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1 Actividade desenvolvida

1.1 Estudos orientados efectuados

Neste trabalho propomos uma analise de sistemas de manofactura e sua
eventual solugdo através de metodologias de controlo optimo discreto.

A analise dindmica, que iremos estudar neste trabalho refere-se a eficiéncia de
funcionamento do sistema em regime normal e permite a avaliagio da performance do
sistema.

Iremos modelizar o nosso sistema através de um modelo matematico € apenas
iremos abordar os modelos de simulagio como comparagdo com 0S utilizados. Entao
sempre que possivel, ou seja quando o sistema real ndo seja tdo complexo que seja
dificil modeliza-lo matematicamente ou entdo que haja a necessidade de proceder a
simplificagdes que tornem 0 comportamento do modelo diferente do sistema real em
aspectos cruciais, é preferivel recorrer a modelos matematicos.

Assim enquanto que a abordagem pela simulagdo devera ser utilizada para
estudar grandes sistemas com muitos e complexos critérios para analisar, a abordagem
matematica ¢ mais adequada para analisar pequenos sistemas automatizados e para
analisar uma pequena quantidade restrita de fenomenos em grandes sistemas (resultam
modelos simples para o que nos interessa analisar apesar do sistema no seu global ser
complexo).

1.2 Disciplinas frequentadas (ver programa de trabalhos)

Controlo Optimo

Identificagdo e Modelizagdo de Sistemas
Métodos de Optimizagdo

Robadtica

Analise de Sistemas Informaticos
Planeamento e Gestdo da Produgé@o

1.3 Participagdes em Conferéncias e Publicagées em actas ou "proceedings” de
congressos internacionais resultantes (comunicagdo em apéndice).

" Algoritmos de Tempo Minimo para Problemas de Controlo em Robotica"
apresentado nas 335 Jornadas Hispano-Lusas em Barcelona.

Participagdo em diversas palestras sobre modelizagdo e controlo de veiculos
sobmarinos auténomos, efectuadas na FEUP pelo Prof. Anthony Healey da Naval
Postgraduate School (EUA).



Participagdo no " Workshop on Autonomous Underwater Vehicles " realizado no
Porto e durante o qual foram abordados temas por varias personalidades pioneiras na
area, nomeadamente o Prof. James Belligham do MIT (EUA), Prof. Anthony Healey,
Prof. Thor Fossen NIT (Noruega).

1.4 Estagios

O estagio no Instituto de Sistemas ¢ Robética permitiu, por um lado, o acesso a uma
rede de computagdo necessaria a0 desenvolvimento de algumas fases do trabalho e,
por outro, tornou possivel a participagdo em projectos de 1&D nacionais € europeus
que enderegam aspectos praticos dos topicos abordados no ambito deste trabalho.

2. Apéndices
2.1 Projecto Realizado

2.2 Comunicagées Apresentadas.
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1 SISTEMAS DE MANUFACTURA

Os sistemas de manufactura tem por objectivo a produgdo eficiente de componenies discretos. A sua
gestdo, em sistemas de razodvel dimensdo, é complexa ¢ por isso ¢ usual dividi-la em varios niveis de
gestio da responsabilidade de pessoas distintas. Assim ¢ usual a divisdo em sistema de gestdo estratégico,
tactico ¢ operacional, tendo este Gltimo um énfase no cardcter técnico e 0s primeiros no caracter mais
negocial.
O estudo do subsistema operacional poderd por sua vez ser dividido em andlise dinimica ¢ andlise
eslatica.
A analise dindmica, que iremos estudar mais em pormenor, refere-se a eficiéncia de funcionamento do
sistema em regime normal e permite a avaliagio da performance do sistema. Ndo nos interessando aqui
consideragdes sobre o seu layout, decisoes relativas ao investimento em equipamentos, €ic. que poderdo
ser englobadas na andlise esttica. Assim enquanto que na andlise estatica estamos interessados em definir
os recursos do sistema, na analise dinimica estamos interessados em maximizar a utilizagdo dos recursos
do sistema disponiveis. Mas embora ndo sendo essa a sua preocupacio fundamental a analise que aqui
faremos poder4 também ajudar na tomada de decisdes a varios niveis de gesldo superiores.
O tratamento da incerteza relativa a todos os dados necessarios a0 nosso modelo dindmico do sistema de
manufactura devera ser realizada pelos niveis de gestdo tActico ¢ estratégico. Assim no modelo que aqui
nos propomos a analisar iremos trabalhar apenas com informagdo deterministica ja "filtrada” da incerteza
pelos subsistemas de gestdo de caracter mais negocial.
Num sistema de produgdo completamente integrado, conhecido por Sistema de Manufactura Flexivel,
todos os estados do sistema foram ja especificados e todos 0s correspondentes controlos 6ptimos foram ja
calculados off-line na fase de desenvolvimento do sistema € nele integrados na fase de implementagdo.
Com o sistema em funcionamento, o controlo consiste somente em reconhecer o estado do sistema, ir
buscar o correspondente controlo dptimo a uma base de dados, e aplicar tal controlo ao sistema. E quase
nula a computagdo realizada em tempo real. Tal ¢ consequéncia do facto de alta integragdo dos sistemas
de manufactura implicarem rigidez (apesar de se chamarem flexiveis).
No caso contrério, baixa integragdo e alta complexidade dos sistemas de manufactura permite, na maior
parte das vezes, uma grande variagiio nos possiveis estados do sistema 0 que implica que seja necessario
proceder ao calculo do controlo 6ptimo a aplicar em tempo real (i.e. on-line).
A avaliacio da performance do sistema consistira na realizagdo dos seguintes passos:

- construgiio do modelo

- resolugdo do modelo

- avaliagdo da solugdo
Estes passos deverdo ser executados sequencialmente embora por vezes haja a necessidade de rever a
modelizagdo e refazer o ciclo até conseguirmos atingir uma solugdo satisfatoria.
Na construgio do modelo teremos que proceder a uma andlise do sistema - definigdo das entidades
representativas, os seus atributos mais importantes as suas interacgoes € 08 controlos admissiveis para o
sistema - ¢ escolher o compromisso do grau de detalhe - fidelidade de representagdo da realidade versus
complexidade do modelo.
Para a avaliagdo da solugdo poderemos recorrer a vérios tipos de modelos entre eles:
° modelos fisicos (prototipos ou modelos analogicos)
modelos cuja descrigdo das relagdes ¢ baseada em inteligéncia rtificial
modelos simbélicos formais
modelos de simulagdo
modelos matematicos
respectivamente por ordem de abstracgdo inerente a modelizagdo crescente.
Neste trabalho iremos modelizar 0 nosso sistema através de um modelo matematico ¢ apenas iremos
abordar os modelos de simulagdo como comparagao com oS utilizados.
Assim se recorréssemos aos modelos de simulagdo, para a avaliagdo da solugdo teriamos que fazer uma
corrida de simulagdo para cada linha de acgdo possivel, sendo dificil julgar a performance do sistema
devido 4 grande quantidade de dados geralmente gerada.



Entdo sempre que possivel, ou seja quando o sistema real ndo seja tio complexo que seja dificil modeliza-
lo matematicamente ou entdo que haja a necessidade de proceder a simplificagdes que tornem O
comportamento do modelo diferente do sistema real em aspectos cruciais, ¢ preferivel recorrer a modelos
matematicos.

Assim enquanto que a abordagem pela simulagdo devera ser utilizada para estudar grandes sistemas com
muitos ¢ complexos critérios para analisar, a abordagem matematica ¢ mais adequada para analisar
pequenos sistemas automatizados ¢ para analisar uma pequena quantidade restrita de fenomenos em
grandes sistemas (resultam modelos simples para 0 que nos interessa analisar apesar do sisiema no seu
global ser complexo).

O modelo matematico € composto por :

e Um conjunto de pardmetros que caracterizam o fenoémeno a estudar - estado do sistema

e Um pequeno conjunto de critérios de performance - a fungdo objectivo a maximizar ou minimizar

e Um conjunto de varidveis representando as entradas através das quais nos ¢ permitido actuar no

sistema - 0 controlo

e Interacgdes entre as variaveis de estado ¢ as varidveis de controlo do sistema - As restrigdes incluindo
as equagdes de estado que poderdo ser sob a forma de equagdes diferenciais (ou as diferengas),
formulagdo de programagdo linear, formulagdo de programagao dinimica, proccssos de Markov, etc.

Os sistemas de manufactura tem vindo a ser simplificados. devido 4 automatizagdo e a estandardizagdo, 0s
modelos mateméticos dos sistemas de manufactura terfdio um interesse cada vez maior no futuro.



2. CONTROLO OPTIMO DE SISTEMAS DE MANUFACTURA

2.1 Formula¢ao de um Exemplo
Consideremos o problema de optimizagio de um sistema de manufactura com a seguinte modelizagio:
Consideremos as variaveis:

N - n° de unidades de tempo para o horizonte considerado
p - indice do produto, p=1.....P

m - indice de maquina-tipo, m=1....M

i - indice de produto-tipo

As variaveis de decisdo:

u,,,;(1) - taxa de produgdo do produto tipo i no grupo de maquinas m
u,,(t) - vector de taxas de producio para o grupo de maquinas m
u,,(t) - vector de taxas de entrada de produtos do tipo p
u(t)=col(u; (1)....,uy, (), u (0).....up(t))

Sendo W o niimero de componentes do vector u.

As restri¢oes a produgdo:

U, - conjunto dos possiveis valores para as taxas de produgdo para o grupo de maquinas do tipo p
Up - conjunto dos possiveis valores para as taxas de entrada de produtos

M P
QR=T] UxJ] 1,
m=1 p=1

As variaveis de estado:

byi(t) - n° de produtos do tipo i no buffer imediatamente anterior a0 grupo de maquinas m
b,,(t) - vector com o conteiido do buffer para o grupo de maquinas m
Sendo z a dimensdo do sistema; n° de componentes de b.

E as constantes do sistema:

(1) - perfil da procura para os produtos do tipo p acumulada até ao instante t
d(t)y=col(d,(1).....dp(t))
A,y - Tepresenta a dinamica do sistema, o trajecto dos produtos entre o grupo de maquinas m ¢ m'
A={ay .-yl
Opyp - Produto final tipo p saido do grupo de maquinas m.
O=[0y;,....00pl
€, - vector de custos arbitrado associados a existéncia de elementos no buffer ( custo dos stocks
intermédios) que penalizam o tempo global de processamento de um produto. Em principio penalizard
tanto mais quanto mais avangado for o buffer na linha de producio.
d, - vector de custos de produgdo que pretende penalizar a produgdo em excesso (superior a procura)
by - Estado inicial do sistema, contetdo inicial dos buffers.

Neste problema iremos obter as taxas de produgdo Optimas que minimizam o custo do contetido dos
buffers intermédios. Esta minimizagdo implicard a minimizagdo do tempo de permanéncia dos produtos
semi-acabados no processo produtivo logo minimizando o WIP (Work In Process) ¢ minimizando o tempo



de ciclo para cada produto o que terd como consequéncia ndo s0 o abaixamento dos custos de produgio,
mas também uma maior rapidez e flexibilidade de resposta as solicitagdes do mercado.

Além disso. na fungdo objectivo, a produgdo em excesso relativamente a procura serd também penalizada.
Neste problema o vector dos contetdos dos conteidos dos buffers b(t) ¢ o vector das taxas de produgio u(t)
assumirdo o papel de variaveis de estado e de controlo respectivamente.

Como resultado obteremos as taxas de producdo e fluxo de materiais de forma continua, ndo determinando
o problema de sequenciamento caso as maquinas so permitam a produgdo ndo interrompivel de um tnico
produto de cada vez e a produgdo de um niumero inteiro de produtos.

O problema podera ser formulado como um problema de controlo 6ptimo:

a[T T (12.1)
Min Y [c)b(t)+d;O-u(t—1)]
t=1
Sujeito a:
b(0) =b, (12.2a)
b(t+1)—b(t) = Au(t) t=0,...,N-1 (12.2b)
u(t) eQ =0,..,N-1 (12.2¢)
! (12.2d)
Y0-u(k)=>d(t+1) t=0,....N-1
) (12.2¢)
b(t)=20 =1,..,N

2.2 Método de Solucio

O estudo deste problema, apesar da existéncia da inequagdo ( 12.2d. podera ser feito a luz das condigoes
necessarias de optimalidade consideradas no capitulo 3 bastando para tal executar mudangas de variavel

adequadas
Consideremos
- (12.3)
y(t+1)= > 0-u(k)
0 que implica que e
{Y(t“)—y(t) = Ou(t) (12.4)
y(0)=0
Sejam ainda
h, (t,b(t)) =-b(t) (12.5)
h, (t,y(t)) =d(t)—y(t)
h(t,b(t),y(t)) = col(h, (t,b(t)),h, (t,y(t)))
(12.6)

z(t) = )t:c',fb(k)-fd;fo-u(k -1)

k=0



Deste modo tem-se que:

z(t+1)—z(t) =c¢,b(t+1)+d;O-u(t) (12.7)
2(0)=0

Entdo o problema ¢ equivalente a:

Min z(N)
Sujeito a
(b(t+1)—b(t) = Au(t) t=0,...,N-1 (12.8)

y(t+1)—y(t) =Ou(t)
z(t+1)—z(t)=c,/b(t+1)+d O-u(t)

| b(0)=b,
y(0)=0
2(0)=0
h(t,b(t),y(t)) <0

(u(t) eQ

em que:

b(t) eIR™ nl = namero de buffers do sistema, z
y(t) eIR™ n2 = nimero de produto, P
z(t) eIR™ n3 = dimensdo da fungdo objectivo, 1
u(t) elR™ m= namero de componentes do controlo

Consideremos ainda
w(t)=z(1)-c, Tb(t)

tendo assim que

w(t+1)—w(t) = ¢ b(t)+d] Ou(r)
w(0)= _Ctrbo



Ficamos finalmente com o problema:

Min w(N)+c, b(N)

Sujeito a
b(t+1)—b(1) = Au(t) t=0,...,N-1
Y +1)=y(1)=Ou(r)
w(t+1)—w(t)=cb(t) +d] O-u(r)
b(O) ™~ bn
|y@=0
w(0)=—c/b,
h(1,b(1),y(1)) <0
(u(t) eQ
em que:
b(t) eIR™ nl = niimero de buffers do sistema , z
y(t) eIR™ n2 = namero de produto , P
w(t) eIR™ n3 = dimensdo da fungdo objectivo, 1
u(t) elR™ m = numero de componentes do controlo
Sendo
A={0.1.2,...N}
as condigdes necessarias de optimalidade para este problema vem
Se u’(k) ¢ uma estratégia 6ptima de controlo entdo existem:
p,:A—IR"
p,:A—IR™
p;:A —>IR™
v;:A > IRY
v,:A - IR
lais que:
o Hamiltoneano vem
.
p.(t)] [Z(D) Au(t)
H(t,x(t),p(t),u(t))=|| p,(t) |+| Z,(1) Ou(t)

p.(t) 0 ¢, b(t)+d;/O-u(t)

(128a

(12.9)



Sendo
x(t)=col(b(t),y(t),w(t)) (12.10)
p(t)=col(p, (t),pz(t), p;(1))

%, (1) = Y [hy, (s.b()v, ()] = =2 v, (5)
S=0 s=0

()= Z[hzy(s‘Y(S))Uz(s))] ==2 0,(s)
$=0 s=(0

uma vez quc
h,, (,b(t),0, (1)) =~1, s, (sendo I matriz identidade) (12.11)

hly (th(t)s L, (t)) =-1 ny*ny

O vector adjunto vem

pO+Z,(0]T0 0 0 (12.12)
PrO-p -D)=| p()+Z,0)|| 0 0 0
nd 0 0

ps(1) ¢

1 M+ ] [«
p.(N)+Z,(N)|=| O

p:(N) -1

logo
pl@-p -] [-¢ (12.13)

p, ()-p,"(1-1)|=| 0
) psr(’)_psr("l) 0

pl(N) —El(N)—C]
pl(N) = _ZQ(N)
! ps(N) -1

(p()=(N—1-1)c, - Z,(N) (12.14)
4 Pz(’):_zg(N)
L ps()=-1

donde

Entdo o Hamiltoneano vem
T

H(t.x(1).p(D.u()) =[(N-t-Dc+Z,(t)- =, (N)]" Au(t)+(Z, (1) - =,(N)) " Ou(t) - c;b(t) - d; O -u(t) (12.15.)

A maximizagdo do Hamiltoneano

H(t,x(t),p(t),u’ (1)) = H(t.x(t),p(t)0) ViV g 01 (12.16)



€ equivalente a

o(t,2(1))-u’ (1) 2 o(t. (1)) u ¥ weas Vo) (12.17)

Sendo
o(t,X(t))= [(N —t=1c' +Z%, (t)~)_“.,(N)]A +(Z,(t)-Z,(N)-d)o 1218

Para a determinagdo da estratégia de controlo 6ptimo consideremos:
Num dado instante para as componentes da primeira restri¢do de estado que ndo estiverem activas
b'(t+1)>0 (12.19)
entdo
Si(t)=0 (12.20)
para as componentes da segunda restri¢do de estado que ndo estiverem activas o processo ¢ semelhante

h (ty' <o

Neste caso temos que

t / (12.21)
y‘(l+l)=[20-u(k)] >d'(t+1) t=0,...,N-1
k=0

¢

Z‘,(t) =0 (12.22)
No caso das restrigdes de estado estarem activas:
Temos para o caso da primeira restrigio de estado

b (t+1)=0 (12.23)
e entdo _

(Au(r))' =-b'(1) (12:24)
¢ sabe-se ainda que

3, . talque o"(t,2(1)=0 (12.25)

Para o caso das componentes da segunda restri¢do de estado que estiverem activas temos que

' i ) (12.26)
[ZO-u(k)] —di(t+1) {=0,...N-1
k=0

¢ que

3, . talque o"(t,E(1))=0 (12.27)



Finalmente temos entdo que para 1=0,....N-1 e para k=1,...m

k(1) = Min{u*(t):u(t) eQ} se o*(t,Z(t)) <0 (12.28)
W= Max{u*(t):u(t) eQ} se o*(t,X(t)) >0
€ nos casos cm que
o (t,X(1)) =0 (12.29)

u"k(t) determina-se (pela (.12.24) ¢ (pela (.12.26)

Assim em cada instante 1 se tivermos o equagdes triviais dadas por (12.28 ) teremos
necessariamente que ter B equagdes (12.24) e (12.26) ( i.e. P restrigdes de estado activas) de tal modo
que o+PB=m , permitindo-nos determinar as m componentes de u*(t).

10



2.3 Algoritmo de Resolucio
Para a resolugdo deste problema podemos aplicar o seguinte algoritmo:
INICIO

-PARA t=0 ATE N-1
-N_restrigdes_activas=0

Determinar b(t+1) considerando u(t) dado por (12.28) com Z(1)=0
{i.e. supor restrigdes ndo activas para verificar se sio violadas}
PARA i=1 ATE nl
SE bl(t+1)<=0 {i.e. restri¢iio activa}
N_restrigdes_activas=N_restrigdes_activas+1
SIST_EQUACOESI|N_restri¢des_activas|=(12.24)
SENAO X{{(1)=0
-FIM_PARA

-Determinar y(t+1)-d(t+1) considerando u(t) dado por (12.28) com
Z(t)=0 {i.c. supor restri¢des ndo activas para verificar se sdo
violadas}
-PARA j=1 ATEn2
SE y(t+1)-d)(t+1)<=0 {i.e. restrigdo activa}
N_restrigdes_activas=N_restrigdes_activas+1
SIST_ EQUACOES|N _restrigdes_activas|=(12.26)
SENAO z{!(t)=0
-FIM_PARA

N_equagoes=N_restri¢des_activas
-PARA k=1 ATE m
SE oX20 {i.e. restrigdo ndo activa}
N_equagoes=N_equagdes+1
SIST EQUACOES|N equagdes]=(12.28)
-FIM_PARA

-SE N_equagoes=m
resolver o sistema m cquagdes a m incognitas
SIST EQUACOES]] determinando assim u*(t) em todas as
suas m componentes
SENAO ERRO_NUMERICO
-FIM_PARA

FIM

A principal desvantagem deste algoritmo serd os graves problemas numéricos devidos as comparagdes
com zero. Assim as comparagdes do tipo X=0 sio na realidade implementadas com [X|<& com o valor de
& dinamicamente corrigido na rotina ERRO_NUMERICO. Assim se N_equagdes for maior do que m o
valor de & ¢ diminuido e se N_equagdes for menor do que m este valor ¢ incrementado.



3. ABORDAGENS ALTERNATIVAS: ESTADO DA ARTE

3.1 Abordagem Por Programacio Linear

Para além da abordagem referida este problema este problema poderia também ser formulado como um
problema de Programagao Linear.

Sendo
b=b(1) t=0....N
ug=u(t) =0....N

¢ reescrevendo u(t)€ 2 sob a forma de desigualdades levaria a. no minimo, 2*N*W desigualdades
ficando

Q. <u<Q_ t=0,...,N
sendo as desigualdades entendidas para cada componente do vector u

O problema podera ser formulado como:

N
Min >[c/b, +d[O-u,, ]
t=1

Sujeito a:
-1
b[ :b(}+ZA.Uk (D
k=0
b, 20 )
t
> O.uy >d, 3)
k=0

Sendo todas as restrigdes para t=0,....N-1 ¢ tendo (1) e (2) Z componentes, (3) P componentes e (4) W
componentes, teremos no total N*(2Z+P+2W) restrigdes e (Z+W)*N varidveis que aumentariam caso se
coloque este problema na forma canodnica da programagao linear ( transformagdes de todas as restrigdes
sob a forma de desigualdades em igualdades com varidveis positivas )

Dada a dimensdo do problema, ¢ mesmo sabendo existir algoritmos muito eficientes para programagio
linear (simplex revisto efc.) estes algoritmos gerais ndo me parecem ser eficientes para a resolugdo do
problema em causa em relagdo ao algoritmo proposto anteriormente que aproveita melhor a estrutura do
problema ¢ resolve-o em tempo deterministico ( a solugdo ¢ encontrada de forma fechada e ndo
iterativamente ) e polinomial de ordem de grandeza O( N*W ) .

No entanto nio elimino a hipotese de existirem algoritmos de programacdo linear particulares mais
adaptados a estrutura do problema que permitam resolvé-lo eficazmente.
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3.2 Abordagem por Programacio Inteira

Em programagdo inteira, ou mais geralmente em programagdo mista algumas das variaveis independentes
serdo restringidas a integralidade. Este tipo de modelizagdo ira permitir também a resolugdo do problema
do sequenciamento embora isto torne o problema de muito dificil resolugdo (problema NP completo) sem
importantes vantagens na pratica devido & imposigdo muito rigida do escalonamento ndo podera ser
muitas vezes implementada devido ma situagdes inesperadas (falhas, avarias, manutengdo, etc) de
ocorréncia frequente.

Em todo o caso a formulagio seria semelhante 4 anterior acrescentando restri¢des de que uma maquina
num determinado instante estara a produzir apenas um produto . introduzindo a variavel

gz (t)= 1 Ssee f:] g:)équina m estiver a produzir o produto i no instante t
as restrigdes viriam

q,;()=0=u,, =0

ou na forma standard

M-q, (t)=u_. (t), com M suficientemente grande
u ()20

qmi € {071}

Para a resolugdo deste problema poder-se-ia utilizar técnicas de Branch-and-Bound que teriam o defeito
de ndo garantir a convergéncia para a solugdo Optima em tempo polinomial. Alternativamente poderiamos
utilizar informagdo sobre a estrutura particular do problema para desenvolver heuristicas de auxilio 4
pesquisa. Sendo esta ultima alternativa muito mais eficiente em termos computacionais ndo garante a
optimalidade da solugdo.

3.3 Outras Abordagens

Incluiremos aqui a referéncia a algumas outras abordagens como por exemplo a abordagem por
Programagdo Dindmica em que poderemos encontrar multiplas modelizacdes em se busca a optimalidade
embora na grande maioria das vezes com um peso computacional elevado - das varias modelizagdes
poderemos destacar a de Held and Carp .

Os desenvolvimentos recentes na area tém-se dado em abordagens hierdrquicas a resolu¢do do problema
(Pereira et al, 1993) e a modelizacgdo dos sistemas de manufactura como Sistemas de Eventos Discretos
(DES) (Gershiwn et al, 1987).
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4. CONCLUSOES E PERSPECTIVAS DE EVOLUCAO

Vimos anteriormente como determinar o controlo optimo do fluxo de produgdo em sistemas de
manufactura. Esta informagao devera permitir uma gestdo da produgao eficaz, tendo em conta que permite
uma liberdade a nivel do sequenciamento de tarefas que devera ser definida on-line tendo em conta
situagdes inesperadas (falhas, avarias, manutengdo, etc.). Pretendendo definir o sequenciamento a partida
poderia ser utilizada uma abordagem hierarquica que entre em linha de conta com a informagdo de quais
as maquinas mais criticas, informagao essa que podera ser dada pelo vector adjunto (Pereira et al, 1993) ¢
poderemos ainda considerar outro nivel hierdrquico de modo a ser possivel considerar um horizonte
deslizante para a varidvel tempo.

Uma outra evolugao possivel para este trabalho podera ser a consideragdo de alguns dados do modelo (tais
como a procura, a capacidade das maquinas, custos arbitrados) como processos estocasticos. Assim 0s
niveis superiores de gestdo definiriam ndo s6 o valor médio dos dados de entrada no modelo como
também a sua distribuigio estatistica.
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6. ANEXOS

Resultados Preliminares

Seguidamente, apresentamos um conjunto de resultados auxiliares ¢ de defini¢des importantes
para plausibilificar o Principio do Maximo.

Fung¢des mensuraveis:
Seja f: [0,1] > N limitada e continua por segmentos.

i
Entdo t—> F(t)= IU f(s)ds ¢ Lipschitz continua.

Por outro lado na classe das fungdes limitadas e mensuréveis, tem-se que dada
F: [0,1] > R Lipschitz continua,
existe f tal que

F(t) = F(s) + j: f(w)dw V t,s.

Convexidade
Def: Cconvexo <V X;, X, € C, Va e [0,1], ax;+(1-a)x, € C
ou seja, o segmento unindo dois pontos do conjunto esta nele contido.

Teorema da Separagdo (de Hahn Banach)
Sejam C, e C, conjuntos convexos ndo vazios de R 4

(i) [Elp eR"\{0} tal que ilg{p—x} > s?{p- x}] = [C} NC. = 0]
(i1) Se além de convexos ¢ ndo vazios C, e C, sio fechados ¢ disjuntos ¢ um deles ¢ limitado, tem-se
que 3 p eR"\{0} tal que in(f{p-x} > s_y{p-x}‘

Demonstracdo:

(1) C=C,-C2écom!exoe0eé=é1—éz
Entdo, 3 p e R” \ {0} tal que CCD:{X eR": x-p20] e CAD#0
Tem-se que 0 < i{lf{xb} = J?f, {x, -b}—s.ll_ng{xz -b}

(ii) 0¢C,-C,=C,-C, (fechodeC,—C,) uma vez que um dos conjuntos ¢
limitado
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