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1 Actividade desenvolvida

1.1 Estudos orientados efectuados

Neste trabalho é proposta uma metodologia para encontrar estratégias
de controlo éptimo para problemas onde se pretende minimizar o tempo de
execucao.

Serdo apresentados dois algoritmos que permitem realizar a optimizagdo do
tempo que, os manipuladores demoram na execugdo das suas tarefas;
complementados com um estudo sobre a sua convergéncia. Por fim aplicaram-
se as conclusdes obtidas a um exemplo concreto de optimizagdo, sendo de
realgar os bons resultados conseguidos.

1.2 Disciplinas frequentadas (ver programa de trabalhos)
Controlo Optimo

Identificagdo e Modelizagao de Sistemas

Métodos de Optimizagao

Robdtica

Andlise de Sistemas Informaticos

Planeamento e Gestao da Producao

1.3 Participacoes em Conferéncias e Publicagdes em actas ou "proceedings'' de
congressos internacionais resultantes (comunicagdo em apéndice).

"Algoritmos de Tempo Minimo para Problemas de Controlo em Robdtica”
apresentado na ENDIEL93. Uma comunicagdo sobre este trabalho foi tambem
apresentada nas 345 Jornadas Hispano-Lusas em Barcelona.



2. Apéndices
2.1 Projecto Realizado

2.2 Comunicagoes Apresentadas.
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CONTROLO EM TEMPO MINIMO APLICACOES A ROBOTICA



1. INTRODUCAO

Ultimamente tem sido dispendida uma quantidade considerdvel de trabalho no
desenvolvimento de técnicas numéricas para a solugio de problemas de controlo 6ptimo.

As técnicas de optimizagdo vem de encontro as necessidades da inddstria moderna,
que devido 2 grande competitividade actual, se vé obrigada a fazer elevados investimentos
de teor tecnolégico ( por exemplo células flexiveis, manipuladores robdticos € outros
sistemas de manuseamento de materiais, etc), tornando imperiosa a sua rentabilizagdo que
s6 é possivel com uma utilizagio optimizada. Esta ¢ especificada através de estratégias de
gestio e controlo de sistemas dinimicos (acontecimentos discretos ou continuos) que
melhor modelizem os sistemas referidos.

Os métodos de trabalho utilizados neste projecto sdo os de optimizagdo dinimica
que, pelo facto de serem abstractos, enderecam classes muito vastas de problemas
identificadas apenas pelas caracteristicas das estruturas matemdticas presentes quer na
fungiio objectivo quer nas equagdes ou inclusdes que definem as restrigdes dindmicas e
estdticas.

Para além destes exemplos tem sido reconhecido que os sistemas rob6ticos estio a
comegar a desempenhar um papel fundamental em vérias aplicagdes, que vio desde a
manufactura até A exploragio do espago. Para aumentar a produtividade geral e a
eficiéncia da operagio do sistema, um dos aspectos importantes consiste em minimizar o
tempo total em que o manipulador robdtico estd em movimento.

Uma vantagem importante da utilizagio de manipuladores numa linha de produgdo
de um sistema de manufactura consiste no facto de eles possuirem a flexibilidade
necesséria para operarem mesmo quando os locais para onde 0s componentes ou materiais
se deslocam dependerem do resultado de operagoes anteriores (de inspecgdo por exemplo)
que, embora conhecidos a priori, poderdo variar por perfodos com baixa frequéncia.

Tendo isto em consideragio foi incluida no projecto aqui descrito uma
demonstra¢io de como utilizar o algoritmo de tempo minimo descrito para encontrar
estratégias de controlo Gptimo de um manipulador rob6tico a desempenhar tarefas
repetitivas numa linha de produgio de um sistema de manufactura.

Convém para além disso referir que a estratégia de controlo do manipulador deve
ser obtida como solu¢io de um problema de tempo minimo sujeito ndo s6 as restrigdes
dinimicas, bem como a restrigdes estdticas associadas a0 €spago livre para movimentagdo
e limites méximos de velocidade. A trajectdria assim obtida constituird a referéncia para o
controlador robdtico estdvel e robusto (a perturbagdes e incertezas).

Sendo assim, a adopgdo de estratégias de controlo em tempo minimo, para 0
sistema de manuseamento e transporte de um processo produtivo traduz-se numa
diminui¢io do tempo de permanéncia dos produtos semiacabados no processo produtivo.
Ora isto revela-se num menor WIP ( Work in process ) médio o que tem consequéncias
nio $6 no abaixamento dos custos de operagio, mas também uma maior rapidez e
flexibilidade de resposta as solicitagdes do mercado.



2. PROBLEMA DE CONTROLO OPTIMO

2.1 Descricao do problema

Seja 0 seguinte sistema que em cada instante t pode ser descrito por x(t) eR’e
controlado por u(t)e Q (Q(r)e R™ é o conjunto dos valores possiveis de controlo a
aplicar em cada instante) e seja f(z,x(2),u(z)) com f(,-): RXR"XR" > R" a sua
dinimica. Sabendo que o estado actual € x(), pretendemos levar o sistema deste estado ate
a0 estado xfem tempo minimo.

Assim, o problema pode escrito da seguinte forma
(P1) Minimizar tf

(1) = £(t, x(), u(t))
x(0) = x,
x(t;) =X

(u(t) € Q(t)

Por forma a retirar uma restrigio ao problema, este pode escrito de uma outra

Sujeito a:

forma

(P) Minimizar t; + K-”x(tf) — Xq "2

x(t) = £(t, x(1), u(t))

x(0) = x, q.s. em [0,1]
u(t) e Q(t)

Sujeito a:

sendo K uma constante positiva escolhida suficientemente grande de modo a penalizar o
erro com que se atinge o estado final pretendido.

2.2 Principio do maximo

O principio do mdximo para o problema de tempo minimo pode ser escrito da
seguinte forma
Seja (tgx(t),u(t)) um processo minimizante.

Entio 3 p:[0,t,]—> N" tal que
—p"(0) = p" (V) -, (t,x(0), u(1)
pt) = —g, (x(t,) == 2K-(x(t;) = x;)
e u(r) maximiza u— p’ (). f(£,x(1),u) g.s. em [0.1].

Sendo H(t,x(t),u(t),p(t)) definido por



H(t,x(t),u(t),p(t)) = p" (1) £(r, x(2),u(r))
entao

H(t;,x(t;),u(t;),p(t;)) =1

Demonstragdo
Temos, entdo, o seguinte problema

(P)  Min tp+g(x(t))

x(t) = £(t,x(t), u(t))
u(t) eQ q.s. -[0,tg]

X(0) = X,

Seja (u*,x",t") dado e solu¢io de (P); construa-se um Problema Auxiliar de
tempo fixo (Paux).

Escolhendo T como a nova varidvel de tempo, o estado e o controlo podem ser
escritos como

X(1) =(xot)(1)
u(t) = (uot)(t)

sendo (f o g) a composta de f apés g.
O novo problema tem o seguinte aspecto

(Paux) Min 1)+ g(x(1))
[
t(t) =v(7) com v(1)>0

J%(1) = £(t(1).X(x).5(x)) - v(1)
X(0)=x, , l(1)eQ

(t(0)=0
onde t(t) ¢ uma nova componente da varidvel de estado.

Entdo:
(@",v",X",t") € Sol. de (Paux) sse (x",u",t,") € Sol. de (P)



[%°(1) = (x" o t")(0)
i (1) =(u"ot")(1)
C=t’

t(0)=

(¢
A

t(0=v(@)
onde (feog)(t)= f(g(1)).

Principio do médximo para (Paux)

Seja (%, v*,X",t") uma Sol. de (Paux)
entio

3(p,q): [0,1]> N" xN tal que
{ﬂ'a (1) = BT (1) £,(£° (1), K" (1), §"(1)) - V(1)
-q(t)=p"(v)-f (t"(1),X"(1),0" (1)) v(1)
{ B(1) = g, (X" (1))

-q(1) =1
e (ii" (t),v' (1)) maximiza (&, v) = [f)T('c)-f(t'(t),i‘(r),ﬁ)-i—c’l(t)]-v em QX R.

Seja

H(#(1),%(1), p(1), ¢ (1), a(T),v(1) = p" (T)- f(1(1),X(1),ii(1))- v(T) + (D) ¥(1).

Se v'(1) e R *,entio V(T) maximiza H({i(1),v) 0 que implica que

d IT 7~ ~ * ~F ~ % ~
0=d—VH(U(‘I).V)=pT(‘E)-f(t (1),X"(1),0 (1)) +q(1) (1
onde H({i(1),v) = H(t(1),%(1),p(1),§(1), (1), v(T))
Como v (1) >0, qualquer que seja T, entdo, tem-se que

ii*(T) maximiza ﬁ—>[f)T(~c)-f(t'(‘r),i'(r),ﬁ)+€1('c)]~v'('r)

implica que

i’ (t) maximiza @i — p' (1) f(t°(1),X°(1),ii) emQ em[0,1]

Para exprimir as condi¢des necessdrias de optimalidade nos dados do problema
original vamos efectuar a mudanga inversa de varidvel independente. t tem inversa uma



vez que ¢ injectiva. Esta propriedade pode deduzir-se do facto de t(-) ser estritamente
mondtona crescente.

t(t)>0 = t(-) é monétona = t(-) € injectiva
V1e[0, 1]

: -1
Logo existe t~ .
Efectuando as seguintes mudangas de varidvel inversa

(p(t) = (Po t™)(t)
u' (1) = (Got™)(1)
X (t) = (Xot™)(t)

(D) =t,
e tendo em conta que
. d .
pla() = LLED_® X5 vo)

dt dt drt

obtemos
() =p () £,(tx"(1),u°(V)
_p(t;) = gx(x'(t:))

Seem (1) fizer T=1 fico com
1=—q) =p (t))-f(t;,X"(t),u(t;)) em Q em [0,1]

u (t) maximiza u — pT(t)-f(t,x‘(t),u) em (2 em [O,t;]



3 ALGORITMO DE RESOLUCAO

3.1 Introducao
O algoritmo que aqui apresentamos ¢ constituido por quatro fases: inicializagio e

obtengdo da estratégia inicial, integragiio das equagdes diferenciais ordindrias da varidvel
adjunta, teste de optimalidade e obten¢do de um novo controlo.

3.2 Descri¢io do Algoritmo

Comecemos por ver o que ¢ que ¢ que cada fase do algoritmo faz em seguida
estudarmos com detalhe os pormenores com interesse dessas fases.

Fase A
Inicializagdo
Aqui comega-se por definir:
. o instante inicial t();
. as condigdes iniciais x(t());
. os valores do estado no instante final x(tg);
. e o instante final T (suficientemente grande).

Definigao da estratégia inicial

Escolhe-se uma estratégia de controlo u() admissivel, ou seja, ug(t) € Q). Nio
basta escolher um controlo admissivel qualquer. Esse controlo tem que garantir que 0
sistema tem que ficar "perto" (valor da fungio objectivo nio muito alto) do estado final de
modo a que o algoritmo ndio convirja posteriormente para minimos locais longe da
solucgio.

Depois de obtido o controlo inicial ug(t), estamos em condigdes de poder integrar
as equagdes diferenciais ordindrias (e.d.0.) que definem a dindmica do sistema

.

(x(t) = f(t,x(t),u(t))) em [ty ,T] usando as condig¢des iniciais x(), obtendo, assim, a
trajectéria x(t) em [ty , TI.

O valor do instante (ty) ¢ definido como o valor mais baixo que a funcdo objectivo
toma no intervalo [tg , T].

Fase B. Obten¢io da variavel adjunta
Nesta fase, sabendo p(t;) = — 2K-(x(t;)—X,) estamos em condi¢des de

integrar as e.d.o. que definem o vector adjunto (—pT(t)z pT(t)-fx(t,x(t),u(t))) no
intervalo [t , T].

Fase C. Teste de Optimalidade



Nesta fase verifica-se se 0 u(t), x(t) e tf sio 6ptimos, ou seja, s¢ ndo existe outro
u'(t) que dé origem um x'(t) e a um tf' tal que J(u)>J(u'), em que J(u) € a fungio objectivo
(J(u) = te+g(x(1p))).

Se u(t), x(t) e ty sdo estratégias 6ptimas, entdo o algoritmo pédra. De outro modo
continua para a fase seguinte (fase D).

Fase D. Obten¢ao de novo controlo
O novo controlo (que leva obrigatoriamente a um custo mais baixo) pode ser
determinado da seguinte forma
ujy] =uj+6;Hy € Q
sendo
H(t,x(t),p(t),u(t)) = p' (t)-£(t,x(t),u(t))
e, consequentemente,
H (6, x(), p(t),u(t)) =p" (t)-f ,(t,x(t),u(t)).
Depois de obtido o novo controlo inicial, podemos integrar as equagdes

L
diferenciais ordindrias (e.d.o.) da dinimica do sistema (x(t) = f(t,x(t),u(t))) em [ty,T]
usando as condigdes iniciais x(), € obtendo, assim, a trajectéria x(t) em [tg, T].

O valor do instante (tf) é, tal como na fase A, definido como o valor mais baixo
que a fun¢do objectivo toma no intervalo [t , T].

Para finalizar esta secgiio falta apenas referir que o método usado para integrar as
equagdes diferenciais ordindrias referidas foi o método numérico de Runge-Kutta de
quarta ordem.

Passamos de seguida a analisar pormenorizadamente cada uma das fases
apresentadas.

3.3 Calculo da Estratégia Inicial

Um dos problemas postos a este algoritmo era o de definir uma estratégia inicial.
Isto deve-se ao facto de ser incluida uma fun¢io de penalizagio na fungdo objectivo, o
que, implica que a estimativa inicial para o controlo a aplicar nio poder ser aleatéria, mas
muito pelo contrario ela tem que garantir que tanto as restri¢des de controlo como as
restrigdes sobre a forma de uma fungio de penalizagio sio satisfeitas.

A abordagem que utilizamos foi a utilizagio de programagio dinimica para
determinar esta primeira solugiio do problema de controlo Gptimo. A razio pela qual foi
feita esta escolha deve-se ao facto de a programagio dindmica ser um método bastante
indicado para tratar processos de decisio multi-estigios pois garante uma solugdo perto
da solugao Optima.

Um processo de decisio multi-estdgios é um processo que pode ser desdobrado
segundo um certo nimero de etapas sequenciais, ou estigios, os quais podem ser
completados de diversas maneiras. As opgdes para se completarem os estigios sdo
chamadas de decisdes. Uma politica ¢ um conjunto de decisdes - uma decisdo para cada
estdgio do processo.
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A programag¢ido dinfimica baseia-se no Principio de optimalidade de Bellman.
Este principio diz-nos que uma politica 6ptima apresenta a propriedade segundo a qual, se
ela ¢ 6ptima num estdgio entdo é Gptima em todos os estdgios anteriores.

Estamos a afirmar que uma politica é Gptima no sentido dela levar 4 optimizagdo do
problema global.

No caso particular do nosso problema o tempo ¢ discretizado e considera-se cada
instante de tempo um estdgio. Como decisdes possiveis temos, saber qual o valor a
atribuir ao controlo. Devido ao facto de ser uma varidvel continua terfamos infinitas
possibilidades, no entanto apenas se consideram no nosso algoritmo trés valores possiveis
para atribuir ao controlo. O valor médximo, o valor minimo e um valor intermédio que € a
media dos do valor mdximo ¢ minimo. Para cada estdgio o valor atribuido ao controlo € o
que faz com que o custo resultante dessa escolha seja minimo. Esta heurfstica ndo resolve
0 caso em que temos multiplos controlos.

O desenrolar da ac¢iio pode ser depreendido da seguinte figura

Em cada instante guarda-se apenas o valor do controlo que minimiza a fungdo
custo e determinam-se os valores do estado nesse instante através da integragiio das
equagdes da dinimica.

3.4 Integracio das e.d.o. Que Definem a Variavel Adjunta

Devido ao facto de nés apenas conhecermos o valor de p(t) em tf
(= — g (x(tfinal)), o cdlculo de p(t) nos outros instantes t € [ty , TI\{tg} € feito

mediante a integragio da e.d.o. p(t) = —pT(t)-fx(t,x(t),u(t)). Esta, devido ao facto
do método geral de Runge-Kutta integrar apenas entre [tg,tf] dado x ou xy, € feita em
duas fases que passamos a apresentar:

o a primeira consiste em integrar a equagio diferencial de traz para a frente (ou seja,
de tyate t) dado x(ty).
. posteriormente integra-se desde tyate N dado também x(ty).

De notar que a ordem pela qual estas duas fases sio executadas € perfeitamente
irrelevante.
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3.5 Teste de optimalidade

Para verificar se determinado controlo u(t) ¢ ou nio éptimo, existem dois métodos
possiveis:

3.5.A CASO COM RESTRICOES NO CONTROLO

Este método vem directamente das condigdes necessédrias de optimalidade e €
basecado em consideragdes teGricas. Neste caso (tf.x,u) sdo solugio do problema sse
verificarem simultaneamente as condig¢des que se seguem:

H(t,x(t),u(t),p(t)) = H(t,x(t),w,p(t)) VweQ
sendo H(t,x(t),u(t),p(t)) definido por
H(t,x(t),u(t),p(t)) =p" (1)- f(t,x(t),u(t))
Se denotarmos por H(u) a fungdo r— H(t,x(t),u(t), p(t)), entdo a maximizagio da
condi¢io pode ser expressa na forma
vV H(u) eC,, (u)’
onde
C,,(u)? ¢ o polar negativo do cone das direcgdes admissiveis em U, ou seja € o

conjunto {d eL,( [-1, 1], ®"): Ja >0tqu+ad eU}

3.5.B CASO SEM RESTRICOES NO CONTROLO

O presente método ¢ mais ficil de implementar computacionalmente, no entanto
hd que ter em atengdo que apenas ¢ vilido quando nio existem restri¢des no controlo, ou
seja quando Q = N
Convém lembrar que
uj+1 =uj+8;Hy
Entio, neste caso, o algoritmo pdra se 8; = 0, com §; definido conforme foi visto na fase

i 1
D. Isto acontece porque, sendo 8. escolhido de forma a que dado uj(t) a fungio objectivo
& minimizada. Como H,, ¢ uma direccio de descida (ver proxima secgdo), 8, = 0 implica
u & ¢ i
que ji nio posso diminuir mais a fun¢do custo o que leva a conclusdo de que a estratégia
em causa ¢ 6ptima.

3.6 Actualizaciio do controlo e contador de iteragoes

3.6.A METODO DO GRADIENTE CONJUGADO

12



Tendo aplicando as condigdes necessdrias de optimalidade a estimativa da solugido
obtida (tfi Xi(D,uj(t)) e verificando que estas nio sio satisfeitas, torna-se necessirio
encontrar um novo controlo u,,, € de tal forma que o custo decorrente desta
estratégia seja inferior ao da iteragdo anterior.

Sendo assim o que se pretende € encontrar ;>0 tal que
J(Py(u; +s; V,H(u))) < J(u;)
Onde J(u) = g(x(1)) sendo x a resposta a u e Py;(v) o ponto de U mais préximo de v, i.e.,
HPU(V) - v" < nw - VH Vwel

Fazer ujy) =P, (u; +s; V,H(1,))
3.6.B CASO SEM RESTRICOES NO CONTROLO

Nesta secgiio assume-se Q= N™, e utiliza-se o segundo método de paragem.

Tal como no caso anterior torna-s¢ necessdrio encontrar um novo controlo
u,,, €Q de tal forma que o custo decorrente desta estratégia seja inferior ao da iterag@o
anterior.

Assim, vamos comegar por demostrar que H, ¢ uma direcgiio de descida para em
seguida apresentarmos uma heurfstica por nés pensada para a optimizagio de ;.
Teorema: H, ¢ uma direc¢io de médxima descida.
Nota: este teorema s6 ¢ vilido quando Q = R™ que € o que estamos a supor.
Sejam

i1 (0 = uj(t) + &-w
¢ X uma perturbagio de x.
L]

Se Xx=f(t,X,1) ¢ y=X—X entio

y = f(t,X,u) - f(t,x,u) = f (t,x,u)" y+f (t,x,u)-Au
¢ y(0) =X(0) = x(0) =y,
Sendo assim, podemos escrever y(lf) como
L
Y(tr) = 0(tr. o) Yo + [ (1, 0+ £,(LX(D,u(D)-A u-dt
Se AJ=g (x(1))-y(1) (nota: g,(x(1))= —p(1)) entio AJ vem dado por
L
A= —pT(to)-y(tU)—ji(:pT(t)-fu(t,x(t),u(t))-A uedt (1)
sendo
p(D)-¢(ts, 1) = p(t)
Se —pT(tU)-y(tu) ¢ Au forem constantes, se fizermos w = pT(t)-fu(t,x(t).u(t)),
entdo, quanto maior for w, menor ¢ o valor de AJ, ou seja, mais baixa o custo. Sendo
assim, ¢ fdcil ver que w = H ¢ uma direc¢io de descida e que ¢ também a de méxima
descida pois (e segundo (1)) ¢ a direcgdo para a qual J diminui mais depressa.
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Assim, sabendo que H ¢ uma direc¢iio de médxima descida
temos

uiy] = uj + 8 Hy , 8;>0 (se §j = 0 entdo uj € 6ptimo tal como foi explicado na
sec¢ao anterior)
com

H, (t.x,(1),p;(1),u,(1) = p] ()£, (1. x;(£).1;(1))

O problema que se pretende resolver € determinar o valor de 8, que minimiza o
custo da fungfio J(;). Sendo J(5) o valor da fungio objectivo para uma determinada
solugdo (tg, xj(t), uj(1),8;) temos que o seu grifico tem a seguinte forma numa vizinhanca

da origem.

[} (‘fii )

\ 4

(31) (3i)
Derivada negativa
pois Hi ¢ uma

dire¢ao de descida

Para resolver este problema de minimizagio da fungdo J(8y) foi criada uma
heurfstica com os objectivos de chegar a um valor de 6; muito préximo de gi e para além
disso nio obter um peso computacional muito elevado (a heuristica realiza em média 5
iteracdes). Nio é preocupante encontrar o valor exacto de Ei visto que este valor, apesar
de minimizar J(§; ) pode levar a que o problema entre em "Zig-Zag" e convirja, deste
modo, muito lentamente.

Descrig¢do da heuristica

A partida conhecemos o valor de J(5)|5=u= J(0) que € o custo referente A iteragio

anterior.

1° passo: Atribuir um valor qualquer para 8 | .
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2° passo: Calcular o custo associado a & ou seja J(81). De notar que cada vez que
pretendamos calcular J(8) ¢ necessdrio calcular u = (uypg + 8 Hy) em [t,T] e integrar as
equagdes da dinimica para obter x(t) e tf.

3° passo: Conhecendo os valores de  J(0), & e J(8) e supondo J(81) < J(0), define-se
assim uma recta que passa por (0, J(0)) e (81 ,J(81)) e que se prolonga de A para além
deste dltimo ponto.

De notar que A ¢ definido como na figura seguinte e tem um valor pequeno de
modo a encontrar exactamente o primeiro minimo e representa a distincia entre os dois
pontos (81, J(8 1)) e (82, J(87)), permitindo encontrar desta maneira 0 novo passo 82
. Este processo pode ser mais facilmente compreendido através da observagao da seguinte
figura.

J(3i)
&

1(80) —

1(81)-

J(82) -

81 52
4°.Se J(8 1) > J(8 2) o algoritmo volta a executar novamente 0 passo 3, agora com
os pontos (81,J(8 1)) e (82,1(82)).
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Sé J(82)<J(8 1) estamos perante a seguinte situagdo

1(Bi)

A

J(50)—

1(82)

J(81)—

51 52

Neste caso 0 que se fazemos A=A/2 e o novo §; ¢ determinado prolongando
agora no sentido inverso a recta que une 08 pontos anteriores, ou seja

1(82) -

I8 +
1(83) 7

v
&

83 &1 82
5°passo: O algoritmo continua até que & 4] - 8; =0 saltando para o passo 2.
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4. MANIPULADORES ROBOTICOS
4.1 Introdugio

Nesta sec¢iio, vamos analisar um caso particular de grande aplicagio deste tipo de
algoritmos: minimizar o tempo de que leva um determinado manipulador robético a
mover-se de qualquer posigio ¢ velocidade iniciais ate uma outra posi¢o e velocidade
desejadas.

A optimizagio destas trajectérias justifica-se, por exemplo, na manufactura, devido
a0 facto de os manipuladores robéticos desempenharem tarefas repetitivas e, ao minimizar
o tempo despendido pelo manipulador numa determinada operagdo, estou a minimizar
também o tempo global de produgdo aumentando, assim, a produtividade.

Nesta sec¢do vamos, entdo, comegar por formular matematicamente o problema
para, em seguida, o colocarmos na forma candnica de controlo Gptimo. Numa terceira
parte vamos formular o principio do médximo para este problema em particular. A seguir,
apresentamos o algoritmo e resolugdo focando as principais diferengas deste algoritmo em
relagio ao apresentado na secgio 4.3. Para finalizar, daremos o exemplo de um
manipulador robético com dois graus de liberdade.

4.2 Formulac¢io matematica do problema

A dinimica de um manipulador pode ser obtida a partir da Lagrangeana do
sistema:
L=K-P
onde K ¢ a energia cinética ¢ P a energia potencial.
Através do clissico método de Lagrange-Euler tem-se que o bindrio T pode ser
dado por
_d|oL| oL
dt| 0q| 0q
onde, para n graus de liberdade, q representa as n posi¢des no espago das articulagdes do
manipulador. Para obter a dinimica podemos escrever as equagdes na forma
T=M(q,q)-q + N(q.q)
onde

N(q.@) = V,(q.9)-q+G(q) +F, -q+E(q)

sendo

« T um vector com n componentes que descreve o bindrio a aplicar pelos motores do
robot ao manipulador

« M(q,q) uma matriz de nxn (finita ,simétrica e positiva definida) que contém o0s
termos inerciais do manipulador

« 'V, (q.q) uma matriz de nxn contendo 0s termos centripetos e de Coriolis
e G(g) um vector com n elementos contendo 0s termos gravitacionais
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« ¢ Fg e Fy(q) sio termos que vio representar o atrito dindmico e estdtico
respectivamente ( Fg ¢ matriz nxn ¢ Fg(q) € um vector de dimensdo n).
Algumas das varidveis descritas atrds, podem ser visualizadas na seguinte figura

A

m2

AN

As equagdes descritas, em conjunto com restri¢oes do espago fisico ao vector q
(obstdculos, alcance fisico do manipulador, etc.), irdo determinar um conjunto de
trajectérias possiveis que irdo servir de base ao nosso trabalho.

Para cada operagio que pretendamos fazer com o manipulador, existe um elevado
grau de liberdade na trajectéria a escolher. Geralmente dado um ponto de partida e sua
velocidade (estado inicial), pretende-se atingir um determinado estado final (posigdo e
velocidade desejada) acrescentando algumas restrigdes estdticas tais como: espago livre.

A metodologia aqui apresentada pretende encontrar a melhor trajectoria,
obedecendo s restri¢des impostas. O critério de optimalidade consiste em minimizar a
duracio do trajecto do manipulador entre dois pontos dados.

4.3 Forma canénica do problema de controlo 6ptimo

A partir das equagiio da dindmica se fizermos a seguinte mudanga de varidvel
X

I
« O

¢ y

|l
o

obtemos o sistema de equagdes diferencidveis de primeira ordem
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x=y
y=M"'(x)-[T-N(x,y)]
Seja
z(t) = col (x(1),y(1))
o estado do sistema em cada instante podemos rescrever as equagdes da dindmica como:

. z=f(&T)
onde f=col (f1.0)
fiey, )=y

£y, T)=M"'(x)-[T- N(x,y)]

€

Sendo 0 nosso objectivo minimizar o tempo da trajectéria (tf) entre dois estados
(z) e z¢), podemos escrever o problema na forma
) =ek p

(P) Minimizar t; +K- "z(tr )— Zruz
Sujeito a:
z=1£(z,T)

z(0) =z,
T(t) e Q(t)

onde K é uma constante positiva escolhida suficientemente grande de modo a penalizar o
erro com que se atinge o estado final pretendido ¢ W(t) o conjunto dos valores possiveis
dos bindrios a aplicar em cada instante.
O vector adjunto para este problema satisfaz
T T
—p () =p (1)-V,f(z,T)
—p(ty) =2K(z(t;) —z;)

o que em termos de velocidade e posi¢io se traduz nas equagdes

—;3,"(0 =p, (1) V£, (X, y,t)

_1;2?(0 = P.T(l)+PzT(t)-V,fz(x,y,t)
{—p,(tf)=21<(x(tf)—xf)
—p2(t;) = 2K(y(t;) - y¢)
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4.4 Principio do maximo
Dada a complexidade do problema, torna-se impossivel o cdlculo da sua solugio
de forma fechada. O algoritmo iterativo apresentado abaixo permite a melhoria
progressiva de uma estimativa da solugio sendo a sua convergéncia detectada pelas
condigdes necessidrias de optimalidade na forma do Principio do Mdximo de Pontryagin.
Este resultado pode ser descrito do seguinte modo:

Principio do Midximo:

Seja (T,tg) a solugdo de (P)
Entdo, existe uma fungiio p, absolutamente continua, satistazendo

—p"(t) =p' (1)-V, ,h(x(1),y(t), T(1))
—p"(t,) = 2K((x(t,), y(t;)) = (x,.y,))
onde T(t) maximiza, em Q(t), a fun¢io do pseudo-Hamiltoniano
T — H(x(1),y(1),p(1),7) (1)

definida por H(x(t),y(1),p(1),T) = p"r(r) -h(x(1), y(t),7) no intervalo [0,t;] e satisfazendo

H(x(tp),y(tp),pp), T(tp) = 1 (2)

y
it =[f(x y T)}

Uma vez que V  h(x,y,T) € dado por

0 1
V., h(x,y,T)=| 9 [_\- O I_Mm-
oy N(x.y,T) a[-M '(x)[N(x,y)-T]] 55[_M '(x)-[N(x,y) - T]]

- : Py -
tem-se que a varidvel adjunta p = satisfaz
2

|:"P|T _pzT] = [p;‘.vxf(x,y,'f) P?‘" P;—Vyf(xv)’,'r)]

0 que permite escrever a maximizagdo do pseudo-Hamiltoniano na forma

p2(t) £(x(1),y (), T(1)) 2 p2(1) f(x(1),y(1),7)
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para todo o Tem (t) e para quase todo o t € [0,tf] onde ty satisfaz (2).

4.5 Algoritmo de resolu¢ao

O algoritmo iterativo utilizado para calcular a solugdo de (P) € constituido pelos
seguintes passos:

A Inicializagido
Escolhem-se os valores iniciais para estratégia de controlo Ty, tal que Tp(t) € Q
(1), fixa-se o contador e iteragdes, 1, em zero e considera-se N suficientemente grande.

B. Cilculo de trajectéria e varidvel adjunta

Para obter a trajectéria e a varidvel adjunta integram-se as respectivas equagoes
diferenciais satisfazendo as condi¢des de fronteira e estipula-se tf como sendo 0 primeiro
instante, entre 0 ¢ N, em que Hz(t) = zl" toma o menor valor possivel.

C. Teste de optimalidade

Verificar se (1) e (2) sdo simultaneamente vélidos.
Caso positivo o algoritmo termina.
Doutro modo vai para D.

D. Preparagio da iteragio seguinte
Neste passo ir-se-4 proceder a uma optimizagdo unidimensional para a
especificagio completa da nova estimativa.
Ti+1(t) = Ti(0)+8; VTHX(1),y(1),p(1),q(1), Tj(1))
onde §;>0 ¢ tal que o custo de (P) ¢ minimo ¢ Tj;1(1) € Q.
Faz-se i=1+ 1 e vai-se para 2.

Qualquer processo de controlo admissivel que ndo satisfaz o principio do médximo
ndo pode ser 6ptimo. Mais, o gradiente do Hamiltoneano em relagdo ao controlo dd uma
direcgio de descida do custo.

Podemos assim concluir que: o principio do midximo nio s6 diz quando € que uma
estimativa da solugdo nio € aceitdvel como também, sugere estratégia de actualizagdo
desta, conveniente de forma a baixar o custo da fungio objectivo.

4.6 Exemplo. Manipulador com dois graus de liberdade

O exemplo que se segue ¢ um manipulador robético planar com dois graus de
liberdade.

A sua dinimica foi obtida através do método explicado no ponto 9.2 ¢ 9.3.

A lagrangeana que define o manipulador € a seguinte:
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L=K-P
K, a energia cinética, vem dada por (vu notagiio mais abaixo)

K=1/2mjr} ql+1f2m'>[l ql+12 q]2+211r2q unz)]
e P, a energia potencial,
P=mjgriSi+mog[ 11S1+12S12]

A notagdo que vai ser utilizada é a seguinte

q [91.92]
X [x1,x2]
y [y1.y2]
T [T1,T7]
q12  491+92
Cq cos(qq)

Cp  cos(q2)
Ci2  cos(qr2)
S1 sin(qq)
Sp  sin(qp)
S12  sin(q2)

Desenvolvimento da equagdo da dinimica:

=my1} -q+1/2my[217q, +217-q,,+21112c08(q2)q, +21112c05(q2)q ;]

dq,
g

dq
dt

Lo mlrl2 'Q1+U2m2[213'q1"'21'2'2'(]12“*'211"2((1ICOS(QZ)‘qlquz)

+21112(q,,¢08(92)-9,,529,)]

dL . =
— = ]}2m2[2r§-q12+211r2q1 cos(q2)]

dq,
dL

dq2 B 2.. .. - . .
3 = 1/2m3[21;-q,,+21112(q,c05(q2)-q,524,)]

dL/dq| =-mjgricos(qq)-m2g(ljcos(qq)+racos(qa+q2))
dL/dqp = —mgllrzsin(qz)[qlq|2+(12;]-mggrzcos(q1+q2)

Ty=d(dL/dq,)/dt-dL/dqy =
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q l[rlzm 1+ 12m2+r22m2+21 1rpmpcos(q2)]+q, [r92my+|rpmpcos(q2)]
-2q,q,1rpmysin(g)-molrasin(2)q,”
+g[mrjcos(q])+my(rpcos(ql+q2)+l 1cos(q1)]

Tp=d(dL/dq,)/dt-dL/dqyp =
q,mp[rp2+ 11rpc08(g2)]+q, mory24+myl|rpsin(q2)q; tmogrocos(q, +4,)

Obtemos, finalmente, a equagio da dinimica dada por
L
r_dfaL] oL
dt| 0q | O2q
Sendo T o vector dos bindrios a aplicar (o controlo)

T=M(q,q)-q + N(q,9)
desprezando os atritos dinimicos e estdticos.

Matricialmente, M, o momento de inércia do sistema, € dado por
M(q) = r?m, +m, (17 +17 +21,;,C,) 1m, +1,,m,C,
2 2

m, (5, +1,5,C,) m,r,

L]
Vm( q,q) 0S termos de bindrio devido s forgas centriptas e de Coriolis por

- 2q,q,l,r,m,S, _Ilrzmzszqg
1,r,m,S,q;

vlll((I’q) =[

G(q) os termos de bindrio devido & forca gravitacional por

g(r,m,C, + m,(1,C,, +1|C1))}

gm,n,C,,

G(q){

A partir da equago da dinimica e fazendo as mudangas de varidveis
X3=(]
y4=q2
y1=4,

y2=(,
com
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* _Te=T,:b4+bf—cse
Vi T

* T,-a-T;-d—a-f+c-d
Y2 a-e—b-d
Y=Yl

Yi=y2

sendo,
a=myrqr]+mo(lql]+rorp+2l rcos(y4));
b=my(rpro+lrpcos(y3));

c=-2mal]r2sin(y4)y1y2-
myljrasin(y4)ypy2+g(mrjcos(y3)+
mp(rpcos(y3+y4)+lcos(y3)));

d=myprprp+miljrocos(y4);
e=myrory;
f=m»lrpsin(y4)y1y]+m2gracos(y3+y4);

4.6.A INICIALIZACAO E ESTRATEGIA INICIAL

A estratégia inicial consiste na definigio de um controlo Ty tal que T(t) €. No
nosso algoritmo a solugiio adoptada para encontrar um conjunto de bindrios (controlos)
admissiveis, ou seja aqueles que levam o manipulador da sua posigdo inicial até ao estado
final desejado num intervalo de tempo finito, foi a implementagio de um controlador PD.

A escolha deste controlador baseou-se nos seguintes pressupostos:

« apossibilidade de poder escrever o bindrio em fungio de x(1), y(t) e y(2);

e 0 uso do controlador P (proporcional a posi¢do) permite que o
manipulador atinja o estado final em tempo finito e com apenas um
pequeno erro;

e 0 uso do controlador D (proporcional a velocidade) permite que esse
estado final seja atingido mais rapidamente.

Descrigio do controlador
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Sabendo que a dinimica do manipulador €
X=y
s 3)
y=—M"'(x)-[N(x,y)-T]
em que N(x,y) = Vp( x,y)-y + G(x),
Se o bindrio Te Q num determinado instante t for dado por
T= V,(x.y) y+Gx)+ M) [Kp - (=)= KpI-(y=y 9] @

onde I € a matriz identidade de dimensdo n, X e y representam, respectivamente, o valor da
posi¢io e da velocidade dos bragos do manipulador nesse instante € Xf € yf 0S valores da

posi¢io e velocidade finais pretendidas, entdo a aceleragio (y) é dada (depois de
substituir (4) em (3)) por

y = KP‘I‘(X[—X)'—‘ KDI(y_ YI)

Pode-se ver que, em cada instante, a aceleragdo € proporcional aos erros de
posicio e velocidade.

Para melhorar o desempenho, projectamos o controlador com os parimetros Kp e
Kp varidveis no tempo. Assim, Kp ¢ Kp dependem do instante de tempo e sio descritas
pelas seguintes fungoes:

20 - KP=U_55'R_;)'£"(”1)+Fp‘0-45
15 + — _
S L com Kp=20
bV 1=04
51
0 —+——+—+—+—+—t+t+t+t++—++++
O NN ¥ @ @ — O W
o o O O - —
t
e
if (1<31)
Kp=Kp-Kpe™™;
else
B K,=K/6;
KD=2()
1=04

25



20 +
15 +
» 10+
51
0+

I

T

o o
o

| L 1

1 Ll T

¥, 9 - ®
L Y s —

@
S
t

Como € visivel, no inicio, Kp tem um valor superior a Kp de modo a imprimir ao
manipulador uma aceleragio que depende maioritariamente do erro de posi¢do. Quando
este se comega a aproximar do estado final, interessa-nos que o controlador seja mais
proporcional ao erro de velocidade do que ao erro de posi¢do (comegar a travar antes de
se atingir o estado final). Quando nos encontramos jd muito perto do estado final (isto €,
com uma velocidade pequena), diminuimos Kpy de modo a que Kp seja maior, para que o

manipulador chegue finalmente ao o estado final.

Tendo mostrado como se obtiveram as equagdes da dindmica e a estratégia

inicial vamos passar a analisar os resultados.

Estratégia inicial

Posicao

Velocidade
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Vector adj. de Posigcdo

— &N ¢ ¥ 0
o o o o o

Vector Adj. de Velocidade

Controlo

=
o

Este iteragio tem um custo associado de 33 e um ty de 0.9 s.

Iteragao final
Posicdo
1.0
1.00
050
) E82eQGyggEIeRArZeEe
8 5 S © 5 6 80 @ e o oo o s ©
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Velocidade

0.74

074

Vector Adj. de Velocidade
TO.U:)T

0.53
058
063
0.68
0.74

-1000t B = = &
o o o o

-30.00

-50.00

0.26
0.32
037
0.42
047

Controlo

000

100.00
50.[1]}
000!

05
1

016
021~
0.26
032
0.37
042
0.47
053
058!
063
068
0.74]

0
0

O resultado do algoritmo como se

pode verificar ¢ uma solugdo bastante

melhorada da anterior, apresentando um custo final de 8 com um tgpaide 0.54 s.
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5. TRANSFORMACAO DO PROBLEMA DE TEMPO LIVRE NUM
PROBLEMA DE TEMPO FIXO

5.1 Introdugao

Neste capitulo, através de uma mudanga de varidvel, vamos transformar o
problema inicial de tempo livre num outro equivalente mas de tempo fixo. A vantagem
desta transformacdo de varidvel e a de que para este tipo de problemas (tempo fixo)
existem uma maior variedade de algoritmos desenvolvidos e de melhor conhecimento
destes. Vamos, portanto, tentar encontrar a mesma solugio que obterfamos no caso de
termos o problema original.

Assim, na primeira sec¢iio, vamos mostrar como S€ faz a mudanga de varidvel e
que problema ¢ que obtemos para de seguida lhe aplicarmos o principio do mdximo. Na
terceira secgio descrevemos o algoritmo que permite resolver computacionalmente 0
problema, focando principalmente as principais diferengas entre os algoritmos ate agora
apresentados. Para finalizar este capitulo daremos um exemplo para mostrar 0 Seu
funcionamento. Para mostrar que se obtém a mesma solugio, 0 exemplo é 0 mesmo da
seccdo 6.1.

5.2 Mudanga de variavel

Para recordar, o problema de tempo livre pode ser escrito da seguinte forma
(P) Min tp+g(x(tf)
x(t) = £(t,x(t),u(t))
x(0) = x, g.s. em [tQ,tf]
u(t) e QQ(t)
Para termos um problema equivalente mas que a varidvel independente varie entre
um intervalo sempre fixo (por exemplo, entre zero ¢ um) temos de considerar uma nova
varidvel 1. Fazendo, entdo, T a nova varidvel de tempo o estado e o controlo 0 ficam

X(1)=(x0t)(1)
t(t) =(uot)(t)

¢ o problema de tempo fixo (Pfixo) pode ser escrito da seguinte forma
(Pfixo) Min t(1)+g(x(1))
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;(‘c)=v('c)

%(1) = £(t(1). (1), §(1))
1%(0) = x,

((0)=0

v(t)>0

i(r) eQ

Entio:
(it(1),v(1), X(1),2(7)) € Sol de (Pfixo) < (x(¢),u(t),tfinal) € Sol de (P)

(X(1) = (x0t)(1) = x(t(1))
u(t) =(uet)(t)
com  I)=t., t0)=0

t(1) = (1)

5.3 Principio do Maximo
Principio do mdximo para (Pfixo)
Seja (i(7),v(1),x(1),1(T)) sol. de (Pfixo)
Entio 3 p,q:[0,1]] > R"XR  tal que
[—ﬁT(t) =p" (1) £, (t(1),%(1), 8(1))

~§(t) = pT(0) - £, (1(2), K(1), i(¥))

{—ﬁ(l) =g, (X))

com =

—-q(D) =1

e (@i(1),v(t)) maximiza (ii,v) = H(#(1),X(1), p(1),¢(1),it,v) em Q.
Seja

H(t(1),%(1), p(1),q(1), i (1), v(1)) = p’ (1) £(1(T), %(),i1(T))- v(T) +G(7)- v(T)
Entio v(t) € M = v(t) maximiza

0=%H(t(ﬂ,i(r).ﬁ(r),ﬁ(I),ﬁ(T).V(t))=f)T(T)f(t(T).i(‘t),fl(‘r))+fi(t)
ii(t) maximiza @ - [p' (1) £(¢(1),%(0), 1) +G(0)]v'(v)

U

fi(t) maximiza @—> p' (1) f(t(1),%(1),i(r)) em Qem [0,1]
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Sumairio

Neste artigo, vai ser dado um método de optimizagio em tempo minimo para manipuladores de
precisio em operagdes de fabrico repetidas, Dado que manipuladores sofisticados estio a ser cada vez mais
usados, na pritica, torna-se necessdrio encontrar maneiras de melhorar o seu desempenho, nomeadamente nos
casos em que a trajectdria é conhecida estamos particularmente preocupados com o tempo gasto em cada
operagio.

Introducao

Neste artigo propomos uma metodologia para encontrar estratégias de controlo 6ptimo para um
manipulador robético a desempenhar tarefas repetitivas numa linha de produgio de um sistema de manufactura,

Neste contexto, uma vantagem importante da utilizago de manipuladores consiste na flexibilidade
necessiria quando os locais para onde os componentes ou materiais se deslocam dependerem do resultado de
operagdes anteriores (de inspecgio por exemplo) e, embora conhecidos a priori, poderdo variar por periodos com
curta frequéncia.

Tipicamente, a minimizagio do tempo de ciclo da produgio leva também a minimizar o tempo de
manuseamento pelo manipulador. Por outro lado, o alto desempenho destas operagdes, aliado & grande precisio
requerida, levam i consideragio de modelos o mais precisos possiveis dos sistemas envolvidos.

Deste modo, a estratégia de controlo do manipulador deve ser obtida como solugio de um problema de
tempo minimo sujeito ndo $6 is restrigdes dindmicas, bem como a restrigdes estiticas associadas ao espago livre
para movimentagio e limites maximos de velocidade.

Nesta abordagem as estratégias de controlo optimizantes sio calculadas através da aplicagio de um
algoritmo de controlo éptimo. Este consiste num processo iterativo em que sucessivas estimativas da solugio sio
melhoradas até encontrar um processo de controlo que satisfuz as condigbes necessdrias de optimalidade. A
trajectéria assim obtida constituird a referéneia para o controlador robético estivel e robusto (a perturbagdes e
incertezas).

Descric¢io do problema

No espago operacional a dinimica de um manipulador robético com n graus de liberdade poderd ser

descrita por

T=M(q) - q +N(¢.q)

onde

N(4.q)=Vin(@.q) - q +G@ +Fy-q +Fy(q)

Sendo ¢ o vector posigio do extremo do manipulador, T um vector com n componentes que descrevem
o bindrio a aplicar pelos motores do robot ao manipulador, M(q) uma matriz de n*n ( finita ,simétrica e positiva

-
definida) V(q,q ) uma matriz de n*n contendo os termos centripetos e de coriolis, G(q) um vector com n
.
elementos contendo os termos gravitacionais ¢ Fd e Fy(q ) termos que vio representar o atrito dinimico e

.
estitico respectivamente ( Fd matriz n*n ¢ F_.,.{q ) vector de dimensio n).

Estas equagdes em conjunto com restrigtes do espago fisico ao vector g (obsticulos, alcance fisico do
manipulador, ete.) irio de determinar um conjunto de trajectorias possiveis que irfo servir de base a0 nosso
trabalho.

Para cada operagiio, que pretendamos fazer com o manipulador, existe um elevado grau de liberdade da
trajectéria a escolher. Geralmente dado um ponto de partida e sua velocidade, estado inicial, pretende-se atingir
um determinado estado final (posigio e velocidade desejada) acrescentando algumas restrigoes estiticas do tipo:
posigdes por onde se deva passar por entre obsticulos, ete.



Seri objectivo deste nosso trabalho encontrar a melhor trajectéria, obedecendo as restrigdes impostas e,
em particular, analisaremos o caso em que se pretende optimizar o tempo de execugdo de uma determinada
operagio.

Habitualmente, este tipo de plancamento de trajectérias € feito mais ou menos on-line por
controladores, sem que haja a preocupagiio em optimizar, mas, apenas escolher uma trajectéria dentro de um
conjunto de possiveis trajectérias, obedecendo a critérios de robustez e estabilidade [5].

Nio € pretensio deste trabalho calcular controlos 6ptimos on-line mas apenas calcula-los off-line, para
posteriormente serem usados como referéncia (input) de controladores clissicos de manipuladores que elaborem
operagdes em processos repetitivos como é o caso mais frequente em virios processos industriais.

Reformulacao do problema:

A equagio que nos di o bindrio € a seguinte:
Ll

T=M(q)-q +N(4,q)

sendo N(q,q)=Vp(q.q)-q +G(Q +Fy-q +T(q)

Fazendo uma mudanga de varidvel

.
c oy
obtemos,
y =M~ (x)-(N(xy) -T)
x=y

Lembrar que o objectivo para cada percurso ¢ fase-lo o mais ripido possivel minimizando deste modo o
tempo total de operagio.

Escrevendo matematicamente o gue se acabou de dizer, obtemos:
(P) Minimizar tg+ K-|| x(tp) - xq [I2

Sujeito a:
X=Y%
(1 y =fxyT)
x(0) = x
THe Q
sendo K uma constante positiva suficientemente grande
e f(x,y,T)=-M ~'(x)-[N(x,y)-T]

Método de Solucio
Dada a complexidade do problema, torna-se impossivel o cileulo da sua solugio de forma fechada. O
algoritmo iteractivo apresentado abaixo (ver [1]) permite a melhoria progressiva de uma estimativa da solugio
sendo a sua convergéncia detectada pelas condigdes necessirias de optimalidade na forma de um Principio do
Miximo de Pontrygin. Este resultado pode ser descrito do seguinte modo:

Seja (x.y,T) solugio de (P)
Entdo, 3 (p,q) satisfazendo:

PTW=q 'V, xy)

. T T T .
-q ()= p )+ q V-V y f(x,y)
—p(t)=2K(x(tr)=x1)
—q(t)=0
4) II(X(ll).y(ll).p(l[}.q{ll).'['(l[)) =1

[ T(t) maximixe em €



T3 qT(t) S (x(t),y(t),T(t)) nointervalo [0]
onde H(x.y,p.q.T) = pT(l) -y(t) +{1T(l) - l‘(x,y,T)

Algoritmo de resolucao

Conforme ji foi referido, o algoritmo iterativo tem os seguintes passos:

L. Inicializacio
Fixa-se:
. Contador de iteragdes i=0
. Estratégia de controlo T} tal que Tp(t) € Q

e considera-se N suficientemente grande.

2. Cilculo de trajectoria e varidvel adjunta

Integrando (1) em [O,N] e utilizando as condigdes de optimalidade adequadas obtem-se X0,Y0.
De (2) e (3) obtem-se p e q para o intervalo [0,N].
0

Define Tf como sendo o primeiro instante em que "X(t)-*X ||| tomam o menor valor possivel em

[O.N]
3. Teste de optimalidade

Verificar se (3) e (4) sio simultancamente vilidos.
Caso positivo o algoritmo termina.
Doutro modo vai para 4.

4. Actualizaciio do controlo ¢ contador de iteracdes

Ty 1=T; + 8 VT H(X. Y, p, q. T) onde §;>0 ¢ tal que o custo de (P) desce ¢ Tiy1Ve Q
Fazi= i+ 1 e vai para 2.

Os aspectos delicados deste algoritmo consistem na escolha do passo §; bem como na escolha da
estratégia de controlo inicial.

Enquanto que a escolha do passo em cada iteragiio ¢ efectuada memorizando aproximadamente o custo
associado com o controlo Tj, . a definigdo da estratégia de controlo inicial pode ser obtida através de heuristicas
que produzem uma solugio de T apartir de uma versdo discreta que aproxima as fungdes envolvidas no
problema.

Conclusoes

Neste artigo foi dado um algoritmo para controlo éptimo de tempo minimo. Este € caracterizado por ser
iterativo e é baseado no principio do miximo. O principal resultado deste artigo € mostrar que num problema em
que o manipulador robético realiza tarefas repetitivas € possivel obter para todos os casos as trajectérias ptimas
que vao servir de referéncia ao controlador e que permitem realizar essas mesmas tarefas em tempo minimo, o
que como vimos traz grandes vantagens. A implementagio do algoritmo descrito para a resolugdo deste tipo de
problema permite obter bons resultados, apesar do tempo de computagdo obrigar a um cdleulo off-line.
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