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Resumo

Este relatdrio apresenta uma investigacao realizada no ambito da Pratica de Ensino
Supervisionada do Mestrado em Ensino da Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico e
no Ensino Secundario, numa turma de 9.° ano de uma escola publica do Norte de
Portugal, com 21 alunos. O estudo centra-se no uso do GeoGebra no ensino dos
sistemas de equacgdes, articulado com a Teoria dos Registos de Representacdo
Semidtica (Duval, 1993, 2009), que identifica a conversdo entre registos algébrico,
grafico e em linguagem natural, como um dos obstaculos a compreensao da matematica

com significado.

O presente estudo estruturou-se em trés fases: a primeira fase de ambientacdo ao
GeoGebra Classic, a segunda fase de revisdo de sistemas de equagdes com recurso a
multiplos registos de representagado, e na terceira fase a aplicacdo de uma ficha de

trabalho para recolha de dados.

Optou-se por uma metodologia de interferir o minimo possivel durante a resolucao das
tarefas, preservando a autenticidade das produgbes dos alunos para fins de

investigagao.

A investigacdo segue uma abordagem qualitativa interpretativa e os dados foram
recolhidos através de dois inquéritos por questionario via Google Forms, um aplicado
no final da ambientacdo do GeoGebra e outro apo6s a ficha de trabalho, complementados
pela analise das resolugdes feitas pelos alunos e pela observagao direta (notas de

campo) durante a resolugao das tarefas.

Os resultados evidenciam que os alunos realizaram os trés tipos de converséo
presentes nas tarefas, com maior fluéncia na converséo do registo algébrico para o
registo grafico e maiores dificuldades nas conversdes de grafico para algébrico e de

linguagem natural para algébrico.

As percegcdes dos alunos sobre as potencialidades do GeoGebra foram
consistentemente positivas, destacando a visualiza¢ao grafica como uma das principais.
Todos os participantes que responderam a questao reconheceram que o registo grafico
os ajudou a compreender os sistemas de equagdes de forma mais significativa do que

o calculo algébrico isolado.

Palavras-chave: GeoGebra; registos de representagdo semiodtica; conversdo de

registos; sistemas de equacgdes; percec¢des dos alunos
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Abstract

This report presents a research study conducted within the framework of the Supervised
Teaching Practice of the Master’'s Degree in Mathematics Teaching in the 3rd Cycle of
Basic Education and Secondary Education, in a 9th-grade class of a public school in
Northern Portugal, comprising 21 students. The study focuses on the use of GeoGebra
in the teaching of systems of equations, drawing on Duval’s (1993; 2009) Theory of
Semiotic Representation Registers, which identifies conversion between algebraic,
graphical, and natural language registers as one of the obstacles to meaningful

mathematical understanding.

The study was structured into three phases: the first phase consisted of familiarisation
with GeoGebra Classic; the second involved a review of systems of equations using
multiple registers of representation; and the third consisted of the application of a

worksheet for data collection.

A methodology was adopted that sought to minimise interference during task resolution,

thereby preserving the authenticity of students’ productions for research purposes.

The study follows a qualitative interpretive approach. Data were collected through two
questionnaire surveys administered via Google Forms: one at the end of the GeoGebra
familiarisation phase and another after the worksheet. These were complemented by an
analysis of the students’ solutions and direct observation, with field notes taken during

task resolution.

The results show that students performed the three types of conversion present in the
tasks, with greater fluency in algebraic-to-graphical conversion and greater difficulties in

graphical-to-algebraic and natural language-to-algebraic conversions.

Students’ perceptions of the potential of GeoGebra were consistently positive, with
graphical visualisation standing out as one of its main strengths. All students recognised
that the graphical register helped them understand systems of equations more

meaningfully than algebraic calculation alone.

Keywords: GeoGebra; semiotic representation registers; conversion of registers;

systems of equations; students' perceptions
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Introducao

Este relatorio de estagio apresenta uma investigacao realizada a partir de uma
intervencdo pedagodgica numa turma de 9.° ano de uma escola publica do Norte de
Portugal, no ambito da Pratica de Ensino Supervisionada do Mestrado em Ensino da

Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico e no Ensino Secundario.

Esta investigac&o nasceu da observacao recorrente nas aulas de Matematica: os alunos
revelam frequentemente dificuldades na resolucao de tarefas matematicas sobretudo
na interpretacao em relagao ao que é pretendido e na articulagao entre diferentes formas
de representacbes matematicas, representacao algébrica, representacao grafica, entre

outras.

Esta dificuldade esta associada a limitada capacidade de conversao entre registos de
representacao semidtica (Duval, 1993, 2009), processo cuja auséncia, como sublinham
Wichnoski e Bassoi (2019), compromete o desenvolvimento cognitivo matematico dos
alunos, constituindo um obstaculo relevante a aprendizagem com significado da

Matematica.

A observacéao desta realidade em contexto de sala de aula onde os alunos muitas vezes
resolvem tarefas de forma mecanizada, recorrendo a procedimentos aprendidos sem
compreensao dos conceitos subjacentes, foi o ponto de partida para uma reflexdo sobre
o papel das tecnologias digitais, do GeoGebra em particular, na promogéo de uma

aprendizagem mais significativa e conceptualmente fundamentada.

Neste contexto, 0 GeoGebra constitui uma das ferramentas com potencial para apoiar
os alunos neste processo. O GeoGebra é um software de matematica dindmica que
integra diferentes representacbes matematicas, nomeadamente algébricas, graficas,
geométricas e numéricas, permitindo explorar e visualizar, de forma interativa, as
relagdes entre diferentes representagdes de um mesmo objeto matematico (Brito, 2021;
GeoGebra, s.d.). No ambito desta investigagéo, esta possibilidade assume particular
relevancia, uma vez que permite aos alunos observar como alteracbes numa
representagdo podem refletir-se noutras representagdes, criando oportunidades para
explorar processos de conversao entre registos. Como afirmam Zanella et al. (2018), o
GeoGebra integra diferentes representagcdes semidticas num mesmo ambiente,
podendo constituir um recurso pertinente para o ensino e a aprendizagem da

Matematica.
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Contribuiu também como motivagao para esta investigagao, a escassez de estudos que
articulem especificamente o uso do GeoGebra com a Teoria dos Registos de
Representacdo Semidtica de Duval no contexto do 3.° Ciclo do Ensino Basico em
Portugal. Compreender de que forma os alunos percecionam esse uso, quais as
potencialidades que identificam, que dificuldades sentem, e em que medida o software
0s apoia na interpretacio e resolucao de tarefas matematicas constitui, assim, o foco
central deste estudo, tendo inerente o seguinte problema de investigacao: De que forma
os alunos percecionam o uso do GeoGebra na interpretacdo e resolucédo de tarefas
matematicas, considerando os processos de conversao entre diferentes registos de

representacao semiética?

Foram estabelecidos dois objetivos especificos que se traduzem em duas questdes

orientadoras:

(i) Como é que os alunos utilizam os diferentes registos de representacao
durante a resolucao de tarefas com o GeoGebra?
(i) Quais as percegdes dos alunos sobre as potencialidades e as dificuldades

do uso do GeoGebra na interpretacao e resolucéo de tarefas matematicas?

O presente relatério esta organizado em cinco capitulos, para além da Introdugéo. No
primeiro capitulo, apresenta-se o enquadramento tedrico que sustenta a investigagao,
com especial destaque para a Teoria dos Registos de Representagdo Semiébtica de
Duval e para o papel das tecnologias digitais e do GeoGebra no ensino e na
aprendizagem da Matematica. No segundo capitulo, caracteriza-se o contexto em que
decorreu a intervencao pedagdgica, nomeadamente a escola, a turma e a organizagao
das aulas, apresentando-se igualmente um balancgo final da intervengado. No terceiro
capitulo, sdo apresentadas e justificadas as opgdes metodoldgicas adotadas, bem como
os participantes e os procedimentos de recolha e analise dos dados. No quarto capitulo,
analisam-se os dados recolhidos ao longo da intervencdo, procurando responder as
questdes orientadoras da investigagdo. Por fim, no quinto capitulo, apresentam-se a
sintese do estudo, as respostas as questdes de investigacdo, as limitacbes e as

recomendacgdes para investigacao futura.
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1. Enquadramento Teorico

O presente capitulo esta organizado em cinco partes. Na primeira, discutem-se praticas
pedagodgicas para o ensino e a aprendizagem da Matematica no 3.° Ciclo do Ensino
Basico. Na segunda, apresenta-se a Teoria dos Registos de Representacao Semidtica
de Duval, quadro conceptual central desta investigacdo, com particular atencdo aos
conceitos de tratamento, conversido e coordenacao de registos. Na terceira, abordam-
se os sistemas de equacdes e a sua relagado com diferentes formas de representagao
matematica. Na quarta, analisa-se a importancia das tecnologias digitais no ensino e na
aprendizagem da Matematica. Por fim, aborda-se o contributo do GeoGebra enquanto
ambiente de aprendizagem favoravel a conversdo de registos e a compreensao de

conceitos matematicos pelos alunos.

1.1. Ensinar e aprender Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico

A aprendizagem da Matematica ndo se reduz a execugao mecanica de procedimentos
nem a memorizagao de regras e formulas. Para que os alunos desenvolvam uma
compreensdao matematica genuina, € fundamental que se criem ambientes de
aprendizagem onde seja possivel dar sentido aos conceitos, estabelecer conexdes
entre diferentes areas do saber e mobilizar conhecimentos em situagdes novas e
desafiantes (Abrantes et al., 1999; Canavarro et al., 2021). Esta perspetiva é
especialmente relevante no 3.° Ciclo do Ensino Basico, etapa em que os alunos sao
progressivamente confrontados com objetos matematicos de maior abstragédo como as
equagdes, os sistemas e as representacdes algébricas que exigem uma capacidade
crescente de raciocinio formal e de articulagdo entre diferentes modos de

representacéao.

O documento Aprendizagens Essenciais para 0 9.° ano (Canavarro et al., 2021) valoriza,
entre outras, a resolugcdo de problemas, o raciocinio matematico, a comunicacao
matematica, o uso de representagdes multiplas, as conexdes matematicas e a utilizagéao
da tecnologia. Estas ideias orientam para uma pratica pedagogica que vai além da
transmissado de conteudos, valorizando a exploragdo, a argumentacéo e a construgéo

ativa do conhecimento por parte dos alunos.

Neste entendimento, o professor desempenha um papel insubstituivel na criacao de
condi¢gbes para uma aprendizagem matematica significativa. Segundo Ponte e Santos
(1998), ensinar Matematica de modo que os alunos compreendam exige que o professor

domine ndo apenas os conteudos matematicos, mas também o curriculo, os processos
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de aprendizagem dos alunos e uma diversidade de praticas pedagdgicas. Shulman
(1987) aprofundou esta perspetiva ao destacar a importancia da articulagdo entre o
conhecimento do conteudo e o conhecimento pedagdgico, nomeadamente atraves do
conhecimento pedagogico do conteudo, entendido como a capacidade de transformar
o saber disciplinar em formas de ensino acessiveis e significativas para os alunos. Neste
enquadramento, Mishra e Koehler (2006) propéem o modelo TPACK (Technological
Pedagogical Content Knowledge), que acrescenta a dimenséao tecnolégica e enfatiza a
necessidade de articular conhecimentos tecnolégicos, pedagégicos e do conteudo na
tomada de decisbes sobre o0 uso da tecnologia em contexto educativo. No presente
estudo, esta perspetiva é relevante sobretudo para compreender que a integragao do
GeoGebra nao depende apenas das potencialidades técnicas do software, mas da
forma como este é selecionado e mobilizado pelo professor em articulagdo com os
objetivos matematicos e com as tarefas propostas. O TPACK é, assim, utilizado como
enquadramento da dimens&o pedagogica da integracdo da tecnologia na intervencéo,
nao constituindo, contudo, uma categoria de analise dos dados recolhidos, cujo
enquadramento tedrico central assenta na Teoria dos Registos de Representagao

Semidtica de Duval.

Uma pratica pedagogica que operacionaliza muitos destes principios é o0 ensino
exploratério, que se distancia de uma perspetiva transmissiva e convida os alunos a
trabalhar sobre tarefas matematicamente ricas de forma auténoma e colaborativa, antes

de se proceder a sistematizagéo coletiva dos conceitos (Ponte, 2005, 2014).

Nas aulas exploratérias, a tarefa matematica foi o ponto de partida para a construgcao
do conhecimento, na qual o erro assumiu um papel produtivo, funcionando como

oportunidade de aprendizagem e de refinamento do raciocinio (Janikova et al., 2024).

No contexto desta investigacdo, as tarefas propostas a turma foram concebidas de
forma a integrar diferentes representagbes, promovendo uma aprendizagem que vai
além do calculo e que implica a interpretagao, a tradugao e a articulagao entre formas
distintas de representar. Esta abordagem encontra o seu enquadramento tedrico mais
preciso na Teoria dos Registos de Representagéo Semidtica de Duval, que se apresenta

na secgao seguinte.
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1.2. A Teoria dos Registos de Representacdo Semidtica de Duval

A Teoria dos Registos de Representacdo Semidtica (TRRS), desenvolvida pelo
matematico e psicologo Raymond Duval, constitui um dos quadros tedricos mais
influentes e rigorosos no campo da Didatica da Matematica. O ponto de partida da teoria
€ uma constatacdo epistemoldgica fundamental: os objetos matematicos ndo sao
diretamente acessiveis a percegao sensorial. Ao contrario dos objetos do mundo fisico
que podem ser tocados, observados ou medidos, um numero, uma fungdo, um sistema
de equagbes ou uma reta no plano sdo entidades abstratas, cuja existéncia é
inteiramente semidtica. Isto significa que o acesso a qualquer objeto matematico se faz

sempre e necessariamente através de representacdes (Duval, 1993, 2009).

Esta dependéncia radical das representagdes coloca um problema especifico a
aprendizagem da Matematica: como pode o aluno distinguir o objeto matematico das
suas representacgdes, se nunca tem acesso ao objeto de outra forma que nio seja
através delas? Duval (2009) designa este problema como o paradoxo cognitivo da
representacdo matematica. A consequéncia é que a aprendizagem da Matematica
implica, inevitavelmente, aprender a trabalhar com sistemas semiéticos especificos e a
compreender a relagao entre eles. Como sublinham Wichnoski e Bassoi (2019), a
cognicdo matematica s6 é verdadeiramente ampliada com a ajuda da diversidade de
representagdes semioticas, sendo o ensino e a aprendizagem da Matematica
configurados num cenario de mobilizagdo da representagdo de um mesmo objeto em
diferentes registos, pelo menos dois, quaisquer que sejam as situacbes didaticas

propostas.

Duval (1993) define registo de representagao semidtica como um sistema de signos que
permite ndo apenas representar objetos matematicos, mas também realizar
transformagdes sobre essas representagdes. Para Henriques e Almouloud (2016), os
signos que caracterizam cada registo incluem, por exemplo, as propriedades e escritas
algébricas para o registo algébrico, as figuras geométricas para o registo figural, os
numeros e as operagdes para o registo numérico, e as expressdes em linguagem

corrente para o registo em linguagem natural.

Henriques e Almouloud (2016) caracterizam o registo de representagdo semidtica como
um sistema de signos que, para além de permitir representar objetos matematicos,
possibilita a realizagao de transformacdes sobre essas representagdes. Neste sentido,
os registos de representacdo constituem sistemas organizados segundo regras

préprias, que permitem representar e reconhecer objetos matematicos. A representagao
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semiotica corresponde, assim, a forma particular como um objeto matematico é
expresso num determinado registo, de acordo com as regras de conformidade que lhe
sao proprias. Esta perspetiva é particularmente relevante no ensino da Matematica, uma
vez que as Aprendizagens Essenciais de Matematica para o 9.° ano valorizam
explicitamente o uso de representagcdes multiplas como ferramentas de apoio ao
raciocinio e a comunicagcdo matematica, salientando que a conjugacéo de diferentes
tipos de representagdo contribui para clarificar as ideias matematicas e que a
compreensado depende da familiaridade e fluéncia dos alunos com essas diferentes
formas de representacdo (Canavarro et al.,, 2021). Esta valorizagdo é igualmente
destacada por Amado (2022), que considera o estabelecimento de conexdes entre
diferentes modos de representagdo fundamental para uma melhor compreensao da
Matematica, salientando ainda o papel das tecnologias digitais na construcdo de

representacdes multiplas e na promocéo das conexdes entre elas.

No dominio da Matematica escolar, e em particular no contexto desta investigagao, os
registos mais relevantes sdo o registo em linguagem natural, que permite descrever
situagdes e formular problemas em linguagem corrente; o registo algébrico, que inclui
equacdes, expressdes e sistemas de equacgdes, operando segundo regras sintaticas
precisas; e o registo grafico, que representa objetos matematicos no plano cartesiano.
Cada um destes registos possui uma estrutura interna propria e permite realizar
transformacbes especificas que os outros ndo permitem com a mesma facilidade ou

rigor. A Figura 1 ilustra estes e outros possiveis registos.

REGISTO VERBAL REGISTO ALGEBRICO

(LINGUA MATERNA) : . REGISTONUMERICO OUTROS REGISTOS
= RpEX X | 2. (90 e
=l A wF | 2¥255=F%=3 | M M CI6D 20

Figura 1 - Possiveis registos de representagéo de um objeto matematico

No interior dos registos de representagdo semidtica, Duval (1993) distingue dois tipos
fundamentais de transformacgdes: o tratamento e a conversdo. O tratamento € uma
transformagéao que ocorre dentro do mesmo registo como define o proprio Duval (2009,
p. 39), trata-se da "transformacao que se efetua no interior de um mesmo registro,

aquele onde as regras de funcionamento sao utilizadas". Um tratamento mobiliza,
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portanto, apenas um registo de representagdo, permitindo passar de representacoes

mais complexas para formas mais simples de entendimento.

A conversao, por sua vez, € uma transformacdo que implica a mudancga de registo.
Duval (2009, p. 39) define-a como "uma transformacgao que faz passar de um registro
para outro", acrescentando que ela "requer entdo a coordenagao dos registros no sujeito
que ela efetua." Exemplos de conversao incluem: passar da equacao algébrica de um
sistema para a sua representacao grafica no plano cartesiano; extrair de um enunciado
em linguagem natural a equacao que o modela; ou reconhecer, a partir de um grafico,

as propriedades algébricas das retas representadas.

No contexto desta investigagdo, atendendo as limitagbes temporais, as tarefas
propostas envolviam maioritariamente a conversao de algébrica para grafica, de grafica

para algébrica, e de linguagem natural para algébrica.

Duval (2009) sublinha que, na aprendizagem da Matematica, a conversao entre registos
de representagao pode constituir um obstaculo maior do que o tratamento realizado no
interior de um mesmo registo. Esta dificuldade relaciona-se, entre outros aspetos, com
a assimetria cognitiva das conversdes: saber realizar uma conversdo num determinado
sentido ndo implica, necessariamente, saber realizar a conversao inversa. Assim, um
aluno pode, por exemplo, conseguir passar de uma representac¢ao algébrica para uma
representacao grafica de um sistema de equacgdes e, contudo, revelar dificuldades
quando lhe é solicitado o processo inverso, isto é, identificar e formular as equacdes a
partir de uma representagao grafica. Tal dificuldade decorre do fato de os elementos
relevantes e as regras de funcionamento de cada registo nao estabelecerem
necessariamente uma correspondéncia imediata entre si. Esta questdo assume
particular relevancia no ensino da Matematica, uma vez que as Aprendizagens
Essenciais para o 9.° ano valorizam o uso de representagdes multiplas e o
estabelecimento de relagdes e conversoes entre diferentes representagdes como meios
de apoiar o raciocinio, a comunicagdo e a compreensdo matematica. Neste sentido,
compreender as dificuldades associadas as diferentes dire¢gdes de conversao torna-se
particularmente pertinente no estudo dos sistemas de equagdes, em que a relagéo entre
as representagbes algébrica e grafica constitui uma dimensdo fundamental da
interpretagdo das solugdes. A Figura 2 exemplifica uma coordenagéo e cooperagao de

registos com um determinado objeto matematico.
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.\, Objeto ou Conceito
(por exemplo: fungdo quadratica).

)

COOPERACAO E COORDENACAO DE REGISTOS

\ Al v v N
LINGUA MATERNA 2 . /
(REGISTO VERBAL) REGISTO ALGEBRICO REGISTO GRAFICO REGISTONUMERICO .en
Descrigdo verbal do objeto Formulag&o Representagéo visual em || Tapela de valores (x.y)
(ex: 'Uma fungdo quadratica simbélica-algébrica em um plano cartesiano 3
é uma parabola...") (ex:y = az® + bz +¢) (parébola e eixos)

Uma parabola com vértice na 9
origem, abrindo para cima, que se f (J;) =T 1 y |-4|-1] 0| 1] 4
move a fungido parébola..

-2-10[ 1 2x

<—= Conversdo <————> Conversdo <———> Conversdo <,—— > Conversdo <—— >

Figura 2 - Cooperagéo e coordenagao de registos

Para Duval (2009), a compreensao matematica genuina exige a coordenacao de pelo
menos dois registos de representagao diferentes. Essa coordenacédo nao se reduz a
capacidade de realizar conversdes isoladas; implica que o aluno seja capaz de
reconhecer o mesmo objeto matematico em representag¢des estruturalmente distintas e
de mobilizar, de forma flexivel, o registo mais adequado em cada momento da
resolucdo. Sem essa coordenacdo, os alunos tendem a trabalhar de forma
compartimentada: sabem resolver um sistema algebricamente, mas nao reconhecem a
solugéo como o ponto de interse¢do das retas no plano; ou identificam a solugao grafica,

mas n&o conseguem traduzi-la para o registo algébrico correspondente.

Esta perspetiva tem implicagdes pedagdgicas diretas. O professor deve criar
oportunidades sistematicas para que os alunos realizem conversdes entre registos,
trabalhem com multiplas representagdes do mesmo objeto e reflitam explicitamente
sobre as diferencas e semelhancas entre elas (Duval, 1993; Lourenco & Silva, 2022). E
precisamente aqui que o GeoGebra se revela uma ferramenta de particular relevancia,
como discutirei nas secgdes 1.4 e 1.5. A Figura 3 exemplifica a TRRS com o objeto

matematico estudado.
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EXEMPLIFICANDO A TRSS COM O OBJETO ESTUDADO

Lingua Natural Algébrica-Numérica Geométrica
Proposicdo/Enunciado da
Tarefa
Quantos coelhos e quantas Quantidade de Animais:
galinhas ha numa quinta se ao x+y=10
todo existem 10 animais e 26  Quantidade de Patas:
patas? 2x + 4y = 26
Legenda:
» Coelhos: x x+y=10 x=7
» Galinhas: y 2x +4y =26 “ly=3

Mota: Para este estudo, estimula-se que os Nota: Na resolug&o algébnca »ahme
alunos utilzem *x” e "y” como incognitas, para (a) opta pelo método de resolucio
facilitar a conversdo para o meio geométrico que lhe for mais conveniente.

Figura 3 - llustrando a TRRS com o Objeto estudado

1.3. Sistemas de equacdes e representacdes matematicas

Os sistemas de duas equagdes do 1.° grau a duas incognitas constituem um conteudo
matematico que envolve diferentes formas de representacao e interpretacido. Para além
dos procedimentos algébricos associados a sua resolugéo, a abordagem grafica permite
interpretar a solugdo de um sistema a partir da posicdo relativa das retas que
representam as equacdes. Assim, um sistema possivel e determinado corresponde a
duas retas secantes, cujo ponto de interseg¢do representa a solugado; um sistema
impossivel corresponde a retas paralelas distintas; e um sistema possivel e
indeterminado corresponde a retas coincidentes. A interpretagio destas relagdes exige,
portanto, que os alunos estabelecam conexdes entre a representacao algébrica e a

representagao grafica do mesmo objeto matematico.

No ambito das Aprendizagens Essenciais de Matematica, os sistemas de duas
equagdes do 1.° grau a duas incognitas séo introduzidos no 8.° ano de escolaridade,
sendo esperado que os alunos sejam capazes de os resolver e de interpretar
graficamente as respetivas solugbes, relacionando as representagdes algébrica e
geométrica. No 9.° ano, o trabalho desenvolvido sobre representagbes, linguagem
algébrica e resolugdo de problemas permite aprofundar e mobilizar conhecimentos
previamente construidos em situagdes que exigem a articulagao entre diferentes formas

de representar e interpretar objetos matematicos. Neste sentido, a utilizacdo de
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diferentes representacdes assume particular relevancia no estudo dos sistemas de
equacdes, uma vez que a interpretacao da solucdo implica estabelecer relagdes entre
a representacdo algébrica do sistema e a representacdo grafica das retas que o

constituem.

A aprendizagem dos sistemas de equacgdes pode, neste sentido, beneficiar da utilizagao
de diferentes representacbes matematicas. Nobre, Amado e Ponte (2011) analisaram
as representacoes utilizadas por alunos do 9.° ano na resolucao de tarefas relacionadas
com sistemas de duas equacdes do 1.° grau a duas incognitas, destacando o papel
dessas representacdes na construgdo do pensamento algébrico e na aprendizagem de
métodos formais de resolugdo. Os autores evidenciam, assim, a importancia de
considerar as diferentes formas pelas quais os alunos representam e interpretam as

relagdes matematicas envolvidas nos sistemas de equacdes.

Esta perspetiva articula-se diretamente com a Teoria dos Registos de Representagao
Semidtica de Duval, segundo a qual a compreensdao de um objeto matematico nao
depende apenas da capacidade de operar dentro de um determinado registo, mas
também da possibilidade de reconhecer e relacionar esse objeto através de diferentes
registos de representacdo. No caso dos sistemas de equagbes, esta articulagédo
manifesta-se, por exemplo, na passagem de um enunciado em linguagem natural para
a sua representagao algébrica, da representacgéao algébrica para a gréafica e, em sentido
inverso, da representagéo grafica para a algébrica. Dificuldades nestas conversdes
podem comprometer a interpretagcao das solugdes e a compreensao das relagdes entre

os diferentes modos de representar o sistema.

Esta relagdao entre sistemas de equacgdes, multiplas representacdes e conversdes
encontra também expressdo em propostas didaticas baseadas na utilizagdo de
tecnologias digitais. Freitas e Abar (2014), por exemplo, desenvolveram uma proposta
de atividades para sistemas de equacdes lineares centrada nos registos em linguagem
natural, algébrico e grafico, recorrendo ao GeoGebra e tendo a Teoria dos Registos de
Representagdo Semidtica como suporte tedrico. Estes trabalhos reforgam a pertinéncia
de abordar os sistemas de equagdes através de diferentes representagbes e de criar
situagbes em que os alunos possam estabelecer relagdes e realizar conversdes entre

elas.

1.4. Tecnologias digitais no ensino da Matematica

O papel das tecnologias digitais no ensino e na aprendizagem da Matematica tem sido

amplamente estudado nas Ultimas décadas. O National Council of Teachers of
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Mathematics (NCTM, 2007, 2017) reconhece a tecnologia como um instrumento
essencial no ensino da Matematica, salientando que o seu uso adequado pode alargar
significativamente aquilo que os alunos sao capazes de aprender e a profundidade com
que compreendem os conceitos. Em particular, o NCTM (2017) sublinha que a
tecnologia ndo deve ser utilizada como um mero substituto do calculo algébrico ou como
um recurso de verificacdo, mas sim como um instrumento que enriquece e aprofunda a

atividade matematica dos alunos.

Borba (1996) ja questionava, nos anos 90, as mudancas que as tecnologias trariam a
educagao matematica, enfatizando a necessidade de que o uso do computador ndo se
restringisse a um "caderno mais moderno", era preciso que os professores utilizassem
a tecnologia para trabalhar de forma diferente os conteudos. Esta preocupacdo mantém-
se atual: como afirmam Nascimento e Schimiguel (2017), as tecnologias instauram uma
revolugdo antropolégica, desenvolvendo novas relagdes entre professor, aluno e saber,
razao pela qual a sua utilizacdo deve ser planeada para evitar usos pedagogicamente
descontextualizados. A mobilizagdo de tecnologias em contexto de sala de aula pode
favorecer uma abordagem mais indutiva e experimental da Matematica, permitindo que
os alunos explorem situagdes, formulem conjeturas, visualizem relagbes e testem

hipoteses de forma mais rapida e rigorosa (Fernandes & Vaz, 1998).

Santos e Borba (2008) acrescentam que os softwares de geometria dindmica
possibilitaram que problemas comuns da Matematica tivessem uma nova abordagem,
favorecendo atividades de investigagao; Araujo e Pazuch (2018) destacam que esses
softwares contribuem para o processo de validacao de ideias e relagdes matematicas a
partir da analise de construgdes geométricas; e Roschelle et al. (2010) acrescentam que
a tecnologia potencia a visualizagao de relagdes matematicas que seriam dificeis ou

impossiveis de representar com meios convencionais.

E igualmente importante distinguir entre o uso e a integragéo de tecnologias em sala de
aula. Enquanto o uso se refere a simples utilizagdo de recursos tecnoldgicos, a
integragdo implica que a tecnologia seja mobilizada de forma intencional, articulada com
0s objetivos de aprendizagem e com as tarefas propostas, de modo a que "a tecnologia
dé um significado a Matematica e a Matematica justifique o uso da tecnologia" (Laborde,
2002, p. 316).

Matos et al. (2020) sublinham que as tecnologias digitais no ensino da Matematica
constituem um fator de motivagcao para os alunos, que sao integrados no processo de

ensino através de uma ferramenta que utilizam quotidianamente, favorecendo um maior
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comprometimento, empenho e cooperagao entre pares. Ronau et al. (2000) referem que
0 uso de tecnologia em contexto de sala de aula melhora a orientagdo dos alunos para
a Matematica e a compreenséo dos conceitos, enquanto Granito e Chernobilsky (2012)
apontam para uma maior retencado de informag¢ao quando a tecnologia € utilizada de

forma pedagogicamente intencional.

No entanto, a utilizacdo de tecnologias digitais, por si s6, ndo garante a aprendizagem
dos alunos. Quando mobilizadas de forma pouco intencional ou descontextualizada,
estas ferramentas podem limitar a atividade matematica, levando os alunos a centrar-
se na obtengao rapida de respostas ou na execucédo de procedimentos, em vez de
promoverem a compreensao, o raciocinio e a construgao de significados (NCTM, 2017).
O potencial educativo da tecnologia depende, assim, da forma como esta é integrada
no processo de ensino e aprendizagem, nomeadamente dos objetivos que orientam a
sua utilizacao, das tarefas propostas e do tipo de atividade matematica que se pretende
promover. Neste sentido, a tecnologia deve ser entendida como um recurso ao servigo
da aprendizagem e ndo como um fim em si mesma, cabendo ao professor criar
condigbes para que a sua utilizacdo contribua para a exploragdo, a argumentacao, a

visualizacdo e a articulacao entre diferentes representacdes matematicas

Oliveira et al. (2018) alertam que, embora as escolas tenham sido munidas com
diferentes recursos tecnolégicos e tenha havido investimento na formagdo dos
professores, ndo se podem ftratar as ferramentas tecnologicas apenas como
complemento do processo, os professores precisam de deter conhecimento
aprofundado sobre como ensinar Matematica com uso da tecnologia. E por isso que a
intencionalidade pedagdgica é determinante, exigindo que o professor selecione tarefas
que justifiquem o uso da tecnologia, que ndo sejam mecanizaveis, e que coloquem o
aluno numa posigao ativa de exploragéao e de construgao de significado (Ponte et al.,
2003, 2015).

Neste estudo, a relevancia do modelo TPACK ndo reside na analise direta da
competéncia tecnolégica do professor, mas na compreensao de que a integragéo do
GeoGebra nas tarefas propostas depende da articulagdo entre conhecimento
matematico, conhecimento pedagodgico e conhecimento tecnoldgico. Esta articulagéo
esteve presente na concegao da intervengédo, nomeadamente na selegao de tarefas que
mobilizavam diferentes representagdes matematicas e na utilizagdo do GeoGebra como
meio para favorecer a exploragao e a conversao entre registos. Assim, embora o TPACK

nao constitua uma categoria de analise dos dados, fornece um enquadramento para
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compreender as decisdes pedagodgicas que sustentaram a integragdo da tecnologia

nesta investigagao.

1.5. O GeoGebra como ambiente de aprendizagem: conversao de

registos e percegdes dos alunos

A principal pertinéncia do GeoGebra para esta investigacao reside na possibilidade de
articular dinamicamente diferentes representagdes matematicas. Matos et al. (2020)
destacam a acessibilidade do software e a possibilidade de o utilizar na exploragédo de
diferentes conceitos matematicos. Uma das suas principais potencialidades consiste na
possibilidade de observar, de forma imediata, as relacbes entre diferentes
representacdes de um mesmo objeto matematico, uma vez que alteragbes realizadas
numa representacao podem refletir-se nas restantes. Zanella et al. (2018) salientam que
0 GeoGebra integra diferentes representagbes semidticas num mesmo ambiente,
possibilitando a construgao e a exploracao de diferentes representacdes de um mesmo
objeto matematico. Esta caracteristica torna 0 GeoGebra particularmente pertinente
para o trabalho com conversdes entre registos de representacdo semidtica, na
perspetiva de Duval (1993, 2009), ao proporcionar um ambiente no qual essas relagbes

podem ser exploradas de forma dinamica e visual.

Gravina (2015) mostrou que o GeoGebra possui um potencial semidético robusto,
evidenciando as chamadas figuras dindmicas e uma relagao funcional entre objetos
geométricos que pode favorecer a aprendizagem. No contexto do ensino de sistemas
de equagdes, tema central desta intervencgao pedagadgica, esta potencialidade revela-se
com particular clareza. A resolucédo de um sistema de duas equagdes lineares pode ser
abordada de forma puramente algébrica, mas a sua compreensdo profunda implica
reconhecer que a solugao corresponde, no plano cartesiano, ao ponto de intersecao das
duas retas representadas pelas equagbdes do sistema. O GeoGebra torna esta
conversao, do registo algébrico para o grafico, e vice-versa, imediata e visivel: ao
introduzir as equagdes, o aluno observa instantaneamente os graficos correspondentes
e pode identificar visualmente a solugao, relacionando-a com o resultado algébrico
obtido. O ambiente grafico favorece assim a aprendizagem ao permitir a associacao
entre a parte algébrica e a representagédo grafica, facilitando a compreensédo dos
procedimentos de tratamento e de conversao entre os diferentes registos (Duval, 2009;
Zanella et al., 2018).

Varios estudos confirmam as potencialidades do GeoGebra para a aprendizagem da

Matematica neste sentido. Correia e Fernandes (2011) referem que o software
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representa uma mais-valia tanto na aprendizagem com compreensdo como ha
motivacao para a aprendizagem. Brunheira (2016) destaca que o GeoGebra promove a
exploracao, a intuicdo e a justificagdo, favorecendo a diversidade de resolugdes e o
desenvolvimento da criatividade. Ponte et al. (2006) e Cordelina e Pavanelo (2024)
sublinham que ambientes de matematica dindmica potenciam a testagem de hipoteses
e a investigagdo de conexdes o que, articulado com a teoria de Duval, corresponde ao
processo de coordenagédo de registos. Barbosa et al. (2016) acrescentam que o
GeoGebra potencia a compreensdo dos conceitos matematicos ao permitir que os
alunos observem, em simultaneo, diferentes representacbes do mesmo objeto e

estabelecam relagdes entre elas.

Importa, contudo, ndo ignorar as suas limitagdes. Hoyles e Noss (2003) alertam para o
risco de os alunos utilizarem o poder da tecnologia para evitar pensar, quando o que se

pretende € que desenvolvam a abstracao e a generalizagao.

A sintaxe e a interface do GeoGebra podem igualmente constituir uma sobrecarga inicial
para alunos com pouca familiaridade com o software (Dias & Scortegagna, 2025), o que
pode desviar a atencéo da atividade matematica para questdes puramente técnicas. Por
estas razdes, nesta investigagcdo optou-se por incluir um momento de ambientagcédo ao
GeoGebra antes da aplicacdo da ficha de trabalho, de modo a minimizar essas
dificuldades e a garantir-se que os alunos pudessem concentrar-se na exploragao

matematica em si.

Por fim, compreender de que forma os alunos experienciam o uso do software
GeoGebra, que potencialidades identificam, que dificuldades sentem, e em que medida
percebem o GeoGebra como um apoio a conversado de registos e a interpretagédo de
tarefas pode contribuir para informar futuras praticas pedagdgicas que integrem este

tipo de ferramentas de forma mais eficaz e teoricamente fundamentada.
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2. Contexto e organizacao das aulas

Este capitulo descreve o contexto em que decorreu a intervencgao pedagdgica e a forma
como foi organizada, comecando-se pela caracterizacao da escola e da turma

participante no estudo.

De seguida, apresenta-se detalhadamente as trés fases da intervengdo: no primeiro
momento a ambientagcdo ao GeoGebra, no segundo momento a revisao sobre sistemas

de equagdes e por ultimo a aplicacao da ficha de trabalho.

Por fim, apresenta-se uma anadlise reflexiva sobre a intervencido pedagdgica,
identificando os principais constrangimentos e as decisbes tomadas ao longo do

processo, de acordo com as variaveis que iam ocorrendo.

2.1. Caracterizagao da escola

A intervencéo pedagdgica foi realizada numa escola publica que integra 0 2.° e 0 3.°
Ciclos do Ensino Basico, localizada no Norte de Portugal. Por razées de anonimato, ndo
serao fornecidos dados que permitam a identificagdo da instituicdo. A escola dispde das
condigbes e dos recursos necessarios ao funcionamento regular das atividades letivas.
No que respeita aos recursos tecnoldgicos, embora o agrupamento disponha de
diversos equipamentos, incluindo os disponibilizados no ambito do Laboratério de
Educacao Digital (LED), existem algumas limitagdes na sua utilizagdo pedagdgica,
nomeadamente pela auséncia de profissionais especificamente dedicados ao
acompanhamento e dinamizacdo de atividades com os alunos. No ambito da
intervencdo, cada aluno dispunha de um computador portatil para a realizagdo das
atividades propostas. Contudo, verificaram-se algumas dificuldades relacionadas com o
funcionamento e a utilizagdo destes equipamentos, que condicionaram, em

determinados momentos, a participagao dos alunos e a recolha de dados.

2.2. Caracterizacao da turma
O estudo foi desenvolvido numa turma de 9.° ano do Ensino Basico, constituida por 21
alunos. A turma apresentava um perfil heterogéneo, tanto em termos de desempenho

matematico como de relagdo com a disciplina.

No periodo anterior a intervengao, quatro alunos apresentavam classificacao negativa
a Matematica, o que evidencia a existéncia de dificuldades consolidadas numa parte da
turma e reforca a pertinéncia de uma abordagem pedagdgica alternativa, capaz de criar

novos pontos de entrada para a compreensdo dos conceitos. Os restantes alunos
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distribuiam-se por diferentes niveis de desempenho, configurando uma turma com uma

diversidade de ritmos e formas de pensar que € comum neste nivel de escolaridade.

No que diz respeito a relacdo com a Matematica, a turma apresentava igualmente uma
diversidade de atitudes: havia alunos com uma relagédo positiva e motivada, e outros
com menor afinidade ou com experiéncias prévias de insucesso que condicionavam o
seu envolvimento. Ainda assim, a generalidade dos alunos demonstrou disponibilidade
para participar nas atividades propostas ao longo da intervencgéo, procurando envolver-
se nas tarefas mesmo quando sentiam dificuldades, o que constituiu uma condi¢ao

favoravel ao desenvolvimento do estudo.

No que diz respeito ao contacto prévio com tecnologia em contexto de aula de
Matematica, os alunos estavam habituados a utilizacdo da calculadora cientifica, mas o
uso de computadores ou outros dispositivos digitais nas aulas era diminuto. Esta
realidade é consistente com o que Proenga e Canavarro (2021) descrevem sobre a
situacdo portuguesa, em que muitos professores continuam sem recorrer a
computadores no ensino da Matematica, por diversos motivos. Relativamente ao
GeoGebra em particular, os alunos tinham algum conhecimento do software na fase de
ambientagao, varios alunos referiram ja o conhecer, mas de forma superficial. A sua
familiaridade era limitada e irregular: alguns tinham tido contacto ocasional em anos
anteriores, mas a maioria nao o utilizava de forma regular nem auténoma. Este facto,
como se explica no capitulo seguinte, teve implicagbes diretas na organizagdo da
intervencgao e justificou a decisao de alargar a fase de ambientagao de dois para trés
tempos letivos, de modo a garantir condicbées minimas de literacia digital e técnica que

permitissem aos alunos concentrarem-se na atividade matematica em si.

A selegdo da turma foi realizada por conveniéncia, no ambito da Pratica de Ensino
Supervisionada, respeitando os principios éticos da investigagao em educagao. Foram
recolhidos os assentimentos dos alunos e o0s consentimentos dos respetivos
encarregados de educacéo, sendo garantidos o anonimato e a confidencialidade de
todos os dados recolhidos. Os nomes reais dos alunos nao séo utilizados ao longo deste
relatério no capitulo de analise de resultados, os alunos sao identificados por cédigos

alfanuméricos (A1 a A15 no primeiro formulario; A1 a A12 no segundo).

2.3. Descricao da intervencao pedagogica

A intervengao pedagadgica foi desenvolvida ao longo de sete tempos letivos, organizados

em trés fases distintas: uma fase de ambientacdo ao GeoGebra, uma aula de revisdo
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do tema matematico, e a aplicacdo da ficha de trabalho. O Quadro 1 sintetiza a

organizagao temporal da intervencgao.

Fase Conteudo Duracao
1.2 Fase Ambientacdo ao GeoGebra 3 tempos letivos
2.2 Fase Revisao de Sistemas de Equacbes 1 tempo letivo
3.2 Fase Ficha de trabalho sobre sistemas de 3 tempos letivos
equacoes

Quadro 1 — Descrigao da intervengéo pedagogica

2.3.1. Fase 1 — Ambientacido ao GeoGebra

A primeira fase da intervengcdo teve como objetivo familiarizar os alunos com o
GeoGebra Classic na sua versao online, de modo a que as dificuldades técnicas nao
constituissem um obstaculo a atividade matematica nas fases seguintes. Para o efeito,
foram utilizados como material didatico de referéncia os recursos do curso de GeoGebra
da Universidade Estadual do Parana (Unespar), gentilmente cedidos pelo Professor
Sérgio Dantas mediante autorizagédo expressa para o efeito (Anexo 1), que serviram de
base a apresentacdo das ferramentas fundamentais do software. O material de
ambientacao utilizado encontra-se no Anexo 2, bem como o plano de aula da referida

aula presente no Anexo 3.

Nesta fase, foram trabalhados os comandos e funcionalidades basicas do GeoGebra
como a introdugdo de pontos, retas e equagdes, a utilizagdo da janela de algebra e da
janela grafica em simultaneo, e a personalizagao dos objetos construidos. O objetivo
era que os alunos ficassem suficientemente familiarizados com o ambiente do software
para poderem usa-lo como ferramenta de exploragdo matematica, e ndo como um fim

em Ssi mesmo.

A ambientacdo estava inicialmente prevista para dois tempos letivos. No entanto,
durante a sua realizagdo tornou-se evidente que uma parte significativa dos alunos
apresentava dificuldades em operagbes basicas de literacia digital como guardar um
ficheiro, criar e organizar pastas, ou gerir o ambiente de trabalho do computador. Estas
dificuldades, que nao estavam antecipadas na planificagao inicial, levaram a que a fase
de ambientacao fosse alargada para trés tempos letivos. Ainda que este alargamento
tenha implicado um ajuste na gestao do tempo disponivel para a intervengao, revelou-

se fundamental para nivelar a turma em termos de competéncias técnicas e garantir que
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todos os alunos pudessem participar nas fases seguintes em condigdes minimamente
equivalentes. Esta situagéo vai ao encontro do que referem Hoyles e Noss (2003) e Dias
e Scortegagna (2025), quando alertam para o facto de a sintaxe e a interface dos
softwares matematicos poderem constituir uma sobrecarga cognitiva inicial,

especialmente para alunos com pouca experiéncia prévia com este tipo de ferramentas.

No que diz respeito a organizagao do trabalho dos alunos, néo foi imposta uma estrutura
rigida de trabalho individual ou em pares. A opcéo foi deixar que a dindmica emergisse
de forma organica: os alunos trabalharam com quem estavam sentados, o que resultou
naturalmente numa mistura de respostas individuais e de respostas elaboradas em
conjunto por dois alunos. Esta opgao foi deliberada ao nao impor grupos, pretendia-se
que os alunos se sentissem mais a vontade na resolugdo das tarefas e que a
colaboragdo, quando acontecesse, fosse genuina e ndo forcada. Esta organizacao
manteve-se nas duas fases de recolha de dados, sendo por isso possivel encontrar,
tanto no formulario de ambientagcdo como na ficha de trabalho, respostas de autoria

individual e respostas de autoria partilhada.

2.3.2. Fase 2 — Revisao de Sistemas de Equagbes

A segunda fase consistiu numa aula de revisao do tema matematico central da
investigacao (sistemas de equacgdes), desenvolvida com recurso a multiplos registos de
representacao. Esta opcao foi deliberada e teoricamente fundamentada: tendo em conta
que o foco do estudo incide sobre a conversao de registos de representagao semiotica,
foi essencial criar um momento prévio a ficha de trabalho em que os alunos pudessem
rever e consolidar os conceitos matematicos envolvidos, estimulando precisamente as

conversdes entre registos que seriam depois mobilizadas na fase de recolha de dados.

Assim, ao longo desta aula, foram trabalhados sistemas de equacbes a partir de
diferentes pontos de entrada: da sua formulagdo em linguagem natural com situacoes e
problemas contextualizados, passando pela constru¢do das equacgdes algébricas
correspondentes, e chegando a sua representagao grafica no plano cartesiano. Em cada
momento, procurou-se que 0s alunos ndo apenas realizassem os procedimentos, mas
sobretudo que compreendessem o que estava a acontecer em cada registo e de que
forma os diferentes registos se relacionavam entre si, o que, no quadro de Duval (1993,
2009), corresponde ao desenvolvimento da capacidade de coordenagao de registos. A

planificagdo detalhada desta aula encontra-se no Anexo 4.
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2.3.3. Fase 3 — Ficha de trabalho

A terceira e ultima fase correspondeu a aplicagéo da ficha de trabalho, que se estendeu
por trés tempos letivos e constituiu o principal momento de recolha de dados desta
investigagdo. A ficha foi construida de forma a envolver os alunos em tarefas que
implicassem, de forma explicita e variada, a conversao entre registos de representagao
semidtica no contexto dos sistemas de equacgdes. Estavam presentes, ao longo da ficha,
0s seguintes tipos de conversao: de linguagem natural para algébrico quando os alunos
tinham de construir as equagdes de um sistema a partir de um enunciado; de algébrico
para grafico, quando eram solicitados a representar graficamente no GeoGebra o
sistema dado algebricamente; e de grafico para algébrico, quando, a partir de uma
representacao grafica, os alunos tinham de identificar e escrever as equacdes

correspondentes.

Durante a realizagao da ficha, a intervencgao foi propositadamente minima. Esta opgao
resultou de uma decisdo metodoldgica consciente: pretendendo observar de forma mais
fidedigna o raciocinio dos alunos, as dificuldades que emergiam espontaneamente e as
estratégias que mobilizavam para as ultrapassar, a intervencao direta poderia enviesar
os dados recolhidos e comprometer a autenticidade das producdes. Foram esclarecidas
duvidas de natureza técnica relacionadas com o GeoGebra quando necessario, mas
procurou-se nao se interferir na atividade matematica em si, deixando que os alunos

trabalhassem com base em tudo o que tinham aprendido nas fases anteriores.

2.4. Balanco final da intervencéo pedagdgica

As observagoes realizadas ao longo das trés fases da intervengao permitiram registar
um conjunto de episodios e tendéncias com relevancia direta para os objetivos desta

investigagao.

A opcao por estruturar a intervengao em trés fases sequenciais e progressivas

(ambientagéo, reviséo e aplicagao) nao foi arbitraria.

A literatura sobre o uso pedagdgico do GeoGebra sugere de forma consistente que a
familiarizagédo prévia com o software € uma condigdo necessaria para que a atividade
matematica subsequente possa decorrer sem que as dificuldades técnicas se
sobreponham as conceptuais (Hoyles & Noss, 2003; Dias & Scortegagna, 2025). Esta
estrutura assemelha-se a adotada em estudos sobre a utilizagdo do GeoGebra no

ensino de outros topicos matematicos, onde a ambientacdo inicial se revelou
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determinante para o sucesso das atividades posteriores e para o desenvolvimento de

uma relagao mais autbnoma e confiante dos alunos com o software (Matos et al., 2020).

Durante a fase de ambientacdo, as dificuldades técnicas foram generalizadas e
diversificadas. Nao se limitaram a utilizacdo do GeoGebra, mas estenderam-se a
operacodes basicas de literacia digital. Ainda assim, foi possivel observar que, a medida
que os alunos ganhavam familiaridade com a interface do software, surgiam os
primeiros momentos de descoberta espontanea: alguns alunos perceberam, sem que
fosse explicado diretamente, que ao modificar uma equacao na janela de algebra a reta
correspondente se movia automaticamente na janela grafica. Estas reacbes de surpresa
positiva, acompanhadas frequentemente de comentarios como "ah, entdo é assim que
funciona", constituiram indicadores informais de que a articulagcdo dinamica entre
registos comecgava a fazer sentido para alguns alunos, ainda antes da fase de trabalho

matematico mais estruturado.

Durante a realizagdo da ficha de trabalho, foi possivel observar trés padroes
comportamentais distintos. Um grupo de alunos demonstrou autonomia e fluéncia na
navegacgao entre registos, alternando de forma flexivel entre a representagéo algébrica
e a grafica, consoante as exigéncias de cada questao, o que, no quadro de Duval (1993,
2009), pode ser interpretado como evidéncia de uma capacidade de coordenagéo de
registos ja relativamente desenvolvida. Um segundo grupo revelou dificuldades
persistentes nos trés tipos de conversao presentes na ficha do algébrico para o grafico,
do grafico para o algébrico, e do enunciado em linguagem natural para a representagéao
algébrica, necessitando de apoio frequente para dar continuidade a resolugdo. Um
terceiro grupo, mais reduzido, mostrou desinteresse ou desmotivagdo, nao se

envolvendo plenamente nas tarefas propostas.

Um aspeto particularmente relevante observado durante a ficha foi a tendéncia da
maioria dos alunos para comegar a resolugao diretamente no GeoGebra, sem tentar
previamente uma abordagem analitica. Este comportamento pode ser interpretado de
duas formas complementares: por um lado, evidencia que os alunos reconheceram o
software como uma ferramenta de exploragdo e néo apenas de verificagao; por outro,
levanta a questao de saber se esta preferéncia pelo registo grafico como ponto de
partida facilitou ou dificultou a posterior formalizagao algébrica. Esta tensao sera

retomada na analise de resultados.

Foi também notdrio que os alunos discutiam entre si sobre as representagdes, o que

favoreceu a comunicagdo matematica e a construgdo partilhada de significados,
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dimensdes valorizadas tanto pelas Aprendizagens Essenciais (Canavarro et al., 2021)

como pela perspetiva de Duval (1993) sobre a coordenagao de registos.

Por fim, foi possivel observar uma evolugao clara entre o inicio da ambientagao e o final
da realizagao da ficha de trabalho no que diz respeito a capacidade dos alunos de
mobilizar o GeoGebra para trabalhar com diferentes registos de representagcdo. Os
alunos que na fase de ambientagao nao conseguiam sequer introduzir uma equacgao na
janela de algebra foram, na generalidade, capazes de construir representagdes graficas
de sistemas e de identificar visualmente as suas solugdes no final da intervencao. Esta
evolucao, ainda que nao uniforme entre todos os alunos, constitui um indicador positivo

da pertinéncia da intervencéao didatica.

No que diz respeito a avaliagdo das aprendizagens durante a intervengéo, a opg¢ao foi
pela observacao direta sem recurso a instrumentos formais de avaliagao, em coeréncia
com a decisdo metodoldgica de interferir o minimo possivel durante a resolugdo das
tarefas, de modo a preservar a autenticidade das producdes dos alunos para fins de

investigagao.
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3. Metodologia da Investigacao

Neste capitulo, apresentam-se e justificam-se as opgdes metodoldgicas adotadas nesta
investigagao, descrevendo-se os procedimentos de recolha de dados, os participantes
€ o processo de analise dos dados. Sao ainda apresentadas as precaugbes tomadas

para assegurar o cumprimento dos principios éticos da investigacao.

3.1. Enquadramento

Esta investigacao tem como objetivo compreender de que forma os alunos percecionam
o uso do GeoGebra na interpretacao e resolucéo de tarefas matematicas, com particular
enfoque nos processos de conversdo entre diferentes registos de representacao
semidtica. Trata-se de um tema com relevancia crescente no contexto do ensino da
Matematica em Portugal, num momento em que as orientagdes curriculares apelam ao
uso sistematico da tecnologia e ao desenvolvimento de competéncias de representagao
e comunicagdo matematica, mas em que a investigagao sobre as perceg¢des dos alunos
neste dominio permanece relativamente escassa, especialmente no 3.° Ciclo do Ensino

Basico.

O interesse nasceu da observacgao direta em sala de aula, das dificuldades dos alunos
em articular diferentes representagdes matematicas, dificuldades que, como argumenta
Duval (1993, 2009), estdo no centro dos obstaculos a compreensido matematica

genuina.

Investigar de que forma os alunos experienciam o uso do software GeoGebra, que
potencialidades identificam, que dificuldades sentem, e em que medida percebem o
GeoGebra como um apoio a conversao de registos e a interpretagéo de tarefas, ¢,
assim, tanto uma questao teoricamente fundamentada como uma necessidade pratica

emergente da experiéncia de estagio.

3.2. Opcgodes metodologicas

Para dar resposta a questdo de Investigagdo e aos objetivos especificos desta
investigagao, foi adotada uma abordagem qualitativa, de natureza interpretativa, inscrita
no paradigma fenomenoldgico-interpretativo. Numa investigacdo qualitativa, o
investigador procura compreender o que estd por tras de determinados

comportamentos, atitudes e percecdes, observando os fendmenos no seu contexto
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natural e construindo hipoteses interpretativas a partir dos dados recolhidos, em vez de
os testar a priori (Fernandes, 1991; Garnica, 2004). Esta abordagem é a mais adequada
a este estudo, uma vez que o que se pretende nao é medir ou quantificar, mas
compreender como os alunos experienciam o uso do GeoGebra, que sentidos
constroem a partir dessa experiéncia, e de que forma essa experiéncia se relaciona com

0s processos de conversao de registos que a teoria de Duval descreve.

O estudo assume ainda caracteristicas descritivas e exploratérias: descritivas, porque
procura registar e descrever com fidelidade os fendmenos observados, sem os
manipular; exploratérias, porque o tema, na sua articulagao especifica entre GeoGebra,
conversao de registos semibdticos e percecgdes dos alunos no 3.° Ciclo, carece ainda de
investigagdo aprofundada no contexto portugués. Trata-se, finalmente, de uma
investigacao de natureza empirica, desenvolvida em contexto real de sala de aula, com
recurso a multiplos procedimentos de recolha de dados que permitam a triangulagao
dos dados (Holanda & Faria, 2020).

O Quadro 2 sintetiza a relagdo entre a questdo de investigagdo, as subquestdes, os

objetivos especificos e o objetivo geral desta investigacao.

Questao de investigagao

De que forma os alunos
percecionam o uso do
GeoGebra na
interpretacao e
resolucao de tarefas
matematicas,
considerando os
processos de conversao
entre diferentes registos
de representacao

semiotica?

Subquestbes

de investigagao

Como é que os
alunos utilizam
os diferentes
registos de
representagao
durante a
resolucao de
tarefas com o

GeoGebra?

Objetivo geral

Analisar as
percecdes dos
alunos sobre o uso
do GeoGebra na
interpretagao e
resolucao de
tarefas
matematicas, a luz
da Teoria dos
Registos de
Representacao
Semidtica de

Duval

Objetivos

especificos

Analisar como
os alunos
utilizam
diferentes
registos de
representagao
durante a
resolucéo das
tarefas e
identificar
evidéncias de
conversao de
registos

promovidas
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Quais as
percecdes dos
alunos sobre as
potencialidades
e as dificuldades
do uso do
GeoGebra na
interpretacao e
resolucao de
tarefas

matematicas?

alunos

pelo uso do
GeoGebra
Compreender
as percecgdes
dos alunos
sobre as
potencialidades
e dificuldades
do uso do
GeoGebra na
interpretacao e
resolucao de

tarefas.

Quadro 2 - Sintese dos objetivos

3.3. Participantes

Esta investigagao contou com a participagao de 21 alunos de uma turma de 9.° ano do
Ensino Basico de uma escola publica de 2.° e 3.° Ciclo localizada no Norte de Portugal.
A selecao dos participantes foi realizada por conveniéncia, no ambito da Pratica de
Ensino Supervisionada, uma vez que se tratava da turma atribuida ao estagiario

investigador.

A participagao na investigagao foi enquadrada pelos principios éticos da investigagao
em educacao. Foram recolhidos os assentimentos dos alunos e os consentimentos dos
respetivos encarregados de educacgao, tendo sido esclarecido que a participagao era
voluntaria e que a eventual ndo participagdo ou desisténcia nao teria qualquer
consequéncia na avaliagdo escolar. Foram igualmente assegurados o anonimato e a
confidencialidade dos dados recolhidos. Por esse motivo, os alunos sao identificados ao

longo da apresentacao dos dados através de cédigos alfanuméricos.

Importa ainda distinguir a participagao na intervencao pedagdégica da participagdo nas
diferentes fases de recolha de dados. Embora a intervengao tenha sido realizada com
a turma, nem todos os alunos participaram de igual modo nas respostas aos
instrumentos de recolha, devido a circunstancias especificas verificadas em cada

momento. Assim, o numero de alunos envolvidos na intervengdo néo corresponde
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necessariamente ao numero de respostas obtidas em cada instrumento, questdo que
sera explicitada na apresentacéo dos procedimentos de recolha de dados e na analise

dos resultados.

3.4. Processo de recolha de dados

Para este estudo foram utilizados trés procedimentos de recolha de dados: inquérito por
questionario através do Google Forms, observagao direta com registo em notas de
campo, e analise das produgdes dos alunos com recurso ao GeoGebra. A utilizagao de
multiplos procedimentos visa assegurar a triangulagdo dos dados, que segundo
Holanda e Faria (2020) consiste na recolha de informacédo a partir de fontes distintas,
em tempos e espacos diferentes, permitindo ao investigador analisar o fenémeno a partir

de diferentes perspetivas e conferir maior credibilidade as interpretacdes produzidas.

O Quadro 3 relaciona cada objetivo especifico com os procedimentos de recolha

utilizados.

Objetivos especificos Recolha dos dados
Analisar como os alunos utilizam diferentes Producdes dos alunos
registos de representacao e identificar evidéncias Observacao direta

de conversao

Compreender as percegdes dos alunos sobre Inquérito por questionario (Google
potencialidades e dificuldades do GeoGebra Forms);

Observacéo direta

Quadro 3 - Objetivos especificos e procedimentos de recolha de dados

O formulario de ambientacdo ao GeoGebra encontra-se no Anexo 7 e o formulario da

ficha de trabalho sobre sistemas de equacdes no Anexo 8.

3.4.1. Inquérito por questionario

O inquérito por questionario constitui o principal instrumento de recolha das percegdes
dos alunos sobre o uso do GeoGebra. Trata-se de um processo em que se tenta
"descobrir alguma coisa de forma sistematica" (Carmo & Ferreira, 2008, p. 139), sem
que exista interacdo direta entre o investigador e o inquirido, o que reduz a possibilidade

de influéncia nas respostas.

Para a realizagao e aplicacado dos questionarios foi utilizada a plataforma Google Forms,

escolhida pela praticidade no envio e rece¢ao das respostas, pela facilidade na
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sistematizacdo dos dados obtidos e pela possibilidade de alcangar todos os
participantes de forma simultanea, respeitando os condicionalismos de tempo da rotina
escolar. Cada formulario integrou trés tipos de questdes: questdes de escolha multipla,
utilizadas para recolher respostas categorizaveis sobre a experiéncia com o software e
sobre as estratégias de resolugdo adotadas; questbes de resposta aberta, que
permitiram aos alunos expressar livremente as suas percecdes, dificuldades e
apreciagoes sobre o uso do GeoGebra; e questdes com upload de ficheiro ou imagem,
através das quais os alunos submeteram as suas constru¢des no GeoGebra e as
resolucdes escritas das tarefas, constituindo assim simultaneamente um instrumento de

recolha de percecdes e uma fonte de producdes para posterior analise.

O primeiro formulario foi aplicado no final da fase de ambientagédo e o segundo apés a

realizacao da ficha de trabalho sobre sistemas de equacées.

A aplicagao dos questionarios foi feita de forma andnima, garantindo que as respostas
dos alunos nao seriam associadas a sua identidade nem influenciariam a sua avaliagao

académica.

E ainda de referir que o primeiro formulario foi aplicado em dois momentos distintos: um
grupo de oito alunos respondeu no final da primeira sessdao de ambientagéo, e os
restantes sete alunos responderam numa sessao posterior, realizada dois dias depois.
Esta circunstancia, decorrente de condicionalismos na gestao do tempo letivo, pode ter
implicado condi¢des de resolugéo ligeiramente diferentes entre os dois grupos, facto

que foi tido em conta na interpretagdo dos dados recolhidos.

3.4.2. Observacao direta

A observacao direta foi utilizada como procedimento complementar de recolha de dados
ao longo das trés fases da intervencao pedagdgica. Este procedimento permitiu registar
comportamentos, reagles, dificuldades e interagdes dos alunos que ndo seriam
capturaveis através dos questionarios, nomeadamente, a forma como os alunos
navegavam entre os diferentes registos de representagdo durante a resolugdo das
tarefas, os momentos de hesitagdo ou de descoberta, e as estratégias esponténeas que

mobilizavam perante dificuldades.

As observacoes foram registadas sob a forma de notas de campo, elaboradas durante
e apods as aulas, procurando descrever com fidelidade os episédios observados e
assinalar as situagdes com maior relevancia para os objetivos da investigacdo. Estas
notas complementam e contextualizam os dados recolhidos pelos questionarios,

contribuindo para uma analise mais rica e fundamentada.
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3.4.3. Producodes dos alunos

As produgbes dos alunos, nomeadamente as respostas registadas nos formularios
Google Forms e os ficheiros GeoGebra gerados durante a realizagdo da ficha de
trabalho, constituem uma fonte de dados privilegiada para analisar de forma direta os
processos de conversdo de registos realizados. A analise destas produg¢des permite
verificar ndo apenas se os alunos chegaram ou ndo as respostas corretas, mas
sobretudo compreender os percursos de representacdo que seguiram, os tipos de

conversao que realizaram e as dificuldades que emergiram nesse processo.

3.5. Processo de analise de dados

A analise de dados neste estudo foi realizada em duas partes: a analise das producdes
dos alunos, que engloba as respostas aos formularios e os ficheiros GeoGebra; e a
analise dos questionarios de percecao. Cada uma destas partes sera tratada segundo
as trés fases propostas por Bardin (2016): pré-analise, exploragcdo do material e

tratamento dos resultados com inferéncia e interpretacao.

Na fase de pré-analise, procedeu-se a organizagdo e sele¢cdo dos dados recolhidos,
tendo em conta os objetivos especificos da investigagéo e as categorias emergentes da
teoria de Duval, nomeadamente os tipos de conversdo observados e as percecdes
manifestadas pelos alunos. Na fase de exploracdo do material, os dados foram
codificados e decompostos de acordo com essas categorias. Por fim, na fase de
tratamento e interpretacdo, os dados foram relacionados entre si, numa logica de
triangulacédo entre os diferentes instrumentos de recolha, procurando identificar

padrdes, regularidades e casos singulares com relevancia interpretativa.

Para a analise das perce¢des dos alunos recolhidas através dos questionarios, as
questdes foram previamente organizadas de acordo com os objetivos especificos da
investigagdo, numa légica de categorias prévias decorrentes do quadro teorico. As
respostas foram depois analisadas procurando identificar tendéncias gerais, mas
também posi¢cbes individuais divergentes que enriquecessem a compreensdo do

fendmeno em estudo.
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4. Analise de Dados

Neste capitulo, analisam-se os dados recolhidos ao longo da intervengéo pedagdgica,
com vista a responder a questao e as subquestdes de investigagao. A analise organiza-
se em trés partes: a analise do formulario de ambientacao ao GeoGebra, a andlise da
ficha de trabalho sobre sistemas de equacdes, e uma sintese triangulada que articula
os dados das duas fontes com as observacdes diretas realizadas em aula. Os nomes
dos alunos foram substituidos por coédigos alfanuméricos (A1 a A15 no primeiro
formulario; A1 a A12 no segundo) para garantir o anonimato, em conformidade com os

procedimentos éticos descritos anteriormente.

4.1. Analise do formulario de ambientagao

O formulario de ambientagao foi respondido por 15 dos 21 alunos participantes na
investigacao e teve como objetivo perceber a familiarizagao e expectativas dos alunos
com o GeoGebra, bem como avaliar a capacidade de realizar conversdes elementares
entre registos. A diferenca entre o numero de participantes na investigagdao e o numero
de respostas obtidas deveu-se a constrangimentos verificados no momento da
aplicagao do formulario, nomeadamente auséncias de alunos, bem como a situagdes
em que alguns alunos ndo dispunham do material necessario para realizar a atividade
nas condi¢des previstas. Assim, embora a intervencao pedagogica tenha sido realizada
com a turma, nem todos os alunos conseguiram participar nesta etapa especifica da

recolha de dados.
4.1.1. Percegdes iniciais sobre o GeoGebra

Quando questionados sobre de que forma o GeoGebra poderia ajudar na aprendizagem
da Matematica, todos os alunos responderam de forma positiva. A categoria de resposta
dominante foi a da visualizagdo: a maioria dos alunos associou espontaneamente o
GeoGebra a possibilidade de ver os objetos matematicos de forma dindmica e precisa,
0 que vai ao encontro do que a literatura refere sobre as potencialidades do software
(Henrique, 2017; Ponte et al., 2006). A analise das respostas permite, contudo, distinguir

dois niveis de elaboragao conceptual.

Num primeiro nivel, encontram-se respostas de caracter instrumental, que valorizam o
GeoGebra sobretudo como ferramenta de producgao grafica rapida: "facilita no desenho
das fungdes, assim ndo perdemos muito tempo a fazé-las" (A15), "ao invés de desenhar
os graficos das fungdes no caderno, fago no GeoGebra o grafico que preciso” (A4), ou

"podemos usar o GeoGebra para estudar para os testes e para os exames" (A11). Estas
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respostas revelam que, nesta fase inicial, alguns alunos percecionam o software
essencialmente como um substituto eficiente dos meios convencionais de
representacao, sem ainda estabelecerem uma relacdo entre a representagao grafica e
0s conceitos matematicos subjacentes. Este posicionamento corresponde ao que
Hoyles e Noss (2003) designam como uso ndo produtivo da tecnologia em que o
software é mobilizado para obter resultados sem que o aluno desenvolva a abstragéo e

a generalizagao que se pretende.

Num segundo nivel, surgem respostas que revelam uma intuicdo mais desenvolvida
sobre a relagdo entre representacdes: "ajuda a visualizar o que estamos a aprender”
(A5), "é mais preciso do que um grafico feito a mao e ajuda em trabalhos feitos no PC"
(A9), ou "pode fazer representagdo de varias fungdes, tendo assim possibilidades
infinitas de exemplos diferentes de fungdes, ensinando-nos de uma maneira dinamizada
esta matéria" (A7). A resposta de A7 é particularmente significativa pela sua elaboracao
final, em que o aluno acrescenta: "por realizar infinitas representac¢des graficas, acaba
por ser mais facil compreender as relacbes de como para existir uma fungdo é
necessario existir uma equacéao." Esta formulacéo, ainda que intuitiva e sem recurso a
terminologia técnica, encerra uma ideia central da Teoria dos Registos de
Representacao Semidtica de Duval (1993, 2009): a de que o mesmo objeto matematico
pode ser representado em registos distintos e que compreender a Matematica implica

reconhecer esse objeto nas suas diferentes representagoes.

O fato de um aluno chegar a esta formulagao de forma espontanea, antes de qualquer
instrucdo explicita sobre conversdo de registos, € um indicador relevante de que a
experiéncia com o GeoGebra pode ter potenciado uma reflexdo metacognitiva sobre a
natureza das representagbes matematicas. A Figura 4 apresenta as respostas dos

alunos.

Como achas que o GeoGebra pode ajudar enquanto estamos a aprender Matematica? Como achas que 0 GeoGebra pode ajudar enquanto estamos a aprender Matematica?

15 respostas

Acho que o GeoGebra enquanto estamos a aprender matemética pode nos ajudar a visualizar o que

0 GeoGebra pode ajudar a aprender fungdes estamos a aprender.

0 geogebra pode ajudar na visualizago de gréficos o que é bastante il 2 7
990genra poce.o5 otes a 0 GeoGebra pode ajudé-lo a resolver rapidamente problemas relacionados com fungdes, e criar graficos

de diferentes fungdes.
Na minha opinido o Geogebra facilita no desenho das fungdes ,assim nao perdemos muito tempo a faze-
las.
a perceber a representagdo grafica de fungdes e etc
sim,para criar gréficos de funcées . 51 5 %
P 9 ¢ Na minha opini&o, o GeoGebra é (itil, pois permite construir graficos e figuras pela colocagao de

expressdes algébricas.
Ajuda a entender melhor a matéria ja que é mais preciso do que um grafico feito 8 mao e ajuda em

trabalhos feitos no PC.
Podemos resolver exercicios mais complexos e é uma otima ferramenta que nos auxilia na matematica. e

€ uma materia que nos auxilo
0 GeoGebra pode ajudar em muitas coisas com por exemplo a aprender as fungdes

Pode, por exemplo, fazer representacao de vérias funcdes, tendo assim possibilidades infinitas de
Eu acho que o Geogebra vai nos ajudar a simplificar as tarefas de matematica exemplos diferentes de fungdes, ensinando-nos assim de uma maneira dinamizada esta matéria.

Podemos usar o GeoGebra para estudar para os testes e para os exames Pode ajudar a entender como se formam fungdes, e também a representa-las

Figura 4 - Respostas a questéo: "Como achas que o GeoGebra pode ajudar enquanto estamos a aprender
Matematica?”
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4.1.2. Conversoes realizadas durante a ambientacao

As tarefas da ambientacdo implicavam trés tipos de conversao que importa analisar

separadamente.

Conversao da representagao algébrica para a representacao grafica e identificacdo do
ponto de intersecao: A primeira tarefa de conversao consistia em identificar, a partir da
representacao grafica no GeoGebra, o ponto de interse¢ado de duas retas, o que implica
observar o registo grafico e traduzir a informagdo visual para o registo
numeérico/algébrico (conversdo de grafico para algébrico). Os resultados (Gréfico 1)
mostram que 13 em 15 alunos (87%) identificaram corretamente o ponto (0,5 ; 1,5). Os
dois erros registados sdo qualitativamente distintos: A10 respondeu "ndo ha", revelando
uma falha na leitura do grafico, o aluno nao reconheceu visualmente a intersegéo; A11
respondeu "no ponto 1,5", omitindo a coordenada x e revelando uma leitura incompleta
do registo grafico, possivelmente por falta de atengdo a natureza bidimensional das

coordenadas. A distribuicao dos resultados é apresentada no Grafico 1.

Se a resposta a pergunta anterior for sim, indica o ponto de intersegao:
15 respostas

3 3
(20%) (20%)
2(13,3%)
2
! 1 1 1 1 1 1 1
(6,7%) (6,7%) (6,7%) (6,7%) (6,7%) (6,7%) (6,7%)
0
0,5,1,5) (0.5,1.5) (0.5,1.5) 0.5,1.5 no ponto 1.5
(0,5;1,9) (0.5 ,1.9) (0.5,1.9) Os pontos de inters... nao ha

Grafico 1 - Respostas ao ponto de intersegao

Conversao da representacao grafica para a representagao algébrica e equacao da reta:
A tarefa seguinte solicitava que os alunos escrevessem a equacao da reta apresentada
automaticamente pelo GeoGebra, primeiro na forma geral e depois naformay = ax +
b. Esta tarefa é mais exigente do ponto de vista da conversdo, pois implica extrair
informacéao do registo grafico e chegar ao registo algébrico, precisamente a diregao de

conversao que Duval (1993) identifica como cognitivamente mais dificil.
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A andlise das respostas revela um padrao interessante: enquanto a grande maioria dos
alunos conseguiu apresentar uma equacgédo na forma y = ax + b com estrutura
reconhecivel, a coeréncia entre as duas formas da equacao foi muito heterogénea.
Alguns alunos, como A3 e A8, apresentaram equacdes coerentes e matematicamente
corretas nas duas formas. Outros, como A5 e AB, revelaram dificuldades significativas:

A5 escreveu "4x — 3y = —75" como forma geral e "—3y = —4x — 75" como forma
candnica, o que mostra que o aluno tentou isolar y mas nao concluiu o processo de
conversao algébrica; A6 apresentou "3x + 1" e "4x + 2", duas expressdes sem variavel
dependente explicita e com valores diferentes, o que sugere confusao entre a equagao

da reta e a sua representagao.

Outro padrao relevante emerge na comparacgao entre alunos que leram os coeficientes
diretamente do GeoGebra (obtendo valores decimais como "y = 0,83x — 0,34") e
alunos que tentaram deduzir a equacao analiticamente a partir de pontos identificados
no grafico (obtendo valores inteiros como "y = —2x + 12"). Este contraste entre
estratégias é, em si mesmo, um indicador do tipo de conversao que cada aluno realizou:
0s primeiros leram o registo grafico via interface do software; os segundos realizaram
uma conversdo mais elaborada, extraindo pontos do grafico e calculando declive e
ordenada na origem. O Quadro 4 apresenta algumas das respostas dos alunos a

indicacao das equagoes.

Aluno Equacao definida Equacéao na forma
automaticamente y=ax+b
A3 —x+ 3y = 26 y =0,33x + 8,67
A5 4x-3y=-75 —3y=—-4x—-75
A1 Reta (A,B) = 7.06X — 8.48y y = 0.83x — 0.34
= 2.85

Quadro 4 — Conversdes de grafico para o algébrico

Converséao da representagéo algébrica para a representagao grafica e construgéo de
retas paralelas: A tarefa de indicar as equagdes de duas retas paralelas exigia que os
alunos construissem no GeoGebra um par de retas com o mesmo declive, mas
ordenadas na origem diferentes o que implica mobilizar simultaneamente o registo
algébrico (escrever as equagdes) e o grafico (verificar visualmente o paralelismo). Dos
15 alunos, 14 apresentaram duas equag¢des com o mesmo declive, confirmando a

compreensao da condigao de paralelismo. A excegao foi A6, que escreveu "y = 2x + 1"
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e "y = —x+ 3", duas retas com declives diferentes que, portanto, se intersectam,
revelando que este aluno ndo associou o conceito algébrico de "mesmo declive" ao
conceito grafico de "retas paralelas". Este € um caso paradigmatico de auséncia de
coordenagao entre registos: o aluno conhece o conceito em cada registo de forma

isolada, mas nao os articula.

E ainda relevante notar que a maioria dos alunos utilizou declives inteiros e simples,
preferindo equagdes como "y = 2x + 3"e"y = 2x + 7" aequagdes com coeficientes
decimais como mostra a Figura 5. Isto sugere que, nesta fase, os alunos preferiram
construir os exemplos analiticamente e depois verificar no GeoGebra, em vez de partir
do grafico para inferir as equacdes o que é consistente com o comportamento observado
nas notas de campo, onde a maioria dos alunos comecou a resolugao no papel antes

de passar para o software.

Indica as equagdes das duas retas na forma y = ax+b Indica as equagdes das duas retas na forma y = ax+b

15 respostas 15 respostas

3+5,3x+10
y=dx+3

y= 4x+10
y=2x45; y=2x-2

flx)=2x+2

g=2xy Fy=2x+3

gy=2u+7

y=-0.6x+8.03
x+y=12 e x+y=10

y=2x+1
y=dx

yexta Y=dx+2

f(x)=x; gl)=x+2 y=1.02x+ 1,51 //f y=1.02x +6.7
y=-2x+12 @ y=-2x+4 f(x)=2x+3eg(x) =2x+7

f(x)=-0.75 x+5 g(x)=-0.75 x+6 fy=3x+5
g y=3 x+64

Figura 5 - Respostas a questdo: "Indica as equagdes das duas retas na forma y = ax+b”

Confirmacao da auséncia de intersecdo com as ferramentas do GeoGebra: A ultima
tarefa de conversdo da ambientagcdo solicitava que os alunos explicassem como
confirmar no GeoGebra que duas retas paralelas nao tém ponto de interse¢cao. A maioria
dos alunos demonstrou conhecer e saber utilizar a ferramenta "Interse¢gdo de dois
objetos" e interpretar o simbolo "?" como indicador de inexisténcia de solugido. As
respostas mais elaboradas apresentadas na Figura 6 revelam uma leitura do registo
grafico com reenvio para o significado algébrico: "verificando que ndo ha ponto de
interseg¢do no sitio onde diz intersecédo de dois objetos quando as retas s&o paralelas,
este pois um ponto de interrogacao a frente do igual na intersecao" (A2), ou "fui a
ferramenta de intersegéo e cliquei nas duas retas, como na caixa de entrada surgiu um
ponto de interrogagao, ou seja, nao ha um ponto de intersegéo" (A9). Estas respostas

evidenciam que estes alunos ja mobilizam o GeoGebra como ferramenta de validagao
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0 que, no quadro de Duval (1993), corresponde a uma utilizagdo do registo grafico para

confirmar ou refutar uma propriedade do registo algébrico.

Utilizando as ferramentas do GeoGebra, como podes confirmar no grafico que ndo existe ponto de
Utilizando as ferramentas do GeoGebra, como podes confirmar no grafico que nao existe ponto de  intersecao?
intersecao? 15 respostas
15 respostas

Selecionando a opgao ‘Intersecéo de dois objetos” Vou a fungdo de intersegdo de dois objetos clico nas 2 retas

porque s3o paraielas Podemos tentar procurar pontos de intercegao, mas nd@o vamos encontrar nada, porque as linhas sao
paralelas.
Usei a intersegéo entre as duas retas e ndo encontrei nenhuma.
porque utilizando a ferramenta de interse¢ao entre 2 pontos o resultado é 2.
Nao
Verificando que no hé ponto de interseg&o no sitio onde diz intersecao de dois objetos. Quando as retas
Fui & ferramenta de interse¢do e cliquei nas duas retas, como na caixa de entrada surgiu um ponto de séo paralelas, este pois um ponto de interrogacao a frente do igual na intersegéo
interrogacao, ou seja, ndo ha um ponto de intersegéo.

nao existe ponto de intersecao pois sao retas paralelas
Os dois pontos ndo se intersectam e podemos confirmar isso porque se usarmos a ferramenta de

? ifi s .
Inessecio detoks objatns Do CaoGebre Val.car dqus significa glie o existo Se formos a0 plano de entrada, clicarmos na segunda opgéo e depois escolhermos "intersegdo de dois

objetos”, de seguida clicamos nas duas fungGes que estdo no grafico e ele informa-nos que nao existe

usei a intercegio das retas e ndo me apareceu nenhum ponto ponto de intersecso

Utilizando a interseg&o temos de clicar no objeto e na imagem,se nos aparecer um ponto de interrogagéo

i e kil Utilizando a ferramenta do geogebra de intercecao de dois pontos observei que ndo existe

Figura 6 - Respostas a questdo: "Utilizando as ferramentas do GeoGebra, como podes confirmar no grafico que néo
existe ponto de intersegdo?”

4.1.3. Avaliacao do contributo do GeoGebra apds a ambientagao

Quando questionados sobre se o GeoGebra os ajudou a compreender melhor a relagéo
entre equacdes e graficos, 80% dos alunos (12/15) respondeu "Sim" e 20% (3/15)
respondeu "Em parte". Nenhum aluno respondeu negativamente, como ilustra o Grafico
2.

0 uso do GeoGebra ajudou-te a compreender melhor a relagdo entre equagoes e graficos?

15 respostas

® Sim
® Nao

Em Parte

Gréfico 2 - Respostas a questdo: “O uso do GeoGebra ajudou-te a compreender melhor a relagdo entre equagdes e
graficos?”

Nas justificagdes, na Figura 7, a visualizagdo surge novamente como razdo dominante,
mas com diferentes graus de elaboragado. As respostas mais superficiais limitam-se a
confirmar a utilidade sem a explicar: "ajudou pois com ele pude aprender melhor sobre

o assunto" (A11). As mais elaboradas estabelecem ja uma relagao explicita entre os
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dois registos: "sim, pois diz-nos quais sdo as equacgdes das retas, bem como os seus
pontos de intersegéo e, mediante os pontos escolhidos, da-nos a reta correspondente”
(A2), ou "por realizar infinitas representacdes graficas, acaba por ser mais facil
compreender as relagcdes de como para existir uma fungdo € necessario existir uma
equagao”" (A7). Uma resposta merece destaque pela sua dimensdo de memoria e
retencido: "No teste, ndo sabia resolver uma questdo, mas lembrei como a fiz no
GeoGebra e a consegui resolver" (A6 do segundo formulario) o que € consistente com
o que afirmam Granito e Chernobilsky (2012) sobre a maior retencado de informagao

associada ao uso pedagdgico da tecnologia.

Justifica brevemente

Justifica brevemente . "
14 respostas

14 respostas
ajudou,pois com ele pude aprender melhor sobre o assunto

Ajudou me a entender como sdo feitos os graficos de cada tipo de fungdes.
sim pois pude visualizar o que fiz

Ajudou, porque nés conseguimos mexer no grafico e visualizar melhor :) i
E mais fécil compreender as equagdes e gréficos quando podemos visualizar.
Ajudou-me a compreender como se pde uma reta num grafico,
& simples e muito divertido
sim, pois através do GeoGebra aprendi melhor como por uma reta num gréfico e identificar mais coisas.
sim, pois diz-nos quais sdo as equagdes das retas, bem como os seus pontos de intersegéo e, mediante
Ajudou pois conseguimos visualizar como cada equagdo fica em grafico os pontos escolhidos, déd-nos a reta comespondente

ajudou porque é uma forma de aprender divertidamente 0 geogebra ajuda nos muito na parte de construgao de graficos, e como nos preferimos aprender fazendo
os graficos no geogebra. e tambem e aprendemos a utilisar uma ferramenta q futuramente podemos usar
ajudou,pois com ele pude aprender melhor sobre o assunto
Sim, pois por realizar infinitas representacdes gréficas, acaba por ser mais fécil compreender as relagtes
sim pois pude visualizar o que fiz de como para existir uma fungao € necessdrio existir uma equagéo

E mais fécil compreender as equacdes e gréficos quando podemos visualizar. Sim, pois deu me a oportonidade de entender melhor sobre o assunto.

Figura 7 - Justificagdes a questao anterior

4.2. Analise da ficha de trabalho sobre sistemas de equacdes

A ficha de trabalho foi respondida por 12 alunos menos trés do que o formulario de
ambientacdo, o que se deve a auséncias verificadas no dia de aplicacdo. E ainda de
referir que um dos participantes (A12) submeteu o formulario com um desfasamento de
14 dias relativamente aos restantes colegas (Pois estava de Erasmus), que
responderam imediatamente apds a sessdo de trabalho. Esta circunstancia pode ter
influenciado as respostas de A12 comparativamente as dos colegas que responderam

em contexto de aula, devendo as suas respostas ser lidas com essa ressalva.

4.2.1. Problema contextualizado: conversdo da linguagem natural para a

representagao algébrica e da representagao algébrica para a representagao grafica.

Esta tarefa exigia que os alunos partissem de um enunciado em linguagem natural, um
problema sobre a venda de sumos e sandes numa feira na escola, para definir
incognitas, construir o sistema de equacgdes e representa-lo graficamente no GeoGebra,

interpretando depois a solugdo no contexto do problema.
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Definigdo das incognitas: A primeira subtarefa (definir claramente as incognitas)
constitui uma conversao do registo em linguagem natural para o algébrico, na medida
em que implica extrair do enunciado textual os elementos que vao ser representados
simbolicamente. Os resultados presentes na Figura 8 mostram que a maioria dos alunos
realizou esta conversédo corretamente, atribuindo x aos sumos e y as sandes. H3,
contudo, dois casos que merecem atencgdo: A7 inverteu a atribuicdo convencional ("x
que é a quantidade de sandes e y que é a quantidade de sumo"), o que ndo constitui
um erro matematico, mas revela que a escolha das incégnitas nao foi orientada por
nenhum critério explicito. A11 apresentou uma resposta incompleta: "as incognitas sao
0 numero de sumos e de sandes" sem a formalizagao simbdlica, o que sugere

dificuldade na conversao para o registo algébrico propriamente dito.

Define Claramente as incégnitas:

" . 12 respostas
Define Claramente as incagnitas: coposty

12 respostas Sumo = x ;Sandes =y

X-SUMO andes
e e umo y-5

A nid m
X @ 08 SUMOs Y a0 as sandes As icégnitas sdo o nimero de sumos e de sandes

x 580 05 SUMOS ¢ as sandes sd0 o
Sumos =x y

Sandes=y
As incégnitas s30 x que é a quantidade de sandes e o'y que é a quantidade de sumo

Sumo = x ;Sandes =y
X-sumo

wesumo y-sandes y- sandes

As ic6gnitas s80 o nimero de sumos e de sandes x=sumo y=sandes

X 530 05 5UMOS € as sandes 5300y y=sumo,x=sandes

As incégnitas s&0 X que & a quantidade de sandes e 0 y que & a quantidade de sumo Sumo=x; Sandes=y

Figura 8 - Respostas a questao de definicao de incognitas

As produgdes dos alunos revelam abordagens distintas que ilustram diferentes graus de
dominio desta conversao. O primeiro exemplo na Figura 9 evidencia uma conversao
bem conseguida do registo em linguagem natural para o algébrico: o aluno identificou
explicitamente o significado de cada incognita, construiu o sistema corretamente e
resolveu-o pelo método da substituicido, demonstrando dominio do tratamento dentro do
registo algébrico. No quadro de Duval (1993, 2009), este aluno ndo apenas realizou a
conversao entre registos como mobilizou de seguida um tratamento algébrico rigoroso
0 que corresponde a um nivel de coordenagao entre registos ja relativamente

desenvolvido.
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Figura 9 - Resposta do aluno A2

O segundo exemplo na Figura 10 revela uma dificuldade distinta: o aluno apresentou o
sistema de equagdes e a resposta final, omitindo o processo de resolucido. Esta
producdo sugere que o aluno pode ter obtido a solugdo diretamente através do
GeoGebra, sem passar pelo tratamento algébrico. Do ponto de vista da TRRS, isto é
significativo: o aluno realizou a converséo da linguagem natural para algébrico ao
construir o sistema, mas nao evidencia ter realizado o tratamento dentro do registo
algébrico, usando o registo grafico como atalho para a solugdo em vez de como
complemento da resolugédo analitica. Esta situagao vai ao encontro do que Hoyles e
Noss (2003) alertam sobre o risco de a tecnologia ser usada para evitar pensar em vez

de promover a abstracéo.

Figura 10 - Resposta do aluno A5
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O contraste entre estas duas produc¢des ilustra a assimetria cognitiva que Duval (1993)
descreve: a capacidade de realizar uma conversdo nao implica necessariamente a
capacidade de coordenar os registos de forma plena. O primeiro aluno coordena os
registos, parte do enunciado, formaliza algebricamente e resolve dentro desse registo;
0 segundo aluno converte mas n&o coordena, salta do enunciado para a solugdo sem

evidenciar o percurso intermédio.

Representacao grafica e interpretagao do ponto de intersecio: As respostas a questao
sobre a relacio entre o ponto de intersecao e o contexto do problema revelam diferentes
graus de coordenacido entre registos. As respostas mais elaboradas articulam
explicitamente o registo grafico, o algébrico e o contextual: "As coordenadas do ponto
de intersecao € a solugao do problema, quando o X é o nimero de sumos vendidos e o
Y é o numero de sandes vendidos. Os resultados do GeoGebra sao iguais aos
resultados de sistema de equacgdes, e também porque a intersecado das funcbes é a
resolugao" (A12). Esta resposta € notavel porque o aluno articula trés registos em
simultaneo, o grafico (ponto de intersecdo), o algébrico (sistema de equacgdes) e a
linguagem natural (contexto do problema) e sublinha que os dois registos formais
conduzem ao mesmo resultado. Trata-se precisamente da coordenagao de registos que

Duval (2009) considera como condigédo de compreensao matematica genuina.

Por contraste, respostas como "é o resultado do sistema" (A8) ou "pois s6 tém um ponto
de intersecao" (A9) revelam uma compreenséo funcional, mas nao coordenada o aluno
identifica a solugdo sem a conseguir articular entre os diferentes registos ou com o
contexto do problema, como indica a Figura 11. Marques e Caldeira (2018) descrevem
esta tendéncia como a dificuldade dos alunos em relacionar os conceitos lecionados em
aula com o quotidiano, o que torna o tema desinteressante e dificulta a sua

aprendizagem.

37



FCUP
O uso do GeoGebra na resolucao de tarefas matematicas: Conversao de registos e perce¢des dos
alunos

Representa graficamente o sistema no GeoGebra e Explica:
Representa graficamente o sistema no GeoGebra e Explica 1. Como o ponto de interseg¢do se relaciona com o contexto do problema;
1. Como o ponto de intersegdo se relaciona com o contexto do problema; 2. Por que razdo a solugdo encontrada faz sentido no contexto
2. Por que razéo a solugdo encontrada faz sentido no contexto ;
12 respostas
12 respostas.
U UL UE 10 S EU TEIGLIVIHG SE LU U LUIEALY PUIYUE € @ SUILYEU UU PIUUIS id,d SUILLGEU [de SENLI
porque é um sistema possivel determinado.
1.0 ponto de intersegéio se relaciona com a solugéo obtida no sistema.
2. A solugao encontrada faz sentide no contexto pois ambos os valores de “x’ e de *y" séo valores
positivos, e porque quando trocamos os valores das incognitas com os resultados as equagoes
apresentam o valor correto.

0 ponto de intersecéo se relaciona com o problema pois é a solugdo e a solugdo faz sentido neste
contexto porque € um sistema possivel determinado

1. As coordenadas do ponto de intersegdo € o solugéo de problema, quando o X & o numero de sumos
vendidos, e 0 Y é o numero de sandes vendidos

2. Os resultados de GeoGebra séo iguais aos resultados de sistema de equagdes, e também porque a
intersec3o das fungdes é a resoluco.

as Coordenadas que nos foram dadas correspondem ao quanto de sandes e de sumas que foram
vendidas

1. 0 ponto de interseg&o corresponde respetivamente acs valores de x sendo 0s sumos e y as sandes.

2. Na feira escolar foram vendidos 24 sumos e 18 sandes.
1. 0 ponto de interse¢do relaciona-se & solugdo do sistema.

Relaciona-se j& que a intersegdo ¢ o resultado do sistema de equagdes 2. A solugdo encontrada faz sentide no contexto pois os valores “x" e "y como séo sumos e sandes faz
ambos os valores serem positivos.

E o resultado do sistema
Pois s6 t8m um ponto de interse¢io

O ponto de intersegdo das duas retas representa a quantidade de sumos e de sandes vendidas ao mesmo

tempo. A razdo da solugdo encontrada faz sentido no contexto pois as duas retas se interssetam & a expressdo
algébrica faz com que elas se interssetem

Figura 11 - Respostas a questao sobre o ponto de intersegdo no contexto

No que tange a representacdo grafica do sistema no GeoGebra, 11 dos 12 pares
construiram corretamente as duas retas correspondentes as equacdes do sistema,
identificando visualmente o ponto de interse¢ao como solucéo. Este resultado é positivo:
a conversao do registo algébrico para o grafico foi realizada com sucesso pela grande
maioria dos participantes, como apresentado na Figura 12, o que sugere que a fase de
ambientacao ao GeoGebra cumpriu o seu objetivo de preparar os alunos para mobilizar

o software como ferramenta de representacdo matematica.

[R]) A7 3 B @) & =[]

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio X
® eql: x+y = 42 \eq \E‘Cﬂ
® eq2: 2x+3y = 108 150
® A=(18,24)
+00

-150 -100 -50 1} 0 100 150 200 250

Figura 12 - Exemplo de construgdo correta no GeoGebra realizada por um dos pares

No quadro da TRRS, estas produgdes evidenciam uma conversao bem conseguida do
registo algébrico para o grafico: os alunos partem das equagdes construidas na
subtarefa anterior e representam-nas graficamente, reconhecendo o ponto de
interse¢do como a solugao do sistema. Esta articulacao entre os dois registos, algébrico

e grafico, corresponde precisamente ao tipo de coordenagao que Duval (1993, 2009)
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identifica como condicdo de compreensdo matematica genuina. E ainda de notar que,
embora todas as construgbes corretas sejam matematicamente equivalentes, foi
possivel observar variagcbes na forma como os pares introduziram as equacdes na
janela de entrada do GeoGebra. Alguns utilizaram a forma geral, outros a forma y = ax
+ b. Esta variacdo, de natureza técnica e ndo matematica, ndo afetou a corregdo das

construcdes nem a identificacdo da solugao.

O unico caso incorreto, apresentado na Figura 13, merece analise especifica. Um par
omitiu, ou esqueceu, a variavel “y” numa das equacgdes ao introduzi-la na janela de
entrada do GeoGebra, escrevendo, por exemplo, "2x + 3 = 5"emvezde "2x + 3y =
5", 0 que resultou numa representacao grafica incorreta. Esta situagéo € analiticamente
relevante do ponto de vista da TRRS: o erro ndo revela uma incompreensao do conceito
matematico em si, mas antes uma falha na conversao entre o registo algébrico escrito
e a sintaxe do GeoGebra. O que Hoyles e Noss (2003) descrevem como a sobrecarga
cognitiva associada a linguagem do software. O par sabia o que queria representar, mas
nao conseguiu traduzir corretamente essa intengdo para o registo do software,

resultando numa representagao grafica que nao correspondia ao sistema pretendido.

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagao X
® eql:2x43 = 108 \%2 eq
® eq2: x4y =42 40

® A= (525, -10.5)
20

-80 -60 -40 -20 O 20 40N A0 80 100 120 140 180 180 200 220 240

-40
=60

=80

Figura 13 - Exemplo de construgao incorreta no GeoGebra realizada por um dos pares

Este caso reforga a pertinéncia da fase de ambientagdo: mesmo apéds trés tempos
letivos de familiarizagdo com o software, a sintaxe do GeoGebra continuou a constituir
um obstaculo pontual para alguns pares, confirmando o que referem Dias e Scortegagna
(2025) sobre a necessidade de uma familiarizagao prévia consistente com o ambiente

do software antes da realizacao de tarefas matematicas mais exigentes.

4.2.2. Classificagdo dos sistemas: conversao de algébrico para grafico
A classificagao dos sistemas quanto ao numero de solugdes constitui a tarefa que mais

diretamente avalia a conversao do registo grafico para o algébrico/conceptual: os alunos
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tinham de observar a posicao relativa das retas no GeoGebra e inferir a classificagao do

sistema correspondente.

Classifique o sistema quanto ao nimero de solugdes.

12 / 12 respostas corretas

v Sistema Possivel e

0,
Determinado (SPD) 12 (100%)

Sistema Possivel e

- 0,
Indeterminado (SPI) 0 (0%)

Sistema Impossivel (Sl).—0 (0%)

0,0 2,5 5,0 7.5 10,0 12,6

Classifique o sistema quanto ao niumero de solugdes.

11/ 12 respostas corretas

Sistema Possivel e Determinado
(SPD)

' Sistema Possivel e
11 (91,7%

Sistema Impossivel (Sl). —1(8,3%)

0 (0%)

0,0 25 5,0 7.5 10,0 12,5
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Classifique o sistema quanto ao nimero de solugdes.

11/ 12 respostas corretas

Sistema Possivel e Determinado
_O OO’
sppy| 0%
Sistema Possivel e
—1 (8,3%
Indeterminado (SPI) (8,3%)
v Sistema Impaossivel (SI). 11 (91,7%)
0,0 2,5 5,0 7.5 10,0 12,5

Gréfico 3 - Classificagdes dos trés sistemas

O Gréfico 3 mostra taxas de acerto elevadas nos trés sistemas de equacgdes (100% no
Sistema 1, 92% no Sistema 2 e 92% no Sistema 3). Contudo, a andlise dos erros e das
justificagcbes revela padroes qualitativos que os dados quantitativos, por si sé, nédo

captam.

Em relacdo ao Sistema 1, a totalidade dos pares classificou-o corretamente. Este
resultado &, a primeira vista, positivo. Contudo, a analise das constru¢cdes no GeoGebra
revela uma nuance importante: Como pode ser visto na Figura 14, um par construiu um
sistema diferente do que estava no enunciado introduzindo equacobes distintas das
fornecidas, obtendo por coincidéncia duas retas que se intersectam num unico ponto, e

classificou corretamente o sistema como SPD com base nessa construgao incorreta.

X

» Janela de Algebra » Janela de Visualizacédo
® f(x) =2x
@a:rx—y=1 5
|® A=(1,2)

Enfrada:

Figura 14 - Construgéo incorreta no GeoGebra realizada por um dos pares
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Do ponto de vista da TRRS, esta situagcao é analiticamente relevante. A classificacédo
correta nao resultou de uma conversao genuina do registo algébrico para o grafico, mas
de uma construcdo errada que produziu casualmente o resultado esperado. Duval
(1993, 2009) alerta precisamente para este tipo de situagdo: uma resposta correta ndo
€ necessariamente evidéncia de coordenacdo entre registos. O par acertou na
classificagdo mas pelo motivo errado, ndo coordenou os registos, apenas obteve um
resultado coincidente. Este caso reforca a importancia de analisar ndo apenas as
respostas finais mas também os processos e as constru¢des que as sustentam, sob

pena de se sobrestimar o grau de compreenséo real dos alunos.

Nos sistemas 2 e 3, a taxa de acerto foi de 92%, correspondendo a 11 dos 12 pares em
cada sistema. A maioria dos pares realizou corretamente a conversao do registo
algébrico para o grafico, construindo as retas adequadas no GeoGebra e identificando
a posicao relativa correspondente: retas coincidentes no caso do sistema possivel
indeterminado e retas paralelas no caso do Sistema Impossivel. As Figuras 15 e 16

exemplificam construgdes feitas pelos alunos.

X

» Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo X
®eql:2x+y=75
®eq2:4x+4+2y =10

A=7?

Figura 15 - Construgao correta no GeoGebra do Sistema 2 realizada por um dos pares
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» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagéo X
®@eql:2x+y=25
®eq:4x+2y =28
A=?
n
3
2
1
9 8 7 & 4 3 1 0 1 3 4 3 7 8 9 10
-1

Figura 16 - Construgdo correta no GeoGebra do Sistema 3 realizada por um dos pares

O unico erro registado nos dois sistemas foi cometido pelo mesmo par, que submeteu
o mesmo ficheiro GeoGebra correspondente ao Sistema 1 nas respostas as questdes 2
e 3. Este equivoco sugere que o par nao tera percebido que se tratava de trés sistemas
distintos, construindo e submetendo a mesma representagao grafica para os trés casos.
Como consequéncia, as classificacbes apresentadas para os Sistemas 2 e 3 estavam
incorretas. Do ponto de vista da TRRS, este caso nao revela necessariamente uma
dificuldade na conversao do registo algébrico para o grafico. Revela antes uma falha na
leitura e interpretacdo do enunciado, ou seja, uma dificuldade na conversao do registo
em linguagem natural para o algébrico que antecede a propria construgao grafica. O par
nao chegou a realizar a conversao para o grafico porque nao partiu das equacoes
corretas, o que confirma que a conversao de linguagem natural para algébrico continua

a ser, como sublinha Duval (2009), a mais exigente do ponto de vista cognitivo.

Justifica sua resposta
Justifica sua resposta

stas

2 respos tas
Pois as retas s&o coincidentes.

0 sistema & possivel e indeterminado pois existem solugdes infinitas para o problema Néo tem interseqio

@ possivel indeterminada, pois ha infinitas solugoes £ um SPI porque as retas séo coincidentes logo tem pontos infinitos em comum
Ela & possivel indeterminada, pois pode ter mais que uma solugdo. porque tem infinitas solugBes e porque sio concomentes
Pois as retas sdo coincidentes, Pois na representagao grafica uma fica em cima da outra oque representa que nao hd um ponto de

intersecao
Néic tem intersegdo

As retas s&o concorrentes
£ um SPI porque as retas sdo coincidentes logo tem pontos infinitos em comum

0 Sistema 2 é um Sistema Possivel e Indeterminado pois existem infinitas solugdes para o problema
porque tem infinitas solugdes e porque sdo concorrentes

Pois tém infinitas solugdes e ambas sdo concorrentes

Pois na representacdo grifica uma fica em cima da outra oque representa que ndo ha um ponto de
intersecio Porque as relas s&o coincidentes.

Figura 17 - Justificagdes a classificagao do Sistema 2
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Justifica sua resposta
12 respostas
Justifica sua resposta
respostas Tém o mesmo declive, ou seja, sdo paralelas.

Pois para existir um sistema impossivel, ndo pode existir nenhuma solugao (n&o existe ponto de Néo tem intersegao

intersec#o, ja que quando representado as retas s&o paralelas).
E um SPI porque as retas sdo coincidentes logo tem pontos infinitos em comum
quando nao possui nenhuma solugao
porque as retas paralelas
E um sistema impossivel porque as retas sao infinitas
Pois ndo se intersegao em nenhum ponto
Tém o mesmo declive, ou seja, sdo paralelas.

As retas s paralelas.
Né&o tem intersegado

0 Sistema 3 é um Sistema Impossivel pois as duas eq , rep em um grifico, s3o paralelas

£ um SPI porque as retas s coincidentes logo tem pontos infinitos em comum

porque as refas parslelas Pois séo retas paralelas

Pois n&o se interse¢&o em nenhum ponto Porque ndo se interssetam.

Figura 18 - Justificagbes a classificagdo do Sistema 3

A anadlise das justificacdes corretas, nas Figuras 17 e 18, revelam também uma
gradacdo interessante. Algumas respostas justificam a classificacdo apenas pela
observacao grafica: "porque as retas sédo coincidentes" (A10 sobre S2) ou "porque nao
se intersectam" (A10 sobre S3). Outras integram o argumento grafico com o argumento
algébrico: "o sistema é possivel e indeterminado pois existem solugdes infinitas para o
problema, pois as duas equacgdes apresentam exatamente os mesmos valores, onde a
Unica diferencga é que numa delas multiplica-se tudo por dois" (A3 sobre S2). Esta ultima
resposta constitui uma evidencia de uma coordenagéo entre o registo grafico (retas
coincidentes) e o registo algébrico (equagbes proporcionais), o que corresponde ao nivel
de compreensao que Duval (2009) considera como objetivo central do ensino da

Matematica.

E também relevante assinalar um erro terminolégico que surge em varias respostas
presentes nas Figuras 19, 20 e 21: A utilizagdo do termo "concorrentes" para descrever
retas coincidentes (A5 e A9 no Sistema 2), quando o termo correto seria "coincidentes".
Esta imprecisdo terminoldgica ndo se refletiu em erros de classificagdo, os alunos
reconheceram o objeto grafico corretamente, mas evidencia que a coordenagao entre o
registo grafico e o registo em linguagem natural é ainda fragil em alguns alunos,
especialmente no que respeita a formalizagao da descrigdo das posigdes relativas das

retas.
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Em relagdo ao Sistema 1, notas alguma relacdo entre os Coeficientes? Se sim, como isso

influencia no grafico?

12 respostas

N&o ha nenhuma relagdo entre os coeficientes.

N&o ha relagdo

N&o existe relagdo entre os coeficientes no grafico.

Nao ha relagao entre os coeficientes

Néo hd relagéo.

No grafico as duas retas cruzam se num ponto que a solugdo é a mesma

sim, porque a segunda equacdo é o dobro da primeira

nao hé relagdo

N&o noto nenhuma relagao entre os Coeficientes, no Sistema 1.

Figura 19 - Respostas sobre a relacéo entre coeficientes no Sistema 1

Em relagdo ao Sistema 2, notas alguma relagdo entre os Coeficientes? Se sim, como isso
influencia no grafico?

12 respostas

Sim, pois as duas equagbes apresentam exatamente os mesmos valores, onde a Unica diferenca é que
numa delas multiplica-se tudo por dois. Com isto, faz com que as equagbes apresentam exatamente a
mesma fungdo, ndo existindo assim uma solugao especifica (j que existem infinitas).

Ha uma relagao, pois uma reta scbre poe a outra

A relaggo entre o coeficientes & que o primeiro coefeciente a multiplicar por 2 fica igual ao sequndo

Sim, e influéncia no grafico pois, as suas equagdes sao diretamente proporcionais.

Os & posicio e a i
gréfico e quantas solugBes o sistema tem.

das relas, o que define como elas aparecem no

sim, porque o coeficiente de baixo & o dobro do de baixo

simmultiplicando a primeira linha por 2 chegamos 4 2 linha.issa influencia no grafico tornando as retas
concorrentes

Em relagdo ao Sistema 2, notas alguma relagao entre os Coeficientes? Se sim, como isso
influencia no grafico?

12 respostas
gréfico e quantas solugdes o sistema tem.
sim, porque o coeficiente de baixo é o dobro do de baixo

sim,multiplicando a primeira linha por 2 chegamos & 2 linha.isso influencia no grafico tornando as retas
concorrentes

Sim, pois multiplica-se por 2 logo elas sdo exatamente iguais
Sim, na segunda equagdo todos coeficientes sdo duplicados em relagao 4 primeira equacdo

Sim noto, pois as duas equagdes apresentam as mesmas solugdes, uma das equagdes é o dobro da outra
equacéo oque faz as duas equacgdes representadas num gréfico, serem iguais entre si.

Sim,pois quando multiplicamos a primeira linha por 2,chegamos & segunda linha fazendo elas serem
concorrentes.

Os i sdo proporci Jfazendo com que as retas sejam coincidentes.

Figura 20 - Respostas sobre a relagédo entre coeficientes no Sistema 2

Em relagdo ao Sistema 3, notas alguma relagdo entre os Coeficientes? Se sim, como isso
influencia no gréfico?

12 respastas

Sim, pois o declive apresenta (quando simplificade) o mesmo valor, fazendo com que as retas sejam
paralelas

sim , pois as retas ficaram paralelas.
A relagi entre os coeficientes é que o primeiro coeficiente multiplicade por 2 fica igual ao segundo
S8o iguais isso faz com que as retas sejam paralelas.

0s coeficientes determinam a posigéo e a inclinagdo das retas, o que define como elas aparecem no
gréfico e quantas solugdes o sistema tem.

sim, porque o coeficiente de baixo & o dobro do de baixa

como o sistema o esta equilibrado vai ser impossivel,o grafico vai ser constituido por duas retas
paralelas.

Néo existe

Em relagdo ao Sistema 3, notas alguma relacédo entre os Coeficientes? Se sim, como isso
influencia no grafico?

12 respostas

Os icit aposigioea
gréfico e quantas solugdes o sistema tem.

30 das retas, o que define como elas aparecem no

sim, porque o coeficiente de baixo é o dobro do de baixo

como o sistema néo esta equilibrado vai ser impossivel,o grafico vai ser constituido por duas retas
paralelas.

Nao existe

Tudo exceto o resultado € duplicado, o declive da reta é igual, quando a coordenada na origem é diferente.
Sim noto, as duas equagdes tém um declive igual.

N&o tem nenhuma relagdo

0 declive € 0 mesmo.

Figura 21 - Respostas sobre a relagdo entre coeficientes no Sistema 3
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4.2.3. Exploragao do parametro k: conversédo dindmica entre registos

A tarefa de exploracdo do pardmetro k foi a que mais diretamente explorou a
potencialidade especifica dos ambientes de matematica dinAmica, como mostram as
respostas nas Figuras 22, 23 e 24: a possibilidade de manipular um parametro e
observar em tempo real o efeito dessa manipulacdo no grafico, inferindo depois a
relacdo algébrica subjacente. Esta €, no fundo, uma forma de conversao continua e
iterativa entre o registo algébrico e o grafico, em ambas as dire¢gdes em simultaneo.

Para que valores de k o sistema é impossivel?

12 respostas

0 sistema ¢ impossivel em todos os valores, menos no 2.

o k é impossivel de menos infinito a mais infinito exceto no valor de 2.
Se o valo for negativo.

Para qualquer valor diferente de 2.

N&o existe valor de K para isso acontecer.

se o k for um nimero diferente de 2

para todos os valores de k menos 2

Os valores em que k € impossivel é -5,-4-3,-2-1,0,1,3,4,5

Qualquer valor a exceto a 2.

Figura 22 - Respostas a pergunta: “Para que valores de k o sistema é impossivel?”
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Existe algum valor de k para o qual o sistema & possivel e indeterminado? Justifica.

12 respostas

Existe algum valor de k para o qual o sistema é possivel e indeterminado? Justifica.

12 respostas 2
) No existe valor de K para isso acontecer
sim, quando k=2, pois as duas equagdes (quando simplificadas) sdo exalamente iguais sim se for 2
Ovaloré0

Sim, pois quando o valor de k é 2 as retas sdo exatamente iguais oque faz com que seja um sistema
possivel e indeterminado
2
Sim, quando o k & iqual a 2
Nao existe valor de K para isso acontecer.

Sim, o Unico valor de k que faz o sistema ser possivel e indeterminado é o 2 pois o valor 2 faz as duas

sim se for 2 equagdes do sistema serem iguais.

Sim, pois quando o valor de k é 2 as retas s30 exatamente iguais oque faz com que seja um sistema

Dois-2
possivel e indeterminado

Sim, quando o k é igual a 2 Eo2
Figura 23 - Respostas a pergunta: “Existe algum valor de k para o qual o sistema é possivel e indeterminado? Justifica.”

Existe algum valor de k para o qual o sistema € possivel e determinado? Justifica

12 respostas
Existe algum valor de k para o qual o sistema é possivel e determinado? Justifica.

12 respostas

Néo, para ser indeterminado, as retas tinham de ser coincidentes (iguais)

Mas aqui os termos independentes sdo diferentes (-2 e -1), entdo nunca coincidem

Néio, pois o sistema serd impossivel em todes os valores de k menos do 2, que serd um sistema possivel
indeterminado. (As duas retas nunca se cruzam em nenhum ponto). nio
nao existe nenhum valor pois as retas sao paralelas = & 2

nao pois as equagdes sao iguais sé varia o valor de k
Qualquer valor positive

Nao ha nenhum pois ndo existe um ponto de interse¢do
Néo, pois as equagbes que constituem o sistema séo iguais, logo os seus resultados sdo iguais.

Nao existe, porque as retas vdo sempre ser iguais.
Nao, para ser indeterminado, as retas tinham de ser coincidentes (iguais).

Mas aqui os termos independentes séo diferentes (-2 e -1) , entdo nunca coincidem Ndo, pois ao alterar o valor de k faz a equagdo ficar sempre pararela a outra equag&o assim ndo tendo um

valor de k que faca o sistema ser possivel e determinado
nio

- Nao pois sdo sempre paralelas
nao pois as equagdes sao iguais sé varia o valor de k

Nao hd nenhum peis nao existe um ponto de intersegao Nao pois os coeficientes s&o iguais
Figura 24 - Respostas a pergunta: “Existe algum valor de k para o qual o sistema é possivel e determinado? Justifica.”

A analise das respostas a questao sobre para que valores de k o sistema é impossivel
permite identificar trés perfis de resposta. Um primeiro perfil, correspondente a 67% dos
alunos (8/12), revelou uma compreensao correta e geral: "para qualquer valor diferente
de 2" (A1), "de menos infinito a mais infinito exceto no valor de 2" (A4), ou "qualquer
valor a exceto o0 2" (A12). Um segundo perfil, correspondente a A3 e A6, revelou uma
compreensdo parcialmente correta, mas com limitagées: A3 escreveu "em todos os
valores menos no 2", correto em substancia, mas sem a generalidade formal que a
resposta exigiria; A6 respondeu "se o valor for negativo", evidenciando uma leitura
parcial e incorreta do grafico, possivelmente baseada na observagado de alguns casos
particulares sem generalizacdo. Um terceiro perfil, correspondente a A7 e A8, revelou
dificuldades mais profundas: A7 listou valores especificos
("-5,—4,-3,—2,-1,0,1,3,4,5"), o que mostra que o aluno compreendeu a ideia, mas nao

conseguiu generalizar para uma expressao algébrica; A8 respondeu "Nao existe valor
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de K para isso acontecer", o que indica uma falha na compreensao fundamental da

tarefa.

A gradacéo de elaboracao nas respostas observadas na Figura 25 sobre a relagao entre
o valor de k e a posicao relativa das retas é particularmente reveladora. O espectro vai
desde respostas com apenas 3 palavras, "o valor k" (A11), passando por respostas de
16 palavras com estrutura binaria simples "quando k é 2 sio retas coincidentes; quando
k assume valores diferentes as retas sao paralelas" (A1) até respostas de 62 palavras
com articulacéo plena entre os dois registos, "a medida que o valor de k varia, as retas
sdo sempre paralelas uma a outra (menos na situagéo onde k = 2, pois nessa situacao
as equacodes sdo exatamente iguais). No resto das situacbes elas sdo paralelas pois o
declive acaba por ser sempre 0 mesmo, onde a unica coisa que varia é o valor de k, ou
seja, a ordenada na origem" (A3). Esta ultima resposta é exemplar do ponto de vista da
coordenacgao de registos: o aluno articula a variagao do parametro algébrico (k) com a
sua consequéncia no registo grafico (posicdo das retas) e explica o mecanismo
algébrico subjacente (o declive permanece constante, apenas a ordenada na origem
varia). Trata-se precisamente da coordenagdo que Duval (2009) descreve como

condicao de compreensdo matematica genuina.

Explica a relagd@o entre o valor de k e a posi¢ao relativa das retas.
Explica a relagao entre o valor de k e a posicao relativa das retas

12 respostas
12 respostas

A medida que o valor de k varia, as retas s3o sempre paralelas uma 3 outra (menos na situag8o onde k=2, A IO DA P o e O Tl

pois nessa situao as equagdes sao exatamente iguais). No resto das situagdes elas sao paralelas pois o
declive acaba por ser sempre 0 mesmo, onde a Uinica coisa que varia é o valor de k, ou seja, a ordenada na ovalork
origem

mais distante o k é de 2,mais elas ficam afastadas
quaanto mias distante de 2

dependendo do valor de k as retas podem ser paralelas ou congruentes
Arelagao entre as retas e o valor de k é que se o valor de k for diferente de 2 as retas deixam de ser

paralelas 0k éa coordenada na origem.

Quando k ¢ 2 s30 retas coincidentes, Quando k assume valores diferentes as retas sio paralelas A relago entre o valor de k e a posigao relativa das retas & que ao mudar o valor de k uma das retas vai se
mover de forma horizontal significando que as duas retas s&o pararelas mesmo mudando o valor dek,

0 valor de K ndo altera a inclinagao, apenas pode alterar a posicao vertical da reta menos o valor 2 pois faz as duas retas ficarem iguais

o valor k Quando o k é 2 as retas sdo congruentes ,quando o k N30 & sao paralelas

mais distante o k é de 2,mais elas ficam afastadas Se 0K é 2 as retas sdo coincidentes. Qualquer outro nimero aas retas sdo paralelas

Figura 25 - Respostas a pergunta: “Explica a relagdo entre o valor de k e a posicéo relativa das retas.”

Relativamente as constru¢des no GeoGebra, a totalidade dos pares construiu
corretamente o sistema com o parametro k, como exemplificado na Figura 26. Este
resultado contrasta com a diversidade de elaboracéo observada nas respostas escritas,
sugerindo que a capacidade de construir graficamente nao implica necessariamente a
capacidade de interpretar e formalizar algebricamente o que se observa. Trata-se
precisamente da assimetria cognitiva entre as dire¢des de conversao que Duval (2009)

descreve: construir no GeoGebra corresponde a uma conversao do algébrico para o
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grafico, enquanto interpretar e justificar corresponde a diregdo inversa, cognitivamente

mais exigente.

[h] oA L 3 B ()0 4N =2 &

~ Janela de Algebra % | » Janela de Visualizagdo X
[ “iv fiw eg2 ed1
®eql:3x—y =2 k=-2 A
® k=-2 @
®eq2:3x—y = -2
3
2
1
4 3 1 0 1 3 4 5 [ 7 [
-1

Figura 26 - Exemplo de construgao correta no GeoGebra com o parametro k realizada por um dos pares

4.2.4. Tarefa inversa: de um ponto para um sistema

A tarefa inversa, construir um sistema cujo ponto de intersecao fosse (2,1) €, do ponto
de vista da teoria de Duval, a mais exigente do formulario: ao invés de partir de equagdes
para chegar ao grafico, os alunos tinham de partir de um ponto no plano para construir
equagdes que o satisfizessem. Trata-se de uma conversdo no sentido grafico —
algébrico, que Duval (1993) identifica como frequentemente mais dificil do que a diregao
inversa, dada a assimetria cognitiva entre os dois registos. As respostas a questao

podem ser vistas na Figura 27.

Escreve o sistema construido:
12 respostas Escreve o sistema construido:
12 respostas

2x-3=y

3x-5=y possivel & determinado

y=-075x+25ey=x1 54-6.56=-7.92

1.72+55=1268
1.5x-y=2 ////1.37x+ 2.63y=6.67

Xy=2 /1 y x+y=3

2u+y=5

X-2y=-4
0,44x+1.56=0,68 5x2y=8 & xy=1
Graficamente, as duas retas intersectam-se no ponto (2,1), logo esse ponto é a solugdo do sistema. Bx-2y=8
Algebricamente, substituindo K em ambas as equagdes, obtém-se K, portanto o ponto (2,1) verifica as 2xy=3
duas equagdes.
Como os coeficientes angulares sao diferentes (1 e -1), as retas nao sdo paralelas, logo o sistema é x+y=3
possivel e determinado. 20y=3
5.4-6.56=-7.92 2x4y=5
1.72+55=1268 axey=7

Figura 27 - Respostas a questéo "Escreve o sistema construido”

A analise das respostas revela uma diversidade consideravel de abordagens. Varios
alunos construiram corretamente sistemas cuja solugéo é (2,1): AS com "x +y =3/

2x+y=5"A9com"2x+y=5/3x+y=7",0uA12com"-3x -2y =—-8/2x—y =
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3". Curiosamente, A8 nado apresentou um sistema na resposta a questao do sistema
construido, mas apresentou na justificagdo uma resposta matematicamente impecavel:
"Graficamente, as duas retas intersectam-se no ponto (2,1), logo esse ponto é a solugao
do sistema. Algebricamente, substituindo nas equagdes, obtém-se igualdades, portanto
o ponto (2,1) verifica as duas equagdes. Como os coeficientes angulares sao diferentes
(le — 1), as retas nédo sao paralelas, logo o sistema é possivel e determinado." Esta
resposta revela uma coordenacéo exemplar entre registos, articulando explicitamente a
evidéncia grafica, a verificagcao algébrica e a classificacao do sistema, ainda que o aluno

nao tenha conseguido apresentar o sistema construido de forma convencional.

As justificagbes observadas na Figura 28 também revelam diferentes graus de
coordenagdo entre registos. A3 escreveu: "o grafico mostra que o ponto (2,1) é a
solucao do sistema pois € o ponto de intersecdo das duas retas. No registo algébrico, o
ponto pode ser considerado a solugado das duas equagdes pois, se utilizarmos o método
da substituigdo, verificamos que a solugcdo é a mesma." A articulagao direta entre a
evidéncia grafica e a verificacao algébrica, com mencao explicita ao "registo algébrico",
€ notavel e constitui um dos momentos mais claros de coordenacédo de registos

observados na ficha.

Justifica de forma clara:

- Como o grafico mostra que (2,1) € solucédo do sistema.
« Por que razao, no registo algébrico, o ponto (2,1) pode ser considerado solugao das duas
equacoes.

12 respostas

1- O grafico mostra que o ponto (2,1) € a solugdo do sistema pois é o ponto de intersecdo das duas retas.
2- No registo algébrico, o ponto pode ser considerado a solu¢édo das duas equagdes pois, se utilizarmos o
método da substituicdo verificamos que a solugéo é a mesma ( ou podemos apenas substituir em cada
equacdo o valor de x e de y, verificando que estdo matematicamente corretas).

pois 2,1 e o ponto de intececao e a solugao das duas equacoes
porque é a unido das retas

0 gréafico mostra que a solucdo é (2;1) devido & intersecdo entre as duas retas.
No registo algébrico, o ponto (2;1) é a solu¢do da equacéo, pois quando igualamos as duas equacdes,
estas apresentam estes valores.

Graficamente, as duas retas intersectam-se no ponto (2,1), logo esse ponto é a solu¢do do sistema.
Algebricamente, substituindo K em ambas as equagdes, obtém-se K, portanto o ponto (2,1) verifica as
duas equagdes.

Como os coeficientes angulares s&o diferentes (1 e -1), as retas ndo sdo paralelas, logo o sistema é
possivel e determinado.
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porque € o ponto de intersecéo

Pois os dois se intersectam no ponto 2 e 1 e usando o método de substituigdo a solugdo continua a
mesma

E o ponto de intersecédo dos dois gréficos .
Nas duas equagdes ao substituir pelo ponto (2,1) obtemos igualdades verdadeiras

No grafico mostra que (2,1) é a solucdo do sistema pois os Unicos dois pontos que as duas retas se
intersecdo € no ponto com o valor de x sendo 2 e o valor de y sendo 1 assim a solugéo é (2,1).
Para saber se (2,1) é a solugdo do sistema podemos usar o método de substituicdo onde substituimos os

n_n nom

valores de "x" e "y" e se os resultados estiverem corretos significa que a solucéo € a correta.

porque intersetdo
porque se formos fazer o método da substituicdo sabemos a solugdo das equagdes

Pois é o ponto onde se interssetam e porque o ponto e a solugéo da equag&o é a mesma.

Figura 28 - Justificagbes a tarefa inversa.

Andlise das estratégias de Resolugao: A tarefa inversa constituiu, do ponto de vista da
TRRS, a mais exigente do formulario. Ao invés de partir de equagdes para chegar ao
grafico, os pares tinham de partir de um par ordenado dado para construir duas retas
concorrentes cuja solugao fosse precisamente esse ponto. Trata-se de uma conversao
no sentido grafico para algébrico: o ponto de partida € um objeto do registo grafico e o
objetivo é construir equagdes no registo algébrico que o satisfagam. Duval (1993, 2009)
identifica esta diregcdo de conversdao como cognitivamente mais exigente, dada a
assimetria entre os dois registos. Os dados recolhidos confirmam esta exigéncia, mas
revelam também uma diversidade de estratégias criativas que tornam esta tarefa

particularmente rica do ponto de vista analitico.

Estratégia 1 — Constru¢cao geométrica por pontos nao colineares: Um par adotou uma
estratégia geometricamente sofisticada, definiu o ponto dado como ponto A, escolheu
dois outros pontos B e C nao colineares com A, e construiu os segmentos de reta AB e
AC. Como os trés pontos ndo sao colineares, as duas retas intersectam-se
obrigatoriamente no ponto A, garantindo que a solugéo do sistema é precisamente o par
ordenado pedido. Esta estratégia vista na Figura 29 revela uma compreensao profunda
da relagao entre o registo grafico e o conceito matematico de solugao de um sistema: o
par ndo partiu das equagdes, mas da propriedade geométrica que define a solugéo
como ponto de intersecg¢ao. Do ponto de vista da TRRS, esta abordagem evidencia uma

articulagéo entre os registos grafico e algébrico, na medida em que o par mobilizou
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propriedades geométricas para garantir algebricamente a solucdo correta, sem

necessidade de tentativa e erro.

X

» Janela de Algebra
® A=(2,1)
® B=(4,6)
®Cc=(3,2)
® f:5x-2y=8 5
® gx-y=1

» Janela de Visualizagdo X

Figura 29 - Construgéo por pontos n&o colineares

Estratégia 2 — Exploracao por tentativa e erro: Um segundo par adotou uma estratégia
de tentativa e erro, foram testando diferentes retas no GeoGebra até encontrar duas
cuja intersecgao coincidisse com o par ordenado dado, submetendo como resposta final
a construcao que deu certo como visto na Figura 30. Esta abordagem é analiticamente
interessante porque revela uma utilizagcao do GeoGebra como ferramenta de verificacao
iterativa, em que o registo grafico serve para confirmar ou refutar cada tentativa. Do
ponto de vista da TRRS, o par realizou multiplas conversdes entre o registo algébrico e
o grafico ao longo do processo, ainda que de forma exploratéria e ndo sistematica. A
solucao final é correta, mas o percurso nao evidencia uma compreensao formal da
relacdo entre as equagdes e a solugdo do sistema. Ainda assim, esta estratégia nao
deixa de ser valida: a exploragao dindmica € precisamente uma das potencialidades que
Brunheira (2016) e Cordelina e Pavanelo (2024) associam aos ambientes de

matematica dindmica como o GeoGebra.
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» Janela de Algebra X |» Janela de Visualizagdo
®@eql:2x—-3 =y ed? edl
@ eq2:3x—5=y
® A=(2,1)

Figura 30 - Construgéo por tentativa e erro

Estratégia 3 — Retas perpendiculares aos eixos: Um terceiro par adotou uma estratégia
pratica e imediata, construiu uma reta paralela ao eixo x e uma reta paralela ao eixo vy,
formando uma cruz no ponto dado. Esta abordagem, vista na Figura 31, garante sempre
a intersecgao no ponto pretendido, uma vez que as coordenadas do ponto determinam
diretamente as equacgdes das duas retas: x = aey = b, onde (a, b) é o par ordenado
dado. Do ponto de vista da TRRS, esta estratégia revela uma conversao direta e eficaz
do registo grafico para o algébrico: o par reconheceu que as retas paralelas aos eixos
correspondem a equagbes da forma x = constante e y = constante, mobilizando
essa propriedade para resolver a tarefa de forma imediata. Embora seja a estratégia
mais simples das trés, ndo € menos valida matematicamente, e evidencia uma leitura

correta da relagao entre o registo grafico e o algébrico.

» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagao
®eql: x=2 5 eql
ef:y=1

Figura 31 - Construgdo com retas perpendiculares aos eixos

A diversidade de estratégias observada nesta tarefa €, em si mesma, um dado relevante
para a investigagao. O facto de pares diferentes terem chegado a mesma solugéo por

caminhos distintos evidencia que a tarefa inversa promoveu exatamente o tipo de
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exploragao criativa que Brunheira (2016) associa a utilizacdo do GeoGebra: a variedade
de ferramentas disponiveis no software estimulou abordagens diversas, todas elas
matematicamente validas. Do ponto de vista da TRRS, as trés estratégias
correspondem a graus distintos de coordenagao entre registos: a primeira evidencia
coordenagao sustentada por propriedades geométricas; a segunda evidencia
articulacao iterativa por exploracdo; a terceira evidencia coordenacado direta por
reconhecimento de padrdes. Em conjunto, estas produg¢des confirmam que a tarefa
inversa foi a que mais claramente revelou a diversidade de formas de pensar

matematicamente dos alunos.

4.2.5. Percecgdes dos alunos sobre o uso do GeoGebra na ficha
As trés questdes finais da ficha, cujas respostas estdo presentes nas Figuras 32, 33 e
34 recolheram as percegcdes dos alunos sobre o contributo do GeoGebra

especificamente na resolucao das tarefas de sistemas de equacoes.

Em que tarefas o uso do GeoGebra foi indispensavel?

12 respostas

Na minha opinido, acho que a utilizagdo do GeoGebra foi (til em todas as situagdes, pois acaba por ser
mais facil compreender o sistema em estudo.

em todas

0 uso do geogebra foi indispensavel na construcéo e visualizagao de graficos
Na construgdo de gréficos e na resolugéo de sistemas de equagdes.

Em quase todas as questbes

Foi util pois ajudou me bastante.

em todas, ajudou em tudo

na tarefa onde tinhamos de fazer duas equacdes que o ponto de intersegédo tinha de ser2 e 1
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Na resolugdo dos sistemas é muito mais facil de encontrar a solugéo

0 uso do GeoGebra ajudou me ao invés de resolver o sistema para conseguir descobrir a(s) solugao(des)
eu usei o GeoGrebra para descobrir a solugdo em segundos assim ajudando me também em descobrir o
tipo de sistemas.

em todas

Acho que nenhuma pois ,0 geogebra sempre nos ajuda com os graficos.

Figura 32 - Respostas a pergunta: “Em que tarefas o uso do GeoGebra foi indispensavel?”

Houve situacdes em que o grafico te ajudou a compreender melhor do que os calculos? Explica

12 respostas

Sim, pois com uma representacéo grafica do sistema acaba por ser mais facil compreender o porqué de
ser, relativamente a solugéo obtida, possivel determinada, impossivel,... pois temos uma representagéo do
sistema e ndo apenas ‘ndmeros”.

todas as situagoes o grafico ajudou me
Sim porque € simples de visualizar e entender

Sim, pois ajudou a compreender visualmente o que fazemos nos calculos e facilitou a resolugdo dos
sistemas de equagdes.

Sim
Sim pois mostrava o tipo de reta.

sim principalmente para saber se era possivel determinado,indeterminado ou impossivel

em todos os exercicios pois ajudou a encontrar os pontos de intersecéo
Encontrar as solugdes dos sistemas, e na classificacdo dos sistemas

Sim, como ja expliquei ajudou me muito ao invés de fazer varios calculos para descobrir a(s) solugdo(des)
usamos o grafico e depois o ponto de interse¢&o para descobrir rapidamente a solugdo do sistema.

sim,em saber como resolver certos problemas

Sim ,pois mostrou que tipo de sistema era.

Figura 33 - Respostas a pergunta: “Houve situagcdes em que o grafico te ajudou a compreender melhor do que os
calculos? Explica”
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Em que momento foi mais dificil articular equacdes e graficos?

12 respostas

Na minha opinido, acredito que foi mais dificil no inicio articular os dois pois ndo percebia o porqué de ser
assim e qual o objetivo, mas agora acredito que com a pratica acaba por ser muito mais facil do que
apenas resolver no papel.

Parte c

néo sei

Em nenhum momento foi dificil articular estas duas coisas.

NaC

Nenhum.

na parte b

Nenhum

Quando os sistemas s&o possiveis indeterminados foi dificil de perceber pois os graficos se
sobreponham.

Na minha opinido, oque foi mais dificil foi de compreender os enunciados.

nenhum

Nenhum no meu ponto de vista.

Figura 34 - Respostas a pergunta: “Em que momento foi mais dificil articular equagdes e graficos?”

No que respeita a indispensabilidade do GeoGebra, a maioria dos alunos considerou o
software util ou indispensavel na globalidade das tarefas. A resposta de A2 merece
analise particular: "ao invés de resolver o sistema para conseguir descobrir as solugdes,
usei 0 GeoGebra para descobrir a solugdo em segundos, assim ajudando-me também
em descobrir o tipo de sistema." Esta resposta levanta uma questdo metodoldgica
importante: se os alunos utilizam o GeoGebra para obter diretamente a solugao grafica
sem passar pela resolugao algébrica, em que medida estdo a desenvolver a capacidade
de tratamento no registo algébrico? Esta tensdo que Hoyles e Noss (2003) descrevem
como o risco de a tecnologia ser usada para evitar pensar em vez de promover a
abstracdo. E um dado relevante para a reflexdo sobre a sequéncia didatica adotada e

para recomendagdes futuras.
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Quando questionados sobre os momentos em que o grafico ajudou mais do que os
calculos, 100% dos alunos respondeu afirmativamente, com particular destaque para a
classificagdo dos sistemas. A resposta de A3 sintetiza com clareza o argumento central
da teoria de Duval: "com uma representacao grafica do sistema acaba por ser mais facil
compreender o porqué de ser possivel determinada, impossivel... pois temos uma
representacdo do sistema e ndo apenas 'numeros'." A oposi¢cao espontanea entre
"representacdo" e "apenas numeros" que este aluno formula é, no fundo, uma
expressao intuitiva do que Duval (1993) descreve como a limitagao de trabalhar com um
unico registo de representagdo e da riqueza que a coordenacdo entre registos

proporciona.

Por fim, os momentos de maior dificuldade na articulagdo entre equacdes e graficos
concentraram-se, nas respostas dos alunos, nos sistemas possiveis indeterminados e
na compreensao inicial dos enunciados. A resposta de A12 é a mais precisa: "quando
os sistemas sdo possiveis indeterminados foi dificil de perceber pois os graficos se
sobrepunham." Esta dificuldade que corresponde a uma falha na conversao do registo
grafico (retas coincidentes) para o algébrico (equagbes equivalentes) é coerente com
os dados de classificagcdo ja analisados e refor¢a a triangulacao entre as diferentes

fontes.

4.3. Sintese e triangulagdo dos dados

A triangulacao dos dados recolhidos através dos dois formularios e da observagao direta
permite confrontar as evidéncias provenientes de fontes distintas e verificar a sua
convergéncia em relagdo as questdes de investigagcdo. O Quadro 5 sintetiza os

principais resultados de cada fonte organizados pelas questdes orientadoras do estudo.

Formulario de Ficha de trabalho Observacao
ambientacao direta
Como os alunos utilizam 87% dos pares Conversao A maioria dos
os registos de identificou algébrico para pares comecou
representacéo durante a corretamente o grafico com taxa de a resolugao
resolucéo de tarefas ponto de acerto elevada nos  diretamente no
com o GeoGebra interseccgao trés sistemas GeoGebra, sem
(conversao grafico (100%, 92%, 92%). tentativa

para algébrico). A Conversédo grafico  analitica prévia.
maioria construiu  para algébrico mais Alguns pares

corretamente exigente, com alternavam
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retas paralelas
com 0 mesmo
declive
(conversao
algébrico para
grafico).
Dificuldades na
leitura de
invariantes:
poucos
identificaram o
que permanecia
igual apos a
alteracao das
equacgoes.
Percecoes dos alunos 80% afirmou que
sobre as potencialidades o0 GeoGebra
e dificuldades do uso do ajudou a

GeoGebra compreender a

relagdo entre
equacdes e
graficos. 20%
respondeu "em
parte". Nenhum
respondeu
negativamente. A
visualizagao foi a
potencialidade

mais referida

espontaneamente.

dificuldades na
formalizacao
terminoldgica e na
leitura de
propriedades
algébricas a partir
do grafico.
Converséo
linguagem natural
para algébrico
identificada pelos
alunos como a mais
dificil.

100% dos pares
afirmou que o
registo grafico

ajudou mais do que
o calculo em pelo
menos um
momento. A
classificagdo dos
sistemas foi o
momento mais
valorizado.
Dificuldades
centradas nos
sistemas possiveis

indeterminados e

na interpretacao

dos enunciados.

entre registos de
forma flexivel.
Um grupo mais
reduzido revelou
dificuldades
persistentes nos
trés tipos de

conversao.

Momentos de
descoberta
espontanea

durante a
ambientacao,
quando os
alunos

perceberam a
articulacao

dindmica entre

registos.
Discusséo entre
pares sobre as
representagdes

foi frequente e

produtiva.

Evolucgao clara

entre o inicio da
ambientacao e o

final da ficha.

Quadro 5 - Sintese da triangulagéo dos dados
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Os dados recolhidos através dos dois formularios e das observagdes diretas convergem
para um conjunto de conclusdes que permitem responder a questao e subquestdes de

investigagao.

No que respeita ao primeiro objetivo, analisar como os alunos utilizam diferentes
registos de representacao e identificar evidéncias de conversao, os dados mostram que
os trés tipos de conversido presentes nas tarefas foram realizados pela maioria dos
alunos, ainda que com graus de sucesso e de elaboragdo muito distintos. A converséo
do registo algébrico para o registo grafico foi a mais fluente e a mais valorizada pelos
alunos; a conversdao de grafico para algébrico revelou-se mais exigente, com
dificuldades visiveis na leitura de invariantes, na formalizagdo terminologica e na
discriminagao entre retas coincidentes e paralelas; a conversao de linguagem natural
para algeébrico foi a identificada como mais dificil, sendo a compreenséo dos enunciados
a principal barreira referida. A assimetria cognitiva entre as diregdes de conversao
identificada por Duval (1993, 2009) encontra assim confirmacdo nos dados desta
investigagcdo e manifesta-se ndo apenas nas taxas de acerto, mas sobretudo na

qualidade e elaboracgao das justificacdes produzidas pelos alunos.

No que respeita ao segundo objetivo, compreender as perce¢des dos alunos sobre
potencialidades e dificuldades do GeoGebra, os dados sao consistentemente positivos
e convergentes com a literatura. A totalidade dos alunos que responderam as questdes
de percecao reconheceu o GeoGebra como uma ferramenta Util, e a visualizacao foi a
potencialidade mais espontaneamente referida, em linha com o que afirmam Correia e
Fernandes (2011) e Barbosa et al. (2016). A capacidade de confirmar resultados, de
explorar casos particulares e de classificar sistemas a partir da representacao grafica
foram as potencialidades mais valorizadas nas tarefas concretas, em linha com o que
Matos et al. (2020) descrevem sobre o GeoGebra como ferramenta de motivacao e
envolvimento. As dificuldades identificadas foram sobretudo de natureza técnica na fase
de ambientagcédo e de natureza conceptual nos sistemas possiveis indeterminados, o
que sugere que o software em si ndo constituiu um obstaculo a aprendizagem apés a

ambientagao.

A evolugao observada entre o formulario de ambientagao e a ficha de trabalho é também
relevante e multidimensional. Em termos quantitativos, a taxa de acerto nas tarefas de
conversao foi elevada em ambos os formularios. Em termos qualitativos, as respostas
tornaram-se progressivamente mais elaboradas: enquanto no formulario de
ambientacao a maioria dos alunos se limitava a descrever o que via no grafico, na ficha

de trabalho surgiram regularmente respostas que articulam explicitamente os dois
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registos, estabelecem relagdes entre coeficientes e posicdes das retas, e mobilizam
vocabulario matematico mais preciso. Esta evolugéo é consistente com o que Wichnoski
e Bassoi (2019) sublinham sobre a necessidade de diversidade de representacdes
semidticas para que a cognigdo matematica se amplie de forma sustentada, e sugere
que a sequéncia didatica adotada, ambientacao, revisdo, aplicacéo, criou condi¢des
favoraveis ao desenvolvimento da coordenacgéo de registos no sentido proposto por
Duval (1993, 2009).

Esta convergéncia entre a analise qualitativa e os dados quantitativos disponiveis é
também corroborada pelas pontuagdes automaticas registadas pelo formulario na ficha
de sistemas: os dois Unicos alunos que obtiveram pontuacao inferior a maioria, A8 e
A11 sdo precisamente aqueles cujas respostas revelaram, na analise qualitativa, as
maiores dificuldades na classificacdo dos sistemas e na articulagdo entre registos.
Inversamente, os dez alunos que obtiveram a pontuacdo maxima correspondem, na sua
generalidade, aos alunos cujas justificagdes revelaram maior grau de elaboracdo e
coordenagao entre registos. Este paralelismo entre os dados quantitativos e a analise
qualitativa reforca a credibilidade das interpretacbes produzidas e a pertinéncia da

opcgao metodoldgica pela triangulagéo de fontes (Holanda & Faria, 2020).
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5. Conclusao

Neste ultimo capitulo, apresenta-se uma sintese da investigag¢ao, retomando o objetivo
geral e as questdes orientadoras que a nortearam, em articulagdo com a literatura. Por
fim, apresentam-se as limitacbes do estudo e as recomendagdes para investigacao

futura.

5.1. Sintese do estudo

Esta investigagao teve como objetivo compreender de que forma os alunos percecionam
o uso do GeoGebra na interpretacao e resolucao de tarefas matematicas, considerando
0s processos de conversdo entre diferentes registos de representacao semidtica. O
estudo foi desenvolvido numa turma de 9.° ano de uma escola publica do Norte de
Portugal, no ambito da Pratica de Ensino Supervisionada, com a participagdo de 21
alunos, dos quais 15 responderam ao formulario de ambientacéo e 12 a ficha de trabalho

sobre sistemas de equacoes.

A investigacao adotou uma abordagem qualitativa de natureza interpretativa, inscrita no
paradigma fenomenoldgico-interpretativo, e os dados foram recolhidos através de trés
procedimentos complementares: inquérito por questionario via Google Forms,
observacgao direta com registo em notas de campo, e analise das produ¢des dos alunos

nos formularios e nos ficheiros do GeoGebra.

O quadro tedrico central foi a Teoria dos Registos de Representacao Semidtica de Duval
(1993, 2009), que distingue entre tratamento, transformagdes dentro do mesmo registo
e conversao, transformacgdes entre registos diferentes, identificando a conversédo como

o principal obstaculo a compreensao matematica genuina.

A intervengdo pedagogica estruturou-se em trés fases sequenciais: uma fase de
ambientacdo ao GeoGebra, uma aula de revisao sobre sistemas de equagdes com
recurso a multiplos registos de representagao, e a aplicagdo da ficha de trabalho para
recolha de dados. Esta sequéncia foi concebida de forma a criar condi¢gdes progressivas
para que os alunos pudessem mobilizar o GeoGebra como ferramenta de exploragao

matematica e ndo apenas como instrumento técnico.

Para responder a questao de investigagédo: De que forma os alunos percecionam o uso
do GeoGebra na resolugdo de tarefas matematicas, considerando os processos de

converséo entre diferentes registos de representagdo semiética?
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Procurou-se responder as duas subquestbes orientadoras que se apresentam nas

seccgdes seguintes.

5.2. De que modo os alunos utilizam os diferentes registos de

representacio durante a resolucéo de tarefas com o GeoGebra?

Os dados recolhidos evidenciam que os alunos mobilizaram os trés tipos de conversao
presentes nas tarefas: Do algébrico para grafico, de grafico para algébrico, e de
linguagem natural para algébrico, ainda que com graus de fluéncia e de elaboragao

muito distintos.

A conversao do registo algébrico para o registo grafico foi a mais fluente e a que gerou
menor numero de erros. Na fase de ambientacdo, a maioria dos alunos conseguiu
introduzir equac¢des no GeoGebra e interpretar imediatamente a representacao grafica
resultante. Na ficha de sistemas, a classificacdo dos trés sistemas, que exige
precisamente esta conversdo, registou taxas de acerto de 100%, 92% e 92% nos
Sistemas 1, 2 e 3, respetivamente. Este resultado é consistente com o que Henrique
(2017) e Ponte et al. (2006) descrevem sobre a capacidade do GeoGebra de facilitar a

visualizacao e a construgao rigorosa de elementos graficos.

A conversao de gréfico para algébrico revelou-se mais exigente, manifestando-se em
dificuldades de dois tipos. O primeiro tipo, a leitura de invariantes, observou-se na tarefa
de identificar o que permanecia igual apés a alteragdo das equacgdes: a maioria dos
alunos identificou as mudancas visiveis no grafico, mas apenas alguns reconheceram
que o declive da primeira reta se mantinha inalterado, o que exigia uma leitura analitica
do gréafico mais subtil. O segundo tipo, a formalizagcéo terminolégica, observou-se nas
justificagbes sobre sistemas coincidentes, onde varios alunos utilizaram o termo
"concorrentes" em vez de "coincidentes”, revelando uma coordenacgao funcional entre o
registo grafico e o registo em linguagem natural que ndo estava ainda plenamente

formalizada.

A conversao de linguagem natural para algébrico foi a identificada pelos préprios alunos
como a mais dificil. A resposta de A2: "o mais dificil foi compreender os enunciados"
sintetiza uma dificuldade recorrente nas produgdes analisadas: a passagem de uma
situacao descrita em linguagem corrente para a sua formalizagdo em equagdes implica
um processo de abstragdo que nao é imediato para todos os alunos, e que o GeoGebra,
por si s6, ndo substitui. Esta observacdo confirma a assimetria cognitiva entre as

direcdes de conversao identificada por Duval (1993, 2009), segundo a qual a dificuldade
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de uma conversdo nao depende apenas dos registos envolvidos mas também da

direcdo em que é realizada.

Um dado particularmente relevante é a tendéncia da maioria dos alunos para comecar
a resolugdo diretamente no GeoGebra, sem tentar previamente uma abordagem
analitica. Este comportamento observado nas notas de campo e confirmado nas
percecbes expressas nos questionarios pode ser interpretado de forma ambivalente.
Por um lado, evidencia que os alunos reconheceram o software como uma ferramenta
de exploracdo ativa e nao apenas de verificagcdo, 0 que corresponde ao uso
pedagogicamente mais rico da tecnologia (NCTM, 2017). Por outro lado, levanta a
questdo de saber em que medida esta preferéncia pelo registo grafico como ponto de
partida pode comprometer o desenvolvimento do tratamento algébrico, isto é, a
capacidade de operar formalmente dentro do registo algébrico sem apoio visual. Esta
tensdo, que nao pode ser resolvida com os dados disponiveis neste estudo, constitui

uma direcao relevante para investigacao futura.

Apesar desta tensdo, a analise das produgdes revela momentos de coordenagao entre
registos que constituem os dados mais significativos da investigagao. A resposta de A3
a tarefa de exploragdo do parametro k que articula a variagdo do parametro algébrico
com a sua consequéncia no registo grafico e explica o mecanismo algébrico subjacente
e a resposta de A8 a tarefa inversa, que justifica graficamente, algebricamente e
conceptualmente por que razdo (2,1) é solugdo do sistema sdo exemplos de
coordenagao de registos no sentido mais rigoroso do conceito de Duval (2009). O fato
de estes momentos terem emergido de forma espontanea, sem instrugéo direta do
professor, € um indicador relevante de que a sequéncia didatica adotada criou

condicbes favoraveis ao desenvolvimento desta competéncia.

5.3. Quais as percecdes dos alunos sobre as potencialidades e as
dificuldades do uso do GeoGebra na interpretagdo e resolucado de

tarefas matematicas?

As percecdes dos alunos sobre o uso do GeoGebra s&do consistentemente positivas em
ambos os formularios e convergentes com a literatura sobre as potencialidades do

software no ensino da Matematica.

No formulario de ambientagéo, 80% dos alunos afirmou que o GeoGebra os ajudou a
compreender melhor a relagdo entre equagdes e graficos, e os restantes 20%

responderam "em parte", nenhum aluno respondeu negativamente. Na ficha de
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sistemas, 100% dos alunos afirmou que o grafico os ajudou a compreender melhor do
que os calculos em pelo menos um momento da resolugao, e 83% obteve a pontuacgao
maxima nas questbes de classificagdo automatica. Estes dados quantitativos sao
corroborados pela andlise qualitativa das justificacdes, que revelam uma evolugéo
progressiva na elaboracdo e na articulacao entre registos ao longo das duas fases da

intervencao.

A potencialidade mais espontaneamente referida pelos alunos foi a visualizacdo, a
possibilidade de ver os objetos matematicos de forma dinamica e de observar
imediatamente o efeito de qualquer alteracao algébrica no grafico correspondente. Esta
percecao é coerente com o que Gravina (2015) e Zanella et al. (2018) descrevem sobre
o potencial semiético robusto do GeoGebra e a sua capacidade de integrar diferentes
representacdes num mesmo ambiente. A classificacdo dos sistemas foi 0 momento em
que os alunos mais valorizaram esta potencialidade, com varios a referir que a
representacao grafica tornou imediatamente visivel aquilo que os calculos ndo tornavam
claro, nomeadamente a distingdo entre retas paralelas, coincidentes e secantes. A
formulagdo de A3 é, a este respeito, particularmente expressiva: "temos uma
representacao do sistema e nao apenas 'numeros'." Esta oposi¢cao espontinea entre
representacao e calculo é, no fundo, uma expressao intuitiva da ideia central de Duval
(1993) sobre a limitagcdo de trabalhar com um unico registo e a riqueza que a

coordenagao entre registos proporciona.

A tarefa inversa, construir um sistema com solugao dada, foi identificada por A7 como o
momento em que o GeoGebra foi mais indispensavel: "na tarefa onde tinhamos de fazer
duas equacgdes que o ponto de intersecéo tinha de ser (2,1)." Este dado é relevante
porque a tarefa inversa foi identificada, na andlise, como a mais exigente do ponto de
vista da conversao de registos. O facto de ser precisamente esta a tarefa em que um
aluno sentiu maior necessidade do GeoGebra sugere que o software apoiou a

realizagao de conversdes que poderiam ser mais dificeis sem apoio visual.

No que respeita as dificuldades, os alunos identificaram dois tipos principais. O primeiro,
dificuldades técnicas com a interface do GeoGebra, foi predominante na fase de
ambientagao e praticamente ausente na ficha de trabalho, o que reforga a pertinéncia
da fase de ambientagdo como preparagao relevante para a atividade matematica. O
segundo, dificuldade em articular equagdes e graficos nos sistemas possiveis
indeterminados, persistiu na ficha de trabalho e foi o Unico tipo de dificuldade conceptual
reportado de forma consistente pelos alunos. A resposta de A12 sintetiza-o com clareza:

"quando os sistemas sao possiveis indeterminados foi dificil de perceber pois os graficos
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se sobrepunham." Esta dificuldade na converséo do registo grafico (retas coincidentes)
para o algébrico (equagdes equivalentes) € a mesma que se manifestou nos dois erros
de classificacdo registados na ficha, reforgcando a convergéncia observada entre as

diferentes fontes de dados.

5.4. Consideracoes finais

Os resultados desta investigagdo sugerem que a utilizagdo do GeoGebra, integrada
numa sequéncia didatica orientada para a articulacdo entre diferentes registos de
representacao, criou condicbes favoraveis a exploracdo e a coordenacido desses
registos e esteve associada a percegdes positivas dos alunos relativamente ao seu uso
no estudo dos sistemas de equacbes. O software apoiou a visualizacdo, favoreceu a
testagem de hipéteses, permitiu a identificacdo e correcao de erros, e criou condigdes
para que alguns alunos chegassem a formular, de forma espontanea, a relacéo entre
os registos algébrico e grafico com um grau de elaboracdo que ndo seria expectavel
sem o apoio do ambiente dindmico. Estes resultados estdo em linha com os de estudos
anteriores sobre 0 uso do GeoGebra no ensino da Matematica (Correia & Fernandes,
2011; Barbosa et al., 2016; Matos et al., 2020; Zanella et al., 2018) e com as
potencialidades que a teoria de Duval (1993, 2009) atribui aos ambientes de

representacao dindmica na promog¢ao da coordenacéao de registos.

Importa, contudo, sublinhar que os resultados positivos obtidos ndo decorrem apenas
do uso do GeoGebra em si, mas da forma como foi integrado numa sequéncia didatica
pedagogicamente fundamentada. A fase de ambientagao, a aula de revisdo com recurso
a multiplos registos, e a ficha de trabalho com tarefas de diferentes tipos de converséo
constituiram, em conjunto, as condi¢des que tornaram possivel o desenvolvimento
observado. Como afirmam Laborde (2002) e Nascimento e Schimiguel (2017), a
tecnologia ndo produz aprendizagem por si sé € a intencionalidade pedagodgica com que

¢é integrada que determina o seu valor didatico.

5.4.1. Limitacbes

A principal limitagdo deste estudo é a sua dimensao reduzida da amostra: 21 alunos de
uma unica turma numa unica escola ndo permitem generalizar os resultados para outros
contextos. Os dados recolhidos permitem construir interpretagcdes plausiveis e
teoricamente fundamentadas, mas nao permitem estabelecer conclusées de caracter
universal sobre o contributo do GeoGebra para a aprendizagem da Matematica no 3.°

Ciclo.
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Uma segunda limitagdo relaciona-se com a auséncia de gravagdes de audio ou video
das sessdes de trabalho. Ao contrario de investigagdes que recorrem a gravagdes para
captar as interagdes verbais entre alunos durante a resolucao das tarefas o que permite
uma analise mais fina dos processos de conversdao em tempo real, os dados desta
investigagao restringem-se as produgdes escritas nos formularios, as notas de campo e
as percecgdes reportadas nos questionarios. Esta limitagdo implica que os processos de
conversao observados sédo os que os alunos foram capazes de formalizar por escrito, o

que pode néo refletir a totalidade do raciocinio desenvolvido durante a resolucao.

Uma terceira limitagao prende-se com as condigdes de aplicacdo do primeiro formulario,
que foi respondido em dois momentos distintos com um intervalo de dois dias entre os
dois grupos, o que pode ter implicado condicbes de resolucdo diferentes.
Adicionalmente, um dos participantes da ficha de trabalho submeteu o formulario com
14 dias de desfasamento relativamente aos colegas, o que pode ter influenciado as suas

respostas.

Por fim, o numero reduzido de tempos letivos disponiveis, sete no total, e a
concentracao da intervencao no final do ano letivo limitaram a profundidade do trabalho
que foi possivel desenvolver com os alunos. Com mais tempo, teria sido possivel incluir
momentos de discussdo coletiva das resolugbes o que, no quadro do ensino
exploratério (Ponte, 2014), constitui uma fase fundamental para a sistematizagéo e

formalizagdo das aprendizagens construidas durante o trabalho auténomo.

5.4.2. Recomendagdbes para investigagao futura
Os resultados e as limitagbes deste estudo sugerem varias dire¢des relevantes para

investigacao futura.

Em primeiro lugar, seria pertinente replicar este estudo com uma amostra mais alargada,
envolvendo multiplas turmas e multiplos professores, de forma a verificar se os padrdes
de conversao e as percegdes identificadas se mantém em contextos distintos. Uma
abordagem comparativa por exemplo, entre turmas que utilizaram o GeoGebra e turmas
que trabalharam o mesmo tema sem recurso ao software permitiria isolar com maior

rigor o contributo especifico do software para a aprendizagem.

Em segundo lugar, seria valioso incluir gravagdes de audio ou video das sessdes de
trabalho, de forma a captar os processos de conversiao em tempo real e ndo apenas as
suas marcas nas producgoes escritas. A analise das interacbes verbais entre alunos
durante a resolucéo de tarefas com o GeoGebra permitiria uma compreensdo mais fina

dos mecanismos cognitivos envolvidos na coordenagéo de registos.
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Em terceiro lugar, seria interessante explorar o contributo do GeoGebra na
aprendizagem de outros temas do curriculo de Matematica do 3.° Ciclo e do Ensino
Secundario onde a conversdo de registos desempenha um papel central como as
funcdes, a geometria analitica ou as sequéncias e progressées. Como o proprio
GeoGebra integra multiplos dominios da Matematica, o quadro tedrico de Duval oferece
uma lente analitica potencialmente fértil para investigar o seu contributo em contextos

matematicos diversificados.

Por fim, seria relevante investigar de que forma o uso continuado e sistematico do
GeoGebra ao longo de um ano letivo e ndo apenas em intervencgdes pontuais influéncia
o desenvolvimento da capacidade de coordenacdo de registos dos alunos. Uma
intervengdo longitudinal permitiria observar a evolugado desta competéncia de forma
mais sustentada e identificar os momentos e as condi¢des em que o software é mais

eficaz como mediador da aprendizagem matematica.
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Anexos
Anexo 1 - Autorizacao de material para

ambientacao ao GeoGebra

Pl Gma|l Matheus de Albugquerque <matheus.albuquerque1997@gmail.com>

Pedido de autorizagao para utilizagao de material de ambientagao ao GeoGebra
2 mensagens

Matheus de Albuquerque <matheus.albuquerque1997 @gmail.com=> 4 de margo de 2026 as 07:28
Para: "Sérgio,Dantas - Unespar Apucarana” <sergio,dantas@unespar.edu,br>

Bom dia, Professor Sérgio

Espero que esteja bem.

Fui aluno do curso de GeoGebra em 2019 e, em 2023, quando estava a concluir o meu Mestrado Profissional em
Ensino de Matematica na Universidade do Estado do Para (UEPA), entrei em contacto para solicitar autorizagao para

utilizar a apostila do Madulo | como material de ambientagao ao software — aulorizagéo essa que me foi gentilmente
concedida na altura.

Atualmente encontro-me a concluir o Mestrado em Ensino de Matematica na Faculdade de Ciéncias da Universidade
do Porto, em Portugal. A minha dissertagéo investiga de que modo os alunos mohilizam e articulam diferentes

representagtes (algébrica, grafica e em lingua natural) na resolugdo de tarefas com recurso ao GeoGebra, no estudo
de sistemas de equagbes no 9,° ano,

Nesse contexto, pretendo novamente utilizar parte do material de ambientacdo ao GeoGebra, com o objetive de
familiarizar os alunos com as principais ferramentas do software antes da aplicagao das tarefas investigativas.

Assim, venho por este meio solicitar a sua autorizagio para a utilizaclo desse material neste novo trabalho
académico.

Fico a aguardar o seu retorno e agradego, desde ja, a atengdo e a disponibilidade,

Com os melhores cumprimentos,
Matheus de Albuquerque

Sérgio,Dantas = Unespar Apucarana <sergio,dantas@unespar,edu,br> 9 de margo de 2026 as 11:00
Para: Matheus de Albuquerque <matheus,albuguerque1997@gmail.com=

Matheus, bom dia. Pode utilizar,

Atenciosamente.

Sérgio Dantas

e-mail: sergio.dantas@unespar.edu_br
whatsapp: (43) 9.9102-6576

[Texte das mensagens anterioras oculto]
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Anexo 2 - Material de ambientagcao ao

GeoGebra

Anexo I — Ambientaciao ao GeoGebra

GeaGebra

= Paoligono

.
‘
w =
+.* Poligono Regular
be

» Poligono Rigido
J Palig g

I Poligono Semideformave

"

1. Interface e Ferramentas

Messe texto apresentamos o Software GeoGebra em linhas gerais. Fazemos uma
breve abordagem de seu desenvolvimento, apresentamos sua interface, algumas fundiona-
lidades e os passos necessarios para construgdo de alguns objetos.

1.1 Apresent agdo

O GeoGebra € um programa//aplicativo com finalidades didaticas para ser utilizado
em situagdes de ensino e aprendizagem de matematica. Com ele & possivel realizar calculos
aritméticos, algébricos e utilizar miltiplas representacdes grdficas de objetos matematicos.
Markus Hohenwarter da Universidade de Salzburgo € o idealizador do projeto do
programa € & um de seus principais desenvolvedores em conjunto com Yves Kreis da

Universidade de Luxemburgo.
Os desenvolvedores do GeoGebra permitem que ele seja baixado do site oficial
(www._geogebra.org) e instalado em computadores ou em dispositivos mdwveis com sistemas

operacionais diversos.

1.2 Interface
A interface padrido do GeoGebra instalado em um computador, ao ser carregado,
apresenta a seguinte configuracdo.
I!:z- Barra de Menus
A Barra de Menus disponibiliza opcbes para salvar o projeto em arguivo (ggh) e
para controlar configuracbes gerais.
2) Barra de Ferramentas
A Barra de Ferramentas concentra todas as ferramentas Uteis para construir pontos,

retas, figuras geométricas, obter medidas de objetos construidos, entre outros. Cada
icone dessa barra esconde outros icones que podem ser acessados clicando com o

mouse em seu canto inferior direito.

(3) lanela de Algebra
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Area em que € exibida as coordenadas, equacdes, medidas e outros atributos dos
objetos construidos.

1.3 lanela de Visualizacio Versus Janela de Algebra 2

@_:j- Entrada
Campo de texto para digitacdo de comandos.

i(5) Jranela de Visualizacdo
Area de visualizacdo grafica de objetos que possuam representacdo geomatrica e que
podem ser desenhados com o mouse, apos clicar nos icones da Barra de icones.
As construgbes exibidas na Janela de Visualizacdao também podem ser realizadas via
comandos digitados na Entrada.

.\_E_:; Lista de Comandos

Listagem de comandos predefinidos. Entre eles ha comandos relacionados aos icones
da Barra de Ferramentas.

[ €7 Smcteben i3 - O =
1) lArquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Jansia Ajuda Entrar.,
= 1 . = Mover =1
4 EEN SO BANE

L -"f il U. 'ﬁ -f_ '\\ =3 ‘-’F', Amesie ou selacicns objetos b B

¥ Janels da Algebra ¥ |k Janela de Visualizagio i
%) 2
. 4

4
]
1

0 8 -8 -7 & -5 4 -3 =2 10| 1 2 3 & 5 & T & 0§ 40 10 13 i3 4 185 18 W
2
-3
-4
%
4

2 |-Entrade: 7

1.3 Janela de Visualizac3o Versus Janela de Algebra

0 GeoGebra recebeu esse nome pela possibilidade de operar com as representagdes
aritmética, algebrica e geométrica conjuntamente. Isso significa que um objeto construide
com o mouse ou digitando sua sintaxe na Entrada pode possuir mais de uma representacdo:
geomeétrica e aritmética ou algébrica.

Veja na Janela de VisualizacSo representada na figura abaixo exibe um trigngulo
construido em um plano cartesiano.
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1.4 Barra de Ferramentas 3

o - 0O X
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DRSNS SR

» Janela de Algebra X | b Janela de Visualizagao
- Ponto
® A=(341)
® B=(273)
®c=(31)
Segmento
@ a=539
® b=6.32
'@ c=412
Tridngulo
e =1

Janela de Algebra e Janela de Visualizacdo

Observe que na Janela de Visualizacdo estd representado geometri-

camente um tridangulo com vértices A, B e C elados a, be c. ’ '» Janela de Algebra X
Observe também que no lado esquerdo da tela, na Janela de Algebra, Panto

sao exibidas as coordenadas de cada vértice desse tridangulo, a medida de ® A=(3,4)

cada um dos lados a, b e c e a drea do tridngulo (11 cm?) que foi nomeado @ B=(-23)

automaticamente pelo GeoGebra como t1. ®c=(31)
Segmento
® a=530
® b=632
Barra de Ferramentas ® c=412

A Barra de Ferramentas localizada na parte superior do GeoGebra Tridngulo
€ composta de doze conjuntos de icones com as ferramentas necessarias ® =1
para o usuario construir, movimentar, obter medidas e modificar atributos
de objetos construidos.

Ao abrir o GeoGebra a Barra de Ferramentas apresenta a seguinte
configuracdo visual.

BENISoFmENER

0 contorno em destague indica
que a ferramenta esta ativa
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14 Barra de Ferramentas 4

Para ativar uma ferramenta clique em seu icone. No entanto, para cada conjunto
de icones ha apenas um visivel, veja a seguir como acessar os icones ocultos.

1, Cligue no canto inferior esquerdo do icone que contenha a ferramenta que
deseja utilizar.

.,:,.[% Girar em Tomo de um Ponto

EQ Gravat para a Planitha de Céiculos

l@) Selecione a ferramenta.

[y | Mover

t,_[% Girar em Torno de um Ponto \

!
{

EQ cmmomammmcﬂaﬁl

'\3) A ferramenta selecionada fica ativa e seu icone ocupa o lugar de destaque do
conjunto que ela pertence.

@ A ;--' :—"v @, :@, 4, N‘, =

Na imagem da Barra de Ferramentas abaixo esta indicado como € nomeamos cada
conjunto de ferramentas.

—— Montos —— Aogutos « medicas
st retan — Transformaghes
—— Pougles relatves I—» Especies
.

n— 1 apsisd . -
AL~ D ULl N\ asc ] =2
i il I Del] a { i
@'Q/v/_v',vgv_.: e ?,?.’PVL
| [
" Masipulaghe S Chimviens ——— (nibgho
‘- Fermas croslases S Cormrples

— poignnce
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15 Contrugbes no GeoGebra 5

1.5 Contrugdes no GeoGebra

Para realizar uma construcio selecione a ferramenta desejada na Barra de icones e
clique na Janela de Visualizagdo ou digite os valores de entrada solicitados pelo GeoGebra.

Considere os seguintes problemas.

I Construgdo 1.1 Construir um circulo de Centro A que passe por um ponto B.

@ Selecione a ferramenta Circulo dados Centro e Um de seus Pontos.

Circulo cafinida por Trés Pordos
Q

(™ Semicireulo Definido por Dols Portos
. Arco Circular
) Ao Circunceeular

Ly setor Circuar
<) Setor Circuncicular

(2) Clique em qualquer regido da Janela de Visualizacdo para marcar o centro A
do circulo.
Depois, arraste o mouse e clique em um local distinto do ponto A, marcando
assim o ponto B pertencente a circunferéncia.

€7 GeoGeben Chassic )
Arguivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
e | R T el 2 el ol =] o '
LIE 7S 3%)3 o [5) FANEILS s
» Janelade Aigebra X | b Janeia de Visuaizacio X
Cénica
®cxiey=13
Ponto B

® A=(0,0)
® B=(23)
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15 Contrucdes no GeoGebra 6

Importante

Ao concluir uma construgdo, a ferramenta utilizada continua ativa. Caso o mouse seja
clicado na Janela de Visualizacdo, é iniciada uma nova construcdo de um novo objeto.
Para que isso ndo ocorra € recomendavel que ao término de uma construcdo seja seleci-
onada a ferramenta Mover clicando em seu icone ou pressionando a tecla ESC.

I Construgdo 1.2 Construir um circulo de centro A com raio r = 3 cm.

@ Selecione a ferramenta Circulo dados centro e raio.

©

(+) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos
©
(2 Compasso
) Circulo definido por Trés Pontos

N

(" semicireuto Definido por Dois Pontos
« | Arco Circular
) Arco Circuncircusar

L) Setor Circutar
Qfsau Citeuncireular

@ Cligue em qualquer regido da Janela de Visualizagdo para marcar o centro A
do circulo. Apés marcar o ponto A o GeoGebra exibe a seguinte janela.

) Conuio dados Cantrs « Baa »

| OK  Cancelar |

15 Contruc¢des no GeoGebra

@ Digite a medida do raio (3) na caixa de texto. Em seguida, cligue em OK
para que o GeoGebra construa o circulo.

€ Geoletne Classic §

- o x

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

DE%sYS o &FANE =

» Janels de Aigebra X | » Janela de Visualizagao X
Coénica

® ci(x+2P+(y-1)=9
Ponto
® A={2,1)
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2.1

2. Linhas Retas

e

Messe texto abordamos a construcdo de linhas retas: retas, semirretas, segmen-
tos de reta e vetores. Abordamos também a construcdo de caminhos poligonais. Essas
ferramentas estdo disponiveis no conjunto de icones que nomeamos de Linhas Retas (ter-
ceiro conjunto de icones da esquerda para direta).

Retas

O terceiro icone da barra de ferramentas redne as ferramentas necessarias para a
construcdo de linhas retas, entre elas, retas, semirretas, segmentos de retas e vetores.

3 B = B9} (o) (<) PN E EY
~ R
" Sugmanta
" Segrenio com Comprisanis Fag
«~ Semimeta
2 Gamisho Poigansl

~ Valor

% vaiora Partr de um Fon

Para construir uma reta basta clicar em Reta e, em seguida, clicar em dois pontos
na lanela de Visualizacdo. Os pontos sdo construidos no momento em que se clica na
Janela de Visuvalizacdo, ou ainda podem ser utilizados pontos construidos anteriormente.

Uma reta pode ainda ser construida por meio do comando

Reta(<Ponto>, <Ponto>)

ao digité-lo na Entrada. Por exemplo, para construir uma reta pelos pontos (1; 2) e (3; 5),
basta digitar o seguinte comando na Entrada.

Entrads: Reta((1,2).43.5)
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2.2 Semirreta 9

Ma figura abaixo apresentamos duas retas construidas e exibidas na Janela de
Visualizacdo.
A reta T foi cons-

truida selecionando a fer- [ o =
ramenta Reta e, em se- |5 B Blb Opfe Pummerns o See m:
: : - AR IeIcIE - d=]< >
guida, clicando-se em dois ' BB DRORE] = ) o
B Jaraen b Agana BB Jenes o VBRI x
pontos na Janela de Vi- Perin

sualizacdo. A reta g foi ::::HI
LEY

construida digitando, n@ | @ casy=s
Entrﬂdﬂ_ﬂmmandu: §p-dredye

Reta((0; 0), (2; 2])

Ma primeira cons- A
trucdo o GeoGebra exibe
a reta e os pontos pelos
quais ela & definida. Na
segunda & construida e
exibida apenas a reta. Ertza

Semirreta

0 processo para construcdo de semirretas com o mouse & semelhante ao de cons-
trucdo de retas. Deve-se clicar na opcdo Semirreta e, em seguida, clicar em dois pontos
nalanela de Visualizagdo.

Ao digitar o comando Semirreta na Entrada o GeoGebra apresenta duas possibi-
lidades de sintaxe.

Semirmetal <Ponta Inicial>, <Ponto> )
|Semirreta( <Ponto Iniclal>, <\etor Diretor> )
Entrada: Semirreta

Ma primeira sintaxe,
Semirreta(<Ponto Inicial>, <Ponto>),
& necessario apenas digitar dois pontos para obter uma semirreta. Por exemplo, digitando
semirreta((0; 0), (1; 1)),
constrai-se uma semirreta com origem em (0; 0) passando por (1; 1).
Na segunda sintaxe,
Semirreta{<Ponto Inicial>, <Vetor Diretor=),

€ preciso construir um vetor previamente ou aninhar o comando Vetor no comando 5e-
mirreta. Por exemplo, digitando-se

Semirreta({0; 0), u)
constroi-se uma semirreta com origem em (0; 0) e paralela ao vetor u previamente construido.
la, com o comando
Semirreta({0; 0), Vetor{(2; 3], (4; 5],
constrdi-se uma semirreta com origem em {0; 0) e paralela ao vetor definido pelos pontos
(2;3) e (4;5).
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2.3 Segmentos 10

2.3 Segmentos
Ha duas opgbes para construgdo de segmentos no GeoGebra: Segmento e Segmento
com Comprimento Fixo.
Ao selecionar a opcdo Segmento, em seguida, clicar em dois pontos na Janela de
Visualizacdo & construido um segmento cujas extremidades sdo os pontos construidos com
os cliques do mouse ou pontos construidos em passo anterior.

J 5 = RS ol PN EI )
» Janelade Aigebra & X | » Janela de Visualizagio
Ponto
@ A=(-293 4.14)
® B=(2.99, 544)

Segmento
® f=6.06 5

T

Na segunda opcao, Segmento com Comprimento fixo, clica-se em um ponto na Janela
de Visualizagdo. Em seguida, deve-se inserir um valor em uma caixa aberta automaticamente
pelo software e, por ultimo, clicar em OK para que o segmento seja construido.

DE Z5NGE 5 PANED
» Janela de Algedrs X | » Janela de Visualizacdo

| ~ Ponto

® A=(434,732)

12 Segrante core Covpremarts b x

Wi

Segmentos também podem ser construidos por meio de comandos. Para isso, basta
utilizar uma das seguintes sintaxes:

© Segmento(<Ponto>, <Ponto>) constroi um segmento a partir de dois pontos;

©  Segmento(<Ponto>, <Comprimento>) constrdi um segmento com comprimento
fixo.

2.4 Vetores

No caso de vetores o GeoGebra oferece duas opcdes no icone de construcdo de
linhas retas: Vetor e Vetor a partir de Um Ponto. Utilizou-se cada uma dessas opgdes

para a construcdo dos vetoresu e v.
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24 Vetores 11

l:.“a":iwﬁltlcl.'lm.! = o =
Arquive Edar Exbir OpcSes Ferasaentas Janela Ajuda Ertrar...
0 RLYS s PN EIEY e
¢ Januia oo Algebra | b Janoia de Visualizagio -
Pemao
@ A=(d.4)
®E=(15
& c=(0)

® =i " B
Vetor
eu=(3)

|
\
,

e e

8v=_| -

Erfraca: @

Para construir o vetor u selecionou-se a ferramenta Vetor e, em seguida, clicou-
s& em dois pontos na Janela de Visualizacdo: A € B . Obtém-se resultado semelhante
digitando o seguinte comando

vetor({ 3:4), (3;6)).

Os pares ordenados (  3; 4) e (3; 6) 580 digitados substituindo as expressdes <Ponto Ini-
cial> e <Ponto final> no comando

Vetor(<Ponto Inicial>, <Ponto Final>).

O vetor v foi construido a partir de um ponto C e do vetor u. Messa construggo foi
selecionada a ferramenta Vetor a partir de um ponto, clicou-se no ponto C e, por altimo,
no vetor u.

Ma Entrada ainda € possivel construir um vetor tendo como pardametro um Onico
ponto:

Vetor(<Ponto>)

Messe caso, o vetor tem como origem o ponto (0; 0) e ponto final o ponto dado
como parametro. Por exemplo, digitando o comando

Vetor({5; 3))

constrai-se o seguinte wetor.
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PRl ALzl Il il 2lael ol o
| Q_(_ .AJE ",/u‘ -’h\bl @,7 @ _&nlw.\c_—.la L ’i. o o]
» Janels de Algebrs X | » Janeis de Visualizagio X
4.
v's'
®u=|[7)
1 ]
7 q
L
1 © 1 ] ] ] € T 8 s 1 " 12 n
Entraca; Vo

2.5 Caminho Poligonal

Um caminho poligonal € um conjunto de segmentos consecutivos. Para construi-lo
no GeoGebra basta clicar na opcao Caminho Poligonal e clicar em pontos da Janela de
Visualizacdo. Para concluir a construcdo deve-se clicar no ponto inicial da poligonal.

A construcdo abaixo foi realizada a partir da sequéncia de cliques: A, B, C, D, E
eA.

sl AR e el =] e >
b Janeis deAgeora = X | ) Jansla de Visusiizacho x

® r=1004
Porto

® A=(4,2)
®a=(32
®c=i1,4)
®o=f21)
®R=(7.2

As sintaxes desse comando digitdveis na Entrada sdo:

©  CaminhoPoligonal(<Pontc>, ..., <Ponto>)

© CaminhoPoligonal(<Lista de Pontos>)

Na primeira sintaxe obtém-se um caminho poligonal tendo como parametros pontos
ja existentes,

CaminhoPoligonal(A, B, C, D, E),
ou pontos que sao definidos juntamente com o comando,

CaminhoPoligonal((1; 2), (3; 1), (4; 0), (3; 4)).

84
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2.5 Caminho Poligonal 13

E possivel ainda construir um caminho poligonal a partir de uma lista de pontos.
FPor exemplo, digita-se na Entrada uma lista L com os pontos | 5;0), [ 1;3), (2; 4) e
(6; 2).

Entrada: L = {{-5, 0), {1, 3), (2, -4, |6, 2}

Em seguida, digita-se o comando para obter o caminho poligonal a partir de L, ou
seja,

CaminhoPoligonal(L).

¥ Janela de Algebra 2 ¥ b Jonels de Visusliracao o
CaminneSniganal 1
[ R

Livin
L= (-5, 00, 41, 3h (2, Ak 08 25}

0 nome do caminho poligonal construido anteriormente & f. Note que na lanela
de Algebra & representado f = 19:83, ou seja, seu nome igualado a seu comprimento.
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4
3. Perpendicular, Pq’ralela, Bissetriz e Mediatriz

/
7

Nesse texto abordamos a construcdo de retas perpendiculares, retas paralelas, bis-

setrizes e mediatrizes. Para isso, utilizamos as ferramentas reunidas no quarto icone da
Barra de Ferramentas, da esquerda para direita.

I % 12 Pl FANN EIES
% Reta Parpesdicular »
" Ruta Parmela
o Meciers
o, Bsseve

/O Reta Targante
O Reta Polar ou Diametrel
;;‘ Reta de Regrassdo LUinoar

(Jx Lugar Geomisico

3.1 Retas Perpendiculares

Com a utilizacdo da ferramenta Reta Perpendicular podemos construir retas per-
pendiculares a uma reta, a uma semirreta, a um segmento e a um vetor. Para construir
uma reta perpendicular a uma reta, basta clicar na ferramenta Reta Perpendicular e, em
seguida, clicar na reta e por ultimo clicar em um ponto sobre a reta ou ndo pertencente
aela.

Na figura abaixo a reta g € perpendicular a reta f por um ponto A ndo pertencente
af. A reta h é perpendicular a reta f por um ponto B pertencente a f.



FCUP | 87
O uso do GeoGebra na resolugdo de tarefas matematicas: Conversao de registos e percegdes dos

alunos

3.2 Retas Paralelas 15

LY B #E]I‘* (50 L 005 e et Perperdicuier =

B lsnsis s Agehey X | b Jansls de Viessirachs b
Ponin L h
& A=pRFE ETT
LN B TR
fAutn

@ rysq

& gpasiE

® hiz=hi2

ta

O processo de construcdo de retas perpendiculares a semirretas, segmentos de retas
e vetores € semelhante ao processo de construcdo descrito anteriormente.

E possivel ainda construir uma reta perpendicular digitando comandos na Entrada.
Para isso, utilizamos uma das seguintes sintaxes:

2 Perpendicular(<Ponto>, <Re ta>)
2 Perpendicular(<Ponto>, <Segmento>)

2 Perpendicular(<Ponto>, <Vetor>)

3.2 Retas Paralelas

Para construir retas paralelas, primeiramente clicamos no icone Reta Paralela, em
seguida, clicamos em um dos objetos para o qual se deseja construir uma reta paralela,
ou seja, em uma reta, semirreta, segmento de reta ou vetor. Por daltimo, clicamos sobre
um ponto para que seja construida e exibida a reta paralela.

Ma imagem abaixo aparece apenas uma reta na Janela de Visualizacdo, mas ob-
servando atentamente a Janela de Algebra & possivel perceber gue as retas f e g possuem
a mesma equagao. Ao construir uma reta g paralela a f clicamos sobre um ponto na reta
f. Assim, as retas f e g sdo paralelas e coincidentes.
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3.3 Bissetrizes

No GeoGebra & possivel construir bissetrizes a partir de duas retas ou de trés
pontos. As retas de cor vermelha na imagem abaixo sdo bissetrizes construidas com a
ferramenta Bissetriz.

IR %2 ISEEANE D
»
. = =
T f /
f;,r; h. //
[ /4
.- _;’I
~ [/
\“\72!{ : // e
-]
. e
7 '
P S &

Na primeira construcdo que aparece mais a esquerda na Janela do GeoGebra cons-
truimos duas bissetrizes, dicando na ferramenta Bissetriz e, em seguida, dicando em cada
umadasretasr es.

MNa segunda construgdo, apds selecionar Bissetriz, clicamos em A, B e C e foi obtida
uma bissetriz passando por B (o segundo ponto clicado).

Note gue na primeira construcdo o GeoGebra construiu e exibiu duas bissetrizes
cada uma relativa a um dos dngulos formados entre as retas r e s. 13, na segunda
construgdo, foi construida apenas uma bissetriz passando pelo segundo ponto clicado.
Podemos interpretar gue esse ponto seja o vértice entre duas retas: uma por A B e outra
por BC.

0 mesmo resultado seria obtido usando as seguintes sintaxes na Entrada:

@ Bissetriz{<Reta>, <Reta>)

@ Bissetriz(<Ponto>, <Ponto>, <Ponto>)

34 Mediatrizes

Uma mediatriz pode ser construida a partir de dois pontos ou de um
segmento. Para isso, basta clicar na ferramenta Mediatriz &, em seguida, clicar no
segmento ou em dois pontos.

RlA RN B QO L) N = ‘&I R ,f-f__ NEFPRANEED
3 : 3
ﬂ.l'lll p
/f .B
/ 5 \

{a) Mediatriz construida a partir de um segmento.
pontos.

{b)} Mediatriz construida a partir de dois

0 mesmo resultado pode ser obtido digitando-se os seguintes comandos na
Entrada.

o] Mediatriz(<Ponto>, <Ponto>)

=] Mediatriz(<Segmento=)

88
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Anexo 3 — Plano de Aula: Ambientacao ao
GeoGebra

Sumario

Introducdo ao software GeoGebra — exploragdo das ferramentas bdsicas, representacao

grafica de equacdes e interpretacao de graficos no plano cartesiano.

Topico/ Subtdpicos

e Introducdo ao GeoGebra e Interface do software;

e Insercdo de equacgbes na barra de entrada;

e Representacdo grafica de fungdes lineares e Identificacdo de pontos de intersecado;
e Articulagdo entre registo algébrico e grafico;

ieti R r
Foco e objetivos da aula ecursos

e Computadores com acesso ao
GeoGebra;

e Familiarizar os alunos com o
ambiente de trabalho do GeoGebra
e desenvolver sua autonomia; e Projetor / quadro digital;

e Relacionar expressoes algébricas . . o
P & e Ficha de Ambientagdo ao

com as respetivas representacdes GeoGebra:
’

graficas;
e Material de apoio do curso de

e Preparar os alunos para a utilizagao
GeoGebra

do GeoGebra em tarefas

posteriores.

Capacidades Transversais

e Raciocinio matematico;

e Resolugdo de problemas;

e Comunica¢do matematica;

e C(Criatividade e pensamento critico.
e Competéncia digital

Desenvolvimento da aula

Embora os alunos ja tenham tido algum contato prévio com o GeoGebra em outras
oportunidades, esse contato ocorreu de forma mais geral e empirica. Assim, considera-se
importante dedicar um momento inicial da aula a revisdao e ao aprofundamento de algumas
funcionalidades especificas do software que serdo particularmente Uteis para as tarefas que
irdo realizar posteriormente.

Nesta fase, pretende-se que os alunos conhecam com maior detalhe determinados
recursos do GeoGebra, nomeadamente a utilizacdo da barra de entrada para inserir
expressGes algébricas, a visualizacdo das respetivas representacbes graficas no plano
cartesiano e a identificacdo de pontos relevantes no grafico, como o ponto de intersegao
entre duas retas.
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Desenvolvimento da aula

Para orientar esta exploracdo inicial, sera utilizado como referéncia parte do
material de ambientacdo ao GeoGebra elaborado pelo professor Sérgio Dantas,
disponibilizado no dambito de formagdo promovida pela Universidade Estadual do Parana.
Este material servird como base para a familiarizacdo mais detalhada dos alunos com
algumas ferramentas fundamentais do software. Serdo entdo apresentados e explorados
com a turma os principais elementos da interface:

e Barra de entrada;

e Janela grafica;

e Eixos cartesianos;

e Ferramentas basicas de construcao

Durante esta exploracdo inicial, os alunos serdo convidados a acompanhar os
procedimentos no seu proprio computador, experimentando diretamente as
funcionalidades apresentadas.

3
o
Il

.
s

Apds esta breve apresentacao da interface do programa, solicitarei aos alunos que
utilizem a barra de entrada para inserir algumas equagdes simples, como por exemplo:

y =2x+1

Pretendo que observem como a expressdo algébrica inserida é automaticamente
representada na janela grafica do GeoGebra.

Durante este momento, incentivarei os alunos a experimentar pequenas alteragdes
na equacdo, modificando coeficientes ou termos independentes, de modo a observar como
essas alteracGes influenciam o grafico obtido.

Ao longo desta exploracao, colocarei algumas questdes orientadoras, tais como:

e O que acontece ao grafico quando alteramos o valor do coeficiente de x?
e 0O que acontece quando alteramos o termo independente?
e Como podemos identificar um ponto que pertence a reta representada?

O objetivo desta etapa é que os alunos percebam a relagdo existente entre a expressao
algébrica e a respetiva representacdo grafica e entendam como utilizar as ferramentas
disponiveis no GeoGebra para resolver determinados problemas.
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Desenvolvimento da aula W
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J
Em seguida, pedirei aos alunos que insiram duas equacdes diferentes no GeoGebra, de
modo a obterem duas retas representadas no plano cartesiano. A partir dessa construgao,
demonstrarei como utilizar a ferramenta de intersecao para identificar o ponto comum

entre as duas retas.

Durante esta fase, incentivarei os alunos a observar atentamente o gréfico e a refletir
sobre algumas questdes:

e O que representa o ponto de intersecdo entre as duas retas?
e O que acontece quando as retas ndo se cruzam?
e O que acontece quando duas equagbes representam exatamente a mesma reta?

Pretendo que os alunos comecem a perceber (ou lembrar) que o ponto de interse¢do
corresponde a um par ordenado que satisfaz simultaneamente as duas equacoes.

Apds a exploragdo inicial das ferramentas do software, explicarei aos alunos como
guardar um ficheiro do GeoGebra numa pasta previamente indicada. Este procedimento
serd importante para as atividades que irdo realizar posteriormente.

De seguida, solicitarei aos alunos que acedam a um formulario de teste no Google Forms
(link: https://forms.gle/TM7UynelLVaUMFwPJ9 ), cujo objetivo é apenas permitir que se
familiarizem com o formato de resposta digital que sera utilizado. Nesta fase, pretendo
garantir que todos compreendem como submeter respostas através da plataforma.

Depois de concluido esse breve teste técnico, disponibilizarei aos alunos a ficha de
ambientacdo ao GeoGebra, também em formato digital através de um Google Forms (link:
https://forms.gle/oWUk7YMbdAfve5qZ8 ). Nesta ficha, os alunos irdo realizar tarefas
relacionadas com a utilizacdo do software, nomeadamente a inser¢cdo de equacles, a
observagado dos graficos obtidos e a identificacdo de pontos relevantes na representacdo
grafica.

GeaGebra

Ficha de Ambientagéo ao GeoGebra

0 GeoGebra & um software de Matematica que

permite relacionar nimeros, equagbes e graficos de forma dindmica. Ao escrever
uma equago, o respetivo gréafico é construido automaticamente, o que facilita a
interpretagdo e a verificagdo de resultados.

Nesta aula, vais utilizar o GeoGebra para
explorar a relagdo entre equagbes algébricas ¢ a sua representagao gréfica no
plano cartesiano.

profmatheus01@gmail.com Mudar de conta ey

Nome *

Durante a realiza¢do da atividade, circularemos pela sala com o objetivo de acompanhar
o trabalho desenvolvido, esclarecer duvidas e apoiar os alunos sempre que necessdrio.
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Avaliacao

A avaliagdo sera realizada de forma formativa, através da observacdo da participacao dos
alunos, da execucgao das tarefas propostas e das respostas registadas no Google Forms. Sera
também considerada a capacidade dos alunos de utilizar corretamente as ferramentas do
GeoGebra.

Compreensdo da matéria/tema

A compreensdo sera verificada através das respostas dadas nas atividades propostas e pelas
intervencdes dos alunos durante a aula. Sempre que necessario, serdo feitos

esclarecimentos adicionais para garantir a consolidacdo das aprendizagens.

Controle do tempo de aula

O tempo sera gerido de acordo com o planeamento previamente estabelecido, procurando

garantir que todas as etapas da aula sejam cumpridas dentro do tempo previsto.

Controle dos alunos

Durante a aula, circularemos pela sala para acompanhar o trabalho dos alunos, esclarecer

duvidas e assegurar que todos se mantém envolvidos nas atividades propostas.

Esquema de tempos:

92

ETAPA DA AULA TEMPO ESTIMADO
APRESENTAGAO DA AULA E INTRODUGAO AO GEOGEBRA 15 min
EXPLORAGAO INICIAL DAS FERRAMENTAS DO GEOGEBRA 20 min
TESTE TECNICO NO GOOGLE FORMS 15 min
REALIZACAO DA FICHA DE AMBIENTACAO 40 min
DISCUSSAO FINAL E ESCLARECIMENTO DE DUVIDAS 10 min
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Anexo 4 — Plano de Aula — Revisao de Sistemas

de Equacbes do 1.° Grau (2x2)

[ Sumario 1

J
Revisdo de sistemas de equag¢des do 1.2 grau com duas incdgnitas (2x2).Resolucdo algébrica

e interpretacdo grafica da solugdo como intersecdao de duas retas no GeoGebra.

Classificacdo de sistemas: possivel e determinado, possivel e indeterminado e impossivel.

[ Topico/ Subtdpicos }

e Sistemas de equagdes do 1.2 grau com duas incégnitas (2x2);

e Resolugdo de sistemas por métodos algébricos (substituicdo / comparagdo);
e Interpretacdo da solugdo de um sistema como ponto de intersecdo de retas;
e (lassificacdo de sistemas: SPD, SPl e SI;

[ Foco e objetivos da aula ] Recursos

e Resolver sistemas de equagdes do 1.2 grau e Computadores
com duas incognitas; Ccom acesso ao

e Interpretar graficamente a solu¢do de um GeoGebra;
sistema e utilizar o GeoGebra para e Projetor/ quadro
representar equacgdes e determinar digital;
graficamente a solugdo de um sistema; e Fichade

e ldentificar e classificar sistemas como Ambientagdo ao
possiveis e determinados, possiveis e GeoGebra;

indeterminados ou impossiveis. . )
e Material de apoio

do curso de
GeoGebra

[ Capacidades Transversais 1

e Raciocinio matematico;

e Resolugdo de problemas;

e Comunicagdo matematica;

e C(Criatividade e pensamento critico.
e Competéncia digital

[ Desenvolvimento da aula }

A aula tera inicio com a apresentacdo de um desafio inicial, que os alunos poderdo
resolver livremente. Espera-se que alguns recorram a estratégias de tentativa e erro,
embora seja possivel que surjam outras abordagens.

¥Degolio T :
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Apds a resolucdao do desafio, sera promovida uma breve discussao coletiva com o
objetivo de analisar as estratégias utilizadas. Neste momento, serdao colocadas questdes
orientadoras, procurando conduzir os alunos a representacao da situacdo na forma de um
sistema de equacdes e a sua resolucdo algébrica, sendo provavel que recorram ao método
da substituicao.

Posteriormente, serd estabelecida uma ligacdo com a atividade realizada na aula
anterior de ambientacdo ao GeoGebra, conduzindo os alunos a interpretacao grafica do
sistema como a intersecdo de duas retas.

De seguida, serd apresentado um segundo desafio, cuja resolucdo por tentativa e
erro se tornara mais dificil.

DISGL'O 7T

2@1-3{’:2 . 83 1

1@ - 147 &=

Neste contexto, espera-se que algum aluno sugira recorrer a um método algébrico
para resolver o sistema. A partir dessa proposta, serd introduzida a ideia de representar o
sistema no GeoGebra, construindo graficamente as duas retas correspondentes as
equacoes.

Dessa forma, os alunos poderao observar que a solugdo do sistema corresponde ao
ponto de interse¢ao das retas, reforgando a relagdao entre as representagGes algébrica e

grafica.

Apds este momento, serd realizada uma breve revisao sobre a classificagdo dos
sistemas de equagdes do 1.2 grau com duas incdgnitas.

Serdo apresentados alguns exemplos que permitirdo analisar, tanto algébrica como
graficamente no GeoGebra, as diferentes situagdes possiveis:

e Sistema possivel e determinado (SPD):

{y=2x+1
y=—-x+4

e Sistema possivel e indeterminado (SPI):

{y =2x+1
y=4x+2
e Sistema impossivel (SI):
{y =2x+1
y=2x-—3
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Posteriormente os alunos deverdo apontar nos cadernos o seguinte resumo:

Classificacao de sistemas lineares

(sistema possivel e
determinado determinado; a
solugdo é unica)
possivel
(sistema possivel e

(sistema possivel; indeterminado @ indeterminado, tem
tem solugdo) infinitas solugdes)
sistema
impossivel
matematicahoje.blog

Seguidamente, sera apresentado um problema contextualizado, no qual os alunos

deverdo formular um sistema de equagdes que represente a situacdo descrita.

Num torneio escolar de futebol, foram utilizados 20 meios de transporte para levar os

jogadores até ao estadio: motociclos e automoveis.
No total, havia 54 rodas nesses veiculos.
Sabendo que cada motociclo tem 2 rodas e cada automoével tem 4 rodas,

quantos motociclos e quantos automoveis foram utilizados para transportar os

jogadores?

Inicialmente, os alunos irdo escrever o sistema no caderno, realizando o registo
algébrico da situagdo. Posteriormente, irdo utilizar o GeoGebra para representar

graficamente as equagdes e determinar a solugdo do sistema.

Durante esta atividade, procurar-se-a reforcar a transicao entre diferentes registos de
representacdo, nomeadamente entre o registo algébrico, grafico e na lingua materna, de

acordo com a perspetiva tedrica adotada na investigagao.

Na parte final da aula, os alunos irdo responder a ficha de trabalho destinada a recolha
de dados para a investigagdo, disponivel em formato digital através de Google Forms (link:

https://forms.gle/RN2wVLdR1fp6gzLQ7 ).

Q momorese @ @roRTo

Explorando Sistemas de Equagdes com o
GeoGebra
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Avaliacao

A avaliacdo sera de carater formativo, baseada na observacao da participacdo dos alunos,
nas estratégias utilizadas para resolver os desafios propostos e nas respostas apresentadas
na ficha de trabalho.

Compreensdo da matéria/tema

A compreensdo sera verificada através das resolucdes apresentadas pelos alunos, das
intervencoes durante a discussdo coletiva e da capacidade de relacionar as representacdes

algébrica e grafica dos sistemas de equacgdes.

Controle do tempo de aula

O tempo serd gerido de acordo com o planeamento definido, procurando assegurar que

todas as etapas da aula sejam realizadas dentro do periodo previsto.

Controle dos alunos

Durante a aula, o professor circulard pela sala para acompanhar o trabalho dos alunos,

esclarecer dividas e assegurar a participagao ativa nas atividades propostas.

Esquema de tempos:

TEMPO
ETAPA DA AULA
ESTIMADO
APRESENTAGAO DO DESAFIO | E DISCUSSAO DAS S
A ~ min
ESTRATEGIAS DE RESOLUCAO
DESAFIO Il E RESOLUGAO COM GEOGEBRA 10 min
CLASSIFICAGAO DE SISTEMAS (SPD, SPI E SI) 15 min
PROBLEMA CONTEXTUALIZADO E RESOLUGAO 15 mi
min
COM GEOGEBRA
TRABALHO AUTONOMO: FICHA DE RECOLHA DE .
min

96
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Anexo 5 — Termo de Assentimento (Alunos)

[APORTO
F FACLILDW DE DE CIENCIAS
UNINERSIDADE DO FORTO

Termo de Assentimento

Aos alunos da turma [« - T — et S

Eu, Matheus de Albuquerque Coelho dos Santos, estudante da Faculdade de Ciéncias da
Universidade do Porto, estou a desenvolver um estudo no dmbito do Mestrado em Ensino da
Matematica.

A investigagdo tem como objetivo geral analisar as percegdes dos alunos sobre o uso do
GeoGebra na interpretacio e resolugio de exercicios matematicos, incidindo
especificamente sobre sistemas de equagoes, a luz da Teoria dos Registos de Representacio
Semidtica de Duval

Pretende-se compreender de que forma o recurso ao GeoGebra contribui para a
interpretacdo e resolugio de sistemas de equacdes, considerando os processos de conversdo
entre diferentes registos de representagio semidtica (como o algébrico e o grafico).

A participagio consistird na realizagdo de tarefas com recurso ao GeoGebra durante as aulas.
Poderio ser recolhidos registos escritos, digitais e efetuadas gravagdes audio de algumas
interagdes, exclusivamente para fins de investigacio.

A participagio € voluntdria e a decisdo de participar ou nio participar ndo teri qualquer
influéncia na avaliagio da disciplina. Todos os dados serdo tratados de forma anonima e
confidencial, nio sende divulgada qualquer identificacdo dos participantes.

Em caso de divida, podera contactar-me através do email:
up202211885@up.pt

Porto, 10 de Margo de 2026

(Destacar e devalver o professar]

Eu, aluno(a) ,n? » da turma . -

O Aceito participar do trabalho de investigagio
O Nio aceito participar do trabalho de investigacio
Data: ___/___/____

Assinatura do(a) aluno(a):
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. FACLADAOE DECENCUS
WNIERS| DACE D0 FORTE

Consentimento Informado para Encarregados de Educac¢ao Aos
AIUTIOS A oottt sea e esme s e ane s et e eenas ,

Caro(a) Encarregado(a) de Educacio,

0 meu nome é Matheus de Albuquerque Coelho dos Santos, estudante do Mestrado em
Ensino da Matematica da Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto. No dmbito da
Pratica de Ensino Supervisionada, encontro-me a desenvolver um projeto de investigagio
pedagdgicana .. £

0 estudo tem como objetivo analisar as percecdes dos alunos sobre o uso do GeoGebra na
interpretagio e resolugio de exercicios de sistemas de equagdes, 4 luz da Teoria dos
Registos de Representagio Semidtica de Duval. Pretende-se compreender de que forma a
articulagio entre representacdes algébricas e graficas, com recurso a ferramentas digitais,
pode favorecer uma compreensio mais profunda dos conceitos matematicos.

A investigacdo integra-se na planificacdo regular das aulas e envolve a realizagdo de tarefas
com recurso ao GeoGebra, a recolha de producdes escritas e digitais e a gravacio dudio de
alguns momentos de trabalho. As gravagies destinam-se exclusivamente a transcricio e
andlise cientifica, sendo eliminadas apos a conclusdo do estudo. Todos os dados serdo
tratados de forma andnima e confidencial, ndo sendo divulgada qualquer identificacio dos
alunos ou da escola.

A participacio é inteiramente voluntaria e nio interfere na avaliagio da disciplina. O(a)
seu(sua) educando(a) podera desistir a qualquer momento, sem qualquer prejuizo. Em caso
de desisténcia, os dados jd recolhides ndo serdo utilizados.

A colaboragio dos alunos permitird aprofundar o conhecimento sobre praticas pedagogicas
inovadoras no ensino da Matemdtica, contribuinde para melhorar futuras estratégias de
aprendizagem.

Para qualquer esclarecimento adicional. poderd contactar-me através do email:

up202211885@up.pt

Porto, 10 de Margo de 2026

(Destacar pelo picotada e devolver atraves do/a seu/sua educanda//a)

Eu, Encarregado(a) de Educacdo
do(a) aluno(a) n? [

O Autorizo a participacdo do(a) meu/minha educando(a) no projeto de investigacdo acima
descrito.
[ Ndo autorizo a participagdo do(a) meu/minha educando(a) no projeto de investigacio

acima descrito.
Data: ___ /__ /__

Assinatura:

alunos
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Anexo 7 - Ficha de Ambientacdo ao GeoGebra

(Google forms)

GeaGebra

Ficha de Ambientacao ao GeoGebra

0 GeoGebra & um software de Matamatica que

permite relacionar ndmercs, equagtes @ grafices de forma dindmica. Ao escrever
uma equagdo, o respetive grafico & construido automaticamente, o gue facilits &
interpretagdo & & verificagdo de resultados.

Mesta aulz, vais utlizar o GeolGebra para
explorar a relagdo entre equagdes elgébricas e & sua representagdo grafica no
plano cartesiano.

matheus. albuquerquel %97 @gmail.com Muedar de conta 2y

0 nome, a foto & o e-mail associados & sua Conta do Google serdo registrados quando vocs
fizer upload de argquivas e enviar este formulario.

* Indica uma pergunta obrigatdria

Mame *

Sua resposta

Abre o GeoGebra, identifica & assinala: * 0 portics

[[] Janela de entrada

[J Janelz de visuzlizagio

[[] EixoOx

[[] Eixc oy

Como achas que o GeoGebra pode ajudar enguanto estamos a aprender
Matematica?

Sua resposta

Em gue fipo de tarefas pensas que o GeoGebra pode ser mais Otil7 *

Sua resposta
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Na janela de entrada do GeoGebra, escreve as equagies:

100

y=x+1

y=x+2

Observa os gréficos obtidos e responde.

As duas retas intersectam-se? * 0 pontos

() sim
() NiEo

Se a resposta a pergunta anterior for sim, indica o ponto de intersegdo: *

Sua resposta

Agora substitui as equagdes anteriores por:
¥y=x+3

¥y=x-2

O gue mudou nos graficos? *

Sua resposta

O que permaneceu igual? *

Sua resposta
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1. Cria uma reta definida por dois ponios

2. Observa a equacio correspondente apresentada pelo GeoGebra.

Escreve a respetiva equagic da reta definida automaticamente pelo GeoGebra: *

Sua resposta

Agora, define a respetiva equacdo na forma *

y =axth
Escreve a equacado da reta definida pelo GeoGebra:

Sua resposta

Constrdi no GeoGebra duas retas diferentes
de modo que:

+ Sejam paralelas;
« M&Eo coincidam.

Em seguida:

Indica as equacgdes das duas retas na forma y = ax+b *

Sua resposta

Utilizando as ferramentas do GeoGebra, como podes confirmar no grafico que *
ndo existe ponto de intersecdo?

Sua resposta

Agora salva o ficheiro e faga aqui o upload do arquive criade por ti no GeoGebra *
EM FORMATO .ggb

Faga upload de 1 arquivo aceito. O tamanho maximeo & de 10 ME.

&, Adicionar arquivo
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0 uso do GeoGebra ajudou-te a compreender melhor a relagdo entre equagdes e *
graficos?

() sim
() Ndo

() EmParte

102

Justifica brevemente

Sua resposta
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Anexo 8 - Explorando Sistemas de Equacobes

com o0 GeoGebra

Explorando Sistemas de Equagoes com o
GeoGebra

Utiliza

0 GeoGebra ao lengo da resolucio;

Justifica

sempre as tuas respostas, articulando o registo algébrico e o grafico.
Quando

solicitado, guarda o ficheiro com o nome indicado.

matt que1997 il.com Mudar de conta ey

0 nome, a foto e 0 e-mail associados & sua Conta do Google serdo registrados quando vocé
fizer upload de arquivos e enviar este formulario.

* Indica uma pergunta obrigatdria

Nome *

Sua resposta

Numa feira escolar, foram vendidos sumos e sandes

No total, venderam-se 42
produtos;

Cada sumo custa 2€ e cada
sandes custa 3€;

O valor total arrecadado foi
108€.

Define Claramente as incégnitas: *

Sua resposta

Escreve, numa folha a parte, o sistema que descreve a situagdo e resolve-o por  *
um método algébrico:

Faga upload de 1 arquive aceito. O tamanho m4xima & de 10 M.

&, Adicionar arguivo

Representa graficamente o sistema no GeoGebra e Explica: *
1. Come o ponto de intersegdo se relaciona com o contexte do problema;
2. Por que razdo a solugdo encontrada faz sentido no contexto

Sua resposta

Agora salva o ficheiro e faga aqui o upload do arquive criade por tino GeoGebra  *
EM FORMATO .ggh

Faga upload de 1 arquive aceito. O tamanhe méxime & de 10 ME.

& Adicionar arquivo
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MNesta parte vais construir € comparar diferentes sistemas de equaces. Ao observar os
graficos e as equaces, deveras identificar semelhancas e diferencas entre eles,
relacionando a forma algébrica com a posigao relativa das retas no plano cartesiano.

Sobre o Sistema 1:

2x+y=5
Sistema 1: ;
x—y=1
Classifique o sistema quante ao nimero de selugdes. * 1 panto

O Sistema Possivel e Determinado (SPD)
O Sistema Possivel e Indeterminado (SP1)

() sistema Impaossivel (S1).

Justifica sua resposta *

Sua resposta

Em relacdo ao Sistema 1, notas alguma relacdo entre os Coeficientes? Se sim,  *

comeo isso influencia no grafico?

Sua resposta

Agora salva o ficheiro relativo ao Sistema 1 e faga aqui o upload do arguivo
criado por ti no GeoGebra EM FORMATO .ggb

Faga upload de 1 arquive aceito. O tamanho méximo & de 10 ME.

X Adicionar arquivo

Sobre o Sistema 2:

|
v

2x +y =

Sistema 2: {4x +2y=10°
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Classifique o sistema quanto ao nimero de solugdes. * 1 panto

() sistema Possivel e Determinado (SPD)
O Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)

() sistema Impossivel (SI).

Justifica sua resposta *

Sua resposta

Em relagdo ao Sistema 2, notas alguma relagdo entre os Coeficientes? Se sim,  *
como isso influencia no gréfico?

Sua resposta

Agora salva o ficheiro relative ac Sistema 2 e faga aqui o upload do arguivo *
criado por ti no GeoGebra EM FORMATO .ggb

Faga upload de 1 arguiva aceito. 0 tamanhe maxime & de 10 MB.

&L, Adicionar arquivo

Sobre o Sistema 3

2x+y =5

Sistema 3: [4x +2y =8’

Classifique o sistema quanto ao numero de solugdes. * 1 parto

O Sistema Possivel e Determinado (SPD)
() Sistema Possivel e Indeterminado (SPI)

() sistema Impossivel (SI).

Justifica sua resposta *

Sua resposta

Em relagdo ao Sistema 3, notas alguma relagdo entre os Coeficientes? Se sim,  *
como isso influencia no gréfico?

Sua resposta
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Agora salva o ficheiro relativo ao Sistemna 3 e faga aqui o upload do arquivo *
criado por ti no GeoGebra EM FORMATC .ggb

Faga uplead de 1 arguivo aceito. O tamanho maximo & de 10 ME.

2, Adicionar arquivo

Agora vais explorar um sistema que depende de umn valor varidvel. Utilizando um controlo
deslizante no GeoGebra, deverds observar como a alteragdo desse valor influencia o grafico
e o tipo de sistema, analisando a relagdo entre a expresséo algébrica e a representagio
grafica.

Considera o sistema:

1. Cria um controlo deslizante para o parametro k (entre -5 e 5, com incremento de
0,1).

2. Varia o valor de k e responde:

no
= o

[3x—y—
3x—y

Para que valores de k o sistema é impossivel? *

Sua resposta

Existe algum valor de k para o qual o sistema é possivel e indeterminado? *
Justifica.

Sua resposta

Existe algum valer de k para o qual o sistema € possivel e determinado? *
Justifica.

Sua resposta

Explica a relagdo entre o valor de k e a posi¢éo relativa das retas. *

Sua resposta

Agora salva o ficheiro relativo ao Sistema e faga aqui o upload do arquivo criado  *
por ti no GeoGebra EM FORMATO .ggb

Faga upload de 1 arquive aceito. O tamanho maxime & de 10 MB.

t, Adicionar arguivo
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Constrdi no GeoGebra um sistema que:

+ Seja possivel e determinado;
« Tenha solugdo no ponto (2,1);
= N&o tenha coeficientes iguais nas duas equagies.

Em seguida:

Escreve o sistema construido: *

Sua resposta

Justifica de forma clara: *

+ Como o grafico mostra que (2,1) € solugdo do sistema.
» Por que razdo, no registo algébrico, o ponto (2,1) pode ser considerado solugdo
das duas eguagdes.

Sua resposta

Agora salva o ficheiro relativo ao Sistemna e faga aqui o upload do arquivo criado  *
por ti no GeoGebra EM FORMATO .ggb

Faga upload de 1 arquivo aceite. O tamanhe méximo é de 10 ME.

2, Adicionar arguivo

MNesta parte vais refletir sobre o trabalho realizado e sobre a utilizag8o do GeoGebra. O
objetivo & que penses em como o software te ajudou (ou ndo) a compreender os sistemas
de equacdes e a relacionar equacdes com graficos.

Em que tarefas o uso do GeoGebra foi indispensavel? *

Sua resposta

Houve situagdes em gque o grafico te ajudou a compreender melhor do que os *
calculos? Explica

Sua resposta

Em que momento foi mais dificil articular equagées e graficos? *

Sua resposta
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