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Resumo

O objetivo deste trabalho é a descri¢cao de propriedades topoldgicas do conjunto de veto-
res com orbita densa (ditos hiperciclicos) por operadores lineares continuos de espagos
de Banach com dimenséo infinita. A motivagdo para este tema é um teorema de N.
Bernardes (cf. [5]) sobre o conjunto D de pontos com érbita densa por uma aplicagédo
continua num espaco topolégico Hausdorff sem pontos isolados e localmente compacto:
D tem interior vazio ou é todo o espacgo. Naturalmente, para um operador linear num
espaco vetorial que nao se reduza ao vetor nulo, D nao pode ser todo o espago; mas
conhecem-se exemplos de operadores lineares continuos em espacos de Banach de di-
mensao infinita tal que todo o vetor ndo-nulo tem orbita densa. Ou seja, o teorema de N.

Bernardes ndo admite uma extensao a este contexto linear.

O que se pode afirmar em geral sobre o conjunto D de um operador linear continuo num
espaco de Banach? Provaremos que, se o espacgo de Banach tem dimensao finita, entdo
D = @; se, pelo contrario, o espago de Banach tem dimensao infinita e D # @, entédo
€ um G; denso, conexo e homeomorfo ao espago de Banach ambiente (propriedade
demonstrada por A. Fathi e G. Godefroy). Estas propriedades de D, quando é néao-
vazio, tém consequéncias importantes, que analisaremos. Por exemplo, todo o vetor do
espaco é soma de dois vetores com orbita densa. E todo o espacgo de Hilbert de dimenséao
infinita admite uma fungéo continua minimal, contrariamente ao que acontece quando a

dimensao é finita (positiva), em que tais dindmicas nao existem.

A existéncia de operadores lineares continuos cujo conjunto D contém todos os vetores
nao-nulos relaciona-se com um problema antigo em dindmica de operadores lineares que
se mantém em aberto: dado um operador linear continuo injetivo num espago de Banach
reflexivo de dimensao infinita, existe um subconjunto invariante fechado nao-trivial (isto
é, distinto de {0} e do espago ambiente) ? A contribuicdo mais original deste trabalho é

uma resposta afirmativa a esta questao para certas classes de operadores lineares.

Palavras-chave: Transitividade topoldgica; Operador linear hiperciclico; Operador linear
frequentemente hiperciclico; Medidas ergddicas com suporte total; Sistemas dindmicos

minimais.
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Abstract

The aim of this work is to describe the topological properties of the set of vectors with a
dense orbit (known as hypercyclic vectors) under continuous linear operators on infinite-
dimensional Banach spaces. The motivation for this topic is a theorem by N. Bernardes
(cf. [5]) which concerns the set D of points with a dense orbit under a continuous map
on a locally compact Hausdorff topological space without isolated points: either D has an
empty interior or is the whole space. Naturally, for a linear operator on a vector space that
is not reduced to the null vector, D cannot be the whole space; however, there are known
examples of continuous linear operators on infinite-dimensional Banach spaces such that
every non-zero vector has a dense orbit. In other words, N. Bernardes’ theorem does not

admit an extension to this linear context.

What can be stated in general about the set D of a continuous linear operator on a Banach
space? We will prove that, if the Banach space is finite-dimensional, then D = @. If, on
the contrary, the Banach space is infinite-dimensional and D # @, then D is a connected
G dense set which is homeomorphic to the ambient Banach space (a property established
by A. Fathi and G. Godefroy). These properties of D, when it is non-empty, have important
consequences that we will also discuss. For example, every vector in the space is the
sum of two vectors with a dense orbit. Furthermore, every infinite-dimensional Hilbert
space admits a minimal continuous function, contrary to what occurs when the dimension

is finite (positive), where such dynamics do not exist.

The existence of continuous linear operators whose set D contains all non-zero vectors is
related to an old open problem in Linear Dynamics: given a one-to-one continuous linear
operator on an infinite-dimensional reflexive Banach space, does there exist a non-trivial
closed invariant subset (i.e., distinct from {0} and the ambient space) ? The most original
contribution of this work is an affirmative answer to this question for certain classes of

linear operators.

Keywords: Topological transitivity; Hypercyclic linear operator; Frequently hypercyclic

linear operator; Ergodic measures with full support; Minimal dynamical systems.
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Introducao

Em Sistemas Dinamicos, estudam-se iterados de fungdes f: X — X definidas num es-
pago X com alguma estrutura adicional. Mais precisamente, como a imagem de f esta
contida no seu dominio, podemos compor f consigo mesma e associar, a cada x € X, o

conjunto dos iterados de x por f, a que se chama orbita de x por f, isto &,
Orb(x) = {f"(x): x € No}.

Em geral, supbe-se que o espago X tem uma estrutura topoldgica subjacente ou € um
espaco de medida. O proposito de Sistema Dinamicos é encontrar propriedades topolo-
gicas, geomeétricas e ergodicas das Orbitas de f. Apesar de atualmente estar bastante
mais desenvolvida, a Dindmica Topoldgica restringiu-se durante anos a espagos compac-
tos ou localmente compactos, ndo contemplando outras estruturas igualmente ricas. Por
exemplo, sistemas dinamicos em contexto linear permaneceram inexplorados durante
varias décadas, fruto da simplicidade da dinamica de operadores lineares continuos em
espacos vetoriais de dimensao finita. Afortunadamente, a estrutura linear extremamente
rigida em dimensé&o finita contrasta com uma variedade dindmica surpreendente em es-
pacos de dimensao infinita. Esta distingdo tornou-se evidente quando G. Birkhoff mos-
trou, em 1929, que existem operadores lineares continuos em espacos de Fréchet de
dimensao infinita com vetores cuja 6rbita € densa (dizem-se hiperciclicos). Seguiram-se-
Ihes outros exemplos, como o operador derivagao, analisado por G. MacLane em 1952,
e 0s weighted backward shifts em espagos de Banach, examinados por S. Rolewicz em

1969; estes operadores sao de facto mixing e cadticos.

Apesar dos avangos notaveis em Dinamica Linear obtidos nas ultimas décadas, varios
problemas resolvidos para espacos de dimensao finita mantém-se em aberto no contexto
de dimensao infinita. Vejamos um exemplo. Um resultado classico de Algebra Linear diz-
nos que todo o operador linear em IR"” ou C" admite um subconjunto fechado invariante
nao-trivial (diferente de {0} e do espaco ambiente). A questdo se o mesmo vale em espa-
¢os de Banach de dimensao infinita foi respondida negativamente em 1987 por P. Enflo
[17], que construiu um operador linear continuo num espago de Banach nao-reflexivo
tal que a orbita de qualquer vetor ndo-nulo é densa. Essa construgcédo é tecnicamente
muito exigente, podendo ser lida em [35] uma reformulacéo de C. Read no espaco /.

No entanto, o problema mantém-se em aberto para espacos de Banach reflexivos.
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Observe-se que a existéncia de um subconjunto fechado invariante nao-trivial € equiva-
lente a presenca de um vetor ndo-nulo cuja érbita ndo é densa. A questdo revela as-
sim a sua natureza essencialmente dindmica, sugerindo que se procure esclarecer quao
grande pode ser o conjunto de vetores hiperciclicos por operadores lineares continuos
em espacos de Banach com dimensé&o infinita. O que se sabe sobre o conjunto D, de
pontos com 6rbita densa por uma fungao continua f: X — X num espaco topoldgico X

€ 0 que enuncia o seguinte resultado.

Teorema. [5] [N. Bernardes] Sejam X um espago topolégico Hausdorff sem pontos iso-

lados e f: X — X uma fungéo continua.

(a) Se X é compacto, entdo Dy = X ou o interior de Dy & vazio.

(b) Se X ndo € compacto mas € localmente compacto, entéo o interior de Dy é vazio.

Em particular, resulta deste teorema que, qualquer que seja n € IN, n&o existe uma
fungdo continua f: R" — IR" cujas orbitas sdo todas densas. Ao elaborarmos uma de-
monstragao mais elementar deste teorema no caso especial em que o espago é métrico,
reparamos que o enunciado mais geral pode ser provado sem recorrer a uniformidades,
como faz N. Bernardes. E essa prova mais simples, e mais facil de motivar, que é aqui

apresentada.

Embora os espacos de Banach de dimenséo infinita sejam espacos topolégicos Haus-
dorff (porque sdo espacgos métricos) sem pontos isolados (porque séo espagos vetoriais),
nunca s&o localmente compactos; logo, o teorema anterior ndo se lhes aplica. Esperar-
se-ia que a linearidade do espaco e do operador simplificasse a abordagem deste pro-
blema, e isso é verdade em dimenséo finita; mas a falta de compacidade local em di-
mensao infinita € uma fonte de dificuldades. Assim, ao iniciar este trabalho de pesquisa,

tinhamos duas questdes naturais para resolver:

1. Que propriedades topoldgicas tem o conjunto de vetores hiperciclicos de um ope-

rador linear continuo num espaco de Banach de dimensao infinita?
2. Que condi¢cbes podemos impor ao espaco vetorial ou ao operador linear que ga-

rantam a existéncia de um vetor ndo-nulo que nao € hiperciclico?

Uma resposta a primeira pergunta ocupa o capitulo central deste texto, onde se provara

uma dicotomia que pode ser interpretada como uma versao do Teorema de N. Bernardes
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em contexto linear: o conjunto de vetores hiperciclicos de um operador linear num espago
de Banach é vazio ou é homeomorfo ao espago ambiente. A segunda questado € o tema
do ultimo capitulo deste texto, que contém uma contribuicdo matematica original. Nele se
deduzem algumas condigbes suficientes relevantes para que um operador linear continuo

num espaco de Banach admita um vetor ndo-nulo que nao é hiperciclico.

As propriedades ergédicas de um sistema dindmico podem dar informagao adicional so-
bre o comportamento das 6rbitas. Por exemplo, uma transformagdo mensuravel num
espaco de medida que preserva uma probabilidade tem pontos recorrentes. Igualmente
interessante é o facto de que todo o operador linear continuo de um espaco de Banach
que deixa invariante uma probabilidade (nos borelianos) ergédica com suporte total tem
um conjunto Gs denso de vetores hiperciclicos. Contudo, a existéncia de uma tal pro-
babilidade n&o esta garantida para todo o operador linear. Por isso, este texto dedica
o penultimo capitulo a apresentagéao de uma demonstragdo de que um operador linear
continuo frequentemente hiperciclico num espaco de Banach reflexivo admite uma pro-

babilidade (nos borelianos) invariante com suporte total.

Séao conhecidos exemplos de operadores lineares continuos frequentemente hipercicli-
COS NOS espagos cy e ¢! que ndo admitem uma probabilidade ergddica com suporte total.
Esta, porém, em aberto o problema sobre a existéncia desse tipo de probabilidades em
espacos de Banach reflexivos. O que nos colocou uma nova questdo, a que também

respondemos no ultimo capitulo deste texto:

3. Que informacéo, sobre o conjunto de vetores hiperciclicos de um operador linear
continuo num espago de Banach de dimenséo infinita, se pode obter a partir da

nao-existéncia de uma probabilidade ergdédica com suporte total?

O estudo de dindmica linear requer alguns conhecimentos matematicos prévios em diver-
sas areas. Para permitir uma leitura auténoma deste texto, incluiu-se um capitulo inicial
que revisita conceitos e resultados essenciais de Topologia, Analise Funcional, Analise
Complexa e Teoria da Medida. Omitem-se varias demonstragbes mas, nesse caso, sao

indicadas obras de referéncia onde os detalhes podem ser encontrados.

Os primeiros 5 capitulos da dissertagao estdo escritos em portugués, na tradigdo das
obras do Projeto Euclides editados com a chancela do IMPA (Rio de Janeiro). Estes s&o

livros de qualidade invulgar, que incluem quase todas as areas da Matematica (ainda nao
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a de Dinamica Linear) e cuja exceléncia, no conteldo e na redagao, inspira investigado-
res, docentes, divulgadores e quem escreve Matematica. O ultimo capitulo deste texto
foi escrito em inglés e num registo distinto, o de um artigo cientifico. A experiéncia de
uma descoberta em Matematica e da sua descricdo num artigo completam os objetivos

previstos para esta dissertagao.
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1. Preliminares

Este capitulo reune informagao basica, selecionada porque se usara em capitulos pos-
teriores, sobre espacos topoldgicos, operadores lineares, fungdes holomorfas e espagos
de medida. Omitiremos, em geral, demonstragdes, que podem ser lidas em detalhe nas
referéncias [16], [28], [13], [29], [37] e [38]. O leitor familiarizado com este contetdo pode

avancar para o capitulo seguinte.

No que se segue, denotamos o grafico de f por G(f) = {(a,f(a)):a € A} CAxBea
imagem de f por Im(f). Adotamos a convengao de que o conjunto de nimeros naturais
comecga em 1. Sempre que for necessario acrescentar-lhe 0, usaremos a notagdo INj.

Denotamos o cardinal de um conjunto A por #A.

1.1. Topologia
1.1.1 Espacgos topoldgicos
Seja X um conjunto ndo-vazio, P(X) a familia dos subconjuntos de X e 7 C P(X). Diz-se
que 7 é uma topologia em X se satisfizer as seguintes condic¢des:
(a) 0, XeT.
(b) Para toda a familia (A;);c; de elementos de T, tem-se U;c; A; € T.
(c) VA,Be T,tem-se ANBeT.
Os elementos de 7 sao os abertos de X, os seus complementares sédo os fechados.

Designamos o par (X,7) por espago topoldgico. Se a topologia estiver subentendida,

abreviamos a notacéao para X.

Sejam X um conjunto e 77, 7, duas topologias em X. Dizemos que 7; € mais fina do que
T, se todo o elemento de 7, estiver em 7y, isto &, se 7, C 7;. Neste caso, diz-se que 7,

€ mais grosseira (ou fraca) do que 7;.

Dado x € X, um subconjunto V C X tal que x € V € uma vizinhanca de x se existir
U C X aberto tal que x € U C V. Dizemos que V é vizinhanga de um conjunto A C X

se V for vizinhanca de todos os elementos de A.

Dado A C X, a aderéncia (ou fecho) de A, que denotamos por A, é o conjunto de pontos

x € X tais que qualquer vizinhanca de x intersecta A. O interior de A € o conjunto de
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pontos x € X tais que existe uma vizinhanga de x contida em A. Denotaremos o interior

de A por A ou int(A). A fronteira de A é o conjunto 0A = A \ A.

Dado um subconjunto A e x € X, diz-se que x € um ponto de acumulacédo de A se

x € A\ {x}. Se x € A néo for ponto de acumulagdo de A, diz-se que x é isolado em A.

Proposic¢ado 1.1.1. Dados um espaco topoldgico X e um subconjunto A C X, um ponto
x € A é isolado em A se e s6 se x admitir uma vizinhanca V tal que VN A = {x}. Em

particular, x é isolado em X se e s6 se {x} for aberto.

Demonstragdo. Se existe uma tal vizinhanga V, entdo V é disjunto de A\ {x}. Logo,
x nao pertence a aderéncia de A. Reciprocamente, se x é isolado, entdo existe uma
vizinhanga de x disjunta de A\ {x} e, portanto, VN A =V N (A\ {x}U{x}) = {x}. A

segunda afirmacéo resulta diretamente da definigdo de vizinhanga. O

Dado um ponto x € X, uma familia de vizinhangas (V;);<; de x diz-se um sistema fun-
damental de vizinhangas de x se, para toda a vizinhanga V de x, existir i € I tal que
V; C V. Seja B C T. Dizemos que B € uma base para a topologia 7 se todo o elemento
de 7 for unido de elementos de B. A utilidade destas familias € a seguinte: alguns re-
sultados topoldgicos podem ser provados recorrendo apenas a sistemas fundamentais
de vizinhangas, em vez de todas as vizinhangas, e a uma base da topologia, em vez da

topologia inteira.

Todo o subconjunto de um espaco topoldgico pode ser visto como um espacgo topoldgico
definindo os abertos como a intersegao dos abertos do espagco ambiente com o subcon-
junto. Podemos também definir o produto de dois espagos topolégicos e, por inducgéo, de
um numero finito de espacgos topoldgicos, definindo a topologia no espacgo produto como

a topologia gerada pelo produto de abertos.

Um espaco é Hausdorff se dois pontos distintos puderem ser separados por vizinhancas

disjuntas. Num espaco Hausdorff todo o conjunto singular é fechado.

Um espaco topolégico diz-se 1-numeravel se todo o ponto admitir um sistema fundamen-
tal de vizinhangas numeravel. Um espaco topoldgico diz-se 2-numeravel se admitir uma

base numeravel para a topologia. De notar que ser 2-numeravel implica ser 1-numeravel.
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Para verificar isso, basta considerar, para cada ponto x, o sistema fundamental de vizi-
nhangas composto pelos elementos da base que contém x. Estas propriedades de nu-
merabilidade facilitam demonstragcées ao permitir reduzir a cardinalidade de certas cons-
trucdes para a cardinalidade de IN. Por exemplo, num espaco 1-numeravel, um ponto x
pertence ao fecho de um conjunto A se e sé se existe uma sucessao (x,), contida em

A convergente para x.

Exemplo 1.1.1. Consideremos o conjunto de numeros reais IR com a topologia gerada
pelas unides dos intervalos |a, b[, sendo —co < a < b < 400, juntamente com @. Entao
R é Hausdorff pois, dados x < y € R, os abertos U = | — 00, Y[ e V = | .Y, +oo[ sd0
vizinhancgas abertas de x e y, respetivamente, e sdo disjuntas. E também 2-numeravel,
logo 1-numeravel: o conjunto dos intervalos abertos com extremos racionais é uma base

numeravel da topologia.

Exemplo 1.1.2 (A topologia grosseira). Em todo o conjunto X, podemos definir uma to-
pologia, designada por topologia grosseira, em que 7 é composta unicamente pelo vazio

e X. Com esta topologia, (X, 7) é Hausdorff se e s se tiver apenas um elemento.

Exemplo 1.1.3 (A topologia discreta). Em todo o conjunto X, podemos definir outra topo-
logia, designada por topologia discreta. Trata-se de 7 = P(X). Com esta topologia, X é
Hausdorff e 1-numeravel. E é 2-numeravel se e s6 se X for numeravel, pois a menor base
possivel na topologia discreta € a base constituida por todos os singletos, B = ({x})x cx-
Em particular, R munido com a topologia discreta € 1-numeravel mas ndo 2-numeravel.

Um espagco topoldgico X diz-se desconexo se existir @ # A C X que é simultaneamente
aberto e fechado. Ou, equivalentemente, se existirem A, B C X nao-vazios para o0s
quais ANB =®e AUB = X. O espaco X diz-se conexo se nao for desconexo. Um

subconjunto A de X diz-se conexo se for conexo como subespaco topolédgico de X.

Teorema 1.1.2. [16, Theorem 10.1.7] Seja X um espaco topolégico e A, B C X tais que

A C BC A. Se A é conexo, B também é. Em particular, A é conexo se A o for.

Dado um espaco topoldgico X, um subconjunto A diz-se denso em X se A = X ou,
equivalentemente, se A intersetar qualquer aberto nao-vazio. Note-se que um conjunto é
denso se e sO se 0 seu complementar tiver interior vazio. Se um espaco topoldgico admitir
um subconjunto numeravel denso, dizemos que o espacgo € separavel. As propriedades

seguintes sdo elementares mas essenciais neste texto.
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Proposicao 1.1.3. Segja X um espaco topolégico e A C X denso em X. Um conjunto

B C A é denso em A se e sO se é denso em X.

Demonstragdo. Dados x € X e V uma vizinhanga aberta de x, sejaa € Atalquea €V,
que existe por A ser denso em X. Como V é um aberto, é também vizinhanga de a; por

B serdenso em A, existe b € Btalque b € V. Logo B é denso em X. O

Proposicao 1.1.4. Seja (X,T) um espago topolégico Hausdorff sem pontos isolados
e A um subconjunto denso de X. Se removermos um numero finito de pontos a A, o

subconjunto que dai resulta também é denso em X.

Demonstragdo. Fixemos x € A e mostremos que A\ {x} é denso em X se A o for.
Suponhamos que A \ {x} ndo é denso. Entdo, existe um aberto ndo-vazio U disjunto de
A\ {x}. Visto A ser denso, temos UN A # @. E, portanto, UN A = {x}. Como X n&o
tem pontos isolados, U \ {x} é ndo-vazio; e, sendo X Hausdorff, o conjunto U \ {x} é um
aberto, pois € interse¢do de dois abertos, nomeadamente U e X \ {x}. Entdo U \ {x}

interseta A, o que implica que (U N A) \ {x} # @, o que é uma contradi¢&o. O

Recordamos ainda que as propriedades de ser Hausdorff, 1-numeravel, 2-numeravel
e separavel sdo herdadas pelos subespacgos topoldgicos; e que, se X,Y sdo espagos
Hausdorff, 1-numeraveis, 2-numeraveis, separaveis ou conexos, entdo X x Y é Haus-

dorff, 1-numeravel, 2-numeravel, separavel ou conexo, respetivamente.

1.1.2 Limites e continuidade

Uma nocado fundamental em espacos topoldgicos é a de limite. Ha varias formas de a

definir; neste texto usaremos o conceito de rede.

Seja A um conjunto nao-vazio. Uma relagao binaria R C A x A diz-se uma pré-ordem
se for transitiva (Va,b,c € A, aRb A bRc = aRc) e reflexiva (Va € A, aRa). Denotaremos

R por < (e a pré-ordem inversa por >).

Seja A um conjunto e < uma pré-ordem em A. Dizemos que (A, <) é um conjunto
dirigido se todos os elementos a,b € A admitirem um supremo (isto €, um majorante
relativamente a pré-ordem que € o menor dos majorantes). Em particular, todo o sub-
conjunto finito de A admite um supremo. Quando < esta subentendido, referimo-nos

apenas ao conjunto dirigido A.
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Definigdo 1.1.5. Seja X um conjunto e A um conjunto dirigido. Uma rede (x,),. 4, € uma

fungéo f: A — X.
Claramente, A = IN com a ordem usual entre os naturais € um conjunto dirigido. Quando
IN é o conjunto dirigido subjacente, uma rede € uma sucessao.

Definigdo 1.1.6. Seja X um espago topoldgico e (x;),c4 uma rede em X. Dizemos que

xp € X é limite da rede (x,),c 4 se, para toda a vizinhanga V de xy, existir a € A tal que
x, €V Vb > a.

Diz-se que xy € X é um ponto de acumulacéo da rede (x,), ¢ 4 Se, para toda a vizinhanga

V de xg e paratodooa € A, existirb > atal que x, € V.

Proposicao 1.1.7. Seja X um espaco topolégico Hausdorff. Para toda a rede em X, o

limite, se existir, é tnico.

Demonstracdo. Seja (x;),c 4 uma rede e suponhamos que admite limite x; € X. Supo-
nhamos que existe yy # xp que também é limite de (x,),c 4. Sejam U, V C X vizinhangas

disjuntas de xg e yo, que existem por X ser Hausdorff. Sejam a,b € A tais que
c>a = x.elU e c>b = x.€V.
Seja d o supremo de {a,b}. Entao,
c>d = c¢>a,c>b = xcUexecV = xclUNV=0
0 que é impossivel. Logo, o limite € unico. O

Definicdo 1.1.8. Sejam X, Y espagos topoldgicos e xy € X. Dizemos que f: X — Y é
continua em x( se, paratodaarede (x,),c 4 €m X que convirja para xy, a rede (f(xa))a -
converge para f(xp). Dizemos que f é continua se for continua em todo os pontos de X.
Uma fungao entre espacgos topoldgicos € um homeomorfismo se for continua, bijetiva e

a inversa for continua. Uma fungao continua e injetiva € chamada mergulho.
A seguinte proposicoes refere algumas das propriedades preservadas por fungbes con-
tinuas ou pelas suas pré-imagens.

Proposicao 1.1.9. Sejam X,Y espacos topologicos e f: X — Y uma fungéo continua.

Entéao a pré-imagem por f de um aberto € um aberto e a pré-imagem de um fechado é
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um fechado. Além disso, se A C X é conexo, entéo, f(A) é conexo. Se A C X é denso
em X, entdo f(A) é denso em f(X). Em particular, se f tem imagem densa, entédo f(A)

édensoemY.

Dizemos que uma aplicagao é aberta se a imagem de um aberto € aberto e dizemos que

¢é fechada se a imagem de um fechado for fechado.

1.1.3 Espagos métricos

Um caso particular, € o mais relevante neste texto, de espago topoldgico € dado por

espacgos em que a topologia é determinada por uma métrica.

Seja X um conjunto ndo-vazioe d: X x X — IRO+. A funcéo d diz-se uma métrica se

satisfizer as seguintes propriedades:

(i) d(x,y) =d(y,x)Vx,y € X.
(ii) d(x,y) =0 & x=y.

(iii) Vx,y,z € X, d(x,z) <d(x,y) +d(y,z).

Ao par (X,d) chamamos espago métrico. Se a métrica d for subentendida do contexto,
referimo-nos apenas ao espago métrico X. Num espago métrico, podemos definir uma
topologia associada a métrica. Dado x € X e r > 0, definimos a bola aberta de centro x
€ raio r por

B(x;r) = {y € X: d(y,x) <r}

e a bola fechada de centro x e raio r por
Blx;r] = {y € X: d(y,x) <r}.

A topologia 7; induzida pela métrica d é a topologia gerada por todas as bolas abertas em
X, isto &, pelo conjunto das unides arbitrarias de bolas em X juntamente com o conjunto

vazio.

Exemplo 1.1.4. Se X = R com a métrica usual dada pelo valor absoluto, d(x,y) =
|x — y|, entdo as bolas abertas sdo precisamente os intervalos abertos e a topologia

gerada pela métrica é a topologia do Exemplo 1.1.1.
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Exemplo 1.1.5. Toda a topologia discreta num espago X vem de uma métrica, a chamada

métrica discreta, definida por

1 sex#y
d(x,y) =

0 sex=y

Nesta métrica, os singletos sao precisamente as bolas abertas de raio menor do que 1.

Dado um espago métrico (X, d), o espaco topolégico (X, 7;) tem algumas propriedades

impostas pela métrica:

i) Dado A C X, um ponto x € X é interior a A se e sO se existir r > 0 tal que

B(x;r) C A.

ii) (X,7;) é Hausdorff: dados x # y € X, basta considerar r = d(x,y)/2, U = B(x;r)
e V = B(x;r). Daqui resulta, por exemplo, que a topologia grosseira ndo pode vir

de uma métrica (a ndo ser no caso de X ser trivial).

iii) (X,7T;) € 1-numeravel: para cada x € X, consideremos o sistema fundamental de

vizinhangas (B(x;1/1)), -

iv) Se (X, 7,) for separavel, entdo é 2-numeravel: basta tomar como base de aber-
tos as bolas centradas nos elementos do subconjunto numeravel denso com raio

racional.

v) Se (X,d) é separavel, entdo todo o subconjunto de X com a métrica induzida é
separavel. Em particular, se X; € um subconjunto denso em X, entdo podemos

encontrar um subconjunto Yy C Xy numeravel e denso em X.

O produto de espagos métricos admite algumas métricas naturais, de que a métrica eu-

clidiana no plano IR? é um caso particular.

Proposicao 1.1.10. Sejam (X,dx),(Y,dy) espagos métricos. Dado 1 < p < +oo, as

fungdes d,: (X x Y) x (X xY) — R{ definidas por

dy((x,y), (¢, y) = {fde(, )7 + dy(y, ¥

e afungdods: (X xY) x (X xY) — Ry definida por

deo((x,y), (X', y') = max (dx(x,x'),dy(y,y"))
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sdo métricas em X x Y, e o espaco topoldgico (X x Y, 7;lp), paral < p < 400, é0

espaco topoldgico produto X x Y.

As nogdes de limite e continuidade admitem reformulagdes mais simples quando a to-
pologia é induzida por uma métrica. Diz-se que uma rede (x,),c 4 converge para x
se, para todo o ¢ > 0, existir a € A tal que d(x;,x) < ¢ parab > a. E uma fungdo
f:(X,dx) — (Y,dy) entre dois espagos métricos é continua em x se, paratodo o e > 0,

existir 6 > 0 tal que f (B(xo;8)) C B(f(x0);¢).

Num espago métrico, podemos saber se uma rede converge sem conhecer previamente

o limite.

Definigdo 1.1.11. Seja X, dx um espago métrico. Dizemos que uma rede (x,),c 4 € de
Cauchy se, para todo o € > 0, existir a € A tal que, se b e ¢ forem tais que b, c > a, entdo

d(xp, xc) < €.

Note-se que toda a rede convergente é de Cauchy: se x, for o limite da rede, entéo, para
cada ¢ > 0, basta tomar a € A tal que d(x;,x¢) < ¢/2 para todo b > a; de facto, para

b,c > a, temos d(xp, x.) < d(xp,x0) +d(x;,x0) <€e/2+¢/2 =¢.

O reciproco nem sempre é verdade. Consideremos o conjunto de numeros reais com a
métrica usual. Se removermos um ponto, por exemplo 0, obtemos um espaco métrico
com a métrica induzida por IR. Neste caso, ha sucessdes de Cauchy que nao convergem.
Veja-se o exemplo da sucessao (1/n), N, que converge para 0 em IR, logo é de Cauchy;
como a métricaem R \ {0} é a mesma, a sucesséo é também de Cauchy em (R\ 0, |- |).
No entanto, ndo tem limite neste espacgo, pois, se tivesse limite xo # 0, mais uma vez
por a métrica ser a mesma teria também como limite xo em (IR, | - |). O que é impossivel

dada a unicidade do limite em espacos métricos.

Definigdo 1.1.12. Um espago métrico (X, dx) diz-se completo se toda a rede de Cauchy

em X for convergente em X.

Por exemplo, IR com a métrica usual e os espagos com a métrica discreta sdo completos.
Além disso, se X é um espaco métrico completoe A C X, entdo A é completo na métrica

induzida por X se e so se for fechado em X.

Como todo o espago métrico € 1-numeravel, para mostrar que é completo basta consi-
derar sucessdes em vez de redes arbitrarias. Neste contexto, podemos usar as propri-

edades dos naturais, como, por exemplo, o Principio de inducéo finita e o conceito de
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sub-sucessdo. Em particular, usando qualquer uma das métricas produto definidas na
Proposicédo 1.1.10, o produto de dois espagos métricos completos € completo. Daqui
resulta que IR” ou C" com a métrica euclidiana é um espaco métrico completo qualquer

que sejan € IN.

Dizemos que uma funcéo f: X — Y entre espacos métricos € isométrica se

dx (x,y) = dy (f(x),f(y)) VxyeX

Toda a fung&o isométrica é continua e, se f for isométrica e bijetiva, a inversa é continua.

Nesse caso, f chama-se isometria.

Dado um espacgo topoldgico X, dizemos que um subconjunto € magro se o seu fecho
tiver interior vazio; e de 12 categoria se for uma unido numeravel de conjuntos magros.
Um conjunto diz-se de 22 categoria se nao for de 12 categoria. Se um subconjunto de X
for a intersecdo numeravel de abertos nao-vazios diz-se que € um G;. Por exemplo, em
R, os singletos sdo magros, Q é de 12 categoria e R \ Q, ou qualquer aberto ndo-vazio,

é um G;.

Teorema 1.1.13 (Teorema de Baire para espagos meétricos completos). Seja X um es-

pago métrico completo. A interse¢do numeravel de abertos densos em X é densa.

Deste teorema resulta, por exemplo, que nenhum espag¢o métrico completo pode ser de
12 categoria, isto é, se X = |J;~; A, onde cada A, é fechado, entéo, pelo menos um dos

A, tem interior ndo-vazio.

Por fim, recordemos o Lema de Urysohn, que separa conjuntos fechados disjuntos de

espagos métricos completos por fungdes continuas.

Lema 1.1.14 (Urysohn). Segja X um espago métrico completo e A, B C X fechados nao-
vazios disjuntos. Entao, existe uma fungéo continua f: X — [0,1] tal que f(a) = 1 para

todooa € Ae f(b) =0 paratodoob € B.

1.1.4 Compacidade

Um espaco topoldgico X diz-se compacto se toda a cobertura aberta admite uma sub-
cobertura finita. Isto é, se uma familia de abertos (U;);<; de X é tal que X = U;c; U,

entdo existemn € N eiy,...,i, € I tais que

n
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Um subconjunto A de um espacgo topoldgico diz-se compacto se for compacto como

subespaco topoldgico.

Podemos definir compacidade recorrendo a fechados ao invés de abertos: X é compacto
se e sO se toda a familia de fechados em X com interseg¢ao vazia admite uma subfamilia
finita cuja intersecao é também vazia. Um subconjunto Y compacto de X é fechado, e

todo o fechado de um compacto € compacto.

Por exemplo, espacgos topoldgicos com a topologia grosseira sdo compactos. Espacos
topoldgicos com a topologia discreta sao compactos se e so se forem finitos. R com a
métrica euclidiana ndo é compacto (a unido dos intervalos (] — n,n[), <N € R mas ndo

admite uma sub-cobertura finita), mas os intervalos fechados e limitados sao.

Se X e Y sao espacgos topologicos compactos, entdo X x Y é compacto. Daqui resulta
que, embora IR” ndo seja compacto, todos os subconjuntos fechados e limitados em R”
sdo compactos. Em particular, as esferas unitarias em R”, " = {x e R ||x|| = 1},

s&o compactas na topologia induzida por R"*!.

Uma das vantagens dos espagos compactos é a garantia de existéncia de pontos de
acumulacao de subconjuntos infinitos e, no caso de sucessodes, sub-sucessdes conver-

gentes.

Proposicao 1.1.15. Seja X um espaco topolégico compacto. Entdo, toda a rede em X
admite pelo menos um ponto de acumulagcdo. Em particular, se X for um espagco métrico

compacto, toda a sucessédo de elementos de X admite uma sub-sucesséo convergente.

Demonstragdo. Como X é compacto, para qualquer familia (F;);; de fechados tal que
todas as intersegdes finitas sdo ndo-vazias temos N;c; F; # @. Seja (x,),c 4 Uma rede

em X. Paracadaa € A, defina-se
F, = {xp: b>a}.
Dadosn € Neay,...,a, € A, sejaa o supremo de {ay,...,a,. Entdo

E,N...nF, = {xp:b>m}n...n{xp:b>a,}

O {xp:b>a;, 1<i<mn}

= m:Fﬂ;é@'

Logo, F = ,ca F2 #@.
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Falta verificar que os elementos de F sdo pontos de acumulagdo da rede. Sejay < F.

Por construgéo de F, y € F, para todo o a € A. Logo, dada uma vizinhanga V de y,
Vn{xp:b>a} #0  Vae A

Assim, para toda a vizinhanga V de y etodooa € A, existeum b > atalque x, € V. E,

portanto, y € ponto de acumulagdo da rede. O

Por fim, recorde-se que a imagem de um compacto por uma fungao continua € compacta.

Ha uma propriedade menos exigente do que ser compacto que partilha muitas das van-

tagens da compacidade.

Definicdo 1.1.16. Um espaco topoldgico diz-se localmente compacto se todo o ponto

admitir uma vizinhanga compacta.

Claramente, se X é compacto entao é localmente compacto. Ha, porém, espacos local-

mente compactos que ndo sdo compactos, como IR com a métrica euclidiana.

Proposicao 1.1.17. Se X é um espacgo topolégico localmente compacto e Hausdorff,
entao cada ponto de X admite um sistema fundamental de vizinhangas compactas. Se,
além disso, for 1-numeravel, todo o ponto admite um sistema fundamental numeravel de

vizinhangas compactas.

Apesar de haver espacos localmente compactos que ndo sdo compactos, todos eles

podem ser compactificados, isto €, mergulhados densamente num espago compacto.

Definicdo 1.1.18. Seja X um espaco topoldgico localmente compacto e ndo compacto.
Consideremos w ¢ X (por exemplo, w = {X}). O compactificado com um ponto de X,
que designamos por X, é 0 espago X U {w} com a seguinte topologia: os abertos em
X s&o X, os abertos de X e os conjuntos X \ C onde C C X é compacto. Ao ponto w

acrescentado a X chamamos ponto no infinito, e representamo-lo por co.

Teorema 1.1.19 (Compactificado com um ponto de Alexandroff). Um espaco topolégico
X localmente compacto e ndo compacto é homeomorfo a um aberto denso de X.
Terminamos com uma propriedade que o compactificado herda do espaco X.

Proposicao 1.1.20. Sejam X um espacgo localmente compacto ndo-compacto e X =

X U {0} 0 seu compactificado com um ponto. Se X é Hausdorff, X também é.
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Demonstragdo. Sejam x, y € X distintos. Se ambos pertencem a X, basta considerar
duas vizinhangas disjuntas de cada um dos pontos em X que, por hipétese, é Hausdorff.
Suponhamos que um deles ndo esta em X. Sem perda de generalidade, podemos supor
que y ¢ X. Ent&o, visto x e y serem distintos e esta compactificagéo de X so acrescentar
um ponto, x € X e y = co. Como X é localmente compacto, x admite uma vizinhanga U

compactaem X. Se V = X\ U, entdo V é vizinhanga (aberta)deye U NV = @. O

1.2. Analise Funcional

Sendo o topico desta dissertacdo a dindmica de operadores lineares, justifica-se uma
apresentacao breve de resultados, e exemplos, sobre espagos de Hilbert, de Banach e

de Fréchet, cuja defini¢cdo se recordara.

1.2.1 Espacos vetoriais topolégicos

Um espago vetorial sobre um corpo K é um grupo abeliano (E, +) onde esta definida a

operacgao de multiplicagao por um escalar

eo: KXxE —E

(Au) —Aeu

com as seguintes propriedades:

(i) (AMy)eu=Ae (you) YueckEAyeckK.
(iil) A+y)ou=Aeu+yeu YucEAyeckK;
(iii) Ao (u+v)=Aeu+Arev VuvecEAcK;

(iv) leu=u VYuceE.

Para simplificar a notagcédo, omitiremos o simbolo e. Representamos o espacgo vetorial
por (E, K, +, e ) ou apenas por E se o resto for subentendido. No decorrer do documento,

os corpos utilizados serdo sempre R e C, salvo excec¢des indicadas.

Dizemos que um vetor 1 € combinacgao linear dos vetores uy, . . ., u, se existirema;y, ..., a, €
K tais que u = aquq + ...+ a,u,; € que € combinagido convexa dos vetores uq, ..., u, se
existiremay,...,a, € ]RO+ taisque u = wqur + ...+ au, e +...+a, = 1. Uma familia
finita de vetores {uy,...,u,} C E diz-se uma familia linearmente dependente se o vetor

nulo for combinacéo linear de uy, . .., u, (com coeficientes ndo todos nulos); tais vetores
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dizem-se linearmente dependentes. Uma familia infinita de vetores (u;);c; C E! diz-se
linearmente dependente se admitir uma subfamilia finita linearmente dependente. Uma
familia de vetores diz-se linearmente independente se nao for linearmente dependente,

caso em que os respetivos vetores se dizem linearmente independentes.

Dado um subconjunto F C E, dizemos que F é um subespaco de E se for fechado para
as operacgodes da adigao e produto por um escalar - isto é, se, dados u,v € Fe A € K,
entdo u +v € F e Au € F. Um conjunto C diz-se convexo se a combina¢do convexa de
dois quaisquer elementos de C estiver em C. Dado um subconjunto A de E, definimos
o subespago gerado por A, denotado por span(A) ou (A), como o menor subespago
que contém A. Note-se que span(A) é formado pelas combinagdes lineares finitas de

elementos de A, isto é,
span(A) = {aqug + ...+ apuy:n €N, ay, ..., 0, e Keuy,...,u, € A}.

Caso A = {uy,...,uy} seja finito, representamos span(A) por span(uy,..., ;) ou por

<u1,...,ug>.

Diz-se que um conjunto de vetores A gera E se span(A) = E. E que uma familia de
vetores (u;);c; forma uma base de E se (u;);<; gerar E e for uma familia linearmente
independente. A utilidade de bases é que podemos escrever todo o vetor do espacgo
como combinagao linear finita de elementos dessa base e essa combinagéo € Unica a
menos da ordem dos elementos. Ou seja, dada uma base (u;);c; de E e fixado u € E,
existem («;); 1 Unicos tais que apenas um namero finito deles, «;,,...,«;,, € ndo nulo, e
u = w;u; +...+a;u; . Se abase for finita, temos que u = aqu; + ... a,u, € €screvemos

que u é representado pelo par ordenado (&, ..., ay).

Duas quaisquer bases de um espaco vetorial E ttm o mesmo cardinal, a que se chama
dimensao de E e se denota por dim(E). Todo o subespago vetorial de um espaco vetorial

tem dimensao igual ou inferior a do espago ambiente.

Dado um subconjunto @ # A C E e a € E, definimos a soma de a e A como
a+A={a+v:veA}.

Mais geralmente, dados dois conjuntos nao-vazios A, B C E, definimos a soma de A com
B, que representamos por A + B, como o conjunto formado pela soma dos elementos de
A e de B, isto é,

A+B={u+v:ucAeveB}.
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No caso de dois subespacgos vetoriais, F + G é também um subespaco vetorial. Dizemos
que E é soma diretade Fe Gseesdse E = F+Ge FNG = {0}, e escrevemos
E = F® G. No caso finito, temos que dim(E) = dim(F) + dim(G). Frequentemente,
quando consideramos o produto finito de espacgos vetoriais, substituimos a notacao de

produto cartesiano pela de soma direta, E ¢ F.

Um espaco vetorial topoldgico € um espaco vetorial munido de uma topologia 7 compa-
tivel com a estrutura de espaco vetorial, isto €, tal que asoma +: E x E — E e o produto
por um escalar o : K x E — E sao fungdes continuas, considerando-se em E x E a to-
pologia produto. Representamos o espago vetorial topolégico pelo par ((E, K, +,e),7)
ou apenas por (E, T') ou ainda por E. Devido as propriedades de espagos topoldgicos, é
imediato que a funcédo u — Tu = u + vy, onde vy € E esta fixo, € um homeomorfismo; e

que a fungdo u — Su = Au, para A € K fixo, é continua, € um homeomorfismo se A # 0.

1.2.2 Séries em espacos vetoriais

Sejam E um espago vetorial topolégico e (x,), uma sucessao de elementos de E. Defi-

nimos as somas parciais da sucesséo, representadas por (S,),, como os vetores

n
Sp =) xy
i1

e a série da sucesséo (x,), como a expressao formal

Se a sucesséo (S,), for convergente em E para algum S € E, dizemos que o limite da

série é S e escrevemos

Caso contrario, dizemos que diverge.
Uma série S = Y ; x, converge absolutamente se a série .. ; ||x,|| convergirem R.

Uma série }_,° ; x, converge incondicionalmente se, para toda a bijegéo r: Ny — Ny,

se tiver

[ee]

(o]
Xnn) = ), Yo
=1 n=1

n
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Neste caso, podemos falar de somas sobre conjuntos de IN sem fazer referéncia a ordem.

Mais precisamente, se A C IN, podemos definir

(o]
E Xn = 2 Xy
k=1

neA

onde (1), € uma sucessdo qualquer tal que A = {n;: k € IN}.

1.2.3 Espacgos de Banach
Seja X um espaco vetorial e || - ||: X — R; uma fung&o. Diz-se que || - || € uma norma
se satisfizer as seguintes propriedades:

() Veye X flx+yll < llxl[+ [yl

(i) Vx e X, A € K ||Ax]| = |A|]|x]].

(iii) ||x| =0 & x=0.

Ao par (X, || - ||) chamamos espago vetorial normado.

Todas as normas definem uma métrica de forma natural: dada uma norma || - ||, seja
d: X x X — Ry definida por d(x,y) = ||x — y||. Assim, todo o espaco vetorial normado
é um espago métrico. E facil verificar que a topologia induzida pela métrica d é compativel

com a estrutura vetorial, gragas as propriedades (i) e (ii) da norma.

Por exemplo, R € um espago vetorial sobre ele préprio e o valor absoluto, | - |, define uma

norma em R que Ihe da uma estrutura de espaco vetorial normado.

Como no caso dos espagos métricos, podemos definir o produto de espagos normados,

obtendo-se varias normas.

Proposicdo 1.2.1. Sejam (X, || - ||lx) e (V,]| - ||y) espagos vetoriais normados. Para

1 < p < oo, asfungoes | - ||,: X x Y — R definidas por

Iy = {/lxl% + Iyl

eafungdo || - |lo: X x Y — Ry definida por

1Gx,y)lleo = max ([lx[lx, lyly)

definem normas em X x ). O espaco topolégico (X x y,ﬁ.up), paral < p < +oo,
€ o0 espaco topologico produto X x ). Se X e Y forem completos, X x ) também é

completo em qualquer uma destas normas.
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Por exemplo, dado n € IN, as funcdes

Ix|li = |x1|+-..+ |xa]
I, = {lal .+l
[xlle = max |x

1<i<n

definem normas em R". Note-se que, para p = 2, anorma | - || é a norma euclidiana.

Estas fungbes estendidas a C" definem também normas neste espaco.

Nem sempre a topologia de um espaco vetorial com uma métrica € determinada por
uma norma. Por exemplo, em todo o espago vetorial n&o-trivial, a métrica discreta é
compativel com as operagdes vetoriais. No entanto, tal métrica ndo pode vir de uma
norma, pois, se x # 0, temos d(x,0) = 1, o que implicaria que ||x|| = 1 paratodo o x # 0,

o que contradiz a propriedade (ii).

Sejam (X, || - ||) um espago normado e ) C X um subespaco vetorial de X'. Restringindo
|- || @), obtemos em )) uma estrutura de espago normado, cujas estruturas de espaco
métrico e de espaco topoldgico coincidem com a estrutura original do subespago métrico

e topoldgico V.

Uma vez que os espacos normados sao espagos métricos, podemos considerar redes
de Cauchy nestes espacos e analisar a sua completude. Um espaco vetorial normado é
de Banach se e so se for completo. Pelas propriedades da completude, temos que um

subespaco vetorial de um espaco de Banach é de Banach se e s6 se for fechado.

Por exemplo, sabemos que (IR, | - |) € completo e, pela Proposi¢cdo 1.2.1, que os espagos
IR" e C", onde n € IN, sdo espacos de Banach relativamente a qualquer uma das normas

consideradas.

Exemplo 1.2.1 (Os espagos ¢7; detalhes em [28]). Dado 1 < p < oo, 0 espago ¢ (IN, K)
€ 0 conjunto das sucessdes unilaterais em K que sdo p-somaveis, isto €,
P(N,K) = {(Cn)neN: heKVneNe ) |G| < —|—00}.
n=1
Sempre que o contexto ndo suscitar ddvidas, abreviaremos a notagéo para ¢?(IN), ou
¢P(KK), ou apenas ¢F. Estes conjuntos sdo espagos vetoriais com a soma e o produto
por escalares. Além disso, tém dimensao infinita: se, para cada n € IN, definimos ¢,, =
(6.k)ke N, Onde d, € 1 se e s se n = k, e 0 caso contrario, entdo o conjunto {e,: n € N}

constitui uma familia linearmente independente de ¢#(IN,K). Dado p > 1, define-se a
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norma em /¥, denotada || - |

», da seguinte forma: para cada x = (5,). € ¢7,

(o]
Ix]lp = |CnlP.
n=1

Com esta norma, o espago /7 é completo.

Exemplo 1.2.2 (O espacgo ¢*°; detalhes em [28]). O espaco /= é o conjunto das sucessdes
limitadas em K, isto &,
®(N,K) = {(Cn)neNi ¢hn€e KVneNe sup |Gy < —|—oo}.
neN
Sempre que possivel, abreviaremos a notagdo para (*(IN), ¢*(K) ou ¢*. Este € um
espaco vetorial com a soma e o produto por escalares. De modo analogo ao que acontece
com os espacos (¥, afamilia {e,: n € IN} é linearmente independente em ¢ e, portanto,
este espaco tem dimensao infinita. A norma usual em ¢*°, designada norma do supremo
e denotada || - ||, € definida por: dado x = (&), € £,
[xfleo = sup |En-
nelN

O espacgo ¢* com a norma || - ||« € de Banach.

Sabe-se que os espagos (7 sdo separaveis, pois os vetores (e, ), formam um subconjunto
denso. O mesmo nao é verdade para o espaco £*°. No entanto, podemos considerar em

£%° um subespaco fechado separavel.

Exemplo 1.2.3 (O espago cy; detalhes em [28]). O espaco ¢y(IN, K), cujo nome por vezes
abreviaremos para cy(IN), co(KK) ou ¢, € o subespaco vetorial das sucessdes de (* que
convergem para 0. Com a norma do supremo induzida de /%, o espacgo ¢y € fechado.

Logo, ¢y € de Banach. E o conjunto {e,: n € IN} é denso em cy.

Dizemos que uma familia de vetores (x,), <N € uma base de Schauder de um espago

normado X" se, para todo o x € X, existirem escalares («,), < N Unicos tais que

[ee]
x = Z Oy Xy
n=1

Se Y7 ; &, x, convergir incondicionalmente para todo o x € X, dizemos que (x,), é
uma base incondicional. A familia de vetores (e,),n forma uma base de Schauder

incondicional para cada um dos espagos ¢ e cy. Nestes espagos, o subespago cyy das
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sucessoes finitas,
coo = {(xn)n€N|xn€]KVn€INeEINE]N: xn:OVnzN}

€ um subconjunto denso.

1.2.4 Espacos de Hilbert

Seja H um espago vetorial sobre um corpo K. Dizemos que uma fungéo (-,-): H x H —

K é uma forma

e bilinear se (ax + By,z) = a(x,z) + B(y,z) e (x,ay + Bz) = a(x,y) + B(x,z) para
todosos x,y,z€ Heuw,p € K;

e sesquilinear (em C) se (ax + By, z) = a(x,z) + By, z) e (x,ay + Bz) = &(x,y) +
B(x,z) para todos os x,y,z € H e, € C, onde A representa o conjugado com-

plexo de A);

e simétrica se (x,y) = (y,x) Vx,y € H;

e hermitica (em C) se (x,y) = (y,x) Vx,y € H;

e definida positivase (x,x) >0 Vxe H e (x,x) =0 < x=0.

Seja H um espaco vetorial sobre C (respetivamente, R). Uma forma (-, -) sesquilinear,
hermitica e definida positiva (respetivamente, bilinear, simétrica e definida positiva) diz-se

um produto interno.

Todo o produto interno da origem a uma norma, definida por ||x|| = 1/{x, x). No entanto,
nem todas as normas provém de um produto interno. Por exemplo, a norma do supremo
em /> e ¢y ndo provém de um produto interno, bem como as normas em ¢7, com p # 2.

Para p = 2, a norma provém do produto interno ((&,)n, (pn)n) = 171 + Cofia + Capiz + - . ..

Caso um espaco vetorial com um produto interno seja completo relativamente a métrica
proveniente do produto interno, diz-se que é um espaco de Hilbert. Por exemplo, C" e

IR" sdo espagos com produto interno dado pela forma

(1, x0), War- - Yn)) = éxiyi.

A norma que provém deste produto interno é a norma euclidiana. E sdo ambos espacos

de Hilbert.
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Podemos considerar o produto de espagos com produto interno, ou de espacos de Hilbert:

dados (H1, (-,-)1) € (Ha, (-, )2), define-se o espago 7, & H, com o produto

(0 y), (X, y) = () + v,y )2

Seja H um espaco de Hilbert. Dois vetores x,y € H dizem-se ortogonais se (x,y) = 0.
Um conjunto M C H diz-se ortogonal se, para x,y € M distintos, se tem (x,y) = 0.
E diz-se ortonormado se for ortogonal e se tiver ||x|| = 1 para todo o x € M. Dizemos
que M é um conjunto ortonormado (resp. ortogonal) total se M for ortonormado (resp.
ortogonal) e W = H. O ortogonal do conjunto M, que se designa por M=+, é o

conjunto de vetores 1 € H tal que (h, x) = 0 para todo o x € M.

Proposicao 1.2.2. [28] Seja H um espaco de Hilbert e M C H. Entéo span(M) é denso

se e s6 se M+ = {0}.
Corolario 1.2.2.1. Seja H um espaco de Hilbert. Se H é separavel, entdo admite um

subconjunto ortonormado total numeravel.

Demonstragdo. Seja M um subconjunto numeravel denso de H, que pode ser descrito
como uma sucessdo M = {x,: n € N}. Defina-se M’ da seguinte forma:
e Seja Ny =min{n € N: x, # 0}. Defina-se M; = {xn; }.

e Consideramos xy,+1. Se xn, e xn,+1 forem linearmente independentes, define-se

My = {xn,+1, XN, }; caso contrario, My = {x, }.

e Prosseguimos indutivamente: tendo definido My, verificamos se xy, 1« € span(My)

e, se estiver, My, = Mjy; caso contrario, M1 = M U {xn 1k}
e Define-se M’ = [, ey M.
Por definigdo, M’ C M C span(M’). Logo, span(M’) é denso em H e M’ é numeravel.

Por fim, pelo processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt, construimos um conjunto

M ortogonal total. O

Note-se que um conjunto ortogonal total {¢,: n € IN} é uma base de Schauder, pois, se

X =Y, _1&,ey,, entdo

o0 (e
n, = Z<oc]-ej, en> = Z;(xje]-, en ) = (x,ey)
j=

=1
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e, portanto, os coeficientes (), sdo Unicos.

1.2.5 Espacgos de Fréchet

Seja F um espaco vetorial e p: F — IR(J{. Diz-se que p € uma semi-norma se satisfizer

as seguintes propriedades:

(i) Vx,y e F, plx+y) <plx)+py);

(ii) Vx e F, A € K, p(Ax) = |A] p(x).

Note-se que, se p(x) =0 = x = 0, entdo a semi-norma p € uma norma.
Sejam F um espagco vetorial e (p,),en Uma familia numeravel de semi-normas em F.
Dizemos que:

(a) (pn)nen € crescente se p,+1(x) > pu(x) Vn € N, Vx € F;

(b) (pn)nen € separadora se p,(x) = 0 para todo o n € IN implica que x = 0.
De notar que, dada uma familia (p,, ), de semi-normas, podemos associar-lhe uma familia
crescente de semi-normas (p},),, dada por p;,(x) = max; << pr(%).

Teorema 1.2.3. [28] Sejam F um espaco vetorial € p = (pn)necN Uma familia de semi-

normas que é crescente e separadora. Defina-se
dp: FXF — IRaL
(x,y) 211 o min (L, pu(x—y)).
n=

Entéo d, é uma métrica invariante por translagées (isto é, d,(x +z,y +z) = d,(x,y)).

Um espaco de Fréchet é um par (}', (Pn)neN), onde F € um espago vetorial e p =
(Pn)nenN € uma familia numeravel crescente e separadora de semi-normas em F, tal
que o espago métrico (F,d,) € completo. Costuma-se denotar d,(x,0) = ||x||, apesar

de ndo ser uma norma.

Naturalmente, todo o espago de Banach pode ser considerado um espaco de Fréchet,
tomando-se como sucessao de semi-normas a sucessdo constante, igual a norma do

espacgo. Desse modo, a métrica do Teorema 1.2.3 define a mesma topologia que a norma.
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A utilidade de espacos de Fréchet deve-se ao facto de muitos dos resultados conheci-
dos para espacos de Banach poderem ser generalizados para espagos de Fréchet, que
constituem um universo mais alargado. Vejamos um exemplo. Uma classe de espacgos
amplamente utilizada em Analise € a dos espacos de fungbes analiticas (resp. infinita-
mente diferenciaveis) de um compacto K de C (ou R), denotados C*(K,C) e C*(K,R),
respetivamente, com a norma do supremo (ou seja, ||f|| = max;ck |f(z)]). Trata-se de
espacos de Banach. Por vezes, contudo, interessa considerar funcdes definidas em do-
minios ndo compactos, onde nem toda a fungao analitica é limitada, ndo se podendo ai
definir a norma do supremo. Uma alternativa seria usar o Principio da continuagcéo ana-
litica (se duas fungdes analiticas coincidem num aberto entdo coincidem em C) e con-
siderar a norma do supremo para um compacto com interior ndo-vazio. Mas C*(C,C)
nao é completo nessa norma. Considerando uma sucessao adequada de semi-normas,

podemos definir uma estrutura de espaco de Fréchet para este espaco.

Exemplo 1.2.4 (O espago H(C); detalhes em [29]). Consideremos o conjunto H(C) de
fungbes holomorfas em C. Para cada k € IN, seja p, a norma do supremo restrita ao
disco fechado centrado em 0 de raio k, ou seja,

pe(f) = sup |f(2)]-

2| <k

Para cada k € IN, o espago (H(C), px) € normado, mas ndo é completo. Pelo contrario,
se considerarmos a sucessao p = (px )k N, Obtemos uma sucessao crescente e separa-
dora de normas cuja métrica d, associada confere a H(C) a estrutura de espagco vetorial
métrico completo. Neste espaco, os polindbmios sdo densos e os mondmios constituem

uma base de Schauder.

Listamos de seguida algumas propriedades dos espacos de Fréchet.

Proposicao 1.2.4. Seja F um espacgo de Fréchet.
(i) Dados x € F e uma sucessao (x,),enN em F, tem-se
limx, = x < limpg(x,—x)=0 VkeN.
n n

(ii) Uma sucessédo (x,),en em F é de Cauchy se, para todo o k € N e € > 0, existir
Ny € N tal que

n,m>Ny = prlen—xm) <e.
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(iii) Dados U C F e x € F, um conjunto U é vizinhanga de x se e s se existiremk € N
e e > 0 tais que

Bi(x;e) = {z€ F: pr(x—z) <e} C U.

Como a métrica de um espaco de Fréchet é sempre limitada, todos os subconjuntos sao
limitados relativamente a essa métrica. Assim, para um espago de Fréchet F, € mais
interessante definir que um subconjunto A C F ¢é limitado se e s6 se sup,. . 4, pu(x) < o0
para todo o n € IN. Por exemplo, toda a sucessao convergente forma um conjunto

limitado num espacgo de Fréchet.
Teorema 1.2.5. [28] Seja F um espacgo de Fréchet. As seguintes afirmagdes s&o equi-
valentes:

(i) Y51 x, converge incondicionalmente.

(ii) Para todo o ¢ > 0, existe um N tal que, para toda a sucessédo (¢,), de 0’s e 1’s,

Y1 EnXy CONVErge e

<€

(o]
Z EnXn
n=N

(iii) Y1 &n X, CONVerge para toda a sucessao limitada (ay ).

1.2.6 Operadores lineares

Dados dois espacgos vetoriais E, F sobre o mesmo corpo K, uma fungdo T: E — F diz-
se linear (ou operador linear) se, para todos os vetores u,v € E e todos os escalares
a, B €K, se tiver

T(au+pv) = aT(u)+pT(v)

Neste contexto, adotaremos a notagédo Tu para indicar a imagem T(u). Se um operador
linear é bijetivo, ainversa também é linear, e dizemos que T € um isomorfismo de espagos
vetoriais. Ao conjunto das pré-imagens de 0 por T chamamos nucleo do operador T, que
representamos por ker(T); o conjunto das imagens de T é denotado por Im(T). Tanto

Im(T) como ker(T) sdo espagos vetoriais.

Se F = K, diremos que T: E — K & um funcional linear. Note-se que setem T = 0
ou T(E) = K. De facto, se u € E é tal que T(u) # 0, entdo para todo o A € K temos

T (ghyu) = 7 Tw) = A
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Claramente, o produto de operadores lineares é ainda linear. Tendo em conta a notagao
de Algebra para o produto de espacos vetoriais, denotamos o produto de operadores T, S

por T & S.

Exemplo 1.2.5. No caso de espacos vetoriais (reais ou complexos) de dimensao finita,
as aplicacdes lineares sao convenientemente representaveis por matrizes. Mais preci-
samente, dados espacos vetoriais E, F sobre K de dimensao n e m, respetivamente, es-
colhemos bases (ey,...,e,), (f1,..., fm) para E e F; para cada operador linear T: E — F,
definimos a matriz A = (aij)l <i<m;1<j<n> S€NdO a entrada 4;; a i-ésima coordenada do
vetor Te;. Através desta identificagéo de operadores com matrizes, € imediato provar
que espacos vetoriais de dimensao finita com a mesma dimensao sao isomorfos e, em
particular, que todo o espaco vetorial de dimensao finita pode ser identificado com IR"

(no caso de o corpo subjacente ser R) ou C" (caso o corpo seja C).

Dado um operador linear T: E — E de um espaco vetorial E, define-se o espetro de T,
que denotamos por ¢(T), como o conjunto dos escalares A € K tais que o operador
T — Ald, onde Id é a identidade de E, nao é bijetivo. Diz-se que um escalar A € K é
um valor préprio de T se existe v € E diferente de 0 tal que Tv = Av; nesse caso, v é
um vetor proprio associado ao valor proprio A. Define-se o espetro pontual de T, que
denotamos por ¢, (T), como o conjunto dos valores préprios de T. Note-se que A é valor
prépriode T se e s6é se T — Ald nao € injetivo, uma vez que um operador linear é injetivo
se e sO se o seu nucleo se reduzira {0}. Assim, 0,(T) C o(T). Define-se o raio espetral

de T, que denotamos por r(T), como o supremo das normas dos valores préprios.

Um operador linear é continuo se e s6 se for continuo nalgum ponto. Daqui resulta que
a continuidade, apesar de ser um conceito local, ndo pode existir apenas localmente no

contexto linear.

Um operador linear T entre espagos de Banach € limitado se e s6 se existe M € ]Rg tal
que ||Tx|| < M]||x|| para todo o x € X. Ao infimo de tais M chamamos a norma de T,
que denotamos por ||T||. Observe-se que

IT|| = sup S—+ = sup ||Tx|

I Tx]]
cex %] lx[|=1

A norma de um operador tem as propriedades usuais de uma norma e, além disso, verifica

as seguintes condicoes:

(@) (ST < [ISIITII
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(@) T[] < [Tl

(iii) [|T]| = r(T).

Em espacgos de Banach, um operador é continuo se e so se for limitado. No contexto de

espacos de Fréchet, a relagao entre estes dois conceitos € a seguinte.

Teorema 1.2.6. [28] Sejam (F, (pu)u) € (G, (4n)n) espagos de Fréchete T: F — G um
operador linear. T é continuo se e s6 se, para todoon € N, existem M >0em € N

tais que q,(Tx) < Mp,,(x) para todo o x € F.

Dizemos que um operador T: (X, || - ||lx) — (), - |ly) entre espagos de Banach é um
isomorfismo de espacos de Banach se T for bijetivo e || Tx||y = ||x||x paratodoo x € X.
Um operador T: (H1,(-)1) — (Haz, (-)2) entre espagos de Hilbert diz-se um isomorfismo
entre espagos de Hilbert se T for bijetivo e (Tx, Ty), = (x,y), para todos os x,y € H;.
Um operador T: (F,d,) — (G,d,) entre espagos de Fréchet diz-se um isomorfismo de

espacos de Fréchet se for linear e uma isometria.

Exemplo 1.2.6. Consideremos o operador derivagdo. Dado um compacto com interior
ndo-vazio K C C, podemos definir o operador derivada D: C*(K,C) — C*(K,C) que
associa a cada funcao a sua derivada. Pelas propriedades da derivagao, D define um
operador linear em C*(K,C). No entanto, esse operador ndo é continuo: no caso em
que K = B[0;1] = ID, as fungdes z — z", paran € IN, tém norma 1; contudo, px (Dz") =
PK (nz”*) = n. Se, em vez do espago de Banach C*®(K, C), considerarmos o espaco
de Fréchet H(C), o operador derivada D: H(C) — H(C) é continuo. De facto, pela
formula integral de Cauchy (Teorema 1.3.1 da Secgéo 1.3), dada f € H(C) ez € C,
fM(z) = " L (wf_(zzu))nﬂ dw

~ 2mi

onde -y € uma circunferéncia ndo degenerada centrada em z. Além disso, para k € N,

By

27 Joy (W —2)

pe(f') = sup [f'(z)| = sup ~ (1.1)

|z| <k lz| <k

Se ytemraior = 1/2, entédo
wey = |w<k+1

e obtemos

L

27 i0 . 27
2 < 1/ |f (re® 4 2)| Irie®|do < 1/ Penilf) 49 _ Pren(f)
27 Jy (W —z) 0 27 Jo

- 2r |reif|2 r r
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Combinando esta estimativa com (1.1), obtém-se

1 fw)
2 | oot

E, portanto, D é operador continuo pelo Teorema 1.2.6.

P+ (f) _ Pkt (f)

r r

pe(Df) = pr(f') = sup = 2pk41(f)-

|zl <k

< sup
|lz| <k

Para simplificar a notacao, por vezes referir-nos-emos a operadores lineares continuos
apenas como operadores. A mesma terminologia simplificada sera usada para funcionais

lineares continuos.

1.2.6.1 Operadores adjuntos

Sejam (Hi, {-)1) e (Ha, (-)2)) espagos de Hilbert e T: H; — H, um operador linear
continuo. O operador (Hilbert) adjunto de T é o operador linear e continuo T*: Hy — H1

tal que, para todos os x € Hy, v € Ha,

(Tx,y), = (x,T'y),.

Uma prova da existéncia e unicidade deste operador pode ser lida em [28]. O operador
adjunto tem as seguintes propriedades:

@ [T = [IT]l.

(it) (T*y,x) = (y,Tx), Vxe&Hi,ye Hs.
(iii) (ST)* = T*S* para todos os operadores T: Hy — Hz e S: Hy — Ha.

(iv) (T+S)* = T* + S* para todos os operadores T: H1 — Hp e S: H1 — Hoy.

(v) (aT)* = aT* paratodooa € K.

(vi) (T*)* =T.
(vii) |TT*|| = [IT*T| = || T||*.

(viii) Se T for um isomorfismo, T* também & um isomorfismo e (T*) ! = (T*l) .

1.2.7 Teoremas fundamentais sobre espagos de Banach

Para uso futuro, incluimos alguns resultados sobre operadores em espagos de Banach

ou espacos de Fréchet. Podem ser lidas demonstracbes detalhadas em [37].
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Teorema 1.2.7 (Hahn-Banach). Sejam X um espago vetorial e P: X — R uma fungéo

sub-aditiva, isto é, tal que, para x,y € X e A € K,
Px+y) <P(x)+P(y) e P(Ax) = |A|P(x).

Seja f: Z — R um funcional linear definido num subespacgo vetorial Z C X tal que
|f(x)| < P(x) para todo o x € Z. Entéo, f admite uma extenséo linear f a X tal que

|f(x)] < P(x) paratodoox € X.

Teorema 1.2.8 (Hahn-Banach, para espac¢os normados). Sejam X um espago normado
e f um funcional linear continuo definido num subespaco vetorial Z C X. Entdo f admite

uma extenséo f a X satisfazendo ||f|| = ||f| z-

Teorema 1.2.9 (Principio da limitagcdo uniforme de Banach-Steinhaus). Seja (T,),cN
uma sucessao de operadores limitados T,: F — G entre espacos de Fréchet F e G
tais que (|| Tux||)nen € limitado em G para todo o x € F. Entéo, a sucessdo (T,), é

n

equicontinua, isto é, para todo o e > 0 e x € F, existe 6 > 0 tal que
dly,x) <6 = d(Tuy,Tux) <e YneN.

Teorema 1.2.10 (Principio da limitagdo uniforme em espacos de Banach). Seja (T,,),cN
uma sucessao de operadores limitados T,,: X — ) de um espago de Banach X num
espago normado Y tais que (|| T,x||), <N € limitada para todo o x € X. Entdo a sucesséo

de normas (|| Ty||)nen € limitada.

Teorema 1.2.11 (Teorema da aplicagéo aberta). Seja T um operador linear continuo so-
brejetivo entre dois espacgos de Fréchet. Entdo T é uma aplicagdo aberta. Em particular,

se T é bijetivo, entdo é um isomorfismo.

Dada uma fungdo f: A — B, o gréafico de f, que representamos por G(f), € o conjunto

G(f)={(a f(a):ac A}

Dizemos que uma func&o entre espacos topoldgicos tem grafico fechado se G(f) for um
conjunto fechado em A x B. No contexto de fungbes em espagos métricos, temos o

seguinte resultado.

Proposicéo 1.2.12. Sejam X,Y espagos métricos, Z C X e f: Z — Y (ndo necessaria-
mente continua). A fungdo f tem gréfico fechado se e s6 se dada uma sucesséo (x,),

em Z tal que lim,, x, = x € X e existe y € Y tal que lim,, f(x,) =y, entdoy = f(x).
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De notar que ter grafico fechado nao € o mesmo que ser continua pois pode existir uma

sucessdo (x,), que converge em X cuja sucessdo de imagens (f(x,)), ndo converge.

Teorema 1.2.13 (Teorema do grafico fechado). Seja T um operador linear entre espagos

de Fréchet. Se T tem grafico fechado, entao T é limitado.

1.2.8 Dual e bi-dual

Sejam X, ) espacgos de Banach. Denotamos o espago dos operadores limitados de X
em ) por B(X,)). Trata-se de um espago de Banach comanorma || T||. Quando Y = K,
o espago B(X,)) diz-se o dual de X', que designamos por X*. O dual do dual de X" diz-
se o bi-dual de X', que representamos por X'**. Tanto o dual como o bi-dual sdo espacgos

de Banach.

Dado um espago de Banach X, podemos mergulhar X no seu bi-dual através do mergu-
lho canénico, que envia cada x € X no operador linear f,: X* — Kdado por f(T) = Tx.
Este mergulho canédnico é continuo e injetivo (cf. [28]), mas nem sempre é sobrejetivo.
Quando o mergulho ¢é bijetivo, € um isomorfismo de espagos de Banach e podemos iden-

tificar X com X**. Neste caso, dizemos que X é reflexivo.

Exemplo 1.2.7. Dois reais p,q > 1 dizem-se conjugados se % + % =1,ouseja, g = p—fl.
Dado p > 1, prova-se que o dual de ¢/ (IN, K) é o espaco ¢7(IN, K), onde g é conjugado
de p. O dual de ¢/!(IN,K) é ¢*(N, K). No caso de co, temos que c;(IN,K) = ¢/1(N, K).
E, portanto, os espagos /¥ sdo reflexivos para p > 1; o espago cy ndo é reflexivo; como

o dual de ¢! é um espacgo nao-separavel, ¢! nio é reflexivo.

1.2.9 As topologias fraca e fraca*

Apesar de irmos abordar maioritariamente espacos métricos, existem outras estruturas
topoldgicas em espagos vetoriais que sao relevantes tanto em Analise Funcional como
em Sistemas Dindmicos. De especial interesse séo as topologias fraca e fraca*, cujas

definicbes relembramos de seguida.

Dados um conjunto ndo-vazio X e uma familia de pares (Y;, ¢;);c; formados por espacos
topologicos Y; e fungdes ¢;: X — Y;, se considerarmos em X a topologia discreta entdo
cada uma das fungbes ¢, € continua. Podemos definir em X outra topologia J com as

seguintes propriedades:

(i) @; é continua Vi€ I;



FCUP | 32
Recorréncia em operadores lineares

(i) Se T é uma topologia em X satisfazendo (i), entdo 7 é mais fina do que 7.

A topologia 7 chama-se topologia mais grosseira associada a (¢;);c;. Para construir
esta topologia, comega-se com as pré-imagens por ¢; de cada aberto de Y; e conside-
ramos a topologia gerada por esses conjuntos, isto &, a unido arbitraria de intersecbes
finitas desses conjuntos. Desta forma, as intersegdes finitas das pré-imagens dos aber-
tos formam uma base da topologia. As topologias mais grosseiras associam a nogao de
convergéncia uma natureza mais pontual: nesta topologia, uma rede (xj)j€] converge

para x se e so se as redes (qoi(xj)) o convergirem para ¢;(x), paratodooi € I.
jE
As topologias fraca e fraca* sao precisamente as topologias mais grosseiras associadas

as seguintes familias de conjuntos.

Definigdo 1.2.14 (Topologia fraca). A topologia fraca, denotada por o(X, X*), é a to-

pologia mais grosseira (em X') associada a X'*, isto &, a familia de funcionais lineares

(f)feX*-

Definigdo 1.2.15 (A topologia fraca*). A topologia fraca*, designada por c(X*, X'), cor-
responde a topologia mais grosseira (em X'*) associada a &X', isto &, a familia (¢x)xe x,

onde ¢,: X* — K é dada por ¢.(f) = f(x) para todo of € X*.

Ambas as topologias o(X, X*) e o(X*, X') sdo Hausdorff. Para distinguir os tipos de
convergéncia, dizemos que uma sucessao (ou rede) (x,), converge fortemente para x,
e representamos por x,, — x, se convergir na topologia da norma. Dizemos que converge
fracamente (fracamente™) se convergir na topologia fraca (resp. fraca*), e representamos
por x, — x (resp. x, LN x). Note-se que a convergéncia forte implica convergéncia
fraca e fraca*. Além disso, através do mergulho candnico de X em X**, temos que a

convergéncia fraca implica convergéncia fraca*.

Proposicao 1.2.16. Seja X um espago de Banach e x € X. Dadose > 0,k € N e

fi, -, fr € X*, 0 conjunto

V(fi .o fie) = (v e X: 1fily) — fi0)| <& V1<i<k)

€ uma vizinhanca de x na topologia fraca. A familia

{V(fl,...,fk; s):keIN,e>O,f1,...,fkeX*}
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forma um sistema fundamental de vizinhangas de x. De modo analogo, seja f € X*.

Dadose >0,k e Nexy,...,xx € X, oconjunto
V(xt,...,xge) ={ge€ X |g(xi) — f(x;)] <e VI<i<k}
& uma vizinhanga de f. A familia
{V(xl,...,xk; e):keN,e>0, xl,...,xkEX*}

forma um sistema fundamental de vizinhangas de f na topologia fraca*.

Pela natureza das fungdes consideradas para construir estas topologias (funcionais li-
neares), temos que os abertos nas topologias fraca e fraca* tém de conter subespagos
afins de co-dimensao finita. Daqui resulta que, por exemplo, as bolas abertas da norma

nao podem ser abertas nas topologias fraca e fraca*.

Teorema 1.2.17. Seja C um conjunto convexo em X. Entao C é fechado (na topologia

da norma) se e s6 se for fechado na topologia fraca o (X, X*).

Corolario 1.2.17.1 (Mazur). Seja (x,), uma sucessdo em X. Se (x,), converge para
algum x na topologia fraca, entdo existe uma sucessdo (y,), convergente para x na

topologia da norma tal que cada y, é combinagdo convexa de {x,: n € IN}.

Teorema1.2.18. SejaT: X — Y um operador linear entre espagos de Banach. Entdo, T
€ continuo (com respeito as topologias das normas) se e s6 se for continuo nas respetivas

topologias fracas.

Proposicao 1.2.19. Seja g: X* — K um funcional linear continuo na topologia fraca*.

Entdo existe x € X tal que g(f) = f(xo), para todo o f € X*.

Daqui resulta que, se um funcional linear é continuo na topologia fraca*, entdo o funcional
pode ser identificado com um vetor de X’ (corresponde a imagem do vetor pelo mergulho

canonico) e é continuo na norma.

Uma vantagem da topologia fraca* é que possui mais compactos do que a topologia da
norma. Apesar de a bola unitaria fechada ndo ser compacta em espacgos de Banach de

dimenséao infinita (cf. [13]), para a topologia fraca* temos o seguinte resultado.

Teorema 1.2.20 (Banach-Alaoglu). A bola unitéria fechada B[0; 1] é compacta na topolo-

gia fraca*.
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De notar que todo o compacto na topologia fraca* & metrizavel, pelo que as bolas da

norma sdo metrizaveis na topologia fraca*.

Em espacos de dimenséao finita, as topologias fraca e fraca* coincidem com a topologia da
norma. O mesmo nao é valido em geral para espagos de dimensao infinita. No entanto,
caso um espaco X seja reflexivo, podemos identificar X** com X', e portanto X*** com

X'*, pelo que as topologias ¢ (X**, X***) e ¢(X**, X*) ttm os mesmos abertos.

1.3. Analise Complexa

Consideremos o espaco C dos nimeros complexos com a métrica induzida pelo médulo.
Representaremos a bola aberta B(0;1) C C, centrada em 0 e de raio 1, também chamada

disco unitario, por ID.

1.3.1 Fungoes holomorfas

Um subconjunto U C C é um dominio se for aberto e conexo. Dado um dominio U C C,
uma fungdo f: U — C diz-se holomorfa se for derivavel em todo o ponto. De facto, uma
fungdo sé é holomorfa se for infinitamente diferenciavel. No caso de U ser C, diz-se que

f é inteira. Como é usual, representamos as derivadas de f por f/, f", f®, ..., fm, ...

Dados z; € C e uma sucessao (a,), em € C, uma série de poténcias centrada em z; é

uma série formal
o0
Y an(z —zo)".
n=0

Recorde-se que, para cada série de poténcias, existe 0 < r < 400, chamado raio
de convergéncia da série, tal que a série converge no disco |z — zg| < r e diverge
se z satisfaz |z — zg| > r. Para |z| = r pode convergir ou divergir. Dada uma série
de poténcias Y, ya,(z — zp)" com raio de convergéncia r > 0, podemos definir uma

fungdo f: B(zo;r) — C na bola aberta de raio r e centrada em z,, dada por f(z) =
Yn=o an(z — 20)".

Diz-se que uma fungéo f: U — C definida num dominio é analitica se for representada
por uma série de poténcias em todo o seu dominio. Toda a funcéo analitica & holomorfa,
e reciprocamente. Por exemplo, toda a fungao inteira é analitica e o raio de convergéncia

da série de poténcias que a representa é +co.

Para uso em préximos capitulos, listamos agora alguns resultados relevantes de analise

complexa. Em [29], podem ler-se demonstra¢des cuidadas destes teoremas.
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Teorema 1.3.1 (Férmula integral de Cauchy). Seja f: U — C uma fung¢éo analitica. Dado

zg € C, tem-se

) = e [ LD

27 Sy (w — z9)" ]

onde 7y é uma circunferéncia centrada em zy e contida em U.

Daqui obtemos as estimativas de Cauchy: se f esta definida numa bola B(z; r) centrada
em zp € C e deraior > 0, entdo
)| < B sup (2],
|z—z0| <7
Teorema 1.3.2 (Teorema de aproximacgado de Runge). Seja K C C um compacto e A
um conjunto que contém pelo menos um ponto de cada componente conexa de C \ K,
onde C designa o compactificado de Alexandroff de C. Seja f uma fungdo holomorfa
definida numa vizinhanga de K e ¢ > 0. Entdo, existe uma fungéo racional h (quociente
de polinbmios) cujos polos (zeros do denominador) sdo elementos de A e tal que
sup f(z) —h(z)| <e.

Se () é um dominio e A é um subconjunto com elementos de cada componente conexa
de C \ Q, o conjunto das fungdes racionais com polos em A forma um subconjunto denso
em H(Q)), o espago de Fréchet das fungdes holomorfas em Q) associado a restricdo das

normas em H(C). Em particular, os polinémios formam um subconjunto denso em H(C).

Teorema 1.3.3 (Teorema da identidade). Seja (2 C C um dominioe f,g: (0 — C fungbes

holomorfas. Se A C () € um subconjunto com um ponto de acumulagdo em Q) e fio =

g0, entéo f = g.

Teorema 1.3.4 (Teorema da aplicagao aberta). Toda a fungéo inteira ndo-constante é

aberta.

Teorema 1.3.5 (Casorati-Weierstrass). Toda a fungéo inteira ndo-constante tem imagem

densa.

1.3.2 Séries de operadores

Consideremos um operador T num espaco de Banach X’ tal que ||T|| = r e uma fungéo

holomorfa ¢: U — C definida num dominio U C C que contém B[0;r]. Escrevendo
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¢(z) = Y2 ya, 2", 0 operador
p(T): X —» X

(o)
x = Z a,T"x
n=0

é linear e continuo em X', com ||¢(T)|| < |¢(||T||)|. Em particular, se T é um operador e

p € um polinémio em C, p(T) define um operador linear continuo.

1.4. Teoria da Medida
Seja M um conjunto ndo-vazio. Uma familia de subconjuntos A C P(M) diz-se uma
o-algebra se satisfizer as seguintes propriedades:

(i) M€ A

(i) Ac A = M\AcA

(iii) Aye A Vn e N = Uj_; Ay € A.

Os elementos de A dizem-se mensuraveis; ao par (M, .A) chama-se espago mensuravel.

Por exemplo, o conjunto das partes de um conjunto € um exemplo de uma c-algebra. A
intersecdo de o-algebras de um conjunto M é uma o-algebra. Por isso, existe a menor o-
algebra que contém uma familia dada de conjuntos, denominada a o-algebra gerada por
essa familia. De muito uso € a o-algebra gerada pelos abertos de um espago topolégico

X, a que se chama a o-algebra de Borel, cujos elementos sdo designados por borelianos.
Definigdao 1.4.1. Seja M um conjunto ndo-vazio e .A uma c-algebra de subconjuntos de

M. Seja u: A — RU {oo} uma fungdo. Diz-se que u é:

(a) co-aditiva se
z (U An) =) Ay
n=1 n=1
sempre que A, € Aparatodoon € Ne A;NA; =Qparatodooi # j.
(b) Nao-negativa se j(A) > 0 paratodoo A € A.
(c) Finita se u(A) < co paratodoo A € A.

Se u satisfaz as condi¢des (a) e (), diz-se que é uma medida, finita se satisfizer (c).

Se, além disso, ;(M) = 1, dizemos que u é uma probabilidade. Nesse caso, o tripleto



FCUP | 37
Recorréncia em operadores lineares

(M, A, 1) € um espaco de medida (espago de probabilidade se u(M) = 1). Diz-se que

uma propriedade I vale y-q.t.p x € M se
y({x € M: T nao vale em x}) = 0.

Exemplo 1.4.1. Sejam M um conjunto e P(M) a c-algebra das partes de M. Dado

xo € M e rg € Ry, definimos py,: P(M) — R] por

ro Se xg € A
5XO/TO(A) =
0 caso contrario

Quando ry = 1, escreveremos Jy,, que denominamos medida de Dirac em xy.

Representamos o conjunto de medidas de dominio .A num espago mensuravel (M, A)
por P(M, A). Este conjunto é um convexo: dadas medidas vy, 1, e «, B € [0,1] tais que
a+ B =1,afungdo u = av; + Br» € uma medida definida na o-algebra .A. O subconjunto

das probabilidades de dominio .A forma um subespago convexo de P(M, A).

1.4.1 Medidas regulares

Seja X um espaco topoldgico e B a sua o-algebra dos borelianos. Uma medida » em B

€ regular se para todo o B € BB se tem

u(B) = inf{y(P): F éfechadoe F C B} = sup {y(G): G é abertoe G D B}.

O suporte de uma medida y, que designamos por supp(}), € o conjunto dos x € X tais
que toda a vizinhanga aberta de x tem medida u positiva. Diz-se que y tem suporte total
se u(U) > 0 para todo o aberto ndo-vazio U C X; ou, equivalentemente, se supp(u) =

X. Num espago métrico completo, toda a medida é regular (cf. [39]).

1.4.2 Integracgao

Dados dois espagos mensuraveis (M, A) e (N,B) e uma fungdo f: N — N, dizemos
que f é mensuravel se f!(B) € A paratodo o B € B. Fungdes continuas entre espagos

topoldgicos sdo mensuraveis com respeito as respetivas o-algebras de Borel.

Em espacgos de medida esta definido o integral com respeito a x num mensuravel A de
uma fungao real (ou complexa) mensuravel, denotado por fA @du. A construgdo deta-

Ihada deste operador pode ler-se em [38].
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O integral relativamente a medidas nao comuta com o limite de fungées mensuraveis.

Contudo:

(a) O Teorema da convergéncia mondtona garante que, se (¢,: M — R; ), € uma su-
cessdo de fungdes mensuraveis tal que ¢,(x) < ¢,41(x) paratodoo x € M e (¢u)n

converge pontualmente para ¢, entdo ¢ € mensuravel e
/q)dy = lim/q)ndy
. n D

(b) O Teorema da convergéncia dominada afirma que, dada uma sucessao de fungdes
mensuraveis (¢,: M — K), que converge pontualmente para ¢: M — K e existe
¥: M — R{ integravel tal que |¢,(x)| < y(x) paratodo o x € M, entdo ¢ é mensuravel,
integravel e

lign/‘(p—q)n] du = 0.

Em particular, [ ¢ du = lim, [ ¢, dpu.

1.4.3 Representacao de funcionais lineares

As fungdes mensuraveis limitadas definidas em espacos de medida finita sdo integraveis.
Em particular, fungdes continuas em espagos métricos compactos sao integraveis com
respeito a medidas finitas nos borelianos. Desta forma, dada uma medida finita u definida
nos borelianos de um espago métrico compacto X, o integral relativamente a u define um
funcional no espago de Banach C(X) das fungdes continuas de X em IR com a norma do
supremo. Como o integral é um operador linear, trata-se de facto de um funcional linear
e, pelo Teorema da convergéncia dominada, continuo. Ou seja, paratodoa u € P(X, B),

esta bem definido o operador linear L, € C(X)* dado por

Luf = /fdﬂ-

Reciprocamente, seja L € C(X)* um funcional linear positivo (se f > 0, entdo Lf > 0)
e unitario (L1 = 1, onde 1 é a fungao de dominio X constante igual a 1). Entdo L € um

operador integral relativamente a uma probabilidade.

Teorema 1.4.2 (Teorema da representacao de Riesz). Seja X um espago métrico com-
pacto. Dado um operador linear L € C(X)* continuo, positivo e unitario, existe uma

probabilidade y € P(X,B) tal que L = L,,.
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O conjunto dos operadores lineares, continuos, positivos e unitarios € compacto na to-
pologia fraca* de C(X)*; e, se X for separavel, € também metrizavel. Assim, podemos

definir em P (X, B) uma estrutura métrica que o torna compacto.

1.4.4 Medidas invariantes

Dados um espacgo de medida (M, A, u) e uma fungdo mensuravel f: M — M, diz-se
que u é f-invariante se

p((F71(A)) = wA) vAEA

Representamos o conjunto de medidas f-invariantes por P¢(M).

1.4.41 Medidas ergodicas

Dados um espaco de medida (M, A, 1) e uma fungdo mensuravel f: M — M, uma

medida u € Pr(M) é ergddica se

f(A)=A = wu(A) =0 ou u(M\A) =0.

As medidas invariantes ergddicas com suporte total sdo particularmente importantes no
contexto de Dindmica Topoldgica (cf. Capitulo 2). De facto, se X é um espaco topoldgico
e f: X — X é uma fungcdo mensuravel relativamente a c-algebra dos borelianos que
admite uma medida p nos borelianos que é f-invariante, ergddica e tem suporte total,
entdo f é topologicamente transitiva (definicdo e mais informacdo nas Secgbes 2.1.6,
2.1.11 e [39]). Além disso, cada medida invariante se decompde em medidas ergddicas,

como nos diz o teorema seguinte.

Uma fungdo mensuravel f: M — M mensuravel de um espago de medida (M, A, u) é
conservativa relativamente a j se, para todo o A € A com pu(A) > 0, existe n € N tal

que u(ANf~"(A)) > 0.

Teorema 1.4.3 (Teorema da decomposicao ergddica). Sejam X um espago métrico se-
paravel completo, f: X — X uma fungdo mensurével com respeito & o-algebra B dos
borelianos de X e u uma medida finita definida em B que é f-invariante. Se f é con-
servativa relativamente a y, entdo existe um espaco de probabilidade (0, 7, ) e uma
familia {ys: s € O} de medidas em (X, B) tais que y; é f-invariante e ergddica para todo

os € Qe paratodoo A € B, afungdo s — us(A) é mensuravel e

p(A) = [ n(A)dAGs)
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2. Dinamica Topologica

Recordamos nesta sec¢ao alguns conceitos e resultados sobre sistemas dindmicos em
espacos topolégicos.

2.1. Sistemas dindmicos

Dados um espaco topolégico X e uma aplicagéo f: X — X, o sistema dindmico (discreto)

gerado por f € o conjunto de 6rbitas de f, que sdo definidas, para cada x € X, por
Orby(x) = {f"(x): n € No}
onde f" & obtida recursivamente por

Olx)y=x fx)=fof"(x) VneN

Diz-se que Y C X é invariante por f se f(Y) C Y. Neste caso, Orbs(y) C Y para todo
oy € Y. De notar que Orb(x) & f-invariante e que, se f for continua, entéo Orb(x)

também é f-invariante.

O estudo de sistemas dindmicos tem como objetivo determinar informagéo geométrica e

topoldgica sobre o comportamento assintético das orbitas.

2.1.1 Pontos periédicos e pontos recorrentes

Um ponto x € X diz-se fixo por f se f(x) = x, e diz-se periddico de periodo p € IN se for
fixo por f7. Ao menor p € N tal que f(x) = x chamamos periodo minimo de x. Dizemos
que um ponto é pré-periédico de periodo p e pré-periodo k se f7 <fk(x)> = f*(x). Estes

sdo os pontos com orbita finita.

Designamos o conjunto de pontos periédicos de periodo p por Per,(f); o conjunto de
pontos periodicos de periodo minimo p por Per;;(f); e o conjunto de todos os pontos

periddicos de f por Per(f).

Exemplo 2.1.1. Sejam X = [0, 1] com a métrica euclidiana induzidade Re f(x) =1 — x.

Tem-se
Per(f) = Per;(f) UPerj(f) = [0,1].
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Dado x € X, o conjunto limite de x por f, que designamos por w(x, f), € formado pelos

pontos de acumulagdo da orbita de x por f, isto é, da sucessdo (f"(x)),en,. Ou seja,

wixf) =N U {r=}
k=0 n=k
Um ponto x € X, x diz-se recorrente se x € w(x, f). Por exemplo, os pontos periddicos

de f sé&o recorrentes. Denotamos o conjunto dos pontos recorrentes de f por Rec(f).

Exemplo 2.1.2. Sejam X = {z € C: |z|| = 1} = {e¥™*!: 0 < t < 1} com a distancia
euclidiana induzida do plano complexo e f: X — X uma rotagédo de angulo 2716 com

0 ¢ Q, definida por f(e?™t) = 2™ (1+0) Tem-se Per(f) = @ e Rec(f) = X.

Exemplo 2.1.3. Seja X = {0,1}N o espaco das sucessbes com alfabeto {0,1} com

topologia produto, que é metrizavel com a distancia

d((”n)nr (bn)n> = iw

Consideremos em X a fungédo o: X — X definida por o((a,),) = (a,4+1),. Para esta

dinamica, tem-se Per(f) = X, mas ha também pontos que n&o s&o recorrentes (como a

sucessao x; =1, x, = 0 paran > 2).

Os conjuntos w(x, f) e Rec(f) podem ser vazios, como acontece com a translagéo nao-
trivial f: R — R, f(x) = x + 1. Contudo, se f: X — X é uma aplicagdo continua de um
espacgo métrico compacto X, entdo Rec(f) # @ (uma demonstragdo pode ser lida em

[21, Theorem 1.1]) e w(x, f) # @ paratodo o x € X.

Proposicao 2.1.1. Seja (X, f) um sistema dinamico, sendo X um espago 1-numeréavel.
Dado x € X, consideremos um sistema fundamental numeravel (V,,),, c N de vizinhancas

de x. Entdo x é recorrente se e so se para todo o N € N e k € Ny existirn > k tal que

fn (x) € V.

Demonstragdo. Se x € w(x, f), temos que, paratodo o k € N, x € U {f"(x) }. Logo,
para todo o N € IN, a intersegdo Vy N Ui, {f"(x)} # @. Existe entdo algum n > k tal
que Vy N {f"(x)} # @. Ou seja, f"(x) € Vn. Reciprocamente, dados N € N e k € Ny,

sejan > k tal que f"(x) € Vy. Entéo

Wn{f'} ={fx}#2 = Wn (G {f”(x)}) # .
n=k
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Como (V;,), e N € um sistema fundamental de vizinhangas, tem-se que

x e G {fr(x)}  VkeNy.
n=k

Logo

ve U (U] =en
k=0 \ n=k

e, portanto, x é recorrente. Ou seja, conseguimos encontrar uma sub-sucesséao de itera-

dos de x por f que converge para x. O

2.1.2 Funcao recorrente

Dizemos que uma fungdo f: X — X é recorrente se, para todo o aberto ndo-vazio U C X,
existe n € IN tal que f"(U) N U # @. Equivalentemente, f é recorrente se e s6 se para

todo o aberto ndo vazio U C X existirn € N talque UN f~"(U) # @.

O exemplo seguinte mostra que a existéncia de pontos recorrentes nao é condigao sufi-

ciente para a fungao ser recorrente.

Exemplo 2.1.4. Sejam X = [—1,1] e f(x) = x%. Entdo

Per(f) = Peri(f) = {0,1} = Rec(f).

No entanto, f ndo é recorrente uma vez que, se U = [—1,0[, entdo f"(U) =]0,1] para

todo o n € IN, pelo que U N f*(U) = @.

Em espacos métricos completos, tem-se a seguinte equivaléncia.

Teorema 2.1.2. Seja (X,d) um espaco métrico completo e f: X — X uma fungdo conti-

nua. As sequintes afirmagbes sdo equivalentes:

(a) Rec(f) = X.

(b) f é recorrente.
Além disso, se f for recorrente, entdo o conjunto Rec(f) é um G; denso de X.

Resulta deste teorema que as rotagdes irracionais descritas no Exemplo 2.1.2 séo fun-
¢cOes recorrentes (em que todos os pontos sao recorrentes). Analogamente, concluimos
do teorema anterior que a funcdo do Exemplo 2.1.3 é recorrente, embora nem todos os

pontos sejam recorrentes.
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Demonstragéo. (a) = (b): Suponhamos que Rec(f) é densoem X. Como o conjunto de
todas as bolas abertas em X forma uma base de abertos, basta utilizar estas bolas para
provar que f é recorrente. Dados xp € X e ¢ > 0, designemos por B(xy; ¢) a bola aberta
centrada em x de raio e. Como Rec(f) = X, existey € Rec(f) tal que d(y, xo) < e. Sendo
y recorrente por f e tendo em conta que B(x(; ¢) também é uma vizinhanca aberta de v,
sabemos que existe n € IN tal que f"(y) € B(xo;¢). Logo f" (B(xo;¢€)) N B(xp;¢) # .

E, portanto, f é recorrente.

(b) = (a): Suponhamos agora que f é recorrente. Dados x € X e ¢ > 0, temos de
mostrar que existe y € Rec(f) tal que d(x,y) < e. Como f é recorrente, existem k; € IN
e z; € X tais que

z1 € fR(B(x;€)) N B(x;¢).

Por continuidade de f, o conjunto f~%1(B(x;¢)) & aberto e existe e; > 0, que podemos
supor menor que ¢/2, tal que B(zy;e1) C f%1(B(x;¢e)) N B(x;¢). Prosseguimos agora

indutivamente: tendo ja construido k,,, z, e ¢, existem k,,1 > k,, € z, 1 € X tais que

Zns1 € f 91 (B(zns€0)) N B(zy; €n).-

De novo pela continuidade de f, o conjunto f"‘"+l (B(zn;€4)) € aberto e existe €,11 > 0,

que podemos supor menor que ¢,,/2 (< e/2"*1), tal que

B(Zn+1;€n+1) C fﬁkwrl (B(Zn}sn)) N B(Zn}sn)-

Deste modo, obtemos trés sucessodes, (z,)necN > (kn)neN € (€1)neN, tais que, para todo

oneN,seteme, <e/2" ki1 >k, e
B(ZnJrl/' 8n+l) - f_an(B(Zn} 8n)) N B(Zn} 8n)~

Daqui resulta que (z,),eN € de Cauchy. De facto, dado r > 0, seja np € IN tal que

r>¢e/2™ >¢, . Paran,m > ng, comn > m, temos
zn € B(zy;€) C B(zm; €m)

e d(zn,zm) < em < €y, < r. Pela completude de X, a sucesséo (z,), converge para

algumy € X.
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Note-se que d(y,z,) < €, para todo o n € IN, uma vez que z,, € B(z,;¢,) para m > n;

logo y € B(zu;€xn). E, portanto, por construgéo, d(y, x) < e. Além disso, fixado n € IN,

fk”“(y) € fk’”rl (B(Zn+1;€n+1)) C fh1(B(zny1,€nt1)) S Blznsen).
Consequentemente, lim,, f*(y) = y e, portanto, y & recorrente.

Falta s6 demonstrar que, se f é recorrente, entdo o conjunto Rec(f) é um G; denso.

Lema 2.1.3. Nas hipdteses do Teorema 2.1.2, tem-se:

(i) Rec(f) = Ny Uy {x € X:d (f(x),%) < £}
(ii) Para todo o k,n € IN, o conjunto

Ry, = {x eX:d(f'(x),x) < Ilc}

é aberto de X.

Demonstragédo. (i) Se x € Rec(f), entdo para todo o k € N existe um n € N tal
que d(f”(x),x) < 1/k. Reciprocamente, se x € X é tal que para todo o k € IN
existe um n € IN satisfazendo d (f”(x),x) < 1/k, entdao, como a familia de bolas aber-
tas (B(x;1/k))ren forma um sistema fundamental de vizinhangas de x, pela Proposi-

¢ao 2.1.1, o ponto x é recorrente.

(ii) Dados k,n € IN e xg € Ry, seja é > 0 tal que

dam) <0 = d(FE), ) < 5 - 1 00)

(a diferenga a direita € positiva por se ter xp € Ry ,,). Entéo, se z € tal que

d(z,x) < min (21k _ d(f"(’zfo)er), 5)
tem-se
(1) < d(E), ) (7)) + 2
= 217(‘ Ww (f"(x0), x0) + % _ d(f(;m)m)
- %

E, portanto, Rec(f) é intersecdo numeravel de abertos. Além disso, ja sabemos que,

sendo f recorrente, o conjunto Rec(f) é denso. Logo é um G; denso. O
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A demonstragao do Teorema 2.1.2 esta completa. O

2.1.3 Pontos nao-errantes

Ha nogbes mais fracas de recorréncia do que as descritas anteriormente. A seguinte

constréi um dos conjuntos mais relevantes em Dinadmica.

Um ponto diz-se errante por f se admitir uma vizinhanga V e um natural N € IN tais que
f"(V)NV =@ paratodo on > N. Um ponto x que ndo seja errante diz-se nao-errante:
para toda a vizinhanga U de x e todo o N € IN, existe n > N tal que f*(U)NU # @.

Designamos o conjunto dos pontos n&o-errantes de f por Q(f).

Note-se que

Per(f) C Rec(f) € Q(f)

mas Q)(f) pode ser vazio (veja-se o caso da translagdo de R dada por f(x) = x +1).
Contudo, Q)(f) # @ sempre que exista uma 6rbita com um ponto de acumulagéo, o que

esta garantido se o espago X é compacto.

Proposicdo 2.1.4. Segja f: X — X uma fungdo continua. Entdo o conjunto Q(f) é

fechado, f-invariante e Rec(f) C Q(f).

Demonstragdo. Mostremos que X \ Q(f) é aberto. Sejam z ¢ Q(f), V C X uma vizi-
nhanga aberta de z e N € N tal que f"(V) NV = @ paratodoon > N. Entdo V é

vizinhanga de w para todo o w € V, que confirma que w é errante.

Verifiquemos agora que, se xo € Q(f), entdo f(xy) é ndo-errante. Seja U C X uma
vizinhanga de f(xp). Por continuidade, f~!(U) é uma vizinhanga de xo. Como x, é néo-
errante, para todo o N € IN existe um n > N tal que f" (f‘l(u)) N f~Y(U) # @. Ora,
seac f" <f*1(u)) N f~1(U), entdo f(a) € U e existe b € f~1(U) tal que a = f"(b).
Logo f(a) = f(f"(b)) = f"(f(b)) € f*(U)NU. E, portanto, f(x) é ndo-errante.

Seja x € Rec(f). Entéo, fixada uma vizinhanga U de x e N € IN, existe n > N tal que
f"(x) € U. Consequentemente, f"(U) N U é nao-vazio pois contém f"(x). Logo, x é

ndo-errante. Como Q)(f) é fechado, Rec(f) C Q(f). O

Do Teorema 2.1.2 e da Proposi¢ao 2.1.4 resulta que uma fungdo é recorrente s se
Q(f) = X.
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2.1.4 Teorema de recorréncia de Poincaré

Ja conhecemos exemplos de sistemas dindmicos sem pontos recorrentes. Nesta seccéo
recordaremos que a existéncia de uma probabilidade invariante pela dindmica é uma

condigao suficiente para que o conjunto de pontos recorrentes seja nao-vazio.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Sejam (M, A, i) um espago de
probabilidade e f: M — M uma transformacdo mensuravel. Suponhamos que u é f-
invariante. Entdo, dado um subconjunto mensuravel E € A com medida positiva, para

u-q.t.p. x € E existe uma infinidade de naturais n € IN tais que f"(x) € E.

Demonstragdo. Consideremos E € A com p(E) > 0 e o subconjunto dos pontos de E

cujas orbitas ndo retornam a E, isto é, Ey = {x €E: f"(x) € E,Vn € ]N}. Temos

Eo—En | () f" (X\E)
n=1

O conjunto Ey é mensuravel. Além disso, dados m,n € INg distintos, digamos n < m,
tem-se f~"(Ey) N f~™(Ey) = @: caso contrario, se existissem n < me x € f"(Ey) tais
que f™(x) € Eo, entdo f"(x) = f™ " (f"(x)) € E, o que indica que f"(x) ¢ Eo, 0 que é
uma contradicdo. Consequentemente, o conjunto

[e°]

F=J f"(E)

n=0
€ unido disjunta de conjuntos mensuraveis, todos com a mesma medida por p ser f-
invariante. Como u é uma medida finita, devemos ter u(E;) = 0; ou seja, u-q.t.p de E

retorna a E por algum iterado de f.

Note-se ainda que
{x € E: f"(x) € E para uma infinidade de inteiros n € N} = E\ F.
E, portanto, como i € uma medida finita,
y({x € E: f"(x) € E para uma infinidade de inteiros n € lN}) = u(E) — u(F) = u(E).

O

O Teorema de Recorréncia de Poincaré admite uma formulagcdo imediata sobre pontos

recorrentes quando adaptado a o-algebra dos borelianos de um espago topoldgico.
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Teorema 2.1.6 (Teorema de Recorréncia de Poincaré - Il). Sejam X um espago métrico 2-
numeravel, f: X — X uma fungdo mensuravel relativamente a c-algebra dos borelianos

de X e y uma probabilidade f-invariante. Entdo u (X \ Rec(f)) = 0.

Se, além das hipoteses no enunciado do Teorema 2.1.6, supusermos que y tem suporte

total, entdo concluimos que Rec(f) = X. Em particular, f é recorrente e Q(f) = X.

Exemplo 2.1.5. Sejam X = R™ a semi-reta real positivae f: R* — R™ dada por f(x) =
x2. Tem-se Rec(f) = {1} e, portanto, se u é uma medida de probabilidade f-invariante
devemos ter i (Rec(f)) = u({1}) = 1. Esta igualdade implica que y (R* \ {1}) =0,
por isso, u é a medida de Dirac suportada no ponto 1 (que é probabilidade f-invariante
uma vez que 1 é fixo por f). Assim, f admite uma uUnica medida de probabilidade f-

invariante.

Exemplo 2.1.6. Sejam X = [0,1] e f: X — X dada por f(x) = x/2se0 < x <1le
f(0) = 1. Tem-se Rec(f) = {0} e, portanto, se y € uma medida de probabilidade f-
invariante entdo p (Rec(f)) = u({0}) = 1. Contudo, como y é f-invariante, devemos
ter u(f~1({0})) = u({0}) = 1, o que néo é possivel uma vez que f~1({0}) = @. E,

portanto, f ndo admite nenhuma probabilidade f-invariante.

2.1.5 Pontos com orbita densa

Ha ainda um outro tipo de 6rbita cuja natureza precisamos de esclarecer. Trata-se de

orbitas densas no espago onde atua a dinamica.

Seja (X, f) um sistema dinamico. Dado x € X, dizemos que x tem érbita densa se

Orbf(x) = X. Denotamos o conjunto dos pontos com orbita densa por D;. Uma fungéo

(e o respetivo sistema dinamico) diz-se minimal se Dy = X.

Note-se que, se X ndo tem pontos isolados, entao Df é f-invariante, uma vez que a 6rbita
de x é a unido de x com a orbita de f(x). Mas sem esta hipdtese, ou outra adequada,

sobre o espago X, um ponto com orbita densa pode até ser errante.

Exemplo 2.1.7. Sejam X = {% ne ]N} U {0} munido da topologia induzida por R e
f: X — X definida por

0 sex =0
fx) =

1 _1
31 Ssex =, paraalgumn € N.
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Temos que X é composto por pontos isolados e 0, que é ponto de acumulagao de X.

Além disso, f € continua e o ponto 1 tem 6rbita densa, uma vez que

Orby(1) = {i:nelN} —X\{0} e {i:neN} - X

No entanto, 1 ndo é recorrente, pois ndo pertence aimagemde (f) e é ponto isolado de X.
Na verdade, nem sequer é ndo-errante: para qualquer natural n, temos f*(U)NU = @

se U = {1}, que ¢ vizinhanga aberta de 1. Note-se ainda que Dy = {1}, enquanto que

Rec(f) = {0}

O problema no exemplo anterior reside na existéncia de pontos isolados. De facto, num
espaco com pontos isolados, uma orbita densa tem de passar por todos os pontos isola-
dos; e, para um ponto isolado x ser recorrente, tem de ser periddico, pois {x} é ele préprio
uma vizinhanga aberta de x. Esta patologia desaparece se considerarmos espagos sem

pontos isolados.

Lema 2.1.7. Seja X um espaco topolégico Hausdorffe f: X — X continua. Suponhamos

que X ndo tem pontos isolados.

(a) Se x tem 6rbita densa, entdo f"(x) tem orbita densa para todo o n € IN.

(b) Se x tem 6rbita densa, entdo x é recorrente.

Demonstragéo. (a) Pela Proposigao 1.1.4, sabemos que, se x tem érbita densa, entéo
Orby(x) \ {x, f(x),..., f*"!(x)} é denso qualquer que seja a quantidade finita n de pon-
tos retirados de Orb(x). Além disso, Orbs (f"(x)) = Orbs(x) \ {x, f(x),..., f*1(x)}.

(b) Seja x um ponto com érbita densa. Por (a), sabemos que f(x) também tem 6rbita
densa. Dada uma vizinhanga aberta V de x, o conjunto V' \ {x} é ndo-vazio, por X néo
ter pontos isolados. Logo, a drbita de f(x) interseta V \ {x}; ou seja, existe n € INj tal

que f"*1(x) € V. Logo x é recorrente.

De facto, a orbita de f(x) visita V infinitas vezes, caso contrario, se visitasse V apenas
um numero finito k de vezes, digamos pelos iterados ny,1y,...,n;, de f, teriamos que
U\ {f"(x),..., f"(x)} seria um aberto ndo vazio, porque X ndo tem pontos isolados,

que a 6rbita de f(x) ndo visita. O que contradiria o facto de a 6rbita de f(x) serdensa. [
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Da afirmagéo (a) do Lema 2.1.7 resulta que, se X for um espago métrico sem pontos
isolados, entéo dados x € Dy e y € X existe uma sub-sucessé&o crescente (1 )rc N de

naturais tal que f"(x) L y.

21.5.1 O caso bijetivo

Sejam X um espago topologico e f: X — X um homeomorfismo. A ¢rbita de x € X por

f € o conjunto
Orbj(x) = {f"(x): n ez}
sendo Orbjf(x) = {f”(x): ne ]NO} a orbita positiva. E, portanto, temos de considerar
+

duas nogées de orbita densa: ou Orbs(x) = X ou Orby (x) = X, que nem sempre

coincidem (cf. Example (1) in [39, p. 129]. Relacionam-se pelo seguinte resultado.

Teorema 2.1.8. [39, Theorem 5.10] Sejam X um espaco topoldgico e f: X — X um

homeomorfismo. Dado x € X, tem-se Orb}L(x) = XseesoseOrbs(x) = Xe Q(f) = X.

2.1.6 Transitividade topolégica

VerificAmos na subseccdo anterior que os conceitos de ponto recorrente e de funcao
recorrente estdo relacionados. Veremos agora que, sob certas condi¢bes, a nogao de
orbita densa tem também uma reformulagdo em termos das 6rbitas dos abertos nao-

vazios do espaco.

Seja (X, f) um sistema dinamico. Diz-se que f é topologicamente transitiva (ou transitiva)
se, para todos os abertos ndo-vazios U,V de X, existir n € N tal que f*(U)NV # @.

Note-se que uma fungao topologicamente transitiva é recorrente.

Dados abertos ndo-vazios U,V C X, defina-se
Nf(U,V) = {neIN: f”(U)ﬂV#@}. (2.1)

Assim, uma fungao é topologicamente transitiva se e s6 se Nf(u, V) # @ quaisquer que

sejam os abertos ndo-vazios U, V de X.

A proposicao seguinte, cuja demonstragao é imediata, indica que podemos considerar

pré-imagens em vez de iterados de abertos quando se define transitividade.

Proposicao 2.1.9. Seja X um espago topoldgico Hausdorffe f: X — X continua. As

seqguintes afirmag¢bes sdo equivalentes:
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(i) YU,V C X abertos ndo vazios, 3n € N: f*(U) NV # Q.
(iif) YU,V C X abertos ndo vazios, 3n € N: f~"(U) NV # Q.
(iii) VU C X aberto ndo vazio, U;2, fi(U) é denso em X.

(iv) YU C X aberto ndo vazio, U2, f7I(U) é denso em X.

Resulta do item (iii) que toda a fungéo topologicamente transitiva tem imagem densa.

Exemplo 2.1.8. Voltemos ao Exemplo 2.1.2 das rotagdes Ry da circunferéncia unitaria.
A medida de Lebesgue nos borelianos de X = {z € C: |z| = 1} tem suporte total e & in-
variante por qualquer rotacéo. E, se a rotagao ¢ irracional, entdo a medida de Lebesgue
é ergodica. Da Subseccao 1.4.4.1, concluimos que uma rotacgéo irracional € topologi-
camente transitiva. Note-se que, pelo contrario, uma rotagdo nao irracional (isto €, com
0 € Q) so6 tem 6rbitas periodicas (todas com igual periodo minimo) e a medida de Lebes-

gue ndo é ergddica.

Exemplo 2.1.9. No Exemplo 2.1.3, a medida de Bernoulli nos borelianos de {0,1}N ge-
rada pelo vetor (1/2,1/2) é co-invariante, ergddica e tem suporte total. De novo, pela

informacao da Subsecg¢éo 1.4.4.1, concluimos que o é topologicamente transitiva.

2.1.7 Aplicagoes mixing

Seja (X, f) um sistema dinamico. Dizemos que f & mixing (ou misturadora) se para

quaisquer abertos ndo-vazios U,V C X existe N € IN tal que
ffUu)Nnv #o Vn > N.

Ou, equivalentemente, se e s6 se N¢(U, V) for co-finito (isto &, IN \ N¢(U, V) ¢ finito)

para todos os abertos ndo-vazios U, V de X.

Claramente, ser mixing implica ser topologicamente transitivo. No entanto, ha fungbes
transitivas que nao séo mixing. Por exemplo, uma rotagéo irracional de angulo 276 é
transitiva, mas n&o € mixing: se dois arcos de circunferéncia U, V abertos de compri-
mento angular 7t6 verificam f"(U) NV # @ para algum n € N, entdo f"*{(U)NV = @,

pois o arco de circunferéncia é rodado um angulo 276.

E natural perguntar se existem fungdes mixing. A resposta é positiva: considerando um
conjunto constituido por apenas um ponto e a fungcao que envia esse ponto em si proprio.

No Capitulo 3 serdo apresentados exemplos menos triviais de fungdes mixing.
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2.1.8 Conjugacao entre sistemas dinamicos

Uma questao central de Matematica é a de saber se dois objetos distintos podem ser con-
siderados equivalentes sob um dado ponto de vista. Sabemos, por exemplo, que dois
espagos vetoriais de igual dimensao finita sobre 0 mesmo corpo sao isomorfos, isto &,
existe uma bijecao linear entre ambos. Dois espagos topoldgicos sdo considerados equi-
valentes se houver um homeomorfismo entre eles. E, se um tal homeomorfismo existir,
varias propriedades de espagos topoldgicos (e.g. Hausdorff, 1-numeravel, 2-numeravel,
compacto, conexo, separavel, entre outras) sao preservadas pelo homeomorfismo e os
espacos sao indistinguiveis do ponto de vista topolégico. Existe uma nogao correspon-

dente de equivaléncia entre sistemas dindmicos.

Sejam (X, f) e (Y, g) sistemas dinamicos. Diz-se que g é quase-conjugado a f se existir

uma fungéo ¢: X — Y continua com imagem densa em X tal que go¢ = ¢ o f:
— X

X
hfp l(p (2.2)
Y Y

Se ¢ for um homeomorfismo, (X, f) e (Y, g) dizem-se conjugados. De notar que, se f e

f
8
_—

g sdo conjugados, entdo f € quase-conjugado a g e g € quase-conjugado a f.

Uma das vantagens da existéncia de uma conjugacéao entre dois sistemas dinamicos é
que algumas propriedades sao preservadas por quasi-conjugagao. A prova das proposi-

¢bes seguintes requer apenas a manipulacao elementar das definigdes.

Proposicdo 2.1.10. Sejam (X, f) e (Y, g) sistemas dindmicos. Suponhamos que g é
quase-conjugado a f por ¢. Entdo Orbg(¢(x)) = ¢(Orby(x)) para todo o x € X. Além
disso, Rec(g) 2 ¢ (Rec(f)) e Dy 2 ¢ (Df). Se (X, f) e (Y, g) forem conjugados, ent&o

Rec(g) = ¢ (Rec(f)) e Dy = ¢(Dy).

De acordo com o resultado anterior, para determinarmos se um sistema dinamico tem
uma dessas propriedades, basta encontrar outro sistema dindmico que a possua e uma
conjugacao entre os dois. Resultados de relevo podem ser deduzidos a partir desta

equivaléncia entre sistemas dindmicos, como se vera, por exemplo, na Secg¢ao 3.2.

Proposicao 2.1.11. Ser topologicamente transitivo, mixing ou recorrente sao proprieda-

des preservadas por quase-conjugacgao.
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2.1.9 Produto de sistemas dinamicos

Uma questao importante € se podemos construir sistemas dindmicos novos a partir de

sistemas ja conhecidos, e inferir dessa construgédo a natureza dindmica do novo sistema.

Uma forma natural de construir novos objetos a partir de objetos existentes é considerar
0 seu produto. Podemos definir o produto de espagos vetoriais, de grupos, espagos
topoldgicos, etc.. Podemos também definir o produto de sistemas dindmicos. Sejam
(X, f) e (Y,g) sistemas dinamicos. O produto de (X, f) e (Y, g) é o sistema dindmico no
espaco X x Y com a topologia produto onde atua a fungéo f x g: X x Y — X x Y, dada
por (f x g)(x,y) = (f(x),g(y)). Note-se que, se conseguirmos provar que (X x Y, f X g)
possui uma das propriedades aduzidas na Proposigédo 2.1.11, podemos garantir que ela

também vale para os sistemas (X, f) e (Y, g).

Lema2.1.12. Sejam (X, f) e (Y, g) sistemas dindmicos. Entéo, (X, f) e (Y, g) sdo quase-
conjugados a (X x Y, f x g) através das projegbes rtx: X XY — X emy: X xY = Y,
respetivamente. Logo, se f x g é topologicamente transitiva, recorrente ou mixing, entdo

f e g sdo topologicamente transitivas, recorrentes ou mixing, respetivamente.

O processo inverso, o de inferir propriedades dindmicas do sistema produto sabendo
que ambos os fatores as possuem, nao € em geral tdo bem sucedido. Por exemplo, se
_ o 1 . _ 7 .
X=Y= {ﬁ. ne ]N} U {0} e g = f como no Exemplo 2.1.7, temos que 1 tem &rbita

densa por f e por g, mas (1,1) ndo tem érbita densa por f x g. De facto,

Orbs,(((1,1)) = Orby,f((1,1)) = {(x,x): x € X\ {0}}.
Ha, porém, algumas propriedades que s&o herdadas pelo produto.

Proposicao 2.1.13. [26] Se f e g s§o mixing, entdo f x g é mixing.

Pelo contrario, a transitividade topologica ndo € em geral herdada pelo produto. Consi-
deremos uma rotagdo Ry do Exemplo 2.1.8, de angulo 276 em que 6 € [0, 1] é irracional.
Sabemos que Ry é topologicamente transitiva. Verifiquemos que Ry x Ry nao é topolo-
gicamente transitiva. Dados z; = e?™™1, z, = 2™, temos que R%(z1)/RE(z2) = z1/ 22,
qualquer que seja o n € IN. Assim, escolhendo U como o arco de circunferéncia aberto
compreendido entre os angulos 0 e 7t/2 a partir de z = 1, e V o arco de circunferéncia

compreendido entre os angulos /2 e 7r, temos que

z1eld e zeV = 21/2p = 271 coma € ]0,1/2]
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dneN: Rj(z1) eV = Rl (zp) = 2% Rl (zy) = 2™ @+n+nd) ¢ g

porque a« + x1 + nf €]1/4 + «,1/2 + a[ C |1/4,1[. Concluimos deste modo que
(Re x Rg)" (U x V)N (V x U) =@ paratodoon € IN.

2.1.10 Aplicagoes weakly mixing
Uma funcéo f diz-se weakly mixing se f x f for topologicamente transitiva.

Como os produtos dos abertos de cada espago formam uma base para a topologia pro-
duto, temos que uma fungao é weakly mixing se e s6 se para todos os abertos ndo-vazios

U, U, € X, Vq, Vo CY existirum n € IN tal que

ffh) NV # @ # f'(Uz2) N V2 (2.3)
ou, equivalentemente, se N(Uy, V1) N N(Uy, V,) # @ para todos os abertos Uy, Vy, Uy, V5.

Note-se que, pelo Lema 2.1.12, se f for weakly mixing entéo é transitiva. Além disso, ser
mixing implica ser transitiva, logo, pela Proposi¢do 2.1.13, ser mixing implica ser weakly

mixing. Em resumo:

f émixing = f € weakly mixing = f étransitiva = f é recorrente.

Uma questéao pertinente é a de saber se, sendo f weakly mixing, entédo o produto f x f x f

também é. A resposta é afirmativa, dada por H. Furstenberg [20].

Teorema 2.1.14 (Furstenberg). Se f: X — X é weakly mixing, entdo qualquer produto

finito f x ... x f é topologicamente transitivo e, consequentemente, weakly mixing.

21.10.1 Formulagdes equivalentes da nogao weakly mixing

Fazemos uma pausa breve para refletir sobre a condicéo (2.3) para uma fungao ser wea-
kly mixing. E de facto pouco pratica de se verificar: é necessario mostrar que N (U, V;) N
N(U, V) # @ para quatro abertos ndo-vazios Uy, Uy, V4, V, quaisquer. E é também
exagerada se o sistema dindmico é continuo: uma tal funcéo é weakly mixing se vale
uma condi¢do semelhante a (2.3) para trés quaisquer abertos, ou até com apenas dois,

reduzindo-se consideravelmente o esforgo de verificar a definigao.
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Proposicao 2.1.15. [26] Uma fungéo continua f : X — X é weakly mixing se e so se vale

alguma das condi¢bes sequintes:

(@) N(UW)NN(W,V) # @ para trés quaisquer abertos ndo-vazios U,V,W C X.

(b) N(U,U)NN(U,V) # @ para todos os abertos ndo-vazios U,V de X.

2.1.11 Transitividade topoldgica vs. existéncia de érbitas densas.

Vimos na Seccgao 2.1.1 que existe uma conexao entre cada funcao recorrente e o con-
junto dos pontos recorrentes dessa fungdo. Os conceitos de 6rbita densa e de fungao
topologicamente transitiva podem ser entendidos como um refinamento das nog¢des de
ponto recorrente e fungao recorrente. Havera alguma relagéao entre a existéncia de or-
bita densa e o facto de f ser topologicamente transitiva? Em geral, ndo. Retornemos ao
Exemplo 2.1.7, para o qual Dy = {1}. Neste caso, f nao é topologicamente transitiva:
se U = {1/2} e V = {1}, para qualquer n € IN temos f"(U) = {#2} que é disjunto

de V. Sob certas condicdes, porém, transitividade e existéncia de uma 6rbita densa sao

afirmagdes equivalentes.

Proposicao 2.1.16. Sejam X um espago métrico completo separavel e f: X — X uma
aplicagéo continua e sobrejetiva. Entéo f é topologicamente transitiva se e s6 se Dy # Q.

Além disso, se Dy # @ entdo é um G; denso.

Demonstragdo. Comecemos por mostrar que, se Dy # @, entéo para todo o aberto n&o-
vazio A C X tal que f~1(A) C A temos que A é denso ou A = @. Suponhamos que A
é n&do-vazio e consideremos o fechado E = X \ A # X. Note-se que, como f~1(A) C A,
se tem f(E) C E. Suponhamos que E ndo tem interior vazio, e seja B um subconjunto
aberto n&o-vazio de E. Dado xo € Dy, existe N € Ny tal que fN(x9) € B C E. Como
f(E) C E, temos fk(xo) € E paratodo o k > N. Daqui resulta, por E ser fechado e xj ter

orbita densa, que
X = {xo,f(xo), . ,fN_l(xo)} UE.

Aplicando f a esta igualdade obtemos, por f ser sobrejetiva,
X = {f(xo),...,fN‘l(xo)} UE.

Repetindo este processo, concluimos que E = X, uma contradi¢do. Logo E tem interior

vazio, ou seja, A é denso.
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Sejam U,V abertos ndo-vazios de X. Consideremos o conjunto W = U;—; f"(U),
que é aberto (por f ser continua), ndo-vazio (por f ser sobrejetiva) e verifica a condigéo
de inclusdo f~1(W) = Ur, f"(U) € W. Pelo que foi provado, W é denso. Logo
WNV # @ e, portanto, existe N € N tal que f~N(U) NV # @. Esta assim provado que

f € topologicamente transitiva.

Provemos agora o reciproco e o facto de Dy ser um G; denso. Como X € espago métrico

separavel, é 2-numeravel. Seja (U,), N uma base numeravel de abertos de X.

Lema 2.1.17. Dy = N3y U2, f/(Uy).

Demonstragéo. (C): Seja x € Dy. Sendo U, aberto, existe j € Ny tal que f/(x) € U,.
Ou seja, x € f/(U,). Logo, para todo o n € N,

x € ﬁ Gf*f(un).

n=1 j=0

(2): Sejam x € ;21 U2y f/(Ux) € V C X um aberto ndo-vazio. Como (Uy)nen €
uma base de abertos, temos que V é unido de elementos da familia (U, ),,. Em particular,
existe np € N tal que U,, C V. Como x € M Ui, f7I(U,), em particular temos
x € U2y f7(Uy). Sej € Noétalquex € f/(Uy), entdo fi(x) € Uy, C V. E,

portanto, a 6rbita de x é densa. O

Suponhamos que f é transitiva. Pela Proposigéo 2.1.9, sabemos que, paracadan € IN, o
conjunto Uj24 f7/(U,) &€ denso em X. Além disso, como cada U, € aberto e f € continua,
f7I(U,) é aberto; logo Uiz f~I(U,) é aberto e denso. Resulta agora do Lemma 2.1.17
que Dy € um Gs. Tendo em conta que X € um espago metrico completo, pelo Teorema

de Baire Dy &, de facto, um G; denso. Em particular, Dy € ndo-vazio. O

A proxima proposicao fornece outra condigdo suficiente para que a transitividade seja

equivalente a existéncia de orbita densa.

Proposicao 2.1.18. Seja X um espago métrico sem pontos isolados e f: X — X uma
fungdo continua. Se Dy # @, entéo f é topologicamente transitiva. Se X for separavel e

de 22 categoria, qualquer aplicagdo topologicamente transitiva tem uma orbita densa.

Demonstragdo. Sejam U,V C X abertos ndo-vazios e x € Dy. Como X € espago

métrico, é Hausdorff; logo, pelo Lema 2.1.7, f"(x) € Dy para todo o n € IN. Sendo
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U € aberto ndo-vazio, existe np € N tal que f"(x) € U. Como f™(x) € Dy, a or-
bita de f™(x) interseta V: seja n; € N tal que f™ (f"(x)) € V. Temos entdo que

frotm(x) e fM(U)NV # @, e a primeira afirmagéo esta provada.

Como X é métrico e separavel, é 2-numeravel. Seja (U,), uma base numeravel de
abertos. Suponhamos que Dy = @. Dado x € X, existe n = n(x) € N tal que f*(x) ¢

U,y para todo o k € INo. Defina-se

Temos que V, é um aberto denso por f ser topologicamente transitiva. Entdo o conjunto
Ay = X\ Vi é um fechado com interior vazio (ou seja, magro) que contém x. Por fim,
a familia {A,: x € X} é numeravel, pois é construida a custa de um nimero numeravel
de abertos distintos. Logo X = J,cx Ax € uma unido numeravel de conjuntos magros,

contradizendo a hipétese de X ser de segunda categoria. O

Combinando as duas proposi¢cdes acima obtemos:

Teorema 2.1.19 (Teorema da transitividade de Birkhoff). Sejam X um espago métrico
completo, 2-numeravel e sem pontos isolados, e f: X — X uma aplicagédo continua. As

afirmacgobes seguintes sdo equivalentes:

(i) f é topologicamente transitiva.

(ii) f tem uma 6rbita densa.
Se alguma destas condigées se verificar, Dy € um G denso.

Como exemplos a que se aplica o teorema anterior, considerem-se as fung¢des dos Exem-
plos 2.1.8 e 2.1.9: ambas s&o continuas e topologicamente transitivas em espagos mé-
tricos compactos sem pontos isolados, logo tém orbita densa. No caso particular do
Exemplo 2.1.8, as 6rbitas sdo todas homeomorfas entre si e, portanto, sdo todas den-
sas. (Se todas as 6rbitas de um sistema dinamico (X, f) sdo densas, diz-se que f é

minimal.)

O Teorema 2.1.19 é frequentemente usado para mostrar que um dado sistema dinamico
tem uma érbita densa: basta provar que é topologicamente transitivo, o que, em geral, é

mais facil do que exibir um ponto com érbita densa.
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Exemplo 2.1.10. Consideremos a funcdo f: R — IR definida do seguinte modo: para
cadan € Z,
—3x+8n+2 se2n<x<2n+1
flx) =

5x —8n+2 se2n—1<x<2n

O grafico da fungéo f esta representado na Figura 2.1.

6 | f(x)

_5

\

Figura 2.1: Grafico da fungéo f.

Provemos que f é topologicamente transitiva. Como os intervalos abertos formam uma
base da topologia em IR, basta provar a condicéo (iii) da Proposicdo 2.1.9 para esses

conjuntos.

Comecemos por mostrar <que a ¢rbita do intervalo |n, n + 1[, para cada n € Z, cobre todo
o espaco. Cada intervalo |1, n 4 1] pode ser escrito na forma |2m, 2m + 1[ ou |2m — 1,2m],
consoante n é par ou impar. Fixemos m € Z. Temos que f‘pmlz,ﬂﬂ[(x) = —3x+8m—2

e fHZ,,,_um[(x) = 5x — 8m — 2. Logo,
f(2m2m+1)) =2m—-1,2m+2[ e  f(]2m—1,2m[) =]2m—3,2m +2[.

Ou seja, paran € Z,

f(In,n+1])=|n—1,n+2[ senépar

f(n,n+1))=In—2,n+3] sené&impar.
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E, portanto, qualquer que sejan € Z, tem-se f (Jn,n +1[) 2 |n —1,n+ 2[. O queimplica
que f (Jn,n+1[) 2n—1,n+1+1[paratodoon € Z,1 € N. Provemos esta afirmagao
por indugdo. O caso [ = 1 ja esta provado. Supondo-a valida para um natural fixado [,

concluimos que

f(un+1+1)) = f(nn+I[U{n+1}Uln+1n+1+1[)
= f(nn+I)U{f(n+D}Uf(In+Ln+1+1])

In—1n+1+1U{f(n+D}Uln+1—-1,n+1+2]

)

O In—1,n+1+2[.

Com aincluséo f (Jn,n+1[) 2 Jn—1,n+1+ 1], mais uma vez por indugdo se mostra
que f¥ (Jn,n+1[) 2 |Jn —k,n + k + 1[. De facto, o caso k = 1 j& esta provado. Suponha-

mos que a afirmagao é valida para k € IN; entéao,
D) = £ (ffQnn+1D) 2 f(n—kn+k+1]) 2 In—k=1n+k+2[.

Logo, paratodoon € Z,

[ee]

Gfk (Jan+1)) 2 JIn—kn+k+1] = R.

k=0 k=0
Seja agora | = ]a, b[ um intervalo ndo degenerado contido num dos intervalos em que
se divide a definicdo de f. Mostremos que a 6rbita de | contém um intervalo da forma
|n,n+ 1| para algum n € Z. Note-se que, se existe n € Z talque2n <a <b <2n+1,
entéao

f(J) = ]-3b+8n+2,—3a+8n+2[;

se existen € Ztalque 2n — 1 <a < b < 2n, entéo
f(J) = 15a —8n+2,5b —8n +2].

No primeiro caso, f(J) é um intervalo de comprimento 3(b — a); no segundo, f(J) é um
intervalo de comprimento 5(b — a). Assim, existe um k € NN tal que f*(J) contém um

intervalo de comprimento pelo menos 3 vezes maior do que o comprimento de J.

Se f(]) contém um intervalo da forma |m, m + 1|, para algum m € Z, a prova esta com-
pleta. Caso contrario, ou continua contido num intervalo da forma |m, m + 1] ou f(]) con-
tém um inteiro N. Em qualquer dos casos, se ]’ € o maior intervalo entre f(]) N ]—oo, N|

e f(J) NN, +oo, entdo ]’ tem comprimento minimo 3 (b — a) e esta contido num intervalo
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da forma |m, m + 1[. Assim, se f(]) n&do contiver ja um intervalo da forma |m,m + 1], en-
tdo contém um intervalo de comprimento minimo %(b — a) que esta contido num intervalo

da forma |m, m + 1[.

Prosseguindo indutivamente, concluimos que, dado k € IN, ou fk(]) contém um intervalo
da forma ]m, m + 1] ou contém um intervalo de comprimento minimo (3/2)¥(b — a) que
esta contido num intervalo da forma ]m, m + 1[. Se supusermos que f*(]) nunca contém
um intervalo da forma |m, m + 1], temos que, parak > — log3/2(b —a)/2,aimagem f"(])
contém um intervalo de comprimento maior ou igual a (3/2)*(b — a) que esta contido num

intervalo da forma |m, m + 1[. Contudo, isto é impossivel uma vez que
(3/2)%(b—a) > (3/2)71832=0(p —g) = 2(b—a)/(b—a) = 2.

Logo, para algum k € IN, o conjunto fk(]) contém um dos intervalos que determinam os

ramos de f. Consequentemente, [}, f*(]) = R.

Para concluirmos que f € topologicamente transitiva, basta agora notar que todo o aberto
nao-vazio de R contém um intervalo ndo degenerado que esta contido num intervalo da

forma |m, m + 1] para algum m € Z.

Como f é topologicamente transitiva, pelo Teorema 2.1.19 f tem pontos com érbita densa
e Dy € um G; denso. Mas néo se conhece um tal ponto, até porque nenhum numero

racional tem érbita densa (como se provara no Exemplo 2.2.3).

Vejamos outra aplicagdo do Teorema 2.1.19. Ja sabemos que o produto de duas fungdes
topologicamente transitivas pode n&o ser transitivo; contudo, se uma delas for mixing,

entao o produto é transitivo.

Proposicao 2.1.20. Sejam X um espago métrico separavel sem pontos isolados e Y um
espago topoldgico. Se as fungdes f: X — X e g: Y — Y sdo topologicamente transitiva

e mixing, respetivamente, entdo f x g é topologicamente transitiva.

Demonstragdo. Comecemos pela seguinte afirmagao elementar.

Lema 2.1.21. Sejam X um espago métrico separédvel sem pontos isolados e f: X — X
uma fungéo topologicamente transitiva. Entdo, N f(ll, V') é infinito para todos os abertos

néo-vazios U,V de X.

Demonstragdo. Como X € um espaco métrico separavel sem pontos isolados, se f é

topologicamente transitiva entéo Df é um G; denso. Dados U, V C X abertos ndo-vazios
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de X, sabemos que Nf(U, V) # @. Suponhamos que ¢ finito e seja N = max N¢(U, V).
Ent&o o conjunto f~N(U) NV é ndo-vazio, e aberto por f ser continua. Logo existe x
emD;N fN(U)NV. Sejay € U tal que fN(y) = x. Como X n&o tem pontos isolados,
pelo Lema 2.1.7 sabemos que f(x) tem érbita densa; logo, esta drbita interseta V. Seja
m € Ny tal que f"+1(x) € V. Entéo, fN+"*+1(y) € V e, portanto, fN-""1(U) NV # @.
Logom+N+1¢€ Nf(u, V), o que contraria a maximalidade de N. O

Provemos agora que f x g é topologicamente transitiva. Sejam U,V C X, U, V' C Y
abertos n&o-vazios. De acordo com (2.3), ha que provar que N¢(U, V) N Ny (U', V') # @.
Por g ser mixing, Ny (U’, V") & co-finito. Como f & topologicamente transitiva, N¢(U, V)

é infinito pelo Lema 2.1.21. Logo, a intersegéo N¢(U, V) N Ng(U', V') é ndo-vazia. [

2112 Caos segundo Devaney

Ainda antes de o estudo qualitativo dos sistemas dindmicos se tornar uma area propria da
Matematica, varios matematicos e fisicos se deparavam com um problema fundamental
na descricao dos sistemas: a evolugao de muitos sistemas fisicos é fortemente depen-
dente das condicdes iniciais. Exemplos classicos sdo o péndulo duplo e o problema dos
trés corpos, em que o movimento dos corpos € imprevisivel e em que pequenas diferen-
¢as nas condigbes iniciais geram comportamentos totalmente diferentes nas respetivas
orbitas. Gracas a estes exemplos, e outros semelhantes, foi-se construindo a ideia intui-
tiva de caos: trata-se de sistemas deterministicos tado imprevisiveis que o comportamento
das orbitas parece aleatério. Uma formulagao rigorosa de caos so6 surgiu no século XX,
com varias versoes preliminares evidenciando uma maior ou menor preocupag¢ao com
certas caracteristicas. Neste documento adotamos a defini¢do de caos proposta por R.

Devaney.

Comegamos com a definicdo de sensibilidade as condig¢des iniciais, que traduz a ideia
intuitiva que um sistema pode evoluir de formas muito distintas mesmo comegando com

condigdes iniciais proximas.

Definicdo 2.1.22. Seja X um espago métrico sem pontos isolados e f: X — X uma
fungdo continua. Dizemos que f (ou o sistema dinamico (X, f)) é sensivel as condi¢gdes
iniciais se existir 6 > 0 tal que, paratodoo x € X e e > 0, existremy € X e n € IN tais

que d(x,y) <eed (f"(x),f"(y)) > J. A s chama-se constante de sensibilidade de f.

Exemplo 2.1.11. As fungdes lineares em R, f(x) = ax, com |a| > 1 ilustram perfeita-

mente a sensibilidade as condigdes iniciais. Dados § > 0, x € R e ¢ > 0, escolha-se
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y=x+e/2en>log, (26/¢). Entao,

y—x|=¢/2<c¢ce

n n n n n n€ o 2) €
f"(y) — f"(x)| = |a"y —a"x| = |a"| |y — x| = |a] 5 > la| g\u\(s)i — 5.

Podemos agora definir caos segundo Devaney.

Definicdo 2.1.23. Seja X um espaco métrico sem pontos isolados e f: X — X uma
fungdo continua. Diz-se que f (ou o sistema (X, f)) é cadtico (segundo Devaney) se

satisfizer as seguintes condigdes:

(i) f é sensivel as condigdes iniciais.
(ii) f é topologicamente transitiva.

(iii) Per(f) é denso.

Uma questao importante é a de saber se ser cadtico € uma propriedade preservada por
conjugacao. A transitividade topoldgica e possuir um conjunto denso de pontos perié-
dicos s&o preservadas por conjugacao. Mas a sensibilidade as condig¢des iniciais nao &
preservada por conjugacao (cf. [26]). No entanto, esta condi¢ao é redundante na defini-

¢&o de caos segundo de Devaney.

Teorema 2.1.24 ([26]). Seja X um espago métrico sem pontos isolados. Se f: X — X

é topologicamente transitiva e Per(f) = X, entdo f é sensivel as condigées iniciais em

qualquer métrica que induza a topologia de X.

E, portanto, nas condicdes do teorema anterior podemos simplificar a Definicao 2.1.23.

Definicdo 2.1.25. Seja X um espago métrico sem pontos isolados e f: X — X uma fun-
c¢do continua. Diz-se que f (ou o sistema (X, f)) é cadtico segundo Devaney se satisfizer

as seguintes condicoes:

(i) f é topologicamente transitiva.
(ii) Per(f) = X.
E, como ja vimos, ser cadtico segundo Devaney é preservado por quase-conjugacao.

A funcédo do Exemplo 2.1.9 é um sistema cadtico, enquanto que as do Exemplo 2.1.2
nao sédo. No proximo capitulo discutiremos outros exemplos de sistemas dinamicos cadé-
ticos, analisaremos condigcbes suficientes para uma fungao ser cadtica, e avaliaremos o

impacto da natureza cadtica do sistema no conjunto das suas 6érbitas densas.
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2.2. Como é o conjunto D¢ ?

No Exemplo 2.1.7, vimos que Dy = {1} = ﬁf # X. Ou seja, Dy é um aberto ndo-
vazio mas nao denso. Sabemos, porém, pelo Teorema 2.1.19 que, se X for um espaco
Hausdorff sem pontos isolados e Df # @, entao Df € um G; denso. No entanto, os
exemplos seguintes parecem mostrar que, sob estas hipoteses, Dy exibe uma rigidez

que ainda n&o descrevemos.

Exemplo 2.2.1. No Exemplo 2.1.8, vimos que para rota¢des racionais todos os pontos
s&o periodicos. Logo, como X n&o é finito, nenhum ponto admite ¢rbita densa e Dr, = @
para 8 € Q. O mesmo vale para a fungao identidade em qualquer espagco com mais do
que um elemento. Pelo contrario, as rotagdes irracionais sdo minimais, isto é, todo o

ponto tem orbita densa e, portanto,Dr, = X.

Exemplo 2.2.2. No Exemplo 2.1.3, D, € um G; denso com interior vazio porque o con-

junto de orbitas perioddicas é denso.

Exemplo 2.2.3. A funcdo do Exemplo 2.1.10, definida em IR, é topologicamente tran-
sitiva. Pelo Teorema 2.1.19, sabemos que D; € um Gs denso. Mas nenhum numero
racional tem érbita densa. De facto, a afirmacéo é trivial para os inteiros uma vez que,
sen € Z,entdo f(n) =n+2senépare f(n) =n—2senéimpar,logo Orbs(n) C Z.
Sejaagorar € Q\ Z, escrito como fragao irredutivel p/g, sendo p € Z e g € IN. Note-se
que a drbita de r por f esta contida em Q. E que, paratodo o k € N, o iterado f*(r) pode

ser escrito como fracao % com P, € Z. Entao,

Orbg(r) C {I{j N e Z}.

Mas, fixado g € IN, o conjunto {N/gq: N € Z} nao édensoem R, uma vez que a distancia
entre dois elementos distintos deste conjunto é pelo menos 1/4. Como o conjunto de

numeros racionais € denso em R, concluimos que Dy tem interior vazio.

Em resumo, nestes exemplos tem-se Df =@ ou Df =Xou D°f = @, mas ainda n3o sa-
bemos que propriedades do espago X ou da fungdo f determinam estas diferengas. Em
particular, ndo é claro que espagos topolégicos admitem sistemas dindmicos continuos
minimais. Em [31], os autores questionam se existem sistemas dindmicos continuos mi-
nimais que atuem em IR”, para algum n € IN. A resposta negativa foi dada em [5] como

corolario do seguinte resultado.
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Teorema 2.2.1 (N. Bernardes). Sejam X um espago topolégico Hausdorff sem pontos

isolados e f: X — X uma fungé&o continua.

(a) Se X é compacto, entdo Dy = @ ou Dy = X.

(b) Se X nado é compacto mas é localmente compacto, entao ﬁf =Q.

Pelo facto de IR” ser localmente compacto mas ndo compacto, qualquer que sejan € IN,

o teorema anterior tem a seguinte consequéncia.

Corolario 2.2.1.1. Dadosn € N e f: R" — R" continua, tem-se D°f = @. Em particular,

para todo o n € IN, ndo ha sistemas dindmicos continuos minimais em R".

Em [5], a prova do item (b) do Teorema 2.2.1 utiliza o compactificado com um ponto de
X e recorre a estrutura uniforme existente em espagos compactos. Neste documento,
apresentamos uma variante dessa demonstracdo, mais elementar pois evita o uso de

uniformidades.

Demonstragéo. A ideia da demonstragéo € a seguinte: supor que Dy n&o € da forma
prescrita e, a partir dai, encontrar um ponto com o6rbita densa cuja imagem por f ndo tem
orbita densa (no caso de X ser compacto) ou € exterior ao espacgo X (caso contrario), o

que é uma contradicao.

(a) Comecemos com o caso de X compacto. Suponhamos que Dy # X e ﬁf # @.
Sejamz € X\ Drex € ﬁf. Como X é compacto, é localmente compacto. Logo,
pelo Lema 1.1.17, todo o ponto de X admite um sistema fundamental de vizinhancgas

compactas. Seja entdo V uma vizinhanga compacta de x tal que V C ﬁf.
A familia de vizinhancas abertas de z,
U, = {UC X:ze UeU é aberto}
equipada com a relacédo de ordem parcial
u>u < ucu

€ um conjunto dirigido. Podemos entdo construir redes (ry)ucu, («u)ucu © (Bu)ucu

da seguinte forma:

(i) Como x € Dy, a sua orbita interseta todos os abertos n&o-vazios de X. Dado U € U,

seja ryy > 1 o menor natural tal que f™u(x) € U.
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(ii) O conjunto
Ay = {ke]No: k<rye ff(x) ef/}

€ ndo-vazio (0 € Ay) e majorado (por 7). Logo, tem maximo. Seja a;; 0 seu maximo.

(iti) Como x € Dy e X n&o tem pontos isolados, f"(x) € Dy paratodo o n € INp. Logo, a
orbita de " (x) interseta todos os abertos ndo-vazios de X. Seja p > ri; 0 menor natural

tal que fPu(x) € V.

As trés redes anteriores foram construidas de tal modo que se tem:

fru(x), fPu(x) e V. vuel, (2.4)
fAtt(x), ft2(x), ., fPU N (x) 2V (2.5)
fi(x) € U. (2.6)

Pela condigao (2.4), arede (f*U(x)) u ey stainteiramente contida no compacto V. Logo,
existe um ponto iy € V de acumulagéo da rede. Além disso, comoyp € V C Df, a orbita

de yo por f € densa.

Como X n&o tem pontos isolados, a 6rbita Orb(yy) interseta todos os abertos n&o-vazios
de X uma infinidade de vezes. Seja M > 1 o menor natural tal que fM(y,) € V. Por

continuidade de f, existe um aberto V' talque yp € V' e
veV = M) eV.

Defina-se
W = {WCX: yoc W eW éaberto}

que é uma familia dirigida com a inclusdo. Logo, o produto cartesiano W x U, é também

dirigido com a inclusao. Consideremos agora a seguinte rede indexada por W x U,:

(iv) Como yo é ponto de acumulagdo da rede (f"‘U(x))UEuZ, para toda a vizinhanga

aberta W de yp e todo o U € U, existe um U’ C U tal que f*u'(x) € W.

(v) Dado (W,U) € W x U, seja U' C U tal que f*u'(x) € W. Definimos
Yywu) = fU(x).

Dada uma vizinhanca aberta W de yo e U € U, temos que, para todoo W' € W,

W/ g W = y(W/,U) S W/ g W.
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Ou seja, yo é limite da rede (V(W,U)>(W R Além disso, paratodoo U € U, e
U) e WxU:
Wew,

WCV = ywweV e 3UCU: fM (y(ww) — fMtaw(x) g V.

Entdo, f*(x) e fM**u (x) pertencem ambos a V. Como, pelas condigdes (2.4) e (2.5),

nenhum iterado entre a;» e By pode pertencer a V, temos
0 <ry—ay < Pu—ay <M. (2.7)

Lema 2.2.2. Existe 1 < ¢ < M tal que, para todo o (Wy, Uy) € W x U,, existe (W, U)
tal que
(W, U) > (W(), Uo) e Ty — Ay = L.

Demonstragdo. Suponhamos que nao existe um tal £. Entdo, paracadal < /¢ < M, seja
(Woe, Upe) € W x U, tal que 1y — ay # £ para todo o (W, U) > (W4, Upy), onde U’ é

tal que y ) = f*v' (x). Definimos

M M
Wo = () Wo,nV' @ U= ()Uy
/=1 /=1

que pertencem a W e U, respetivamente, por serem a interse¢ao de vizinhangas abertas

de yo e z, respetivamente. Note-se que, sempre que (W, U) > (W, Up), se tem

(W, u) > (Wo,Up) > Wy, Upy) V1I<ELSM

Ty — oy 75 £.

Contudo, W C Wy C V’, logo vale a condigdo (2.7), o que contradiz a afirmagao anterior.
O

Seja ¢ dado pelo Lema 2.2.2. Como y, € limite da rede (y(w,u)) w,u)ewxu. € f € con-
tinua, temos que f*(yo) € limite da rede (f'(yw.u))) wu) e wxi.- Assim, se A for uma
vizinhanga de f‘(yo), existe (Wp, Up) € W x U, tal que f* ((y(w,u))> € A paratodo o
(W,U) > (Wp, Up). Por outro lado, dada uma vizinhanga aberta B de z, BN Uy é também
vizinhanga aberta de z. Logo, BN Uy € U, e, portanto, (Wy, BN Uy) € W X U, e existe
(W, U) > (Wy, BN Uy) tal que ry;r — ayyr = £. Consequentemente,

flyw) = fF(fv(x) = fHu(x) = fumtuttu(x) = fu(x) e U € BNU C B.
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~ y ~ l g
Mas entdo z € ponto de acumulag&o da rede (f (]/(w,u))) (W) e Wl Como X é Haus-
dorff, o limite desta rede é unico; e, portanto, f”(yo) = z. Logo, por X nao ter pontos
isolados, z tem orbita densa, o que contradiz a escolha de z ¢ Dy. Concluimos este

modo que Dy = @.

(b) No caso em que X é localmente compacto mas ndo compacto, a prova € analoga
a anterior, tendo apenas de recorrer ao compactificado de Alexandroff de X. Seja X =
X U {0} 0 compactificado com um ponto de X, que existe por X ser localmente compacto.
Pelo Lema 1.1.17, todo o ponto de X possui um sistema fundamental de vizinhancas
compactas em X. Como acima, suponhamos que D°f # @. Sejam x € D°f eV C Xuma
vizinhanga compacta de x (em X) tal que V' C D;. Como os abertos de X séo abertos em
X, V é uma vizinhanga compacta de x tambémem X. E, como X é denso em X, conjuntos
densos em X s3o densos em X; em particular, Orbf(x) é denso em X. Consideremos
z = 0o € X e prossigamos de modo analogo ao caso em que X é compacto. Obtemos
um ponto yo € Dy e £ € IN tal que f'(yo) = z = oo & X, que é impossivel pois a imagem

de f € um subconjunto de X e X # X porque X ndo & compacto. O
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3. Dinamica Linear

Tendo reunido no capitulo anterior informacéo essencial sobre sistemas dindmicos em
espacos topolégicos, a segunda parte da dissertacio é reservada a sistemas dindmicos
em contexto linear. Veremos que, em espacos vetoriais topolégicos de dimensao finita,
a dindmica de qualquer operador linear é relativamente simples, nunca havendo, por
exemplo, vetores com 6rbita densa. A situacdo muda drasticamente em espacos de
dimensao infinita, onde serado apresentados exemplos de operadores transitivos, mixing

e caoticos, contrariando a ideia de que o caos s6 ocorre em contexto nao-linear.

A notacado usada em Dinadmica Topoldgica muda ligeiramente em contexto linear. Como
ja foi referido, abreviaremos a expressao funcéo linear continua para operador, que re-
presentaremos por T ao invés de f. Como é tradigdo em Analise Funcional, escrevere-
mos T(x) na forma Tx. Para o produto de espagos e operadores, seguimos a notagao
de soma direta e denotamos o produto de espacgos vetoriais por E & F, e o produto de

operadores porT®S: EGF - EQF.

Dado um operador T: X — X num espaco vetorial topologico X', a um vetor com érbita
densa chamamos hiperciclico, e representamos o conjunto dos vetores hiperciclicos por
HC(T), em vez de Dr. Se um operador admite um vetor hiperciclico, dizemos que esse
operador é hiperciclico. De notar que todo o espaco vetorial métrico e separavel se
encontra nas condicbes do Teorema 2.1.19, pelo que, num tal espago, um operador &

hiperciclico se e s6 se for topologicamente transitivo.

O conteudo deste e do proximo capitulo baseia-se na referéncia [26].

3.1. Operadores em espacos de dimensao finita

Nesta secgdo, os espagos vetoriais tém dimensao finita mas ndo sdo degenerados, isto
€, nao se reduzem ao vetor nulo. Vimos na Secc¢éo 2.2 que nao ha fungdes continuas
minimais em espacos de dimensao finita. Essa propriedade é ainda mais restritiva no

caso de operadores lineares.

Teorema 3.1.1. Ndo ha operadores hiperciclicos em espacos de dimensao finita.

Demonstragdo. Suponhamos que existe um operador T: KN — K hiperciclico, para

algum N € IN. Consideremos x € HC(T). O conjunto {x, Tx, T?x,..., TN"1x} forma
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uma familia linearmente independente de vetores. Se assim nao fosse, existiria algum
k € {0,...,N —1} tal que T*x € span({x, Tx,..., TN"1x} \ {T*x}). Logo, pela lineari-
dade de T,

T"x € span({x, Tx,..., TN 1x} \ {Tx}) Vn € No.

e, portanto,
Orbr(x) C span({x, Tx,..., TN 1x}\ {T*x}).
Contudo, este é um subespago proprio de KN, o que contradiz a densidade de Orbr(x).

Logo, o conjunto B = {x, Tx, T?x,..., TN"'x} é uma base de KV.

Fixado « € R, por x ser hiperciclico e KN n&o ter pontos isolados, existe uma sucesséo
estritamente crescente de naturais (1)< tal que limy ., o, T"*x = ax. Entdo, como T

é continua, tem-se para todo o j € INj,
lim T"T/x = lim T/T"x = Tf< lim T"kx> = T/(ax) = aTix.
k— 400 k— 400 k— +oo
Seja z € KN escrito na base B, digamos,

z = agXx+...+an_1TN 1x

para escalares (Unicos) («;)o<;<n-1. Entéo,

lim Tz = lim T™ (zxox—i—...%—sz_lTN’lx)
k— o0 k— 400
= wp lim T™x+...4+a,q lim T*TN"lx
k— o0 k— o0

= ocucox+...+0csz_1TN_1x = uz.

Considerando a representagcao matricial A do operador T relativamente a base candnica

~ . . 2 . ,
de KV, entéo limy_, .., A™ = «ald na topologia usual de KN". Como o determinante &
uma fungao continua, obtemos

lim det(A™) = lim det(A)"™ = aV.

k— +oo k— +oo

Contudo, limy , ., det(A)" é zero se det(A) < 1, ou é 1 se det(A) = 1, ou é 4o se
det(A) > 1. Como a escolha de « > 0 & arbitraria, obtemos uma contradigdo. Assim, T

nao pode ser hiperciclico. O

3.1.1 Exemplos

Apresentamos agora alguns exemplos que ilustram o comportamento dindmico de ope-

radores lineares.
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Exemplo 3.1.1. Dado N € NN, para a identidade Id: KN — KV tem-se Per;(Id) =
Rec(Id) = KN.

Exemplo 3.1.2. Todos os operadores lineares possuem pelo menos um ponto recorrente,
o vetor nulo, que até € um ponto fixo. Ha operadores em que o conjunto de pontos
recorrentes se reduz a este vetor. Consideremos o operador T: R — IR definido por

Tx = ax, sendo |a| < 1. Entdo, Rec(T) = {0} = w(x, T) para todo o x € R.

Exemplo 3.1.3. Consideremos em R? as rotagbes Ry: R?> — RR?, representadas pelas

matrizes

R cos(27f) —sin(276)
9 =
sin(2710) cos(270)

onde 6 € ]|0,1[. Tal como as restricdes a circunferéncia unitaria, estudadas no Exem-
plo 2.1.8, se 6 = g, com p,q € IN primos entre si, temos que todo o vetor & periddico
de periodo gq. Se 6 ¢ Q, a restricdo de Ry a circunferéncia unitaria € minimal, mas a
sua extens&o como operadores em IR? ndo sé ndo admite vetores hiperciclicos como, de
facto, ||Rgq(x)|| = ||x|| para todo o x, o que implica que cada ¢rbita estd contida numa
circunferéncia centrada em (0,0). Note-se, porém, que em ambos os casos todo o vetor

€ recorrente e que, pelo Teorema 2.1.2, Ry é recorrente.

Exemplo 3.1.4. Consideremos N € IN e em CN um operador T com valores proprios de
modulo diferente de 1. Se v € C" € um vetor préprio associado ao valor préprio A € K e
Al < 1, tem-se T"v = A"v = 0; se |A| > 1, tem-se ||T"0|| = ||A"0| = |A|"]|v]| = +oo.
No primeiro caso, temos que w(x,T) = {0} e no segundo w(x,T) = @. Por exemplo,

seja T: C® — C3 o operador representado na base candnica pela matriz

300
A=10 3 0
0 0 i

Note-se que T%(0,0,a) = i*a = a paratodo o a € C; e que T"(a,b,0) = 3"(a,b,0) para
todo o par a,b € C. Logo, os vetores da forma (0,0,a), com a € C, sdo periédicos,

enquanto os restantes n&o sao sequer recorrentes, uma vez que

IT"(a,b,0)|| = [|3"(a,b,0) +i"(0,0,c)|| > 3"y/|a|? + [b|> + |c| = +co.

E, portanto, Rec(T) = ((0,0,1)), com interior vazio.
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3.2. Operadores em espacos de dimenséao infinita

Nesta seccao construimos varios exemplos de operadores com alguma variedade di-
namica, e discutimos condicdes suficientes para que um operador seja hiperciclico ou
mixing ou cadtico.

3.2.1 Exemplos de operadores hiperciclicos

Ja sabemos que nao existem operadores hiperciclicos em espacos vetoriais de dimensao
finita, nem em espacos vetoriais de dimensao infinita que ndo sejam separaveis. Come-
cemos por analisar os primeiros exemplos de que ha registo de operadores hiperciclicos

em espacos vetoriais de dimensao infinita (respetivamente, £7 e ¢).

Exemplo 3.2.1 (Operadores de Rolewicz). Seja X um dos espagos /7 (IN, K) ou ¢y (IN, K)

e consideremos o operador shift

B: X - X

(xn)neN = (¥n+1)neN:
Dado A € K, a aplicagao linear B, = AB é tal que
By (xn)n = (A¥ny1)n  V(%n)nen € X.
Temos ainda que, se x = (x,)eN € &,
IBax|l = [IA(xn1)nenll < [A][Jx]].
Logo, B, é continua. Além disso, se |A| <1,
[BRx]l < [AP"[lx]] < [lx]
e, portanto, B, nao é hiperciclico. Pelo contrario:

Lema 3.2.1. Se |A| > 1, o operador B, é hiperciclico.

Demonstragcdo. Como o espaco cyy € denso em X, dados abertos ndo-vazios U,V C X,

existem x € U, y € V da forma

x=(x1,...,xn,0,0,...) e y=(,...,yn,0,0,...) #(0,0,0,...,0,0...)
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para algum N € IN natural, e ¢ > 0 tais que

B(x;e) = {zeX: |z—x| <e}

N

B(y;e) = {yeX:|z—yl[<e} CV
Dado n > N, consideremos o vetor r,, = (1} )rcn, onde

; AT Y sen<k<N+mn
T’k —
0 caso contrario.

Entdo [[rx[| = |A|7"ly|| e, escolhendo n > —log, (¢/ ||y

), obtemos
[rall < JA[ B E Dy = e

e, portanto, r, + x € B(x;¢). Logo,sez =r, +xentdoz € B(x;e) CUeBiz=yc V.

Ouseja, z € UN B, "(V), o que confirma que B, é hiperciclico. O

Os proximos exemplos, descritos por MacLane e Birkhoff, dizem respeito a fungbes in-

teiras, pelo que o espago onde atuam é H(C), que é de Fréchet.
Exemplo 3.2.2 (Operadores de Birkhoff). Seja a € C. Consideremos em H(C) a aplica-
¢ao
T.: H(C) — H(C)
f = Taf
emque T,f: C — C édadaporT,f(z) = f(z+a). Para cada a, a fungéo T, é claramente
linear. E é também continua. De facto, seja Ky € N tal que Ky > |a|. Temos que

Prt+k, (f) > pr(Taf) para todo o k € IN, uma vez que, definindo Mi(f) = {|f(2)]: |z] <

k}, se tem

[f(z+a)l € Mi(Tof) e |z <k = |z+a| <|z[+|a] <k+Ko e [f(z+a)| € Mk, (f)-

Logo, My (Taf) € Mix,(f), 0 que implica que T, é continuo.

Lema 3.2.2. O operador T, é hiperciclico para qualquer a € C.

Demonstragdo. Sejam U,V C H(C) abertos ndo-vazios, f € U e g € V. Pelas proprie-

dades dos espacos de Fréchet, temos que existem ¢, e, > 0 e K, K; € N tais que

{h € H(C): p,(f —h) <ef} cu e {h € H(C): px,(g—h) < sg} cV.



FCUP
Recorréncia em operadores lineares

74

Podemos supor que ¢; = e, = e € Ky = K = K, tomamos se necessario e = min(ey, &),

K = max(Ky, K,) e usando a condigdo de as semi-normas serem crescentes.

Seja n € N tal que os discos fechados de raio K e centrados em 0 e na, B[0; K], B[na; K],
respetivamente, sdo disjuntos (basta tomar n > |a|/2K). Dadas vizinhangas Ly e L, de

B[0; K] e B[na; K], respetivamente, consideremos a aplicagéo
h: LOULna — LOULna

dada por h(z) = f(z) sez € Ly e h(z) = g(z —na) se z € Ly, Como os discos sdo
fechados e disjuntos, & é holomorfa no seu dominio. Logo, pelo Teorema 1.3.2, existe

um polinémio q definido em C tal que

sup [f(z) —q(z)] < ¢

|z <K
sup [g(z—na) —q(z)| = sup [g(z) —g(z+na)| < e
|z4+na| <K |z]| <K
Ouseja, px(f —q) <eepr(g—T'q) <e Entdogq € UNT,"(V), o que confirma que T,
€ hiperciclico. O

Exemplo 3.2.3 (Operador de MacLane). Consideramos, mais uma vez, o espago H(C)

das fungbes holomorfas em C e seja D o operador derivada
D: H(C) — H(C)
foo=f
Sabemos que D é linear e continuo em H(C) (cf. Exemplo 1.2.6).
Lema 3.2.3. O operador D é hiperciclico.
Demonstragdo. Sejam U,V C H(C) abertos ndo-vazios. Como os polinémios formam

um subconjunto denso de H(C), sejam p € U e g € V polinébmios. Suponhamos que p e

g sdo da forma
N N
p(z) =) a7 q(z) =) bjd
j=0 =0

emque ay # 0ou by # 0. Sejam K € N e e > 0 tais que {h € H(C): px(h—p) <e} C

U. Para cada n > N, consideremos

_ j! Nt
ra(z) = p(z)+]z(:)(n+],)!b]z +j
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Tem-se, paratodooz € C,
S ‘ S P U1
D'r)(z) = (D"p)(z) + Y —— b, D"(*") = 0+ Iy : =q(z).
(D)) = (D)) + Lo Gy D) = 0 Ly Gy by = (2
Além disso,
N il i
pr(ra —p) = sup |r(z) —p(z)| = sup |} ——bjz""
" 2| <K ! 2l <k |/=0 (1 +))! !
N »
|bj| sup |z"]
=0 (”+ Y <k
N i
— Y L kit oo
= (n+))!

pois a sucessao ((ni]{) tem limite zero, qualquer que sejaj € INp e K € IR. Logo existe
np € IN, que podemos supor maior do que N, tal que px(r,, — p) < & 0 que implica que
rn, € U. Como D™r,, = g € V, concluimos que r,, € UN D" (V). E, portanto, D é

hiperciclico. O

3.2.1.1 Caos em contexto linear

Recorde-se que, em espagos meétricos completos sem pontos isolados, a sensibilidade
as condic¢des iniciais € consequéncia da transitividade e da existéncia de um conjunto
denso de pontos periddicos (cf. Subseccao 2.1.12). Em contexto linear, a transitividade

€ condicao suficiente para se ter sensibilidade as condic¢des iniciais.

Proposicao 3.2.4. Se T é um operador hiperciclico de um espacgo de Fréchet F, entdo
T é sensivel as condigdes iniciais relativamente a qualquer métrica invariante por trans-
lagbes em F (isto é, tal que d(x +z, y +z) = d(x,y) para todo x,y,z € F) que induza a
topologia de F.

Demonstragdo. Sejam d uma tal métrica (que existe sempre em espacos vetoriais nor-
mados), e > 0 e ¢ > 0 tal que d(xp,0) = ¢ para algum x;, € F. Fixemos x € F e abertos
ndo-vazios U, = B(0;¢) e Vs = F \ B[0;6]. Uma vez que T ¢ hiperciclico, sejam n € Ny
ez € U, taisque T"z € V5. Entdox+z—x € U, e T"(x+z) — T"x = T"z € V;. Ou
seja: para quaisquer ¢ > 0 e x € F, existemn € Ny e z € F tais que d(x,z) < e e

d(T"z, T"x) > 6. Logo T é sensivel as condigdes iniciais. O

A existéncia de orbitas periddicas, além do vetor nulo, pode ser caracterizada pelo espe-

tro do operador.
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Proposicao 3.2.5. O conjunto de vetores periddicos de um operador T: E — E num

espaco vetorial topoldgico complexo E é dado por

Per(T) = span{ve E| 3a€Qn|0,1] : Tv:ezm"‘v},

Demonstragdo. Seja Y = span {v €E| 3o €QnN[0,1] : To = ™ v}. Comecemos
por provar que Y C Per(T). Sejax € Y. Existem N € Ne (¢; € QN[0,1])1<j<n €

(vj € E)1<j<n tais que
To; = ezm“"fv]- e xX=uv1+...+0pn,

onde usamos o facto de Av; ser um vetor proprio associado a «;, VA € K. Cada «; pode
ser escrito como fracao irredutivel % comg; € N, p; € {0,1,...,q]- —1}. Entéo, para
todoo1l <j <N,

T v; = P vj = ;.
E,seqg=7q192...9n, tem-se T7v; = v; paratodoo 1 < j < N. Logo,
Tix =TT (1 +...4v,) =v1+...08y = X

e, portanto, x é periddico.

Provemos agora que Per(T) C Y. Seja x € E tal que T"x = x. O polinémio complexo

p(z) = z" — 1 pode ser fatorizado em

onde A; = ez’“%, sendo todos distintos. E o conjunto de polindbmios

pk(z) = H (Z_A])/
je{l,...n},j#k
onde 1 < k < n, € uma base do espago dos polindmios complexos de grau menor que

n. De facto, este espaco tem dimensé&o n; e, se B1p1 + ... + Bupn = 0, entéo pr(A;) =1

se k =je pi(Aj) = 0sek # j, logo
Bip1(Ak) + .-+ Bupn(Ak) = B =0 V1<k<n

Em particular, existem vy,...y, € Ctaisque 1 = y1p1 +...vupn. Entéo

Id =) vpi(T)
=1
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e, em particular, x = Z;T‘Zl 7jpj(T)x. Consequentemente, se y; = pj(T)x, 1 < j < n,

entdo (T — Aj)y; = p(T)x = 0 e, portanto, y; é vetor proprio associado ao valor proprio
2mij

Aj = e n . Finalmente, note-se que y; € Y para todo o j. O

3.2.1.2 Critérios de hiperciclicidade

Em geral, é dificil provar que um dado operador é hiperciclico, mixing ou cadtico a partir
da definicdo. Porisso, procuraram-se condi¢cdes simples de verificar que detetem quando

estas propriedades sao validas.

Teorema 3.2.6 (Critério de Godefroy-Shapiro). Seja T um operador num espacgo de Fré-

chet F. Definam-se

Xp = span {x € F: Tx = Ax para algum |A| < 1}
Vo = span {x € F: Tx = Ax para algum |A| > 1}
2y = span{x e F|IacQn[0,1[: Tx = ezni”x}.

(a) Se Xy e ), forem densos, entdo T é mixing.

(b) Se Xy, Wy e Z, forem densos, entdo T é cadtico.

Demonstragédo. (a) Sejam U,V C F abertos ndo-vazios, x = Zf-;l wix; € XoNnU e

y= Z§:1 Biyi € YoNV, onde
e A, v €C, |\ <1e|'y]-| >1,paratodool1<i<kel<j<lI
e Tx; = A;x;,paratodool <i<k
° Tyj = 7;y;, para todool1 <j<I
que existem por Ay e ), serem densos. Entao,
k
T'x = Y aMx; = 0.
i=1

Consideremos a sucesséo (u,), de termo geral

L1
Uy = ) — Biy

=17

Note-se que lim,, , o 4, = 0 € que T"u, = y. Logo,

X+u, 5 x e T'(x+u,)=T'x+y 5 .
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Entdo existem N3, N, € N tais que T"u, +x € Uparan > Ny e T"(x + u,) € V para

n > N,. Se n > Ny = max(Np, N;), temos
T"(x+u,) € T"(U)NV.

E, portanto, T é mixing.
(b) Por (a) T é mixing, logo hiperciclico. Se Z, também for denso, pela Proposi¢do 3.2.5
T é caotico. 0
E possivel enfraquecer as condi¢des do Teorema 3.2.6, recorrendo-se a conjuntos Xj e
Yy menos exigentes.
Teorema 3.2.7 (Critério de Kitai). Seja T um operador num espaco de Fréchet F. Se
existirem subconjuntos densos X, Yy C F e uma fungdo (ndo necessariamente conti-
nua) S: Yo — ) tais que, paratodoo x € Xy ey € ), se tem

(i) lim, T"x = 0;

(ii) lim, S"y = 0;
(iii) TSy =y;

entgo T & mixing.

Demonstragdo. Dados abertos ndo vazios U,V C F,sejamx ¢ AyNnUey € YNV,
que existem por X e ), serem densos. Consideremos a sucessao (i), de termo geral
u, = S"y. Note-se que, da hipétese (iii) resulta que T"S"y = y para todo o n € IN. Por

(i), tem-se lim, T"x = 0 e por (ii) tem-se lim, u,, = 0. Assim,
n

xX+u, — x e T"(x4uy) =T'x+T'S"y =T'x+y 5 v.

Logo, existe Ny € IN tal que x +u, € Ue T"(x+u,) € V paratodoon > Np. E,

portanto, para todo o n > Nj,
T"(x+u,) e T"(U)NV.

Logo T é mixing. O
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Se, em vez de se garantir que as sucessodes do argumento anterior convergem para 0, se
supuser apenas que alguma sub-sucessao converge para 0, a prova anterior ndo garante

que T é mixing. Mas mostra que T & weakly mixing.

Teorema 3.2.8 (Critério de Gethner-Shapiro). Seja T um operador num espacgo de Fré-
chet F. Se existirem subconjuntos densos Xy, Yy C F, uma fungdo S: )y — Vp € uma
sucesséo estritamente crescente de naturais (ny)xc N tais que, para quaisquer x € X, e

y € Vo, se tem:

(i) limg T" x = 0;

(i) limy S™y = 0;
(iii) TSy =y;
entdo T é weakly mixing.
Demonstraggdo. Sejam Uy, Uy, V1, Vo, C F abertos ndo-vazios. Temos de provar que
N(Uy, Vi) N N(Up, V2) # @. Sejam x; € ApNUjey; € YoNV;paraj =12 Pelas
condigdes (i) e (ii), temos que x; + Syy; LN xj e T (x]- +Sky]-) = T"x;+ T"Sy; =
T xj +y; LN yj, para j = 1,2. Logo, existem Ky, K, € Ny tais que x; + S™y; € Uy e

T (X1 —|—Snky1) e Visek > Kj,exy+ Sy, € Upe T (xz + S”kyz) € Vb sek > K.

Entdo, para k > max(Kj, K;) e j = 1,2, temos

T (x;+ §"y;) € T(U) N V.
Logo, ny € N(Uy, Vi) N N(Uy, V). E, portanto, T é weakly mixing. O
Se, na prova do Teorema 3.2.8, em vez de se utilizar uma fungdo S: )y — ), e os

seus iterados (S"); se considerarem fungdes Sy independentes, obtemos um critério de

hiperciclicidade.

Teorema 3.2.9 (Hypercyclicity Criterion). Seja T um operador sobre um espago de Fré-
chet F. Suponhamos que existem conjuntos densos X, )y C F, uma sucesséo estrita-
mente crescente de naturais (ny ), e fungbes Si: Vo — Vo tais que, parax € Xpey € Y,

se tem:

(i) limy T™ x = 0;

(ii) limy Sy = 0;
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Entéo T é hiperciclico.

Demonstragédo. Sejam Uy, Uy, V1, Vo C F abertos ndo-vaziose x; € XpNUj, y; € YoN'Vj,
para j = 1,2. Pelas condigdes (i) e (ii), tem-se x; + Syy; LN xj e T (x]-+Skyj> =
Thexj+ T Spy; = T x; +y; LN yj, paraj =1,2. Logo, existe Ky € Ny tal que x; + Syy; €
Uj e T (xj + Skyj) S V] paraj=1,2,sek > Ky. Entdo, parak > Kyej=1,2,

T (x]‘ + Snky]) S T”k(uj) N V]
Logo, ny € N(Uy, V1) N N(Uy, V2). E, portanto, T é hiperciclico. O

Da investigacdo mais recente em Dinamica Linear (cf. [25]) resulta que nenhum destes

critérios € uma condi¢cdo necessaria para que a respetiva propriedade seja valida.

3.2.2 Aplicagao dos critérios anteriores

Comecemos por revisitar os operadores de Rolewicz, MacLane e Birkhoff (cf. Subsec-

¢ao 3.2.1) para mostrar que sdo mixing e caéticos.

3.2.21 Os operadores de Rolewicz

Vamos usar o critério de Godefroy-Shapiro para provar que os operadores de Rolewicz
B, com |u| > 1, s&o mixing e cadticos. Considereremos apenas o0 caso complexo uma
vez que o caso real é consequéncia imediata deste uma vez que a complexificagdo de

(P(R) e de ¢p(R) é ¢P(C) e cp(C), respetivamente.

Seja X = (P(C),comp >1,0uX =¢y(C). SeA €Cel|A| <1, entdoe), = (A"), € X.
E tem-se B,e, = (uA"™), = uA(A"),, logo e, é vetor proprio de B, associado ao valor

proprio uA. Note-se que, os subespagos

1 1
span{eA: A < |.”|} e span{eA: Tl <Al < 1}

sdo subespacgos de X e )) (definidos no Teorema 3.2.6), respetivamente. Mostremos

que sdo densos.

Lema 3.2.10. Se A C ID for um conjunto com um ponto de acumulagdo em ID, entéo, o

espago span {e,: A € A} é denso nos espagos (¥ (C), comp > 1, e ¢o(C).
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Demonstragdo. Escrevemos X = (P(C),p > 1, ou X = ¢y(C). Pelo Teorema 1.2.7,
basta mostrar que se um funcional linear f € X* é tal que f(e,) = 0 paratodoo A € A,

entdo f = 0.

Como (¢7)" = (1 onde g = Ay sep > 1, (£1>* = (® ec} = (', afungdo f pode
ser representada por um vetor u = (u,), € X* e, nesse caso, f((xXn)n) = Y1 Xnlin.
Em particular, f(ey) = Y1 A"u,. Entdo a fungdo A € D — f(e,) define uma série de
poténcias convergente em DD; logo, define uma fun¢do holomorfa ¢ em ID. Assim, se

¢(A) =0para A € A, pelo Teorema 1.3.3, ¢(A) =0 paratodoo A € D. O

Consideremos os conjuntos A; = {A: Al < ﬁ} e Ny = {/\: ‘;—| <A < 1}. Estéo
contidos em ID uma vez que |u| > 1; e possuem algum ponto de acumulagéo (na ver-
dade, A1 € um disco ndo-vazio contido em ID e A, € um anel ndo-vazio). Logo, pelo
Lema 3.2.10, os conjuntos span {e)\: A < ﬁ} e span{e/\: ﬁ <A < 1} sd0 densos.

Consequentemente, X, e ), séo densos. E, portanto, pelo Teorema 3.2.6, B, € mixing.

_ 1
|1

definido no Teorema 3.2.6). Defina-se Az = {/\: Al = ﬁ e Ay tem angulo racional},

Finalmente, note-se que span {e;L: |A] e Ay tem angulo racional} C Zy (sendo 2

cuja aderéncia € uma circunferéncia de raio ”1[—' < 1, logo tem pontos de acumulagdo em

ID. Do Lema 3.2.10 resulta que Z, é denso em X, e portanto B, é cadtico se |u| > 1.

3.2.2.2 Os operadores de MacLane e de Birkhoff

Uma prova de que tanto o operador de MacLane como os operadores de Birkhoff sdo
mixing e caoticos usando o critério de Godefroy-Shapiro pode ser feita por argumento

analogo ao usado na secc¢ao anterior.

Dado A € C, definimos as funcbes

e,: C — C

z = M

Tem-se ¢, € H(C) paratodoo A € C.

Lema 3.2.11. [26, Lemma 2.34] Seja A C C um conjunto com um ponto de acumulagéo.

Ent&o, o espago span{e,: A € A} é denso em H(C).
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Consideremos o operador de MacLane. Sabemos que D(e)) = Ae,. Ou seja, qualquer

quesejao A € C,afuncéo e, € vetor proprio de D associado ao valor préprio A. Definindo
Xo =span{e,: |A| <1} e Yo=span{e,: [A] > 1}

vemos que os conjuntos D = {A € C: [A| <1} e C\DD = {A € C: [A| > 1} tém pontos

de acumulagdo. Logo, Ay e ), sédo densos pelo Lema 3.2.11 e D é mixing pelo Teo-

rema 3.2.6. Além disso, o conjunto S' = {A € C: |A| =1 e A tem angulo racional } tem

pontos de acumulagao, pelo que o espacgo
Zy = {ey € C: |A| =1 e A tem angulo racional }
€ denso pelo Lema 3.2.11; e, portanto, D é cadtico pelo Teorema 3.2.6.

Relativamente aos operadores de Birkhoff, 0 argumento é semelhante. Fixadosa € C e
A € C, afungdo T,(e;) é definida por (T,ey)(z) = e*#0) = e*erz = e*he) (2). Ou seja, a
funcdo e, é vetor proprio de T, associado ao valor préprio e**. Definindo

Xy = span{eA: le™| < 1}

Vo = span {e;\: le™| > 1}

aA
ZQ = {6)\1 E EQ}

e Al = ¢, (D), Ay = ¢! (C \E) e As = 2ZQ, vemos que os conjuntos Aj, A € A;
tém pontos de acumulagao (por as suas imagens por ¢, conterem pontos de acumula-
¢ao). Logo, Xy, My e Zy séo densos pelo Lema 3.2.11. Entao, pelo Teorema 3.2.6, os

operadores T, sdo mixing e caoticos.

3.2.3 Generalizagao dos exemplos anteriores

Comecgamos por generalizar os operadores de Rolewicz e considerar shifts mais elabo-

rados em espagos mais gerais.

3.2.3.1 Espacgos de sucessoes

Seja KN = {(Xn)neNi x, € K,Vn € ]N} o espaco das sucessdes em K. Podemos munir

KN da topologia produto, de tal modo que

xn = (8 ken € KN 5 ox= (Cr)keN ~ ¢k — & YkeNN.
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Definicdo 3.2.12. Chamamos espacgo de sucessdes de Banach (resp. de Fréchet) a
todo o espaco de Banach (resp. de Fréchet) X C KN tal que o mergulhoi: X — KN é

continuo.

Denotaremos um espago de sucessoes por X, quer seja um espaco de Banach quer
seja um espaco de Fréchet. Se P;: KN — K ¢ a projegéo na j-ésima coordenada, temos
pelas propriedades da topologia produto que P; € continua. Com esta observagéo obtem-

se o seguinte critério para classificar espagos de sucessoes.

Proposicdo 3.2.13. Seja X C KN um espago de Banach (resp. de Fréchet). X é um
espago de sucessbes de Banach (de Fréchet) se e so se as fungbes Pioi: X — K forem

continuas para todo o j € IN.
Por exemplo, os espagos ¢7(IN,K), com 1 < p < o0, e ¢y(IN, K) sdo espagos de suces-
sbes.

Tal como no caso dos espacgos /7 e ¢y, nos seguintes exemplos adotamos a seguinte

notacdo: para cada n € IN, definimos
ey = ((sk,n)kE]N € ]K]N

como o elemento que tem todas as entradas nulas excepto a n-ésima, que é 1.

3.2.3.2 Weighted backward shifts

Dada uma sucessao de elementos ndo nulos w = (wy)en € (K \ {0})N, definimos o
weighted shift associado a w por
By: KN - KN

(Xn)neN — (wn+1xn+1)neu\1

Por exemplo, os operadores de Rolewicz sdao weighted shifts, determinados pela suces-

s&80 (A),en com |A| > 1.

Proposicao 3.2.14. Sejam X um espaco de sucessées de Fréchet e w = (w;), e N UM
elemento de (K \ {0})N. Consideremos o weighted shift B,,: KN — KN associado a w.

Se By,(X) C X, entdo By|x: X — X é continuo na topologia de X.
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Demonstragdo. Suponhamos que B, (X) C X. O grafico de By,
G(By) = {(x,Byx): x € X} CX x X

é fechado. De facto, seja ((x”’wa”>)neN € G(By) uma sucessdo convergente para

(x,¥) € G(By), com x,, = ({} )ken, ¥ = (Ck)ken €Y = (Mk)ken- Temos que lim, x, = x

e lim, B,x, = y. Como cada proje¢do Pjo i: X — K é continua,

lim & = e lim (P,oioBy)x, = lim wi. ¢, =
n—>+oo€k ék n—1>+oo( koto w) n n—1>+oo k+1€k+1 Vk

para todo o k € IN. Tendo em conta que By,x = (wWii1 Cki1)keN € qUE

= limw o= w lim &', =w
P = M w41 Gy ker1 |, lim Ck+1 k1 Ck+1

entdo y = Byx e (x,y) = (x,Byx) € G(By). Logo, G(B,) é fechado pelo Lema 1.2.12.

Pelo Teorema 1.2.13, B,, é continuo como um operador em X'. O
No que se segue, descreveremos condi¢cdes necessarias e suficientes para que um
weighted shift seja hiperciclico, weakly mixing ou mixing.
Teorema 3.2.15. [26, Theorem 4.3] Seja X um espacgo de sucessbes (de Banach ou de
Fréchet) tal que (e,), <N € uma base (de Schauder) em X. Seja B: X — X o shift dado
por B(xn)neN = (Xn41)neN, que supomos bem definido em X. As seguintes condigbes
sdo equivalentes:

(a) B é hiperciclico.

(b) B é weakly mixing.

(c) Existe uma sucessao (ny)ren €stritamente crescente de naturais tal que

lim e, = 0.
k— +oo

Com este teorema, conseguimos construir outros exemplos de operadores hiperciclicos
em espacos de Banach. Por exemplo, seja v = (v;),en € (RT)N uma sucesséo de

reais positivos. Dado 1 < p < o, defina-se

n=1

[(€n)nenllpo = ;\@,U’vn.

ég(N/]K) = {(gn)nEN: i ‘Cn’pvn <00}

com a norma
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Analogamente, defina-se

nelN

CO,Z)(]N/IK> = {(én)ne]N: Sup(’én“)n) < 00}

com a norma

1Gn)nenlleo = sup ([Cul vn)-

nelN

Se for subentendido do contexto o indice e o corpo, escreveremos apenas /5 e cg ..

Note-se que B esta bem definido em ¢! se e sé se é continuo; e B é continuo se e sé se
existe M > 0 tal que, para todo o x € ¢},

[e0]

Y |GualPon < MY |xulP 04 (3.1)

n=1 n=1
Esta condicao é equivalente a

sup
n €N Ont1

De facto, se aplicarmos (3.1) a x = ¢,,.1, com n € N, obtemos v, < Muv,,1; e tem-se

< o0, (3.2)

Un

vy < Moy = < M.
Un+1
Por outro lado, se
v
sup <M
neN In+1

para algum M > 0, entdo dado x € ¢#(v) temos

o0 [ee] [ee] oo
Z ‘Cn—&-l‘pvn < Z ‘gn—&-l‘van—i—l <M Z ‘gn—&-l‘pvn—l—l =M Z ‘én’pvn-
n=1

n=1 n=0 n=1

Para sucessdes v = (vy,), e N Satisfazendo a condicéo (3.2), o Teorema 3.2.15 indica que

B é hiperciclico se e s se existe uma sucessao estritamente crescente (1), tal que

k1—i>r—‘,r-loo len || = kl_i}rJr:OO Uy, = 0. (3.3)

O que é equivalente, uma vez que (v,), <N € uma sucessdo em R*, a

inf v, = 0.
nelN

Relativamente ao espago ¢, 0 operador B estd bem definido, e é continuo se e so se

existe algum M > 0 tal que, para todo o x € ¢,

sup [Gn+1|on < M sup [Cu|on.
nelN nelN
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Condigao que € equivalente a sup,, . ;- < oo. Além disso, B € hiperciclico se e s6 se

Un+1
inf = 0.
nen "
Vejamos como encontrar weighted backward shifts hiperciclicos a partir da informacéao

anterior. Seja X um espaco de sucessdes e B, um weighted backward shift associado

a uma sucess@o w = (wy)ren € (K\ {0})N. Se definirmos v = (v, ), por

(1)

e Xy = {x=(Cu)n: (Envn)n € X}, que € um espago de sucessdes com a norma (F-

norma)
1)l e, = (G vn)nllx

entdo os sistemas dinamicos (X, By) e (X, B) sdo topologicamente conjugados pelo

isomorfismo de espacos de Banach (ou Fréchet) dado por
Py X, — X
(Cn)n = (Cnon)n

De facto, iy, esta bem definido, pois, se ({,)n € Xy, entéo P,(Cun)n = (Envn)n € X por

definicdo de X,,. Além disso, € linear e uma isometria (logo continuo e injetivo), porque

[0 (G)nllx = 1(Gnon)ulle = [1(Gn)nllx,-
E ¢, tem inversa
vl X = A,
@Enn = (Eny -
Logo, 1, € um isomorfismo de espacos de Banach (de Fréchet).

Por fim, é facil de verificar que ¥, o B = By, o §,. Dado x = (&,)n € A,

n+1

Buox = By(nvn) = Bu (Cﬂ ﬁwjl) - (w”Hg”“wal)
=), =/,

]
= (€n+1 ijl> = (‘:n+1vn>n = ¢v<§n+1)n = 1, Bx.
j=1 "

Temos assim que os sistemas sdo conjugados e, portanto, B, € hiperciclicoem X’ se e
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s6 se B ¢ hiperciclico em X,. Esta conjugagio da-nos uma forma pratica de determinar
se um weighted backward shift é hiperciclico. Em particular, usando o Teorema 3.2.15,

obtemos o seguinte critério.

Teorema 3.2.16. Sejam X’ um espaco de sucessbes em que (e, ), € uma base (de Schau-
der), w = (wy), € (K\ {0})N uma sucesséo de escalares ndo nulos € B,,: X — X o
weighted shift associado a w. Suponhamos que B, esta bem definido. B, € hiperciclico

se e sO a sucessao

n
-1
ij en
=1
n

admite uma sub-sucesséo convergente para 0.

Em particular, para os espagos ¢7 e ¢y sobre o corpo R, temos que B,, é topologicamente

conjugado a B nos espacos ﬁz 1_p> e co,v, respetivamente. Pelo que foi visto:
On

n

e Em /P, com1 < p < oo, 0 operador B, esta bem definido se e s se

1,
H}:_ll wj ’
su B < oo.
np H?:l wi
Ou seja,
sup w, < . (3.4)

n

e Em ¢y, 0 operador B, esta bem definido se e so6 se

n+1 n

sup | [Twi/[Jw; | < oo
no\ j=1 j=1

Isto é,

sup w, < oo.
n

e Em /7, o operador By, € hiperciclico se € s6 se

1-p
- 1
inf =
3 wa
]:

I
e

(3.5)

e Em ¢y, 0 operador By, € hiperciclico se e so se

n
. 1
inf w; = 0.
T
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Em particular, resulta de (3.4) que os operadores de Rolewicz B, sao continuos para todo

o A # 0; e de (3.5) concluimos que B, € hiperciclico se e s6 se [A| > 1.

3.2.3.3 Forward shifts

Consideramos agora o outro tipo de shifts em espacgos de sequéncias - os shifts para a
direita (ou forward shifts). Recorde-se que, dada uma sucesséo o w = (wy),, definimos

o weighted forward shift F,,: X — X por

Fo((€n)n) = (0, w11, w2lo, wags, - ..).

Algumas das propriedades que se deduziram sobre os weighted backward shifts sao tam-
bém validas para weighted forward shifts. Por exemplo a seguinte, cuja demonstragao é

inteiramente analoga a da Proposicao 3.2.14.

Proposicao 3.2.17. Sejam X um espago de sucessbes de Fréchet e w = (wy,)neN
uma sucessédo em (K \ {0})N. Consideremos o weighted forward shift F,,: KN — KN

associado a w. Se F,(X) C X, entédo F,|x: X — X é continuo na topologia de X.
No entanto, do ponto de vista da dinamica, ha diferengas importantes entre weighted
forward e weighted backward shifts.

Proposicao 3.2.18. Nenhum weighted forward shift é hiperciclico.

A razdo é esta: fixado w = (w,),en € (K\ {0})N, tem-se para todo o x = (&,), € X

Eyx = (0, w1y, walo, . ..).

E, como X é um espago de sucessdes, a proje¢ao na primeira coordenada, dada por
Py((&n)n ) = &1, é continua e tem imagem densa. Se F, fosse hiperciclico, entdo P, F, =

0 teria imagem densa, o que é obviamente falso.

3.2.3.4 Espacos de sucessoées bilaterais

Até agora, consideramos apenas espagos de sucessdes indexadas por IN, isto €, suces-
sbes unilaterais. Mas podemos considerar Z. como o conjunto dos indices das suces-
sbes. Em termos de estrutura, ndo ha diferenga entre os dois espacgos pois, usando uma
bijecao entre IN e Z, concluimos que todo o sistema dindmico num espago de sucessodes

indexadas por Z é topologicamente conjugado a um sistema dindmico num espaco de
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sucessoes indexadas por IN através da identificagao dos indices dada pela bije¢ao. No
entanto, a dindmica dos shifts em espacos de sucessdes indexadas por Z traz algumas

novidades.

Defina-se

K% = {(Xn)nez: xn €K, Vn e Z}
munido da topologia produto. Nesta topologia,

Xy = (rez €KZ 255y = (G kez o & 25 Viez

Chamamos espaco de sucessodes sobre Z de Banach (resp. de Fréchet) a todo o espacgo
de Banach (resp. de Fréchet) X C KZ tal que o mergulho i: X — K% é continuo. Um
espacgo de Banach (de Fréchet) X' é um espaco de sucessodes sobre Z se e sé se cada
uma das fungdes P;oi: X — K for continua, onde P;: K% — K designa a projecdo na
j-ésima coordenada. Tal como anteriormente, adotamos a seguinte notag&o: para cada
neZz,

z
ey = ((Sk,n>k€Z e kK
como o elemento de K4 com todas as entradas nulas exceto a n-ésima, que é 1.

Dado w = (wp)uez € (K\ {0})2, define-se o weighted backward shift bilateral, que

designamos por B,,: KZ — K%, e o weighted forward shift bilateral, F,,: K — K%, por

Bw((xn)nel) = (wn+1 xn+1)neZ e Pw( (xn)neZ) = (wnfl xnfl)nez~

Proposicdo 3.2.19. Sejam X um espago de sucessées de K% e w = (wy),cz de
(K \ {0})2. Se B,(X) C X, entdo By |y € um operador linear continuo na topologia

de X.

Contrariamente ao que acontece com os weighted backward shifts unilaterais, cada weigh-

ted backward shift bilateral é conjugado a um weighted forward shift bilateral.

Proposicgéo 3.2.20. Sejam X um espago de sucessées bilaterais de K%, w = (w,)ncz

de (K'\ {O})Z e F,, o weighted forward shift associado a w. Definam-se

xl = {(CH)nEZ: (C-n)nez E‘X}
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p: X - !
(Cn)n = (G=n)n-

Entéo a fungéo ¢ linear, bijetiva e continua; X ~! é um espago de sucessées bilaterais

com a norma induzida por ; e F, = 1 o By,_o, onde w_ = (w_,)nez.

Demonstragéo. Para provar que ¢ é bijetiva basta ver que ¥~1((&,),) = (¢_,), esta

bem definida. A prova de que é linear é imediata. A norma em X! é dada por

1 )nll— = [1(G-n)llx

logo ¢ é continua. Além disso, o mergulho i_: X~! — K% é continuo porque a com-
.~ . ~ s . ’ . o . 71 P
posicdo do mergulho com as projegoes € sempre (isto €, Pjoi_ = P_joioy™", que é

continua). Por fim,

lPPw(é’n)n = ¢(wn71 gnfl)n = (wlfn é’lfn)n = Bw_(g—n)n = Bw_l/)((?n)n-

E, portanto, F, e B, séo (linearmente) conjugados. O

Dizemos que a familia (e;), <z € uma base de X" se, para todoo x = ({,),ez € X, se

tem
N

x = lim Z Cnén.
N, M — 400 M
Desse modo, span {e,: n € Z} é denso em X.

Teorema 3.2.21. [26, Theorem 4.12] Seja X um espaco de sucessobes bilaterais. Su-
ponhamos que o shift B esté definido em X e que (e,), é uma base de X. Entdo as
afirmacgbes seguintes sdo equivalentes:

(a) B é hiperciclico;

(b) B é weakly mixing;

(c) Existe uma sucessao estritamente crescente de naturais (ny)ic N tal que

lim e; = lim e¢_, =0 Vie”Z.
kD oo 1T ko 4o )k /

Deste Teorema resulta que o shift bilateral para a direita pode ser hiperciclico, ao contrario

do caso unilateral.
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Teorema 3.2.22. Seja X um espaco de sucessées bilaterais em que (e,), é uma base
ew = (wp)nez € (K\ {0})2. Suponhamos que By, é um operador em X. Ent&o, B, é

hiperciclico se e s6 se existe uma sucessdo estritamente crescente de naturais (ny)x e N

tal que
) -1 )
n+J ]
kl_l)l’_l’i_loo H wy jrn, = 0 e kl_l)IEOO H we|ej-n =0 VjeZ
f:]'—i-l éi]'—i’lk-ﬁ-l

Exemplo 3.2.4. Consideremos o espago

P20 = {x=@hez: L 6 <)

n=—o0

com o produto interno definido, para x = (&), € y = (4n)n, pPOr
(vy) = Y Cutn
n=—oo

Trata-se de um espago de Hilbert separavel. Dado A € C com |A| > 1, definimos w =
(wp)n pOrw, = Asen > 0ew, = A~1 caso contrario. O weighted backward shift
bilateral B,, correspondente esta bem definido em ¢?(Z,C): dado x = (&,), € ¢*(Z,C),
a n-ésima coordenada de B,,x é dada por w, &1 = A1 8en > —1epor A71¢,

caso contrario; logo,

[oe] [ee] [ee] [ee]

Y i@l = ¥ il < ¥ jmacaatb el = ¥ PR <o

n=—oo NnN=-—oo NnN=—oo NnN=—oo

Observe-se que By, € um homeomorfismo, com inversa F,,, onde w’' = (w),),, tem termo

geral dado por w), = A~! se n > 0 e w}, = A caso contrario.

Notando que (e,), € uma base ortonormada, tem-se para j < —2 (analogo se j > —2),

n+j - n+j -
e { It | fensi] = gl tim | TT ke
l=j+1 =0
= A7 lim A7) = (A Em A" =0
n n

e, para j > 0 (analogo se j < 0),

J —1
im | ] |l He]-_n = fwol...|w;| im T[] |wl

n— +oo t=j—n+1 n— +oo (=it1-n

— ‘Av+llhn’AV+27n
n

AP Hm A" = 0.
n
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Pelo Teorema 3.2.22, B, € hiperciclico.

3.2.3.5 A derivada como weighted shift

O espago H(C) pode ser descrito como um espago de sucessdes. Para isso, basta ter

em conta que
H(C) = {f:C—C: f éholomorfa}

o0
{Zanz”: lim |a,| /" :O}
n=0 n
o0 (e
{Zanz”: Y lan|m" < oo, Vme ]N}
n=0 n=0

I

I

I

{(bn)ne]l\l: Z |bn+1 |mm <oo, Vme N}

n=0
onde a penultima identificagcdo resulta do facto de f ser holomorfa se e s6 se a sua série
de Taylor estiver definida para todo o ponto e, em particular, para todos os inteiros. E, por-
tanto, H(C) é um espago de sucessdes de Fréchet com as normas pi(f) = Yoo |ax|k*.
Neste espaco, e, corresponde ao monémio z — z"; e a familia {z — z": n € N} é uma

base de H(C) porque o conjunto de polinémios é denso em H(C).

Com esta reformulacéo do espago H(C), o operador de MacLane D é dado por

D((an)n) = ((n+1)aps1),-
Logo, D = B, para w = (n),. Note-se que [T°_,w,! = 1/k! para todo o k € NN.
Consequentemente, dado m € IN,

k
. _ .1
lim py (nl_ll w, 1) er | = 11km o m™m = 0

k— o0

e, pelo Teorema 3.5, tem-se que D é hiperciclico. Esta € uma demonstragao alternativa

de que o operador de MacLane é hiperciclico.

3.2.4 Operadores frequentemente hiperciclicos

O conceito de vetor hiperciclico por um operador define de forma rigorosa a informacao
de que uma orbita visita todas as regides relevantes do espaco infinitas vezes. Mas
nao indica qual é a frequéncia dessas visitas. Nesta seccao, descreveremos operadores
hiperciclicos com vetores de érbita densa cujas visitas a abertos ndo-vazios sdo bastante

frequentes. Comecemos por formalizar o que se entende por uma frequéncia elevada.
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Definigdo 3.2.23. Dado um conjunto A C Ny, definimos a densidade inferior de A como

.. #{neA: n<N}
dens(4) = fimint "<

Definicdo 3.2.24. Seja F um espaco de Banach (ou de Fréchet) e T: F — F um ope-

rador linear continuo. Dado x € F, para cada aberto nao-vazio U C F, define-se

Nr(x,U) = {n e N: T"x € U}.

Recorde-se de (2.1) que, dados dois conjuntos U, V, se designa por N7(U, V) o conjunto

dos naturais n tais que T"U NV # @.

Definigdo 3.2.25. Dizemos que x é frequentemente hiperciclico se Nr(x, U) tiver den-
sidade inferior positiva para todo o aberto ndo-vazio U C F. Se T admite um vetor
frequentemente hiperciclico, entdo T diz-se frequentemente hiperciclico. Denotamos o

conjunto de vetores frequentemente hiperciclicos de T por FHC(T).

Note-se que, como acontece com vetores hiperciclicos, os iterados de um operador fre-
quentemente hiperciclico sdo frequentemente hiperciclicos. Logo, se FHC(T) # @, en-

tao é denso.

Existe um modo equivalente de definir conjuntos com densidade inferior positiva. Seja A
um subconjunto de IN e (1), a sucesséo crescente de naturais tal que A = {n;: k € IN}.
Dado k € IN e N tal que ny < N < ny 1, temos

kg#{neAzngN}S k <k+1.
1k N+1 Mk41 Mk+1

De facto, #{n € A: n < N} = kse ny < N < ny,,. Entéo, .

dens(A) = liminf 5
k— +oo Ny

Se A tiver densidade inferior positiva, escreveremos 1, = O(k). Obtemos assim a se-

guinte formulagao equivalente de vetores frequentemente hiperciclicos.

Proposicao 3.2.26. Um vetor x é frequentemente hiperciclico se e s6 se, para todo o
aberto ndo-vazio U C F, existir uma sucessdo crescente de naturais (ny)y tal que ny, =
O(k) e

T"x e U Vk e IN.

Tal como as restantes propriedades de recorréncia discutidas neste texto, ser frequente-

mente hiperciclico é também preservado por quase-conjugacao.
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Proposicéo 3.2.27. Se (G, S) é topologicamente conjugado a (F,T) por ¢: F — G, en-
tdo ¢(FHC(T)) C FHC(S). Em particular, ser frequentemente hiperciclico é preservado

por conjugacgéo.

Demonstragdo. Dados x € FHC(T) e um aberto ndo-vazio V C G, a pré-imagem U =
¢~ (V) € um aberto ndo-vazio de F. Seja (1), a sucessdo crescente tal que T%x € U
para todo o k € IN, onde n; = O(k). Entdo, S"¢(x) = ¢ (T"x) € $(U) C V. Logo, pela
Proposicéo 3.2.26, ¢(x) € FHC(S). O

Todo o vetor / todo o operador frequentemente hiperciclico € hiperciclico. Como nao
ha operadores hiperciclicos em espacos de dimenséo finita, o conceito de operadores

frequentemente hiperciclicos é exclusivo de dimenséo infinita.

Temos neste momento duas definicdes de recorréncia mais exigentes do que ser hi-
perciclico: ser frequentemente hiperciclico ou ser weakly mixing. Mostraremos que ser
frequentemente hiperciclico € uma condi¢do mais forte do que ser weakly mixing. E
analisaremos exemplos de operadores weakly mixing que nao sao frequentemente hi-

perciclicos.

Definigdo 3.2.28. Uma sucessao (1), € IN crescente de naturais diz-se sindética se
sup |ngyq — ng| < oo.
k

Um conjunto A C IN diz-se sindético se a sucessdo (7 ), dos seus elementos for sin-
dética. Ou seja, o complementar de A ndo admite blocos arbitrariamente grandes de
numeros sucessivos. Podemos estender esta definicdo a subconjuntos de INy impondo

que B C Ny é sindético se e sé se A = B\ {0} for sindético.

Dado um conjunto A € Ny, definimos a sua diferengca A — A como o conjunto das subtra-
¢Oes entre dois quaisquer dos seus elementos, istoé, A— A = {m —n: m,n € Aem > n}.
Teorema 3.2.29. [26, Theorem 9.7][Erd6s-Sarkdzy] Seja A C INy um conjunto de densi-
dade inferior positiva. Entdo, A — A ¢é sindético.

Estamos em condig¢des de provar o seguinte resultado.

Teorema 3.2.30. Todo o operador frequentemente hiperciclico é weakly mixing.
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Demonstragdo. Sejam T: F — JF um operador frequentemente hiperciclico, W uma
vizinhanga aberta de 0 e U,V # @ abertos ndo-vazios de F. Como T ¢é hiperciclico,

existe ny € IN tal que T (U) "W # @.

Seja Uy = UNT ™(W) # @. Entéo, para qualquer x € FHC(T), o conjunto A =
Nr(x,Up) tem densidade inferior positiva. Logo, pelo Teorema 3.2.29, A — A é sindético.

Assim, dados m,n € A com m > n, tem-se
Ty = Ty = TTMy ¢ T, C W.
Como T"x € Uy C U,
n+A—-A C NU,W).
Logo, N (U, W) é sindético.

Por outro lado, como TO = 0 e T é continua, T*k(W) € uma vizinhanga aberta de 0 para
todo 0 k € N. Sejam m € N, Wy = N/, T¥(W) e n € N(Wp, V), que podemos supor
maior do que m. Consideremos y € W, tal que T"y € V. Entdo Tfy € W, T"*TFy € V
paratodook = {1,...,m}. Logon —k € N(W,V) paratodoo k = {1,...,m}. E, por-
tanto, N(W, V) contém blocos de naturais arbitrariamente longos; e interseta N(U, W),
caso contrario, N(W, V) estaria no complementar de N(U, W) e N(U, W) nédo poderia

ser sindético. Recorrendo ao seguinte lema.

Lema 3.2.31. [26, Theorem 2.47] Um operador T é weakly mixing se e so se
N(UW)NNW,V) #@
para todos os abertos ndo-vazios U, V e vizinhanga aberta W de 0.

Obtemos que T é weakly mixing.

3.2.4.1 Critério de hiperciclicidade frequente

Demonstramos na Secgao 3.2.1.2 alguns critérios para verificar se um operador € hiperci-
clico, mixing ou cadtico. Apresentamos agora uma condic¢ao suficiente para um operador

ser frequentemente hiperciclico.
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Teorema 3.2.32 (Frequently Hypercyclicity Criterion). [26] Seja T: F — JF um operador
num espacgo de Fréchet. Suponhamos que existe um conjunto denso Xy e uma fungéo

S: Xy — A tais que, para todo o x € Xy, se tem

(i) Yoo T"x converge incondicionalmente;
(ii) Yoo S"x converge incondicionalmente;

(iii) TSx = x.
Entdo T é frequentemente hiperciclico.

Sabe-se que esta condi¢ao suficiente ndo € necessaria, isto €, que existem operadores
frequentemente hiperciclicos que ndo satisfazem as condigdes (i) — (iii) do teorema
anterior (cf. [25]). De facto, este critério € demasiado exigente pois, além de garantir que

T é frequentemente hiperciclico, assegura também que T é mixing e cadtico.

Proposigado 3.2.33. Se T satisfaz as condigdes (i) — (iii) do Teorema 3.2.32, entdo T é

mixing e cadfico.

Demonstracdo. Se T satisfaz as condigdes (i) — (iii), entdo T é mixing pelo Teorema 3.2.7.

Falta verificar que T é cadtico. Dado x € Ay e N € N, as séries }2; SNy e y2; T/Nx
convergem. Defina-se
YxN = i SNy + x + iTij
j=1 j=1
e aplique-se TN a este vetor:
TNyn = i TNSNx 4+ TVNx + i TNTNx = i SNx + TNx + i TNx
=1 j=1 j=0 j=2

00 . o .
= SNy +x+Y TNy =y, n.
‘ &

=1 j
Concluimos que y, n € periédico. Para cada N € IN, consideremos a sucess&o (exn)n
de O’'s e 1's dada por ey, = 1 se n € multiplo de N, e 0 caso contrario. Pelas condigbes

(i) — (ii) sobre a convergéncia incondicional das séries, dado ¢ > 0 existe Ny € N tal

que
o0 o0
Z ennS"x|| <e e Z enn I"x|| < e
n> N() n> N()
para todo o N € IN. Consequentemente, para N > Ny, temos
o0 i o0 o0
Y SWNx| = || Y ennS x| = || Y ennS"x|| <e
j=1 n=N n=Np
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e, portanto, limy )2 ; S’Nx = 0. De modo andlogo se conclui que limy }>52; T/Nx = 0.
Logo, limy v,y = x e 0 conjunto de pontos periodicos {yx,N: x € AyeN € ]N} é denso.

Pela Proposigao 3.2.5, esta confirmado que T é cadtico. O

3.2.5 Exemplos

Com este critério podemos provar facilmente que alguns dos operadores que ja conhe-

cemos sao frequentemente hiperciclicos.

3.2.5.1 Weighted shifts frequentemente hiperciclicos

Comecemos por revisitar os weighted shifts. Cingir-nos-emos aos espagos de suces-
sbes indexados por IN. Do critério de hiperciclicidade frequente obtemos uma condicao

suficiente para um weighted shift ser frequentemente hiperciclico.

Teorema 3.2.34. Seja X um espaco de sucessbdes onde cyp = span {e,: n € N} é denso

e sejaw = (wy), € (K\ {0})N. Se w é tal que a série

1) n
Y (TTw)en
n=1 \v=1

converge incondicionalmente, entdo B,, é frequentemente hiperciclico.

Demonstragdo. Definimos S: coy — coo dado por S(&1,&,...) = (0,&1/ w1, &/ wo, .. .),
isto é, o weighted forward shift determinado por (w;!),. E facil confirmar que se tem
TSx = x para todo o x € cy. Além disso, para todo o x € cgy existe N € N tal que
T"x = 0 paran > N; logo, a série }_;° ; T"x converge, e converge incondicionalmente.

Por outro lado, dado k € IN, tem-se

00 5 o 1 k 0 k-+n 1
n;() % n;o Wi -+ - Win %= gw] r;—o gwj e

série que, por hipotese, converge incondicionalmente. Entdo, pela linearidade de S, a
série ) ., S"x converge incondicionalmente para x € cop. Assim, o Teorema 3.2.32

garante que T é frequentemente hiperciclico. O

Em particular, considerando os espagos ¢ e ¢y, como as bases (e,) sdo bases incondi-
cionais, temos que toda a sucesséo converge incondicionalmente se e sé se convergir.

Entao que a série

=1
)3 2 én
n=1
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converge incondicionalmente desde que |A| > 1. E, portanto, os operadores B, sdo

frequentemente hiperciclicos se |A| > 1.

3.2.5.2 Operador de MacLane

Consideramos agora o operador de MacLane no espago H(C). Definimos A como o

espacgo dos polinédmios complexos e 5: Xy — Xy como o operador integral

(50 = [ r@d.

Como a derivada de um polindmio € um polindmio de grau inferior, para todo o polinémio

p existe um N € N tal que T"p = 0 para n > N. Em particular,

[e0] [e0] 1

Yy stk =k Y

n=0 n=0 (1’1 + k)!

Verifiquemos que, para todo o k € IN, a série anterior converge incondicionalmente.

Zktn,

Dados K, N € IN e uma sucesséo (¢;); de 0’'s e 1's , temos

N 1 ‘
Z(k+n)!‘°'"z+n

n=0

<% 1 eKk+j<i L gk
) (k+n)! " - = (k+n)!

sup
2l <K

que converge incondicionalmente por convergir uniformemente. Logo, as duas séries

oo 1 k-+n o 1 k+n H [P A
Yoo Ty €n 2 e k'Y, o i €n 2 convergem incondicionalmente. Como S é
linear, também a série ), , S"p converge incondicionalmente, qualquer que seja o poli-
nomio p. Finalmente, € facil confirmar que TSf = f para toda a fungdo holomorfa. Pelo

Teorema 3.2.32, T é frequentemente hiperciclico.

Observacgao 3.2.35. Os operadores de Birkhoff T,, com a # 0, também satisfazem o

critério de hiperciclicidade frequente (cf. [4]).
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4. Propriedades do conjunto HC(T)

Tendo discutido varios exemplos de operadores hiperciclicos e frequentemente hiper-
ciclicos em espacos vetoriais de dimenséo infinita, estudamos agora propriedades do
conjunto de vetores hiperciclicos. Apesar de ndo haver em Dinamica Topoldgica infor-
macao geral sobre o conjunto de pontos com érbita densa, a estrutura linear do espago e

da transformacéao impde restricbes sobre este conjunto que descreveremos de seguida.

Nesta secgdo, suporemos que o0 espaco ambiente é de Banach. No entanto, a maio-
ria dos resultados pode ser estendida a espacos de Fréchet, e até a espagos vetoriais

topoldgicos mais gerais.

No que se segue, X € um espago de Banach separavel sobre umcorpo Ke T: X — X

€ um operador linear continuo.

4.1. Propriedades lineares e topoldgicas
4.1.1 Transitividade

Uma vez que um espaco de Banach que nao se reduza ao vetor nulo ndo tem pontos iso-
lados, HC(T) é T-invariante. Além disso, os espacos de Banach separaveis encontram-

se nas condi¢bes do Teorema 2.1.19. Consequentemente:

Teorema 4.1.1. Sejam X um espacgo de Banach separavel e T: X — X um operador
linear continuo. T é hiperciclico se e s6 se for topologicamente transitivo. Caso T seja

hiperciclico, HC(T) é um G; denso.

4.1.2 Soma de vetores hiperciclicos

No contexto linear, se X # {0} entdo o conjunto HC(T) nunca é todo o espago pois
o vetor nulo é ponto fixo de T. Mas HC(T) pode ser igual a X \ {0} (cf. [36]). Nos
varios exemplos de operadores lineares continuos que analisamos no capitulo anterior, o
conjunto HC(T) n&o atinge este tamanho maximo, seja porque o espago X’ tem dimenséo
finita, seja porque o operador tem vetores nao-nulos com 6rbitas periddicas. Em qualquer

caso, se HC(T) # @, todo o vetor de X’ é soma de dois vetores hiperciclicos.

Proposicao 4.1.2. Seja T um operador hiperciclico num espago de Banach X. Entdo
X = HC(T) + HC(T).
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Demonstragado. Fixemos xy € X'. Como HC(T) é um G; denso, temos que xo + HC(T) =
{xo+v:v e HC(T)} é também G denso, pois a fungdo v € X — xo + v é um home-
omorfismo de X. Logo, pelo Teorema de Baire, HC(T) N (xo + HC(T)) é também G;
denso. Logo, é néo vazio. Sejam vy € HC(T) N (xo+ HC(T)) e up € HC(T) tal que

vy = xo + ug. Entéo, xg = ug — vo.

Lema 4.1.3. Sez € HC(T), entdo Az € HC(T) para todo o escalar A € K\ {0}.

Demonstragcdo. Como a composig¢ao de fungdes lineares é linear, paratodoo x € X
tem-se

VneNg T'Ax) = AT"(x).

Fixemos z € HC(T), A # 0,y € X e e > 0. Como z tem 6rbita densa e A # 0, existe

N € INg tal que
1 €
—y—TN —.
HN N Y
Além disso,
Lo« &0 o =102 = A |2y—1Vz] <
A || A '
E, portanto, Az é hiperciclico. O

Uma vez que xy = ug — vy, sendo vy e ug vetores hiperciclicos, pelo lema anterior temos

Uy — 79 € HC(T)+HC(T) ]

4.1.3 Subconjuntos identificaveis de vetores hiperciclicos

Suponhamos que X # {0}. Apesar de HC(T) ndo ser um subespaco vetorial (o vetor
nulo nao ¢é hiperciclico), um operador hiperciclico admite sempre um subespacgo vetorial

denso cujos vetores ndo-nulos sao hiperciclicos.

Teorema 4.1.4 (Herrero-Bourdon). Sejam T: X — X um operador linear continuo hiper-

ciclico e xo € HC(T). Entao, o conjunto

{p(T)(x0): p €& um polinémio} \ {0}

€ um subconjunto de vetores hiperciclicos denso em X. Em particular, T admite um

subespaco invariante denso em que todos os elementos a excegao de 0 sao hiperciclicos.
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Demonstragdo. No que se segue, dado @ # A C X, designamos por span (A) o subes-
paco vetorial de X’ gerado por A. E, se p é um polinémio, cada parcela a T/ da soma de

p(T) representa o produto do escalar « pelo iterado T/ deT.

Seja xp € HC(T). Como Orbr(x() é denso e
M = {p(T)(x0): péum polinémio} = span (Orbr(xp)) 2 Orbr(xo)

temos que M é um subespaco vetorial denso em X. Além disso, dado um polinébmio
p: K — K de grau N € Ny, definido por p(z) = Y\ ,a,z" com ay # 0, temos que
p(T)(x0) = ZnN:O a,T" xo €

N N
T(p(T)(x0)) =T (;)ﬂnT” xo) = ;)ﬂnT"H xo = ¢(T)(xo)

onde g é o polinémio dado por g(z) = z - p(z). Logo, T(p(T)(xo)) € M e, portanto, M é
T-invariante. Falta verificar que M \ {0} C HC(T).
Proposicao 4.1.5 (Bourdon). Seja T um operador linear continuo hiperciclico e g # 0

um polinémio. Entdo o operador q(T): X — X tem imagem densa em X .

Terminemos a prova do Teorema 4.1.4, adiando por momentos a demonstragao desta
proposi¢do. Consideremos p(T)(xp) € M \ {0}. A Proposi¢cdo 4.1.5 garante que p(T)

tem imagem densa. Logo,

Orbr (p(T)(x0)) = {T"(p(T)(x0)): n € No} = {p(T)(T"x0): n € No}
= p(T)(Orbr(xo))

o que significa que Orby (p(T)(xo)) tem drbita densa. Ou seja, p(T)(xo) € HC(T).

Demonstracdo. (da Proposicéo 4.1.5) O argumento fica mais simples se o dividirmos de

acordocomK = Cou K = R.

Caso1: K=C

Seja q(z) = YN ,a,z" com ay # 0. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, existem

Ay, ..., AN € C tais que

Z

.

(Z—)\j) e q(T) = LZNH(T—/\]‘I).

j=1 j=1

q(z) = an

Lema 4.1.6. Seja T um operador linear hiperciclico num espago de Banach real X .



FCUP | 102
Recorréncia em operadores lineares

(a) O operador adjunto T* ndo tem valores proprios. Equivalentemente, para todo o

A €K, aimagemde T — Ald é densa em X.

(b) O adjunto T* da complexificacdo T de T ndo tem valores proprios. Equivalentemente,

o operador T — AId tem imagem densa em X, para todoo A € C.

Demonstragdo. (a) Fixemos xo € HC(T) e suponhamos, por redugdo ao absurdo, que
T* tem um valor préprio A. Seja f € X'* um vetor proprio associado a A, ou seja, tal que
T*f = Af. Entéo f(T"x9) = (T*)"f(x0) = A"f(x0). Como f # 0 e xo € HC(T), o con-
junto { f(T"xo): n € No} = f (Orbr(xo)) é densoem K. Mas a sucessao (A" f(x0))neN,
nao é densa em K. Logo, T* ndo tem valores proprios. Falta confirmar que esta afirma-

¢ao é equivalente a densidade da imagemde T — Ald.

Lema4.1.7. Sejam T um operadorem X, T*: X* — X* o0 seu operador adjuntoe A € K.
As afirmagbes seguintes sdo equivalentes:

(i) A é valor préprio de T*.

(ii) A imagem do operador T — Ald ndo é densa em X.

Demonstragdo. Seja L = Im(T — AId). Pelo Teorema 1.2.8, o subespago L é denso se

e soO se
viext [fL)={0} = f=0].

Mas, por definicao de L, tem-se

f(Ly={0} < f((T-Ald)(x))=0 VyxeX <« (T'f—-Af)(x)=0 VxedX.
(i) = (ii): Se A é valor proprio de T* e ¢ € X*\ {0} é tal que T*g — Ag = 0, entdo
¢(L) = {0} e, portanto, T — AId ndo tem imagem densa.

(ii) = (i): Se A ndo é valor préprio de T*, o Unico elemento de A* talque T*f —Af =0

é f =0. Logo, L é denso em X. O

(b) Suponhamos que T* tem um valor préprio A com um vetor préprio f € X*\ {0}. Para

n € INp, tem-se

= |A"]

Fam| = 7 ()] = |(1) " F) F)].
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Como f(x1 +ixy) = f(x1) +if(x2) paratodo o x1,x, € X e f # 0, existe y € X tal que

f(y) # 0, caso contrario, f(x; +ix;) = 0 para todo 0 x;,x, € X. Assim,

‘f(é\.’)’:{’f(x)‘:xeélf}:ﬂ?a“.

Como a fungéo x — |f(x)| € continua, dado xo € HC(T), o conjunto |f(Orbr(xo))| &
denso em RJ. No entanto, o conjunto {|A"||f(xo)|: n € Np} ndo & denso em R{, o que

é uma contradigdo. Logo, T* ndo pode ter valores proprios. O

Como, pelo Lema 4.1.6, cada parcela da forma (T — A;Id) tem imagem densa, e a com-
posicao de fungdes continuas com imagem densa tem imagem densa, concluimos que

g(T) tem imagem densa.

Caso2: K=R

Considerando a complexificagdo T de T, pelo que ja foi provado sabemos que p(T) tem
imagem densa para todo o polinémio real p # 0. Tendo em conta que paratodoo x,y € X
se tem p(T)(x +iy) = p(T)x + ip(T)y, concluimos que p(T) tem imagem densa. De
facto, dados z € X e e > 0, seja x +iy € X tal que ||z — p(T)(x +iy)|| < e. Entdo

lz—p(T)xl* <z = p(Dx[* + llp(T)yl* = llz— (p(T)x +ip(T)y) |1
= |lz=p(T(x+iy))|* < ¢

o que prova que a imagem de p(T) é densa em X'. O
A demonstracao da Proposig¢ao 4.1.5 esta completa. O

A seguinte propriedade de HC(T) é uma consequéncia do Teorema 4.1.4.

Corolario 4.1.7.1. Seja T um operador linear continuo de um espago de Banach X.

Entdo HC(T) é conexo.

Demonstragdo. Se HC(T) = @, a afirmag&o é 6bvia. Suponhamos que T é um operador
hiperciclico e seja M como no Teorema 4.1.4. Uma vez que M é um subespaco vetorial,
M\ {0} é conexo. Além disso, como X’ ndo tem pontos isolados e M é denso em X,

temos que M \ {0} é denso em X. Logo,

MAA{0} € HC(T) € M\{0} = &
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e, portanto, sendo M \ {0} é conexo, concluimos da Proposi¢do 1.1.2 que HC(T) tam-

bém é conexo. O

Uma consequéncia do Teorema 4.1.5 é que os iterados de um vetor hiperciclico sdo

linearmente independentes.

Corolario 4.1.7.2. Seja X # {0} umespacgo de Banach, T: X — X um operador hiperci-

clicoe x € HC(T). Entdo Orbr(x) é uma familia de vetores linearmente independentes.

Demonstragdo. Suponhamos que néo, isto &, que existe n € N tal que {x, Tx,..., T"x}
nao ¢ linearmente independente. Entdo existem ay, ..., a,; € K, que podemos supor com
a, # 0, tais que

kX +...+a,T"x = 0.

Ou seja, T"x = ?:‘01 B; T'x é combinagéo linear dos vetores anteriores na orbita de x.

Consideremos o polinémio de grau # definido por
n—1 .
p(z) =2"=) Biz.

i=0

Temos que p(T)(x) = 0. Pela Proposigéo 4.1.5, sabemos que p(T) tem imagem densa.

Logo o conjunto p(T) (Orbr(x)) é denso. Contudo,

p(T) (Orbr(x)) = {p(T)(Tkx): ke No} = {Tk(p(T)(x)): ke ]No} — {0}
que ndo é denso em X porque X # {0}. 0

Corolario 4.1.7.3. N&o existem operadores hiperciclicos em espacos de Banach de di-

mensao finita positiva.

De facto, se um tal operador T existisse, concluiriamos, pelo Corolario 4.1.7.2, que a
orbita de qualquer x € HC(T) é uma familia infinita linearmente independente. Mas,
em espacgos de dimenséo finita, todo o conjunto de vetores linearmente independentes &

finito.
4.2. HC(T) = @ ou é homeomorfo a X

Como vimos na Secgao 2.2, se X € um espaco topologico Hausdorff, localmente com-
pacto, sem pontos isolados, e f: X — X é uma fungdo continua, entdo o conjunto Df de
pontos com orbita densa é X ou tem interior vazio. A afirmacgao correspondente que se

conhece para operadores lineares continuos de espacos de Banach é a seguinte.
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Teorema 4.2.1 (Fathi, Godefroy). Seja X um espago de Banache T: X — X um ope-

rador linear continuo. Entdo HC(T) = @ ou é homeomorfo a X.

Demonstracgo. Seja X um espago topologico e f: X — C uma fungéo continua. O su-
porte de f é o fecho do conjunto de elementos de X que satisfazem a condig¢éo f(x) # 0.
Uma familia (¢;); < ; de fungdes continuas ¢;: X — [0, 1] diz-se uma particdo da unidade

em X se tiver as seguintes propriedades:

o A familia (supp((,‘bi))iel ¢ localmente finita (isto €, cada x € X possui uma vizi-

nhanga V tal que ¢;(V) = {0} exceto para um nimero finito de valores de i € I).

e Y ,cr ¢i(x) =1paratodoox € X. (Note-se que esta soma esta bem definida, pois,

em cada ponto, apenas um numero finito de fungbes nao se anula.)

Seja (W;); < uma cobertura aberta de X. Diz-se que uma parti¢&o da unidade (¢;);c €

subordinada a (W;);c; se paratodo o i € I existirum j € | tal que supp(¢;) C W;.

Lema 4.2.2. [27] Sejam K um espago métrico compacto e (W;); | uma cobertura aberta

de K. Existe n € N e uma parti¢éo finita da unidade (¢;)1 < <, subordinada a (W;);c .

Um subconjunto fechado A de um espaco topolégico X diz-se um Z-conjunto se, para
todo o espago métrico compacto K, o conjunto C°(K, X \ A) das fungdes continuas de
K em X\ A for denso em C°(K,X) com a métrica uniforme. Estes conjuntos tém a

propriedade seguinte.

Lema 4.2.3. [9] Seja A C X uma unido numeravel de Z-conjuntos. Entdo existe um

homeomorfismo entre X e X \ A.

Consideremos agora um espago de Banach separavel X e T: X — X um operador
hiperciclico (caso contrario, HC(T) = @). Seja (U, ), c nv uma base numeravel de abertos
de X. Sabemos que

T (U,).

DX
s

HC(T) =

0

3
Il

Lj

Logo,

s

X\ HC(T) = X\ (ﬁ GTf(Un)) =

n=1j=0

X\ (G Tl(un)) = G ﬁ){\T*l(uﬂ).
j=0

n=1j=0

n=1

E, portanto, se provarmos que ﬂ]?"’:OX \ T=/(U,) é um Z-conjunto para todo o n € N,

podemos aplicar o Lema 4.2.3 e concluir que HC(T) € homeomorfo a X'.
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Lema 4.2.4. Para todo o aberto ndo-vazio U de X, a interse¢éo ;2o X'\ T-I(U) é um

Z-conjunto.

Demonstragcgdo. Fixemos um aberto ndo-vazio U C X e consideremos um espago mé-

trico compacto K. Temos de mostrar que

Co (K, GTJ’(U)) = CK, X).
j=0

Sejam f € C°(K, X) e e > 0. Designemos por B(0; ¢) a bola aberta em X centrada em 0

de raio ¢ e por || - ||x @ norma do supremo em C°(K, X').

Consideremos xo € HC(T). Para cada t € K, seja m; € N tal que
[T x0 — f(H)[| < e

Como a fungéo t' — T™xy — f(t') é continua e B(0; ¢) é aberto, existe, para cada t € K,

um aberto W; C K contendo ¢ tal que
s e W = |IT™x0 — f(s)] <e.

Apliquemos o Lema 4.2.2 a familia de abertos (W;);ck, e seja (¢;: K — [0,1])1 <i<yuma
particao finita da unidade subordinada a (W;); < x. Escolhendo, paracada1 <i < N, um
elemento t; € K tal que supp(¢;) C Wy, definimos g: K — X" por
N
8(s) = 1—21 ¢i(s) T™ xo.
A fungéo ¢ é continua pois € a soma das N fungdes continuas s — ¢;(s) T™ixy. Além

disso, g(K) C U2, T~/(U). Para verisso, para cada t € K definimos a fungéo P;: C — C

1=

Pi(z) = ) ¢i(t) 2™

i=1
A fungdo P; é um polinémio; logo, pelo Teorema 4.1.4, P:(T)xo = g(t) é hiperciclico. E,
portanto, existe um ¢ € Ny tal que T‘P:(T)xo € U, o que implica que g(t) € Uio T-I(U).
Fica assim provado que

0 R
gecC (K ]EJOT f(u)).

Falta confirmar que g esta e-perto de f na métrica uniforme. Dado s € K, para cada

ie{l,...,N}tem-ses € W;, ou ¢;(s) = 0. Assim, ou ||[T™ixg — f(s)|| < e ou ¢;(s) =0
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e, portanto,
N N
56 = ) = | X ) 30— £6)| = | 5 (o) (70— 166 |
i=1 i=1
N N
< Y i) |[T™Mixo — f(s)|| < Y ¢ils)e = e
i=1 i=1
Logo ||g — f[[x < &. Esta demonstrado que N2y X'\ T-/(U) é um Z-conjunto. O

Aplicando o Lema 4.2.4 a cada um dos abertos da base numeravel (U,), < N, concluimos
que X \ HC(T) € unido numeravel de Z-conjuntos. Pelo Lema 4.2.3, HC(T) é homeo-

morfoa X. O

4.3. Funcgdes minimais em espacos de Hilbert

O Corolario 2.2.1.1 de N.Bernardes mostra que nao ha fungbes continuas minimais em
espacos vetoriais de dimensao finita positiva. E em espacos de dimenséo infinita? Do
Teorema 4.2.1 resulta que uma condicao suficiente para que um espaco X admita um
sistema dindmico continuo minimal € precisamente a de existir um operador hiperciclico

definido em X'.

Teorema 4.3.1. Seja X um espacgo de Banach que admite um operador linear continuo

e hiperciclico. Ent&o existe uma fungégo f: X — X continua minimal.

Demonstragdo. Seja T: X — X um operador hiperciclico em X. Pelo Teorema 4.2.1,
existe um homeomorfismo ¢: HC(T) — X. Consideremos a fungéo f = poTo e~ 1. A
fungdo f estd bem definida, uma vez que HC(T) é T-invariante, é continua e os sistemas
dinamicos (HC(T), T) e (X, f) séo conjugados por ¢. Pela Proposi¢éo 2.1.10, sabemos

que Dy = ¢ (Dr), onde

Dr = {x € HC(T): Orbr(x) = HC(T)} = HC(T)
sendo a ultima igualdade consequéncia do facto de HC(T) ser um subconjunto denso
de X a que se aplica a Proposigéo 1.1.3. Consequentemente, Dy = ¢ (HC(T)) =X.

Observacgao 4.3.2. Note-se que, se T é bijetivo, entdo pelos Teoremas 1.2.11 e 2.1.8 a

aplicagéo f construida na demonstragéo anterior € um homeomorfismo minimal.
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Este resultado é particularmente util para espacgos de Hilbert porque, ao contrario do que
acontece com espacgos de Banach, em que existem varios espacos separaveis distintos,

existe apenas um espaco de Hilbert separavel a menos de isomorfismo.

Lema 4.3.3. [28, Theorem 3.6-4 e Theorem 3.6-5] Sejam H e H' espagos de Hilbert

separaveis sobre o mesmo corpo. Entdo H e H' sdo isomorfos como espagos de Hilbert.

Corolario 4.3.3.1. Todo o espaco de Hilbert separavel de dimenséao infinita sobre o corpo

K admite uma fungdo continua minimal.

Demonstragdo. Comecemos por mostrar que ¢?(IN, K) admite uma fungéo continua mi-
nimal. Isso resulta diretamente do facto de o operador de Rolewicz B, ser hiperciclico
em (?(N,K) (cf. Subsection 3.2.2.1). Pelo Teorema 4.3.1, existe uma fungéo continua

minimal f: ¢2(N,K) — ¢*(N, K).

Seja H um espaco de Hilbert separavel sobre o corpo K. Pelo Lema 4.3.3, o espago
H é isomorfo a ¢2(IN,K). Seja ¢: H — ¢*(IN,K) um isomorfismo entre eles. Entao,
definindo g = ¢! o f o 9, temos que (H, g) e (¢*(IN, KK), f) s&o conjugados por . Logo,

como f € minimal, g também é minimal. O

Tendo em conta a Observagao 4.3.2 e a existéncia de um weighted backward shift bilate-
ral no espago de Hilbert /2(Z,K) que € hiperciclico (veja-se o Exemplo 3.2.4), podemos

ainda afirmar o seguinte.

Corolario 4.3.3.2. Todo o espacgo de Hilbert separavel de dimenséo infinita sobre o corpo

K admite um homeomorfismo minimal.

Vemos assim que, relativamente a existéncia de sistemas dinamicos transitivos em espa-
¢os de Hilbert que nao se reduzem ao vetor nulo, a informagéo depende de modo essen-
cial da dimenséao do espago: em espagos de Hilbert de dimenséo finita (positiva) ndo ha
nem funcdes continuas minimais nem operadores hiperciclicos; em espagos de Hilbert
separaveis de dimensao infinita ha fungcbes continuas minimais e operadores hipercicli-
cos; em espacos de Hilbert ndo-separaveis ndo ha nem fungdes continuas minimais nem
operadores hiperciclicos, uma vez que uma 6rbita densa é um subconjunto numeravel
denso. Ou seja: em dimenséo finita, a estrutura do espago € demasiado rigida para

permitir dindmica complexa; em espacos n&o-separaveis, 0 espago € demasiado grande
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para que a dindmica possa ter orbitas densas; em espacos de dimensao infinita sepa-
raveis, a combinacdo especial da linearidade e da dimensao permitem dindmicas mais

ricas, inclusivamente lineares.
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5. Propriedades ergodicas dos operadores hi-
perciclicos

Focamo-nos agora nas propriedades ergddicas de operadores lineares com o objetivo
de mostrar que todo o operador linear continuo frequentemente hiperciclico num espaco
de Banach reflexivo admite uma probabilidade invariante com suporte total. Apesar de
as abordagens topologica e ergddica serem disjuntas em métodos e resultados, ha uma
interligacao interessante entre estas duas areas. Por exemplo, vimos no Teorema 2.1.6
que, se um sistema admitir uma probabilidade invariante, entao é recorrente e o conjunto
de pontos recorrentes € denso. Se a dindmica admitir probabilidades ergddicas com

suporte total, podemos afirmar mais: existem orbitas densas.

Comecemos por notar que a definigao de probabilidade ergddica pode ser reformulada
equivalentemente da seguinte forma (cf. [39, Theorem 1.5]): u é ergddica se, para todos
os mensuraveis A, B com medida positiva, existir um n € IN tal que u(AN f~"(B)) > 0.
Ora, esta formulagao sugere transitividade topoldgica. No entanto, a ergodicidade nao
é suficiente para se ter transitividade topoldgica porque, se existir algum aberto U com
medida nula, a condigdo de ergodicidade nada nos diz sobre os retornos a U. Mas,
se supusermos que u tem suporte total, entdo, de facto, f é topologicamente transitiva.
Assim, em espacos métricos completos sem pontos isolados, existir uma probabilidade
ergddica com suporte total é suficiente para garantir transitividade topolégica e, além

disso, que Dy € um G; denso.

De facto, a condigao de ergodicidade aliada ao suporte total garantem uma propriedade
mais forte do que transitividade topoldgica, pois implicam que a dinamica é frequente-
mente hiperciclica. Esta afirmagcédo é uma consequéncia direta do Teorema ergddico de
Birkhoff (cf. [39, Theorem 1.14]):

Teorema 5.0.1 (Teorema ergédico de Birkhoff). Sejam (X, A, u) um espago de medida
finita, f: X — X mensuravel e ¢: X — R uma funggo u-integravel. Entéo, para u-q.t.p.
x € X, o limite

1 N
lim N n;)(p (f"x))

N — +o0
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existe. Definindo ¢* (x) = limy s 1o & Lo @ (f"x)) quando o limite existe e ¢* (x) = 0

quando n&o existe, temos que ¢* é u-integravel, f-invariante (isto é, ¢* o f = ¢*) e

/(Pdﬂ=/¢*dﬂ

Se u é ergodica, entdo ¢*(x) = {,((P]\Z

g’ em u-q.t.p. x € X e, se ¢ for limitada, entédo

du(x) = 0.

N
lmt”;§¢mm—wm

N — +o0

Suponhamos que existe uma medida y finita, ergddica, com suporte total que é invariante
por uma transformagéo mensuravel f: X — X num espago métrico completo e separavel
X. Podemos supor que u € uma medida de probabilidade (caso contrario, definimos
V= ﬁ). Para cada aberto ndo-vazio U C X, a fungao indicatriz 1;;: X — IR, dada por
1u(x) = 1se x € U e 0 caso contrario, € mensuravel e p-integravel. Logo, pelo Teorema
ergodico de Birkhoff temos que

Jim Z1ufx /1udy u(u em j-q.tp x € X.

Claramente, Y1 1y (f"x)) = #Ns(x, U). Logo,

: 1
ngrloo NNf(x’ U)>0 empu-qtpxecX.

Entao

) 1
dens(N¢(x,U)) = hrilinog NNf(x u) = 1\11_1}1}roo NNf(x' u) > 0.

Consideremos uma base numeravel de abertos (Uy ) n de X. Para cada k € IN, defina-
se

A = {x € X: dens(Nj(x, Uy)) = o}.

Sabemos que y(Ax) = 0 paratodo o k € N e que FHC(f) = X\ (Ug2q Ak). Assim,

Mﬂﬂﬁﬁzl—iumwzl
=1

e, portanto, € FHC(f) é um conjunto ndo-vazio. Logo, f é frequentemente hiperciclico.
Em particular, no contexto linear, se existir uma medida ergddica com suporte total, o

operador é frequentemente hiperciclico.

E, reciprocamente, todo o operador linear continuo frequentemente hiperciclico admite
uma probabilidade ergddica com suporte total? Uma resposta negativa foi dada em [23,

Teorema 1.7], cujos autores construiram um weighted shift bilateral no espaco ¢y(RR, Z)
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que é frequentemente hiperciclico mas ndo admite nenhuma probabilidade ergddica com
suporte total. E quanto a probabilidades invariantes com suporte total? Veremos na
proxima secg¢ao que, em espacos de Banach reflexivos, todo o operador linear continuo

frequentemente hiperciclico possui uma probabilidade invariante com suporte total.

5.1. Probabilidades invariantes por operadores frequentemente hi-
perciclicos

Um resultado classico de Teoria Ergddica afirma que qualquer transformagao continua

f: X — X de um espago métrico compacto X tem uma probabilidade invariante definida

na c-algebra dos borelianos de X. Pode ler-se uma demonstragdo em [39, §6.2] que

recorre ao Teorema de Representacdo de Riesz. Se, além disso, supusermos que f é

frequentemente hiperciclica, podemos garantir que existe uma tal probabilidade invari-

ante com suporte total.

Teorema 5.1.1. [23] Sejam X um espago métrico separavel compacto e f: X — X uma
aplicagéo continua. Se f for frequentemente hiperciclica, entdo existe uma probabilidade

definida nos borelianos de X que € f-invariante e tem suporte total.

Para ser estendido a operadores lineares em espacos de Banach que nao se reduzam
ao vetor nulo, o resultado anterior precisa de ser adaptado para lidar com a falta de

compacidade. Como veremos, isso € possivel em espacos reflexivos.

Teorema 5.1.2. [23] Sejam X um espago de Banach reflexivo e T: X — X um ope-
rador linear continuo frequentemente hiperciclico. Entdo existe uma probabilidade nos

borelianos de X que é T-invariante e tem suporte total.

Demonstragdo. Diz-se que um funcional linear m no espacgo ¢*° das sucessodes limitadas

de numeros reais € uma média invariante se

e m é positivo, isto &, §, >0Vn e N = m((&,)n) > 0;

o m((Ensj)n) = m((En)n) paratodooj € N.
Resulta do Teorema de Hahn-Banach que existe uma média invariante tal que

N
m((E)n) > liminf % ; G V() € L

N — 4o
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Sejam X um espago de Banach reflexivo e T: X — X um operador linear continuo
frequentemente hiperciclico. Comecemos por notar que, paratodoox € X er > 0, a
bola fechada B|[x; r] € um compacto metrizavel na topologia fraca. Logo todo o ponto do
espaco X admite um sistema fundamental de vizinhancas (para a topologia da norma)

composto por conjuntos compactos metrizaveis na topologia fraca.

Lema 5.1.3. Os borelianos de X para a topologia da norma e para a topologia fraca sdo

0S mesSmos.

Demonstragcdo. Dado um aberto U da norma, escolha-se para cada x € U uma bola na
norma e de raio r, > 0 tal que B[x;ry] C U. Desse modo, temos U = [, Blx;7x].
Como X é 2-numeravel, podemos extrair desta unido uma sub-cobertura numeravel, pelo
que existe uma sucesséo (x,), <N de elementos de U tal que

0

u= U Blxy; 1,

n=1
Logo todo o aberto na topologia da norma é um boreliano da topologia fraca, pelo que
todo o boreliano da norma é boreliano da topologia fraca. Como todo o aberto da topo-
logia fraca é também aberto da norma, concluimos que os borelianos relativos as duas

topologias coincidem, e os compactos na topologia fraca geram os borelianos de X'. [

Lema 5.1.4. O operador T é continuo se em X consideramos a topologia fraca.

Demonstragdo. Esta afirmacgao é consequéncia do teorema 1.2.18 e de T ser continuo

na norma. O

Sejam xp € FHC(T) e K = {K C X': K é compacto na topologia fraca}. Note-se que,

como as bolas fechadas na norma sdo compactas na topologia fraca, o conjunto K &

nao-vazio. Fixemos K € K. Os borelianos de K correspondem precisamente aos con-

juntos A N K tais que A é um boreliano em X'. Considerando o espaco C(K) das fungdes
continuas de K (com a topologia fraca) em R, defina-se S: C(K) — ¢* por

(o) = (e o)(T"x0))

neN

O operador S esta bem definido pois o dominio de 1x - ¢ € X e S¢ € £, uma vez que

ISl = |1k 0) (50),

= sup |(1k - @) (T"x0) | < sup lp(x)] = ||o|-
n X e

[ee]
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Além disso, S é linear pois, dados ¢, € C(K) e escalares «, 8,

S(ap+Bp) = (1 (o)) (") ) = uSlg) +S(p)

n

Logo, S é um operador linear continuo com ||S|| < 1. Defina-se o funcional linear
Lg = moS: C(K) - R

onde m € a média invariante referida acima. Note-se que L é positivo ja que, se ¢ > 0,

entdo S(¢) é uma sucessao de termos ndo-negativos e, por isso, m(S(¢)) > 0.

Aplicando a Lk o Teorema de Representacgéo de Riesz, obtemos uma unica medida ujx

definida nos borelianos de K tal que

= /q)dy}g V¢ € C(K).

Em particular, se 1 € C(K) é a fungdo constante igual a 1, tem-se Lx(1) < m((1),) = 1;

logo, 0 < ux(K) < 1. Além disso, se K tiver interior ndo-vazio na topologia da norma,

) 1 1
ux(K) = Lg(1) > Er_r}fgf - Z 1x (T (x0)) > LII—IH— - Y 1, (T/(x0)) > O

=1 j=1

porque x( € frequentemente hiperciclico de T.

Estendemos agora iy aos borelianos de X', definindo
uk(A) = ug(ANK) Y boreliano A de X.

Deste modo, obtemos uma familia {yK: K e IC} de medidas positivas nos borelianos de
X, cujas imagens estdo contidas em [0, 1], e que sdo regulares uma vez que X é um
espacgo métrico completo e separavel (pois a érbita por T de xy € densa.) Além disso,

esta familia tem a seguinte propriedade.

Lema 5.1.5. Se K C K’ sdo compactos de K, entdo ux < pg.

Demonstragédo. Basta confirmar que ug(E) < ug (E) para todo o compacto E de X na
topologia da norma. E, como os compactos na norma sao compactos na topologia fraca,

a afirmacao fica demonstrada se a mostrarmos para os compactos na topologia fraca.

Seja A um compacto de X’ na topologia fraca. Como KN A é um compacto na topologia
fraca, podemos prosseguir o argumento com KN A em vez de A, ou seja, podemos
supor que A C K. Como K’ é um espago métrico compacto com a topologia fraca, para

cada natural n o conjunto B, = {x eK:d(x, A) > %} é fechado, sendo d a métrica da
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topologia fraca. Logo, pelo Lema 1.1.14, existem fungdes f,, € C(K’) cuja imagem esta
contida em [0, 1] e verificam f,(x) =0sex € B, e f,(x) = 1se x € A. A sucessao (f)x

converge pontualmente para 14, logo, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,
Hk(A) = / 1 dyg = lim/fndyK — limm ((1K-fn) (T/x0) )
K n JK n j
S limm <(1K’ fn) (T]XO) > = llm/ f?’l d]/lK/ = / 1A d‘lle/ = I,[K/(A)
n ] n K’ K’

Tendo em conta que os fechados geram os borelianos, concluimos que ux < pg:. O

Definimos agora, para cada boreliano A C X,
u(A) = sup ug(A).
Kek

Lema 5.1.6. A medida u é positiva, T-invariante e tem suporte total.

Demonstragéo. Por construgéo, u(@) = 0 e u(A) > 0 para todo o boreliano A. Dados
borelianos A, B disjuntos,

H(AUB) = sup ux(AUB) = sup (ux(A) +u(B))
KeK KekK

< sup pk(A)+ sup ux(B) = u(A)+ u(B).
KeK KeK

Por outro lado, se K,K' € K, tem-se K UK € K e
ur(A) + px(B) < pxur(A) + pxux (B) = pxux (AUB) < u(AUB).
Consequentemente,

#(A) +u(B) = sup pux(A)+ sup pux(B) < u(AUB)
KekK Kek
e y(AUB) = u(A) + u(B). Finalmente, se (A,), € uma sucesséo crescente de bo-
relianos, temos u(A,+1) > u(A,) para todo o n € IN por u ser aditiva e positiva. E,

portanto,

lim wu(An) = sup u(A,) = sup sup pux(An) = sup sup pux(A,) = sup lirrln uk(Ay)
n n K K n K

n— +oo
= supyK<U An> = U (U A,Z).
K n=1 n=1
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Vejamos agora que u é T-invariante. Ha que mostrar que u (Tfl(A)) = u(A) para
todo o boreliano A. Comecemos por provar que u (T*l(E)) < u(E) para E fechado na

topologia fraca.

Como T é continuo na topologia fraca, se K € K entdo T(K) € K. Logo existem fungdes

¢n € C(T(K)) tais que (¢,). converge pontualmente para 17 € tem-se
wrk) (E) = hgn/T(K) Pndpr(k) = lim Ly(g) (¢n) = limm ((1T(1<) “ ¢n) <zj0)].>
= limm <(1T(K) - @n) <T7+1xo>j> = limm <1T(K) (Tj+1x0)j - n (Tijo)j)
> timn (16 () - g (T130), ) = timm (1 guoT) (7o) )
= lirrln/K onoTdug

sendo a quarta igualdade consequéncia de m ser uma média invariante, e a desigualdade
do facto de 1x < 171 (px)) = 1) o T. Como ¢, 0T € C(K) paratodoon € N e

(¢n o T)n converge pontualmente para 1px)npo T = 1T—1(T(K)mE) = 111 1(1(K))»

obtemos
pri (E) = lim [ guoTdpux = (THTK)NTE)) = p(T(E)).

Consideremos agora um aberto ndo-vazio U na topologia da norma. Como vimos, U é
unido numeravel de uma familia crescente de compactos. Logo, px (T~ (U)) < pr(x)(U)

para todo o K € K. E, portanto,

u(U) > sup pr)(U) > sup ux(T~H(U)) = u(T(U)).
Kek Kek

Além disso, como todas as medidas nos borelianos de X’ séo regulares e, para qualquer

boreliano A, sabemos que se A C U entdo T-1(A) C T-(U), podemos concluir que

H(A) = inf {u(U): A C Ue U éaberto} > inf{y(T‘l(U)): ACUelé aberto}

> inf{y(u): T-Y(A)CUe Uéaberto} = u(T71(A)).

Para obtermos a desigualdade contraria, basta ter em conta que X'\ A é um boreliano e

1 € medida finita, logo
p(X) = pu(A) = w(X\A) > u(TH(XN\A) > p(X\T(A) = p(X) - u(T(A)).

Para mostrarmos que y tem suporte total, consideremos um aberto na norma n&o-vazio
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U. O aberto U contém uma bola fechada K € K, que tem interior ndo-vazio na norma.

Logo, u(U) > ux(U) > 0. O

Note-se que u ndo € necessariamente uma probabilidade. No entanto, por construgéo,
temos 0 < u(X') < 1. Logo podemos considerar a probabilidade v = ﬁ que é equiva-
lente a y (isto é, (A) = 0seesdsev(A) = 0). Obtemos desse modo uma probabilidade

T-invariante com suporte total. O

Observacao 5.1.7. A reflexividade do espago de Banach X’ ndo é essencial na demons-
tracao anterior. Na verdade, foi apenas usado o facto de as bolas na topologia da norma
serem compactas e metrizaveis na topologia fraca. Por isso, basta supor que X é iso-
morfo a um espago dual V* separavel e que T: X — X é o adjunto S*: V* — V* de
um operador linear continuo S: Y — Y. Em particular, o Teorema 5.1.2 é valido para
operadores adjuntos frequentemente hiperciclicos no espago ¢!, que é o dual de cy e

separavel.

5.2. Probabilidades ergddicas por operadores frequentemente hi-
perciclicos

A medida de Dirac suportada em 0 € uma probabilidade ergddica para todo o operador

linear. Mas, como ja referimos, nem sempre existem medidas ergddicas com suporte

total, ainda que o operador seja frequentemente hiperciclico. Contudo, concluimos do

Teorema 5.1.2 a propriedade seguinte.

Corolario 5.2.0.1. Sejam X um espacgo de Banach reflexivo, T: X — X um operador
linear continuo frequentemente hiperciclico e U C X um aberto ndo vazio. Entéo existe

uma probabilidade ergddica y nos borelianos de X tal que u(U) > 0.

O corolario anterior € um caso particular da afirmagéo seguinte.

Proposicao 5.2.1. Sejam X um espago métrico completo separavel, f: X — X uma
transformacdo continua e v uma probabilidade nos borelianos de X que é f-invariante
e tem suporte total. Entdo, para qualquer boreliano A de X com v(A) > 0, existe uma

componente ergoédica vs de v tal que vs(A) > 0.

Demonstragdo. Pelo Teorema 1.4.3, existe um espago de probabilidades (Q), 7, 1) e

uma familia (v;);c o de probabilidades f-invariantes e ergddicas tais que, para todo o
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boreliano A, a fungéo t — 14(A) é mensuravel, A-integravel e

m(A) = /Q V(A) dA(P).

Seja A C X um boreliano com v(A) > 0. Como 0 < v(A) = [, v:(U) dA(t), existe s € ()
tal que vs(A) > 0. O

5.2.1 Exemplos

Iremos agora revisitar varios dos exemplos descritos anteriormente, verificando a quais

deles podemos aplicar o Teorema 1.4.3.

Consideremos os weighted shifts em espacos de sucessdes.Pelo Teorema 3.2.34, em

todo o espacgo de sucessdes X’ onde ¢y seja denso, um operador B, € frequentemente

) n
L ([Tw e
n=1 \v=1

convergir incondicionalmente. Se, além disso, X’ for reflexivo, entdo (X, B,,) admite uma

hiperciclico sempre que

probabilidade invariante com suporte total. Em particular, os operadores de Rolewicz em

/P, 1 < p < 400, admitem probabilidades invariantes com suporte total.

Como os espacos ¢! e cy ndo séo reflexivos, o Teorema 5.1.2 ndo se lhes aplica. No
entanto, ¢! é o dual de ¢, e, portanto, se provarmos, por exemplo, que um weighted shift
frequentemente hiperciclico B,: ¢! — ¢! é o adjunto de um operador linear continuo
em ¢y, podemos garantir a existéncia de uma probabilidade invariante com suporte total
(recorde-se a Observagao 5.1.7). E, de facto, B, = Fj;, pois se x = (&), € (! = ¢} e
Yy = (n)n € co, temos

Mn W1 Gni1 = i Wy Mn-1Gn

[0
)y
n=1 n=2
(o]
)3
n=2

(¥,Bu(x)) =

Wy Nn—1 gn +0- Cl = <Fw(y)’x>

Logo os operadores de Rolewicz em ¢! tém probabilidades invariantes com suporte total.

Observacao 5.2.2. Apesar de termos provado o Teorema 5.1.2 para espagos de Ba-
nach, o resultado é extensivel a espacos de Fréchet, pelo que espacos de sucessbes
de Fréchet reflexivos nas condi¢gdes do Teorema 3.2.34 admitem também probabilidades

invariantes com suporte total.
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6. Sufficient conditions for HC(T) # X \ {0}

Abstract. We show that, if X # {0} is a separable Banach space and T: X — X is alin-
ear continuous operator, then T has a non-zero vector which is not hypercyclic whenever
any one of the following conditions holds: (a) T is invertible and has the shadowing prop-
erty; (b) X is reflexive, T is frequently hypercyclic and does not admit a Borel invariant
ergodic probability measure with full support. We also discuss several examples which

comply with these conditions.

6.1. Introduction and main results

Let X # {0} be a Banach space. Given a subset A C X, we denote by A its closure in the
topology induced by the norm in X and by A its interior. Let T: X — X be a continuous

linear operator. A vector xg € X is called hypercyclic if its orbit by T
Or(xo) = {T”(xo): neNU {0}}

is a dense subset of X; and xj is said to be frequently hypercyclic if, for any non-empty

open subset U of X, the set
Nr(xo, U) = {n >0: T"(x) € u}

has positive lower density, that is,

#{je {1, k}: T(xo) € u}
lim inf

0.
k— +o0 k >

The linear operator T is said to be hypercyclic (respectively, frequently hypercyclic) when-
ever it has a hypercyclic (respectively, frequently hypercyclic) vector. We denote by

HC(T) the set of hypercyclic vectors of T in X.

It is known that, if X # {0} has finite dimension, then T has no dense orbits. Moreover, if
the space X is not separable, then surely T has no hypercyclic vectors. In both cases T
admits a non-trivial invariant closed subset, given by the closure of the orbit by T of any
non-zero vector. That is why we will assume in what follows that X is infinite-dimensional

and separable.
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6.1.1 Closed non-trivial invariant subset problem

Given a hypercyclic continuous linear operator T on an infinite-dimensional separable
Banach space X, it is known that HC(T) is a Gs dense subset of X, connected and,
in fact, homeomorphic to X (cf. [26]). The initial version of the closed invariant subset
problem asked, for a given Banach space X # {0}, whether every continuous linear
operator T: X — X admits a closed set E C X with E # {0}, E # X and T(E) C E
(or, equivalently, whether HC(T) # X \ {0}). Clearly, if T # 0 and is not injective, then
its kernel is a non-trivial closed invariant subset; thus, this problem is of importance only
when X # {0} and T is an injective operator. It was solved in the negative by Read in
[36], who constructed an operator on the space ¢;(IN, R) with HC(T) = X \ {0}. Further
examples of such operators on ¢y(IN,R) were presented in [24]. Yet, no examples are
known on reflexive Banach spaces and, so far, it remains unclear what role the reflexivity
of the space plays in this problem. To shed some light on this issue, the question we
address here is to what extent the following result on topological dynamics may suggest

interesting conditions under which one has HC(T) # X \ {0}.

Theorem 6.1.1 ([5]). Let f: Y — Y de a continuous map on a Hausdorff topological space
Y without isolated points. Denote by Dy the subset of points of Y whose orbits by f are

dense in'Y, and by D f its interiorin'Y.

(a) IfY is compact, then Dy = @ or Dy = X.

(b) IfY is not compact but is locally compact, then D = Q.

Needless to say, Theorem 6.1.1 cannot be applied to T if X is an infinite-dimensional Ba-
nach space, since X is neither compact nor locally compact in the topology induced by
the norm. Yet, the system (X, T) has a dynamical compactification (C, J), where C is a
compact metric space, J: C — C is a continuous map, X is embedded in C as a G; dense
subset, and ], = T (see [15]). Applying Theorem 6.1.1 to ], one gets D°] = @, since
J(0) = 0 prevents D; from being the whole space C. However, in general, X is not open
in C, so no further immediate conclusion can be drawn from this direct approach. If, in
addition, we assume that X # {0} is a reflexive Banach space and T is a hypercyclic op-
erator with the positive shadowing property, then the map | is transitive, its non-wandering
setis C and | has the positive shadowing property due to the fact that X is dense in C (cf.
[18, Lemma 3.1] and [7, Theorem 1]). These properties ensure (cf. [32, Theorem 2.5])
that there is a non-zero vector in X that has a bounded T-orbit; so HC(T) # X \ {0}.
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6.1.2 Several ways for a vector to be non-hypercyclic

The main steps of Bernardes’ proof of Theorem 6.1.1 rely on three major properties,
namely: (i) the existence of a fundamental system of compact neighborhoods for any
point in Y; (ii) the possibility of taking accumulation points of any sequence inside these
compact neighborhoods. (iii) the existence of a subsequence with bounded gaps made
of first returns of a dense orbit by f to a fixed compact neighborhood V' C Dy. In try-
ing to adapt this proof to the linear setting, the main difficulties appear in overcoming
the absence of compact neighborhoods and controlling the gaps of the returns to a fixed
neighborhood of a hypercyclic vector. If X is reflexive (for example, if X is a Hilbert space),
then the closed balls in X are compact in the weak topology (cf. [13, Theorem 3.17]), and
we may consider an accumulation point in the weak topology inside any closed ball. This
temporary switch to the weak topology works nicely, since the open sets for the weak
topology are open on the norm as well. For instance, if we endow X with the weak topol-
ogy, then X is also Hausdorff and without isolated points, and T is also continuous and
hypercyclic. (See [13, Chapter 3] for proofs of these assertions.) However, the weak
topology has strictly less open sets whenever X has infinite dimension, and this prevents
us from extending to this setting Bernardes’ reasoning in what concerns the bounded
gaps.

This explains why we were compelled to assume some conditions on the frequency of
returns of orbits to suitable sets. As we will explain further on, under those assumptions
we were able to show that the operator has a non-zero vector whose orbit is bounded. It
should be noted, though, that this is a very particular method of ensuring that a non-zero
vector is not hypercyclic; there are many other possible reasons that prevent a vector

from being hypercyclic.

6.1.2.1 Uniformly recurrent vectors

Let T: X — X be a continuous linear operator on a Banach space X # {0}. Suppose
that T has a non-zero uniformly recurrent vector (see the precise definition in Section 6.2).
It is known that the closure of the orbit of a uniformly recurrent vector is a minimal subset
of X, that is, it does not contain any proper non-empty closed invariant subset (cf. [21,
Theorem 1.17]). Therefore, unless it is periodic, the closure of the orbit of a uniformly
recurrent vector cannot contain a periodic point. In particular, the null vector in X cannot

be an accumulation point of the orbit of a non-zero uniformly recurrent vector. So, a
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uniformly recurrent vector is never hypercyclic if X # {0}. Thus, if T has a non-zero

uniformly recurrent vector, then HC(T) # X \ {0}.

We note that every unilateral weighted backward shift B, on ¢y(IN,R) or /#(IN, R), where
1 < p < 400, has a dense set of points with finite orbit. Thus, in this setting one always
has HC(B,) = @, so HC(B,) # X\ {0}. Moreover, if B, is a unilateral or bilateral
weighted backward shift on ¢y or ¢, then B, has a non-zero uniformly recurrent vector
if and only if B, is chaotic (cf. [25, Remark 5.21] and [12]). Thus, the mere existence of
a non-zero uniformly recurrent vector grants a dense set of periodic orbits by B,,, which

o

yields HC(By) = @.

On the contrary, the example on [3, Theorem 3.1] of a chaotic operator T on a separable
Hilbert space such that A¢T is not chaotic for some unimodular complex number A, pro-
vides an example of a hypercyclic operator on a Hilbert space, namely AT, which has a
dense set of uniformly recurrent vectors but no non-zero periodic points, since, by con-
struction, the point spectrum of AgT contains no root of unity (cf. [26, Proposition 2.33]

and [11, Corollary 4.7] for more details).

If we assume that the Banach space is reflexive, then it is enough to find a non-zero

piecewise-uniformly recurrent vector (we refer the reader to Section 6.2 for the definition).

Theorem A. Let X # {0} be a reflexive Banach space and T: X — X be a continuous

linear operator. Assume that T has a non-zero piecewise-uniformly recurrent vector. Then

HC(T) # X\ {0}.

6.1.2.2 Unimodular eigenvectors

It is known that any unimodular eigenvector (that is, an eigenvector whose associated
eigenvalue has modulus 1) of a continuous linear operator on a complex Banach space is
uniformly recurrent (see [25, Example 5.17]). Moreover, if the span of the set of unimod-
ular eigenvectors is dense in X, then T has a dense set of uniformly recurrent vectors (cf.
[25, Lemma 5.6]), and so HCO(T) = . When the underlying space X is a complex sep-
arable Hilbert space, we know more: the closure of the set of uniformly recurrent vectors
of any continuous linear operator on X coincides with the closure of the span of its set of

unimodular eigenvectors (cf. [22, Theorems 1.7]).

Obviously, if T has a dense set of uniformly recurrent points, then HCO(T) = @, other-
wise, HC(T) and UR(T) would have a common non-zero vector. So, the following is a

straightforward consequence of Theorem A.
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Corollary B. Let X # {0} be a complex Banach space and T: X — X be a continuous

linear operator. Assume that the span of the unimodular eigenvectors is dense in X. Then

HC(T) # X\ {0}.

In [19], it was shown that a continuous linear operator T on a complex separable Hilbert
space X # {0} has a Borel invariant probability measure with full support and of integrable
square norm if and only if the eigenvectors of T with unimodular eigenvalues span the

space. In this case, Corollary B guarantees that HC(T) # X \ {0}.

6.1.2.3 Shadowing property

Given a Banach space, the set of invertible linear continuous operators with the shad-
owing property (definition in Section 6.2) is open and nonempty in the space of invertible

operators (cf. [14, Corollary 5]).

Theorem C. Let X # {0} be a Banach space and T: X — X be a continuous linear

operator. If T is invertible and has the shadowing property, then HC(T) # X \ {0}.

We recall that every invertible linear hyperbolic operator has the shadowing property. Yet,
since X # {0}, if T is a hyperbolic operator then HC(T) = @; actually, its non-wandering
setis just {0} (cf. [30, Theorem 3]). On the other hand, there are invertible linear continu-
ous operators with the shadowing property which are not hyperbolic (see [8, Theorem B]).

This is why the previous result is interesting.

6.1.2.4 Ergodic operators on reflexive Banach spaces

It is not known whether there is a frequently hypercyclic operator on a Hilbert space which
does not have a non-trivial closed invariant subset. The next result implies that, if such an

example exists, then it must admit a Borel ergodic probability measure with full support.

Theorem D. Let X # {0} be a reflexive Banach space and T: X — X be a frequently
hypercyclic continuous linear operator such that HCO(T) # @. Then T admits a Borel

ergodic probability measure with full support.

Since X \ {0} is an open non-empty subset of X # {0}, Theorem D may be rephrased
to provide a sufficient condition for the existence of a non-trivial closed T-invariant subset
of X: If X # {0} is a reflexive Banach space and T: X — X is a frequently hypercyclic
continuous linear operator which does not admit a Borel ergodic probability measure with
full support, then HC(T) # X \ {0}.
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We note that a frequently hypercyclic bilateral weighted shift on ¢#(Z,R) is chaotic if
1 < p < +oo (cf. [6]). Therefore, it has a dense subset of periodic orbits and the interior
of its set of hypercyclic vectors is empty. In[23, Theorem 1.7], we find an example of a fre-
quently hypercyclic bilateral weighted shift on the (not reflexive) space ¢y(Z, R) that does
not admit a Borel ergodic probability measure with full support. Moreover, [25, Chapter 7]
describes several examples of frequently hypercyclic operators on the (reflexive) spaces
P(N,R), 1 < p < +o0, that are chaotic and do not admit a Borel ergodic probability mea-
sure with full support. These examples are not weighted shifts since, for these systems,
frequent hypercyclicity is a necessary and sufficient condition for the existence of a Borel

ergodic probability measure with full support [33]).

According to [23, Proposition 2.11], an operator on a reflexive Banach space admits a
Borel invariant probability measure with full support if and only if it is frequently recurrent.
There exists also a characterization of the frequently hypercyclic invertible operators on
reflexive Banach spaces that have a Borel ergodic probability measure with full support:

see [23, Proposition 2.9].

The paper is organized as follows. In Section 6.2, we gather the main definitions and refer
to useful information regarding these concepts. Sections 6.3, 6.4 and 6.5 are devoted to

the proofs of the results.

6.2. Definitions

Let Y be a metric space and f: Y — Y be a continuous map.

6.2.1 Syndetic, thick, piecewise syndetic and IP subsets of IN

Aset A C N is syndetic if there exists p € IN such that, for every n € IN, one has
{n,n+1,--- ,n+p}NA#Qo.

A set A C N is said to be thick if it contains arbitrarily large finite blocks of consecutive
integers (equivalently, if N \ A is not syndetic). A set A C IN is piecewise syndetic if there
are a syndetic set A; C IN and a thick set A, C IN such that A; N A, C A. Itis known
[10] that, if A is piecewise syndetic, then there is a syndetic set {s; < s, < ...} C IN and
a sequence (1)< Of positive integers such that n; +s; € A for every k € IN and every

0 <j <k, where sy =0.
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A set A is an IP-set if there is an increasing sequence (b,),n € (N U {0})N such that

{ Y. b FCINisfinite} C A.
neF

Following [10, Definition 2], a set A is said to contain a broken IP-set if there is a sequence

(bn)n e N Of positive integers such that, for every k € IN, there exists n; € IN satisfying
r
nk+{2bij: r €N, i1<i2<...ir<k} C A.
j=1

It is known [10, Remark 2] that if a set A C IN has positive upper density, then it contains

a broken IP-set.

6.2.2 Frequently recurrence

The map f is said to be frequently recurrent if the set of vectors y € Y such that, for any
neighborhood U of y in Y, the return set N¢(y,U) = {n > 0: f"(y) € U} has positive

lower density, is dense in Y.

6.2.3 Uniformly recurrence

A point y € Y is said to be uniformly recurrent if, for every open neighborhood U of y in
Y, the set
Ni(y,U) ={neN: f"(y) € U}

is syndetic (that is, Nf(y, U) has bounded gaps). More precisely, for every open neigh-
borhood U of y in Y there exists p € IN such that, for every n € IN, one has

{n,n+1,--- ,n+pynNs(y, U) # 2.

For example, periodic points are uniformly recurrent. In what follows, we will denote by
UR(f) the set of uniformly recurrent vectors of f in Y. The map f is uniformly recurrent
if UR(f) is densein Y.

6.2.4 Piecewise-uniform recurrence

A point y € Y is said to be piecewise-uniformly recurrent if there exists a closed ball
B = B(y,r) centered at y with radius » > 0 such that 0 ¢ B and N((y, B) is piecewise

syndetic.
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6.2.5 Topological transitivity

One says that f is transitive if for every non-empty open sets U and V of Y there isn € IN
such that f*(U) NV # @. Itis well-known that if Y is a separable complete metric space
without isolated points, or a second countable Baire space without isolated points, then f
is transitive if and only if there exists some y € Y whose orbit by f is dense in Y (see [1,
Theorem 1.4]) or [26, Theorem 1.16]). Moreover, under these conditions on the space Y,

the set of points in Y with dense orbit is a dense G;-set.

6.2.6 Shadowing property

Given 0 > 0, a d-pseudo trajectory in Y is a finite or infinite sequence (x,)n;, <n<n, Of
points in Y, where —co < N; < Np < 400 and N, — N; > 3, such that for every integer
N; < n < Na, the distance between f(x,) and x,,,1 is less than 6. Givené > 0and e > 0,
a o-pseudo trajectory is said to be e-shadowed if there is an orbit in Y whose points track
the pseudo trajectory within a distance of . More precisely, there exists y € Y such that

the distance between x, and f"(y) is less than ¢ for every N; < n < Nj.

An invertible map f has the shadowing property if, for every ¢ > 0, there is a § > 0 such
that any é-pseudo trajectory (x, ), < z is e-shadowed. In case only finite pseudo trajectories
are shadowed, we say that f has the finite shadowing property. We define the notion of
positive shadowing by simply replacing the set Z by the set N U {0} in the definition of

shadowing.

If Y is a compact metric space, then f has the shadowing property if and only if f has
the finite shadowing property (cf. [34, Lemma 1.1.1] or [2, Remark 1]). The equivalence
between shadowing, positive shadowing and finite shadowing also holds for continuous
linear invertible (that is, injective and surjective) operators on a Banach space (cf. [7,

Theorem 1]).

6.3. Proof of Theorem A

Assume that X # {0} is a reflexive Banach space and T admits a vector xp € X and
a closed ball B = B(xo,r) centered at xy with radius r > 0 such that 0 ¢ B and the
return set Nr(xo, B) is piecewise syndetic. Then (see Subsection 6.2.1) there exist a
syndetic set {s; < s» < ...} C IN and a sequence (n;) N Of positive integers such that
ny +s; € Nt(xo, B) for every k € IN and every 0 < j < k, where so = 0. For each k € IN,
define B, = Ny T"%(B).

Lemma 6.3.1. The sequence (By)rc N has the following properties:
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(i) Forevery k € IN, By # @.

(ii) (Bx)re N IS decreasing.

(iii) N Bi # @.

Proof.

(i) Since sp = 0, one has T"(x) € By for every k € IN.
(if) Clearly ;% T~*(B) C N, T"*(B).

(iii) As the Banach space X is reflexive, B is compact in the weak topology. Moreover,
since T is continuous if we endow X with the weak topology, the set By is a weak closed
subset of B, hence it is also weak compact. In addition, the weak topology is metrizable
in B (hence Hausdorff) because X is separable and the weak open sets are open in the

topology induced by the norm. Therefore, ﬂ,j:l’ By # @. O

Take x1 € (5 Be = N{= Mi—o T"%(B). Then, x; # 0, because 0 ¢ B; and
{51 <5 < } C NT(xl,B).

Lemma 6.3.2. The T-orbit of x; is bounded. Thus, HC(T) # X\ {0}.

Proof. Since {s; < sp < ...} is syndetic, let L € IN be an upper bound of its gaps.
Consider R > 0 such that B € B(0,R) and M = max {||T*(x1)||: 0 < ¢ < s1}. Then:

e For every j € N, one has T%(x1) € B, so ||T%(x1)|| < R.

e Givenn € N and j € IN such thats; <n <s;,1,0nehasn—s; <sj;; —s; < Land
1T (1) || = (1T (T () | < I TIE (T () || < (| TYIFR.
Therefore, for every m € IN one has

IT™ (x1) || < max {M, |IT||"R}.

6.4. Proof of Theorem C

Let X be a Banach space and T: X — X be an invertible linear continuous operator. We

may assume that T is hypercyclic and X is separable; otherwise, there is nothing to prove.
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The operator T is said to be hyperbolic if its spectrum does not intersect the unit circle in
the complex plane; T is expansive if for each x € X with ||x|| = 1 there exists some non-
zero integer n with ||T"(x)|| > 2; T is uniformly expansive if there exists some positive

integer n such that if x € X has ||x|| = 1then ||[T"(x)|| > 2 or | T~"(x)|| > 2.

It is known that an invertible operator on a Banach space is hyperbolic if and only if it is
expansive and has the shadowing property (cf. [6, Theorem 1]). Moreover, if T: X — X
has the shadowing property, then T is expansive if and only if T is uniformly expansive

(cf. [14, Theorem 9]).

Since X # {0}, if T is a hyperbolic operator then HC(T) = @; actually, its non-wandering
set is just {0} (cf. [30, Theorem 3]). Assume now that T is an invertible operator with
the shadowing property which is not hyperbolic. Therefore, T is not uniformly expansive.

Thus, for every e > 0 there is x, € X such that (cf. [6, pages 6 & 7])
1—e<||IT"(xe)|| <14+e VneZ.

In particular, if 0 < ¢ < 1/2, then x. # 0, and so T has a non-zero vector with a bounded

orbit. Consequently, HC(T) # X \ {0}. O

6.5. Proof of Theorem D

Every frequently hypercyclic operator T on a reflexive Banach space X has a Borel invari-
ant probability measure with full support ([23, Theorem 1.3]). Actually, an operator T on a
separable reflexive Banach space X admits a Borel invariant probability measure with full
support if and only if it is frequently recurrent (cf. [22, Theorem 1.3]). We will show that,
assuming the existence of an interior point in HC(T'), we also obtain such a probability

measure.

Let T: X — X be a frequently hypercyclic operator of a reflexive Banach space X # {0}.

Claim 6.5.1. If there is an open non-empty set H C X contained in HC(T), then

HC(T) = |J T "(H).

Proof. Given x € HC(T), there exists N € IN U {0} such that TN(x) € H, since the orbit
of x by Tisdense. Sox € T"N(H) C U T"(H). Conversely, givenx € U, T~"(H),
take k € NU {0} such that T¥(x) € H. Since H C HC(T), the orbit of T*(x) by T is dense.

Thus, as X has no isolated points, x has a dense orbit as well. Hence, x € HC(T). O
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Consequently, HC(T) is an open dense subset of X to which we may apply the next result.

Lemma 6.5.2. [23, Corollary 1.4]. If Z is a reflexive Banach space and B C Z is a non-
empty open set, then any frequently hypercyclic continuous linear operator S: 7 — 7 has

a Borel ergodic probability measure y such that j1(B) > 0.

If we consider Z = X, S = T and B = HC(T), then there is a Borel T-invariant er-
godic probability measure u such that x(HC(T)) > 0. From Claim 6.5.1, we also have
#(HC(T)) = 1 because HC(T) is T-invariant, u(HC(T)) > 0 and u is ergodic. This im-
plies that, for any non-empty open set U in X, one has u(U) > 0; otherwise, we would
obtain #(HC(T)) = 0, since p is T-invariant and HC(T) C U,/% T~"(U). Thus, u has full
support. O

Remark 6.5.3. It follows from Birkhoff's pointwise ergodic theorem that, if X # {0} is a
separable Banach space and a bounded linear operator T: X — X admits an ergodic
Borel probability measure u with full support, then T is frequently hypercyclic and the
set of frequently hypercyclic vectors has full  measure. In particular, (HC(T)) = 1.
Conversely, to obtain a Borel ergodic T-invariant probability measure with full support, it is
enough to find a Borel T-invariant probability measure v such that v(HC(T)) > 0. Indeed,
by the Ergodic Decomposition theorem (see [39, page 153]) there is a Borel ergodic T-
invariant probability measure p such that u(HC(T)) > 0. Since HC(T) is T-invariant
and has positive 1 measure, then u(HC(T)) = 1. Moreover, u has full support because

HC(T) C U,/% T~" (V) for every non-empty open set V C X.






FCUP | 133
Recorréncia em operadores lineares

Bibliografia

[1] E. Akin and J. D. Carlson. Conceptions of topological transitivity. Topology and its
Applications, 159:2815-2830, 2012. [Cited on page 128.]

[2] A. D. Barwell, C. Good, P. Oprocha, and B. E. Raines. Characterizations of w-limit
sets in topologically hyperbolic systems. DCDS, 33(5):1819-1833, 2012. [Cited on
page 128.]

[3] F. Bayart and T. Bermudez. Semigroups of chaotic operators. Bulletin of the London

Mathematical Society, 41(5):823—-830, 2009. [Cited on page 124.]

[4] F. Bayart and S. Grivaux. Frequently hypercyclic operators. Transactions of the

American Mathematical Society, 538(11):5083-5117, 2006. [Cited on page 98.]

[5] N. Bernardes. On the set of points with a dense orbit. Proc. Amer. Math. Soc., 128
(11):3421-3423, 2000. [Cited on pages iii, v, 2, 63, 64, and 122.]

[6] N. C. Bernardes and A. Messaoudi. Shadowing and structural stability for operators.
Ergodic Theory and Dynamical Systems, 41(4):961-980, 2021. [Cited on pages 126
and 130.]

[7]1 N. C. Bernardes and A. Peris. On shadowing and chain recurrence in linear dyna-

mics. Advances in Mathematics, 441, 2024. [Cited on pages 122 and 128.]

[8] N. C. Bernardes, P. R. Cirilo, U. B. Darji, A. Messaoudi, and E. R. Pujals. Expansivity
and shadowing in linear dynamics. Journal of Mathematical Analysis and Applicati-

ons, 461(1):796-816, 2018. [Cited on page 125.]

[9] C. Bessaga and A. Pelfczynski. Selected Topics in Infinite-dimensional Topology.

PWN-Polish Scientific Publishers, 1975. [Cited on page 105.]

[10] A. Blokh and A. Fieldsteel. Sets That Force Recurrence. Proceedings of the Ameri-
can Mathematical Society, 130(12):3571-3578, 2002. [Cited on pages 126 and 127.]

[11] A. Bonilla, K.-G. Grosse-Erdmann, A. Lépez-Martinez, and A. Peris. Frequen-
tly recurrent operators. Journal of Functional Analysis, 283(12), 2022. [Cited on

page 124.]



FCUP | 134
Recorréncia em operadores lineares

[12] A. Bonilla, R. Cardeccia, K.-G. Grosse-Erdmann, and S. Muro. Zero-one law of
orbital limit points for weighted shifts. Proceedings of the Edinburgh Mathematical
Society, 68(3):945-978, 2025. [Cited on page 124.]

[13] H. Brezis. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential Equations.

Springer, New York, NY, 2011. [Cited on pages 5, 33, and 123.]

[14] P. Cirilo, B. Gollobit, and E. Pujals. Dynamics of generalized hyperbolic linear ope-

rators. Advances in Mathematics, 387, 2021. [Cited on pages 125 and 130.]

[15] Y. Dayan and E. Glasner. Hypercyclic operators, Gauss measures and Polish dy-
namical systems. Israel Journal of Mathematics, 208(1):79-99, 2015. [Cited on
page 122.]

[16] J. Dixmier. General Topology. Undergraduate Texts in Mathematics. Springer, New

York, NY, 1984. [Cited on pages 5 and 7.]

[17] P. Enflo. On the invariant subspace problem for Banach spaces. Acta Mathematica,
158(1):213-313, 1987. [Cited on page 1.]

[18] L. Fernandez and C. Good. Shadowing for induced maps of hyperspaces. Fund.
Math., 235(3):277-286, 2016. [Cited on page 122.]

[19] E. Flytzanis. Unimodular eigenvalues and invariant measures for linear operators.

Monatshefte fiir Mathematik, 119(4):267-273, 1995. [Cited on page 125.]

[20] H. Furstenberg. Disjointness in ergodic theory, minimal sets, and a problem in di-
ophantine approximation. Mathematical systems theory, 1(1):1-49, 1967. [Cited on
page 54.]

[21] H. Furstenberg. Recurrence in Ergodic Theory and Combinatorial Number Theory.

Princeton University Press, 1981. [Cited on pages 42 and 123.]

[22] S. Grivaux and A. Lépez-Martinez. Recurrence properties for linear dynamical sys-
tems: An approach via invariant measures. Journal de Mathématiques Pures et
Appliquées, 169:155-188, 2023. [Cited on pages 124 and 130.]

[23] S. Grivaux and E. Matheron. Invariant measures for frequently hypercyclic operators.
Advances in Mathematics, 265:371-427, 2014. [Cited on pages 112, 113, 126, 130,
and 131.]



FCUP | 135
Recorréncia em operadores lineares

[24] S. Grivaux and M. Roginskaya. A general approach to Read’s type constructions of
operators without non-trivial invariant closed subspaces. Proceedings of the London

Mathematical Society, 109(3):596—-652, 2014. [Cited on page 122.]

[25] S. Grivaux, E. Matheron, and Q. Menet. Linear dynamical systems on Hilbert spaces:
typical properties and explicit examples. Memoirs of the AMS, 269(1315), 2021.
[Cited on pages 80, 96, 124, and 126.]

[26] K.-G. Grosse-Erdmann and A. Peris. Linear Chaos. Universitext. Springer London,
London, 2011. [Cited on pages 53, 55, 62, 69, 81, 84, 90, 94, 95, 96, 122, 124,
and 128.]

[27] J. Kelley. General Topology. 1975. [Cited on page 105.]

[28] E. Kreyszig. Introductory functional analysis with applications. Wiley, New York, 1st

ed edition, 1989. [Cited on pages 5, 20, 21, 23, 24, 26, 28, 29, 31, and 108.]

[29] S.Lang. Complex Analysis, volume 103 of Graduate Texts in Mathematics. Springer,

New York, NY, 1999. [Cited on pages 5, 25, and 34.]

[30] K. Lee and C. A. Morales. Equicontinuity, Expansivity, and Shadowing for Linear
Operators. Axioms, 7(4), 2018. [Cited on pages 125 and 130.]

[31] J. v. Mill and G. M. Reed. Open problems in topology. North-Holland, Amsterdam ;
Oxford, 1990. [Cited on page 63.]

[32] T. K. S. Moothathu. Orbital and spectral aspects of hypercyclic operators and semi-
groups. Indagationes Mathematicae, 30(6):1006—1022, 2019. [Cited on page 122.]

[33] M. Murillo-Arcila and A. Peris. Strong mixing measures for linear operators and
frequent hypercyclicity. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 398(2):
462-465, 2013. [Cited on page 126.]

[34] S. Pilyugin. Shadowing in Dynamical Systems, volume 1706 of Lecture Notes in

Mathematics. Springer Berlin Heidelberg, 1999. [Cited on page 128.]

[35] C. J. Read. A solution to the invariant subspace problem on the space L1. Bulletin

of the London Mathematical Society, 17(4):305-317, 1985. [Cited on page 1.]

[36] C. J. Read. The invariant subspace problem for a class of Banach spaces, 2: Hy-
percyclic operators. Israel Journal of Mathematics, 63(1):1—40, 1988. [Cited on
pages 99 and 122.]



FCUP | 136
Recorréncia em operadores lineares

[37] W. Rudin. Functional analysis. International series in pure and applied mathematics.

McGraw-Hill, New York, 2nd ed edition, 1991. [Cited on pages 5 and 29.]

[38] J. C. Taylor. An Introduction to Measure and Probability. Springer, New York, NY,
1997. [Cited on pages 5 and 37.]

[39] P. Walters. An Introduction to Ergodic Theory. Graduate Texts in Mathematics.
Springer New York, NY, 1st ed edition, 2000. [Cited on pages 37, 39, 50, 111, 113,
and 131.]



	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Conteúdo
	Lista de Figuras
	Introdução
	1 Preliminares
	1.1 Topologia
	1.1.1 Espaços topológicos
	1.1.2 Limites e continuidade
	1.1.3 Espaços métricos
	1.1.4 Compacidade

	1.2 Análise Funcional
	1.2.1 Espaços vetoriais topológicos
	1.2.2 Séries em espaços vetoriais
	1.2.3 Espaços de Banach
	1.2.4 Espaços de Hilbert
	1.2.5 Espaços de Fréchet
	1.2.6 Operadores lineares
	1.2.6.1 Operadores adjuntos

	1.2.7 Teoremas fundamentais sobre espaços de Banach
	1.2.8 Dual e bi-dual
	1.2.9 As topologias fraca e fraca*

	1.3 Análise Complexa
	1.3.1 Funções holomorfas
	1.3.2 Séries de operadores

	1.4 Teoria da Medida
	1.4.1 Medidas regulares
	1.4.2 Integração
	1.4.3 Representação de funcionais lineares
	1.4.4 Medidas invariantes
	1.4.4.1 Medidas ergódicas



	2 Dinâmica Topológica
	2.1 Sistemas dinâmicos
	2.1.1 Pontos periódicos e pontos recorrentes
	2.1.2 Função recorrente
	2.1.3 Pontos não-errantes
	2.1.4 Teorema de recorrência de Poincaré
	2.1.5 Pontos com órbita densa
	2.1.5.1 O caso bijetivo

	2.1.6 Transitividade topológica
	2.1.7 Aplicações mixing
	2.1.8 Conjugação entre sistemas dinâmicos
	2.1.9 Produto de sistemas dinâmicos
	2.1.10 Aplicações weakly mixing
	2.1.10.1 Formulações equivalentes da noção weakly mixing

	2.1.11 Transitividade topológica vs. existência de órbitas densas.
	2.1.12 Caos segundo Devaney

	2.2 Como é o conjunto Df ?

	3 Dinâmica Linear
	3.1 Operadores em espaços de dimensão finita
	3.1.1 Exemplos

	3.2 Operadores em espaços de dimensão infinita
	3.2.1 Exemplos de operadores hipercíclicos
	3.2.1.1 Caos em contexto linear
	3.2.1.2 Critérios de hiperciclicidade

	3.2.2 Aplicação dos critérios anteriores
	3.2.2.1 Os operadores de Rolewicz
	3.2.2.2 Os operadores de MacLane e de Birkhoff

	3.2.3 Generalização dos exemplos anteriores
	3.2.3.1 Espaços de sucessões
	3.2.3.2 Weighted backward shifts
	3.2.3.3 Forward shifts
	3.2.3.4 Espaços de sucessões bilaterais
	3.2.3.5 A derivada como weighted shift

	3.2.4 Operadores frequentemente hipercíclicos
	3.2.4.1 Critério de hiperciclicidade frequente

	3.2.5 Exemplos
	3.2.5.1 Weighted shifts frequentemente hipercíclicos
	3.2.5.2 Operador de MacLane



	4 Propriedades do conjunto HC(T)
	4.1 Propriedades lineares e topológicas
	4.1.1 Transitividade
	4.1.2 Soma de vetores hipercíclicos
	4.1.3 Subconjuntos identificáveis de vetores hipercíclicos

	4.2 HC(T)= ou é homeomorfo a X.
	4.3 Funções minimais em espaços de Hilbert

	5 Propriedades ergódicas dos operadores hipercíclicos
	5.1 Probabilidades invariantes por operadores frequentemente hipercíclicos
	5.2 Probabilidades ergódicas por operadores frequentemente hipercíclicos
	5.2.1 Exemplos


	6 Sufficient conditions for HC(T) =X {0}
	6.1 Introduction and main results
	6.1.1 Closed non-trivial invariant subset problem
	6.1.2 Several ways for a vector to be non-hypercyclic
	6.1.2.1 Uniformly recurrent vectors
	6.1.2.2 Unimodular eigenvectors
	6.1.2.3 Shadowing property
	6.1.2.4 Ergodic operators on reflexive Banach spaces


	6.2 Definitions
	6.2.1 Syndetic, thick, piecewise syndetic and IP subsets of N
	6.2.2 Frequently recurrence
	6.2.3 Uniformly recurrence
	6.2.4 Piecewise-uniform recurrence
	6.2.5 Topological transitivity
	6.2.6 Shadowing property

	6.3 Proof of Theorem A
	6.4 Proof of Theorem C
	6.5 Proof of Theorem D

	Bibliografia

