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Resumo

A Conveccao de Rayleigh-Bénard (CRB) constitui um sistema de referéncia para o estudo
de instabilidades hidrodinamicas, sendo a rotacao, quantificada pelo 7'a, um fator essencial na
dindmica do escoamento numa camada fluida horizontal.

O objetivo desta tese € analisar de que forma a forca de Coriolis afeta a estabilidade e a evolu-
cao dos diferentes atratores convectivos. Para tal, recorreu-se a métodos espetrais na resolug¢ao
das equacdes do sistema, combinados com o Método de Runge-Kutta de quarta ordem (BK4).
Partindo dos atratores hidrodindmicos conhecidos para o sistema sem rotagdo, nomeadamente
os Rolos largos (Large Rolls) (LR), os Rolos pequenos (Small Rolls) (SR) e as Células convecti-
vas quadradas (Square convective cells) (S)), é estudada, aplicando uma técnica de continuagéo
em parametro, a evolugao e estabilidade das solu¢gdes com o aumento da rotacéo, considerando
um namero de Prandtl P = 6.8 e numero de Rayleigh R = 1200.

Os resultados mostram que a rotagdo desempenha um papel estabilizador, reduzindo a ener-
gia cinética do escoamento e quebrando simetrias de reflexdo, com diferentes padrbes a exibi-
rem sensibilidades distintas ao efeito rotacional.

Keywords: Conveccao de Rayleigh-Bénard, forca de Coriolis, nimero de Taylor, nimero de
Prandtl, instabilidades hidrodinamicas, atratores convectivos, métodos espetrais, Métodos de

Runge—Kutta.






Abstract

Rayleigh-Bénard convection serves as a reference system for the study of hydrodynamic ins-
tabilities, with rotation, quantified by the Taylor number T'a, playing a key role in the dynamics of
the flow within a horizontal fluid layer.

The objective of this thesis is to analyze how the Coriolis force affects the stability and evolu-
tion of the different convective attractors. To this end, spectral methods were employed to solve
the system of equations, combined with a fourth-order Runge—Kutta method. Starting from the
hydrodynamic attractors known for the non-rotating system, namely large rolls LB, small rolls[SH]
and the square steady state [S, the study applies a parameter continuation technique to inves-
tigate the evolution and stability of these solutions as rotation increases, considering a Prandtl
number P = 6.8 and a Rayleigh number R = 1200.

The results show that rotation exerts a stabilizing effect, reducing the kinetic energy of the flow
and breaking reflection symmetries, with different patterns exhibiting distinct sensitivities to the
rotational influence.

Keywords: Rayleigh-Bénard convection, Coriolis force, Taylor number, Prandtl number, hy-

drodynamic instabilities, convective attractors, spectral methods, Runge—Kutta methods.
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Capitulo 1.

Introducao

A dindmica de fluidos fornece um enquadramento unificador para descrever o movimento de
liquidos e gases sob a influéncia de forgas, sujeito as leis da conservacdo da massa, do mo-
mento e da energia. Quando uma camada de fluido é aquecida por baixo e arrefecida por cima,
a diferenca de densidade resultante pode superar a influéncia estabilizadora da viscosidade
e da difusao térmica, levando ao movimento convectivo. Este processo fundamental de con-
veccao térmica tem sido extensivamente estudado na configuracdo candnica conhecida como
[1], na qual um fluido confinado entre placas paralelas exibe estruturas de escoamento

auto-organizadas como consequéncia do gradiente de temperatura.

O estudo da conveccao esta longe de ser um exercicio académico, pois esta intimamente
ligado a problemas em contextos geofisicos [2], astrofisicos [3] e tecnoldgicos [4]. Em geofi-
sica, por exemplo, a convecgdo no manto da Terra impulsiona a tectdnica de placas, facilitando
o transporte de calor do interior para a superficie e moldando a evolugédo dos continentes e
oceanos [5]. A conveccao desempenha também um papel central no nacleo externo, onde mo-
vimentos induzidos pela flutuagao num fluido eletricamente condutor sustentam o geodinamo,
responsavel pela geracdo do campo magnético da Terra [6]. Nos oceanos e na atmosfera, a
convecgao organiza circulagdes de grande escala que controlam o clima, a variabilidade me-
teorolégica e a redistribuicdo global de calor [7]. Estes exemplos destacam a ubiquidade dos

escoamentos convectivos na determinagéao da dindmica do nosso planeta.

Para além dos contextos geofisicos, a conveccao € igualmente importante em astrofisica. As
estrelas exibem zonas convectivas onde o transporte de calor e a redistribuicdo de momento
angular sao dominados por uma vigorosa turbuléncia convectiva [3]. Em estrelas em rotacao,

a convecgao interage com campos magnéticos e com a rotacao diferencial para dar origem a



FCUP | 2
Métodos espetrais e as suas aplicacdes a conveccdo de Rayleigh-Bénard

ciclos magnéticos de grande escala, com profundas consequéncias para a evolugao estelar. Nos
interiores estelares e planetarios, a convecgao controla a dissipacao de energia e influencia as
propriedades magnéticas e rotacionais observadas [8]. Discos de acre¢cao em torno de objetos
compactos podem também desenvolver instabilidades convectivas que modificam o transporte

de momento angular na presenca de forgas gravitacionais e radiativas [9].

Além dos sistemas naturais, a convecgcao desempenha um papel fundamental em muitas apli-
cacoes tecnoldgicas. Os sistemas de engenharia dependem frequentemente da transferéncia
convectiva controlada de calor e massa, como nos processos de arrefecimento de dispositivos
eletrénicos, reatores quimicos e sistemas de geracao de energia. O design eficiente de isola-
mento térmico, coletores solares e dispositivos microfluidicos depende da previsdao e controlo
dos escoamentos convectivos [10]. Processos industriais como o fabrico de vidro, o crescimento
de cristais e a fundicdo metallrgica sao igualmente governados pela convecgao a varias es-
calas [11]. Compreender e prever tal comportamento é, portanto, crucial tanto para a ciéncia

fundamental como para as aplicagdes praticas.

A conveccao de Rayleigh-Bénard, estudada em configuragdes laboratoriais e numéricas sim-
plificadas, fornece um modelo essencial para desvendar os mecanismos gerais do transporte
convectivo. Apesar da idealizacdo, esta captura a esséncia do movimento impulsionado pela
flutuacdo e proporciona conhecimento sobre a formacao de padrbes, os limiares de estabili-
dade [12] e a turbuléncia nao linear [13]. A adigao de rotagao enriquece ainda mais este cenario,
introduzindo anisotropia e dindmicas ondulatérias devido a forga de Coriolis, e servindo como
um modelo minimo para a convecgao planetaria e estelar. Por estas razdes, o estudo cuidadoso
da conveccao em camadas planas permanece uma pedra angular da investigagdo em dindmica

de fluidos, ligando a teoria, a computagéo e as aplicacées do mundo real.

Um refinamento essencial do problema classico de Rayleigh-Bénard é a inclusdo da rota-
¢ao [14]. Quando toda a camada de fluido € submetida a uma rotagédo de fundo em torno do
eixo vertical, a dindmica é profundamente alterada pela interagdo entre as forcas de flutuacao e
os efeitos de Coriolis. A forga de Coriolis atua para inibir os movimentos verticais e redistribui o
momento através de ondas inerciais, resultando em condigdes de limiar modificadas para o ini-

cio da conveccao, morfologia de escoamento alterada e novas classes de estruturas coerentes
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de grande escala. Na convecgao com rotacao, o numero de Rayleigh critico para a instabilidade
depende sensivelmente da velocidade de rotacao, e os modos preferenciais no seu inicio podem
passar de padrdes de rolos estacionarios para instabilidades oscilatorias [12]. Além disso, para
uma rotagao suficientemente forte, 0 escoamento tende a organizar-se em vortices colunares

alinhados com o eixo de rotacao [15].

A importancia da rotacao é sublinhada pela vasta ocorréncia de conveccao com rotagdo em
sistemas naturais. Exemplos incluem a convecgao no nicleo externo da Terra, onde impulsiona
0 geodinamo responsavel pelo campo magnético planetario, a convecgao térmica no oceano e
na atmosfera modulada pela rotagdo planetaria, e as zonas de conveccao em estrelas, onde a
rotacao governa o transporte de momento angular e a geragao de campos magnéticos. Em todas
estas situacdes, a rotacao introduz anisotropia e modifica a eficiéncia do transporte de calor por
conveccgao, tornando crucial a compreensdo dos seus efeitos em configuragdes simplificadas

antes de abordar a complexidade total dos sistemas naturais.

Neste trabalho, focamo-nos na convecgao de Rayleigh-Bénard com rotagdo numa geometria
de camada plana, onde o fluido estd confinado entre duas placas horizontais infinitas manti-
das a diferentes temperaturas e o sistema roda uniformemente em torno do eixo vertical. Sao
impostas condi¢des de fronteira periddicas nas dire¢ées horizontais, permitindo a investigagao
da dinamica do escoamento volumico sem os efeitos das paredes laterais. As equacdes go-
vernantes sao as equagdes de Boussinesq com forcamento de Coriolis, expressas em forma
adimensional através dos numeros de Rayleigh, Prandtl e Taylor. Esta formulagdo proporciona
um enquadramento matematicamente tratavel, mas fisicamente rico, passivel de analise e de

simulacdo numérica de alta resolugao.

Esta dissertacdo foca-se na investigacao dos atratores hidrodinamicos, explorando como os
padrdes de escoamento convectivo estaveis, como rolos largos (LR), rolos pequenos (SR) e
células convectivas quadradas (S), evoluem e perdem estabilidade a medida que a velocidade
de rotacao do sistema, quantificada pelo nimero de Taylor (T'a), € aumentada. O objetivo é
caracterizar a dindmica e as simetrias das diferentes solucdes convectivas sob a influéncia da

forca de Coriolis.

Um estudo semelhante foi realizado em [16]. O estudo identifica e analisa cinco tipos distintos
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de atratores convectivos hidrodindmicos (ndo magnéticos) que surgem a medida que a taxa de
rotacdo, representada pelo numero de Taylor (T'a), € variada. Para os parametros fixos da simu-
lacdo, estes atratores exibem estruturas espaciais relativamente simples devido a um numero
de Rayleigh que nao estd muito acima do valor critico para o inicio da convecgédo. Os atratores
incluem trés familias de rolos estacionarios e bidimensionais: os paralelos aos lados da célula de
periodicidade, os paralelos a diagonal da célula, e um segundo conjunto paralelo aos lados, mas
com um comprimento de onda menor Os outros dois atratores ndo sdo estacionarios: uma onda
viajante periddica no tempo e uma estrutura de rolos “ondulados” tridimensionais. O estudo mos-
tra que, a medida que a taxa de rotagdo aumenta, o sistema transita entre estes estados, com
o numero de onda dos atratores de rolos estaveis a aumentar geralmente com o T'a. O artigo
investiga também a capacidade de cada um destes atratores atuar como um dinamo cinematico.

A abordagem numérica aqui adotada baseia-se em métodos espectrais, que oferecem elevada
precisao para solugcdes suaves e sao particularmente adequados para problemas com condi¢oes
de fronteira perioddicas. As discretizagbes espectrais nas dire¢gdes horizontais, combinadas com
funcdes de base apropriadas na direcao vertical, permitem uma resolucao eficiente e precisa
das caracteristicas de pequena escala que emergem na turbuléncia convectiva. Além disso, os
métodos espectrais prestam-se naturalmente ao estudo da estabilidade, da sele¢do de padrdes
e da transferéncia de energia nao linear entre modos. O objetivo desta tese é aplicar tais ferra-
mentas numéricas para explorar sistematicamente o efeito da rotagao no inicio da conveccgéao, na
saturagcao nao linear e nas propriedades de transporte de calor em sistemas de Rayleigh-Bénard
com rotacao.

Através desta investigacao, pretendemos contribuir para uma compreensao mais profunda da
conveccao com rotacdo, fazendo a ponte entre as previsoes tedricas e a observacao numérica
direta, a0 mesmo tempo que enfatizamos o papel crucial da rotagdo na organizagao e restricao

dos escoamentos convectivos.



Capitulo 2.

Equacoes que regem a conveccao natural

Quando um fluido esta contido entre duas placas horizontais, sendo a inferior aguecida, observa-
se 0 aparecimento de um movimento convectivo causado pela diferengca de temperatura entre
as placas. A medida que o fluido junto & placa inferior aquece, expande-se, tornando-se me-
nos denso. Esta diminuicdo da densidade leva o fluido a subir, durante essa ascensao, o fluido
transfere calor arrefecendo progressivamente, o que faz com que a sua densidade aumente
novamente e o leva a descer. Este movimento ciclico, induzido pela acdo da gravidade, é conhe-
cido como convecgao livre. Contudo, a viscosidade do fluido atua como um fator de resisténcia
a esse movimento natural.

O movimento convectivo s6 se manifesta quando a diferenga de temperatura entre as pla-
cas excede um determinado valor critico. Ou seja, apenas quando o gradiente de temperatura
ultrapassa um valor minimo é que ocorre uma instabilidade térmica no sistema, iniciando o mo-
vimento. A partir desse ponto, o fluido organiza-se segundo padrdes bem definidos no plano
horizontal, denominadas células de conveccao.

A condi¢cdo para o aparecimento dessa instabilidade € governada por um parametro adimen-

sional denominado numero de Rayleigh, que é definido como [17]:

R ozg5Td3’

VK

onde «a € o coeficiente de expansao térmica, g a aceleragcao da gravidade, 07" a diferenca de
temperatura entre as placas, d a distancia entre elas, v a viscosidade cinematica e « a difusi-
vidade térmica do fluido. Quando R ultrapassa um valor critico R., 0 sistema torna-se instavel.
Para valores de R ligeiramente acima de R., as células de convecg¢ao formam padrdes hexago-

nais regulares e tendem a estabilizar, originando padrbes estacionarios [12]. Para modelar este

5
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fendbmeno matematicamente, recorre-se a aproximagao de Boussinesq, que permite simplificar
o modelo ao considerar o fluido incompressivel € manter a variacdo da densidade apenas onde
esta tem impacto significativo, na forca de empuxo. Esta abordagem sera desenvolvida com

maior detalhe na secgéo seguinte.

2.1 Modelacao matematica e derivacao das equacoes

Um fluido é tratado como um meio continuo, ignorando-se o comportamento individual das
suas moléculas e o seu estado é descrito por variaveis macroscopicas como velocidade do fluido
v(x,t), densidade de massa p(x,t), pressdo p(x,t) e temperatura T'(x,t). A evolugdo destas
variaveis no tempo e espaco € descrita por um conjunto de equagdes fundamentais: a equagao
de Navier-Stokes, que representa a conservacdao do momento, a equacao de continuidade, que
assegura a conservagao da massa, e equacao da energia, que descreve a transferéncia de calor
no sistema.

Antes de apresentar as equacdes que regem o movimento convectivo é util introduzir a apro-
ximacao de Boussinesq, que se aplica quando ha pequenas variagdes de temperatura e con-
sequentemente uma pequena variagdo da densidade. Nestes casos, podemos tratar p como
constante em todos os termos das equagdes, exceto no termo da forca de empuxo. Este con-
tém a aceleracdo gravitica que é a Unica forca externa considerada. E esta forga, resultante
da diferenga da densidade entre regides mais quentes e mais frias do fluido, que da origem ao
movimento convectivo.

A aproximacgao de Boussinesq baseia-se me algumas hipéteses. Em primeiro lugar, assume-
se que o fluido é incompressivel, ou seja, a densidade ndo depende da pressao e varia li-
nearmente apenas com a temperatura em torno de uma temperatura de referéncia 7,. Essa

dependéncia € dada por

p=po(l —a(T-Tp)),

em que p, representa a densidade a temperatura 7 € o é o coeficiente de expanséo térmica do
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fluido, considerado constante. Além disso, supde-se que as propriedades fisicas do fluido, como

a viscosidade cinematica (v) e a difusividade térmica (x), permanecem constantes [1]

Estamos agora em condigdes de introduzir as equacgdes fundamentais simplificadas que des-
crevem o0 fenbmeno da convecgdo. A equacgdo da continuidade expressa a conservagao da

massa num fluido e é dada por

dp
a%—v-(pv)—(),

Para um fluido incompressivel ndo héa variacao da densidade no tempo e no espaco, € a equacao

de continuidade é reduzida a condi¢do de solenoidalidade.

V-v=0,

A primeira lei da termodinamica afirma que a energia é conservada, pode ser convertida mas
nunca pode ser criada nem destruida. Com base neste principio escreve-se a equacao da
energia num sistema é definida como

or’

pra e VT = kVT,

Nestas condi¢des a equacao do movimento, ou Navier-Stokes, tem a seguinte forma

ov 9 1
s . — _ T/ o /
5 +(v-V)v=vViv—al'g . V',

com 7" = (T — Tp). Esta é uma expressdo matematica da segunda lei de Newton no contexto

da dindmica dos fluidos.

Para simplificar a notacao procede-se a eliminagdo dos apostrofos nas varidveis e assume-se
a forma vetorial da aceleragao da gravidade como g = (0,0, —g) = —ge3 . Com estas simplifica-

cOes, as equacdes de movimento e energia passam a ter a seguinte forma

1
88—: =vViv — (v-V)v — %VP+QCMT€3-
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aﬁ_j; = kV2T — (v-V)T.

Estas duas ultimas equacgbes representam o sistema dimensional que governa a conveccao

térmica sob a aproximacao de Boussinesq.

2.1.1 Equacodes governantes da conveccao de Boussinesq com rotacao

Consideremos um fluido condutor em convecg¢ao num plano horizontal que gira em torno de
um eixo vertical com uma velocidade angular constante €2, o sistema de equagdes é derivado
da formulagéo da formulagdo de Boussinesq, com a inclusdo dos efeitos da rotacdo. Ao adotar
um referencial que roda com o fluido, surgem duas for¢as adicionais que atuam sobre o fluido: a

forca de Coriolis e a forgca centrifuga.

Estas sao incorporadas na equacao de Navier-Stokes, que passa a assumir a seguinte forma:

1 1
(Z_‘t,:yVQV—(v-V)V+gaTe3—p—Vp+2v><Q+§V|Q><x|2,
0

onde v € o campo de velocidade, v a viscosidade cinematica, g a aceleracao da gravidade, a 0
coeficiente de dilatagdo térmica, 1" a temperatura, p a pressao, py a densidade de referéncia, e
e3 0 vetor unitario na diregdo vertical. O termo 2v x € representa a for¢a de Coriolis, enquanto

o termo %V |2 x x|2 corresponde a forca centrifuga.

2.1.1 Adimensionalizacao das equacoes

Para facilitar a analise do sistema e reduzir o nimero de parametros, € conveniente reformular
as equagdes num formato adimensional. Para tal, introduzem-se escalas caracteristicas ade-
quadas ao problema: a altura da camada de fluido como escala de comprimento d, o tempo de
difusdo térmica vertical como escala temporal, isto €, 0 tempo caracteristico que a difusividade
térmica x demora para difundir uma variagao térmica ao longo da escala de comprimento d e a

diferenca de temperatura entre as fronteiras como escala de temperatura.
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Estas representam-se por:

d? K pok>
x = dx/, t:;t’, V:EV/, T=6TT, = p.

Para simplificar a notagdo, omitem-se a partir deste ponto os apéstrofos. Utilizando as escalas

definidas, obtém-se assim as seguintes equacoes:

T,
= =V —(v-V)T
5 = VT = (v- V)T,

0 1
8_‘1: =PV —(v-V)v+PReTe; +PVTav x e3 — V (p— gTaP2|e3 X X\Q) .

Para além do numero de Rayleigh (R), outros parametros adimensionais desempenham um
papel fundamental na caracterizacao da conveccao térmica em fluidos. Nomeadamente o nu-
mero de Prandtl (P) e o numero de Taylor (Ta) que esta relacionado com o niumero de Ekman

(Ek), conforme indicado. Estes sao definidos como:

v 40244 v 1
K’ A 27 20d? VTa’

14

onde v é a viscosidade cinematica e « a difusividade térmica do fluido. Este nimero representa
a razao entre a difusdo de quantidade de movimento e a difusdo de calor. Valores baixos de Pr
indicam que o calor se difunde mais rapidamente do que o momento, enquanto valores elevados

indicam que a difusdo do momento € dominante.

Outros parametros frequentemente utilizados sdo o niumero de Reynolds (Re), Rossby (Ro)

and Grasshof (Gr), definidos por:

Ud R G_goz(STd?’_R
y PTa’ 12 P

A identidade vetorial

1
(V-V)VZ§V]V|2—V><(V><V),
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permite substituir o termo convectivo n&o-linear por:
1 2
—(v-V)v=— §V\V] —vx(Vxv)].
O gradiente de %|v\2 pode ser absorvido na pressao, originando a pressdo modificada:

1 1
p=p-+ §\v\2 ~3 aP?les x x|*.

A equacéao de Navier-Stokes pode ser reescrita na seguinte forma:

0
a—::PVQV—I—VX(VXV)+PRTe3+PvTavxe3—V]5.

2.1.2 Escoamentos convectivos huma camada plana com rotacao

Nas condigbes anteriormente descritas, considera-se um fluido confinado entre duas placas
situadas em z3 = 0 e 3 = 1, de modo que a distancia entre elas é d = 1. O sistema é unifor-
memente aquecido pela base e encontra-se em rotacdo com velocidade angular constante (2. A
forca da gravidade atua na diregdo —e3 . Nessas condi¢des, 0 movimento do fluido € governado

pelas equacdes de Boussinesq apresentadas acima.

Impbe-se temperaturas constantes nas extremidades e que a temperatura na placa inferior

seja superior a da placa superior, podemos por iSso escrever

T(,t), =T, T, _, =T Ti>T.

3=0 =1

Seja 6(x,t) a fungao auxiliar definida como a diferenga entre o campo de temperatura 7'(x, t)
e o perfil estacionario puramente difusivo, dado por um gradiente linear entre as temperaturas
de fronteira. Assim, 0(x,t) = T'(x,t) — (T + (1> — T1)x3) . A introdug@o desta variavel permite
reescrever as equacgdes governantes do movimento e da transferéncia de calor numa forma

equivalente, mas mais conveniente para a andlise. A equacao de Navier-Stokes

B
a—::Pvzv—l—vx(Vxv)—l—PR9e3+P\/Tav><e3—Vp, (2.1)
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oL
= V20 — (v- V)0 + vy, (2.2)

onde v3 denota a terceira componente do campo de velocidades incompressivel v = (v, vg, v3).

Para fins computacionais consideramos o dominio do fluido tridimensional
D =10,L] x [0,L] x [0,1],

onde L representa a dimensao horizontal do dominio.

2.1.3 Condicoes fronteira

Para que as equacdes que regem o sistema sejam bem definidas é necessario impor condi-
cOes de fronteira adequadas a velocidade e a temperatura do fluido nas camadas inferior z3 = 0
e superior z3 = 1, sendo por isso d definido anteriormente igual a 1. Estas superficies sao as-
sumidas como rigidas e impermeaveis, ndo permitindo deformagdes nem passagem de fluido.
As condi¢des de fronteira impostas ao campo de velocidades e temperatura podem assumir di-
ferentes formas, consoante o modelo fisico considerado para o sistema. Habitualmente, séo

adotadas duas condic¢des principais nas fronteiras horizontais:

» Condicao de aderéncia total (no-slip): impde que o fluido ndo deslize ao longo da su-
perficie de fronteira, ou seja, todas as componentes da velocidade devem anular-se nessa

regidao, temos por isso:

v=0, emzz=0ex3=1.

» Condicao de esforco tangencial nulo (stress-free): o fluido pode deslizar livremente ao

longo da fronteira, desde que o esfor¢co tangencial seja nulo. Esta condicao traduz-se em:

L
31:3 N 8.1'3

Também se consideram dois tipos principais de condicdes térmicas nas fronteiras:
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 Fronteiras isotérmicas: ambas mantidas a temperatura constante:

T =constante = 0 =0, emzxz3=0ex3=1.

* Fronteiras isoladas: ndo ha fluxo de calor através da fronteira, o que corresponde a:

00

— =0, emzz3=0ex3=1.
8$3

Nesta dissertagdo, assumem-se fronteiras livres free-free, isto €, ambas as superficies horizon-
tais obedecem a condicao de esforgo tangencial nulo, e isotérmicas com temperaturas fixas e
diferentes nos limites superior e inferior, o0 que cria o gradiente térmico responsavel pela convec-

cao. Assume-se periodicidade nas diregées horizontais =, € x5, com periodo L, ou seja:

V(Z’l, T, [E3) = V(‘rl + mL7 To + nL7 x?)) )

O(x1, 22, 73) = 0(x1 +mL,z9 +nL, x3),

para quaisquer m,n € Z. Além disso, impéem-se condi¢cdes de média nula para a velocidade e

a temperatura ao longo do dominio D :

/vdaj:(), /de:().
D D



Capitulo 3.

Métodos Espetrais

A resolucdo analitica das equacdes diferenciais associadas a conveccao de Rayleigh-Bénard
€ geralmente bastante complexa. Por isso torna-se necessario recorrer a métodos numericos,
nomeadamente métodos espetrais [18,19]. A ideia deste método consiste em escrever a solu-
cao da equacao diferencial como uma soma de fungdes base previamente definidas. Uma das
principais vantagens dos métodos espetrais € a sua elevada precisdo. Os métodos espetrais
inserem-se numa classe mais geral chamada métodos dos residuos ponderados [20], as apro-
ximacoes sao feitas através da expansdo de uma série truncada de termos o que da origem a
um residuo que se pretende minimizar. Esta aproximagao é feita através do produto escalar que
nos garante que o residuo médio ponderado no dominio que estamos a analisar € minimizado.
O principal objetivo da utilizagdo dos métodos espetrais consiste em aproximar uma fungao real
de variavel real, u(x), definida no intervalo [a, b]. Para tal, procura-se determinar a aproximagéao

uy(z) da forma

un (@) =Y iy (),

onde {¢x(z)} representa o conjunto de funcdes base escolhidas, que satisfazem as condicdes
fronteira, e 4y, so os coeficientes (de Fourier) de aproximagéo. Pretendemos encontrar a com-
binagao linear que melhor aproxima a fung¢éo u(x) no intervalo considerado, minimizando o erro
de aproximagao. Esta minimizagdo pode ser feita através do método de Galerkin que define a
média dos residuos como sendo zero, ou através do método de colocacao que define o residuo

como sendo exatamente zero nos pontos de colocacdo. Dependendo do tipo de equacéo, das

13
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condigbes de fronteira e da natureza da base escolhida, podem aplicar-se diferentes estratégias
para tratar o residuo. Nesta dissertacao, serao utilizados o método de Galerkin e o método de

colocagao, por serem os mais adequados as condi¢des e caracteristicas do modelo.

Método de Galerkin
No método de Galerkin, as funcdes base utilizadas sdo escolhidas de forma a satisfazerem
as condicdes de fronteira homogéneas associadas ao problema. Este método minimiza o erro

impondo que o residuo Ry(x) seja ortogonal as fungdes base ¢,(z), paraj =0, ..., NV, ou seja,

b
/ Ry (z)pj(z)de =0, j=0,...,N,

onde Ry(x) representa o residuo entre a solugdo aproximada e a equagao original. No en-
tanto, a aplicacdo computacional desta abordagem € muitas vezes inviavel, por isso utiliza-se
uma abordagem discreta, os coeficientes sdo obtidos a partir da aproximagdo nos pontos de

colocagéo.

Método da Colocacao
No método da colocacéo, a solugdo aproximada é construida de forma a anular o residuo em N+
1 pontos do intervalo [a, b], designados por pontos de colocacédo: Ry(z;) =0, j=0,...,N.

As funcdes base sao escolhidas de modo a satisfazerem as condi¢cbes de fronteira impostas.

3.1 Séries de Fourier

Para problemas periddicos com periodo L, 0 método de Fourier utiliza uma base de fungdes

trigonométricas, por isso a fungéo u(z) é aproximada através da seguinte série
ug(x) = Z'&keikx :

com i? = —1. Esta expanséo contem 2K + 1 coeficientes complexos que tém de ser determina-

dos. Os coeficientes de Fourier sdo dados pela expressao

1 [t :
Uy = Z/o u(z)e *dz .
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No caso da fungdo u(z) ser real, tem-se que os coeficientes de Fourier simétricos i e u_
(associados as exponenciais complexas e’** e e~* respetivamente) possuem uma relagéo de

conjugacdo complexa. Isto é, 4_, = . Esta propriedade é conhecida como simetria Hermi-
27

tiana. Neste caso a série de Fourier é dada por (o = f):

ao + Z ay cos(akx) + Z by sin(avk) .
k=1 k=1

Sendo os coeficientes de Fourier ay, b, € R dados por:

L

ag = %/0 u(z) dx (8.1)
L

ar = %/0 u(z) cos(akx)dx , k>0 (3.2)
L

by = %/0 u(z) sin(akz) dz, k>0 (3.3)

3.2 Série de Fourier Discreta

Na pratica, é necessario truncar a série de Fourier apresentada a um numero finito de termos
para facilitar a resolugdo numeérica. A série de Fourier truncada consiste em aproximar a fungéao

u(x) por uma soma finita de termos, dada por

Associado a série de Fourier truncada temos um erro que sera limitado pela magnitude dos

maodulos truncados, que é dado por:

L
/ (u—uN)2 de =1L Z | ).
0

|k|>N/2

O método utilizado para aproximar integrais € a regra dos trapézios composta:

| #@yde S 1) + 21 n) + 2 )+ -+ 2 awoa) + Sow)]
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onde z; = %j, comj=0,1,.... N—1leh= % ,» podemos aproximar os coeficientes de Fourier

1y, definidos por

No entanto, no caso periédico, a fungao é avaliada em pontos equidistantes e sabemos que

f(a) = f(b). Nestas condi¢bes, podemos escrever a quadratura correspondente como:

L N-1
| @ =Y s,
0 ey

a qual é exata para polinémios trigonométricos da forma f(z) = ¢¥*, com |{| < N, { € Z.
Aplicando esta quadratura a integral que define os coeficientes de Fourier, obtemos a seguinte

aproximacao discreta:
1 2mik
TP P —2mikj/N _ .
U R U = o g_oue uj = u(x;).

Contudo, esta férmula ndo é exata para os modos de alta frequéncia k = =N /2, corresponden-

tes a frequéncia de Nyquist. De facto, para u(x) = e**N*/2 a integral continua anula-se:

I
_/ e:l:zN:B/2 dr = 07
L Jo

mas a soma discreta assume valor diferente de zero:

iNZ +2mij/2 _
N j=0

Assim, o modo k£ = +N/2 néo pode ser representado corretamente pela férmula de quadratura.

Para evitar este problema definimos

>
H
|z
Il
(@]
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3.2.1 Transformacoes de Seno e Cosseno

A expanséo de fungbes em séries trigonométricas € uma ferramenta fundamental na analise
espectral e na resolugdo de equagdes diferenciais parciais. Dependendo do tipo de condi¢ao
de fronteira imposta, diferentes bases ortogonais sao utilizadas. Para funcbes que satisfazem
condigdes de Dirichlet homogéneas, isto é, que se anulam nas extremidades do intervalo, u(0) =
u(1l) = 0, a expansdo em senos é a mais adequada. A fungdo u(x) definida no intervalo [0, 1]

pode entdo ser expandida como:

0o 1
= Z Uy sin(rkz), com 1y = 2/ u(zx) sin(mkx) dz.
k: 0
Por outro lado, quando as condicdes de fronteira sdo do tipo Neumann homogéneo, ou seja, a
derivada da funcéo € nula nas extremidades

d_u
dx

du

- —| =o0.
dl’ r=1

z=0

utiliza-se uma expansdo em cossenos, dada por:

> 1
u(z) = % + Z Uy cos(mkx), com Ty = 2/ u(zx) cos(mkx) dx .
k=0 0

Os coeficientes 1, sao obtidos através da transformada direta de Fourier.

A reconstrucéo dos valores u; a partir dos coeficientes ,, € feita utilizando a transformada in-

versa de Fourier discreta:

1 mkj 1. S
U-——uo+2ukcos( N)+—UN(—1)J, j=0,...,N.

3.2.2 Tratamento de Termos Nao Lineares e o Problema de Aliasing

O aliasing € um fendmeno que ocorre quando a frequéncia de amostragem € muito baixa

para representar as variagdes do sinal, levando a uma representacéao distorcida. Ou seja, numa
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grelha diferentes modos (ou frequéncias) podem tornar-se indistinguiveis num conjunto finito de

pontos discretos, z; :
6i(k+Nl)xj _ eika@j Vk’,l c7.

Isto significa que, na pratica, nao € possivel distinguir no espaco discreto um modo de frequéncia
k de outro com frequéncia k£ + NI, levando a sobreposi¢do de informagdo. Os coeficientes
espectrais discretos obtidos pela transformada de Fourier discreta contém entdo contribuicées
de varios modos do sinal original:

[ee] [ee]
Uy, = E Up4N; = U, + E Up N -

l=—0c0 l=—0c0

1#0
O termo u;, corresponde a frequéncia que se pretende representar, enquanto a soma dos restan-
tes termos constitui o erro de aliasing. Este erro resulta da interferéncia causada por frequéncias
mais altas que ndao podem ser distinguidas na grelha e que acabam por aparecer como se fos-

sem frequéncias mais baixas dentro do intervalo que a grelha consegue representar.

Este fenbmeno esta relacionado com o teorema da amostragem de Nyquist-Shannon, que
estabelece que a frequéncia de amostragem que pode ser representada sem ambiguidade deve
ser pelo menos o dobro da componente de frequéncia mais elevada do sinal, ou seja, numa
grelha com N pontos é dada por knax = IN/2. Frequéncias superiores a este valor ndo podem
ser distinguidas das suas correspondentes mais baixas e sao projetadas para dentro do intervalo
de frequéncias que a grelha consegue representar, contaminando o espectro. Este fenémeno é
especialmente problematico em simulacbes espectrais, onde a precisdo da representacao das

frequéncias é essencial.

O problema de aliasing torna-se particularmente relevante no contexto de equacgdes diferen-
ciais nao-lineares, como aquelas que descrevem fenédmenos de convecgao. Nestes casos, 0s

termos n&o-lineares envolvem produtos de fungdes no dominio fisico, como u(z) v(x), que tém
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a seguinte representacao como uma série discreta de Fourier:

Assim, os coeficientes de Fourier da funcéo sao dados por:

A N
Sp = Z U On,s | k| < — .

2
m+n=k
Im,In|< 5 —1

Esta convolugao pode produzir modos com nimeros de onda superiores a kmax, gerando aliasing
caso nao seja aplicada uma técnica adequada de remogédo ou atenuacao desse efeito. Para
acelerar o célculo dos coeficientes espectrais, utiliza-se o algoritmo Transformada Rapida de

Fourier (EET), que reduz a complexidade de O(N?) para O(N log, N), permitindo calcular:

=

1 ; N
§k = N Uj'l}je_alkxj, |k’| < 5 —1.

J

I
o

Contudo, este procedimento pode introduzir aliasing, pois nao elimina explicitamente as con-
tribuicdes de modos nao representaveis. Para evitar este problema, € comum aplicar técnicas
de dealiasing, como a regra dos 2/3, onde se anulam os coeficientes de Fourier com |k| > N/3
antes da multiplicacdo, assegurando assim que os produtos nao geram componentes fora do

intervalo representavel.

3.3 Aplicacao a Conveccao de Rayleigh-Bénard

3.3.1 Expansoes de Fourier para os Campos de Velocidade e Temperatura na Camada

Plana

Para a resolucao do problema convectivo num sistema em geometria de camada plana pro-
curamos solugdes na forma dos campos de velocidade v = v(x,t) e temperatura 0 = 6(x, 1),
expressas por séries de Fourier tridimensionais truncadas. Esta abordagem permite representar

numericamente as variaveis dindmicas do sistema, respeitando tanto as condi¢des de contorno
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como a periodicidade imposta no plano horizontal.
E imposto que a temperatura  se anula nas fronteiras horizontais (condigao de Dirichlet), por

isso pode ser expandida em x3 através de uma série de senos truncada da ordem k3 = %:

N/2

0(x,t) = Z Or, (21, 2o, 1) sin(mhsxs).

k3=0

Admitindo que a funcéo 6 é periédica nas diregbes z; e x2, cada coeficiente O, (z1, z2,1)
pode ser expandido numa série de Fourier complexa bidimensional. Isso conduz a seguinte

representagao:

N/2—1 N/2—-1  N/2

Oz, t)= > D Oy (t) sin(mhgas) e’ hrrrthar), (3.4)

klsz/2+1 k2:7N/2+1 k3=0
O campo de velocidade v(x,t) = (vi(x,t),va(X,t), v3(x,t)) descreve o escoamento do fluido
na camada plana. E assumido que este satisfaz as condi¢cdes de fronteira stress-free nas fron-
teiras horizontais.
A expansao adequada para este caso é:

0 (t) cos(mkszs)
Nj2-1  N/2-1 NJ2

v(z,t) = Z Z Z 02(t) cos(mkszs) glhmthara) (3.5)

k1=—N/2+41 ko=—N/2+41 k3=0
03 (t) sin(mksz3)

com k = (ki, ko, k3) € vi, = (01(¢), 03(¢), 03(1)).
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Operador Equacédo em espaco de Fourier Base em z3
V-v Tk 1V, + iakoVoy (cos, cos, sin)
Vv — k2% = —(®k} + a2k3 + 72k3) %y, (cos, cos, sin)

Z’O[kQ‘A/?,k; + 7T/€3\A’2k . .
VXxv (sin, sin, cos)
—7Tk3\71k - iakl\?gk

Z'Ozkl\Algk — iakgqu

Vok .
VvV X e3 (cos, cos, sin)
Vk X 93 = —\Aflk
0
ov dvy i
5t — (cos, cos, sin)

Tabela 3.1: Termos lineares em espago de Fourier para um campo de velocidade incom-
pressivel.

3.4 Discretizacao no tempo

Apos a substituicdo das séries truncadas de Fourier dos campos 6(z,t) e v(z,t), dadas pe-
las expressdes e (3.5), respetivamente, na equacédo de Navier—Stokes (2.1), obtém-se o
sistema final de equacOes diferenciais a resolver. A deducdo detalhada deste procedimento
encontra-se em Chertovskih [21], pelo que aqui se apresenta apenas o resultado final, que ser-

vira de base a discretizacao temporal e ao estudo numérico subsequente:

0 02
dv - —
% =P | -PlkP¥+PR| 0 | +PVTa| ! | | +P(vx (VxV)),,  (36)
0, 0
do . — R
d—t’“ = — (k0 — ((v-V)0), + . (3.7)

Para resolver o sistema de equacdes diferenciais resultante da discretizacao espacial do pro-
blema, dado em (3.6) e (3.7), foi utilizado o [RK4l Este método, amplamente reconhecido pela
sua robustez e precisao, permite calcular valores aproximados das variaveis de estado com um

erro global da ordem de O(h*), onde h representa o passo constante de integragéo. No caso em
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estudo, apls a discretizagdo espacial, o sistema obtido ndo depende explicitamente do tempo,
sendo por isso um sistema autonomo de equagdes diferenciais. Assim, a descricdo do método

pode ser feita de forma genérica considerando um sistema auténomo da forma:

= f(y), w(xo) = wo-

O método de Runge—Kutta de quarta ordem [22], utilizado neste trabalho, calcula um valor apro-

ximado y,,4+1 a partir do valor atual y,,, utilizando um passo constante h:

3.5 Simetrias

Os atratores do sistema convectivo sdo classificados com base nas simetrias que possuem.
Estas correspondem a transformacdes, como rotacoes, reflexdes ou translagdes, que podem ser
aplicadas as variaveis do mesmo sem alterar as equacgdes que o descrevem, mantendo assim
a validade das solucdes. Estas propriedades sdo fundamentais para compreender, classificar
e prever o comportamento das solugdes. Deste modo, as simetrias tém um papel crucial na
analise do comportamento do sistema. Em particular, a agcao do grupo de simetrias dos atratores
que perdem estabilidade no ponto de bifurcagdo sobre o espaco proprio central (associado aos
valores préprios que atravessam o eixo imaginario nesse ponto) permite identificar e caracterizar
as bifurcacdes que ocorrem em sistemas hidrodinamicos.

Como apresentado por Chertovskih [21], seja I' um grupo de transformagdes espaciais. Diz-se

que I' é o grupo de simetrias da equacao

— =Fy, y=yxt)ecR} F:R*—=R’
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se, para qualquer solugao y e qualquer simetria v € I', a fungdo vy também for solugédo da

equacao. Esta condicdo é equivalente a seguinte condicdo de equivariancia para F:

Fyy =+vFy, VyeTl, VyeR3

O subgrupo de isotropia para uma solugéo z(x, t) é definido por

I'.={yel' |~z =2z}

Para a convecgao de Boussinesq numa camada plana sem rotagao (7'a = 0), o grupo de sime-
trias espaciais do sistema é D, x T? x Z,. A ac¢éo das simetrias sobre a velocidade do fluido
€ descrita pelas transformagdes do grupo de 8 elementos da malha quadrada, D, que inclui
rotacoes e reflexdes relativamente a planos de simetria e a diagonal da rede, bem como a iden-
tidade S, = e que deixa o sistema inalterado. As simetrias aqui consideradas sao as mesmas

do sistema investigado por Podvigina [23].

As rotagdes do sistema sao as seguintes: rotagéo no sentido horario em torno do eixo vertical

num angulo de 7/2:

s1: vi(T1, X, 23) > vo(22, L — 21, X3),
U2(.T1,332,$3) — —Ul(.TQ,L — l’l,xg),

2]3(3:1) x27$3) — ’U3($27 L— xy, xd)

rotacao no sentido horario em torno do eixo vertical num angulo de r:

Sy v1(x1, e, x3) = —v1 (L — 21, L — 29, 3),
Ug(l’l, IQ,ZL‘g) — —UQ(L — T, L — T, 1’3),

vg(21, T2, 3) = v3(L — 21, L — 29, x3).
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rotacdo no sentido horario em torno do eixo vertical num angulo de 37 /2:

s3:  vi(x1, T, x3) — —vo(L — xo, 11, x3),
Vo (21, T2, x3) — v1(L — X2, 21, 23),
03(331, fL’2,9€3) — U3(L — X2, L1, 1703)-
As reflexdes do sistema incluem:
reflexdo relativamente ao plano z, = L/2:
Sy4: U1(1'1,ZE2,$3) *—>U1($1,L—l’2,l’3),

vo (1, T2, x3) = —va(x1, L — 29, x3),

UB(-,Bla x27$3) — ’US(mla L— T2, xS)'

reflexédo relativamente ao plano z; = L/2:

Sy ’U1<£C1,£L'2,333) — —'Ul(L—Qﬁl,.Z'Q,ﬂfg),
7]2(1’1, .362,133) — UQ(L — T1,T9, 563),

U3(I1, T, 153) — Us(L — X1, Zo, $3)‘

reflexdo relativamente ao plano z; = xs:

S6 U1($1,$271’3) — U2($2,I1,$3)7
Vo (21, T2, T3) > 01(172,951,%3)7

v3(21, T2, T3) > v3(T2, 21, 23).

reflexdo relativamente ao plano z; + zo = L:

sy vi(xy, w9, x3) = —vo(L — mo, L — x1, 73),
?,72(1'1, l‘g,l’g) —> —U1(L — T, L— x1, 1‘3),

vg(21, T2, x3) = v3(L — 29, L — 21, x3).

O grupo 73, e T}, corresponde as translagdes continuas nas diregdes z; e z2, respetivamente.
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Estes podem ser definidos por:

z1 .

e v(xy1, T2, x3) — v(z1 + @, 9, 23)

2 .

e v(x1, Ta, x3) — V(T T2 + 0, T3) .

As translagbes continuas 72 e v¥2 representam deslocamentos do campo de velocidade nas
diregcoes x; e 9, com 0 < «a < L. Devido a periodicidade do sistema com periodo L, uma
translagao de comprimento oo = L corresponde & identidade, ou seja, v;' = 7;> =e.

O grupo de translagdes ao longo da diagonal é representado por 7, .., :

r1T2 .

vy v(xy, Ta, x3) — V(T + a, xe + @, x3).

Por fim, o grupo Z, corresponde a reflexdo em torno do plano médio horizontal, de modo que:

r:ovi(xy, xe, x3) = v (21, 9, 1 — x3),
Uz($17$2,$3) = Vo (21, T2, 1 — 23),

v3(T1, T, T3) — —v3(T1, T2, 1 — x3).

Quando a rotacao esta presente no sistema, a forca de Coriolis quebra as simetrias de re-
flexdo, reduzindo o grupo de simetrias para Z, x T? x Z,. Esta agdo provoca uma inclinagéo
ou deformagédo dos rolos convectivos, que deixam de ser simétricos relativamente aos planos
de reflexdo, mantendo apenas as simetrias de rotacao e as translagdes periddicas nas direcdes
horizontais.

Para estados estacionarios encontrados computacionalmente, a simetria v é verificada através

do critério

1
m) = o /D 1~ fPdx,

considerando que f possui a simetria se ., (f) < 107!, A imposigéo de simetrias especificas é
realizada no espaco fisico através da média

_f+af

fo=5
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assegurando que o campo f, assim definido possua a simetria v. Simetrias de ordem supe-

rior sdo impostas de forma analoga, através de combinacdes adequadas das transformacdes

correspondentes.



Capitulo 4.

Atratores do sistema convectivo

4.1 Conveccao de Rayleigh-Bénard sem rotacao

O estudo dos atratores do sistema de convecgao € importante para compreender a dindmica
nao linear e os padrdes de escoamento. Neste contexto, Podvigina [24] apresenta uma analise
da geracao de campo magnético por fluxos conectivos para trés numeros de Pranditl: P = 0.3, 1
e 6.8. Foi considerada a conveccao de Rayleigh-Bénard com a aproximagdo de Boussinesq
assumindo condi¢des de fronteira stress-free nas fronteiras horizontais e periodicidade nas dire-
cbes z e y, sendo utilizada uma células conectiva de dimensao L = 4.

Nesta dissertagdo sera considerado o numero de Prandtl P = 6.8 (correspondente a agua)
foram identificados os atratores hidrodinamicos associados ao sistema convectivo e analisada
a sua evolugcdo com o aumento do numero de Rayleigh. No intervalo 0 < R < 20000 foram
observados diversos atratores, a seguir, descrevem-se as principais solu¢des encontradas.

O sistema permanece inicialmente no estado estacionario trivial (Sy), correspondente ao fluido
em repouso. Este estado perde estabilidade em R = 657.5, dando origem a um atrator de
rolos pequenos estacionarios (denominados small rolls, [SR), com eixos alinhados ao longo das
diagonais das células de periodicidade. Estes rolos sdo periédicos nas direcées horizontais com
periodo 2v/2, e mantém-se estaveis até aproximadamente R = 2000.

Para valores superiores de R, podem coexistir dois outros ramos de solugbes estacionarias.
O primeiro é o ramo dos rolos grandes (large rolls, [LR), com eixos paralelos ao eixo x ou y, e
periodo 4 na direcdo ortogonal ao eixo do rolo. Estes rolos bifurcam de S, em R = 761 como
solugdes instaveis, mas tornam-se estaveis para valores mais elevados de R. Em determinado

ponto, os LRI perdem estabilidade através de uma bifurcagdo de Hopf, originando uma onda
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viajante estavel (TW).

O segundo € o ramo do estado estacionario (5;), este possui o grupo de simetrias do quadrado,
0 grupo diedral D;,.

Estado Estacionario (S;): O segundo tipo de estado estacionario estavel coexistente € denomi-
nado S;. Este estado estacionario possui o grupo de simetria D, do quadrado de periodicidade,
sendo caracterizado por células de conveccao em que o fluido sobe no centro e desce junto
as fronteiras. O ramo S; aparentemente surge numa bifurcagcdo sela-né. Quando S; perde a
estabilidade, uma orbita periddica P, surge numa bifurcagdo de Hopf.

Onda Viajante(Travelling Wave) (TW): Emergindo do ramo [LH], a forma de [TWI pode ser des-
crita como uma deformacéo sinusoidal dos rolos, que viaja ao longo do eixo do rolo. Este es-
coamento é periddico no tempo num referencial em repouso e estacionario num referencial em
movimento.

Onda Viajante Modulada (Modulated Travelling Wave) (MTW): Para os maiores valore de R,
os atratores [TWI dao origem a uma onda viajante modulada (MTW), que tem duas frequéncias
bésicas e que permanece estavel para R < 20.000.

Orbitas Periédicas (P, Py, P3):

» P, emerge de S; numa bifurcacdo de Hopf, possuindo uma simetria de grupo de 6rbita
Z5. Um ramo chamado (), com duas frequéncias temporais, surge de uma subsequente

bifurcacéo de Hopf de P;.

* P, bifurca de [[Rljuntamente com [TW; inicialmente é instavel. No entanto, torna-se estavel

num pequeno intervalo de R: (8905 < R < 8915).

» P, subsequentemente bifurca para P;, que tem um grupo de simetrias menor. Ambos os
escoamentos, P, e P3, tém a forma de rolos deformados, cuja forma muda periodicamente

no tempo.

Resumindo, foi encontrada uma sequéncia de bifurcagcdes de atratores hidrodinamicos de esta-
dos estacionarios simples (rolos e quadrados) para escoamentos mais complexos dependentes
do tempo (ondas viajantes, ondas viajantes moduladas e varias Orbitas periddicas e quase-

periddicas) a medida que o numero de Rayleigh aumentava.
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Tipo | Intervalo de existéncia (T'a) | Energia cinética, F, Simetrias
LR 0 76.5 $4,85,7", V1 /o
[1, 30] 75.8-55.0 52,7", 177, 15
SR 0 82.0 865 7,7, VL /2
[1, 180] 81.7-25.8 52,77, 1Y
TR 0 47.1 S4,85, 7,71 /4
[1, 420] 47.0-0.1 52,7, V] /4
S 0 71.0 S1, 84
[1, 20] 70.3-57.5 s1

Tabela 4.1: Atratores encontrados numericamente para convecgao hidrodinamica com e
sem rotacao.

4.2 Conveccao de Rayleigh-Bénard com rotacao

Foram utilizados os atratores para L = 4, P = 6.8, R = 1200, Ta = 0 (ou seja, LR, [SRe 5))
como condicdo inicial para as nossas simulagcées de um sistema em rotacao (para numeros de
Taylorde T'a = 1 a T'a = 500). As regides de estabilidade (no pardmetro T'a) dos atratores foram
exploradas pela técnica de continuacao em parametro: os calculos sao feitos para condicdes
iniciais que sdo um ponto (no espaco de fase) no atrator para um T'a proximo. A distancia entre
valores de T'a proximos eram de 5. Além disso, para alguns valores de T'a, foram realizadas
simulagdes com condigbes iniciais “aleatérias”, compreendendo campos com coeficientes de
Fourier gerados pseudoaleatoriamente e um espectro com decaimento exponencial, com ener-
gias cinéticas e térmicas iniciais pequenas ou grandes, a fim de verificar se multiplos atratores
coexistem para o valor do numero de Taylor em consideragao.

Os calculos foram realizados com uma resolucao espacial de 31 x 31 x 16 harmonicos espaciais
com dealiasing (ou seja, a avaliacao dos termos nao lineares foi realizada numa malha de 48 x
48 x 25 pontos no espaco fisico).

Os resultados, resumidos na Figura[4.1]e na Tabela[4.1], demonstram de forma inequivoca que
a rotacdo tem um efeito supressor sobre a conveccao; a medida que 7T'a aumenta, a energia
cinética de todos os atratores diminui.

Com base nos resultados numéricos obtidos, foi identificada uma nova familia de atratores,

designada por Rolos muito pequenos (Tiny Rolls) (TB), que se revelou estavel num vasto inter-
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Atratores convectivos
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Figura 4.1: Energia cinética E, (eixo vertical) dos atratores hidrodinamicos para 0 <
Ta < 420 (eixo horizontal). A denominacéo dos atratores é explicada no texto (ver tam-

bém a Tabela.

valo de Ta. E de salientar que este ramo de solugdes nao foi reportado no trabalho de Podvigina
[24] para o caso ndo rotativo, constituindo um dos novos achados desta investigacdo. A desco-
berta deste atrator expande o conhecimento sobre a dindmica do sistema, revelando uma maior
complexidade de padrdes convectivos possiveis mesmo na auséncia de rotagao.

Os diferentes atratores exibem sensibilidades distintas a rotagcao. Os atratores de rolos largos
(CR) e quadrados (S) mostraram-se menos robustos, existindo apenas em intervalos estreitos de
rotacdo fraca, até T'a = 30 e T'a = 20, respetivamente. O atrator de rolos pequenos (SR) revelou-
se mais estavel, persistindo até T'a = 180. Notavelmente, o ramo de rolos [TR| também estavel
no caso nao rotativo, demonstrou ser o mais resiliente, mantendo a sua estabilidade até um
valor elevado de T'a = 420, momento em que a sua energia cinética se torna praticamente nula.
Em todos os casos, a forca de Coriolis induzida pela rotagdo quebra as simetrias de reflexao
presentes no caso nao rotativo, resultando em padrées de escoamento torcidos e inclinados,

como ilustrado na Figura[4.2]
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Figura 4.2: Trajetérias de particulas nos atratores convectivos LR: Ta = 0 (a), Ta =
30 (b); SR: Ta = 0 (c), Ta = 180 (d); TR: Ta = 0 (e), Ta = 300 (f) e S: Ta = 0 (9),
Ta = 20 (h). As cores correspondem a amplitude da velocidade de movimento na escala
de cores “rainbow” (roxo — lento, vermelho — rapido).
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Conclusao

Nesta dissertagao, foi realizado um estudo numérico sobre a influéncia da rotagéo, quantifi-
cada pelo numero de Taylor (T'a), na dindmica da convecg¢ao de Rayleigh-Bénard numa camada
fluida horizontal. O objetivo principal consistiu em investigar como os atratores convectivos e
a sua estabilidade séo alterados pela introducéo da forga de Coriolis. Para tal, recorreu-se a
uma abordagem numérica baseada em métodos espetrais, que se revelaram eficazes para a
resolucao das equacdes que governam o sistema. A evolucao temporal do sistema foi calculada

através do método de Runge-Kutta de quarta ordem.

O ponto de partida da analise foram os atratores hidrodinamicos conhecidos para o caso nao
rotativo (T'a = 0), nomeadamente os rolos grandes (LR), os rolos pequenos (SR) e o estado
estacionario com simetria quadrada (S)), para um nimero de Prandtl de P = 6.8 e um nimero
de Rayleigh de R = 1200. Utilizando estes estados como condigdes iniciais, aplicou-se uma
técnica de continuagdo em parametro para explorar a sua evolugao e estabilidade a medida que

o numero de Taylor era incrementado.

Os resultados obtidos demonstram de forma clara que a rotacédo exerce um efeito estabilizador
sobre o sistema, tendendo a suprimir a intensidade do movimento convectivo, o que se manifesta
numa diminui¢cdo geral da energia cinética dos atratores com o aumento de T'a. Verificou-se que
os diferentes padrdes de escoamento exibem sensibilidades distintas a rotagdo. Os atratores
[LRl e [S mostraram-se menos robustos, perdendo a sua estabilidade para valores relativamente
baixos de T'a (T'a < 30). Em contrapartida, o padrdo de rolos pequenos (SR) revelou-se mais
resiliente, persistindo até T'a = 180. O atrator mais estavel em regimes de rotacéo forte foi o
de rolos muito pequenos (TR), que se manteve como solugcéo estavel até T'a = 420. A rotacdo

também quebra as simetrias de reflexdo do sistema, resultando em estruturas de escoamento
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helicoidais, como visualizado nas trajetérias das particulas.

Este trabalho confirma a importancia fundamental da rotagdo na dinamica de fluidos e na se-
lecdo de padrdes em sistemas convectivos, com implicagdes diretas em fendmenos geofisicos
e astrofisicos. Como perspetiva de trabalho futuro, seria interessante aprofundar a analise das
bifurcagdes que marcam os limites de estabilidade dos atratores identificados. Adicionalmente, a
exploracdo de uma gama mais vasta de parametros, como nimeros de Rayleigh e Prandtl mais
elevados, poderia revelar dinamicas ainda mais complexas e regimes de escoamento turbulen-
tos, cujo comportamento sob o efeito da rotagdo permanece uma éarea de investigacao ativa e

desafiadora.
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