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Resumo

Representacdes sao todas as ferramentas usadas pelos alunos para expressar as suas
ideias e justifica-las. A utilizagdo de diferentes representacbes permite uma melhor
compreensdo da matematica, ajuda na resolugédo de problemas e no desenvolvimento
da motivagao e gosto pela matematica. Tendo por base estas ideias, esta investigacao
tem como objetivo compreender o papel das representa¢cdes matematicas na realizagéao
de tarefas, tanto nas resolugdes feitas pelos alunos, quanto nos enunciados das tarefas,
procurando responder a duas questdes de investigagao: 1) Que papéis desempenham
as representacbes utilizadas pelos alunos nas suas resolugdes? 2) De que forma o
enunciado da tarefa influencia a escolha das representacées utilizadas pelos alunos?.
Para tal, desenvolvi uma intervencdo pedagdgica que envolveu uma turma de
matematica A do 11.° ano de escolaridade, com o objetivo de proporcionar a estes
alunos um trabalho em torno de diferentes representagcdes matematicas. Seguindo uma
metodologia qualitativa e interpretativa, os dados recolhidos integraram producdes
escritas dos alunos, bem como registos fotograficos e gravagbes audio de momentos
de trabalho dos alunos em aula. Os resultados da investigagdo evidenciam que os
alunos recorreram a representacoes fisicas, simbdlicas, visuais, verbais e contextuais,
no entanto, prevalece o recurso a representacbes simbodlicas e visuais. Os dados
mostram também que o recurso a determinadas representagdes esta associado a
diferentes propodsitos — interpretar e compreender a situagao; traduzir/visualizar
informacéo do enunciado; explorar e definir uma estratégia para encontrar a resposta;
explicar/justificar o processo de resolugéo; apresentar resposta; confirmar resultados.
Contudo, salientam que cada representacido se revela especialmente util para
determinados propésitos. Também foi possivel concluir que ndo ha uma relacéo direta
entre a forma como o enunciado € apresentado e a escolha representacional dos alunos,

havendo sim algumas tendéncias e preferéncias a notar.

Palavras-chave: Representacdes matematicas, resolugdo de tarefas, tarefas

matematicas, galeria matematica, exposi¢cdes matematicas.
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Abstract

Representations are all the tools used by students to express their ideas and justify them.
The use of different representations allows for a better understanding of mathematics,
helps with problem solving and developing motivation and a fondness for mathematics.
Based on these ideas, this investigation aims to understand the role of the
representations used by students when carrying out mathematical tasks and whether the
choice of representations they use is influenced by the statements of the tasks
themselves, seeking an answer to two research questions: 1) What roles do the
representations used by students play in their resolutions? 2) How does the task
statement influence the choice of representations used by students?. To do so, |
implemented a pedagogical intervention in an 11th grade class, with the goal of providing
these students an opportunity to work with different mathematical representations.
Following a qualitative and interpretative methodology, data was collected through
written students’ productions, photographic records and audio recordings of students’
class work moments. The results of the research show that students used physical,
symbolic, visual, verbal and contextual representations, however, the use of symbolic
and visual representations prevails. The data also show that the use of certain
representations is associated with different purposes — interpreting and understanding
the situation; translating/visualizing information from the statement; exploring and
defining a strategy to find the answer; explaining/justifying the resolution process;
presenting the answer; confirming results. However, they emphasize that each
representation proves to be especially useful for certain purposes. It was also possible
to conclude that there is no direct relation between the way the statement is presented
and the students' representational choice, but there are some tendencies and

preferences to note.

Keywords: Mathematical representations, task solving, mathematical tasks,

mathematical gallery, mathematical exhibitions
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1. Introducao

Uma das caracteristicas mais marcantes da linguagem matematica é a sua
precisdo. A precisao e o rigor que ela espelha tém que ser interiorizados pouco
a pouco, a partir da linguagem natural (...). Os alunos precisam de reconhecer o
valor de definicdes precisas e o papel dos termos convencionais da Matematica
a partir de um trabalho de envolvimento com os conceitos matematicos que lhes

permita comunica-los pelas suas proprias palavras.

(Boavida et al., 2008, p. 76)

Representar € uma palavra que tem diversos significados, dependendo do contexto em
que é utilizada. A definicdo de representagdes matematicas admite também varios
significados e interpretagbes, sendo comumente associadas a formas de se expressar
uma ideia matematica. As representacbes matematicas sdo um conceito inerente a
outras capacidades matematicas transversais, sendo vistas “como ferramentas de apoio

ao raciocinio e a comunicagao matematica” (Canavarro et al., 2021, p. 3).

A citacao que introduz este trabalho, traduz uma ideia que ratifico e acredito ser a forma
mais adequada de ensinar matematica. Na disciplina de matematica, o formalismo e
rigor sdo aspetos relevantes, j4 que é essencial que os alunos compreendam os
diversos conceitos matematicos e os consigam exprimir com a linguagem adequada e
propria intrinseca a esta area. No entanto, introduzir os varios temas e novos conceitos
tendo como ponto de partida algo concreto e familiar aos alunos é uma estratégia que
pode evitar a ma compreensao das ideias e o insucesso dos estudantes (Boavida et al.,
2008). Fazendo isso, estamos a apostar numa formalizagdo gradual dos conceitos,
fazendo evoluir ndo sé o raciocinio dos alunos, como também o seu rigor e poder de
abstragdo. Atualmente, muitas editoras tém vindo a adotar esta pratica nos seus
manuais escolares e a favorecer o desenvolvimento de competéncias, incluindo o
contacto e uso de diferentes representagdes, ao invés de se focarem exclusivamente
na formalizagdo de conceitos, de forma complexa e descontextualizada. Por vezes,
comecgar um novo tema com um exemplo que o ligue a realidade dos alunos ou os
permita conjeturar algo a partir de conceitos que ja aprenderam, pode nao so facilitar a
compreensao dos proximos conteudos, como também despertar o interesse e

motivagao pela matematica.
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Trabalhar com multiplas representacdes ndo é uma tarefa facil, exigindo muita
preparacao por parte do professor, tanto na escolha de tarefas adequadas, como na
capacidade de conduzir a aula de modo a beneficiar deste tipo de trabalho. Para além
disso, é preciso que a sala de aula deixe de ser um espago de comunicagao
unidirecional, do professor para o aluno, e se proporcione um ambiente onde haja lugar
para interagdes apropriadas, de modo a “permitir que os alunos de forma organizada,
livre e ndo constrangedora, partiihem as suas ideias e raciocinios” (Boavida et al., 2008,
p. 78). O desenvolvimento da capacidade de trabalhar com diferentes representagdes é
visto como algo relevante nos primeiros anos de escolaridade, parecendo perder o seu
mérito a medida que os alunos avangam nos anos escolares. No Perfil dos Alunos a
Saida do Ensino Obrigatério (Martins et al., 2017), a importancia do recurso a diferentes
representacdes nao € realgada, pelo menos de forma direta, no entanto, apresenta-se
camuflada quando se refere ao desenvolvimento de outras competéncias como o
raciocinio, resolugdo de problemas e as competéncias na area de linguagens e textos.
Encontram-se mencgdes ao uso de varias representagdes no processo de ensino e
aprendizagem, nomeadamente na explicagdo da area de competéncia relativa ao
raciocinio e resolucido de problemas, onde é apontado que os alunos devem ser
capazes de “desenvolver processos conducentes a construcdo de produtos e de
conhecimento, usando recursos diversificados” (Martins et al., 2017, p. 23). Para além
desta alusao, nos descritores operativos associados a esta competéncia, da-se valor a
que os alunos generalizem “as conclusdes de uma pesquisa, criando modelos e
produtos para representar situagdes hipotéticas ou da vida real” (Martins et al., 2017, p.
23). J&4 na area das linguagens e textos, menciona-se que desenvolver estas
competéncias resulta numa “utilizagéo eficaz dos cédigos que permitem exprimir e
representar conhecimento em varias areas do saber, conduzindo a produtos
linguisticos, musicais, artisticos, tecnolégicos, matematicos e cientifico” (Martins et al.,
2017, p. 21). Nos descritores operativos associados a estas aptidées, encontram-se,
também, mencgdes ndo explicitas do recurso a varias representacdes, como por exemplo
quando se pretende que os alunos usem “linguagens verbais e ndo-verbais para
significar e comunicar” (Martins et al., 2017, p. 21) e que reconhecam e usem
“‘linguagens simbolicas como elementos representativos do real e do imaginario,
essenciais aos processos de expressdao e comunicagdo em diferentes situagbes”
(Martins et al., 2017, p. 21).

A capacidade de usar multiplas representagcdes em matematica € algo que tem vindo a

ser valorizado desde o inicio do século XXI (NCTM, 2000), ndo so por parte dos alunos,
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mas também pelos professores. Reforcando a ideia da utilizacdo de diferentes
representacdes de forma complementar, ndo independentes ou auxiliares umas das
outras, as Novas Aprendizagens Essenciais de Matematica para o Ensino Basico
referem que “as ideias matematicas sdo especialmente clarificadas pela conjugacao de
diferentes tipos de representagao, e a compreensao plena depende da familiaridade e
fluéncia que os alunos tém com as varias formas de representacao” (Canavarro et al.,
2021, p. 3). Assim, destaca-se também a importancia de dar aos alunos oportunidades
de contactar com diferentes representacodes, tanto para terem opgdes de escolha e
desenvolverem a capacidade de eleger a representacdo mais adequada consoante a
situacao (Nistal et al., 2009), como para conseguirem compreender os aspetos de cada

representacao e usa-las polivalentemente (Amado et al., 2010).

A motivagao para a realizag¢ao deste estudo adveio da tendéncia dos alunos para o uso
exclusivo de calculos nas suas resolugoes de tarefas, associada a sua dificuldade em
expressar o seu pensamento por outros meios. Pareciam considerar que para uma
resposta estar correta bastava apresentar uns nimeros e uns calculos, manifestando
dificuldades em completar o seu processo de resolugdo com justificagdes das ideias
apresentadas. Presenciar isto, fez-me voltar aos meus tempos de escola, onde fazia de
tudo para entender os conceitos e explicar o meu pensamento. Apoiava-me nas figuras
que eram fornecidas, criava desenhos e construia gréficos, o que fosse necessario para
compreender as ideias abordadas e encontrar uma estratégia para resolver as tarefas
que me eram propostas. Nao ver esta atitude nos alunos, incomodou-me e fez-me
refletir sobre a importancia das diferentes representagdes no ensino e aprendizagem da
matematica. Para além disso, ver que a maioria dos estudos em torno desta tematica
se focavam em alunos de turmas do ensino basico, suscitou-me curiosidade em avancar

com um estudo no d&mbito desta tematica, mas com estudantes do ensino secundario.

Deste modo, surgiu a vontade de conduzir este estudo com o objetivo de compreender
0 papel das representagcdes matematicas na realizagdo de tarefas, tanto na sua
presenca no enunciado como nas resolugdes dos alunos. A concretizagdo desta
investigagao procurou responder a duas questdes relacionadas com as representacgoes

matematicas e o modo como os alunos as utilizam:

1) Que papéis desempenham as representagdes utilizadas pelos alunos nas suas
resolucdes?
2) De que forma o enunciado da tarefa influencia a escolha das representagdes

utilizadas pelos alunos?
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Este relatério foi produzido com o intuito de apresentar o trabalho de investigagéo
desenvolvido por mim, no &mbito da minha Pratica de Ensino Supervisionada (PES),
componente final do Mestrado em Ensino da Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico
e no Secundario. O trabalho que aqui se apresenta, esta dividido em 6 capitulos.
Comecando pelo capitulo da introdugéo, apresento a motivagao e relevancia do estudo,
bem como o objetivo e as questdes de investigagdo. Neste, expde-se também a

estrutura do presente trabalho.

No segundo capitulo — enquadramento tedrico, contextualizo o tema desta investigagao,
as representagbes matematicas, explorando o conceito, descrevendo alguns tipos de
representacdes e apresentando as suas potencialidades nos processos de ensino e

aprendizagem da matematica.

Com o terceiro capitulo pretende-se apresentar e descrever a intervengdo pedagdgica
na qual assenta esta investigagédo. No inicio do capitulo, faz-se uma caracterizagédo do
contexto onde este estudo foi conduzido, particularmente da escola e da turma escolhida
para participar na presente investigacdo. Numa segunda parte deste capitulo, descreve-
se e ilustra-se a intervencao pedagodgica levada a cabo, nomeadamente, da forma como
surgiram as ideias envolvidas, a planificagdo das atividades propostas e a dinamica

desenvolvida, bem como a sua organizagao ao longo do tempo.

No quarto capitulo deste trabalho apresentam-se os métodos e procedimentos utilizados
na recolha e analise dos dados. Caracteriza-se a natureza da investigacao, apresentam-
se os participantes deste estudo e esclarecem-se as formas como foram recolhidos e
analisados os dados. Descreve-se o processo de analise dos dados e finaliza-se com a
explicacdo da forma como foram acauteladas as questdes de natureza ética relevantes

a este estudo.

O quinto e maior capitulo, apresentacdo e discussdo dos resultados, expde o0s
resultados desta investigagdo, tendo por base a problematica e as questdes de
investigagao definidas. Apresenta-se também uma discussdo fundamentada destes

dados com base na literatura revista no capitulo 2.

O capitulo 6, conclusdes e recomendacdes, comega por resumir o estudo realizado e
apresentar as principais conclusdes dele provenientes. Termina-se o capitulo com uma
reflexao final, contemplando o impacto desta investigagdo na minha pratica profissional
enquanto docente e apresentando algumas ideias e sugestbes para futuras
investigagdes. O trabalho termina com as referéncias bibliograficas que serviram de

base para o estudo, bem como um conjunto de anexos que ilustram o trabalho realizado.
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2. Enquadramento teodrico

Neste capitulo, debrugco-me sobre a tematica das representacbes matematicas e como
a utilizacdo de varios tipos de representacdes pode ser vantajoso para o ensino e

aprendizagem da matematica.

2.1. Representagdes matematicas

Definir o conceito de representacbes matematicas ndao é tdo simples como pode
parecer. A dificuldade em obter uma definicao advém deste termo nao designar algo
concreto, mas sim um processo dindmico que esta associado ao processo de
pensamento matematico (Mainali, 2021). Duval (2006) define o conceito de
representacao como sendo algo que simboliza outra coisa. O termo representacao pode
descrever uma variedade de elementos, desde materiais manipulaveis, desenhos,
esquemas, graficos. Sdo todas as ferramentas usadas para expressar ideias e justifica-
las (Amado, 2022b). No entanto, o termo representacbes ndo alude apenas as
producgdes tangiveis e observaveis criadas por alguém, como pode, também, ser usado
para fazer referéncia aos processos mentais de construcdo de conhecimento. O
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM, 2000) aponta que uma
representacao nao se refere apenas ao produto, mas também ao processo de captar
ideias matematicas numa determinada forma e atribuir-lhes significado. Nesta linha de
ideias, Tripathi (2008) reforca a ideia de que representagdes matematicas sao todas as
formas de imaginar e exprimir aspetos de um conceito matematico, para além de serem
também as diversas maneiras que arranjamos para interpretar e expressar ideias e
discuti-las com outros. Ja Goldin (2014) refere-se a tais representagdes como internas,
que incluem os processos cognitivos e imagens mentais criadas por um sujeito sobre
um conteudo especifico, enquanto o outro tipo, as representagbes externas,
correspondem a todas as formas utilizadas para traduzir e representar essas ideias. As
representagdes externas materializam as internas, tornando-as observaveis para outros

individuos e passiveis de apresentacao e discussao.

No campo das representacdes internas, alguns géneros deste tipo de representacoes
sdo: as verbais/sintaticas que descrevem as capacidades linguisticas inatas de cada
individuo, utilizando vocabulario matematico ou ndo matematico; as imagéticas, que

incluem as imagens mentais criadas, bem como movimentos feitos com as mé&os ou
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com o corpo que permitam entender e captar o que se esta a estudar; os sistemas
formais notacionais, quando o aluno manipula mentalmente os numeros e expressoes;
0s processos estratégicos e heuristicos, que envolvem o desenvolvimento gradual de
estruturacdo de métodos de resolugao de tarefas; e o sistema afetivo, que tem a ver
com a relagdo com a matematica, nomeadamente, o que os alunos acreditam ser ou

nao capazes de fazer e alcancar na disciplina (Goldin & Shteingold, 2001).

Dada a natureza deste estudo, o principal foco serdo as representacbes matematicas
externas, tematica que sera mais aprofundada no préximo item. Assim, daqui em diante,
sempre que se fizer referéncia a representacoes matematicas, estar-se-a a aludir as

externas.

Em Portugal, os documentos curriculares que tém orientado a disciplina de matematica,
tém vindo a reconhecer a importancia das representagdes matematicas e de trabalhar
com diferentes representacbes. O desenvolvimento desta capacidade matematica
transversal tem vindo a ganhar destaque com o evoluir das orientagdes, embora este
destaque se dé mais a nivel do ensino basico do que do ensino secundario. O Programa
de Matematica para o Ensino Basico (MEC, 2013), embora nao legitime o trabalho com
diversas representacdes como uma das principais finalidades do ensino da matematica,
este aparece associado a capacidade de resolver problemas. Em particular, da-se
relevancia ao trabalho com representagdes formais e convencionais, defendendo-se
que “embora os alunos possam comegar por apresentar estratégias de resolugdo mais
informais, recorrendo a esquemas, diagramas, tabelas ou outras representagdes,
devem ser incentivados a recorrer progressivamente a métodos mais sistematicos e
formalizados” (MEC, 2013, p. 5). A nivel do ensino secundario, no Programa e Metas
Curriculares — Matematica A (MEC, 2015), a referéncia a representagdes aparece de
forma esporadica inserida em outras capacidades tais como a resolugao de problemas
e, sobretudo, na utilizagdo da tecnologia, reconhecendo-se que “os alunos devem
«aplicar conhecimentos de factos matematicos, capacidades, procedimentos e
conceitos para criar representacdes e resolver problemas»” (p. 7). Para além disso, da-
se importancia ao trabalho com varios tipos de representacbes aliado ao uso da
tecnologia, nomeadamente a visualizacdo das representacdes graficas de fungdes,
paralelamente ao trabalho com abordagens analiticas, o que “permite atribuir o devido

significado a essas representagdes” (MEC, 2015, p. 28).

Em 2018, quando foram revistas e atualizadas as orientagdes curriculares para a
disciplina de matematica, sendo homologadas as Aprendizagens Essenciais de

Matematica para o 3.° Ciclo do Ensino Basico (Ministério da Educagao, 2018), continua-

6



FCUP
O papel das representagdes matematicas na realizagéo de tarefas:
um estudo com alunos do 11.° ano de escolaridade

se a dar importancia a utilizacdo de representagdes e notacdo propria da matematica
para exprimir ideias. Esta capacidade continua a estar inserida na capacidade de
resolugdo de problemas, embora se ligue esta competéncia a de raciocinio e

comunicagdo matematica. E previsto e esperado que

os alunos desenvolvam a capacidade de comunicar em matematica, oralmente
e por escrito, com a utilizagdo da notagcdo e simbologia matematicas préprias
dos diversos conteudos estudados, e progridam na fluéncia e no rigor com que
representam, exprimem e discutem as suas ideias, procedimentos e raciocinios.
(Ministério da Educagao, 2018, p. 5)

Nas Aprendizagens Essenciais de Matematica A do Ensino Secundario (Ministério da
Educagdo, 2018), orientagbes atuais para o 11.° ano de escolaridade, as
representacdes matematicas escassamente sdo abordadas, sendo apenas
referenciadas quando se menciona o trabalho com funcbes e a sua representagao

grafica.

Nas Novas Aprendizagens Essenciais de Matematica para o 3.° Ciclo do Ensino Basico
(Canavarro et al., 2021), a utilizagdo de multiplas representagdes matematicas é vista
como um de oito objetivos que todos os alunos devem conseguir atingir, para além de
ser vista como uma de seis capacidades matematicas transversais consideradas no
Ensino Basico. Para além disso, neste documento “promove-se o uso de multiplas
representacoes, com refor¢co das simbdlicas, e a conversao entre elas, enriquecendo a
comunicagdo matematica” (Canavarro et al., 2021, p. 9). A importancia desta

capacidade é fundamentada pelo seguinte excerto deste documento:

Desenvolver a capacidade de usar representagdes multiplas, como ferramentas
de apoio ao raciocinio e & comunicacdo matematica, e como possibilidade de
apropriagédo da informagéo veiculada nos diversos meios de comunicagao,
nomeadamente digitais, onde surge em formatos em constante evolugdo. As
ideias matematicas sado especialmente clarificadas pela conjugagdo de
diferentes tipos de representagdo, e a compreensao plena depende da
familiaridade e fluéncia que os alunos tém com as varias formas de
representacao. A tecnologia desempenha um papel especialmente relevante por
facilitar a transig¢ao entre diferentes tipos de representagao e analises com maior
detalhe ou magnitude, inacessiveis sem os recursos tecnolégicos. (Canavarro et
al., 2021, pp. 3-4)
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Ja nas Novas Aprendizagens Essenciais de Matematica A do Ensino Secundario
(Carvalho e Silva et al., 2023), que entraram em vigor neste ano letivo de 2024/2025,
para o 10.° ano de escolaridade, apresentam-se nove ideias chave para a aprendizagem
da matematica e, embora as representagdes matematicas ndao apare¢cam como uma
delas, surgem aliadas a comunicagdo matematica, considerando-se importante
“‘comunicar recorrendo a representagdes multiplas, com clareza e rigor e um nivel de
formalizagdo adequado” (p. 8). Também é destacado o recurso sistematico a tecnologia
€ a sua integracdo no processo de ensino, sendo “considerada como indispensavel
nesse processo, pelas possibilidades que oferece de experimentacao, visualizagao,
representacdo, simulagdo, interatividade, bem como, evidentemente, de calculo

numeérico e simbdlico” (Carvalho e Silva et al., 2023, p. 6).

Em todos os documentos curriculares referidos anteriormente, nos objetivos e praticas
essenciais de aprendizagem, faz-se referéncia a representagdo de diversos aspetos
matematicos de diferentes formas, como numeros, dados, conjuntos e figuras

geomeétricas.

2.1.1. Tipos de representagdes matematicas

Varios autores tém procurado categorizar diferentes tipos de representacoes externas.
Um nome incontornavel neste topico € Bruner que, em 1966, apresentou uma
classificagao tripartida das representa¢des na sua obra Toward a Theory of Instruction.

Bruner (1999)' classifica-as como: ativas; iconicas; e simbodlicas.

As representagdes ativas envolvem, como o préprio nome diz, a agdo, o movimento. A
utilizagdo de materiais manipulaveis e o ato de manusea-los € uma atividade que pode
ser proficua em situagdes em que é dificil explicar através de imagens ou palavras. O
contacto fisico com conceitos matematicos € algo muito estimulante, principalmente nos

primeiros anos de escolaridade.

As representagdes iconicas remetem a todos os tipos de representagao que se apoiam
no visual e na imagética. Diagramas, desenhos, esquemas, imagens, sdo exemplos de
representagdes iconicas que podem aproximar a matematica dos alunos e favorecer a
sua compreensao. As imagens sao concebidas por Bruner (1999) como um recurso que

permite sintetizar a execugdo, permitindo ao aluno conceber mentalmente o que

" Tradugéo da obra original Bruner, J. (1966). Toward a Theory of Instruction. Cambridge: Harvard University Press.
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posteriormente s6 conseguiam visualizar fisicamente. Por outro lado, este tipo de
representacao podera ndo ser o mais adequado em certos casos, podendo complicar a
situacéo ou gerar percecdes erréneas. A importancia da visualizagao na aprendizagem
€ uma ideia fundamentada por muitos autores dada a importancia de representagdes
visuais na compreensao e apropriagao de conceitos matematicos (Arcavi, 2003; Duval,
1999; Tripathi, 2008). Este tipo de representagao permite-nos ver o que nao pode ser
visto (Arcavi, 2003) e, apesar de n&o ser a resposta para todos os problemas, pode

servir de apoio em muitas situacdes.

As representagdes simbolicas sdo as palavras e tudo o que envolve a linguagem e € a
partir deste sistema que o aluno faz a traducao da experiéncia para a linguagem. Bruner
(1999) considera que as palavras também sao simbolos, dai este termo estar associado
as palavras e a notacao propria da matematica. Este é o sistema representacional mais
vantajoso, visto que “qualquer sistema de simbolos tem regras para a formagao e
transformacao de frases que podem virar a realidade do avesso para além do que é
possivel através de atos ou imagens” (Bruner, 1999, pp. 28-29). Este sistema permite-
nos traduzir e codificar a realidade e tem uma caracteristica relevante, a hipétese de
condensacdo. A matematica beneficia muito do sistema simbdlico, em parte porque
foram criadas regras e convencgdes que permitem reduzir € compactar o nosso

raciocinio, bem como o0 modo como o expressamos.

Apoiando-nos na analise do artigo de Canavarro et al. (2022), reconhecemos que Lesh
et al. (1987) identificam, de forma semelhante a Bruner (1966), as representagdes ativas
e as representacdes iconicas, porém intitulando-as de representagbes fisicas e
representacdes visuais, respetivamente. Lesh et al. (1987) deixam de considerar as
palavras como simbolos e destacam a sua utilizagdo numa nova categoria de
representagdes: as representacdes verbais. Estas sdo todas as que envolvem o uso de
palavras e frases, seja em discurso oral ou em discurso escrito. Embora as palavras
nem sempre sejam a forma mais adequada para explicar algo, a representacao verbal
€ util aos alunos na troca de ideias para mostrar os seus pontos de vista, uma vez que
“‘uma das potencialidades desta representagcdo € a expressao das ideias através de
palavras préprias, a que cada um podera dar sentido, podendo ser admissiveis
formulagdes distintas que fagam uso de outros conceitos ou ideias” (Canavarro et al.,
2002, pp. 7-8). Assim, e de acordo com o que apresentam Canavarro et al. (2022), para
Lesh et al. (1987), as representagdes simbdlicas passam a integrar apenas o uso de
notacdo propria da matematica, como varidveis, numeros e sinais. Estes autores

avangam ainda com as representacdes contextuais, em que se inserem 0s casos onde

9



FCUP
O papel das representagdes matematicas na realizagéo de tarefas:
um estudo com alunos do 11.° ano de escolaridade

a matematica alia-se a realidade e ao contexto do aluno. O seu uso é benéfico para
ajudar a relacionar os conceitos matematicos com as suas aplicagbes e evidenciar o
uso da matematica no quotidiano. E costume este tipo de representacéo ser evidenciado
na resolugdo de problemas, o que pode causar algum constrangimento aos alunos que

nao estejam familiarizados com o contexto.

Neste relatdrio, sigo a classificacao de representacbes matematicas apresentada por
Lesh et al. (1987) para proceder a analise dos dados proveniente da intervencéo

pedagdgica, que sera feita posteriormente neste trabalho.

2.2. Multiplas representacbes no processo de ensino e

aprendizagem da matematica

Como referimos anteriormente, Lesh et al. (1987) avangam com uma categorizagdo no
sentido de classificar diferentes tipos de representagcdes matematicas. Com o intuito de
reforcarem que as diferentes representacbes matematicas estdo conectadas entre si,

apresentam o esquema ilustrado pela Figura 1.

/ 4_ Visual \

-< g .

/ Fisica ) » | Simbdlica
== ?><< =
/
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Contextual G | Verbal )

Figura 1 - Representacdes matematicas e suas conexdes (Lesh et al., 1987)?

Esta ideia de conexdao entre multiplas representagdes é apoiada por muitos
investigadores, dado as suas potencialidades na aprendizagem (Amado, 2022a;
Boavida et al., 2008; Canavarro et al., 2022; Friedlander & Tabach, 2001). A utilizagao

de multiplas representacdes por parte dos alunos, permite ao professor ter acesso ao

2 Figura retirada de Canavarro et al. (2022, p. 7).
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seu pensamento e é essencial para envolver os alunos no processo de ensino e

aprendizagem (Amado, 2022a).

Y

Nesta linha de ideias, em particular no que se refere a transferéncia de uma
representagao para outra, Duval (1999) distingue dois processos cognitivos: processar
e converter. Processar é toda a mudanga e organizagao que se faz dentro do mesmo
sistema representacional. Como por exemplo na manipulagcéo algébrica, aritmética e,
no campo visual, a transformacao de figuras noutras mais simples e que tornem a
situacdo mais acessivel. O ato de converter envolve transitar de uma representacao
para a outra, apresentando o mesmo objeto através de representacbes diferentes. A
titulo de exemplo, quando representamos uma funcao através da sua representacao

grafica e da sua expressao algébrica.

A habilidade de converter representagdes € crucial no processo de aprendizagem da
matematica, especificamente na resolucdo de tarefas onde podera ser conveniente
trabalhar com uma determinada representacdo, ou trabalhar e relacionar varias
representacgdes. Duval (1999) reforgca a importancia de os alunos desenvolverem a
capacidade de articular diferentes representacdes, sustentando que “de um ponto de
vista didatico, apenas estudantes que conseguem executar mudangas de sistema
representacional ndo confundem um objeto matematico com a sua representagéo e
conseguem transferir o seu conhecimento matematico para outros contextos diferentes

do que estdo a aprender” (p. 5).

A este propésito, Ainsworth (1999) realga trés papéis que as multiplas representagcdes
podem desempenhar na aprendizagem: serem complementares; terem a capacidade
de restricao; e permitirem a construcdo de uma percecado mais aprofundada do que se
esta a aprender. Ao nivel da exploracido de conteudos a complementaridade das
representagdes permite aos alunos visualizarem e estudarem conceitos através de
perspetivas diferentes, o que pode favorecer uma melhor compreensdo dos mesmos.
Esta nogdo é fundamentada pelo NCTM (2000) ao referirem que diferentes
representagdes evidenciam diferentes aspetos de um mesmo conceito. A matematica
€, por natureza, uma area com uma grande variedade de conce¢des complexas e
interligadas, pelo que o recurso a diferentes representagdes oferece ao aluno uma visao
mais rica e uma percegao mais aprofundada do que esta a estudar (Tripathi, 2008). As
varias representagdes também sao complementares quanto a sua eficiéncia
representacional, pelo que a habilidade de saber representar uma ideia em diferentes
formatos € importante para garantir uma boa aprendizagem dos conceitos. Nas palavras

de van der Meij e de Jong (2003), “diferentes tipos de representacdes podem ser Uteis
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para diferentes propdsitos” (p. 2) e saber avaliar a situagcdo e decidir que tipo de
representagao usar, bem como conseguir identificar momentos onde € necessario trocar
de representacdo para uma mais adequada e que facilite o processo, € uma
competéncia poderosa para incrementar as aprendizagens dos alunos. O poder de
restricdo do uso de multiplas representacdes prende-se com a ideia de que é possivel
usar uma representacao para limitar a interpretacao de outra e, deste modo, é possivel
beneficiar de uma representagao para perceber melhor outras nao tao familiares e mais
abstratas (Ainsworth, 1999). Por fim, a utilizacao de multiplas representacdes € vista
como favorecedora de uma compreensao mais aprofundada dos conteudos, permitindo
relacionar ideias, potenciando o poder de abstragdo e estendendo o conhecimento de

representagdes conhecidas para desconhecidas (Ainsworth, 1999).

A utilizacdo de diversas representacdes pode servir também como ferramenta para
aperfeigoar as estratégias de resolugédo de problemas. Para resolver um problema, os
alunos devem saber decidir a melhor estratégia a seguir e a melhor representacao a
utilizar. Para tal, é importante que os alunos tenham oportunidades de contactar com
diversas representacdes, para absorver e compreender os seus significados e, também,
testar a eficacia de cada uma, a fim de aprenderem a usa-las habilmente (Amado et al.,
2010).

O NCTM (2000) refere que € importante que os alunos tenham oportunidades de criar
as suas proprias representagdes, mesmo que ndo sejam muito convencionais. Se um
aluno é capaz de expressar o que esta a pensar e expor o seu raciocinio, seja de que
forma for, esta a mostrar que percebeu o que era necessario e que consegue apresentar
e discutir o seu pensamento. Estas representagdes criadas pelos alunos servem dois
propodsitos: por um lado, concedem ao professor uma oportunidade de aceder aos
processos mentais desenvolvidos pelos alunos e a maneira como interpretam e pensam;
e, por outro lado, sdo uma ponte para representagdes mais convencionais, que podem

ser ferramentas para auxiliar o aluno na aprendizagem da matematica (NCTM, 2000).

Para Amado (2022a), o envolvimento com diferentes representagdes € importante para
o desenvolvimento de varias capacidades, nomeadamente, da resolucéo de problemas,
raciocinio matematico e abstragdo, como também o é para fomentar a motivagéo e o
gosto pela matematica. A mesma autora defende que o processo de envolver os alunos
no trabalho com multiplas representagdes deve ser iniciado desde os primeiros anos de
escolaridade, pois nao s6 permite uma melhor compreensao da matematica, como serve

de auxilio para se expressarem e para melhorar a comunicagdo matematica.
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Porém, apesar de a utilizagao de multiplas representacbes ser uma pratica que traz
imensos beneficios para a aprendizagem da matematica, é, também, um processo muito
exigente para quem aprende. Grande parte dos estudos realizados a volta desta
tematica mostram que o uso de multiplas representagcdes € benéfico para a
aprendizagem (Aidos, 2020; Ozgun-Koca, 1998; Pape & Tchoshanov, 2001; Sdo Bento
& Martinho, 2022), porém, existem também estudos que destacam o facto do recurso a
multiplas representagbes nem sempre ser benéfico para a aprendizagem, podendo ser
desafiador e dificultar o processo de aprendizagem (Bennett et al., 2019; Chandler &
Sweller, 1992). O estudo de Bennet et al. (2019) pretendia verificar se a natureza das
representagdes fornecidas a criancas para que aprendessem representacoes
simbdlicas de numeros tinha algum impacto na sua aprendizagem. Com enfoque na
analise de representagdes internas, o objetivo era compreender se seria mais eficaz
representar grandezas “usando multiplas representagdes concretas (cinco peixes, cinco
pizzas, dez carros, dez ovelhas, etc.), representacées concretas singulares (cinco
peixes, cinco peixes, dez peixes, dez peixes, etc.) ou representag¢des abstratas (cinco
pontos, cinco pontos, dez pontos, dez pontos, etc.)” (Bennet et al., 2019, p. 847). O
estudo dividiu-se em trés experiéncias com objetivos distintos, seguindo sempre
criancas britanicas com idades compreendidas entre os 6 e os 10 anos. As experiéncias
conduzidas permitiram reparar que as criangas que aprenderam o significado de numero
através de conjuntos de pontos (representagcbes abstratas) conceberam melhor o
conceito do que as que aprenderam através de multiplas representagcdes concretas ou
uma combinagdo entre multiplas representagcdes concretas e abstratas, ganhando
vantagem em termos simbdlicos. Com isto, Bennet et al. (2019) concluiram que usar
multiplas representagdes nem sempre € a melhor abordagem a seguir no ensino da
matematica. Ja o estudo de Chandler e Sweller (1992) pretendia investigar o split-
attention effect, um desafio cognitivo que €& provocado pela necessidade de
compreender informagao vinda de varias fontes, de forma separada, que deveria ser
compreendida em conjunto, obrigando quem aprende a combinar essa informagao
mentalmente. Este estudo foi baseado em duas experiéncias diferentes, porém com o
mesmo tipo de abordagem, a apresentacdo de duas situagcbes com varias
representagdes, por um lado de forma individual, por outro de forma interligada. Desta
investigagao participaram trabalhadores de uma companhia de Sydney, bem como
estudantes de psicologia da Universidade de Nova Gales do Sul. Chandler e Sweller
(1992) concluiram que sairam sempre favorecidos os grupos de participantes que
trabalhavam as representagbes conectadas entre si, reconhecendo que o0s seus

resultados tinham implicagdes importantes para a pratica pedagdgica. Em ocasides
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onde as representagdes sao tidas como isoladas umas das outras e ndo apresentadas
e trabalhadas como interligadas, podem surgir dificuldades no desenvolvimento e
compreensao de nogoes, para além de dificultar o trabalho dos alunos que podem achar

dificil relacionar informacgéao vinda de varias fontes (Ainsworth, 2006).

Apropriando-me dos pareceres de van der Meij e de Jong (2003) e Ainsworth (2006),
listo alguns desafios e processos cognitivos necessarios para garantir aprendizagem a
partir de varias representag¢des. Um primeiro aspeto esta associado a compreensao das
particularidades de cada representacido. Nesta dimensao, destaca-se a importancia de
saber como a informagao é reunida e apresentada em cada representacdo, bem como
conhecer elementos caracteristicos de cada representagdo. Por exemplo, quando é
pedido para analisar um grafico, devem procurar-se aspetos que fornecam informagao
util para o problema que se pretende resolver, tais como declives de retas, maximos,
minimos, concavidades ou pontos de intersecdo. A nossa intuicdo pode levar-nos a
equivocos e este conhecimento evita o uso inapropriado destes elementos para
interpretar uma representagdo diferente. Um segundo aspeto a destacar € a
compreensao da relagdo entre representacdo e a tematica. Para se compreender
integralmente uma representacao é preciso entender a relagdo que esta tem com o
assunto que representa. Esta € uma atividade especialmente dificil na aprendizagem,
visto estarmos a construir saber sobre dominios que nao estao totalmente aprendidos e
assimilados. Os alunos devem desenvolver a capacidade de determinar os melhores
métodos e delinear as estratégias mais favoraveis para extrair informacgao relevante,
adequada a cada situagao. Saber selecionar e construir uma representagéo apropriada
é o terceiro aspeto que se destaca. E importante a selecdo apropriada da representacéo
a utilizar, dependendo dos dados fornecidos, da situacao e até das preferéncias de cada
um. Noutros casos é necessario construir uma representacado adequada e, durante este
processo, podem aparecer representacdes erradas a simbolizar ideias corretas e vice-
versa. Dar liberdade aos alunos para eleger a representacao a utilizar pode resultar num
melhor entendimento da tematica. O ultimo aspeto prende-se com a capacidade de
relacionar varias representagdes e transformar umas nas outras. Um dos maiores
problemas existentes no trabalho com multiplas representagdes é estabelecer a relagao
entre as diferentes representagdes, reconhecendo a sua conexao, para além de ser
capaz de estabelecer articulagdes com ideias trabalhadas numa fase anterior, bem

como com situacgdes da vida real.

Segundo van der Meij e de Jong (2003), a particular dificuldade no processo de aprender

com multiplas representacoes €, de facto, compreender e concretizar a transformacao
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entre diferentes representagbes e “para tornar a aprendizagem com multiplas

representagdes um sucesso, 0s alunos precisam receber apoio nessa traducao” (p. 4)

2.21. O papel do professor no trabalho com multiplas

representacoes

Ao longo do seu percurso escolar, os alunos vao contactando com diferentes tipos de
representagcdes matematicas e, a medida que o seu repertério vai aumentando, é
importante que adquiram a capacidade de escolher a melhor representagcdo para os
ajudar em cada situagao e tornar o seu trabalho produtivo (NCTM, 2000). Para garantir
que os alunos entrem em contacto com diferentes representagdes e trabalhem-nas de
forma vantajosa, € necessario a intervencado por parte do professor (Gafanhoto &
Canavarro, 2012). Neste ambito, o papel do professor deve ser propor, aos alunos,
situacbes que apresentem e/ou impulsionem o trabalho com diferentes representacbes
matematicas e, neste processo, apoia-los na sua utilizagdo, comegando por conecta-las
as ideias e imagens mentais criadas pelos préprios alunos (NCTM, 2000). O professor
deve, também, analisar diferentes representacdes e a informacao que transmitem sobre
determinados conceitos, de modo a enfatizar a importancia de selecionar bem o tipo de
representacdo a utilizar para determinadas tarefas. E importante infundir diferentes
representacdes nas aulas, proporcionando oportunidades de os estudantes construirem
conhecimentos a partir de diferentes representacbes e oferecendo espacgo para que
cada aluno possa eleger as suas estratégias e representagdes numa dada situagao
(Mainali, 2021).

O professor deve dominar confiantemente as diferentes representagdes matematicas,
para garantir que os seus alunos aprendam firmemente os conteudos abordados
(Shulman, 1986). As representagbes utilizadas pelos professores tomam um papel
muito importante na percegdo de conceitos por parte dos alunos e influenciam o que
estes conseguem fazer e compreender (Santos, 2015), ja que sao estas a porta de
entrada para o aluno conhecer diversas formas de explicitar o seu raciocinio. Restringir
uma abordagem a uma s6 representacao € limitar o seu pensamento e interpretagao da

matematica.
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A propdsito do trabalho assente em representa¢des multiplas, Kozma (2003) sugere trés
modos de incentivar conexdes entre representacbes e promover um maior

entendimento por parte dos alunos:

1) Fornecer pelo menos um sistema representacional que tenha caracteristicas
que correspondem explicitamente ao que esta a ser tratado;

2) POor os alunos a utilizar representacdes multiplas e interligadas em contextos
reais e de cooperagao;

3) Envolver os alunos em atividades colaborativas, onde tenham de gerar e
trabalhar com representacées a fim de confirmar e explicar os resultados das

suas investigacoes;

A selecgéao de tarefas a trabalhar na sala de aula € um aspeto que merece também algum
cuidado e atencgao por parte do professor, uma vez que, neste ambito, pretende-se que
sejam adequadas a um tipo de exploracdo que envolva o uso de multiplas
representacdes. Gafanhoto e Canavarro (2012) apresentam duas estratégias para
incentivar a utilizacdo de varias representacdes: usar diferentes representacdes para
expor e analisar a situagédo-problema e auxiliar-se da tecnologia. Em relagcédo a primeira
estratégia, o professor, ao explorar a situagao-problema com diferentes representagoes,
esta a mostrar aos alunos varios tipos de representagdes, estimulando a flexibilidade na
escolha das representacoes a utilizar para resolver a tarefa e validando o seu uso no
futuro (Gafanhoto & Canavarro, 2012). De acordo com Friedlander e Tabach (2001),
seguida da exposicdo da situagdo-problema, estd a apresentagdo de algumas
perguntas que encaminhem os alunos nas suas investigagdes. Estes autores sugerem
que, ha trés tipos de perguntas a serem usadas para assegurar que o aluno é estimulado

a usar multiplas representacoes:

1) Familiarizagdo com a representagao inicial: numa primeira fase, pér os
alunos em contacto com a representagdo inicial para a examinarem e
perceberem os seus propositos, podendo até ja conjeturar algumas
conclusoes;

2) Pedido explicito de transformagao entre representagbes: como os alunos
podem hesitar em utilizar outros tipos de representacao, € importante numa
segunda fase pedir-lhes explicitamente que o fagam;

3) Questdes exploratdrias: finalmente, confrontar os alunos com questdes mais
abertas e complexas, a fim de serem eles a escolher e aplicar os métodos

de resolucao e representagdes que acharem adequados.
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A segunda estratégia envolve recorrer a tecnologia para beneficiar das suas
potencialidades na exploragdo com multiplas representacdes. Auxiliar-se da tecnologia
para explorar tarefas que beneficiem do uso de multiplas representacbes € uma forma
de rentabilizar o trabalho em situacbes que podem ser rapida e faciimente exploradas
com estes recursos, especialmente em tarefas onde o objetivo ndo é prolongar a

atividade com calculos supérfluos ou desenhos desnecessarios (Ponte et al., 2007).

A tecnologia toma um papel importante no ambito das representacdes. O uso de novos
instrumentos, tais como computadores e calculadoras, mudam a forma como os alunos
trabalham com representacdes ja conhecidas, ddo a oportunidade aos alunos de
explorarem mais aprofundadamente os conteludos e proporcionam o contacto com
diferentes representag¢des de maneira mais rapida e com resultados imediatos (NCTM,
2000). Os computadores permitem que se veja e aceda a varias representacdes
simultaneamente e o processo de criagdo de graficos pode ser facilitado pelo uso da
tecnologia (Ozgun-Koca, 1998). Os novos recursos que a tecnologia nos proporciona,
permitem retirar as representacdes a sua estaticidade, tornando-as dindmicas de tal
forma que permite aos alunos verem a informag&o a mudar ao longo da sua exploragéo
(van der Meij & de Jong, 2003). A criacao e utilizacao destas representagdes interativas,
da ao trabalho de sala de aula outro funcionamento, permitindo, aos préprios alunos, a
sua manipulacao e, deste modo, a oportunidade de formularem e verificarem “as suas
conjeturas observando os efeitos das suas interagbes com as representagcdes em

termos do que muda e do que ndo muda” (Amado, 20223, p. 4).

Fey (1989) lista algumas razdes que tornam o ensino com recurso a ambientes

tecnologicos unico e estimulante para a aprendizagem:

1) Permite apresentar representagdes dindmicas que seriam impossiveis em
texto ou desenho no quadro;

2) Fornece a cada aluno um ambiente flexivel, mas, simultaneamente,
delimitado para se prover feedback adequado;

3) Ajuda os alunos a progredirem de um pensamento concreto para um
pensamento mais abstrato;

4) Detém grande versatilidade na computagao grafica, possibilitando a criagéo
de novas e modernas representag¢des, bem como a sua utilizagdo na sala de
aula por cada aluno e pelo professor;

5) A precisao das maquinas, nomeadamente na criagao de graficos e realizagao
de calculos, faz com que tais representagbes fornegam ja respostas para

efetivamente resolver questdes.
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2.2.2. Papéis, preferéncias e a utilizacdo de representacoes

pelos alunos

A resolucao de tarefas € uma atividade que pode envolver a utilizacdo de varias
representacdes matematicas e, neste processo, estas representacdes podem tomar
varias fung¢des. Stylianou (2010) categoriza quatro tipo de papéis que o uso de diferentes
representagdes pode tomar para facilitar varios subprocessos do processo de resolver
tarefas e, adicionalmente, algumas utilidades e intuitos que cada uma destas fung¢des

podem adotar na resolucao de tarefas.

a) “Como um meio para compreender a informagcado fornecida e definir objetivos”
(Stylianou, 2010, p. 328). Quando se utilizam representagdes como uma ferramenta
para ajudar a combinar diferentes aspetos da tarefa e melhor apreender e conceber
as restrigcdes e possibilidades associadas a tarefa, bem como a interagao entre elas.
Nem sempre todos os elementos de um problema sao imediatamente percetiveis
para quem o tenta resolver, logo esta € uma fungao importante.

b) “Como ferramentas de registo” (Stylianou, 2010, p. 328). Quando as representagdes
assumem um papel de registo, combinando e transcrevendo a informagao fornecida.
Ha representacdes que podem tomar este papel e ser vantajosas, provendo a quem
as usa um modo compacto e competente de registar as suas ideias.

c) "Como ferramentas que facilitam a exploracdo de conceitos ou problemas em
questdo” (Stylianou, 2010, p. 328). A utilizagdo de representagdes como um
instrumento flexivel que permite facilitar a exploragdo dos conceitos e problemas a
resolver. Adicionalmente, possibilita a revelacéo de informagao ulterior e implicacdes
da situacao apresentada.

d) “Como instrumentos de monitorizagdo e apreciagéo, para avaliar 0 progresso na
resolucdo do problema” (Stylianou, 2010, p. 328). Neste caso, usam-se as
representagdes numa perspetiva de controlar o progresso na resolugao da tarefa e
fazer decisbes ponderadas para atingir a meta pretendida, bem como determinar se

o caminho escolhido foi o melhor ou se devera ser repensado.

Suplementarmente, a autora sintetizou esta informacdo numa tabela, fazendo
corresponder a cada um dos papéis referidos anteriormente a forma como as
representagdes podem ajudar e quando € que sao uteis. Assim, quanto a categoria a),
refere-se que estas representacdes ajudam a organizar toda a informacao dada e séo

Uteis nas fases iniciais da resolucao de tarefas. As representacdes que se enquadram
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na categoria b) auxiliam a reduzir a carga cognitiva durante todo o processo de
resolugdo. Ja as representagdes associadas com a categoria ¢) permitem manipular a
informacdo dada durante fases exploratérias e de analise da tarefa. Finalmente,
relativamente as representagdes que se encaixam na categoria d), permitem detetar

abordagens erréneas durante periodos de autoavaliagao.

Asli Ozgun-Koca (1998), num estudo acerca do uso de representacdes por estudantes
universitarios de uma turma de matematica dos Estados Unidos da América, sintetiza
algumas razdes para preferéncias representacionais dos alunos, focando-se apenas na
distingdo entre representagdes externas e internas. Relativamente as representagdes
internas, pode influenciar na escolha da representacdo a utilizar: as preferéncias
pessoais; experiéncias e conhecimentos passados; crencas acerca da matematica; e a
insisténcia em memorizar por repeticdo. Em relacdo as representacdes externas: a
apresentagao do problema ou o problema em si; a ordem pela qual os temas sao
abordados; a predominancia das representag¢des algébricas no ensino; e a utilidade das

tecnologias.

No que toca a utilizacdo de representacdes pelos alunos, Valério (2005), no seu estudo
acerca da construgao/evolugao de representagdes de alunos do 1.° ciclo na realizacao
de problemas matematicos, em Portugal, afirma que as representagdes visuais sdo as
prediletas para comecar a resolugao de uma tarefa, ilustrando e possibilitando uma
melhor visualizagao da situacdo. Com estes elementos iconicos os alunos pretendiam
criar algo que os auxiliasse em contagens, ligar o problema a realidade, interpretar o
problema verbal de forma visual ou confirmar resultados. Na sua investigagéo, Valério
(2005) abrange também a utilizacao de representagdes informais e a sua transigédo para
representacdes formais. Estas representacdes informais servem para garantir um bom
entendimento da tarefa e, apesar de por vezes dominarem algoritmos e outras
representacgdes formais, nota-se uma propensao para o uso de esquemas informais
numa fase inicial de resolugao das tarefas (Valério, 2005). Os alunos tém a tendéncia
de reutilizar representagdes que ja usaram em situagbes anteriores semelhantes,
adequando-as a cada caso, no entanto ndo o fazem com tanta constancia com
representagdes que nao as proprias, isto é, “os métodos que os alunos desenvolvem e
dominam sao utilizados sempre que Ihes permite atingir um resultado em detrimento de

outro que |Ihes é «imposto»” (Valério, 2005, p. 59).

Nesta linha de ideias, e sobretudo a pensar nos alunos e na sua relacdo com
representacdes matematicas, concebeu-se e desenvolveu-se a intervencgéo pedagogica

que serve de alicerce para este estudo e é apresentada no proximo capitulo.
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3. Intervencao pedagogica

Este capitulo comega por fazer uma caracterizagdo do contexto onde este estudo foi
conduzido, particularmente da escola e da turma escolhida para participar na presente
investigagcao. De seguida apresenta-se e descreve-se a intervencao pedagogica levada
a cabo no ambito desta investigacdo, nomeadamente, da forma como surgiram as ideias
envolvidas, a planificacdo das atividades propostas e a dinAmica desenvolvida, bem

Como a sua organizagao ao longo do tempo.

3.1. Caracterizagéo do contexto escolar®

No ano letivo 2024/2025 realizei a minha PES numa escola basica e secundaria situada
na area metropolitana do Porto, cuja fundagao remonta ao ano de 1951. Era inicialmente
um liceu exclusivamente feminino, tendo-se tornado numa escola mista na sequéncia
da Revolucéao de abril de 1974. Esta escola, que desde o ano letivo 2012/2013 constitui
a sede de um Agrupamento de Escolas, acolhe alunos do 2.° e 3.° Ciclos do Ensino
Basico, bem como do Ensino Secundario. Em relagao a este ultimo, a escola oferece
cursos cientifico-humanisticos, tais como, os cursos de Ciéncias e Tecnologias,

Ciéncias Socioecondmicas e Linguas e Humanidades.

A sua infraestrutura compreende dois blocos principais, um pavilhdo desportivo e uma
cantina. Ao longo do tempo, foi alvo de variadas remodelagbes, destacando-se a
intervencao realizada no periodo de 2008/2009. A instituicdo dispde de diversos
servigcos pedagogicos tais como um Centro de Apoio a Aprendizagem, uma Biblioteca
Escolar, um Gabinete de Informagéo e Apoio ao Aluno, uma equipa de apoio a
Educacao Inclusiva e um servigo de Psicologia e Orientagdo. Com vista a proporcionar
uma formacao integral dos alunos — nas vertentes cultural, ambiental e humanista — o
agrupamento promove o desenvolvimento de multiplos projetos e atividades
extracurriculares, tais como o Desporto Escolar, o Projeto Erasmus +, o Projeto de
Educacao para a Saude, o Projeto Eco- Escolas, o Ciéncia Viva, o Parlamento de

Jovens, o Plano Nacional de Cinema, Projeto SeguraNet, Dia Solidario, Dia dos Direitos

3 A caracterizagéo do agrupamento de escolas onde realizei a minha PES foi elaborada em conjunto com outro colega
que, nesse mesmo ano, concretizou também a sua PES neste agrupamento. Neste sentido, esta parte do texto € comum
aos dois relatdrios de estagio: Azevedo, G. (2025). O papel das representagbes matematicas na realizagdo de tarefas:
Um estudo com alunos do 11.° ano de escolaridade [Relatério de Estagio, Faculdade de Ciéncias da Universidade do
Porto]; Pinho, F. (2025). O papel do feedback na melhoria da comunicacdo matematica escrita [Relatorio de Estagio,
Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto].
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Humanos, Dia da Internet Segura, entre outros. Paralelamente, oferece também
diversas oficinas extracurriculares. Importa ainda referir que o Agrupamento conta com

a colaboracéo ativa de uma Associacao de Pais e Encarregados de Educacéo.

Localizada numa zona bem servida por transportes publicos, nomeadamente com uma
paragem de metro em frente as imediacoes, esta escola recebe ndo apenas alunos da
freguesia onde se insere, mas também estudantes provenientes de outras freguesias

da cidade e das areas limitrofes.

Durante esta PES, estive em contacto com turmas do 3.° ciclo do ensino basico e do
ensino secundario na disciplina de matematica A. Foram quatro as turmas que tive a
oportunidade de conhecer, embora s6 acompanhasse regularmente trés, por motivos
de limitacdo de horério. Duas das turmas eram do 11.° ano de escolaridade, enquanto
as outras duas eram do 9.° ano e foi uma destas ultimas turmas que s6 acompanhava
esporadicamente. Decidi desenvolver a intervencao pedagdgica, da qual resultou este
relatério, numa das turmas de 11.° ano. Escolhi esta turma apds reparar na sua
relutdncia em fazer desenhos e esquemas que os apoiassem, por exemplo, a
compreender o enunciado de uma tarefa, ou a estruturar o seu pensamento ou ainda
que fosse a encontrar uma estratégia possivel para a resolu¢cao de uma dada tarefa. Em
particular, em temas como a trigonometria ou geometria analitica, a turma mostrava
alguma resisténcia em recorrer a desenhos/esquemas para encontrar estratégias
possiveis de resolugao e justificar o seu raciocinio, apesar de ser uma pratica dos seus
professores. Era uma turma muito preocupada em chegar as solugées de uma dada
questdo, no entanto, desvalorizavam a apresentacdo de resolugbes com ideias
devidamente justificadas. Incomodava-me olhar para os seus cadernos e ver apenas
numeros, letras e calculos, sem qualquer justificagdo, sem desenhos, nem esbocgos,
situagcado que por vezes lhes conduzia a apresentagédo de resolugdes incompletas, ou
até mesmo a impossibilidade de encontrarem uma estratégia de resolucao. Varias vezes
partia dos professores o recurso a desenhos/esquemas ou até de objetos manipulaveis
para explicar aos alunos o que era pretendido, mas nao parecia ser algo que
efetivamente absorvessem e aplicassem futuramente no seu trabalho. A sensagao que
ficava era que o nosso esforgo para tentar com que visualizassem as ideias matematicas
que estavam a ser abordadas era em vao, revelando apenas interesse na confirmagao
do seu resultado através do conhecimento da resposta final. Acredito que a parte visual
toma uma grande importdncia na compreensdo de conceitos e na explicagdo do

pensamento e, como tal, decidi estudar a forma como a turma utilizava diferentes

21



FCUP
O papel das representagdes matematicas na realizagéo de tarefas:
um estudo com alunos do 11.° ano de escolaridade

representacdes na resolucéo de tarefas, enquanto, simultaneamente, os incentivava a

usar varias representagoes.

No inicio do ano letivo, esta turma era constituida por 19 alunos, porém, no final do
primeiro periodo, a turma passou a integrar apenas 15 alunos, uma vez que 4 foram
transferidos para outros cursos e/ou escolas. No inicio do segundo periodo, entrou uma
nova aluna que, embora tenha chegado a meio do ano, integrou-se rapidamente na
turma. Deste modo, iniciei a intervencéo pedagdgica com 16 alunos, cujas idades eram
entre os 16 e os 18 anos, sendo 9 alunos do género feminino e 7 do género masculino.
De um modo geral, era uma turma empenhada e participativa, embora, ocasionalmente,
pudessem assumir também uma atitude passiva nas aulas, limitando-se a aceitar
determinadas ideias que estavam a ser discutidas, ndo levantando qualquer questao,
nem mesmo mostrando curiosidade sobre o assunto em questdo. O maior
constrangimento nesta turma era a falta de conhecimentos basicos e elementares que
nao foram bem consolidados nos anos anteriores devido, em parte, a pandemia do ano
de 2020, que afetou o final do 2.° ciclo e inicio do 3.° ciclo. No que diz respeito ao
comportamento, era uma turma calma e respeitosa que, embora por vezes se perdesse
em conversas paralelas, sabia diferenciar os momentos de trabalho dos momentos de
descontracdo. Quanto ao aproveitamento em matematica A, era uma turma mediana
cujos resultados no primeiro periodo variaram entre 7 e 16. A seguinte tabela sintetiza
as classificagoes obtidas no 1.° periodo pelos 15 alunos que compunham a turma
(Tabela 1). A aluna que ingressou na turma no 2.° periodo, obteve classificagao positiva

a matematica no ano letivo anterior.

Classificagdes Numero de alunos
7 2
8 1
9 3
11 1
12 3
13 2
14 1
16 2

Tabela 2 — Classificagdes a matematica no 1.° periodo
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A média da turma rondava os 11 valores. Dos 16 elementos que compunham a turma,
destacavam-se duas alunas empenhadas que viam o seu trabalho recompensado nos
momentos de avaliagdo. Apesar de ser uma turma interessada e trabalhadora em
contexto de sala de aula, eram alunos com muitas duvidas e que raramente resolviam
uma tarefa de forma auténoma. As classificagcdes dos testes e questdes aula aliadas as
persistentes duvidas colocadas pelos alunos permitia, aos professores, concluir que

havia falta de trabalho e de um estudo regular fora da escola.

3.2. Descrigcao da intervengao pedagogica

Ao longo do ano, enquanto procurava tarefas para elaborar testes ou fichas de trabalho,
encontrei varias questdes cujo nivel de dificuldade parecia depender do facto de o
enunciado ter, ou ndo, uma figura. Deparei-me muitas vezes com tarefas onde pensava
“Se esta imagem nao estivesse no enunciado, isto era bem mais dificil...” ou “Esta é
mais complexa, talvez uma figura facilitasse”. Para além disso, questionava-me também
sobre o uso que os meus alunos dariam a informagao dada num enunciado através de
uma imagem. Quando os dados ndo estavam na imagem e somente no texto,
acrescentariam essa informagdo a imagem? Se ndo houvesse qualquer figura e a
existéncia de uma tornasse tudo mais facil, desenha-la-iam? Pelo trabalho que fui
desenvolvendo com a turma, transparecia a ideia de que os alunos nao tinham por
habito utilizar representag¢des visuais e ndo reconheciam vantagens do seu recurso,
como por exemplo, o facto de poderem favorecer um melhor entendimento do
enunciado, bem como apoiar na expressao do seu pensamento. Isto, aliado as razdes
descritas no subcapitulo anterior, despertou-me curiosidade e foi uma das razdes que

me fez conduzir este estudo com foco no tema das representa¢gdes matematicas.

Neste sentido, apossei-me da missao de mostrar aos meus alunos a importancia de
varias representacdes na matematica e do valor que elas tomam na explicitagdo do
nosso pensamento. Inicialmente, e depois de definir o objetivo e as questdes de
investigagdo, decidi realizar uma intervencdo pedagogica com base na proposta de
fichas de trabalho onde os alunos teriam de resolver um conjunto de tarefas e, através
da recolha das suas produgdes, poderia analisar as representacées matematicas a que
recorriam. No entanto, pretendia criar uma dinamica diferente daquelas que os alunos
ja conheciam das aulas de matematica. Demorei algum tempo a ter uma ideia do que

fazer e, nestes momentos de reflexao, uma questao persistia na minha mente — “Como
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€ que posso esperar que eles me apresentem diferentes representagdes, se raramente
contactam com outras que ndo as simbdlicas?”. E foi ai que surgiu a ideia de realizar a
Galeria 45°. O nome desta atividade € uma mencédo ao ano em que foi criada e
desenvolvida, o ano de 2025, ano quadrado perfeito, pois 45 ao quadrado é 2025. Para
além deste nome, cada uma das exposi¢cdes realizadas na galeria tinha também um
nome especifico associado ao tema em foco nas tarefas apresentadas, que neste

contexto representariam as obras de arte.

A Galeria 452foi uma atividade criada por mim, visando a reestruturagéo da sala de aula
e envolvimento dos alunos numa dindmica, onde cada aluno tinha a oportunidade de
contactar com diferentes representagdes matematicas e aplica-las nas suas resolugdes.
Deste modo, a intervencao pedagdgica realizada passou pela criagdo de uma galeria
onde foram apresentadas exposi¢coes com diferentes tematicas, em que as obras eram
tarefas matematicas para as quais os alunos visitantes teriam de apresentar um
processo de resolucdo. Para tal, a sala de aula era organizada como se fosse uma
galeria num museu, dispondo-se quatro mesas, uma em cada canto da sala, com uma

tarefa matematica (Anexos 8 e 9).

Na selecdo das tarefas tive em conta a presenga nos seus enunciados de diferentes
tipos de representagcbes matematicas, bem como a sua presengca em possiveis
processos de resolucdo. Esta opcao deveu-se ao facto de pretender estudar os papéis
com que os alunos usavam determinadas representagdes, além de intentar averiguar a
influéncia das representagdes presentes nos enunciados das tarefas nas escolhas das
representacdes utilizadas pelos alunos nas suas resolugdes. Para identificar os tipos de
representacdes matematicas presentes nas tarefas, recorri a classificacdo avancada por
Lesh et al. (1987), tematica explorada no enquadramento tedrico deste trabalho. Ainda
em relacao as tarefas, cada uma delas estava acompanhada de uma etiqueta de
identificagdo, a semelhanga das obras em museus, onde podia ler-se o titulo da obra, o
nome do autor, 0 ano e o tipo de arte. Os titulos das obras, para além de refletirem o
contexto da tarefa e a informacao apresentada, incorporavam elementos de humor e
jogos de palavras. Adicionalmente, os autores das tarefas foram designados com nomes
ficticios inspirados em conceitos matematicos; o ano era sempre o de 2025, ano em que
a atividade foi realizada; e o tipo de arte dependia do formato em que era apresentada
a tarefa e dos materiais de apoio. Para além disso, a sala tinha também uma grande
mesa no centro com diversos materiais disponiveis que os alunos poderiam utilizar, por

exemplo, folhas de papel A4 para os alunos utilizarem como rascunho e também para
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escreverem as suas respostas, réguas para medigdes, compassos para construgdes,

fosforos para fazer figuras, entre outros.

Previamente a realizagado da intervengao pedagdgica, foi explicado a turma o que iriam
realizar. Como a turma ja tinha sido acompanhada por estagiarios, no ano letivo anterior,
ja estavam familiarizados com a necessidade de se realizar um estudo de investigacao.
Para explicar o que pretendia concretizar com a minha investigagao, informei apenas a
turma que iriam resolver tarefas, em grupos, mas numa dinamica diferente,
apresentando a dindmica, que pode ser vista na Figura 2. Os grupos teriam de escolher
uma mesa onde comecar e resolver a tarefa exposta, depois trocavam de mesa e

resolviam a préxima tarefa e assim sucessivamente, rodando por todas as paragens e
resolvendo as quatro tarefas.

A “Galeria 452" é uma exposicdo de tarefas

Os visitantes devem resolver todas as tarefas propostas em cada
matematicas com quatro paragens.

paragem e explicar tudo o que foi feito de forma detalhada e bem

fundamentada. Caso ndo consigam resolver alguma tarefa, devem
{3

deixa-lo explicito no lugar da resposta. Em caso algum, a resposta
A visita ser3 feita em 4 grupos de 4

apresentada deve ser apenas a solugdo sem justificacdo.

elementos e tera uma duragdo de

aproximadamente 100 minutos, tendo {2‘1
cada grupo 20 minutos em cada paragem. Para aproveitar na totalidade a
No tempo que restar, os grupos podem Ga | er ia experiéncia da galeria, os visitantes
revisitar, de forma ordeira, as paragens, 452 devem ser persistentes, autonomos
caso necessitem de completar ou finalizar e cooperativos. Para além disso,
alguma resolugdo. devem ter consciéncia de que,
enguanto trabalham, outros
!'L; visitantes também estdo a trabalhar
A “Galeria 452" é uma experiéncia interativa e imersiva, o que significa e esforcar-se para manter um
que 0s visitantes podem e devem interagir com as obras, desde que ambiente organizado e pouco
deixem cada paragem como a encontraram inicialmente. barulhento.

Quando a exposicao encerrar, 0s visitantes devem entregar todo o seu trabalho e todos os seus registos devidamente
identificados e organizados, contendo o nome do grupo e 0 nome da obra em cada resolucdo.

Figura 2 - Dinamica da Galeria 452

Esta intervencdo pedagdgica passou pela criagdo de uma galeria que contou com a
concretizacdo de duas exposicdes realizadas no 2.° periodo. Para proporcionar, aos
alunos, a exploracdo de cada exposigao, precisaria de uma aula de 50+50 minutos, o
gue nao causou qualquer constrangimento no normal funcionamento das aulas, dado

que esta atividade facilmente se integrou em aulas destinadas a consolidagdao e/ou
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reforgo de topicos ja abordados. Deste modo, acabei por recolher dados de oito tarefas
diferentes, mas decidi apenas analisar seis delas, selecionando apenas trés tarefas de
cada exposicado. Esta selegao derivou de dois motivos: da analise dos dados e do
enunciado das tarefas. Ao analisar os dados, percebi que havia tarefas cujas resolugdes
produziram dados repetitivos e que iriam resultar numa analise repetitiva e redundante.
Para além disso, teve-se também em conta o enunciado apresentado, excluindo-se as
duas tarefas que menos desafio proporcionavam, isto €, alinhadas com a maioria das
tarefas que eram propostos e resolvidos nas aulas, simples e com pouco espago para
diferentes tipos de resolugao. A indicagao das tarefas que foram excluidas da analise é
feita no fim de cada item seguinte, que apresenta as tarefas de cada exposicdo da

galeria.

No final de cada exposicao, fez-se uma apuracao de percepcdes dos alunos acerca da
atividade e, depois de alguns dias e de uma sumaria andlise das produgdes feitas pelos
alunos, fizeram-se algumas corregdes, evidenciando erros comuns, esclarecerendo
duvidas e mostrando varios processos de resolucao para as tarefas propostas. Segue-
se a apresentacdo das tarefas que compuseram as duas exposicoes realizadas na
Galeia 45°.

3.2.1. | Exposicao na Galeria 452 — Uma sucesséo de tarefas

A primeira exposi¢cao ocorreu a 20 de fevereiro de 2025 e teve por base o tema das
sucessodes, que era o tema que estava a ser desenvolvido no momento da intervencao.
Para uma melhor contextualizacao, é de referir que esta exposicao foi realizada numa
aula anterior a realizagao do teste, pelo que serviu como aula de refor¢o para esse

momento de avaliacéo.

A primeira exposicdo, intitulada de Galeria 45°: Uma sucesséo de tarefas (Figura 3),
envolveu os visitantes numa exploragédo sobre o conceito de sucessdes matematicas,

destacando generalidades inerentes a essas fungdes. A escolha das tarefas baseou-se

26



FCUP | 27
O papel das representagdes matematicas na realizagéo de tarefas:
um estudo com alunos do 11.° ano de escolaridade

no tipo de representagdes que o seu enunciado oferecia e/ou na possibilidade que

tinham em ser reformuladas e deste modo exibir representagdes diferentes.

Galeria 45

Uma sucessiio de tarefas

Figura 3 - Imagem projetada no quadro na primeira exposi¢do

Como ja foi referido, cada exposigdo integrou quatro obras de arte, ou seja,
proporcionou, aos alunos, a exploragdo e resolugdo de quatro tarefas. Segue-se a

apresentacéo das tarefas que integraram a Galeria 45%: Uma sucesséo de tarefas.
Tarefa 1 — E de queimar os neurénios...

Nesta paragem, para além do enunciado e etiqueta (Figura 5), os visitantes tiveram a
oportunidade de interagir com uma sequéncia formada por fésforos e contactarem com

representagdes fisicas e simbdlicas (Figura 4).

Figura 4 - Apresentagado da obra E de qUeimar 0S heuronios...
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/Acima, estd uma representacdo dos trés primeiros termos de uma sucesséo\

(pn). O termo geral p,, € igual ao nimero de fosforos utilizados na construcao
da figura de ordem n.

1) Indica o valor de:
a. Ps b. Po

2) Define por recorréncia a sucessao p,,.

3) Determina o termo geral da sucessao t,,, cujo termo geral é igual ao

\ nimero de tridngulos formados pelos fosforos na figura de ordem n./

E de queimar os neurénios...
esmttor' 2025

Escultura de fosforos

Figura 5 - Enunciado e etiqueta da obra E de queimar os neurénios...

Tarefa 2 — Pontos e linhas

Nesta paragem, o enunciado da tarefa era complementado por quatro figuras
geométricas (quadrado, pentagono, hexagono e heptagono) onde estavam assinaladas
as suas respetivas diagonais (Figura 6). Assim, para além das representacdes
simbdlicas presentes no enunciado (Figura 7), os alunos puderam contactar com

representacdes visuais.

Figura 6 - Apresentacgéo da obra Pontos e linhas
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. - 24n-2 , , ’ ,
Seja d, a sucessao em que o termo geral d,, = % representa o nimero de diagonais do poligono

convexo com n + 2 lados.

Nota: Dado um poligono convexo, o segmento de reta que une dois vértices ndo consecutivos é uma
diagonal.

1) Quantas diagonais tem um octégono?
2) Determina o nimero de lados do poligono com 90 diagonais.
3) A Joana construiu um poligono e contou as diagonais. De seguida, construiu outro poligono com

mais um lado e verificou que tinha mais 18 diagonais do que o anterior. Determina o nimero de
lados de cada um dos poligonos construidos pela Joana.

Pontos e linhas
antor, 2025
Arte digital

Figura 7 - Enunciado e etiqueta da obra Pontos e linhas

Tarefa 3 — A dobrar é que a gente se entende

Nesta paragem, os alunos deparavam-se com uma folha A4 dobrada a meio (Figura 8),
0 enunciado da tarefa integrava um texto que descrevia uma sequéncia, contendo

apenas representagdes verbais (Figura 9).

A dobrar é que a
‘entende! i~
i

PR

Figura 8 - Apresentacgao da obra A dobrar é que a gente se entende!
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Considera uma sucessao criada a partir de
dobragens de vérias folhas A4, obedecendo a
seguinte lei de formacao:

- A primeira folha é dividida ao meio e uma das Designa por a, a sucessdo das areas da
metades ¢ pintada. superficie colorida, sendo a, a érea da

- A segunda folha é dividida como a primeira e a superficie colorida na figura de ordem n.

metade que na primeira folha foi pintada, é
dividida ao meio na direcdo perpendicular a

o o 1) Representa e determina os quatro
ultima divisao. Pinta-se uma das novas metades.

primeiros temos desta sucessao.
- Na terceira folha repetem-se as divisdes da

folha anterior e a metade que na segunda folha 2) Define a sucessao a,, por recorréncia.
foi pintada, € dividida ao meio na diregdo

perpendicular a dltima divisdo. Pinta-se uma das 3) Escreve o termo geral da sucessdo a,.
metades.

4) A sucessdo é limitada? Justifica por
dois processos diferentes.

- Para cada nova folha, faz-se mais uma divisdo
gue na figura anterior, seguindo sempre o
mesmo padrdo. Repete-se este processo
infinitamente, formando uma sequéncia de
figuras coloridas.

A dobrar é que a gente se
entende!
Art(v—1)sta, 2025

Arte em papel

Figura 9 — Enunciado e etiqueta da obra A dobrar € que a gente se entende!

Tarefa 4 - WWW

Nesta ultima paragem, apenas o enunciado era exposto, sem nenhum outro elemento
de auxilio (Figura 10). O enunciado apresentava uma sucessado e trés questdes
referentes ao seu estudo, nomeadamente para verificar se um ndimero era termo da
sucessao, averiguar se a sucessao era limitada e estuda-la quanto a sua monotonia
(Figura 11).

Figura 10 - Apresentagdo da obra WWW
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. o~ 3n—-2
Considera a sucessao w, = —-

1) Estuda a sucessdo w,, em relagdo a monotonia.

2) Verifica se 41 é termo da sucessao.
WWW

3) A sucesséo w,, é limitada? Justifica. ¥nénim0, 2025
Impressao

Figura 11 - Enunciado e etiqueta da obra WWW

Depois da concretizacao da galeria e alguma reflexao, o critério de selec¢ao utilizado ndo
pareceu ser o melhor, ja que desta maneira estava-se, de certa forma, a conduzir os
alunos a usar uma representacao especifica. Assim, para a concretizacdo da segunda
exposicao na galeria houve uma preocupacédo em melhorar a selegcédo e adequacéio das

tarefas.

Desta exposicdo, e para o presente estudo, irei apresentar a analise dos dados
provenientes apenas das primeiras trés tarefas, tendo dispensado a analise da tarefa 4,
a obra WWW. Esta tarefa oferecia pouco espaco para diferentes resolugdes e as
perguntas eram familiares aos alunos, tendo as suas resolugbes mostrado processos
demasiado mecanizados para resolver este tipo de questdes. Ademais, todos os grupos
fizeram resolu¢des semelhantes e com recurso a representagdes ja usadas nas outras

tarefas.

3.2.2. Il Exposicao na Galeria 452 — Limite, progresséo, agéao!

A segunda exposicéo designada por Galeria 45°: Limite, progressdo, ac¢éo! (Figura 12),
teve também as sucessdes como tematica, uma vez que no momento da sua realizagao
era ainda o tema em estudo. Contudo, a exposi¢ao oferecia, agora, através das suas
obras de arte, questdes relacionadas com progressdes aritméticas, progressdes
geométricas e com limites de sucessdes. Foi realizada a 3 de abril de 2025, ou seja, no
ultimo dia de aulas do 2.° periodo, uma aula que estava reservada a entrega e corre¢ao
dos testes e autoavaliagao, pelo que o tempo de aula teve de ser distribuido entre essas

tarefas e a exposicao.
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Figura 12 — Imagem projetada no quadro na segunda exposigéo

A dindmica deste segundo momento foi semelhante a da exposi¢cao anterior, porém
sofreu algumas modificagdes. A principal alteragéo foi o tempo dado aos grupos para
resolverem cada tarefa. Enquanto na primeira exposicao, tiveram 20 minutos para
resolver cada tarefa, nesta segunda, usufruiram apenas de 15 minutos, uma vez que,
como ja foi referido, esta aula contou também com o desenvolvimento de outras
atividades. Como o tempo destinado a resolugao de tarefas foi menor, optei por reduzir
0 numero de questdes por tarefa. Enquanto na primeira galeria cada tarefa tinha trés ou
quatro alineas, nesta segunda, as tarefas tinham entre duas a trés questdes. Para além
desta alteracao, requisitou-se aos alunos que organizassem melhor os seus registos,
escrevendo a lapis apenas 0s seus rascunhos e a caneta todas as suas resolugdes e

respostas finais.
Passo a apresentar as quatro tarefas escolhidas para esta exposicao.
Tarefa 1 — Mentira espalhada, escola fechada

Nesta obra, o enunciado nao tinha qualquer elemento de apoio (Figura 13). O enunciado
da tarefa 1 continha representagbes verbais, uma vez que integrava um texto
descrevendo uma situagcdo que pode ser traduzida por uma progressdo geométrica
(Figura 14). Ademais, as representagdes contextuais também surgiam, pelo facto de

envolver uma situac&o do quotidiano.
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Figura 13 - Apresentacéo da obra Mentira espalhada, escola fechada

Numa segunda-feira as 10h da manh3d, numa escola com 4095 alunos, uma
mentirosa decidiu comecar a espalhar o rumor de que a escola iria encerrar no
periodo da tarde e que poderiam ir para casa. Dez minutos depois, ela comeca a
divulgar a mentira, contando-a a dois colegas e, dez minutos depois, cada aluno

tinha transmitido a outros dois colegas.

Admitindo ser possivel que isto se repita sucessivamente no mesmo espaco de
tempo, e que os alunos tenham acesso a esta informac&o uma Unica vez:
1) As 10:30h, quantos alunos ouviram que a escola ia fechar?

2) Chegada a hora do almocgo, todos os alunos tinham ido para casa. Mostra que

as 12h todos os alunos da escola ja tinham ouvido a mentira.

Mentira espalhada, escola
fechada
M3ntlr0sv, 2025

Impressao

Figura 14 - Enunciado e etiqueta da obra Mentira espalhada, escola fechada

Tarefa 2 — A cavalo dado ndo se olha o dente

Esta obra nao continha qualquer elemento complementar a tarefa (Figura 15). O
enunciado desta tarefa continha maioritariamente representagdes verbais, um texto

descritivo de uma situacao (Figura 16). Para além disso, também estavam presentes as
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representagcdes contextuais, uma vez que contempla uma situagao da vida real que é

necessario ter em conta para ser resolver a tarefa.

Figura 15 — Apresentacéo da obra A cavalo dado néo se olha o dente

Numa feira de agricultura, o Sr. Pedro, negociante de cavalos, pedia por
um cavalo puro-sangue a quantia de 4 000 000 euros. O Sr. Jodo estava
muito interessado em comprar o cavalo, mas considerava o prego muito
elevado.

0 Sr. Pedro propos-lhe, entdo, o seguinte negdcio:

«0 cavalo tem 4 ferraduras, e cada uma delas tem 8 cravos. 0 5r. Jodo
da-me um céntimo pelo primeiro cravo da ferradura da pata dianteira
esquerda; dois céntimos pelo segundo cravo da mesma ferradura, e
assim sucessivamente, duplicando sempre, até ao oitavo cravo dessa
ferradura, pelo qual me da 1,28 euros.

Repare: pelos oito cravos da ferradura desta pata, o Sr. Jodo paga-me
2,55 euros. Barata a feiral

Continuemos para os outros cravos. Pelo primeiro cravo da pata
dianteira direita, o Sr. Jodo da-me 2,56 euros, isto €, o dobro do valor do
oitavo cravo da pata dianteira esquerda, e assim sucessivamente,
duplicando sempre, até se terem esgotado os 32 cravos das ferraduras
do cavalo.

0 Sr. Jodo aceita pagar-me, por este cavalo, a quantia total do valor dos
cravos das ferraduras?»

1) Verifica que o wvalor total dos cravos da ferradura da pata
dianteira esquerda € de 2,55 euros, tal como o Sr. Pedro refere.

2) Ajuda o Sr. Jodo a decidir se deve pagar o valor pedido
inicialmente ou se deve aceitar a proposta feita pelo Sr. Pedro.
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A cavalo dado, ndo se olha o
dente

Fer?ador, 2025

Arte digital

Figura 16 - Enunciado e etiqueta da obra A cavalo dado néo se olha o dente

Tarefa 3 — Nao percas o fio a meada!

Nesta paragem, para além do enunciado e da etiqueta, na mesa estava um papel com
um fio verde que representava uma linha poligonal, construida segundo o que constava
no enunciado (Figura 17). Este enunciado continha representagdes simbdlicas e ativas
(Figura 18).

Figura 17 - Apresentacéo da obra Nao percas o fio a meada!

A linha poligonal que vés acima construiu-se comecando com o segmento
[41,A,] e cada segmento seguinte mede menos 3 cm do que a medida do
segmento anterior.

Considera a sucessdo c¢,, cujo termo geral ¢, € o comprimento da linha
[An:An+1]-

1) Define por recorréncia a sucessao c,.

2) Averigua se a sucessao c¢,, € uma progressao aritmética ou geométrica. Indica
a sua razao e termo geral.

3) Determina o comprimento do fio.

N /
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N&o percas o fio a meada!

escuttora_ 2025

Escultura de fio

Figura 18 - Enunciado e etiqueta da obra Ndo percas o fio a meada!

Tarefa 4 — Cédigo QR

Nesta paragem, os alunos deparavam-se com o enunciado da tarefa, mas com
nenhuma pergunta (Figura 19). O enunciado desta obra continha representagdes
simbdlicas (Figura 20) e, para acederem e responderem as perguntas, teriam de
digitalizar um codigo QR que os direcionava para um formulario criado para o efeito
(Figura 21).

Num teste laboratorial, so feltaw contagens do
nUmero de bactérias, em mithares, de duas coldnias
e R Na n-éuma contagem apds o inicio da
os dados,

ros  sho

Figura 19 - Apresentacéo da obra Cédigo QR

Num teste laboratorial, sdo feitas contagens do
nuimero de bactérias, em milhares, de duas coldnias
Q e R. Na n-ésima contagem apds o inicio da
experiéncia, esses nlmeros sao dados,

respetivamente, por:
Cédigo QR
=2 InforMATico, 2025
s Arte digital

Figura 20 — Enunciado e etiqueta da obra Cédigo QR
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No decorrer do teste, o numero de hactérias de cada coldnia foi aumentando ou diminuindo? *
Justifica a tua resposta.

Texto de resposta longa

Ha alguma contagem onde o numero de bactérias da colénia Q seja igual aoc numero de
bactérias da colénia R? Se sim, indica qual.

Texto de resposta longa

Se o teste laboratorial se prolongasse por tempo indefinido, e admitindo que as expressées  *

para Qn e Rn continuavam vélidas, o que aconteceria a populagéo de cada uma das coldnias?

Texto de resposta longa

Figura 21 - Perguntas da tarefa

Desta vez a escolha destas tarefas sofreu uma melhoria, ja que agora as tarefas nao
foram escolhidas exclusivamente pelo tipo de representacdo que apresentavam no
enunciado, mas também por poderem ser resolvidas por varios caminhos e com a
utilizacdo de varias representagdes. A selecao de tarefas para a segunda exposicao

pareceu mais acertada e adequada ao objetivo da investigagéo.

No caso desta exposicdo, optei por ndo trazer a anélise da tarefa 4, obra Cédigo QR. A
semelhanca da outra tarefa que nao foi considerada para analise, também esta nao

trouxe dados diferentes das primeiras tarefas, evitando-se assim a repeticdo de ideias.

No final deste relatério, nos Anexos 2, 3, 4, 5, 6 e 7, encontra-se uma proposta de

resolugao para cada uma das tarefas que integraram a galeria e trago para analise.
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4. Métodos e procedimentos de recolha de

dados

Neste capitulo apresentam-se os processos de recolha e analise dos dados.
Comecando por caracterizar a natureza da investigacao, descrevem-se os participantes
deste estudo e esclarecem-se as op¢des tomadas para a dindmica de trabalho. Indicam-
se, justificando, os métodos e procedimentos de recolha de dados, passando por uma
apresentacdo e fundamentagdo dos instrumentos utilizados para fazer essa recolha. E
descrito o processo de analise dos dados e finaliza-se com a explicagao da forma como

foram acauteladas as questdes de natureza ética associadas a este estudo.

Este estudo segue uma metodologia qualitativa interpretativa (Amado, 2014; Carmo &
Ferreira, 2008), adequada ao objetivo do mesmo, visto que o foco da investigagao é
compreender o papel das representacbes matematicas na realizacao de tarefas, tanto
na sua presenca no enunciado como nas resolucdes dos alunos. E um trabalho que ndo
tem como objetivo confirmar conjeturas previamente definidas, sendo orientado para a
descoberta, estudo e analise de dados recolhidos para tirar conclusdées (Carmo &
Ferreira, 2008). Durante a intervengdo pedagdgica previamente detalhada, recolhi
dados de natureza qualitativa, ndo com o objetivo de avaliar o conhecimento matematico
dos alunos, mas sim verificar a utilidade que dao as diferentes representagdes
matematicas e a influéncia que a sua presenca nos enunciados pode assumir, ou nao,

nos seus processos de resolucao.

No que toca aos participantes deste estudo, todos os 16 elementos da turma do 11.°
ano de escolaridade, onde decidi desenvolver a minha intervencdo pedagdgica
concordaram em colaborar. Deste modo, a turma foi dividida em quatro grupos de quatro
elementos, deixando a sua formacao ao critério dos alunos. Decidi ndo ser eu a fazer
0s grupos e deixa-los ter essa liberdade para que houvesse um bom ambiente em cada
grupo e pudessem ficar com quem achassem que trabalhavam melhor. Como o principal
objetivo desta investigagado néo é analisar a resolugéo de tarefas numa perspetiva de
averiguar a sua validade e se as respostas estdo corretas, achei por bem deixa-los
escolher os parceiros de grupo para que pudessem estar a vontade para debater,
apresentar e explicar o seu pensamento. Ter uma boa relagdo com quem trabalhamos
€ o ponto de partida para se ter um ambiente onde pode haver troca de ideias e
constru¢do de conhecimentos em conjunto, dai ter priorizado um bom ambiente entre o

grupo, em detrimento da preocupagao em formar grupos heterogéneos. Que se note
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que, ndo me ter preocupado com a formagao dos grupos ndo implica que os grupos
tenham ficado desequilibrados. Além disso, deviam também dar um nome ao seu grupo,
de preferéncia com relacdo a matematica. Assim, surgiram os quatro grupos
participantes desta investigagdo: Grupo Casa do Pitagoras (CP); Grupo « («); Grupo ©

(); e Grupo Babilénia (B).

O Grupo Casa do Pitagoras era formado por trés rapazes e uma rapariga (CP1, CP2,
CP3, CP4). A nivel de aproveitamento, eram um grupo de alunos bons/medianos, que
de um modo geral assumiam uma postura de curiosidade, esforco e persisténcia para
os desafios que lhes eram propostos. O Grupo a era formado por duas raparigas e dois
rapazes (a1, a2, a3, a4). A nivel de aproveitamento, eram alunos fracos/medianos,
porém nao desinteressados e que procuravam resolver as tarefas propostas, revelando
interesse em compreender os processos que permitem chegar as respostas. O Grupo
m, formado por trés raparigas e um rapaz (n1, n2, ©3, m4), era no geral um grupo fraco,
destacando-se apenas uma das alunas por ter um bom aproveitamento e ser mais
empenhada, colocando as suas duvidas e justificando tudo o que faz. Por fim, o Grupo
Babilénia era formado por trés raparigas e um rapaz (B1, B2, B3, B4). Neste caso, duas
das raparigas eram alunas de muito bom aproveitamento, a outra apresentava bom
aproveitamento e o rapaz era um aluno fraco. Apesar disto, os quatro elementos eram

interessados e esforcados, mostrando uma atitude positiva face a matematica.

A recolha de dados foi um processo que envolveu mais do que um instrumento para
esse efeito, visando a minimizagao da perda de informagdes e a garantia de uma maior
abrangéncia de dados (Carmo & Ferreira, 2008). Dada a natureza qualitativa deste
estudo, o seu objetivo em questdo, bem como as suas questdes de investigagao, e a
dinamica da intervengdo pedagdgica, ndo era adequado recolher apenas os produtos
finais para analise, neste caso, recolher apenas as produgbes escritas dos alunos, era
também imprescindivel observar e recolher momentos e interagbes dos alunos, para
uma subsequente analise mais aprofundada (Sa et al., 2021). As produgdes escritas
dos alunos sao “fontes de férteis descricdes de como as pessoas que produziram 0s
materiais pensam” (Bogdan & Biklen, 1994, p. 176), mas nem sempre sao suficientes
para uma analise aprofundada. Portanto, foram também empregues registos
fotograficos, com o objetivo de “lembrar e estudar detalhes que poderiam ser
descurados se uma imagem fotografica ndo estivesse disponivel para os refletir’
(Bogdan & Biklen, 1994, p. 189). A recolha das produgdes escritas dos alunos € um dos
pilares deste estudo qualitativo podendo servir como substituto de registos que o

investigador nao pbéde fazer (Vale, 2001). Os registos fotograficos, embora benéficos,
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acarretam riscos que podem comprometer os resultados, como, por exemplo, provocar
uma mudanga no normal comportamento dos participantes do estudo (Bogdan & Biklen,
1994). Para além destas duas fontes de dados, foram também realizadas gravagdes em
audio, de forma a facilitar o trabalho de recolha de dados (Amado, 2014). Embora este
tipo de método de recolha de dados esteja comummente associado a entrevistas,
também pode ser usado fora delas e, apesar de ser uma fonte de dados confiaveis e
precisos, pode tornar o trabalho de analise moroso, implicando a escuta e transcricao
de grandes ficheiros audio, para além de nao adquirir informacgéo nao verbal que pode
ser importante (Sa et al., 2021). Deste modo, ao longo das duas galerias foram
recolhidos dados a partir de trés instrumentos: produgdes escritas dos alunos;
gravagdes em audio das interagbes dos alunos por grupo; e registos fotograficos de

momentos em aula.

A observacao foi também um método de recolha de dados importante neste estudo,
sendo algo inerente ao duplo papel de professor-investigador que tomei ao conduzir
este estudo (Bogdan & Biklen, 1994). Apesar de n&o apresentar neste relatério
evidéncias explicitas deste método, foi a observagao e o contacto com os alunos que
me permitiram perceber quando deveria intervir e ajuda-los no que fosse necessario.
Nao senti necessidade de fazer notas de campo, visto que o registo das interagdes entre

os alunos estava garantido pelas gravacdes em audio.

A recolha das producbes escritas dos alunos ocorreu no final de cada momento da
intervengdo pedagodgica e foi reunido tudo o que construiram para apresentar uma
resolucao e resposta a cada tarefa. Os registos fotograficos foram efetuados durante a
realizacdo de cada galeria, por mim préprio. J& as gravagbes em audio, ocorreram
durante a concretizagao das tarefas, gravando as interagdes entre os membros de cada
grupo. Foi pedido a cada grupo que colocasse um telemével a gravar, em formato audio,
todos os momentos em que estivessem a trabalhar, para posteriormente me enviarem.
Recorreu-se a notacao (Aula, CP), (Aula, «), (Aula, ) e (Aula, B) para identificar os
discursos dos alunos dos diferentes grupos que foram obtidos, através de gravagdes

audio, ao longo das varias aulas.

De modo a verificar que papéis tomavam as representagdes utilizadas pelos alunos e
se a escolha dessas representagdes era influenciada pelo enunciado da tarefa, recolhi
e analisei o seu trabalho escrito, isto é, as resolugbes das tarefas que foram propostas.
Com arecolha destas producgdes, esperava-se observar e analisar as escolhas tomadas
pelos alunos a nivel representacional, procedendo a uma identificagdo das

representacdes utilizadas e posterior andlise da sua finalidade. Para além disso, com
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este tipo de registos ja se esperava ser possivel tirar algumas conclusdes acerca da
influéncia que as representacdes presentes no enunciado tém na escolha das
representacdes a utilizar na resolucédo das tarefas. Analisar as produg¢des dos alunos
iria permitir recolher alguns dados para tirar conclusbées acerca das duas questdes de
investigagao, contudo aliou-se a este tipo de dados as gravagdes em audio dos dialogos

dos alunos.

Através das gravacdes em audio, foi-me facilitado o processo de compreenséo dos
papéis desempenhados pelas representacdes utilizadas pelos alunos, tendo sido
essenciais para conseguir ter uma compreensao mais aprofundada do que ocorreu em
cada grupo, ja que seria impossivel estar presente nos quatro grupos constante e
simultaneamente. Posteriormente, e referente a ambas as galerias, estes audios foram-
me enviados, para que pudesse ouvi-los e tirar a informacao relevante para este estudo.
A utilizagao deste tipo de instrumento de recolha foi essencial para conseguir realmente
entender as intengdes e objetivos dos alunos na escolha e utilizagao das representagdes
adotadas, para além de ter produzido dados mais fiéis e verdadeiros, evitando o
enviesamento ou omissdao de dados que poderia acontecer, por exemplo, se tivesse

optado por recorrer exclusivamente a notas de campo (Carmo & Ferreira, 2008).

Os registos fotograficos serviram para ilustrar cada momento da intervengao
pedagogica, bem como a utilizagdo de representagdes por parte dos alunos. Este tipo
de instrumento de recolha mostrou-se util para evidenciar o trabalho dos alunos e
fornecer uma representagao visual do que foi feito por eles, enriquecendo e

corroborando a informacgao transmitida pelas gravagdes em audio.

Para ambas as questdes de investigacao, a analise dos dados passava por primeiro
identificar o tipo de representacdes usadas pelos alunos nas suas resolugdes. Assim, a
classificagdo das representagcdes seguiu 0 modelo apresentado no capitulo 2 deste
trabalho, de Lesh et al. (1987), tendo sido consideradas as: representagdes verbais;
representagdes visuais; representagdes fisicas; representagbes contextuais; e
representagdes simbodlicas. Para as representac¢des verbais, considerou-se tudo o que
envolvia o uso de palavras e frases. Nas representagbes visuais, procuraram-se
imagens, figuras, esquemas, desenhos e graficos. Ja as representacdes fisicas,
englobavam os casos em que havia manipulagdo de objetos. As representagdes
contextuais referem-se ao uso da realidade e da articulagdo entre a matematica e o
quotidiano para explicar ou interpretar uma situagdo. Por fim, as representagdes
simbdlicas envolviam os casos onde aparecia notagdo e simbologia propria da

matematica.
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No caso da primeira questao de investigacao, procedi a uma categorizagado dos papéis
que as representacdes tomam nas resolucdes dos alunos. Neste processo, efetuei uma
analise dos dados recolhidos e inspirado nas ideias avancadas por Stylianou (2010),
quando apresenta quatro papéis que as diferentes representacdes podem assumir para
facilitar o processo de resolucdo de tarefas, defini as 6 categorias que passo a
apresentar: (i) interpretar e compreender a situagao; (ii) traduzir/visualizar informacéao
do enunciado; (iii) explorar e definir uma estratégia para encontrar a resposta; (iv)
explicar/justificar o processo de resolugado; (v) apresentar resposta; (vi) confirmar

resultados.

Quanto a segunda questdo de investigacéo, pretendia-se analisar se havia alguma
relacdo entre as representagdes presentes no enunciado com as representacoes
utilizadas pelos alunos. Para tal, verificou-se as representacbes que cada tarefa
apresentava e procurou-se alguma relagao entre essas e as utilizadas pelos alunos nas
suas resolugdes, nomeadamente, se a presenga de uma figura no enunciado tinha
algum efeito nas representagdes que surgiam na resolugéo, ou se a disponibilidade de

representacdes ativas fazia com que os alunos se apropriassem delas.

Analisar os dados foi um processo desenvolvido em varias fases e de forma indutiva, “o
que significa que as categorias, temas e padrées surgem a partir dos dados” (Vale,
2001, p. 14). Numa primeira fase, imediatamente apds cada galeria, analisaram-se as
producdes escritas dos alunos numa perspetiva de enumerar as representacdes
utilizadas. Numa fase posterior a ambas as galerias, quando todos os dados ja haviam
sido reunidos, analisaram-se as produgdes escritas numa perspetiva de entender as
funcionalidades de cada representagao na resolucido. Para tornar esta analise mais
completa, ouviram-se os audios de cada grupo para apurar a utilizagado de outras
representacdes que possa nao ter ficado explicita nos registos entregues, como também
para fazer a transcricdo de dialogos relevantes. Por fim, compararam-se todos os
resultados analisados com os enunciados das tarefas e as representacbes nelas
presentes, para verificar se havia alguma relagao e, assim, dar resposta a segunda

questao de investigagéo.

Previamente ao inicio deste estudo, foi solicitado aos encarregados de educagao dos
alunos da turma em questao que permitissem a participacao dos seus educandos nesta
investigagdo, bem como autorizassem a recolha de dados referente ao trabalho
desenvolvido por eles. Para tal, foi enviado um consentimento informado (Anexo 1) onde
estava enfatizada a importancia do aluno neste estudo e esclarecido que a sua

participacao seria voluntaria, anénima, passivel de desisténcia e em nada interferiria
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com a sua avaliagado na disciplina de matematica A. Felizmente, toda a turma teve
autorizacao para participar deste trabalho e, assim, todos os 16 alunos colaboraram

nesta intervencao pedagdgica.
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5. Apresentacao e discussao dos resultados

Neste quinto capitulo, apresentam-se os resultados desta investigacao, que permitirdo
responder as questdes de investigacao inicialmente propostas. Estes resultados séo
interpretados e discutidos tendo por base as ideias apresentadas no enquadramento
tedrico deste relatério. Este capitulo esta bipartido, estando reservado um item para
cada um dos momentos de intervencao pedagdgica, isto €, cada uma das exposi¢des

realizadas, cada uma também dividida em quatro itens, um para cada obra de arte.

5.1. Exposicdo Uma sucesséo de tarefas

51.1. E de queimar os neurénios...

Nesta paragem, a tarefa proposta (Figura 22) integrou a tematica sucessdes e teve
como objetivos de aprendizagem reforcar a resolugcdo de problemas envolvendo
sucessdes, promovendo especialmente a modelacdo de situagbes em sucessodes.
(Ministério da Educagéo, 2018).

/Acima, estd uma representacdo dos trés primeiros termos de uma sucesséo\

(p,). O termo geral p,, € igual ao nimero de fosforos utilizados na construcao
da figura de ordem n.

1) Indica o valor de:

a. Ps b. Dg

2) Define por recorréncia a sucessao p,,.

3) Determina o termo geral da sucesséo t,,, cujo termo geral € igual ao

\ numero de tridangulos formadas pelos fasforos na figura de ordem n./

Figura 22 - Enunciado da obra E de queimar os neurénios...

Na tarefa em questdo, para além de uma série de questbes, os alunos eram
confrontados também com varias figuras feitas de fosforos. Estas figuras seguiam uma
certa lei de formacéo, e a tarefa girava em torno da sucesséo cujo termo geral era igual
ao numero de fosforos utilizados na construgdo de cada figura. A primeira alinea pedia

que indicassem os 5.° e 9.° termos da sucessao, a segunda alinea que definissem esta

44



FCUP
O papel das representagdes matematicas na realizagéo de tarefas:
um estudo com alunos do 11.° ano de escolaridade

sucessao por recorréncia e a ultima alinea solicitava que encontrassem o termo geral
de uma outra sucessao, cujo termo geral traduziria o niumero de tridngulos formados

pelos fésforos em cada figura.

“Esta é facil, adicionas sempre mais 2” (Aula, CP3), assim comecgou a resolugdo do
grupo Casa do Pitagoras. Por observacgao das construgdes que Ihes eram apresentadas,
conseguiram compreender o comportamento da sucessao. Na resolugdo da primeira
alinea desta tarefa (Figura 23), o grupo comecou por escrever todos os termos da
sucessao até ao 9.° termo, para encontrar os termos pedidos na questao, utilizando uma
representacao visual que os permitiu identificar e sinalizar 0 5.° e 9.° termo da sucessao,
mostrando o seu processo de resolugio. Para além disso apresentaram a resposta a
esta alinea utilizando notacgao propria da matematica que indicava o valor de ambos os

termos pedidos, usufruindo das representagdes simbdlicas.

£ de queirror o5 reudos . .
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Figura 23 - Resolugdo do grupo Casa do Pitagoras a primeira alinea

Na segunda alinea, o grupo apenas apresentou a sua resposta final, sem justificagao,
definindo corretamente a sucessao p, por recorréncia (Figura 24), com recurso a
representacoes simbolicas que, para além de servirem para apresentar a resposta final,
também foram uteis para confirmar se a resposta a primeira alinea estava correta, ja
que se ouve um dos membros do grupo dizer “faz isso no termo 1,2 e 3 para ver se esta
certo” (Aula, CP2).
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Figura 24 - Resolugéo do grupo Casa do Pitagoras as segunda e terceira alineas
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Na dltima alinea, apresentam o termo geral da sucessdo pedida utilizando
representacgdes simbdlicas e recorrem também a representagdes verbais para explicar
que nesta sucessao cada termo era obtido somando 1 ao termo anterior. Este tipo de

representagao serviu este grupo na justificagado do seu processo de resolugio.

E de se notar que o grupo Casa do Pitagoras considerou a tarefa mais facil, devido a
presenga das constru¢cdes, mas néo parece ter havido um grande proveito dessas
representacgdes fisicas, isto é, se ao invés das construgdes fosse apresentada apenas
uma imagem que retratasse essa situacdo, provavelmente ndo haveria grandes

diferengas nas resolugdes deste grupo.

Nos registos elaborados pelo grupo Babilonia encontram-se representagées simbdlicas
e verbais. Na primeira alinea reconheceram que a sucessao se formava recursivamente
somando sempre 2 aos termos para encontrar o termo seguinte e fizeram o célculo dos
9 primeiros termos da sucessdo, tendo este grupo usufruido das representacdes
simbdlicas para explorar uma estratégia para encontrar a resposta e apresenta-la

através de notacao prépria (Figura 25).
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Figura 25 - Resolugéo do grupo Babilonia

Este grupo apoiou-se maioritariamente nas representagcdes simbdlicas, tendo

imediatamente procurado uma expressao que traduzisse a lei de formagao das figuras:

B3 - [a ler o enunciado] Representagao dos primeiros trés termos. Sdo os
primeiros trés termos, conta ai quantos tem cada um.

B1-5... 6... 7! 7 palitos no primeiro.

B4-79,11.7,9, 11!
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B3 - E a [sucess3o] dos nUmeros impares.
B4 - Sim. (Aula, Babil6nia)

Esta abordagem meramente analitica, levou os elementos B3 e B4 a considerar que a
sucessao pretendida era a sucessao de termo geral 2n — 1, ou seja, a sucessao dos
numeros impares, ndo tendo em conta que o primeiro termo n&o era 1, mas sim 7 que
era 0 numero de fosforos da primeira figura. Enquanto isto acontecia, o aluno B1

calculava, individualmente, cada termo da sucessao:

B1 — Pronto, esta aqui ja.

B3 — [a calcular 0 5.° termo da sucesséo] E 9 o quinto [termo da sucesso]?

B4 - Sim, 9.

B3 - Como ¢é que é 97

B1 — Oh B4 aqui...

B4 - 2 vezes 5...

B3 — Sim, mas como € que é 9? Porque aqui [nas figuras de fosforos] é 5,
7,9.

B4 - Entdo ndo é monotonal
B3 — Nao monétona, pois...
B1-Nao é 117

B4 — Pode ser ndo monétona, pode repetir-se. (Aula, Babilonia)

Neste dialogo, o aluno B1 ja mostrava estar a pensar corretamente, embora n&o tivesse
sido ouvido pelas restantes colegas do grupo. As alunas B3 e B4 continuaram a insistir

na hipotese de que a sucessao ndo era monaétona:

B1 - O quinto termo vai ser 15.

B4 — Nao.

B1 - Sim! Vai de dois em dois.

B4 — Nao é crescente nem decrescente. Pode ser ndo mondtona, entao
repete os numeros.

B1 - Mas porque isto € 7,9,11, 13, 15...

B4 — N&o tens a certeza, porque tens de achar a sucessao geral.

B1 - Ah ok! Ja percebo o que queres dizer. (Aula, Babilonia)

O aluno B1 nao conseguiu convencer as suas colegas, apesar de estar correto, tendo
até mudado de ideias e acabando por aceitar o que |he foi dito. O uso exclusivo de
representagdes simbdlicas parece ter levado o grupo por uma resolucao errada e talvez

a questdo da monotonia da sucessao se tenha imposto pelo enunciado nio estar claro
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e nao indicar que existia uma lei de formacdo. Tanto na primeira como na segunda
alinea, as representacdes simbdlicas sdo evidentes quando o grupo define a sucessao
descrita no enunciado por recorréncia, embora ndo esteja completamente correto,
sendo este tipo de representagao utilizado para traduzir informagao do enunciado, o

comportamento da sucessao, e, no caso da segunda alinea, apresentar a resposta.

Na ultima alinea, para além das representac¢des simbdlicas utilizadas para apresentar o
termo geral da sucessao pedida, o grupo também aplica representacdes verbais na sua
resolugdo quando clarifica que 2n + 3 significa 3 tridngulos mais dois fésforos e explica
que 2n — 1 é o termo geral da sucessao dos numeros impares (Figura 26). Apesar de a
resolucdo e consequente resposta estarem incorretas, as representagdes verbais

serviram o propoésito de justificar o processo de resolugao.
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Figura 26 - Resposta do grupo Babildnia a terceira alinea

No trabalho apresentado pelo grupo m aparecem representagdes visuais, simbdlicas e
verbais. Na primeira alinea (Figura 27), este grupo comega por descrever os primeiros
trés termos da sucessdo descrita no enunciado, através de notagdo propria da
matematica. De seguida, descobrem também o termo geral desta sucessao e escrevem-
na, para entdo dar resposta a pergunta e determinar os termos de ordem 5 e 9. Assim,
as representagdes simbdlicas tomam um papel importante nesta resolugao, servindo
para traduzir a informacado do enunciado, definir uma estratégia para encontrar a
resposta e apresentar a resposta. Para além disso, as representagdes visuais aparecem
de forma muito subtil nesta resolugéo, quando assinalam que cada termo da sucessao
€ obtido somando 2 ao termo anterior, complementando as representagdes simbdlicas
utilizadas para identificar os primeiros trés termos da sucessdo e ajudando na
interpretacdo da situacdo. Esta informagdo é reiterada através de representacdes
verbais, descrevendo o comportamento da sucessao e a variagdo dos fésforos nas

construcoes.
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Figura 27 - Resolugéo do grupo 7 a primeira alinea

Na segunda alinea apenas representacdes simbdlicas sdo apresentadas quando
definem a sucessao por recorréncia, ainda que de forma incorreta. Ja na terceira alinea

voltam a ser utilizadas representacdes simbdlicas e verbais de forma semelhante ao

que foi feito na primeira alinea, embora nesta nao surjam representag¢des visuais (Figura

28).
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Figura 28 - Resolugéo do grupo

Um aspeto curioso na resolugao deste grupo é a acentuada utilizagcao de frases para

explicar o seu processo de resolugdo, que pode estar associada a minha intervengao:

1 — Professor, ja acabamos.

Investigador — Esta tudo justificado, com respostas, tudo direitinho?
11 — E melhor escrever mais, ndo é?

Investigador — Quero que me identifiquem o grupo, qual é a tarefa e quero

que expliquem como é que fizeram tudo, ok? Como é que pensaram, o que

€ que fizeram para chegar ai.
1 — Ok. (Aula, )
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Apesar de ndo lhes ter indicado exatamente para escreverem frases que explicassem o

seu pensamento, a minha insisténcia fez com que decidissem fazé-lo deste modo.

Também o grupo a usufruiu das representagdes visuais, simbdlicas e verbais (Figura
29). A semelhanca do que aconteceu no grupo anterior, as representagdes visuais
permitiram-lhes visualizar e interpretar a informagcdo do enunciado, conseguindo
concluir, na alinea 1, que cada termo da sucessao obter-se-ia somando 2 ao termo
anterior e, na alinea 3, somando 1. As representacdes simbdlicas aparecem para
apresentar resposta as trés alineas; apenas na Uultima alinea recorreram a
representacdes verbais para explicar o comportamento da sucessao que definiram,

explicando o pensamento e o processo de resolucio.

G 3
€ v quoimar 0%
DOV O%
i 9 A oV >
S -
5 U
- 2
1) Pa=15
bg = 23
i
2.) 01 = f |
on - PP A2
3 5\%____,_..-'“1 4 _~ ° O S0WSSCO  4p Guenentc
AN i AP Lm0 L e Opcimeuro
a2 o ka3 Andnguios. 9
Tormw \‘:'('Ig.f‘n*g Gl 480 ragie SO crae
O #reng opsoni QL & @adG 40deg
GOUTRTN G iy 2 P, P Ovos.

Figura 29 - Resolug&o do grupo a

Adicionalmente, foram utilizadas representagdes fisicas, na manipulagéo de fésforos
para interpretar a situagéo, criar figuras e explorar uma estratégia para encontrar a
resposta: “Nés precisamos de ir buscar os fésforos, eu tenho a certeza que vai sempre
aumentado de 1 em 1” (Aula, a2). Esta aluna optou por ir buscar os fosforos e comecgar
a construir a proxima figura desta sucessdo para tentar compreender a relagao

existente, concluindo que ia aumentando um tridngulo em cada figura. A utilizacao deste

50



FCUP | 51
O papel das representagdes matematicas na realizagéo de tarefas:
um estudo com alunos do 11.° ano de escolaridade

material fisico, permitiu também a essa mesma aluna compreender toda a tarefa e

explicar aos seus colegas uma possivel resolucao para a tarefa apresentada:

a2 — Para cada termo aumenta um ftridngulo. Também porque vai
aumentando 2 coisos [fésforos] e sO precisas de dois... [a mexer com 0s
fésforos nas figuras] Se tu vires agora, se eu adicionar agora este aqui, se
eu so adicionar dois que é o que aumenta a sucessio, formas um coiso
[tridngulo], o que faz sentido!

a3 — [concorda] Hmhm

a2 — A cada dois fosforos, adicionas um triangulo.

a3 - Sim!

a2 — Faz sentido porque a sucessao anterior era...

a3 — Mais 2. (Aula, a)

Quando vi este grupo a utilizar os fosforos (Figura 30), fui a paragem onde se

encontravam para tentar compreender o porqué de o estarem a fazer:

Investigador — O que é que estavas a fazer com os fésforos?

a2 — Estava s6 a confirmar porque agora para a terceira € de acordo com
os triangulos.

a1 — Cada dois fésforos formam mais um tridngulo.

a2 — Portanto a sucessdo aumenta de 1 a 1. (Aula, @)

.
Figura 30 - Uso dos fésforos pelo grupo a

Nesta obra, a utilizagdo de representagdes fisicas foi desconsiderada por todos os
grupos, a excegao do grupo a que aproveitou a presenca dos fésforos na mesa para
confirmar e explicar as suas ideias, permitindo-lhes encontrar um processo de resolugao

para a tarefa proposta.
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5.1.2. Pontos e linhas
Nesta paragem, a tarefa proposta (Figura 31) integrou a tematica sucessbes e

perspetivava reforcar a resolugdo de problemas envolvendo sucessoées. (Ministério da
Educacgao, 2018).

" w n?+n-2 ’ ; ; P
Seja d,, a sucessao em que o termo geral d,, = —, — representa o numero de diagonais do poligono

convexo com n + 2 lados.

Nota: Dado um poligono convexo, o segmento de reta que une dois vértices ndo consecutivos é uma
diagonal.

1) Quantas diagonais tem um octégono?
2) Determina o nimero de lados do poligono com 90 diagonais.
3) A Joana construiu um poligono e contou as diagonais. De seguida, construiu outro poligono com

mais um lado e verificou que tinha mais 18 diagonais do que o anterior. Determina o nimero de
lados de cada um dos poligonos construidos pela Joana.

Figura 31 - Enunciado da obra Pontos e linhas

Nesta paragem, os alunos deveriam responder a trés questdes, tendo varias figuras
disponiveis que acompanhavam o enunciado, que mostravam 4 poligonos com as suas
diagonais. Na primeira alinea, pedia-se que indicassem o numero de diagonais de um
octégono; a segunda alinea desafiava os alunos a encontrar um poligono com 90
diagonais; ja a terceira alinea, pedia-lhes que encontrassem o numero de lados de dois

poligonos, sabendo que um tem mais 18 diagonais do que o outro.

O unico grupo a apresentar uma resposta em forma de desenho foi o grupo Casa do
Pitagoras que, recorrendo a representagdo visual das diagonais de um octégono
descobriu a resposta a primeira questao (Figura 32), defendendo que “um desenho é

uma justificagdo” (Aula, CP1).
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Figura 32 - Resolugéo do grupo Casa do Pitagoras

De facto, as representacdes visuais tomaram um papel fundamental na resolucéo deste
grupo. A abordagem visual ndo foi imediata, tendo um dos elementos do grupo se
queixado da falta de um octégono no enunciado. Ao analisar as diferentes figuras que
0 enunciado apresentava, chegaram a conclusdo de que nenhuma tinha oito lados, ao
que o aluno CP1 reage com, “mas precisamos de um octégono!” (Aula, CP1) e é
rapidamente incentivado por CP3 a desenha-lo. Para além disso, é possivel entender
pela gravacao de audio que as representagdes visuais que foram disponibilizadas aos
alunos junto com o enunciado da tarefa, permitiram ao grupo relembrar o que era uma

diagonal de um poligono.

Primeiramente, depois de desenhar um octdégono, decidiram que o numero de diagonais
seria 0 numero de possiveis conexdes de cada veértice do octdgono com outro vértice,
exceto os casos em que essas conexdes fossem arestas do poligono. Assim,
concluiram que a resposta seria 5 vezes 8, pois cada vértice teria 5 ligagbes possiveis
e sdo 8 os vértices. Porém, com a ajuda do desenho realizado, o CP1 foi capaz de
reconhecer: “ha diagonais que ja foram feitas, ou seja, nao podemos contar outra vez”
(Aula, CP1). Apds este impasse, decidiram analisar melhor o enunciado da tarefa e

repararam na restante informacgao:

CP2 - Nao temos de fazer com o n + 2?

CP3 — E suposto usarmos esta expressao?

CP4 — Pelos vistos...

CP2 - Calma...

CP3 - Vé se consegues entender o que esta ai. (Aula, Casa do Pitagoras)

Comecaram a procurar compreender as representagdes simbdlicas apresentadas no

enunciado e, durante este dialogo, o aluno CP1 estava a tentar alcangar a resposta,
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insistindo nas representacoes visuais. Ao fim de pouco tempo descobriu: “20, tem 20
diagonais!” (Aula, CP1) e os seus colegas, procurando uma maneira de apresentar o
seu pensamento questionaram-no, “e como é que justificas, com o desenho?” (Aula,
CP4). Esta relutancia em utilizar o desenho como justificagédo, aliada a tentativa de
desmistificagdo da sucessao apresentada no enunciado, levou a que o grupo tentasse
resolver a tarefa utilizando o termo geral da sucessao. Fizeram alguma confusdo no
trabalho com as representag¢des simbdlicas, ou seja, numa tentativa de trabalhar com o
termo geral da sucessao, ndao conseguindo obter uma resposta a partir delas, porém
estas serviram para explorar e tentar definir uma estratégia para encontrar uma
resposta. Na impossibilidade de conseguir achar a resposta analiticamente, tornaram a

recorrer ao desenho e concluiram que “desenhando da 20 diagonais” (Aula, CP4).

Adicionalmente, utilizaram representagbes fisicas ao construir um octégono com
fésforos e representar as suas diagonais que, embora ndo tenha funcionado nem sido
util para a resolucao da tarefa, também cumpriu o objetivo de explorar uma estratégia

para encontrar a resposta certa (Figura 33).

Figura 33 - Uso dos fésforos pelo grupo Casa do Pitagoras

Os 20 minutos propostos para a realizacao desta tarefa nao foram suficientes para que
este grupo conseguisse completa-la, tendo utilizado todo o tempo a tentar resolver a

primeira alinea de outra forma e apenas apresentado resposta a essa pergunta.

O grupo Babilénia comegou também por desenhar um octégono, assinalar as suas
diagonais e conta-las, utilizando as representagdes visuais para definir uma estratégia

de resolucao, obtendo, contudo, uma resposta errada. Durante o processo de resolugao
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da primeira alinea, embora ndo o tivessem escrito na folha de resposta, utilizaram
corretamente as representagdes simbdlicas para encontrar o numero de diagonais de
um octogono, procurando confirmar este resultado a partir de representagdes visuais
(Figura 34).

Figura 34 - Uso das representagdes simbc’)licas e visuais pelo grupo Babilénia

A Figura 35 mostra a resolugédo desta tarefa feita por este grupo. Na sua resposta a
primeira alinea, apenas apresentaram uma resposta final, sem qualquer tipo de
justificacdo. J& na segunda e terceira alineas, foram utilizadas representagbes
simbdlicas tanto para justificar o processo de resolugdo, como para apresentar a
resposta, tendo o grupo utilizado regras de 3 simples, uma estratégia inadequada e que

nao Ihes permitiu responder, de forma correta, as questdes apresentadas.
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Figura 35 - Resolugdo do grupo Babilénia

O grupo m utilizou nas trés alineas, as representagdes simbdlicas para apresentar o
processo de resolucdo e trabalhar em torno da sucessao apresentada no enunciado.
Optaram por comegar a sua resolugdo com um desenho de um octégono, mas
chegaram a uma conclusao errada devido a uma ma interpretagdo do que era uma
diagonal do octégono. Quando ficou esclarecido, escolheram calcular o sexto termo da
sucessao apresentada no enunciado e concluiram que esta figura tinha 20 diagonais,
usando assim representagdes simbdlicas para definir uma estratégia para encontrar a
resposta e justificar o processo de resolugcdo. Ainda na primeira alinea, aparece

desenhado um octégono (representagdes visuais), para, em conjunto com
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representagdes simbdlicas, explicar a parte inicial da resolugdo, o porqué de n ser 6

(Figura 36).
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Figura 36 - Resolugéo do grupo 7 a primeira alinea

Ja na segunda alinea, apenas representag¢des simbdlicas sdo empregues, tendo o grupo

identificado imediatamente que a sucessdo do enunciado traduzia o numero de

diagonais

de um poligono, entdo bastava igualar essa expressao a 90 e fazer os

calculos (Figura 37).
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Na terceira alinea, foram aplicadas representagdes simbdlicas para traduzir a
informacao do enunciado, atribuindo a variavel x o nimero de lados de um poligono e
a variavel y o respetivo numero de diagonais (Figura 38). Apos estas definigdes o grupo

avangou com a resolugdo da tarefa, resolvendo um sistema e assim usando
representagdes simbdlicas.
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Figura 38 - Resolugéo do grupo = a terceira alinea

Conseguiram concluir os calculos e determinaram a resposta correta e, apesar de nao
terem tido tempo para completar as suas ideias, parecem ter usado as representagdes
simbdlicas para confirmar o resultado, como pode ser visto na Figura 39. Depois de

chegarem a conclusao que o valor de n tinha de ser 18, parece que iriam substituir esse
valor na expressao para confirmar a sua resposta.
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Figura 39 - Conclus&o da resolugao do grupo w

O grupo a apenas apresentou resolucao as primeiras duas alineas, nas quais empregou
representacdes simbdlicas (Figura 40). Comecou a sua resolu¢do com a ideia de
construir um octégono utilizando fésforos, empregando assim as representagdes fisicas
para explorar uma estratégia para encontrar a resposta, porém rapidamente desistiu.
Depois, prosseguiram com uma analise mais detalhada do enunciado, contando o
numero de diagonais de cada poligono apresentado, apropriando-se assim das
representagdes visuais do enunciado para tentar encontrar um padrao e explorar uma
estratégia para encontrar a resposta. Na primeira alinea, apenas a resposta final foi
apresentada e, embora o processo tenha sido ocultado, foi feito a partir de
representagdes visuais, a semelhanca dos grupos anteriores. Ja na segunda alinea,
reconheceram que tinham “a sucessao, porque sdo as diagonais” (Aula, a1) e, entao,
as representacgoes simbdlicas permitiram aos alunos traduzir o que estava a ser pedido

em linguagem matematica e justificar o seu processo de resolugao.
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Na terceira alinea, apesar de nao terem apresentado nada na folha de resposta, é
possivel constatar, a partir das gravagdes de audio, que foram utilizadas representacdes

simbdlicas para traduzir a informagao do enunciado:

a3 — Escreve, ao invés de estares a pensar, escreve.

a2 — Ou seja um lado igual a mais 18 diagonais?

a4 — Mete x igual a..., sei la, ponto de interrogacgao. (...)

a2 — Tem de ser um poligono com mais de 18 diagonais. E que ainda por
cima aqui esta a dizer que tem mais 18 diagonais do que o anterior, o que
significa que 1 lado adiciona 18 diagonais

a1 - Nao!

a2 — Tem mais 18 diagonais do que tinha o anterior...

al - Fogo...

a2 — Sim... A ndo ser que eu esteja a interpretar esta frase completamente
errada...

a4 — E um poligono com x diagonais, [a ler o enunciado] construiu outro
poligono que tem mais 1 lado e mais 8 diagonais que x. Entdo esse poligono
vai ser x + 18, s6 temos de descobrir o x. (...)

a2 — Mas a cena é que o segundo poligono ndo tem 18 diagonais!

ad — E x + 18! (Aula, )

Nesta obra, as representagdes visuais eram evidentes, através das figuras que o
enunciado apresentava e parecem ter sido aproveitadas por todos os grupos. Para além
disso, foi consensual a representagao visual de um octégono para realizar a tarefa,

embora com diferentes propdsitos.

5.1.3. A dobrar € que a gente se entende!

A Figura 41 apresenta a tarefa proposta na terceira paragem desta exposigéo, cuja
tematica abordada foi novamente sucessoes, tendo como objetivos de aprendizagem a
modelagdo matematica de situagdes reais, para além de reforgar o trabalho com
sucessbes limitadas, definidas pelo termo geral e/ou recorréncia (Ministério da
Educacao, 2018).
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Considera uma sucessao criada a partir de
dobragens de vérias folhas A4, obedecendo a
seguinte lei de formacao:

- A primeira folha é dividida ao meio e uma das Designa por a, a sucessao das areas da
metades ¢ pintada. superficie colorida, sendo a,, a drea da

- A segunda folha é dividida como a primeira e a superficie colorida na figura de ordem n.

metade que na primeira folha foi pintada, é

inidida ao meio na direcdo perpendicular a 1) Representa e determina os quatro
ultima divisao. Pinta-se uma das novas metades. primeiros temos desta sucess3o.

- Na terceira folha repetem-se as divisdes da
folha anterior e a metade que na segunda folha 2) Define a sucessdo a,, por recorréncia.
foi pintada, é dividida ao meio na diregdo
perpendicular a dltima divisdo. Pinta-se uma das 3) Escreve o termo geral da sucessao a,,.
metades.

4) A sucessao é limitada? Justifica por

- Para cada nova folha, faz-se mais uma divisao - ]
dois processos diferentes.

gue na figura anterior, seguindo sempre o
mesmo padrao. Repete-se este processo
infinitamente, formando uma sequéncia de
figuras coloridas.

Figura 41 - Enunciado da obra A dobrar é que a gente se entende!

Esta tarefa descrevia uma sucessao criada a partir de dobragens de varias folhas A4,
obedecendo a uma certa lei de formacao, que os alunos deveriam definir para responder
as questdes. Na primeira alinea, deveriam representar e determinar os quatro primeiros
termos da sucessao, na segunda e terceira alineas definir a sucessao por recorréncia e
determinar o termo geral e na ultima justificar se a sucessao era limitada por dois
processos diferentes. A distingdo entre esta obra e a E de queimar os neurénios... esta

no tipo de informacéo e representagdes que o enunciado oferece.

Nesta tarefa, o grupo Casa do Pitagoras recorreu a representagoes fisicas e contextuais,
apesar de nao terem apresentado qualquer resposta. As representagdes contextuais
mostraram-se Uteis para interpretar a situacédo e dar significado ao que estava a ser
descrito no enunciado, permitindo-lhes concluir que podiam traduzir o que era
apresentado no enunciado recorrendo a uma sucessao: “Esta sempre tipo a diminuir por
2, estas sempre a dobrar ao meio” (Aula, CP3), diz um membro do grupo; “isto é tipo
origami, é ir sempre dobrando” (Aula, CP4), diz outro. Trabalhar com um contexto nao
puramente matematico, ajudou a compreender o comportamento da sucessao e quais
seriam o0s seus termos, o que fica explicito quando um dos elementos do grupo afirma
que “o termo [de ordem] 1 € 1” (Aula, CP1) e outro questiona-o: “tens uma folha A4 toda
pintada?” (Aula, CP3).

A utilizacao de representacdes fisicas ajudou este grupo a visualizar as informacdes do

enunciado (Figura 42).
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Figura 42 — Uso de representacgdes fisicas pelo grupo Casa do Pitégoras —

Imediatamente apds a leitura do enunciado, um dos elementos do grupo vai buscar
folhas de papel e o grupo comega a concretizar o que esta descrito no enunciado.
Também foi importante este manuseamento com as folhas para conseguirem explorar
e definir uma estratégia para encontrar a resposta. Embora ndo tenham conseguido
chegar a nenhuma conclusdo, nem apresentarem nenhuma resposta, as

representacoes utilizadas eram promissoras.

Este grupo n&do conseguiu concluir nada, tendo passado os 20 minutos disponiveis para
resolver a tarefa a tentar dar sentido ao enunciado e a entender como iriam proceder

para responder as perguntas.

Para a resolugdo desta tarefa, o grupo Babilénia usufruiu de todos os tipos de
representacao. As representagoes fisicas foram utilizadas para interpretar a informacao
no enunciado e visualizar as informagdes dadas, ja que utilizaram folhas de papel para

recriar o que estava a ser descrito no enunciado (Figura 43).

Figura 43 - Uso de representagdes fisicas pelo grupo Babildnia
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Além disso, estas representagdes serviram também para confirmar os seus resultados
e garantir que estavam a pensar corretamente. Isto fica explicito num momento em que
estdo a contar o numero de retadngulos criados por cada dobra do papel e um dos
membros diz a outro: “vé quantos tem cada um (...) o primeiro tem 2, o segundo tem 4

(...), mas verifica” (Aula, B3).

Na Figura 44, constata-se que as representagdes simbolicas, foram utilizadas para
registarem as suas ideias e conclusdes nas primeiras trés alineas. Ja na quarta alinea
houve uma ligacédo entre as representagdes verbais e contextuais, ja que a resposta

apresentada consiste na descrigdo de uma ideia conjeturada a partir da situagdo que

analisaram.
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Figura 44 - Resolugéo do grupo Babilonia

Acontece que o grupo considerou que a sucessdo em estudo traduzia o numero de
dobragens feitas na folha, e ndo as medidas das areas das figuras coloridas, entao,
apesar de estar incorreto, o contexto de se estar a trabalhar com uma folha de papel
permitiu ao grupo concluir que a sucessao em estudo nao seria limitada, porque a folha
poderia ser dobrada infinitamente. As representacgdes visuais apareceram brevemente
no processo de definir uma estratégia para encontrar a resposta certa, tentando

perceber qual seria a regra de formagao da sucessdo, como pode ser visto na Figura
45.
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Figura 45 - Uso de representagdes visuais pelo grupo Babildnia

O unico grupo que nao se apropriou das representacoes fisicas, nesta tarefa, foi o grupo
m (Figura 46). Ao contrario dos outros grupos, a resposta a primeira alinea foi dada a
partir de desenhos, ou seja, utilizando representagdes visuais, que serviram também
para compreender e visualizar a informacdo do enunciado. Complementando estes
desenhos, as representagbes verbais explicaram o comportamento da sucesséo e

permitiram a este grupo descobrir a resposta a alinea 1, embora ndo estivesse

completamente correta.
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Em todas as alineas, as representacdes simbolicas foram utilizadas para apresentar a
resposta e, na segunda alinea, estas representagdes foram utilizadas para verificar que

a resposta estava correta.

O grupo o teve dificuldades nesta tarefa e ndo apresentou qualquer resposta. Porém,
usufruiram das representacdes fisicas para interpretar a situacao e tentar compreender
0 que estava a ser descrito no enunciado, através de folhas de papel pintadas (Figura
47).

Figura 47 - Uso de representacgdes fisicas pelo grupo a

A semelhanca dos outros grupos, revelaram dificuldades em reconhecer que os termos
da sucessao correspondiam a medida da area da parte colorida de cada uma das folhas
e nao ao numero de dobragens, o que os levou a tirar conclusdes erradas. Depois de
alguma discussao e troca de ideais para tentar compreender como definir a sucesséao e
responder as questdes do enunciado, é possivel constatar, pelas gravagdes de audio,
que utilizaram as representacdes simbalicas para registar os primeiros quatro termos da

sucessao, mas depois apagaram.
Ap6s algum tempo, um dos elementos do grupo teve uma ideia diferente:

a2 — Sera que tem uma fragao?

a3 — Pode ser também!

a4 — [a ler o enunciado] A sucessao das areas coloridas... A area da
superficie colorida, de ordem n.

a2 — Calma! Porque a area supostamente diminui, eu acho que tem uma
fragao esta sucesséo.

a1 - E decrescente.

a4 — Porque tu divides a folha em 2.
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a2 — Esta sucessao definitivamente € uma fragdo, agora temos de saber

qual. (Aula, a)

Assim, o0 grupo ja comecgou a encaminhar-se para o raciocinio correto, mas ainda nao
sabia bem como definir a sucessao descrita no enunciado e aproveitou que estava a

passar por eles para tentar esclarecer as suas duvidas:

Investigador — A sucess&o € o numero de dobragens?

a4 — Nao é7? [a ler do enunciado] Defina por a, a sucessao das areas da
superficie colorida.

a3 — Nao é as dobragens, deve ser esta area, esta area é maior...

, 1 . .1 .y L, .
a2 —Isto é b isto aqui é " isto aqui é =, é iss0?

@ |+

Investigador — A area disto é % ?

a2 — A area colorida. ..

a3 - E 1 disto, & 1 de 2.

Investigador — Isto n&o é a area...

a1 — Como assim nao é a area? Nao sei quanto é que isto mede...
Investigador — E ndo podes saber?

a1 — Pela régua que tem ali? (Aula, «)

Depois desta conversa, perceberam finalmente o comportamento da sucessao e como
deveriam proceder para encontrar a resposta, procedendo, entdo, a medicido das

dimensdes da folha para encontrar as medidas das areas pretendidas.

As representagdes contextuais também tiveram a sua importancia na resolugao deste
grupo, tendo ajudado a interpretar a situagédo e, deste modo, conseguirem defini-la
através de uma sucessao, o que fica claro quando o aluno a4 explica aos seus colegas

como podem definir a sucessao:

a1 — S0 se for a area colorida sobre a area total da folha!

a4 — Amigos, podem pensar comigo? [com as folhas que pintaram na mao]
A area colorida é esta parte, se forem dividindo isto por 2, que é o que
acontece sempre, é s6 fazer esta area a dividir por 2, porque isto é igual a
isto a dividir por 2, estdo a entender a minha légica? (...) Se a, € esta area,
esta area vai ser a metade desta area, porque estas a dividir a folha a

metade! (Aula, a)
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Apesar de ter havido estes momentos de discussao e trocas de ideias corretas, o grupo

nao foi capaz de apresentar qualquer resposta devido a falta de tempo.

Nesta obra, estavam destacadas as representacoes fisicas, que foram utilizadas por
todos os grupos a excecgao do grupo m. A presencga exclusiva de representagdes verbais
no enunciado parece ter suscitado a criagdo de materiais que permitissem visualizar

melhor as informagbes do enunciado.

5.2. Exposicao Limite, progresséo, agéo!

5.2.1. Mentira espalhada, escola fechada

A tarefa apresentada nesta paragem (Figura 48), foi proposta no ambito da tematica
sucessdes e teve como objetivos de aprendizagem o reforgco do trabalho com
progressdes geomeétricas, nomeadamente na modelacdo de situagdes reais em
linguagem matematica e na soma de n termos consecutivos (Ministério da Educacéo,
2018).

Numa segunda-feira as 10h da manhd, numa escola com 4095 alunos, uma
mentirosa decidiu comecar a espalhar o rumor de que a escola iria encerrar no
periodo da tarde e que poderiam ir para casa. Dez minutos depois, ela comeca a
divulgar a mentira, contando-a a dois colegas e, dez minutos depois, cada aluno

tinha transmitido a outros dois colegas.

Admitindo ser possivel que isto se repita sucessivamente no mesmo espaco de

tempo, e que os alunos tenham acesso a esta informacdo uma Unica vez:

1) As 10:30h, quantos alunos ouviram que a escola ia fechar?

2) Chegada a hora do almoco, todos os alunos tinham ido para casa. Mostra gque

as 12h todos os alunos da escola ja tinham ouvido a mentira.

Figura 48 - Enunciado da obra Mentira espalhada, escola fechada

Nesta tarefa, os alunos eram confrontados apenas com um enunciado, sem nenhuma
figura, ou material de apoio. Este enunciado descrevia uma situagdo que poderia ser
traduzida por uma sucessdo, mais especificamente uma progressdao geométrica de

razdo 2 e primeiro termo 1. Na primeira alinea era esperado que os alunos
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conseguissem definir o termo geral da progressao geométrica que traduziria a situagao
e encontrassem o 4.° termo da mesma. Ja na segunda alinea, era esperado que
calculassem a soma dos 13 primeiros termos consecutivos da progressdo e
concluissem que, como o resultado obtido era superior ao numero de alunos da escola,

entdo estava mostrado o que era pedido na questao.

O grupo Casa de Pitagoras apoiou-se em representagdes visuais para interpretar e
visualizar esta situacao, tendo feito um desenho que esquematizava a divulgacao da
mentira (Figura 49). Complementando esta representagao, usufruiram também das
representacgdes simbolicas para identificar os primeiros 4 termos da sucessao, que ja

haviam descoberto pelo desenho.
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Figura 49 - Rascunho do grupo Casa do Pitagoras

A representacgao visual utilizada foi essencial para interpretar o enunciado e visualizar
as suas informagdes, bem como para explorar e definir uma estratégia para encontrar a
resposta, ja que, com este desenho, foi possivel ao grupo contar o numero de pessoas
que tinham ouvido a mentira as 10:30h. Apesar de terem entendido o enunciado e
pensado bem, conseguindo definir uma estratégia de resolugéo, a conclusdo a que
chegaram néo estava totalmente correta e isto deveu-se a uma ma interpretacdo do
enunciado. Na primeira questdo pergunta-se quantos alunos ouviram a mentira
exatamente as 10:30h, porém o grupo interpretou como sendo quantas pessoas ja
tinham ouvido a mentira até essa hora, ou seja, no total quantas pessoas ja haviam
ouvido a mentira. Isso levou a que ao invés de terem respondido 8, respondessem 15,

conclusao a que chegaram apods contar todas os circulos feitos no desenho.

Para apresentar resposta a primeira questao, os alunos pareciam ainda muito relutantes

a fazer o desenho que realizaram no rascunho para apresentar a forma como pensaram:

CP1 — As 10:30h sabiam 15 pessoas
CP2 - Sim, 15. Agora como € que nés vamos provar isso?

CP3 — Como é que tu provas isso?
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CP4 — Com o desenho!
CP1 - Esta aqui o desenho.
CP4 - Da ultima vez também fizemos isso!

CP2 - Ah entdo sim, mete, entao ¢é isso! (Aula, Casa do Pitagoras)

Apesar de se terem apoiado maioritariamente nas representagdes visuais, decidiram
apresentar a sua resposta utilizando exclusivamente representagdes simbdlicas,

aplicando o que conheciam sobre progressdes geométricas e a soma dos seus termos
(Figura 50).
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Figura 50 - Resolugdo do grupo Casa do Pitagoras a primeira alinea

Na segunda alinea, o grupo apoiou-se em parte no esquema realizado na ultima alinea,
porém a sua resolucdo baseia-se em representacdes simbdlicas. Comecaram por
identificar que a situagdo em questdo poderia ser traduzida por uma progressao
geometrica, reconhecendo que cada termo obtinha-se multiplicando o termo anterior por
2. Com isto, apesar de terem reconhecido que se tratava de uma progressao
geométrica, definiram a sucessao por recorréncia e tentaram encontrar o 12.° termo

que, para eles, seria a resposta a pergunta, utilizando representag¢des simbdlicas (Figura
51).
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Figura 51 - Rascunho do grupo Casa do Pitagoras
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Apbs este calculo, chegaram a um impasse, visto que a resposta ndo deu 4095, como
seria de esperar. Isso levou a que duvidassem da forma como a sucessao estava

definida, até que surgiu uma nova ideia:

CP2 - E u,,.

CP3 - Estou-te a dizer o termo geral n&o € assim!

CP2 - E, é, esta certo! Porque é o anterior vezes 2.

CP1 — Nos temos de fazer a somal Temos de fazer a soma de todos os
termos. Ah ja percebi! Nés temos de fazer a soma de todos os termos porque
isso é o termo 12, ou seja, temos de somar do termo 1 até ao termo 12!
CP2 — Ah!! (Aula, Casa do Pitagoras)

A partir daqui, concluiram que teriam de fazer a soma dos 12 primeiros termos
consecutivos da sucessio, pensando que estariam a determinar o numero total de
pessoas que sabia a mentira as 12h. Para tal, utilizaram representagdes simbdlicas para
apresentar o seu processo de resolucao e resposta que, apesar de seguir o raciocinio
correto, poderia estar mais completa se justificassem que o niumero que obtiveram era
0 numero de pessoas que sabiam da mentira as 11:50h, concluindo que entao as 12h

toda a escola sabia. (Figura 52).
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Figura 52 - Resolugdo do grupo Casa do Pitagoras a segunda alinea

Concluida a resolugao desta paragem, afirmaram ter sido uma tarefa facil, em parte pela

utilizac&o das representacdes que escolheram:

CP1 - Ja esta.

CP2 - Foi facil!

CP1 - O desenho ajudou-nos um bocado!
CP2 — Sim ajudou muito.

CP3 - Pois foi. (Aula, Casa do Pitagoras)

Também o grupo Babilénia usufruiu das representagdes visuais para conseguir
compreender esta situagao, traduzindo a informacdo do enunciado através de um

esquema e definindo uma estratégia para encontrar a resposta (Figura 53).
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Figura 53 - Resposta do grupo Babilénia a primeira alinea

E possivel perceber, por observagdo dos desenhos, que os alunos compreenderam o
caracter progressivo desta situagao, apesar de nao terem utilizado ideias especificas
das sucessdes em qualquer momento da resolugcao da primeira alinea. Novamente, a
resposta esta errada, apesar de o raciocinio estar correto, devido a uma ma
interpretacdo do enunciado. A semelhanca do que aconteceu com o grupo anterior,
perceberam que se pedia o numero total de pessoas que ouviram a mentira até as
10:30h e até foram mais longe, respondendo que seriam 14, ndo contando com a
mentirosa. A resposta a esta questao foi apresentada com a figura que construiram que

justificava o processo de resolugao.

Na segunda alinea, voltaram a usar a representacgéao visual feita na alinea anterior, bem
como outras, de forma a tentar encontrar uma estratégia para encontrar a resposta
(Figura 54).
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Figura 54 - Rascunho do grupo Babilénia

Apesar de terem concluido, e bem, que a mentira se espalhara 12 vezes, nao definiram
a sucessao que poderia traduzir a situagao, tendo apenas identificado que se tratava de
uma progressao geomeétrica de razado 2 e primeiro termo 1. Nao reconhecendo que
precisavam da soma dos 13 primeiros termos dessa progressao, calcularam o seu 12.°

termo, embora de forma incorreta (Figura 55).
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Figura 55 - Resposta do grupo Babildnia a segunda alinea

O processo de resolucio apresentado por este grupo também estava incorreto e,
embora ndo tenham conseguido encontrar a resposta correta, apresentaram uma
resposta com representagcdes simbdlicas a justificar o seu processo de resolugéo e
representagdes verbais que permitiram ao grupo explicar o porqué da sua resposta ndo

ser o numero que obtiveram nos seus calculos.

O grupo 1 optou por nao fazer um desenho que esquematizasse o problema, embora
tenha feito um outro tipo de esquema que apenas associava 0 numero de pessoas que

descobriam a mentira ao tempo que passava (Figura 56).
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Figura 56 - Resolugéo do grupo m a primeira alinea
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A falta de uma representacio visual mais concreta, como as que foram feitas pelos
grupos anteriores, levou a que ndo percebessem completamente a situagao, resultando
numa conclusao errada. Também este grupo achou que a resposta era o numero total
de pessoas que ouviu a mentira até as 10:30h, mas, ao contrario dos outros grupos,
estes alunos acharam que os valores que encontraram (2,4,8) eram o numero total de
pessoas que tinha ouvido a mentira até aquele momento, isto é, pensaram que ao fim
de 30 minutos, no total 8 pessoas tinham ouvido a mentira. Assim, concluiram que as

10:30h ja 9 pessoas sabiam da mentira, contando com a mentirosa.

Para a segunda alinea, comegaram por, imediatamente, traduzir a situagdo do
enunciado através de uma sucessao definida por recorréncia, aplicando assim as
representacdes simbdlicas na sua resolucao. O processo de resolugao foi semelhante
ao do grupo Babildnia, tendo este grupo também apenas calculado o 12.° termo da
sucessao e concluido que como o valor era superior ao niumero de alunos, entao todos
0s alunos ja sabiam a mentira. Apesar de ndo o terem mostrado nas suas folhas, o
célculo do 12.° termo foi feito com ajuda da calculadora, pegando no primeiro termo e
multiplicando por 2 onze vezes, o que € possivel perceber pelas gravagdes em audio e

pela nota que o grupo deixa na sua resposta (Figura 57).
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Figura 57 - Resolugéo do grupo m a segunda alinea

O grupo a usufruiu das representacdes contextuais para interpretar e compreender a

situacao descrita no enunciado:

a2 — Por exemplo, eu conto a duas pessoas, conto tipo a vocés os dois. 10
minutos depois vocés os dois contam cada um a mais duas pessoas.

a3 —E 2 elevado a 2, 4. E alguma coisa elevada a 2. Depois esses 4 elevado
a dois, é...

a2 — Mas é que nao sao [frustrada]... Porque vocés os dois ndo contam a

mais ninguém?
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a2 — Depois dos primeiros 10 minutos vocés ja n&o voltam a contar a mais

ninguém?

a4 — Sé mais especifica.

a2 — Ok, porque depois vocés sao 2 vai para 4 pessoas a contar, 8

pessoas...

a3 — Nao é 8, é 16. Porque é elevado a 2, vai ser elevado a 2 de certeza.
a2 — Nao, é 8. 2,4,6,8! (Aula, a)

Daqui, concluiram que estariam sempre a multiplicar por 2, e ndo a elevar a 2 e, apesar

de ja terem compreendido o enunciado, decidiram recorrer a uma representacéao visual

(Figura 58). Nas palavras da aluna a2: “vamos fazer aqui uma arvore, que assim faz

sentido” (Aula, a2).

Figura 58 - Rascunho do grupo a

Esta representacao visual ajudou o grupo a visualizar as informagdes do enunciado € a

chegar a resposta correta, para além de ter servido também para explicar o processo

de resolugao. Ainda que ja tivessem resolvido a questao, outra preocupacao surgiu:

a2 — Ok, sabemos que as 10:30h oito pessoas sabiam, mas como é que

pomos isto, tipo, em termos matematicos...?

a3 — Entao, 2n. 2n por cada 10 minutos.

a2 — Como é que pdes iSso numa expressao?

ad — Entao 2n... Por 10 minutos [ri-se]

a3 — E vezes o termo anterior. (Aula, a)
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Neste didlogo, é notavel a preocupagéo dos alunos em apresentar as suas resolucoes
através de linguagem matematica, isto €, através de representagdes simbdlicas. A aluna
a2 preocupou-se em apresentar algo mais do que o desenho e o aluno a3 instruiu a que
escrevesse a sucessao definida por recorréncia. Assim, na sua resposta, o grupo a

empregou representacdes simbdlicas e visuais (Figura 59).
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Figura 59 - Resolugéo do grupo a a primeira alinea

Para a segunda alinea o grupo comec¢ou imediatamente a pensar de forma analitica
podendo ouvir-se nas gravagdes em audio “ndo € igualar o termo a...” (Aula, a4) e

“temos de fazer a soma” (Aula, a3):

a2 — Das 10h as 12h quantos 10 minutos é que passam?

a4 — Doze 10 minutos.

a2 — Ok! Entao temos de provar que depois de 120 minutos vai dar 4095.
a3 — Olha p6e ai, 4095 igual a 1 menos r elevado a n, que nds nao sabemos
o n. E agora sobre 1 menos r. Ou seja, nés sabemos orr...

a2 - Qualéqueéor?

a3 — O rnédo é 2?7 Nao é vezes 27 Isso € uma aritmética? Nao...

a1 - Nao, é geométrica. (Aula, )

A partir deste dialogo, € possivel perceber que o objetivo do grupo era calcular a soma
de alguns primeiros termos da progressdo geométrica utilizando a férmula aprendida,
recorrendo a representagdes simbdlicas, porém ndo o conseguiram fazer e o tempo
estipulado para estarem nesta estacdo acabou antes de conseguirem concluir a sua

resolugao.

Para além das representacdes simbdlicas utilizadas na segunda alinea desta tarefa, o
grupo a também empregou representagdes visuais na criacdo de um esquema para

conseguir visualizar e confirmar que havia 12 intervalos de 10 minutos entre as 10h e

75



as 12h (Figura 60).
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Segundo a aluna a1: “precisamos confirmar tudo o que pensamos,

00 20 10 10 :20 1©0:30 10.40 10 30 170
) =, ! (@ @
6o {110 44 120 w30 w40 N 50 B’ O
"
= ” - Qe

Figura 60 - Resolugéo do grupo a a segunda alinea

Nesta obra as representacdes que se destacavam eram as verbais e contextuais, tendo

todos os grupos realizado algum tipo de representagao visual para visualizarem o que

era descrito no enunciado. Além disso, sendo a tarefa baseada numa situagao de vida

real, permitiu que

os alunos se apropriassem de representagdes contextuais para

interpretar a situagao.

Nesta tarefa, o insucesso na descoberta das respostas certas nao esta relacionado

apenas com as dificuldades dos alunos, mas também com o préprio enunciado. E um

enunciado confuso e com uma linguagem ambigua que pode induzir em erro ou suscitar

varias interpretagoes.

5.2.2.

A cavalo dado ngo se olha o dente

Nesta paragem, a tarefa proposta (Figura 61) integrou a tematica sucessodes e tinha

objetivos de aprendizagens semelhantes a tarefa anterior. Apesar de ser uma tarefa

mais extensa, pretendia-se reforcar o trabalho com progressdes geométricas,

nomeadamente na modelagao de situagdes reais em linguagem matematica e na soma

de n termos consecutivos. (Ministério da Educagéo, 2018).
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Numa feira de agricultura, o Sr. Pedro, negociante de cavalos, pedia por
um cavalo puro-sangue a quantia de 4 000 000 euros. O Sr. Jodo estava
muito interessado em comprar o cavalo, mas considerava o prego muito
elevado

0 Sr. Pedro propds-lhe, entdo, o seguinte negdcio:

«0 cavalo tem 4 ferraduras, e cada uma delas tem 8 cravos. 0 Sr. Jodo
da-me um céntimo pelo primeiro cravo da ferradura da pata dianteira
esquerda; dois céntimos pelo segundo cravo da mesma ferradura, e
assim sucessivamente, duplicando sempre, até ao oitavo cravo dessa
ferradura, pelo gual me da 1,28 euros

Repare: pelos oito cravos da ferradura desta pata, o Sr. Jodo paga-me
2,55 euros, Barata a feira!

Continuemos para os outros cravos. Pelo primeiro cravo da pata
dianteira direita, o Sr. Jodo da-me 2,56 euros, isto &, o dobro do valor do
oitavo cravo da pata dianteira esquerda, e assim sucessivamente,
duplicando sempre, até se terem esgotado os 32 cravos das ferraduras
do cavalo.

0 Sr. Jodo aceita pagar-me, por este cavalo, a quantia total do valor dos
cravos das ferraduras?»

1) Verifica que o valor total dos cravos da ferradura da pata
dianteira esquerda é de 2,55 euros, tal como o Sr. Pedro refere

2) Ajuda o Sr. Jodo a decidir se deve pagar o valor pedido
inicialmente ou se deve aceitar a proposta feita pelo Sr. Pedro

Figura 61 - Enunciado da obra A cavalo dado n&o se olha o dente

A semelhanca da tarefa anterior, os alunos eram confrontados apenas com um
enunciado sem material de apoio, mas neste caso havia duas imagens, meramente
ilustrativas. Este enunciado descrevia uma situagao que poderia ser traduzida por uma
sucessao, mais especificamente uma progressao geométrica. Nesta tarefa, em ambas
as alineas, era pretendido que se usasse a soma de termos de uma progressao

geometrica.

O grupo Casa do Pitagoras comegou por calcular exaustivamente o prego de cada
cravo, até ao 8.°, reconhecendo que o prego ia sempre duplicando (Figura 62).
Perceberam que a resposta a primeira questao era apenas somar os oito valores obtidos
e fizeram-no recorrendo a calculadora. Porém sentiram necessidade em apresentar
célculos que de algum modo se relacionassem com a matéria em estudo e, entao,
calcularam esta soma utilizando a férmula da soma dos oito primeiros termos
consecutivos desta sucessao, que era uma progressao geometrica de razao 2 e primeiro

termo 0,01. Na segunda alinea seguiram o0 mesmo raciocinio da primeira, aplicando a
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férmula da soma dos n primeiros termos consecutivos de uma progressao geométrica,
mas agora dos primeiros 32 termos. De um modo geral, na resolucao deste grupo a esta

tarefa, sobressairam a utilizacdo de representagcbes simbdlicas, tanto para traduzir

informacao do enunciado, como para justificar o processo de resolugao.
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Figura 62 - Resolugéo do grupo Casa do Pitagoras

O grupo Babilénia fez uma resolugao semelhante a do grupo Casa do Pitagoras, embora

tenham acrescentado mais alguma informagéo (Figura 63).
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Figura 63 - Resolug&o do grupo Babilénia a primeira alinea

Na primeira alinea, também calcularam o preco dos 8 cravos, somando estes valores

na calculadora para comprovar que de facto o valor era 2,55€, mas, ao contrario do que

fez o grupo anterior, muniram-se de representagdes verbais para explicar o seu
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processo de resolucao. Utilizaram também representacdes simbdlicas na definicao de

uma sucessao por recorréncia que traduzia a situacao.

Para a segunda alinea utilizaram representagdes simbdlicas para calcular a soma dos
oito primeiros termos consecutivos da progressao geométrica e assim explicar o seu
processo de resolucdo. Para apresentar a sua resposta final, fizeram-no utilizando
representagdes verbais, afirmando que a nova proposta era superior a proposta inicial,

complementando esta informagdo com representacdes simbdlicas (Figura 64).
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Figura 64 - Resolugéo do grupo Babilonia a segunda alinea

Algo a apontar na resolugao deste grupo e que pdde ser deduzido das gravagbes em

audio, é a importancia que a representacao visual presente no enunciado teve:

B3 — [a ler o enunciado] Pelos 8 cravos da ferradura desta pata o Sr Joao
paga-me 2.55€... pelos 8 cravos da ferradura desta pata?

B1 - [confuso] O qué?

B3 - [a olhar e apontar para a figura do enunciado] Ah sim, porque é este,
mais este, mais este, mais este...

B1 - Ahh, pois é! (Aula, Babilénia)

Apesar de ser uma simples ilustragédo, a imagem da ferradura com os oito cravos serviu
para que o grupo compreendesse a forma como o preco de cada cravo era definido e a

proposta do Sr. Pedro.

Também o grupo © calculou os pregos dos 8 cravos e fez a sua soma pela calculadora,
utilizando representagdes simbdlicas numa descrigcdo dos termos de forma recursiva e

na apresentagéo dos seus valores (Figura 65).

79



FCUP | 80
O papel das representagdes matematicas na realizagéo de tarefas:
um estudo com alunos do 11.° ano de escolaridade

Uys= O/@"(
qé):‘{ 8¢

Figura 65 - Resolugéo do grupo m a primeira alinea

Para a segunda alinea, reconheceram que seria muito demorado calcular 32 termos e
decidiram aplicar a formula que conheciam para a soma dos n primeiros termos
consecutivos de uma progresséo. Infelizmente, identificaram a progressdo em questao
como sendo aritmética e aplicaram a formula errada. Como para aplicar esta formula
precisariam do 32.° termo, acabaram por calcula-lo com a ajuda da calculadora (Figura
66).
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Figura 66 - Resolugéo do grupo m a segunda alinea

O grupo @ comegou o seu trabalho nesta paragem com varias leituras do enunciado,
revelando dificuldades na compreensdo do enunciado. Quando passei por a4,

aproveitaram para me perguntar se estariam a pensar bem:

a1 — Sao 8 cravos, uma ferradura tem 8 cravos.

Investigador — Certo.
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a1 — E cada um o preco vai aumentado.
Investigador — Certo.

a1 — Portanto... desenha 8 pontos

a3 — [desenha os pontos] 1,2,3,4,5,6,7,8.
a1 — De um para o outro é vezes 2

a3 — Vezes 2.

a1 — Pronto, é isso! (Aula, a)

A utilizacdo das representagdes visuais para traduzir a informacéo do enunciado, fez
com que percebessem melhor a situacao e conseguissem definir uma estratégia para
encontrar a resposta. Apesar de terem o esquema desenhado e os valores necessarios
e corretos para encontrar a resposta, tentaram utilizaram a férmula da soma dos oito
primeiros termos consecutivos da progressao geométrica para encontrar o valor
pretendido, dando uso a representacdes simbdlicas na sua resolucdo. Fizeram-no de
uma maneira diferente do comum. Supondo que de facto a soma de 8 termos era 2,55,

determinaram o primeiro termo da progresséo, verificando que era 0,01 (Figura 67).
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Figura 67 - Resolugéo do grupo a

A segunda alinea ficou sem resposta, pois o grupo nao teve tempo suficiente para a

resolver.

A semelhanga da obra anterior, esta tarefa evidenciava representacdes verbais e
contextuais o que também levou os varios grupos a recorrer a representagdes visuais
para melhor visualizarem e interpretarem o enunciado. Neste caso, o contexto parece

ter sido irrelevante para o sucesso das resolugdes dos alunos.
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5.2.3. Né&o percas o fio a meada!

Ainda na teméatica sucessées, a tarefa da Figura 68 constitui a obra desta paragem. Esta
teve como objetivos de aprendizagem reforgar a resolugéo de problemas envolvendo
progressoes aritméticas, promovendo a modelagao, definicdo de termo geral e o calculo

da soma de termos consecutivos (Ministério da Educagéao, 2018).

A linha poligonal que vés acima construiu-se comecando com o segmento
[44,4,] e cada segmento seguinte mede menos 3 cm do que a medida do
segmento anterior.

Considera a sucessdo c¢,, cujo termo geral ¢, & o comprimento da linha
[AnlAn+1]-

1) Define por recorréncia a sucessao c,,.

2) Averigua se a sucessao ¢, € uma progressao aritmética ou geométrica. Indica
a sua razao e termo geral.

3) Determina o comprimento do fio.

N /

Figura 68 - Enunciado da obra N&o percas o fio a meada!

Para além do enunciado, nesta paragem estava também um fio que representava a linha

poligonal descrita (Figura 69).

Figura 69 - Fio integrado na obra Néo percas o fio a meada!
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Assim, era esperado que os alunos entendessem o comportamento da sucessao
explicada e conseguissem defini-la por recorréncia, averiguassem se era progressao
aritmética ou geométrica, indicando o seu termo geral e raz&o, bem como determinar a
medida do comprimento do fio, isto é, calcular a soma dos primeiros 7 termos da
sucessao. A utilizagao de representacdes fisicas foi transversal a todos os grupos, pois
nenhuma medida estava expressa no enunciado ou na figura, assim, todos os grupos
tiveram de, pelo menos, medir o primeiro segmento da linha poligonal para conseguir

resolver a tarefa.

O grupo Casa do Pitagoras comega a sua resolucao por imediatamente identificar que
a situagao descrita € uma sucessio onde cada termo € obtido subtraindo 3 ao termo
anterior. Nas primeiras duas alineas, utilizam somente representacdes simbdlicas na
sua resposta, definindo a sucessao por recorréncia e apresentando o seu termo geral,
considerando, sem qualquer verificagao, que se tratava de uma progressao aritmética
(Figura 70). Estas representacdes serviram para apresentar a resposta e justificar o

processo de resolucéo.

N3 percas o ¢ o meoda \
’\ \ C('\ = Aa = 20
Mnxa = Ma-1 ~3

2) AMn = MA + (n-1) x Y
Ma = 20 @ =3Ina43y GyMn =23 - 3In

Figura 70 - Resolugdo do grupo Casa do Pitagoras as primeiras duas alineas

De forma a traduzir e visualizar informagao do enunciado, o aluno CP1 decidiu escrever
as medidas dos comprimentos de cada segmento que construia a linha, utilizando uma
representacao visual, que associava a cada segmento do fio a sua medida de

comprimento (Figura 71).

%) Aa - A2 =20
Az — A3 =13}
Ry — Ay =14

Aua - Rg =11 = 1% cen = COMPr manto do ¢©
As —Ac =8
Ae — Az = 5

A+ —As: 2

Figura 71 - Resolug&o do grupo Casa do Pitagoras a terceira alinea

Apesar de terem este esquema feito e o resultado determinado pela soma dos valores
descritos, utilizaram também representacdes simbdlicas numa tentativa de apresentar

a resposta de forma mais formal, através da formula da soma de termos consecutivos
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de uma progresséao aritmética. O resultado obtido com a formula ndo correspondia ao
valor que obtiveram quando somaram as 7 medidas dos comprimentos dos segmentos,

mas a figura presente no enunciado, ajudou o grupo a perceber o seu erro:

CP1 - Esté4 a dar diferente...

CP2 - Como assim esta a dar diferente?

CP1 — Se fizer vezes 7 ja da!

CP2 - [a contar o numero de segmentos no fio] Porque isto é 1,2,3,4,5,6,7,
tecnicamente.

CP1 - Ok. (Aula, Casa do Pitagoras)

Deste modo, conseguiram dar resposta a pergunta de ambas as formas, mas decidiram
nao apresentar a resposta com representagdes simbolicas. Este tipo de representacao,

neste contexto, serviu para explorar outra estratégia para encontrar a resposta.

O grupo Babilonia também respondeu as duas primeiras alineas com recurso a
representagdes simbodlicas (Figura 72), mas, ao contrario do grupo anterior,
apresentaram a forma como provaram que a sucessao era uma progressao aritmética,

embora nao esteja completamente correta.

Babi 13ato
Noo peccas o Ko ow veada
A) cA = WAL AN Ciz2 O (hos medimoes O
Lnths =3 > | earizaa compAmente com o
reguan)

) Uars - Up = ¢
A-2 -p{=¢
-3z

Figura 72 - Resolugéo do grupo Babilénia as primeiras duas alineas

Para a terceira alinea, apds a leitura do que era pedido, rapidamente o aluno B1
exclama: “eu faco, onde esta a régua?” (Aula, B1). Assim, avangou com a medi¢édo de
cada segmento do fio, somando-os a todos e descobrindo a resposta (Figura 73). As
representagdes fisicas tiveram, entéo, a fungao de definir uma estratégia para encontrar

a resposta.
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Figura 73 - Utilizag&o de representacdes fisicas pelo grupo Babildnia

Apesar de ja terem a resposta, a aluna B4 quis ainda resolver a terceira alinea utilizando
a férmula da soma de termos consecutivos de uma progressao aritmética, aplicando
representacdes simbdlicas na sua resolucdo. A semelhanca do que aconteceu com o
grupo anterior, a resposta obtida utilizando as representagdes simbdlicas néo foi a

mesma que a obtida com as representagdes fisicas:

B4 - 88

B1 -Nao, é 77...

B4 - Oh, porque aqui temos de subtrair...

B3 - [a contar o numero de segmentos do fio] 1,2,3,4,5,6,7, sdo 7 nao 8.
B4 — Oh ok, entdo é 77.

(...)

B1 - Eu contei na régua, da 77 que eu sei! (Aula, Babildnia)

Também aqui foram usadas as representagdes simbdlicas para explorar outra estratégia
para encontrar a resposta certa. Além disso, foram estas representacoes as escolhidas

para apresentar a resposta (Figura 74).
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Figura 74 - Resolug&o do grupo Babilonia a terceira alinea

O grupo m comecgou a sua resolucao pela terceira alinea, medindo o primeiro segmento
da linha poligonal e reconhecendo que os proximos teriam menos 3 cm que o0s
imediatamente anteriores. Assim, apresentaram a resposta com representacoes
simbdlicas, apresentando a soma dos valores e a resposta final, auxiliando-se de

representagdes visuais para explicar como chegaram a cada valor (Figura 75).

e
N NN
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Figura 75 - Resolugéo do grupo = a terceira alinea

Nas producdes escritas as primeiras duas alineas apenas representag¢des simbdlicas
foram utilizadas, com a funcionalidade de apresentar a resposta. Por um breve momento
€ possivel ouvir, nas gravagdes em audio, a aluna w1 a explicar ao grupo como
determinar a razao pretendida, empregando representag¢des verbais para compreender

a situacao, embora que pouco formais:

2 — Nao é assim que se faz a razao, sabes disso?
1l — Eu seil Mas arazdo... A razdo € o numero que vai de um para o outro,

certo? O numero que vai de um para o outro é -3. (Aula, )

E possivel perceber que a aluna tinha a ideia certa, porém os colegas pretendiam
apresentar algo mais formal e enquadrado com o que era feito nas aulas, isto é,
descobrir a razéo através da diferenga entre dois termos consecutivos da progressao.
De facto, de uma maneira muito rebuscada, foi isso que apresentaram, usufruindo
novamente das representagdes simbdlicas para justificar o seu processo de resolugao
(Figura 76).
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Figura 76 - Resolugéo do grupo r as primeiras duas alineas

O grupo a comegou o seu trabalho nesta paragem pela leitura do enunciado e o aluno
a3 imediatamente percebeu que a sucessdo descrita no enunciado era “uma
[progressao] aritmética, que é sempre a diminuir’ (Aula, a3), demonstrando que as
representagdes verbais presentes no enunciado foram suficientes para que
interpretasse e compreendesse a situagdo. Apesar de ter constatado imediatamente
que a sucessao era uma progressao aritmética, o mesmo aluno usou a régua para medir
cada uma das medidas de comprimento dos segmentos, empregando representacdes
fisicas na sua resolugao com o intuito de visualizar a informag¢ao no enunciado, isto &,

verificar os termos da sucessao descrita.

Para responder a primeira questdo, o grupo comegou por tentar perceber a diferenga

entre os dois tipos de progressao:

a1l — [a ler o enunciado] Averigua se a sucessdo € uma progressao
aritmética ou geométrica.

a4 — Aritmética. Nao! Qual é que era...

a2 — Qual é a diferenga entre elas?

a4 — Uma esta a multiplicar e a outra esta a somar [um valor constante].

a3 — E a aritmética, é a somar. (Aula, a)

Neste dialogo é possivel perceber que os alunos apenas partindo de representacoes
verbais, descricdo do comportamento de ambas as progressdes, conseguiram deduzir
€ concluir que a sucessao em estudo era uma progressao aritmética, dado que cada
termo era obtido somando um valor constante ao termo anterior. Na sua resposta, o
grupo apenas apresenta a sucessao definida por recorréncia, utilizando representagdes

simbdlicas (Figura 77).
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Figura 77 - Resolugdo do grupo a a primeira alinea

As representagdes verbais foram também utilizadas na segunda alinea pelo aluno a3

para explicar ao colega a4 o conceito de razio:

a4 — Sabem a definigdo de r [raz&o de uma progressao]?

a3 — E o nimero que tu acrescentas ou diminuis, ou multiplicas ou divides.
E o nimero que te vai fazer variar o a,,.

ad -3

a3 —-3. Arazao € -3, é sO isso. (Aula, a)

Apesar de nao utilizar os termos mais adequados, as representacdes verbais serviram
para explicar ao seu colega este conceito e fazé-lo compreender a situagéo. Apesar de

ja terem concluido que a razao era -3, s6 isso nao parecia ser justificacado suficiente:

a3 — Arazao é -3.
a1 — A razao nos tinhamos de fazer uma formula!
a3 - Pois é...

(...)

al-Arazdo é a,,; —a, =r. (Aula, a)

Neste dialogo, fica explicito a importancia que as representagdes simbdlicas tém para
os alunos. Apesar de saberem que a razdo é -3, tirando essa conclusao quando
perceberam que nesta sucessao cada termo era obtido subtraindo 3 ao termo anterior,
sentiram a necessidade de aplicar a férmula aprendida nas aulas para calcular a razédo
e, apesar desta parte ndo estar nas producdes escritas deste grupo (Figura 78), foi
possivel deduzir-se a utilizagdo de representacdes simbdlicas para explicar o processo

de resolucgao.
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Figura 78 - Resposta do grupo a a segunda alinea

Ainda nesta alinea, a determinagdo do termo geral foi feita com recurso exclusivo a
representagdes simbolicas, servindo para justificar o processo de resolucéo e obtencao
do termo geral. Para além disso, o grupo confirmou o termo geral obtido, substituindo n
por 1 e 2 e verificando que correspondia as medidas dos comprimentos encontrados
anteriormente, fazendo uma coligagao entre as representagdes simbdlicas e fisicas para

confirmar os seus resultados.
Para a resolugéo da ultima alinea o grupo apropriou-se das representacoes fisicas:

a2 — O comprimento do fio vai ser 77 cm. A ultima pergunta é determina o
comprimento do fio, tenho a certeza que é para usar isto [a figura]. E s6
somar...

a3 — E somar todos... é usar aquela férmula que é a soma dos... é assim,
nos podemos s6 somar [0s valores obtidos com a régua), mas eu acho que
deviamos pér ai, que é o que eles querem, a [férmula da] soma dos oito

primeiros termos [da progressao aritmética], de certeza. (Aula, a)

O dialogo acima ilustra, novamente, a importancia dada as representagbes simbdlicas
formais aprendidas nas aulas, para a justificagéo dos processos de resolugdo. Mesmo
ja tendo a medida do comprimento do fio, ou seja, a resposta a pergunta, acharam
necessario apresentar na sua resposta um calculo mais formal, a partir da formula da
soma dos primeiros termos consecutivos de uma progressao aritmética, embora ndo o

tenham feito.

Finalizada a sua resolu¢ao, quando reforcei que tinham de justificar tudo o que fizessem,
decidiram acrescentar na sua resposta uma frase que explicava o seu processo de
resolugdo, aplicando representagdes verbais e simbdlicas, quando tentam escrever com
notacao propria da matematica, embora incorreta, a distancia entre dois pontos (Figura
79).
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Figura 79 - Resolugdo do grupo «a a terceira alinea

Nesta obra, as representacdes fisicas eram as mais salientadas, tendo todos os grupos
usufruido delas, nao s6é quando era mesmo necessario, mas também para encontrar a
medida do comprimento de todo o fio, processo que poderia ser realizado de outras

formas e utilizando outras representagoes.
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6. Conclusdes e recomendacoes

Neste ultimo capitulo, comecga-se por expor uma sintese do estudo realizado, seguindo-
se a apresentagao das suas principais conclusoes, articuladas com a literatura revista
no capitulo 2. Para isso, dividiu-se o capitulo em 3 itens, procurando responder-se a
cada uma das questdes de investigagao, nos dois primeiros itens, e terminando-se o
capitulo com uma reflexao final, contemplando o impacto desta investigagdo na minha
pratica profissional enquanto docente e apresentando algumas ideias e sugestdes para

futuras investigacgdes.

O estudo que aqui se apresentou tinha como objetivo compreender o papel das
representagcdes matematicas na realizacdo de tarefas, tanto na sua presenca no
enunciado como nas resolugdes dos alunos. Assim, recorrendo a uma metodologia
qualitativa, procurou-se responder as seguintes questbes de investigacao: (i) Que
papéis desempenham as representacoes utilizadas pelos alunos nas suas resolucbes?;
(i) De que forma o enunciado da tarefa influencia a escolha das representacbes
utilizadas pelos alunos?. Esta investigagdo assentou numa intervengdo pedagogica
realizada na disciplina de matematica A, numa turma do 11.° ano de escolaridade, que
se baseava na realizagao de tarefas matematicas, em grupo, numa dindmica diferente
da habitual.

6.1. As representacdes utilizadas pelos alunos e os seus propdsitos

Na concretizagéo desta atividade, a Galeria 452, para além de constituir o objeto desta
investigagao, tinha como objetivo apresentar aos alunos diferentes representagdes.
Alinhado com as ideias de Amado et al. (2010), Mainali (2021) e o NCTM (2000), criei
este espaco onde os alunos poderiam livremente contactar com diferentes
representagcdes e, deste modo, observar a que tipos de representagcées recorrem e
compreender com que finalidade as utilizam. Felizmente a atividade foi bem recebida

pela turma participante e os dados analisados produziram resultados interessantes.

Todos os tipos de representagdes categorizadas por Lesh et al. (1987) foram utilizadas
pelos alunos nas suas resolugdes — representagdes simbdlicas; representagdes fisicas;
representacdes visuais; representacoes verbais; e representagcdes contextuais. Quanto
aos papéis com que foram usadas, poder dizer-se que, neste estudo, encontraram-se

situacOes diversificadas. Na resolugao das tarefas propostas, os alunos recorreram a
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diferentes representacbes no sentido de: interpretar e compreender a situagao;
traduzir/visualizar informacédo do enunciado; explorar e definir uma estratégia para
encontrar a resposta; explicar/justificar o processo de resolugao; apresentar resposta; e

confirmar resultados.

As representacbes que mais apareceram nas resolugbes dos alunos foram as
simbdlicas. Este tipo de representacao € o predileto para apresentar as respostas e os
processos de resolugdo, sendo utilizado mesmo quando os alunos conseguem
encontrar a resposta de outra forma. As representagdes simbdlicas foram utilizadas com
diferentes propodsitos, nomeadamente, para traduzir/visualizar informacdo do
enunciado, explorar e definir uma estratégia para encontrar a resposta, explicar/justificar
0 processo de resolugao, apresentar uma resposta e confirmar resultados. Contudo, os
alunos utilizaram-nas mais para justificar o processo de resolugdo e apresentar uma
resposta final. A ampla utilizagao deste sistema representacional pode estar associada
ao tipo de trabalho de sala de aula e, como aponta Ozgun-Koca (1998), a predominéancia
das representagdes algébricas no ensino. Neste estudo, é possivel notar-se uma
preocupacao generalizada em apresentar os seus resultados de forma formal com
recurso a representagdes simbdlicas, mesmo em casos onde 0s grupos conseguiram

descobrir a resposta correta por outros processos.

As representacoes visuais foram as unicas utilizadas com todos os propdsitos acima
mencionados. O seu uso pelos alunos tinha como principal objetivo visualizar ou traduzir
informagéao do enunciado, para conseguirem melhor compreender a tarefa e definir uma
estratégia de resolugéo. A semelhanca do conclui Valério (2005), também neste estudo
se parece constatar que as representacdes visuais sdo as prediletas para iniciar as
resolucdes, sendo apresentados esquemas, desenhos e representacdes informais com
este intuito. Embora raramente sejam selecionadas para aparecer nas resolugdes
apresentadas. Os alunos mostram ainda relutdncia em apropriar-se deste tipo de
representagdo para justificar o seu pensamento e apresentar os seus esquemas ou
desenhos na resposta, procurando explicar em termos analiticos o que descobriram por
elementos visuais. Nesta investigagado, os alunos mostraram saber empregar este tipo
de representacdo quando lhes era proveitoso, reiterando a mais-valia da
complementaridade de multiplas representagdes, apoiada por Ainsworth (1999) e van
der Meij e de Jong (2003). Ao trabalharem com a obra Pontos e linhas, houve uma
tendéncia em determinar o numero de diagonais de um octégono a partir do desenho,

porém, para encontrar o poligono com 90 diagonais ja nao seria tao facil de o fazer de
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forma visual e decidiram utilizar outros métodos de resolugdo, empregando outras

representagoes.

Apesar de ser o tipo de representacdo com que os alunos menos contactam, as
representagdes fisicas também tiveram a sua importancia nas resolugdes das tarefas.
De entre os seis propdsitos mencionados, o uso de materiais manipulaveis sé nao serviu
para justificar o processo de resolugao, até porque seria pouco pratico transmitir essas
ideias neste tipo de atividade. Acredito que a disponibilidade dos diversos materiais que
deixei na mesa no centro da sala foi um fator que estimulou o seu uso. Os alunos
mostraram interesse em utilizar os materiais disponibilizados, até quando n&o era muito
adequado, por exemplo na obra Pontos e Linhas, em que dois grupos queriam construir

um octégono a partir de fésforos.

A utilizacao de representacdes verbais mostrou-se Util aos varios grupos para justificar
alguns processos de resolugdo e apresentacdo de uma resposta final. Foi também
utilizada pelos alunos para compreender a situagéo ou explica-la aos seus colegas. Este
tipo de representacao foi bastante usado no discurso oral e discussao entre os grupos,
porém nem sempre foi transmitida no discurso escrito. Apesar da minha insisténcia em
que apresentassem 0 seu pensamento também por palavras, a ideia de que a
matematica sdo apenas calculos e numeros prevalece e 0s alunos nado sentem

necessidade de o fazer.

Por fim, as representagdes contextuais aparecem associadas a dois propositos, ao de
interpretar e compreender as situag¢des e de justificar o processo de resolugao, embora
parecam ser mais relevantes e utilizadas com o objetivo de interpretar e compreender a

situagao.

Reforcando a ideia de Ainsworth (1999), esta atividade gerou uma compreensao mais
aprofundada dos conceitos associados a sucessoées, permitindo aos alunos trabalhar e
relacionar varias representagdes. Para além disso, foi também uma experiéncia que nao
impds uma forma correta para os alunos apresentarem a sua resposta ou estruturarem
o seu pensamento, dando-lhes liberdade em se exprimir como preferissem. Assim,
proporcionou-se um espago para os alunos que impulsionou a construgdo das suas
préprias representagdes, permitindo-me aceder a forma como pensam, ideia também
fundamentada pelo NCTM (2000).
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6.2. A influéncia do enunciado na escolha representacional dos

alunos

No que diz respeito ao enunciado e a influéncia que este possa ter, ou nao, nas decisdes
que os alunos tomam ao nivel de representacées utilizadas, ha um aspeto essencial a
considerar: os tipos de representagcdes mais evidenciados no enunciado. Como Ozgun-
Koca (1998) concluiu, um fator que influencia a escolha representacional dos alunos é
a apresentacdo do problema ou o problema em si. Nas seis tarefas que analisei e
apresentei, trés delas evidenciavam maioritariamente representacdes verbais, duas

delas representacoes fisicas e a ultima representacbes visuais.

Nas trés tarefas cujas representacbes mais manifestas eram as verbais, os alunos
deram uso a representagdes visuais e fisicas, quando possivel, para visualizar o que
estava descrito e assim ter uma melhor percecéo da situagdo. A presenga exclusiva de
palavras e frases parece ter incitado a criagao de instrumentos visuais que os ajudasse
a compreender o que lhes era apresentado e, apesar de nem sempre este tipo de
representagdes os ter ajudado, foi um excelente ponto de partida para as suas
resolugdes. Um aspeto particular do meu estudo foi que nestas trés tarefas estavam
também encobertas representacbes contextuais, tendo as trés tarefas descrito
situagdes baseadas na realidade ou cuja associagao com a realidade poderia facilitar a
sua resolugdo. A presencga deste tipo de representagdes, apesar de nio ter sido sempre
aproveitada, parece ter sido utii em determinados casos, permitindo uma boa

compreensao dos enunciados.

Ja nas duas tarefas onde as representacgoes fisicas resplandeciam, parece ter havido
tendéncia em utilizar as representagdes verbais para explicar o que foi feito fisicamente.
Na impossibilidade de apresentar o que foi manipulado, os alunos recorriam a frases
que, para além de explicar as suas agdes com os materiais manipulaveis, esclareciam
as ideias matematicas inerentes ao seu processo de resolu¢do. Em nenhum caso
usufruiram de representagbes visuais para reproduzir o que era apresentado no
enunciado. A presenga de representagdes fisicas no enunciado das tarefas, apesar de
ser pouco comum, foi um elemento que pode ter alterado o processo de resolugao de
alguns grupos. Por exemplo, na obra E de queimar os neurénios... as construgdes com
fésforos poderiam facilmente ser substituidas por uma imagem e as resolugdes nao
iriam sofrer grandes alteragdes. Porém, na obra N&o percas o fio a meadal, a existéncia

do fio, associada a explicagdo do comportamento da sucessao por palavras, levou os
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alunos a usufruir das representacoes fisicas para descobrir o comprimento do fio. Se ao
invés desta construcdo tivesse apresentado o termo geral da sucessdo acompanhado
de uma figura, provavelmente as resolugdes iriam consistir em representagdes

simbolicas.

Na presenca de representacdes visuais, os alunos tendem a aproveitar-se delas, caso
0 que é pedido seja de facil realizagdo (como o caso do desenho do octégono e suas
diagonais), mas recorrem a outro tipo de representa¢des, nomeadamente as simbdlicas,
quando se torna demasiado complicado ou trabalhoso recorrer a este tipo de
representacdo. A presenca deste tipo de representacdo no enunciado € altamente
valorizada pelos alunos e a sua auséncia pode elevar a perceg¢éo dos alunos quanto ao
nivel de dificuldade da tarefa, dependendo do contexto. Na tarefa onde estavam em
destaque as representacdes visuais, estas, para além de apoiar os alunos nas suas
resolugdes, serviram também para dar significado ao conceito de diagonal de um
poligono que, apesar de estar descrito e explicito numa nota, ndo ficou bem
compreendido por alguns deles. Esta ideia de que uma representagéo pode ser util para
compreender outra é descrita por Ainsworth (1999), quando refere que um dos papéis
que as multiplas representagcdes podem tomar no processo de aprendizagem é a
capacidade de restricdo, ao beneficiar de uma representagao para compreender melhor

outras mais abstratas.

Com esta investigagao, conclui-se que ndo ha uma relagao direta entre a forma como o
enunciado de uma tarefa é apresentado e as representacdes escolhidas pelos alunos
para resolverem as questdes. E importante destacar que, embora os enunciados das
tarefas apresentem determinadas representagcdes matematicas, tal presenca nao
implica automaticamente a adogao das mesmas representagdes por parte dos varios
alunos nas suas resolugdes. A analise dos dados revelou uma diversidade de
estratégias representacionais utilizadas, mesmo perante o mesmo enunciado e
enunciados semelhantes. Por exemplo, na obra A dobrar é que a gente se entende!,
apesar de a maioria dos grupos ter representado os quatro primeiros termos da
sucessao com recurso a representagdes fisicas, folhas de papel pintadas, houve um
grupo que optou por fazé-lo com um desenho, utilizando representacdes visuais. Assim,
embora o enunciado possa exercer alguma influéncia inicial, a escolha das
representagdes a utilizar no processo de resolu¢cdo mostra-se muitas vezes estratégica

e pessoal.
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6.3. Reflexdo e recomendacdes

Conduzir esta investigacao fez-me entender a relevancia da investigagdo no ensino da
matematica e a importancia e implicagbes que ela tem na pratica pedagdgica. A
elaboragdo de um estudo desta natureza revelou-se exigente, sobretudo no desafio de
me libertar da expectativa de confirmar hipéteses, e de adotar uma abordagem mais
aberta e exploratéria. Esta mudanga de perspetiva é, pessoalmente, algo

desconfortavel, pois contrariou tudo o que eu considerava ser uma investigacao.

Estudar as representacbes matematicas na sua relagdo com o trabalho dos alunos foi
vantajoso para a minha pratica pedagogica, pois permitiu-me reconhecer com maior
clareza a importancia das representacdes matematicas utilizadas em sala de aula. Mais
do que simples apoios visuais ou técnicos, passei a vé-las como extensdes do
pensamento dos alunos, refletindo os seus raciocinios, duvidas e formas de
compreender os conceitos. Esta percegao reforcou em mim a necessidade de valorizar
e estimular o uso diversificado de representag¢des, de modo a potenciar a aprendizagem
e o desenvolvimento da comunicagao e raciocinio matematicos de forma mais rica e

significativa.

A atividade desenvolvida revelou-se bem conseguida, com resultados bastante positivos
no envolvimento e participagdo dos alunos. No entanto, como em qualquer proposta
pedagogica, ha sempre espaco para ajustes e melhorias. Trata-se de uma atividade
com grande potencial de adaptacdo e replicagdo em outras situagdes e contextos
educativos, o que reforca a sua utilidade e versatilidade. Embora tenha sido aplicada no
ambito do tema das sucessdes, acredito que este tipo de atividade ganharia ainda mais
impacto em outros temas, como a geometria, a trigonometria ou o estudo de fungdes,
onde a exploragao visual e espacial pode ser mais estimulante e significativa. Uma
melhoria que considero pertinente seria solicitar que cada grupo deixasse as suas
resolugdes em cada paragem, ou que as entregassem logo a seguir a sua realizagao.
Deste modo, evitava-se que os alunos continuassem a resolver tarefas de uma paragem
em outra, o que aconteceu por vezes nesta atividade e poderia comprometer a sua

estrutura sequencial.

Originalmente, estava prevista uma etapa final na intervengédo pedagodgica, em que os
alunos apresentariam e discutiriam as suas resolu¢gées com toda a turma. Esta partilha
teria como objetivo promover o confronto de estratégias, o uso diversificado de

representacdes e a valorizagdo dos diferentes processos de resolugéo. No entanto, por
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questdes de tempo e para ndo comprometer o cumprimento do plano de trabalho da

turma, decidi ndo incluir essa fase nesta implementacao.

No que toca aos dados recolhidos e a sua analise, considero que os instrumentos de
recolha utilizados foram bem empregues. Porém, o estudo poderia ter sido ainda mais
enriquecido se tivesse incluido entrevistas no final das exposi¢des, o que teria permitido
uma recolha mais profunda de dados e uma analise mais detalhada de aspetos como a
forma como pensam os alunos, o porqué de escolherem as representacdes que aplicam
ou a sua percecao sobre esta atividade. A analise dos dados de audio foi
particularmente trabalhosa e repetitiva, especialmente na tentativa de transcrever
dialogos. Além disso, a sobreposicao de vozes em alguns momentos dificultou a
compreensao do conteudo, o que poderia ter comprometido a extracdo de informacao
fidedigna. Apesar destes constrangimentos, trata-se de uma atividade que, sem duvida,
estimula e desperta a criatividade dos alunos, oferecendo-lhes um espago para explorar

e construir conhecimento de forma ativa.

Para futuros estudos que tenham um objetivo semelhante ao deste e/ou pretendam
estudar as representacbes matematicas, sugiro que expandam esta investigacdo, ou
repliquem a intervengdo pedagdgica aqui apresentada, de forma a envolver e tentar
perceber de que forma este tipo de atividade e contacto com diferentes representacoes

pode ajudar no desenvolvimento da comunicagdo matematica dos alunos.

Ao nivel da pratica docente, gostaria de reforgar a importancia da utilizagdo de multiplas
representacdes no trabalho de sala de aula, pelo que cabe ao professor proporcionar
esse tipo de trabalho. Nao podemos esperar que os alunos se exprimam através de
representacdes que ndo conhecem ou que sao pouco usadas na aula de matematica.
Com isto, desafio todos os interessados a aplicar a atividade da Galeria 452 numa
perspetiva de conhecer os seus alunos e a forma como pensam e expressam as suas
ideias. Nao retiro a importadncia dos alunos, a medida que vao avangando no seu
percurso escolar, recorrerem a uma linguagem matematica cada vez mais complexa e
formal, mas acredito que pode ser uma atividade envolvente para mostrar aos alunos
que nem sempre a resolugao de tarefas se revela mais competente quando assente
exclusivamente em férmulas e variaveis e que ha espago para que exprimam as suas
ideias como pretendem, havendo até a oportunidade de, como sugere o NCTM (2000),

fazer uma ponte entre as representagdes dos alunos e representagcdes mais formais.

A Galeria 452 n&o s6 permitiu aos alunos explorar conceitos matematicos de forma mais

ativa e visual, como também promoveu o dialogo, a colaboragéo e o envolvimento em
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sala de aula. Esta intervengdo mostrou-me outra faceta dos alunos com quem trabalhei
e a sua reagao foi extremamente positiva. Mostraram-se curiosos, motivados e
envolvidos ao longo de toda a atividade, atitude que sempre Ihes incentivei a ter face a
matematica. No ultimo periodo deste ano letivo, foram varias as vezes em que me
perguntaram quando iriamos fazer de novo a galeria. Com isto, quero terminar este
relatério com um apelo a dinamizagao da sala de aula. Transformemos este espaco,
odiado por muitos, num ambiente mais interativo, animado e desafiador, para que os

alunos vejam e sintam o que é fazer matematica!
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Anexos
Anexo 1 — Documento de consentimento

informado

[MAPORTO
F FACULDADE DE CIENCIAS
LNIVERSIDADE DO PORTOD

Ex.mo(a) Encarregado(a) de Educagio,

A dizcipling de Matematica do(a) seu(zua) educando(a) & orientada por trés professores, dos quais dois s8o professores
estagidrios que se encontram a frequentar o Mestrade em Ensino de Matemadtica no 3.° Ciclo do Ensino Bésico e no
Secundério, na Faculdade de Cidncias da Universidade do Porto (FCUP). Como parte dos requisitos do estagio, cada
um dos professores estagiarios tera de implementar um projeto de investigago na drea da Educacio Matematica.

A concretizagio de cada um destes trabalhos de investigagiio envolve uma intervencio pedagdgica integrada na normal
planificacio das avlas de Matematica. A realizacdo dos trabalhos de investigagio depende da recolha de dados acerca
das aprendizagens dos alunos, recolha esta que inclui a gravacio em audio de algumas avlas/momentos de trabalho
dos alunos, a recolha de trabalhos escritos realizados pelos alunos e a realizacio de entrevistas com alguns alunos
desta turma.

¢ A gravacio em andio é essencial para que toda a informagdo contida nas interages existentes numa aula, ou em
parte dela, seja efetivamente recolhida e ndo se percam aspetos relevantes para os objetivos dos trabalhos de
investigacdo. Estas gravagdes serfo posteriormente transcritas (total ou parcialmente) e serfo destruidas assim que
o trabalho esteja terminado.

¢ Arecolha das produgdes escritas dos alunos (respostas a tarefas propostas em avla) em nada difere do que seria feito
numa situagdo de ensine regular, uma vez que € pratica comum efetuar essa recolha para efeitos de analize das
principais dificuldades dos alunos de modo a poder encontrar estratégias que os ajudem a ultrapassa-las. Assim que
o trabalho estiver terminado, as produgdes escritas recolhidas serfo destruidas.

o A realizaciio de entrevistas envolve a gravagic em dudio das mesmas, nos mesmos moldes que a gravagdo de
aulas'momentos de anla, e é realizada com um nimero limitado de alunos, em horario extra-aula a combinar com
eles, presencialmente ou recorrendo 2 meios de comunicagio & distincia (Zoom, Microsoft Teams ou cutro).

Em cazo algum o alunos que participarem neste trabalho de investigacdo ou a escola serdo identificados, garantindo-se
o anonimatoe nc relatorio final de estigio. A participagfo neste trabalho em nada interfere com a avaliagio de
desempenho do(a) seu(sua) educando(a) na disciplina de Matematica, pois apenas dird respeito a viabilizagdo do
trabalho de investigaciio. Além disso, a participagio do(a) seu(sua) educando(a) neste projeto € inteiramente
voluntaria, podendo ele(ela) desistir em qualquer momento, sem qualquer justificacio necessaria No caso de
desisténcia, nenhum dade eventualmente ja recolhido que lhe diga respeito serd utilizado na elaboragio do relatério final
de estagio.

Venho por este meio solicitar a sua autorizagio para a participacdo do(a) zeu(sua) educandofa) nestes trabalhos de
investigacdo, que é de extrema importincia. Estou a disposigdc para qualguer informacio adicional.

Agradecendo, desde j4, toda a atengio e compreensio dispensadas, subscrevo-me, com os melhores cumprimentos,

ffﬂf;ﬂ.}c-\ Vo /C\ 4 panedd 06/02/2025
Gustavo Azevedo Data

Eu, Encarregado’a de Educacdo do'a aluno/a auterizo / ndo autorizo

(rizcar o gque nfo interessa) o/a mew'minha educando/a g participar no trabalho de investigaglio de seu professor

estagidrio de Matematica Gustavo Azevedo.

Aszzinatura Data
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Anexo 2 — Proposta de resolucdo da obra E de

queimar oS heuronios...

1) Observando as figuras expostas, os primeiros termos da sucessao sdo:

By =7 P2 = 9 ps = 11

+ QU +d

Assim, & possivel perceber que cada termo da sucessdo obtém-se somando 2 ao

anterior, entdo p; =114+ 24+ 2=15ep, =154+2+24+ 24+ 2 =123,

2) p, forma-se acrescentando dois fosforos a figura anterior. A primeira figura tem 7

fasforos, entdo:

py=7

Pn = net = P+ 2

3) Aprimeira figura tem 3 tridngulos, a segunda 4 e a terceira 5, isto &

NN

11 +1

Entao esta sucessao obtéme-se somando 1 ao termo anterior.

t, = né&asucessido dos ndmeros naturais, 1,2,3... Paratermos t; = 3, ha gue somar2 a
ty.Logotf, = nt 2.

Assim, osvalores de ¢y, £, e ty estao corretos.
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Anexo 3 — Proposta de resolucao da obra

Pontos e linhas

106

1) Um octdgono tem & lados, assimn + 2 = 8 & n = 6. O ndmero de diagonais de um

octdgono pode ser dado por d,.

6°+6—2 40
=7 =77

Entdo, um octégono tem 20 diagonais. Pode confirmar-se este resultado com um

desenho.

2) d4,=90
*tn-2

Py
2

= nP4n—2=180

e nt+n-182=10

-14+/1-4x1x(-182)
o n=
2
_—1+27
= 1= 3

=2 n=-14vn=13
Entdio n+2=—-12 oun+2=13. mas como n + 2 & o nimero de lados de um
poligono, deve ser um ndmero positive. Assim, n = 13 é o ndmero de lados de um

poligono com 90 diagonais.

3) dpay =18+ 4,
nt4n-—2

n+1P+n+1-2
( ) =18+

2 a 2
n*4+2n+lin+1-2 n*4+n-—2
(=) =18+
2 2
en+3n=36+n+n-2
= 2In=34
=n=17

Assimn+2 =17 e n = 19, logo o primeiro poligono que a Joana construiu tinha 19

lados e o segundo tinha 20 ladoes (mais um do que o outro).
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Anexo 4 — Proposta de resolucao da obra A

dobrar é que a gente se entende!

1) Uma folha A4 tem de dimensbes 21 cm x 29,7 cm. Assim, a drea de metade de uma

. 21x29,7
folha &

= 311,85 c¢m®. A partir disto, os restantes termos obtém-se dividindo o

anterior por 2.

Logo, a, = 311,85, a, = 155,93, a; = 77,96, a, = 38.98.

2) Esta sucessio tem como primeiro termo a drea de metade deu ma folha A4, 311,85 em?,
e qualquer outro termo (exceto o 1%) obtém-se dividinho o termo anterior por 2.
a, = 311,85
Logo a, = {ﬂnu :“T“.n T
3) Os primeiros quatro termos desta sucessao sao:
311,85 155,93 77,96 38,98

. g 2

311,85 31185 311,85 31185

S0 =1 7 az ' a3 °

Ou seja:

. o - 211,85
Assim, ao termo geral desta sucesséo € a, =

an—1 7

31185 6237 1 . = . .
4) a,= - = — & uma sucessdo limitada e decrescente, majorada pelo seu

an—1 ~  am " an

623,7
= 0=

“

=
an —

primeiro termo,

1| =

e com nenhum termo negativo. Isto &, 0 <

I'f-ll"
ta | =

623,7

2

e 0= a, = 311,85 . Assim, a, & limitada entre 0 e 311,85,

Qutra forma de justificar que a sucessdo é limitada & reparando no que ela traduz. Os
termos da sucessdo sdo dreas de retdngulo. A primeira area, e maior, € a area de
metade de uma folha A4, 311,85, e a4 medida que se vai dobrando a folha, os retdngulos
vao ficando menores. Assim esta sucessio é decrescente majorada pelo valor 311,85
e, por mais gue se dobre a folha, nunca havera uma area negativa. Portanto a, &
limitada entre 0 & 311,85.
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Anexo 5 — Proposta de resolucao da obra

Mentira espalhada, escola fechada

lg Jak
1) ja:hh B

10h

d 8
tl. . a0
Seja m,, a sucessdo cujos termos sdo o nimero de pessoas gue conhecem a
mentira em periodos de 10 minutos, fal que my, =1, m, =2, my; =4 e assim
sucessivamente. De inicio (n=1) apenas a mentirosa sabe, ao fim de 10 minutos
(n=2} duas pessoas ficam a saber. Ao fim de 20 minutos (n=3) mais quatro pessoas

descobrem. Ac fim de 30 minutos (n=4) mais & pessoas descobrem. Assim, as

10:30h, & alunos ouviram que a escola ia fechar.

2) Esta situacio pode ser descrita por uma progressio geométrica de primeiro termo
1 erazdo 2, isto & m, = 1 x 2" = 2"L Ag 12h, ja haviam passados 120 minutos
e 0 nimero de pessoas que ouviu a mentira ao fim de 120 minutos pode ser

descoberto calculando a soma dos 13 primeiros termos da sucessio m,,. Assim:

_ a1z

§,=1x——_ =8193
1= T

Como 4095 < 8193, ao 12h, todos os 4095 alunos da escola ja sabiam a mentira.
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cavalo dado ndo se olha o dente

1)

2)

Seja f, a sucessdo gue descreve o preco dos cravos das ferraduras, isto é, f; é o
preco do primeiro cravo, f; o preco do segundo e por ai em diante. Esta sucessao é
uma progressao geométrica de primeiro termo 0,01 e razéo 2, logo pode ser definida
por f, = 0,01 x 2"1,

O valor total dos cravos da ferradura da pata dianteira esquerda & a soma dos 8

—nh
primeiros termos desta progressao, isto @ §; = 0.01 x lJ_T: = 0,01 x 255 = 2,55.

Entao, tal como o Sr. Pedro refere, o valor total dos craves da ferradura da pata

dianteira esquerda era 2,55€.

Segundo a proposta do Sr. Pedro, o preco a pagar serd a soma dos primeiros 32
termos da sucessdo definida na alinea anterior, isto &, a soma dos precos de cada
cravo das ferraduras do cavalo.

a3z

1-2

Assim, se aceitar a proposta feita pelo Sr. Pedro, o Sr. Jodo ira pagar pelo cavalo

512 =001 x = 0,01 x 4294967295 = 42949672,95

42 949 672 95€. Dado que a proposta inicial era de 4 milhes de euros, e a nova
proposta iria resultar num pagamento de 42 milhées, o 5r. Jodo deve recusar a

proposta do Sr. Pedro e pagar o valor pedido inicialmente.
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Anexo 7 — Proposta de resolugao da obra Néo

percas o fio a meadal!

1) Esta sucess@o tem como primeiro termo o comprimento do segmento [A1,A2] que,
através de medicdo com uma régua, sabemos que é 20 cm. Assim, visto que cada
termo € obtido subtraindo 3 cm ao anterior, a sucessao € definida por.

{ c; = 20
Cp = _
I:'n_'_l—!':n_g

2) Como e,y — £ = —3, & sucessdo ¢, & uma progressae aritmetica de razdo -3 e
primeiro termo 20. Entio, o termo geral desta sucesséo & ¢, =20+ (n—1) %

(-=3)=20-3n+3=23—3n

3) O comprimento do fio pode ser obtido medindo cada um dos ¥ segmentos do fio e
somando, ou entdo, aproveitando a progressaoc aritmética definida anteriormente e
calculando a soma dos seus 7 primeiros termos.

£, =20eec, =2, entéo:

2042

5. = 7=11=x7 =77

Logo, o fio tem 77 cm de comprimento.
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Anexo 8 — Organizacao da sala de aula para a

exposicao Uma sucessao de tarefas

Adobrar é
que a gente
se entende!

Materiais
para auxiliar
as
resolugoes

Pont Ede

ontos e -

linh queimar os
Inhas neuronios...
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Anexo 9 — Organizacao da sala de aula para a

exposicao Limite, progresséo, acao!

;] 77

A cavalo
N&o percas dado néo se

ofioa olhao
meada! dente

Materiais
para auxiliar
as
resolugdes

Mentira Cantinho do

desafio
o
escola extra Codigo QR

fechada




