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Capitulo 1

Processos Estocasticos

1.1 Introducao

No mundo real, existem muitas varidveis aleatdrias (v.a.s) que evoluem no tempo se-
gundo leis probabilisticas. Como exemplo dessas varidveis, podemos referir a evolucdo
da temperatura num determinado local (ver Figura 1.1), o ruido térmico em circuitos
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Figura 1.1: Evolu¢do da temperatura num determinado local

eléctricos, o ruido de sensores (Figura 1.1, os sinais de radar, a cotagdo das ac¢des na
bolsa, o consumo de dgua numa cidade, a taxa de ocupacio hoteleira de uma regido,
etc.. Chamamos processo estocdstico (PE), ou série temporal, ao conjunto de todas as
variagdes possiveis destas varidveis. Os PEs sdo, pois, familias de fungdes (reais ou
complexas) do tempo, ou seja, um PE é um conjunto de varidveis aleatdrias (v.a), inde-
xadas por um conjunto 7". Sendo {2 o espago amostral associado a essas v.a.s, podemos
expressar um processo estocdstico na forma

{z(t,w),t e T,w € Q}.

Se fixarmos ¢ = ¢1, teremos uma v.a. z(t;,w) no espago amostral (2. Se fixarmos o
evento w = wj obteremos uma fungio do tempo x (¢, w; ) designada por realizagdo.

Exemplo 1 Varidvel aleatoria e realizagd@o dum PE:
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Figura 1.2: Ruido de um sensor ultrassénico

Se x(t,w) for a evolugdo da temperatura ao longo de um dia, entdo, se t = 12h,
x(12,w) é uma varidvel aleatéria que descreve a temperatura ao meio-dia. Se w =15
de outubro de 2021, x(t,15 de outubro de 2021) é a fun¢do que mapeia a temperatura
em fungdo do tempo, isto é, é a realizagdo de x:(t,w) no dia 15 de outubro de 2021. o

Para simplificar a notacdo, representaremos o PE (¢, w) apenas por z(t) ou {z(t) },
deixando cair o evento na lista de argumentos como é usual na representa¢do das
variaveis aleatdrias.

Consideremos o conjunto dos indices, 7', como R = ]—o0, co[ ou ainda um inter-
valo finito |a, b € R. Dizemos, neste caso, que o processo estocdstico é de pardmetro
continuo, ou simplesmente, continuo. Por outro lado, dizemos que o PE € de parimetro
discreto (ou simplesmente, discreto) quando T' = Z = {t = 0,£1,42,...} ou ainda
TEZ:{t:tl,t1+1,...,t1+n}CZ.

Exemplo 2 - PE de pardametro continuo ou simplesmente PE continuo:

Consideremos, de novo, a evolucdo da temperatura ao longo de um dia, jaé com a nova
notagdo x(t). Como varia continuamente no intervalo t € [0,24], x(t) é um PE de
pardmetro continuo. a

Exemplo 3 - PE de pardmetro discreto ou simplesmente PE discreto:
Seja x*(t) um PE que resulta da amostragem de x(t) de hora a hora, isto é, t €
{0,1,...,23}. Entdo x*(t) é PE de pardmetro discreto. o



1.2 Distribuicao dum processo estocastico

Tomemos os instantes t1,ts, . .., ¢ do PE x(t). Nestes instantes, o PE pode ser visto
z(t1)
o 2(t2) . o
como uma v.a. k—dimensional X; .;, = . cuja funcdo de distribui¢do é
z(tk)
definida por

P{z(ty) < ay,z(tz) < ag,...,x(tr) < ag, }

aq a ap
/ / / Dty oty (X1, .-, k) drrdxe, . . ., dTg
—00 —00 — 00

onde ay,as,...,ar € Repy 1y, 1, (T1,...,21) éafungdo de densidade de probabi-
lidade conjunta de X4, .+, . Esta distribui¢cdo conjunta diz-se uma distribuic@o finita do
PE nos instantes 1, to, . . . , t. Tem-se, entdo, que a distribuicao de um PE pode ser de-
terminada por todas as suas distribui¢cdes finitas. Em particular, se todas as distribui¢des
de z forem gaussianas, o PE diz-se gaussiano.

Exemplo 4 - Processo Wiener W (t) :

O processo Wiener W (t), que modela o movimento Browniano, tem as seguintes pro-
priedades:

1. W(0) = 0.

2. Para qualquer t1 < ts, a diferenca W (t3) — W (t1) tem distribuicao normal
N(0,te — t1).

3. Os incrementos W (t3) — W (t1) sdo independentes para intervalos ndo sobre-
postos.

4. W(t) tem caminhos continuos e ndo diferencidveis em quase todos os pontos.

Se {W (t)} for um processo de Wiener, entdo para t; < ta, o incremento W (ta) —
W (t1) é uma vaidvel aleatéria com distribui¢do normal N (0,ts — t1).

Se quisermos modelar o movimento de uma particula sujeita a pequenas colisbes
aleatorias, podemos usar o processo de Wiener para descrever a posi¢do da particula
em cada instante de tempo t a

1.3 Meédia e Covariancia

Acabamos de ver que os PE sdo conjuntos de v.a.. Dado estas dltimas serem frequente-
mente caracterizadas pelos seus momentos de primeira e segunda ordem, € natural que
0 mesmo aconteg¢a com os PE. Definimos entdo:

(tl,tg, ce ,tk) =F {Q?(tl),z(tg), ce ,z(tk)} = (11)

M

o0 o0 o0
=/ / / Ty Tk Dby tg,ty (X1, ., T) drrdas - - - dxy,

— 00 — 00 — 00



como momento de ordem k do PE {z(¢)}, onde E{-} é a esperanca matemética. No
que se segue, como alids referimos atrds, estamos sobretudo interessados nos momen-
tos de primeira e segunda ordem, que sdo respectivamente designados por funcdo média
e fungdo (auto-)covaridncia. A média é representada por:

a(t) = B{o(t)} = M, (1) (12)
e a covariancia por:

uat, ) = E{(5(8) = 1a(t)) (2(5) — prals))} = Ma(t, 5) — My (6)My(s). (13)
Outra representacdo para a covariancia é cov {z(t), z(s)} . Em particular:

o2(t) = cov {x(t),z(t)} = Ape(t,t) (1.4)

x

que designamos por varidncia de {x(t)} .
PE com variancia finita dizem-se PE de segunda ordem.

Exemplo 5 - Funcdo de densidade de probabilidade dum PE gaussiano:

Seja {x(t),t = 0,%1,42,...} um PE gaussiano. Sejam p,(t) e o(t,s) a média e a
covaridncia, respectivamente. Entdo a funcdo de densidade de probabilidade conjunta
de x(t1),...,x(tx) é expressa como :

Pty ta,... tk (1‘1, cee ,Ik) =
1 1<
S _Z (s — 1 (L C— g (ts
ooz T ,Zl g (@i = pe () (25 = pa (1))
1,)=

onde X = (o(t;,t;)) € R é a matriz de covariancias, e Ei_jl designa o elemento
(i, ) da matriz inversa X~ . Se z(t) for ruido branco temos entdo que X. é uma matriz
diagonal. a

Consideremos agora {z(t),t = 0,£1,+2,...} um vector de PE de dimensdo n,
ie.,

X1 (t)
z(t) = eR"
T (1)
onde x;(t),7 = 1,...,n sdo PE escalares. Posto isto, definimos entdo a média vectorial
(ou média de z(t)) como:
Ex,(t) i ()
1o (t) = Ea(t) = : = : (1.5)
Ex,(t) fiz,, (1)
bem como a covaridncia vectorial (ou covariancia de x(t)):
Aeatis) = E{ @) = palt) (0(s) — pu(s)" } = (1.6)
E{z1(t)2:(s)}  E{Z1(t)Z2(s)} E{ay(t)En(s)}
E{a(t)i1(s)}  E{Z2(t)T2(s)}

E{in(0ir(s)) E{ia(Dia(s)) - E{a()in(s))



sendo Z(t) = x(t)— . (t). Os elementos da diagonal de A, (¢, s) sdo as fung¢des de co-
varidncia de {z;(t),,t = 0,£1,+2,...}, sendo os restantes as fungdes de covariancia
cruzada entre {z;(t)} e {z,; ()}, # j.

1.4 Processos estocasticos estacionarios

Um PE diz-se estaciondrio se ndo varia com o tempo. Isto significa que a funcdo
de densidade de probabilidade conjunta s6 depende da diferengca temporal entre as
amostras, sendo independente do intervalo de tempo entre os instantes em que sao
consideradas. Estatisticamente, isto equivale a afirmar que o futuro € igual ao passado,
e pode ser expresso através da func¢do de densidade de probabilidade conjunta:

pt1,t2,-..,tk (Il, T2, ... ,mk) = pt1+7-)t2+7—).“7tk+7—<x1, Loy ... ,J}k), T = O7 il, iQ, e

(1.7)
Se esta condicdo se verificar para qualquer valor de 7, dizemos ser o PE fortemente
estaciondrio. Num PE fortemente estaciondrio, com momento de segunda ordem, a
média € constante e a covaridncia depende da diferenca entre 2 instantes, i.e.,

pa(t) = E{z(t)} = 1a(0) = pa (1.8)
Ape(t,8) = Agp(t — 5,0) = Ay (t — 5) (1.9)

Exemplo 6 - Ruido branco:
Um PE {v(t),t =0, 1,...} diz-se ruido branco se as v.a. v(t) e v(s) forem igualmente
distribuidas e independentes entre si para qualquer t # s, i.e.,

Prs (v(t),0(s)) = pe (v(t)) ps (v(s)), t# s
Como v(t) e v(s) sdo igualmente distribuidas, entdo ., (t) = E{v(s)} = piy,
M,(t,t) = E{v(t)*} = pi2 + o2
JTWv(t s) - E{v(t)o(s)} = E{v(t)} E{v(s)} = i}
emos ainda que

Azm(t7 5) = b {(’U(t) - /Lv) ('U(S) - ,uv)}

= E{v(t)v(s) — pov(s) — ppo(t) — pi}
= E{v(t)v(s)} — mE{v(t)} — mE{v(s)} + popto
= E{v(t)v(s)} — p3

_ 0 , t#s
- {E{U(t)Q}—,u% , t=s

Sendo so6 dependente de t — s,. Logo, o ruido branco é um PE estaciondrio.

O ruido branco é um sinal imprevisivel, pois, o seu valor, num dado instante, é
independente de todo o passado e futuro. A aleatoriedade do ruido branco é ilus-
trada nas figuras 1.3 e 1.4 que mostram realizacoes de ruido branco gaussiano e ruido
branco bindrio, respetivamente a

No entanto, existem PEs com distribui¢des diferentes em instantes de tempo dife-
rentes mas com momentos de primeira e segunda ordem estacionarios'. Dizemos que

'Um momento de primeira ordem é estaciondrio se ndo variar com o tempo. Um momento de segunda
ordem de segunda ordem € estaciondrio se s6 depender do espacamento entre os instantes de tempo
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Figura 1.3: Realizacdo de ruido branco gaussiano de média nula.

VAT

Figura 1.4: Realizagdo de ruido branco binario de média nula.

estes PEs sdo fracamente estaciondrios. E 6bvio que os PEs fortemente estaciondrios
também sdo fracamente estaciondrios, ndo sendo no entanto o reciproco verdadeiro.

Exemplo 7 - Caminho aleatorio:

O ruido branco é usado, de forma adequada, para gerar diferentes processos com di-
ferentes propriedades estocdsticas, como por exemplo, o caminho aleatério x(t), que
é expresso como uma soma de ruidos brancos:

z(t)=v(l)+v(2)+---+o(t), t=1,2,... (1.10)
com x(0) = 0. Podemos ainda escrever (1.10) recursivamente como:
z(t) =zt —1)+v(t), comx(0)=0 (1.11)

Calculemos a sua média e varidncia.

Considerando {v(t)} um PE gaussiano de média zero e varidncia o2, temos que
E{v(t)} =0e E{v(t)v(s)} = d(t—s)o2, em que §(t) é o impulso de Dirac. Podemos
entdo calcular a média do passeio aleatorio como:

fo(t) = E{v(1) +0(2) + ... +v(t)} = 0.



No que diz respeito a covaridncia, considerando t > s, x(t) — x(s) = Z v(i) e

S
x(s) = Z v(i) sdo independentes, temos entdo:
i=1

Npz(t,s) = E{z(t)z(s)}=F {[x(t) —z(s)]x(s) + x(s)Q} =F {x(s)Q} =
ZE {v(i)?} = so?

De igual forma, quando t < s, temos que A, (t,s) = to?. Donde se conclui que a
covaridncia de um caminho aleatorio é A, (t,s) = min(t, s)o?, que ndo é de forma
alguma uma funcdo de t — s; donde se conclui ndo ser o caminho aleatério um PE
estaciondrio.

A Figura 1.5 mostra uma realiza¢do dum passeio aleatorio. a
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Figura 1.5: Realiza¢do dum passeio aleatério.

Exemplo 8 - Relagdo entre passeio aleatdrio e o processo de Wiener:
Consideremos um que uma particula faz caminho aleatério num reta horizontal com

n passos em intervalos de tempo At = —, onde T é o tempo total. Em cada passo, a
n

particula move-se da direita para a esquerda ou da esquerda para a direita com uma
distribuicdo normal N (0, At) tal que nAt = T, ou seja, a magnitude do passo é ajus-
tada para que a varidncia do deslocamento total num intervalo de tempo com duracdo
T seja finita. A posi¢do ao fim de n passos (ou ao fim do intervalo de tempo T') é

= T
Xn = Xi, @w/\/(o, n) (1.12)
=0

A medida que o niimero de passos n aumenta, a varidncia da distdncia percorrida em

cada passo At = — diminui. Quando n — oo e, consequentemente o At — 0, o
n



caminho aleatorio normalizado aproxima-se do movimento Browniano (processo de
Wiener) W (t) = lim X,,. o
n—oo

Sendo {z(t)} um processo estacionério de segunda ordem, sua média é constante,
igual a u,. Temos sem perda de generalidade que z(t) — p,, ¢ um PE de média
nula pelo que iremos sempre considerar, daqui para a frente, que E {z(¢)} = 0. Por
outro lado, sendo a sua fun¢@o de covariancia unicamente dependente de ¢ — s, iremos
expressd-la na forma

Npo(7) = E{z(t + 7)x(t)},7=0,£1,£2,... (1.13)

Lema 1. A funcdo covaridncia de um processo estaciondrio {x(t)} tem as seguintes
propriedades:

(i) (Limite) |Apy(T)] < Ape(0) = 02, 7=0,%1,42,....

T

(ii) (Simetria) Ay (T) = Agg(—T).

(iii) (Ndo negatividade) Z a;agApy (7 — 1) >0
i k=1

Estas propriedades permitem-nos testar se um processo € estaciondrio. Caso nao se
verifiquem temos a certeza de estar perante um processo ndo estaciondrio.

Exemplo 9 - Funcdes de covaridncia vdlidas e invdlidas:

Das trés sequéncias discretas representadas na Figura 1.6 so a de cima é que obedece
as trés propriedades do Lema 1 e, consequentemente, sé esta é que pode ser a funcdo
de covaridncia dum processo estocdstico estaciondrio. o

A
Fungiio de covariiincia vidlida

A

Fungio ¢
[

e covariancia alida

Fungiio de covariiancia invilida

T

Figura 1.6: Sequéncias candidatas a fun¢io de covariincia

Consideremos o PE conjunto {z(t), y(t),t = 0,+1,+2,...} de média nula.



Os processos {z(t)} e {y(t)} dizem-se juntamente estaciondrios se, considerando

x(t S .
o vector PE w(t) = (*) , este for um PE estaciondrio. Dada a matriz de co-

y(t)

variancia de w:

I
|
—
/N

8
N
~ "
+ +
S 3
S—
N—
—~
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N
—
N
<

N
—~
—
N~—
SN—
—

Apr(t+7,8)  Agy(t+7,1)
Apw(t+7,t) =
Ayz(t+T1,1) Ayy(t+7,1)

= cov{w(t+ m)w(t)}, (1.14)

a estacionaridade implica que as covarifncias de (1.14) sejam somente func¢do da diferenca
T.
A Ay (1) = E{z(t + 7)y(t)} chama-se covaridncia cruzada entre x e y.

Lema 2. A covaridncia cruzada, Ay, (T), tem as seguintes propriedades:
(i) (Anti-simetria) Ayy(T) = Ayz(—T)
(ii) (Limite) |Ayy(7)| < Ape(0)Ayy (0), 7==£1,42,...9

1.5 Processos ergodicos

Um dos grandes desafios da andlise de PEs é estimar os seus pardmetros estocasticos
através da observacdo dos dados ao longo do tempo. Dado os pardmetros estarem
relacionados com os valores esperados de alguma fun¢do de um PE, estudamos entao
o problema da estimac¢ido da média e covaridncia de um PE estacionario.

Suponhamos {x(t),t = 0, £1, £2, ...} um PE estaciondrio de segunda ordem. De-
finimos a média temporal deste PE como

my(N) = - — t;Na:(t), (1.15)
e correlagdo temporal como
N
Tee(T, N) = 2N+ Z (t47)x(t), 7=0,+1,+2,... (1.16)

Se {z(t),t =0,£1,42,...} tiver média nula, esta quantidade é também designada
fungdo de (auto-)covaridncia. A fun¢des média (1.8) e covariancia (1.9) sdo definidas
como médias de um conjunto, i.e, como valores esperados. Mas (1.16) e (1.15) sdo
definidas como médias temporais de uma realizagao.

x=(..,z(-1),2(0),2(1),...)

Aquando da andlise de dados, nds lidamos antes com uma realizagdo, gerada por uma
experiéncia, e ndo com um conjunto de dados. Posto isto, sob o ponto de vista prético,
a definicdo de momentos em termos de média temporal € preferivel 2 média definida
por um conjunto de dados. Falta agora saber se a média temporal, r,,(7), € ou ndo
igual & média do conjunto A, (7).



Todo o PE cujos pardmetros estatisticos s@o estimados de forma precisa a partir
de uma simples realizagdo, diz-se processo ergddico. Ou seja, num processo ergddico
as médias temporais convergem para as esperancas matematicas e sao utilizadas como
estimativas destas. No que se segue enunciamos teoremas ergddicos para a esperanca
e a covariancia.

Definicao 1. Diz-se que um processo estaciondrio tem média ergddica se

lim E {[mw(N) - um]Q} —0,

N— oo
em que
pe = E{x(t)}
) N
mg(N) = mt;zvx(t)’

ou seja se m,(N) convergir em média quadrdtica para [i,.

Defini¢do 2. Um PE ergddico, x(t), de média nula tem covaridncia ergddica se

E{rpe (1) — Apy(7)} =0

em que
Aex(T) = E{z@)z(t—71)}
1 N
Fea(T) = SN 1 > Efa(t+r)z(t)}.

Maior detalhe sobre as condigdes de ergocidade da média e da covaridncia podem ser
vistas em T. Katayama. A partir deste momento so serdo considerados PE com média
e covaridncia ergddicas.

1.6 Densidade espectral

Se a fungdo de covaridncia dum processo estaciondrio z(t) for absolutamente somavel,

isto €, se
o

Z [Ape (T)] < 00,

T=—00
entdo terd uma transformada de Fourier. Essa transformada é designada como densi-
dade espectral de x(t).

Definicao 3. Se x(t) for um PE estaciondrio com fungdo de covaridncia absolutamente
somdvel, entdo

Dpp(w) = Y Agg(r)e 77

T=—00

é a sua densidade espectral.

10



Como P, (w) é a transformada de Fourier de A,,(7), A,.(7) pode ser determi-
nado através da transformada inversa de Fourier:

A (T) ! / P (w)e?*Tdw

:%_ﬂ-

Vemos, assim, que existe uma relagdo de um para um entre A, (7) e @, (w), pelo que
ambas as fung¢des transportam a mesma informagdo. Entdo, para 7 = 0, temos:

Ay (0) = o2 !

= o
2 J_,

D, (w)dw.

Considerando que z(t) é ergédico podemos escrever

N ™

o ) |
Aer(0) = ral0) = Jim oy 3 a0 = Po= g | ®ualeraa,

em que P, significa poténcia de x(¢). Vemos, deste modo, que P, representa a
distribuicdo da poténcia de z(t) pelo espectro w €] — m, 7] e dai o nome de densi-
dade espectral.

Lema 3. A densidade espectral ® ., (w) tem as seguintes propriedades:
(i) Ppp(w) = Pypy(—w) (simetria par)
(ii) ®..(w) > 0 (ndo negativa)

Demonstragdo. A propriedade (i) resulta do facto de A, (7) ser uma sequéncia par e
(ii) € consequéncia de que a variancia de (), 05(t) = [*_ @, (w)dw ser ndo negativa
e do Lema 4. Se ¢, fosse negativo numa banda de frequéncias w; < w < we, seria
possivel obter, através duma filtragem adequada®, um sinal com varidncia negativa, o
que € uma impossibilidade. o

Exemplo 10 - Densidade espetral do ruido branco
Seja e(t) ruido branco. Entdo, a sua sequéncia de covaridncia é

o2, 7=0
Ace(T) = { 0, T#0
sendo a sua densidade espetral

oo

Dee(@) = D Aeelm)e T = A (0) = 0. (1.17)

T=—00

Logo, o ruido branco tem uma densidade espetral constante, podendo-se afirmar que,
tal como a luz branca, tem um espetro plano (ver Figura 1.6). Dai o nome de ruido
branco. o

E muito frequente os PE propagarem-se através de sistemas dindmicos. Veremos,
em seguida, o que acontece a um processo quando se propaga através de um sistema
linear invariante no tempo e estavel.

2Por exemplo, um filtro passa-banda ideal com banda de passagem w1 < w < wa.

11
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Figura 1.7: Densidade espetral do ruido branco.

Lema 4. Se a entrada de um sistema linear e invariante no tempo com fungdo de
transferéncia G(z) estdvel for um PE estaciondrio de 2° ordem e média nula {u(t)},
a saida {y(t)} também é um PE estaciondrio de 2° ordem e média nula com densidade
espectral

0, (w) = |G () * By (w).

Demonstragdo. Ver T. Katayama. o

E comum modelar um PE estaciondrio como a saida dum sistema causal linear e
invariante no tempo, estdvel e de fase minima, excitado por ruido branco. Este proce-
dimento € fundamentado pelo seguinte teorema:

Teorema 1 (Factorizacdo da densidade espectral). A funcdo de densidade espectral
®,, (w) pode ser factorizada na forma

Dyy(w)=H (ejw) H (eijw) o
em que

H(z)=> h(k)z""
k=0

é uma funcdo de transferéncia estdvel com h(0) = 1 e com todos os zeros no interior
do circulo unitdrio.

Demonstracdo. Ver T. Katayama. o

Este teorema e o Lema 4 permitem modelar qualquer PE como a saida de um sis-
tema excitado por ruido branco. Veremos alguns desses modelos na secciio seguinte.

Figura 1.8: Processo estocdstico estaciondrio, com e(t) ruido branco.

Antes, porém, convém referir que o termo densidade espectral também € utilizado
para designar a transformada 2 da sequéncia de autocorrelatagdo, ou seja

Cup(2) = Y Apa(r)z".
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1.7 Previsao linear em PE

Seja {y(t)} um PE de média nula, estaciondrio e de segunda ordem. O nosso problema
éprevery(t+m), m = 1,2,...apartirde y(t),y(t—1),.... Deacordo com o Teorema
1, podemos considerar que y(¢) é a saida dum sistema linear e invariante no tempo com
funcao de transferéncia

=> h(k)z"" (1.18)
k=0
com h(0) = 1. Tem-se, entdo
t)=> h(k)e(t — k) =e(t) + h(1)e(t — 1)+ ... (1.19)
e
yit+m) = e(t+m)+h(l)et+m—1)+---+h(m—1e(t+1)
+h(m)e(t) + h(m + )e(t —m) +...
m—1
= Z e(t+m — k) +th+k) (t — k). (1.20)
= k=0
Se definirmos o operador ¢ tal que
qr(t) =x(t+1) (1.21)
podemos reescrever as trés ultimas equagdes na forma
H(g) = > h(k)g™* (1.22)
k=0
y(t) = Y h(k)g " e(t) = H(q)e(t) (1.23)
k=0
y(t+m) = H(q)qe(t) (1.24)
m—1 o)
= h(k)g™ Fe(t) + Y h(m + k)qg " e(t)
k=0 -

Como e(t) é ruido branco, a melhor previsdo de e(t +
valores médios que sdo iguais a zero. Logo, §(t + 1),
y(t + m) no instante ¢ é

1),...,e(t + n) sdo os seus
a melhor previsdo linear de

=" h(m+k)ge(t). (1.25)
k=0
De (1.24),
fe%e] m—1
> him+k)g Fe(t) = H(q)g™e(t) = > h(k)q™ e(t) (1.26)
_ k=0
€, consequentemente,
m—1
Gt +m) = |H(q)g™ — >  h(s)g" | e(?) (1.27)
s=0
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Como, segundo o Teorema 1, H(g) tem todos os zeros no interior do circulo unitdrio,
entdo é inversamente estédvel e, dada a sequéncia. .., y(t—1), y(¢), asequéncia. . ., e(t—
1), e(t) pode ser calculada através de

e(t) = H  (q)y(t) = > _ h(k)g *y(t), (1.28)

em que h(k), k = 0,... 00 é aresposta impulsional de H(z)~!. Logo

m—1

§(t +m) = |H(g)g™ = Y h(s)g™ | H (q)y(t). (1.29)
s=0

De (1.24) e (1.25), o erro de previsdo é
é(t+m) = (t—&-m)—“(—&-m)

h +th+k )= > h(m+k)g Fe(t)

MHOMS
w
O
>
g

h(k

?r
O

= (t+m)+h( Je(t+m—1)4---+h(m—1)e(t+1)

Na perspectiva da identificacdo de sistemas, a previsdo mais interessante acontece
para m = 1 que pode ser obtida através de (1.29) fazendo m = 1 e recordando que
h(0)=1:

g(t+1) = [H(g)g—dqle(t) = [H(q) —1]qe(t) = [H(q) — He(t +1)

como

entao

git+1) = [H(q
syt = [H

sendo o erro de previsdo y(t) — §(t) = e(¢).

Exemplo 11
O PE gerado por
y(t) = u(t) = 2u(t - 1)
onde u(t) é ruido branco com média nula e varidncia unitdria, tem um espectro gene-
ralizado

®y,(q) = G(q)G(qg "),
onde

= q =
Ulq) q
Se suposermos que u(t) é desconhecido, podemos tentar prever y(t) no instante t — 1
através de

9(t) = (Glg) — 1) G Hqy(t) = —

G():M—1—2*1—q_2

2¢ ! 2

1_7261_13/@) = _my(t) = Gp(2)y(t).
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No entanto este previsor ndo funciona, pois ndo € estdvel (G,(z) tem um zero fora do
circulo unitdrio). A Figura 1.9 ilustra inutilidade deste previsor, onde se pode constatar
que o erro de previsdo cresce exponencialmente. Como podemos entdo obter o melhor

500 &

20
500 |- , 1
0 © @ (f
20 O
0 2 4 6
1000 | | | | I
0 2 4 6 8 10

Figura 1.9: Realizagdo de y(t) = (1 — 2¢~1)u(t) (azul) e previsio (t) =
—2q71/(1—2g—1)u(t) (vermelho). Pode-se ver na ampliagdo das seis primeiras amos-
tras que, a partir de t=4, o erro de previsdo cresce exponencialmente.

previsor linear de y(t)?
Para responder a esta pergunta, comegamos por tentar factorizar o espectro na
forma
Pyy(q) = H(Q)H(qil)gg

em que H(q) é uma fungdo de transferéncia com todos os pdlos e zeros no interior
do circulo unitdrio e h(0) = 1. Os pdlos e zeros de H(q~ ') sdo os inversos dos de
H(q) e, como tal, estdo todos no exterior do circulo unitdrio. Uma vez obtida esta
factorizacdo, assumimos ser y(t) gerado pelo modelo

a partir do qual podemos dimensionar o previsor:

y(t) = (H(q) = 1) H™ (q)y(t),

pois agora H=1(q) é estdvel. Notemos que a estabilidade de H~'(q) é fundamental
para que possamos prever e(t) a partir de y(t). O processo que temos vindo a consi-
derar tem um espetro

Dyy(q) = G(q)G(q71) = (1 —2¢ ") (1 —2¢) = H(q)H (g ")o”.

Como o zero de G(q) estd no exterior do circulo unitdrio, o de H(q) tem que ser o seu
inverso, isto é,
H(q) =1- O'5q_1a
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sendo

Pyy(w) = (1—-05¢"")(1—-0.5g)0” = (1—2¢"")(1 —2q)
(1-0.5¢)(1 —0.5¢~")(—2¢~")(2q)
= (1-0.5¢)(1 —0.5¢71)4,

pelo que 0% = 4. Temos entdo o seguinte modelo conceptual
y(t) = e(t) — 0.5e(t — 1)

em que e(t) é ruido branco de média nula e varidncia o® = 4. O melhor previsor
linear a um passo é, finalmente,

0.5¢7 "

Wﬂ(t) = H,(q)y(?).

y(t) = [H(q) = H (g y(t) = -
Como o erro de previsdo é igual a e(t), a sua variancia é o* = 4 sendo, por isso, maior
do que a que, erradamente, estdvamos a espera quando tentdmos prever y(t) através
de Gp,(q)y(t). Notemos que a varidncia de e(t) € igual a de u(t), multiplicada por um
factor igual ao quadrado do zero de G(q) que reflectimos para o interior do circulo
unitdrio quando formamos H (q). Se tivessemos reflectido mais do que um zero, o factor
que multiplicaria o2 seria o quadrado do produto do médulo dos zeros reflectidos. A
Figura 1.10 compara uma realizacdo de y(t) com a previsdo §(t) = Hp(q)y(t) onde
se pode constatar que §(t) consegue prever y(t), embora com algum erro. A varidncia

8 I I I I
0 20 40 60 80 100

Figura 1.10: Realizagdo de y(t) = (1 — 2¢~1)u(t) (azul) e previsdo §(t) =
—0.5¢71/(1 — 0.5g—1)y(t) (vermelho).

de y(t) é

E{y*)} =E{u*{t)—20°(t—-1)} = E{u*(t)} +4E{v*(t— 1)} = 1+4 =5.

Logo, Prevendo y(t) através de E {y(t)} = 0 obtemos um erro com varidncia 5 (desvio
padrdo) a
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1.8 Modelos de entrada-saida de processos estocasticos

1.8.1 Modelo de Média movel (MA)

O Teorema 1 permite-nos encarar um PE como a saida de um sistema causal, linear
e invariante no tempo, estavel e de fase minima (sem zeros fora do circulo unitério).
O Lema 4 mostra-nos ser a condi¢do de estabilidade absolutamente essencial para a
estacionaridade do processo. Veremos adiante que a condig¢do de fase minima € fun-
damental para se poder fazer a sua previsdo. Neste contexto, um PE {y(¢)} pode ser
descrito pelo modelo:

y(t) =Y h(k)e(t—k) e h(0)=1

k=0
em que os polos e zeros de
(o)
H(z) = Z h(k)z="
k=0

estdo todos no interior do circulo unitério e e(¢) é ruido branco com média e variancia
E{e(t)*} o”.

Se h(k) = 0 para k > n e se designarmos h(k) por ¢, o modelo serd

n

y(t) = > crelt — k)

k=0

Definindo 2! como o operador atraso, ou seja z~'z(t) = x(t — 1), podemos
re-escrever esta equagdo na forma

y(t) = C(z"Ne(t)

em que
Cz)=1+4eciz7 b+ +epz ™ =H(2)

¢ a fungdo de transferéncia. Como neste modelo hd uma regresséo da entrada e(t), é

conhecido como modelo de média model (MA, moving average). Dado que funcdo

de transferéncia dum processo de média mével é H(z) = C(z~1), entdo o melhor
previsor linear a um passo é

o ag '+ Feng”
THeg T+ +cag "

gty =[C (¢ ") =1]C7 (g7 ") y(t) y(t), (1.30)

ou, equivalentemente,
g(t) =cry(t = 1)+ Feaylt —n) —crg(t — 1) + -+ et —n).  (1.31)

Dado que num processo estocéstico estaciondrio a fungiio H(z) é estdvel, entdo, se a
resposta impulsional de H (z) tiver duragfo infinita,

lim = 0. (1.32)

t—o0

Assim, qualquer PE pode ser aproximado por um processo de MA de ordem n, e o erro
da aproximacao diminui quando a ordem aumenta.
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1.8.2 Modelo Auto-Regressivo (AR)

Os modelos MA s3o muito simples e permitem descrever qualquer PE. No entanto,
para que tenham uma precisdo aceitdvel, necessitam frequentemente de ter uma ordem
elevada (n muito grande). Nestas condigdes € preferivel descrever y(¢) por um modelo
do tipo:
y(t) +ary(t = 1)+ -+ any(t —n) = e(t)
que com
Alg) =14ag ' +- +anqg "
pode ser re-escrita como
Alg™y(t) = e(t).
Nestes modelos existe uma regressdo em y(t), pelo que sdo conhecidos como modelos
auto-regressivos (AR, auto-regressive). A sua funcdo de transferéncia é
1
H(z) = ——
SV TEEY

e a sua ordem n costuma ser significativamente inferior a dos modelos MA.
O melhor previsor linear a um passo dum modelo AR é

() = [A(;l) - 1} Al ) =[1—A(¢ )], (1.33)

ou seja

g(t) = —ary(t — 1) — -+ — any(t — n). (1.34)
Este previsor é uma fun¢do linear dos pardmetros, o que explica em grande parte a sua
popularidade, ja que os pardmetros podem ser estimados de forma simples utilizando
o método dos minimos quadrados.

1.8.3 Modelo Auto-Regressivo de Média Movel (ARMA)

Se utilizarmos regressdo na entrada, e(t), e na saida, y(t), conseguimos modelos e
menor ordem. Estes modelos sdo do tipo:

y(t) + a1yt —1) 4+ -+ apy(t —m) =e(t) + cre(t — 1)+ -+ cpe(t — n)
e podem ser escritos na forma compacta
Al ) y(t)=C(a7") e(t).

Sao conhecidos modelos auto-regressivos de média mével (ARMA). A sua fungdo de
transferéncia é:

_cE)

H(z) = A6 (1.35)

sendo o melhor previsor linear dado por

. Cla) | Al Cla)-Al)
t) = -1 t) = t 1.36
ou, equivalentemente,

gt) =(ca —a)yt =1+ +(cn —an)ylt —n) =1yt —1) = —cpf(t —n).
(1.37)
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1.8.4 Filtro branqueador

Os PE sao conhecidos pelo nome dos modelos que os geram. Assim, 0s processos
gerados por modelos ARMA sdo PE ARMA, os gerados por modelos AR sdo PE AR
e os gerados por modelos MA sdo PE MA.

. o 1 . ~ . .
A invertibilidade de H (z) requer que m seja uma funcio estdvel. Isto permite
z
que se possa gerar ruido branco alimentando um sistema linear e invariante no tempo
1 1
———, com o processo y(t) Por este motivo, ——— ¢é
) p y(t)

com funcao de transferéncia
¢ H(z)

y(t) e(t)

R H(z) e

Figura 1.11: Processo estocdstico estaciondrio, com e(¢) ruido branco.

também conhecido como filtro branqueador.

1.9 Modelos de PE no espaco de estados
Os PE estaciondrios de média nula também podem ser descritos por modelos do tipo:

z(t+1) = Axz(t)+ Ke(t)
u(t) = Ca(t) + et
Estes modelos sdo conhecidos como modelo de inovagdo e tém a seguinte funcio de
transferéncia:
C (zfl)

A(z71)’
O denominador desta fungao de transferéncia é a equacao caracteristica de A e é dado
por

H(z)=C (2D, —A) ' K+1= (1.38)

den{H(z)} = det(zI, — A) =2"A (271) ="+ a2" P4 ta, (1.39)

Se pelo menos um dos coeficientes de C' (2~!) for diferente de zero e todos os coefi-
cientes de A (271) forem nulos (a; = -+ = a,, = 0), entdo y(t) é um processo MA.
Por outro lado, se todos os coeficientes de C (z_l) forem nulos (¢ = -+ = ¢, = 0)
e pelo menos um coeficiente de A (z_l) for ndo nulo, y(t) caracteriza-se como um
processo autorregressivo. Caso nenhuma dessas condigdes seja satisfeita, y(t) serd um
processo ARMA.
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Tomando y(t) como entrada e u(t) como saida obtém-se o modelo inverso que é dado
por

z(t+1) = Az(t)+ K (y(t) — Cx(t)) = (A— KC)z(t) + Ky(t)
e(t) = —Cx(t) +y(t)

Daqui podemos determinar a func@o de trnsferéncia inversa:
H Y z)=-C(zl, —(A-KC)) 'K +1 (1.40)
e também o melhor previsor linear a um passo:

z(t+1) = (A-—KC)z(t)+ Ky(t) (1.41)
gt = Ca(t). (1.42)

Exercicios

1. Defini¢ao de Processos Estocasticos: Defina um processo estocéstico e dé dois
exemplos do mundo real onde ele pode ser aplicado. Descreva esses exemplos
usando a notacdo de um processo estocdstico.

2. Continuidade do Parametro: Explique a diferenca entre um processo es-
tocdstico de pardmetro continuo e um de pardmetro discreto. D& um exemplo
de cada.

3. Realizacdio de um Processo: Para um dado processo estocdstico z(t,w), diga
o que é uma realizacdo. Considerando que ¢ € o tempo e w o dia da semana,
explique como interpretaria uma realizacao.

4. Distribuicdo de Probabilidade: Considere um processo estocdstico () nos
instantes t1, to, t3. Defina a funcdo de distribui¢do conjunta de probabilidade

P (x(t1), z(t2), z(t3)) .

Resolucao:

Considere um processo estocdstico (t) nos instantes ¢1,t2,f3. A fungdo de
distribui¢do conjunta de probabilidade P(x(t1), z(t2), z(t3)) descreve a proba-
bilidade de que o processo z(t) tome valores especificos nos tempos t1, to, t3.
Ou seja, a fungdo representa a probabilidade de que:

P(x(t1) < 21, 2(t2) < 29, 2(t3) < 73),
isto é, a probabilidade de que x(t1) = 21, x(t2) = x2, € 2(t3) = x3.

5. Distribuicao de Probabilidade: Explique a importincia da funcao de distribui¢cdo
conjunta de probabilidade.

Resolucao:

A funcg@o de distribuicdo conjunta de probabilidade é fundamental para descre-
ver o comportamento de um processo estocastico em multiplos pontos no tempo.
Sua importancia pode ser vista nos seguintes aspectos:
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* Dependéncia temporal: A distribuicdo conjunta revela a dependéncia entre
os valores de z(t) em diferentes instantes de tempo. Se os valores em t1,
to, e t3 forem altamente correlacionados, essa correlagao serd refletida na
funcdo de distribuicdo conjunta.

* Propriedades estatisticas: A partir da distribui¢do conjunta, podemos cal-
cular momentos conjuntos, como a covaridncia entre x(t1) e x(t2), permi-
tindo a andlise de variabilidade do processo.

* Modelagdo de incerteza: Muitos fendmenos fisicos, econdmicos e de enge-
nharia sdo modelados por processos estocasticos. A fungdo de distribuicdo
conjunta permite modelar o comportamento incerto desses sistemas ao longo
do tempo.

* Previsdo futura: A distribui¢ao conjunta possibilita inferir probabilidades
de eventos futuros, dado o comportamento passado ou presente, o que €
crucial em diversas dreas, como controle de sistemas e processamento de
sinais

6. Processos Gaussianos: Se um processo estocastico tem distribuicdes Gaussia-
nas para todos os intervalos de tempo, ele € chamado de processo Gaussiano. D&
um exemplo de um processo Gaussiano e explique suas propriedades.
Resolucio:

O processo Ornstein-Uhlenbeck (OU) é um processo gaussiano utilizado em di-
versas areas, como finangas, fisica e biologia. E um estaciondrio e tem uma
tendéncia a retornar a um valor médio ao longo do tempo. E descrito pela
seguinte equacdo diferencial estocdstica: dX(t) = 0[u— X(t)] + odW (t)
em que W (t) é o processo de Wiener padrio, isto é. um processo de Wie-
ner em que os incrementos tém varidncia unitdria. Como os incrementos do

z

processo de Wiener padriio sdo independentes, esta equacdo é equivalente a
dX(t

®) = —0X(t) + 6p + on(t) em que n(t) é ruido branco e n(t) ~ N (0,1).
Os pardmetros de X (t) sdo:

¢ 0 > 0 - Taxa de reversdo da média;
* 1 média para que o processo reverte

* ¢ volatilidade do processo

O processo OU pode ser dicretizado no tempo com um periodo de amostragem
T, sendo descrito por

X(k+1) =1 —-0T,)X(k) + 6uTs + oTin(k)
.emque X (k) = X (kTs) e n(k) = n(kTs).

7. Média: Para um processo estocdstico z(t), explique como calcular sua fungdo
média p, (t). Dado um processo especifico, calcule sua média ao longo de um
intervalo de tempo.

8. Funcao de Covariancia: Defina a fungdo de covaridncia de um processo es-
tocéstico. Para um processo x(t).

9. Processo Estacionario: Explique o que significa que um processo estocdstico
seja estaciondrio. Forneca um exemplo de um processo estaciondrio e discuta
como suas propriedades estatisticas permanecem inalteradas ao longo do tempo.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Ruido Branco: Descreva as caracteristicas do ruido branco. Calcule a co-
variancia do ruido branco em dois instantes de tempo diferentes ¢; e ¢5.

Passeio Aleatorio: Defina um processo de passeio aleatdrio e derive sua média
e variancia. Explique por que um caminho aleatério nao é estaciondrio.

Processo Ergodico: Explique o conceito de um processo ergédico. Como ele di-
fere de um processo estocdstico geral? D& um exemplo de um processo ergédico.

Meédia dum processo ergodico: Seja {z(t)} um processo ergddico. Explique
como € que se estima a média de {x(¢)} a partir duma realizacéo.

Covariancia dum processo ergédico: Seja {z(¢)} um processo ergédico. Ex-
plique como é que se estima a covariincia de {«(¢)} a partir duma realizag&o.

Densidade Espectral: O que é a densidade espectral de um processo? Calcule
a densidade espectral para o ruido branco.

Previsao em Processos Estocasticos: Dado um processo estocéstico z(t), como
é que preveria z(t + 1) usando previsio linear?

Modelo de Média Mével (MA): Descreva o modelo de média mével (MA).
Dado um conjunto de dados, ajuste um modelo MA de ordem 1 e interprete os
resultados.

Modelo Autorregressivo (AR): Explique o modelo autorregressivo (AR). Ajuste
um modelo AR(1) a uma série temporal e interprete os pardmetros.

Modelo ARMA: Combine as ideias dos modelos AR e MA para explicar um
modelo ARMA. Forne¢a um exemplo onde um modelo ARMA(1,1) seria ade-
quado.

Covariancia de um Passeio Aleatorio: Mostre que a covaridncia de um passeio
aleatério nos instantes t e s é dada por min(t, s)o2

Filtro Branqueador: Explique o conceito de um filtro branqueador e como
ele pode ser usado para converter um processo em ruido branco. Aplique este
conceito a um processo dado.

Modelo no Espaco de Estados: Defina um modelo no espago de estados para
um processo estocastico. D€ um exemplo de tal modelo e descreva como ele
pode ser usado para previsdo
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