Processos estocasticos nao estacionarios

1 Introducao

Nos capitulos anteriores, focdmos 0 nosso estudo em processos estocdsticos estaciondrios. No
entanto, no mundo real, a estacionaridade ¢ mais uma excecdo do que a regra. A maioria dos
processos nao € estaciondria, apresentando caracteristicas estatisticas como média, varidncia
ou covariancia que variam ao longo do tempo. Além disso, muitos desses processos exibem
padrdes periddicos, conhecidos como sazonalidade. Este capitulo aborda as principais propri-
edades dos processos ndo estaciondrios, os modelos que os descrevem e os métodos para avaliar
tanto a sua estacionaridade como a sua sazonalidade.

2 Definicao de Nao Estacionaridade

Um processo estocdstico € classificado como ndo estaciondrio quando a sua distribuicdo varia
ao longo do tempo. Contudo, se a média e a variancia forem constantes e a sequéncia de
covariancia depender apenas do desfasamento temporal entre as amostras, o processo pode
ser tratado como estacionario (em sentido lato), permitindo a aplicacdo de técnicas tipicas de
andlise de processos estaciondrios. Assim, um processo € nao estaciondrio se:

* A sua média variar ao longo do tempo;
* A sua variancia nio se mantiver constante;
* A sua covariancia depender do tempo e ndo apenas do desfasamento temporal.

Estas propriedades tornam a andlise de processos ndo estacionarios mais complexa, exigindo
abordagens especificas. A seguir, descrevem-se os principais tipos de nio estacionaridade.

3 Tipos de Nao Estacionaridade

A ndo estacionaridade em séries temporais refere-se a variacao das suas propriedades estatisticas
ao longo do tempo, como a média, a variancia e a covariancia. Essa caracteristica ¢ comum em
muitos processos reais, dificultando a anélise e modelagem das séries, ja que muitos métodos
pressupoem estacionaridade. Para melhor compreender este fendmeno, identificamos os se-
guintes tipos de ndo estacionaridade:

1. Nao Estacionaridade devido a Tendéncia: Este tipo ocorre quando a média da série
muda ao longo do tempo. A tendéncia pode ser:

* Deterministica: Representada por uma fung¢ao linear ou polinomial do tempo, como
um crescimento ou decréscimo constante.



* Estocastica: Onde a média varia de forma aleatdria, geralmente associada a presenca
de uma raiz unitaria (efeito integrador).

Exemplo: Variagdo do PIB.

Nao Estacionaridade devido Oscilagcoes da Variancia: Neste caso, a variancia da série
muda ao longo do tempo, resultando em periodos alternados de alta e baixa volatilidade.

Exemplo: Flutuagdes no mercado financeiro durante periodos de crise ou estabilidade.

. Nao Estacionaridade devido a Sazonalidade: A série apresenta padroes periddicos que

se repetem ao longo do tempo, como ciclos didrios, semanais ou anuais. Esses ciclos
podem estar associados a fatores naturais, sociais ou economicos.

Exemplo: Consumo de energia elétrica com picos didrios ou sazonais.

Nao Estacionaridade devido a Mudancas Estruturais: Alteracdes abruptas nas ca-
racteristicas da série, causadas por eventos externos ou internos, podem introduzir nao
estacionaridade.

Exemplo: O impacto de uma pandemia nas vendas de um setor especifico.

. Nao Estacionaridade devido a Integracdo: Uma série integrada requer diferenciagdo

para se tornar estaciondria. Um processo com raiz unitdria ¢ um exemplo cldssico, onde
o valor atual € fortemente dependente do valor anterior.

Exemplo: Passeios aleatdrios, como os precos de acoes.

A correta identificagdo do tipo de ndo estacionaridade € um passo crucial para a andlise da série.
Ap6s essa identificagdo, podem ser aplicadas as técnicas adequadas para estacionarizar a série,
como diferenciacao, remog¢do de tendéncia ou ajuste de sazonalidade.

4 Identificacao e Diagnostico da Nao Estacionaridade

Para modelar um processo, é necessario determinar se ele apresenta caracteristicas de ndo esta-
cionaridade. Isso pode ser feito através de:

1.

Analise visual:

* Tracar a série no dominio do tempo para identificar tendéncias ou variacdes na
média e variancia.
* Inspecionar gréificos de autocorrelagdo (ACF) para detectar padrdes ndo estaciondrios.

A andlise da ACF em processos ndo estaciondrios € desafiadora, pois a autocorrelaciao
nao depende apenas do desfasamento (7), mas também do instante de tempo (¢). Para
contornar essa dificuldade, podem ser utilizadas as seguintes estratégias:

* Segmentacao da série temporal: Dividindo os dados em segmentos suficiente-
mente curtos, pode-se assumir estacionaridade local em cada intervalo, permitindo
a estimativa da ACF.



* Janela mével: Com esta técnica, a ACF € calculada continuamente ao longo do
tempo, fornecendo uma visao dinamica das variagdes no processo.

2. Testes de estacionaridade: Para complementar a andlise visual, é recomendavel aplicar
testes estatisticos, como:

* Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF): Avalia a presenca de integradores na
série, o que indica ndo estacionaridade.

* Teste de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS): Verifica a existéncia de es-
tacionaridade em torno de uma média constante ou de uma tendéncia linear.

» Teste de Kruskal-Wallis € aplicado para detetar sazonalidade, avaliando se os valo-
res da série variamtém uma variacdo periodica (e.g., meses).

3. Analise do espectro: A analise da densidade espectral fornece informagoes adicionais,
identificando componentes de baixa frequéncia associadas a tendéncias (efeito de integracdo)
e componentes periddicas relacionadas a sazonalidade.

S5 Transformacoes para a Estacionaridade

Muitas técnicas de andlise de processos estocdsticos foram desenvolvidas com o objetivo de
estudar processos estaciondrios. Por conseguinte, quando confrontados com processos que
nao cumprem este requisito, torna-se indispensavel aplicar transformacgdes que estabilizem as
suas propriedades estatisticas, tais como a média, a varidncia e a covariancia. A escolha da
transformacdo adequada depende essencialmente do tipo de ndo estacionaridade presente na
série. Nesta seccdo, exploram-se os métodos mais utilizados para transformar séries ndo esta-
ciondrias em séries apropriadas para andlise

5.1 Remocao de Tendéncias

Quando a ndo estacionaridade se deve a presenca de uma tendéncia, seja ela deterministica ou
estocdstica, a solu¢ao consiste em remover essa tendéncia da série.

Diferenciacao

A diferenciagdo é usada para remover tendéncias estocasticas, que sido variagoes sistematicas
no comportamento do processo causadas pela acumulacio de choques aleatérios ao longo do
tempo. Essas tendéncias induzem um efeito integrador, dando origem a modelos com raiz
unitdria. Nesse contexto, o valor atual da série ¢ uma soma cumulativa de valores passados,
como ocorre em passeios aleatorios (y(t) = y(t — 1) + e(t)).

Para uma série y(t), a primeira diferenga é calculada como:

Ay(t) = y(t) —y(t = 1)

Caso a série apresente tendéncias estocasticas de ordem superior (e.g., variacdes cumulativas
de um passeio aleatorio), pode ser necessdrio aplicar diferencia¢des adicionais:

Aly(t)y = (1—q ")yt

Onde d € o ndmero de diferenciacdes necessdrias para alcangar estacionaridade. Por exemplo:



* Um processo /(1) requer uma unica diferencia¢ao (d = 1).
* Um processo /(2), onde os valores acumulam as diferencas de um passeio aleatério,
requer duas diferenciagdes (d = 2).
Remocao de Tendéncia Deterministica

Quando a série apresenta uma tendéncia deterministica, como um crescimento ou decréscimo
constante, esta pode ser removida ajustando-se um modelo deterministico. Por exemplo, ajusta-
se uma regressao linear da forma:

y(t) = Bo + Bit +e(t)

Ap0s ajustar o modelo, a tendéncia estimada € subtraida da série original:

g(t) = y(t) = (Bo + Art)

Este método € eficaz em séries com padrdes previsiveis, como crescimento populacional ou
vendas anuais.

5.2 Estabilizacao da Variancia

Quando a ndo estacionaridade resulta de flutuagdes na variancia, é necessario aplicar transformacgdes
que estabilizem a dispersao dos valores ao longo do tempo.

Transformacao Logaritmica

Para séries onde a amplitude dos valores aumenta exponencialmente, a transformacao logaritmica
reduz o impacto de grandes variagdes :

Yir(t) = log(y(t) +¢), ¢<0

A constante ¢ evita que o argumento da fun¢do logaritmo seja negativo.

Transformacao por Raiz Quadrada

Quando a série apresenta valores pequenos ou positivos, a transformac¢do por raiz quadrada
pode ser uma alternativa ao logaritmo:

Yir(t) = Vy(?)

Transformacao Box-Cox

A transformacdo Box-Cox é uma abordagem mais geral para estabilizar a variancia:

yMt) —1
>\ b

log(y(t)), seA=0

O parametro \ € ajustado para garantir a estabilizacdo da varidncia, minimizando a soma dos
quadrados dos residus
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* (1) sdo os valores transformados

* 9, € amédia dos valores transformados

5.3 Remocao de Sazonalidade

Quando a série apresenta padrdes periddicos (sazonais), € necessario remover ou ajustar esses
componentes.

Diferenciacao Sazonal

Para remover sazonalidade, pode ser suficiente subtrair valores separados por um periodo sazo-
nal s, sendo s o nimero de intervalos por ciclo:

Asyt =Yt — Yi—s

Decomposicao da Série

A decomposic¢ao cldssica ou métodos mais avangados, como o STL (Seasonal and Trend decom-
position using Loess), podem ser usados para separar os componentes sazonais, de tendéncia e
de ruido. Apds a remocdo dos componentes sazonais, a série residual pode ser analisada como
estaciondria.

5.4 Tratamento de Mudancas Estruturais

Quando a série apresenta alteracdes abruptas no seu comportamento, como mudangas de nivel
ou padrdo, é necessdrio tratar essas quebras estruturais.

Divisao em Segmentos

Separar a série em segmentos antes e apds a mudanca estrutural permite analisar cada periodo
como uma série estaciondria distinta.

Modelos com Quebras Estruturais

As mudancas estruturais podem ser incorporadas diretamente nos modelos, utilizando varidveis
indicadoras ou métodos especificos, como os de Bai-Perron.

5.5 Combinacao de Métodos

Em muitos casos, a série apresenta multiplos tipos de ndo estacionaridade, exigindo uma combinacao
de técnicas. Por exemplo, pode ser necessario aplicar uma diferenciacdo sazonal para remover
padrdes periddicos e, em seguida, uma diferenciacdo simples para estabilizar uma tendéncia
estocdstica.

6 Modelos de Processos Estocasticos Nao Estacionarios

Nesta sec¢do, apresentamos 0s principais modelos para representar processos ndo estaciondrios,
com destaque para os modelos baseados em integracao, sazonalidade e tendéncias.



6.1 Modelos com Integracao (/(d))

Os modelos integrados sao amplamente utilizados para descrever séries temporais que apre-
sentam tendéncias estocdsticas. Um processo integrado de ordem d, representado como /(d),
requer d diferenciagdes para se tornar estaciondrio.

Definicao

Um processo y(t) é considerado I(d) se a d-ésima diferenga (A%y(t)) for estaciondria. A
diferenciac¢do é definida como:

A%y(t) = (1 —q ")y().

Aplicacoes

» Séries financeiras como precos de accdes sdo tipicamente modeladas como processos
I(1) (uma unica diferenciagio necessdria).

¢ alguns dados econdmicos de longo prazo sao modelados como processos 1(2).

Modelos ARIMA

Os modelos ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving Average) combinam componentes au-
torregressivos (AR), integrados (I) e de média mével (MA). Sdo descritos pela seguinte equagao
geral:

Aq™) Ay(t) = C () elt)
Onde:

e A(gY)=1+aig '+ +a,g ™ é o polinémio autorregressivo.
e ClgH=14caq+ -+ cng ™ é o polindmio de média mével.
¢ ¢(t) é um termo de erro branco com média nula e variancia 2.

» A’ representa a diferenciacdo de ordem d

Exemplo 1 - Processo ARIMA(1,1,1)
Neste exemplo consideramos um processo ARIMA(1,1,1) onde todas componente sdo de pri-
meira ordem. A sua equagdo é:

Al (1 =g Hyt) = Clg He(t). 2)

com.

A(g7h) =1—-0.7¢7" é 0 polindmio autorregressivo.

C(¢7') =1+ 0.5¢7" é o polindmio de média movel.

= 1 representa uma diferencia¢do de ordem 1.

e £, é 0 termo de erro branco com média zero e varidncia o* = 1.



Aqui consideramos um processo com
Alg)=(1-07¢")Y(1-¢ ") =1-17¢""+0.7¢"* 3)
0 y(t) pode ser descrito pela equagdo as diferengas:
y(t) — L.7y(t — 1) + 0.7y(t — 2) = e(t) + 0.5e(t — 1) 4)

A Figura[l|apresenta trés realizagdes distintas do processo ARIMA(1,1,1), enquanto a Figura
exibe as sequéncias de autocorrelacdo estimadas para essas realizacoes. Devido ao cresci-
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Figura 1: Trés realizagdes distintas do processo ARIMA(1,1,1)

mento ilimitado da varidncia ao longo do tempo, tipico nos processos com integrador (d = 1),
as realizacoes podem diferir significativamente. Apesar disso, as sequéncias de autocorrelacdo
estimadas a partir das realizacdes sdo aproximadamente constantes. Contudo, este comporta-
mento ndo reflete a autocorrelagdo teorica, que deveria aumentar progressivamente ao longo
do tempo, como consequéncia do termo integrador. o

6.2 Modelos com Sazonalidade

Os processos ndo estaciondrios com padrdes periddicos requerem modelos que incorporem
componentes sazonais.
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Figura 2: Trés realizagdes distintas do processo ARIMA(1,1,1)

Modelos SARIMA

Os processos SARIMA (Seasonal ARIMA) sao uma extensdo dos processos ARIMA, que in-
cluem diferenciacido e componentes autorregressivos € de média movel sazonais:

Ag™) As (¢7°) AATy(t) = C (¢71) Cs (a77) e(t)
Onde:

* AD representa a diferenciagio sazonal de ordem D.

* As(q7°) e Cs(q?) sdo os polindmios sazonais autorregressivo e de média mével.

Aplicacoes
* Consumo de energia elétrica com picos didrios ou sazonais.

* Dados de vendas com padrdes anuais (ex.: vendas no Natal).

Exemplo 2 - Processo SARIMA(1,0,1)(1,1,1)12

Como exemplo, consideremos um processo SARIMA(1,0,1)(1,1,1)12. Este processo ndo
inclui diferenciacdo ndo sazonal mas apresenta uma diferenciacdo sazonal ordem 1.Além disso,
todos os polinomios, tanto os autorregressivos como os de média movel, sdo de ordem 1 nas
componentes ndo sazonais e sazonais. A equacdo geral para este processo é dada por:.

Alg A = ¢ H' (1 —q*)Pyt) = Clg ) Cs(q%)e(t)

com.



A(q™") =1 —0.5¢7" é 0 polindémio autorregressivo néo sazonal.

e Ai(q7%) =1 —0.3¢7'% é 0 polinémio autorregressivo sazonal.

C(q7') =1+ 0.4¢7" é 0 polinémio de média mével ndo sazonal.

e Cy(q*) = 1+ 0.2¢7'2 é 0 polindmio de média mével sazonal.

d = 0e D = 1 representam uma diferenciacdo sazonal com s = 12.
A equagdo as diferencas é representada por:
(1—0.5¢"1(1—=03¢"") (1 —q )yt) = (1+0.4¢ ") (14 0.2¢" 2)e(?)

Este processo pode ser visto como a saida de um sistema formado por trés subsistemas em
série com fungoes de transferéncia

1
Hi(q) = =] &)
Co(q™?) 140212
Haq) = S\ 170% ©)

By (q712)  1—0.3g712
C (¢ 1+ 0.4¢71
B(g!) 1-0.5¢7"

Hs(q) = = (7

e excitado por ruido branco (ver Figura[3| A Figura || mostra uma realizagcdo deste processo

e(t) 1 Cy (g2 Cg") |y
1 _ q—12 BS (q—12) B <q—1>

Figura 3: Representacao do modelo SARIMA

onde se pode observar o a sazonalidade que pode ser confirmada no observagcdo na sequéncia
de autocorrelagdo exibida na Figura ] o

6.3 Modelos com Tendéncia Deterministica

Quando a ndo estacionaridade € causada por uma tendéncia deterministica, os modelos ajustam
diretamente essa componente.

Modelos de Regressao com Tendéncia

Estes modelos representam a série como a soma de uma tendéncia deterministica € um termo
estaciondrio:

Y = Bo+ it + &t
Onde:

* (3, € o intercepto.
e (3, é ainclinacdo da tendéncia.

e £, € 0 termo estacionario.



Realiza¢do do processo SARIMA(l,l,l)(l,l,l)12
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Figura 4: Realizagdo do processo SARIM A(1,0,1)(1,1,1);5.
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Figura 5: Autocorrelacdo da do processo SARIMA(1,0,1)(1,1,1);2 estimada a partir da sua
realizacdo.
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Aplicacoes
* Crescimento populacional ao longo do tempo.

* Produgdo econémica com tendéncia de crescimento.

6.4 Modelos com Mudancas Estruturais

Mudancas abruptas nos dados podem ser representadas por modelos que incorporam quebras
estruturais.

Modelos de Quebra Estrutural

Estes modelos introduzem variaveis indicadoras (dummy variables) para capturar alteracdes nos
parametros do processo:

) Hi(g e set < T,
"\ Ha(g Ve set> T,

Onde 7. representa o instante da quebra estrutural.

7 Estimacao de Modelos ARIMA

A estimagcdo de modelos ARIMA baseia-se na transformacao de séries temporais nio esta-
ciondrias em séries estaciondrias por meio de um nimero de diferenciacdoes adequado. Apds
essa transformagdo, os polindmios autorregressivo A(¢ ') e de média mével C'(¢~') sdo ajusta-
dos utilizando métodos apropriados para processos estaciondrios, como os estudados no capitulo
anterior.

Passos para Estimacao de Modelos ARIMA

1. Diferenciacao da Série: Para lidar com a ndo estacionaridade da série, aplica-se uma
diferenciacdo de ordem d:

Ay(t) = (1— ¢ ")%(1),

até que a série resultante seja aproximadamente estaciondria.

2. Identificacao da Ordem dos Polinémios: Apés a transformagdo, pode-se utilizar a
funcao de autocorrelagdo (ACF) e a funcao de autocorrelagao parcial (PACF) para identi-
ficar as ordens n e m, correspondentes aos polinémios A(g~') e C(¢71).

3. Estimativa dos Parametros: Com a série transformada em estaciondria, os parametros
dos polinémios A(¢~!) e C(¢~') sdo ajustados utilizando métodos apropriados para pro-
Cessos estacionarios.

8 Estimacao de Modelos SARIMA

Para modelos SARIMA (Seasonal ARIMA), a transformacao inicial consiste isolar o modelo
sazonal através da separacdo em sub-séries estaciondrias. Depois € efectuada diferenciacao
sazonal e os parametros sazonais podem ser ajustados utilizando simultaneamente todas as sub-
séries estaciondrias.
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Estimacao de Modelos SARIMA

1.

Diferenciacao Sazonal: Remove-se a componente sazonal aplicando uma diferenciacdo
sazonal de ordem D:

AZy(t) = (1—q7*)"y(t),
onde s € o periodo sazonal.

Separacao em Sub-Séries: Reorganizar y(¢) em s sub-séries, onde cada sub-série repre-
senta uma fase do ciclo sazonal:

yi(k) =y(ks),  ya(k) =y(ks +1), ..., ys(k) = y(ks + (s = 1)),

Cada sub-série é estaciondria e segue 0 mesmo modelo sazonal.

. Estimativa dos Parametros Sazonais: Com as sub-séries estaciondrias, estima-se 0s

parAmetros dos polinémios sazonais A,(¢') e Cy(¢™"), utilizando simultaneamente to-
das as sub-séries. Este processo aproveita ao maximo a periodicidade dos dados para
melhorar a precisao da estimativa.

Calculo dos Residuos: Apds ajustar o modelo sazonal, os residuos de cada sub-série sao
combinados numa unica série estaciondria:

e(t) = y(t) = 4(1),

onde 7(t) é a parte ajustada pelo modelo sazonal.

. Modelagao Nio Sazonal: A série residual € utilizada para ajustar os polinémios A(q~')

e C(q™1), aplicando os métodos descritos na sec¢io anterior.

Exemplo Numérico: Estimacao de um Polinémio Sazonal

Considere uma série y(¢) com periodicidade s = 3, onde a componente sazonal é descrita por
um modelo AR(1):

1.

A(q) =1+a,q?
Separaciao em Sub-Séries: A série € dividida em trés sub-séries: v (k), y2(k), e ys(k):
y(t) =yBt—2), t=1,...,int(N/3)
yo(t) =y(Bt —1), t=1...,int(N/2)
ys(t) = y(3t), t=1,...,int(N/3)

2. Construcao dos Regressores e Observacoes: O regressor ¢ e o vetor de observacdes YV

sdo definidos como:

—y1(1) —y(1) y1(2) [ y(4) ]
—1a(1) —y(2) y2(2) y(5)
—y3(1) —y(3) y3(2) y(6)
R A R
B —Y2 B -y B Yo B (8)
Ll Rl N N D el AT R el R
: : : vdots
—y(int(N/3) = 1)| | —y(N —5) yi(int(N)/3)| [y(V = 2)
—ys(int(N/3) — 1) —y(N — 4) Yo (int(N)/3) y(N —1)
| —ys(int(N(3) —1)] | —y(N —3), ys(int(N)/3)] L y(V)



3. Estimativa dos Parametros: Utilizando os minimos quadrados, o pardmetro sazonal a;
do polinémio A,(¢g7') = 1+ as ¢! é ajustado como:

ag = (@Te) 1o’y

4. Calculo dos Residuos: Os residuos e;(k) sao calculados para cada sub-série e combina-
dos numa unica série:

e(kT'+i—1)=¢e;(k) =yi(k) +asqy;(k—1), i=1,2,3k=1,...,int(N/3)

5. Modelacao Nao Sazonal: A série combinada dos residuos € utilizada para ajustar os
polinémios A(qg~') e C(q71).

Este processo demonstra como as componentes sazonais € nao sazonais podem ser modela-
das de forma sequencial, aproveitando as caracteristicas especificas de cada parte da série.

9 Testes de Estacionaridade

9.1 Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF)

O teste ADF é amplamente utilizado para avaliar a presenca de integrac@o raiz unitdria) em
séries temporais, o que indica nao estacionaridade.

Hipoéteses
* Hy: A série possui raiz unitdria, ou seja, é nao estacionaria.

e H;i: A série € estacionaria.

Equacao Autorregressiva Aumentada

A equagdo usada no teste €:

Ay(t) =a+ Bt+~yy(t —1) + Z a; Ay(t — 1) +e(t) 8)

i=1
Onde:
e Ay(t) =y(t) —y(t —1) = (1 — ¢ Y)y(t): Primeira diferenca da série.

¢ «: Termo constante.

Bt: Termo de tendéncia deterministica (opcional).

~: Coeficiente que avalia a raiz unitdria.

a;: Coeficientes das diferencas passadas (Ay(t — 7)).

e(t): Termo de erro ruido branco.

13



Estatistica de Teste

A estatistica de teste é baseada no coeficiente :

~

fy

pum 9
"~ Desvio Padrio(¥) ©)

Onde:
» 4: Estimativa do coeficiente 7.

Como a equacdo Autorregressiva Aumentada (8]) € linear nos parametros, estes podem ser cal-
culados aravés do estimador de minimos quadrados:

= (o70)  oTY (10)
cl=a B v a -- ap}T
c @ =[p(1) ... @(N)]
cot)y=[1 1t yt—1) Ay(t—1) --- Ay(t—p)]
* Y =[Ay(l) - Ay(N)]

4 € o terceiro elemento de ¢ (ou o primeiro ou segundo, caso ndo se considere o termo de
tendéncia o ou os termos constante, « e de tendéncia 3). Por outro lado, dado que a covariancia
defé P = (@7 ®) ! 5% em que 02 é a variancia de e(t), o desvio padrio de 4 € a raiz quadrada
do elemento da diagonal principal de P correspondente a entrada de + no vector de paradmetros.
Como a varidncia de e(t) é desconhecida esta tem que ser estimada a partir dos dados:

&2:%(Y—<I>é>T (Y-cbé). (11)

Distribuicao da Estatistica

Sob a hipétese nula (H), a estatistica 7 segue uma distribui¢do ndo padrao pois, devido ao
efeito da integragdo a variancia de y(t) cresce linearmente com o nimero de observagdes, acon-
tecendo o mesmo a variancia dos residuos. Por isso os valores criticos foram determinados por
simulacdes de Monte Carlo sdo fornecidos em tabelas especificas para o teste ADF, dependendo
do tamanho da amostra e da presenga de termos de tendéncia (/5¢) ou constante («).

9.2 Procedimento do Teste ADF

1. Especificacao do Modelo: Decidir se o modelo incluird termos de constante («) ou
tendéncia deterministica (3t).

2. Estimativa dos Parametros: Ajustar o modelo autorregressivo aumentado por regressao
linear.

3. Calculo da Estatistica de Teste: Utilizar o coeficiente estimado 7 para calcular a es-
tatistica 7.
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4. Comparacao com Valores Criticos: Comparar 7 com os valores criticos da tabela do
teste ADF.

5. Decisao:

» Se 7 for menor que o valor critico, rejeitar H, indicando estacionaridade.

 Caso contrdrio, ndo rejeitar H, indicando ndo estacionaridade.

9.2.1 Valores Criticos do Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF)

As tabelas do teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) fornecem os valores criticos para dife-
rentes tamanhos de amostra e niveis de significincia (), como 1%, 5% e 10%. Esses valores
dependem do tipo de modelo ajustado:

1. Sem constante nem tendéncia.
2. Com constante, mas sem tendéncia.

3. Com constante e tendéncia.

Segue a tabela com os valores criticos tipicos para o teste ADF:

Tabela 1: Valores Criticos do Teste ADF para Diferentes Modelos e Tamanhos de Amostra

Tamanho da
Amostra (N)

Sem constante
nem tendéncia

Com constante

Com constante
e tendéncia

1%, 5%, 10%

1%, 5%, 10%

1%, 5%, 10%

25 -2.62,-1.95,-1.61 -3.75,-3.00,-2.63 -4.38, -3.60, -3.24
50 -2.60, -1.95,-1.61 -3.58,-2.93,-2.60 -4.15,-3.50,-3.18
100 -2.58,-1.95,-1.61 -3.51,-2.89,-2.58 -4.04,-3.45, -3.15
N — o0 -2.57,-1.95,-1.61 -3.43,-2.86,-2.57 -3.96,-3.41,-3.12

Os valores criticos sao baseados na distribui¢do assintdtica.

* Tamanhos de Amostra Finitos: Para N menor que os valores listados, pode ser ne-

cessario interpolar ou usar valores empiricos simulados.

* Modelos Considerados: A inclusido de constantes e tendéncias afeta os valores criticos

devido ao ajuste adicional.

* Interpretacao: Comparar a estatistica de teste 7 calculada com o valor critico para o

modelo e nivel de significncia escolhido. Rejeitar H, se 7 < valor critico.

9.3 Teste de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS)

O teste de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS) é um método estatistico utilizado para
avaliar a estacionaridade de uma série temporal em torno de uma média constante ou de uma
tendéncia linear. Diferentemente de outros testes de estacionaridade, como o teste de Dickey-
Fuller Aumentado (ADF), o KPSS tem como hipétese nula que a série € estaciondria. A hipétese

alternativa sugere que a série nao € estaciondria.
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Hipoéteses do Teste KPSS

» Hipoétese nula (H,): A série é estaciondria em torno de uma média constante ou de uma
tendéncia linear.

» Hipoétese alternativa (/;): A série nao € estacionaria.

Modelo do Teste KPSS

O teste KPSS considera a seguinte decomposi¢do para uma série () estaciondria em torno
duma constante:

y(t) = Bo+ p(t) + (), (12)
ou:

y(t) = Bo + Bt +(t), (13)
se a estacionaridade é em torno duma tendéncia linear onde:

* [y € o termo constante.
e (it € a tendéncia linear.

* ¢(t) é o termo de ruido branco, com média zero e variincia constante.

Estatistica do Teste

A estatistica do teste KPSS é calculada como:
N
1 R
=Nz Z S*(t) /o,
t=1
onde:
« S(t) = >!_, é(k) é a soma cumulativa dos residuos é(k)

¢ 62 é uma estimativa da variancia de longo prazo do termo de erro e(t), calculada com
base na densidade espectral em frequéncia zero, ou seja,

TMax

6’2 = @éé(GjO) = j\éé(O) + Z W (T, TMaa:) 5\éé(T) (14)
T=1
em que a fungdo de ponderacdo w (7, Tprq:) € a fungdo triangular de Bartlett
T
) =1— ——— 15
w (7—7 TMm ) TAas - 1 ( )
S\éé(f) a estimativa (enviezada) da autocovariancia amostral dos residuos:
. 1 X
Aee(r) = + t;I e(t)e(t — ) (16)

e (i)éé(ej “) a densidade espectral dos residuos.

¢ N € o tamanho da amostra.

o2 ndo € a a varidncia amostral porque esta assume que os residuos sido independentes e nao
correlacionados, o que raramente € 0 caso em séries temporais. Ao fazer 62 = @)éé(ejo), to-
mamos em conta possiveis autocorrelagdes nos residuos, tornando a estimativa mais robusta e
adequada para o teste KPSS.
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Interpretacao do Teste

A estatistica calculada do teste KPSS € comparada com valores criticos tabelados. A interpretacao
¢ a seguinte:

» Se o valor da estatistica 7 for menor que o valor critico, ndo rejeitamos a hipéotese nula
(Hy), concluindo que a série € estaciondria.

* Se o valor da estatistica 7 for maior que o valor critico, rejeitamos a hipotese nula (H),
indicando que a série ndo € estaciondria.

Valores Criticos do Teste KPSS

Os valores criticos do teste KPSS dependem do nivel de significancia escolhido e do tipo de
teste realizado (para estacionaridade em torno de uma média ou em torno de uma tendéncia
linear). Eles sdo determinados empiricamente e ndo possuem uma formula analitica exata. As
tabelas a seguir apresentam os valores criticos comuns para diferentes niveis de significancia.

Para Estacionaridade em Torno de uma Média

Nivel de Significancia | Valor Critico
10% 0.347
5% 0.463
2.5% 0.574
1% 0.739

Tabela 2: Valores criticos para estacionaridade em torno de uma média no teste KPSS.

Para Estacionaridade em Torno de uma Tendéncia Linear

Nivel de Significancia | Valor Critico
10% 0.119
5% 0.146
2.5% 0.176
1% 0.216

Tabela 3: Valores criticos para estacionaridade em torno de uma tendéncia linear no teste KPSS.

Notas Importantes

* Estes valores criticos foram calculados originalmente por Kwiatkowski, Phillips, Schmidt
e Shin (1992) com base em simulagoes.

* Muitos softwares estatisticos, como R e Python, incluem estes valores criticos automati-
camente ao reportar os resultados do teste KPSS.
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10 Teste de Sazonalidade

10.1 Teste de Kruskal-Wallis

O teste de Kruskal-Wallis € um teste nao paramétrico utilizado para verificar se as medianas de
varios grupos sao iguais. No contexto de séries temporais, € aplicado para detetar sazonalidade,
avaliando se os valores da série variam de forma consistente entre diferentes periodos (e.g.,
meses).

Hipoteses

* Hj: Nao ha diferencas significativas entre os periodos; a série nao apresenta sazonalidade.

» H,: Ha diferencas significativas entre os periodos; a série apresenta sazonalidade.

Estatistica de Teste

A estatistica de teste H € calculada com base nos postos (ranks) dos valores observados,
atribuidos a todas as observacdes globalmente:

12 i _
H:MN—MZm(RZ-—R)

i=1
Onde:

* N: Numero total de observacoes.

* k: Nuimero de periodos (grupos).

* n,;: Nimero de observacoes no periodo .

R;: Média dos postos no periodo .

R: Média global dos postos.

Distribuicao da Estatistica

Sob a hipétese nula (Hy), a estatistica H segue aproximadamente uma distribui¢do qui-quadrado
(x?) com k — 1 graus de liberdade.

5.2 Procedimento do Teste de Kruskal-Wallis

1. Organizacao dos Dados: Dividir a série temporal em k£ grupos com base nos periodos
(e.g., meses do ano ou dias da semana).

2. Ordenacao e Postos: Ordenar todas as observacdes y; globalmente e atribuir postos a
cada valor.

3. Calculo das Médias dos Postos por Grupo: Para cada grupo 4, calcular a média dos

postos:
R
(3 ’)’Li
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4. Calculo da Estatistica H: Substituir as médias dos postos na férmula para H.

5. Comparacao com a Distribuicao Qui-Quadrado: Comparar H com o valor critico da

distribui¢ciio x? com k — 1 graus de liberdade.

6. Decisao: Rejeitar H, se H exceder o valor critico, indicando sazonalidade.

5.3 Exemplo Pratico no MATLAB

o

data = [100, 120, 110, 130, 125, 140, 150, 160,
105, 125, 115, 135, 130, 145, 155, 165,
110, 130, 120, 140, 135, 150, 160, 170,

% Grupos correspondentes aos meses
months = repmat (1:12, 1, 3)';

% Teste de Kruskal-Wallis

[p, tbl, stats] = kruskalwallis(data, months);
% Resultados

disp (’'Valor-p:’);

disp(p);

disp(’'Estatistica de Teste:’);

disp(tbl{2, 5}); % O valor de H estd na tabela

Interpretacao dos Resultados

% Dados de exemplo: consumo energético mensal em 3 anos

155, 140,
160, 145,
165, 150,

130, 120,
135, 125,
140, 130];

* Sep < 0,05: Rejeitamos Hy, indicando que ha diferengas significativas entre os periodos,

evidéncia de sazonalidade.

¢ Caso contrario: Nao ha evidéncia estatistica de sazonalidade.

6. Conclusao

O teste de Kruskal-Wallis ¢ uma ferramenta eficiente para detetar sazonalidade em séries tem-
porais. O seu carater nao paramétrico o torna ideal para dados que nao seguem uma distribui¢ao
normal ou apresentam variancia desigual entre periodos. Quando combinado com outros métodos
de andlise de séries temporais, este teste fornece uma visdo robusta da estrutura da série.
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