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Resumo



Capitulo 1

Estimacao de Espetro Processos
Estocasticos

1.1 Introducao

A estimacao do espectro de processos estocdsticos ¢ uma ferramenta essencial no pro-
cessamento estatistico de sinal, desempenhando um papel crucial em uma ampla gama
de aplicacdes cientificas e tecnoldgicas. Andlise da densidade espctral dum sinal e re-
vela como € que a sua energia distribui pelas vérias frequéncias, permitindo uma com-
preensdo profunda e o processamento eficaz de sinais em campos tdo diversos como
telecomunicacdes, processamento de dudio, geofisica, entre outros.

A capacidade de decompor um sinal em componentes de frequéncia facilita ndo
sO a andlise detalhada do mesmo, mas também a implementacdo de técnicas de fil-
tragem eficazes, que sdo fundamentais para a extracao ou supressdo de componentes
especificas de frequéncia, aprimorando aplica¢des de remocdo de ruido e compressao
de dados. Além disso, a andlise espectral € utilizada para modelar e prever séries tem-
porais em economia e finangas, ajudando na tomada de decisdes estratégicas através da
identificac@o de ciclos econdmicos ou tendéncias de mercado.

As técnicas para a estimacdo do espectro podem ser classificadas em métodos pa-
ramétricos e ndo-paramétricos. Os métodos paramétricos assumem que O pProcesso
estocastico pode ser descrito por modelos auto-regressivos (AR), média mével (MA) e
auto-regressivo-média mével (ARMA). Estes modelos sdo particularmente tteis quando
os dados disponiveis sdo limitados ou quando existe um conhecimento a priori que pode
ser incorporado na modelagem.

Por outro lado, os métodos ndo-paramétricos, incluindo o periodograma e a esti-
mativa de Blackman-Tukey, ndo dependem de suposi¢des sobre a natureza do processo
estocastico, oferecendo uma abordagem mais flexivel e amplamente aplicdvel. Estes
métodos, contudo, podem sofrer de problemas como alta variancia e baixa resolucdo
espectral, especialmente em conjuntos de dados de pequena dimensao.



1.2 Estimacao Paramétrica

1.2.1 Processos AR
Densidade espectral dum processo AR

Os processos AR sdo descritos pela equacgio

A (g7 ") y(t) = e(t), (1.1)

onde
Al =1+ag '+ +ang™" (12)

e e(t) representa um ruido branco com média nula e variancia 02, A partir de (1.1),

temos que
1

y(t) = me(t)- (1.3)

Como os processos AR sdo, por definicdo, estaciondrios, a densidade espectral de
poténcia é dada por:
1 2 1 2

= YA : — T (1.4)
A (e3)? 114 are=3% + -+ + ay, e~ 3ena|?

Dyy (w)

Desta forma, concluimos que a estimagdo do espectro estd intimamente relacionada
com a identificacdo do modelo AR.

Estimador de Yule Walker

Os parimetros dum modelo AR podem ser determinados a partir de estimativas da
sequéncia de autocovariancia do processo. Vimos, aquando da apresentacdo dos mode-
los AR, que os primeiros n+1 elementos da sequéncia de autocovariancia dum processo
AR(n) pode ser determinada através sistema de equacdes:

Ayy(0)  + atAyy (1) + - + anAyy(n) = o?

Ayy(1)  + adyy(0) + - 4 apdy(n—1) = 0

Ayy(2)  + adyy(1) + 0+ andy(n—-2) = 0 (1.5)
Ayy(n)  + ardy(n—1) + - + anAyy(0) = 0

As equacdes deste sistema sdo designadas por equacdes de Yule Walker [13, 12,2, 6] e
também podem ser utilizadas para estimar os pardmetros do modelo dada a sequéncia

de autocovaridncia A, (7), 7 =1,...,n. Temos entdo:
Ayy(0)ay + Ayy(Daz + o+ Ay —Da, = A1)
Ayy(L)ar + Ayy(0)az + ot Ay(n—2)an = —Ay(2)
Ayy(n—Dar + Ayy(n—2)az + -+ Ay(0)an = —Ayy(n),

(1.6)



Definindo

0" = [a ay -+ an)’ (1.7)
Ayy(0) Ayy(1) Ayy(n —1)
A, = )‘yy-(l) )‘yy. 0 ’ Ayy(” —2) (1.8)
Ayy(n—1)  Ayy(n—2) -+ Ayy(0)
Al = P‘yy(l) Ayy(2) - )‘yy(n)}T (1.9)

este sistema de equagdes pode ser rescrito na forma matricial:

A0 = X, (1.10)
sendo os pardmetros calculados através de

0™ = —A- AL, (1.11)

Uma vez determinados os parametros ai, asg,;...,an,, a varidncia do ruido branco,
o2, pode ser calculada a partir da primeira equacio do sistemas de equacdes (1.6):

02 = Ay (0) + Ay (Dag + - + Ayy(n)ay,. (1.12)

Se, como acontece em problemas do mundo real, tivermos estimativas da sequéncia
autocovariancia, podemos estimar os parametros através da equagdo (1.11) substituindo
os elementos da sequéncia de autocovariancia pelas estimativas.

Algoritmo de Levinson-Durbin

A matriz A,, ¢ uma matriz de Toeplitz, caracterizada por ter elementos constantes ao
longo de cada diagonal [8]. Além disso, A,, é simétrica. O algoritmo de Levinson-
Durbin [6] explora esta estrutura para obter um tempo de resolugio de ordem 12, o que
¢ significativamente mais eficiente do que os métodos de eliminagdo de Gauss-Jordan,
que tém uma complexidades de ordem n>. Este algoritmo calcula recursivamente os
parametros de modelos auto-regressivos de ordens de 1 a nn, ou seja, os coeficientes dos
polinémios:

Ak (q_l) =1+ agk)q_l 4ot al(ck)q_k7 k=1,---,n. (1.13)
A ideia principal da recursividade € calcular 6%+ do modelo de ordem k + 1 a partir

de 8% do modelo de ordem k.
Para k = 1, o sistema de equacdes (1.6) reduz-se a uma tnica equacdo cuja solugdo é

Ayy(1)
o) — W _ vy (1.14)
b A(0)
A recursividade é desenvolvida resolvendo a equagdo (1.10) para a ordem k + 1:
Ay 0% = X (1.15)



Especificando os valores de A1, otD) ¢ A1:k+1, Obtemos:

(k+1)
Ayy(o) Ayy(l) T Ayy(k - 1) Ayy(k) a%k_H)
Ayy (1) Ayy(0) o Agy(B=2) Ayy(k—1)| |ay
Ayy(k=1) Ayy(k—=2) - Ayy(2) Ayy(1) a,(ckﬂ) Ayy(F)
)‘yv(k) )‘yy(k -1 e )‘yy(l) )‘yy(o) a’(ﬁ*‘ll) )‘yy(k + 1)
(1.16)
As relagdes entre Ay1, € Ag e entre Aq.x41 € A1k, S30 as seguintes:
[ Ayy (k)
Ay (kB —1
AL uy ( ' )
A1 = : (L.17)
Ayy(1)
L Ayy(k) Ayy(k=1) - Ay (1) ‘ Ayy(0)
[ Al:k
) = - . 1.1
S PN (119

Definindo Ay.; como Aj.; revertido:

T
Aot = [Ayy(R) Ayy(k—=1) -+ Ay (D], (1.19)
podemos compactar a relagdo entre A1 e Ay como:

Ap | Ara }

Awi1= { Akt | Ayy(0) (120

E+1) em funcao de 6™ tema seguinte forma:

6*) €k
e+ — {T} + 1w - (1.21)
k+1

em que €, € R* é o termo de correcgdo e a,(;:j_ll) € R é ok + 1%Mm pardmetro do

A representagdo de 6

modelo de ordem k£ + 1. Se na equacdo (1.15) substituirmos 0(k+1), Api1 € Akt
pelos valores de (1.21), (1.20) e (1.18), temos:

Ap | Aga } o) €k ALk
+ = — . 1.22
{ )‘kzl )‘yy (0) ( 0 akﬁjl )‘yy(k + 1) ( )

Isolando as primeiras k equagdes:

AWM - Aper + Apial Y = A (1.23)
e a ultima equacio:
ATL0W AT €, + Ay (0)al D = =2 (k + 1) (1.24)

Substituindo — ;. pelo valor da equagéo (1.10) (com n substituido por k) na equacdo
(1.23) temos:

AkH(k) + A€ + )\kzlagfll) = Ake(k) (1.25)



de onde
Aper = —Ak:m;(!fll) (1.26)

Dado que Ay é uma matriz de Toeplitz simétrica, ela ndo de altera se revertermos as
suas linhas e colunas [6]. Consequentemente, as equacdes Yule Walker do modelo de
ordem k invertidas e com as parcelas revertidas t€m seguinte forma matricial:

(k)
/\yy(o) )‘yy(l) e )‘yy(k - 1) a(lfﬁ) )‘yu(k)
Ayy(l) )‘yy(o) T )‘yy(k - 2) ap . )‘yy(k - 1)
Ayy(k =1) Ayy(k—2) - Ayy(0) agk) Ayy(1)
(1.27)
Isto pode ser compactado na seguinte equagdo:
ABY = —Xpq (1.28)
onde .
k ;
o) = [agﬂ a® ag’f)} . (1.29)
Substituindo este valor em (1.26) obtemos:
~Aper = —AO% (1.30)
0 que resulta em:
er = 0% alf Y. (1.31)

< L . = (k+1)
Para completar a recursdo € necessario determinar uma expressao para ak+1 . Isto

pode ser feito multiplicando a equagdo (1.31) a esquerda por )\35:1:
Airer = X, 0%l (1.32)
Como ng) e A\x.1 sdo os vectores revertidos de 0" ¢ A1k, respectivamente, temos
AL 6 — T g™, (1.33)
Isto permite rescrever a equacdo (1.32) na forma:
Aler = AT, 00 al D, (1.34)

Podemos entdo obter a,gf;l) substituindo e )\i’: L€k por este valor na equagdo (1.24):

AL100) AT, 0Wal Y 1A, (0)al Y = <y, (ki + 1) (1.35)

: = A(k+1)
0 que resulta na seguinte expressdo para a, . |

(k+1) _ _)‘yy(k +1)+ )\5;19(’“)
o Ayy(0) + AT, 0%

(1.36)

As equagdes (1.22), (1.31) e (1.36) definem a recursiao necessdria a determinagdo dos
parametros do modelo de ordem k + 1 a partir dos parimetros do modelo de ordem k.
Este processo pode ser sumarizado no seguinte algoritmo:

Algoritmo de Levinson-Durbin



1. Inicializacao:

2. Recursao Parak=1atén —1

2.1. Calcular:
(k+1) _ )‘yy(k +1) + A£10(k)

F 0+ ALe™

2.2. Determinar a correccao:

= VoY)

2.3. Actualizar o vector de parametros:

a(lk) a](ck)
o) e @’ @)

oY) = H +1, ot = St ai’iﬁ” :
k+1 a](fk) agk)

0 1

Estimador do erro de previsao

Os algoritmos de erro de previsdo sdo ferramentas fundamentais na estimagdo de mo-
delos paramétricos de processos estocastico. Estes algoritmos minimizam a diferenca
entre os valores observados e os gerados pelo previsor de um passo do modelo, ajus-
tando os parametros de forma a melhorar a correspondéncia entre o modelo e os dados
observados.

Uma das principais propriedades destes algoritmos € a consisténcia das estimativas. A
consisténcia refere-se a capacidade do algoritmo em fornecer estimativas de parametros
que convergem para os valores verdadeiros a medida que o nimero de observagdes
aumenta. Isto significa que, com um conjunto de dados suficientemente grande, as
estimativas obtidas pelos algoritmos de erro de previsdo aproximam-se, com probabi-
lidade 1, dos parametros reais do processo subjacente. Esta caracteristica € crucial em
aplicacdes onde a precisdo da estimativa influencia a qualidade das previsdes futuras e
a compreensdo do comportamento do processo.

Outra propriedade relevante € a optimalidade em processos gaussianos. Em particular,
quando o processo estocdstico € gaussiano, os algoritmos de erro de previsdo proporci-
onam estimativas que minimizam o erro médio quadratico dos pardmetros forma 6tima.
Em contextos onde o ruido ou as incertezas no sistema seguem uma distribuicdo nor-
mal, os algoritmos de erro de previsdo tornam-se uma escolha preferencial, garantindo
estimativas precisas e robustas [9]. Vimos, anteriormente, que o previsor a um passo
de um processo AR € dado por:

g(t,ar, - ,an) = [1 — A(qil)} y(t) = —a1y(t — 1) — - —any(t —n), (1.37)

sendo uma combinacao linear dos pardmetros do modelo, aq, - ,a,. Assim, o0 erro
de previsao é dado por:

é(t7a1> e 7a’n) = y(t)_ﬁ(t7 ag,--- 7a’n) = y(t)+a1y(t_1)_ : +y(t_n) (138)



o que implica que também é uma fungao linear dos pardmetros. Isso significa que o
critério quadratico

N

1 R

Viay, - ,a,) = 5262(t,a1,~- Lan) = (1.39)

t=1

1

2
= 3 > ) +ary(t—1) + - + any(t —n)]
t=1
é uma funcdo quadraticade ay, - - - , a,, € que, consequentemente, tem um Gnico minimo.

Este critério pode ser minimizado utilizando o bem conhecido algoritmo de minimos
quadrados que consiste na resolug¢do do sistema de equagdes normais:

3Tp0 =d'Y (1.40)
onde:
0 = [a - a,] eR” (1.41)
[ —y(0) —y(=1) - —y(l—mn)]
—y(1) -y(0) - —y(2-n)
d = —y(t.—l) _y(t'_2) _y(t'_n) e RV*" (142
—y(N=1) —y(N=2) - —y(N—n)]
Y = [y(1) y@2) - y)] R (1.43)

Se a matriz 7 ® for nio singular, a soluc¢do das equagdes normais € dada por:
0= (27®) " @'Y = @'Y, (1.44)

onde ® é o pseudo-inverso de ®. Caso os valores de y(0), - ,y(n — 1) ndo estejam
disponiveis, podemos atribuir-lhes o valor zero, embora isso possa enviesar as estimati-
vas do modelo, principalmente quando o nimero de observacdes N é pequeno. Se ndo
quisermos que isso aconteca, podemos remover estes valores de ® e Y, redefinindo
estas varidveis da seguinte forma:

[ —y(n)  —y(n-1) - —y(1)
—yn+1)  —ylmn) - —y(2)
= (N—n)xn
® = —yt—1) —y(t-2) - —yt—n)| S R™ (1.45)
_*y(N -1 *y(N -2) - fy(N —n)|
Y = [yn+1) y(n+2) - y(N)] e RN, (1.46)

Esta reformulacdo permite lidar com a auséncia de observacdes iniciais, evitando en-
viesar a estimacdo dos parametros, especialmente em situagdes em que o nimero de
amostras disponiveis é limitado.



Relacao entre os estimadores de Yule-Walker e de erro de previsao

A equacdo (1.44) pode ser reescrita na seguinte forma

Como

0= <N_n<I>T<I>> N_n<I>TY. (1.47)
LI
—y(n) _—ny(n +1) —y(N —1)
1 —yin—1)  —y(n) —y(N —2)
“N-n : :
—y(1) —y(2) . —y(N-n)
—y(n)  —yn-1) - —y(1)
—y(n+1) —y(n) —y(2) _
“y(N=1) —y(N—=2) - —y(N—n)
1 N1 1 N-1 1 N-1
— > () N, 2o vyt =1) N —n
N72t:n 1 t:nN72 1 Jif:nQ
tﬂ;ly(t)y(ﬂr 1) N_nt:;lzf(t) Non, 2
-n N—n
> y()y(t+n—1) Nl_n 2 y()y(t +n —2) Nl_n
. - (1.48)
—y(n)  —yn+1) y(N =11 [yn+1)
1 _y(n - 1) _y(n) —y(N — 2) y(n + 2)
- N-n : : :
—y(1) -y(2) —y(N —n)| L 9(V)
;o Nl q
N, 2 vyt 1)
) Nh
= | N-n tz;ly(t)y(H ? : (1.49)
1 N—n
N 2 YWyt +n)

1




Quando N — oo

Ayy (0) Ayy(1) o Agy(n—1) Ayy(1)
Nh_{noo b _ )‘yyz(l) )‘yy:(o) : ':' Ayy(n —2) )‘yy:(Q) . (1.50)
Ayy(n—1) Ayy(n—2) - Ayy(0) Ayy(n)

Podemos constatar que esta equagdo € igual a equacdo (1.11), de onde concluimos que,
tal como as estimativas que resultam da resolucdo do sistema de equagdes de Yule-
Walker, as estimativas de minimos quadrados convergem para o valor verdadeiro dos
parametros com probabilidade 1, sendo isto representado por:

0 — O=[ar - an]. (1.51)

Diz-se, por isso que o estimador de erro de previsdo é fortemente consistente. Dada
a equivaléncia assint6tica com o estimador de Yule-Walker podemos concluir que o
estimador de Yule-Walker também € consistente.

1.2.2 Determinacao da ordem de modelos AR - Autocorrelacao par-
cial

Vimos que um processo AR y/(t) € modelado como uma combinagao linear de c6pias de
y(t) atrasadas no tempo. Para determinar a ordem do modelo temos que avaliar quais as
copias é que influenciam y(t). Podemos fazer isso através da fungdo de autocorrelagio
parcial. A autocorrelacéo parcial entre y(t) e y(t — k) é o coeficiente de autocorrela¢do
das componentes destes sinais que ndo estdo correlacionadas com as copias com atrasos
intermédios, isto é, com y(t — 1), y(t —2), ...,y(t —k+1).

Como néo ha nenhuma versdo de y(t) com atraso entre 0 e 1, e, por outro lado,
E{y(t)} = E{y(t — 1)} = 0, entéo a autocorrelagio parcial entre y(t) e y(t — 1) é o
coeficiente de autocorrelacio:

Byy(1) = pyy(1)

- E{yt)y(t—1)} _ Ay
CVEPOYE{P(E -1 Ay(0) (1.52)

Entre y(t) e y(t —2) existe y(t — 1). Assim, para calcular a correlagéo parcial entre
y(t) e y(t — 2), temos que, em primeiro lugar, determinar as componentes de y(¢) e de
y(t — 2) que ndo estdo correlacionadas com y(t — 1), isto é, temos que decompor y(t)
e y(t — 2) da seguinte forma:

y(t) = y(t—1)a" +e50 ) (1.53)
y(t—2) = yt—1)BY + e ), (1.54)
em que e(()l) (t)e eél) (t) ndo sdo correlacionados com y(t—1). A autocorrelagéo parcial

entre y(t) e y(t — 2) é o coeficiente de correlagéo entre eél) (t)e egl) (t):

E{c (el (1)}

JE{%”Ww}E{é”?w}

byy(2) = (1.55)




A correlagdo parcial de y(t) com y(¢ — k) tem uma defini¢do idéntica a de y(t) com
y(t — 2) s6 que aqui existem k — 1 cGpias de y(¢) com atraso intermédio:
y(t—1),--- ,y(t — k 4+ 1). Temos entdo:

yt) = [yt—-1) - yt—k+D]a* V1) (1.56)
A (k—1) _
yit—k) = [yt—-1) - yt—k+D]B "+ 157
com

T
atb = [alen d,ﬁ’“_‘lﬂ (1.58)

5(k=1) A(k— sk—1)] T
Jé] = [5{’“ DR 1(416—11)} (1.59)
onde e(()kfl) (t)e e,(ﬁli)l(t) ndo sdo correlacionados com [y(t — 1) -+ y(t —k—1)].

O coeficiente de correlagdo entre e(()k_ 2 (t)e eé,k_z) (t) corresponde a correlagéo parcial

entre y(t) e y(t — k):
E{cf Vel 1)}

)= 2 2 '
\/E {eg’“—” (t)} E {e;’“‘” (t)}

(k=1)
K

(1.60)

Pyy(k

Os valores de eékil). ee

dos dos parametros al(-kfl) e 62-(]“1), i = 1,...,n. Consequentemente, para estimar

uma sequéncia de n coeficientes de correlacdo parcial sdo necessdrias 2n regressoes
lineares, o que pode ser computacionalmente pesado. Estas regressdes sdo da forma:

, sao os residuos dos estimadores de minimos quadra-

a1 = #X(kfl) g X(kfl) #X(kfl) T Y(k71) (1.61)
N-—k—-1""7 ! N—-k—-1""7 f :
€
-1
A(k_l) o # (kfl)T (kfl) # (kfl)T (kfl)
7 _<Nk1Xb X ) N Y% 16
onde
y(k—=1) y(k—2) y(1)
k kE—1 e )
xp = y(; b : ) : y(; ) (1.63)
y(N)  y(N-1) y(N —k+1)
YA = k) gk 1) o y(N)] (1.64)
y(N)  y(N-1) - y(N-k+2)
(k=1) y(N—-1) y(N—-2) --- y(N—-k+1)
Xy = : : : : (1.65)
L oyk) oy -1) .- y(2)
v = (N —k+1) y(N=k) - y()]". (1.66)

10



Quando N — oo,

Ayy(0) Ayy(1) Ayy(k —2) Ayy(1)
e Ap(D) Al0) My(k=3)| | A2
lim & =
N—o0 . . .
Ayy(k—2) Ayy(k —3) Ayy(0) Ayy(k—1)
_ A71 A _ (k‘—l)
- k—1M\1:k—1 = & )
-1
Ayy(0) Ayy(1) Ayy(k —2) Ayy(k—1)
. A(k—1) Ayy(1) Ayy(0) Ayy(k —3) Ayy(k —2)
lim 3 = . . .
N—oo : : : : :
Ayy(k=2) Ayy(k—3) - Ayy(0) Ayy (1)
_ -1 _ gk=1)
- Ak,1>\k71:1 - 6 .
Podemos ver, nestas equagdes, que
a’(cszl)
k—1
gD = gl — | (®) (1.67)
a(k_l)

Também podemos ver que as regressdes sdo assintoticamente equivalentes a resolucao
dum sistema de equacdes de Yule-Walker. Consequentemente, os parametros modelos
de regressdo de ordens k = 1, ..., co também sdo os da recursdo de Levinson-Durbin.

A seguir demonstra-se que aff) ¢ o coeficiente de correlagdo parcial @, (k)

Lema 1 (Coeficiente de Autocorrelagdo Parcial). Seja y(t) um processo estocdstico
estaciondrio de média nula, @, (k) o Coeficiente de Autocorrelagdo Parcial entre y(t)

T
e y(t — k) definido na equagdo (1.60) e a'¥) = [agk) ak(k)} o vector de
pardametros do modelo AR(k) em (1.56). Entdo

O,y (k) = a. (1.68)

Demonstragdo. Utlizando o operador de atraso, a equagdo (1.56) que descreve o mo-
delo de ordem k — 1 pode ser reescrita na forma:

y(t) = o gty + -+ oy + e (1) (1.69)
= (1 - ozgkfl)q_1 — = oz,(ck:ll)q_k_1> y(t) = eékil)(t) (1.70)
Dado que este € um modelo de regressio, entao
170[516—1)(1—17, . .7a§€/i—11)q7k71 _ 1+a(1k'_1)q’1+~ . .+a](€k_—11)q7k71 — A1) (qil)

(1.71)
em que A1 (¢71) é o polinémio que descreve o modelo de regressdo de ordem

k — 1 na recursdo de Levinson (1.13). Temos, entdo, a® = —agk), i =1...,k.

i
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Consequentemente, o) = —a®), parak =1,...,0c0. Substituindo a,(ck) por —al(f) e
o) por —a®) na equagio (1.36) para o modelo de ordem & obtemos:
(k) _ Ayy(k) — )‘mea(k_l)

al®) = : : (1.72)
B A (0) = AT e

Das equacgdes (1.56),(1.57) e (1.67)

e V1) = )= [pt-1) o yt-krD]a®H 173
VW) = ylt—k) = [yt—1) o yt—k+ D)oV (174)

Como eék_l) (t)e e](f_l) (t)

entao

ndo sdo correlacionados com [y(t —1) -+ y(t —k+1)],

B[t} -

=B {0 (yt-0) - [y <H> -kt D]af )} =
E{ SV Wyt —k) | = (1.75)
=E{(yt)-[yt-1) - t—k+1} (k=1) y(t — k)} =
= Ayy(k) — [Ayy(k—l) e Ay (D] et =
= Ayy(k) — >‘ 1a(k D,
B{f )
E {e (1) (y(t) — [yt = 1) y(t —k+1)] alh=,)} =
= E{Eék_l)(t)y(t)} = (1.76)
=E{(y(t)— [yt —1) y(t —k+1)] ak=D)yt)} =
Ayy(0) = [Ayy (1) Ayy (k= 1)] k= =

e
E{@Ef*w ()} =
Bt (st =R~ [t -1) - wt—k+1]af )} =
=E {el(f—l)(t)y(t — k)} = -
:E{(y(t—k)—[y(t—l) (t,kJrl)] (k— U)y(t—k)}: .
Ayy(0) — [)‘w(k -1 .- )\yy(l)} a%_l) =
= Ayy(0) — )\k—1:10é%€_1) =
Ayy(0) — ’\fka(k_l)v
pois AT_; ey 7 = AT a® =) Temos, entdo,
E el D )elt—b t) T (k1)
by (k) = { o (e } _ A(R) = A g :a,({k).

\/E{e(()k—l)Q (t)}E{G;(Ck_lﬂ (t)} Ayy(0) — )\{ka(k_n

12



Como se referiu anteriormente, a ordem dum processo AR pode ser determinada
através dos coeficientes de autocorrelacdo parcial. O procedimento baseia-se na observacao
do comportamento desses coeficientes 2 medida que se aumenta esfasamento, ou seja, a
distancia temporal entre as observacdes. Num processo AR(n), os primeiros n coefici-
entes de autocorrelacdo parcial ndo sdo zero, enquanto os coeficientes para esfasamen-
tos superiores a n sdo nulos. A ordem do modelo € sinalizada pelo dltimo esfasamento
em que o coeficiente de correlacio parcial estimado, quy(n), ¢ significativamente di-
ferente de zero. A partir de n + 1, os coeficientes devem ser aproximadamente zero,
indicando que a dependéncia temporal se esgota na ordem n. Para determinar se os
coeficientes de autocorrelag@o parcial sdo significativamente diferentes de zero, € uti-
lizado um intervalo de confianga com base numa distribui¢do normal. Sob a hipdtese
nula de que o coeficiente de autocorrelagdo parcial € zero, a varidncia do coeficiente

estimado é aproximadamente N onde N € o tamanho da amostra. Assim, os limites

1.9
dum intervalo com 95% de confianga sdo j:T.

Para determinar a ordem dum modelo AR podemos utilizar um grafico com os
coeficientes de autocorrelagcdo parcial. Para um modelo AR(n) espera-se que os pri-
meiros n elementos sejam significativos (estejam fora do intervalo de confianga) e que
os seguintes caiam dentro dos limites, sendo aproximadamente zero (ver Figura 1.1).

Sequéncia de autocorrelagéo parcial

0.8 4
0.6 1

0.4 1

Autocorrelacéo parcial
o
N
T
1

o 2 O A P t ?
e ° l T o l
-0.2 3
04 3
L]

-0.6 : : :

0 5 10 15 20

Esfasamento

Figura 1.1: Coeficientes de autocorrelacio parcial estimados a partir duma realizacdo
dum processo AR(2)

1.2.3 Modelos MA

Os processos MA (Média Mével) podem ser representados pela equagio:

y(t)=C(a7")e(®) (1.79)
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onde
Clg ) =1+eqg +-+eug™, (1.80)

e e(t) é ruido branco de média nula e variancia 2. A densidade espectral de poténcia
é dada por:

2

By (w) = [|C () 0 = [L+ e + -+ cpe | o2, (1.81)

Assim, a densidade espectral pode ser obtida através da estimag@o dos pardmetros de
C(q™).
Método da funcao geradora da autocovariancia
Consideremos o seguinte processo MA de ordem 1:
y(t) = e(t) + cre(t — 1). (1.82)

Os parametros deste processo sdo c1, o coeficiente do polindmio C (q’l) e o’ a
varidncia de e(t). A sequéncia de de covariancia deste processo é obtida pelas equagdes

de Yule-Walker[1] que, neste caso, s@o:

Ay(0) = (14¢7)o? (1.83)
Ayy(1) = c10? (1.84)
Ayy(—=1) = Ayy(1) (1.85)
Ayy(r) = 0, |7|>1 (1.86)

Para resolver este sistema de equagdes, observemos que y(t) pode ser interpretado
como a saida dum sistema linear, estdvel e invariante no tempo, cuja a funcéo de trans-
feréncia é:

H(z)=1+c2 1, (1.87)

e que é excitado por ruido branco com variincia o2. Dado que a densidade espectral de
e(t) é Pee (e7*) = 02, a densidade espectral de y(t), que ¢ a transformada de Fourier
da fun¢@o da funcéo de auto-covariincia de y(t), serd [9, 7]

Oy () = H (/) H (e77%) 0% = F {Ayy (1)} = Z Ayy(T)e ™7, (1.88)

T=—00

0 que resulta em:
Dy (e79) = Ay (=1)e7T + Ay (0) + Ay (L)e 77, (1.89)

Substituindo z = e/*, obtemos a fungdo geradora de autocovariancia ®,,(z), que é a
transformada z de Ay, (7) [3, 10, 51

Dy (2) = H(z)H (271) 0% = Ay (= 1)z + Ay (0) 4+ Ayyy (1)2 71 (1.90)

Como a sequéncia de autocovaridncia é simétrica, temos A\, (—1) = A, (1), 0 que
permite rescrever ®,,,(z) na forma

D..(2) = Ay (1)z + Ay (0) + Ay (1)2 71 (1.91)

14



A partir de (1.90), podemos vemos que os zeros de ®,,(z) sdo o zero de H(z) e o seu
inverso. Assim:
®yy(z)=(z—2)(z—2 ")z "0 (1.92)

onde z; € o zero de H(z), i.e., 21 = —c¢;. Como H(z) é um polinémio ménico
inversamente estavel, a funcdo de transferéncia pode ser expressa como:

Hz) =(z—2)zt=1-22""! (1.93)

em que z; é o zero de ®,,(2) no interior do circulo unitdrio. A partir da sequéncia
de autocorrelagdo de y(t), podemos determinar H(z) com o seguinte procedimento
[1, 3, 10]:

1. Determinar o zero de ®,,,(2) no interior do circulo unitario:
Ayy (122 + Ay (0)2 + Ay (1) = 0 (1.94)

Resolvendo para z;:

2
(0)
Ayy(0) Ayy(1)
—— : Ayy(1) >0
w2 el
z71 = (1.95)
2
( Ay (0) ) B
Ayy(0) 2Ayy (1)
- — Ayy(1
Expressando a equagdo de z; em termos do coeficiente de correlagdo py, (1) =
Ayy(1) :
Ayy(0)
1—/1—4p2,(1)
21 =— (1.96)
2pyy(1)
Dado que z; = —c;, obtemos:
1—/1—4p2,(1)
e = X (1.97)
2pyy (1)
2. Uma vez determinado ¢, podemos resolver (1.83) para encontrar ¢ :
Ayy(0)
2o 1.98
=17 2 (1.98)
Observemos que, sendo ¢, um coeficiente real, entdo, de (1.97),
1
1—4p,(1) 0= |py,(1)] < 5 (1.99)
Dado que:
Ayy (1 c
o) = 2l _ a1 o (1.100)



1
temos que max {|| py, (1)} é 2 atingido quando |¢;| = 1, ou seja, quando o zero

de H(z) estd na circunferéncia unitdria, tornando a fun¢io de transferéncia ndo seja
invertivel. Contudo, quando a sequéncia de correlacdo € estimada a partir de uma
realizagdo de y(t), e |c1] estd proximo de 1, é natural que o ruido faga com que a
estimativa de p,, (1) tome valores com médulo superior a 0.5. Nestas condi¢des, a
transformada de z da funcdo de autocovariancia, calculada com as estimativas, resulta
num polinémio com um par de zeros complexos:

472 (1) -1

1 vy

212 = = £ . (1.101)
27yy (1) 2Fyy (1)
Uma vez que:

1+472 (1) -1

21,2 = +() =1, (1.102)
472 (1)

estes zeros estdo na circunferéncia unitaria. Assim, sempre que a transformada z da
estimativa da fung@o de autocovariancia apresenta um par de zeros complexos, esse
par de zeros complexos estd na circunferéncia unitdria, correspondendo a um processo
MA(1) com o zero préximo dessa circunferéncia. Portanto, a melhor estimativa do
processo, serd um modelo MA(1) com ¢; = 1 se pyy(1) > 0ec1 = —1se pyy (1) >0
[3, 10].

A estimacdo dos pardmetros dum processo MA(n), descrito por:

y(t) =e(t) +cre(t—1)+ -+ cpe(t —n) (1.103)

pode ser realizada de forma semelhante 2 de um processo MA(1). Primeiramente,
determinam-se os zeros da funcdo geradora de autocovariancia, resolvendo a seguinte
equagao:

Ayy(n)z2"+~ . ~+)\yy(1)z"+1—l—/\yy(O)z"—i—)\yy(l)z”_l—I—- 4 Ayy(n) =0. (1.104)

Em seguida, seleccionam-se os zeros z1, - - - , 2, que se encontram no interior do circulo
unitdrio para determinar a dun¢ao de transferéncia do processo:

H(z)=(1—zz"") - (1= 2527 ") — (1.105)

Os parametros do processo sdo os coeficientes de H(z) [1, 9]:

T = —z1—"—2Zp (1.106)
co = z120+--z12p t 2923+ Zn_12n (1.107)

: (1.108)
cn = (=1)"z129--- 2. (1.109)

A variancia do erro de previsdo pode ser determinada pela primeira equacio de Yule-
Walker:
(L4 44 c2)o? = Ayy(0), (1.110)

resultando em:

o2 Ayy (0) . (1.111)



Tal como nos processos MA(1), a fungdo geradora de autocovariancia pode apresentar
zeros na circunferéncia unitdria. Quando isto corre, a distribuicdo destes zeros pora
H(z)eH (z‘l) resulta numa funcdo de transferéncia com coeficientes complexos, o
que corresponde a uma sequéncia de autocovariancia ndo admissivel.

Se o modelo do processo tiver um ou mais zeros proximos da circunferéncia unitdria,
a sequéncia de autocovariancia estimada a partir duma realizacdo pode ser inadmissivel,
dando origem a uma fun¢@o geradora com um par de zeros ou mais na circunferéncia
unitdria. Se for sé um par de zeros, este deve ser projectado para 1 ou —1 conforme
a parte real seja positiva ou negativa. No cendrio improvdvel, serem mais do que um
par, devemos verificar quais os pares € que t€ém multiplicidade par, sendo metade destes
atribuidos a H (s). Os restantes zeros na circunferéncia devem ser projectados para 1
ou —1, de acordo com a sua parte real [9, 7].

Método da resposta impulsional truncada
Recordemos que a fungéo de transferéncia H (z) dum processo MA(n) é:

1

H(z):1+clz71+-~~+cn27”:f (1.112)
(#)
A ideia é expandir m numa soma infinita de coeficientes:
z
L:1—|—alz_1—|-~--—l—az’p—&—--~=14°°(z_1) (1.113)
H(z) 3 '
onde os coeficientes ag, k = 1,---,00 sdo os valores da resposta impulsional de
1
m para k = 1,---  co. Estes valores também podem ser interpretados como os
z
coeficientes do polinémio auto-regressivo dum processo AR de ordem infinita [1]:
1 1 (00) (1
H(z) = = = A (q ) y(t) = e(t). (1.114)

) ™

. ) ~ : : L
Dado que H(z) é inversamente estdvel, entdo a resposta impulsional de —— & abso-

H(z)
lutamente somavel, ou seja:
o0
1+ ) x| = C < 0. (1.115)
k=1
Podemos concluir daqui que lim Z ar, = 0 e que, consequentemente, podemos
p—00
k=p+1

aproximar o processo MA(n) por um processo AR(p) com p suficientemente elevado
[3]. A determinacdo dos coeficientes aj pode ser feita através da divisdo longa de 1

1
por H(z) ou através da transformada z inversa de )
z
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Exemplo 1 - Aproximagdo dum processo MA(1) por um modelo AR(p)

Seja H(z) = 1+c12~ 1 afuncdo de transferéncia de um processo MA(1). Podemos

obter ) dividindo 1 por H(z)
1 ‘ 1427t
1 ¢zt [ 1—ciz P4z 223+
0 —ci27t
—cp27t —c%z_2
0 7272
c%z_2 c‘;’z_?’
0 —cjz73

que resulta em

1
H(z)

=l-cz '+ 2 -3+ (1P (1.116)

Se truncarmos esta a soma para k > p obtemos o polindmio da aproximagdo AR(p):
AN =1-az '+ =z + 4 (—e)Pz? (1.117)

Uma vez obtida esta aproximagdo o modelo AR é:

A(q 1) y(t) = e(t), (1.118)
ou seja
y(t) = e(t) + cry(t — 1) — ciy(t — 2) + cfy(t —3) — -+ = (—c1)Py(t — p) (1.119)
Observemos que os coeficientes do polindmio A(z) sdo os valores da transformada
1
inversa de m
- 1 - 1 0 n<0
2 —Z =1 1120
{map = et - { Lo 550 om

a

Dada a sequéncia de autocovaridncia dum processo MA(n), podemos determinar a
ordem da aproximacgdo AR através dos coeficientes de correlacdo parcial e estimar os
parametros do modelo AR através da resolucdo das equagdes de Yule-Walker [7]. O
Modelo MA vai ser a resposta impulsional do modelo AR truncada em ¢t = n, ou seja,
os coeficientes de modelo MA(n) sdo os valores da resposta impulsional para ¢t = 1
a n desta aproximacdo, ou equivalentemente, os valores da transformada inversa de

1
H(z)= D) nestes instantes.

Exemplo 2 - Aproximacao dum modelo MA(1) por um modelo AR utilizando a
sequéncia de autocorrelacdo parcial

A figura (1.2) mostra uma estimativa de sequéncia de autocorrelagdo parcial es-
timada a partir de uma realizacdo dum processo MA(1). Como s6 a partir do es-
fasamento 5 (inclusivé) os coeficientes estdo dentro do intervalo de confianca, esta

18



Sequéncia de autocorrelagédo parcial dum processo MA(1)

0.8 [ 8
0.6 [ 8
04 8

0.2 8

Autocorrelacéo parcial

0.2 ° 1

0.4 : : :
0 5 10 15 20

Esfasamento

Figura 1.2: Sequéncia de autocorrelagdo parcial duma realizagdo dum processo MA(1)
e intervalo de confianca de 95%.

sequéncia sugere um modelo AR(4). O modelo foi estimado através da resolucdo das
equagoes de Yule-Walker [3, 5], e tem a seguinte fungdo de transferéncia:
- 1
H(z)= .
140.51242=1 4 0.299822 + 0.1777273 + 0.12712—4

(1.121)

A Figura 1.3 mostra a resposta impulsional de H (2). Como sabemos que o processo é
MA(1), o modelo MA estimado é

H(z)=14+h(1)z7' =1-0.512427" (1.122)
a que corresponde a equagdo
y(t) = e(t) — 0.5124e(t — 1). (1.123)

a

Método dos Minimos Quadrados para Modelos MA

O Teorema da densidade espetral [10] permite-nos interpretar um processos estocastico
estaciondrio como sendo a saida de um sistema linear e invariante no tempo, estavel
e excitado por ruido branco. Esta representagdo estd ilustrada na figura 1.4. Quando

1
y(t) é um processo MA e assumimos que H(q) = A0 ¢ uma boa aproximagéo AR,
q

podemos calcular erro de previsdo como:

é(t) = Alq)y(t) = y(t) + ary(t — 1) + -+ + anay(t — na) (1.124)
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Resposta impulsional de H(z) = ﬁ
1¢ T T T T

Amplitude
o©
N

0.2 .

-0.6 1 1 1 1

t

Figura 1.3: Resposta impulsional de H (z)

O g 2

Figura 1.4: O processo estocdstico estaciondrio y(t) como saida de um sistema excitado
por ruido branco e(t).

onde é é(t) representa uma estimativa do termo de ruido e(t).

Com base nesta estimativa é(t), podemos prosseguir para estimar o modelo AR
através de uma regressdo linear, assumindo que y(t) pode ser expresso em termos de
é(t) da seguinte forma:

y(t) = C(g)é(t) = e(t) + cré(t — 1) + - - cpé(t — n). (1.125)

Os coeficientes de C'(¢) do modelo MA séo os que minimizam a soma dos quadrados
dos residuos:

N

S@) = Y (yt)—é(t) — cré(t —1) — - — cué(t —n))? (1.126)

t=n-+1
onde 6 € o vector de parimetros definido como:

0=1[c1 - ¢ (1.127)

A solugdo que minimiza S(@ é obtida através do estimador de minimos quadrados,
conforme apresentado em [9]:

6 — (<I>T<I>)71 a7y (1.128)
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onde ® ¢ a matriz de regresséo formada pelos valores passados de é(t):

én) - el)
én+1) --- é(2)
P = : : : (1.129)
SN —1) - &N —n)
e Y é o vetor das amostras de y(t):

Y =[yn+1) - y(N)] (1.130)

Rescrevendo a expressdo para 6, temos:

1 T 1 T
P P) —'Y 1.131
<N—n )N—n ( )

Quando o nimero de amostras, NV, tende para o infinito, obtemos uma estimativa que
converge para:

)\ee(o) )\éé(l) )\ee(n - 1) /\yé(l)

. Aee(1) e (0) o Dee(n —2) Aye(2)
g | 0 O

Xee(n—1) Adeg(n—1) --- Aee(0) Aye(n)

Assumindo que é(t) € um processo de ruido branco, temos Ags(7) = 0 para 7 # 0, e
portanto, os coeficientes c; podem ser estimados como:

Ayé (k)
Aee(o)

cx =0 = k=1, ,n. (1.133)
Este método iterativo fornece uma forma prética e eficiente de estimar os pardmetros
de um modelo MA através da construgao inicial de um modelo AR e, em seguida, apli-
cando minimos quadrados sobre os residuos estimados [1].
Exemplo 3 - Estimagdo dumMA (1) por um modelo AR utilizando o método de minimos
quadrados iterativo Fez-se um teste de brancura de ruido aos residuos do modelo
AR(4) estimado no exemplo 2. A figura 1.5 mostra qyue hd evidéncia de que estes
residuos sdo ruuido branco. Utilizdamos estes residuos para estimar o pardmetro do
MA(1) através dos minimos quadrados e obtivemos ¢ = —0.5154 que corresponde ao
modelo MA(1):

y(t) = e(t) — 0.5154e(t — 1), (1.134)

que d muiro semelhante ao estimado no exemplo 2. Com o método da correlagcdo
obtivemos ¢1 = —0.5167 que também é um valor muito semelhante. a]

Método de Minimizacao do Erro de Previsao

O método de minimizagdo do erro de previsdo permite uma estimagdo consistente dos
parametros dum modelo MA, minimizando a funcao custo dada pela soma do quadrado
dos erros de previsdao a um passo:

N
> et ), (1.135)

t=1

J(6) =

N =
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Teste de brancura dos residuos do modelo AR(4)

)
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T
|

o
[«2]
T
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|

Sequéncia de autocorrelacéo
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~
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!

TQ?.TT TT?T

O3 ¢ [ = ® b

-0.2 : ‘ ‘
0 5 10 15 20

Esfasamento

Figura 1.5: Sequéncia de autocorrelacdo dos residuos de modelo AR(4) e intervalo de
confianca de 95%.

onde é(t, 8) é o erro de previsdo e 0 é o vector dos pardmetros do polinémio C (q‘l)
definido em (1.127) [1]. O minimo ocorre quando o gradiente da funcdo custo € zero

[9]: <di;g;)f {322) B aégn]rzo_ (1.136)

Dado que esta equagdo ndo € linear nos parametros, utiliza-se um um método iterativo,
como o de descida de gradiente, actualizagdo do pardmetros em cada iteragdo [7]:

: ; dJ(e)\"
m+nzew_n((;>) . (1.137)
0=0

onde 1 > 0 ¢ a taxa de aprendizagem.
A derivada da funcgao custo relativamente a cj, € dada por

8et0A
e etO

), k=1,...,n. (1.138)

onde é(t,0) = y(t) — 4(¢,0) e gj(t7 0) é a previsio de y(t).
A previsdo pode ser expressa como:
Clgt) -1
Cla)

Ao expandir esta expressdo, rearranjar os termos e substituir y(t — k) — §(t — k, 6) por
é(t — k, @), obtemos a forma final previsor [1, 9]:

9(t,0) =c1é(t—1,0) + - - + c,é(t — n, 6), (1.140)

y(t,0) = y(t). (1.139)
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com o erro de previsdo dado por:

. . R . 1
6@9):Mﬂ*y@ﬂ):y®40w@*L9%~~f&ﬁU*nﬂ):5@;5M0~
(1.141)
Assim, é(¢,0) pode ser interpretado como a saida dum sistema linear e invariante no
1
tempo com fungao de transferéncia m, excitado por y(t) [7].
Para implementar o algoritmo, calcula-se a derivada
0é(t, 0) 0é(t—1,0) 0é(t —n,0)
——=—¢ét—-k0)—c1———— — - —p———, 1.142
der -k -—a—p, T bk (1.142)
resultando em
0é(t, 0) 1,
=— t—k,0 k=1,---,n. 1.143
Definindo ég (¢, 0) como a saida dum sistema linear e invariante no tempo com fungio
1
de transferéncia T excitado por é(¢, ) [4]:
ér(t,0) ! é(t, 0) (1.144)
F\l, = T A7 -1 ) ) .
Clg™)

entdo, usando as propriedades dos sistemas lineares e invariantes no tempos, temos
que:
0é(t,0)
Gck
A figura 1.6 mostra o diagrama de blocos que resume o célculo do erro de previsdo e

—ép(t—k,0), k=1,...,n. (1.145)

l 1
' _ — —1 ot —
y(@) g SRl g q ep(t—n,0)

¢(1,0) ep(t,0) ep(t—1,0) ep(t—n+1,80)
Figura 1.6: Derminagdo de é(t, @) e das suas derivadas a partir de y(t).

das suas derivadas.
Este algoritmo pode ser resumido no seguintes passos, estando o seu organigrama re-
presentado na figura 1.7:

Descricao do Algoritmo

Inicializacdo:  — Obter uma estimativa inicial 0.

— Definir o indice de iteracdo ¢ = 0.

Iteracio até convergéncia: - Calcular o erro estimado:
; 1
6,0 = ———y(t), t=1,---,N
e( ) C«(,L) (q,l)y( )
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Inicio

Inicializar 8(*), i = 0

Calcular é(t,0)

Calcular é(t,0")

Nao . Sim )
Convergéncia? |———> Fim
d.J(8)
Calcular 70
Actualizar Incrementar ¢

Figura 1.7: Organigrama do Algoritmo de Minimizacdo do Erro de Previsdao de Mode-
los MA

— Calcular o erro filtrado:

éF(tae(i)) = é(taa(i))a t=1,---,N

ot
CW(q71)
— Calcular o gradiente do custo:

. ep(t—1,00)

(‘Z?) Y : é(t,0),

—g(0) — ’ )
0= =1 ep(t —n,00)

— Actualizar os parimetros:

T

o) _ gty _, (41(0)
T\ "ae ,
o—60)

— Incrementar 1.

Como é(t) ndo é uma fungdo linear dos pardmetros, J(6) ndo é uma funcdo convexa,
apresentando varios minimos locais. A convergéncia do algoritmo depende da escolha
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adequada dos valores iniciais e da taxa de aprendizagem 7). Valores baixos de 7 resul-
tam em convergéncia mais lenta e segura; valores altos aceleram a convergéncia, mas
podem causar saltos para fora da regido de convergéncia [9, 11]. Depois de obtidos os
coeficientes de C (q‘l) a variancia do ruido branco pode ser estimada através de:

N
1 .
2= =) e (t,09). 1.14
a N t:1e (t’O ) ( 6)

1.2.4 Determinacio da ordem de modelos MA - Sequéncia de
Autocorrelacao

Num modelo MA de ordem n, a funcdio de autocorrelacdo, denotada por py,(7), é
diferente de zero apenas até ao esfasamento n. Para valores de esfasamento superiores,
pyy (k) € nulo. Formalmente, temos:

Pyy(T) =0, T>n (1.147)

Isto implica que, ao observar a sequéncia de autocorrelagdo de uma realizagao do pro-
cesso, € possivel identificar o ponto que indica a ordem do modelo n, em que os valores
de autocorrelacio se aproximam de zero. Assim para estimar a ordem do modelo temos
que, em primeiro lugar, calcular a sequéncia de autocorrelacio a partir dos dados ob-
servados. Apds calcular a sequéncia de autocorrelacio, deve-se determinar o ponto em
que py, (7) se torna praticamente zero. Este ponto marca o esfasamento maximo n até
onde a autocorrelagdo € significativa. Para valores de 7 > n, espera-se que py, (7) seja
aproximadamente zero. Para determinar se os coeficientes de autocorrelagdo sao signi-
ficativamente diferentes de zero, € utilizado um intervalo de confian¢a com base numa
distribuicdo normal. Sob a hipétese nula de que o coeficiente de autocorrelagdo € zero,

- . . . 1
a variancia do coeficiente estimado é aproximadamente A onde N € o tamanho da

. .. . 5 1.96
amostra. Assim, os limites dum intervalo com 95% de confianga sdo +=——. A ordem

do modelo serd o ultimo valor de 7 para o qual todos os coeficientes de autocorrelacio
estdo fora do intervalo. A figura (1.8) mostra a sequéncia de autocorrelacdo dum pro-
cesso AR. Esta figura evidencia ue o processo € de ordem 2 pois, sé para 7 > 2 é que
os coeficientes de autocorrelacio estdo dentro do intervalo de confianga.

1.2.5 Modelos ARMA

Os modelos ARMA s@o amplamente utilizados para representar séries temporais esta-
ciondrias, combinando componentes AR. Em termos matematicos, um modelo ARMA(n, m)
de ordem n para a parte AR e ordem m para a parte MA € descrito pela seguinte
equagao:

Alg ) yt)=C (g ") e(t) (1.148)
onde
A(q—l) :1+a1q_1+...+anq_n (1.149)
e
C(qfl) :1+Clq71+"'+cmqim (1150)

A estimagdo destes modelos é complexa devido a presencga simultdnea de duas com-
ponentes interdependentes: a componente AR, que depende diretamente dos valores
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Sequéncia de autocorrelagdo
T T T

0.8 4

0.6 q

0.2 1

Tyy(7)

-0.2r q

0.8 | | |

Figura 1.8: Sequéncia de autocorrelacdo duma realizagdo dum processo MA(2) e in-
tervalo de confianca de 95%.

passados da série, e a componente MA, que depende dos erros passados. Essa inter-
dependéncia faz com que a estimac¢do das duas partes necessite de ser cuidadosamente
realizada, de forma a minimizar a interferéncia matua. Diversos métodos foram desen-
volvidos para abordar esse problema, permitindo a estimagdo eficiente dos parametros
AR e MA, tanto isoladamente quanto de forma conjunta.

Nesta sec¢@o, abordaremos trés métodos para a estimacdo de modelos ARMA:

1. Método dos Esfasamentos Superiores: Este método isola a componente AR
ao aplicar as equagdes de Yule-Walker para esfasamentos superiores a ordem da
parte MA, onde a influéncia desta se torna desprezivel. Isso permite estimar a
parte AR de forma inicial, minimizando a interferéncia da componente MA.

2. Método de Ajuste da Resposta Impulsional: Neste método, aproximamos a
resposta impulsional do modelo ARMA pela dum modelo AR. Primeiramente,
modela-se a série como um modelo AR de ordem elevada p (designado por
AR(p)), para capturar a dindmica essencial do processo. A ordem p € esco-
lhida de modo a que a resposta impulsional do modelo AR reproduza bem a do
modelo ARMA. A partir do modelo AR obtido, calcula-se a sua resposta im-
pulsional, que serd ajustada para coincidir com os primeiros valores da resposta
impulsional do modelo ARMA(n, m).

3. Método de Minimos Quadrados para Modelos ARMA: Este método é uma
extensdao do Método de Minimos Quadrados para Modelos MA, agora aplicado
a modelos ARMA. Assim como no caso de modelos MA, comeca por estimar
uma aproximagdo AR do processo e, em seguida, utiliza minimos quadrados
aplicados aos residuos para determinar as componentes AR e MA.
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4. Método de Minimizacao do Erro de Previsao: Este método otimiza os parimetros
ao minimizar o erro de previsao a um passo da série, utilizando técnicas de
otimizag@o para ajustar conjuntamente os parametros AR e MA, de modo a re-
duzir o erro de previsdo global.

Cada um desses métodos serd detalhado, com explicacdes sobre o processo e as féormulas
necessdrias. A escolha do método mais adequado dependerd das caracteristicas es-
pecificas da série e do nivel de precisdo desejado na estimacdo dos pardmetros.

Método dos Esfasamentos Superiores para Estimativa da Parte Auto-Regressiva
de um Modelo ARMA

Método dos Esfasamentos Superiores ¢ uma abordagem eficaz para estimar os pardmetros

da componente AR de um modelo ARMA(n, m) sem a influéncia inicial da compo-
nente MA. Este método baseia-se na aplicagdo das equagdes de Yule-Walker em es-
fasamentos (superiores a ordem m da componente MA, onde a influéncia desta parte
€ nula. Se y(t) for um processo ARMA(n, m), a sua sequéncia de autocovariancia
Ayy(T), para T > m, satisfaz as seguintes equagdes:

D Ay = k)ag = =gy (7) (1.151)
k=1

Assim, para m < 7 < n 4 m obtemos o seguinte sistema:

Ayg(m)ar + Ayy(m —1)ag + - Ayy(m +1 —n)a, = —Ayy(m+1)
Ayy(m +1)ar + Ayy(m)ag + - Ayy(m+2=njan, = —Ayy(m+2)
Ayy(m+n)ar + Ayy(m+n—1ag + - Ayy(m)an = —Ayy(m+n+1)

Este é um sistema de equagdes de Yule-Walker muito semelhante ao utilizado para es-
timar modelos AR, onde a componente MA ndo interfere. Assim, podemos estimar os
coeficientes aq, as, - - - , an, utilizando, por exemplo, o algoritmo de Levinson-Durbin.

Ap6s obter os coeficientes AR, calculamos os residuos da série usando esses coe-
ficientes. Esses residuos aproximam-se de um processo MA, permitindo-nos modelar
a componente MA independentemente. Podemos ajustar a parte MA aos residuos ob-
tidos utilizando os métodos que estudamos para estimar modelos MA.

Método de Ajuste da Resposta Impulsional

Este método é muito semelhante ao método da resposta impulsional truncada para es-
timar modelos MA, pois também se baseia no ajuste da resposta impulsional. A ideia é
fazer coincidir os primeiros valores da resposta impulsional de um modelo ARMA com
os de uma aproximacido AR. No entanto, aqui o ajuste envolve resolver um sistema de
equagdes lineares, o que torna o processo um pouco mais complexo.

Para comecar, modelamos a série temporal como um modelo AR de ordem p, de-
signado por AR(p). Este modelo AR serve como uma aproximacao inicial, capturando
a dinamica essencial do processo, incluindo as componentes AR e MA do modelo
ARMA original. Para que a resposta impulsional do modelo AR seja representativa, a
ordem p deve ser suficientemente alta, permitindo uma boa aproximacdo da resposta
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impulsional do modelo ARMA.

A determinagd@o de p pode ser feita a partir da sequéncia de autocovariancia do pro-
cesso, com base nos coeficientes de correlacdo parcial. Para obter os parimetros do
modelo AR, resolvem-se as equacdes de Yule-Walker.

Com o modelo AR estimado, calculamos a sua resposta impulsional. A resposta im-
pulsional representa a reacdo do sistema a um impulso de Dirac e reflete a dinamica
essencial do processo. O objetivo € que esta resposta se aproxime da resposta impulsi-
onal do modelo ARMA que estamos a tentar modelar.

Agora, introduzimos um modelo ARMA(n, m) de baixa ordem (com valores de n e
m definidos previamente) e ajustamos a sua resposta impulsional para coincidir com
os primeiros valores da resposta impulsional do modelo AR.

O objetivo é encontrar os coeficientes do modelo ARMA que reproduzam os valores
iniciais da resposta impulsional da aproximacao AR. Para isso, podemos:

* Resolver um sistema de equagdes lineares se quisermos igualar precisamente os
primeiros n + m + 1 pontos da resposta impulsional, ou

e utilizar um estimador de minimos quadrados, caso desejemos aproximar um
nimero de pontos maior que n + m + 1.

As equagdes para os parametros do modelo ARMA(n, m) baseiam-se na equagdo as
diferencas que descreve o processo:

yt)=e(t)+ce(t—1)+--+cpe(t—m) —ary(t —1) —---apy(t —n). (1.152)

onde y(t) é a saida e e(t) é a entrada. A resposta impulsional h(¢) corresponde é o
valor de y(t) quando a entrada é o impulso de Dirac, definido por:

1, t=0
e(t) = 6(t) = { 0 120 (1.153)
e o sistema estd em repouso (ou seja, y(t — 1) = y(t —2) =--- = 0.

ara calcular os primeiros valores de A (t), obtemos

h(0) = e(0)=1

h(l) = (1 — alh(())

h(2) = C9 — alh(l) — (lQh(O)

h(m) = —cp —ath(m—1)—ash(m—2)— ... —anh(0))
h(n+m)- = —ath(n+m—1)—---—azh(m).

Podemos reescrever essas equagdes na forma matricial como:

[ o ] 6 = hamim (1.154)

nxm

onde
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* H,tm € amatriz:

| 0 0
h(1) 1 0
Hoon = | by hn-1) . 1 | SR (LS9
h(n+m) hn+m—1) - h(m)]

¢ 0 é o vector de parimetros:
O0=[c1 - cm a - a,] €RM™ (1.156)
* hi.,4m O vector das amostras da resposta impulsional:
Bimim = [B(1) -+ h(n+m)]" e R*™ (1.157)
Finalmente, os pardmetros do modelo sdo obtidos resolvendo:

~1
0— [ I gy } S (1.158)
Onxm,

Desta forma, o ajuste da resposta impulsional permite encontrar os parametros do mo-
delo ARMA, reproduzindo os primeiros valores da dindmica do processo representado
pelo modelo AR.

Método de Minimos Quadrados para Modelos ARMA

O Método de Minimos Quadrados para Modelos ARMA expande a abordagem uti-
lizada no Método de Minimos Quadrados para Modelos MA, que foi anteriormente
discutido. Este método estima simultaneamente a componentes AR e MA do modelo.

Tal como no Método de Ajuste da Resposta Impulsional, comecamos por aproximar
a série temporal com um modelo AR de ordem elevada, utilizando esta aproximacao
inicial para capturar a dindmica do processo antes de ajustar conjuntamente as compo-
nentes AR e MA. A ideia é que uma ordem p suficientemente elevada permitird que a
resposta impulsional do modelo AR seja representativa da resposta do modelo ARMA.
Para selecionar p, podemos, uma vez mais. utilizar os coeficientes de correla¢do par-
cial, e os parametros do modelo AR podem ser obtidos através das equacdes de Yule-
Walker.

Assim, tal como no Método de Minimos Quadrados para Modelos MA, esta aproximagao
AR fornece uma base inicial sobre a qual as componentes AR e MA do modelo ARMA
serdo ajustadas.

Com o modelo AR inicializado, avangamos para a estimac¢io dos pardmetros do mo-
delo ARMA. Ao contririo do caso MA, onde s6 precisdvamos ajustar a componente
MA, aqui procuramos minimizar o erro quadrdtico total entre os valores observados e
a combinacio das componentes AR e MA, ou seja, o ajuste considera o impacto de
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ambas as partes do modelo.

A abordagem de Minimos Quadrados visa encontrar os valores dos coeficientes c;,
1t =1---,mea;, j=1,---,n do modelo (1.152) que minimizem a soma dos
quadrados dos residuos dados por:

N
= () -3 (t,0)°, (1.159)

t=1

onde § (¢, 0) é a estimativa do modelo e 8 o vector de pardmetros definido em (1.156)
A solugdo que minimiza S (€) é novamente o estimador de minimos quadrados (1.128)
mas agora com a matriz de regressdo ® dada por:

étry - é(r—m) —y(r) - —ylr—n)
e=| z s : : :
é(N-1) -+ é(N-1-m) —yN-1) -+ —y(N—-1-—n)

(1.160)
e o vector Y das amostras dado por:

Y =[yr+1) - y(N)]" (1.161)
onde r = max(m, n).

Depois de ajustar o modelo ARMA, é importante verificar se este reflete bem a dinamica
do processo. Isso pode ser feito através dum teste de brancura de ruido aos residuos do
modelo. Caso necessdrio, é possivel ajustar iterativamente a ordem p do modelo AR
inicial ou e recalibrar os pardmetros do modelo ARMA para melhorar a aproximagao
aos dados da série.

Método de Minimizacao do Erro de Previsao

O Método de Minimizag@o do Erro de Previsao permite a estimacao consistente dos
parametros de um modelo ARMA, minimizando a fun¢do de custo dada pela soma dos
quadrados dos erros de previsdo a um passo. Esse método expande o conceito aplicado
previamente para modelos MA, onde o foco era apenas a componente MA. Para mode-
los ARMA(n, m), o método considera agora a interdependéncia das componentes AR
e MA, ajustando ambos os conjuntos de parametros simultaneamente para minimizar
o erro de previsao.

A fungdo de custo € idéntica a do método para modelos MA e estd definida em (1.135).
Para a minimizar, buscamos os valores dos parametros que anulam o seu gradiente, isto
é:

=0. (1.162)

(dJ(G))T:[c‘)J(O) aJe aJe) 01O)]"
do 861 8Cm 8a1 aan

Tal como no caso dos modelos MA, esta fung¢do nao € linear nos parametro e, por isso,
a minimizac¢do requer um método iterativo, como o do gradiente descendente onde, em
cada iteracdo, os pardmetros sio actualizados através de (1.137).
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As derivadas da funcido custo relativamente a cj, € ag sdo dada por

aJ(6) 5 _
o = Z 8ck ete k=1,...,m (1.163)

oJ(O) R _
el Z 3ak et0 k=1,....n (1.164)

onde é(t,0) = y(t) — §(t, 0) é o erro de previsdo sendo a previsdo §(¢, 0) dada por:

Cl')-A)

y(t,0) = — y(t (1.165)
(t.6) IR
a que corresponde a seguinte equagao as diferencas:
9(t,0) =c1é(t—1,0)+- -+ cpmé(t—m,0)—ary(t—1)—- - - —a,y(t—n), (1.166)
com o erro de previsdo dado por
ét,0) = —cié(t—1,0)—---—cpé(t—m,0)+yt) +ay(t—1)+ - +aylt—n) =
Alg™)
= y(t). (1.167)
Clg) ©
Tal como anteriormente, é(¢, @) pode ser interpretado como a saida dum sistema linear
A -1
e invariante no tempo excitado y(t), mas agora com fung¢do de transferéncia c Ez_lg .
z
As derivadas do erro de previsao relativamente aos parametros do modelo sio
0é(t,0) . 0é(t —1,0) 0é(t —m, 0)
=—e(t—-k0)—c————— - —Cp———, 1.168
ock 6( ) ) C1 den c Ber ( )
e
0é(t, 0) 0é(t—1,0) 0é(t —m, 0)
=ylt—-k)—-c—s———— - —cpp———— 1.169
8ak y( ) “ aak ¢ 8ak ( )
resultando em
0é(t, 0) 1
=— t—k,0 k=1,---,m. 1.170
© 0é(t, 0) 1
é
: t—k k=1,---,n. 1.171
dar C(q_l)y( )s o (1.171)
Definindo 1
t,0 é(t, 0 (1.172)
(t,0) @ (t,0)
¢ 1
yr(t,0) = ——y(t (1.173)
r(:0) = =y

temos que, utilizando as propriedades dos sistemas lineares e invariantes no tempo

de(t,0)
8ck.

=ép(t—Fk,0) (1.174)
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g g ep(t —n,8)

e(r,0) ep(t,0) ep(t—1,0) ep(tr—n+1,0)

Figura 1.9: Derminagéo de é(¢, €) e das suas derivadas em ordem a ¢y, a partir de y(t).

|
y(t) — m g s q- ve(t—n,0)

ve(t,8) ye(r—1,0) vp(t—n+1,0)

Figura 1.10: Derminacéo das derivadas é(¢, @) e das suas derivadas em ordem a ay, a
partir de y(t).

0é(t, 0)
8ak
A figuras 1.9 e 1.9 mostram os diagrama de blocos que resumem o célculo do erro

de previs@o e das suas derivadas. O algoritmo iterativo para o minimizar o erro de
previsdao de modelos ARMA pode ser resumido nos seguintes passos:

=yp(t—Fk,0) (1.175)

Inicializacao:
Obter 8% e definir i = 0.

Repetir até convergir:

i) (-1

« Calcular é(t,0") = my(t), t=1,---,n

« Calcular éx(t,0%) = fmé(t), t=1,---,n

« Calcular yp(t,0%) = C(i)zq_l)y(t), t=1,---,n

e Para k = 1 até m, calcular M =eép(t— k,O(i)), t=1,---,n
86,(5)

e Para k = 1 até n, calcular %gg)(i)) =yp(t— k69, t=1,---,n
g,
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ep(t—1,00)
T N |. _' () .

» Caleular (W) =y |t o),
A0 )g_gi» = |yr(t—1,6")
_yF(t —-n, 0(1))

T
« Actualizar 0 : 01 = () — ) dJ(6)

de 0—0()

 incrementar 4
1
~2 2 (1)
Calcular 6° = N gl e*(t,0'").

Como no caso dos modelos MA, o erro de previsio, é(t,0) ndo é uma fungio
linear dos parimetros, tornando J(@) uma fungdo ndo convexa que pode apresentar
multiplos minimos locais. Assim, a convergéncia do algoritmo depende de uma boa
escolha de valores iniciais e de uma taxa de aprendizagem 7 adequada. Valores baixos
de n garantem uma convergéncia mais estdvel, mas lenta; valores altos aceleram o
processo, porém podem comprometer a estabilidade.
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