Processos Estocasticos Nao Estacionarios

Paulo Lopes dos Santos
T-P Azevedo Perdicoulis

Objectivo: Apresentar métodos de identificacao,
transformacao e modelagao de séries temporais nao
estaciondrias

Processamento Estatistico de Sinal, 2024
DEEC, FEUP



indice

o Definicao de Nao Estacionaridade
Q Tipos de Nao Estacionaridade

© Diagnéstico de Nao Estacionaridade
0 Transformacgodes para Estacionaridade

© Modelos de Processos Estocasticos Nao Estacionarios
0 Estimacéo de Modelos ARIMA

0 Estimacao de Modelos SARIMA
Q Testes de Estacionaridade
@ Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF)
@ Teste de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS)

@ Teste de Kruskal-Wallis

Paulo Lopes dos Santos T-P Azevedo Perdicodilis Objectivo: | Processos Estocasticos Nao Estacionarios



Definicao de Nao Estacionaridade

Definicao de nao Estacionaridade

Um processo estocastico € nao estacionario quando:
@ A sua média variaa ao longo do tempo;
@ A sua variancia ndo se mantém constante;

@ A sua covariancia depende do tempo e nao apenas do
desfasamento temporal.
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Definicao de Nao Estacionaridade

Definicao de nao Estacionaridade

Comparacéo de Séries Estacionarias e Nao Estacionarias
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Tipos de Nao Estacionari

Tendéncia

Séries Nao Estacionarias com Diferentes Tendéncias
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Tipos de Nao Estacionari

Oscilagcoes da Variancia
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Tipos de Nao Estacionari

Sazonalidade

Série Nao Estacionaria com Sazonalidade
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Tipos de Nao Estacionari

8 Sene N&o Estacionaria com Mudanc;a Estrutural
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Diagonéstico Visual de Nao Estacionaridade

Graficos no dominio do tempo:
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Diagonéstico Visual de Nao Estacionaridade

Graficos de autocorrelagao e correlagao parcial:
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Testes estatisticos

@ Teste ADF (Augmented Dickey-Fuller)
o Teste KPSS )Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin)
@ Tém abordagens complentares:

o O ADF avalia a presenca de raiz unitaria (integrador no
modelo).

o O KPSS testa a estacionaridade em torno de uma média
ou tendéncia deterministica.

Paulo Lopes dos Santos T-P Azevedo Perdicotilis Objectivo: | Processos Estocasticos Nao Estacionarios 11/51



Remocao de tendéncias

Diferenciacao:

@ A diferenciacao € uma técnica utilizada para transformar
séries nao estacionarias em estacionarias.

o E especialmente Util para remover tendéncias estocasticas
ou deterministicas.

@ Para uma série(y(¢), a diferenciacdo de primeira ordem é
definida como:

Ay(r) = y(1) = y(t = 1)

@ Apos a diferenciagao, a série residual deve ser analisada
para verificar se se tornou estacionaria.
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Exemplo: Série Nao Estacionaria

Paulo Lopes dos Santos T-P Azevedo Perdicotilis Obje

Série original com tendéncia estocastica:
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Diferenciacao

Série diferenciada: A(r) = y(r) — y(t — 1)

Série Diferenciada (Remogdo da Tendéncia Estocastica)
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Estabilizacao da variancia

@ Transformacao Logaritmica: Reduz o impacto de
grandes variagoes.

yir(t) = log(y(t) +¢)

o Transformacao por Raiz Quadrada: alternativa ao
logaritmo (séries com valores pequenos e positivos):

Yir(t) = /(1)

o Transformacao de Box-Cox: abordagem mais geral para
estabilizar a variancia:

AMr) — 1
y(l, seA#0
yir(t) =

log(y()), seA=0
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Transformacao de Box-Cox

A maximiza a fungao

N
SSE Z Yir — ytr
=1

onde
@ y,-(t) sao os valores transformados

@ y, é a média dos valores transformados
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Remocao da sazonalidade

@ Subtrair os valores separados por um periodo sazonal s,
sendo s 0 numero de intervalos por ciclo:

Agyi = Yt — Yis
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Remocao da sazonalidade

@ STL (Seasonal and Trend decomposition using Loess
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Tratamento de Mudancas E

@ Divisdao em Segmentos
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Tratamento de Mudancas E

@ Utilizacao de variaveis indicadoras:

Série com Mudanca Estrutural e Ajuste do Modelo
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Modelos com Integracao /(d)

0

Aly(r)=(1-q7")
o Ady(r) significa diferenciar y() d vezes.

@ Diferenciar y(r) é calcular Ay(t) = y(t) —y(r — 1)

Um processo y(t) é considerado 1(d) se Ay(t) for um processo

Processo I(d)
estacionario. J

Aplicagoes
@ Pregos de acgdes (modelos I(1))

@ alguns dados econdémicos de longo prazo (modelos 7(2)).
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Modelos ARIMA (AutoRegressive Integrated Moving

VAVEIETo[2))

@ Equacao geral:

A(g ") A% =C(q7") e(r)

Onde:
0o A(g7")=1+aiqg' +--- +a,qg" é o polinémio
autorregressivo.

o C(qg")=14cig7 "+ +cug™ € 0 polinémio de média
movel.

@ ¢(r) € um termo de erro branco com média nula e variancia

a2,

o A‘representa a diferenciagdo de ordem d
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Exemplo dum Processo ARIMA
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Exemplo dum Processo ARIMA

Autocorrelagdo da Realizagdo 1
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Exemplo dum Processo ARIMA

Sinal diferencial
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Exemplo dum Processo ARIMA

Autocrrelacéo Ayl
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Modelos com Sazonalidade

Os processos estacionarios com padrdes periddicos requerem
modelos que incorporem componentes sazonais.

Modelos SARIMA
@ Equacgao geral:
A(g7")As (q7%) AAPy(1) = C(q7") Cs (g7) e()

o APD: diferenciagdo sazonal de ordem D.
@ As(q*) e C4(¢~*): polindbmios sazonais autorregressivo e
de média movel.

Aplicacoes:
@ Consumo de energia elétrica

@ Dados de vendas com padrdes anuais (ex.: vendas no
Natal).
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Exemplo dum processo SARIMA

@ Alg7")=1-05¢""

@ Afg%)=1-03¢7"

0 C(¢ghHy=1+04q"

@ C(¢*) =1+02q12

@ d =e D = 1 : Diferenciagdo sazonal com s = 12.

A equacao as diferencgas:

(1-0.5¢71)(1-0.3¢7 %) (1—¢g~)y(r) = (14+0.4¢7 ) (140.2g ?)e(r)
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Exemplo dum processo SARIMA

y(t) - Saida de um sistema com 3 subsistemas em série com
funcoes de transferéncia:

1
® Hi(q) = T—g0
oy~ Cs (¢")  1+0.2g7"2
° H0) = B g™ T 1034
C(q7") 1+04q7!
® Hs(q) = ) _ 1

B(g71) 1-0.5¢"!
excitado por ruido branco:

e(r) 1 Cs (q7"%) C(g") |y
1—g 12 B. (¢ 1) Blg )
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Realizacao processo SARIMA

Realiza¢g&o do processo SARIMA(1,0,1)(1,1,1)
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Autocorrrelacao daRealizacao processo SARIMA

1 Autocrrelagao de y(t)
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Estimacao de modelos ARIMA

@ Diferenciacao da Série:

Ay(1) = (1 =g ")y(r),

até que a série resultante seja aproximadamente
estacionaria.

Q Identificacao da Ordem dos Polinomios:

© Estimativa dos Parametros: com métodos apropriados
para processos estacionarios.
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Estimacao de Modelos SARIMA

@ Diferenciacao Sazonal:
APY(1) = (1 —g)"y(1),
onde s é o periodo sazonal.

© Separagao em Sub-Séries: Reorganizar y(r) em s
sub-séries, onde cada sub-série representa uma fase do

ciclo sazonal:

yi(k) =ylks), ya(k) =ylks+1), ..., yg(k) = ylks+(s—1)).
Cada sub-série é estacionaria e segue 0 mesmo modelo
sazonal.

© Estimativa dos Parametros Sazonais: Com as
sub-séries estacionarias, estima-se os parametros dos
polinémios sazonais A;(¢~') e Cs(¢~"), utilizando
simultaneamente todas as sub-séries.
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Estimacao de Modelos SARIMA

© Calculo dos Residuos: ¢(7) = y(r) — y(¢), onde 3(r) é a
parte ajustada pelo modelo sazonal.

© Modelacdo Nao Sazonal: Ajustar os polindmios A(g~') e

C(¢~") aos residuos, aplicando os métodos descritos na
seccao anterior.
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Exemplo Numérico: Estimacao de um Polindémio

Sazonal

Série y(r) com periodicidade s = 3, onde a componente
sazonal é descrita por um modelo AR(1):

As(g) =1+ as1q73

@ Dividir a série em trés sub-séries: y(k), y2(k), € y3(k):

yi(t) =y(3t—2), t=1,...,int(N/3)
w(t)=yBt—1), t=1...,int(N/2)
y3(t) =y(3t), t=1,...,int(N/3)
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Exemplo Numérico: Estimacao de um Polindémio

Sazonal

@ Construcédo dos Regressores:

i —yi(1) i [ —y(1) ]

—y(1) —y(2)

—y3(1) -y(3)

—1(2) —y(4)

—2(2) —y(5)

¢ = —(2) =1 —0)
—y1(int(N/3) — 1) —y(N = 5)
—y2(int(N/3) — 1) —y(N —4)
—y3(int(N(3) — 1) [ —y(N = 3)]
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Exemplo Numérico: Estimacao de um Polindémio

Sazonal

© Construcado das Observagoes:
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Exemplo Numérico: Estimacao de um Polindémio

Sazonal
© Estimar os parametros:
a1 = (oT0) 1oy,

@ Calcular Residuos: Os residuos ¢;(k) séo calculados
para cada sub-série e combinados numa Unica série:

e(3t +i-— 3) = e,-(t) = yi(l‘) + flslyi(l — 1),
i=1,2,3,i=1,...int(N/3)

O Estimar os polindmios nao sazonais: A série
combinada dos residuos € utilizada para ajustar os
polinémios A(g~') e C(g71).

Paulo Lopes dos Santos T-P Azevedo Perdicotilis Objectivo: | Processos Estocasticos Nao Estacionarios 38/51



Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko

Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF)

@ Objectivo: Avaliar a presenca de integracao (raiz unitaria)
em séries temporais.

o Hipoteses:
o H,: A série é nao estacionaria (possui raiz unitaria).
o H;: A série é estacionaria.

@ Procedimento: Estimar os parametros da equacao
autorregressiva aumentada:

P
Ay(t) = a+ Br+y(t— 1)+ > aidy(t — i) + (1)
i=1

o v: Coeficiente que avalia a raiz unitaria.
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Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko

Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF)

@ Sinais relacionados pela Equacao Autorregressiva
Aumentada:

o Ay(t) =y(t) —y(t—1) = (1 — g ")y(r): Primeira diferenca
da série.

e y(r— 1): Valor anterior da série
@ ¢(r): Ruido branco.

@ Outros parametros Equacao Autorregressiva Aumentada:
o «: Termo constante da primeira diferenga.

e fr: Termo de tendéncia deterministica da primeira
diferenca (opcional).

o a;: Coeficientes das diferencas passadas Ay(r — i)).
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Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko

Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF)

Para que a série seja ndo estacionaria, v = 0

o Estatitica de teste:

~

B Ay
"~ Desvio Padrdo(3)

@ 4 é estimativa de minimos quadrados de ~.

@ Determinacao de 4 :

@ Definir§ = [a B v a - ap]T

Q Cacular = (97®) ' &7Y com
o d=[p(1) ... »N)]
° pt)=[1 ¢ y(r—1) Ay(r—1) -+ Ay(t—p)]
o Y=[Ay(l) --- Ay(N)]
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Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko

Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF)

@ Determinacao do desvio padrao de 4 :

@ Calcular P = cov (é) = ((I>T<I>)71 &2

N\ T A
(T - <I>9) (T - @0)
e 5= N , isto, é 62 é a variancia dos

residuos.
© Desvio Padrdo(y) = /P,y
o Distribuicao de = sob a a hipo6tese nula Hy:
o Nao é uma distribuicao padrao devido a nao
estacionaridade de y(r)

@ Os valores criticos foram determinados por simulacées de
Monte Carlo sao fornecidos em tabelas especificas para o
teste ADF
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Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko
Procedimento do teste ADF

@ Especificacao do Modelo: Decidir se o modelo incluira
termos de constante () ou tendéncia deterministica (31).

Estimativa dos Parametros: Ajustar o modelo
autorregressivo aumentado por regressao linear.

Calculo da Estatistica de Teste: Utilizar o coeficiente
estimado 4 para calcular a estatistica 7.

Comparacao com Valores Criticos: Comparar 7 com 0s
valores criticos da tabela do teste ADF.

© 0 o0 ©

Decisao:

e Se 7 for menor que o valor critico, rejeitar Hy, indicando
estacionaridade.

o Caso contrario, ndo rejeitar Hy, indicando nao
estacionaridade.

Paulo Lopes dos Santos T-P Azevedo Perdicotilis Objec Processos Estocasticos Nao Estacionarios 43/51



Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF)

Valores Criticos do teste ADF

Tamanho
Amostra (N)

Sem constante
nem tendéncia

Com constante

Com constante
e tendéncia

1%, 5%, 10%

1%, 5%, 10%

1%, 5%, 10%

25
50
100
N — o0

-2.62,-1.95, -1.61
-2.60, -1.95, -1.61
-2.58, -1.95, -1.61
-2.57,-1.95, -1.61

-3.75, -3.00, -2.63
-3.58, -2.93, -2.60
-3.51, -2.89, -2.58
-3.43, -2.86, -2.57

-4.38, -3.60, -3.24
-4.15, -3.50, -3.18
-4.04, -3.45, -3.15
-3.96, -3.41, -3.12

Estes valores foram obtidos por simulagdes de Monte Carlo
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Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko

Teste de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS)

@ Hipotese nula (Hy): A série é estacionaria em torno de
uma média constante ou de uma tendéncia linear.

@ Hipotese alternativa (H,): A série ndo é estacionaria.

O teste KPSS considera a seguinte decomposi¢do para uma
série y(t) estacionaria em torno de uma meédia:

y([) = 60 +€(t)7

ou
y(t) = Bo + Bt + (1),
onde:

@ A, é o termo constante.
@ [t é atendéncia linear.

@ ¢(t) ruido branco, com média nula e variancia o>.
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Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko

Teste de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS)

1 N
DI
t=1

o Estatistica: n = —

t

e S(1) = Z (k) (soma cumulativa dos residuos)

k=1
TMax
0 62 = dy(0) = ) + Zw T, TMax) Aee(T)
T
o ) = 1 —
@ (7 ) Thtae + 1

° fu(r) _% 3 ee(r—)

@ d;(¢*) a densidade espectral dos residuos.
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Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko

Interpretacao do Teste

@ Se o valor da estatistica n for menor que o valor critico,
nao rejeitamos a hipétese nula (Hy), concluindo que a

série é estacionaria.

@ Se o valor da estatistica n for maior que o valor critico,
rejeitamos a hipotese nula (Hy)

Valores Criticos:

Nivel de Significancia

Valor Critico

Meédia

Tendéncia Linear

10%
5%
2.5%
1%

0.347
0.463
0.574
0.739

0.119
0.146
0.176
0.216
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Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko

Teste de Kruskal-Wallis

Detecta sazonalidade, avaliando se os valores da série variam
de forma consistente entre diferentes periodos (e.g., meses)

@ Hipotese nula (Hy): Nao ha diferencas significativas entre
0s periodos; a série ndo apresenta sazonalidade.

o Hipotese alternativa (H,): Ha diferencas significativas
entre os periodos; a série apresenta sazonalidade.
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Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko:

Teste de Kruskal-Wallis

o Estatitica:

12 o,
H=——" S "n(R—R
N(N+l);n( )

e N: Numero total de observacoes.

@ k: Numero de periodos (grupos).

n;: NUmero de observagdes no periodo i.

R;: Média dos postos no periodo i.

R: Média global dos postos.

o Distribuicdo da Estatistica sob Hy: x?(k — 1)
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Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko

Procedimento do Teste de Kruskal-Wallis

@ Organizacao dos Dados: Dividir a série temporal em k&
grupos com base nos periodos (e.g., meses do ano ou
dias da semana).

© Ordenacao e Postos: Ordenar todas as observagoes y;
globalmente e atribuir postos a cada valor.

© Calculo das Médias dos Postos por Grupo: Para cada
grupo i, calcular a média dos postos:

R — 2 Ri

R;
n;

© Calculo da Estatistica H: Substituir as médias dos postos
na férmula para H.
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Teste de Dickey-Fuller Aumentado (ADF) Teste de Kwiatko:

Modelos de Processos Estocasticos: Modelo

Auto-Regressivo de Média Mdvel (ARMA)

@ Comparacao com a Distribuicdo Qui-Quadrado:
Comparar H com o valor critico da distribuigdo x> com
k — 1 graus de liberdade.

O Decisao: Rejeitar Hy se H exceder o valor critico,
indicando sazonalidade.
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