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Estimacao nao paramétrica

Densidade espetral dum sinal estocastico estacionario:

Py (¢) = F Duclk]} = D Awclkle7*
k=—00
emquej=+-1e

L
Ak = E {alnln — K]} = Jim 2L1+ > e 4

n=—L

Problema:
Estimar P, (¢*) a partir dum conjunto de dados
x[n], n=0,...,L—1.
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Periodograma - Definicao

Na pratica, sa se consegue medir x[n] em intervalos finitos.
Logo P, (¢) pode ser estimado através de

L—1
P (e¥) = D Aulkle
k=—(L—1)

em que ). [k] é a estimativa da sequenma de auto-covariancia
L—1—k

. 1
Aalk] = 7 > xln+ kx| E:anJrka
n=0

onde
xr[n] = x[n]wi[n]
sendo wy [n] a janela retangular de comprimento L :

] = [ L n=0 L
=10, n<oOoun>L
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Periodograma - Definicao

Como

L—1—k L—1—k
Z x[n+klx[n] = x[n)x[n + k| =
n=0

= alnluln + A = xp (k] * 2 [K]

onde x € o operador convolugao, entao,

F L[k o[-} = Xp (6%) Xp ()" = |xp ()]

em que
00 L—-1

X, (%) = Z xp[n]e 7 = Zx[n]e*j‘“” = F {x[n]}
n=—o00 n=0
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Periodograma - Definicao

Logo
. " 1 o 12
P () = 4 [0 (e)]

P.. (¢) é o Periodograma
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Periodograma - Valor esperado

Valor esperado do Periodograma:

L—1
E{Pu(*)} = Y E{\ulK}er
k=—(L—1)
com .
E{0uld} = " E fxuln+ Ko [n]}
n=0
como [ x[n], n=0,...,L—1
xL[n]_{O, n<Ooun>L-1,
entdo
L—1-|] L—|k|—1 B
E{0uM} = 3 E{adn+Klxln]} = % 3 A= L""Axx[k].
n=0 n=0
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Periodograma - Valor esperado

Janela triangular de Bartlett de largura 2L+1:

L— |k
- <
wild =8 o M=E
0, k| > L
l-L‘B[k]
14
k
dg - e S -G - 1 2 3 4 5 6

Janela de Bartlett de largura 11 (L=5)
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Periodograma - Valor esperado

entao X
E {)\M [k]} = i, [ elK] = Aex [l K]

Pelo teorema da convolugao:

E{ba (@)} = F ksl = 5P () « Wy () =
1 21 ) .
= 5 g P () Wi () o
em que
Py () = F{u[)} i A [k]e K
k=—o00
oy 1 [sen(wL/2)]?
Wa (") = L [ sen(w/z)} '
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Periodograma - Valor esperado

WB((JL")
L

. T
W;s (¢) , transformada de Fourier de wp([k] para L = 20.
lim Wpg (e’“) =27m0(w) =
= lim E{ x (e’w)} 27r Py (¢%) % 6(w) = Py (€).

L—oo 2
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Periodograma - Valor esperado

O Periodograma P, (¢’) € um estimador assintoticamente
ndo enviezado de P, (¢/*):

Wg(e)

A--R ; %

t
- T

Transformadas de Fourier de Janelas de Bartlett com L=5
(curva azul) e L=64 (curva vermelha).
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Periodograma - Variancia

@ A variancia de P, (¢’) depende de momentos de x[n] de
ordem superior a segunda.

@ Por este motivo, depende da distribuigao de x[n].
@ No entanto, pode-se provar que, qualquer que seja a
distribuicao,

var {P,, () } ~ Py ()’

° var{ o (e"*’)} mantém-se aproximadamente constante
qualquer que seja o numero de pontos do periodograma.
O Periodograma P.. (¢’) ndo é um estimador consistente

de P, (¢*) porque nado converge (num sentido
probabilistico) para P, (¢).
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Média de Periodogramas

@ Pode-se reduzir a variancia da estimativa do espetro
fazendo a média de varios periodogramas.

@ O sinal x[n| é dividido em K segmentos com L amostras
cada.

@ Para cada segmento € calculado o periodograma
P (), r=1,....,K—1.

@ O espetro Py, (¢) é estimado através de

K
Py e]w :Z
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Média de Periodogramas

0 E {Pur ()} = 5-Puc (6) # Wy ()
0 var {Py (¢)} = Pu ()’

@ Sobrepondo os periodogramas em cerca de 50%
consegue-se diminuir a variancia de P, (¢) para cerca
de metade (conseguem-se o dobro dos periodogramas).
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