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1 - Introducao

Sistema discreto linear e invariante no tempo descrito pelo
modelo de estado:

@ y(t) € R’ - Saida.
@ u(t) € R™ - Entrada
@ x(r) € R" - Vector das variaveis de estado.

@ A e R BeR™, CecR>, DeR™"-Parametros
do sistema

PROBLEMA: Determinar x(¢) a partir da observacao de y(r)
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2 - Observadores deterministicos

® SOLUCAO: Observador de Estado

° O que é?
- Modelo do sistema que, a partir dos sinais de entrada e
saida, fornece estimativas do estado

° Para que serve?

o Estabilizagdo de Sistemas utilizando a realimentacéao de
estado.

Monitorizacao de Sistemas.

Soft sensor para substituir sensores de custo elevado.

Deteccao de avarias.

e etc.
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2 - Observadores deterministicos

Abordagem 1 -Observador com modelo igual ao sistema
@ Observador:
x(t+1) = Ax(t) + Bu(r)
y(t) = Cx(t) + Du(r)

@ Dinamica do erro do observador
x(t+1)—x(t+1) = Ax(t) + Bu(r) — Ax(r) — Bu(t)
= Ax(r) — Ax(t)
= Alx(r) — x(1)]
Substituindo x(-) — x(-) por x(-):
xX(t+1) = Ax(r)
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2 - Observadores deterministicos

Dinamica do erro do observador

Sistema auténomo linear

()

Matriz de estado igual a do sistema

O erro anula-se se e so se o sistema for estavel

()

Nao consegue observar sistemas instaveis

()

Dinamica de anulagao do erro € imposta pelo sistema (nao
pode ser alterada)
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2 - Observadores deterministicos

Exemplo 1
Sistema (ex: Motor eléctrico).

xi(t+1) = x(2) +x2(2)
x(t+1) = 0.9x(7) + 10u(r)

yo) = x(@)
x; — Posicao
x, — \Velocidade
y=x3 — Posicao
u — Tensao de entrada
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2 - Observadores deterministicos

Equacao Matricial:

com
. xl(t) . 1 1 . 0
o = [20] a=lo o] =[]
c =[10], D=0
Valores proprios de A
Mi=1, d2=09

Dinamica do erro é descrita por um sistema instavel =
Observador nao converge (nao funciona)
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2 - Observadores deterministicos

Sinais do sistema
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2 - Observadores deterministicos

Observador (abordagem 1)
¥(0) =xi ()
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Figura: Estimativas do observador estdao a vermelho.
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2 - Observadores deterministicos

Erro do observador (abordagem 1)
21([) = X1 (I) — X (I)
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2 - Observadores deterministicos

Erro do observador (abordagem 1)

X1 (I) = X1 (T) — X (T)
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2 - Observadores deterministicos

Abordagem 2 -Observador de Luenberger

@ Observador:
x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + L[y(t) — Cx(t) — Du(t)]
y(t) = Cx(t) + Du(r)
@ Erro do observador:

@ Dinamica do erro do observador
x(t+1) = Ax(r) + Bu( ) — Ax(t) — Bu(t)
—Ly(t) — Cx(t) — Du(t)]
= Ax(t) — Ax(t) — L[Cx(t) + Du(t) — Cx(y) — Du(1)]
= Alx(t) — x(1)] —LC [x(t) — x(1)] = (A — LC) x(¢)
x(r) x(1)




2 - Observadores deterministicos

Dinamica do erro do observador

Sistema auténomo linear.

Matriz de estado diferente da do sistema.

()

Se o par (A, C) for observavel os valores préprios podem
ser alocados arbitrariamente (dindmica ndo é imposta pelo
sistema).

O erro anula-se mesmo que o sistema seja instavel (desde
gue os modos instaveis sejam observaveis).

Consegue observar sistemas instaveis (desde que os
modos instaveis sejam observaveis).
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2 - Observadores deterministicos

(

Exemplo 2

)

Novamente o sistema:
xi(t+1)
x(+1)

(1)

x1 (1) + x2(2)
0.9x2 (1) + 10u(t)

X1 (l)

Na forma matricial:
x(t+1) =

y) =
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2 - Observadores deterministicos

@ Pretende-se que \; e )\, sejam os valores proprios de
A — LC (\] e X\, modos da dindmica do observador)

@ equacao caracteristica de A — LC:

Ao () = det[AL—(A—-LC)] = (A= X\) (A= X)
A — (A ) A+ A

o CalculodeL=1[¢ £ 1"

eate=[g gy |- [0 o1=["5 0]
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2 - Observadores deterministicos

o
_ (A _ _ A=(1-6) -1
Ao(N) = det[\p— (A LC)]—det[ B o 0.9]
= [)\1—(1—61)]()\—0.9)+€2
= )\2—(1.9—51))\4-(1—61)0.9—1—52
0)\2—(1.9—51))\4-(1—51)0.94-52:)\2—()\1+)\2))\+)\1)\2
19—40i=XM+ X1
(1—51)0.9—1—52:)\1)\2

0 =19 (A +\)
¢ =0.81-0.9 ()\1 + )\2) + A

=
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2 - Observadores deterministicos

| [ M N | 4 L
Observador 1 || 0.8100 0.8100 | 0.2800 0.0081
Observador 2 || 0.6000 0.6000 | 0.7000 0.0900
Observador 3 || 0.3500 0.3500 | 1.2000 0.3025
Observador 4 || 0.0000 0.0000 | 1.9000 0.8100
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2 - Observadores deterministicos

Observador (abordagem 2)

——————— Valor verdadeiro
— Observador 1
———— Observador 2

——— Observador 3
— Observador 4
xi (1) = y(1)
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2 - Observadores deterministicos

Observador (abordagem 2)

Valor verdadeiro
Observador 1
Observador 2
Observador 3
Observador 4

X (1) = (1)
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2 - Observadores deterministicos

Erro do observador (abordagem 2)

— Observador 1
— Observador 2
—— Observador 3
- N — Observador 4
¥ (1) = x1 (1) — x1(r)
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2 - Observadores deterministicos

Erro do observador (abordagem 2)

= Observador 1
— Observador 2
= Observador 3
¥ (1) = x (1) — % (1) ——— Observador 4
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2 - Observadores deterministicos

Qual o melhor observador?

@ Todos os observadores apresentam um erro nulo em
regime permanente

@ Observador 1 tem a resposta mais lenta
@ Observador 4 tem a resposta mais rapida
@ 0 erro é maior nos observadores mais rapidos

A seleccao do observador deve ser o compromisso entre a
velocidade e o erro na resposta a perturbacoes

Sera que se consegue definir um critério mais preciso
na seleccao do observador?

o A resposta é afirmativa desde que se restrinja o tipo
de perturbacoes.
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3 - Sistemas com perturbacoes |

Sistema com perturbagées:

x(t+1) = Ax(t) + Bu(t

@ ¢(t) e r(t) sao perturbagoes

@ As perturbacoes sao sinais desconhecidos e,
consequentemente, afectam o desempenho do observador

Dinamica do erro dum observador dum sistema com
perturbacoes:

X(t+1) = (A — LO)X(t) 4+ q(t) — Lr(z)
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- Sistemas com perturbacgoes |l
@ O observador é bom se o erro x(r) for pequeno

@ O projecto do observador pode ser reduzido ao da
minimizagao dum critério do erro, como por exemplo

N

N
ZII 3= (031

=1

@ A solucao deste problema depende do tipo de
perturbacdes considerado
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4 - Perturbacoes deterministicas |

Exemplo 3

Novamente o motor que temos a vindo considerar mas com
uma perturbacao no binario:

xl(t—i— 1) = xl(l‘) —|-)C2(t)
x0(t+1) = 0.9x(r) + 10u(r) + q(t)
yo) = x()
Observador (um valores proprios A\; = A\, = 0.81):

%(1+1) = [ 0 o }x(m[ o } u(t)+[090'3§1} b —[1 0]&(0))
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4 - Perturbacoes deterministicas |l
Perturbacao: Degrau de amplitude 10 em t=200

200
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4 - Perturbacoes deterministicas Il

Variaveis de Estado do Sistema:

L
o 100 200 300 400 500 600 700 800 900

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Comparacao entre as estimativas do observador e as
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4 - Perturbacoes deterministicas IV

variaveis de estado:

x10°
T T

[ [—estadon
—— Estimativa de x1

100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

T

150| [ —— estadox2
—— Estimativa de x2

1001~

50—

o 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Erros do observador:
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4 - Perturbacoes deterministicas V

T1(t) = x1(t) — @1 ()

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Fa(t) = wa(t) — B2(t)
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4 - Perturbacoes deterministicas VI
COMO REJEITAR PERTURBACOES DETERMINISTICAS?
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5 - Rejeicao de perturbacoes deterministicas |

@ Encarar uma perturbacao deterministica como a saida
dum sistema excitado por um impulso de Dirac (principio
do modelo interno):

Z{(n} =1 00 0(z)

e Se (A, By, ,C,, D, =0) for uma realizagéo de Q(z) no
espago de estados, isto &, se

0(z) = Cy (2ly, _Aq)_l B,

entao ¢(r)

xg(t+1) = Agx(t)
Cyxq(1)

Q9

—~
~

N—
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5 - Rejeicao de perturbacoes deterministicas |l

@ O sistema € autonomo porque efeito do impulso de Dirac é
alterar o estado inicial do sistema e, por isso, pode-se
considerar que, em regime permanente, a entrada € nula.

@ No caso deterministico s6 se anulam as perturbagdes em
regime permanente e, por isso, sé tem sentido considerar
perturbagdes com fungdo de transferéncia Q(z) instavel.

@ De forma idéntica, considera-se r(r) a saida do sistema

x(t+1) = Ax(r)
Crx, (1)

=~
—

~
~—
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5 - Rejeicao de perturbacoes deterministicas Il
@ O sistema com perturbacdes

x(t+1) = Ax(r) + Bu(t) + q(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + r(r)

pode ser descrito pelo modelo alargado

xq(t + 1) Aq anxn,- anxn xq([) anxm
xr(t+1) = On,~><nq A, On,xn xr(t) + On,xm M(l)

'x(t + 1) Cq Onxnr A X(t) B
Xq(1)
y(t) = [Ofan C, C] xr(t) +Du(l)
x(1)
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6 - Modelos de perturbacoes deterministicas |

@ Degrau (integral do impulso de Dirac)

x(t+1) = x4(2) A, = 1
{ T = 50 ;‘{ .

O
I

@ Rampa (integral duplo do impulso de Dirac)

xi(t+1) = xu(1) _ |t o
{xZ;(t—i-l) xZi(t)—i—xqz(l‘) = Ag [1 1]

q(t) = xp(1) c, = [0 1]
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6 - Modelos de perturbacoes deterministicas |l

@ Sinusoide com frequéncia wy (valores proprios em
e = cos wy =+ jsin wp):

xg(t+1) = cos(wo)xgr(t) + sin(wp)xg (1)
xp(t+1) = —sin(wo)xg () + cos(wo)xp(t) =
q(t) = xq(1) +xp(t)
[ coswgy  sin wo]
A, = ,
—sinwy coswy
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6 - Modelos de perturbacoes deterministicas Il
Exemplo 4

Projecto dum observador capaz de rejeitar a perturbacao do
exemplo 3:

@ Modelo alargado do sistema:

x(t+1) = x41)
xl(t—l—l) = xl(t) ()
x+1) = x4(t) 4+ 0.9x2(1) + 10u(t)
N
q(1)
yo) = xa()
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6 - Modelos de perturbacoes deterministicas IV
@ Modelo alargado na forma matricial:

xg(t+1) 1 0 0] [x() 0
{Wl)] ; {o | 1} [xl<t>]+[o]u@
X+ 1) 10 09 |w@] |10

(1)
y@) = [0 0 1] [x()
xz(t)
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6 - Modelos de perturbacoes deterministicas V

@ Observador (A} = A, = A3 = 0.81):
X,(t+ 1) (1 0 07 [&(n 0
[fcl(t—l—l)] = (0 1 1] |:5c1(t)] + |:0]u(t)—|—
X(t+1) 1 0 09| [x() 10
[0.006859 3, (1)
0.47 ] (y(z)[o 1 0] |:5¢1(t)])
| 0.0613 %2 (1)
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6 - Modelos de perturbacoes deterministicas VI

Comparacao entre as estimativas do observador e as
variaveis de estado:

o 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Erros do observador:
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6 - Modelos de perturbacoes deterministicas VII

sof- &1(t) =1 (t) — &1(t) -

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

(1) = 2a(0) — (1)

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Estimativa da perturbacao:
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6 - Modelos de perturbacoes deterministicas VIII

0 200 400 600 800 1000
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos

estocasticos ergodicos |

E frequente considerar-se que as pertubacdes sdo aleatérias:
Neste caso sdo modelizadas como

Processos estocasticos ergodicos

Processos estocasticos:
@ Funcoes aleatorias
@ Um processo estocastico v é fungao de dois argumentos:
o ¢, habitualmente o tempo.

e w, evento num espago amostral
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos

estocasticos ergodicos |l
@ v é designado por v(z,w)

@ v(.,w) & uma variavel aleatoria (instante ¢ é fixo).

@ v(t,-) € uma realizagao de v, ou seja, uma fungao do
tempo ¢ (hum determinado evento w)

@ Normalmente o argumento w é descartado na designacao
dum processo estocastico, representando-se v por v(r) e
nao por v(t,w) (as variaveis aleatérias também nao se
costumam representar como fungao de w).

Caracterizacao de processos estocasticos:

@ Distribuicao
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos

estocasticos ergodicos |l
o Média:

() = E{(0)} = [Z by V(0)] dv(t)
pwsy — densidade de probabilidade de v(z).

@ Funcao de (auto)-covariancia

(i) = EA() — mle)] b(s) — (s}
= E {7 (9} - m(0ls)

Processo estocastico estacionario: Processo cujas
propriedades estatisticas nao mudam com o tempo.
Se v(r) for um processo estocastico estacionario, entao:
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos

estocasticos ergodicos 1V
o Média:

(1) =y, nao € funcao do tempo.

@ Funcao de (auto)-covariancia
A(ty ) = At —58) = Ap(7), T=t—3s

S6 depende do espagamento entre os instantes de tempo.

Processo estocastico estacionario ergodico: Os valores
esperados sao iguais aos limites das médias temporais quando
o intervalo de tempo tende para infinito.
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos

estocasticos ergodicos V

o Média:
1 N
o = Jim sy 20
t=—N
@ Funcao de (auto)-covariancia:
1 N
T _ T
)\vv(T) = nlggo N + 1 ,_Z_:N [V(t + 7_) MV] [V(t) Nv]
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos

estocasticos ergodicos VI

DENSIDADE ESPECTRAL DUM PROCESSO
ESTOCASTICO ESTACIONARIO

Oy (W)= > An(r)e T

T=—00

@ A densidade espectral é a transformada de Fourier da
fungao de covariancia.

@ A fungao de covariancia € a transformada inversa de
Fourier da densidade espectral

A (T) ! /7r ®,, (w)e™ dw. (1)

:% o
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos

estocasticos ergodicos VI

@ Parat =0ev(r) escalar (v(t) € R), \,,(7) € a variancia de
v(t) que pode ser calculada através de

l s
o2 =\ (0) / D, (w)dw.

:% .

@ Se o sinal for ergdédico e de média nula a sua variancia
também é dada por

N
1
2 2
v =(0) = o0 ZZZN ()

ou seja, a variancia de v(r) é a poténcia do sinal.
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos

estocasticos ergodicos VIII

@ Podemos, entdo afirmar, que a densidade de espectral
dum processo estocastico (estacionario) € um
representagao da distribuicao da sua poténcia pelas
diferentes frequéncias.
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos

estocasticos ergodicos 1X

Ruido branco

Um processo estocastico v(z) € designado como ruido branco
se

°
E{v(0)} = m
v(t) e v(s) forem independentes para qualquer ¢ # s

O ruido branco é um sinal fracamente estacionario (média
e covarancia estacionarias) e ergodico

Ruido branco v(r) € R” com média nula
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos

estocasticos ergodicos X

Mn(r) = E{u(t+ 070} =E{v(t t_T}:{Xn’m T

5(7)
Densidade espectral do ruido branco:

Z )\vv e =

T=—00

Impulso de Dirac.

O espectro do ruido branco é plano. A sua energia distribui-se
igualmente por todas as frequéncias (tal como o espectro da
luz branca e dai o nome de ruido branco).

O ruido branco € um sinal imprevisivel pois o seu valor num
dado instante é independente de todo o passado e futuro.
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos
estocasticos ergodicos XI

0 20 40 60 80 100
Tempo

Figura: Ruido branco gaussiano de média nula.
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/ - Modelizacao de perturbagcdes como processos
estocasticos ergodicos XI|

Figura: Ruido branco binario de média nula.




8 - Modelos de estado de processos

deterministico-estocasticos |

Considera-se que as perturbacgoes ¢(¢) e r(z) sao ruido branco:

x(t+1) = Ax(r) + Bu(t) + q(1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) + r(z)
E{q()} = 0.,  E{r(t)} =0,

e{[ 1 | 1ee-n re-n )=

S
[SQT R]’ T=0

0(n+€)><(n+€)7 T#0
e ¢(t) — ruido do processo
e r(t) — ruido de medigao
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos |

Os ruidos ¢(r) e r(t) vao afectar o desempenho dos
observadores pois o0 erro da estimativa de estado passa a ser

x(t+ 1) = (A — LO)x(t) 4+ ¢(t) — Lr(z)

Exemplo 5

Novamente o sistema do exemplo 1 mas perturbado por ruido
de processo e de observacao:

X1 (I + 1) = X (l) —|—X2(l)
x(t+1) = 09x(t) + 10u(r) + q1(2)
y1) = xi(t)+r()

Paulo Lopes dos Santos  Processos Estocasticos e Filtro de Kalman - Introducao 56/13:



9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos Il

R = E{()} =0} =2500= o, =50

Observadores

| [ M N | 4 L
Observador 1 || 0.8100 0.8100 | 0.2800 0.0081
Observador 2 | 0.6000 0.6000 | 0.7000 0.0900
Observador 3 || 0.3500 0.3500 | 1.2000 0.3025
Observador 4 | 0.0000 0.0000 | 1.9000 0.8100
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos Il
Estimativas de estado

= Valor verdadeiro
= Observador 1
— Observador 2
Observador 3
x (1) =) ———— Observador 4
40
3000
2000
1000
0
1000
0 200 400 600 800 1000

Tempo

600
0 200 400 600 800 1000
Tempo

Paulo Lopes dos Santos  Processos Estocasticos e Filtro de Kalman - Introducao 58/13:



9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos IV
Estimativas de estado (continuacgao)

Valor verdadeiro
— Observador 1
— Observador 2
Observador 3
xi (1) = y(1) — Observador 4

1200

1000

200 210 220 30 240 250

2
Tempo

200
200 210 220 230 240 250
Tempo

Paulo Lopes dos Santos  Processos Estocasticos e Filtro de Kalman - Introducao 59/13:



9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos V

Erros das estimativas

Obsevador 1
Obsevador 2
~ Obsevador 3
% (1) Obsevador 4

200 400 600 800 1000
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos VI
Erros das estimativas

Observador 1
Observador 2
Observador 3
10} Observador 4
400
200 /\ 1
A
0
v
200 1
400 . . . .
200 210 220 230 240 250
Tempo
¥ (1)
200
100
, A A
100 V
200 . . . .
200 210 220 230 240 250

Tempo
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos VII
Sejam

&
—~
~
+
[—
~—
|

Ax(t) 4+ Bu(r)
Cx4(t) + Du(r)

NG
U
—~
~
~—

x(t+1) = Axg(r) +4(1)
vs(t) = Cx(t) + r(2)
@ Se soubermos (A, B, C, D), x4(t) e y,(t) podem ser
completamente conhecidos

@ y,(1) e x;(t) nunca podem ser completamente
conhecidos mesmo que saibamos (A, B, C, D) (sao
processos estocasticos pois sao sinais dum sistema
excitado por outros processos estocasticos).
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos VI

xa(t+1) +xg(t+ 1)
ya(t) +ys(t)

Se definirmos

Obtemos o sistema

x(t+1)
(1)

Somando as equagoes dos dois sistemas:

A [xa(t) + x4(1)] + Bu(1) + q(1)
C [xq(t) + x4(1)] + Du(t) + r(¢)
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos IX

@ Chama-se a este sistema, Sistema
Deterministico-Estocastico

@ O estado pode ser decomposto numa componente
deterministica x,(¢) e noutra estocastica x(r)

@ A componente deterministica do estado pode ser
completamente determinada por um observador estavel

@ A componente estocastica nunca pode ser completamente
determinada

@ O que se afirmou para o estado também é valido para a
saida
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos X

Exemplo 6

Componentes do estado e da saida do sistema apresentado
no exemplo 5

— )

3000]
2000
1000

0

1000
0

200 400 o 600 800 1000

200 400 600 800 1000
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos Xl

Exemplo 6 (continuacao)

— ()
s (1)
ysa ()

¥(1)

3500

3000

2500

2000

1500

1000

500

500

1000
0

200 400 600 800 1000
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos Xll|

Suponhamos que conseguimos medir y,(t) sem qualquer erro.
Podemos estimar x,(z) através do observador (estavel)

x4(t+1) = Axy(t) + Bu(t) + L{yq(t) — Cxq(t) — Du(t)]
Ya(t) = Cxq(t) + Du(t)
cujo erro tera uma dinamica descrita por
Xa(t+1) = (A= LC) x4(t)
Se o observador for estavel
tl_i)rglofcd(t) = 0,.

Sem perturbacées o erro € nulo em regime permanente
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XllI

Utilizemos 0 mesmo observador para estimar a componente
estocastica de x(¢):

X(t+1) = Ax(r) + Lys(r) — Cxy(1)]
)A’s(t) = C)Acs(t)

A dinamica do erro é descrita por

X(t41) = (A = LC) x,(1) + q(1) — Lr(1)

[ O erro x,(z) nao se anula por causa das perturbacoes ]
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XIV
Estimacao dos estados do modelo deterministico-estocastico:

x(1) = xq4(t) + x4(1).
Erro de estimacao:
() = x(t) —x(t) = [xa(t) + x5(2)] — [xa(2) + 2(1)] =
= xd(t) - )%d(t) +xs(t) - )ACS(I) = xd(t) + Xs(t)

v~

(1) (1)

Se o observador for estavel:
t — 00 = X(t) = X,(¢) pois lim x4(t) = 0,
11— 00

Em regime permanente, o erro do observador é igual a
sua componente estocastica
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XV
FILTRO DE KALMAN

@ Minimizar a covariancia do erro das estimativas do estado,
ou seja, um ganho L tal que a variancia de x(t) seja
minima.

@ Designaremos o ganho do observador que minimiza a
variancia do erro por K.

Como a componente deterministica de x(7) é nula
podemos determinar K através da minimizacao da
covariancia da sua componente estocastica.
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XVI
Em que é que consiste a minimizacao duma matriz?

RESPOSTA: Na minimizagdo duma norma pré-definida.

Normas mais comuns de matrizes reais

o induzidas: |14, = max {||Ax], : <], = 1}

© Norma max: ||A|,,,, = max {|a; |}

@ Norma de Frobenius: ||A]| = /> >y a?j = trago(ATA)
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XVII
Funcao traco:

trago(M Z m;,

Soma de todos os elementos da dlagonal principal.

ATA — Matriz definida posmva:> Seen?;c:?:asirggeglTg;%%srl:r']\;a
|A|| = trago (ATA) ¢

de M.

Norma minimizada pelo filtro de Kalman pode ser

trago (E {x,(1)x! (1) })
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XVIII

Definicoes de matrizes (semi)definidas positivas e
negativas

@ Uma matriz simétrica M € R"*" é definida positiva e
designa-se esse facto por M > 0,,x, ou M = 0,x,, S€ € SO

Mz >0, VzeR"talquez#0,

@ Uma matriz M € R"*" é semidefinida positiva e
designa-se esse facto por M > 0,,x, ou M = 0,x,, S€ € SO

ZMz>0, VYzeR'z#0,
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XIX

@ Uma matriz M € R"*" é definida negativa e designa-se
esse facto por M < 0,,x, ou M < 0,,,, S€ & sb

dMz<0, VzeRZ#0,

@ Uma matriz M € R"*" é semidefinida negativa e
designa-se esse facto por M < 0%, ou M =< 0,x,, S€ € SO

Mz <0, VzeR'z#0,
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XX

Algumas Propriedades das matrizes (semi)definidas
positivas e negativas

@ Uma matriz simétrica M € R™*" é definida positiva
(negativa) se e s6 se todos os seus valores proprios forem
positivos (negativos).

@ Uma matriz simétrica M € R"*" é semidefinida positiva
(negativa) se e so se tiver, pelo menos, um valor proprio
nulo e todos os outros nao negativos (nao positivos).

@ As matrizes definidas positivas (negativas) sao nao
singulares (M > 0,,x, OUM < 0, = det(M) # 0
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXI

@ As matrizes semidefinidas positivas (negativas) sao
singulares (M = 0,,x,, 0UM < 0, = det(M) =0

@ Se M| > 0,5, € My = 0,5, entdo M; + M5 > 0,xn
Demonstracao:

(M 4+ M)z =7"Mz+ 7" Moz >0

pois My = 0,x, € My = 0,5, €, consequentemente
Mz > 0e z'Myz > 0 para todo z # 0,,.

@ SeM; = 0,4, € M = 0,5, entdo M; + M, > 0,5, OU
Ml +M2 i 0n><n
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXII

Definicao: Dadas duas matrizes simétricas M, e M, € R"*",
diz-se que M; é maior (ou maior ou igual) do que M,
designando-se esse facto por M, = M, (ou M = M;), se e
s6se M| — M, = 0,x, (M; — M, = 0,x,), OU Seja, se e sb se
M, — M, for uma matriz (semi) definida positiva.

Facto. Se M, e M, forem matrizes definidas positivas e
M, = M, (ou M| = M, ) entdo ||M,|| > ||M-|| (ou
M1 = [[Ma]]).
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXIII
Problema: Determinar o ganho K do observador

&(t+ 1) = Ax(t) + Bu(t) + K (1) [y(r) — Ci(t) — Du(?)]

Que minimize a covariancia do erro P(1) = E {x(1)i’ () }.

Como, em regime permanente, x(r) = X,(¢), 0 ganho 6ptimo do
observador do sistema deterministico-estocastico € o mesmo
do observador do sistema estocastico

Xs(t+ 1) = Axs(t) + K(2) [y(r) — Cis(2)]
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXIV
Calculo de P(r):
@ Erro da estimativa:
X(r+1) = Ax(t) +q(1) —K( )is(t)
ys(t) = () =yt
@ Variaveis auxiliares
Mo() = E{505 (1)} =E {; )30} € R
G(1) = E{[Ax(r) +q(1)]5" (1)} € R™¢
@ Calculo do produto x( + 1)x” (¢ + 1)
Xt + D" (e + 1) =[A%(1) + g(r) — K(0)3(1)] [AX(1) + q(1) —
= [A%(1) + q(1)] [A%(1) + q(1)]" — [A%() + q(1)
—K(0)3(1) [AX(1) + q(1)]" + K(0)3()3" (K ()"
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXV
@ Calculode P(r+ 1)
Pit+1)=E{x(t+ i’ (t+ 1)} =

= E {[A%(1) + g(0)] [A%(r) + ()" } — E {[A%(1) + 907" (1)} K7 (1)

6(1)
—K () E {3()[Ax(t) + q(0)]" } +K () E {3(1)3" (1)} K™ (1)
GT (1) Ao(t)
=AE [¥()%(1)|AT + AE {x(1)q" (1)} + E{q()¥" (1) } AT + E {q(1)¢" (1)}
%,_/ D
P(t) Onxn Opxn 0

~G(OKT(t) — K()GT (1) + K(t) Ao () KT (1) =
= AP(t)AT + Q — [G()KT (1) + K(1)GT(1)] + K(t)Ao(t)KT (¢)
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXVI
@ Definir

(K, 1) = —E{x(t + 1)j(1)} = K())Ao(t) — G(r) € R™*

@ Calcular:

YK, DA (09" (K, 1) = [K(1)Ao(t) — G(1)] Aal(f) [K(1)Ao(t) — G(1)]"

G(K' (1) + K(1)G" (1) =
= —y(K, )7 (00" (K, 1) + K (1) Ao (DK (1) + G(1)Ag ()G (1)
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXVII
@ Rescrever a equagdo de P(r+ 1)

P(t+1) = AP()A" + 0 — [G(NK" (1) + K(1)GT (1)] + K(1) Ao(D)KT (1)
= AP(AT + Q + (K, )Ay ()07 (K, 1) — K{eyhoftk ey
~G() Ay ()G (1) + Kty Aoty K}

® Minimizar ||P(r+ 1)]|
P(t+1) = AP(t)AT+0+0 (K, ) Ay (1) 0T (K, 1) = G() Ay (1) G (1)
Como (K, )Ay ' ()T (K, 1) = Oyx, €ntdo

Pt +1) = AP(AT + 0 — G()AF (G (1) + (K. AT (1)07 (K. 1)
= APOAT +0 -GN, (067 ()



9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXVIII
Logo

min [P(t + 1)] = AP(t)AT + Q — G(1)A, ' (1)G (1)

K

V(K1) = Opxe = K(t)Ao(t) — G(t) = 0,40 &
K(1t) = GnA;'(1)

O erro de previsao de x(¢ + 1) no instante ¢, x(r + 1), &
minimo quando

YK, T) = 0450 = E{x(t + 1)3(£)} = 0,xs- (2)
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXIX
Calculemos Ay(1):

Ao(r) = E{3(1) " (1} = E{[ys() —City(1)][ys(1) = Cx(1)] T} =

\,.z

¥s(0)—Cis (1) Cxy (t)+r(t)

= E{[Cxn(0) + (1) = Cx (0] [Cu () + (1) = Ca (0]} =

— (| 00 + 0] (€ () — ) + 7O} =
%/—/

x(1)
= E{[Cx0) + (0] [C3(0) + (0] | =
= E{CHO¥ (1)C" + C3{0)r <>+r<> <>cT+r<> (1)}
= CE{x(0)x" (1)} CT + CE{x()r" ()} +E{r()x" ()} CT
| —

i’(t) 5 Opnx e Ogxcn
+E {r(t)r"(t)} = CP()CT + R
~———
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXX
Calculemos G(1):
G(t) = E{[A%(r) +q(t

= E{Ax()x" (t)CT + Ax(0)r" (1) + q(t)xT (1)CT + q(1)rT (1) }
= AE{x()i" (1)} CT + AE {x(t)r" (1)} + E {q()¥" (1)} CT
N—————

P(1) } Ouce Onscr
+E{q()r" (1)} = AP()CT +§
N—_———
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXXI

K(1) = G()A; (1) = [AP()C” + 8] [CP(r)CT +R] ™

Para calcular K (¢) temos que determinar P(r). Sabemos que
K(r) minimiza P(t + 1) e que, consequentemente:

P(t+ 1) = ming [P(t + 1)] = AP()AT + 0 — G(t)A; 'G" (1) =
— AP(AT + Q — [AP(1)C" + S| [CP(r)CT +R] ' [AP(CT +5]" =

K(t)
AP()AT + Q — K(1) [AP()CT + 8]"
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXXI|

ALGORITMO: - Previsor de Kalman
1 - Inicializagao:

1.1~ %(0) = e = E{x(0)}
1.2 P(0) = 11(0) = E{[x(0) — ] [1(0) — pu)" }

2- Parar=0, 1, ...
2.1 - Calcular o ganho do previsor de Kalman:

K(t) = [AP()CT + ] [cP()C" +R] ™

2.2 - Calcular i(t + 1) e P(t + 1) e a previso da saida y(¢):
x(t+1) = Ax(¢) + Bu(t) + K(t) [y(t) — Cx(t) — Du(z)]
P(t+1) = AP(AT +Q —K(r) [AP(1)CT +5]"
y(r) = Cx(t) + Du(r)

Paulo Lopes dos Santos  Processos Estocasticos e Filtro de Kalman - Introducao 87/13:



9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXXIII
OBSERVACOES:
@ Entradas do algoritmo:

o u(t) - Entrada do sistema

e y(¢) - Saida do sistema.

e u, - Estimativa do estado inicial

e II(0) - Covariancia do erro da estimativa do estado inicial.
0=E{q(nq" (1)}
S=E{q(t)r"(1)}.
R=E {r() (1)}

e (A, B, C, D) - Parametros dos sistema.

(]
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXXIV
@ Saidas do algoritmo:
o () - Previsdo do estado x(¢) no instante r — 1.
o y(1) - Previsdo da saida y(r) no instante r — 1.
e K(t) - Ganho do previsor de Kalman.
e P(t) - Covariancia do erro do previsor de Kalman

@ Chama-se Previsor de Kalman porque a estimativa de
x(r) é efectuada no instante r — 1.
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXXV

Exemplo 7

Novamente o sistema do exemplo 1 perturbado com os
mesmos ruidos de processo e de observacao:
xl(t—i— 1) = xl(t) +X2(t)
x0(t+1) = 09x(r) + 10u(t) + q1(1)
y(0) = xi(t) +r(r)

o = [ ] emstooron=[ oy

st

R = E{*(t)} =07 =2500= 0, =50
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXXVI

Previsor de Kalman

Valor verdadeiro
Previsor de Kalman
x1 (1)
4000 T T T T
30001 1
2000 4
10001 4
0 4
1000 - . - .
0 200 400 600 800 1000
Tempo
0 200 400 600 800 1000
Tempo
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXXVII

Previsor de Kalman

Valor verdadeiro
Previsor de Kalman|

xp (1)

1000

00 210 220 230 240 250

40,
200 210 220 230 240 250
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXXVIII

Erro das estimativas do Previsor de Kalman
%1 (1)

200 T T T T
0 \NW\"M\APWWMWW
200 1
400
600 -
200 400 600 800 1000
Tempo
(1)
150
100 1
50 1
ol
50 ) ) ) )
0 200 400 600 800 1000
Tempo
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XXXIX

Erro das estimativas do Previsor de Kalman
(1)

200 210 220 230 240 250

Tempo
To(1)

5

0

5

10 L L L L

200 210 220 230 240 250

Tempo
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XL

Comparacao do Previsor de Kalman com os observadores
deterministicos

Valor verdadeiro
Observador 1
Observador 2
Observador 3
Observador 4
Previsor de Kalman

x1 (1)

4000
3000

2000)
1000},

1000

0 200
(1)

400 600 800 1000
Tempo

600

0 200 400 600 800 1000
Tempo
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XLI

Comparacao do Previsor de Kalman com os observadores
deterministicos

= Valor verdadeiro
— Observador 1
— Observador 2
Observador 3
— Observador 4
— Previsor de Kalman

x ()
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XLII

Comparacao do erro do Previsor de Kalman com os
observadores deterministicos

Observador 1
Observador 2
Observador 3
Observador 4
Previsor de Kalman

0 200 400 Time 600 800 1000
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XLIII

Comparacao do erro do Previsor de Kalman com os
observadores deterministicos

= Observador 1
— Observador 2
Observador 3
= Observador 4
= Previsor de Kalman
X (1)
400
200
A )2
’ |
200
400
200 210 220 230 240 250
N Tempo
(1)
200
100
A A
o v
100 v v
200 , , , ,
200 210 220 230 240 250

Tempo
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XLIV
Valores eficazes dos error das estimativas

Kis = 4| == Y X2(1), i=1,2.

\ | Prev. Kalman Obs.1 Obs.2 Obs.3 Obs. 4 |

B 32.40 36.36 4253 6299 11055
%2, 8.59 9.08 10.36 19.89 61.45
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XLV
O Ganho do previsor

Ky (1)
4
0.5
0 .
0 200 400 600 800 1000
K (1) Tempo
0.3
0.2
0.1 l
oP
0.1 L L L L
0 200 400 600 800 1000

Tempo
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XLVI
O Ganho do previsor

K[(T)

0.8f

0.6}

041

0.2 . - -
0 10 20 30 40 50
K> (1) Tempo

0.4

0.3}

0.2f

0.1f

0 10 20 30 40 50
Tempo
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XLVII
Matriz Covariancia do erro P(r)

5000
4000
3000
2000
1000

2500
2000
1500
1000

500

Py, (1)

1321 O]

500 1000
Tempo

Py, (1)

500  Tempo 1000

2500
2000
1500
1000

500

500 Tempo 1000

0
0

500 Tempo 1000
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocésticos XLVIII
Matriz Covariancia do erro P(r)

Py, (1) Py, (1)
6000 3000
4000 2000
2000 1000
0 0
0 20 Tempo40 0 20 Tempo 40
Py (1) Py (1)
3000 3000
2000 2000
1000 1000
0 0
0 20 Tempo 40 0 20 Tempo 40
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XLIX

@ Nos sistemas LTI perturbados por ruido branco o erro do
previsor de Kalman € um processo estacionario.

@ A matriz de covariancia estabiliza ao fim de algum tempo e
€ a solucao da equacao de Riccati:
P=APAT + Q — (APCT +5) (CPCT +R) ™" (APCT +5)"
@ Existem varios métodos para encontrar a solugao desta
equagao

@ Embora nao seja o mais eficiente o método de Jacobi
onde, na iteragdo k + 1 P(k) é actualizado através de

P(k+1) =AP(k)AT +Q
~ - _ ~ T
— (AP(K)CT +S) (CP(k)CT + R) ™' (AP(k)CT + S)



9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos L
@ Este método converge quase sempre.

@ As equagdes deste método sao idénticas as de
actualizacao do previsor nao estacionario.

@ No previsor ndo estacionério os valores de P(r) podem ser
calculados offline pois nao dependem de u(z) e y(z) (s

dependem da matriz de covarianciade [ 4" (1) (1) ]T).

@ Como consequéncia da estabilizagao de P, o Ganho do
Previsor de Kalman também estabiliza nos sistemas LTI no
valor

K = (APCT +5) (CPC" +R) ™
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos LI

@ O sistema LTI deterministico-estocastico também pode ser
descrito pelo modelo

x(t+1) = Ax,(t) + Bu(t) + Ke(t)
y(t) = Cx,(t) + Du(t) + e(t)
@ K € o ganho estacionario do filtro de Kalman

@ Este modelo é conhecido como modelo de inovagao
(inovation model)

@ Apesar de a parte deterministica ser igual x,(z) e x(z) sdo
diferentes.

@ No instante r a quantidade de informacao € superior a que
possuiamos no instante ¢ — 1
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos LII

@ A estimativa de x(¢) no instante r tem um erro menor (em
média) do que a estimativa no instante ¢ — 1, x(z).

@ Designaremos a estimativa de x(¢) no instante 7 por x(¢|r).

@ x(r]r) 6ptima, na medida em que a covariancia do erro
x(t|r) = x(r) — x(¢|t) € minima € produzida pelo Filtro de
Kalman.
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos LlIlI
FILTRO DE KALMAN

Equacao de actualizagao de x(t¢):

X(tle) = x(1) + K (0)3(2)

onde:
x(t) — Estimativa de x(r) produzida pelo previsor de Kalman
Kr(t) — Ganho do filtro de Kalman.
(1) = [Di(t) — Cx(1)]
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos LIV

CALCULO DO GANHO DO FILTRO DE KALMAN

@ Recordar a variavel auxiliar

Ao(r) = E{3(1)y" (1)}

e definir
Gy(t) = E{x(1)y" (1)}

@ Calcular o erro x(z|t):

x(t|r) = x(t) — x(tr)

x(1) — x(1) =Kp(0)y(1) = x(1) — K¢ (1)3(7)
x(1)
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos LV
(t]r):

()X (el) = [x(r) — Kp(0)3(1)] [%(r) — Kr(1)3
= X(0)x" (1) — X(1)5" (K] (1) — Ky (t

@ Calcular o produto x(t|t)x

(0] =
)3T (1) + Ke (1)3(1)5"

‘<z
/—\
\_/
k?g
—

~
~—

P(tlr) =E {x(0)3" (1)} = E{3(0)y" (1)} KF (1) = K () E{5(0)x" (1) }

P(1) G (r) G (1)

= P(1) — G (0KT (1) — Kr(0)GE (1) + Kp(1) Ao (KT (1) =
=P(1) — [G(OK] (1) + Kp(1)GT] + Kr(t) Ao (KT (1
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos LVI
@ Definir

Uy (Ky, 1) = ~E{X(tl0)y" } = KpAo(1) — G (1).

@ Calcular
Wy (Ky, A (0] (Kp. 1) = [Kr(0)Ao(1) = G(0)] Ag™ (1) [Kr (080(1) — G ()]
= [K7(0) = G025 ()] [Kr(D)Ao(r) — Gr ()]
= KeAo(DK] (1) — Ky(1)GI (1) = Gy()K] ()+
+Gr (AT ()GT (1)

e
GrOK] (1) + Kp(GF (1) = —Wy(Kp A (0F (Kp.1) + Kp(1)Ao(0K] (1)
160y (VGL (1)
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos LVII
@ Reescrever a equacgao de P(r|t)

P = 0~ [G0K7 )+ K067 + 500K -
= P(r) + U (Kp, )N (1) V] (K, 1) — KpholtykIHe) — Gp(1) Ay (10GF (1)
+Kpty Aol ey

o Minimizar ||P(t]7)|
P(t]t) = P(1) + ¢y (Kp, 1) Ay (0)0] (Kp, 1) — Gr(0) Ay (1)GF (1)
Como vy (Ky, 1)) A" (1)1 (K, 1) = Opxn €NtAO
P(tlt) = P(t) = G()A; ' ()G] (1) + vy (Kp, 1) Ay (1)0] (K1)

= P(1) — Gr()Ag (1G] (1).
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9 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos LVIII

min [P(t|t)] = P(r) — Gp(1)Ay ' (1)GF (1)
T/}f(KfJ) = Ouxe = Kf(t)AO(t) - Gf(t) =0,x¢ &
Ki(t) = Gr(nAy' (1)

O erro de estimagao de x(¢) no instante ¢, x(#r), € minimo
quando
E {x(t|t)y" (t)} =0
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos |

Vimos, anteriormente que

Calculemos Gy (t):

Gr(r) = E{x(1)y \Q} E{x(Oly (1) —Ci(1)]"}
DO-CTOT Cal+r()
= E{&0 [ox(0) + rl0) - cxy (0]}
— E{() [ 50 — (@) +r( 1" =E{x0) [cx0) + (0]}
= E{¥(1)x }CT+E{x )" (1)} = P(r)cT
P(t) Onxe
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos Il
Kp(t) = Gr(t)A, (1) = P(t)C" [CP(1)C" + R

A covariancia do erro x(t]t) = x(¢) — x(¢]t) €
P(lt) = P() - Gp()Ay'GT (1) =
— P(t) — P(1)C" [CP(1)CT +R] ™' CP(1)
Como P(1)C" [CP(1)CT + R] ™' CP(t) = 0,x, entdo

P(t]t) < P(1)
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos Il

ALGORITMO: - Filtro de Kalman
1 - Inicializagao:
1.1~ £(0) = i = E {x(0)}
1.2 P(0) = TI(0) = E {[£(0) — 4] [5(0 - )]}
2- Parar=0, 1, ...
2.1 - Calcular os ganho do previsor e do filiro de Kalman:

K(1) [AP(1)CT + 5] [CP(1)CT +R] ™'

K1) = P(r)CT [CP(CT +R]™
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos IV

2.2 - Calcular (¢ + 1), x(t]t), P(t + 1), P(t|t), (¢) € (t|t):

%(t+1) = Ax(t) + Bu(t) + K(1) [y(t) — Cx(t) — Du(?)]
() = x() + Kp(1) [y(r) — Cx(r) — Du(1)]
P(t+1) = AP(1AT +Q— K (1) [AP(H)CT + 5]
P(tl) = P(r)— P()CT [CP(t)CT +R] ™' CP(r)
() = Cx(t) + Du(r)
() = Cx(tlr) + Du(r)
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos V
OBSERVACOES:
@ Entradas do algoritmo:

o u(r) - Entrada do sistema.

e y(¢) - Saida do sistema.

e u, - Estimativa do estado inicial.

e II(0) - Covariancia do erro da estimativa dos estado inicial.
0=E{q(nq" (1)}
S=E{q(t)r"(1)}.
R=E {r() (1)}

e (A, B, C, D) - Parametros dos sistema.

(]
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos VI
@ Saidas do algoritmo:
o () - Previsdo do estado x(¢) no instante r — 1.
o x(1]t) - Estimativa do estado x(r) no instante .
@ ¥(t) - Previsdo da saida y(¢r) no instante r — 1.
o y(t|t) - Estimativa da saida y(¢) no instante .
e K(t) - Ganho do previsor de Kalman.
e K/(r) - Ganho do filtro de Kalman.
e P(r) - Covariancia do erro do previsor de Kalman.
o P(1]t) - Covariancia do erro do filtro de Kalman.

@ Na dedugao do previsor e filtro de Kalman nao foi feita
nenhuma restrigao relativa a estabilidade do sistema
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos VII

Exemplo 8

Novamente o sistema do exemplo 1 perturbado com os
mesmos ruidos de processo e de observacao:

x(t+1) = x1(t) +x(1)
x0(t+1) = 0.9x(r) + 10u(t) + q1 (1)

y(t) = xi(t) +r(1)

q(1) = [ y ]jQ:E{Q(t)qT(I)}Z[O y ]:

(1) 0 E{g}

0 0
0 4
E{(t)} = 02 =2500 = o, = 50
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos VI

4000
3000
2000

1000

1000
0

[ 200 400 600 800 1000

Comparacao entre o Filtro e o Previsor de Kalman

Valor verdadeiro

Previsor de Kalman

Filtro de Kalman

x1(1)

eV

200 400  Tempo 600 800 1000

Tempo

Pau
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos IX

Comparacao entre o Filtro e o Previsor de Kalman

Valor verdadeiro
Previsor de Kalman
Filtro de Kalman
xp (1)
1000
900
800
700
600 . . . .
200 210 220 230 240 250
Tempo
x(1)
40
20
0
20
40 .
200 210 220 230 240 250
Tempo
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos X
Comparacao entre o Filtro e o Previsor de Kalman

Previsor de Kalman
Filtor de Kalman
xi(r)
200
0 MMMMMN'WWM
200
400
600 . . . .
200 400 Tempo 600 800 100C
(1)
150y
100
50
oH
50 . . . .
0 200 400 T 600 800 100C
empo
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos Xl
Comparacao entre o Filtro e o Previsor de Kalman

Previsor de Kalman
Filtro de Kalman
xi(r)
60 T T T T
401 1
201 1
or |
20 n n n n
200 210 220 230 240 250
Tempo
% (1)
10 T T T T
5r J
. M\%_/\ﬂ\/\y\
5r g
10 n n n n
200 210 220 230 240 250
Tempo
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos Xll|

Valores eficazes dos error das estimativas

Kis = 4| == Y X2(1), i=1,2.

\ | F.Kalman P.Kalman Obs.1 Ob.2 Obs.3 Obs.4 |

% | 25.05 32.40  36.36 4253 6299 110.55
%, | 846 8.59 9.08 10.36 19.89 61.45
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XllI
O Ganhos do Previsor e do Filtro de Kalman

Previsor de Kalman
Filtro de Kalman
K
1
08
0.6
0.4
0.2
0
0 200 400 Tempo 600 800 1000
K>
0.4
03
0.2
0.1
0
0 200 400 600 800 1000

Tempo
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XIV
O Ganhos do Previsor e do Filtro de Kalman

Previsor de Kalman
Filtro de Kalman
Ky
1
0.8
0.6
0.4
0.2
0 . . . .
0 10 20 30 40 50
Tempo
0.4
0.3
0.2
0.1
0
0 10 20 30 40 50
Tempo
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5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XV

Matrizes Covariancia do erro do ~Previsor e do Filtro de
Kalman P(z) e P(t|t)

_— Previsor de Kalmary
— Filtro de Kalman
Pu Piy
5000 2500,
4000 2000
3000 1500
2000 1000
1000 500
% 500 Tempo 1000 % 500  Tempo1000
P Py
2500, 2500
2000 2000
1500 1500
1000 1000
500 500
% 500 Tempo 1000 % 500 Tempo 1000

Paulo Lopes dos Santos  Processos Estocasticos e Filtro de Kalman - Introducao  128/1



5 - Estimacao de estado em processos estocasticos e

deterministico-estocasticos XVI

Matrizes Covariancia do erro do ~Previsor e do Filtro de
Kalman P(z) e P(t|t)

Previsor de Kalman
Filtro de Kalman
P11 P12
6000 3000
4000 2000
2000 1000
0
0 20 Tempo40 0 20 Tempo40
P21 P22
3000 500
400
2000 300
1000 200
100
0 0
0 20 Tempo 40 0 20 Tempo40
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10 - Conclusoes |

@ Observadores sao modelos de sistema que, a partir dos
sinais de entrada e saida, fornecem estimativas do estado.

@ Os Observadores que simplesmente repetem o modelo do
sistema, sem realimentacao do erro da saida, ttm uma
dinamica de anulacao do erro idéntica a do sistema que
estao a observar, ndo conseguindo, por isso, estimar o
estado de sistemas instaveis.

@ Ao realimentacao erro da saida nos observadores de
Luemberger permite alterar a dinamica de anulagao do
erro.

@ Se o sistema for observavel existe liberdade total na
alocacao dos valores proprios do observador.
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10 - Conclusoes Il

@ Estes observadores permitem estimar o estado de
sistemas instaveis desde que os modos instaveis sejam
observaveis.

@ O desempenho dos observadores é afectado pelas
perturbacdes do sistema.

@ Em geral, os observadores muito rapidos apresentam uma
fraca rejeicao as perturbacoes.

@ As perturbagdes podem ser ruido de processo ou ruido de
medigao: O ruido de processo € um sinal que perturba o
estado (entra na equacao de estado) e o de medicao
perturba unicamente o sinal de saida (entra na equacgao
de saida).
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10 - Conclusoes Il

Desde que se conhegcam as caracteristicas das
perturbacdes o projecto de observadores pode ser
encarado como um problema de optimizagao.

@ Os processos estocasticos sao modelos realistas de
muitas perturbagoes.

@ O Filtro e o Previsor de Kalman sao observadores de
estado que minimizam a covariancia do erro da estimativa
do estado quando os ruidos de processo e de medi¢ao
sao ruido branco de média nula.

@ O Previsor de Kalman faz estimativas (previsdes) do
estado x(¢), t =1, 2, ... nos instantes ¢t — 1.

@ O Filtro de Kalman faz estimativas do estado x(¢) no
proprio instante .
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10 - Conclusoes IV

@ Como seria de esperar o erro das estimativas do Filtro de
Kalman é inferior ao das previsoes.
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