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Introducao
Estimacao da densidade especitral

@ Essencial no processamento estatistico de sinal.
@ Aplicagbes em diversas areas:

o Telecomunicacoes

o Processamento de audio

o Geofisica

e etc.

@ A densidade espectral revela como a energia de um sinal
se distribui pelas frequéncias facilitando

o Detecgao de fendmemos periddicos
o Filtragem eficaz (remocgao de ruido, compressao de dados)

o Modelacao e previsdo de séries temporais (economia e
finangas, controlo)
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Introducao

Métodos de estimacao de espectro

@ Métodos paramétricos:
o Baseiam-se em modelos como AR, MA, ARMA.

o Uteis para conjuntos de dados limitados ou com
conhecimento a priori.

@ Métodos nao-paramétricos:
o Nao fazem suposig¢des sobre o processo estocastico.
o Exemplos: Periodograma, Blackman-Tukey.
e Vantagens: maior flexibilidade.

o Desvantagens: podem apresentar alta variancia e baixa
resolugao espectral.
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Introducao

Exemplo Método Paramétrico (AR,MA,ARMA)/

Método nao paramétrico (Periodograma)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estimacao Paramétrica - Processos AR

@ Processos AR sao descritos pela equacgao:

o A(g) =T+ag '+ tang"
@ ¢(t) : Ruido branco com média nula e variancia o?.

@ A representacdo do processo:
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Densidade Espectral de Poténcia dum Processo AR

@ Os processos AR sao estacionarios

@ A densidade espectral de poténcia é dada por:

@ Relacionada diretamente com o modelo

o Estimacgao espectral depende da determinacio dos
coeficientes ay, ..., a,.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Determinacao dos Parametros de Modelos AR

@ Os parametros de um modelo AR podem determinados a
partir da sequéncia de autocovariancia.

@ Para um processo AR(n), os primeiros n + 1 elementos da
sequéncia de autocovariancia sao obtidos pelo sistema de

equacoes:
Ap(0)ar + Ay(Naz + -+ + Ay(n—Dan = —Ay(1)
Ay(Dar + Ay (0)az + -+ Ay(n = 2)an = —X,(2)
Ap(n = Dar + Ay(n = 2)az + -+ Ay(0)an = —Ay(n),

@ Estas sdo as Equacdes de Yule-Walker, usadas para
estimar os parametros ay, ..., a,.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Resolucao Matricial das Equacoes de Yule-Walker

@ As equacbes podem ser rescritas na forma matricial:

Ane(n) = _)\lzna
Ay (0) Ap(1) e A —1)
Aw(1) Ap(0) o Ap(n—2)
oA, = : . .
Ap(n—=1) Ay(n—=2) - Ay (0)
[+ 0(") — [al a - an}T
@ A= Dy(1) Ay(2) - )‘yy(”)}T

@ Os parametros sao estimados por:

0" = —AT A
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo da Variancia do Ruido Branco

@ o2, variancia do ruido branco é calculada por

0% = A\y(0) + \yy(Dag + - - - + A\yy(n)ay.

@ Em casos reais, usam-se estimativas da sequéncia de
autocovariancia para calcular os parametros do modelo.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Exemplo - Identificacao dum modelo AR(3)

Realizagdo dum processo AR(3)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Exemplo - Identificacao dum modelo AR(3)

0 Sequéncia de Autocvariancia de y(t)

o]

&}
T

Ayy(7)

@ Sequéncia de autocovariancia tem duragao infinita
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Exemplo - Identificacao dum modelo AR(3)
0 1 2 3

T
Aw(T) | 8.1539 6.7480 3.3389 -0.4452
A(0) A(1) Ay(2) 8.1539 6.7480 3.3389
As= | A, (1) Ay(0) A,(1)| = |6.7480 8.1539 6.7480
Ap(2) Ay(1) Ay (0) 3.3389 6.7480 8.1539

Ais=[Ay(D) Ay(2) Ay(3)] = [6.7480 3.3389 —0.4452]"

| 8.1539 6.7480 3.3389] ' [ 6.7480 1"
0=A; A\i3= |67480 8.1539 6.7480 3.3389
3.3389 6.7480 8.1539 —0.4452
—1.9462
= | 1.5755

—0.4523
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Exemplo - Identificacao dum modelo AR(3)

@ Modelo estimado:

(1 —1.9462¢" + 1.5755¢™% — 0.4523¢ ) y(1) = e(t)

@ Variancia de e(1):

~

6% = Ay(0) + Ay(Dar + -+« + Ayy(n)a, =
= 8.1539 + 6.7480 x (—1.9462) + 3.3389 x 1.5755 +
(—0.4452) x (—0.4523) = 0.4825
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Exemplo - Identificacao dum modelo AR(3)

Autocovariancias do modelo e estimada

—o Pl vyt -7)
——=© Gerada pelo modelo estimado

o
T

;\V!/(T)

A sequéncia de autocorrelagao estimada coincide com a do
modelo para 7 = —3, ..., 3, pois 0 modelo foi ajustado
igualando os primeiros quatro pontos da sequéncia de
autocovariancia aos valores estimados.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Exemplo - Identificacao dum modelo AR(3)

A\

. . .
0 /4 /2 37/4 b
w(radians)

O espectro estimado a partir da autocovariancia € pouco
preciso porque o nimero de amostras de y(r) € pequeno
(N = 100).
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Exemplo - Identificacao dum modelo AR(3)

Previsao a um passo

(1), 9(8), é(t)

Variancia do erro de previsdo: E {&(t)}) = 0.8759
Significativamente diferente de 0.4825 (valor indicado pelo
modelo estimado).
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Exemplo - Identificacao dum modelo AR(3)

Sample Autocorrelation Function
T T T

o
=)

o
IS

Sample Autocorrelation
o
N

o
e
e
e
e
——e
o
e

o
N

04 . . .
0 5 10 15 20
Lag

Autocovariancia de ¢(r) evidencia que € ruido branco.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Algoritmo de Levinson-Durbin

@ O estimador de Yule-Walker resolve a equacao
A0 = =Ny,

em que A, é a matriz das covariancias:

Ap(0) Aw(1) - Ap(n—1)
Ap(1) Ap(0) e Ap(n—2)
Ap(n=1) Ap(n—=2) - Aw(0)
6" o vetor de parametros:
0(”) — [al a --- an]T
e:
T
A= (1) Ap(2) -+ Ay(n)]

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 20/109



Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Matriz das covariancias
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Matriz das covariancias

~

—~
—

~—

A Ay(n=3) Ap(n—4) - Ay (0) Ay
Ay(n—=1) Ap(n—=2) Ay —3) - Aw(1) Ay (0)

@ Todos os elementos da diagonal principal sao iguais
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Matriz das covariancias

w(n—4) " Ay (0) Ay (1)
Ayy(1) Ay(0)

@ Todos os elementos da diagonal principal sdo iguais

@ Todos os elementos das sub-diagonais principais sao
iguais

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 21/109



Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Matriz das covariancias

A - A A
w(=2) Ay(n—=3) - Aw(1) Ay(0)

@ Todos os elementos da diagonal principal sdo iguais

@ Todos os elementos das sub-diagonais principais sao
iguais

@ Todos os elementos em qualquer diagonal paralela a
diagonal principal sdo iguais
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Matriz das covariancias

- A A
w(n—=3) - Aw(1) Ay(0)

@ Todos os elementos da diagonal principal sdo iguais

@ Todos os elementos das sub-diagonais principais sao
iguais

@ Todos os elementos em qualquer diagonal paralela a
diagonal principal sdo iguais
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Matriz das covariancias

Ayyp(n — A A - A A
_)‘yy(” —1) Ay(m—2) Ay(n—3) - Aw(1) Ay(0)

@ Todos os elementos da diagonal principal sdo iguais

@ Todos os elementos das sub-diagonais principais sao
iguais

@ Todos os elementos em qualquer diagonal paralela a
diagonal principal sdo iguais

A, € uma matriz de Toeplitz
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Matriz das covariancias

A, é uma matriz simétrica
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Algoritmo de Levinson-Durbin

@ Explora a estrutura da matriz das covariancias (matriz de
Toeplitz simétrica).

@ Complexidade de tempo: n?> (mais eficiente que
Gauss-Jordan: r3).

@ Usado para calcular recursivamente os parametros de
modelos auto-regressivos (AR) de ordem k=1 a n.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Representacao Recursiva dos Polindmios AR

@ Polinémios auto-regressivos:
A® (q—1) —1 —l—agk)q_l e _‘_al(ck)q—k

@ A recursao calcula

T
k+1 k-+1 k+1 k+1
okt = [ag U a,(C ) a,E 1)}

a partir de
k k k
9()—[615) a(l)]
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Recursao Inicial

@ Para k = 1, o sistema reduz-se a uma unica equagao:

Ayy(1
Ayy(O)ail) =-A\y(1) = o) — ail) _ (D)

)‘yy (0)

@ Recursao para ordens superiores segue a equagao

A1 0% = Xt
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estrutura da Matriz de Toeplitz Expansivel

)‘yy(o) )‘yy(l) )‘yy(k —1) Ayy(k)
Ayy(l) )‘yy(o) ’ )‘yy (k - 2) )‘yy(k 1)
Apr1 =
Ayy(k - 1) )‘yy(k -2) /\yy(o) )‘yy(l)
L )‘yy(k) )‘yy(k —1) Ayy(l) )‘yy(o) i
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estrutura da Matriz de Toeplitz Expansivel

A1 =
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estrutura da Matriz de Toeplitz Expansivel

Apy1 =

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 27/109



Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estrutura da Matriz de Toeplitz Expansivel

[ Ayy(k) ]
Ap(k—=1)
Apyy = Ak :
Ap(1)
L Aw(k) Ayy(k—1) Ap(1) Ay(0)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estrutura da Matriz de Toeplitz Expansivel

A1 =
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estrutura da Matriz de Toeplitz Expansivel

[ Ayy(k) ]

Ak —1

AL w ( . )

A1 = :
Ap(1)
L /\))<k) )‘yy(k_ ]) )‘\\(1) )‘yy(o) i
A Ak
A= |

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 28/109



Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estrutura da Matriz de Toeplitz Expansivel

[ )\yy (k) 1
Ay (k—1)
Ajy1 = A :
)\yy ( 1 )
L )‘yy(k) )\Y)’ (k —1 ) )\Y)’(l ) Ay}' (0) J
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo dos Coeficientes Recursivos

@ Atualizacao dos parametros recursivos:

6% €k
okt = 0 + T
Ay
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo dos Coeficientes Recursivos

@ Atualizacao dos parametros recursivos:

' o) €k
okt = 0 + T
At

@ equacao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

[ Ac | A ] (G(k)w n €k _ ALk
A/€1 ‘ )‘yy(o) |_ 0 J ak]:r]l Aw(k+1)]°

—gK+1)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo dos Coeficientes Recursivos

@ Atualizacao dos parametros recursivos:

o) €k
okt = 0 + T
Ay

@ equacao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

[ Ay ‘ Ak:1 ] [G(k)] n €k _ ALk
A/€1 ‘ Ap(0) |_ 0 J ak'fll Ap(k+ 1)

Ake(k) + Arer + Ak;la](j:rll) = -1
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo dos Coeficientes Recursivos

@ Atualizacao dos parametros recursivos:

o) €k
okt = 0 + T
A

@ equacao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

[ Ac | A ] [9(1‘)] n €k _ ALk
}‘/{:1 ‘ Ap(0) |_ 0 J ak'fll Ap(k+ 1)

AOW + Ape + Ak:mgff) = — ALk

Equacao de Yule-Walker ordem k: — X, = A%
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo dos Coeficientes Recursivos

@ Atualizacao dos parametros recursivos:

6% €k
okt = 0 + T &
At

@ equacao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

[ Ac [ M ] [6%)] e R
At [ 2(0) L 0] “k]:] Ay(k+ 1))
A0 + Aer + )\kzla/((]f:il) = —ALx

Equacao de Yule-Walker ordem k: — X, = A%

Ake(k) + Ayer + )\k:la]((]f:l) = Ake(k)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo dos Coeficientes Recursivos

@ Atualizacao dos parametros recursivos:

6% €k
okt = 0 + T &
At

@ equacao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

[ Ac [ M ] [6%)] e R
At [ 2(0) L 0] “k]:] Ay(k+ 1))
(k) (k+1) _
A0V 4 Arer + )\k;lak_H = —Alx

Equacao de Yule-Walker ordem k: —X;x = Ax0®

A0 + Arey + /\k:la;((]f:l) = A%
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo dos Coeficientes Recursivos

@ Atualizacao dos parametros recursivos:

e(k) €k
0(k+1) — 5 + e
{ J At

@ equacao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

[ Ap | Ae ] (6] L R
>\}€1 ‘ Ayy(0) |_ 0 J ak]f:i] Aw(k+1)]"
AW + Ager + Ak:la](clf:il) = —Auk

Equacao de Yule-Walker ordem k: —X; = Ax0®

W—i— Arer + Ak;la]((’:rll) :W
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo dos Coeficientes Recursivos

@ Atualizacao dos parametros recursivos:

e(k) €k
0(k+1) — 5 + e
{ J At

@ equacao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

[ Ap | Ae ] (6] L R
>\}€1 ‘ Ayy(0) |_ 0 J ak]f:i] Aw(k+1)]"
AW + Ager + Ak:la](clf:il) = —Auk

Equacao de Yule-Walker ordem k: —X; = Ax0®

Arer + )\k;lal(j:rll) =0
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo dos Coeficientes Recursivos

@ Atualizacao dos parametros recursivos:

e(k) €k
0(k+1) — 5 + e
{ J At

@ equacao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

[ Ap | Ae ] (6] L R
>\}€1 ‘ Ayy(0) |_ 0 J ak]f:i] Aw(k+1)]"
AW + Ager + Ak:la](clf:il) = —Auk

Equacao de Yule-Walker ordem k: —X; = Ax0®

Arer + )\k;lal(j:rll) =0

(k+1)

Arer = — A (]
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

0r - 0 ao contrario

@ Equagdes de Yule-Walker ao contrario

[ MO £ (a4 Ay lk= Da) = =\, (8)
)‘yy(l)ai(c ) + )‘yy(o)al(c—)l +oet Ayy(k - 2)“& ) = _)‘yy(k —-1)
Ay (k = 2)al® + Ay (k — 3)a) )\l(k).:—/\(z)
w( Jag "+ Ay )“16)14‘ 4 A )a%k) yy
\ )‘yy(k 1)“1(c)+)‘yy( )ak ot )‘yy(o)‘ﬁ = _)‘yy(l)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

0r - 0 ao contrario

@ Equagdes de Yule-Walker ao contrario

¢ k
MO+ 0y (Daly + -+ Ak = Dl = =X (8)
)‘yy(l)ai(( ) + )‘yy(o)al(c—)l +oet Ayy(k - 2)“& ) = _Ayy(k —-1)
Ay (k = 2)al® + Ay (k — 3)a) Ay(Da® = —2,2)
w( ) ( ) + A “1(< )1 4 Ay a%k) yy
\ Ayy(k 1)ak + Ayy( )ak )t )‘yy(o)‘ﬁ = _)‘yy(l)
@ Na forma matricial:
(%)
Ayy(0) Ayy(1) o Ak —1) a(,;() Ay (k)
Ayy(l) )‘yy(o) T Ayy(k - 2) | _ )‘yy(k - 1)
Ak = 1) Ay(k—2) Ay(0) || oM Ay (1)
=A; ®) Ak:1
BR
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo do erro ¢,

@ Equagdes de Yule-Walker ao contrario

Aet = — A0
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo do erro ¢,

@ Equagdes de Yule-Walker ao contrario

Aot = —ABY

@ Erro:
(k+1)

Arer = — A A
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo do erro ¢,

@ Equagdes de Yule-Walker ao contrario

Aot = —ABY

@ Erro:
(k+1)

Arer = — A A

Arer = A0 a* Y
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo do erro ¢,

@ Equagdes de Yule-Walker ao contrario
At = — A8y
@ Erro:

(k+1)

Aver = _>\k:1ak+1

k+1
A = A0 al )
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo do erro ¢,

@ Equagdes de Yule-Walker ao contrario
At = — A8y
@ Erro:

(k+1)

Aver = _>\k:1ak+1

k+1
A = A0} o)

k+1
_ oty
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo do erro ¢,

@ Equagdes de Yule-Walker ao contrario

Aet = — A0

@ Erro:
(k+1)

Aver = _>\k:1ak+1

k+1
A = A0} o)

e =0 e

(k+1)

Falta calcular a;”
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

(k+1)

Calculo do erro a;

Erro:
e = 0"
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

(k+1)

Calculo do erro a;

Erro:
e = 0"

Multiplicar a esquerda por A/ ;:

k) (k+1
AIZ-:lfk = )‘/Z:lgl(e)al(w:—l )
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

(k+1)

Calculo do erro a;

Erro:
e = 0"

Multiplicar a esquerda por A/ ;:

K (k+1
)‘l{:1€k = )\/3:191(?)“/&4: )

k
A/Z;lege) = Aszke(k)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

(k+1)

Calculo do erro a;

Erro:
e = 0"

Multiplicar a esquerda por A/ ;:

K (k+1
)‘l{:1€k = )\/3:191(?)“/&4: )

k
A/Z;lege) = Aszke(k)

Moo= [0V a
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

(k+1)

Calculo de q,

@ De novo, a equacgao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

Ar | Aw (6] €k L Ak
[A,imyym) ] (L o] " [0]) T w«ﬁ '

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 33/109



Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

(k+1)

Calculo de q,

@ De novo, a equacgao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

Ar | Aw (6] €k L Ak
[ AL ‘ Ayy(0) ] (|_ 0 ] " Clklfll RGN

)‘/{:1‘9(/() + A/Z:lek + /\yy(o)“/gf:) = —Ay(k+1)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

(k+1)

Calculo de q,

@ De novo, a equacgao de Yule-Walker para a ordem k + 1:
[ Ar | Ak ] (6] A _ L A
A/€1 ‘ )‘yy(o) |_ 0 J ak'fll Ayy(k‘F 1)

Kt
A0® + A e + Ay (0 )a/(<++1 )= —Ap(k+1)

AL e = ALoWal
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

(k+1)

Calculo de q,

@ De novo, a equacgao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

[ Ac | A ] [9(1‘)] n €k _ ALk
A/€1 ‘ )‘yy(o) |_ 0 J ak'fll Ayy(k‘F ]

A0® + A e + /\yy<0)a/(<lf:1]) = —Ay(k+1)

A/Z:l € = AlT;ke(k)aﬁrl])

A/QO("’ + )‘IT:ke(k)al(c]ff—Jrll) + /\y)’(o)al(clf:—ll) = _)‘yy(k +1)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

(k+1)

Calculo de q,

@ De novo, a equacgao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

[ Ac | A ] [9(1‘)] n €k _ ALk
A/€1 ‘ )‘yy(o) |_ 0 J ak'fll Ayy(k‘F ]

A 0W + A e + /\yy<0)a/(<lr1]) = —Ay(k+1)
A]Elﬁk = )\{:kg(k)a(k—’—l)

k+1

AL OW 4+ AT 00T 0)a ) = (k1)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

(k+1)

Calculo de q,

@ De novo, a equacgao de Yule-Walker para a ordem k + 1:

[ Ac | A ] [9(1‘)] n €k _ ALk
A/€1 ‘ )‘yy(o) |_ 0 J ak'fll Ayy(k‘F ]

A 0W + A e + /\yy<0)a/(<li1]) = —Ay(k+1)
A]Elﬁk = )\{:kg(k)a(k—’—l)

k+1

A/QO("’ + )‘{:ka(k)al(c]:rll) + /\y)’(o)al(clf:—ll) = _)‘yy(k +1)

a(k-H) _ )‘yy(k +1) + A;f:l@(k)
o Ay (0) + AT,00
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Algoritmo de Levinson-Durbin

Passo 1: Inicializacao

Ay (0)
oV — (D — _ 2w
: ' A(1)

Passo 2: Recursao
Parak=1an:

(k+1) _ Ak + 1) + )\1{:19(16)

% T T 0) + A8
Q¢ = Og)a,(c]fl])
agk-}—l) agk) algk)
o | i =] [+af?
a/((k—l—l) a](ck) ask)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estimador do Erro de Previsao

O que sao algoritmos de erro de previsao?

@ Ferramentas para estimar modelos paramétricos de
processos estocasticos ou de sistemas
deterministico-estocasticos.

@ Ajustam os parametros para minimizar a diferenga entre
os valores observados e previstos.

@ Essenciais para melhorar a correspondéncia entre o
modelo e os dados observados.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Propriedades dos Algoritmos de Erro de Previsao

Consisténcia das Estimativas

@ As estimativas convergem para os valores verdadeiros a
medida que o numero de observacdes aumenta.

@ A precisao influencia diretamente a qualidade das
previsbes e a compreensao do processo.

Optimalidade em Processos Gaussianos

@ Minimiza o erro médio quadratico dos parametros em
processos gaussianos.

@ Optimo, na medidia em que nio existe nenhum outro
estimador com menor erro médio quadratico.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Previsor a Um Passo para um Processo AR

Previsor a um passo:

y(tar, ... a) = [1=A(g D] y(1) = —ary(t=1) = —ayy(1 —n)

Erro de Previsao:

e(t,ay,...,ay) =y(t) = y(t,ay,... a,)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Critério Quadratico e Minimos Quadrados

O critério quadratico é uma fungao quadratica dos parametros:

N
1 .
Viay,...,ay) = 3 E &(tay,. .. ay)
t=1

Pode ser minimizado usando o algoritmo de minimos

quadrados:
oTdo = Ty
[ () (1) o —y(1) ]
—yn+1)  —yn) o —¥(2)
B : : : : (N—n)xn
R T A S
SN =1) (V=2) - —y(N—n)]
Y = [p(r+1) yn+2) - y@®N)]eR™"
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Sistema de Equacodes e Solucao

Sistema de equacoes normais:

P =Dy

Solucéo (quando &’ ® é nio singular):

6= (") ' o'y
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Estimacao paramétrica

Relacao com o Estimador de Yule-Walker

Podemos rescrever a solugao de minimos quadrados na forma:

PP =

0=

N—n

N—n

Paulo Lopes dos Santos

! P o Ty
N—n N—n '
S Syt —n+ 1)
S e+ 1) S @yt —n+2)
SOyt +n— 1) SR
A0 () Sos(n— 1)
ny(l) 5‘)‘)‘(0) 5‘yy(” - 2) R
: : : = A,
5‘)’)’(”. -1) j‘y,v(”. -2) j‘w.(o)

Estimacao da densidade espetral

Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac
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Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correla

Estimacao paramétrica

Relacao com o Estimador de Yule-Walker

N1 -
D ooy +1)
N Aw(1)
1 , 1 Z y(t)y(t+2) S\yy(Z) R
N—n = TN = =—1 . = Al
Nen ;\yy<n)
> (o)t +n)
L =1 |

Equivaléncia assintética:
~—1z robabilidade 1 _
D v A A, =0

é = An )\I:n

41/109
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Determinacao da Ordem do Modelo: Correlacao

Parcial

Modelacao de um Processo AR:

@ Um processo AR y(t) € modelado como uma combinag¢ao
linear de copias atrasadas de y(z).

@ A ordem do modelo indica quais atrasos influenciam y(z).

@ A funcao de autocorrelacao parcial avalia essa influéncia.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Autocorrelacao Parcial: Definicao

Autocorrelacao Parcial:

@ Mede a correlacao entre y(¢) e y(t — k), removendo a
influéncia de atrasos intermédios.

@ Exemplo para k = 1:

_ EQ DY A
VEQROYEDA -1} Awl0)

byy(1) = pyy(1)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Correlacao Parcial: Exemplo com k = 2

@ Decomposicao de y(r — 2) em componentes
correlacionadas e ndo correlacionadas com y(r — 1):

() =yt — D) + eV (1)

E{el (v -1} =0

@ Decomposicao de y(r — 2) em componentes
correlacionadas e ndo correlacionadas com y(r — 1):

¥t =2) =yt = 1B + V(1)
E {eg”(z)y(t - 1)} =0

(1)

o el (M

(t) e e; ’(t) ndo correlacionadas com y(r — 1).
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Correlacao Parcial: Exemplo com k = 2

Correlacao parcial entre y(r) e y(r — 2) :
E{ e (1)}

BT o {70}

d’yy(z) =
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Modelo para Atrasos de Ordem Geral

Expressoes gerais para y(r) e y(r — k):
()= plr=1) o 3 —k+ 1] a* D eV )

ye—k)y=[e—1) - yt—k+1)] B(kfl) Jre]((k—n(t)

(k=1)

° e(()"*l)(t) ee; '(t) correlacionadas com

[y(t—l) y(t—k—{—l)]
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estimativa de Coeficientes de Correlacao Parcial

Correlacao Parcial para y(7) e y(r — k):
E{f el 0]}

JE{d e {0}

@ As estimativas de e(()k_l)(t) e e,Ek_l)(t) sdo os residuos do
estimadores de minimos quadrados.

¢yy(k) =

@ Sao necessarias 2n regressoes lineares para estimar n
coeficientes de correlagao parcial.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estimativa de Coeficientes de Correlacao Parcial

@ As regressoOes sao da forma:

T -1
A (k=1) _ (k=1) " (k=1) (k=1) " (k—1)
* _<N—k—1Xf X > Nok—1v
e
5(k—1) 1 (k=1)" L(k—1) : 1 (k=1)" L(k=1)
S e N k—1b

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 48/109



Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estimativa de Coeficientes de Correlacao Parcial

yk—1) y(k—=2) - y(1)
) y&) yk=1) e y(2)
Xf = : : : :

L Y(N)  y(N—=1) - Y(N—k+1)
v U = k) yk+1) o y())

[ y(N)  y(N—=1) -+ y(N—k+2)
Gy PN=1) YN =2) e (N k1)
Xp - : : : :

L y(k) o yk—1) .- ¥(2)
= W —k+1) YNk (1)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estimativa de Coeficientes de Correlacao Parcial

lim &% D =A 1 Ay =alk D

N—oo
lim a® D = A Ny = alV
Nooo k—1Vk—1:1 R
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Relacao com o Algoritmo de Levinson-Durbin

Lema (Coeficiente de Autocorrelacao Parcial)
Seja y(t) um processo estocastico estacionario de média nula,
®,, (k) o Coeficiente de Autocorrelacéo Parcial entre y(r) e
y(r—k)eal® = [ag") k) " 0 vector de parametros do
AR(k). Entao

Dyy (k) = _al(ck)'

Demonstracao
@ Modelo AR(k-1):

y(1) = o g7y + -+ oS0 + o TV ()
& (1 - agk_l)q_l —— a,(ck__ll)q_k_l> y(t) = e(()k_l)(t) &

& <1 + agk_l)cfl + -4 a,({li_ll)q*k“) y(1) = e(()k_l)(t)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Relacao com o Algoritmo de Levinson-Durbin

Demonstracao (continuagao)

Isto implica que:
k) — _ oK)

Os coeficientes a,(ck) podem ser calculados pela férmula de
Levinson-Durbin:

W Ayy(k) — A _paD
Ayy(0) — )‘{:kfla(k_l)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Relacao com o Algoritmo de Levinson-Durbin

Demonstracao (continuagao)

@ Componentes de y(¢) e y(r — k) ndo correlacionadas com
atrasos intermédios:

ef 1) = (1) — N (alh
A G UL
com D) =[yt—1) - yt—k+1)]

@ Coeficiente de correlagao parcial entre y(z) e y(t — k)

(coeficiente de correlagao entre e(()"*”(t) e e,({k”)(t)):

E{f e}

\/E{eé"‘”z(r)}E{e,i"‘”z(r)}

¢yy (k) =
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Relacao com o Algoritmo de Levinson-Durbin

Demonstracao (continuagao)

@ Calculo deE{ (k= 1)(t)e,(f—l)(t)} :

E{ef ““”(r)}:E{eé"‘”m (3= 1) = D) =
_E{(k 1) } E{(kl oD }a(k 1)

e(()k_l)(t) nao € correlacionado com y(r —1),...,y(t —k+1):

E{ef ™ 0et )} =0

E{ef VW N0} = E{ef Vupi-n} =
= E{(y) - " Da )y -0}

V.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Relacao com o Algoritmo de Levinson-Durbin

Demonstracao (continuagao)

E{ef (el (0} = E{y(0y(t = 1)} —E{e" D (0a* Dy -0 |

© E{y(1)y(t —k)} = Ay (k)

o E{ptV(natyr—-k)} =

= [EHG—1ye—R)} - EpG—k+ 1y -k} o) =
= P\yy(k —1) .- )\yy(l)] a1 — )\k_ma(k—l)

E{ef ™ 0ef ™0} = Ay(0) = AraalD
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Relacao com o Algoritmo de Levinson-Durbin

Demonstracdo (continuacao)

e Calculo de E { &n? (t)} :

E{e(()k—l)2 (t)} - E {e(()k—l)(t) (y(t) _ So(k—l)(t)a(k—l)>} _
= E{ef n} =
= E{(y() - " Nat )y} =

= E{(0)} - E{" D 0)al 0}

°E {yz(t)} = Ay(0)
* E{otD(nat=Vyn} = ApgalD

2
E { e (z)} = Ay (0) — A=

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 56/109



Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Relacao com o Algoritmo de Levinson-Durbin

Demonstracao (continuagao)
@ Calculo de E { (k=1) (t)} :
E { ek (r)} = E
E
= E (y(t —k) - so("‘”(t)az(ek_l)) (e = k)} =
E{ (-0} —E{e* (a1}

® E{y*(t—k)} = A(0)
° E{ k=D (e (k—l)y(t_ k)} _ /\kllal(ek—l) — ApaD

oR
N2
E{e(()k v (t)} = Ay(0) = Ay o)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Relacao com o Algoritmo de Levinson-Durbin

Demonstracao (continuagao)

¢yy(k) =

Ay (k) = A ORI
Ay (0) — Appat=D k k
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Conclusao: Correlacao Parcial e Ordem do Modelo

@ A autocorrelacao parcial € uma ferramenta fundamental
para determinar a ordem de um modelo AR.

@ O coeficiente de correlagdo parcial ¢y, (k) € igual a —a,(f),
simétrico do ultimo parametro do modelo de regressao
para a ordem k.

@ Pode-se utilizar o algoritmo de Levinson-Durbin para
calcular os coeficientes de correlagao parcial.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estimacao Paramétrica - Processos MA

@ Processos MA sao descritos pela equacao:

(1) =C(q7")elr),

o Cla)=14ew ot

@ ¢(t) : Ruido branco com média nula e variancia o?.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Densidade Espectral de Poténcia dum Processo MA

@ Os processos MA sao estacionarios

@ A densidade espectral de poténcia é dada por:
Pyy(w) = |C (e7) ‘202 =[l+ce ™+ + cne_jwn‘za2

@ Relacionada diretamente com o modelo

@ Estimar C (¢4~') permite obter a densidade espectral do
processo
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Meétodo da Funcao Geradora da Autocovariancia

Exemplo: Processo MA(1)
@ Modelo:
y(t) = e(t) + cre(t — 1)

@ Parametros: c; e o?
@ Equagoes de Yule-Walker para a covariancia:

My(0) = (1+cf)o?
Ayy(l) = lef2 = )‘yy(_l)
Aw(T) = 0, |1]>1
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Funcao Geradora de Autocovariancia

Exemplo: Processo MA(1) (continuagao)
@ Funcao de transferéncia:

Hz) =14cz!
@ Densidade espectral de y(7):
yy (¢") = H () H () 0

@ Funcao Geradora de Autocovariancia (transformada z da
autocovariancia):

®yy(z) = H(z)H (Z_l) = Ay(=1Dz+ Ay (0) + )‘yy(l)z_l
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Zeros da Funcao Geradora de Autocovariancia

Exemplo: Processo MA(1) (continuagao)

~ A 1
@ zeros da fungao geradora de autocovariancia: z; e — com:
21

Ayy(o) 274
Ay (0) (A (1))
_2ijy(1)+ yyz . Ay(1) >0
1 =
\/ MO\,
20,,(1
| ;;;((01)) ( yy(2 )> A(1) <0
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Zeros da Funcao Geradora de Autocovariancia

Exemplo: Processo MA(1) (continuagao)
@ Coeficiente de autocorrelagéo py,(1) :

Pyy (1) = Ay E(l)i

@ z; em fungéo de ry,(1) :

1— /1 —4p2(1)

2pyy(1)

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 65/109



Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Parametros do modelo

Exemplo: Processo MA(1) (continuagao)

1— /1 —4p2,(1)

@ Parametros do modelo:

Cl prnd —Zl =
2pyy(1)
A
0_2 — )’Y(O)
1+ c%
@ Restricao:
1

1= 423,(1) = Ipn(1)] < 3

1 5 .
@ Se py(1) = ii’ z1 = £1 (nao é inversamente estavel)

|
@ Se py(1) > Saé complexo...
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estimacao dos parametros dum modelo MA(n)

Modelo:

y(t) =e(t) +cre(t — 1) + -+ cue(t —n)
@ Estimar a sequéncia de autocovariéncia T=-—n,...,n

72 yit—7), 0<7<n

Ap(7) = =T+l
Ay(T) = Ay (=7, —n<7< -1
Oa |’7" > n.

@ Calcular os zeros da fungao geradora de autocovariancia:
5‘yy(”’)zzn"" : '+5‘yy(1)ZnH+5‘yy(0)zn+5‘yy(1>znil+' ’ ""j‘yy(n) =0

© Seleccionar os zeros zy, - - - ,z, que se encontram no
interior do circulo unitario.

Q FazerH(z) = (1—ziz7!) - (1 —z7'z,)
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Estimacao dos parametros dum modelo MA(n)

(continuacao)

© Calcular

o= (DN Y sz ez, k=1

1<ii<ip<--<ix<n

Ou seja, cada coeficiente ¢, é a soma de todos os
produtos dos zeros z; tomados & a k, com sinal alternado
determinado por (—1)*.

@ Calcular: )

S (*)
1+ +---+c2
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Inconveniente:

@ Como é estimada a partir duma realizacao, a funcao
geradora de autocovariancia pode apresentar um ou mais
pares de polos na circunferéncia unitaria dando origem
a modelos com parametros complexos e, por isso, hao
admissiveis.
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Método da resposta impulsional truncada

@ Funcao de transferéncia dum processo MA(n):

Hz)=1+ciz '+ e ™"

@ Aproximagao de um processo MA(n) por um modelo
AR(p):

e
7e)

1
@ Expansaode — :
P H(z)

@ H(z) =

1
——=l+az"

+.--4a Z—P_|_...
H(z) ?
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Método da resposta impulsional truncada

~ 1
@ Como fazer a expansao de ——7

H(z)
@ Divisdo longa: 1 H(z)

@ Transformada inversa z:
1
a=2""4—"%  k=1,--,p, -
¢ {H@} P

~ 1 al
@ Truncar a expansao de m na poténcia (—p):
Z
1

——~ltazr '+ tar?=A") = HE)~
H(Z) 1 P ( ) ()

Az
@ Aproximagao AR(p):
y(t) +ay(t—1)+ - +ayy(t —p) = e(2).
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Método da resposta impulsional truncada

. - 1
@ Porque é que podemos truncar a expansao de ——7

H(z)
@ Resposta:

@ H(z) é inversamente estavel

e Condigao necessaria e suficiente para a estabilidade de

1 o0
— lax] = C < 0
e
° Z|ak|—C<oo:> hm Z lax| = 0.

k=p+1
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Método da resposta impulsional truncada

Exemplo: Aproximagcao dum modelo MA(1) por um AR(p)
© H(z) =1+4ciz!
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Método da resposta impulsional truncada

Exemplo: Aproximagcao dum modelo MA(1) por um AR(p)
© H(z) =1+4ciz!
@ Expansao de b (diviséo de 1 por H(z)):

H(z)

1 ‘ 1+cz7!
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Método da resposta impulsional truncada

Exemplo: Aproximagcao dum modelo MA(1) por um AR(p)
© H(z) =1+4ciz!
@ Expansao de b (diviséo de 1 por H(z)):

H(z)
1 ‘ 1+cz7!
|1
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Método da resposta impulsional truncada

Exemplo: Aproximagcao dum modelo MA(1) por um AR(p)
© H(z) =1+4ciz!
@ Expansao de b (diviséo de 1 por H(z)):

H(z)
1 ‘ 1+ciz7!

1 cz! ‘ 1
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Método da resposta impulsional truncada

Exemplo: Aproximagcao dum modelo MA(1) por um AR(p)
© H(z) =1+4ciz!
@ Expansao de b (diviséo de 1 por H(z)):

H(z)
1 ‘ 1+ ¢zt
1 cz! ‘ 1
0 —Clz_l
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Método da resposta impulsional truncada

Exemplo: Aproximagcao dum modelo MA(1) por um AR(p)
© H(z) =1+4ciz!
@ Expansao de b (diviséo de 1 por H(z)):

H(z)
1 ‘ 14+cz7!
1 cz! | 1—ciz!

0 —ciz=
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Método da resposta impulsional truncada

Exemplo: Aproximagcao dum modelo MA(1) por um AR(p)
© H(z) =1+4ciz!
@ Expansao de b (diviséo de 1 por H(z)):

H(z)
1 ‘ 14+ cz7!
1 cz! | 1—ciz!
0 —clz_l
—clz’l fc%z’2
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Método da resposta impulsional truncada

Exemplo: Aproximagcao dum modelo MA(1) por um AR(p)
© H(z) =1+4ciz!

@ Expansao de b (diviséo de 1 por H(z)):

H(z)
1 ‘ 14+cz7!
1 cz! [ 1T—ciz”!
0 —Clz_l
—clz’l fc%z’2
0 iz 2
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Estimacéo da densidade espetral 73/109



Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Método da resposta impulsional truncada

Exemplo: Aproximagcao dum modelo MA(1) por um AR(p)
@ Hz) =1+ciz7!
@ Expanséo de

(diviséo de 1 por H(z)):

H(z)
1 ‘ 1+ ¢zt
1 ozt [ 1—cz "z =z >+
0 —clz_l
—ciz7! =i
0 iz 2
c%z_2 c?z‘3
3,3
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Método da resposta impulsional truncada

Exemplo: Aproximagcao dum modelo MA(1) por um AR(p)

(+) H(Z) =1 —i—ClZ_l
@ Expansao de (diviséo de 1 por H(z)):
H(z)
1 ‘ 14+cz7!
1 ez [ 1—cz "z =z >+
0 —clz_l
—ciz7! =2
0 iz 2
c%z_2 c?z‘3
0 —cjz7?
o L - A e e e R o Gt ) (4 T
H(z) )
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo -

Método da resposta impulsional truncada

Exemplo: Aproximagcao dum modelo MA(1) por um AR(p)
@ Truncar a soma para k > p:

Az =1l-caz ' +cz? =z + -+ (—a)z?

@ Aproximagao AR(p)

ou

¥(1) = e(r)+ery(t=1)—eiy(1=2)+ciy(t=3)— -~ (=1 'y(t—p) |
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Método da resposta impulsional truncada

@ Obtida a aproximacao AR(p) determinar a resposta

impulsional:
1
=21
¢ {A<z—l>}
ou expandir ! :
e YEN
R
Az

@ Truncar a resposta impulsional da aproximacao AR(p) para
k=n:

A~

Hz) =14z 4 462"
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Estimacao paramétrica Processos Ar

Método da resposta impulsional truncada

@ Modelo estimado:

y(t) =e(t) +ére(t— 1)+ -+ + ¢pe(t — n)

@ Variancia de e(z) :

(0 )

6'2 yy —
+o e

A,
14 ¢

@ Se tivermos a (ou uma estimativa da) sequéncia de
autocovariancia do processo MA(n), podemos determinar
a ordem da aproximacao AR através dos coeficientes de
correlacao parcial e estimar os parametros do modelo AR
através da resolucao das equacoes de Yule-Walker

76/109

Estimacao da densidade espetral

Determinacao da ordem do modelo - Correlag
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Meétodo dos Minimos Quadrados para Modelos MA

@ Teorema da densidade espectral permite interpretar o
processo estocastico estacionario y(r) como a saida dum
sistema linear, estavel e invariante no tempo:

U by 2

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 77/109



Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Meétodo dos Minimos Quadrados para Modelos MA

@ Teorema da densidade espectral permite interpretar o
processo estocastico estacionario y(r) como a saida dum
sistema linear, estavel e invariante no tempo:

U by 2

@ Se ¢(¢) for conhecido, a estimacéao de H(q) € um problema
de identificacao de sistemas.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Meétodo dos Minimos Quadrados para Modelos MA

@ Teorema da densidade espectral permite interpretar o
processo estocastico estacionario y(r) como a saida dum
sistema linear, estavel e invariante no tempo:

U by 2

@ Se ¢(¢) for conhecido, a estimacéao de H(q) € um problema
de identificacao de sistemas.

@ Pode ser resolvido utilizando o estimador de minimos
quadrados
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Meétodo dos Minimos Quadrados para Modelos MA

@ Teorema da densidade espectral permite interpretar o
processo estocastico estacionario y(r) como a saida dum
sistema linear, estavel e invariante no tempo:

U by 2

@ Se ¢(¢) for conhecido, a estimacéao de H(q) € um problema
de identificacao de sistemas.

@ Pode ser resolvido utilizando o estimador de minimos
quadrados

Como estimar e(t)?
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Estimacao de e(r)

@ Aproximar o processo por um modelo AR(p) de ordem p
elevada:

y(o) =e(t) —ay(t=1) =~ = apy(t = p)
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Estimacao de e(r)

@ Aproximar o processo por um modelo AR(p) de ordem p
elevada:

y(o) =e(t) —ay(t=1) =~ = apy(t = p)

@ Determinacao da ordem p:
@ Analise dos coeficientes de correlagéo parcial

@ Confirmar a ordem através dum teste de brancura de
residuos
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estimacao de e(r)

@ Aproximar o processo por um modelo AR(p) de ordem p
elevada:

y(o) =e(t) —ay(t=1) =~ = apy(t = p)

@ Determinacao da ordem p:
@ Analise dos coeficientes de correlagéo parcial

@ Confirmar a ordem através dum teste de brancura de
residuos

@ Gerare(r) :

e(t) =y() +ay(t — 1)+ -+ apy(t — p)
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Identificacao do modelo MA(n)

@ Modelo MA(n)

y(t) =e(t) +cre(t—1)+--- —cpe(t —n)
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Identificacao do modelo MA(n)

@ Modelo MA(n)

y(t) =e(t) +cre(t—1)+--- —cpe(t —n)

@ Vector de parametros:
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Identificacao do modelo MA(n)

@ Modelo MA(n)

y(t) =e(t) +cre(t—1)+--- —cpe(t —n)

@ Vector de parametros:

@ Regressor:
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Identificacao do modelo MA(n)

@ Modelo MA(n)

y(t) =e(t) +cre(t—1)+--- —cpe(t —n)

@ Vector de parametros:

@ Regressor:
o) =[e(t—=1) - et—n)]"
@ Modelo de minimos quadrados:

y(1) = " (10 + &(1)

onde &(z) € ruido branco independente de (7).
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Identificacao do modelo MA(n)

@ Estimador de minimos quadrados:

= ("3) " o'y

com
el(n+1) e(n) e(1)
¢ = =1
©(N) e(N—1) e(N —n)
© T
Y= [y(n+1) y(NV)]
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Método da correlacao

@ Estimador de minimos quadrados:

1
° TP =
N—-n-—1
r 1 N—1 1 N—1 7
~2 ~
t te(t — 1
N_ﬂ_j;m N_n_1;e<>e< n+ 1)
Nn . Nn
Z Je(t+n—1) &t
L _n_ltzl _n_ltzl i
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Método da correlacao

@ Como é(t) é ruido branco com variancia 2(t) :

62, 7=0

)\éé(T):{ 0, 40,

entao

1
lim ———®Td = Azln.
n—soo N —n—1
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Método da correlacao

1 N—1 1 N—n T
e _— e(1)y(t
[N_n_lt;e(r)y(m) TErEPILU
1 T T
im - — N ~(2) .. N
© Jim G = [he(1) A o Awln)]
T
o lim d— {Ayg(l) /\yéA(z) Aye(n)]
N—o0 0.2 0.2 02
@ Temos, finalmente:
Mo (k
ék = yA( ), k = 1, n
o2
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Estimacao paramétrica Processos Ar

Determinacao da ordem do modelo - Correlag

Minimizacao do erro de previsao

@ O método de minimizagao do erro de previsao minimiza o
critério:

@ ¢(1,0) - erro de previsao
©0=1[c; - ¢4 -vectorde parametros de C (¢~').
0= n%n](@) € o estimador do erro de previsao.

~ probabilidade 1
00?

|

6, - valor verdadeiro dos parametros

@ 0 é um estimador fortemente consistente
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Minimizacao do erro de previsao

@ J(6) € minimo quando o seu gradiente € nulo:

(d](0)>T _ [81 (6) 210" _,

de oc,  Oc,

o (dJ(o)
do
@ Método iterativo (descida de gradiente):

T

gli+D) _ glit) _, (41(0)
T\ a6 :

6=0(+1

T
) = 0 nao tem solugao analitica.

@ n > 0 - taxa de aprendizagem.
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Calculo do gradiente

@ A derivada da fungao custo relativamente a ¢;:

8ck

Q>

(t7 0) :y(l‘) —)Al(l, 9)

@ y(1,0) € a previsao de y(r) a um passo:

(2, 0) =

@ Equagao as diferengas do erro de previsao:

é(t7 0) :y(l‘)—ﬁi(l‘, 0) :y(t)_clé(t_lae) t—Cpe ( —-n, 0)
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Calculo do gradiente

C(g™)

@ ¢(1,0) é a saida dum sistema com fungao de transferéncia

1
———— excitado por y(z
C(q7") por »(¢)
@ Derivadas do erro em relagao aos parametros ¢,
k=1,---,n:
0e(t,0) oe(t—1,0) de(t —n, )
Ber —e(t—k,0)—cy 9x Cn B,
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo do gradiente

de(t, 0)

é(t - ka 0) 1 aCk

C(qg™")
° 9¢(1,9) € a saida dum sistema com fungao de
Ck
1

transferéncia ——————— excitado por &(z, 6

Cla (0)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Calculo do gradiente

. 1
@ Definir: ep(1,0) = Tl (qil)e(t, 0)
0e(t,0)
(*] e = ep(t k, 0)

1 1

) c(qlﬁc(w)(q' | | g er(i—n.0)

e(1,0) er(t,0) ep(t—1,0) ep(t—n+1,0)

@ A derivada da funcéo custo relativamente a ¢; (k¢5™°
componente do gradiente):

0J(6)

N
= — é =1,...,n
dcr Z eF(t k, 0)6([, 0)7 k ) N

=1
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Algoritmo

Minimizacao do erro de previsao:

Inicializacdo: Obter 8 e definir i = 0.
Repetir até convergir:

0 &(1,00) =

° éF(t,O(i)):—C
~1,0%)
O\ &
° ( dé ) —00 Z ]

@ Actualizar 8 : 90D = O 79
do 9 M0)

@ incrementar i
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Sequéncia de autocorrelacao dum processo MA(n)

@ Sequéncia de autocorrelagao de um processo estocastico
estacionario y(t) :

Pyy(T) = h\

Ay (7) - Sequéncia de autocovariancia de y(r).

@ Num processo MA(n), A, (7) =0 para 7| > n = py(7) =0
para |7| > n
@ A ordem do modelo dum processo MA pode ser

determinada a partir da inspeccao da sua sequéncia de
autocorrelagao:

e Seré igual ao Ultimo instante em que a py,(7) # 0.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Determinacao da ordem dum processo MA(n) a partir

da sequéncia autocorrelacao

@ Problema: Como p,,(7) tem que ser estimado a partir dos
dados:

pyy(T) = 0 € um evento com probabilidade 0

pyy(7) - Estimativa de p,, (7).
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Determinacao da ordem dum processo MA(n) a partir

da sequéncia autocorrelacao

@ Problema: Como p,,(7) tem que ser estimado a partir dos
dados:

pyy(T) = 0 € um evento com probabilidade 0

pyy(7) - Estimativa de p,, (7).
@ Solugao: Se p,,(7) = 0 entdo aproximadamente

P(r) ~ N <0, ;f)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Determinacao da ordem dum processo MA(n) a partir

da sequéncia autocorrelacao

@ Problema: Como p,,(7) tem que ser estimado a partir dos
dados:

pyy(T) = 0 € um evento com probabilidade 0

pyy(7) - Estimativa de p,, (7).

@ Solucao: Se p,,(7) = 0 entdo aproximadamente
o) ~ N (0.

@ Consideramos que py,(7) = 0 com uma confianga

(1 — ) x 100% quando py,(7) estiver dentro do intervalo de
confianga [—K,, K,] que, debaixo da distribuicao

1 . N
N <0, N> tem uma probabilidade de ocorréncia 1 — «
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Determinacao da ordem dum processo MA(n) a partir

da sequéncia autocorrelacao

@ Se K, = 1.96 o intervalo tem 95% de confianga.

@ A ordem do modelo sera o Ultimo valor de 7 para o qual
pyy(T) esté fora do intervalo de confianca.

N Sequéncia de autocorrelacéo

08
0.6
04r

— 02
&

s, a e e T P T

021

041

-06

-0.8

0 5 10 15 20
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Estimacao Patamétrica - Processos ARMA

@ Um processo ARMA(n,m) é descrito pelo modelo
Alg )y =c(g")e)

CA(g ) =l4+aig "+ +aq™"
o C(g ) =1l+cig '+ +cng™

@ ¢(1) : Ruido branco com média nula e variancia o>.
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Densidade Espectral dum Processo ARMA

@ Os processos ARMA sao estacionarios

@ A densidade espectral é dada por

; iom |2
o _1tae® b tepe ]

o
11+ aje v + - 4 age=ion)?

@ Relacionada diretamente com o modelo

@ Estimar A (¢47') e C(¢~") permite obter a densidade
espectral do processo

@ A estimagao de modelos ARMA é complexa devido a
presenca simultanea das componentes AR e MA.
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Método dos Esfasamentos Superiores

@ Permite estimar os parametros da componente AR(n) sem
a influéncia da componente MA(m):
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as equacoes de Yule-Walker para 7 > m:
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Método dos Esfasamentos Superiores

@ Permite estimar os parametros da componente AR(n) sem
a influéncia da componente MA(m):

@ Os coeficientes da componente AR sao estimados atrvés
as equacoes de Yule-Walker para 7 > m:

Ap(m)ar + Ay (m = 1)ay + -+ Ay(m+ 1 =nja, = —Ay(m+1)
Ap(m+Dar + Ay(m)ay + -+ Ay(m+2—nja, = —Xy(m+2)
Ay(m+n)ay + Ay(m+n—1)ay +---Ay(m)a, = —Ay(m+n+1)

@ Os residuos do modelo AR aproximam-se de um processo
MA

@ O modelo MA pode ser estimado a partir destes residuos
utilizando os métodos que estudamos anteriormente.
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Ajuste da Resposta Impulsional

@ Método idéntico ao da resposta impulsional truncada para
estimar modelos MA:

o A série é aproximada por um modelo AR(p)

e Igualam-se os primeiros n + m + 1 valores da resposta
impulsional do modelo ARMA(m, n) com os de uma
aproximagao AR(p).

o Alternativamente, utiliza-se um estimador de minimos
quadrados caso desejemos aproximar um numero de
pontos maior do que n+ m + 1.

@ Seja n(0), h(1), ---, h(n+m), --- aresposta impulsional
da aproximagao AR(p)
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Ajuste da Resposta Impulsional

@ Resposta impulsional do modelo ARMA(n, m):
y(t) = e(t)+cre(t—1)+- - +epe(t—m)—ary(t—1)— - -—any(t—n)

com

h(0) = e(0)=1
h(l) = (1 — alh(O)
h(2) = ¢, —ajh(l) —ayh(0)

h(m) = —cym—ath(m—1)—ah(m—2)—...—ayh(0))

h(in+m) = —ath(n+m—1)—---—a,h(m).
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Ajuste da Resposta Impulsional

@ Resposta impulsional do modelo ARMA(n, m):
y(t) = e(t)+cre(t—1)+- - +epe(t—m)—ary(t—1)— - -—any(t—n)

com

h0) = e(0)=1
h(l) = (1 — alh(O)
h(2) = (2 — alh(l) — Clzh(O)

h(m) = —cy—ath(m—1)—ah(m—2)—...—a,h(0))

/l(l’l-i-m). = —ath(n4+m—1)—---—ayh(m).

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 98/109
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Calculo dos parametros

@ Equacdes na forma matricial

—1
I, L
|: 0, _Hn-‘rm :| 0 :hlzn+m = 0= |: m _%n—i-m :| hl:n+m
S 0
h(1) 1 0
_ : T : n+mxn
O Mo =\ )y -1 .. 1 [ SR
| h(n+m) h(n+m—1) --- h(m)]
@ 0 é o vector de parametros:
O=[ct - cm a - an]TER”+m

° hl:ner = [h(l) ce h(n —I—m)}T S IR”er
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Método dos minimos quadrados

@ expande a abordagem do Método de Minimos Quadrados
para Modelos MA aos modelos ARMA:

o Aproxima a série temporal por um modelo AR(p)

o Estima o modelo ARMA através do estimador de minimos
quadrados considerando os residuos como o sinal de
entrada

@ Equacoes:

y(t) = e(t)tcre(t—1)+ - +cpe(t—m)—ayy(t—1)—- - -—ayy(t—n)

@ ¢(1) - Residuos do modelo AR(p)
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Método dos minimos quadrados

@ Forma vetorial:

@ Regressor:
pt)=[e(t—1) - e(t—m) —y(1t—1) - —y(t—n)]

@ Parametros:

O0=1[ci - cn ar - ay
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Método dos minimos quadrados

@ Estimador: 1
6= (2"®) @'Y

@ Matriz dos regressores:

er) - e(r—m) () - —y(r—n)
e = : : : : : :
eN—-1) -+ e(N—-1-m) —y(N—-1) -+ —y(N—1-—n)

@ Vector Y das amostras:

Y=[r+1) - yN]"

@ r = max(m,n).
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Minimizacao do Erro de Previsao

@ Minimiza o critério:

@ ¢(1,0) - erro de previsao

T <
@0=ci -+ cu ai -+ ay| -vectorde parametros

~ probabilidade 1
o ¢ Probadhidace

0, - valor verdadeiro dos parametros
@ O é um estimador fortemente consistente

@ Solucao € anular o gradiente:

=0.

dre)\"  [o7(6) a7(6) 07 (6) a1 (6)7"
<d€> _[ o1 Ocn day day,
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Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Minimizacao do Erro de Previsao

@ Método de descida de gradiente):

T
Ut — gt _ (dJ(O))
da 0 0(1+])

@ 7 > 0 - taxa de aprendizagem.

aete
k=1,...
8Ck tZ 8Ck ’ o

3et0
k=1,...
8ak IZ: 8ak ’ M

@ Erro de previsao: ¢(t,0) = y(t) — y(,0)

Clg")-Ag)

@ Previsao: (1,0) = Cla

y(1)
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Minimizacao do Erro de Previsao

@ Equagdes a diferengas:
¥(t,0) = cre(t—1,0)+- - -+cme(t—m, 0)—ayy(t—1)—- - -—a,y(t—n)

e(t,0) = —cre(t—1,0) — - —cpe(t —m,0)+
+y(t) +ary(t—1) + -+ apy(t —n)

@ Derivadas do erro de previsao:

oe(t,0) de(t—1,0) _Oe(t—m,0)
der = e(t1 k,9) Cliﬁck C’"iack =
- e (1—K0), k=1, ,m.
g )
oe(t,0) de(t—1,0) De(t—m,8)
oap y(tl k6) = dey T ey B
- i —-k0), k=1,--.m
D )

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 105/109



Estimacao paramétrica Processos Ar Determinacao da ordem do modelo - Correlac

Minimizacao do Erro de Previsao
o 22(1.0)

=ep(t—k,0
aCk eF(t ) )

(*] ép(l‘,a) = —C

Y0 — c(q")) I S Clg) ( 7’ | | a erlt=n,6)

e(1,0) er(t,0) er(t—1,0) ep(t—n+1,0)
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Minimizacao do Erro de Previsao

, 2e(1,0)

aak = yF(t - k7 0)
1
° yF(ta 0) = C(q_])y(t)
) c<ql—1) ks | | g ye(t=n,0)

yr(t,0) yr(t—1,0) yr(t—n+1,0)
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Estimacao paramétrica

Processos Ar

Determinacao da ordem do modelo - Correlag

Algoritmo

Minimizacao do erro de previsao:

Inicializacdo: Obter () e definir i = 0.

Repetir até convergir:

. AD (g™
P 0y —
° e(t79 ) C(l) (q—l)y(t)’
t=1,---,N
7 Dy = — 7 (i)
@ ¢p(1,0) a0 _l)e(t,O )
t=1,---,N
. 1 .
0y = & (i)
@ yp(1,0') ()(qil)e(t,e ),
tr=1,---,N
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Algoritmo (continuagao)

Minimizacao do erro de previsao (continuacao):
@ Gradiente do custo:

[ep(t—1,00)]

d1(6)\" S ep(t—m09)|
e - e 00).
< a0 ) o= yr(t— 1,60y | 4000

_yF(t -n, 0(1))_

@ Actualizar parametros:

T

o+ _ g _, (4(0)
AT :

0=60

@ Incrementar i.

Paulo Lopes dos Santos Estimacéo da densidade espetral 109/109



	Introdução
	Estimação paramétrica
	Processos Ar
	Determinação da ordem do modelo - Correlação parcial
	Processos MA
	Determinação da ordem de modelos MA - Sequência de  Autocorrelação
	Processos ARMA


