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Resumo



Capitulo 1

Processos Estocasticos

No mundo real, existem muitas varidveis aleatdrias (v.a.s) que evoluem no tempo se-
gundo leis probabilisticas. Como exemplo dessas varidveis, podemos referir a evolucao
da temperatura num determinado local (ver Figura 1), o ruido térmico em circuitos
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Figura 1.1: Evolu¢do da temperatura num determinado local

eléctricos, o ruido de sensores (Figura 1, os sinais de radar, a cotagcdo das acgdes na
bolsa, o consumo de dgua numa cidade, a taxa de ocupagdo hoteleira de uma regido,
etc.. Chamamos processo estocdstico (PE), ou série temporal, ao conjunto de todas as
variagOes possiveis destas varidveis. Os PEs sdo, pois, familias de fungdes (reais ou
complexas) do tempo, ou seja, um PE € um conjunto de varidveis aleatdrias (v.a), inde-
xadas por um conjunto 7". Sendo €2 o espaco amostral associado a essas v.a.s, podemos
expressar um processo estocdstico na forma

{z(t,w),t e T,w e Q}.

Se fixarmos ¢ = ¢1, teremos uma v.a. x(¢;,w) no espago amostral (2. Se fixarmos o
evento w = wj obteremos uma fungio do tempo (¢, w; ) designada por realizagdo.

Exemplo 1 Varidvel aleatoria e realizagd@o dum PE:
Se x(t,w) for a evolugdo da temperatura ao longo de um dia, entdo, se t = 12h,
x(12,w) é uma varidvel aleatéria que descreve a temperatura ao meio-dia. Se w =15
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Figura 1.2: Ruido de um sensor ultrassénico

de outubro de 2021, x(t,15 de outubro de 2021) é a fun¢do que mapeia a temperatura
em fungdo do tempo, isto é, é a realizagdo de x(t,w) no dia 15 de outubro de 2021. o

Para simplificar a notag@o, representaremos o PE (¢, w) apenas por z(t) ou {z(t) },
deixando cair o evento na lista de argumentos como € usual na representacido das
varidveis aleatorias.

Consideremos o conjunto dos indices, 7', como R = ]—o0, co[ ou ainda um inter-
valo finito ]a, b[ € R. Dizemos, neste caso, que o processo estocéstico é de parimetro
continuo, ou simplesmente, continuo. Por outro lado, dizemos que o PE é de pardmetro
discreto (ou simplesmente, discreto) quando T'= Z = {t = 0,+1,+2,...} ou ainda
TEZ:{t:tl,t1+1,...,t1+n} C Z.

Exemplo 2 - PE de pardametro continuo:

Consideremos, de novo, a evolugdo da temperatura ao longo de um dia, jaé com a nova
notagdo x(t). Como varia continuamente no intervalo t € [0,24[, x(t) é um PE de
pardmetro continuo. a

Exemplo 3 - PE de pardmetro discreto:
Seja *(t) um PE que resulta da amostragem de x(t) de hora a hora, isto é, t €

{0,1,...,23}. Entdo x*(t) é PE de pardmetro discreto. o
Tomemos os instantes ¢1, ¢, ..., t;. Nestes instantes, o PE pode ser visto como
.13(171)
S z(t2) . o .
uma v.a. k—dimensional Xy, .;, = . cuja fungdo de distribui¢do é definida
z(tk)
por

P{z(t1) < ay,z(te) < ag,...,x(ty) < ag, }

aq g g,
/ / / ptl,tg,...,tk (ZC17.-.,Iky)dl’ldzg,..-,dl'k
— 00 — 00 — 00



onde ay,as,...,ar € Repy 4. 1, (T1,-..,21) éafungdo de densidade de probabi-
lidade conjunta de X4, .+, . Esta distribui¢do conjunta diz-se uma distribuic@o finita do
PE nos instantes 1, to, . . ., t. Tem-se, entdo, que a distribui¢ao de um PE pode ser de-
terminada por todas as suas distribui¢des finitas. Em particular, se todas as distribui¢des
de z forem gaussianas, o PE diz-se gaussiano.

1.1 Meédia e Covariancia

Acabamos de ver que os PE sdo conjuntos de v.a.. Dado estas tltimas serem frequente-
mente caracterizadas pelos seus momentos de primeira e segunda ordem, ¢ natural que
o0 mesmo aconte¢a com os PE. Definimos entdo:

(t17t27 N 7tk) =F {(E(tl),x(tg), ce ,(E(tk)} = (11)

M

o0 o0 o0
:/ / / L1 Tk Pty,ta,... ty (117---7%) dxidxy - - - dxy

—0o0 —0o0 —0o0

como momento de ordem k do PE {x(¢)}, onde E{-} é a esperanca matemética. No
que se segue, como alids referimos atrds, estamos sobretudo interessados nos momen-
tos de primeira e segunda ordem, que sio respectivamente designados por fungcdo média
e fungdo (auto-)covaridncia. A média é representada por:

pa(t) = E{a(t)} = Ma(t) (1.2)
e a covariéncia por:
Aga(t,s) = E{(2(t) — pa(t)) (2(s) — pa(8))} = Mo (t, 8) — My (t) Mz (s). (1.3)
Outra representagio para a covariancia é cov {z(t), z(s)} . Em particular:
a2 (t) = cov {z(t), 2(t)} = Aga(t, 1) (1.4)
que designamos por varidncia de {z(t)} .

PE com variancia finita dizem-se PE de segunda ordem.

Exemplo 4 - Funcdo de densidade de probabilidade dum PE gaussiano:

Seja {x(t),t = 0,%1,%2,...} um PE gaussiano. Sejam i, (t) e o(t,s) a média e a
covaridncia, respectivamente. Entdo a funcdo de densidade de probabilidade conjunta
de x(t1),...,x(tx) é expressa como :

Pty torty (T1, - T) =
1 1<
_ —_— 71 o — . PR— .
(2m)k 2| S[1/2 exrp 5 ‘Zl Xii (@ — pa(t)) (25 — pa(ty))
ij=

onde X = (o(t;,t;)) € R¥** é a matriz de covaridncias, e E;J.l designa o elemento
(i, ) da matriz inversa X=. Se x(t) for ruido branco temos entdo que X é uma matriz
diagonal. o



Consideremos agora {x(¢),t = 0,41,£2,...} um vector de PE de dimensdo n,
i.e.,

z1(t)
z(t) = eR"
T (1)
onde x;(t),7 = 1,...,n sdo PE escalares. Posto isto, definimos entdo a média vectorial
(ou média de z(t)) como:
Ey(t) iz (1)
pe(t) = Ex(t) = = (1.5)
Ez, (t) Mz, (t)

bem como a covaridncia vectorial (ou covarifncia de x(t)):
E{(2(t) = 1 () (a(s) = ia(s))" } = (1.6)

E{1()Z1(s)}  E{i1(t)T2(s)} -+ E{Z1(t)Zn(s)}
E{zy(t)71(s)}  E{T2(t)T2(s)} -~ E{Z2(t)Zn(s)}

Ay (t,8)

E{zn(t)T1(s)}  E{Tn(t)T2(s)} - E{&(t)E.(s))

sendo Z(t) = x(t)— ., (t). Os elementos da diagonal de A, (¢, s) sdo as fungdes de co-
variéncia de {z;(¢t),,t = 0,41, £2,...}, sendo os restantes as func¢oes de covaridncia
cruzada entre {z;(t)} e {z; ()}, # j.

1.2 Processos estocasticos estacionarios

Um PE diz-se estaciondrio se ndo varia com o tempo. Isto significa que a funcdo
de densidade de probabilidade conjunta s6 depende da diferenga temporal entre as
amostras, sendo independente do intervalo de tempo entre os instantes em que Sao
consideradas. Estatisticamente, isto equivale a afirmar que o futuro € igual ao passado,
e pode ser expresso através da funcdo de densidade de probabilidade conjunta:

Dty gt (15 T2, - o k) = Diytritotr,otobr (T1, T2, .., 2), T=0,£1,£2, ...

(1.7)
Se esta condicdo se verificar para qualquer valor de 7, dizemos ser o PE fortemente
estaciondrio. Num PE fortemente estaciondrio, com momento de segunda ordem, a
média € constante e a covaridncia depende da diferenca entre 2 instantes, i.e.,

pe(t) = E{x(t)} = 112(0) = pa (1.8)
Nz (t,8) = Agz(t — 8,0) = Apre(t — 5) (1.9)

Exemplo 5 - Ruido branco:
Um PE {v(t),t =0, 1,...} diz-se ruido branco se as v.a. v(t) e v(s) forem igualmente
distribuidas e independentes entre si para qualquert # s, i.e.,

prs (0(t),0(s)) = pi (v(t) ps (v(s)), tF#s



Como v(t) e v(s) sdo igualmente distribuidas, entdo 11,,(t) = E {v(s)} = py,
M,(t,t) = E{v(t)*} = i3 + 0}
My (t,s) = E{v(t)v(s)} = E{v(t)} E{v(s)} = 3

Temos ainda que

Aga(tys) = E{(v(t) = po) (v(s) = o)}

= E{u()o(s) — pov(s) — poo(t) - 12}
= B0} = B {10} = o {v(s)} + o
E{o(t)u(s)} — p2

{O , t#£s
Ef{v(t)?}—p?2 | t=s

Sendo s6 dependente de t — s,. Logo, o ruido branco é um PE estaciondrio.

O ruido branco é um sinal imprevisivel, pois, o seu valor, num dado instante, é
independente de todo o passado e futuro. A aleatoriedade do ruido branco é ilus-
trada nas figuras 1.3 e 1.4 que mostram realizagdes de ruido branco gaussiano e ruido
branco bindrio, respetivamente o

o 20 40 60 a0 100
Tempo

Figura 1.3: Realizag@o de ruido branco gaussiano de média nula.

VAT

Figura 1.4: Realizag@o de ruido branco bindrio de média nula.



No entanto, existem PEs com distribui¢des diferentes em instantes de tempo dife-
rentes mas com momentos de primeira e segunda ordem estacionarios'. Dizemos que
estes PEs sdo fracamente estaciondrios. E 6bvio que os PEs fortemente estaciondrios
também sdo fracamente estaciondrios, ndo sendo no entanto o reciproco verdadeiro.

Exemplo 6 - Caminho aleatorio:

O ruido branco é usado, de forma adequada, para gerar diferentes processos com di-
ferentes propriedades estocdsticas, como por exemplo, o caminho aleatério x(t), que
é expresso como uma soma de ruidos brancos:

z(t)=v(l)+v(2)+ - F+ov(t), t=1,2,... (1.10)
com x(0) = 0. Podemos ainda escrever (1.10) recursivamente como:
z(t) =zt —1)+v(t), comx(0)=0 (1.11)

Calculemos a sua média e varidncia.

Considerando {v(t)} um PE gaussiano de média zero e varidncia o2, temos que
E{v(t)} =0e E{v(t)v(s)} = §(t—s)o2, em que §(t) é 0 impulso de Dirac. Podemos
entdo calcular a média do passeio aleatorio como:

pe(t) = E{v(l)+v(2)+...+ov(t)} =0.

No que diz respeito a covaridncia, considerando t > s,x(t) — z(s) = Z v(i) e

S
x(s) = Z v(i) sdo independentes, temos entdo:
i=1

Apz(t,s) = E{x(t)x(s)}=F {[w(t) —z(s)]z(s) + x(s)Q} =F {x(s)Q} =
ZE {v(i)*} = so?

De igual forma, quando t < s, temos que A, (t,s) = to?. Donde se conclui que a
covaridncia de um caminho aleatorio é A, (t,s) = min(t, s)o2, que ndo é de forma
alguma uma fungdo de t — s; donde se conclui ndo ser o caminho aleatério um PE
estaciondrio.

A Figura 1.5 mostra uma realizacdo dum passeio aleatorio. a

Sendo {z(t)} um processo estaciondrio de segunda ordem, sua média é constante,
igual a u,. Temos sem perda de generalidade que x(t) — p,, € um PE de média
nula pelo que iremos sempre considerar, daqui para a frente, que E {z(t)} = 0. Por
outro lado, sendo a sua fun¢@o de covariancia unicamente dependente de ¢ — s, iremos
expressd-la na forma

Apo(7) = E{a(t +T)z(t)}, 7 = 0,£1,£2, ... (1.12)

Lema 1. A funcgdo covaridncia de um processo estaciondrio {x(t)} tem as seguintes
propriedades:

'Um momento de primeira ordem é estaciondrio se ndo variar com o tempo. Um momento de segunda
ordem de segunda ordem € estaciondrio se s6 depender do espacamento entre os instantes de tempo
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Figura 1.5: Realiza¢do dum passeio aleatério.

(i) (Limite) |Apy(7)| < Age(0) = 02, 7=0,41,42,....
(ii) (Simetria) Nyy(T) = Aga(—T).

(iii) (Ndo negatividade) Z a;a Ay (Ti — ) > 0
ik=1

Estas propriedades permitem-nos testar se um processo € estaciondrio. Caso ndo se
verifiquem temos a certeza de estar perante um processo no estaciondrio.

Exemplo 7 - Funcdes de covaridncia vdlidas e invdlidas:

Das trés sequéncias discretas representadas na Figura 1.6 s6 a de cima é que obedece
as trés propriedades do Lema 1 e, consequentemente, sé esta é que pode ser a funcdo
de covaridncia dum processo estocdstico estaciondrio. o

Consideremos o PE conjunto {z(t), y(t),t = 0,+1,+2,...} de média nula.

Os processos {z(t)} e {y(t)} dizem-se juntamente estaciondrios se, considerando
x(t)
y()

o vector PE w(t) = ( , este for um PE estaciondrio. Dada a matriz de co-

variancia de w:

I
S|
—
/N

I
N
~ "
+ +
N 3
S—
N—
—~
K

H
—
Nt
Ny

~
—
—
N~—
SN—"
——

A ) Apr(t+7,8)  Agy(t+7,1)
ww(t+T7,t) =
Ayt +1,t)  Ayy(t+7,1)

= cov{w(t+ mw(t)}, (1.13)

a estacionaridade implica que as covariancias de (1.13) sejam somente funcdo da diferenca
T.
A Ay () = E{z(t + 7)y(t)} chama-se covaridncia cruzada entre x e y.

Lema 2. A covaridncia cruzada, Ay, (T), tem as seguintes propriedades:
(i) (Anti-simetria) gy (T) = Ayz(—T)
(ii) (Limite) |Agy(T)| < Apz(0)Ayy(0), 7==%1,£2,...9
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Figura 1.6: Sequéncias candidatas a fun¢ao de covariincia

1.3 Processos ergodicos

Um dos grandes desafios da andlise de PEs € estimar os seus pardmetros estocasticos
através da observagdo dos dados ao longo do tempo. Dado os pardmetros estarem
relacionados com os valores esperados de alguma funcido de um PE, estudamos entio
o problema da estimac¢do da média e covaridncia de um PE estaciondrio.

Suponhamos {z(t),t = 0,+1, 42, ...} um PE estacionério de segunda ordem. De-
finimos a média temporal deste PE como

my(N) = TIH t;Nx(t), (1.14)
e correlagdo temporal como
1 N
raa(T.N) = 5o t;Nx(t +7)x(t), T=0,£1,+2,... (1.15)

Se {z(t),t =0,£1,42,...} tiver média nula, esta quantidade é também designada
Sfungdo de (auto-)covaridncia. A fungdes média (1.8) e covariancia (1.9) sdo definidas
como médias de um conjunto, i.e, como valores esperados. Mas (1.15) e (1.14) sdo
definidas como médias temporais de uma realizacao.

x=(...,z(=1),z(0),z(1),...)

Aquando da andlise de dados, nds lidamos antes com uma realizagdo, gerada por uma
experiéncia, e ndo com um conjunto de dados. Posto isto, sob o ponto de vista prético,
a definicdo de momentos em termos de média temporal é preferivel a média definida
por um conjunto de dados. Falta agora saber se a média temporal, r,,(7), € ou ndo
igual 2 média do conjunto A, (7).

Todo o PE cujos pardmetros estatisticos s@o estimados de forma precisa a partir
de uma simples realizacdo, diz-se processo ergddico. Ou seja, num processo ergddico



as médias temporais convergem para as esperancas matematicas e sao utilizadas como
estimativas destas. No que se segue enunciamos teoremas ergdédicos para a esperanca
e a covariancia.

Definicao 1. Diz-se que um processo estaciondrio tem média ergodica se

lim F {[mz(N) - ,uz]2} =0,

N—o00
em que
pe = E{z(t)}
1 N
N =

ou seja se m(N) convergir em média quadrdtica para [i,.

Defini¢iio 2. Um PE ergddico, x(t), de média nula tem covaridncia ergddica se

E{ry(r) — Agz(7)} =0

em que
Aex(T) = E{z@)z(t—71)}
) N
Tog(T) = N T > Efa(t+r)x(t)}.
=N

Maior detalhe sobre as condigdes de ergocidade da média e da covaridncia podem ser
vistas em T. Katayama. A partir deste momento s6 serdo considerados PE com média
e covaridncia ergddicas.

1.4 Densidade espectral

Se a fung@o de covaridncia dum processo estaciondrio x(t) for absolutamente somével,

isto é, se
oo

D> [ Aaa(7)| < o0,

T=—00
entdo terd uma transformada de Fourier. Essa transformada é designada como densi-
dade espectral de x(t).

Definiciio 3. Se x(t) for um PE estaciondrio com funcdo de covaridncia absolutamente
somdvel, entdo

pp(w) = Y Agalr)e 77
é a sua densidade espectral.

Como P, (w) é a transformada de Fourier de A,,(7), A..(7) pode ser determi-
nado através da transformada inversa de Fourier:

N (T) ! / D, (w)ej‘”dw

:% .



Vemos, assim, que existe uma relagdo de um para um entre A, (7) e @, (w), pelo que
ambas as fungdes transportam a mesma informacao. Entdo, para 7 = 0, temos:

Ay (0) = o> !

7

D, (w)dw.

Considerando que z(t) é ergédico podemos escrever

N ™

Aa(0) = 10 (0) = Jim —— 3 2t =P, = / B (w)d,

N—oo 2N + 1 N 2 J_,

em que P, significa poténcia de x(¢). Vemos, deste modo, que P, representa a
distribui¢do da poténcia de z(t) pelo espectro w €] — m, 7] e dai o nome de densi-
dade espectral.

Lema 3. A densidade espectral @, (w) tem as seguintes propriedades:
(i) Ppp(w) = Pypy(—w) (simetria par)
(ii) ®,.(w) > 0 (ndo negativa)

Demonstragdo. A propriedade (i) resulta do facto de A, (7) ser uma sequéncia par e
(ii) é consequéncia de que a varidncia de z(t), 0, (t) = [”_ ®,,(w)dw ser ndo negativa
e do Lema 4. Se @, fosse negativo numa banda de frequéncias w; < w < wa, seria
possivel obter, através duma filtragem adequada®, um sinal com variancia negativa, o
que é uma impossibilidade. o

Exemplo 8 - Densidade espetral do ruido branco
Seja e(t) ruido branco. Entdo, a sua sequéncia de covariancia é

o2, 7=0
heelr) = { 0. TA0,
sendo a sua densidade espetral

(oo}

Do (w) = Z Aee(T)€7I9T = Ao (0) = 02 (1.16)

T=—00

Logo, o ruido branco tem uma densidade espetral constante, podendo-se afirmar que,
tal como a luz branca, tem um espetro plano (ver Figura 1.4). Dai o nome de ruido
branco. a

E muito frequente os PE propagarem-se através de sistemas dindmicos. Veremos,
em seguida, o que acontece a um processo quando se propaga através de um sistema
linear invariante no tempo e estavel.

Lema 4. Se a entrada de um sistema linear e invariante no tempo com fungdo de
transferéncia G(z) estdvel for um PE estaciondrio de 2° ordem e média nula {u(t)} ,
a saida {y(t)} também é um PE estaciondrio de 2° ordem e média nula com densidade
espectral

0, (w) = |G () * By (w).

2Por exemplo, um filtro passa-banda ideal com banda de passagem w1 < w < omegas.

10
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Figura 1.7: Densidade espetral do ruido branco.

Demonstragdo. Ver T. Katayama. o

E comum modelar um PE estaciondrio como a saida dum sistema causal linear e
invariante no tempo, estdvel e de fase minima, excitado por ruido branco. Este proce-
dimento € fundamentado pelo seguinte teorema:

Teorema 1 (Factorizacdo da densidade espectral). A funcdo de densidade espectral
®,, (w) pode ser factorizada na forma

®,,(w) = H (/) H (e77%) 0°

em que

k=0

é uma funcdo de transferéncia estdvel com h(0) = 1 e com todos os zeros no interior
do circulo unitdrio.

Demonstragdo. Ver T. Katayama. o

Este teorema e o Lema 4 permitem modelar qualquer PE como a saida de um sis-
tema excitado por ruido branco. Veremos alguns desses modelos na secc¢io seguinte.

Figura 1.8: Processo estocdstico estaciondrio, com e(t) ruido branco.

Antes, porém, convém referir que o termo densidade espectral também € utilizado
para designar a transformada z da sequéncia de autocorrelatagcdo, ou seja

D,.(2) = Z Ay (T)27 7.

11



1.5 Previsao linear em PE

Seja {y(t)} um PE de média nula, estaciondrio e de segunda ordem. O nosso problema
éprevery(t+m), m = 1,2,...apartirde y(t),y(t—1),.... Deacordo com o Teorema
1, podemos considerar que y(¢) é a saida dum sistema linear e invariante no tempo com
funcao de transferéncia

=> h(k)z"" (1.17)
k=0
com h(0) = 1. Tem-se, entdo
t)=> h(k)e(t — k) =e(t) + h(1)e(t — 1)+ ... (1.18)
e
yit+m) = e(t+m)+h(l)et+m—1)+---+h(m—1e(t+1)
+h(m)e(t) + h(m + )e(t —m) +...
m—1
= Z e(t+m — k) +th+k) (t — k). (1.19)
= k=0
Se definirmos o operador ¢ tal que
qr(t) =x(t+1) (1.20)
podemos reescrever as trés ultimas equagdes na forma
H(g) = > h(k)g™* (1.21)
k=0
y(t) = Y h(k)g " e(t) = H(q)e(t) (1.22)
k=0
y(t+m) = H(q)q™e(t) (1.23)
m—1 o)
= h(k)g™ Fe(t) + Y h(m + k)qg " e(t)
k=0 -

Como e(t) é ruido branco, a melhor previsdo de e(t +
valores médios que sdo iguais a zero. Logo, §(t + 1),
y(t + m) no instante ¢ é

1),...,e(t + n) sdo os seus
a melhor previsdo linear de

= h(m+k)q Fe(t). (1.24)
k=0
De (1.23),
fe%e] m—1
> him+k)g Fe(t) = H(q)g™e(t) = > h(k)q™ e(t) (1.25)
_ k=0
€, consequentemente,
m—1
Gt +m) = |H(q)g™ — >  h(s)g" | e(?) (1.26)
s=0

12



Como, segundo o Teorema 1, H(g) tem todos os zeros no interior do circulo unitdrio,
entdo é inversamente estédvel e, dada a sequéncia. .., y(t—1), y(¢), asequéncia. . ., e(t—
1), e(t) pode ser calculada através de

e(t) = H  (q)y(t) = > _ h(k)g *y(t), (1.27)

em que h(k), k = 0,... 00 é aresposta impulsional de H(z)~!. Logo

m—1

§(t +m) = |H(g)g™ = Y h(s)g™ | H (q)y(t). (1.28)
s=0

De (1.23) e (1.24), o erro de previsdo é
é(t+m) = (t—&-m)—“(—&-m)

h +th+k )= > h(m+k)g Fe(t)

MHOMS
w
O
>
g

h(k

?r
O

= (t+m)+h( Je(t+m—1)4---+h(m—1)e(t+1)

Na perspectiva da identificacdo de sistemas, a previsdo mais interessante acontece
para m = 1 que pode ser obtida através de (1.28) fazendo m = 1 e recordando que
h(0)=1:

g(t+1) = [H(g)g—dqle(t) = [H(q) —1]qe(t) = [H(q) — He(t +1)

como

entao

git+1) = [H(q
syt = [H

sendo o erro de previsdo y(t) — §(t) = e(¢).

Exemplo 9
O PE gerado por
y(t) = u(t) — 2u(t — 1)
onde u(t) é ruido branco com média nula e varidncia unitdria, tem um espectro gene-
ralizado

®y,(q) = G(q)G(qg "),
onde

= q =
Ulq) q
Se suposermos que u(t) é desconhecido, podemos tentar prever y(t) no instante t — 1
através de

9(t) = (Glg) — 1) G Hqy(t) = —

G():M—1—2*1—q_2

2¢ ! 2

1_7261_13/@) = _my(t) = Gp(2)y(t).
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No entanto este previsor ndo funciona, pois ndo € estdvel (G,(z) tem um zero fora do
circulo unitdrio). A Figura 1.9 ilustra inutilidade deste previsor, onde se pode constatar
que o erro de previsdo cresce exponencialmente. Como podemos entdo obter o melhor

500 &

20
500 |- , 1
0 © @ (f
20 O
0 2 4 6
1000 | | | | I
0 2 4 6 8 10

Figura 1.9: Realizagdo de y(t) = (1 — 2¢~1)u(t) (azul) e previsio (t) =
—2q71/(1—2g—1)u(t) (vermelho). Pode-se ver na ampliagdo das seis primeiras amos-
tras que, a partir de t=4, o erro de previsdo cresce exponencialmente.

previsor linear de y(t)?
Para responder a esta pergunta, comegamos por tentar factorizar o espectro na
forma
Pyy(q) = H(Q)H(qil)gg

em que H(q) é uma fungdo de transferéncia com todos os pdlos e zeros no interior
do circulo unitdrio e h(0) = 1. Os pdlos e zeros de H(q~ ') sdo os inversos dos de
H(q) e, como tal, estdo todos no exterior do circulo unitdrio. Uma vez obtida esta
factorizacdo, assumimos ser y(t) gerado pelo modelo

a partir do qual podemos dimensionar o previsor:

y(t) = (H(q) = 1) H™ (q)y(t),

pois agora H=1(q) é estdvel. Notemos que a estabilidade de H~'(q) é fundamental
para que possamos prever e(t) a partir de y(t). O processo que temos vindo a consi-
derar tem um espetro

Dyy(q) = G(q)G(q71) = (1 —2¢ ") (1 —2¢) = H(q)H (g ")o”.

Como o zero de G(q) estd no exterior do circulo unitdrio, o de H(q) tem que ser o seu
inverso, isto é,
H(q) =1- O'5q_1a

14



sendo

Pyy(w) = (1—-05¢"")(1—-0.5g)0” = (1—2¢"")(1 —2q)
(1-0.5¢)(1 —0.5¢~")(—2¢~")(2q)
= (1-0.5¢)(1 —0.5¢71)4,

pelo que 0% = 4. Temos entdo o seguinte modelo conceptual
y(t) = e(t) — 0.5e(t — 1)

em que e(t) é ruido branco de média nula e varidncia o® = 4. O melhor previsor
linear a um passo é, finalmente,

0.5¢7 "

Wﬂ(t) = H,(q)y(?).

y(t) = [H(q) = H (g y(t) = -
Como o erro de previsdo é igual a e(t), a sua variancia é o* = 4 sendo, por isso, maior
do que a que, erradamente, estdvamos a espera quando tentdmos prever y(t) através
de Gp,(q)y(t). Notemos que a varidncia de e(t) € igual a de u(t), multiplicada por um
factor igual ao quadrado do zero de G(q) que reflectimos para o interior do circulo
unitdrio quando formamos H (q). Se tivessemos reflectido mais do que um zero, o factor
que multiplicaria o2 seria o quadrado do produto do médulo dos zeros reflectidos. A
Figura 1.10 compara uma realizacdo de y(t) com a previsdo §(t) = Hp(q)y(t) onde
se pode constatar que §(t) consegue prever y(t), embora com algum erro. A varidncia

8 I I I I
0 20 40 60 80 100

Figura 1.10: Realizagdo de y(t) = (1 — 2¢~1)u(t) (azul) e previsdo §(t) =
—0.5¢71/(1 — 0.5g—1)y(t) (vermelho).

de y(t) é

E{y*)} =E{u*{t)—20°(t—-1)} = E{u*(t)} +4E{v*(t— 1)} = 1+4 =5.

Logo, Prevendo y(t) através de E {y(t)} = 0 obtemos um erro com varidncia 5 (desvio
padrdo) a
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1.6 Modelos de entrada-saida de processos estocasticos

O Teorem 1 permite-nos encarar um PE como a saida de um sistema causal, linear
e invariante no tempo, estdvel e de fase minima (sem zeros fora do circulo unitério).
O Lema 4 mostra-nos ser a condi¢do de estabilidade absolutamente essencial para a
estacionaridade do processo. Veremos adiante que a condi¢do de fase minima € fun-
damental para se poder fazer a sua previsdo. Neste contexto, um PE {y(¢)} pode ser
descrito pelo modelo:

y(t)=> h(k)e(t—k) e h0)=1

k=0
em que os polos e zeros de
H(z) =Y h(k)z"*
k=0

estdo todos no interior do circulo unitério e e(¢) é ruido branco com média e variancia
E{e(t)*} o>

Se h(k) = 0 para k > n e se designarmos h(k) por ¢, 0 modelo serd

n

y(t) = > crelt — k)

k=0

Definindo z~* como o operador atraso, ou seja z~'z(t) = x(t — 1), podemos
re-escrever esta equagdo na forma

em que
Clz)=1+ciz 4+ +epz™

Como neste modelo hd uma regressio da entrada e(t), é conhecido como modelo de
média model (MA, moving average).

Estes modelos sao muito simples e permitem descrever qualquer PE. No entanto,
para que tenham uma precisao aceitdvel, necessitam frequentemente de ter uma ordem
elevada (n muito grande). Nestas condigdes € preferivel descrever y(t) por um modelo
do tipo:

y(t) +ary(t — 1) + - +azy(t —n) =e(t)

que com
A)=14a1z7 '+ +apz ™"
pode ser re-escrita como

A)y(t) = e(t).

Nestes modelos existe uma regressdo em y(t), pelo que sdo conhecidos como modelos
auto-regressivos (AR, auto-regressive). A sua funcdo de transferéncia é
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e a sua ordem n costuma ser significativamente inferior a dos modelos MA. No entanto,
se utilizarmos modelos com regressdo na entrada, e(t), e na saida, y(t), conseguimos
modelos e menor ordem. Estes modelos sdo do tipo:

yt) + a1yt —1) 4+ - -+ apy(t —m) =e(t) + cre(t — 1) + - -+ cpe(t — n)

e podem ser escritos na forma compacta

Sao conhecidos modelos auto-regressivos de média mével (ARMA).

Os PE sao conhecidos pelo nome dos modelos que os geram. Assim, 0S processos
gerados por modelos ARMA sdo PE ARMA, os gerados por modelos AR sdo PE AR
e os gerados por modelos MA sdo PE MA.

A invertibilidade de H (z) requer que

1 . .
seja uma funcio estdvel. Isto permite

H{(z)
que se possa gerar ruido branco alimentando um sistema linear e invariante no tempo

com fungdo de transferéncia ﬁ, com o processo y(t) Por este motivo, ﬁ é
y(t) e(t)
e | H(2) e

Figura 1.11: Processo estocdstico estaciondrio, com e(t) ruido branco.

também conhecido como filtro branqueador.

1.7 Modelos de PE no espaco de estados
Os Pe estaciondrios de média nula também podem ser descritos por modelos do tipo:

z(t+1) Ax(t) +q(t)
yt) = Cux(t)+r(t)

onde z(t), q(t) € R, y(t),r(t) € RY, A € R™*" C € R*™. Neste modelo, q(t), (t)
sdo sequéncias de modelo branco estaciondrias, de média nula, independentes de x(¢),

com funcdo de covaridncia conjunta
QR S
( ST R s, T = 0

SUEDICD] S B A
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A fungdo covaridncia de y(t) serd

Ayy(r) = E{y(r+t)y(t)}
= B{(Ca(t+7)+r(t+7) (Cat) + (1)}
= E{(Cw(t+7)+r(t+7))( et ++7( )T}
— E{Cz(t+7)x T()C’T+CJC(t+T) () +r(t+7)2" (0T + (t+r) (0}

O} +E{rt+r)2" )} 0T + E{r{t+7)r"(t)}

7)

= CE{xt—Fr }CT+CE{$t+T
= Csz( )CT+CA1T( )+Arw( )CT+ATT

/-\/\

Como para 7 > 0,

T—1

p(t+7)=ATx(t) + > AT Rt + 1)
k=0

temos:

A (7) E{x(t+ T)rT(t)}

E { <A7x(t) + Ti: AT kgt + 7')) ’I”T(t)}
k=0

T—1

ATE{at)rT ()} + > AT RE {g(t+ )T (1)}
k=0

Uma vez que r(t) é invariante de x(t) entdo E {x(t)r" (t)} = 0,,x¢. Por outro lado,
da func@o de covariancia conjunta, vemos que:

E{q<t+k)rT(t)} :{ gnxé : Zig

0 que nos permite concluir que A, (7) = A7~1S. Quando 7 < 0, 2(t + 7) ndo tem
nada a ver com (t) sendo por isso independentes estas varidveis e, consequentemente,
®,.,, = 0,,%x¢. Por outro lado:

Ay (7) E{rt+7)z"(t)}

= (BE{z@)pTt+n)})"
A.LT( T)

Sendo por isso

Au(r) =4 5" (A )", r<o0
" OTLXZ bl TZO

sendo r(t) ruido branco com média nula e covaridncia R, a sua fung¢o de covaridncia
é
R , 7=0

Arr(7) { Orxe 5 T#0

Finalmente designamos:



e simplesmente por II,7 = 0. Com tudo isto, podemos reescrever a fun¢do de co-
varidncia de y(t)

CUCT + R , 7T=0
Ayy(r) = CIC(r)" +CA™ 'S , 7>0
CTI(r)CT 4+ ST (A—~1)"cT | r<0

II pode ser calculado através de:
I = E{z(t+12"(t+1)}
= B{(Ax(t) + q(t) (Ax(t) + g(t)" }
E {(Ax(t) +q(1)) (z" (1) AT + " (1)) }

= AE{z(t)z" ()} AT + E{q(t)z" ()} AT + AE {x(t)q" (t)} + E {a(t)q" (1)}
= ATAT + A, (0)AT + AN, (0) + R

Como ¢(t) ¢ independente de z(t), temos que Agz(0) = Agg(0) = Opxpn eIl éa
solucdo da equacdo de Lyapunov:

I1 = AIIAT + Q.
Para calcular II(7) fazemos:
(r) = E{z(t+7)2"(t)}
E{(Az(t+7—1)+q(t+7—-1))2"(t)}

= AE{z(t+7- 12"} +E{qt+7—-1)2"(t)}
= AIl(r — 1)+ Agz(7 — 1)

Sendo 7 > 0, como ¢(t),q(t + 1), ... é uma sequéncia independente de x(t), temos:
Ao (T — 1) = 0, xp. Sendo II(7) = AII(7 — 1), recursivamente, tem-se entao que:

I(r) = ATH(7 — 1).

Como
I(r) = E{z(t+ T)xT(t)}
= (E{z@)2"t+m)})"
= 1)
II(7), para 7 < 0 serd
m(r)=1(4")".
Substituindo II(7) em:
CUCT + R , 7=0
Ayy(r) ={ CATICT + CAT'S , >0
crca—)" +57 (cam )" | r<0
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1.8 Espacos de vectores aleatorios

Antes de abordar o filtro de Kalman, vamos alargar o conceito de espaco gerado por
v.a.s de média nula, escalares apresentado na Seccdo 1.5 a v.a. de dimensdo n. Seja
entdo uma v.a. n-dimensional, z € R™, com momento de segunda ordem finito

e média nula. Designaremos por H o conjunto de todos os vectores aleatérios n-
dimensionais com média nula e momento de segunda ordem finito

H= {x|E{x} =0, eE{||x||§} < oo}

E muito facil provar que H é um espago linear. Se para ,y € H, definirmos o produto
interno como

(z,9)y = E{z"y},

induzimos em H a norma

loll} = /@, 2) s = /B { Iall3}

que o completa, passando assim H a ser um espaco de Hilbert dos vectores aleatérios
de média nula e momento de segunda ordem finito.

O produto interno permite também introduzir o conceito de perpendicular. Dizemos
quez,yc Hex Lyse(r,y)y =0.SeY C He (z,y)y =0, Vy €Y, dizemos
que z L Y. Do Lemma ??, sabemos que existe um e um s6 yy € Y tal que

e —=yolly <lle—yly VyeY

Sendo entdo yo o minimo de ||z — y||; Vy € Y, temos que x — yo L Y é a condi¢do
de optimalidade.

Sejam y1,¥2,...,yn vectores aleatérios de dimensdo p, com média nula e mo-
mento de segunda ordem finito. Definimos agora Y como sendo o espago gerado por

Y1,Y2, - -, YN, OU S€ja
N
Y= {iZZAi%\Ai GR"”’} (1.29)
i=1

onde todos os elementos & € Y sdo vectores a. n-dimensionais com média nula e
momento de segunda ordem finito. Se Y for completado com a norma ||-||; , passa a
ser um subespaco de H e, consequentemente, Y C H.

Lema 5. £ € H ¢é ortogonal ao subespaco Y definido em (1.29) se e so se

E{iyl'} =0nyxp, i=1,...,n.
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Demonstragdo. Se E {iyZT } = Oy xp entdo para qualquer £ € Y
N N
(%), = E {fT (Z Ai?Ji) } = ZE {Z" (Awi)}
i=1 i=1

= i E {trago z (Aiyi)T}

i=1

N
= Z E {trago iyl AT}

=1

N
= Z trago E {:EyZTA;‘F}
i=1

N
= Ztra@o E {ile} AT =0
i=1

Logo z L % e, consequentemente, £ 1 Y.
Suponhamos agora que £ L Y, logo

(#,Awi))y = E{&" (A}
= E {traco i‘leAlT}
= traco E {i‘leA?}
= tragoE{jyiT}AZT:O, i=1,...

e como A; pode ser qualquer matriz de ordem n x p, podemos fazer A; = E {ile} o
que conduz a

traco E {iy] } AT = trago {A;A]} = A% =0 = A;=FE {3y]} = Opspy i=1,...

m}

1.9 Projeccoes ortogonais em espacos de vectores aleatorios

A defini¢d@o de produto interno permitiu-nos alargar o conceito de ortogonalidade a H.
Ora se existe o conceito de ortogonalidade também existe o de projeccdo ortogonal.
Assim, yo € Y e Y C H é a projeccdo ortogonalde x € Hem Y sexz —yp L Y.
Assim, a melhor aproximagdo de 2 em Y é a projec¢iode zem Y : E (z /Y).

Conseguimos desta forma transformar um problema de optimiza¢do num problema
geométrico de determinar projec¢des. Sendo Y um subespaco de H, este problema
pode ser resolvido com recurso a técnicas de Algebra Linear.

Lema 6. Seja Y um subespaco de H definido por y1,y2,...,yn € RP ex € R" um
elemento de H. A projecc¢do ortogonal de x em'Y é

E(z/Y) =550y (1.30)
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em que

Y1
Y2
y = .| eRM
YN
Sy = E{ay’}eRVNP

Demonstragdo. A expressao (1.30) mostra-nos que E (z /Y') € Y, pois é uma combinagio
linear de y1,y2, . . ., yn. Para provar que € a projec¢do ortogonal de x em Y, s6 temos
que demonstrar

f=x—E@)Y) Ly, i=1,...,n

Se definirmos:

By = (Ip‘opxp"" ‘OPXP)ERPXNP
By = (Opup|Lp| | Opxp ) € RPXNP
E = (Opo‘Opo"”‘Ip""‘opxp)eRpXNp
En = (Opxp | Opxp | -+ | I ) € RPXNP

entioy; = F,y, i=1,...,N.
0 que nos permite calcular:

elagl} = B{(c-E@/Y))(ED"} (131
= B{(v—E(/v))g"ET} (1.32)
= E{(x—E(:v/Y)) ﬂT}EiT (1.33)
= Elay" - S50y } EY (1.34)
= (E{aey"} - o2y E{yy"}) ET (1.35)
= (Bag — SepZy; Sgy) B (1.36)
= (Bug—Zag) B =Onxp, i=1,...,N (1.37)

Como E {;EQZT } = Oy, xp, entdo pelo Lemma 5, = € ortogonal a Y e consequente-
mente E (x /Y') é a projecio ortogonal de z em Y o

Sejam Y; e Y5 dois subespacos de H. Dizemos que Y € a soma directa de Y, e Y,
e designa-se por Y1 @ Y5 se

YleQZ(Z) e Y1UY2:Y.

Vejamos de seguida como podemos decompdr a projec¢do de x € H num subespago
Y=Yi®YseY: LY>.
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Lema 7. Sejam Y,Y1,Ys subespacos de H tal que Y =Y, @Yo eY; L Y5 A
projecgdo ortogonal de x € H emY é

E@/Y)=EB@ /) +E@/Ys)

Demonstragdo. Sejam y11,Y12,-- -, Y1N, Y21, Y22, - - -, Y2n Um conjunto de vectores
aleatérios linearmente independentes que gera Y e em que y11,%12,...,Y1N € Y1 €
Y21, Y22, - - -, YaN € Yo. Se definirmos
Y11 Y21
B Y12 B Y22 B i
Y1 = y Y2 = e y= -
Y2
YIN YonN

a projeccio ortogonal E (z /Y') é dada por E (z /Y ) = £,;5- 15 em que

vy

Yo = E{3y"}=E{z(y191)}
= E{(zyT|7y3)}
= (E{zy{}|1E{2y3 })
= (Ewm‘zxﬂz)

Yo = E{up"}= E{(y2>(z7fly§)}
— _T —
Y1Y1 y1y2
= F 7Y 7
{( U2yt v >}
_ (Egyly{% Egylygﬁ)
E{pyl} E{pyi

Como Yy L Ya, temos que Oy, xp, = E {5173 } = E {7201 } = Opyxp, ©

Egg _ ( 2171171 0p1 Xp2 >
Opz Xp1 Ez}zﬂz
_— Ej_l — E7;12/1 01’1 sz
v Op2 Xp1 21721/2

Substituindo agora Y5 € Y55 pelos seu valores na expressao de E(x/Y), obtemos:

E/Y) = <Ezy1|21y2)( %5 O >(y1 )

Opaxp G272 Y2

-1 Y1
= ( Ty y1y1|2ry22y2y2) ( o >
= E E;g yl + Ed?ygzyzyzyQ
= E@/M)+E(@=/Y2)
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1.10 Inovacoes
Seja
N
Y = {Z AzyZ ‘Al c R"Xp,yi S ]Rp}
i=1

um subespaco de H. Existe um conjunto de vectores aleatérios 41, Yo, ..., yn NAO
correlacionados entre si, tal que

N N
Y = {Z Ay =Y A
i=1

=1

Ay Ay € R™P y, §; € RP}

Chamamos inovagdes aos vectores aleatorios ¥y, ¥z, - - ., YN -

Notemos que a dimensdo das inovagdes ndo tem de ser a mesma de £ € H, (as
inovagdes t€m dimensao p e & tem dimensao n).
Exemplo 10 Vamos calcular as inovacées do subespaco Yy gerado por as v.a.s
Y1, .-, YN. Sejam Yy os subespacos:

N
Y = {ZAzyz|Al e R™P y; GRP} k=1,...,n.

i=1

Definimos
ho= 0
o = y2—E(y2/Y1)=y2— Ban
N
in = yn—E(@n/Yno1)=yn—Y_ Bnm

k=1

onde E (yx /Yi-1), k = 1,...,N é a projec¢do ortogonal de yj. no subespago
Yi._1. Estas equagdes podem ser escritas na forma matricial

(0 I, Opxp -+ Opxp Y1
Yo B Ip T Opxp Y2
N By 7 - I, YN

Dado que nesta expressdo a matriz de ordem Np X Np é triangular inferior com Is
na diagonal principal, entdo é ndo singular. Vemos assim que yi também pode ser
expresso como uma combinacdo linear de 1, ya, . . ., YN

Se isto acontece, entdo x, € Y, = &), = Zle Apiyr = Zle Ay Vamos
agora demonstrar que yy,k = 1,..., N sdo vectores ndo correlacionados. Como
O = yp — E(ye [Ye—1), entdo g, L Ypon = Gp L gi=1,....,k—1e
k=2,...,N. Concluimos daqui serem todos os vectores Y, perpendiculares entre si.
Logo 41,92, - - ., YN sdo as inovagdes do conjunto de vectores yi,ya, . . . , yn. Notemos
ainda que este método se assemelha ao método de Gram-Schmidt para a construcdo
de bases ortogonais para espagos vectoriais. a
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