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Solução da equação de estados de sistemas
autónomos

Modelo de estado dum sistema autónomo:

ẋ = Ax

Com

x ∈ IRnx

A ∈ IRnx×nx

Se o sistema for largado no estado x(0) então:

x(t) = eAtx(0).
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Solução da equação de estados de sistemas
autónomos

Modelo de estado dum sistema autónomo:

ẋ = Ax

Com

x ∈ IRnx

A ∈ IRnx×nx

Se o sistema for largado no estado x(0) então:

x(t) =eAt︸︷︷︸
matriz exponencial

x(0).
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Matrix exponencial

A exponencial escalar pode ser representada pela série de
Taylor:

ea = 1 + a +
a2

2
+ · · ·+ ak

k!
+ · · · =

∞∑
k=1

ak

k!

Análogamente, a matriz exponencial é definida pela série
convergente

eA = Inx + A +
A2

2
+ · · ·+ Ak

k!
+ · · · =

∞∑
k=1

Ak

k!

Propriedades (idênticas às da exponencial escalar):

e0n×n = In.
(
eA)−1

= e−A.

eA1+A2 = eA1eA2 sse A1A2 = A2A1.
deAt

dt
= AeAt.

eA(t1+t2) = eAt1eAt2 .
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Valores e vetores próprios da matriz exponencial

Sejam {
λ − Valor próprio de A
v − vetor próprio de A ⇔ Av = λv

Calculando

A2v = A (Av) = Aλv = λAv = λλv = λ2v,

concluı́mos:

Se v e λ forem um par de vetor e valor próprios de A então v e
λ2 são um par de valor e vetor próprio de A2.

Por indução:

Se v e λ forem um par de vetor e valor próprios de A então v e
λk são um par de valor e vetor próprio de Ak.
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Valores e vetores próprios da matriz exponencial

Sejam v e λ um par de vetor e valor próprios de A:

eAtv =

(
Inx + At +

(At)2

2
+ · · ·+ (At)k

k!
+ . . .

)
v =

= v + Atv +
(At)2

2
v + · · ·+ (At)k

k!
v + · · · =

= v + tAv +
t2

2
A2v + · · ·+ tk

k!
Akv + · · · =

= v + tλv +
t2

2
λ2v + · · ·+ tk

k!
λkv + · · · =

=

(
v + tλ+

t2

2
λ2 + · · ·+ tk

k!
λk + . . .

)
v = eλtv

Se v e λ forem um par de vetor e valor próprios de A então v e
eλt são um par de valor e vetor próprios de eAt
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Trajetória de modos reais ao longo das direções
próprias

Se
x(0) = d(0)v, v(0) ∈ IR,

então

x(t) = eAtx(0) = eAtd(0)x(0)v = d(0)
(
eAtv

)
= d(0)eλtv.

Se um sistema for largado numa direção própria real a sua
trajetória permanecerá na mesma direção.
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Trajetória de modos reais ao longo das direções
próprias

Trajetórias no espaço de estados dum sistema de segunda ordem
com valores próprios reais (λ1 e λ2) largado nas direções próprias
(v1 e v2) .
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Trajetória no espaço de estados

Sistema ẋ(t) = Ax(t).

A ∈ IRnx×nx com nx valores próprios, λ1, . . . , λnx , distintos
entre si ⇒ seus vetores prórios, v1, . . . , vn, são linearmente
independentes ⇒ constituem um base para o espaço de
estados IRnx .

Decompondo x(0) segundo os vetores próprios v1, . . . , vn :

x(0) =
nx∑

k=1

dk(0)vk, dk(0) ∈ IR, k = 1, . . . , nx.

obtemos a trajetória também decomposta segundo as
direções próprias:

x(t) = eAtx(0) = eAt
nx∑

k=1

dk(0)vk =

nx∑
k=1

dk(0)eAtvk =

nx∑
k=1

dk(0)eλktvk
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Trajetória no espaço de estados

Definindo
dk(t) = dk(0)eλt

obtemos

x(t) =

nx∑
k=1

dk(t)vk = v1d1(t) + v2d2(t) + · · ·+ vnxdnx(t) =

=
[
v1 v2 · · · vnx

]


d1(t)
d2(t)

...
dnx(t)

 = Wd(t)

com

W =
[
v1 v2 · · · vnx

]
d(t) =

[
d1(t) d2(t)

... dnx(t)
]T
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Trajetória no espaço de estados

Trajectórias no espaço de estados dum sistema de segunda ordem
com valores próprios reais (λ1 < 0 e λ2 > 0) fora das direções
próprias (v1 e v2).
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Trajetória no espaço de estados

Trajectórias no espaço de estados dum sistema de segunda ordem
com valores próprios reais negativos: A trajetória tende para a
direcção própria do modo mais lento (neste caso eλ2t.
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Realização modal

dk(t) = dk(0)eλkt ⇒ ḋk(t) = λkdk(t).

Logo 
ḋ1(t)
ḋ2(t)

...
ḋnx(t)

 =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λnx




d1(t)
d2(t)

...
dnx(t)

 = Λd(t)

em que

Λ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λnx


ḋ(t) = Λd(t) é a realização modal.
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Realização modal

Como x(t) = Wd(t) então:

ẋ(t) = Wḋ(t) = Ax(t) = AWd(t)

De onde

ḋ(t) = W−1AWd(t) = Λd(t) ⇒ Λ = W−1AW.

Trajetória modal:
d(t) = eΛtd(0).
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Realização modal

Como

eΛt =


eλ1t 0 · · · 0
0 eλ2t · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · eλnx t

 ,

então

d1(t) = d1(0)eλ1t

d2(t) = d2(0)eλ1t

...
dnx(t) = dnx(0)e

λnx t,

isto é, cada componente dk(t) de d(t) contém um único
modo eλkt. Como

d(t) = W−1x(t),
a matriz W−1 é conhecida por Filtro modal.
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Realização modal

Realização modal ou diagonal
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Modos Complexos

Se λ = σ + jω, ω ̸= 0 for um valor próprio de A ∈ IRnx×nx

associado ao vector próprio v = vR + jvI, então λ∗ = σ − jω
e v∗ = vR − jvI também são valor e vector próprios de A.
Demonstração: Pela definição de valor próprio:

Av = λv

Se v = vR + jvI e λ = σ + jω,

AvR + jAvI = (σvR − ωvI) + j (σvI + ωvR)

Paulo Lopes dos Santos Sistemas Lineares e Invariantes no Tempo 17/17


	Solução da equação de estados de sistemas autónomos
	Matriz exponencial
	Análise modal
	Valores e vetores próprios da matriz exponencial
	Trajetórias de modos reais.
	Trajetórias de modos complexos


