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Resumo

o Solucao da equacao de estados de sistemas autbnomos
e Matriz exponencial

e Anélise modal
@ Valores e vetores proprios da matriz exponencial
@ Trajetorias de modos reais.

@ Trajetérias de modos complexos
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Solugao da equacao de estados de sistemas autonomos

Solucao da equacgao de estados de sistemas

autbnomos

Modelo de estado dum sistema auténomo:
x = Ax
Com

x ¢ R*
A € R»*™

Se o sistema for largado no estado x(0) entéo:

x(t) = e*'x(0).
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Solugao da equacao de estados de sistemas autonomos

Solucao da equacgao de estados de sistemas

auténomos
Modelo de estado dum sistema autonomo:
x =Ax
Com

x ¢ R*
A € R»*™

Se o sistema for largado no estado x(0) entéo:

x(1) :g‘ﬁ/x(O).

matriz exponencial
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Mz
Matrix exponencial

@ A exponencial escalar pode ser representada pela série de

Taylor:
2 k Xk
a_ @Y N
ef=ltat ottt —;k!
@ Andlogamente, a matriz exponencial é definida pela série
convergente
A? Ak >, Ak
A
=7 A4+ " 4.4 = il
¢ =l A+ o+t 2
@ Propriedades (idénticas as da exponencial escalar):
e0n><n :In. (eA)_l = e_A.
de!

e — liphr gse A1A; = AsA. - =Aet.
eAltiTn) — At AL
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Valores e vetores préprios da matriz exponencial

Sejam
A — Valor proprio deA o Ay — )\
v — vetor proprio de A
Calculando
A%V = A (Av) = Al = My = M = Ay,
concluimos:

Se v e X\ forem um par de vetor e valor préprios de A entdaov e
A% sd0 um par de valor e vetor préprio de A2.

Por indugao:

Se v e \ forem um par de vetor e valor préprios de A entdov e
M sd0 um par de valor e vetor proprio de A*.
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Valores e vetores préprios da matriz exponencial

Sejam v e A um par de vetor e valor proprios de A:

At)? At)*
Ay = (Inx—l-At—i—(z)—i-"'—i-(k') +...>v:
At)? Ar)*

= ik
= v+tAv+§A2v+---—|—EAkv—|—-~-:

2 t*
= v—i—t)\v—l—z)\zv—i----—l—y)\kv—l—---:

2 k
= <v+zA+2A2+---+Id>\k+...)v—e”v

Se v e X forem um par de vetor e valor proprios de A entao v e
¢ sd30 um par de valor e vetor proprios de e
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Trajetoria de modos reais ao longo das direcoes

proprias

Se

entao
x(t) = eYx(0) = e*'d(0)x(0)v = d(0) (e*'v) = d(0)ev.

Se um sistema for largado numa dire¢ao propria real a sua
trajetoria permanecera na mesma direcao.
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Trajetoria de modos reais ao longo das direcoes

proprias

(o

N=0
x(0)=d (0)v,

vV,

%, (0)=d (0}, N
Cx :

| dfn

x(O=d {t)v, /

x (D=d (v, !

t
Trajetérias no espaco de estados dum sistema de segunda ordem
com valores préprios reais (A\; e \,) largado nas diregdes préprias
(viery).
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Trajetdria no espaco de estados

@ Sistema x(1) = Ax(z).

@ A € R™*" com n, valores proprios, Ay, ..., A, distintos
entre si = seus vetores prorios, vy, ..., v,, sao linearmente
independentes =- constituem um base para o espaco de
estados R™.

@ Decompondo x(0) segundo os vetores proprios vy, ..., v, :
nx
x(0) =3 d(0wi, d(0) R, k=1,...,n,.
k=1

obtemos a trajetoria também decomposta segundo as
direcdes proprias:

x(t) = e''x(0) = eAZZXdk(O)Vk = Zxdk(o)emvk = Zxdk(O)e)"‘tvk
k=1 k=1 k=1
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Trajetdria no espaco de estados

@ Definindo
di(t) = d(0)e™

obtemos

x(t) = Enx:dk(l‘)vk =vid; (l) =+ Vzdz(l‘) 4+ -+ vnxd,,x(t) =
k=1

di(1)
= [ v o v dz:(t) = Wd(1)
i (1)
com
W = [vl vy - v,,x]

dt) = [dl(t) d(t) dnx(t)r
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Trajetdria no espaco de estados

dy®

A%
}\1‘: 0 J ‘*._W v, v
v, . Ty \\
P,
X, T

dgt)

Trajectorias no espaco de estados dum sistema de segunda ordem
com valores préprios reais (A\; < 0 e \, > 0) fora das diregdes
proprias (v, € vy).
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Trajetdria no espaco de estados

INa] =] N
Ay,
A / 40
’ Sl /
) v
<0 ‘ }
N V2 h=0 \\
Vi ‘\ N\
T
~
- t
XA
d <

t

Trajectérias no espaco de estados dum sistema de segunda ordem
com valores préprios reais negativos: A trajetéria tende para a
direcgéo propria do modo mais lento (neste caso e**'.

Paulo Lopes dos Santos istemas Lineares e Invariantes no Tempo



Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Realizagao modal

(*] dk(t) = dk(O)e)‘kt = dk(l) = /\kdk(t).

@ Logo
d, (1) A0 - 0] [di(o)
do(t 0 N - 0| |t
Sl I e B Rl I
dy (1) 0 0 - A [dn()
em que

MO 0
0 X\ 0
0 0 A,

@ d(1r) = Ad(r) é a realizacao modal.
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Realizagao modal

@ Como x(t) = Wd(t) entdo:
x(t) = Wd(t) = Ax(1) = AWd(r)
@ De onde

d(1) = W IAWd(1) = Ad(t) = A = W AW.

@ Trajetoria modal:
d(1) = e*d(0).
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Realizagao modal

@ Como
M0 ... 0
0 eM 0
eAz _ _ 7
0 0 et
entao

dnx (t) = dnx (O)e)\nxr7

isto €, cada componente dy(¢) de d(¢) contém um Unico

modo ¢*. Como
d(t) = Wx(1),

a matriz W—! é conhecida por Filtro modal.
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria

Realizacao modal

d,(0)
du(1) dyt)

Realizagdo modal ou diagonal
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Valores e vetores proprios da matriz exponencial Trajetoria
Modos Complexos

@ Se A\ =0 + jw, w # 0 for um valor proprio de A € R™*"™
associado ao vector proprio v = vg + jv;, entdo \* = o — jw
e v* = vg — jv; também sao valor e vector proprios de A.
Demonstracao: Pela definicao de valor préprio:

Av = v
Sev=vgt+jvie =0+ jw,

Avg + jAv; = (ovg — wvy) +j (ov + wvg)
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