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Modelo de estado dum sistema auténomo:
x=f(x,t;p)
Com

x € R, n>>1
u — parametros do sistema

Numa analise digital o sistema é amostrado no tempo com um
periodo de amostragem T;:

X1 = F(xi, k, Ty, 0,)
com

xr = x(kTy)
0; = parametros do sistema
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@y, =g(xi,k,0,), k=1,...,msdo medi¢bes do sistema em
que 6, tambémn s&o parametros do sistema.

@ Em muitas aplicagoes y, = x;.

@ n >> 1 = sistema muito complexo ou um video onde x
armazena o numero total de pixels duma imagem.

@ Em geral ndo é possivel construir uma solugao para a
equacao de estado se f(-) for nao linear.

@ A Dynamic Mode Decomposition parte do principio que
f(-) é desconhecida e aproxima o sistema por

x=Ax
com condigao inicial

x(0) =Y ¢bi = Pb
i=1
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onde
¢ — M vetor proprio de A;
b; — Componente de x(0) segundo a diregao de ¢;;
P = [051 ¢1 Cbn];
b = [b1 by -+ b

@ De onde x( Zq’), with; = &SV

Wi () o0
0 wy --- 0
comQ = | . . .
0O 0 - w

wi, i =1...,n, sd0 os valores proprios de \A.
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@ O sistema amostrado no tempo com periodo ¢ é:
X1 = Axy
com
A=Al

@ A solucao em tempo discreto é:

xe =Y ¢Xbi=BAD.
i=1

com:
N — i valor proprio de A.
0 X -~ 0
A = S )
0O 0 -+ X:n
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Dados os estados x;, k = 1,...,m, 0 algoritmo DMD produz
uma descomposi¢cao em valores proprios com baixa
carateristica da matriz que minimiza

m
Voup = Z k1 — Axi]]3 -
k=2

Por outra palavras o DMD resolve um problema de minimos
quadrados.
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SOLU(;AO:
@ Definir
R |
X = X1 X2 Xm—1
L |
| |
X = X2 X3 Xm
L |
o Entao
X =AX
e
A =Xx'xt
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@ é o minimo de

m
Vomp = Z (e —Axk||§ = HX/ _AXHIZV
k=2
@ No DMD assume-se:

@ Que as colunas x; de X sao instantaneos de dimenséao
muito elevada.

e O numero de instantaneos € inferior a dimensao.
@ Logo, as matrizes X e X’ sao altas e magras.

@ No entanto, X e X’ ndo sdo matrizes de caracteristica
completa, com caracteristica muito inferioram — 1, o seu
ndmero de colunas.
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@ Isto significa que o estado do sistema evolui num
subespaco do espago de estados com dimensao muito
inferior, ou seja, que a evolugao dos estados é
determinada por um conjunto de modos dominantes cujo
numero é muito inferior a dimensao do estado.

@ Assim, o DMD projeta A numa matriz de dimensao inferior
A que contém os seus modos dominantes e utiliza esta
matriz para calcular os valores e vetores proprios
dominantes e reconstruir a trajetéria de x no espaco de
estados de dimensao elevada.
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@ A evolucao do estado x; é determinada por um conjunto
reduzido de modos do sistema (modos dominantes).

@ Logo X nao é uma matriz de caracteristica completa.

@ O subespaco onde das colunas de X (e também de X’ é o
subespaco onde x; evolui, tem uma dimensido menor do
que a dos espaco de estados.

@ Para captar esse subespaco deve-se:
@ fazer uma decomposicdo em valores singulares (svd) d X :
X=vzv’
@ Calcular A considerando apenas as r primeiras colunas de
U e de V e os primeiros r valores singulares:

A=XxXx"=xv.x U
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@ Consideremos agora a matriz U € R"*" com todas as
suas colunas.

@ Entdo Ay = UTAU é uma matriz semelhante a A (ambas
as matrizes tém os mesmos valores proprios)

@ Sejaxe R talquex =U,x

@ Entdo ¥, = A%, com A = UTA,U,%.
Demonstracao:
Xit1 = Uxpy = Axy = AU, xy.
Como U'U, =1, entdo x| = UTAUx;.

Paulo Lopes dos Santos



Algoritmo DMD

@ Se ¢ é um vetor préprio de A entdo U”v é um valor préprio
de Ay.
Demonstracao: A U’y = UTAUUTv = UTAv = \U"y

@ Se w for um valor préprio de A associado ao valor préprio
A entdo ¢ = U,w € vetor proprio de A associado a .
Demonstracdo: ¢ = Uw = w = Ul ¢.

Como w é vetor proprio de A entdo

Aw = \w = UTAUw = UTA¢p = \w = \UT ¢.
Logo UTA¢ = U \¢ de onde
Ad = \o.

Daqui conclui-se que \ e ¢ sao valor e vetores préprios de
A.
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