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Introdugao
Processos estocaticos - definicao

@ Evolugao da temperatura num determinado local.
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Introducgéao
Processos estocaticos - definicao

@ Ruido de sensores.

ping time noise(us)
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Introdugao
Processos estocaticos - definicao

@ Sinais de radar.

@ Cotagao de agdes na bolsa.

@ Consumo de agua numa cidade.

@ Consumo de eletricidade numa cidade.

@ Taxa de ocupacgao hoteleira de uma regiao.

@ etc.
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Introdugao
Processos estocaticos - definicao
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Consumo de eletricidade numa cidade.
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Taxa de ocupagao hoteleira de uma regiao.
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etc.

O que tém em comum estas variaveis?
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Introducgao

Processos estocaticos - definicao

@ Sinais de radar.
@ Cotagao de agdes na bolsa.
@ Consumo de agua numa cidade.
@ Consumo de eletricidade numa cidade.
@ Taxa de ocupacgao hoteleira de uma regiao.
@ efc.
O que tém em comum estas variaveis?

Resposta: Evoluem no tempo segundo leis probabilisticas.
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Introducgao
Processos estocaticos - definicao

Sinais de radar.

(]

Cotagao de agdes na bolsa.

(]

Consumo de agua numa cidade.

Consumo de eletricidade numa cidade.

(]

(]

Taxa de ocupagao hoteleira de uma regiao.

(]

etc.
O que tém em comum estas variaveis?

Resposta: Evoluem no tempo segundo leis probabilisticas.
Sao Processos Estocasticos.
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Introducgao

Processoa estocasticos - Definicao

Definicao de Processo Estocastico

@ Conjunto de todas as variagoes possiveis de uma variavel
aleatéria que é funcao do tempo.

@ Familias de fungdes (reais ou complexas) do tempo

@ Conjunto de variaveis aleatobias (v.a) indexadas por um
conjunto T.

Também é designado por
@ Série temporal.

@ Funcao aleatdria.
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Introdugao

Processos estocasticos - Notagao

Seja 2 0 espaco amostral das variaveis aleatérias dum
processo estocastico x.

@ Esse processo é designado por {x(t,w),t € T,w € Q}, em
que 7 é o tempo e w 0 evento.
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Introducgao

Processos estocasticos - Notagcao

Seja 2 0 espaco amostral das variaveis aleatérias dum
processo estocastico x.

@ Esse processo é designado por {x(t,w),t € T,w € Q}, em
que 7 é o tempo e w 0 evento.

@ Se se fixar t = t; tem-se a variavel aleatéria x(7;,w) no
espago amostral €.

@ Se se fixar 0 evento w = w; obtém-se a fungao do tempo
x(t,w; ) designada por realizagao.
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Introdugao

Processos estocasticos - Notagao

Exemplo

Seja x(t,w) a evolugao da temperatura ao longo de um dia.
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Introdugao

Processos estocasticos - Notagao

Exemplo
Seja x(t,w) a evolugao da temperatura ao longo de um dia.

@ Ser=12h, x(12,w) é uma variavel aleatéria que descreve
a temperatura ao meio-dia.
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Introducgao

Processos estocasticos - Notagcao

Exemplo
Seja x(t,w) a evolugao da temperatura ao longo de um dia.

@ Ser=12h, x(12,w) é uma variavel aleatéria que descreve
a temperatura ao meio-dia.

@ Se w = 15 de outubro de 2021, x(z, 15 de outubro de 2021
) € um funcdo que mapeia a temperatura do dia 15 de
outubro de 2021 em fungao do tempo, ou seja, € a
realizagao de x(¢,w) no dia 15 de outubro de 2021.

@ Para simplificar a notagao, representa-se 0 processo
estocastico x(,w) apenas por x(¢) ou {x(z)}.
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Introducgao

Processos estocasticos continuos e discretos

Um processo estocastico pode ser:

@ Continuo ou em tempo continuo: Se o conjunto de
indices T variar continuamente num intervalo, i.e., se
T =la,b],ouT = [a,b],0u T =|a,b],ou T =|a,b] ou
T =R =]oo, 0.

@ Discreto ou em tempo discreto: Se o conjnto de indices
for enumeravel, isto é,se T C Z.
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Introducgao

Processos estocasticos continuos e discretos

Exemplos

@ Seja x(1) a evolugao da temperatura a longo de um dia
com T = [0,24]. Entao, x(¢) € um processo estocastico
continuo.

©Q Seja x* (1) a um processo estocastico que resulta da
amostragem de x(r) de hora a hora, i.e, T = {0, 1,...,23}.
Entéo, x*(r) € um processo estocéastico discreto.

So consideraremos processos estocasticos discretos e
quase todos resultam da amostragem de processos
continuos.
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Distribuicao, média e covariancia dum processo

Distibuicao dum processo estocastico

Nos instantes 11,1, . .., # 0 processo estocastico x(¢) pode ser
visto como a variavel aleatéria k-dimensional
x(tl)

x(f
Xy = [T

x(t)
com distribuigao:
szx 1) <apxt) <ay,...,x(ty) <a} =
/ / / Piytoroe (X1, %2, - oo Xg)dxydxy . dxy,
em que
@ aj,ap,...,a; € R,

@ pi bt (X1,X2, ..., x%) € @ fungdo de densidade de
probabilidade conjunta de X, ,.
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Distribuicao, média e covariancia dum processo

Distibuicao dum processo estocastico

@ A distribuicdo P {x(t1) < aj,x(r2) < az,...,x(tx) < ar} €a
distribui¢ao finita de x(¢) nos instantes 7,1, . .. , .

@ A distribuicao de x(r) € determinada por todas as suas
distribuicdes finitas.

@ Se estas forem normais (gaussianas), entao x(t) € um
processo estocastico gaussiano.
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Distribuicao, média e covariancia dum processo

Média e Covariancia dum processo estocastico

Momento de ordem k do processo estocastico {x(r)}:

l‘l, 1y .., tk) = E{x(tl),x(tz), . ,x(tk)} =

/ / / Xk Ptttk (X], e 7xk) dxlde e dxk

@ Funcao média ou média de {x(¢)}- Momento de primeira
ordem:

px(t) = E{x(1) } = My(1).

@ Funcao (ou sequéncia) de covariancia dum processo
estocastico:

Ac(ty8) = E{(x(1) = px(2)) (x(5) = pax(5))} = Mix(2, 8) =Mu(1) Mo ().
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Distribuicao, média e covariancia dum processo

Média e Covariancia dum processo estocastico

@ Variancia dum processo estocastico:
(=4
o (t) = Ax(t,1)

Definicao 1

Processos estocasticos de segunda ordem sao processos
estocasticos com variancia finita
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Distribuicao, média e covariancia dum processo

Exemplo - Processo estocastico gaussiano

Se {x(1)},2__, for um processo estocastico gaussiano com
média 1, (7) e covariancia o(t, s) , a fungéo de densidade de
probabilidade conjunta de x(r;), ..., x(%) €

pll,tz,...,tk (xl) e 7xk) =
k

1 1 »
QR P T2 Z i i = ual)] g — ()]

@ ¥ = [o(t;1;)] € R**k - Matriz das covariancias.

o ¥ ! - elemento (i,j) da matriz inversa ¥~
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Distribuicao, média e covariancia dum processo

Processos estocasticos multidimensionais

@ Seja x(¢) o vector n-dimensional

X1(t)

Xn (1)
onde x;(r) sdo processos escalares.

@ A média do processo {x(¢)} €

[ E{xi(0)} ]
Ba() | [0

inlt) = B{x(} = | B} | = |

I E{Xn(l‘)} | an(t)
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Distribuicao, média e covariancia dum processo

Processos estocasticos multidimensionais

@ A covariancia de {x(¢)} é

Aualts) = E{Ix(0) = ju(0)] [(5) = ()] } =

E{xi()x1(s)} E{xi(Dx2(s)} -+ E{xi(H)xu(s)}
E{x(0)x1(s)} E{X2(t)%2(s)} E{X2(t)xn(s)}

EG0a()} EEHORE) - E0h)
onde X;(1) = xi(t) — py, (), i=1, 2, ..., n.

@ Os elementos da diagonal principal de A,,(z,s) sao as
funcdes de covariancia de {x;(r)},i=1, 2, ..., n,e 0s
outros sao as funcgdes de covariancia cruzada entre {x;(¢)}

e {x()}, i #J.
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Processos Estocasticos Fortemente Estacionarios

@ Um processo estocastico é estacionario quando as suas
propriedades estatisticas nao mudam com o tempo.

@ A funcéo de densidade de probabilidade conjunta dum
processo estacionario so6 depende da diferenca
temporal entre as amostras, sendo independente do
intervalo de tempo em que sao tomadas:

ptl,tz,...,tk(-xluxZu s ,Xk) = Pt1+7,t2+r,...,tk+'r(xl7x2, .. ,Xk).

@ Se esta condigao se verificar para qualquer valor de 7,
dizemos que o processo é fortemente estacionario.
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Processos Estocasticos Fracamete Estacionarios

@ Num processo fortemente estacionario a média é
constante e a fungao covariancia depende da diferenga
temporal, isto é,

(1) = p

Ax(t,5) = Ae(t — 5).

@ Processos que nao sao fortemente estacionarios mas
onde estas condigdes se verificam sao designados como
processos fracamente estacionarios.
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Exemplo - Ruido branco

{v(1)}2_ € ruido branco se as variaveis aleatdrias v(r) e v(s)
forem igualmente distribuidas e independentes entre si para
qualquer 7 # s, i.e.,

Prs (v(1),v(s)) = p: (v(1)) ps (V(s)), tF#s

Paulo Lopes dos Santos Processos Estocasticos, Sistemas e Modelos ES 20/102



Exemplo - Ruido branco

{v(1)}2_ € ruido branco se as variaveis aleatdrias v(r) e v(s)
forem igualmente distribuidas e independentes entre si para
qualquer 7 # s, i.e.,

Prs (v(1),v(s)) = p (v(1)) ps (v(s)), t#s
Como v(z) e v(s) sdo igualmente distribuidas,

© /(1) = My(t) = E{v(t)} = E{v(s)} = My(s) = pv(s) = pw
o M(t,t) =E {v(1)*} = E{v(s)*} = M2
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Exemplo - Ruido branco

{v(1)}2_ € ruido branco se as variaveis aleatdrias v(r) e v(s)
forem igualmente distribuidas e independentes entre si para
qualquer 7 # s, i.e.,

Prs (V(1),v(s)) = pr (v(1)) ps (v(s)), 1 F# s
Como v(r) e v(s) sao igualmente distribuidas,
© (1) = My(1) = E{v()} = E{v(s)} = My(s) = juu(s) = puy
o My(t,1) = E{v(1)’} = E {v(s)>} = M.
Como sao independentes, entao, para t # s,
o M,(1,5) = E{v(1)v(s)} = E {v())} E{v(s)} = :2.
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Logo,

5 c=0, t#s
Aalts) = Mltrs) — MM, (s) = { 15,715~ -
M; — s =07, t=s

v

@ o ruido branco é um sinal fracamente estacionario.

@ Também fortemente estacionario porque as suas
amostras sao igualmente distribuidas.
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O ruido branco é um sinal imprevisivel pois 0 seu valor num
dado instante é independente de todo o passado e futuro.

i)

25

Figura: Ruido branco gaussiano de média nula.
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Figura: Ruido branco binario de média nula.




Passeio aleatoério

Exemplo dum processo estocastico nao estacionario -
Passeio aleatorio

@ () - ruido branco de média nula e variancia o2 # 0

o x(r)=v(l)+v(2)+---+v(t), t=1,2,...comx(0)=0,¢é
um passeio (ou caminho) aleatorio.

@ Forma recursiva de x(r):

x(t) =x(t—1)+v(r), comux(0)=0
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Passeio aleatoério

@ Média de x(7):

pa(t) = E{v(1) +v(2) + ... +v(1)} = 0.

@ Covariancia: Como a média é nula,

At s) = Mu(,s) :E{X() (8)} =
= E{b()+---+vO] (1) +--- +v(s)]}
i 7#j=E{p@pv()} = EQv@)E{v()} = 0.
o t>s5= Aft,s) =E{vi(1)*} + - + E{vi(s)*} = so?.
o 1< 5= Ats) = E{n(1P} + -+ E{n (12} = 102,
s) =

A,

2

min(t, s)o;.

@ x(r) nao é um processo estocastico estacionario.
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Passeio aleatoério

¢ 1300

50 100
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Funcao covariancia de Processos Estocasticos

Estacionarios

@ Sem perda de generalidade, iremos considerar processos
estacionarios de média nula.

@ Como a fungao de covariancia de processos estacionarios
depende, unicamente, de r — s, iremos expressa-la na
forma

A7) = E{x(t +7)x(0)} = E{x(t)x(t — 1)}, 7==£1, £2, ...

Lema 1
A funcéo covariancia de um processo escalar, {x(z)},
fracamente estacionario, tem as seguintes propriedades:
) [ Aex(T)] € Ax(0) = 02,7 = £1, +2, ...

i) )\xx(T) = Aae(—7)

iii) ZZaak)\xx T — 7%) > 0.

i=1 k=1
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Funcao covariancia de Processos Estocasticos

Estacionarios

Exemplo

A
Funciio de covaridncia vilida
-

oot lTe, |

A
Fungiio de covaridncia
-

SRERE

ralida

Funciio de covariancia invdlida

e 1 UT??/\%,

Paulo Lopes dos Santos Processos Estocasticos, Sistemas e Modelos ES



Processos Ergodicos

@ Média temporal duma realizagao (amostra) do processo
estacionario de segunda ordem x(7):

1
me = IZ *1)

@ correlagao temporal duma realizagao (amostra) de x(¢):

t=N

Z x(t+ 7)x(1)

=1
ra(7) =T oo t
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Processos Ergodicos

Definicao - processo estocastico estacionario com média
ergodica

Um processo estacionario tem média ergodica se
E {(mx — ux)z} =0.
em que i, = E{x(7)}.

Definicao - processo estocastico estacionario com
covariancia ergodica

Um processo estacionario tem covariancia ergodica se

E{[n(r) - (1)}

Um processo € ergodico se tiver médias temporais iguais as
esperancas matematicas.
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Densidade Espetral

@ Se a fungao de covariancia dum processo estacionario
{x(7)} for absolutamente somavel, isto &, se

o0

> Pal(n)| <o

T=—00

entao tem transformada de Fourier.

@ A transformada de Fourier dum processo estacionario
{x(r)} é designada como densidade espectral de
poténcia de {x(¢)}, nome que frequentemente é abreviado
para densidade espectral.
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Densidade Espetral

Definicao 2:

Se {x(z)} for um processo estacionario com funcao de
covariancia absolutamente somavel, entdo

Dpr(w) = Y Aa(r)e 7

T=—00
€ a sua densidade espectral.

@ )\,.(7) pode ser determinado através da transformada
inversa de Fourier

M) = A / Do (w) e duw

:% .

@ Ha uma relagdo de um para um entre A\ (7) € @, (w), pelo
que ambas as fungdes transportam a mesma informacao.
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Densidade Espetral

@ Parat=0

1 s
A (0) = 02

o 2m ),

D (w)dw.

@ Se {x(t)} for ergodico com média nula, pode-se escrever
R 1 /"

L 200 _ 2001 —

ey v IZN’“ (1) = Pl (t)} = 52 / Prx(w)duw

—T

Aer(0)

em que P.{x(r)} é a poténcia do sinal x(¢) (teorema de
Parseval).

@ Pode-se conluir que @,,(w) representa a distribuicao da
poténcia de x(¢) pelo espectro w € (—m, 7). Dai, 0 nome de
densidade espectral de poténcia.
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Propriedades da Densidade Espetral

Lema 2
A densidade espectral ¢,,(w) tem as seguintes propriedades:
(i) @yp(w) = Pyr(—w) (simetria par)

(i) ®yr(w) > 0 (N0 negativa)
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Propagacao de processos estocasicos estacionarios

através de sistemas dinamicos estaveis

Lema 3

Se a entrada dum sistema causal, linear e invariante no tempo,
com fungao de transferéncia G(z) estavel, for um processo
estocastico fracamente estacionario, {u(r)}, com média nula e
densidade espetral {u(r)},®..(w), entao, a saida, {y(r)},
também & um processo fracamente estocastico estacionario
com média nula e densidade espectral

By (w) = |G(e)|* Bu(w)

Demonstracao: Ver Katayama
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Teorema da Densidade Espetral

Teorema 1 - Teorema da densidade espetral

A fungdo de densidade espectral ®,,(w) pode ser factorizada
na forma

O,y (w) = H () H (e7) 0* = |H(e)|* o2
em que

H(z) = i h(k)z~*
k=0

€ uma funcao de transferéncia estavel, com todos os zeros no
interior do circulo unitario (de fase minima), e com A(0) = 1.
Demonstracao: Ver Katayama
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Consequéncias do Teorema da Densidade Espectral

No que se segue, iremos substituir z pelo operador avango:

qx(1) = x(t+1)
qg x(t) = x(r—1)

@ Oteorema 1 e 0 Lema 2 permitem modelar qualquer
processo estocastico estacionario como a saida dum
sistema causal, linear, invariante no tempo e estavel,
excitado por ruido branco

e(t)

ruido branco Hig) — (@
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Consequéncias do Teorema da Densidade Espectral |

@ O termo densidade espectral também € utilizado para
designar a transformada z da fungao de autocorrelacao:

Du(q) = Z ()T

T=—00

@ O Lema 2 determina que a condicao de estabilidade é
absolutamente essencial para a estacionaridade do
processo.
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Previsao de processos estocasticos

Lema 4

Seja y(t) um processo estocastico estacionario de média nula.
Entéao, o melhor previsor de y(r) no instante r — 1, y(¢t|t — 1), que
designaremos por y(t), € o que tem o erro e(r) = y(1) — ¥(¢)
ruido branco de média nula. Se y(¢) tiver uma distribuicao
normal, entdo y(¢) € a melhor previsdo de y(r) no instante r — 1.
Calculo de y(1):

) —elt)
—e(t)
]

y(t
(1) = Hig)el) :
{ z(t) = y(t)q—y(r) —ery 0= { l[H( q)e(r)

(
H(q) — 1] e(t

e(t
e(t).
como e(t) = H'(q)y(t), entédo

(1) = [H(q) = 11H (@)y(r) = [1 = H ' (q)] ().
Desta relagao conclui-se que H(g) também tem que ser
inversamente estavel.
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Previsao linear processos estocasticos

Exemplo 2

@ Processo estocastico gerado por
¥(6) = u(r) + 2u(r — 1)

onde u(t) é ruido branco com média nula e variancia
2
o, = 1.

@ espectro generalizado de y(r) é

onde
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Previsao linear processos estocasticos

@ Previsor de y(¢) no instante ¢ — 1:

—1
50 = 16la) = 1167 (@) = o5 —pa(0) =
= 50 = Gala(n.

@ O previsor tem um polo em —2.

@ O previsor é instavel logo nao funciona!!

50

50
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Previsao linear processos estocasticos

@ Como € que numa situacao como esta podemos obter o
melhor previsor linear de y(z)?

@ Para responder a esta pergunta temos que ver se
conseguimos factorizar o espectro na forma

®y,(q) = H(q)H(q "o,
em que
H(q) = YX2oh(k)g™*
h0) = 1
€ uma funcao de transferéncia estavel e de fase minima,
isto &, com todos os pdlos e zeros no interior do circulo
unitario.
@ Os pdlos e zeros de H(q~') s@o os inversos dos de H(q)

estando, consequentemente, no exterior do circulo
unitario.
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Previsao linear processos estocasticos

@ Depois desta factorizagdo supomos que y(¢) € gerado pelo
modelo

y(1) = H(g)e(t)
a partir do qual podemos dimensionar o previsor.
Calculode H(q) :
@ Calcular

+2q7 142 _
1720 22 (q+2) (" +2).

D,,(q) = G(g)G(q™") = P

@ H(q) tem que ser o factor estavel de fase minima, logo
H(q) =K (¢ '+2)

em que K tera que forgar 2(0) = 1.
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Previsao linear processos estocasticos

@ Como

Zh (7' +2) =2K + kg~

entao
2K=1<K=0.5,

sendo
H(g)=05(q7"'+2)=05¢"" + 1.

Previsor:
0 = [H@ = 1H @) = (050 +1-1) gz—rol0)

(1) < 3(1) =05y(t — 1) — 0.59(r — 1).
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Previsao linear processos estocasticos

y@) | 05470 | 9(0)

e [

0.5¢7'+1
Erro de previsao:
. . 0.5¢! 0.5¢ ' +1—-0.5¢"
o) = () =30 =x0) - g5 =0 o5 1 W
1
O.5q_1+1y() (@)y(1)

Espetro de é(z):
Pilq) = He(@)He(q ' )Pyy(q) =
1 1 ~
- <0.5q‘1 + 1) <O.5q+ 1> (4+2) (a7 +2)
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Previsao linear processos estocasticos

g+ (¢ +2)
Dae(q) = 05(g7 1 +2)05(g+2) *

@ ¢(t) é ruido branco com variancia 4, maior que a de u(t)
que é 1.

@ O erro da melhor previsao linear de y(z) € ruido branco,
com média nula e variancia 4.

e(t) = y(t) — ¥(1)

L R R N T RS

o 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

Paulo Lopes dos Santos Processos Estocasticos, Sistemas e Modelos ES



Modelos de Processos Estocasticos: Modelo de

Média Mével (MA)

Vimos que um processo estocastico estacionario pode ser
conceptualizado como a saida dum SLIT excitado por ruido
branco:

e(t)

ruido branco

0, t<0
h(it)=¢ 1, t=0

H(q) [— y(1)

Se

¢, t>0

for a resposta impulsional de H(q), entao

y(t)=e(t)+cre(t—1)+ - +cpe(t—n)+--- .
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Modelos de Processos Estocasticos: Modelo de

Média Mével (MA)

Se
¢ =0, t>n,

obtem-se o modelo de média movel (MA, do inglés, Moving
Average)

1) = ClgHe(r)
Clg™") = l+ag '+ +eg™"

A funcao de transferéncia dum processo estocastico de média
movel é

H(q) = C(q").
e 0 seu melhor previsor linear &
-1 —n
N - 1y - cqg  + -t cong
) = [Clg)—1]c (g )y = .

Cldcag g

(1)

o) = eyt =1+ Feyt—n) —ad—1) = =it —n).
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Aproximagao por um processo de média moével

Dado que H(q) é estavel, num processo estocastico
estacionario onde H(q) tem resposta impulsional de duragao
infinita, i. e., com A(t) # 0V ¢ < 0,

lim A(t) =0

—00
Assim, qualquer processo estocastico pode ser aproximado
por um processo de média mével de ordem n, e 0 erro da
aproximacao diminui quando a ordem aumenta.
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Modelos de Processos Estocasticos: Modelo

Auto-Regressivo (AR)

@ Os modelos de média mével sao muito simples e
permitem descrever qualquer processo estocastico.

@ No entanto, para que tenham uma precisao aceitavel,
necessitam, frequentemente, de ter uma ordem elevada (n
muito grande).

o Nestas situagdes é preferivel descrever {y(¢)} por um
modelo do tipo

y(t) Fary(t —1) + -+ ayy(t —n) = e(t)

@ Definindo

Alg)=1+aig+ - +aq ",
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Modelos de Processos Estocasticos: Modelo

Auto-Regressivo (AR)

@ Este modelo pode ser reescrito na forma
Alg"y(r) = e(r).

@ Neste modelo existe uma regressao em y(t), pelo que €
conhecido como modelo auto-regressivo, habitualmente
designado por AR (do inglés Auto-Regressive).

@ A sua fungao de transferéncia é
1
H(q) = ——
@) A(g™!)

e a sua ordem, n, costuma ser significativamente inferior a
dos modelos MA.
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Modelos de Processos Estocasticos: Modelo

Auto-Regressivo (AR)

@ O previsor dum processo AR é:

§0) = [A(ql) - 1] Al = [1 - Alg™)]y(0) &
y1) = —ay(t—1)—ay(t—2) — - —apy(t — n).

Processos Estocasticos, Sistemas e Modelos ES
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Modelos de Processos Estocasticos: Modelo

Auto-Regressivo de Média Mével (ARMA)

@ Utilizando regressoes na saida e na entrada
conseguem-se modelos de menor ordem.

@ Estes modelos sao do tipo
Alg " y(0) = C(ge(r).

@ Sao designados por modelos auto-regressivos de
média movel (ARMA).

@ A fungao de transferéncia é
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Modelos de Processos Estocasticos: Modelo

Auto-Regressivo de Média Mével (ARMA)

@ e o previsor € dado por:

. C —1 A —1 C —1 —A —1
o - (S| S
50 = (er—ay(t— 1)+ eu— any(t —m) -

—c1y(t—1) — - —c,y(t — n).
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Modelos de Processos Estocasticos: Modelos de

estado

o Se

entdo este € um modelo de estado dum processo ARMA.

Paulo Lopes dos Santos
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Modelos de Processos Estocasticos: Modelos de

estado

@ Resolvendo a equagao da saida em ordem a e(z), e
substituindo e(r) por y(t) — Cx(t), obtem-se 0 modelo
inverso

x(r+1) = (A—KO)x(t) + Ky(r)
e(t) = —Cx(t) +y(1),

cuja fungao de transferéncia é

—Clgl—(A—KO)| 'K+1=H(g"") =

@ Como H(q) € uma funcao de transferéncia inversamente
estavel, os valores préprios de A — KC sao estaveis.
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Modelos de Processos Estocasticos: Modelos de

estado

@ O melhor previsor linear de y(¢) €

x(t+1) = (A—KCO)x(r) + Ky(t) = Ax(t) + K [y(t) — Cx(t)]
y() = ()

@ Este é também o modelo do filtro de Kalman estacionario.

Paulo Lopes dos Santos Processos Estocasticos, Sistemas e Modelos ES



Sequéncia de autocorrelacao duma média mével

Lema 5

Seja
y(t) =e(t) +cre(t—1)+ -+ cpe(t — n)

uma média movel. Entao a sequéncia de autocorrelagao de

y(r) €
(1+c%+c%+-~-+c%)027 =0
A (CT +cicrpr -+ Cn—TCn) 027 1< ‘7—‘ <n
w(T) = c T = n|
ns
0, |T| > n
em que

o’ =E {e(t)z} .
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Sequéncia de autocorrelacao duma média mével

Demonstracao:

@ 7=0:

Mp(7) = An(0) =E{[e(t) + cre(t—1) + -+ coelt =) } =
= E{e(t)? +cfe(t — 1)+ + cie(t — n)*+
2cre(t)e(t — 1) + - -+ + 2cpe(t)e(t — n)+
+2cicpe(t — De(t —2) + ...
+2cp—1cpe(t —n+1)e(t —n)} =
= E{e(t)’} +iE{e(t— 1)’} + -+ E {e(t —n)*} =
= (I4+ci+-+cp)o?,

pois e(t) € ruido branco e, consequentemente,
E {e(t)e(t — 7} = 0 para todo o 7 # 0.
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Sequéncia de autocorrelacao duma média mével

o 1< 7| <nt
A(m) = E{@)y(t—1)} =
= E{le(t) +cre(t—1)+ -+ cpe(t —n)]-
le(t—7)+cre(t—T—1)+ - +cpe(t =7 —n)|} =
= E{e(n?} +cicrmE{e(t— 1)) -+
+cp_rchE {e(t—n)z} —

2
= (CT +cicry1+ -+ Cnf‘rcn) g

@ |T|=n:
Aw(n) = E{y(t)y(t—n)} =
= E{[e(t) +cre(t—1)+ -+ cpe(t —n)]-
le(t—n)+cre(t—n—1)+ -+ cpe(t — 2n)]} =
= ¢E{y(t—n)*} = cho’.
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Sequéncia de autocorrelacao duma média mével

@ |T|>n:
yit)=e(t—71)+cie(t—7—1)+---+e(t—7—n)éuma
combinacgao linear de amostras independentes de
e(t), ..., e(t—n) e, consequentemente, € independente
de y(1), pelo que Ay, (7) = E{y(t)y(t — 1)} = 0.

Paulo Lopes dos Santos Processos Estocasticos, Sistemas e Modelos ES



Covariancia cruzada da saida com a entrada de

sistemas lineares e invariantes no tempo excitados
por ruido branco

Lema 6
seja
YO) = hkult—k) = Y h(k)g Fu(r)
k=—00 k=—00

a resposta dum sistema linear e invariante no tempo a um sinal
u(t). Se u(t) for ruido branco com média nula e variancia o2,
entdo, a sequéncia de covariancia cruzada entre a saida e a
entrada deste sistema é
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Covariancia cruzada da saida com a entrada de

sistemas lineares e invariantes no tempo excitados
por ruido branco

Demonstracao:

@ Multiplicando y(¢) por u(t — ) tem-se

yu(t—7) = ( > h(k)u(t—k)) u(t—7) =

k=—00
oo

= > h(ku(t —ku(t — )

k=—00

@ Tirando o valor esperado:

oo

A7) =E{p(@u(t =7)} = > h(k)E {u(t = ku(t — )}

k=—00
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Covariancia cruzada da saida com a entrada de

sistemas lineares e invariantes no tempo excitados
por ruido branco

@ Como u(t) é ruido branco com média nula e variancia o2:

2 =T
B {ute— -} ={ g 10T

de onde
)\yy(T) = h(T)O'If.
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Covariancia cruzada da saida com a entrada de

sistemas lineares e invariantes no tempo excitados
por ruido branco

@ Como u(t) é ruido branco com média nula e variancia o2:

2 =T
B {ute— -} ={ g 10T

de onde
)\yy(T) = h(T)O'If.
NOTA:

@ h(T), —00 < T < oo € a resposta impulsional do sistema
(transformada inversa da sua funcao de transferéncia)
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Covariancia cruzada da saida com a entrada de

sistemas lineares e invariantes no tempo excitados
por ruido branco

@ Como u(t) é ruido branco com média nula e variancia o2:

2 =T
B {ute— -} ={ g 10T

de onde
My (T) = h(T)o2.

u

NOTA:

@ h(T), —00 < T < oo € a resposta impulsional do sistema
(transformada inversa da sua funcao de transferéncia)

@ Se o sistema for causal i(7) = 0 para 7 < 0.
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Autocovariancia de Processos estocasticos AR

Processo estocastico AR de 12 ordem:
y(@) +ay(t—1) =e(?)
em que ¢(¢) tem média nula e variancia o>

@ multiplicar ambos os lados da equagao do modelo por y(r)
e calcular o valor esperado:

(1) +ay(n)y(r = 1) = y(r)e(r) =
= E{y(1)’} +aE{y(0)y(r - 1)} = E{y(r)e(r)}

@ multiplicar ambos os lados da equagao do modelo por
y(t — 1) e calcular o valor esperado:
Yt = 1)y(t) +ary(t —1)* = y(t = 1e(t) =
= E{(— 1)y} +aE {y(r—1)*} = E{(t — De(r)}
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Autocovariancia de Processos estocasticos AR

o E{y(t)*} =E{y(t—1)2} = 1,(0)
© E{y(n)y(r—1)} = Ay(1) = E{y(r = 1y(1)} = An(=1)

@ E{y(t)e(t)} = \(0) = h(0)o* em que h(k),k = —c0, ..., 00 €
a resposta impulsional do sistema y(¢) + a;y(t) = u(z).

@ E{y(t— e(t)} = \e(—1) = h(—1)0? = 0 pois h(—1) =0 (0
sistema é causal.

@ )\, (0) e Ay,(1) determinam-se a partir da resolugéo do
seguinte sistema de equacoes:

{ehreeze =l S =17
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Autocovariancia de Processos estocasticos AR

@ Sendo:

0.2

2
1 —aj

o2

Ap(l) = —a 1_761%

@ Para obter \,(7), 7 =2,..., 00, multiplica-se
sucessivamente a equagao do modelo por y(7), calcula-se
o valor esperado e resolve-se a equagao resultante em
ordem a A\(7) = A\ (—7) = E{y(t)y(t — 7)}:

Yt —7)y(0) +ary(t — )yt — 1) = y(t — 7)e(t) =
= A7) Far Ay (7 — 1) = Aje(— ) 0

S M) = —ai \y(t—1) = (—a1)” —
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Autocovariancia de Processos estocasticos AR

Processo estocastico AR de 22 ordem:

y(&) +ay(—1) +axy(t —2) = e(t)
em que ¢(t) tem média nula e variancia o

@ multiplicando ambos os lados da equagao do modelo por
y(1), y(t — 1) e y(t — 2) e retirando os valores esperados,
obtém-se o seguinte sistema de equacoes:

A (0) + ar Ay (1) + a2y (2) = o2
)\ (1) +a1)\yy(0) +a2)\yy( ) &
v(2) "’al)‘yy(l +“2/\yy

CELiME
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Autocovariancia de Processos estocasticos AR

@ )\, (7), 7 =3,...,00 determina-se recursivamente através
da equagao que se obtém multiplicando o modelo por
y(t — 7) e retirando o valor esperado:

)‘yy(T) = —“lAyy(T —1) - a2)‘yy(7' -2)
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Autocovariancia de Processos estocasticos AR

Processo estocastico AR de ordem n:
y(@) +ay(t —1) + - +any(t —n) = e(r)

em que e(¢) tem média nula e variancia o

@ Resolver o sistema de equagdes em ordem a
Ap(0), -5 Ayy(m):

Ayy(0) + @Ay (1) + axdyy(2) + - - - + apdyy(n) = o2
Ay (1) + a1y (0) + a2y (1) + - -+ + andyy(n = 1) = 0
/\yy(z) + al/\yy(l) + a2 Ay (0) + -+ + aW\yy(” -2)=0

Ay(r) +ajAy(n— 1) + axAyy(n —2) 4+ - - + a, Ay (0) =0
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Autocovariancia de Processos estocasticos AR

@ Determinar recursivamente Ay, (1), 7 =n+1,...,00
através da equagao:

Ayy(T) = _al)‘yy(T -1)- aZ)‘W(T -2) - am)‘yy(T —n).
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Autocovariancia de Processos estocasticos AMA

Processo estocastico ARMA de 1?2 ordem:
y() +ay(t—1) =e(t) +cre(t — 1)
em que ¢(¢) tem média nula e variancia o>

@ multiplicar ambos os lados da equagao do modelo por y(r)
e calcular o valor esperado:

Y(1)2 +ary(0)y(t = 1) = y(r)e(r) + cry(t)e(t — 1) =
E{y(0?} + alE{y()y(t = 1)} = E{y(D)e(t)} + ciE{y(t)e(t — 1)}

@ multiplicar ambos os lados da equagao do modelo por
y(t — 1) e calcular o valor esperado:

Yt = Dy(0) + ary(t = 1) = y(r = De(r) + cry(r — De(r — 1) =
E{y(t =1y} + aE{y(t = 1)*} = E{y(t — De()} + c1E{y(t — De(r — 1)}
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Autocovariancia de Processos estocasticos ARMA

E {y(1)} = E {3(t— 1)} = A, (0)

E {y()y(t — 1)} = Ay (1) = E {3t — Dy(1)} = Ay (~1)

E {3(1)e(r)} = Aye(0) = h(0)0?
(1)e
(

(]

E {y(t)e(t — 1)} = A\ (1) = h(1)0?
E {y(t = De(0)} = Aye(1) = h(—1)o* =0
)

Ay (0) e Ay, (1) determinam-se a partir da resolugéo do
seguinte sistema de equacdes:

{ Ayy(0) + ardyy (1) = [1(0) + crh(1)] 0
Ayy(1) + @1 Ay (0) = c1h(0)0?

(]

(]
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Autocovariancia de Processos estocasticos ARMA

@ Resposta impulsional do sistema:

1+cig™!
—1 _ —1 _
y(t) +a1gy(t) = u(t) + c1g” u(t) < y(t) = Trag T
1+cig7!
= G = —_— =
(@) T

=1+ (c1—ag ' +ailcr—a)g >+ +a] 1 —a)g ™ +....

ou seja:
h(l) = ¢ —a;

h(r) = a ' (e1 —a)
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Autocovariancia de Processos estocasticos ARMA

@ A\, (7), 7 =2,...,00 determina-se recursivamente através
da equagao que se obtém multiplicando o modelo por
y(t — 7) e retirando o valor esperado:

)‘yy(T) = —“lAyy(T —1) - a2)‘yy(7' -2)
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Autocovariancia de Processos estocasticos ARMA

Processo estocastico ARMA de ordem n:
y@) +ayt—1)+---+ay(t—n) =e(t) +cre(t —n) + --- +cue
em que ¢(t) tem média nula e variancia o
@ Resolver o sistema de equagdes em ordem a
Ap(0), - Ayy(n):

)‘yy(o) + al)‘yy(l) + a2>‘yy(2) +oet an)‘yy(”) =

Ay (1) + ardyy(0) + @y (1) + - + aphyy(n — 1) = Y cxh(k)o?

Il
9}
=~
=
—
?\TA
N—
q
()

Ay(2) + ar Ay (1) + ap Ay (0) + - - - 4+ apAyy(n — 2)

Ay (1) +aidy(n — 1) +ady (1 —2) + - - + ay\y(0) = cuh(n)o?
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Autocovariancia de Processos estocasticos ARMA

@ Resposta impulsional do sistema:

(I+ag '+ +ag")yt)=(1+cig '+ +cug ™) u(t) =
l+cag '+ +cg™

= G(q) = — = =
I+aig + -+ ang

=1+ (c1 —a))g " +[(c2—a) —ai(c1 —ar)] g+

+{l(c3 —a3) —az(cr —a1)] —ar [(c2 —az) —ar(c1 —a1)]} g + ...

ou seja:

0 =1

(1) = a-a

h(2) = (c2—az)—ai(ci —ar)
(3)

= (3 —a3) —ax(c1 —a1)] —ai [(c2 — a2) —ai(c1 — ar)]
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Autocovariancia de Processos estocasticos ARMA

@ Osavalores de A\, (7), 7 =n+1,...,00 sdo determinados
recursivamente através da equagao:

)‘yy(T) = _al)‘yy(T -1)- a2>‘yy(7' —2) == an)‘yy(T —n).
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Modelos Deterministico-Estocasticos

@ Um sistema deterministico-estocastico € um sistema cuja
saida é a soma da saida dum sistema deterministico,
excitado por uma entrada u(t), e dum processo estocastico

v(t).
@ Se o sistema for linear e invariante no tempo e se v(r) for
um processo estacionario entao o modelo deterministico é:

(1) = G(q)u(t) + H(q)e(?)
em que e(z) é ruido branco e
@ G(gq) € a fungao de transferéncia do processo
e H(q) é afungao de transferéncia do ruido.

e v(t) = H(q)e(t) é o ruido da saida
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Modelos Deterministico-Estocasticos

— > G(9)

Previsor de y(¢) no instante r — 1

(1) = Glgur)+ [1-H ' (q)]) p(r) - E(Q)u(t)lz
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Relacao sinal ruido

@ Relagao sinal ruido € a razao entre a poténcia do sinal e a

poténcia do ruido.

@ E expressa em dB e é designada como SNR:

SNR

201log;, (ﬁi Eg;)

N
E{7()} = lm Y"5()
=1

N—oo
N
E{V(n} = nggozv (1)
=1
G(q)u(t
H(q)e(t

Paulo Lopes dos Santos
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo

generalizado de entrada-saida |

@ Sejam
Alg) = l4+aqg '+ - +ang ™.
B(q) = bo+bi+big "+ A byg ™.
Clg) = 14+aqg '+ +cng ™
D(g) = 1+dig '+ +dy,qg "
Flg) = L+fi+hg "+ +fyqa ™.
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo

generalizado de entrada-saida Il
@ Pode-se representar G(q) e H(q) por

B(q)

G4 = Fr
e )
H4) = DG

@ Os zeros de A(g) sao os polos comuns das fungdes de
transferéncia do processo e do ruido (se o ruido for
estacionario A(q) deve ser estavel).

@ Os zeros de F(q) sao os restantes poélos da fungao de
transferéncia do processo.
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo

generalizado de entrada-saida Il

@ Os zeros de D(g) sao os restantes pélos de fungao de
transferéncia do ruido (se o ruido for estacionario D(q)
deve ser estavel).

@ Os zeros de B(g) sao os zeros da funcdo de transferéncia
do processo.

@ os zeros de C(q) s@o os zeros da fungao de transferéncia
do ruido (se o ruido for estacionario C(g) deve ser estavel)

@ Se

@ B(g) co-primo (sem fatores comuns, i.e., sem zeros
comuns) de A(q) e F(q).

@ C(q) co-primo de D(q) e F(q)
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo

generalizado de entrada-saida IV

entdo G(q) e H(q) sao fungdes de transferéncia de ordem
minima.

@ Equacoes:
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo
generalizado de entrada-saida V

(1)
u(r) 300 ! T ¥(1)
F(q) A(g)
n(t) = C(q)e(t) - ruido de equacao.

~ D(q)

Paulo Lopes dos Santos Processos Estocasticos, Sistemas e Modelos ES 86/102



Modelos Deterministico-Estocasticos
generalizado de entrada-saida VI

A(q)D(q)
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo ARX |

@ Se v(¢) for um processo autoregressivo, i.e.,

v(t) = A(lq)em,

o modelo pode ser descrito por:
A(q)u(t) = B(q)u(1) + e(t)
@ Este modelo é conhecido por ARX (Auto Regressive

eXogenous)

@ Como F(q) = D(q) = C(gq) = 1, A(q) contém os pdlos das
fungdes de transferéncia do processo e do ruido

Paulo Lopes dos Santos Processos Estocasticos, Sistemas e Modelos ES



Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo ARX I

@ B(g) é aumentado com os pdlos da fungao de
transferéncia do ruido que nao sao pdlos do processo.

B(q)

@ Se G(q) e H(q) tiverem os mesmos pdlos entao i) é

uma funcao de transferéncia de ordem minima.

@ Previsor:
50 = Blau)+ 11 ~Ala)]() =
bou(t) + biu(t — 1) + - - + by,u(t — np) —
apy(t—1)—-- — any(t—n) =
x(1)70
) = [ur) -~ u(t—np) —y(r—1) - —y(t—ng)]"
0 = [bo by - by, a - ana]T
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo ARX Il
@ Erro de previsao:

e(r) = y(r) = x"(1)0

@ Como o erro de previsao € uma funcao linear de 6, a
minimizagao de

V pum—
t

€ um problema de minimos quadrados e pode ser
resolvido pelo estimador de minimos quadrados.

C(g)

@ O erro de equacao, n(t) = me(t) = ¢(r) é ruido branco.

(1)

N
=1
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo ARX IV

e(t) = n(t)
u(?) ; y(t)
— > B(qg) m >
l e(1)
1
A(q)
u(t) B0) y(1)
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Modelos Deterministico-Estocasticos

ARMAX|

@ Se v(¢) for um processo ARMA, i.e.,

0 modelo pode ser descrito por:
A(q)u(t) = B(q)u(r) + C(q)e(1)
@ Este modelo € conhecido por ARMAX (Auto Regressive

Moving Average eXogenous)

@ Como F(q) = D(q) = 1, A(g) contém os polos das fungdes
de transferéncia do processo e do ruido
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo

ARMAX I

@ B(gq) € aumentado com os polos da fungéo de
transferéncia do ruido que nao sao pdlos do processo.

@ C(q) é aumentado com os polos da fungao de
transferéncia do processo que nao sao polos do ruido.

, . N
@ Se G(q) e H(q) tiverem os mesmos pdlos entao Blg) e

A(q)
C(q)

m sao uma funcoes de transferéncia de ordem minima.
q

@ Previsor:
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo

ARMAX 1

@ Erro de previsao:

e(t) = y(t) = 3(t) = =— [A(q)y(t) — B(q)u(1)]

nao é uma fungao linear dos parametros.
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo
ARMAX IV

u(r) () ¥(1)

" B A |

@ Erro de equagao n(r) = C(g)e(t) € um processo de média
movel.
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Modelos Deterministico-Estocasticos
ARMAX V

=
=)

>
2
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo

Box-Jenkins |

@ Fazendo A(q) = 1 obtem-se o modelo de Box-Jenkins:

(0 = 1 Dutt) + Do),
° A:? f.ungoes de transferéncia Flq) e D(g) sdo de ordem
minima
@ Previsor:
0= By O
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo

Box-Jenkins |l
@ O erro de previsao

nao é uma fungao linear dos parametros.
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo
Box-Jenkins Il

u(r) nn -y

—— | B4

C(q)
o D(q) ~
ARMA e é igual ao ruido da saida.

@ Erro de equagéo n(r) = e(t) = v(t) € um processo
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo de

Estados |

@ O modelo de estado:

x(t+1) = Ax(z) + Bu(r)

B Ke(t)
W) = Cxlo) + Dulr)

+
+ e(t).

@ Este modelo tem duas entradas e a saida pode ser escrita
na forma:

Paulo Lopes dos Santos Processos Estocasticos, Sistemas e Modelos ES 100/10



Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo de

Estados Il

@ G(g) é a funcao de transferéncia do subsistema
deterministico:

{ xq(t+1) = Axy(t) + Bu(t
va(t) = Cxq(t) + Du(t)

= G(q) = C (gl —A)"'B+D.

@ H(q) é afuncao de transferéncia do subsistema
estocastico:

{ x(t+1) Axy(1) + Ke(1)
ys(t) = Cx(r) + e(2)

= H(q) = C(ql —A)""K+1.

@ G(q) e H(q) ttm o0 mesmo denominador
= det (¢ — A) = equagao carateristica de A
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Modelos Deterministico-Estocasticos: Modelo de

Estados Il

@ Designando o numerador de C (¢gI —A)~' B + D por B(q), e
ode C(ql —A)~' K + 1 por C(g), obtem-se o modelo

o) = J g+ 50

e(t) & A(q)y(t) = B(q)u(t) + C(q)e(?).

@ Conclui-se que o modelo deterministico-estocastico no
espaco de estados € uma realizacao do modelo ARMAX.
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