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1. Nogoes Elementares

1.1. Introdugao

Os apontamentos foram elaborados para uma cadeira de opgao livre do 3°© e 49
anos do curso de Engenharia Civil, denominada Investigagao Operacional. A
cadeira pertence A 4rea cientifica de Ciéncias Sociais e Planeamento e &
gerida pela Secgao de Planeamento do Territério e Anmbiente. Tem sido
leccionada nos anos de 89/90, 90/91, 91/92 e 92/93 por um docente da Secgao de
Construgdes Civis doutorado na &rea de Optimizagao de Estruturas.

O programa adoptado e leccionado tem as caracteristicas préprias resultantes
da inserg4o no respectivo plano de curso da Licenciatura para Engenheiros
Civis. Estas notas pretendem ser o apoio escrito para os alunos na cadeira
referida resultando da experiencia académica e profissional do referido
docente. Nomes mais adequados para a cadeira, dados os temas versados,
seriam, por exemplo, Andlise de Sistemas para Engenheiros Civis ou Optimizagao
na Engenharia ou Investigagao Operacional Aplicada A Engenharia Civil.

1.2. Objectivos

As matérias compreendidas nestes apontamentos pretendem cobrir as aplicagoes
mais frequentes de alguns temas da Investigagao Operacional na Engenharia
Civil, como auxiliares da tomada de decisoes. Além disso pretende-se
caracterizar o conceito das palavras Investigagao Operacional no dominio
especifico da Engenharia Civil empregando consideragdes tecnolégicas e
econémicas. O trabalho divide-se pela andlise de problemas simples usando
métodos bdsicos, pelo estudo de problemas lineares e nao lineares, com ou sem
restrigoes, e por nogoes da teoria da decisao.

Assim, as metas a atingir neste primeiro capitulo sao:

a) Entender os processos elementares da Investigagao Operacional de formular e
resolver alguns problemas de Engenharia com modelos matematicos.

b) Avaliar o modo como as restrigoes de mao—de-obra, de limitagoes fisicas e
financeiras, de recomendagoes e de prescrigoes regulamentares afectam os
processos de Engenharia de projecto, de planeamento e de gestao.

Cc) Perceber as vantagens e limitagdes da Investigagao Operacional para
resolver totalmente problemas praticos na Engenharia Civil.

Uma vez que a utilidade principal da Investigagao Operacional ¢ a de ser uma
ferramenta para ajudar a tomar decistes, esta é normalmente utilizada quando
sSe pretende administrar recursos. Esta area cientifica teve origem, com a
designagdo e ambito que actualmente lhe & atribuida, durante o periodo da
segunda guerra mundial. Resultou da necessidade de planear da maneira mais
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eficiente possivel o transporte de mercadorias através do Atlantico usando
meios navais limitados.

A aplicagao e desenvolvimento posteriores foram depois alargados a diversas
dreas da Engenharia, Fconomia, Matem&tica e Finangas. A motivagao principal
que levou ao respectivo desenvolvimento e uso foi a intengao de determinar
Como os recursos podem ser utilizados com mais eficiéncia e maior eficiencia
tendo em vista obter um resultado ou atingir um objectivo.

Os recurscs, geralmente limitados, relacionados com a decisac em Engenharia
Civil podem ser classificados em mac de obra, equipamento, recursos
financeircs e materiais. As aplicagtes destes recursos sao importantes nesta
4rea da Engenharia uma vez envolvem, dum modo geral, valores de avultada
dimensao geralmente expressos em milhares de contos.

1.3. Modelo Matematico

A anilise sistemitica dos problemas em Investigagéo Operacional comega pela
formulagao adequada dos objectivos a das restrigoes. Esta consiste na
transformagao em expressdes analiticas das caracteristicas fundamentais do
problema. Nem todas as restrigoes podem ser consideradas para an&lise, devido
a0 grande mfmero de expresstes e A dificuldade em traduzi-las simbdlicamente.
Este facto ¢ a causa principal dos resultados serem um apoio & decisao e nao
apresentarem a solugdo éptima. A esolha criteriosa das restrigoes & portanto
um passo fundamental de modo a escolherem-se as mais representativas.

A escolha dos objectivos, traduzidas pela denominada fungao objectivo, & mais
facil porgue sao geralmente aspectos quantitativos traduzidos adequadamente
por expressoes muméricas. Outro factor € o da escolha das varidveis de
decisao ou de projecto. Estas s&o, dum modo geral, as quantidades que, ao
variarem, irao formar a solugao com melhor resultado ao fim do procedimento de
investigagéo das operagoes.

Como exemplo de fungoes objectivo poder-se-a40 apresentar a maximizagao do
lucro, a minimizagao do Peso duma estrutura, a maximizagao dum beneficio
social ou a maximizagao do fluxo muma rede de fluidos. As restrigoes impostas
aos problemas, através de expresstes de igualdade ou desigualdade, sao de
véria Indole. Representam limites fisicos, como quantidades existentes em
aprovisionamento, limites regulamentares, como tensoes admissiveis para os
materiais, ou limites financeiros, como quantia méxima a ser utilizada. As
varidveis de decisao sac de natureza variada como os diametros dos tubos duma
rede de abastecimento ou as dimenstes dum muro de suporte ou a distribui¢ao de
magquinas por diversas obras.

E importante referir que, independemente da natureza do problema que se
pretende analisar, a forma como & expresso, depois de ser reduzido a um modelo
matematico, € a mesma. E composto por varidveis de decisao, por, pelo menos
uma fungao objectivo e, na maioria dos casos, por um conjunto de restrigoes.
Depois da definigao do problema este é resolvido por um algoritmo numérico
adequado & configuragaoc do problema. Os métodos variam de acorde com a



linearidade da fung4o objectivo ou das restrigtes e da natureza das
varidveis. Outro factor importante na escolha do método de analise, ou de
optimizagao, & a do tipo de fungao objectivo que pbode representar vArios
critérios a considerar.

A forma canénica dos problemas & a seguinte:
Minimizar (ou Maximizar) F(X1, X270002, %)
sujeito a:

Gl (X3, Xgsevc0s ¥n) <y

@ °

o

G (le XDseecay Xn) < bm
ou, dum modo mais compacto:

Min F(x)

Exemplo 1:

No planeamentc dum espago ocupado por duas salas, conforme irdicadc na Figura
1, o contrato especifica uma &rea total superior a 500 m2 e uma &rea por sala
mixima de 300 m? na sala a nascente e uma 4rea maxima de 500 m2 na sala a
poente. Olmroesperadoédemoontospormzmasalaapoenteedem
contos por m2 na sala a nascente e pretende-se determinar a distribuicao de
dreas que maximiza o lucro.

Formulando o modelo matem&tico, adoptamse as seguintes variaveis:

X1 — &rea sala poente;
¥5 — idem nascente.

Max F(x) = 500x; + 600x5 $ N

G1(x) =x1 + Xy > 500

Ga(X) = x3 < 500 %
I X
2
G3{x}) = x2 < 300
Gy(x) =% 20
Gs5(x) =x22>0
Figura 1.




MPa. Sendooobjectivodetenninarassect;:Oesdasbar'rasqueproduzana
estrutura com o minimo possivel de peso formile o modelo matematico.

As vari&veis escolhidas sao:

X1 - &rea de AB;
X - &rea de AC;
X3 = 4rea de BC;
X4 — &rea de BD;
X5 ~ &rea de CD.

A fungao objectivo F(x) & dada pelo produto do peso especifico do material
pelo volume da estrutura. Como o peso especifico & constante para todas as
baxrasaﬁnx;aodajectimpodeserexpressapelasanadosmlmdasbams.

cada barra. Corheoendoos&efortposemcadabamaatensaorespectivaeobtida
dividindo esses valores pela &rea correspondente.

B D
—— R
100 kKN
s
™
A
—A— C
7777 4 7 4
4wA v ™
le | le —
1 g 1 t
Figura 2.
Min F(x) =Satavi=8malixi
i iou
Min F(x) = 5x; + 8%y + 5%3 + 8x4 + 5xg
sujeito a:

G1(x) = 83.3/%; < 200
Ga(X) = 66.7/%5 < 100
G3(x) = 83.3/%3 < 100
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Ga(x) = 125/%4 < 200

G5(x) = 167/%5 < 100
1.4. Resolucado Gréfica de Modelos ILineares

Nalguns casos deste tipo de problemas em que dimensao do vector das varidveis
de decisao nao & superior a dois é possivel a solugao com a ajuda de
representagao grafica. A formulagao dum problema linear & dada por:

minF(z)=clx1+ oooooooo + Cn Xp
sujeito a:

a11x1+a12x2+,..,+a1nxn5b1

e o

aml X1 + a8y X3 + .... + apn ¥n < by

Nocasodenserdoise&tasfunc;(;wsaorrapresen‘taéiasporrectas° Em
particular cada restrigao divide o plano em dois semiplanos representando um a
regido das solugtes admissiveis e o outro o conjuntc das solugoes
inadmissiveis. No caso da restrigac ser uma igualdade o conjunto das solugtes
admissiveis & constituido pelos pontos da prépria recta. O algoritmo
aconselhado para a resolugao deste tipo de problemas & o seguinte:

1) Definir a regiao admissivel a partir das restrigoes.

2) Escolher uma solugao x0 admissivel e determinar a linha que reune os pontos
tal que F(x0) seja constante.

3) Tragar uma paralela & recta encontrada em 2) por um ponto da regiac
determinada em 1) tal que minimize o valor de F.

Exemplo 3

Considerando a resolugdo gra&fica do exemplo 1 a sucessAo de operagdes & a
indicada nas figuras 3 e 4. Definem-se os semiplanos admissiveis
coxrespondentesacadamnadasrestricoesquesaodepois aglutinados de modo a
determinar a regido admissivel, figura 3. Na figura 4 estao representados os
passos 2) e 3).

As restrigtes que as quais pertence o ponto éptimo sao denominadas de activas
e as outras de inactivas. A classificagéo pode traduzir-se por:

activas se Gi(X) = b;
inactivas se Gj(x) < bj

5




No exemplo presente as restrigoes G, e G3 s@o activas e as trés restantes sao

K
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///,rf (LSS A
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™77
/| 7
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Figura 4.

1.5. Resolugdo Gréfica de Modelos Nao Lineares

Dum modo idéntico ao proposto para os modelos lineares pode-se resolver alguns
problemas ndo lineares bidimensionais. As condicoes de optimalidade sac

também idénticas As anteriores impondo que o vector das varidveis de decisao
sejam tais que as restrigdes sao respeitadas e se obtenha o minimo da fungao

objectivo. Assim, o algoritmo sugerido & o seguinte:

1) Determinacao da regigo admissivel.




3) Testar as condigtes deoptinalidadeenocasodoreﬁultadosernegativo
repetirospassos2)e3)denndoaencontrarasolu¢ao.

Osexerplosaprmamadosmfigura5repr$ermnvariascmmim¢oesenque
pelo menos uma das restrigoes ou a fungao objectivo s40 nao lineares.

Gl= Covxs‘r,

Figura 5.

2. Problemas Lineares

2.1 Convengodes

Aformacanénicaadoptadadoproblema, aondeéétmamtrize_l_)egsao
vectores, & a seguinte:

Min F(x) = ¢’x

sujeito a: Ax=b

e
v
(=]

Adimensaodovectorzéneonmnemdelirmasdamtrizéém, sendo este
inferior a n. Se forem mimeros iguais, admitindo que as colunas da matriz A
sao linearmente independentes, s6 existe uma solugao. Uma vez que a maioria




Os termos principais adoptados sao utilizados nestes apontamentos e
correspondem & prética corrente. As vari&veis sao definidas como

B&sicas (x7, ..., Xm)
Nao basicas (xpiy, ..., xp).
As varidveis adicionais, que saoc nao negativas, para definigao das igualdades
880 chamadas de variaveis de folga por defeito ou por excesso
2X] -~ 6% <3 passa a 2x; - 6xp + X3 = 3 (defeito)

X} - 2X2>2 passaa -x1 —2x%2 X4 = 2 (excesso)

Uma solugao, xK, é considerada

Possivel se A xXKk =b

2.2. Base de Problemas Lineares
O conjunto das colunas da matrig A correspondentes As varidveis bdsicas

Os coeficientes da combinagao linear s&o, neste Caso, 0s valores das variaveis
basicas. Assim, pode-se dividir A em dois conjuntos A, e An e, andlogamente, o
vectorgpodeserasorradeemdoisvector&szbezn:

A X = [Ap An] [Xp %n] = b onde b - bésico e n -~ ndo basico.

Como Ap(m x m) & uma matriz composta de vectores linearmente independentes
pode-se obter _Ab"l. O vector bésico pode ser EXPresso pors

X =2p1 [b - Ay xp]

Num ponto extremo do dominio das solugtes possiveis do sistems os elementos do
vector ndo bésicos sao nulos ou seja:

X =0



Exemplo:

X] + 2%y £ 2 passa a X] +2Xp +x3 =2
Xy < 1/2 passa a Xp + X4 =1/2
X] +x% 21 passa a X] + % — x5 =1

em que as varidveis de folga sao: x3, x4 - defeito e X5 — eXCesso.

O objectivo é determinar cada um dos pontos extremos da regiac admissivel
classificando as vari&veis em basicase nao bésicas. A figura 6 ilustra a
regiao admissivel e os pontos extremos.

NN

Figura 6.

Fixe-se como primeiro ponto o A (1/2, 1/2). Neste caso G3(x) e G(x) sao
restrigoes activas e GL(X) & um restri¢o irectiva.

Gy =1/2 + 2(1/2) + x3 = 2 —> X3 =1/2 ex4=x5=20
Neste caso
' =[x %2 x3] = [1/2 1/2 1/2]

¥n’ = [¥4 %5] = [0 0]

i T
1 2 1 0 o
ALb=(0 1 o0 An={1 0
1 1 o0 0 -1




Usando a relagao xp, = N &n Xp] obtéem-se os mesmos valores para a
solugao basica:

e e [r— —I—_ —
X1 0-1 1 2( roo
Xy
X | ={0 1 of-|1/2|~- |1 o0 ].
X5
X3J 1-1 1)1 0 -1
- - JL 4 L

Z2.3.Método Simplex
Os principios elementares deste procedimento s4o identicos aos definidos no
capitulo anterior. A metodolegia pode resumir-se a:
1. Estabelecer uma solugao inicial xO;
2. Testar a optimalidade de x°;
3. Se o teste 2. falhar, obter nova solugao e repetir 1 e 2.
Este algoritmo ¢ regulado por tres regras que irao ser justificadas. Convém no

entanto lembrarqueovalordafmx;aoobjectivopodeser expresso simente em
fungho das variaveis bésicas.

F(X) =c¢’" x=cp’ % +cn' ¥n =o' %
As iteragtes do método Simplex s&c feitas de modo a ir mudando uma das
varidveis bésicas de mdo a Que valor da fungao cbjectivo seja melhorado
mantendo a admissibilidade da solugao.
O segundo passo implica a verificagao se a solugao corrente & éptima:
F(xK) = F(xK)* ?
Suponhamos a seguinte fungac objectivo e solugao na iteragao k:
F(X) = 2x) + 3xp + 5x3 - 2%,
X' =[x1 X1 =[21] e x5’ =[00]
Entao, o valor da fungao objectivo serd:,

F(xK) =2.2+3.1+5.0-2.0=7

Analisando os coeficientes de custo ¢i podemos verificar se a solugao actual &
dptimg.

F(xt1) - F(xk) = P(xk*1) - 7 = 8wy - 2,

10



Se ;_(knAOforOptimerrtaox;;ouX4pode1nentrarnabaseedinﬁnuirovalorde
F(x%). Neste caso sé h4 duas hipéteses:

a) x3 entra na base
FxKtl) =7 + 5%3 - 2,0 =7 + 5x3, uma vez que x3 > O.
Entao serd F(xktl) > F(xK)

b) x4 entra na base

v
E

F(xk+l) =7+5.0-2% =7~ 2x4, uma vez que x, >
Entao serd F(xKtl) < F(xK)
Na hipétese b verifica-se que se pode minimizar o valor da fungao objectivo o
que significa que a actual solugao ndo € éptima.
REGRA 1

Se o sinal de todos os coeficientes de custo, c¢;, forem positivos entac a
solugao basica admissivel corrente ¥K ¢é a solucao &ptima x*.

A oObtencao duma solugao bésica admissivel a partir de vArias
hipéteses resultantes do facto de haver vérios ocoeficientes de custo com
sinal negativo deve ser feita do modo mais eficiente possivel

Seja, por exemplo, F(x¥+l) - F(xK) = 3%y - 4%y - 8x5.
As varisveis xy Ou xgpodem entrar na base de modo a baixar o valor de

F(xX). Como o coeficiente de X5 € menor que o de x4 entao a redugaAo serd mais
acentuada se xg entrar na base.

REGRA 2

A varidvel de x, a entrar na nova base x5l &, dentro das candidatas, aquela
associada ao valor negativo menor de Cn.

A debeminamodmramvabasemtivadapelaentradademnavariavelnaobasica
implica a passagem duma vari&vel basica a variidvel nao bdsica.

Num exemplo xn' = [x] X3 X4] € ¥n’ = [X2 %X5]. A varidvel x5 deve passar A
base e, portanto, ¥X] Ou x3 ou x4 devem sair da base. O conjunto de restrigtes
€Xpresso em termos de x5 & dado por:

X1=1+X5
X3 =5 = X5
X4 = 3 = 2x5

11



Analisem-se as treés hipbteses:

a) x1 passa a nao basica - x5 = ~1 < 0 (impossivel)

b) x3 passa a nao basica - x5 = 5, X] =6 e x4 =-7 <0 (impossivel)

C) x4 passa a n4o basica - x5 = 3/2, X] = 4 e x3 =2 (aceitsvel)

A nova solugac admissivel & composta por %3, x3 e X5
Om&snbresultadopodeserobtidoobser\mmhqueavariavelamtrarmgmpo
das vari&veis nao bgsicas & aquela a que corresponde A razao bj/ajp minima

nao negativa.

b1/ajs = 1/-1 = -1; b3/azs = 5/1 = 5; by/ags = 3/2

REGRA 3
Calcularosquocientesbt-/atp>0, nabaseacmal)_;b+xpgp=lg.
A varidvel Xy, a que corresponde o valor minimo de bt/atp, € a substituida
pela nova varidvel basica Xp-

A sistematizagao destas regras no uso corrente & feita através da organizagao
em tabelas a que se chamam, por vezes, quadros Simplex.

Exemplos:
Max F(x) = 3xg + X5
s.a X] - 2X5 < 10
2x] + X5 < 24
X] = X3 <5
X1, X3 > 0
A solugao passa pela adaptagao & forme canénica:
Min - F(x) = - 3% - x5
S.a X] - 2X3 + x3 = 10
2X] + X2 + Xg4 = 24
X) - Xy +X5=5

Xji >0, i=1,5

12



X3
X2

X1

X1

X1

X1

Solugao inicial (x; = %5 = 0)

X2

-2

X2

X2

X3
1
0
0

c

X4 X5
0 0
0 1
0 1
0 0

X1 entra e xg sai

Primeira iteragao

X3

X4 X5
0 =1
1 =2
0 1
0 3

Xy entra e x4 sai

Segunda iteragao
X3 X4 X5
1 /3 -5/3
o 1/3 -2/3
0 1/3 1/2
6 4/3 1/3
ci >0

1

A solugac nac pode ser melhorada de acordo com a regra

e

x*7 = [29/3 14/3 29/3 o0 0]

F(x)* = 101/3.

13
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b b/a
10 10/1=10
24 24/2=12
5 5/1=5
z=C
b b/a
5 -
14 14/3
5 B
z+15
b b/a
29/3
14/3
29/3
2+101/3
Entao,



2.4. Método simplex - Duas Fases

Nos casos em que a transformagao do medelo matemdtico inicial mum modelo na
forma canénica nao seja suficiente para a obtencao da solugao basica inicial &
necessdria a execugdo duma fase preliminar. Existem vaArios métodos para obter
uma  solugdo bésica inicial e o que se apresenta ¢ o denominado de duas fases

Min Z =F(x) = 3%y + 4%y + 5%

sujeito a: X] +X +x3<5
2X2 + X3 >

Lol N

Adicionando as verisveis de folga, defeito e €xXcesso, para transformar o
problema para a forma canénica

Min 2z = F(x) = 3% + 4xy + 5x3

sujeito a: X] + X3+ X3 +%4 =5
2Xy + X3 - X5 = 2
X] + 3%y =4

Xji >0, i=1,5

Sem efectuar nenhum calculo X1, X2, X3 sdo colocadps nos vector Xn! X4 e xg
S40 colocados em xp,. Como o nfmero de restrigoes ¢ necessdria outra variavel
para completar x,,. Deste modo a necessidade de obter uma solugac admissivel
leva & necessidade de adicionar outra fase aoc wmétodo Simplex 94 descrito.
Neste caso os elementos do vector X sao:

X4 =5
X5 =-2<0 (? = inaceit4vel)

primeira fase do método Simplex que auxiliam a determinagao da solugao basica
admissivel. Deste modo a Segunda e terceira restrigooes tomam as seguintes
formas devido a xg e xy:
gz(}_{)=2X2+X3-x5=2 passa a 2X2+X3—X5+X6=2
g3(X) = %3 + 3%y = 4 passa a x) +3xy +x7 =4

A forwa candnica das novas restrigtes & dada por:

°x1+x2+X3+X4 =5
ax) =" 2%y + X3 - X5 + g =2
DX1+3X2 + %7 =4

14



As varidveis bésicas e nao basicas passam a ser:

X4 5 ,
' =|x|=]|2] 2n’ = |
X7 4 }

|
| =1
|
|

oo oo

l
|
|
|

35 & X

Juntamente com a necessidade da introducao das varidveis artificiais torna-se
necessirio criar uma fungao objectivo artificial que substitui a fungao
objectivo inicial. Esta destina-se a obter um problema auxiliar cque, ao ser
resolvido, leva A eliminagao da base das varifveis artificiais e ao fim da
primeira fase. Na segunda fase as variaveis do problema s&o as de decisao e
as de folga enquanto a fungao cbjectivo é a inicial.
W= Soma xj, i - varidvel artificial
W=1Xg5 + x7
Exprimindo Xg, x7 e W em fungao das outras variaveis vem
X6=2-2X2-X3+X5
X7 =4 -x] - 3%y
W=6"X1—5x2—X3+X5
ou (W=-6) =-x3 - 5xy - X3 + X5
Entéo a primeira fase consiste em minimizar esta fungao de modo a que o valor
das varidveis artificiais seja zero o que as remete para o conjunto das
varidveis nao bésicas. Neste problema a forma canénica é&:
Min (W - 6) = —-x) - 52 - x3 + x5
S. a X] +Xp+x3+%4=5
2X2+X3-X5+X6=2
X) +3% +x7=4
A segunda fase comega quando o valor de W for zero.
Exemplo:
Min X5
sS. a 3% + 4% > 9
5% + 2%, < 8
3] = %3 <0

X1, X >0

15



12 Fase:

A forma canénica seré:

Aorde

12 Tteragao:

28 Fase:

28 Tteracgao:

W=%xg =9~ 3x) ~ 4%y + x3

4

&

Xq 9
=¥ =18
Xg 0
X1 X2 X3 X4
3 4 -1 o
5 2 0 1
3 -1 0 0
0 1 0 0
=3 -4 1 0
X2 entra e xg sai: fima
X X2 ¥3 x4
0.75 1.0 -0.25 0
3.5 0 0.5 1
3.75 0 -0.25 0
-0.75 0 -0.25 0
o 0 0 0
¥; entra
X5 sai

Vari&veis folga:

Min Z2 = x5

5, a

3X] + 4%y - X3 =9
5X1+2X2+X4=8
3x1-x2+x5 =90

X3, X4, X5

Mi.n(W-Q)=3X1—4X2+X3

Min (Z - 0) = xp (informativo)

sS. a 3X1+4X2—X3+X6=9
5%1 + 2Xp + %y =8
3x] - X2 + Xs =0

Variavel artificial: xg

16

X3 0
=1 X2 }1=160
X3 0]
X5 X6 b b/a
0 1 S 9/4 = 2,25
0 0 8 8/2 =4
1 0 0
0 0 {Z-0)
0 0 (W-9)

da primeira fase

Xs, X b b/a

2 25 2.25/0.75
-0.5 3.5 3.5/3.5 =
0.25 2,25 2.25/3.75
0 (2-2.25)

1 (W-0)

QO OO

= |l

0.6



32 Iteragao:

X
X3 0
Xg 0
X] 1
ci 0
% X1
X =} X2
%4

2.5. Casos Particulares

X4 X5 b

0 -0.2 1.80

1 -0.93 1.40

0] 0.27 0.60

0 0.2 (Z2-1.8)

Apresentam-se os trés tipos mais relevantes do grupo de problemas com
caracteristicas particulares.

2.5.1. Degenerescéncia (solugtes mfiltiplas)

Exemplo:

18 Tteragao:
¥ X3 X2 X3
Xg 2 1 -1
X5 2 ~1 5
X6 4 1 1
i 1 =2 -1

28 Iteragao:
Xp X3 X3 X3
X2 2 1 -1
X5 4 0 4
X6 2 0 2
ci 5 0o -3

OOOP—"&(

N R X

Max Z = -x3 + 2%5 + X3

[= 2ol e

OOI’—’O&G

S.

a

OHOO&C

OI—‘OO&

2Xl+X2-X352
2X) - X3 +5%3 < 6
4X] + X2 + X3 L6

Jh-t

>
AN

oo
S)/\\\\\

NN Sl o)

Figura 6.

Como se pode ver na representagéo grafica na figura 6 as isoquantas da fungao
objectivo sa&c paralelas a pelo menos uma das restricoes. HA duas hipéteses
paraasaidadahasemasonovovatlordafl.mq:aoobjectivoéom&smo°
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a) x5 sai b) xg sai

o X1 X X3 X4 X5 X b ¥ ¥ X3 X3 X4 X5 ¥% b
23 1 0 54 1/4 0 4 x 3 1 0 1/2 02 1/2 4
X3 1 0 1 174 1/4 0 2 X3 0 0 0 3 1 =2 0
X 0 0 0 -3/2-1/2 1 0 x 1 0 1 -1/2 0 1/2 2
i 8 0 0 41/443/4 0 10 ¢ 8 O 0 1/2 0 3/2 10
Y [ P Mesmo valor .......
Indefinigao (solugodes ilimitadas)
9 Y
Exemplo: 7(-,_ A4 / { !
(!
Max Z = F(x) = %1 + 2% Y
S.a -4x] + X5 < 4 /lu/
2xy - 3%y £ 6 \ .
X1, X020 \\
N
Min A =-Z = -x; - 2%, \Q
\
s.a —4Xl + X3 + X3 =4 §/,// S 5 7E 4
2X; =3y + %, =6 S L= '
Xj >0

= Figura 7.

Como se pode ver na figura 7 o conjunto das solugbes admissiveis nao & um
conjunto fechado o que se pode verificar pela impossibilidade de aplicar as
regras do Simplex a partir da segunda iteragao. Nao existe uma solugao dptima
limitada.

12 Iteracgao 28 Tteragao
Xp X3 X2 X3 X4 b X X3 X3 X3 X4 b
X3 =4 1 1 0 4 Xy -4 1 1 0 4
X4 2 =3 0 1 6 X4 =10 O 3 1 18
ci-1 -2 0 o0 o ci -9 0 2 o0 8

Impossibilidade (solugdes inexistentes)

No caso do conjunto das solugdes admissiveis ser um conjunto vazio as regras
do método Simplex nao poderac ser utilizadas na totalidade como mostra a
resolucéo do problema seguinte:

Exemplo: Max Z = 2x; + x5 MinW—3=—x1+3x2x>(4
s.a X] + X <2 S.a X) +Xp+x3=2
X) = 3%y > 2 X1-3X2—X4+X5=3

18




18 Iteragac 28 Iteragao

¥ X} X2 X3 X4 X5 b X X} X2 X3 X4 X5 Db
X3 1 1 1 0 0 2 X 1 1 1 0 0 2
X5 1 -3 0 -1 1 3 X 0 -4 -1 -1 1 1
di -1 3 0 1 0 -3 di 0 4 1 1 0 -1

Nao h4 continuagao possivel para terminar a primeira fasa e X5 sair de xp.

2.6. Andlise de Redes

Os tipos de aplicagdes mais divulgadas do método Simplex, em particular, e da
Investigagac Operacional, em geral, envolvem a an&lise de redes. Apresentam-
se a seguir alguns problemas frequentes na FEngenharia Civil.

Uma rede ¢ definida por um conjunto de nés e por um conjunto de linhas, arcos,
que ligam os nés. Um arco diz-se orientado se existe uma direcgao que lhe
esteja associada. Na figura 8 apresenta-se uma representagao tipica duma rede
ondeoarcoque1igaosnésAeBéorientadoousejasb hd movimento de A

para B.

Figura 8.

H4 algumas definigoes que auxiliam a resolugao de problemas involvendo a
andlise de redes.

a) Cada nd tem pelo menos um arco que lhe é associado: E nao & um né.
1) Dois arcos estao ligados se houver um né comum: AB e BC.

¢) Um caminho & uma sequéncia de arcos ligados de tal maneira que nenhum né
seja repetido: ABCD.

d) Uma rede considera-se ligada se para cada par de nos existe sempre um
caminho que os ligue: ABCD.

Os trés tipos de problemas mais comuns na andlise de redes tem como fungao
objectivo o minimo custo, o caminho mais curto ou o maximo fluxo.

O problema do custo minimo aplica-se a um conjunto de nés e arcos (nao
orientados) aonde se pretende achar uma rede que contenha todos os nos e tal
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que a soma dos custos, associados a cada né, seja minima.

Na rede em que se pretende determinar o caminhc mais curto gque una o nd origem
aoc nd fim minimizando os custos (ou tempos) que estaos associados aos arcos e
aos nés do caminho. Este problema ¢ conhecido também por algoritmo de
transportes.

Nos problemas de méximo fluxo pretende-se maximizar a quantidade de material
enviada da origem até ao fim sendo as capacidades dos arcos limitadas ou tendo

Exemplo - Minimo Custo:

Un empreiteiro deve distribuir os trabalhadores por quatros obras didriamente.
0O tempo de viagem médic, em minutos, entre os locais de partida e as obras
estao definidos no quadro. De maneira a minimizar os custos das horas
improdutivas didrias de cada trabalhador o empreiteiro pretende minimizar o
tempo total de vwviagem. O mémero de trabalhadores no local 1 & de 30 @ no
local 2 & de 50. O m¥mero de trabalhadores necessédrios em cada obra, A, B, C
eD, é&de 20, 20, 30 e 10, respectivamente. Formule o modelo matematico de
modo a minimizar o tempo total de viagem.

A primeira fase consiste em identificar as varidveis e a rede ligando os
locais de concentragao e as obras, figura 9.

Tempo Viagem (min)

L =0
A 40 20 e 7/
B 20 50
C 20 10
D 10 60

Varidveis (ntmero trabalhadores do local de partida para a obra):
X1 - 1A7 X3 - 1B; %3 = 1C; X4 — 1D; X5 — 2A; Xg — 2B; X7 — 2C; xg—- 2D.
A fungao objectivo & minimizar T (tempo total viagem):

Z = 40x3 + 20xy + 20%3 + 50X4 + 20xs + 50xg + 10%7 + 60xg

As restrigées sio expressas de modo a conservar o fluxc em cada ndé como se
deduz da figura 10:

N6 1: 30 = x1 + %Xy + X3 + Xg
N6 2: 50 = x5 + Xg + X7 + Xg

Né A: %1 + x5 = 20; NO B: X5 + Xg = 20; N& C: X3 + X7 = 30; No/ D: x5 + Xg= 10
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0 modelo matemdtico de problema linear a ser resolvido usando o método Simplex
vem dado por:

Min 2 = 403 + 20xy + 20x3 + BOxgq + 20x5 + 50¢g + 10x7 + 60xg

S. a X1 + X3+ X3 + x4 =30
X5 + Xg + X7 + %g = 50
X1 + x5 =20
X2 + Xg = 20
X3 + ¥y = 30
X4 + Xg = 10
Xj >0

Figura 10.

Exemplo - M&ximo Rendimento:

Un empreiteiroc tem trées tipos diferentes de equipamento de escavagao que tem
de distribuir por outras trés obras. O material foi classificado em termos de
rendimento para cada uma das obras numa escala crescente de 0 a 10. Pretende~
se achar a melhor utilizagdo do equipamento de acordo com o rendimento
esperado.

Tipo Maguina Local
1 2 3
1 8 3 7
2 s] 10 3
3 6 5 4

A solugao passa pela definigtio da rede adequada, das varidveis, da fungao
cbjective e das restrigtes. Depois de estabelecida a rede, figura 11, as
varidveis escolhidas s4o0 as que representam o envio duma das mAquinas para uma
das obras tomando o valor i ou 0 conforme a migquina é enviada para a obra
respectivamente.
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Variédveis

1 - ha m&quina no arco:
Xi=
0 - nao hA miquina.

X1 - 117 x3 - 12; x3 - 13;
Xq = 21 X5 = 227 Xg - 23;
X7 = 31y Xg - 32; Xg — 33.

Figura 1il.

A fungao objectivo ¢ o de maximizar o rendimento total:
Max 72 = 8x3 + 3x3 + 7¢3 + 10x5 + 3Xg + 6%y + 5xgt+ 4xg
As restrigdes impdem que o fluxo em cada né seja constante:
N6 1= 1=x +x+x3
O modelo matem&tico respectivo vem dado por:

Max Z = 8xq -+ 3%y + 7X3 + 10x5 + 3x%g + 6xX7 + Sxgt 4xg

S.a X1+X2+X3
X4+X5+X6
X7 + Xg + Xg
X1+X4+Xl
Xy + ¥5 + g
X3+X6+X9=
Xj >0

i
PR R PR

Exemplo - Caminho mais longo (CPM):

Um projecto de construgéo foi separado mum conjunto de tarefas distintas. A
duragéo de cada tarefa estd estabelecida bem como as respectivas precedéncias.
O objectivo ¢ o de determinar o espago de tempo mais curtoc em que a cbra pode
ser concluida. A tarefa ¢ equivalente a determinar o caminho critico entre o}
inicio e o fim da clra determinando o caminho mais longo.

Tarefa Descrigao Tempo (semanas) Precede Tarefa

1 Escavagao 1 2

2 Fundagao 2 3,4

3 Paredes 2 4,7,8

4 Cobartura 1 =

5 Prefabricacao paredes 1 3,6

6 Préfabricagdo cobertura 1.5 4,7,8

7 Arranjos exteriores 1 -

8 Ar condicionado 2 -
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A solugao consiste em determinar a rede correspondente, as varidveis, fungao
objectivo e as restrigoes. A precedéncia entre as tarefas estabelece a rede
da figura 12. As variéveis escolhidas sao a da atribuigac do valor um se a
tarefa estiver no caminho critico e de zero no outro caso.

Figura 12.

A fungao objectivo & a gue pretende encontrar o caminho mais longo enquuanto
as restrigoes representam a manutengao do fluxo em cada né. Adoptando a
designagao de variéveis apresentada na figura 13 o modelo matemdtico & dado

por:
Max T=1X1+2X2+2X3+1X4+1X5+l.5x6+1X7+2X8

S.a 1=x3 + x5
X1 =Xo
X2+X5=X3+X6
X3 + X6 = X4 + X7 + Xg
¥4 + X7 +xXg= 1
Xy >0

Figura 13.

Neste caso o caminhc critico é dado pelo caminho X1,X2,X3,%g com T = 7
semanas.

Exemplo - Fluxo M&ximo:

Determine a capacidade m&xima da rede de 4gua em que a capacidade de cada ramo
em milhares de m3 est4 indicada na fiqura 14.

As varidveis representam o caudal em cada arco como se indica na figura 15.
A fungado objectivo representa o caudal méximo possivel na rede sendo as
restrigoes impostas pelas capacidades limitadas de cada ramo e pela manutengao
do fluxo.
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A4

Figura 14.

As varidveis representam o caudal em cada arco como se indica na figura 15.
A fungao objectivo representa o caudal mAximo possivel na rede sendo as
restrigoes impostas pelas capacidades limitadas de cada ramo e pela manutengao

do fluxo.

bl | piA
<
ES K2 X =
/ 7

> >
W :
3 *y X
Figura 15.

O modelo matemitico vird dado por:
MaXZ=X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7+X8
sS.a X3 <5

Xy < 2

X3 < 4

X4 < 4

X5 < 3

¥6 < 6

X7 <2

Xg < 3

X1 t X5 = Xg
X2+X4—X5+xl
X3 = X4 T Xg

A solugéo vem dada por x;* = 5
Xe* = 6; x8% = 3 e Z¥ = 11,

7 X4* = 1y° XZ* ] 2;’ X5* = 1; x7* - 2;, X3* — 4;
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Uma extensao habitual do problema da determinagao do caminho mais curto & o
designado por CPM (Critical Path Method). Neste caso o objectivo & o de achar
o(s) caminho(s) que fixam o caminho mais longo entre a origem e o fim da rede,
que representa uma série de tarefas com duragoes definidas. Os objectivos
s&o, principalmente, o de fixar a Quragao minima do conjunto constituido pelas
tarefas da rede e o de identificar as tarefas, designadas por criticas, que
pertencendo ao caminho critico podem ser alteradas de modo a diminuir a
duracao global da rede. Existe uma extensao probabilistica da rede CPM que &
designada por PERT (Program Evaluation and Review Technique) que consiste em
encarar a duragao de cada tarefa como uma variavel aleatéria, com uma duragao
mais provavel, outra pessimista e outra optimista.

Aconstruc;aodwnaredeCPMenglobaosseguintespassos:'

(1) Criar a lista de dependéncia de actividades, do género "tarefa B
depende da tarefa A",
(2) Numerar ou indexar as diferentes actividades:
a) uma actividade nao precedida tem ordem zero;
b) uma actividade precedida por k tem ordem k+l.
(3) Definigao das linhas de referencia:
Sendo n o valor de ordem mixima entao ha n+2 linhas de
referéncia.

(4) Tragado das actividades e numeracao nés.
Un exemplo € o da figura 16 aonde existe o sequinte quadro de precedéncias:

Tarefa Precede Tarefa Ordem

)

~
~

~
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~
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2.7. Dualidade

Associado a cada problema linear existe um outro problema linear ligade a
este chamado dual. O problema original & classificado de primal quando esta
associagao € invocada. Se o problema primal tem n varidveis e m restrigoes
entao © problema dual tem m varidveis e n restrigdes. Demonstra-se,
utilizando os teoremas forte e fraco da dualidade, que a solugado éptima, se
existir, ¢ comm aos dois problemas.

A forma candnica do problema dual relaciona~-se com o primal do seguinte modo:

Primal Dual
min F(x) = ¢’x max W(y) = b’y
s.a Ax>Db s.a A'y<c

Pode fazer-se as consideragoes seguintes sobre os problemas duais:

a) uma das utilidades dos problemas duais & a de quando, no problema primal, o
mimero de variiveis é inferior ao nfmero de restrigdes. Esta situagao
inverte-se na formulagao do problema dual.

b) as restrigtes de iqualdade sao substituidas por duas restrigoes de
desigualdade de sinal contrario.

c) ambos tipos de varisveis sao nao negativas.
d) se o primal ¢ ilimitado o dual n&o tem regido admissivel e vice versa.
Exemplo:
min F(X) = x; + %y
S.a X1 + 2%y <5
2%X] + %3 =4 Primal original
X} =X >1
min F(x) = X1 + %o
S.a =X] - 2y > =5 Primal revisto
2X) + X > 4
=2X] = X9 > ~4
¥ =X >1

max W(y) = -By; + 4yp - 4y3 + va

S.a -y +2yp-2y3+yg<1 Dual
“2y1 + Y2 -y¥3=-ys <1
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2.8. Programagao Inteira

Alguns problemas tém como condigao que as variaveis de projecto sejam nmeros
inteiros. Dos varios métodos existentes apresenta-se o método de eliminagao
de solugoes ("branch and bound"). A esséncia do método & a de procurar a
solugao éptima examinando sémente uma pequena parte do conjunto de solugdes.
O algoritmo comega por partir o dominio de solugdes possiveis em subproblemas
introduzindo o conceito de fronteiras admissiveis e inadmissiveis. Cada
subproblema examinado com o valor da fungao objectivo pior que o da fronteira
admissivel corrente & eliminado. O algoritmo péra quando nao for possivel
criar mais subproblemas. Os passos principais do algoritmo sao:

1) Resolver o problema coriginal. Se as restrigoes com valores inteiros forem
respeitadas a solugdo éptima foi encontrada senao FO é a fronteira superior.

2) Determinar uma solugao admissivel que satisfaga as restrigoes inteiras para
funcionar como fronteira inferior, geralmente por arredondamento por defeito
de cada vari4vel.

3) Escolher uma variivel nao inteira encontrada no passo 1 e obter dois
subproblemas impondo restricoes de modo Que essa varidvel seja maior ou igual
que o menor inteiro superior e menor cu igual que o maior inteiro inferior.
Porexemplosexi=2.5usarxiz3exisz.

4) Resolver os dois subproblemas. Agir em fungao dos critérios seguintes:

solugao inadmissivel —> terminar a ramificagao dessa solugao;

solugao admissivel e nao inteira —> passo 5;

solugao admissivel e inteira e valor da fungao objectivo igual ao limite
superior --> solugao éptima;

solugao admissivel e inteira e valor da fungao objectivo excede o da
fronteira inferior —-> passa a ser o limite inferior e passo 5;

solucao admissivel e inteira e valor da fungao objectivo inferior ao do
limite inferior —> terminar a ramificagao dessa solugao.

5) Examinar ambas as solugdes e tomar como fronteira superior o maior dos
valores da fungao objectivo. Se valor superior for igual ao inferior terminar
O algoritmo senao voltar a 3.

Exemplo:
Max 7X1 + 6%y
S. a 2x) + 3%y < 12
6x) + 5% < 30
Xi > 0 e inteiros
1) X} =3.75 e xp=1.5
FO = 35.25
2) 1 =3 e X =1 => fronteira inferior: FO = 7(3) + 6(1) = 27
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3) Subproblema A Subproblema B

Max 7X1 + 6%y Max 7X1 + 6%5
S.a 2x) + 3%y <12 S.a 2x) + 3xp <12
6x7 + 5%9 < 30 6x7 + 5%x5 < 30
X] 24 X1 <3
4) At X1 =4 e xp3=1.2 B: x1 =3 e xp=2
FO = 35.2 FO = 33

O subproblema B tem uma solugdo inteira com uma valor superior ao limite
inferior pelo que aquele passa a ser o novo limite inferior e ndo ha mais
subproblemas a partir deste. Continua a procurar-se através da ramificagao do
subproblema A, o valor deste passa a ser o novo limite superior e criam-se a
partir deste os novos subproblemas C e D.

3) Subproblema C Subproblema D
Max 7X3 + 6%y Max 7X] + 6%
S.a 2% + 3%y < 12 S.a 2x1 + 3%y < 12
6xX) + bxy < 30 6x7 + 5%y < 30
X1 > 4 X1 24
X9 > 2 X3 <1
4) C: nao tem solugao admissivel D: x3 = 4.166.. e x5 =1
FO = 35.16

A soluggo D passa a ser o novo limite superior e criamse a partir deste os
subproblemas E e F.

3) Subproblema E Subproblema F
Max 7X] + 6%y Max 7X) + 6%p
S. a 2% + 3%y < 12 S. a 2x) + 3%y < 12
6xq + 5x5 < 30 6x7 + 5%y < 30
X1 > X1 >4
X <4 X1 25
X5 > 2 X3 <1

4)




3. Problemas Nao Lineares

2.1. Introdugao

Estes problemas sao do tipos:
Minimizar F(x)

s.a g(x) <b

em que F(X} e/ou gj sao fungdes nao lineares.

3.2. Univari&vel sem Restrigoes

Nos casos em que a obtengao das derivadas for f&cil as condigoes necessarias e
suficientes de determinagao dos mAximos e minimos, locais ou globais, sao a
base da estratégia adequada. Nos outros casos havera que recorrer a métodos
numéricos para obter estes pontos extremos. Os métodos abordados sdao o da
bissecgao, secgao dourada e aproximagao polinomial.

A - Bissecgao (Intervalos iguais) - em cada iteragao elimina precisamente
metade do intervalo anterior. Considere-se F(x) no intervalo fa,b]. O
algoritmo ¢ o seguinte:

i. %= (a2 +b)/2; L=Db - a; F(xp):
2. x1 =a+L/4; X3 =b - L/4; F(x1) e F(x3);
3. Se F(x1) < F(¥y) entdo b = xp, ¥y = X3 e passo 5;

4. Se F(X3) <F (xp) entao a = xp e xp = X33

5. L=Db - a; Se L < delta pare; sendo passo 2.

-f Cx) ,}

/ / /
o Xwr L
——t— >
Figura 17.




B - Secgéo Dourada - idéntico ao antericr mas mantém a simetria do padrac de
pesquisa baseado numa escolha adequada dos pontos interiores. Assume que a
fungao ¢ mondtona e a escolha é baseada na relagao dourada utilizada pelos
eglpcios no dimensionamento das piramides, por Da Vinci nas artes e por
Corbusiernaarquitectura.Sendoaebospontosectremsosporrtos
interiores x; e x, s&o escolhidos de modo a que:

X3 - a X2'='X]_

b-a b - xp
Deste modo se x; for o novo limite inferior entao x; ser& o novo x; de modo
quearelacaoentrexz—xleb-asejasempreama., Fazendoa=0eb =
1 encontra-se xj; = 0.382.. e X3 = 0.618... A relagdo X2/X] € designada por
mimero da secgdo dourada. O algoritmo para este método & o seguinte:
l.L=Db-a; x3 =a+ 0.382%L; x5 = a + 0.618*L; F(x1) e F(xp);
2. Se F(x1) < F(x3) entao a’= a, b’= Xp, X3'= X3 e passo 5;
3. Se F(x1) > F(xp) entao a’= X3, b= b, x1= %3 e passo 5;
4. Se F(x1) > F(xp) entao a’= x; e b’= X7
5. Se b’ - a’ < delta pare; volte para 1.
C - Interpolagao Polinomial - a fungao é aproximada no interior do intervalo
em estudo por uma fungao quadrdtica, ctibica ou de ordem superior sendos o
minimo determinado explictamente. 0 algoritmo para fungao quadratica definida
no intervalo [xg, %3] baseia-se em aproximar a fungao F(x) por uma fungao G(x)
do tipo G(x) = ag + ajx + azx2. Os passos principais sao:
1. Determinar xp = (¥q -~ %Xe)/2 + %e:

2.Comonospontosxe,xmexdasfunQOesFeGdevemteromesmovalorpode—
Se escrever as equagoes

ag + ajXe + ayxlg = F(xe)
ag + ayXy + axx?y = F(xy)
ag + ajxg + agx2g = F(xg)
3. Resolvendo este sistema de equagac os coeficientes de G sao:
ap = FXe) - ai¥e - agxe?
a1 = (F(xp) - F(%e))/ (¥ ~ Xe) - ax(Xe + %p)
a2 = 1/(xq ~ xm) [(F(xq) - F(Xe))/(Xg - %)) - (F(xp) - F(%e)}/(xp = %g)]

4. Obtendo a derivada dG/dx = 0 vem x* = - a11/2a, e com dG2/dx2 > O terd de
ser ap > 0.
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3.3. Univarisvel com Restrigoes

A formulagao tipo do problema & dada por:
min F(x)
s.a gj(x) <0, j=1,m
A estratégia para obter a solugao baseia-~se em métodos directos ou indirectos.

Os métodos directos baseiam-se no tratamento individual de cada fungao indo
tomando decistes ao longo do procedimento de optimizagdo. A fase inicial
consiste na determinagao dos limites do intervalo admissivel da fungao tendo
em conta o conjunto de restrigoes. Depois de determinados os valores extremos
a minimizagao pode ser obtida usando qualquer dos métodos proposto para a
minimizagao duma fungao com uma vardvel sem restrigbes como se exemplifica na
figura 18.

j.(\ F = g .
&
| 4)  F6)
| 7
) 7 /‘;/ ‘
,/"j ‘ }i g
7~ / 6}*)
- g
v

x

~
/7

roe ¢
Mt Sewn v/es‘}'v.'loou

Figura 18.

Os métodos indirectos consistem na transfromagao do problema original mum
outro equivalente sem restrigoes. Cria-se entao uma fungao, F/(x), denominada
de fungao pseudo cbjectivo ou fungac de penalidade. O modo mais simples & de
criar esta nova fungao do modo seguinte:

F/(x) = F(x) + R [ Soma aj (gj(x))2]

em que R é um escalar, chmnadofa@rdepalalidadeeaitmnaovalormou
zero conforme a restrigao Correspondente, ¢ij, ¢ wviolada ou nao,
respectivamente. A razao que leva A utilizagao desta fungao F/(x) & a de
penalizar fortemente o respective valor sempre que alguma das restrigoes nao
for respeitada. O escalar R toma os valcres adequados 4 ordem de grandeza das
expressoes em causa sendo adaptado, por vezes, de acordo com a progressao da
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minimizagao. Um exemplo grafico do desenvolvimento relativo
original e do problema transformado & indicado na figura 19.
fungoes de penalidade é classificado de exteriores uma vez
penalidade se pode desenvolver fora da regido admissivel.

AF (x) 'Eaﬁe'ﬁco F(»)
3.(x) M?'M.‘/m%}f ‘f
)7 Z
9,0) J A RIS
2 \ Z / n
N N : S
N 2/
o e Ve
R s
— R % X
N AN
T\ 7
Figura 19.

Outro tipo de funges de penalidade & o das denominadas interiores.

caso, os valores da fungao

admissivel, como se indica

F/(X) = F(x) + R [ Soma (-gj(x))~1]

?Eﬁ:u,\) IF/(K =0.01)

ﬁ/(x)

S

pseudo objectivo sao sempre interiores

na figura 20. Pode tomar a seguinte forma:

N

/
F(x)

I

Exemplo: Min F(x) = (x+2)2/20

Exterior - F’(x)

Interior - F/(x)

Sujeito a

g2(x)

g1{x) =

(1-x)/2 <
= {x-2)/2 <0

Figura 20.

c
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(¥+2)2/20 + R [- 2/(1x) - 2/{x-2)]
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Este tipo de
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3.4. Condigoes de Optimalidade

Estas condi¢oes foram definidas para problemas com restrigoes por Karush, Kuhn
e Tucker sendo habitualmente designadas por KKT. Estas condigdes tém de ser
verificadas nos pontos éptimos dos problemas nao lineares. Foram obtidas
utilizando miltiplicadores de Lagrange uj que estao associados a cada
restrigao gy e exprimem-se do seguinte modo:

1) grad F(x) - Soma [uj gradj] =0

2) g3 <0

3) uj g4 = 0

4) uj = 0
A primeira condigao significa que o gradiente da fungao objectivo & um vector
oposto e de grandeza igual A combinagéo linear dos gradientes das restrigoes
activas nesse ponto como se exemplifica na figura 21. Os coeficientes da
combinagao s4o precisamente os multiplicadores de lLagrange U4 respectivos. A
combinagao da segunda, terceira e quarta restri¢oes indicam que quando a

restrigao gy & inactiva entao o multiplicador de Lagrange respectivo uj ¢ nulo
e vice versa.

T(9):k,
"T,(i) - Kz
) K

¢6§, )= KA | Ve,
N
N

S — ' >.
\ Figura 21.

3.5. Multivariavel sem Restrigtes
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A resolucao deste tipo de problemas utiliza métodos analiticos ou numéricos de
acordo com a natureza das fungoes. Os métodos numéricos saéo preferidos nos
casos em que o manuseamento das derivadas de primeira e/ou de segunda ordem
ndo conduzem a pontos que satisfagam as condigoes suficientes de pontos
extremos. Estes sao classificados em métodos de ordem zero, ou directos,
quando usam sémente valores das fungdes, em métodos de ordem um, quando
utilizam os gradientes das fungoes, e em métodos de segunda ordem, quando
empregan derivadas de primeira e segunda ordem.
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A - Hooke e Jeeves, ou pesquisa padrao (ordem zero)

Uma pesquisa unidirecional de minimizagao & feita ao longo de cada uma das
direcgoes coordenadas seduida, ao fim ce cada ciclo, por procura segundo a
direcgéo definida pelo ponto inicial e pelo melhor ponmto. Um exemplo grafico
¢ o da figura 22 sendo a procura, designada por padrao, a definida pelos
pontos 0 e 2 tendo-se encontrado o ponto 3 como o minimo ao longo dessa

Figura 22.
O algoritmo pode ser definido pelos sequintes passos:

1 - Definir o ponto de inicio x0, o incremento d, o factor de reducac a>1 e um
parametro de convergéncia e>0;

2 - Pesquisar ao longo da direcgao coordenada i, com i de 1 a n: x1 = x0 + dx;;

F(xl) < F(x0) ?; sim - =1 e passo 5;

W
)

4 - |d| < e ?; sim - fim; nao - d = d/a; passo 2;

Movimento padrao: xKtl = K + gr(xK - xK-1);

o
)

6 - F(xktl) < F(xK) ?; sim - passo 5; nao - passo 4 com d=d/a;

B - Gradiente, ou miximo declive (ordem um)

Processo iterativo em que a direcgao de pesquisa & dada pela derivada da
fungao no ponto conhecido a que corresponde o valor mais baixo da funcao. A
férmula iterativa & do tipo:

A direcgao dK & definida pelo gradiente da fungao multiplicado por menos um e
a € um escalar que se determina através duma minimizagao da fungéo F.
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O algoritmo pode ser definido por:

1 - Definir m, nfmero méximo de iteragtes, e;, parametro de convergéncia
glcbal, e ey, parametro de convergéncia da pesquisa direccional; k = 0.

2

|grad F(xK)| <e; ? ou k > m ?; Sim - pare.

3 - &K = - grad F(xK); encontrar a de modo a minimizar F(a) = F(xK + agk).

I'E}
I

F(xk+1l) < F(xX ?; Nao - pare.

5

[2KHL - xK| / |#K]| < ey ?; Sim - pare.

6 -~k =Kk + 1; passo 2.

C - Método de Newton (segunda ordem)

Usando a férmila de Taylor para exprimir a fungao F(x) no ponto xK obtém-se a
seguinte expressao:

F(x) = F(xX) + grad F(«K)* (x-¥) + 0.5(x-xK)’qrad?F(zK) (x~xK)

Usando esta férmula para forgar o préximo ponto xKtl se encontre préximo do
minimo o gradiente da aproximacao ser# zero:

grad F(x) = grad F(xX) + grad2r(xK) (x-xK) = 0
e pode-se concluir que
x2K = - grad?r(xX)~1 grad F(xX)
A férmula de recorrencia para obter o ponto xK*1 & dada por:

2Kt = ¥K - grad?r(xK)-1 grad F(xK)
3.6. Multivaridvel com Restrigoes

Existem sobretudo dois tipos de métodos para a resolugao deste tipo de
problemas que s4o os sequeénciais e os directos.

Dentros dos métodos sequénciais destacamse as fungdes de penalidade e dos
multiplicadores de ILagrange. Os métodos das fungtes de penalidade sao
extensdes dos jA descritos para as fungoes duma sé varidvel. Os métodos
baseados nos multiplicadores de Lagrange tentam incluir as condigodes de
optimalidade nos algoritmos de modo a melhorar a eficiencia.

O método dos multiplicadores de Lagrange cria uma fungao L, que combina a
metodologia das fungoes de penalidade com as condigoes KKT. A fungao &
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definida do seguinte modo:

L(x, u) = F(x) + Soma [uj g’y + R g’42]
sendo g’j = max [gj(z), —Uj/(ZR)] se for desigualdade ou g’j =gjeRo
parametro de penalidade. O método consiste na definicao de u e R, na
minimizagao da fungao I, na actualizagaos dos valores de u e na repeticao
do processo até satisfazer qualquer dos parametros de convergéncia.
Exemplo: Min  F(x) = %32 + %52

s.a g(x) =x + Xp=-1=0

L(x, u) = Xj12 + Xpo + up(x3+5-1) + R (X]_+X2—l)2

Utilizando, por exemplo, a férmula de actualizagao para o parametro de
Lagrange u;

ulk'l'l = ulk + 2R g’

obtém—seaseguintesériedeiteracO&soon‘ec;andocomul=0eR=1:

Iteragao uy X1 = Xy g(x)
1 0.00 0.33 -0.33
2 -0.67 0.44 -0.11
3 -0.89 0.48 =0.04
4 -0.96 G.49 -0.01
5 -0.99 G.50 0.00

X]_* = Xz* = 0.5




consiste em linearizar a fungao objectivo e as restrigoes utilizando a
expansao de Taylor, por exemplo. O passo sequinte ¢é o de resolver este
problema linear numa zona Jjunto do ponto de pesquisa. Estes passos sao
repetidos até existir convergencia. 0 segundo método € uma extensao do método
de Newton onde se procede A minimizagéo da fungdo objectivo e A manutengao da
admissibilidade da solugao similtaneamente. O terceiro & parecido com o
segundo mas nao utiliza o método de Newton. Sendo este utilizado por
programas comerciais disponiveis & aquele que ¢ descrito com maior pormenor.

Este método baseia-se na procura de melhor solugao ao longo duma direcgao que
seja admissivel. Pretende-se que a procura seja feita numa regiao que
respeite as restrigoes préximas do ponto corrente. Assim procura-se encontrar
uma direcgao de pesquisa que faga um angulo superior a noventa graus com o
gradiente das restrigoes activas. Utilizando O produto interno, ou escalar,
dos vectores das direcgoes referidas este devera ser nao positivo. Sendod o
vector da nova direcgao de pesquisa serAa:

grad gj(x) * d < ©

Por outro lado pretende-se minimizar a fungao objectivo pelo que @ devera
satisfazer a inequagao:

grad F(x) *d <0

Estas expresstes podem ser materializadas no relacionamento grafico expresso
na figura 24. A regido admissivel para d fica assim definida pela intersecgao
das 4reas satisfazendo os dois tipos de produtos internos. Depois de
determinada uma direcgao que satisfagca as expressoes procede-se a uma pesquisa
ao longo da mesma repetindo o processo até um parametro de convergéncia ser
verificado.




O algoritmo pode ser composto pelos seguintes passos:
1 - Resolver o problema linear
Max alpha
s.a grad F(xX) * &K < alpha

grad g4(x) * d < alpha

2 - alpha > 0 ? Sim - pare.
3 - Determine b tal que F(xX + b gX) seja minimo; xkK+1 = yK + p gk.

4 - b gK/ xK < parametro convergencia ?; Sim - pare; Nao - passo 1.

4, Teoria da Decisao
4.1. Nogoes de Engenharia Econdmica

Este subcapitulo destina-se a apresentar algumas nogoes que permitam
classificar as diferentes alternativas sob o ponto de vista econdmico. Os
empreendimentos em Engenharia Civil sao construidas para funcionarem durante
muitos anos. Os custos associados sao o da construgao, operagao e manutencao.
Como ¢ sabido o valor do dinheiro varia ao longo do tempo. Por isso o
engenheiro deve ser capaz de comparar as despesas e lucros, relacionadas com
as vérias alternativas, numa base equitativa combinando custos actuais e
futuros.

Definindo P como valor actual duma quantia, Fy, como valor futuro de P ao fim
de n periodos e i como a taxa de juro do seguinte modo:

i=(F, -P)pP

Pode-se assim definir VRA, valor bruto actual, como

VBA=TFyg~-P e Fg=F; (1+i)-1
Qualquer opgac com VRA negativo & econémicamente desaconselhsvel, sendo
indiferente quando for zero. Apresentam~se também alqumas férmulas fiteis,
derivadas destas definigoes, para comparar alternativas:

Fn=P(1+i)1 e P =Fp (1+i)™

Exemplo: Um determinado investimento com capital inicial de 50 mil contos, um
valor futuro de 100 mil contos e uma taxa de 5% pode ser feito ao longo de 5,
10, 15, 20 ou 25 ancs. Determine quais as alternativas vidveis usando o VBA,
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n Fo = Fph{(1+)™ VBA =Fg - P Decisac

5 78 28 Sim
10 61 11 Sim
15 48 -2 Nao
20 38 =12 Nao
25 9 =41 Nao

Supordo i varidvel e n 10 anos seréa:

i Fo = Fp(1+i)™ VBA =Fg - P Decisac
3 74 24 Sim
5 61 11 Sim
10 39 -11 Nao
15 25 -25 Nao

A escolha da alternativa fica assim dependente dos valores dos beneficios, do
capital investido e dos custos de operagac e manutencao. O procedimento
aconselhado consiste na determinagao dos VBA das diferentes alternativas,
eliminar as que tém VBA negativo e selecionar aquela com maior VEA.

A inflagao pode contribuir para alterar o VBA. Supondo que a taxa anual de
inflagao & f teremos ao fim de n anos um valor de P modifcado, Pm, dado por:

Pm= (1 + £)n

Daqui resuita que o valor Fn serd também alterado, Fm»,, havendo necessidade de
substituir a taxa i por uma taxa de juro real r:

F?mn=P(1+i)n=Pm(l"‘r-r)n=P(1+f)n(1+i)n
Entaoataxadejurorealpodeserdadaporr=(i—f)/(1+f)a
Exemplo: Um bulldozer custa 1000 c e a taxa de juro é 7%. Como o bulldozer
novocusta150000ntosaofimde5anosdetennineataxadej.nfla¢aoea taxa
de juro real.
Pm = 1500 = 1000 (1 + £f)5 = f = 8.45%

r = (0.07 - 0.0845)/(1 + 0.0845) = — 1,333

Efectivamente r ¢é negativo porque F5 = 1000 (1 + 0.07)5 = 1403 < 1500,
assegurando que o investimento nao é rentavel.

4.2. Incerteza e Decisdo

Todos os acontecimentos estudados nos capitulos anteriores tém uma certa
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probabilidade de ocorréncia. Todas as decistes sao tomadas com um risco
associado que resulta da incerteza sobre os valores admitidos. Como exemplo
pode-se referir o valor da inflagao, a férmila representando a fungao
objectivo, os custos atribuidos, etc. Por isso torna-se conveniente ser capaz
de associar conceitos fundamentais da teoria das probabilidades e da
estatistica para analizar e decidir sobre projectos de engenharia civil aonde
© desempenho seja dependente de vari&veis com natureza aleatéria. Os lucros e
Custos devem ser considerados juntamente com as respectivas probabilidades de
ocorréncia.

Na figura 25 indica=-se um tipo de graficos, denominados &rvores de decisao,
que auxiliam a abordagem destas questtes. HA a considerar o né da decisao, as
alternativas, a respectiva probabilidade, os acontecimentos e as
consequéncias. O exemplo apresentado na referida figura refere-se A
construcao de um edificio com nenhuma, com alguma ou com resisténcia a sismos.
A ocorréncia de sismos & um fendmeno aleatério que influencia a decisao. Os
significados s4o os seguintes:

Alternativas

A - estrutura barata sem resisténcia a sismos:
B - estrutura de prego moderado com alguma resistencia sismica;
C - estrutura mais cara com resisténcia sismica;

Acontecimentos

S1 — nao ocorre sismo significativo;
S2 - ocorre sismmo significativo:

Consequéncias (perdas)

V(A,S1) - custos nulos:

V(A,S) - perda de vidas e propriedade;

V(B,S1) - custo extra da estrutura moderada;

V(B,Sy) - custo extra da estrutura moderada e de reparagoes;
V(C,51) - custo extra da estrutura mais cara;

V(C,S2) - custo extra da estrutura mais cara;

Verifica-se que a alternativa C nao & afectada por quaiquer dos acontecimentos

naturais. ?Vo -LqL.' ,-’L‘Ja JQ s, Co V\3<cl \,_f‘v\c '
& Vg
NS~ B A S,
deticay v (4, 52)
B Sy
g/ ,SZ\ \/(B. S‘ )
\
C VCB,Sz)
[ v(¢,52)




Para apreciar convenientemente as alternativas h& que considerar o conceito do
valor monetdrio esperado, VME. Este & um valor que est& associado a cada
acontecimento.

Exemplo: O custo da operagao dum sistema de ar condicionado, C, & funcao do
respectivo débito disrio, x: C = 2x0.8. 0 fluxo diario & constituido por uma
lei de distribuigao comm densidade normal.

fx (x) =1/5 e 5*106 m3/dia < x < 10%106 m3/dia

|10
VME = E [C] = E [g(x)] = integrai| 2x0-8 (1/5) dx = 9.99%106
|15

Propoe-se assim que o procedimento de escolha de alternativas com
probabilidades de ocorréncia associadas tenha oss seguintes passos:

1 -~ Determinar a{s) consequéncia(s) para cada alternativa, A, B, ..., e para
cada acontecimento, S, Sa, csef

2 - Determinar a probabilidade de cada acontecimento S;, S,, ....;

3 - Calcular o valor monetario esperado, VME, de cada alternativa e escolher a
decisao com maior utilidade.

Exemplo: Langando uma moeda o prémio é de 1000 escudos quando acertar na
previsao. Cada aposta custa 400 escudos e a escolha é caras. A questac &
saber se se deve jogar.

Cova |

vV (R, );‘_40(]

Observande a &rvore de decisac da figura 26 verificam-se os seguintes VMEs:

Figura 26.

VMEA = P(S1) * V(a,S5) + P(Sy) * V(A,S5)

VMEA

(1/2) (600) + (1/2) (-400) = 100

VMEB = o
Como VMEA & superior ao de VMEB & vantajosc jogar. Pode-se associar & nOGAo
do valor monetdrio a de utilidade dum bem cu dum servigo. Outro exemple da
aplicagao da teoria das probabilidades A& teoria da decisac & a da
interpretagao de ensaios. Os testes experimentais podem dar um grau de
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Certeza superior sobre valores usados na tomada de decistes. Suponhamos gue
associada ao acontecimento S existe uma medida Z4. Entao, como S; €& um
fendmeno aleatdrio, existe uma probabilidade, chamada de condicional, que esta
medida 45 corresponda ao estado Sj:
P [Si | 25]

Exemplo: De modo a reduzir o custo da construgao da estacaria dum edificio
foram analizados as estacas j4 executadas na vizinhanga da construgao a
executar. 60% das estacas mostram rocha a 12 metros como se indica na figura
27. Os dados medidos s&o os seguintes:

Acontecimentos 51 - profundidade, d, < 12 m;
S - profundidade, d > 12 m;

Medidas 21 - d na zona inspeccionada seja < 12 m;
Z2 - d na zona inspeccionada seja > 12 m;

Probabilidades condicionais verificadas, P [S; | Z5]
S1 52
Z; 0.85 0.10
Zz 0.15 0.90
Determinar a probabilidade que a rocha esteja a 12 metros ou a menos.
P[S1]21] = P[Z31]51] P[S;] / P[Zq]
PIS1{21] = P[Z1|S1] P[S1] / (P[Z1]S1] PISy] + P[Z;]S,] P{Sy])

Como P[S;] =1 - P[S3]1 =1 - 0.60 = 0.40

P[S1]Z1] = (0.85)(0.60)/[(0.85)(0.60)+(0.10)(0.4G)] = 0.927

4.3. Programagac Dinamica

ou beneficios. Estes podem ser deterministicos ou aleatérios. A programagao
dindmica é baseada no seguinte principio de optimalidade, definido por
Bellman:

"Uma estratégia éptima tem a propriedade de qualquer que sejam os estados e
decistes iniciais, as restantes decistes devem constituir uma estratégia
éptima no que respeita ao estado resultante da primeira decisao."

Em cada passo aprecia-se ¢ estado corrente do sistema e, de acordo com a
conclusao, opta-se pelo passo sequinte. Os termos e defini¢oes relacionados
sac:
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Varidveis de estado, Sp e S, - transmitem informagacs de estado para estado,
sendo Sp a variavel de entrada do estado n e S5'n a varidvel de saida sendo Sh

= S'n+1-
Varidvel de decisao, dy, - variavel que fornece informagao ao sistema.

Estado do sistema, n - & o elemento do sistema aonde se dao as transformagoes
de informagao de acordo com as equagoes de projecto. Estas equagodes relacionam
Sp com S’n. Esta relagao de Sn com S’y € definida pela fungao de transigao:

S'n = Tn {Sn, dn)

Omzstoassociadoaoestadony Ty, mede a contribuigao do custo no estado n
para o custo total do sistema.

M = Fn (Sn, dn)
O custo total & dado pela funcao aditiva

M = Soma (Fp (Sp, dn))

Nos problemas de programacac dinamica pode acontecer que sejam dados o valor
inicial dos problema ou o valor final dos problema. Um pode ser transformado
no outro com a inversao da direcgao das variaveis de estado ou seja o problema
pode ser analisado do principio para o fim ou vice versa. Um diagrama tipo da
fase n ¢ o indicado na figura 27.

L Ao e

Shwy

wa
e .

Figura 27.

Exemplo: mempreiteirotem4maquinasparausarem3obrasaolucroobtidoem
cada uma, emfm'ncaodamaquinautilizada, ¢ dado pelo quadro:

Nl’.’unerodemaquinasempregues

o i 2 3 4
Iucro da obra 1 8] 2 5 6 7
Lucro da obra 2 0] 1 3 6 7
Lucro da obra 3 0 1 4 5 e
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O objectivo ¢ o de determinar como distribuir as miquinas de mcdo a esperar o
méximo lucro:

F(Sn) =maXF(Snr dy, d21 ey dn))
Sendo o primeiro estado o de considerar o némero de mAquinas na obra 3
verifica-se que o lucro m4ximo & obtido colocando todas as oquatro méquuinas
nesta olra como se mostra pelo lucro em fungao das decisoes possiveis:

F*(S3) = max F(S3, dy, dy, dj3)

d3(4) = 4 <——=—> m3(4) = max {0, 1, 4, 5, 8 =8
d3(3) =3 <——->m3(3) =max {0, 1, 4, 5} =5
d3{2) = 2 <——————> m3{2) =max {0, 1, 4} = 4

d3(l) =1 <————> m3(1) =max {0, 1} = 1

max {0} =0

d3(0) = 0 <=——=—=> m3(0)
d3 € a decisao tomada em relagac A obra 3, (i) & o nfmero de maquinas cclocada
exclusivamente A disposicao da na obra 3, m3 é o lucro maximo possivel com o
némero de médquinas dispontveis.

Considere~se agora a obra 2 supondo que a cbra 1 ndo teve nenhuma miquina.
Sendo x o nfmero de mAquinas na obra 2 entac para a obra 3 ficaraos 4-x
méquinas. Pode-se calcular o lucro total das obras 2 e 3 sendo a férmila de
recorréncia dada por:

Mj(Sp) = max (F§(Sp,dn) + Mi41(Sp,dn)}

dr(4) = 0 < > my(4) = max {(0+8, 1+5, 3+4, 6+1, 7+0) = 8

]
w

do(3) <e—=——=>my(3) = max {0+5, 1+4, 3+1, 6+0) = 6

d2(2) = 0 <=———> my(2) = max {0+4, 1+1, 3+0} = 4

d2(1) =1 <————=>my(1) = max {041, 1+0} = 1

dx(0)

0 <—————=> my(0) = max {0+0) = 0

Quando se considera as mAquinas distribuidas Pela obra 1 todas as miquinas
existentes sao empreques nas <¢rés obras. consequentementesn=4eomapa
passa a ser:

d1(4) = 2 <=——-—>m(4) = max {0+8, 2+6, 5+4, 6+1, 7+0} = 9
O quadro final ilustrativo dos lucros das diferentes opcoes & dado por:
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0 1 2 3 4
m3 4] 1 4 5 8
d; 0 1 2 3 4
my 0 1 4 6 8
ds 0 1 0 3 0
my )
dp 2

Verifica-se que o lucro maximo & dado por colocar 2 mAquinas na obra 1, 0
maquinasnaobraZeZmAquinasnaobra3commnlucrode9.

4.4, Andlise Multicritério

Nalguns problemas de optimizagao poderao existir mais do que uma
fungao objectivo obrigando a técnicas complementares de anAlise.

Fungao ponderada
O modo mais corrente consiste em atribuir diferentes graus de
importancia a cada uma das fungées e analisar uma funcao objectivo

composta pela soma das outras fungdes depois de multiplicadas por um
coeficiente exprimindo o respectivo valor relativo.

Exemplo: Min F1 X)) =x1 +x

Max Fo (X) = 4x3 - x5
Min F3 (X) = 3x; + 9:6)

Funcao composta Min F (x) = 0.2F) - 0.5F, + 0.3F3
Hierarquizagao

No caso de ser possivel hierarquizar as fungtes objectivo por ordem de
importancia poder-se-4 utilizar o seguinte método:

1—Ordenarasfunc0&sdelak, Fis
2 - Minimizar F; encontrando x;*;
3 - Minimizar Fi, i=2 a k, com as seguintes restrigodes adicionais

Fj-1 = (1 + ej-1) Fj-1(%4-1*) comj=2a i
€M que ej-; representa a variagao relativa admitida para a
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restriggdo j-1. Estes valores de ej-1 deverzo ser modificados ao
longo da aplicagdo do algoritmo de modo a fazer face aos
respectivos resultados.

OQutra técnica utilizada ¢ a min-max. Consiste na definigao de
fungoes, zj(X), dque representam o desvio relativo de cada uma das

fungoes em relagao ao éptimo respectivo:
zaj(x) = |Fi(x) - Fi*(x)| / |Fi* ()]
zbi(x) = |Fi(x) - Fi*(x)| / |Fi*(x)]

O problema original fica assim transformado num outro em que as
fungdes 2z serao minimizadas. O vector dos incrementos relativos fica
definido como

zj(X) = max (zaj(x), zbj(x), i=1,n

Un ponto x e’ min-max oéptimo se a sequinte férmila de recorréncia for
verificada

v1 (X) = min max [zj(x)], i=1,n

A estratégia do método consiste em, apds saber os extremos de cada
fungao separadamente, procurar a solugdo desejavel que corresponde aos
valores menores dos incrementos relativos de todas as fungtes
objectivo. Este ponto é o melhor compromisso para todas as fungoes
objectivo consideradas com igual peso.

Exemplo Optimizar Min Fi(x) = X + %52
Min  Fo(x) = %72 + %5

S.a 12 -%X)3 -% >0
X12 + 10x; - X22 + 16x5, - 80 > O
X] e Xy inteiros

!
[\S]
X
P
X
~—
|
=
N

Os resultados de 2zj para todos os valores que satisfazem as restrigodes
sao:

xt max [za,zb] = z3
2,8 [1.20,0.00] = 1.20
3,6 [0.30,0.25] = 0.30
3,7 [0.73,0.33] = 0.73
3,8 [1.23,0.42] = 0.42
3,9 [1.80,0.50] = 1.80
4,6 [0.33,0.83] = 0.83
4,7 [0.77,0.92] = 0.92
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4,8 [1.27,1.00] = 1,27
5,5 [0.00,1.50] = 1.50
5,6 [0.37,1.58] = 1.58
5,7 [0.80,1.67] = 1.67
6,6 [0.40,2.50] = 2.50

A solugao de compromisso que minimiza os mAximos desvios & (3,6) para
a qual Fp = 39 e Fp = 15 com za = 0.30 e zb = 0.25. A interpretagao
grafica pode ser apreciada na figura 28.

INEY, ¢
>4 £(0) =(3,%)
g0 |
o *
8 Cf):o 20 ’ —E(ﬁ :(%"Z)
i
U : /
I .
_ y {60 = (39,180 30
B e e B S A TS + + + | ¢ -+ b
0 zz\lgb‘lsqwxl b 20 3o to 5% bo Ly
Figura 28. \
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