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Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

Este trabalho realizou-se no ambito da Unidade Curricular de Iniciacdo a Pratica
Profissional, incluindo a Pratica de Ensino Supervisionada, integrada no Mestrado em
Ensino de Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico e no Secundério que decorreu no
ano letivo de 2020/2021, numa turma de 10.° ano de escolaridade na disciplina de

Matematica A, no tema das funcgdes.

O tema selecionado para o estudo foi a visualizac&o e as fungdes, e o seu objetivo foi
conhecer as preferéncias visuais dos alunos de uma turma de 10.° ano de escolaridade
e compreender como recorrem a imagens visuais na resolucao de tarefas diversificadas
envolvendo fungbes. Para atingir este objetivo, foram formuladas duas questdes de
investigacao: (1) Quais séo as preferéncias visuais dos alunos? e (2) Como recorrem a

imagens visuais ha resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo fun¢des?

Para responder as questdes de investigacdo, este trabalho foi realizado em duas fases:
na primeira fase, que decorreu antes da minha intervencéo pedagogica no tema das
fungdes, apliquei um instrumento a todos os alunos para inferir as suas preferéncias
visuais na resolucdo de tarefas diversificadas; na segunda fase, procurei perceber
melhor como os alunos utilizavam imagens visuais na resolucdo de tarefas de natureza
diversificada sobre o tema das fun¢des. Este estudo segue uma metodologia qualitativa
e interpretativa e pode considerar-se um ensaio para um estudo de caso. Os dados
foram recolhidos através de uma adaptacdo do Instrumento de Processamento
Matematico — IPM (Presmeg, 1986), de producbes escritas dos alunos e

audio-gravacdes de entrevistas semiestruturadas e apoiadas em tarefas.

Devido a COVID-19, tanto as aulas a que diz respeito este estudo, como o processo de
recolha de dados decorreram a distdncia com recurso a diferentes ferramentas
tecnolégicas, como calculadoras gréficas e softwares de representacdo gréfica, que

permitem fazer a passagem da representacao visual e para a algébrica e vice-versa.

A minha intervencdo pedagdgica comecou com 0 ensino do uso das calculadoras
gréficas, que se apoiou numa ficha de trabalho constituida por um guido, o que permitiu
que os alunos, posteriormente, explorassem a calculadora autonomamente. As aulas
seguintes foram sobre as transformacgfes graficas das funcdes e apoiaram-se numa
outra ficha de trabalho, dividida em quatro partes, em que cada parte correspondia a

uma transformacao grafica diferente.
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Apbs a andlise de dados, o IPM mostrou que aproximadamente metade dos alunos da
turma eram visuais e metade nao visuais. No entanto, os resultados do IPM nao se
revelaram totalmente concordantes com as preferéncias visuais dos alunos nha
resolucdo de tarefas do tema das fungbes. Por isso, considero que isto pode estar
relacionado com uma distinta preferéncia dos alunos em diferentes temas, tipos de
tarefas, situacdes problematicas ou estratégias utilizadas pelos professores. Com este
estudo, pude perceber melhor algumas estratégias utilizadas pelos alunos e o processo

de pensamento que os levou a pensar de certa forma.

Palavras-chave: visualizacdo, funcdes, representacdes, tecnologia, ensino a distancia.
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This study was carried out within the scope of the Curricular Unit of Initiation to
Professional Practice, including the Supervised Teaching Practice experience, as a
requirement of the master’s degree in Mathematics Teaching in the 3" Cycle of Basic
and Secondary Education. The study took place in the 2020/2021 school year, and
involved a 10" grade class in Mathematics A, focusing on the topic of functions.

The theme selected for the study was visualization and functions, and its goal was to
know the visual preferences of students in a 10" grade class, and to understand how
they use visual images in solving tasks of diverse nature involving functions. To achieve
this goal, two research questions were formulated: (1) What are the students’ visual
preferences? and (2) How do students resort to visual images in solving tasks of diverse

nature about functions?

In order to answer these questions, the study was carried out in two phases: in the first
phase, which took place before my pedagogical intervention on the topic of functions, |
applied an adaptation of the Mathematics Processing Instrument — MPI (Presmeg, 1986)
to all students to infer their visual preferences while solving diversified tasks; in the
second phase, | looked for a better perception on how students used visual images to
solve tasks of diverse nature on the theme of functions. This study adopted a qualitative
and interpretive methodology and can be considered as an essay for a case study. Data
were collected through students’ written productions and audio recordings of

semi-structured and task-based interviews.

Due to the COVID-19 pandemic restrictions, the classes related to the study and the
whole data collection process were conducted at distance, using different technological
resources, such as graphing calculators and graphical representation software, which

allow the transition from visual to algebraic representations and vice versa.

My pedagogical intervention started by addressing the use of graphic calculators,
supported by a worksheet and a script, which allowed students to explore the calculator
independently. The following classes were about graphic transformations and were
based on another worksheet, divided into four parts, corresponding each part to a

different graphic transformation.
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After analysing the data, MPI revealed that approximately half of the students were visual
thinkers and half were non-visual thinkers. However, the results of the MPI did not prove
to be totally decisive in students’ visual preferences in the theme of functions. This may
be related to students’ distinct preferences in different topics, types of tasks, problematic
situations or teachers’ strategies. With this study, | could better understand some
strategies used by students and the thought processes that led them to think in a certain

way.

Keywords: visualization, functions, representations, technology, distance learning.
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Este relatério foi elaborado no ambito da Unidade Curricular de Iniciacdo a Pratica
Profissional, incluindo a Pratica de Ensino Supervisionada integrada no Mestrado em
Ensino de Matemética no 3.° Ciclo do Ensino Béasico e no Secundario. O relatério incide
sobre um trabalho de investigacdo educacional que realizei em estreita ligacdo com a

Pratica de Ensino Supervisionada.

Para este estudo escolhi o tema da visualizagao, pois tenho a sensagao de que o ensino
da matemética se apoia muito em representacdes algébricas, deixando as
representacdes graficas, que fazem parte das representagfes visuais, para segundo
plano. O facto € que h& alunos que preferem representagfes visuais (nas quais estao
incluidos: construgbes, desenhos, diagramas, tabelas, quadros e gréafico) e
compreendem melhor os conceitos quando estes sdo abordados nessa perspetiva. No
entanto, também ha alunos que compreendem melhor os conceitos quando abordados
numa perspetiva mais algébrica. Ou seja, é importante que todos 0s alunos consigam
compreender as duas abordagens, mas nao considero correto impor uma abordagem,
por exemplo, algébrica, a um aluno que pensa, preferencialmente, de forma visual. O
pensamento visual € legitimo, embora seja, muitas vezes, desprezado. Assim,
parece-me ser importante conhecer quais as preferéncias visuais dos alunos de modo

a melhor poder selecionar tarefas para os ajudar na sua aprendizagem matematica.

Decidi abordar a visualizagdo no tema das func¢des, pois considero-o bastante
abrangente, ja que é abordado tanto no 3.° ciclo do ensino basico como no ensino
secundéario. Com este trabalho, realizado com alunos do 10.° ano de escolaridade,
pretendo focar-me mais no estudo da passagem da representacdo algébrica para a
representacdo gréfica e vice-versa, pois muitos alunos tém dificuldades nesta
passagem, uma vez que tendem a focar-se apenas numa destas representagdes. Este
foco faz com que muitos alunos apresentem dificuldades numa ou noutra representacao
(ou em ambas). A passagem duma representacao para outra é muito importante, visto
que cada representacdo tem o seu papel; por exemplo, a representacdo algébrica
permite obter informac¢des importantes que muitas vezes sdo inacessiveis noutras
representacdes, e a representacdo gréfica permite visualizar o que acontece quando

manipulamos uma expressao algébrica.



FCUP

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

A representacdo grafica pode ser obtida usando o software de geometria dinAmica
GeoGebra (que foi utilizado nas aulas do 1.° periodo), a calculadora gréfica (que cada
aluno tem) ou lapis e papel. O uso da calculadora grafica aparece no programa de
Matematica A do 10.° ano de escolaridade, na sec¢do dos recursos utilizados; no
entanto, tanto o programa em vigor (Bivar et al., 2014) como o programa anterior (Silva
et al., 2001) preveem diferentes utilizagcdes para as calculadoras gréaficas. No programa
de 2001, refere-se que o uso de calculadoras graficas € obrigatério e que estas “devem
ser entendidas ndo s6 como instrumentos de calculo mas também como meios
incentivadores do espirito de pesquisa” (Silva et al., 2001, p. 5). Todavia, no programa
atual (Bivar et al, 2014), que € o programa em vigor a data de realizacao deste trabalho,

0 uso de calculadora grafica é indicado apenas

para ilustrar propriedades de graficos de funcdes adequadamente
escolhidas pelo professor, ou para que o0 aluno teste o resultado de
variacbes de parametros em classes de fun¢des de que ja tenha algum
conhecimento ted6rico e, de maneira geral, para uma abordagem
experimental ao estudo de fung¢des, desde que devidamente controlada e
acompanhada de uma analise critica da validade de conjeturas que essas
experiéncias possam induzir. (Bivar et al, 2014, p. 29)

Ou seja, este programa restringe o uso da calculadora grafica a situagcdes especificas.
Nas Aprendizagens Essenciais (ME, 2018), outro documento curricular em vigor a data
da realizagdo deste trabalho, € apoiado o recurso a tecnologia gréfica: “a tecnologia
grafica deve estar presente, quer em contexto de sala de aula, quer em contexto de
avaliagao externa” (p. 3) e, na abordagem de diferentes fungbes, € sempre referida a

representacao gréfica:

* Reconhecer, representar e interpretar graficamente funcdes reais de
variavel real e funcdes definidas por expressfes analiticas e usa-las na
resolucéo de problemas e em contextos de modelacéo;

* Reconhecer e interpretar as propriedades geométricas dos graficos de
fungbes e usa-las naresolucéo de problemas e em contextos de modelacao;
* Reconhecer e interpretar a paridade; as simetrias dos graficos das
funcdes pares e das fun¢des impares; os intervalos de monotonia de uma
funcao real de variavel real; os extremos relativos e absolutos e usa-los na
resolucéo de problemas e em contextos de modelacéo;

» Reconhecer e interpretar os extremos, sentido das concavidades, raizes e
arepresentacdao grafica de funcdes quadraticas e usa-los na resolucao de
problemas e em contextos de modelacéo;

* Reconhecer, interpretar e representar graficamente funcdes definidas por
ramos e a funcdo modulo e usa-los na resolucao de problemas e em
contextos de modelacéo;

* Reconhecer e interpretar graficamente a relacéo entre o gréfico de uma
fungéo e os graficos das fungbes a. f(x), f(b.x), f(x +c)e f(x) +d,a, b, c
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e d numeros reais, a e b ndo nulos e usa-las na resolugéo de problemas e

em contextos de modelacao. (ME, 2018, pp. 8-9, destaque acrescentado)
Deste modo, os objetivos deste estudo sédo conhecer as preferéncias visuais dos alunos
de uma turma de 10.° ano de escolaridade e compreender como recorrem a imagens
visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo fungbes. Para concretizar o

objetivo apresentado, pretendo responder as seguintes questobes:

1. Quais sao as preferéncias visuais dos alunos?
2. Como recorrem a imagens visuais na resolucdo de tarefas diversificadas
envolvendo fun¢des?
O presente relatério estd organizado em sete capitulos:

1 — Introducéo;

2 — Enquadramento tedrico:

Neste capitulo apresento aspetos de natureza tedrica relacionados com a visualizacao,
nomeadamente, a hocdo de visualizagdo, a representacéo de fungbes, os tratamentos
e conversdes de representacdes matematicas, 0s recursos tecnolégicos e a
compreensdo relacional e instrumental. Este capitulo pretende contribuir para o
aprofundamento da compreensdo sobre os temas mencionados, proporcionando uma

fundamentacéo adequada para a analise dos dados recolhidos;

3 — Intervencéo pedagdgica:

Neste capitulo, comego com a caracterizacdo da escola e da turma em que o trabalho
foi desenvolvido. Fagco também uma descricdo da ancoragem curricular da intervencéo
pedagogica que foi feita e da sua organizacdo ao longo do tempo. Descrevo a
intervengdo pedagdgica que foi feita no tema “Transformagdes graficas de fungdes”, e

todas as tarefas utilizadas;

4 — Métodos e procedimentos de recolha de dados:

Este capitulo estd dividido em dois subcapitulos correspondentes aos processos
metodoldgicos relacionados com cada uma das duas perguntas de investigacdo. Em
cada subcapitulo descrevo a metodologia de investigacéo, os participantes do estudo,
bem como os critérios utilizados para a sua selecédo, e os processos de recolha e andlise

de dados;
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5 — Andlise dos dados do IPM:
Neste capitulo, faco a apresentacao e andalise dos dados recolhidos na primeira fase de
recolha de dados, que pretende responder a primeira questdo de investigacao,

organizados por aluno caso;

6 — Andlise dos dados das entrevistas:
Neste capitulo, apresento os dados recolhidos que pretendem dar resposta a segunda

questao de investigagao, organizados por aluno caso;

7 — Conclusoes:

Este capitulo inicia-se com uma pequena sintese do estudo realizado. De seguida,
apresento as principais conclusdes do estudo. Por fim, fago uma reflex&o final sobre as
implicacbes deste trabalho para o meu desenvolvimento profissional, e apresento
algumas propostas de temas para investigagbes futuras que decorrem do trabalho

realizado e da intervencdo pedagdgica realizada.

Por fim, apresento uma lista de referéncias e todos os anexos mencionados no trabalho.



FCUP

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

O termo visualizacao foi utilizado de varias maneiras na literatura, por isso, é importante
esclarecer o seu significado, neste trabalho. Presmeg (1997b, citada em Presmeg,
2006) define que “a visualizacao inclui processos de construcdo e transformacéo de
imagens mentais visuais e todas as inscricbes de natureza espacial que podem estar
implicadas em fazer matematica” (pp. 2—3, traducéo propria).
Segundo Moses (1977, citado em Presmeg, 1986a), um método de resolucéo visual
inclui solu¢des que envolvem construg¢des, desenhos, diagramas, tabelas, quadros ou
graficos, escritos ou na mente da pessoa. Deste modo, Presmeg (1986a) define os
métodos de resolucéo visuais e nao visuais:
Um método visual de solugédo é aquele que envolve imagens visuais, com
ou sem um diagrama, como uma parte essencial do método de solucao,
mesmo que métodos de raciocinio ou métodos algébricos também sejam
utilizados.
Um método de solucao ndo visual é aquele que ndo envolve imagens visuais
como uma parte essencial do método de solucdo. (p. 298, tradugdo propria)
Presmeg (1986b) define ainda individuos visuais e nao visuais:

Os individuos visuais sdo os que preferem usar métodos visuais ao tentar

resolver problemas matematicos que podem ser resolvidos por métodos

visuais e nao visuais.

Os individuos nao visuais séo os que preferem nao usar métodos visuais ao

tentar resolver esses problemas. (p. 298, traducao proépria)
Na 23" Annual Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics
Education (PME-23), os investigadores envolvidos num grupo de discussao
descreveram a visualizagdo como um veiculo para a resolucdo de problemas
significativos em algebra (Yerushalmy, Shternberg, & Gilead, 1999, citados em
Presmeg, 2006). De acordo com estes autores e com Parzysz (1999, citado em
Presmeg, 2006) a “visualizagdo pode ser poderosa ndo s6 em assuntos matematicos
visuais (geometria e trigonometria), mas também em algebra” (Presmeg, 2006, p.19,

traducao propria).

Cunningham (1991, citado em Costa, 2005) refere que um dos beneficios da
visualizacao € “a capacidade de se focar em capacidades especificas e em pormenores

de problemas muito complexos para mostrar a dindmica de sistemas e processos, e

5
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para aumentar a intuicdo e a compreensao de problemas e processos matematicos”
(Costa, 2005, p. 9, traducao prépria). O mesmo autor defende que a visualizacdo no
ensino da matematica permite que os alunos tenham acesso a novas formas de abordar
diversos topicos mateméaticos. Permite, também, um estudo mais amplo de temas

matematicos (Costa, 2005).

Apesar destas vantagens do uso da visualiza¢do, também existem limitacdes. Presmeg
(19864a) refere as principais limitacdes que encontrou no seu estudo:

(1) o caso concreto de uma imagem ou diagrama pode prender o
pensamento a detalhes irrelevantes, ou até pode introduzir dados falsos;

(2) o recurso a uma figura-tipo na representacdo de um conceito pode
originar um raciocinio inflexivel nos alunos, dificultando o
reconhecimento desse conceito huma figura ndo estandardizada;

(3) pode persistir uma imagem incontrolavel, impedindo outros modos de
pensamento que poderdo ser mais adequados, uma dificuldade que, por
um lado, é persistente se a imagem € vivida;

(4) por outro lado, uma imagem indefinida, para ser vantajosa, necessita de
ser apoiada por processos de pensamento algébrico rigorosos.
(Presmeg, 19864, p. 307, tradugéo propria)

O pensamento visual, apesar de nado ser capaz de, independentemente, fazer
matematica, € uma ferramenta poderosa. E até uma ferramenta vantajosa que
complementa o pensamento algébrico (Goldenberg, 1996, citado em Vale & Pimentel,

2012).

Deste modo é importante trabalhar com ambas as representagdes (algébrica e gréafica).
Kaput (1992) e Ford (2008) (citados em Rocha, 2015) realcam a importancia de
trabalhar com mudltiplas representacées e, segundo o primeiro autor, isto € fundamental
para a compreensdo dos conceitos e faz com que se desenvolva uma viséo global dos

mesmos.

Existem vérios tipos de representacdes, e varios autores organizaram-nas segundo
diferentes caracteristicas e 0 seu papel. Bruner (1999) classifica as representacfes em:
ativas, iconicas e simbdlicas:

O que queremos dizer com representacdo? O que significa traduzir a

experiéncia num modelo do mundo? A minha sugestdo é que os seres
humanos tém provavelmente trés maneiras diferentes de realizarem esta



FCUP | 7

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

proeza. A primeira € através da acdo. Conhecemos muitas coisas para as
quais ndo ha imagética nem palavras e é muito dificil ensina-la através de
palavras, diagramas ou imagens (...) Ha um segundo sistema de
representacdo que depende da organizacao visual ou outra organizacao
sensoria e do recurso a imagens de resumo (...) A primeira forma de
representacdo veio a ser designada como ativa e a segunda como icénica
(...). Por fim, ha a representacdo por palavras ou linguagem. O seu traco
distintivo é ser simbdlica por natureza (...) (pp. 27-29, traducao prépria)
Deste modo, conclui-se que, para Bruner (1999), as representagbes ativas
correspondem ao recurso a objetos e a movimentos para representar uma certa
situacdo. As representacdes iconicas correspondem a representacdo de simbolos néo
matematicos e esquemas/diagramas. As representacdes simbdlicas correspondem ao

recurso a palavras ou linguagem.

As representacdes utilizadas pelos alunos, escritas ou imaginadas, podem ser visuais
ou ndo visuais. Tal como referi anteriormente, as representagfes visuais, segundo
Moses (1977, citado em Presmeg, 1986a) caracterizam-se pela existéncia de:
construcdes, desenhos, diagramas, tabelas, quadros ou graficos. Enquanto que as nédo
visuais sao constituidas, segundo Vale e Barbosa (2021), por métodos l6gico-verbais

que envolvem: linguagem verbal, linguagem aritmética ou linguagem algébrica.

Dentro das representacdes visuais é importante distinguir diagramas de desenhos, pois,
segundo Diezmann e English (2001), estes termos sdo, muitas vezes, utilizados como
sinbnimos, no entanto representam estruturas diferentes. Os diagramas sé&o
representacdes estruturais em que os detalhes ndo sdo importantes, enquanto que 0s

desenhos geralmente mostram pormenores.

A representacdo em diagrama, segundo Diezmann e English (2001) muitas vezes serve
para "desempacotar" a estrutura de um problema, ou seja, representa-lo de uma forma
que permita percebé-lo melhor, e estabelecer a base para sua resolucdo. O recurso a
diagramas, segundo 0 mesmo autor, pode ser (til para alguns alunos, pois eles sao
capazes de uséa-los como uma ferramenta para 0 pensamento e a aprendizagem
matematica. Contudo, outros alunos sdo incapazes de o fazer, ou talvez ndo queiram
usar diagramas na resolucdo de problemas, considerando que estes recursos sao

ineficazes e inlteis.

Outra representacao visual muito importante, é a representa¢éo com recurso a graficos.

Este tipo de representagéo é muito utilizado no tema das fungdes e ird ser descrito mais
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detalhadamente no capitulo seguinte. Passarei a explicar as representacfes nao

visuais.

A representacdo com recurso a linguagem verbal, segundo Vale e Barbosa (2021),
corresponde ao recurso a palavras, registos escritos referentes ao cumprimento de uma
determinada tarefa ou a elaboracdo de justificacdes ou pequenos textos, sobre
determinados assuntos matematicos. A linguagem aritmética ou numérica, segundo
Friedlander e Tabach (2001) é utilizada pelos alunos antes destes aprenderem algebra.
Segundo 0s mesmos autores, 0 recurso a numeros é importante para obter uma primeira
compreensdo de um problema e para investigar casos especificos. No entanto, esta
representacdo ndo € generalizavel, sendo utilizada para casos particulares. A
representagéo com recurso a linguagem algébrica é muitas vezes utilizada no tema das
fungbes e, por isso, sera descrita no capitulo seguinte. As resolugdes com uma grande

componente visual e ndo visual sdo por mim consideradas como sendo mistas.

O conceito de funcdo é estudado em Matemética, tanto no 3.° ciclo do ensino basico,
como no ensino secundario, ou seja, € um tema transversal a muitos anos de
escolaridade. As fungBes podem ser representadas de varias formas diferentes e cada
uma dessas representagfes tem as suas vantagens. Neste trabalho, irei abordar duas

representacdes, a gréafica e a algébrica, comec¢ando por definir cada uma delas.

A representacao gréafica das funcdes é uma representacao visual. Esta representacéo
apresenta uma restri¢do finita do dominio. Uma das suas principais vantagens € permitir
uma utilizacdo que ultrapassa os conhecimentos algébricos dos alunos, uma vez que a
abordagem gréfica € mais universal do que a algébrica, tornando, deste modo, possivel
encontrar solu¢cdes quando ndo se conhece uma abordagem algébrica ou mesmo
qguando esta nao existe (Friedlander & Tabach, 2001). No entanto, os gréaficos sdo uma
representacdo menos exata do que a representacéo algébrica e, por isso, as solugdes
obtidas por esta via podem ser pouco exatas e sofrer a influéncia de fatores externos,
como, por exemplo, os efeitos da escala utilizada sobre a interpretacéo que é feita. Outro
aspeto menos positivo € que a representacdo grafica apresenta apenas uma parte do
dominio; por esse motivo, a utilidade desta representacao depende do contexto (Rocha,
2015).
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Friedlander e Tabach (2001) caracterizam a representacdo algébrica como concisa,
geral e eficaz na apresentacéo de regularidades e modelos matematicos; por isso, é
muitas vezes utilizada para formular generalizacdes e resultados. No entanto, o seu
recurso exclusivo pode gerar dificuldades nos alunos como, por exemplo, dificuldades

na compreensao de no¢cdes matematicas e dificuldades na interpretacédo (Rocha, 2015).

O conceito de funcdo € complexo e os alunos manifestam dificuldades neste assunto.
Coulombe e Berenson (2001, citados em Rocha, 2015) referem que a fluéncia com
multiplas representacdes de relaces matematicas pode melhorar 0 pensamento
algébrico. O recurso a diferentes representagfes permite compreender aquilo que os
alunos ndo conseguiram compreender com a representacao inicial; por isso, como diz
Kaput (1992, citado em Rocha, 2015), esta é fundamental para a compreensao dos

conceitos.

Duval (2011) apresenta trés tipos de abordagens para as representacdes graficas, que
diferem entre si nos dados visuais do gréafico: ponto a ponto, extensdo do tracado

efetuado, e interpretacéo global de propriedades figurais.

A abordagem ponto a ponto limita-se a alguns valores particulares e aos pontos
marcados no plano referencial. Esta abordagem permite representar o grafico de uma
fungcéo do primeiro e segundo graus e permite ler as coordenadas de alguns pontos
como pontos de intersecdo com 0s eixos ou extremos. Por exemplo, na figura 1
encontramos um exemplo em que se considera apenas os pontos de intersecdo da

fung&o com os eixos coordenados:

(X7 ]

-2

Figura 1 — Exemplo da abordagem ponto a ponto
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A abordagem de extenséo do tracado efetuado é mental e, ao contrario da abordagem
ponto a ponto, apoia-se hum conjunto infinito de pontos potenciais, por exemplo, nos
potenciais valores que a funcdo pode tomar nos intervalos entre 0os pontos marcados.
Tal como a abordagem ponto a ponto, esta tem em conta os dados do tragado e ndo as
variaveis visuais pertinentes da representacdo grafica. O objetivo continua a ser os
valores particulares sem os relacionar com a expressao algébrica. Por exemplo, na
figura 2, para além dos pontos da abordagem ponto a ponto (cf.,, figura 1),

consideram-se 0s possiveis valores que a funcéo pode tomar entre esses pontos:

[*T

Figura 2 — Exemplo da abordagem de extenséo do tragado efetuado

A abordagem de interpretac&o global de propriedades figurais corresponde ao conjunto
constituido pelo gréfico da funcdo e pelos eixos que formam uma imagem que
representa um objeto descrito por uma expressao algébrica. Todas as altera¢des desta
imagem, que levam a uma modificacdo na expressdo algébrica correspondente,
determinam uma variavel visual pertinente para a interpretacéo grafica. E importante,
identificar todas as modificagdes conjuntas da representagao grafica e da representacao
algébrica (Duval, 2011). Por exemplo, na figura 3, o grafico da funcéo é visto como um
todo, tendo em conta o sentido da inclinagcdo, o angulo com os eixos e a posi¢ao sobre

0S eiXos:

10
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funcdes

Figura 3 — Exemplo da abordagem de interpretagéo global de propriedades figurais

Duval (2011) sintetiza os valores e variaveis visuais para y = ax + b no plano cartesiano,

conforme indicado no quadro 1.

Quadro 1 - Valores e variaveis visuais para y = ax + b no plano cartesiano (Duval, 2011, p. 101, traduc&o propria)

Variaveis visuais Valores Unidades simbdlicas correspondentes

Sentido da ascendente coeficiente > 0 auséncia de sinal

inclinacéo - .
descendente coeficiente <0 presenca do sinal —

Angulo com os
eixos

particdo simétrica

angulo menor

angulo maior

coefic. variavel = 1

coefic. variavel < 1

coefic. variavel > 1

nao ha coefic.
escrito

ha coefic. escrito

ha coefic. escrito

Posicéo sobre o
eixo

corta acima

corta abaixo

corta na origem

acrescenta-se.
Constante

subtrai-se
constante

sem correcao
aditiva

sinal +

sinal —

auséncia de sinal

Duval (2011) refere que muitas investigagdes no ensino da matematica centram-se na

passagem da representacdo algébrica para a representagdo grafica, utilizando a

abordagem ponto a ponto e néo referindo as dificuldades que a passagem inversa pode

ter. Para efetuar a passagem inversa, ndo é possivel utilizar a abordagem ponto a ponto,

pois “é preciso identificar cada um dos valores das variaveis visuais e integra-las”

11
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(Duval, 2011, p. 102), ou seja, “a passagem da representacao grafica para a expressao

algébrica exige uma interpretacdo global” (idem).

A prética sisteméatica da abordagem ponto a ponto ndo permite chegar a abordagem de
interpretacao global, pois existe um “fosso que separa a abordagem ponto a ponto da
abordagem de interpretacdo global” (Duval, 2011, p. 106). Consequentemente, a
maioria dos alunos tem dificuldades na utilizacéo das representacdes gréaficas. Quando
o professor ignora a importancia da abordagem de interpretacéo global, a maioria dos
alunos do ensino secundério (15 a 16 anos) ndo consegue utilizar corretamente o0s

graficos cartesianos (Duval, 2011).

Na perspetiva de Duval (2006), existem dois tipos diferentes de transformacgdo de

representacdes nas quais os alunos devem ser fluentes: tratamentos e conversoes.

Os tratamentos séo transformacdes dentro do mesmo sistema de representacéo, por
exemplo, manipulagdo algébrica, e dependem das possibilidades de transformacgéo

especificas da representacao utilizada. Por exemplo: x2 —2 =0 & x2 = 2.

As conversfes sao transformacdes de representacdo que consistem em alterar a
representacdo, conservando o0s objetos denotados, por exemplo, passar da
representacdo algébrica de uma funcéo para a sua representacao gréfica. Por exemplo:

y = x? — 2 pode ser transformado no respetivo gréafico (figura 4):

Figura 4 — Representacgao graficade y = x% — 2

12
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Duval (2006) refere que as conversdes sdo mais complexas do que os tratamentos
porque qualquer mudanga de representacao requer, “primeiramente, o reconhecimento
do mesmo objeto matematico em duas representacfes cujos conteudos, muitas vezes,
ndo tém, nada em comum” (p. 112, traducao propria). Além disso, quando se muda de
uma representacao para outra, alteram “ndo apenas os métodos de tratamento, mas
também as propriedades que podem ser explicitadas” (p. 114, traducéo prépria). Deste
modo, € fundamental que os alunos reconhecam o mesmo objeto em diferentes
sistemas de representagdo e consigam distinguir o0 que é matematicamente relevante,

em cada representagao.

O programa de Matematica A atualmente em vigor refere que, em certas ocasides,
deve-se utilizar a tecnologia. Especificamente no que concerne a calculadora gréfica, o

programa refere que:

(...) considera-se que no Ensino Secundario a tecnologia, e mais
especificamente a calculadora gréfica, deve ser utilizada em sala de aula e
consequentemente em certos instrumentos de avaliagdo (...) mas que se
deve evitar a sua utilizacdo em outras provas de avaliagdo em que 0s
conteudos e capacidades envolvidas claramente o ndo justifiquem ou
mesmo o desaconselhem. (Bivar et al, 2014, p. 29)

Nesta secc¢do, vou abordar o uso da calculadora gréfica no ensino-aprendizagem da

matematica.

Helena Rocha (2015) refere a importancia do uso da calculadora grafica, baseando-se

em varios autores:

Uma das carateristicas da calculadora grafica é permitir aceder a multiplas
representacdes (Heid, 1995; Kaput, 1992), o que torna possivel estabelecer
ou reforgar ligagbes de uma forma que néo seria possivel sem o apoio da
tecnologia (Cavanagh & Mitchelmore, 2003), articulando as representactes
numeérica ou tabular, simbdlica ou algébrica e grafica (Goos & Benninson,
2008) e potenciando o desenvolvimento de uma melhor compreensédo das
fungbes, da nocdo de varidvel e da capacidade de resolver problemas
(Bardini, Pierce & Stacey, 2004; Burril, 2008). (p. 328)

Kaput (1989, citado em Rocha, 2015) refere que a conexdo entre diferentes
representacdes (gréafica e algébrica) gera uma visao global do conceito tratado, o que é

muito melhor do que ter um conhecimento relativo de cada uma das representagdes, ou

13
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seja, quando os alunos relacionam as informacdes obtidas entre as diferentes
representacdes, conseguem entender melhor o conceito do que a partir de cada uma
das representacbes, separadamente. A calculadora grafica permite fazer uma
abordagem integrada das diferentes representacbes e, consequentemente, o
desenvolvimento de uma compreensdao mais profunda. O recurso a multiplas
representacdes permite “tornar a aprendizagem significativa e efetiva” (Ford, 2008,
citado em Rocha, 2015, p. 328). Deste modo, e por aquilo que Duval (2006) defende,
pode-se concluir que as calculadoras gréficas permitem fazer, de forma eficaz,
tratamentos e conversdes, que séo transformacoes de representacdes que sdo muito

importantes para a compreensao da matematica.

Doerr e Zangor (2000) identificaram cinco padrdes e modos de uso da calculadora
gréafica pelos alunos. Os alunos tendem a utilizar a calculadora grafica como: ferramenta
computacional, ferramenta de transformacao, ferramenta de recolha e andlise de dados,
ferramenta de visualizagdo e ferramenta de verificacdo. Os alunos podem utilizar,
contudo, a calculadora grafica com mais do que um destes cinco propdsitos. No
quadro 2, é apresentada a descricdo do que os alunos fazem quando recorrem a

calculadora gréafica como ferramenta para cada um dos usos mencionados:

Quadro 2 — Padr6es e modos de uso da calculadora gréfica (Doerr & Zangor, 2000, p. 151, tradugdo propria)

Papel da calculadora gréafica Descricdo das acbes dos alunos
Calcular express6es numéricas, estimar e

Ferramenta computacional

arredondar
Ferramenta de transformacédo | Mudar a natureza da tarefa
Ferramenta de recolha e Recolher dados, controlar fendbmenos, encontrar
analise de dados padroes

Encontrar fung6es simbolicas, mostrar dados,
interpretar dados, resolver equagdes
Confirmar conjeturas, compreender multiplas
formas simbolicas

Ferramenta de visualizacdo

Ferramenta de verificacéo

Segundo Doerr e Zangor (2000), o uso das calculadoras gréaficas tem duas limitagdes:
1) os alunos utilizam-nas sem prestar atencéo a interpretacdes da situacdo do problema,
ou seja, sem pensarem numa estratégia; e 2) os alunos usam as calculadoras como
aparelhos pessoais, sem fazer a partiilha de descobertas com os colegas, nédo

promovendo a discusséo e a comunicacao matematica entre os alunos.

Com a utilizagdo da calculadora grafica no ensino da Matemética, surgiu um conjunto

especifico de dificuldades, nomeadamente: 1) uma incompleta compreenséo de alguns
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conceitos matematicos fundamentais, que, segundo Cavanagh e Mitchelmore (2000,
citados em Rocha, 2013), pode surgir devido ao uso do lapis e papel para fazer
representacdes graficas simples e com valores semelhantes, comparando com as
representacbes que sdo feitas recorrendo a calculadora; 2) um conhecimento
insuficiente da calculadora e do seu funcionamento por parte do professor e do aluno; e
3) algumas limitacdes atribuidas a calculadora grafica em si, como, por exemplo, a

janela de visualiza¢cdo (Rocha, 2013).

Relativamente a este Ultimo ponto, os alunos, muitas vezes, tém dificuldades em
identificar os casos em que o ecrd ndo exibe uma vista global do grafico da fungéo
(Cavanagh, 2006; Rocha, 2000, citados em Rocha, 2013). Ward (2000, citado em Rocha
2013) refere que a forma como os graficos séo tragados nas calculadoras graficas, da
esquerda para a direita, faz com que os alunos pensem que o grafico comeca do lado
esquerdo e a parte do grafico que nao foi representada, devido a janela de visualizacao,
encontra-se para o lado direito do visor. Segundo Rocha (2000, citada em Rocha 2013),
a realizacdo sucessiva de zooms na calculadora gréafica, faz com que os alunos percam
a nocdo da ordem de grandeza dos valores representados, pois a escala de

representacéo desaparece do visor da calculadora.

Skemp (2015a) refere que, durante a aprendizagem, existem dois tipos de
compreensdo: compreensédo relacional e compreensado instrumental. A compreensao
relacional é o saber o que fazer e porqué, enquanto que a compreensao instrumental

corresponde ao recurso a regras sem fundamentagéo.

De acordo com Skemp (2015a), durante o processo de ensino-aprendizagem, podem
acontecer dois tipos de desencontros matematicos: 1) “Alunos, cujo objetivo é
compreenderem instrumentalmente, ensinados por um professor que deseja que eles
aprendam relacionalmente” (p.46); ou 2) O caso contrario. Como veremos a frente, ndo
se manifestaram situacfes deste género na turma junto da qual levei a efeito o meu
estudo, sendo que a maioria dos alunos pretende compreender relacionalmente e a
professora deseja que eles aprendam relacionalmente. No entanto, também, existem

alguns alunos que no 3.° ciclo do ensino bésico compreendiam mateméatica
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instrumentalmente, mas que se adaptaram bem a promocdo da compreensao

relacional.

Ambos os tipos de compreensdo tém vantagens para a aprendizagem dos alunos.
Segundo Skemp (2015b), a compreensédo instrumental € usualmente mais facil de
atingir, tendo o resultado mais imediato se a tarefa ndo for muito desafiante, isto porque
basta saber as regras e ndo € necessario saber o porqué de ser de uma certa forma.
Pelo contrério, a compreensao relacional, segundo o0 mesmo autor, € mais adaptavel a
novas tarefas e € mais facil de recordar, pois ndo é preciso decorar muita informacao.

Mas € mais dificil de atingir.

Apesar destas vantagens da compreensao relacional que permitem um conhecimento

mais solido e interligado, muitas vezes, é escolhida a compreenséo instrumental:

1. Porque a compreenséo relacional demoraria muito tempo a ser alcangada
e porgue os alunos s0 irdo precisar de usar uma técnica especifica.

2. Porgue a compreensao relacional de um determinado topico é muito
dificil, mas os alunos continuam a precisar dela por causa dos exames.

3. Porque uma habilidade pode ser necessaria para outra disciplina (por
exemplo, Ciéncias) antes de ser totalmente compreendida relacionalmente
com os esquemas de que o aluno dispde naquele momento.

4. Porque se trata de um professor pouco experiente que trabalhe numa
escola onde a Matematica ensinada é instrumental. (Skemp, 2015b, p. 26)
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A escola onde se realizou o estudo esté localizada numa vila da Area Metropolitana do
Porto e serve uma vasta area que abrange a propria vila e véarias freguesias envolventes.
A populacdo na zona da escola tem, maioritariamente, a qualificacdo de nivel
basico (60%), seguindo-se a qualificacdo de nivel secundario (13%) e a de nivel

superior (9%), havendo, também, uma parte da populacdo sem qualquer qualificacéo.

A Escola em questéo foi criada na década de 70, mas as suas instalacfes tiveram uma
intervencdo da Parque Escolar ha poucos anos, tendo, por isso, boas condi¢bes para a

aprendizagem dos alunos.

A oferta formativa da escola abrange o terceiro ciclo do ensino basico, quatro cursos
cientifico-humanisticos do ensino secundario: Ciéncias e Tecnologias, Ciéncias

Socioecondmicas, Linguas e Humanidades e Artes Visuais, e cursos profissionais.

O estudo realizou-se numa turma do 10.° ano do curso Ciéncias e Tecnologias com
Geometria Descritiva, na disciplina de Matemética A. A turma em questdo era
constituida por 26 alunos, sendo 18 rapazes e oito raparigas, com 14 e 15 anos, no
inicio do ano escolar. Os alunos desta turma vieram de diferentes escolas e de
diferentes turmas do ensino basico. Eram muito empenhados e trabalhadores; no
entanto, a turma era heterogénea em termos de estilos e ritmos de aprendizagem, pois
existiam muitos alunos que eram muito rapidos a responder, enquanto outros preferiam
ver tudo com calma em casa. Um aluno apresentava dislexia, com dificuldades
manifestas na comunicacao verbal. Havia também alguns alunos mais fracos, que pelas
suas dificuldades se assemelham ao aluno com dislexia. Por tudo isto, estes alunos nao

foram incluidos neste estudo por pertencerem a uma populagao vulneravel.

O ano letivo iniciou-se com a recuperacdo das aprendizagens, pois os alunos nao
tiveram aulas presenciais a partir do dia 13 de marco de 2020, devido a pandemia de
COVID-19. De seguida, os alunos abordaram a geometria analitica no plano e no
espaco e, apos isso, trabalharam com vetores no plano e no espaco. Foi apés a
lecionacdo deste tema que se iniciou a intervencao pedagdgica em que se baseia este
trabalho.

17



FCUP

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

Segundo a planificagéo do grupo de matematica, as transformacgdes graficas deveriam

ser dadas no final do capitulo “Generalidades acerca de fungdes reais de variavel real”,

como apresentado na figura 5.

FRVR

Generalidades acerca de fungdes

. Reconhecer o significado de:
. restricdes de uma funcio;
. imagem de um conjunto por uma fung3o;
. fungdes injetivas, sobrejetivas e bijetivas;
. composicdoe de fungdes;
. func3o inversa de uma func3o bijetiva e a relacdo geométrica entre o grifico de uma funcio e o

da respetiva inversa.
Generalidades acerca de fungdes reais de variavel real

. Reconhecer:
. fungdes reais de variavel real;
. fungbes definidas por expressées analiticas;

. gréafico de uma fung3o real de variavel real.

. Reconhecer e interpretar:

. 05 zeros e o sinal de uma fungio;

. a paridade e as simetrias dos graficos das fungdes pares e das fungdes impares;

. graficamente a relagdo entre o grifico de uma fungio e os grificos das fungdes a.f(x), f(b.x),
f(x+c) e f(x)+d, a, b, c e d nimeros reais, a e b ndo nulos e usa-las na resolugdo de problemas e
em contextos de modelagéo;

. os intervalos de monotonia de uma fungdo real de variavel real;

. os extremos relativos e absolutos e usé-los na resolugdo de problemas e em contextos de

modelagéo.

Fungbes quadraticas

. Reconhecer e interpretar os extremos, sentido das concavidades, raizes e a representagdo grafica de

fungdes quadraticas e usa-los na resolucdo de problemas e em contextos de modelacdo.

Figura 5 — Planificag@o do capitulo das funcdes proposta pelo grupo de matemética
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Nesta turma, a ordem dos conteldos foi alterada dentro do tema das funcoes,
relativamente a planificacdo proposta pelo grupo de matematica, para que a recolha dos
dados sobre as transformacdes graficas de funcdes pudesse ser feita no inicio de maio.
Assim, o tema das “transformacgdes graficas” passou para antes de “a paridade e as
simetrias dos graficos das funcbes pares e das fungbdes impares”. Considero que se
tivéssemos seguido a planifica¢do inicial, os alunos teriam mais pratica no tema das
funcgdes e facilidade para compreender as transformacgdes gréaficas das fungbes. Apesar
disso, acho que, com esta organizacdo, os alunos entenderam as transformacdes

gréficas a medida que fomos avancando no tema das fungdes.

Devido a COVID-19, tal como no ano anterior, as aulas presenciais foram suspensas e
retomadas no dia 8 de fevereiro em regime de ensino a distancia. Por esse motivo, a
intervencdo pedagdgica foi realizada em regime de ensino a distancia. As aulas foram
lecionadas através da plataforma de videoconferéncia Google Meet, pois foi a
plataforma adotada pela escola. Tal como as aulas presenciais, as aulas, neste regime,

estavam divididas em trés blocos semanais de 90 minutos.

Assim, o tema das fungdes iniciou-se no dia 11 de fevereiro, sendo lecionado por mim
e pela minha orientadora, segundo as orienta¢des por ela emanadas. Nas aulas foi dada
importancia ao estudo gréafico e algébrico. Antes de se introduzir as transformacgdes
gréficas, foi introduzida a calculadora grafica, para que os alunos pudessem ter um

apoio grafico das diferentes transformacdes.

No quadro seguinte (Quadro 3) € apresentada a planificagdo geral dos conteudos

abordados e os objetivos de cada aula sobre fung6es.

Quadro 3 - Planificacdo geral das aulas sobres fungdes

Aulas Topicos Objetivos Recursos Professor
Aulal | Resolugdo |« Conhecer as * Problemas IPM — Orientadora
08/02 de preferéncias visuais Parte A
Problemas | dos alunos na levgeniia
resolucao de tarefas Shtyka
diversificadas
Aula 2 | Resolugéo | < Conhecer as * Problemas IPM — Orientadora
09/02 de preferéncias visuais Parte B
Problemas | dos alunos na levgeniia
Shtyka

19



FCUP

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo

funcdes

resolucdo de tarefas
diversificadas;

* Rever conceitos do
tema anterior —
Geometria Analitica

* Ficha de Trabalho
13 — Mais revisoes
(PORTO EDITORA)

Aula 3 | Generalida | « Definir funcao; * PowerPoint — Orientadora
11/02 des sobre |+ Dominio e Generalidades sobre
funcdes Contradominio; funcdes (1) com
» Conjunto de recurso ao Pear Deck
chegada; * Pear Deck
* Objeto e imagem,; * Manual
* Diversas formas de | ¢ Ficha de Trabalho
representar fungoes; 15 — Generalidades —
+ Gréfico de uma atividade inicial
funcao
Aula 4 | Generalida | « Resolver problemas | « Manual Orientadora
15/02 des sobre | envolvendo nogbes * Ficha de Trabalho
funcbes bésicas sobre fungbes | 16 — Generalidades
)]
Aula 5 | Generalida | « Resolver problemas | « Manual Orientadora
16/02 des sobre | envolvendo nogbes * Ficha de Trabalho
funcbes béasicas sobre funcdes | 16 — Generalidades
(1)
Aula 6 | Funcdes + Trabalhar com a * Ficha 17 — levgeniia
17/02 Reais de calculadora gréfica Funcbes_Casio_TI84 | Shtyka
Variavel para descobrir os * Ficha 17 —
Real zeros e a intersegéo Funcdes_NumWorks
de fungbes * Ficha 17 -
Funcbes_TI-Nspire
Aula 7 | Funcbes * Resolver problemas | » Ficha 17 — levgeniia
22/02 Reais de recorrendo a Funcbes_Casio_TI84 | Shtyka
Variavel diferentes * Ficha 17 —
Real representacoes Funcdes_NumWorks
(grafica e tabular); » Ficha 17 -
* Arelagéo entre o Funcdes_TI-Nspire
gréafico de uma funcao | * Ficha 18.1 —
e os graficos das transformagodes
funcdes f(x) +d e graficas
f(x—rc) * Ficha 18.2 —
transformagodes
gréficas
Aula 8 | Funcbes » Arelacéo entre o * Ficha 18.1 — levgeniia
23/02 Reais de grafico de uma funcéo | transformacgdes Shtyka
Variavel e os gréficos das graficas
Real funcdes f(x) +d e * Ficha 18.2 —
f(x—rc) transformacgdes
graficas

* Animacéo da
Escola Virtual*

1 Durante a pandemia as animagdes estavam disponiveis através do seguinte link:

https://app.escolavirtual.pt/Ims/playerguest/player/13970720/lesson
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Aula 9 | Funcbes » Resolver problemas | « PowerPoint com Orientadora
25/02 Reais de envolvendo noc¢des recurso ao Pear Deck
Variavel bésicas sobre fun¢des
Real e transformacoes
gréficas
Aula 10 | Funcbes » Arelacdo entre o * Ficha 18.3 - levgeniia
01/03 Reais de grafico de uma funcéo | transformacgdes Shtyka
Variavel e os graficos das gréficas
Real funcdes af (x) e f(bx) | « Ficha 18.4 —
transformagdes
gréaficas
* Animacdo da
Escola Virtual®
Aula 11 | Funcdes * Funcgdes Injetivas e | « PowerPoint — Orientadora
02/03 Reais de Funcdes Sobrejetivas | Funcdes Pares e
Variavel Funcdes impares com
Real recurso ao Pear Deck
* Manual
* Ficha de Trabalho
20 — Generalidades —
Funcdes Injetivas e
Sobrejetivas
Aula 12 | Funcdes * Funcdes Pares e * PowerPoint - Orientadora
04/03 Reais de Funcbes impares Funcbes Pares e
Variavel Func¢Bes impares com
Real recurso ao Pear Deck
* Manual
* Ficha de Trabalho
21 — Generalidades —
fungbes pares e
funcdes impares
Injetividade e
Sobrejetividade
Aula 13 | Funcbes * Funcdes Pares e * PowerPoint — Orientadora
08/03 Reais de Funcbes impares Monotonia e Sinal
Variavel com recurso ao Pear
Real Deck
* Manual
* Ficha de Trabalho
21 — Generalidades —
fungdes pares e
funcdes impares
Injetividade e
Sobrejetividade
Aula 14 | Funcdes * Monotonia e Sinal * PowerPoint — Orientadora
09/03 Reais de Monotonia e Sinal
Variavel * Manual
Real * Ficha de Trabalho

21 — Generalidades —

2 Durante a pandemia as animagdes estavam disponiveis através do seguinte link:

https://app.escolavirtual.pt/Ims/playerguest/player/13970726/lesson
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funcdes pares e
funcdes impares
Injetividade e
Sobrejetividade
Aula 15 | Funcbes * Monotonia e Sinal * PowerPoint — Orientadora
11/03 Reais de Monotonia e Sinal
Variavel com recurso ao Pear
Real Deck
* Manual
Aula 16 | Funcdes » Extremos e * PowerPoint — Orientadora
15/03 Reais de Monotonia Extremos
Variavel * Manual
Real * Ficha de Trabalho
22 — Generalidades —
Extremos e
Monotonias
Aula 17 | Funcdes * Resolver problemas | « Ficha de Trabalho Orientadora
16/03 Reais de 23 — Generalidades
Variavel sobre fungdes —
Real Resolucéo de
Problemas
» Breakout Rooms

Relativamente aos recursos apresentados no quadro 3, é importante referir alguns
aspetos. Nas aulas 1 e 2, os alunos estiveram a preencher um instrumento de recolha
de dados que ird ser descrito no capitulo 4. Os PowerPoints utilizados nas aulas
continham exercicios e problemas que eram discutidos em grande grupo, apdés 0s
alunos responderem no Pear Deck. O Pear Deck é um suplemento do Google Slides
que permite registar pequenas producdes escritas dos alunos (em formato de texto,
numérico, correspondéncia ou desenho), instantaneamente; contudo, ndo permite
utilizar escrita matematica. O Breakout Rooms permite criar salas simultaneas em
reunides do Google Meet. E (til para dividir uma turma em grupos menores de modo a
poderem fazer trabalhos de grupo, sem serem incomodados pelos outros grupos. A
gestdo das salas simultdneas e do Google Meet era feita através do computador da
orientadora e a internet ndo suportava muito movimento entre salas. Por esse motivo,
para ndo correr o risco de a reunido se desligar, as visitas as salas simultaneas foram
limitadas, mas em algumas sessfes, quando havia poucos grupos, tivemos a
oportunidade de visitar essas salas e acompanhar o trabalho dos alunos. O Google
Classroom também foi escolhido pela escola para comunicar com os alunos. Nesse
sistema eram publicados conteudos para os alunos, como, planos de aula, fichas de
trabalho, tarefas isoladas, etc. Os alunos submetiam as suas producdes escritas, no

entanto, apenas a orientadora tinha acesso a esse sistema, tendo de nos enviar tudo
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posteriormente. As animacdes da Escola Virtual foram utilizadas para mostrar de forma
interativa as transformac6es graficas. Nelas era possivel visualizar os parametros e o

que acontecia ao gréafico das fungdes, quando esses parametros eram alterados.

As aulas dadas pela minha orientadora ja foram em regime de ensino a distancia. A
maioria das aulas foi lecionada no seguinte formato: era apresentado um PowerPoint
com questdes para os alunos. Estes respondiam através do Pear Deck e as respostas
eram enviadas instantaneamente para a orientadora. As questdes eram formuladas
para que os alunos de forma intuitiva chegassem aos conceitos pretendidos, seja por
andlise de gréaficos ou através de manipulacdes algébricas. Com o recurso ao Pear
Deck, os alunos tinham um desafio acrescido que era utilizar simbolos matematicos sem
os ter no teclado, por exemplo, o simbolo do infinito foi representado por 0o. Apds os
alunos responderem, a professora selecionava alguns alunos e eles explicavam o seu
raciocinio. As vezes, os colegas ndo concordavam com a resposta e gerava-se uma
discussdo matematica em volta do assunto. Para além do Pear Deck, a professora fazia
guestdes adicionais sobre a fungdo em causa criando mais discussdes matematicas.
Normalmente, os alunos aderiam bem as discussdes ndo ficando apenas pela questao

colocada.

A maioria das fichas de trabalho era resolvida em casa pelos alunos e eram discutidas
e corrigidas algumas perguntas nas quais os alunos manifestavam duavidas. A ficha 23,
relativa a resolucéo de problemas sobre func¢des foi resolvida com recurso ao Breakout

Rooms em que a cada grupo tinha sido atribuido um problema da respetiva ficha.

Para a minha intervencao pedagogica preparei duas fichas, que foram divididas em
vérias partes, ficha 17 (Anexo 1, Anexo 2 e Anexo 3) e ficha 18 (Anexo 4, Anexo 5,

Anexo 6 e Anexo 7).

A ficha 17 (Anexo 1, Anexo 2 e Anexo 3) foi elaborada com o intuito de introduzir a

calculadora gréfica e ensinar algumas funcionalidades basicas da mesma, para que 0s
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alunos pudessem descobrir mais funcionalidades autonomamente, e para que a
pudessem utilizar para representar funcdes e realizar as varias exploracdes propostas

ao longo deste tema.

Os alunos desta turma tinham quatro modelos de calculadoras graficas: TI-Nspire, TI-84,
Casio e NumWorks; por isso, a ficha 17, foi dividida em trés partes, ficando uma delas

com dois modelos de calculadora (TI-84 e Casio).

Esta ficha é constituida por um guido, que varia consoante o modelo da calculadora.
Este guido esta dividido em 3 seccbes: a representacdo grafica de uma funcdao,
determinagéo dos valores aproximados dos zeros de uma fungéo e da intersecdo dos
graficos de duas funcdes. No final de cada seccdo do guido, aparecem alguns
exercicios, com 0s quais o0s alunos podem experimentar o uso autbnomo da maquina.

No final da ficha, ha um problema que pode ser resolvido graficamente.

Para os alunos poderem trabalhar s6 com o0 modelo da sua calculadora gréfica e nao se
confundirem com os comandos dos outros modelos, achdmos importante dividi-los em
salas simultédneas, uma por cada professor, de modo a abordarmos alguns aspetos
importantes do modelo da calculadora grafica respetivo. Como éramos trés professores
(eu, 0o meu colega de estagio e a nossa orientadora), a turma foi dividida em trés grupos,
de acordo com os diferentes modelos de calculadora, e separada em trés salas distintas
(recorrendo ao Breakout Rooms do Google Meet). Havia uma sala para a calculadora

NumWorks, outra para a TI-Nspire e outra para a TI-84 e Casio.

A ficha 18 teve como objetivo o estudo intuitivo das transformacdes gréaficas das
funcbes. Esta dividida em quatro partes e cada parte corresponde a um certo tipo de
transformacédo gréfica (translacdo vertical, translacdo horizontal, dilatacao/contracéo
vertical e dilatacdo/contracdo horizontal) e com perguntas semelhantes. Cada parte
comecga com a indicacao do tipo de transformacdo e com uma funcéo inicial. No que diz
respeito as translagdes, as transformacdes sao aplicadas a funcéo f(x) = x e, no que

diz respeito as contracfes e dilatagbes, as transformacbes sao aplicadas a funcdo
flx) = x2.

Inicialmente aparece uma tabela que deve ser preenchida com os dominios e
contradominios das varias funcfes, seguidamente é pedida uma conclusdo do que
acontece ao dominio e contradominio das varias fun¢cdes em funcdo da transformacao
em causa. Seguidamente, os alunos tém de responder a uma questao que relaciona os

objetos com uma imagem para um caso particular, e de seguida generalizar para
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qualquer ponto da funcao original e transformada. No final, é pedido para apresentarem

as conclusdes acerca de cada transformagéo gréfica.

Cada seccéo da ficha foi realizada pelos alunos em casa e, posteriormente, foi discutida

em sala de aula virtual.

Os documentos suporte para esta aula foram o plano de aula (Anexo 8) e as trés partes
da ficha 17 (Anexo 1, Anexo 2 e Anexo 3). Nessa aula foi introduzida a calculadora
grafica, tendo sido proposta a atividade da ficha 17. Separdmo-nos em salas e eu fiquei
com a calculadora TI-Nspire com 14 alunos. Embora houvesse 16 alunos com esta
calculadora, dois deles foram para a sala da NumWorks (por escolha deles) porque ndo
tinham posto a calculadora deles a carregar. Na minha sala comecei por perguntar se
jatinham a ficha a frente e se tinham tudo pronto para comecarmos a trabalhar. Partilhei
0 meu ecrd em que numa metade tinha a calculadora e na outra tinha a ficha 17 da
TI-Nspire. Um dos alunos teve problemas com a maquina e, por isso, instalou
rapidamente o software da TI-Nspire no seu computador. Os alunos apenas tinham
trabalhado com as maquinas para realizar calculos em Fisica, por isso, ndo sabiam

trabalhar com a componente gréfica da mesma.

Referi que nesta aula iamos seguir 0 guido e que os exercicios da ficha ficariam para
serem realizados em casa. Comecei por dizer que deveriam abrir o “Grafico”, ndo no
rascunho, pois este ndo tem todas as funcionalidades, e inserir a funcdo. Neste
momento, aproveitei para referir a diferenga entre os dois sinais de menos existentes na
calculadora, pois muitas vezes os alunos utilizam o sinal errado gerando resultados

diferentes do esperado na calculadora.

Passamos para a janela de visualizagdo. Mostrei como alterar a janela, pois algumas
calculadoras apresentavam janelas de visualizacdo diferentes. Para todos vermos o
grafico da funcdo da mesma forma, e porque os alunos ndo estavam habituados a ver
graficos de fungcbes em calculadoras gréficas, decidimos colocar a mesma janela de

visualizagcdo em todas as maquinas. Referi que o grafico era sempre 0 mesmo; o que
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alterava era 0 zoom com gue estavamos a ver e a seccao do grafico. Definimos a janela
[—-10,10] no x e [-10,10] no y.

Passamos para a determinacao dos zeros. Mostrei que deveriamos ir a menu > Analisar
gréafico > zeros > definir um intervalo no qual queremos determinar o zero. Em algumas
calculadoras, os zeros apareceram em notacao cientifica e um dos alunos explicou aos
colegas como colocar os numeros no formato “normal”. Enquanto ele explicava, eu
seguia as instrucdes dele no software, para que todos os alunos pudessem ver onde

clicar. Descobrimos os restantes zeros recorrendo ao mesmo método.

ApOs isso, passamos para as interse¢fes. Os alunos disseram que, para descobrir 0
ponto onde a abcissa e a ordenada tinham o mesmo valor, deveriamos intersetar a
nossa fung@o com a bissetriz dos quadrantes impares, por isso, ensinei a inserir uma
nova funcéo. Inserimos y = x e fomos para 0 menu que tinha os zeros e as intersegodes.
Aproveitei para dizer que, nesta sec¢cdo do menu, os alunos tinham mais algumas
funcionalidades como a determinacdo do maximo e do minimo de uma parte do grafico
e tal como acontecia com os zeros, os alunos deveriam dizer em que intervalo do
dominio esta o minimo/maximo que eles procuram. Descobrimos as intersecdes e
alguns alunos obtiveram o valor da interse¢do com muitas casas decimais (diferente do
meu e da maioria dos colegas). Para corrigir isso, fomos novamente as definicoes
apresentando tudo na minha maquina. Apdés isso, uma aluna disse quais eram as
coordenadas dos pontos pedidos arredondando as centésimas. Nesse momento,
aproveitei para perguntar como poderiamos descobrir um ponto do grafico onde a
ordenada era 3 e logo de seguida varios alunos disseram que deviamos intersetar a
nossa funcédo com a funcéo y = 3. Por fim, mostrei como desativar, modificar e apagar

funcgodes.

As 12h45 regressamos a sala principal. Esperei que todos regressassem e expliquei o
que tinham de fazer em casa: resolver os exercicios 1, 2 e 3 da ficha 17, utilizando a
calculadora, tirar fotografias/capturas de ecrad a sua resolucdo na calculadora, colar as

fotografias num Word ou equivalente e escrever uma resposta para 0s exercicios.

De seguida, passamos para 0 exercicio 4 que os alunos comecaram por analisar
individualmente. Pedi para que, quando resolvessem 0 4.1, me avisassem, para que
pudéssemos discutir os resultados obtidos e porque os alunos ndo estavam habituados
a trabalhar com a calculadora. ApGs algum tempo, alguns alunos apresentaram

dificuldades dizendo que a funcdo ndo estava a aparecer na maquina. Um dos alunos
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disse que tinham de alterar a janela, pois quando x = 0 a ordenada é 250 e que, por
isso, deveriam aumentar muito mais a janela de visualizagdo. Interpretamos o
significado de cada um dos valores que tinhamos (tempo em meses e nimero de trutas
em centenas). Apds algum tempo, o mesmo aluno disse a janela que tinha utilizado e
0s colegas puseram-na nas suas calculadoras. Apresentei o grafico da funcdo no
software da TI-Nspire para que os alunos pudessem comparar o grafico deles com o
meu, para terem a certeza de que tinham inserido tudo corretamente. Apés isso, ao
continuarmos a resolucdo do exercicio 4.1, apercebi-me que nao tinhamos ensinado a
descobrir a imagem cujo objeto é 7 (em nenhum dos grupos). Um dos alunos descobriu
como fazer isso na TI-Nspire e, com as indica¢des do aluno, mostrei isso no software.
De seguida, 0 meu colega de estagio e a orientadora explicaram nas suas maquinas. A
aula terminou e alguns alunos ficaram na sala virtual para uma nova explicacdo de como

descobrir a imagem cujo objeto é 7.

Os documentos suporte para esta aula foram o plano de aula (Anexo 9), as trés partes

da ficha 17 (Anexo 1, Anexo 2 e Anexo 3) e a primeira sec¢do da ficha 18 (Anexo 4).

O objetivo desta aula era discutir com os alunos o exercicio 4 iniciado na aula anterior
e realizar a atividade sobre a translagéo vertical das fungdes, discutindo-a também (apos

a submisséo dos alunos no Classroom).

Comecgamos com o exercicio 4 da ficha 17. Analisamos os dados do enunciado e, com
a ajuda dos alunos, inseri a funcdo no GeoGebra. Escolhi este software para os alunos
terem mais uma ferramenta, para ndo dar preferéncia a nenhum modelo de calculadora
e para os alunos néo terem a tendéncia de me dizerem as teclas que devem usar na
sua maquina, pois quem tem uma maquina diferente pode ficar confuso. Os alunos
referiram que ndo estavam a ver a fungéo porque ndo aparecia na janela de visualizagéo
que estava selecionada. Um dos alunos propds uma janela em que o y ia até mais de
250 justificando que, quando o x era zero, 0 y era 250. Por sugestéo de outro aluno,
escolhemos a janela [—-10,50] x [—10,300], que ja daria para colocar a segunda funcao
gue tinhamos no exercicio e dava para mais de quatro anos de analise do crescimento

das trutas.

27



FCUP

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

No primeiro exercicio, os alunos chegaram a concluséo de que pretendiam saber o y
quando o x era 7, por isso, coloquei um ponto no GeoGebra, que correspondia ao que
os alunos tinham dito. A partir das coordenadas do ponto, os alunos indicaram o nimero
de trutas (alguns alunos tiveram dificuldade em passar de centenas para unidades ao

longo de toda a aula, enquanto outros faziam isso com facilidade).

No segundo exercicio, os alunos disseram que, para descobrir o0 momento em que o
numero de trutas é 20 450, deviam intersetar a fun¢é@o f(x) com y = 204,5 e determinar
a abcissa do ponto que descobriram. Fiz isso no GeoGebra e os alunos interpretaram o

resultado no contexto do problema.

No terceiro exercicio, disseram que deveriamos descobrir o ponto onde a ordenada
atinge o valor minimo e explicaram onde ficava o valor. Apliguei o comando e os alunos

interpretaram o resultado no contexto do problema.

Para responder a pergunta 4, com a indicagdo dos alunos, inseri a funcdo b(x) e
y = 160. Para responder ao problema, os alunos sugeriram intersetar a funcéo f(x)
com y = 160 e a fungdo b(x) com y = 160. Os alunos interpretaram os valores obtidos

e responderam ao problema.

Durante esta aula, foram os alunos que me estiveram a dizer o que fazer para responder
as diferentes questfes. Fiz perguntas encaminhadoras e considero que geri bem a as
intervengdes dos alunos, dando feedback e encaminhando algumas questdes para os
colegas. O ritmo nao foi muito rapido, mas como foi em regime online, considero que

este foi adequado para que todos os alunos pudessem acompanhar.

Apos terminarmos a ficha 17, ja no final da aula, dei as indicages para a realizacdo da
seccao 1 da ficha 18. Esta deveria ser realizada no Word, podendo recorrer a qualquer
recurso, por exemplo, calculadora/GeoGebra. Caso os alunos recorressem a algum
desses recursos, deveriam indicar isso, apresentando, por exemplo, fotografias. Podiam
também resolver no caderno e colar as fotos no Word. No final, deviam submeter no
Classroom. Os alunos comecgaram a fazer a seccao 1 na aula, mas como isso ja foi no
final da aula, tiveram de terminar em casa. Para a aula seguinte, para além da seccao 1,

os alunos deveriam submeter também a secg¢éo 2 da ficha 18.
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Os documentos suporte para esta aula foram o plano de aula (Anexo 10) e as partes 1
e 2 da ficha 18 (Anexo 4 e Anexo 5).

Comecei por apresentar a ficha 18.1 (Anexo 4). Fiz uma pequena introducéo dizendo
que trabalharam com a fungéo f(x) = x e com a funcdo g(x) = x + d com diferentes
valores de d. Fui preenchendo a tabela, com a colabora¢éo dos alunos, e respondendo
as questdes no préprio Word. Perguntei a varios alunos, um a um, como preencheram
as diferentes células da tabela e fui perguntando se todos concordavam. Um dos alunos
colocou uma duavida, pois ndo estava a perceber como foi obtido o resultado que os
colegas disseram. Apresentei no GeoGebra o grafico da funcdo g(x), obtido da f(x)
(com dominio [—5, 5], restrito com o comando “se...” para uma melhor visualizagdo da
transformacgé&o do contradominio da fungéo g(x)) para um dos valores de d. Nao houve

necessidade de uma explicacdo algébrica.

Para a questao seguinte, perguntei a outros dois alunos o que concluiam sobre o
dominio e contradominio das funcdes e ambos responderam que os dominios eram
iguais e os contradominios dependiam de d. Na questao sobre o objeto cuja imagem é
4, registei as respostas que varios alunos foram dando e apresentei-as no GeoGebra.
Na questdo sobre um ponto genérico, um aluno respondeu recorrendo a soma de um
ponto com um vetor. A questao final foi apenas corrigida e nao discutida, pois era o
resumo de tudo o que tinhamos concluido e discutido nas questdes anteriores. Por fim,

apresentei uma animacéo da escola virtual sobre a translacao vertical.

Avancei para a ficha 18.2 (Anexo 5), ou seja, para a translacdo horizontal. Utilizei uma
abordagem semelhante. Nesta transformacdo, muitos alunos tiveram dificuldade, pois
pensavam que a fungdo se deslocava em sentido contrario e isso verificou-se durante o
preenchimento da tabela. Tentei explicar de forma a dizer que as imagens dos limites
do dominio iam manter-se, e que, para os diferentes valores de ¢, a funcao ia se deslocar
horizontalmente, esbocando a situagdo. A minha explicacdo pareceu confusa a
orientadora e ela resolver explicar de uma forma mais algébrica. Aparentemente, todos
tinham entendido a segunda explicacdo, no entanto, quando avancei para generalizagcéo
das ideias do dominio e contradominio, houve um aluno a colocar a mesma questao.
Expliquei de uma forma semelhante a da orientadora (algébrica) e apresentei uma
representacéo no GeoGebra. Uma das minhas dificuldades na explicagéo foi o facto de

querer trabalhar com a variavel ¢, mas depois acabei por escolher um valor para c,
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¢ = 1. As restantes questdes foram respondidas de forma semelhante as da ficha
anterior. Inicialmente optei por trabalhar com a variavel ¢ por causa da minha tendéncia
para um excessivo formalismo, de vez em quando, talvez devido a abordagem formal

com que se aprende matematica na faculdade.

A aula terminou por aqui e para casa propus as partes 3 e 4 da ficha 18. Nesta aula,
sempre que era possivel, acompanhei as explicacdes com representacdes graficas no
GeoGebra, com explicacdes analiticas e apresentei animac¢des da Escola Virtual. O
recurso a abordagem grafica e a algébrica foi importante, pois, como se vera mais a
frente, a turma tem alunos visuais e nao visuais, e, por isso, é importante recorrer as
duas abordagens para que todos os alunos compreendam melhor os conceitos.
Também é importante que todos os alunos consigam trabalhar quer com a abordagem
grafica, quer com a algébrica, pois segundo a teoria, isso é importante para a
compreensao relacional dos conceitos e faz com que haja uma visdo global dos

mesmos.

Os documentos suporte para esta aula foram o plano de aula (Anexo 11) e as partes 3
e 4 da ficha 18 (Anexo 6 e Anexo 7).

Na aula do dia 1 de margo, discutimos as secc¢oes 3 e 4 da ficha 18. Para agilizar o
processo de escrita, tentei arranjar uma estratégia mais eficiente para que a ficha nédo
se tornasse tdo mondtona. Optei por escrever com a caneta digital no ficheiro Word e
questionar os alunos de outra forma. Em vez de perguntar uma célula por aluno, pedi
logo que me dissessem a coluna toda, permitindo tirar conclusdes para as duas

primeiras questdes apos a tabela.

Comecei pela ficha 18.3 (Anexo 6). Preenchemos a tabela, e os alunos foram dizendo
se concordavam com as respostas dos colegas, pois ja tinham feito a ficha em casa e
analisado os gréficos. Apds preenchermos a tabela, selecionei um dos valores de a, e
apresentei no GeoGebra a representacgéo de f(x) = x? e i(x) = 2x? restrita no dominio.
A questéo 4 foi respondida pelos alunos de uma forma algébrica. E na questéo 5 surgiu
a davida, se era contracdo ou dilatacdo vertical. Fomos para o GeoGebra e apresentei
um caso particular para a > 1 e para 0 < a < 1. Para uma melhor compreenséao fiz

gestos com as maos esticando e contraindo as fungdes na vertical.
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Passdamos para a segunda parte da ficha 18.3. Na tabela, preenchemos apenas as
colunas referentes aos contradominios, pois 0s alunos concluiram que as restantes se
preenchiam de forma semelhante a tabela anterior. Todas as conclusdes do resto desta
ficha foram tiradas oralmente e com recurso ao GeoGebra, pois eram semelhantes as
da seccdo anterior. Apresentei a animagdo da Escola Virtual, questionando o que

acontecia a funcéo quando se variava o parametro.

Passamos para a ficha 18.4 (Anexo 7). Na tabela, procedi da mesma forma que na ficha
18.3. Mas quando foi para definir as fun¢des, os alunos tiveram alguma dificuldade, pois

ndo conseguiam simplificar as poténcias (propriedade (2 x x)? = 22 x x?)).

Nas transformacdes horizontais, os alunos costumam ter mais dificuldades, por isso, foi
mais dificil preencher a tabela. Concluimos que o contradominio se mantinha igual, mas
o dominio alterava-se. O problema foi se 0 dominio aumentava ou diminuia. Apresentei
0 GeoGebra, com os dominios restritos, mas alguns alunos néo percebiam como isso
acontecia, por isso, utilizei uma estratégia algébrica, pegando num ponto da funcao f (x)
e da funcdo j(x): f(=5) =25 enquanto que j(—5) :f(0.5 X (—5)) =f(-25) e
j(—=10) = f(0.5 X (—10)) = f(-5), mostrando que para a mesma imagem pela fungéo
j(x) se tem uma abcissa maior do que pela fungéo f(x). Chegamos entdo a conclusédo
de que o parametro b influencia o dominio e que, para passarmos de um dominio para
0 outro, devemos dividir os extremos do dominio da funcdo original pelo valor do

parametro.

Na questao 5, tal como na ficha anterior, fui fazendo gestos com as maos, contraindo e
dilatando na horizontal. Apresentei novamente a animacao da Escola Virtual respetiva,

guestionando o que acontece a fun¢do quando se varia o parametro.

Principalmente na ficha 18.4, a minha escrita ficou muito confusa. A dada altura tinha o
Word todo riscado, pois quando queria explicar aos alunos, escrevia no préprio Word
nos espacos livres. Nesta aula, acho que as minhas explicagbes foram melhores, pois

recorri imediatamente a casos especificos em vez de trabalhar com o parametro b.

Durante as aulas, os alunos utilizaram a calculadora grafica facilmente, apresentando

apenas pequenas dificuldades que eram resolvidas rapidamente. Quando surgiam
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novas funcionalidades e comandos que deviam dominar sobre as funcbes, os alunos
aplicavam-nas facilmente. Nas figuras 6, 7 e 8, apresento algumas capturas de ecra que
foram enviadas pelos alunos, apés a aula de introducéo as calculadoras, mostrando a
forma como eles trabalham com a calculadora na resolugcéo de algumas questdes da
ficha 17.

Exercicio 3
Resposta:

€S =1[-1,35;1,76]

am T

e Fungges

Figura 6 — Resolugao gréafica da questao 3 da ficha 17, na calculadora NumWorks

2.2 (-2.82,7.95) e (0.33,0.12)

E [EXE]l:Mostrar Coordenadas

YI=(X+1)"
FSCSROR

INTERSEGAO INTERSEGAO
X=0.3276963544 <¥=0.1073849007 X=-2.818938262 9¥=7.9046412866

Figura 7 — Resolucao gréfica da questdo 2.2 da ficha 17, na calculadora Casio
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Exercicio 1

1.1e1.2

a) Zeros da fungdo f : b) Zeros da fungdo g :

(-0,82,0) e (1,38,0) (-2,0)

c) Zeros da fungdo h : d) Zeros da fungao i :
Ndo existem porque a fungdo ndo interseta (3,68, 0)
0 eixo do x

Figura 8 — Resolugao gréfica da questdo 1.1 e 1.2 da ficha 17, na calculadora TI-Nspire

Relativamente as transformacdes graficas, notou-se a compreensdo dos alunos em
aulas posteriores, com a realizagdo de tarefas, por exemplo, num PowerPoint criado

pela orientadora (figura 9). As questdes foram respondidas da forma visual e nao visual.
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1. Considera a fungéo f ( x) =)C2

1.1. Qual ou quais sdo os objetos cuja imagem é 4?
1.2. Qual ou quais sdo os objetos cuja imagem é 77
1.3. Qual ou quais sdo os objetos cuja imagem é -1?

2. Considera a fungao g( x) =f ( x) — 3

2.1. Qual ou quais sdo os objetos cuja imagem é -3?
2.2. Qual ou quais sao os objetos cuja imagem é 77
2.3. Qual ou quais sdo os objetos cuja imagem é -1?

3. Considera a funcéo h(x) =f(x+ 1)

3.1. Quantos zeros tem a funcdo?Quais sao?
3.2. Qual ou quais sao os objetos cuja imagem é 77
3.3. Qual ou quais sdo os objetos cuja imagem é -1?

Figura 9 — Questdes sobre as transformagdes graficas no PowerPoint

Para a recolha de dados de investigacdo, foi realizada uma entrevista com tarefas a
guatro alunos selecionados, como se vera mais a frente. Na figura 10, apresento a tarefa
gue envolvia transformacgdes gréficas. Os alunos caso durante a entrevista identificaram
bem todas as transformac@es gréfica, tendo algumas incertezas durante a realizagédo da
tarefa. No entanto, uma aluna, apesar de ter conseguido identificar bem as
transformacg6es, aplicou-as numa ordem diferente, obtendo um gréfico final diferente do
pretendido. Nessa entrevista, na tarefa 4, a questdo 6, figura 11, estava também
relacionada com transformacdes gréficas, mas que apareciam indiretamente no
enunciado. Nessa tarefa os alunos néo identificaram a transformacgéo gréfica, tendo
havido vérios indicios de a terem identificado indiretamente. Mas todos os alunos
resolveram essa questao recorrendo ao raciocinio l6gico ou calculos com interpretacao

grafica.

Ma figura esta representade o grafico da funcéo f.

4

Esboga o grafico da fungio g definida por glx) = —f(x — 1) — 17

Figura 10 — Tarefa 1 da entrevista com tarefas
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A que distdncia se encontram as localidades?

Quantos quildometros tinha percorrido o comboio ao fim de 10 minutos?

O comboio deslocou-se sempre a mesma velocidade?

Em que intervalo de tempo, se deslocou mais rapidamente?

5. Sabemos que o comboio parou em todas as estagOes e apeadeiros. Quantas estagOes e

= v s e

quantos apeadeiros te parecem existir entre a estagdo de partida e a do destino? Justif
a tua resposta.

O MEsmo percurso com os mesmos tempos. Quantos km tinha percorrido o comboio B
quando o A chegou ao destino?

Quanto tempo demorou o comboio desde a estagdo de partida até 3 estagdo do destino?

ica

6. Considera que existe um comboio B que partiu 13 minutos apds o A e que fez exatamente

funcdes

O grafico representado a seguir relaciona a distédncia percorrida (em km) com o tempo (em
minutos) gasto por um comboio entre duas localidades.

18

wd dikm)

14

12

10

B

&

4

7

o 2 4 6 B 10 12 14 16 16 20 22 24 26 8 30 32 3 36

1 {min)

Figura 11 — Tarefa 4 da entrevista com tarefas

Durante o ensino online, foi aplicada uma Verificacdo de Aprendizagens, criada pela

orientadora, que tinha uma questdo sobre as transformagdes gréficas. A maioria dos

alunos conseguiu aplicar corretamente a transformagéo, obtendo a fungéo transformada

correta. Na figura 12, apresento a questdo sobre as transformacdes gréaficas e a sua

resolucéo feita por um dos alunos.
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resposta o grafico de f

solugBes

funcdes
3. Na figura seguinte esta representado, em referencial
o.n. xOy, o grafico de uma fungdo g, real de Ya
variavel real. o
3.1.Indica o dominio e o contradominio de g
3.2.Constrdi o quadro de sinaldeg ~ NXUT/TVTR
3.3. Considere a fungdo definida por
6 -4 -2 0 1T
f(x) = g(x + 2) e esboga na tua folha de -l R ‘g

3.4. Determine os valores de k para os quais a equag3o g(x) = k tem exatamente trés

Figura 12 — Enunciado (em cima) e resolugéo de um aluno (em baixo) a uma questéo sobre transformacdes graficas na

Verificagdo de Aprendizagens

Ja em regime presencial, foi aplicada a tarefa Slalom (Anexo 12), que tinha como

objetivo a criacao de fungdes polinomiais com certas caracteristicas e, para isso, muitos

alunos recorreram a transformagoes gréficas, figura 13. Esta tarefa permitiu medir o grau

de compreenséo e de retencao dos conceitos das transformacdes graficas.
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Como no exercicio 2 decidimos que o valor de a seria
1 introduzir uma translagdo vertical de vetor (0;5),
neste também o decidimos fazer.

A partir dai, sabiamos que tinha de passar entre as
bandeiras e utilizamos o método da tentativa e erro
para descobrir a expressao da fungdo pedida.

Figura 13 — Resolucéo da questéo 3 da tarefa Slalom

Considero que a aula sobre as calculadoras gréficas foi muito Util para a introdugéo
deste instrumento tecnolédgico e a tarefa foi muito UGtil para o trabalho desenvolvido,
servindo como um apoio. Como as aulas decorriam em regime online, tivemos muito
receio de ndo conseguirmos organizar esta aula de forma a ensinarmos os comandos
basicos aos alunos, mas a divisdo em salas com o Breakout Rooms permitiu-nos
trabalhar com cada modelo de calculadora separadamente, podendo explicar as
particularidades de cada calculadora a cada grupo de alunos. Como foi referido, no
guido faltou falar de como descobrir a imagem cujo objeto é conhecido, usando a
calculadora. No entanto, isso deixou de ser um problema quando os alunos foram
procurar como fazé-lo e descobriram-no autonomamente, por isso, posso referir que a

auséncia dessa informacéo foi um ponto positivo desta ficha.

As aulas sobre as transformacdes graficas foram baseadas na ficha 18 e, com ela, os
alunos aprenderam as propriedades das funcdes associadas a cada uma das
transformagbes graficas, recorrendo a métodos analiticos e graficos (com e sem
calculadora). Durante as aulas tentei equilibrar as representacdes visuais e nao visuais,
apresentando as situacbes de forma mais visual e menos visual. Os alunos

apresentaram algumas dificuldades na compreensdo das transformacdes graficas,



FCUP

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

enguanto estas estavam a ser lecionadas, mas muitas delas foram sendo ultrapassadas

a medida que fomos avancando no tema.

A ficha 18 tornou-se um pouco repetitiva e monétona, pois foram feitas perguntas
semelhantes para cada transformacao gréfica. Para uma futura lecionacdo sugiro que
se facam grupos. Cada grupo pode analisar uma transformacéo grafica, a partir da
tarefa, e, no final, apresentar as suas conclusfes a turma, mostrando o que acontece a
funcao apéds a aplicacdo de cada transformacao. Deste modo, os alunos irdo apresentar

e explicar as suas descobertas, promovendo comunicacgéo e discussdo matematica.
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Este trabalho foi realizado em duas fases. Na primeira fase, apliquei um instrumento a
todos os alunos para inferir as suas preferéncias visuais na resolucdo de tarefas
diversificadas. Este instrumento foi aplicado antes da minha intervencdo pedagdgica,
numa turma do 10.° ano de escolaridade, sobre o tema das funcBes do programa de
Matematica A. Na segunda fase, procurei perceber melhor como os alunos utilizavam
imagens visuais na resolucao de tarefas de natureza diversa sobre o tema das fungdes.
Ambas as fases do estudo enquadram-se huma abordagem qualitativa e interpretativa
de investigacdo, e pode considerar-se que este estudo consistiu num ensaio para um

estudo de caso.

Segundo Bogdan e Biklen (1994), a abordagem qualitativa possui cinco caracteristicas:
(1) “Nainvestigacao qualitativa a fonte direta de dados € o ambiente natural, constituindo
o investigador o instrumento principal” (p. 47); (2) “A investigagao qualitativa é descritiva”
(p. 48); (3) “Os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que
simplesmente pelos resultados ou produtos” (p. 49); (4) “Os investigadores qualitativos
tendem a analisar os seus dados de forma indutiva” (p. 50); (5) “O significado é de

importancia vital na abordagem qualitativa” (p. 50).

Como refere a primeira caracteristica, eu fui o principal instrumento de recolha de dados
e estes foram recolhidos na sala de aula virtual, através das plataformas Zoom e Google
Meet. Devido a pandemia, este ambiente tornou-se natural para os alunos. Tal como &
referido na segunda caracteristica, os dados deste estudo séo de natureza descritiva,
pois incluem as producgfes escritas dos alunos, e as audio-gravacdes das entrevistas
que realizei. A terceira caracteristica também esta presente neste estudo, pois analisei
0s pensamentos dos alunos ndo tendo como objetivo a resposta final dos alunos e sim

o0 processo de resolugéo desenvolvido durante a resolucéo das diferentes tarefas.
Relativamente a quarta caracteristica, Bogdan e Biklen (1994) referem:

Para um investigador qualitativo que planeie elaborar uma teoria sobre o seu
objeto de estudo, a direcdo desta s6 se comega a estabelecer apds a recolha
dos dados e o passar de tempo com os sujeitos. Nao se trata de montar um
quebra-cabecas cuja forma final conhecemos de antemao. (p. 50)
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Apesar de ter algumas categorias definidas no enquadramento teérico (visuais e néo
visuais), apenas ap0s a intera¢cado com os alunos durante as aulas e a recolha e analise
dos dados, consegui ter uma melhor ideia do tipo de alunos que tinha a minha frente,
ndo sabendo os resultados do estudo antecipadamente. Relativamente a ultima
caracteristica mencionada por Bogdan e Biklen (1994), os autores referem que “Os
investigadores qualitativos estabelecem estratégias e procedimentos que lhes permitam
tomar em consideracdo as experiéncias e pontos de vista do informador” (p. 51). Por
esse motivo, durante as interacbes com o0s alunos sempre procurei perceber bem as
estratégias que estes utilizavam, a forma como pensavam, e como surgiram essas
mesmas estratégias e pensamentos. No final do estudo, os alunos referiram as suas
preferéncias nas tarefas apresentadas e nos temas matematicos, partilhando

igualmente o seu ponto de vista sobre a matematica.
Segundo Yin (1989, citado em Vale, 2004)

0 estudo de caso € uma metodologia adequada quando as questbes do
‘como’ e ‘porqué’ sao fundamentais, quando o investigador tem muito pouco
controlo sobre os acontecimentos e quando o objeto do estudo € um
fendmeno que se desenrola em contexto real e para o qual sdo necessarias
fontes multiplas de evidéncia para o caracterizar. (p. 139)
Deste modo, pode-se referir que este estudo € um ensaio para um estudo de caso, pois
tem todas as caracteristicas de um estudo de caso, mas como é de curta duragéo e

extensdo, ndo pode ser considerado um estudo de caso.

Previamente a abordagem das funcdes, foi implementado o Instrumento de
Processamento Matematico (IPM) a todos os alunos da turma de 10.° ano. O IPM,
construido por Norma Presmeg, foi baseado num instrumento ja& desenvolvido por
Suwarsono (1982, citado em Presmeg, 1986b). O objetivo do IPM ¢é inferir quais sdo as
preferéncias visuais dos alunos na resolugéo de tarefas diversificadas. O IPM utilizado
neste estudo € uma traducdo do instrumento, escrito originalmente em inglés,

consultado em Galindo-Morales (1994).
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O IPM é constituido por duas partes. A primeira € um teste, com problemas que se
podem resolver utilizando métodos visuais ou nao visuais, e a segunda parte € um
questionario, no qual se apresenta aos alunos varias resolu¢des dos problemas do teste
e estes terdo de selecionar a resposta que mais se assemelhe a sua resolucao; caso
ndo se assemelhe a nenhuma, deverdo descrever o seu método de resolucdo. Cada
parte esta dividida em 3 seccdes, A, B e C, em que as duas primeiras sdo recomendadas
para individuos com 16 e 17 anos de idade, enquanto as secc¢fes B e C se destinam a

professores de Matematica.

Optei por aplicar as secgfes A e B a alunos com 15 e 16 anos, uma vez que nao Vi
inconvenientes numa pequena alteracéo das idades a que eram destinadas. Além disso,
como nao ha pré-requisitos a nivel de conhecimentos adquiridos, estes testes e
guestionarios podem ser respondidos antes de se lecionarem as funcdes. Neste
instrumento ndo se pretende ver se a resolugdo esta correta ou ndo, mas sim se a

resolucao apresentada é visual ou nao.

De acordo com as respostas ao questionario, € atribuida uma pontuacao a cada aluno.
Esta pontuacao € calculada associando 2 pontos a uma resolucdo visual e 0 pontos a
uma resolucdo nédo visual. Se ndo responderem a alguma questdo do teste ou se a
resolucdo for ambigua, esta serd pontuada com 1 ponto. No total, o teste é constituido
por 18 perguntas e, por isso, a pontuacdo méaxima € 36 pontos. Para concluir se o0s
alunos tém um pensamento visual ou nédo, recorri aos critérios de Presmeg (1986b),
que, numa determinada amostra, considerou que os individuos visuais sdo aqueles cuja
pontuagdo no IPM excede a mediana das pontua¢des obtidas pela amostra, enquanto
que os restantes sdo considerados nao visuais. Presmeg (1986b) também refere que
os individuos visuais sdo os que preferem usar métodos visuais quando resolvem
problemas de Matematica que podem ser resolvidos por métodos visuais ou hao visuais,
enguanto os nao visuais sao os que que preferem usar métodos nao visuais quando

resolvem este tipo de problemas.

Inicialmente, estava previsto implementar o IPM em regime presencial. No entanto, no
final de janeiro, fruto da evolucdo pandémica em Portugal, o ensino presencial foi

suspenso e, ap0s uma semana de interregno, retomou-se 0 ensino remoto de
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emergéncia. Assim, tive que fazer alteragdes ao que tinha planeado, nomeadamente a
ordem como foram disponibilizadas as partes do instrumento e a data quando este foi
aplicado. Inicialmente, estava previsto que 0s alunos respondessem primeiro ao teste e
questionario da sec¢éo A e depois ao teste e questionério da seccao B, para que apos
cada teste os alunos tivessem as estratégias utilizadas bem presentes para o
preenchimento do questionério. O IPM foi implementado durante as duas primeiras

semanas do ensino a distancia, que se iniciou dia 8 de fevereiro de 2021.

Os enunciados foram disponibilizados pela orientadora no Classroom, e 0s alunos
submeteram as resolu¢des na mesma plataforma. Posteriormente, todas as resolugdes

foram enviadas pela orientadora para mim através do e-mail.

Primeiramente, durante a primeira aula de ensino a distancia, a 8 de fevereiro, os alunos
realizaram a seccado A do teste, sendo que alguns terminaram em casa e submeteram
antes da aula seguinte. Na aula seguinte, a 9 de fevereiro, realizaram a secc¢do B do
teste, que terminaram posteriormente em casa, submetendo até dia 11 de fevereiro. Na
aula seguinte, foi proposto responderem aos questionarios das duas sec¢des em casa,
que foram sendo submetidos até dia 16 de fevereiro. Esta forma de organizacdo da
disponibilizacdo dos enunciados permitiu gerir melhor o tempo de aplicacdo do
instrumento e, apesar do intervalo entre a realizacdo dos testes e dos questionarios, 0s

alunos ainda se recordavam das estratégias utilizadas no teste.

O IPM foi implementado numa uma amostra de 26 alunos, mas, devido a ndo adesao
de alguns alunos, a andlise do IPM foi feita apenas numa amostra de 23 alunos. Houve
uma grande variedade de resolu¢des para os mesmos problemas. Nas suas resolucoes,
os alunos recorreram a diagramas, tabelas, linguagens algébrica, aritmética e verbal, e

raciocinio légico. Nao foram feitas entrevistas adicionais aos alunos sobre o IPM.

As respostas ao questionario foram comparadas com a tabela das classificagbes das
resolu¢cdes ao questionario do IPM, que indica se a resolucdo é visual ou nédo visual
(Anexo 18). A tabela das classificagfes das resolugBes ao questionario do IPM de
Presmeg foi adaptada, pois a resolucdo com recurso a tabelas, no documento original,
€ considerada nao visual; no entanto, nos seus textos, a autora refere que o recurso a
tabelas é um método de resolugéo visual. Por essa razéo, na aplicagdo da tabela de

classificacdes, considerei as resolu¢cdes com recurso a tabelas como resolucdes visuais.

Posteriormente, analisei as resoluces dos alunos, comparando-as com as respostas

ao questionario e analisando as estratégias utilizadas em cada resolucdo. Criei uma
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grelha em Excel (Anexo 17), na qual foram registadas as pontuacoes atribuidas a cada
aluno em cada questdo. Apés a andlise dos resultados na grelha em Excel, verifiquei
que, numa amostra de 23 alunos, a pontuacdo minima foi de 10 pontos e a maxima foi

de 26, sendo a mediana da amostra 16,5.

N&o sendo exequivel a analise detalhada do desempenho de todos os alunos no IPM,
para a apresentacdo dos resultados, foram selecionados quatro alunos. Aos dados
relativos a estes quatro alunos foi feita uma analise mais pormenorizada das estratégias

utilizadas. Os dados foram analisados de forma descritiva e interpretativa.

Os quatro alunos foram selecionados tendo em conta os critérios seguintes: diferentes
preferéncias visuais (de acordo com os resultados do IPM), diferentes desempenhos
prévios ao estudo das fungbes (com base nas classificacfes do 1.° periodo e nas
observacdes que foram sendo feitas por mim e pelo meu colega de estagio) e diferentes
niveis de compreensao das fungdes (evidenciados nas primeiras aulas sobre esse tema,
com base nas respostas que os alunos foram dando as questdes que Ihes coloquei e
nas observacdes realizadas). Apresento, de seguida, os quatro alunos selecionados:

Mariana, André, Diogo e Isabel (nomes ficticios).

A Mariana € uma boa aluna a fun¢des, trabalhadora, inteligente e atenta. No entanto,
insegura e, por isso, s@ participa quando tem a certeza de que a sua resposta esta certa.
Nao apresenta dificuldades significativas de aprendizagem, mas, normalmente, comete
erros de distracdo devido a rapidez de leitura dos enunciados. Apds a analise das
resolucdes do teste e das respostas ao questionario, a Mariana obteve um total de

12 pontos e, por isso, é considerada nao visual.

O André é um bom aluno a funcdes, inteligente e atento. Semelhante a Mariana, também
€ inseguro. No entanto, s6 participa quando questionado diretamente. Nao apresenta
dificuldades relevantes de aprendizagem e costuma cometer erros de distracdo durante
aresolucdo de tarefas. O André, apds a analise das resolucdes do teste e das respostas

ao questionario, obteve um total de 26 pontos e, por isso, é considerado visual.

O Diogo € muito bom aluno a fungdes, trabalhador, inteligente e participativo. Apesar de
nao apresentar dificuldades significativas de aprendizagem, é desorganizado a nivel da
escrita e da fala devido a rapidez de pensamento, cometendo erros de distracdo. O
Diogo, ap6s a analise das resolucfes do teste e das respostas ao questionario, obteve

um total de 10 pontos e, por isso, € considerado n&o visual.
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A Isabel € muito boa aluna a fun¢des, trabalhadora, inteligente, atenta e participativa.
Quando participa, explica muito bem o seu pensamento, apesar de, muitas vezes, nao
ter estratégias muito diretas. Nao apresenta dificuldades relevantes de aprendizagem,
cometendo apenas erros de distracdo devido a rapidez de leitura dos enunciados. A
Isabel, apds a andlise das resolugbes do teste e das respostas ao questionério, obteve

um total de 25 pontos e, por isso, € considerada visual.

Apos a aplicacdo do IPM, foi feito um ensaio para um estudo de caso com 0s quatro
alunos selecionados, referidos anteriormente. Nao foi realizado um estudo de caso
(multiplo) porque o tempo de recolha de dados néo foi suficientemente longo para que

se pudesse considerar o “percurso” de cada aluno como um caso.

A informacé&o acerca das aprendizagens dos alunos do tema das funcdes foi recolhida
de duas formas: através das suas producdes escritas e das suas respostas a uma
entrevista com tarefas realizada a cada aluno selecionado. As produgdes escritas dos
alunos séo as resolugdes de tarefas, sobre funcdes, de natureza diversificada: ficha 17
e ficha 18 (Anexo 1, Anexo 2, Anexo 3, Anexo 4, Anexo 5, Anexo 6 e Anexo 7). As
entrevistas que sdo semiestruturadas baseadas num conjunto de tarefas que sao
propostas aos alunos. O propésito maior € estimular os alunos a pensar em voz alta
enguanto resolvem as tarefas, havendo também a oportunidade de os ir questionando
sobre as suas opgOes e sobre outros aspetos que se mostrem emergentes — no caso
deste estudo, estava particularmente interessada em compreender como 0s alunos

usavam imagens visuais na resolucéo de tarefas sobre fungdes.

As entrevistas com tarefas foram realizadas aos quatro alunos selecionados, dos quais
também foram recolhidas as respetivas producfes escritas. Estas entrevistas foram
realizadas online, através da plataforma de videoconferéncia Zoom, o que permitiu que
fossem &udio-gravadas. As entrevistas com tarefas incidiram em tarefas de natureza
diversificada, apoés a lecionacdo do tema das fungBes. Ao longo da resolucdo das
tarefas, os alunos foram vocalizando o seu pensamento, 0 que é importante para se
perceber o fio condutor do seu raciocinio. Houve alguns momentos de siléncio e de

discurso confuso, e, em resposta a esses momentos, eu perguntava sobre o que o aluno
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estava a pensar e pedia para repetir o que disse, respetivamente. Apés a resolucao das
tarefas propostas, tive a possibilidade de aprofundar mais as preferéncias visuais dos
alunos, procurando também perceber melhor como eles recorriam a imagens visuais ha

resolucéo das tarefas.

As entrevistas com tarefas foram realizadas em dois dias, 19 e 23 de marco, de forma
a acomodar as conveniéncias dos alunos selecionados. De modo a cumprir as
consideracbes éticas exigidas, foi pedida autorizacdo aos encarregados de educacao

dos alunos entrevistados (Anexo 19).

Uma das tarefas para as entrevistas foi escolhida com base no que os alunos
aprenderam sobre transformacdes gréficas; as restantes tarefas tinham como base a
interpretacdo de situagcbes problematicas recorrendo a fungdes. Outro critério
importante para a escolha das tarefas foi a informagéo veiculada no enunciado das
tarefas, visual ou ndo visual, e as estratégias de resolugdo mais provaveis, visual ou

nao visual.

O enunciado da tarefa 1 é visual e a estratégia de resolucdo esperada é igualmente
visual. Esta tarefa é sobre transformagdes graficas, sendo a fungéo original apresentada
graficamente num referencial ortonormado. Pede-se para ser representada a fungéo
transformada (figura 14). Um aspeto que considero que nao funcionou muito bem nesta
tarefa foi que havia muitos “—1” na expressao da fungéo g(x), algo que causava um

pouco de confusdo quando os alunos se queriam referir a uma transformagao.

Na figura esta representado o grafico da fungdo f.

Esboga o grafico da fungdo g definida por g(x) = —f(x — 1) — 1.

Figura 14 — Enunciado da tarefa 1 da entrevista com tarefas

A tarefa 2 é uma tarefa de enunciado ndo visual cuja resolucdo tera a mesma
probabilidade de ser visual ou n&o visual. Esta tarefa foi adaptada do manual “Novo
Espaco” (Costa & Rodrigues, 2017) do 10.° ano de Matematica A, que nao é o manual

7

adotado pela escola, e é semelhante a um problema que alguns alunos tentaram
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resolver na ficha 23, proposta previamente pela orientadora. Nesta tarefa os alunos tém
de interpretar a situacdo problematica e responder as questdes, podendo utilizar

funcdes, gréfica ou algebricamente, ou, por exemplo, tentativa-erro (figura 15).

Duas localidades A e B estdo ligadas entre si por uma linha de caminho de ferro, numa extensdo
de 459 km.

No mesmo instante, um comboio parte de A com destino a B e outro parte de B com destino a
A. Admite que as velocidades sdo constantes, sendo de 170 km/h a do comboio que parte de A
e de 180 km/h a do comboio que parte de B.

Quanto tempo depois de partirem demoram os comboios a se cruzarem?

Qual dos comboios chega primeiro ao seu destino? Quanto tempo antes do outro?

Figura 15 — Enunciado da tarefa 2 da entrevista com tarefas

A tarefa 3 é uma tarefa de enunciado n&o visual cuja resolucdo considero ter uma maior
probabilidade de ser ndo visual. Esta tarefa é semelhante a alguns exercicios do manual
adotado pela escola, “Novo ipsilon 10” (Andrade, Pereira & Pimenta, 2020), tendo como
objetivo analisar o pensamento dos alunos ao ser pedida uma fungdo de um certo tipo
(figura 16).

Seja f(x) = (5 —p?)x — 6,sendo p € R.

Para que valor(es) de p a funcdo f é constante?

Explica o teu raciocinio.

Figura 16 — Enunciado da tarefa 3 da entrevista com tarefas

A tarefa 4 é uma tarefa de enunciado visual cuja resolucdo considero ter uma maior
probabilidade de ser visual. Nesta tarefa ha uma pequena possibilidade de estratégias
nao visuais, se 0s alunos optarem por encontrar a expressao algébrica de alguma
seccao do grafico e comparar os declives dos diferentes segmentos. Esta tarefa é
adaptada da brochura Fun¢des 10.° ano (Teixeira et al., 1997). O seu objetivo é analisar
gréficos. A Ultima questdo desta tarefa esta relacionada com transformacdes graficas

em situagOes problematicas (figura 17).
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O grafico representado a seguir relaciona a distdncia percorrida (em km) com o tempo (em
minutos) gasto por um comboio entre duas localidades.

18

d (km)

0 2 4 6 ] 10 12 14 16 16 0 22 24 26 28 30 32 34 36
1 {min)

A que distdncia se encontram as localidades?
Quanto tempo demorou o comboio desde a estagdo de partida até 3 estagdo do destino?
Quantos quildmetros tinha percorrido o comboio ao fim de 10 minutos?

T R R

0 comboio deslocou-se sempre 3 mesma velocidade?

Em que intervalo de tempo, se deslocou mais rapidamente?

5. Sabemos que o comboio parou em todas as estagbes e apeadeiros. Quantas estagbes e
guantos apeadeiros te parecem existir entre a estagdo de partida e a do destino? Justifica
a tua resposta.

6. Considera que existe um comboio B que partiu 13 minutos apés o A e que fez exatamente

0 MEesmo percurso com os mesmos tempos. Quantos km tinha percorride o comboio B

guando o A chegou ao destino?

Figura 17 — Enunciado da tarefa 4 da entrevista com tarefas

ApOs a resolucdo destas quatro tarefas, cologquei ainda algumas questfes a cada aluno
com o objetivo de analisar as suas preferéncias visuais mais a fundo, isto &, indo além
da informagéo recolhida através do IPM. As questbes que constam do guido da

entrevista sdo as seguintes:

1) Das questdes propostas, qual € que achaste mais interessante? E menos? Porqué?
Com esta questéo pretendia saber qual das questdes os alunos preferiam, mais visuais

ou mais algébricas.

2) Nas funcdes gostas mais de trabalhar com as representacfes graficas ou com
expressdes matematicas?
Com esta questdo pretendia saber se o tipo de representacdo das funcdes que

preferiam era concordante com os resultados do IPM.

3) Quando resolves tarefas com funcdes, por exemplo as que realizaste agora,

costumas fazer esquemas/graficos/tabelas? A que tipo de representacdes costumas
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recorrer? Fazes na tua cabeca, no papel ou preferes recorrer a tecnologia
(calculadora/GeoGebra)?
Com esta questéo, pretendia saber o tipo de representacdo que os alunos costumavam

utilizar e os recursos que utilizavam.

4) Quando trabalhas com transformacdes gréficas, imaginas as translacdes ou
contracdes do grafico da funcdo, pensas o que acontece as coordenadas de cada ponto
OU pensas mais nas expressdes matematicas?

Com esta questdo, pretendia saber qual é o tipo de pensamento que os alunos tém

quando trabalham com transformacdes graficas de fungdes.

5) Gostas de fun¢gBes? Que temas de matematica gostas mais? Porqué?
Com esta questdo, pretendia saber as preferéncias dos alunos acerca dos temas da

matematica escolar.
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A Mariana, apos a andlise das respostas ao questionario e das resolucdes do teste,
obteve um total de 12 pontos e, por isso, € considerada ndo visual. Na resolugdo dos
problemas do IPM, a Mariana recorreu 4 vezes a estratégias de resolucdo visuais
(Questdes B-2, B-4, B-7, B-9), 4 vezes a estratégias de resolucdo mistas (Questdes A-4,

A-5, B-1, B-11) e 10 vezes a estratégias de resolucao nao visuais.

Método visual

Os quatro problemas que foram resolvidas apenas por um método visual apresentam

situagdes com descricdo de movimento de objetos ou pessoas.

B-9. Um passageiro adormeceu quando se encontrava a meio da sua viagem. Quando
acordou, ainda lhe faltava percorrer metade da distancia percorrida enquanto esteve a
dormir. Determine a fragdo da totalidade da viagem em que 0 passageiro esteve a

dormir.

Resolucdo:

U pomegsio esteus & doumin dunonts § da Wogum

Questionario:
Resolugdo 1: Desenhei um diagrama a representar o trajeto da viagem.

L ] 1 | ] i 3

> <+
metade da viagem distancia que metade da distancia
viajou a dormir que viajou a dormir

Pelo diagrama vejo que se toda a distancia percorrida corresponde a 6 partes, ele

1
dormiu 2 partes, isto &, 5 da totalidade da viagem.

Figura 18 — Respostas da Mariana a questéo B-9 do IPM
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Na figura 18, apresento a resolucdo da Mariana a questao B-9 do IPM, na qual recorre
a um diagrama que representa o trajeto da viagem dividido em secc¢des, feitas a partir
do enunciado do problema. O diagrama nao s6 permitiu interpretar o problema, mas
também resolvé-lo. No questionério, a Mariana selecionou uma opg¢éo que se aproxima
bem & forma como pensou e isto aconteceu em todas as questdes em que recorreu a

um diagrama.

Método misto

Nas resolugbes mistas, a Mariana recorreu uma vez a imaginagao da situacdo, o que
poderia ser considerado visual, no entanto a resolu¢cdo apresentada tem uma forte
componente ndo visual na sua resolugéo, sendo assim considerada mista; e trés vezes
a representacao visual para visualizar melhor os problemas e de seguida resolvé-los
com uma estratégia de resolucdo nado visual. Nestes trés problemas, a componente
visual serviu como um apoio para a interpretacdo da situacdo problematica para a
posterior resolucdo ndo visual, recorrendo a linguagem verbal (A-4), linguagem

aritmética (A-5) e linguagem algébrica (B-11).

Na figura 19, apresento as respostas da Mariana a questdo B-11 do IPM, na qual
recorreu a um diagrama para representar a situacdo problemética, representando os
recipientes. A partir do diagrama equacionou o problema e, recorrendo a linguagem
algébrica resolveu-o. No final, apresentou uma verificacdo dos resultados em formato
de diagrama. Na sua resolugéo variou duas vezes de método de resolugdo utilizado:
visual, depois néo visual e novamente visual, por isso, considero que € uma resolucéo
mista. No questionario, apesar de poder selecionar mais de uma opc¢ado 0 que
representaria de modo mais fiel aquilo que escreveu na sua resolucdo, selecionou
apenas uma das estratégias utilizadas, que podera ter sido a estratégia que a aluna
considerou ser mais Util na resolu¢do, mesmo que o tenha feito de forma inconsciente,
neste caso a que apresentava uma resolugéo visual, o que corresponde a uma parte do
seu raciocinio. Isto também aconteceu nas questdes A-4 e A-5, mas, nestes casos,

selecionou apenas a estratégia nao visual.
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B-11. Um recipiente contém o dobro do leite que outro recipiente. Verteu-se 20 litros de
leite de cada um dos recipientes e, assim, 0 primeiro recipiente ficou com trés vezes
mais leite do que o segundo recipiente. Quantos litros de leite existiam, inicialmente, em

cada um dos recipientes?

Resolucdo:

. |hl ll_[
120

Yy =2e

y-210= 5(w-20) 2AW=20:3n-60 { AM-3n=-Cot2o [ W= lo

Questionario:

Resolucdo 2: Desenhei um diagrama que representa as quantidades de leite.

20 litros (mesma quantidade de
leite vertida de ambos os
recipientes)

A partir do diagrama vejo que, para que o primeiro recipiente tenha trés vezes
mais leite do que o segundo depois de se verter 20 litros de leite de cada
recipiente, entdo o segundo recipiente deve ficar com 20 litros de leite. Assim, as
guantidades iniciais de leite nos recipientes sdo 40 litros e 80 litros.

Figura 19 — Respostas da Mariana a questédo B-11 do IPM

Método nao visual

Os restantes problemas foram resolvidos recorrendo, maioritariamente, a linguagem
algébrica (A-2, A-3, A-6, B-3, B-5, B-10, B-12), tendo havido, também, resolu¢cdes com

linguagem verbal (A-1), raciocinio I6gico (B-6) e linguagem aritmética (B-8).

Na figura 20, apresento as respostas a questao B-3 do IPM, na qual a Mariana comecgou
por equacionar o problema e de seguida resolveu-o recorrendo a linguagem algébrica.
No questionario, selecionou a resolucao que refere o recurso a simbolos e equacdes, o

gue representa de forma fiel a sua resolucdo. Nas perguntas em que recorreu a

51



FCUP

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

linguagem algébrica, no questionario selecionou quase sempre resolucdes semelhantes
as suas, que descreviam bem as estratégias utilizadas. Na questado B-8, apesar de ter
utilizado linguagem aritmética para resolver o problema, no questionério, selecionou
uma resolu¢cdo com linguagem algébrica, que ndo € uma opgdo que represente
fielmente a sua estratégia. Nas restantes selecionou resolu¢des que explicam por

palavras o raciocinio utilizado.

B-3. Atualmente, a idade da mae € sete vezes a idade da filha. A diferenca entre as suas
idades é de 24 anos. Qual é a idade atual de cada uma delas?

Resolucdo:

Dodt i
) wezy {-— - — ne2xy ((n=23
w oy 24t nege2u \ Py-yezu( 6y=24 {h—.u {a:k y=4 Ria mde tom20 ame ca &l&,n. B Y Gl

Questionario:

Resolugao 2: Resolvi este problema usando simbolos e equagoes. Por exemplo,
Seja x a idade da filha. Entdo a idade da mae é 7x anos. Assim, a diferenca entre
as suas idades é de 6x anos. Logo, 6x=24 e entdo x=4.

A filha tem 4 anos e a mae tem 28 anos.

Figura 20 — Respostas da Mariana a questédo B-3 do IPM

O André, apoés a andlise das respostas ao questionario e das resolugdes do teste, obteve
um total de 26 pontos e, por isso, € considerado visual. Na resolugéo dos problemas do
IPM, o André recorreu cinco vezes a estratégias de resolucao nao visuais (Questdes

A-6, B-2, B-3, B-5, B-11) e 13 vezes a estratégias de resolucao visuais.

Método nao visual

Quase todos os cinco problemas que foram resolvidos por um método néo visual

apresentam contextos que envolvem situacdes de proporcionalidade.
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Na figura 21, apresento as respostas ao André a questao B-3 do IPM, na qual é possivel
Ver 0 recurso a técnicas algébricas, que € uma estratégia ndo visual. Comecou por
definir as variaveis e, de seguida resolveu algebricamente um sistema. No questionario
deste problema, o aluno selecionou uma resolu¢cdo semelhante a sua, que também

recorre a técnicas algébricas.

B-3. Atualmente, a idade da mae é sete vezes a idade da filha. A diferenca entre as suas

idades é de 24 anos. Qual é a idade atual de cada uma delas?

Resolucdo:

Questionario:

Resolucdo 2: Resolvi este problema usando simbolos e equagdes. Por exemplo,
Seja x a idade da filha. Entdo a idade da mae é 7x anos. Assim, a diferenga entre
as suas idades é de 6x anos. Logo, 6x=24 e entdo x=4.

A filha tem 4 anos e a mde tem 28 anos.

Figura 21 — Respostas do André a questéo B-3 do IPM

Nas restantes escolhas do questionario, o André néo selecionou opcdes que refletiam
de forma muito préxima aquilo que escreveu nas resolucdes do teste, tendo deixado
duas selec¢tes por fazer. Nas questdes A-6 e B-2, selecionou resolugbes que incluiam
representacdes de diagramas, no entanto nas suas resolugdes ndo ha evidéncias dessa
estratégia, sendo, por isso, consideradas ndo visuais. Nas questdes B-5 e B-11, figuras
22 e 23, ndo selecionou nenhuma das respostas, mas através da analise das resolu¢des
€ evidente que recorreu a métodos ndo visuais, com recurso a linguagem algébrica e

tentativa-erro com linguagem aritmética, respetivamente.
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B-5. No inicio, o preco de um quilo de agucar era o triplo do pre¢co de um quilo de sal.
Mais tarde, o preco de um quilo de sal aumentou o correspondente a metade do seu
preco inicial, enquanto o preco de um quilo de acucar ndo sofreu alteracdes. Se o preco

atual de um quilo de sal é de 30 céntimos, qual € o pre¢o atual de um quilo de agucar?

Resolucdo:

Figura 22 — Respostas do André a questéo B-5 do IPM

B-11. Um recipiente contém o dobro do leite que outro recipiente. Verteu-se 20 litros de
leite de cada um dos recipientes e, assim, o primeiro recipiente ficou com trés vezes
mais leite do que o segundo recipiente. Quantos litros de leite existiam, inicialmente, em

cada um dos recipientes?

Resolucdo:

iU e |
1

Figura 23 — Respostas do André a questéo B-11 do IPM
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Método visual

Nas restantes 13 questdes, o André recorreu, maioritariamente a diagramas (Questdes
A-1, A-2, A-4, A-5, B-4, B-7, B-9, B-10, B-12) e, algumas vezes imaginou as situacdes
(Questdes A-3, B-1, B-6, B-8).

Apresento, na figura 24, as respostas do André a questdo A-3 do IPM. A primeira vista,
a resolucdo parece néo visual devido ao facto de apenas apresentar linguagem verbal,
mas através do questionario percebe-se que o aluno imaginou o percurso e a partir disso

chegou a resposta, pois selecionou a resolucao 2.

A-3. Um caminho em linha reta esta dividido em duas secc¢des de comprimentos
diferentes. O comprimento da segunda sec¢éo é metade do comprimento da primeira

secc¢do. Que fracdo da totalidade do caminho representa a primeira sec¢ao?

Resolucdo:

Questionario:

Resolucdo 1: Resolvi este problema desenhando um diagrama que representa o

caminho:
primeira sec¢do

l4 ' _’l
I T 1

segunda secgao

A partir do diagrama pode ser visto que a primeira sec¢do é dois ter¢os de todo o

caminho.

Resolucdo 2: Usei o mesmo método que o ilustrado na resolugdo 1 mas apenas
desenhei o diagrama “na minha cabec¢a” (e ndo no papel).

Figura 24 — Respostas do André a questédo A-3 do IPM

No questionario das restantes questdes que foram resolvidas por métodos visuais, 0
aluno selecionou as resolug¢des que apresentavam diagramas, que se assemelham as
suas resolucdes. Mas nédo selecionou nenhuma opg¢éo na questdo B-10, apresentada

na figura 25, que considerei visual devido a resolucédo esquematica do problema.
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B-10. Uma balanca de pratos fica em equilibrio se colocar num prato um queijo e no
outro prato trés quartos de um outro queijo igual ao anterior e um peso de 3/4kg. Quanto

pesa o queijo?

Resolucgdo:

Figura 25 — Respostas do André a questéo B-10 do IPM

O Diogo, ap0s a andlise das respostas ao questionario e das resolu¢des do teste, obteve
um total de 10 pontos e, por isso, € considerado ndo visual. Na resolucao dos problemas
do IPM, o Diogo recorreu cinco vezes a estratégias de resolucao visuais (Questdes A-3,
B-1, B-2, B-4, B-9) e 13 vezes a estratégias de resolugdo ndo visuais. Todas as
resolucdes foram acompanhadas por um comentario do aluno no qual explica como

pensou.

Método visual

Dos cinco problemas que foram resolvidas apenas por um método visual, um foi

resolvido recorrendo a um diagrama (Questédo B-4) e 4 recorrendo a imaginacao.

Na figura 26, apresento a resolucdo do Diogo a questdao B-2 do IPM, que, a primeira
vista, parece uma resolucdo algébrica, pois o0 aluno resolveu o problema apresentando
alguns calculos para os quais utilizou apenas a informacao relevante do enunciado,
como o proprio refere. Mas a partir da sua resposta ao questionario, sabe-se que
imaginou o percurso do baldo, o que lhe permitiu responder ao problema e, por isso, a

estratégia utilizada é visual.
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B-2. Um baldo comecou por subir 200m, verticalmente, a partir do ch&o, depois moveu-
se 100m para este e caiu 100m na vertical. De seguida, o baldo deslocou-se 50m para
este e finalmente caiu verticalmente no chdo. A que distancia se encontra o baldo do

ponto de partida?

Resolucdo:
] o . . B adin bafee

n-) top *30 - 150 o Mavca Ao VLm0 Wu’!]anﬁ 2o phdinug 7,(./' B S nain

"7{(/”,(,1‘ A ¢ PO olo 7\0’!0 #Aa ; 7;0&- ,&‘/6 JARE wirto wro owhe Ao ds
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Questionario:

Resolucdo 1: Imaginei o percurso do baldo e calculei a distancia entre os pontos
de partida e chegada. Determinei que a distdncia entre os pontos de partida e
chegada do baldo é igual a 100 + 50 = 150m.

Figura 26 — Respostas do Diogo a questao B-2 do IPM

Com as respostas do Diogo ao questionario, consegui perceber que algumas resolucdes
gue, a primeira vista pareciam nao visuais, afinal eram visuais, pois recorreu a
imaginacao para construir na mente uma figura. Apenas na resolugéo escrita da questao
B-3 o Diogo escreveu que tinha imaginado a situa¢do na sua mente e que tinha resolvido
o problema apoiando-se nessa imagem mental. Nas restantes questdes, nada apontava
para um método de resolugéo visual. Portanto essa parte do questionario foi essencial
para perceber que o Diogo tinha recorrido a um método de resolucédo visual. Todos estes

problemas apresentam situacfes com descricdo de movimento de objetos ou pessoas.

Método néo visual
Os restantes problemas foram resolvidos recorrendo a linguagem algébrica e aritmética.

Na figura 27, apresento as respostas a questdo A-4 do IPM, na qual o Diogo recorreu a
linguagem algébrica e aritmética, e, portanto, a métodos néo visuais. Do lado direito
explicou que deduziu uma formula geral (linguagem algébrica) que aplicou do lado
esquerdo a um caso especifico (linguagem aritmética). No questionério, ndo selecionou
nenhuma das resolugdes apresentadas, mas referiu “No problema 4, deduzi uma

férmula em que com ela, obtenho o niumero total de combinac¢des possiveis de pares
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dado um conjunto com n itens. A formula que usei foi: (n—1)+ (n—2)+ (n—3) ...
soma-se este binbmio (n—x) até n—x = 1.”, o que permite entender melhor o

pensamento do aluno.

A-4 Apenas quatro equipas participaram numa competicdo de futebol. Cada equipa
jogou uma vez contra cada uma das outras equipas. Quantas partidas de futebol

existiram na competicdo?

Resolucdo:
- / h || : || & = S i
St '(,_ Lofe b ! | 8 L
T 77 = offialndli ,_J’oda _z.gm« | ondiltin] dn | ol | Llimsy _.'Tm_m ,Jwi.u.:.
3 B . E_peil MX'I« m.jCL N @ Uupn | /tro/t, N A" acchér!
i e o S [ _.u;\ e edts Lorg, Ao c_u‘ﬁ? }.U.(:) |_qall g awsn
] S U8 S et _M( 0(! _m 11_\05“(' /L(fh U.O) ) L O 1 Y O |
1 A ' I LS | (_{“"ILf(n‘ -JJ f(” -;.m LLLL’.}'_‘QLD(‘ _:

— -,:;,u.gL.

P

4~&il b mmyd’c glfu

mw(
l

n .

al gt {\lt g, M ﬁ_L
| |

Questionario:

No problema 4, deduzi uma férmula em que com ela, obtenho o nimero
total de combinacdes possiveis de pares dado um conjunto com n itens.
A formula que usei foi : (n-1)+(n-2)+(n-3)... soma-se este bindmio (n-x) até

n-x = 1.

Figura 27 — Respostas do Diogo a questao A-4 do IPM

Nos problemas em que recorreu a linguagem algébrica, no questionario selecionou
sempre uma resolucdo semelhante a sua, que descrevia bem a estratégia utilizada,
exceto nas questfes A-1 e A-4, nas quais ndo selecionou nenhuma das opg¢fes, mas
explicou bem o raciocinio utilizado, sendo, por isso, consideradas resolu¢cdes néo
visuais. Nas questdes A-6 e B-8 utilizou linguagem aritmética para resolver os
problemas, mas no questionario selecionou resolu¢cdes com linguagem algébrica,
apesar de ambas serem ndo visuais, o Diogo ndo selecionou as opc¢des que mais se

aproximam as suas estratégias de resolucéo.
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5.4. Isabel

A Isabel, ap6s a andlise das respostas ao questionario e das resolucdes do teste, obteve
um total de 25 pontos e, por isso, € considerada visual. Na resolugéo dos problemas do
IPM, a Isabel recorreu duas vezes a estratégias de resolucao ndo visuais (Questdes
B-3, B-5), sete vezes a estratégias de resolucdo mistas (Questdes A-2, A-3, A-6, B-6,

B-9, B-10, B-11) e nove vezes a estratégias de resolucao visuais.

Método nao visual

Os dois problemas que foram resolvidas por um método ndo visual apresentam
contextos que envolvem situacdes de proporcionalidade.

B-5. No inicio, o preco de um quilo de acUcar era o triplo do preco de um quilo de sal.
Mais tarde, o preco de um quilo de sal aumentou o correspondente a metade do seu
preco inicial, enquanto o preco de um quilo de acucar néo sofreu alteracdes. Se o preco

atual de um quilo de sal é de 30 céntimos, qual € o prec¢o atual de um quilo de agucar?

Resolucdo:

Questionario:

Resolucdo 4: Resolvi o problema usando simbolos e equagdes. Por exemplo:

Seja x o preco inicial de 1kg de sal.

Entdo o preco de 1kg de acucar é 3x.

Depois do aumento, o preco de 1kg de sal é 1,5x.

Assim, o preco de 1kg de aglcar é o dobro do preco atual de 1kg de sal, ou seja, o
preco de 1kg de aglcar é 60 céntimos.

Figura 28 — Respostas da Isabel a questdo B-5 do IPM
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Na figura 28, apresento as respostas da Isabel a questao B-5 do IPM, na qual é possivel
ver o recurso a linguagem algébrica, que é uma estratégia ndo visual. Comegou por
apresentar os dados do enunciado, indicando “Inicio” e “Tarde”. De seguida aplicou a
regra de trés simples e com manipulacbes algébricas chegou a resposta. No
questionario deste problema, a aluna selecionou uma resolugdo semelhante a sua, que

também recorre a linguagem algébrica e 0 mesmo aconteceu para a questao B-3.

Método misto

Nas resolucdes mistas, a Isabel recorreu a representacao visual para visualizar melhor
0s problemas e, de seguida, resolvé-los com uma estratégia de resolu¢cdo ndo visual,
ou seja, a componente visual serviu como um apoio para a interpretacdo da situacao
problematica para uma posterior continua¢gdo com recurso a linguagem algébrica ou

aritmética (a linguagem aritmética surgiu apenas na questdo A-2).

Na figura 29, apresento as respostas da Isabel a questdo A-6 do IPM, na qual recorreu
a um diagrama para representar a situacao problemética, mantendo as proporcdes
referidas no enunciado. A partir do diagrama percebeu que proporcdes estavam
envolvidas e resolveu o problema recorrendo a regra de trés simples com linguagem
algébrica. Devido ao recurso a um método de resolugéo visual e a um néo visual, sendo
ambos importantes para a resolugdo dos problemas, esta resolu¢do é considerada

mista.
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A-6. Num certo dia, retirou-se um terco das batatas que existiam num armazém.
Sabendo que restaram no armazém 80 quilos de batatas, quantos quilos de batatas

existiam inicialmente?

Resolucdo:
J - =k S
=
7 [«
|
=)
= 2 2
— -
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Questionario:

Resolucdo 2: Resolvi este problema usando simbolos e equagdes. Por exemplo:
Seja x a quantidade inicial de batatas no armazém.

~ . ) .1
Entdo a quantidade retirada é gx.
] L. 2
A guantidade de batatas restante no armazém é Ex.

Assim, %x:SO e x=120.

Entdo, a quantidade inicial de batatas é de 120kg.

Figura 29 — Respostas da Isabel a questdo A-6 do IPM

No questionario, apesar de poder selecionar mais de uma opc¢édo, 0 que representaria
de modo mais fiel aquilo que escreveu na sua resolucéo, selecionou apenas uma das
estratégias utilizadas, que podera ter sido a estratégia que a aluna considerou ser a
mais importante para a resolu¢gdo, mesmo que tenha feito isso de forma inconsciente,
neste caso selecionou a que apresentava uma resolucdo néo visual, o que corresponde
a uma parte do seu raciocinio. Isto também aconteceu nas restantes questdes em que
utilizou um método de resolugédo misto, sendo que nas questdes A-3 e B-10, selecionou
apenas a estratégia visual e nas questdes B-6, B-9, B-11 selecionou apenas as néo

visuais.
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A-2 Existem oito mesas numa casa. Algumas das mesas tém quatro pernas enquanto
as outras tém trés pernas. No total, as mesas tém 27 pernas. Quantas das mesas tém
quatro pernas?

Resolucdo:

Questionario:

Resolugdo 4: Resolvi este problema desenhando as mesas: primeiro desenhei-as
como se todas as mesas tivessem apenas 3 pernas, depois fui acrescentando uma

perna a cada mesa até que o numero total de pernas fosse igual a 27.

A P

Verifiquei que existem 3 mesas com 4 pernas (e 5 mesas com 3 pernas).

Figura 30 — Respostas da Isabel & questéo A-2 do IPM

Na questdo A-2 (figura 30), a Isabel apresentou duas estratégias, uma visual e uma nao
visual. Para a estratégia visual, representou as oito mesas colocando todas com trés
pernas, e depois por tentativa-erro foi acrescentando a quarta perna. Na estratégia néo
visual, escreveu os multiplos de 4, até 28, que passa do numero total de pernas (para
indicar o numero de pernas totais quando cada mesa tem quatro pernas), e de 3 até 27,
gue corresponde ao numero total de pernas (para indicar o niumero de pernas totais
gquando cada mesa tem trés pernas). Como tinha de haver mesas dos dois tipos, a aluna
assinalou os multiplos um valor abaixo do 28 e 27, em cada lista de mdultiplos, mostrando
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que considerou esse dado. Também por tentativa-erro foi verificando quantas mesas
obteria ao agrupar diferentes nimeros de mesas. Nas duas resolucfes obteve 0 mesmo
resultado, e pensa-se que uma das resolu¢des serviu para confirmar os resultados da
outra, sendo assim considerada mista. No questionario apenas selecionou uma
resolucéo visual, apesar de poder assinalar mais de uma opc¢ao o que representaria de
modo mais fiel a resolu¢é@o apresentada, isto podera ter acontecido por ter considerado
essa estratégia como sendo a mais util para a resolu¢cdo, mesmo que tenha feito isso

de forma inconsciente.

Método visual

Os restantes problemas foram resolvidos recorrendo maioritariamente a diagramas e

uma vez a uma tabela.

Na figura 31, apresento as respostas a questao B-4 do IPM, na qual a Isabel apresentou
de forma esquematica a posicdo de cada atleta na pista, utilizando uma quadricula para
representar um metro, o que permitiu visualizar diretamente a resposta. No questionario
de todos os problemas resolvidos com esta estratégias, a Isabel escolheu sempre a
estratégia que mais se assemelhava a sua. Estes problemas apresentam situagdes com

descri¢cdo de movimento de objetos ou pessoas.

B-4. Numa corrida de atletismo o Jo&o est4 10m a frente do Pedro, o Tomas esta 4m a
frente do Jorge e o Jorge esta 3m a frente do Pedro. Quantos metros est4 o Jodo a

frente do Tomas?

Resolucdo:

SreEBESSERESERERREREECC g~
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Questionario:
Resolucdo 2: Desenhei um diagrama a representar as quatro pessoas e depois
determinei a distdncia entre o Jodo e o Tomas.
3 1 4 |3 1
Jodo Tomads Jorge Pedro

O Jodo estd 3m a frente do Tomas.

Figura 31 — Respostas da Isabel a questéo B-4 do IPM
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Os quatro alunos analisados recorreram quer a métodos visuais, quer a métodos nao
visuais, sendo que, no método visual, o0 mais frequente foi o recurso a diagramas e, no
nao visual, foi o recurso a linguagem algébrica, nomeadamente equacfes e sistemas.
Os alunos que recorreram a métodos mistos, na maioria das vezes utilizaram as

representacdes visuais como um apoio para uma posterior resolucdo nao visual.

Nos quadros 4 e 5, apresento, para cada um dos problemas do IPM de cada um dos
guatro alunos, as representacgfes utilizadas, a pontuacao atribuida e a semelhanca da

opcao selecionada no questionario com a resolucdo apresentada no teste.
Nas colunas “Quest.”

e “Sim” significa que a resolucao do aluno é semelhante a do questionario;

o “Nao” significa que a resolugdo do aluno é muito diferente da selecionada no
questionario;

e “Insuf.” significa que a resolugdo do aluno é semelhante a selecionada no
guestionario, mas apresenta algumas diferengas significativas, por exemplo,
quando o aluno recorre a varias estratégias e no questionario indica apenas uma;

e “Ns” significa que o aluno n&o selecionou nenhuma opgao do questionario, nem
fez nenhum comentario a explicar o raciocinio;

e “Ns coment’” significa que o aluno n&o selecionou nenhuma opgédo do

questionario, mas fez um comentario a explicar o raciocinio.
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Quadro 4 — Representacdes utilizadas pela Mariana e pelo André
Mariana André
Ques-
tao Representacdo Representacao
utilizada Pts | Quest utilizada Pts | Quest.
A-1 Linguagem verbal 0 Sim Diagrama 2 Sim
A-2 | Linguagem algébrica | O Sim Diagrama 2 N&o
A-3 | Linguagem algébrica | O Sim Imaginacéo 2 Sim
A-4 . Diagrama 1 Insuf. Diagrama 2 Sim
Linguagem verbal
A-5 . Dlagrama, . 1 Insuf. Diagrama 2 Sim
Linguagem algébrica
A-6 | Linguagem algébrica | 0 Sim Linguagem aritmética | 0O N&ao
i Imaginagéo N .
B-1 Linguagem algébrica 1 Insuf. Imaginacéo 2 Sim
B-2 Diagrama 2 Sim Linguagem verbal 0 Nao
B-3 | Linguagem algébrica | 0 Sim Linguagem algébrica | 0 Sim
B-4 Diagrama 2 Sim Diagrama 2 Sim
B-5 | Linguagem algébrica | 0 Sim Linguagem algébrica | 0 Ns
B-6 Linguagem verbal 0 Sim Imaginacéo 2 Sim
B-7 Diagrama 2 Sim Diagrama 2 Sim
B-8 | Linguagem aritmética | 0O N&ao Imaginacao 2 Sim
B-9 Diagrama 2 Sim Diagrama 2 Sim
B-10 | Linguagem algébrica | O Sim Diagrama 2 Ns
B-11 . Dlagrama, , 1 Insuf. | Linguagem aritmética | 0O Ns
Linguagem algébrica
B-12 | Linguagem algébrica | 0 Sim Diagrama 2 Sim
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Quadro 5 — Representacdes utilizadas pelo Diogo e pela Isabel
Ques- Diogo Isabel
tao Representacdo Representacao
utilizada Pts | Quest. utilizada Pts | Quest.
A-1 | Linguagem aritmética | O NS Diagrama 2 Sim
coment
A-2 | Linguagem algébrica | O Sim . Diagrama i 1 Insuf.
Linguagem aritmética
A-3 Imaginacéo 2 Sim _ Diagrama 1 | Insuf.
Linguagem algébrica
Al Linguagem algeprlpa 0 Ns Tabela > Sim
Linguagem aritmética coment
A-5 | Linguagem aritmética | O Sim Diagrama 2 Sim
A-6 | Linguagem aritmética | O N&ao . Dlagrama, , 1 Insuf.
Linguagem algébrica
B-1 Imaginacéo 2 Sim Diagrama 2 Sim
B-2 Imaginacéo 2 Sim Diagrama 2 Sim
B-3 | Linguagem algébrica | 0 Sim Linguagem algébrica | O Sim
B-4 Diagrama 2 Sim Diagrama 2 Sim
B-5 | Linguagem aritmética| O Sim Linguagem algébrica | 0 Sim
. o . Diagrama
B-6 | Linguagem aritmética | O Sim Linguagem algébrica 1 Insuf.
B-7 | Linguagem aritmética | O Sim Diagrama 2 Sim
B-8 | Linguagem aritmética| O N&o Diagrama 2 Sim
S . Diagrama
B-9 Imaginacéo 2 Sim Linguagem algébrica 1 Insuf.
B-10 | Linguagem algébrica | O Sim . Dlagrama, . 1 Insuf.
Linguagem algébrica
. . . Diagrama
B-11 | Linguagem algébrica Sim Linguagem algébrica 1 Insuf.
B-12 | Linguagem algébrica Sim Diagrama 2 Sim
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Neste capitulo, analiso os dados recolhidos através das entrevistas realizadas aos
quatro alunos selecionados. Comec¢o por analisar as suas respostas as tarefas
propostas, em que Ihes pedi para pensarem em voz alta, e depois aprofundo um pouco
a analise das suas preferéncais visuais na resolucdo de tarefas com fun¢des e do modo

como usam as imagens visuais na resolucdo dessas tarefas.

A primeira tarefa da entrevista envolvia transformacdes graficas de uma funcéo definida
por ramos, apresentada graficamente (figura 32, lado esquerdo). Na figura 32, do lado
direito, apresento o grafico elaborado pela Mariana, apds ter feito todas as

transformacgdes gréaficas que entendeu necessarias.

Na figura esta representado o grafico da fungdo f.

Esboga o grafico da fungdo g definida por g(x) = —f(x — 1) — 1.

Figura 32 — Enunciado (& esquerda) e resolugédo da Mariana (a direita) da tarefa 1

A Mariana comegou por ler o enunciado e retirar todas as informagdes importantes da
expressdo algébrica apresentada g(x) = —f(x — 1) — 1, tal como explicou durante a
entrevista:

Se calhar ser& simétrico, porque tem um menos a frente do f e depois como

tem entre parénteses o x — 1, e sei que 0 x € mentiroso, portanto vai andar

em vez de ser para a esquerda, vai-se andar 1 para a direita. Depois —1 no

eixo y.
A partir deste excerto da entrevista, vemos que a Mariana identificou as trés
transformacdes gréaficas a partir da expressao algébrica, associando a informacao da

expressdo algébrica ao que sabe sobre as transformacfes graficas, nomeadamente a
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simetria (relativamente ao eixo Ox), a translac&o horizontal para a direita e a translacéo

vertical para baixo.

De seguida, Mariana comecou a desenhar o grafico pelo maximo absoluto da funcéo
original e aplicou-lhe logo varias transformacdes. Como a prépria referiu, “estou a
comecar pelo ponto mais acima, pelo maximo absoluto, e estou a fazé-lo ficar 3 pontos
abaixo do eixo y, portanto estou a fazer o ponto que esta (1,—3)". A aluna aplicou as
duas transformacdes verticais que deduziu da expressao algébrica, primeiro a simetria
segundo o eixo Ox e, de seguida, a translacao vertical, transformando o ponto (1,2) em
(1, —3). Utilizou muitas vezes a expressao “eixo y” para se referir ao eixo Ox, mas, mais
a frente na entrevista, a propria aluna deu conta de que tinha confundido a designacao
dos eixos “Eu acho que ha bocado, numa pergunta anterior, queria me referir ao eixo

Ox e disse 0y”.

Mariana fez depois as mesmas transformacdes graficas com o minimo absoluto da

funcao original e eu perguntei o que ela estava a desenhar:

Mariana: E agora ia representar o outro, 0 minimo absoluto que ali esta em

—2, portanto se queria (2,1). Se queria 1 e aquilo esta no 3, portanto (3, 1).

E agora queria ver este 2. Agora aquele vai um para o lado e 2 para baixo.

Eu: Um para o lado e dois para baixo, isso ai o que é?

Mariana: Foi o fim do dominio, digamos.

Eu: Ok.

Mariana: Estava a representar o fim do dominio. E agora o inicio do dominio,

digamos que esta.... Entdo... Eu estou-me a esquecer do —1 entre o

paréntesis do x, mas eu também ja ajusto isso (...) Agora s6 me falta fazer...

chegar um para a direita, salvo erro, por causa dos x — 1.
A Mariana foi narrando o seu raciocinio enquanto estava a representar a transformagéo
do minimo absoluto da funcao f no seu tablet, e, posteriormente, fez as transformacdes
graficas dos limites superior e inferior do dominio. No final, aplicou a translacéo
horizontal para a direita, pois tinha-se esquecido dessa transformacéo quando comecou
a representar o grafico da fungéo transformada. Ao longo da resolu¢éo, a Mariana foi

comparando o seu grafico com o original.

No final desta tarefa, a Mariana mostrou-se insegura na resolucdo deste tipo de
situacdes, e referiu que costuma recorrer a calculadora gréafica para se apoiar na
resolugao deste tipo de tarefas: “Eu ainda estou um bocadinho insegura em relacao a
algumas coisas aqui dos gréaficos. As vezes uso a calculadora para me apoiar’. No

entanto, para resolver esta tarefa, a Mariana néo recorreu a calculadora.
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A figura 33 apresenta o0 enunciado da tarefa 2 da entrevista (em cima) e a respetiva
resolucdo da Mariana (em baixo). Primeiramente sdo apresentados os dados do
problema e é feita uma representacao esquematica da situacao problematica (em cima,
a esquerda). Do lado direito, € apresentada uma regra de trés simples com a qual a
Mariana determina a percentagem do caminho total que o comboio que parte de B
percorreu quando o comboio que parte de A chegou ao seu destino. Por fim, aparece a

resolucéo da questdo 2 desta tarefa.

Duas localidades A e B estdo ligadas entre si por uma linha de caminho de ferro, numa extensdo
de 459 km.

No mesmo instante, um comboio parte de A com destino a B e outro parte de B com destino a
A. Admite que as velocidades sdo constantes, sendo de 170 km/h a do comboio que parte de A
e de 180 km/h a do comboio que parte de B.

Quanto tempo depois de partirem demoram os comboios a se cruzarem?

Qual dos comboios chega primeiro ao seu destino? Quanto tempo antes do outro?

e — too/e
130 — |34, 82

P2 b

o 190 b b

us5 (160 =1255 b = Tomps Gt o lowmbng B dites o fogn o priuss

0 tawlwn I Bigond amban  eo diabine ( bace di 15 wirwdin) % .53 2 hdy 7 Mnpo G o oo B diess o (,r..r o pane

2,55

Y
0,18

Figura 33 — Enunciado (em cima) e resposta da Mariana (em baixo) da tarefa 2

A Mariana, apos ler o enunciado e comecado a representar a situagao, como vou referir
mais abaixo, concluiu que ja tinha tentado resolver um problema semelhante na ficha

23, mas nao conseguiu.

Mariana decidiu registar os dados do enunciado, representando dois pontos, A e B: “Eu,
neste momento, so fiz dois pontos no meu caderno, A e B. Vou tentar representar um
bocado”, e indicou as velocidades a que os comboios se deslocam: “Agora, vou sé
registar as velocidades..., portanto A corresponde a 170 km/h e B corresponde a
180 km/h”. Como ja tinha pensado num problema semelhante anteriormente, decidiu
seguir a mesma estratégia: “Ora bem, o que eu fiz na altura foi representar quadriculas

que correspondiam a tempo, digamos”. Mas como n&do conseguiu avancar mudou de
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estratégia, passando a pensar numa regra de trés simples. Comecgou por resumir o que

pretendia fazer:

O que eu estou a pensar € que posso ver, do género, considerar 180 como
100% e considerar 0 170... ou melhor descobrir a percentagem a que 170
corresponde e depois eu acho que isso € capaz de corresponder a
percentagem do caminho que o comboio A ja teria percorrido enquanto (...)
Enquanto o comboio B ja teria percorrido o percurso todo... Assim sabemos
0 quanto o comboio A ja tinha percorrido em percentagem.

Ap0s este raciocinio, seguiu o seu plano. Comecou por aplicar a regra de trés simples
com as velocidades, obtendo uma percentagem que considerou que “Isto sou eu a
presumir, quando se comboio o comboio B ja tivesse feito o percurso todo, eu penso
gue o comboio A s6 estaria a 94,4% do percurso”, fazendo uma relagdo entre a
velocidade e a distancia percorrida. Na transcricdo abaixo, Mariana relaciona a

percentagem obtida com o tempo:

Mariana: Entdo agora estou a pensar, se calhar, dividir o 459 por 80 [180]
para ver quanto tempo... quantas horas é que passariam (...) Eu ndo sei se

. 459 . .
vai chegar a algum lado, mas (...) To0’ isto aparece sempre em denominador,

da 2,55 horas.

Eu: O que séo essas 2,55 horas?

Mariana: E o tempo que o comboio B demora a fazer o percurso todo. (...)
Portanto, depois, eu agora pensaria em ver quanto tempo é gue o comboio
A demoraria a fazer, sabendo que ja temos a percentagem de 94,4. Faria
entdo que 100 esta para 2,55 hora e 94,4 esta para x. E assim via quanto
tempo é que o comboio ia demorar a fazer o percurso. Sé que também foi
agui que eu depois também parei no outro exercicio, porque eu fiqguei sem
saber como avancar.

Como ndo conseguiu concluir o seu raciocinio, voltou para a sua abordagem inicial, com

quadriculas, mas com os dados que, entretanto, obteve:

Mariana: Eu continuo... Eu continuo a pensar em representar entdo, se
calhar, numa linha, digamos cronol6gica, mais ou menos, em que temos 0
ponto A e ponto B. E considerar, por exemplo, uma quadricula como se
fosse 180 km/h, portanto o comboio B. E sabendo que ele ia demorar tipo,
mais ou menos, 2,55 horas, que cerca de 3 quadriculas iam corresponder
ao percurso.

Eu: 2,55 puseste 3 quadriculas, mais ou menos, certo? Isso ai é para o
comboio?

Mariana: B, aquele que anda mais rapido. E agora sei que o comboio A vai
ser um pouco menos. Eu ja mostro se calhar o que eu estou a fazer (...)
Porque eu chego a um ponto em que eu depois acabo por ndo conseguir
desenvolver mais... eu sO estou a fazer calculos... 0 que eu estava a fazer
agora era ter 3 quadriculas, aqui o ponto A e depois, do outro lado, o B. Este
em baixo corresponde a mais ou menos (...) cerca de 3 horas.

Eu: Isso é o tempo que quem é que demorava?
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Mariana: O comboio B. O comboio B esta em baixo e comboio A estaria em

cima. Sé que eu, a partir daqui, ndo consigo ver como é que eu determinaria

onde é que eles se iriam cruzar. Portanto, eu acabo por ficar aqui um

bocado... Eu se calhar vou so6 passar para a pergunta de baixo e depois se,

entretanto, me lembrar de alguma coisa eu volto para esta...
Neste didlogo podemos ver varias estratégias utilizadas pela Mariana, calculos e
diagramas, mas devido a alguns arredondamentos e a falta de rigor, ndo concluiu a sua
resolucéo, passando para a questdo seguinte da tarefa. No final da entrevista, voltei a
perguntar & Mariana se queria voltar a esta questdo, mas ela ndo mostrou vontade e,
por isso, a resolucdo ficou por aqui. O facto de, anteriormente, ndo ter conseguido
resolver um problema semelhante pode ser o motivo de nado ter querido continuar a

resolver este.

Na questdo seguinte da mesma tarefa, com a informacdo que ja tinha obtido, e
recorrendo a regra de trés simples, calculou o tempo que o comboio B chegou antes do

A, como se pode ver no didlogo abaixo:

Mariana: Entdo o comboio B vai chegar antes ao seu destino porque anda
mais rapido, vou so escrever. E agora quanto tempo antes do outro? Entéo,
eu agora acho que posso usar o calculo que fiz acima, e entdo relaciono o
100% esta para as 2,55 horas e depois faco 94,4 esta para x tempo e depois
faco a diferenca entre esses dois valores e sei quanto tempo é que o
comboio B chega antes do comboio A.

Eu: Entdo podes fazer essas continhas ai.

Mariana: Portanto, 100% esta para 2,55 (...) x = oo due € igual a
2,4 horas. Vou p06r uma seta a indicar que isto é o tempo que o0 comboio A
demora a fazer o percurso. Portanto agora faco a diferenca, portanto
2,55 — 2,40, e sei que vai dar 15 minutos.
Eu: Entao a resposta €?
Mariana: Eu acho que serda que o comboio B vai chegar ao destino
15 minutos antes do comboio A.
No célculo final, Mariana trabalhou com o tempo em horas, mas, ao subtrair, enganou-se

e pensou que a parte decimal que obteve correspondia ao tempo em minutos.

Para responder a tarefa 3 (figura 34), a Mariana comecgou por pensar no que sabe acerca
das fungbes constantes: “Entédo, para ser constante, eu sei que qualquer que seja o
valor de x, a imagem, o resultado vai ter que ser sempre igual”’, mas admitiu que ainda

ndo sabia qual seria a fun¢éo constante, nem o valor de p.
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Seja f(x) = (5 —p?)x — 6, sendop € R.
Para que valor(es) de p a fungdo f é constante?

Explica o teu raciocinio.

B flw) = (8- p*)n-k

(8-pl)w-6 =3 &) (B-p?)n=8

%(n: 6(-() EILB- Y 4-6 = (5pP)=1=6 ©) ($5-p?)- 5= (5-¥")-7 &) -2546p%=-3349p2% @ 5p7-7 pP=-35425w ~2pta-t & plz S @ ‘,.ﬁ

v 3 vpe-ls

Figura 34 — Enunciado (em cima) e resposta da Mariana (em baixo) da tarefa 3

Mariana comecou a tentar dar valores a p, como se pode ver no excerto abaixo:

Mariana: Eu penso que se fosse, por exemplo... quero dizer, ndo... Eu
estava a pensar em 1, porque eu sei que 1 € sempre uma coisa muito 6bvia,
mas ndo poderia ser, porque seria uma funcgéo linear ou afim.

Eu: Estas a dizer 1, onde?

Mariana: No p. Eu estou a dizer agora, que ndo poderia ser porque sendo
seria afim ou linear, e ndo seria constante. (...) Assim, eu sei que se for 0...
Quer dizer, sim, teoricamente, 02... ndo, porque tem o 5 a frente.

Eu: O zero em vez do p, na mesma? Estas a pensar nos valores de p, certo?
Mariana: Isto € mais eu a pensar em voz alta... (...) Porque se fosse 0 a
multiplicar por alguma coisa, ficaria... anularia, mas assim tem o 5. E se
fosse 5 — 0 depois ficava 5 e depois vezes x, portanto nao da. Ora bem, para
ser constante... Eu ndo sei se igualar a um numero qualquer ajudaria.... Do
género, fazer, por exemplo, (5 — p?)x — 6 = e por do género [igual] a 3 ou
assim. Ajudaria a encontrar. Eu acho que vou experimentar.

Como néo estava a conseguir obter nenhum resultado com a estratégia de tentativa-erro
feita anteriormente, a Mariana optou por igualar a funcéo a 3, e isso ajudou-a a encontrar

outra estratégia, conforme evidenciado no excerto abaixo:

Mariana: A minha ideia inicial seria, provavelmente, fazer, por exemplo,
f(1) = f(—1), se calhar, para ser assim mais facil... Portanto, ok, entéo
estou agora a escrever, entdo f(1) = f(—1), entdo estou a escrever as
imagens, portanto, (5—p?)—6=(5-p?)—1—-6. Entdo, sabemos que
5 — p? e depois teriamos —5 igual (5 — p?) — 7 e isto seria a mesma coisa
que 5x5=25 e depois menos 25 mais 5p? seria igual a, entio,
7x5= 35 —35+7p% E isto seria a mesma coisa que entdo
5p? — 7p? = —35+ 25. E a mesma coisa, entdo —2p? = —10. E depois
passamos entdo o —2 a dividir para o outro lado, portanto, p? seria igual a
5, que é a mesma coisa, entdo p seria igual a v/5. Ok ya, eu acho que, eu
acho que [es]ta certo porque se ali o p ficaria ao quadrado, raiz cortava e
depois 5 — 5 ficava igual a zero. Portanto depois... ok.
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Eu: Pronto, entdo resumindo, o valor ou os valores de p quais é que sdo?
Mariana: Seria entdo menos, quer dizer, V5, ou —/5... p € mais ou menos

/5 porque como esta ao quadrado, ndo faria muita diferenca porque cortava
se fosse menos.
Eu: Entdo tens dois valores de p, certo?

Mariana: Sim, exato: p = v/5 ou p = —/5.
Para chegar a resposta, a Mariana igualou as imagens de dois objetos diferentes, pois

sabia gue isso era uma caracteristica das fun¢des constantes.

A Mariana resolveu todas as questbes da tarefa 4 da entrevista (figura 35),
apresentando, na sua folha de respostas, apenas a resposta final. As justificacbes foram
todas feitas oralmente. A aluna respondeu rapidamente as primeiras 5 questdes desta

tarefa, ndo revelando dificuldades na interpretacao do gréfico.

Na questédo 1, a Mariana disse imediatamente que a resposta era 14 km, referindo-se
ao maximo absoluto da fungao: “Isto, eu acho que aquele pontinho, 0 maximo absoluto,
esta mais ou menos no 14 km. Portanto, eu vou dizer logo que as localidades
encontram-se a 14 km”. Na questdo 2, usando o mesmo raciocinio, sé que vendo a
abcissa do ponto, a Mariana respondeu a questao colocada: “Portanto, é sé analisarmos
0 eixo dos y. Eu acho que isto [maximo absoluto] estd mais ou menos no 20 minutos.
Parece-me estar, portanto demorou cerca de 20 minutos da estacdo de partida até a
estacao de destino”. O erro na justificacdo da aluna surgiu devido a confusdo que a
Mariana foi revelando ao longo da entrevista, confundindo as designacfes dos eixos

coordenados.

A Mariana respondeu rapidamente a questdao 3, dando um valor estimado dos
quilémetros percorridos ao fim de 10 minutos: “Entdo 10 estd mais ou menos na
distancia de 8 km. Portanto, o comboio ja tinha percorrido 8 km”. Quando a questionei
sobre como chegou a esse valor, a Mariana explicou como obteve a imagem do objeto

10 a partir da representacéo gréfica:

Entdo o 10 minutos, eu estou a olhar para o Oy, que tem ali a dizer que tem
0 tempo e o0s minutos, portanto a eu estou a seguir para cima, digamos,
pronto, a partir de 10 e estou a ver que ele estd mais ou menos com
ordenada em 8, portanto, eu estou a presumir que ele fez 8 km em
10 minutos.
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O grafico representado a seguir relaciona a distédncia percorrida (em km) com o tempo (em
minutos) gasto por um comboio entre duas localidades.
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O comboio deslocou-se sempre a mesma velocidade?

Em que intervalo de tempo, se deslocou mais rapidamente?
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Figura 35 — Enunciado (em cima) e resolugdo da Mariana (em baixo) da tarefa 4
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Na questdo 4, a Mariana concluiu imediatamente que os comboios ndo se deslocavam
a mesma velocidade. Para justifica esse facto, analisou o gréfico, falando da existéncia
de alguns intervalos onde a funcéo é continua e do declive dos segmentos de reta,

nunca referindo o seu valor, em alguns intervalos:

Mariana: Eu vou dizer que nado, porque, para além de haver zonas em que
o gréfico é constante, o que eu presumo que sejam onde 0 comboio parou.
Também h& zonas em que, digamos que a distancia cresce mais devagar
em relacdo ao tempo. Ou que se calhar o declive ndo é o mesmo. Por
exemplo, entre o intervalo de 10 a 16, em que o declive é menor do que, por
exemplo, de 4 a 8.

Eu: Sim, 0 10 a 16, estas a dizer-me em que eixo?

Mariana: No eixo dos y. Nao do x, pego desculpa.

(...)

Mariana: Por exemplo, 10 ao 16, em que o declive € menor. O declive é
menor do que, por exemplo, no 4 ao 8.

(...)

Mariana: Em que intervalo de tempo, se deslocou mais rapidamente? (...)
Entdo eu penso que o comboio se deslocou mais rapidamente no intervalo
entre 0 18 e 0 20 minutos, porque o declive da fungdo aumentou bastante e,
portanto, eu consigo, eu sei que consigo saber que naqueles 2 minutos o
comboio andou cerca de, acho que foi cerca de 4 km, portanto, eu acho
nesse intervalo andou mais rapidamente.

A questao 5 também foi respondida rapidamente: “Entdo eu acho que parou em 3, que
fez 3 paragens”, e para justificar a sua resposta, a Mariana referiu que a fungéo era
constante em algumas zonas, explicando o significado de ser constante no contexto do
problema: “Porque ha 3 zonas onde o grafico é constante, o que significa que ele ndo
se deslocou s6 esteve parado num sitio e, por isso, a distancia ndo aumentou, mas, no

entanto, o tempo continua a correr”.

Para responder a questédo final, a Mariana voltou a analisar o gréfico e, inicialmente,

respondeu que o comboio B tinha percorrido 8 km, como se vé no excerto seguinte:

Portanto, presumindo que eles estdo a ir & mesma velocidade, e usando
aquilo que dizia no enunciado, que estavam a ir pelo mesmo percurso. Eu
agora estou a ir ao eixo dos x. Estou a ver nos 20 minutos, que é quando
supostamente o comboio A j& chegou ao destino e vou tirar entdo os
13 minutos, porque sabemos que comboio B partiu 13 minutos apos.
Portanto, sei que tera que ter sido por volta dos 8 e 10 minutos, onde o
comboio B se encontrava enquanto o A ja estava na chegada.

Portanto, eu acho que comboio B ja tinha percorrido cerca de 8 km.

Mas quando pedi que explicasse novamente o raciocinio, omitindo a razdo de achar que

os valores referidos pareciam néo ir ao encontro do seu raciocinio, a Mariana explicou
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tudo com mais pormenor e alterou a sua resposta final. Apresento a seguir um excerto

da entrevista em que a Mariana explica o seu raciocinio:

Eu sabia que comboio A ja tinha chegado ao final do percurso, ao destino.
Sabia que ele ja tinha percorrido, entdo ja tinham passado 20 minutos. E
como sabiamos que o comboio B tinha partido 13 minutos apds. Sabiamos
também que ele se ia atrasar 13 minutos, digamos, portanto eu pensei que
aos 20 minutos e vou tirar os 13 e para saber quanto tempo do percurso é
gue o comboio B ja fez. Portanto, depois como 20 menos os 13 seriam 7 e
ndo temos aqui nenhum 7 e sé temos mais ou menos 8. Portanto, eu vou
presumir que ele se encontrava perto do 8 e que ele tinha percorrido cerca
de...E agora olhando para o eixo Oy, vou presumir que ele ja tinha percorrido
cerca de 8 km. (...) Cerca de 8. Eu s6 acho que seria um bocadinho de
menos de 8 porque isto diz 13 minutos e ali seria entre 0 6 e 0 8, e eu ha
bocado, disse 8 e 10, mas seria entre 6 e 8 e ndo ha nenhum...

Neste excerto, podemos ver que a auséncia de alguns niameros nos eixos confundiu-a:
“Eu sei que seria um bocadinho menos de 8 km, se calhar provavelmente seria cerca
de 7, mas como ndo temos ali indicado no eixo Oy, nenhum (...) ndo temos nenhuma
marca a indicar 7 km, por exemplo”, tendo sido essa uma das razdes de se ter enganado

inicialmente.

Para saber que valor seria, a Mariana, a partir de dois pontos, viu uma proporcao entre
a abcissa e a ordenada e definiu a expressao de uma parte da funcdo, chegando a

resposta de 7 km:

Porque, aqui no eixo Ox sei que o 7 estaria a meio do 6 e do 8. E agora indo
para cima e vendo a... até encontrar-se com a linha do grafico. Eu sinto que
seria mais ou menos proporcional, porque se olharmos para o objeto 4 e
olharmos para a sua imagem também é 4 e se depois olharmaos para 8 como
objeto, a sua imagem também vai ser 8. Portanto, sabemos aqui que
f(x) = x, pelo menos neste pedaco. E, portanto, eu estou a presumir que
se 0 comboio ja tinha feito 7 minutos e visto que esta sobre o grafico daquela
fung&o. Presumo que como objeto seria 7 que a imagem também seria 7.

Nesta tarefa houve dificuldades na apresentacdo das questdes e do grafico ao mesmo

tempo, por isso, foi necessério ver uma parte da tarefa de cada vez.

Apo6s a resolucdo das quatro tarefas, fiz algumas questdes relacionadas com as

preferéncias visuais da Mariana no tema das fungdes, e o0 uso que fazia da tecnologia

76



FCUP | 77

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

que tinha disponivel, de modo a aprofundar mais estes temas. No IPM, a Mariana tinha

obtido uma pontuacéo de 12, o que sugeria ter uma preferéncia néao visual.

Das tarefas realizadas, a Mariana referiu que a que gostou mais foi a tarefa 4, pois
gostava muito da matéria de gréaficos e fung¢des: “Eu gosto muito da matéria de graficos
e funcdes, portanto, eu gostei muito desse, do Ultimo exercicio, do 4, porque temos de
estar a analisar o grafico enquanto respondemos as questdes”. Referiu, também, que

gostou do grau de desafio da tarefa 2 e que iria praticar mais este tipo de tarefas:

Nesse sentido de ser interessante, porque me faz pensar mais, se calhar...
Eu penso que seria a [tarefa] 2, porque eu nem sequer consegui chegar a
resposta. Portanto, eu sinto que para mim, essa foi a mais interessante que,
eh pa, ja é o segundo exercicio deste género que eu ndo consigo chegar [ao
fim]. Portanto, eu acho que vou ver exercicios deste género e tentar chegar
la. Mas acho que é isso. Eu acho que a [tarefa] 4 em termos de gosto
pessoal, foi a mais interessante, mas a que me fez pensar mais foi a 2.

Portanto, a Mariana gostou de uma tarefa de carater visual e uma tarefa que tentou

resolver com varios tipos de estratégias, quer visuais, quer ndo visuais.

A Mariana referiu que a tarefa menos interessante para ela tinha sido a 1, ndo por causa
de ser uma tarefa visual, mas por causa do menor grau de desafio dessa tarefa, e que

ela associava a um pensamento baseado na memorizagao:

Se calhar a [tarefa] 1, s6 porque eu acho que ela era um bocadinho mais
simples. Eu sei que sou capaz de ter tido errada, mas estou a dizer em
termos de nao ter muito raciocinio por tras ou ter que se pensar e observar
coisas para se perceber. Eu sinto que, se na [tarefa] 1 souberes as regras,
do género, 0 que esta entre paréntesis faz alterar o eixo das abcissas. Eu
acho que se tiveres isso decorado, sabes logo a resposta. Portanto, se
calhar essa ndo era tdo interessante.

Como referiu ter gostado muito de trabalhar com gréaficos perguntei o porqué disso. A
Mariana mencionou que gosta de trabalhar com gréficos, quer construi-los, quer
analisa-los, e que os dados apresentados nesta representacdo estdo muito
organizados:
E s6 mesmo eu gosto bastante de gréaficos... olhar para os dados... Ndo
sei... representa-los num grafico e ter que estar a observar o gréfico, e
depois... Como é que hei de explicar? Esta tudo muito organizado, se calhar,
eu sei que, digamos, que posso confiar naquele gréafico, para dar uma
resposta, provavelmente, e eu acho que os graficos sao fiaveis.
Relativamente a forma de representar as fungdes que mais utiliza, referiu que preferia

imaginar as fungdes na sua cabeca, do que as representar no papel; no entanto, quando
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as funcbes se representam por retas, costuma recorrer ao quadriculado para se guiar,

preferindo entéo representa¢des visuais concretas:

Eu: Quando tu realizas tarefas com fung¢des, tu costumas fazer algum tipo
de esquemas, de gréficos ou preferes trabalhar mais com expressoes,
tabelas?

Mariana: Normalmente quando me dao algum, por exemplo, se for
f(x) = x2%, euvou pensar logo na fungéo, na minha cabeca, eu acho que as
vezes desenhar o grafico daria demasiado trabalho, portanto, eu néo faco
muito isso, mas imagino logo que é entao, tipo assim [fez um gesto a mostrar
uma parabola). E eu acho que faco mais mentalmente do que desenhar,
entdo, eu sinto que uso mais, se calhar, o mental. Em termos de gréficos,
uso mais o mental, porque sinto que da muito trabalho p6r no papel, mas
quando sdo esquemas que sao, por exemplo, em linha, eu acho que
desenho mais no papel e uso especialmente as quadriculas para me ajudar
a guiar.

Eu: Ok, quando séo assim mais coisas retas, direitinhas que consigas fazer
com régua, tu costumas recorrer ao papel.

Mariana: Sim, exato.

Nas transformacdes gréaficas, explicou que costuma imaginar as transformacdes a
acontecer na figura inicial:
Entdo se me for apresentado, por exemplo, como aqui [tarefa 1] que eu
consigo ver a figura, eu acho que, ao invés de desenhar, projeto mesmo as
minhas ideias na figura, digamos, portanto, eu imagino ela a deslocar-se
consoante os dados que nos séo dados, digamos.
Mas para representar a transformagao, costuma recorrer a alguns pontos chave: “Eu
penso de uma forma geral, depois, quando estou a usar, a desenhar mesmo é que
foco-me mais nos pontinhos para ter a certeza que estou a desenhé-los direitos”.
Quando representa a fungéo no papel procede do modo seguinte:
E eu, normalmente, como fiz na [tarefa] 1, comecei por ver 0s extremos, se
calhar, do género, o ponto maximo e o ponto minimo. Porque depois, como
tenho varias retas, eu depois s6 preciso de ligar os pontos para ficar
direitinho.
Com fun¢des mais complicadas, que ndo sao representadas por retas ou segmentos de
reta, a Mariana procura pontos chave, como a interse¢cdo com o eixo Oy e 0s extremos,

tal como se pode ver no excerto seguinte:

Eu acho que, obviamente, iria olhar para a ordenada e, portanto, no eixo Oy,
e veria entdo em que ponto € que cruzaria, ai ja usaria esse ponto para me
guiar um bocado. Eu penso que depois provavelmente também olharia para
0s extremos. Se tivesse extremo, poderia ir até ao infinito, penso que depois
também tentaria olhar para um, para o maximo absoluto, para um minimo
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absoluto, porque, mesmo que fosse de curva, eu sinto que haveria, teria de
haver...

Relativamente ao recurso a tecnologia, referiu que costuma recorrer a calculadora
grafica como um instrumento de confirmacao, pois primeiro imagina na sua cabeca a
representacdo grafica das fungbes com que esta a trabalhar e, antes de escrever,
confrma na calculadora grafica, especialmente em tarefas com transformacdes

gréficas:

E em termos de calculadora, eu ainda uso bastante a calculadora,
especialmente nos exercicios que eu acho mais parecidos com o 1. E para
confirmar os calculos, digamos. (...) E para confirmar, porque as vezes fico
na davida, do género, se eu fizer —f(x), sera que vai ficar mesmo simétrica?
Ou sera que vai fazer outra coisa? Portanto, eu as vezes penso no exercicio
na minha cabega e antes de escrever, confirmo na calculadora que vai ficar
mesmo assim. Portanto eu sinto que a calculadora ajuda bastante.

A Mariana assume ndao ter tendéncia para resolver tarefas na calculadora, para além da

sua funcéo de confirmagéo.

Quando Ihe perguntei que tema matematico preferia, a Mariana respondeu que este ano
preferia as fungdes e as suas representacdes mais visuais, mas no ano passado

gostava muito de resolver equacdes, destacando os seus elementos ndo visuais:

Eu: Entéo entre essas duas coisas, que é que gostas mais? Entre essa parte
das expressdes matematicas que acabaste de dizer e os graficos...
Mariana: Eu acho que estou assim, num patamar muito igual. Eu, de
momento, vou ter que dizer que sao os graficos e as fungdes. Mas, por
exemplo, no ano passado que nds ndo estavamos a dar graficos e funcgdes,
eu lembro-me que adorava equagdes compridas e... gostava muito disso.

Mariana destacou que € preciso ter muita atencéo na resolucédo de equacdes pois todos
0S passos sdo importantes e um erro pode inviabilizar a resolucédo, mas referiu que
gostava desse tema pois, por exemplo, em problemas, tem de interpretar as situacdes

e equaciona-las, fazendo-a pensar e perceber a situacao:

Sim, eu também eu gosto muito disso também, porque todos o0s passos que
fazes é bastante importante, porque se fizeres um erro pequenino mesmo
gue, por exemplo, logo no inicio, ja o resto da equacao toda vai ficar errado
até certo ponto. Mas eu também gosto bastante porque depois tem que se
perceber por que se estd a usar aquela equacgéo, e tem-se de saber aplicar
consoante a situacdo e temos que conseguir. Ha4 vezes em que pode néo
ser muito 6bvio o que temos de usar, mas se nés soubermos direitinho ou
conhecemos bem, se calhar acabamos por conseguir fazer as coisas com
mais facilidade.
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Na figura 36, apresento a resolucao do André (em baixo) a tarefa 1 (em cima). No centro
da resolugédo do André, esta representada a funcdo g e, no canto inferior esquerdo,

estao representadas a funcao —f(x) e a funcéo g(x) numa escala menor.

Na figura esta representado o grafico da fungdo f.

Figura 36 — Enunciado (em cima) e resolugdo do André (em baixo) da tarefa 1
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O André comecou por identificar que a tarefa estava relacionada com translacées ou
contracbes das funcbBes, chegando a conclusdo que estava perante varias
transformacodes graficas: “(...) ndo sei se estou certo ou errado, mas eu acho que isto
tem a ver alguma coisa com translagdes e/ou contragdes de fungdes (...) € que este

exercicio ndo € s6 uma transformacéao, sao varias ao mesmo tempo, que ja percebi”.

Antes de representar as transformacdes, o André tentou ser muito rigoroso, comegando

pelo referencial e pela unidade:

Entdo é suposto eu fazer um esboco, vou tentar fazer o mais rigoroso
possivel (...) vou desenhar um grafico cartesiano (...) estou s6 a pdr aqui a
unidade para ser um pouco mais simples para eu perceber, e para ser mais
rigoroso também.

De seguida referiu quais foram as transformacdes que identificou e como se apercebeu

delas. Apesar de evidenciar alguma hesitagcdo na identificagcdo da simetria relativamente

ao eixo Ox, identificou corretamente a translagéo vertical e a translagéo horizontal:

André: Entédo, na parte é s6 f(x —1) (...) eu acho que a funcéo vai-se
deslocar uma unidade para a direita.

Eu: E por que achas que é uma unidade para a direita?

André: E porque eu lembro-me que nos, quando fizemos aqueles exercicios
das transformacgdes graficas, eu acho que a expresséo era f(x — c¢), assim
alguma coisa. E o ¢ neste caso é 1. Por isso, vai-se deslocar uma unidade
para a direita, € o que eu acho. Depois a parte f(x — 1) — 1, eu acho que a
fungéo vai descer uma unidade. Eu s6 estou na divida € no menos atras da
expressao toda. Que nao me lembro muito bem o que é que pode acontecer
a funcdo, quando a fungéo toda € multiplicada por um numero (...) Quando
muito sera ao contrario (...) a fungao fica invertida (...) Uma unidade para
baixo uma para a direita e tento inverté-la.

Inicialmente, o André comecou a representar a fungdo numa folha branca, mas optou
por utilizar uma folha quadriculada: “Eu estou a fazer numa folha branca, mas acho que
vou pegar no meu caderno”, provavelmente porque queria ser rigoroso e o quadriculado
0 ajudaria nesse objetivo. Quando o André comecou a representar a fungéo, decidiu,
primeiramente, fazer a simetria da funcdo f, revelando alguma dificuldade nesse
processo: “Esta a ser dificil inverté-la. Eu estou a tentar fazer como eu sei, e a parte do

invertida pode estar errada, mas € a parte mais dificil”.

ApOGs a simetria, e recorrendo a pontos chave, comecou a representar a funcdo g

aplicando as duas translagdes ao mesmo tempo:

Estou a tentar arranjar os pontos onde ficaria um para a direita e um para
baixo. Eu posso mostrar, mas [es]ta s6 o grafico e pontos. (...) Ja consegui
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representa-la invertida, agora vou tentar mové-la. (...) Agora vou desloca-la

uma unidade para a direita € uma para baixo, e vou tentar encontrar uns

pontos de referéncia.
E importante referir que os pontos escolhidos foram: o limite inferior do dominio, o
maximo absoluto e o minimo absoluto da funcdo obtida apds a simetria. Enquanto
estava a representar no papel quadriculado, o André explicou que estava a pegar num
ponto da funcdo apOs a simetria e a aplicar a translacdo vertical e a translacéo

horizontal:

André: E entdo vou comecar por... eu sei que, por exemplo, no ponto do
grafico da imagem (—2,—1). E esse ponto invertido ficou com coordenadas
(—2,1). Entdo o que eu acho que vai acontecer € que esse ponto vai ter as
coordenadas (0,—1). Acho que sim, sim... Depois o ponto...

Eu: Agora vais utilizar outro ponto, € isso? Ja escolheste algum?

André: Outro ponto € o ponto (2,—3). Ok, eu vou tentar. (...) O segundo
ponto que eu movi foi o ponto (1,—2), movi para as coordenadas (2,—3). E
depois 0 ponto que estava na coordenada (3,2) movi para a coordenada
(4,1). Basicamente eu desci uma unidade e [andei] uma para a direita, foi
isso0.

Eu: Ok isso ai tu ja estds a pegar naquela funcdo que tu representaste
invertida?

André: Sim, exatamente.

No final, representou a fun¢gdo g num referencial com uma escala maior, no centro da

folha quadriculada, “Para ficar melhor, eu fiz o grafico final que tem a g, eu fiz numa

escala maior, entdo estou a passar para essa escala”.

Na figura 37 apresento a resolucdo do André (em baixo) da tarefa 2 (em cima).
Inicialmente, é possivel observar um esquema com os dados fornecidos no enunciado
da tarefa. Seguidamente, o André recorreu duas vezes a regra de trés simples e
apresenta a resolucdo da segunda questao desta tarefa, com recurso a célculos. Por

fim, continua a resolucéo da questéo 1 de forma esquematica.
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Duas localidades A e B estdo ligadas entre si por uma linha de caminho de ferro, numa extensdo
de 459 km.

No mesmo instante, um comboio parte de A com destino a B e outro parte de B com destino a
A. Admite que as velocidades sdo constantes, sendo de 170 km/h a do comboio que parte de A
e de 180 km/h a do comboio que parte de B.

Quanto tempo depois de partirem demoram os comboios a se cruzarem?

Qual dos comboios chega primeiro ao seu destino? Quanto tempo antes do outro?
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Figura 37 — Enunciado (em cima) e resolugcao do André (em baixo) da tarefa 2

Apo6s a leitura do enunciado, André representou, de forma esquematica, os dados que
considerou importantes: “Escrevi (...) o comboio A, de A a B 170 km e o comboio B vai
de B a A 180...”. Ao analisar o problema, referiu que nao conseguia relacionar este
problema com o tépico das fungdes: “E que eu ndo estou, consigo ver ou [ndo estou a]

conseguir identificar aqui nada para usar fungées aqui. Se calhar é... nao sei’.
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Deparando-se com esta dificuldade, comecou por abordar a segunda questdo desta
tarefa procurando qual dos dois comboios chegaria primeiro ao seu destino: “Eu acho
gue o comboio que chega primeiro é 0 B, porque, se o caminho € o mesmo, mas ele vai
mais rapido, (...) mas agora quanto tempo antes do outro, € mais dificil”. Nesta parte da
tarefa, o André revelou estar muito perdido. No entanto, apesar de ndo saber que
estratégia de resolucdo poderia utilizar, comecou a calcular quanto tempo demorava

cada comboio a fazer a viagem. Para tal, recorreu a regra de trés simples:

Entdo eu fiz uma regra de trés simples que foi: Se o comboio A em
60 minutos, percorre 170 km, quanto tempo demorara a percorrer 459 km?
(...) Aplicando a regra dos trés simples deu-me 162 minutos, 0 que equivale
[a] 2,7 horas (...) Se eu fizer para o B, eu vou fazer o qué com isso? Nao
estou a ver. Quer dizer eu posso fazer para o B. (...) Vou fazer a mesma
coisa. Se 180 estid para 60 minutos, entdo 459 km esta para quantos
minutos? Deu-me 153 minutos. Portanto, acho que ja consegui responder a
uma pergunta, a duas até. Que é guem vai chegar mais rapido e quanto
tempo antes.
Com estes calculos efetuados, concluiu que podia responder a segunda questao desta
tarefa. Na sua resposta, comecou por dizer qual dos comboios iria chegar primeiro e

calculou a diferenca entre as horas que cada um demoraria:

Entdo, o que chega primeiro é o0 B. E mesmo sem ter feito esta conta

consegui perceber isso, claro. Mas o comboio B demora 153 minutos,

2 horas e meia, mais ou menos, e o comboio A demora 162 minutos, mais

ou menos 2,7 horas. E, portanto, quanto tempo antes do outro? O comboio

B chega 9 minutos antes. Eu subtrai os 162 a 153 era para ver o tempo que

o0 comboio A chega.
Apo6s a resolucdo da segunda questao, o André regressou a primeira. Na resolucdo da
primeira questdo desta tarefa, houve um momento em que o André se mostrou algo
perdido, pois considerou que os comboios ndo partiriam ao mesmo tempo, mantendo
sempre a mesma diferengca de tempo entre eles: “Entdo, enquanto o comboio B
percorre... a diferenca deles € 9 minutos. Entdo o comboio B vai estar sempre 9 minutos
a frente. Quando o comboio A percorre... O comboio B percorre x km em 9 minutos”.
Também houve momentos em que tentou utilizar equacdes para tentar alcancar uma
solugéo — “Entdo é, vou tentar fazer uma equagédo, um sistema. (...) Entdo posso fazer
uma equacgao, nao sei se fago uma equagao”, mas nao chegou a desenvolver a sua
resolucdo através desta estratégia. Apesar disso, o André tentou aplicar varias
estratégias, sendo uma delas verificar a distancia que cada comboio percorria num

minuto:
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André: Como 170 corresponde a 60 minutos. Entdo 1 minuto corresponde
a quantos? Este numero. Nao estou a conseguir...

Eu: A parte do minuto, ajudou alguma coisa?

André: Nao, quer dizer, se calhar até me ajudou. Deu-me 2,8, por parte do
comboio A significa que, num minuto, ele percorre 2,8... 3 km, mas depois
pelo comboio B seria 3 km.

Temporariamente, deixou a resolucdo desta tarefa por aqui, mas, apos abordar as

restantes tarefas, voltou a pensar novamente nesta.

Reiniciou a sua abordagem pensando que poderia encontrar uma equacgado ou um
sistema, mas nao sabia como o fazer: “Aqui eu sinto que tenho que fazer uma equacao
agui ou um sistema de equacdes. Mas nao estou a perceber qual é que é”. Entao,
comecou por fazer alguns calculos, mas ele préprio ndo sabia o que representavam,

como se Vvé no didlogo seguinte:

André: A diferenga em que eles percorrem 0 mesmo caminho, s6 que um é
mais rapido que outro. Portanto, o comboio B tem um avango de 9 minutos
comparado com o A. Portanto, eu agora eu fiz aqui, em que eu dividi.... Esta
coisa nao faz muito sentido.... Eu dividi 459, que é a extensdo total do
caminho por 9, mas néo faz muito sentido, ndo faz mesmao.

Eu: O 9 queera...

André: 9 minutos que era o tempo, ou melhor, o avango que o B tinha sobre
o0A.

Eu: Ok, foi aquela resposta da segunda pergunta, é isso?

André: Foi a resposta da 2.2.2. N6s conseguimos perceber qual € que era
0 avanco de B. So fiz € assim a conta, foi por fazer 459 a dividir por 9, que
me deu 51. Mas eu ndo entendo o0 que isso significa. Nem faz sentido isso,
se eu dividi a distancia total percorrida por ambos pelo avango do B, mas
isto ndo faz sentido.

Este excerto evidencia a importancia que o André parecia dar ao significado dos valores
que ia encontrando, aplicando as estratégias que ia escolhendo. Nao encontrar
significado para os valores, nem mesmo para as operagdes que 0s originavam, estava
a trazer-lhe alguma frustracéo e a impedi-lo de prosseguir. Durante uma outra tentativa
de resolugéo do problema recorrendo a calculos, o André lembrou-se que, no IPM, tinha

recorrido a esquemas e desenhos, e que, neste momento, podia ajuda-lo:

Em 9 minutos, o comboio A percorre 2,83 km. N&o estd, esta sim e, portanto,
2.83 x 9 da 25,47, vou pbr 25.5. Enquanto que o comboio A em 9 minutos
percorre 27 km. Acho que estou mais perto. Eu lembro[-me] que nos
problemas [do] IPM... Eu, alguns exercicios parecidos com este, eu resolvi
com desenhos, com esquemas. Tais como aqueles que depois me foram
dados na correcao, em que [es]tive a escolher. E a maioria foi através de
desenhos ou esbogos. Como seria imagens, por exemplo, um caminho de
ferro e eu represento por uma linha, em que nos extremos tenho os destinos
A e B e vou pensando assim. Ha outros [colegas] que podem pensar em
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equacbes e eu penso assim. Eu estou a fazer um desenho. Para mim faz
sentido, mas se calhar, para algumas pessoas pode néo fazer muito sentido.
No seu diagrama, o André representou o percurso e as estacdes A e B. Representou,
também, o meio da linha e dividiu cada metade em partes de 27 e 25.5 km,
correspondentes ao que cada um dos comboios percorre em 9 minutos (diferenca de
tempo entre a chegada dos comboios). A medida que desenhava, o André foi explicando

0 que estava a fazer:

Um caminho de ferro e eu represento por uma linha, em que nos extremos
tenho os destinos A e B e vou pensando assim. (...) Eu fui buscar os
quildbmetros percorridos em 9 minutos por ambos 0s comboios, ndo sei se
isso me ia levar a algum lado, mas tentei ir por ai. E no desenhinho dividi o
caminho a meio, fazendo os tais 459/2 que me deu 229,5. Se eles fossem
a mesma velocidade, eles encontrar-se-iam no meio do caminho, mas como
um vai mais rapido do que o outro... (...) Uma linha e depois, de um lado,
eu pus varias coisinhas a representar os varios 27 que era a distancia
percorrida por 9 minutos pelo B e, do outro lado, os 25.5, que eram
percorridos pelo A.

Desta forma é possivel observar o pensamento do André e a forma como interpretou a

situacao problemética.

A figura 38 apresenta o enunciado da tarefa 3 (em cima) e a resolugdo do André (em

baixo).

Seja f(x) = (5 —p*)x — 6,sendop € R.
Para que valor(es) de p a fun¢io f é constante?

Explica o teu raciocinio.

Figura 38 — Enunciado (em cima) e resolugdo do André (em baixo) da tarefa 3
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Primeiramente, leu o enunciado e, de seguida, tentou lembrar-se das condi¢des para
que uma funcéo fosse constante:

André: Eu acho para a fungao ser constante eu tenho que... A minha
expressao s6 pode ter a ordenada na origem, acho eu. Entdo eu tenho que
encontrar valores de p para que o0 meu declive é sempre zero.

Eu: E o teu declive é representado por o qué?

André: O (5 — p?)x, ou seja, (5 —p?)x = 0.

Neste excerto vemos que o André relacionou, indiretamente, o facto de ser constante
com o valor que a funcao toma quando x = 0, e concluiu que o declive da funcéo tinha

de ser zero, mas referiu-se ao declive como sendo (5—p?)x e ndo apenas ao

coeficiente de x.

De seguida, o André resolveu a equacgido 5 — p? = 0, como se pode ver na figura 38,
obtendo “p = /5 ou p = —V/5”. No final, verificou os resultados a que chegou, definindo

a funcéo constante de que fala o enunciado:

André: Se nés substituirmos na expressao, por exemplo, eu substituo o p
por... o meu p é /5. Estou a tentar ver se da.
Eu: Estas a ver se funciona.

- R 2 . :
André: Estou a verificar. Entéo fica (5 - (V5) )x — 6. Entdo isto fica

(5—-5)x — 6 que me da —6.

Eu: Ok, entdo como é que € a expressao da funcdo f neste caso?
André: Nesse caso, a expressao da funcéo f ficaria f(x) = —6.

Eu: Tu disseste-me que havia dois valores. Ja experimentaste para um.

André: Dois valores, sim. Vou agora experimentar para p = —5,
f@ = (5-(-v5)")x - 6. Entao vai ficar 5 menos 5 também (...) Entéo
fica —6 na mesma. E a minha expresséo final fica f(x) = —6. Portanto
ambos os meus resultados dao.
Na figura 39 apresento as respostas do André (em baixo) as cinco primeiras questfes

tarefa 4 (em cima). As justificacdes para as suas respostas foram dadas oralmente.
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0 grafico representado a seguir relaciona a distdncia percorrida (em km) com o tempo (em
minutos) gasto por um comboio entre duas localidades.

A

18

d (km)

16

A que distancia se encontram as localidades?

Quanto tempo demorou o comboio desde a estagdo de partida até 3 estagdo do destino?
Quantos quilometros tinha percorrido o comboio ao fim de 10 minutos?

O comboio deslocou-se sempre a mesma velocidade?

Em que intervalo de tempo, se deslocou mais rapidamente?

Sabemos que o comboio parou em todas as estagbes e apeadeiros. Quantas estagdes e
guantos apeadeiros te parecem existir entre a estacdo de partida e a do destino? Justifica
a tua resposta.

Considera que existe um comboic B gque partiu 13 minutos apds o A e que fez exatamente
0 MEeSMo Percurso com os mesmos tempos. Quantos km tinha percorrido o comboio B
guando o A chegou ao destino?
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Figura 39 — Enunciado (em cima) e resolugao do André (em baixo) da tarefa 4

da funcao, chegou a resposta:

O André comegou pela questdo 4.1, tendo algumas dificuldades em ver os valores das
coordenadas dos pontos. Alias, ao longo de toda a tarefa, foram visiveis estas
dificuldades. Apesar disto, chegou a conclusdo de que a resposta era 14 km: “Eu acho
gue se encontram a 14 km de distancia”. Como justificagéo, o André explicou o que viu

no gréfico e, utilizando o ponto onde a fung&o termina e a sua relagdo com o dominio
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Entdo, este grafico desta funcdo relaciona o tempo com a distancia
percorrida. (...) E entdo para nds sabemos a distancia entre estas duas
localidades, basta vermos até onde vai o gréfico da distancia entre essas
localidades. E como o intervalo, ou melhor, como o fim da funcédo esta
fechado quer dizer que este valor também esta dentro do dominio, portanto
é 14. A distancia entre as localidades & 14 km.

Na questdo 2, o André pensou de forma semelhante, mas desta vez analisou o eixo Ox,

que representava o tempo:

Entdo eu vi pelo eixo que representa o tempo em minutos. E vi que o final
desse grafico corresponderia até onde o comboio tinha ido, portanto o
destino. E entdo vi no eixo do tempo, a que abcissa correspondia essa
ordenada. Portanto para o comboio ter chegado aquele destino, que fica a
14 km da partida, demorou 20 minutos a la chegar.

Na questdo 3 desta tarefa, também analisou o grafico, referindo que “H& umas zonas
do grafico em que a funcdo esta constante”. Para responder a questdo, recorreu a
determinacé&o de coordenadas de pontos, pois, sabendo a abcissa, conseguia descobrir
a ordenada:

André: Portanto, até aos 10 minutos, ele percorreu 8 km.

Eu: Isso ali, tu viste como?

André: Eu aqui vi até a abcissa 10, por exemplo, no eixo do tempo até ao
ponto ou até a abcissa 10. E, depois vi a que ordenada correspondia essa
abcissa ou a que imagem correspondia esse objeto e é 8. 8 km.

A questédo 4 incluia, no fundo, duas questbes. O André comecou por responder a

primeira, negando, pois ha intervalos em que o comboio para:

André: (...) entdo o que eu acho que significam essas zonas onde a fungéo
€ constante, por exemplo, no intervalo de 8 a 10. Eu acho que nestas zonas
do grafico, isso significa que o comboio esteve parado. Entdo o comboio
deslocou-se sempre a mesma velocidade? N&o. Nao, porque nds temos
agui retas, por exemplo, temos aqui retas do 0 até um pouco antes do 4, até
ointervalode0a3(...)

Eu: O 0 a 3 é em que eix0?

André: No do tempo. Dos 0 aos 3 minutos, ele percorreu aquela distancia
numa velocidade. Depois aos 4 km, esteve parado durante 2 minutos.
Depois voltou a andar dos 4 até aos 8. Mas depois parou novamente,
durante mais tempo.

No entanto, ficou a pensar nos intervalos em que o0 comboio andava, questionando-se

sobre se estes se deslocavam sempre & mesma velocidade:

...depois voltou a andar, voltou a parar e depois voltou a andar. Ou seja, 0
gue eu entendo disto &, ele andou e parou, mas sera que ele se deslocou
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sempre & mesma velocidade? Eu diria que ndo. Porque as inclinacBes das
retas sdo sempre diferentes.

Para explicar o seu raciocinio, o André tentou exemplifica-lo, comparando visualmente,

as inclinacdes das retas e a distancia percorrida num determinado espaco de tempo:

Por exemplo, no intervalo de 0 a 3, vendo no tempo, no eixo do tempo de 0
a 3, de 4 a 8 séo inclinacbes. Ai diria que sdo quase iguais, mas, por
exemplo, de 4 a 8 e de 10 até 16 tém umas inclinacdes diferentes, ou seja,
o0 comboio percorreu uma distancia menor comparada com outras em mais
tempo porgue ele teve que ir mais lento (...) Comparado com o de 0 a 3,
vé-se perfeitamente que nesse intervalo 10 até 16, ele foi mais lento ai.

De seguida, respondeu a segunda pergunta da questdo 4. Ele comecou por referir o
intervalo em que considerava que o comboio se tinha deslocado mais depressa e
justificou a sua escolha de intervalo. Comparando as inclinagdes das retas em diferentes
intervalos com a distancia percorrida nesse mesmo intervalo de tempo, explicou a sua

resposta:

Eu, olhando para esse gréfico, vejo que, em diferentes intervalos, a reta tem
diferentes inclinacdes, portanto, isso quer dizer que nao tendo mais... O
intervalo de 18 a 21, isso quer dizer que demorou menos tempo a percorrer
uma distancia maior, enquanto que se formos, por exemplo, no primeiro
intervalo, que é do 0 até 3, vendo sempre no eixo do tempo. Ai ele no
intervalo de 0 até 3 s6 percorreu 4 km, enquanto que do 18 ao 21 percorreu
(...) também percorreu 4 km.

Por ter visto mal os limites do intervalo, o André ficou confuso, mas, apés algum tempo,
corrigiu-se, referindo, corretamente, o intervalo de tempo. De seguida, pdde comparar

a distancia percorrida num determinado intervalo de tempo com outros casos:

André: Dos 18 aos 20, vao 3 minutos. E ele ai percorreu dos 10 aos 14,
4 km. Mas entdo podemaos usar outro exemplo, por exemplo, no intervalo do
tempo de 10 até 16, ele so6 percorreu 2 km.

Eu: Ok, ai percorreu 2 km, e tu vés os 2 km onde?

André: Eu, eu vejo no intervalo de tempo de 10 até 16. Eu vejo que, no
instante 10, ele estd no quilometro 8. (...) E no instante de tempo
16 minutos... no minuto numero 16 esta no quildmetro 10. Ou seja, dos 10
aos 16, durante 6 minutos ele s6 percorreu 2 km. Enquanto que do minuto
18 ao 20 fechado, percorreu 4.(...) Ele ndo tem a velocidade sempre
constante, tendo o intervalo de tempo mais rapido ou com maior velocidade
do 18 ao 20.

Na questdo 5, o André comecou por referir que ja tinha observado, nas questfes
anteriores, ao analisar o grafico, que o comboio esteve parado: “Eu ja disse isto mais ou

menos. Ja fui dizendo quando analisei o gréafico”, por exemplo, durante a analise da
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questao 4 desta tarefa: “...0 que eu acho que significam essas zonas onde a fungao é
constante, por exemplo, no intervalo de 8 a 10. Eu acho que nestas zonas do gréfico,
isso significa que o comboio esteve parado”. Deste modo, o André referiu que é nas
estacBes em que o comboio esteve parado que, no grafico, a funcao é constante:
Onde o comboio parou, no gréafico é representado por uma funcéo constante.
Ou melhor, a fungéo nesse sitio é constante. (...) Portanto, quer dizer que
esta parado, ou seja, o tempo passa e a distancia ndo. E ele ndo percorre
nenhuma disténcia. O tempo nunca para, a distancia € que vai variando ao
longo do tempo.
De seguida, referiu, através da observacédo dos intervalos de tempo, como as estacfes
e 0s apeadeiros estavam representados no gréafico, para além de os contar: “Portanto,
olhando para o grafico, os intervalos em gue ele esta constante, é do 3 ao 4, do 8 ao 10
e do 16 ao 18, vendo no eixo do tempo. Diria que, hd 3 paragens entre estacdes e

apeadeiros”.

A figura 40 apresenta a resposta do André a ultima questao da tarefa 4. Aqui, o aluno ja

justificou por escrito o0 seu raciocinio.
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Figura 40 — Resolugdo da questéo 6 da tarefa 4 pelo André

O André demorou bastante tempo até perceber a situacdo apresentada, tal como

aconteceu na tarefa 2. Lendo varias vezes o enunciado, concluiu o seguinte:
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O B partiu 13 minutos ap6s o A, ou seja, o A quando... Se eu me lembro o
B fez 0 mesmo percurso que o A, ou seja, a fungdo é a mesma para os dois
comboios. Sim, ok. fazendo as mesmas paragens... € igual. Entao o B partiu
13 minutos apo6s o0 A, entdo o B partiu quando comboio A ja tinha perdido
13 minutos, entdo quando o comboio B partiu, 0 comboio A estava no
quilbmetro 9, mais ou menos, vendo pelo grafico.

A estratégia que o André adotou foi por ele referida apds a resolu¢do do problema na

folha de papel:

Eu fui ver a que imagem respondia o objeto 13. E vimos que correspondia a

9. Correspondia a imagem 9. Ou seja, quando o comboio B partiu, 0 comboio

A ja tinha percorrido 9 km. (...) Depois, a distancia entre o ponto do

minuto 13 até ao minuto 20, percorridos pelo comboio A. Nesse intervalo de

13 a 20 foi o intervalo em que o comboio A concluiu a sua viagem e também

foi o tempo que o comboio B percorreu enquanto o comboio A chegou ao

destino. Portanto eu fui ver quantos quilémetros tinha percorrido o comboio

A no total. Subtrai o nimero de quilometros ja percorridos pelo comboio A

até ao minuto 13, que foi o intervalo que ndés consideramos. Esses

quilbmetros, além de significarem os quilémetros percorridos do comboio A,

entre o intervalo de 13 a 20, significa também os quilébmetros percorridos

pelo comboio B, enquanto o comboio A chegava ao destino.
Na sua estratégia, depois de analisar o grafico, obteve a distancia percorrida pelo
comboio A apds a partida do comboio B. Tal como se viu na citacao inicial acerca desta
guestao na entrevista, o André, mesmo que indiretamente, mencionou a transformacao
grafica subjacente a esta questdo. Por esta razdo, suponho gue este erro tera surgido
devido a problemas de interpretacdo do que era pedido, ou por causa de alguma

confusao na analise do gréfico.

Apo6s a resolucao destas quatro tarefas, procurei aprofundar um pouco mais algumas
guestdes relacionadas com as preferéncias visuais do André no tema das funcoes,
assim como o uso que ele fazia da tecnologia que tinha disponivel. No IPM, o André

tinha obtido uma pontuacéo de 26, o que sugeria ter uma preferéncia visual.

O André gostou de todas as tarefas que realizou durante a entrevista, dando preferéncia
a tarefa 4, que resolveu maioritariamente por métodos visuais, como foi descrito atras.
A tarefa que gostou menos foi a 2, pois hdo a conseguiu resolver, mas que tentou fazé-lo

recorrendo a métodos visuais e ndo visuais.
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O aluno referiu que no tema das fungdes prefere trabalhar com representacdes graficas,

mas revelou que ndo tem problemas em utilizar expressdes algébricas:

Gosto mais de trabalhar com gréficos. E, também é claro que nés temos que
trabalhar com expressées das fungdes. (...) E muito importante vermos na
nossa cabeca como é que ficard a funcéo, e as transformacgdes graficas,
como foi no caso da [tarefa] 1. Gosto mais de ver gréaficos e recolher dados

dos gréficos. Com expressdes, € um pouco mais chato para mim, mas
também faco.

Nas transformacdes graficas, explicou que, quando esta perante uma, normalmente
consegue imaginar o que acontece a funcdo, mas quando sao varias recorre a alguns
pontos chave, por exemplo, extremos e interse¢cbes com eixos, aplicando as
transformagdes a esses mesmos pontos, e ligando-os no final do processo. Quando as

fungBes ndo sdo lineares, costuma recorrer a calculadora gréfica:

Eu: E quando trabalhas com transformacbes graficas (...) Como é que
costumas pensar nisso? Costumas pegar num ponto ou pensas na funcéo
como um todo? Como é que é?

André: Na de hoje, no exemplo de hoje, ndo foi s6 uma transformacao,
foram duas ou trés, acho que sim. Depende, se for s6 uma transformacéo
ou uma de translagdo horizontal ou vertical, € mais simples, consigo
perceber logo vendo. Claro que eu vou ver 0s pontos mais importantes e
vejo quantas unidades em que elas se deslocam para cima para baixo.

Eu: Nesses pontos importantes?

André: Nesses pontos importantes, sim. (...) Depois eu vejo a
transformacéo desses pontos e depois eu acho que basta ligar e esses
pontos que tem a fungdo. Como foi no caso de hoje. No caso de hoje eu
fui... eu tentei ver onde é que os pontos... Quando eu falo de pontos
importantes é, por exemplo, quando a fungdo muda a sua monotonia,
quando esta crescente e depois fica decrescente, onde interseta o eixo do
x. Nos zeros da funcdo e quando muda a sua monotonia, para mim esses
pontos sdo o0s mais importantes. Depois eu transformo esses pontos
consoante a expressao que me dao e ligo-os depois, se for uma reta é claro.
Se for uma parabola n&o sei (...) Para isso tenho a calculadora.

Quanto ao recurso a tecnologia no estudo do tema das fung¢des, André referiu que
costuma recorrer a calculadora quando as expressoes das fungdes sdo “complicadas”.

Costuma ainda recorrer a calculadora quando ndo tem a certeza se o que imagina na

sua cabeca estara correto, como se pode ver no dialogo seguinte:

Eu: Costumas recorrer a calculadora para ver os gréaficos?

André: Naquelas em que a expressdo € mais complicada. (...) Uma
expressao que represente uma fungcdo afim assim mais chata, uso a
calculadora, sim. Para ser mais simples.

Eu: (...) E com as parabolas? Também costumas recorrer mais as
calculadoras?
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André: Com as parabolas, sim. As parabolas consigo perceber, mais ou
menos, mas claro, eu sempre, quando ndo tenho a certeza, uso a
calculadora.
Eu: Quando tens uma expressdo de uma pardbola assim escrita, ja
consegues relacionar mais ou menos com o que é [graficamente]? Qual é o
gréfico dela?
André: Sim.

Apesar de, nas funcdes, gostar mais da componente grafica, ha geometria, gostava
mais da componente algébrica:

Sim, mas também consigo trabalhar bem com expressdes e assim... Eu

gosto mais da parte analitica [na geometria]. Parece um pouco contraditério,

mas gosto mais da parte em analitica. Como nds fizemos varios exercicios,

e do uso [da geometria] nas func¢des, agora. (...). Parece contraditério, mas

€ assim que eu penso.
Pode parecer contraditério, mas argumento o contrario, pois, apesar do tema da
geometria analitica ndo ter sido lecionado sob uma perspetiva exclusivamente analitica,
privilegiou-se esta abordagem, em detrimento de abordagens visuais, podendo isso
justificar o que o aluno diz. No tema das func¢des, a ligagéo entre o visual e o algébrico

foi intencional e ai 0 aluno prefere a abordagem mais visual.

O André revelou que agora gosta muito de fun¢des, mas que o mesmo ndo acontecia
no inicio do 3.° ciclo do ensino béasico. Foi quando comegou a perceber como trabalhar
com aquilo que ele chama de fun¢des mais simples (fungbes afins e, eventualmente, as

lineares) que o seu gosto pelo tema se desenvolveu:

Porgue eu nunca percebia muito bem como trabalhar com fung¢des, mas a
partir do momento em que eu consegui as mais simples, as afins, as
lineares. Quando percebi como fazer, como calcular, a equacdo da reta,
como ir buscar a ordenada ou a abcissa de um ponto dando-me a ordenada
ou a abcissa desse ponto. E também fiquei a gostar mais de fun¢des quando
percebi.

Para além das funcdes, o André gostou muito da geometria analitica abordada este ano.
Lembrou-se que conseguiu interligar a geometria analitica no plano com o tema das

funcdes, algo que o deixou muito feliz, pois foi quando percebeu que podia interligar

matérias:

Gostei este ano, gostei da geometria analitica quando demos e também nos
exercicios mais para tras, lembro-me que recorri a conhecimentos da
geometria analitica para resolver problemas de funcdes, por exemplo, ir
encontrar a equacao da reta. Neste caso, eu usei a equacao vetorial da reta
e fui buscar o vetor diretor da reta, usando as equacdes paramétricas e
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encontrando a funcéo afim. Como € obvio, eu fico contente por conseguir
perceber e relacionar matérias.

Na figura 41, do lado direito, apresento a funcdo que o Diogo obteve depois de ter feito

todas as transformacdes gréficas sugeridas pela expressao da fungéo g.

(:1_7

Na figura esta representado o grafico da fungdo f.

Esboga o grafico da fungdo g definida por g(x) = —f(x — 1) — 1.

Figura 41 — Enunciado (a esquerda) e resolugdo do Diogo (a direita) da tarefa 1

Primeiramente, Diogo identificou todas as transformacdes graficas, que transformam a

funcéo f na funcéo g, tal como se pode ver no excerto abaixo:

Ent&o, primeiro eu reparo logo que f esta negativa, portanto as imagens vao
ser contrarias as imagens de g, vao ser simétricas. As imagens de g vao ser
simétricas as imagens de f, para comecar. Depois, 0s objetos de g véo estar
todos um para a direita e as imagens de g vao estar todas um para baixo.

Isto tudo foi visto a partir da expresséo algébrica da fungéo g.

De seguida, representou os limites do dominio da fungéo transformada, aplicando todas
as transformac0@es gréficas identificadas e explicando que essa fungéo iria manter um
comportamento semelhante ao da funcdo original, como se vé no excerto abaixo:

Para desenhar vou pensar nos pontos chave, no inicio e no final, para depois

seguir o desenho, porque a estrutura vai ser a mesma, s6 que ao contrario.
O ponto inicial vai ser um bocadinho diferente e, portanto, os outros também.
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Entédo, se o primeiro ponto da funcdo f é (—2,—1), a funcdo g vai ser o
simétrico, para baixo, para a direita, portanto, vai ser o ponto (—1,0).

Para representar o resto da funcdo, o Diogo segue a forma da funcgé&o inicial,

mas

aplicando-lhe uma simetria relativamente ao eixo Ox, tal como refere “segui exatamente

a mesma forma que a funcdo f segue, s6 que o simétrico disso (...) porque a fungao

g = —f qualquer coisa”. Assim, o Diogo conseguiu identificar o comportamento de cada

um dos segmentos do gréafico funcdo. Como o gréfico do enunciado estava representado

em quadriculado, ele serviu-se desse facto para encontrar os transformados dos pontos

"chave" e, para representar a funcdo até chegar ao limite superior do dominio, seguiu

uma trajetoria que, a partida, ja conhecia. Esta utilizacdo do limite superior do dom

ja marcado anteriormente, serviu de confirmacao.

E agora, se na funcao f vai andar 3 para cima, 3 para a direita, para chegar
ao ponto (...) ha um ponto onde esta a subir e depois volta a descer, eu vou
desenhar esse ponto. Se tem aqui o ponto inicial, depois vai... 1,2,3...
chega ao ponto (2,—3). Agora, se na fungéo f vai descer 4 e para a direita
2, aqui vai ser subir 4, para a direita 2. Estou no ponto (2, —3), vou para o
ponto (4,1). E agora na funcéo g, pelo mesmo raciocinio, vai descer 2 e vai
1 para a direita, entdo vai acabar no ponto (5,—1), que bate certo com o
ponto final da funcéo f, ou seja, mais uma abcissa e menos uma ordenada.

A figura 42 inclui a resolugéo algébrica das duas questdes da tarefa 2.

inio,

Duas localidades A e B estdo ligadas entre si por uma linha de caminho de ferro, numa extensao
de 459 km.

No mesmo instante, um comboio parte de A com destino a B e outro parte de B com destino a
A. Admite que as velocidades sdo constantes, sendo de 170 km/h a do comboio que parte de A
e de 180 km/h a do comboio que parte de B.

Quanto tempo depois de partirem demoram os comboios a se cruzarem?

Qual dos comboios chega primeiro ao seu destino? Quanto tempo antes do outro?

B 7 770
| U
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Figura 42 — Enunciado (em cima) e resolucao do Diogo (em baixo) da tarefa 2

U 2 — B , ,
0) 1,27 H 170 ’ 20
_(1_8__6]__ :7}33 H _(ﬁ i B ¥ S ', *)17"1 = 2,85 H=z015H
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Apbs ler os enunciados, o Diogo referiu que ja sabia como responder a questao 2, mas
que para a 1 ainda tinha de pensar. A primeira estratégia que o Diogo utilizou para a
primeira questdo desta tarefa foi recorrer a calculos. Ele comecou por explicar a

estratégia que iria utilizar, mas ainda ndo tinha muita certeza de como iria fazer isso:

Primeiro tenho de saber onde é que eles se vao cruzar, para depois saber
quanto tempo que eles demoraram. S6 que para saber isso... (...) Vejo a
razao entre um e outro e depois, a partir dai, vejo a que distancia eles
tocaram e depois dessa distancia ao inicio. Depois vejo a distancia que cada
um deles percorreu e vejo o tempo que demoraram. E assim vejo o tempo
em que os dois comboios se cruzaram. Agora como fazer para chegar ai,
vou pensar, ainda falta um bocadinho. Entdo razéo entre 17 sobre 18... (...)

E a fracdo simplificada de %g

Para dinamizar a sua estratégia, o Diogo comecou por imaginar uma reta com o objetivo

de tentar perceber onde € que os comboios se iriam cruzar:

Eu vi uma reta, que sdo os 459 km, e sei que, sempre que um comboio anda
170, o outro vai andar 180. Se eles andassem a mesma velocidade, eles
iam se cruzar no meio. Mas como um anda sempre 10 km a mais, anda um
bocadinho mais rapido do que o outro, eles vao se cruzar um bocadinho para
& do meio.

Apbs essa conclusao, o Diogo recorreu a alguns célculos, mas ndo sabia explicar por
A~ T . 17
que estava a fazé-los. Ele multiplicou o comprimento de metade do percurso por oo aue

corresponde a razdo entre as duas velocidades, apresentada em fragdo simplificada.
No final desta estratégia, decidiu verificar se 0 seu resultado estava certo e percebeu

que néo estava:

Eu nao sei muito bem porque estou a fazer isto, isto € instintivo, mas... eu
. . . T 17 -
acho que, se eu vir o meio do 459, depois multiplicar por o Se calhar da-me

0 ponto onde eles se cruzam, ndo j[enho a certeza, vou ver. Ponto médio
459... o ponto médio é 229,5. (...) E o ponto médio. Se eu multiplicar isso

por % da-me 216,75. Eu ainda néo tenho certeza se € isto, estou a ir por
aqui, mas nao tenho a certeza. (...) Para confirmar se isto estava certo, eu
ia agora multiplicar 229 x % para ver se a soma dos dois daria a distancia
total percorrida, a distancia entre A e B, mas claro eu isso ia dar porque seria
0 mesmo que multiplicar 1—; X i—j portanto, claro que da... O comboio mais

lento percorre 216,75 km até encontrar o B. E o B percorre 479-216,75
[459-216,75] (...) Entdo agora eu vou dividir 216,75 sobre 170 da
1,275 horas. (...) Para confirmar, para ver isto esta certo eu vou fazer agora
com o ultimo 18 e com outro tempo. Agora entdo é 459 — 216.... Sera que
fiz mal?... ok... estou a pensar de forma errada...

O Diogo nao terminou o seu raciocinio e considerou que a sua resolucao estava errada.
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Dado que as tarefas tinham sido apresentadas como sendo sobre funcdes, o Diogo
decidiu abordar este problema tendo em conta esse tema: “Entdo se esta entrevista é
sobre funcgBes, entdo isto também deve ser sobre fungdes. Ok, entdo vamos pensar em
funcbdes”. Contudo, antes de continuar a resolver esta questdo, decidiu fazer

rapidamente a outra questdo desta tarefa 2. Quando voltou a questdo que tinha

deixando pendente, decidiu recorrer a calculadora gréfica (ver output na figura 43).

: -1.31143e+1 )
L2 ﬂ%f:ﬁlfxl—isg;- 7 =

)=

I -20

Figura 43 — Representagao gréfica das fun¢des na calculadora do Diogo (questéo 1 da tarefa 2)

Na calculadora, o Diogo decidiu representar, inicialmente, duas retas, uma com declive
18, e outra com declive —17. Essas retas deveriam passar, respetivamente, nos pontos

(0,0) e (459,0). No entanto, ap6s pensar um pouco, o Diogo decidiu considerar uma

reta de declive % para que “menos a reta teria de percorrer até chegar a abscissa 459”.
Tendo isto em conta, considero que o aluno se referia ao facto de, visualmente, a reta
ficar mais na horizontal. Apresento, abaixo, 0 modo como o0 Diogo apresentou o seu
raciocinio:

Fazer duas retas, uma que tem de declive 18 e uma que tem declive —17, e
eu faria com que uma passasse no eixo x no ponto (0,0) e outra que
passasse no eixo do x no ponto (459,0) e depois, ao saber em que ponto
eles se vao cruzar no meio... Nao, ndo pode ser assim. Se for o inverso de
17 porque agora estou a pensar quanto maior for a velocidade, mais a reta
tinha de andar para chegar ao 459, aqueles 459 de abcissa. Mas se fizer o

. . . 1 . 7 N
inverso disso, ou seja, —» Menos a reta teria de percorrer até chegar a
abscissa 459. Agora vou ver se consigo fazer isso.
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. . ~ 1 ~
O Diogo definiu a funcédo f(x)=5x e, embora ndo soubesse como fazer

transformacfes gréaficas diretamente numa calculadora grafica, decidiu optar por essa
estratégia. Ele queria que a sua funcao transformada passasse no ponto (459,0): “Eu

s6 queria fazer uma funcdo passar no ponto (459,0)”. Com alguma ajuda nos

comandos, o Diogo definiu a funcdo g(x) = —f(x — 459) x 1—17 na sua calculadora: “Se

eu queria transformar esta na outra, a outra seria g(x) = —f(x —459) x% Fez a

intersecao da fungéo f com a g, obtendo a distancia que percorreu 0 comboio que parte
de A até se cruzar com o outro comboio. No final, verificou os resultados que obteve.
Em particular, verificou, com calculos, o tempo que o comboio que partia de B demorava

a chegar ao cruzamento:

Diogo: Agora vejo a intersecao entre as duas. A intersecao que me da tem
de abcissa 223, eu preciso disto ndo arredondado.

(...)

Eu: Esse numero é exato?

Diogo: Néo, 222,943. (...) E outra vez ndo tenho a certeza se ¢ isto, porque
eu nédo sei confirmar... Ah, sei sim. Agora eu vou pegar neste valor, eu vou
arredondar para 223 km [que] seria a distdncia que o0 que parte de A
percorreria. Portanto se eu dividir 223 por 170 km/h daria-me... (...)
1,312 arredondado. (...) Agora vou ver o que € que o que parte de B
percorre... 459 a dividir por... demora praticamente o mesmo tempo...
236/180 dava 1,311, portanto arredondado sera 223 km. Cruzam-se no
ponto 223 km a partir de A, ou seja, de B 236 (...) o tempo que demoraria
até eles se cruzarem seria 1,31 horas.

Como referi, o Diogo ja sabia como resolver a questédo 2 desta tarefa antes de iniciar a
sua abordagem a questao 1: “Resposta a pergunta 2, basta dividir a distancia pelos km/h
e vejo o tempo que demora. E depois fago isso para os dois, subtraio o tempo menor ao
tempo maior. Ndo, o médulo disso vai ser a diferenga dos dois”. Seguindo este
raciocinio, calculou o tempo que cada comboio demorava a fazer a viagem e verificou a
diferenca entre os dois:

Na segunda, o comboio que parte de B chega primeiro, obviamente, porque

€ mais rapido e percorre a mesma distancia. E agora, para ver quanto tempo

chega antes do outro, vou ver o tempo que cada um demora e subtrair ao

tempo que demorou mais o que demorou menos, e vou ter a diferenga de

tempo de chegada dos dois, Ok. Entdo 459... demorou 2 horas e 55 minutos

(...) e diferenca é de 0,15 horas. E 9 minutos ok (...). Entdo o comboio que

chega primeiro ao seu destino € o que parte de B e chega 9 minutos antes
do outro.
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A figura 44 apresenta a resolucéo (em baixo) da tarefa 3 (em cima) realizada pelo Diogo.

Seja f(x) = (5 —p?)x — 6,sendop € R.
Para que valor(es) de p a funcdo f é constante?

Explica o teu raciocinio.

7 -
2x 9.

l @/mauo((f wi. S -Us | (5‘7(1)30(—7) 71:\12 \/f:~\f5

Figura 44 — Enunciado (em cima) e resolucao do Diogo (em baixo) da tarefa 3

O Diogo comegou logo por dizer o que sabia sobre a fun¢do constante, isto é, que sabia

que ndo tem a componente do x e, por isso, decidiu igualar 5 — p? a 0:

Diogo: Para a funcéo f ser constante x tem de ser igual a zero, portanto

5 — p? tem de ser igual a zero. Para 5 — p? ser igual a zero, p tem de ser+/5,
pararaiz de 5 ao quadrado ser 5, e depois 5 — 5 ser zero. Pronto ja respondi.
Eu: Entdo qual ou quais séo os valores de p?

Diogo: V5 ou —/5.
ApOs a resolucéo, justificou que, ao igualar o 5 — p? a 0, a componente do x desaparece
e a funcao torna-se constante. Também referiu que essa fungéo seria f(x) = —6, tal
como se vé no didlogo abaixo:
Eu: Ent&o tu pensaste... tu decidiste igualar 5 — p? a zero, porqué?
Diogo: Porque assim a fungéo torna-se constante. Assim elimina-se o x da
fungao... e o numero multiplicado por 0 ndo interessa, é zero. Portanto, o x
ndo conta. A funcao ficaria f(x) = —6 que é uma funcao constante.
Na figura 45, apresento as respostas do Diogo a tarefa 4, cujas justificacdes foram

dadas oralmente.
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0 grafico representado a seguir relaciona a distdncia percorrida (em km) com o tempo (em
minutos) gasto por um comboio entre duas localidades.

18

w6 d(km)

A que distancia se encontram as localidades?

Quanto tempo demorou o comboio desde a estagdo de partida até 3 estagdo do destino?
Quantos quilometros tinha percorrido o comboio ao fim de 10 minutos?

O comboio deslocou-se sempre a mesma velocidade?

Em que intervalo de tempo, se deslocou mais rapidamente?

5. Sabemos que o comboio parou em todas as estagbes e apeadeiros. Quantas estagdes e

A

guantos apeadeiros te parecem existir entre a estacdo de partida e a do destino? Justifica
a tua resposta.

6. Considera que existe um comboio B gue partiu 13 minutos apds o A e gue fez exatamente
0 MEeSMo Percurso com os mesmos tempos. Quantos km tinha percorrido o comboio B
guando o A chegou ao destino?
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Figura 45 — Enunciado (em cima) e resolucéo do Diogo (em baixo) da tarefa 4

A partir do enunciado da tarefa, o Diogo concluiu de imediato o seguinte: “O gréfico
representa a distancia percorrida com o tempo, ok, entdo é a velocidade”. Ou seja,
interligou logo a situacéo apresentada com aquilo que conhecia. Na questédo 1, o Diogo
concluiu rapidamente a distancia a que se encontravam as duas localidades: “Eu

imagino que aquele ponto acaba em 14, certo?” e justificou a sua resposta:
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Entédo, aqui ignorei completamente as abcissas, olhei para as ordenadas,
porgque eu sei que o comboio vai de A a B, certo? E entre A e B é a distancia.
Entéo se ele comega no zero, comega numa e vai para a outra localidade
que é a distancia. Ele percorre uma certa distdncia e chega a outra
localidade.
Apbs isso, para justificar o facto de ser 14 km, o Diogo referiu que estava a ter em conta
o ponto de coordenadas (20, 14): “E o ponto (20, 14) (...) é o ponto de maior abscissa e
ordenada”. Como ja tinha descoberto as coordenadas do ponto na questdo 1, o Diogo
utilizou-as para justificar a sua resposta a questao 2: “Ok, demorou 20 minutos (...) Vi

da mesma forma, vi a abcissa do ponto (20,14)”.

Para responder a questdo 3, o Diogo viu a ordenada do ponto cuja abcissa é 10. De

seguida, explicou o seu pensamento do modo seguinte:

Ok, agora eu vou ver ao ponto que tem 10 de abcissa, que é 10 minutos,
quantos quilébmetros é que ele percorreu. Estou a fazer isto com a caneta,
s6 visualmente, ndo sei se estad muito, muito preciso. Eu diria que aqui
percorreu 8 km.
Neste excerto, € possivel ver a forma como o Diogo via as coordenadas dos pontos, isto
€, devido a auséncia de um quadriculado, ele recorreu a uma caneta, posicionando-a

na vertical a frente do ecra.

Na questdo numero 4, o Diogo concluiu que o comboio tinha diferentes velocidades e
justificou essa afirmacéo baseando-se no declive dos varios segmentos de reta. Para
tal, relacionou o declive da reta com a velocidade do comboio, ou seja, interpretou o
gréfico da fung&o no contexto do problema:

N&o se deslocou sempre a mesma velocidade. O declive da reta muda. (...)

a formula da velocidade é metros por segundo, ou seja, a distancia a dividir
por tempo, portanto o declive da reta € literalmente a distancia a dividir pelo

tempo. Porque é % y disténcia, x tempo, portanto, se o declive muda a
velocidade também muda.

Para referir quando o comboio se deslocou mais depressa, 0 Diogo também comparou
os declives, néo referindo os seus valores:

Entre o intervalo 18 20 fechado, porque é onde a reta tem maior declive (...)

era mais rapido, tem mais declive. E onde a fung¢éo, acho que posso dizer

isso, é onde a fungdo tem maior declive. Os intervalos de 18 a 20.
Na questdo 5, o Diogo, inicialmente, concluiu que seriam cinco paragens, pois tinha

considerado a estagdo de partida e a de destino:
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Entdo, a meio da viagem parou trés vezes e também parou no inicio e no
final. Imagino que em cada localidade também exista uma estacgao, por isso,
existem cinco estacdes ou apeadeiros durante a sua viagem. Ou passa
por 5.

Novamente, a justificacdo da sua resposta parte da interpretacéo do gréfico da fungao,

vendo os intervalos onde a fungéo era constante, acrescentando, no final, a estagédo de

partida e a de destino. Apresento abaixo o raciocinio do Diogo:

Entdo, primeiro olho para a funcdo e vejo logo que ha intervalos onde a
funcao é constante... intervalo 3 4, intervalo 8 10, intervalo 16 18. Ou seja, 0
tempo continua a passar, obviamente o tempo n&o para, mas o comboio néo
andou ndo se deslocou, por isso, esta parado. Entao significa que estd numa
estacdo ou num apeadeiro. E depois, para além dessas 3 também esta
parado no inicio, 0 comboio tem de vir de algum lugar, portanto o ponto (0, 0)
também é uma estacao, e na localidade final ele também para.... Portanto,
0 ponto (20, 14) também é uma estacédo, € assim que eu penso.

No entanto, ap6s uma nova leitura do enunciado, concluiu que eram apenas trés
paragens: “Ah, entre a estacao de partida e a de destino... ok, entao existem s6 3, ndo

tinha lido.... Quando se diz ‘entre’ esta subentendido que os extremos ndo contam,

entdo existem 3”.

Para responder a questéo final desta tarefa, o Diogo considerou que o comboio B iria
percorrer 7 minutos antes do comboio A chegar ao destino. Para isso, considerou o

tempo da viagem total e 0 atraso do comboio B:

Diogo: Ok entéo eu sei que se eles vao fazer o mesmo percurso, eu vou ver
no intervalo entre 13 e 20 porque eu sei que o comboio B parte 13. (...) a
diferenca de tempo é 20 — 13 e entdo vou ver a partir da origem do grafico
da funcgdo. No inicio da func¢éo.

Eu: Esta [funcdo] que esta aqui representada [no enunciado]?

Diogo: Sim, esta funcdo. Vou ver no ponto de abcissa 7, quantos
quilémetros é que percorreu.

Para passar do tempo para a distancia, o Diogo interpretou o grafico relativo ao
comboio A. Primeiramente, ele foi ver a abcissa do ponto que tinha ordenada 7. De
seguida, para descobrir esse valor, referiu que, no intervalo que estava a considerar, a
reta tinha declive 1. No entanto, esse valor foi obtido por palpite, afirmando que ja tinha
visto muitas outras retas com a mesma inclinacéo:

Diogo: Eu fui ao ponto de abcissa 7, ver quantos quilémetros é que

percorreu o comboio que andou durante 7 minutos.

Eu: E esse ponto é direto? As coordenadas dele?

Diogo: Se tivesse em papel, se calhar dava para fazer um bocadinho
melhor, mas aquele segmento entre a primeira paragem e a segunda
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parece-me ter declive 1, por isso, eu acredito que sim, imagino que deve ser,
deve ser 7. Da para ver mais ou menos.
Eu: O declive 1, onde é que o foste buscar?
Diogo: Nao sei, eu ja vi bastantes, ja vi algumas funcbes para conseguir ver
mais ou menos o angulo.
Neste excerto, € possivel verificar que o Diogo néo foi muito rigoroso ao referir o declive,

vendo o seu valor apenas de forma aproximada.

Apos a resolucdo destas quatro tarefas, procurei aprofundar um pouco mais algumas
guestdes relacionadas com as preferéncias visuais do Diogo no tema das fungdes e,
também, o recurso a tecnologia que tinha disponivel. No IPM, o Diogo tinha obtido uma

pontuacédo de 10, o que correspondia a uma preferéncia nao visual.

Das tarefas realizadas, o Diogo referiu que a mais interessante foi a tarefa 2, tendo a
nogdo de que o seu método de resolugdo ndo tinha sido o mais eficiente, mas que,
mesmo assim, estava satisfeito por a ter conseguido resolver: “A [tarefa] 2, gostei
bastante. Tenho a certeza, quase absoluta, que a forma que eu resolvi foi muito
ineficiente e muito complicada, mas se [es]tiver certa, ficaria satisfeito”. Para o Diogo a
tarefa menos interessante tinha sido a 4, “(...) por ser demasiado direita e eu n&o ter de
pensar (...) mais porque ter muitas perguntinhas que eu tenho que responder, cada uma

individualmente, e todas muito faceis”.

Relativamente ao tipo de representagéo preferido no tema das funcdes, o Diogo referiu
que: “Dependeria muito. Se forem fungdes mais complexas do que retas se calhar diria
com gréficos, mas sendo provavelmente com o nimero e com papel com expressoes”.
Para além disso, o Diogo assumiu que tinha uma grande facilidade em imaginar fungdes,
e que, em muitas tarefas, nem precisava de fazer esquemas ou outras representacfes
mais visuais:

(...) eu penso sempre na fungdo, para mim nao € muito dificil imaginar

funcbes, pelo menos as que demos até agora sao todas bastante simples e

previsiveis, por isso, se precisar de.... A maior parte das vezes as perguntas

eu nem preciso de imaginar a funcdo, mas as vezes € preciso, e da para

imaginar, mas ndo h& necessidade de fazer esquemas nem muito menos
representar.
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No que diz respeito as transformacdes graficas, o Diogo costuma recorrer mais vezes a
abordagens algébricas do que visuais: “Eu raramente preciso de [imaginar as
transformacfes] para o exercicio; normalmente fago s6 mesmo com calculos”. No
entanto, quando imagina a transformacéo, por exemplo, quando ndo tem a expressao,
costuma visualizar apenas a parte da funcéo que lhe interessa, pois tem nogéo que ndo
consegue imaginar uma funcdo que vai até ao infinito:

Penso numa linha, no grafico da funcdo. Eu ndo imagino o grafico

cartesiano, o infinito todo. (...) uma partezinha, vejo a zona a volta do... a

zona que me d4 jeito, normalmente a volta da origem do grafico. E depois

vejo primeiro a funcdo e depois ao ler, ao saber o que é que vou ter de

transformar, tento imaginar, desenhé-la de outra forma o que for preciso.
Diogo ndo costuma usar a calculadora gréafica no tema das fungdes, em particular no
que toca as transformacodes de funcdes: “Eu até agora nao sabia como é que se fazia
na calculadora”. Nos outros temas matematicos, explicou que gosta daquilo que ainda
desconhece: “Honestamente falando, eu gosto de tudo o que nao percebo agora, e

depois quando perceberes nao vai gostar muito, € assim que eu funciono”.

Para o tema das funcdes, deixou uma sugestdo para melhorar a sua abordagem,
sugerindo que este tema fosse dado com exemplos reais:

Eu gostaria de aprender mais fun¢cdes com exemplos préaticos, com formas

de utiliza-las no dia-a-dia. Porque nunca utilizei uma fungéo no dia-a-dia,

mas alguns exemplos que na sociedade ou em certas ocasifes posso usar

fungbes para prever certas coisas assim do género. Aplicar a matematica
mesmo na vida real.

Na resolucao da tarefa 1, ao contrario dos colegas, a Isabel decidiu representar a funcao
aplicando uma transformacgéo grafica de cada vez, até obter a fungédo g (figura 46).
Comecou por identificar a translacao vertical e a estratégia que iria utilizar para fazer
essa transformagéo, que consistia na escolha de alguns pontos “chave” (os extremos
do dominio, 0 maximo e o minimo da fung&o original), e, no final, ligar tudo:

Entdo se eu fosse desenhar, eu passava tudo uma casa para baixo, digamos
assim. Eu primeiro pegava no ponto, nos quatro os picos, digamos assim,
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0s extremos, 0 maximo e o minimo, para ter como referéncia para depois
ligar e fazer as retas. E baixava esses pontos todos uma casa para baixo.

Na figura esta representado o grafico da fungdo f.

Esboca o grafico da fungio g definida por g(x) = —f(x — 1) — 1.

Figura 46 — Enunciado (em cima) e resolucdo da Isabel (em baixo) da tarefa 1

Isabel referiu que prefere utilizar o quadriculado, pois “é mais facil por causa da
quadricula”. A representagdo comegou com a translagéo vertical, movendo cada um dos
postos chave, tal como tinha referido inicialmente: “Vou passar o ponto que era (—2,—1)
para (—2,—2). Depois o ponto (1,2) para (1,1). O (3,—2) para (3,—3). E depois o (4, 0)
para (4,—1)". Seguidamente, a Isabel passou para a simetria relativamente a Ox: “Agora
eu, provavelmente, iria inverter, por causa do menos que esta antes de f... iria fazer
uma reflexdo sobre o eixo do X, ja da fungdo que nos deu anterior”. Continuou a pensar
em pontos chave: “Entdo o ponto (—2,—2) passaria para (—2,2). Depois o ponto (1,1)
ficava (1,—1). O (3,—3) ficava (3,3). E o (4,—1) ficava (4,1)". Por fim, aplicou a
translagao horizontal: “Depois disso, iria chegar o grafico todo uma casa para a direita,
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por causa do —1 que esta entre paréntesis”. Nesta transformagéo também pensou em
pontos especificos:
Entdo o ponto (—2,2) passava para (—1,2). Vou s6 apagar estes [pontos]
porque vao-me confundir. Depois o ponto (3, 3) ficava (4, 3). O (1, —1) ficava
(2,—1). E o dltimo, o outro que falta, que é o (4,1) fica (5, 1).
Durante a entrevista, ficou claro que a Isabel fez uma transformacdo de cada vez,
comecgando pela translacéo vertical, depois a reflexédo e, por fim, a translacao horizontal.
A aluna foi mostrando, pela cAmara, o que estava a fazer, sendo que aquilo que ela
mostrava correspondia aquilo que estava a dizer. Contudo, a ordem das transformacgodes
gque a Isabel foi fazendo ndo é a mesma que esta visivel na figura 46. A aluna enviou a

resolucao a tarefa 1 apos a entrevista.

Na figura 47, apresento uma parte da resolucéo da Isabel da tarefa 2, pois a maior parte

do seu raciocinio foi feito oralmente, recorrendo a calculadora para realizar os célculos.

Duas localidades A e B estdo ligadas entre si por uma linha de caminho de ferro, numa extensdo
de 459 km.

No mesmo instante, um comboio parte de A com destino a B e outro parte de B com destino a
A. Admite que as velocidades sdo constantes, sendo de 170 km/h a do comboio que parte de A
e de 180 km/h a do comboio que parte de B.

Quanto tempo depois de partirem demoram os comboios a se cruzarem?

Qual dos comboios chega primeiro ao seu destino? Quanto tempo antes do outro?

Figura 47 — Enunciado (em cima) e resolucado da Isabel (em baixo) da tarefa 2

A Isabel comecou por ler o enunciado, interpreta-lo e dizer a primeira estratégia que iria

utilizar:

Entdo nés temos dois comboios que vao partir de pontos diferentes, mas
que o inicio de um corresponde ao final do outro, digamos assim. E depois
temos a velocidade de cada um. E temos de ver quando é que eles se vao
cruzar. E sabemos que o caminho de ferro tem 459 km. Se isto fosse um
ndamero mais pequeno provavelmente eu iria desenhar o que era mais facil.
Eu normalmente para estas perguntas, eu costumo desenhar como se fosse
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uma linha grande e depois ia mexendo. Por exemplo, ia ver, para o0 mesmo
tempo, os dois quantos quildometros € que ambos andavam, para 0 mesmo
intervalo de tempo, e depois ia vendo até que altura € que eles iam cruzar.
S6 que 459 é um bocado grande, portanto estou a tentar outra maneira.

Como os numeros em questdo eram muito grandes, a Isabel optou por outra estratégia

que envolvia calculos:

Eu agora vou ver em 30 ou numa hora.... Pronto, eu ja sei que numa hora o

carrinho [comboio] que vai de A para B, anda 170 km. E sei que numa hora,

aquele que vai de B para A, anda 180. Depois como 180 + 170 € um ndmero

mais baixo do que o percurso total, posso descontar ja esses quilometros no

percurso total. (...) Uma hora depois a distancia entre eles ja é de 109 km.
Comecou entdo por essa estratégia, calculando exaustivamente quanto cada comboio
percorria, e que distancia ficava entre um e outro, diminuindo o intervalo de tempo apos
cada tentativa. Primeiro, fez os célculos para 1 hora e diminuiu a distancia entre os
comboios. Depois disso, fez para 30 minutos, mas percebeu que deveria ser menos
tempo e, por isso, diminuiu o intervalo de tempo para 15 minutos. Como esse valor

funcionava, aproximou ainda mais os comboios:

O que vai de A para B, em 30 minutos desloca-se 45 km, s6 que isso ja vai

ser muito, porque o outro como anda a uma velocidade maior vai andar mais

quilbmetros do que esse em 30. E depois a soma desses ja iria dar

provavelmente maior do que 109 portanto eles ja tinham cruzado. Entédo se

calhar digo 15 minutos. (...) Portanto eles agora ja estao s6 a 21,5 km entre

um e o outro, ao fim de 1h15.
Considerando a nova distancia entre os comboios, a Isabel fez uma nova tentativa,
calculando a distancia entre os comboios ap6s 5 minutos, mas, como ja passava do
ponto em que eles se cruzavam, percebeu que o intervalo deveria ser ainda menor, e,
por isso, fez para 1 minuto e, seguidamente, para 3. Fez, ainda, para 30 segundos:

Entdo agora fiz para 30 segundos, para ver quanto é que eles andavam. Um

anda 1.4 o outro anda 1.5 km, portanto eles ja estdo s6 a 1 km e 200 m um

do outro. (...) Estava a descontar mais tempo, s6 que assim nunca mais vou

la. S&o valores ndo muito certos, digamos, 459.
Para quase todos os casos, utilizou uma destas duas estratégias: numa primeira
estratégia, considerava uma proporcdo entre o intervalo de tempo definido entre uma
hora e o tempo que queria, e a distancia que faltava percorrer: “15 minutos € um quarto
de uma hora, entdo é 170/4”; numa segunda estratégia, recorria a regra de trés simples,
por exemplo: “Fiz por regra de trés simples 170 km corresponde a 60 minutos, x

corresponde a 1”.
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Ao longo desta parte da entrevista, a Isabel estava constantemente a lembrar-se de que
seria mais facil resolver recorrendo a uma equacéo, mas que ja tinha comecado a fazer

com estas estratégias e ndo queria desistir:

Eu acho que eu provavelmente eu conseguia fazer isto com uma equacéo,
mas acho que foi assim a maneira que me veio primeiro a cabeca. (...) Eu
estava a pensar como € que eu podia fazer uma equacdo. S6 que também
ja estou quase la no tempo, s6 que agora os tempos teriam de ser muito
pequenos e nunca mais ia sair daqui até acertar isto.

A resolucéo da Isabel ficou temporariamente por aqui, mas, no final, apés ter resolvido
todas as questbes da entrevista, voltou a esta tarefa. Comegou por pensar numa
estratégia com equagdes, mas ndo conseguiu avangar com ela, como se vé no excerto

seguinte:

Isabel: O que agora eu estou a tentar ver é se existe alguma relacéo entre
as velocidades dos dois, por exemplo, dizer que (...) 170 vezes qualquer
namero da 180. Porque depois iria somar ou... ainda ndo pensei muito bem,
mas pronto. Iria conseguir fazer a equacdo de modo a igualar a 459 e
conseguir descobrir. Porque se eu tentar agora, assim tenho duas
incognitas. la agora tentar ver qual é a relagdo entre as duas para poder
cortar.

Eu: As duas incégnitas que estas a falar sao...

Isabel: Pois, eu ndo sei muito bem, eu sei que sdo duas, porque eu sei que
tenho valores diferentes.

Consequentemente, mudou de estratégia e tentou procurar o ponto onde os dois
comboios se cruzavam, mas pensando a partir do meio do percurso. Apresento abaixo
a explicacdo da estratégia utilizada pela Isabel, durante a qual ela fez gestos para que

eu pudesse ver o que ela estava a imaginar:

Eu encontrei o ponto, a distancia que esta meio do caminho de ferro, que é
229,5km. (...) E e agora eu tirei a esse valor 27 km, que € aqueles 9, pronto.
E ao tirar... imaginemos que isto é A e isto é B o ponto era aqui no meu
nariz, aqui a meio e eu ao tirar os 27 estou a afastar o ponto pra mais por
esse lado, mais para perto de A. (...) Pronto, e entao eu fui... o valor que me
der que é 202,5, neste caso, vai ser a distancia do ponto A a esse ponto que
eu ja defini e depois vou ter que fazer a distancia total menos esse pedaco,
para dar o outro, que é desse ponto até ao B. Deu-me 256.5. (...) Depois eu
fui ver. Fui ver se o tempo que cada comboio demorava, com a sua
velocidade, a percorrer esse esses quilometros correspondentes, se é igual
e ndo é. Portanto, se fosse igual, ja sabia que eles, se iam encontrar nesse...
iam-se cruzar nesse ponto, mas nao é, portanto. (...) O que eu verifiquei
com os resultados que me deram foi que, neste caso, para estas distancias,
0 comboio B andava mais tempo do que o A. O que vai de B para A anda
mais tempo do que de A para B. (...) Portanto, tem de ser ligeiramente mais
perto do meio. O ponto em que eles se cruzam.
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No entanto, como a propria aluna verificou, esta estratégia nao funcionou: “Deu que ia
andar 256,5, agora que tinha de ver se tempo era o mesmo... Ok, entdo ja vi que n&o é
igual, mas é perto, portanto, ja tenho um ponto de partida como se fosse novo outra vez,

pronto”.

Apobs esta estratégia, a Isabel voltou a tentativa-erro, semelhante a estratégia inicial,
mas, desta vez, organizou-a melhor e chegou a um resultado final. Ela comecou por

verificar o que acontecia quando os comboios andavam 80 minutos:

Eu, agora estou a fazer mais ou menos por tentativa e erro, porque eu ja
percebi que vai ter de ser. Eu fiz com cada um a andar 80 minutos. (...) Vai
ter de ser menos do que esse tempo porgue o valor que me dava somado.
A distancia total seria maior, seria 472 km, porque eu vi em 80 minutos.
Quanto é que o primeiro, o primeiro comboio andava e quanto é que o
segundo andava e depois somei essas distancias e deu maior do que 459.
(...) E agora vou tentar com 70 e acho que vai dar a menos. Portanto eu sei,
ja estou a encurtar. Ja sei que vai ter de ser entre 70 e 80, mas agora ainda
tenho que confirmar.

Apobs isso, verificou para 75 minutos, 79 minutos, 78 minutos, 78 minutos e 45 segundos,
78 minutos e 40 segundos e 78 e 41 segundos, obtendo a melhor aproximacdo com o
altimo tempo que corresponde a 78.68 minutos. A estratégia utilizada consistia em ver
guanto percorria cada comboio durante o tempo escolhido e, apés isso, somar as
distancias percorridas e verificar se essas distancias eram superiores ou inferiores ao
percurso total que os comboios deviam percorrer. No final da resolugcédo, a Isabel

explicou de forma resumida o seu pensamento:

Isabel: Entdo vi a distancia total do caminho de ferro, que s&o os 459 km.
Depois eu, como vi que ndo tinham velocidades iguais, eles ndo se iam
cruzar a meio do caminho. E como sei que o que vai de B para A anda mais
rapido do que vai de A para B, eles vao-se cruzar ligeiramente num ponto
mais proximo de A do que de B, quando eles cruzam. Mas também como a
diferenca de velocidades ndo é muita, o ponto, vai ser bastante préximo do
centro. Depois eu, pronto, depois eu fui tentando, foi mais ou menos por
tentativa e erro.

Eu: Sim e na tentativa-erro... o que é que foste ver na tentativa e erro?
Isabel: Eu acho que fui ver o tempo, se eles, ambos andassem a 170 km. O
tempo que eles iriam demorar a chegar ao meio. Entédo, eu sei que vai ser
menos do que isso, porque um dos comboios anda mais rapido que os 170.
Ja nado lembro que valor é.

Eu: Pronto, andava um pouco mais rapido, certo?

Isabel: Sim, portanto o tempo que eles iam demorar a chegar ia ser
ligeiramente mais pequeno do que o tempo que o comboio de A para B
demora a chegar ao meio e pronto. Depois foi por tentativa-erro, foi
reduzindo ai depois.
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Eu: Foste comparar com a distancia total, certo? Entre os dois pontos.
Andaste a comparar com os 459, certo? Para ver um valor mais préximo, o
gue € que andaste a comparar com esse valor?

Isabel: Entdo eu com o tempo, eu peguei e, pronto, fui mandando, digamos
assim, tempos a sorte. E fui ver durante esse tempo, quantos quilémetros é
que cada um dos comboios andava. E depois fui somando essas duas
distancias para ver se me davam a distancia total.

No final da primeira tentativa de resolucdo da questéo 2.1, Isabel resolveu a questéo
2.2. Para isso, recorreu a regra de trés simples com o objetivo de determinar o tempo
que cada comboio demorava a fazer o percurso e, no final, calculou a diferenca entre

os valores obtidos, determinando o tempo que um dos comboios chegou antes do outro:

Isabel: Vou fazer uma regra de trés simples que € 160 km correspondem a
1 hora. Depois a distancia total, que é 459, quanto tempo corresponde? Em
vez de pdr uma hora, vou por 60 minutos, que € mais claro. Deu-me
162 minutos. (...) Para o comboio que anda a 170 km, que é o que vai de A
para B. Entdo agora o de B para A anda 180 km em 60 minutos. Quantos é
gue sao 459? D& 153. Portanto, o que chega primeiro é o que vai de B para
A. E chega 9 minutos antes. (...) Eu subtrai os valores que me deram 162 e
153 e deu-me o tempo.

Eu: Ok e esses valores que tu me disseste que foste subtrair sdo...

Isabel: S&o o tempo cada o comboio demora a chegar ao destino.

Na figura 48, apresento a resolucdo da tarefa 3 realizada pela Isabel.

Seja f(x) = (5 —p?)x — 6,sendop € R.
Para que valor(es) de p a fungdo f é constante?

Explica o teu raciocinio.

Figura 48 — Enunciado (em cima) e resolugao da Isabel (em baixo) da tarefa 3

Isabel comecou por explicar o que € uma funcao constante e, de seguida, decidiu igualar

(5 — p?) a zero:

Entéo, eu sei que uma funcdo constante é quando f(x) corresponde a um
namero sem qualquer incognita, ou seja, ou f(x) igual a 1, 2, 3, 4, —1,
pronto. Entdo, eu sei que para isso acontecer o valor que vem antes de x
tem de ser igual a zero, que é para o x anular, digamos assim, desaparecer.
Entdo eu sei que 5 — p? tem de ser igual a zero.
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Fazendo os calculos, Isabel chegou a conclus&o de que “p é mais ou menos v/5”, e disse

qual seria a fungao constante: “E f(x) igual a menos seis’.

A justificacao das respostas da Isabel a tarefa 4 (figura 49) foi dada oralmente. Mas, ao
contrério dos seus colegas, Isabel ndo entregou nenhum registo escrito da sua
resolucéo a esta tarefa.

O grafico representado a seguir relaciona a distdncia percorrida {em km) com o tempo (em
minutos) gasto por um comboio entre duas localidades.

18

d (km)

=3

0 2 4 & & 0 12 14 16 18 2 22 2 % ¢ 30 32 3 3%
t {min)

A que distancia se encontram as localidades?
Quanto tempo demorou o comboio desde a estacdo de partida até & estacdo do destino?
Quantos guildmetros tinha percorride o comboio ao fim de 10 minutos?

Ll L

O comboio deslocou-se sempre 3 mesma velocidade?

Em que intervalo de tempo, se deslocou mais rapidamente?

5. Sabemos que o comboio parou em todas as estagoes e apeadeiros. Quantas estagtes e
quantos apeadeiros te parecem existir entre a estagio de partida e a do destino? Justifica
a tua resposta.

6. Considera que existe um comboio B que partiu 13 minutos apos o A e que fez exatamente

O MEesmo percurso com os mesmos tempos. Quantos km tinha percorrido o comboio B

quando o A chegou ao destino?

Figura 49 — Enunciado da tarefa 4

Para responder a questao 1, Isabel foi ver a ordenada do ultimo ponto da fungao: “Entao
eu acho que é... Nado consigo perceber muito bem qual é o valor, mas acho que é
ordenada do pontinho, do ultimo, daquele, do extremo da fungéo. (...) 14 km acho eu
nao da... sim, acho que sim”. Para a questao 2, utilizou o mesmo raciocinio, mas, desta
vez, viu a abcissa do mesmo ponto: “Entéo, ai era com mesmo ponto, mas é a abcissa

desse ponto, que eu acho que é 20, ou por ai 20... 20 minutos”.
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Na questéo 3, a Isabel procurou a ordenada do ponto de abcissa 10. Para determinar
esse valor, imaginou uma reta vertical, x = 10, e viu onde esta intersetava o grafico
inicial:
Ok, entdo. Eu vi, desenhei como se fosse uma reta. Uma reta de equacgéo
x = 10 e depois vi onde é que essa reta intersetava o grafico que dava. E
depois com esse ponto, fui ver qual era o valor [que] correspondia do y (...)
E acho que é 8.
Apesar de referir que desenhou a reta, esta ndo chegou a ser representada, ou seja, foi
apenas imaginada. Na questéo 4, respondeu logo que a velocidade do comboio ndo era
sempre a mesma e, para justificar isso, recorreu ao facto de saber que a velocidade do
comboio era o declive dos segmentos de reta em cada intervalo de tempo, tal como se
vé na transcri¢cdo abaixo:
Entdo, eu basta olhar para o grafico e vé-se logo que ndo se desloca a
mesma velocidade, porque ha intervalos.... As retas pequenas, as
semirretas que nds conseguimos encontrar tém inclinacdes diferentes, ou
seja, a velocidade, isso corresponde a velocidade, que vai variando, porque
a velocidade é a distancia sobre o intervalo de tempo. Entéo, pronto, como
o declive, neste caso das pequenas retas semirretas, era y sobre x, que € a
distancia sobre o tempo, pronto, eu tenho a certeza que isso iria dar a
grandeza da velocidade. Portanto, eu sei que ndo se desloca a mesma
velocidade.
Seguidamente, indicou o intervalo em que o comboio se deslocou mais depressa,
justificando com a inclinagdo do segmento de reta, vista intuitivamente a partir da
representagao grafica: “Entdo, o intervalo de tempo em que se deslocou mais rapido é

0 que tem maior inclinagédo. Portanto, eu acho que € dos 18 aos 20”.

Para responder a questdo 5, a Isabel explicou o que acontecia a funcdo quando o
comboio estava parado: “Entdo, eu sei que sempre que o comboio para, o tempo
continua, mas a distancia ndo, porque ele esta parado. E, portanto, sdo todos os
intervalos em que a fungao é constante”. Assim, concluiu imediatamente que seriam trés
paragens e, ap0s ser questionada por mim, referiu quando é que aconteciam as
paragens: “A parte grafica corresponde, ao intervalo entre os 3 e 0s 4 minutos, depois

dos 8 aos 10 e dos 16 aos 18”.

Por fim, na Ultima questéo, a Isabel, apds a leitura do enunciado, afirmou que os graficos
das fungbes que representam os comboios A e B sdo iguais, concluindo imediatamente
gue tinha de descobrir a ordenada do ponto do grafico que tinha abcissa 7, como se

pode ver no excerto seguinte:

113



FCUP | 114

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

Entdo, eu sei que o comboio, o primeiro, o que esta ai representado, o que
partiu antes, o A pronto. O A demorou 20 minutos a chegar ao destino. E
também sei que o B partiu s6 aos 13 minutos depois. Portanto, € como se o0
comboio B s6 tivesse andado 7 minutos, que é que € o tempo, a diferenca
entre o 20, o que o A demorou, e 0s 13 que ele teve de esperar para sair.
Entdo agora, como eu sei que eles andam a mesma velocidade, porque dizia
l& que, pronto, € como se gréafico fosse 0 mesmo para os dois. Entédo, agora
vou ver qual é a ordenada para abcissa 7, que é o tempo que ele na teoria
andou, digamos assim.

Apbs eu questionar o significado da abcissa ser 7, que correspondia a 7 minutos, a
Isabel explicou o seu raciocinio através do raciocinio l6gico, mas apoiando-se no gréafico

para referir que o percurso de ambos os comboios ao longo do tempo correspondia a

sua representacao no gréfico original:

Eu sei que o comboio A demorou 20 minutos a chegar ao destino. E também
sei que o0 B s6 comecou a andar 13 minutos depois do A ter saido. (...) Foi
como se o B tivesse comecado... exato sé comecgou 13 minutos mais tarde.
Portanto, (...) vamos imaginar que o A tinha comecgado ja nos 13, ele até
chegar, entdo ao final, demorava sé 7 minutos. Portanto, como o B saiu 13
mais tarde, quando o A chegou a estagéo, o B s6 tinha andado 7. Porque
eles cumprem as mesmas velocidades. Ponto este grafico, digamos assim.

Pode-se ver que a Isabel considerou que o grafico que corresponde ao comboio B tem

0 mesmo comportamento que o de A. Como o comboio partiu 13 minutos mais tarde, o

gréfico comeca em (13,0).

Para dar a resposta ao problema, a Isabel verificou no gréafico a ordenada do ponto cuja
abcissa era 7, chegando a conclusao de que esta era 6, e verificando o seu resultado

com a estratégia da reta vertical que tinha referido anteriormente.

Isabel: Eu fiz igual ao anterior. Imaginei que estava a desenhar uma reta
com equacgédo x = 7. E depois vi onde € que essa reta intersetava 0 nosso
gréfico, digamos assim, o que estava desenhado e acho que € nesse ponto
(7,6).

Eu: Achas que €é (7, 6) ali. Entdo os quilbmetros sao?

Isabel: S&0 6, ele tinha andado 6 km.

ApOs resolver as quatro tarefas, a Isabel respondeu a algumas questdes relacionadas

com as suas preferéncias visuais no tema das funcbes e com o uso que fazia da
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tecnologia nesse tema. No IPM, a Isabel tinha obtido uma pontuacédo de 25, o que

sugeria ter uma preferéncia visual.

Das tarefas apresentadas, Isabel manifestou que a mais interessante tinha sido a
segunda, que resolveu pelo método de tentativa-erro, utilizando tanto estratégias
visuais, como ndo visuais. A preferéncia de Isabel baseava-se no desafio cognitivo que
sentiu: “porque mete o cérebro a funcionar”. A menos interessante tinha sido a terceira,
“porque é muito simples (...) & basicamente direta, ndo preciso de raciocinar muito para

chegar ao resultado”, tendo sido resolvida por um método nao visual.

Quanto as preferéncias na representacdo de fungbes, revelou que prefere

representagdes algébricas, pois revela um grande gosto pela resolucdo de equacgdes:

Eu: Ok, entdo quanto trabalho as com funcdes, tu costumas a representa
trabalhar mais com representacbes graficas ou com expressdes
matematicas. Do que é que gostas mais nesse sentido?

Isabel: Eu gosto imenso de trabalhar com equacbes, portanto. (...) Eu
costumo preferir quando é funcdes, eu prefiro ir para as expressdes da
fungc&o e mexer com 0s numeros do que ver propriamente o gréfico.

Eu: Ok preferes mais fazer manipula¢des ali com os numeros, € isso?
Mexer, pronto, mais resolver a parte das equacoes.

Isabel: Sim, € isso.

Quando trabalha em transformacdes gréaficas sem a calculadora, Isabel costuma pensar

em pontos chave, por exemplo, nos extremos:

Normalmente, eu vou por pontos, acho que é mais facil para.... Foi como eu
fiz no primeiro exercicio, determino alguns pontos que, por exemplo, que
Sa0 0s extremos, uma semirreta que eu consiga dividir a funcéo toda, e
depois vou mexendo com eles, que é mais, acho que é mais facil.

Quando foi questionada sobre as preferéncias no trabalho com transformacdes graficas,
referiu o trabalho com a calculadora grafica relativamente a exploracéo das diferentes

transformacgoes:

Eu: Nas transformacg@es gréaficas, como é que costumas trabalhar? Gostas
de fazer, gostas de imaginar, desenhar num papel, trabalhar com a maquina,
com GeoGebra? Como € que preferes?

Isabel: Normalmente, eu insiro na calculadora e depois vou mexendo com
o original. Vou acrescentando, por exemplo, vou adicionando 1 ou
multiplicando por 2 e vou vendo como € que ela mexe.

Eu: Ok nas transformacdes, gostas mais de trabalhar com a calculadora, é
iSS0?

Isabel: Na calculadora, sim.

Eu: Ok, ver as diferentes transformacdes.

Isabel: Sim.
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Por fim, apesar de gostar muito de funcbes, o tema matematico preferido da Isabel é
equacgdes, tal como ela revelou no dialogo seguinte:

Eu: Gostas de funcdes?

Isabel: Eu sempre gostei muito. Mas muita gente ndo gosta, nao sei porqué,

mas eu sempre gostei. Mas acho que a parte eu gosto mais da matematica

de toda é mesmo a parte das equacgdes de resolver e assim.

Eu: Gostas mais da parte de resolucdo das equacgdes?

Isabel: Sim, pelos diferentes métodos. Pelo menos acho que é a parte em
que eu tenho mais facilidade, portanto, gosto mais, ndo é?

Cada um dos quatro alunos analisados recorreu quer a métodos visuais, quer a métodos
nao visuais, na resolucdo das tarefas propostas, ndo havendo nenhum aluno a utilizar
exclusivamente um tipo de método. Na representacdo das fungdes, recorreram a duas
abordagens, sendo a mais utilizada a abordagem ponto a ponto, que foi usada por trés
de quatro alunos. Os alunos resolveram as tarefas recorrendo a conhecimentos prévios,
gue conseguiram aplicar nestas situagdes, e ao método tentativa-erro, mostrando a sua
compreensédo da situacdo apresentada. Na primeira questdo da tarefa 2, houve uma

maior variabilidade de métodos utilizados.

No quadro 6, apresento o resultado do IPM e o método de resolucao (visual, ndo visual
ou misto) utilizado por cada um dos quatro alunos na resolugdo das tarefas da
entrevista. E possivel observar que a tarefa 1, que era mais provavel ser resolvida
recorrendo a métodos visuais, foi resolvida dessa forma por todos os alunos. A primeira
guestao da tarefa 2, que podia ser resolvida recorrendo a qualquer método, foi resolvida
com varios métodos, pois 0s alunos ndo sabiam como iriam resolver e tentaram de
varias formas, no entanto apenas dois dos alunos concluiram a resolucdo. A segunda
questao da tarefa 2 foi resolvida recorrendo ao método néo visual por todos os alunos.
A tarefa 3, que era mais provavel ser resolvida com métodos néo visuais, foi resolvida
recorrendo a métodos ndo visuais por todos os alunos. Por fim, a tarefa 4 foi resolvida
maioritariamente com meétodos visuais havendo, no entanto, alguns métodos mistos. Na
tarefa 4, os métodos mistos foram utilizados quer pelos alunos visuais, quer pelos ndo

visuais, mas em questdes diferentes.
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Quadro 6 — Resultado do IPM e método utilizado pelos quatro alunos na resolucéo das tarefas da entrevista

Nome Mariana André Diogo Isabel
IPM Nao visual Visual Nao visual Visual
Tarefa | Questao Métodos utilizados nas tarefas da entrevista
1 1 Visual Visual Visual Visual
1 1.° Visual 1.° Visual . .
2.°Nao visual | 2.° Ndo visual 1.° M'Sto 1° Naq visual
oy 0 ME e 2.° Visual 2.° Visual
2 3.2 Visual 3.2 N&o visual 3.9 N&o visual 3.0 Misto
4.° Nao visual 4.° Visual ) '
2 Nao visual Nao visual Nao visual Nao visual
3 1 Nao visual Nao visual Nao visual Nao visual
1 Visual Visual Visual Visual
2 Visual Visual Visual Visual
4 3 Visual Visual Visual Visual
4 Visual Visual Misto Misto
5 Visual Visual Visual Visual
6 Misto Misto Visual Visual
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Este estudo realizou-se no ambito da Unidade Curricular de Iniciacdo a Pratica
Profissional, incluindo a Pratica de Ensino Supervisionada integrada no Mestrado em
Ensino de Matematica no 3.° Ciclo do Ensino Basico e no Secundario que decorreu no
ano letivo de 2020/2021, numa turma de 10.° ano de escolaridade na disciplina de
Matematica A. A turma era constituida por 26 alunos com alunos de nivel bom e muito
bom, no entanto, havia trés alunos de nivel inferior, que ndo foram considerados para

este estudo por serem de populacao vulneravel ou por se assemelharem a ela.

O estudo teve como objetivo conhecer as preferéncias visuais dos alunos de uma turma
de 10.° ano de escolaridade e compreender como recorrem a imagens visuais na
resolucao de tarefas diversificadas envolvendo fungdes. Para atingir este objetivo, foram
elaboradas duas questdes de investigacdo: (1) Quais sdo as preferéncias visuais dos
alunos? e (2) Como recorrem a imagens visuais na resolucdo de tarefas diversificadas

envolvendo fun¢cbes?

Este estudo teve duas partes, e cada uma permitiu responder a uma questdo de
investigacdo. Deste modo, primeiramente, foram analisadas as preferéncias visuais dos
alunos, recorrendo ao IPM. Este instrumento € constituido por dois testes com
problemas, e dois questionarios, em que os alunos deveriam selecionar a estratégia que
utilizaram para resolver os problemas. Os alunos responderam aos testes durante as
duas primeiras aulas do ensino a distancia e terminaram de o fazer em casa, e 0s

questionarios foram respondidos em casa.

Para responder a segunda questdo de investigacdo, foram realizadas entrevistas a
guatro alunos selecionados em que os alunos tiveram de resolver tarefas, que podiam
ser resolvidas recorrendo a fungfes. As tarefas tinham diferentes tipos de enunciados,
visuais e ndo visuais, e diferentes graus de dificuldade. Tinham também diferentes
probabilidades de serem resolvidas com métodos visuais ou ndo visuais. Havia,
também, tarefas que podiam ser respondidas recorrendo a qualquer um dos métodos,

ndo havendo uma tendéncia para uma certa abordagem.

Ambas as fases do estudo enquadram-se huma abordagem qualitativa e interpretativa

de investigacao. Este estudo pode considerar-se um ensaio para um estudo de caso.
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A minha intervencéo pedagdgica foi no tema das fungdes. A minha primeira aula nesse
tema foi sobre 0 uso das calculadoras gréaficas. As aulas seguintes incidiram sobre as
transformac@es graficas, que é um tema que pode ser abordado quer de forma visual,
quer de forma nao visual, no 10.° ano. Também escolhi este tema com o intuito dos
alunos poderem utilizar a calculadora grafica, que € uma ferramenta tecnolégica que
ajuda na visualizagdo das funcbes. Esta ferramenta tecnolégica permite o

estabelecimento de conexdes entre representacdes graficas e algébricas e vice-versa.

As aulas apoiaram-se em duas fichas, a primeira era um guido para a calculadora gréfica
que permitia que os alunos, posteriormente, explorassem a calculadora
autonomamente. As seguintes apoiaram-se numa ficha, dividida em quatro partes,

sobre as transformacdes gréficas.

Apo6s a andlise do IPM, foi criada a grelha em Excel (Anexo 17), na qual foram registadas
as pontuacgOes atribuidas aos 23 alunos da amostra, tendo em conta os critérios
utilizados por Presmeg (Anexo 18) e a alteracdes acrescentadas por mim, no que se

refere a pontuacao atribuida as tabelas, que classifiquei com 2 pontos.

Nessa grelha é possivel verificar que na amostra de 23 alunos, a pontuagdo minima foi
de 10 pontos e a maxima foi de 26, sendo a mediana da amostra 16.5. Dos alunos da
amostra, 11 estdo acima da mediana, sendo visuais, e 12 estdo abaixo dela, sendo

considerados nao visuais.

Houve uma grande diversidade de estratégias na resolucdo dos problemas que
aconteceu com todos os alunos da turma. Houve sempre pelo menos uma questdo em
que os alunos recorreram a um método visual e pelo menos uma em que recorreram a
um meétodo ndo visual. Houve uma tendéncia para o uso de meétodos visuais na
resolucdo de problemas com situacdes de movimento, imagens cinestésicas. Para 0s
contextos que envolviam situa¢des de proporgdo, ndo se verificou nenhuma tendéncia

para resolver com um certo método (visual ou nao visual).
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Os diagramas foram a representacdo visual mais utilizada pelos alunos no IPM. Esta
estrutura, tal como referido por Diezmann e English (2001), serviu maioritariamente para
representar os problemas de uma forma que permita percebé-los melhor e estabelecer
a base para sua solugédo. Por esse motivo, muitos alunos representavam primeiro o
problema em forma de diagrama e, posteriormente, resolviam-no recorrendo a um
método visual ou ndo visual. Os problemas que comecaram por ser resolvidos com um
método visual e que tinham uma grande componente visual foram considerados visuais.
Os problemas que tinham uma grande componente visual e ndo visual foram

considerados mistos.

A imaginacao foi uma representacdo visual também muito utilizada na resolugéo dos
problemas. As pontuacgfes da grelha Excel (Anexo 17) que estdo assinaladas a azul
correspondem a situagfes em que os alunos recorreram a imaginacdo. Podemos
observar que o problema B-1 (figura 50) foi resolvido pela maioria dos alunos recorrendo
a imaginagéo, e 0 mesmo aconteceu com trés dos quatro alunos caso. Considero que
a situacdo apresentada no problema seja facil de imaginar. No entanto, houve alunos
gue nao recorreram a imaginagcao em nenhum dos problemas do IPM, ou ndo houve

indicios disso nas respostas ao questionario.

B-1. Uma pista de atletismo esta dividida em trés seccdes de comprimentos diferentes.
O comprimento total da pista é de 450m. A primeira e a segunda secc¢des juntas tém
de comprimento 350m. A segunda e a terceira secgdes juntas tém de comprimento

250m. Qual é o comprimento de cada seccdo?

Figura 50 — Problema B-1 do IPM

A representacdo ndo visual mais utilizada foi com recurso a linguagem algébrica,
presente principalmente nas regras de trés simples ou quando os alunos equacionavam

0 problema, resolvendo posteriormente uma equagéo ou sistema de equacgoes.

Outra representacdo ndo visual utilizada foi a linguagem aritmética, usada
principalmente para investigar casos especificos, o que vai ao encontro do que disseram
Friedlander e Tabach (2001).

Com os resultados do IPM foi possivel concluir que os alunos desta turma recorrem a
estratégias muito diferentes na resolucdo de problemas, sendo que 11 alunos estao

acima da mediana (visuais) e 12 estdo abaixo (nédo visual).
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A partir dos resultados do IPM, foram selecionados quatro alunos caso: dois visuais e
dois ndo visuais; com diferentes desempenhos nas aulas: dois alunos de nivel bom e

dois alunos de nivel muito bom.

Nas entrevistas realizadas a esses quatro alunos, foram propostas tarefas que podiam
ser resolvidas com fun¢des, mas nem todos os alunos resolveram dessa forma. Apesar
disso, pode-se ver a estratégia visual, mista ou ndo visual utilizada por cada um em

cada tarefa, no quadro 6.

Como foi referido, na tarefa 1, cuja estratégia mais provavel era visual, os quatro alunos
resolveram de forma visual. Na tarefa 3, cuja estratégia mais provavel era a ndo visual,
0s quatro alunos resolveram também com um método nédo visual. Desta forma os alunos
mostraram que podem trabalhar com ambas as abordagens quando as tarefas tém uma

certa restricdo de método a utilizar.

Na tarefa 1, a probabilidade de abordar a questdo de forma visual era elevada, mas o
principal objetivo era ver a abordagem utilizada pelos alunos na representacao e a forma
como eles explicavam as estratégias utilizadas. Nesta tarefa, trés de quatro alunos
representaram a funcéo recorrendo a abordagem ponto a ponto: escolhendo pontos
chave da fung&o inicial, como os limites do dominio e os extremos da fungéo,
posteriormente, aplicaram as transformacdes identificadas nesses pontos e ligaram os
pontos obtendo a representagdo da fungédo g. No entanto, no final da entrevista, uma
aluna, que utilizou a abordagem referia, disse que antes de representar a funcéo g
recorrendo a pontos chave, imaginou a funcéo final na sua cabeca, mostrando que ja
sabia como esta iria ficar. A aluna referiu também que os pontos que representou foram
necessarios para fazer a representacdo no tablet. Ao dizer que tinha imaginado a
transformacao da funcao, a aluna d& a entender que utilizou uma abordagem diferente
da dos colegas que considero que seja a abordagem de extenséo do tracado efetuado,
pois a aluna tem a nocdo do comportamento da funcdo e da transformacdo que

acontece a fungdo, mas essa nogéo é mental.

Considero que o aluno que nao recorreu a abordagem ponto a ponto para representar

a funcéo utilizou a abordagem de interpretacdo global de propriedades figurais, tendo
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demonstrado um bom conhecimento do comportamento da funcdo transformada,

conseguindo compara-lo com o da funcéo inicial.

A tarefa 2 podia ser resolvida tanto com um método visual como néo visual, e com o
recurso a fungdes ou ndo. Nem todos os alunos recorreram a funcdes nesta tarefa.
Nesta tarefa, apenas dois alunos conseguiram responder a primeira questdo. Para o
fazer, recorreram a varias estratégias sendo que as que se destacaram foram as
seguintes: um recorreu a transformacodes graficas de fun¢des (abordagem visual) e o

outro a tentativa-erro (abordagem mista).

7

A aluna que recorreu a tentativa-erro € visual, pelo IPM, e, apesar de ter feito a
tentativa-erro com célculos, durante a tentativa-erro, a aluna demonstrou que estava a
imaginar os comboios a aproximarem-se um do outro. Isto corresponde a uma
representacdo ativa referida por Bruner (1999). Ela inicialmente quis representar a
situacdo, mas devido a numeros elevados, que apareciam na situacdo problematica,

nao o fez.

O aluno que recorreu as transformacdes graficas é ndo visual, pelo IPM. Inicialmente
tinha tentado uma estratégia nao visual com calculos, mas com essa nao conseguiu
concluir nada. Com as transformacdes graficas, o aluno demonstrou facilidade ao fazer
tratamentos e conversodes, que, segundo Duval (2006), séo transformagdes em que 0s

alunos devem ser fluentes.

Os dois alunos que ndo resolveram o problema, um era visual e o outro ndo visual pelo
IPM, recorreram a métodos visuais e nao visuais, pois ambos representaram a situacao
com um diagrama e fizeram alguns calculos. Com esta tarefa, pode se ver que néo foi
relevante se o aluno era visual ou ndo, pois todos utilizaram quer métodos visuais quer

métodos ndo visuais.

A tarefa 3 foi resolvida por todos os alunos de forma ndo visual, 0 que era 0 mais
provavel. Todos os alunos equacionaram o problema de forma semelhante, mas a
justificacdo utilizada para equacionar dessa forma era um pouco diferente, mas todas
nao visuais. Quer 0s alunos visuais quer 0s ndo visuais nao apresentaram dificuldades

relevantes ao trabalhar com métodos nao visuais.

Na tarefa 4, os alunos deveriam interpretar a representacdo grafica e todos os alunos
mostraram se capazes de o fazer, apesar de haver alguns erros na leitura das

coordenadas dos pontos. Esses erros deveram-se essencialmente ao facto a entrevista

122



FCUP

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

ter sido através da plataforma de videoconferéncia Zoom e os alunos estarem a ver o
enunciado nos monitores dos computadores, por exemplo, o enunciado da tarefa 4 ndo
cabia no monitor e, por isso, este teve de ser sempre movido para se ver a
representagdo gréfica e as questées. Todos os alunos interpretaram bem as primeiras
5 questdes que consistiam em interpretar a informacao dos graficos. A Ultima questédo
podia ser resolvida com recurso a transformacdes gréficas, mas apenas dois alunos
detetaram a transformacdo grafica indiretamente, mas nao a utilizaram para resolver o
problema. Um dos alunos teve dificuldades em interpretar a situagédo problematica que
pode ser o motivo pelo qual ndo viu a transformacao grafica. Outro aluno baseou-se na
sua memoria visual para referir que o segmento de reta que estava a ver tinha declive
1, tendo um pensamento aproximado e nédo sendo rigoroso. Nesta tarefa alguns alunos
interligaram a situacéo problematica com o que sabiam da disciplina de fisica. A maioria

dos alunos recorreu a métodos visuais para a sua resolucdo e a raciocinio logico.

Relativamente ao recurso a tecnologia durante a resolucao das tarefas, apenas um dos
alunos utilizou a calculadora gréafica para representar fungbes na questdo 2, que,
segundo Doerr e Zangor (2000), corresponde ao uso da calculadora como ferramenta
de visualizacdo, pois o aluno ao resolver o problema, procurou fun¢des simbdlicas na

calculadora e resolveu equagdes na calculadora para responder ao problema.

Todos os alunos, durante a entrevista utilizaram a calculadora para fazer céalculos, ou
seja, como ferramenta computacional. No final da entrevista, um aluno visual e um ndo
visual, pelo IPM, referiram que costumam utilizar a calculadora grafica para confirmar
0s resultados e conjeturas, por exemplo, quando fazem transformagfes graficas,
utilizando-a como ferramenta de verificacdo. Um aluno visual, pelo IPM, referiu que
costuma utilizar a calculadora gréafica para explorar transformagfes gréaficas, ou seja,
como ferramenta de recolha e analise de dados, pois utiliza a calculadora para encontrar

padrdes e como uma ferramenta de visualizagdo, pois recorre a calculadora para

interpretar dados.

Nesta turma, a maioria dos alunos tem uma compreensao relacional, por exemplo a
Mariana, durante a entrevista foi referindo que gosta de saber o porqué das coisas. Mas
também existem alunos que tém uma compreensao instrumental, que vem ja do ensino
basico. A primeira vista, 0 André pareceu ter uma compreensio instrumental, mas o
facto de ter conseguido interligar matérias, facto do qual o proprio se orgulha, refere que
durante este ano letivo, ele foi evoluindo no seu tipo de compreensdo para uma

compreenséo relacional, fruto talvez de um ensino mais focado no relacional e pelas
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caracteristicas da turma, mas mesmo assim, durante a entrevista, demonstrou algum
conhecimento baseado em memaorizagéo, tentando aplica-lo a novas situa¢@es fazendo

analogias.

Quadro 7 — Preferéncias dos alunos no IPM e na representacéo das func@es

Nome Mariana André Diogo Isabel

IPM N&o visual Visual N&o visual Visual

Repr. de | Representacdo | Representacdo | Representacdo | Representacdo
funcdes | gréfica grafica algébrica algébrica

No quadro 7 é possivel observar o resultado do IPM e a representagdo no tema das
fungbes que os alunos preferem. Os resultados do IPM do André e do Diogo védo ao
encontro do que eles referem que preferem no tema das funcdes, apesar de terem
preferéncias diferentes entre si. No entanto, os resultados do IPM da Mariana e da Isabel
ndo vao ao encontro do que elas preferem neste tema, sendo as suas preferéncias
diferentes entre si. Este facto pode estar relacionado com uma preferéncia diferente das
alunas em diferentes temas, tipos de tarefas e situacdes. Por isso, posso concluir que a
preferéncia dos alunos na resolucéo dos problemas do IPM néo se revelou totalmente

determinante na preferéncia no tema das fungoes.

Este ano foi muito desafiante quer na intervencado pedagdgica, quer no estudo que
realizei, pois foi a minha primeira experiéncia. Devido & pandemia toda a intervengéo e
recolha de dados foi a distancia através das plataformas de videoconferéncia Google
Meet e Zoom, e por isso, isto foi, também, a minha primeira experiéncia de ensino a
distéancia como professora. O facto de ser em regime a distancia dificultou um pouco a
comunicagdo com os alunos. Por exemplo, os dados recolhidos pelo IPM foram a partir
de producdes realizadas pelos alunos em casa, que foram entregues a minha
orientadora e s apds isso, tive acesso as mesmas. Dificultou também nas entrevistas,
pois como referi, houve erros que considero que possam estar relacionados com o facto
de ter sido online, por exemplo, as dificuldades na leitura das coordenadas de pontos
do gréfico da tarefa 4. Outra desvantagem foi que né&o tive acesso direto as producdes

dos alunos das entrevistas, o que fez com que um dos alunos enviasse uma producao

124



FCUP

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo
funcdes

escrita diferente da que fez durante a entrevista, que néo ia ao encontro ao que foi dito

na audio-gravacao.

Este trabalho foi muito desafiante, pois tive de analisar as resolu¢des dos problemas de
muitos alunos baseando-me na literatura. Todos os dados do IPM vém da minha
interpretacdo das resolucdes dos alunos o que pode ndo ser a forma como os alunos
pensaram, pois, muitas vezes, ndo é possivel reconstruir por completo o pensamento
do aluno. Apé6s a andlise do IPM, vi que os alunos da amostra resolveram a tarefa
recorrendo a estratégias muito diferentes. Considero que isto pode estar relacionado
com o tipo de pensamento que cada aluno tem, e com o facto de virem para o secundario
de turmas e escolas diferentes, pois os professores dos anos anteriores podiam ter

influenciado o pensamento na resolugéo de certos problemas.

Aprendi que nem tudo o que o aluno escreve na resolucéo revela a forma como pensou,
por exemplo, no IPM houve muitos alunos que imaginavam as situagfes, mas nao as
representavam no papel, e isso foi detetado através dos questionarios. Outro exemplo
aconteceu na entrevista, na tarefa 4, onde os alunos caso apenas apresentaram a
resposta final, ndo sendo percetivel nela a forma como pensaram, ou na tarefa 1, onde
na maioria das resolucées nao € possivel perceber que abordagem os alunos utilizaram
para representar a transformacéo gréfica. Por isso, a verbalizacdo do pensamento dos
alunos foi importante para se perceber as estratégias e métodos utilizados na resolugéo

das tarefas.

Considero que, para uma investigacdo futura, o IPM possa ser realizado
presencialmente, em pequenas amostras, e que 0s alunos verbalizem o seu
pensamento durante a resolucdo dos problemas. Para esse caso aconselho que
primeiro seja realizada a parte A (teste e questionario) e depois a parte B (teste e

questionario). Desta forma, sera possivel entender melhor o pensamento dos alunos.

Em futuras investigacdes, um aspeto que pode ser analisado é a influéncia da
dificuldade da tarefa na escolha do método utilizado pelos alunos para a sua resolucéo.
Pois, na tarefa 2, que considero mais exigente cognitivamente, os alunos utilizaram

diferentes métodos para resolvé-la.

Neste ano de estagio, comecei e entender melhor o que é ser professor. O facto de
poder experienciar a profissdo fez com que percebesse como é ser professor e que

ainda tenho muito para aprender, pois aprender a ser professor leva o seu tempo. Este
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estagio, fez com que sentisse parcialmente o que € ser professor e acredito que essa

percegdo vai se alterando ao longo do tempo.

Considero que ao longo deste trabalho, fui evoluindo e, apds ter experienciado a
lecionacéo das aulas, a realizagcdo das entrevistas e a sua analise, considero que podia
ter feito melhor. Apés ter planeado a intervencdo pedagdgica e ja quando estava a
lecionar, apercebi-me que a ficha criada tornou-se repetitiva, e por isso, tentei alterar a
forma de lecionar as aulas. Outra dificuldade que tive nessa intervencao pedagogica foi
gerir o tempo, que também fez com que a ficha se tornasse repetitiva. Mas considero
que poderia ter feito melhor, mesmo em regime de ensino a distancia. Tal como sugeri
anteriormente, podiam ter sido criados grupos para diferentes transformagdes gréaficas.
A partir da ficha 18, os alunos analisavam o que acontecia as fungdes com as
transformacgdes gréaficas e, no final, apresentavam as suas conclusdes a turma. Com
isso, os alunos irdo apresentar e explicar as suas descobertas, promovendo a

comunicacgao e a discussao matematica.

Durante a analise das entrevistas, apercebi-me que podia ter feito as questdes das
entrevistas de uma forma diferente ou até ter acrescentado algumas para perceber
melhor o pensamento dos alunos. Mas néo o fiz, dada a minha inexperiéncia com este

tipo de atividade.

Deste modo, posso concluir que, através deste estudo, pude perceber melhor algumas
estratégias utilizadas pelos alunos e o processo de pensamento que 0s levou a pensar
de certa forma. Percebi também que o pensamento dos alunos e 0 método que eles
utilizam na resolucdo das tarefas pode ser influenciado por diversos fatores, por

exemplo as estratégias utilizadas pelo professor nos anos anteriores e atuais.
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Guido Rapido para a Utilizagao da Calculadora Grafica TI-Nspire na
representacao de Fungoes

1. Representar graficamente uma funcéo

Considera a fungao f definida por:
fx)=x3+x2—-4x-4

Representa-a graficamente, com recurso a calculadora.

Texas Tl-nspire
Pressiona a tecla ON e escolhe a opgdo adicionar Graficos.

De seguida, digita a expressio analitica de f na janela f1(x) =

(m) *Néo guardado -

r’]‘,\')=\‘ 34\':-4\'-4 =

10 1 10

@@Q...

\dicionar Grafices a N } - 67

Pressiona a tecla MENU e escolhe as opgoes Janela/Zoom e 1:Definicoes de janela, onde
poderds escolher os valores minimo e maximo de cada uma das variaveis:

\ i
al2: Ver 22!2: Zoom - Caixa ‘ X Min: [ad ]
s 3: Introducdoll ® 3: Zoom - Ampliar :
- X Max l]()
**4- JanelalZool © 4: Zoom - Reduzir \
S: Tragar P S: Zoom - Standard S IAmomm{o :]
\ ' L
6: Analisar 9rd) , 6: Zoom - Quadrante 1 ‘ ¥ Min: [ 6 6666666666667 L)
- '£7: Zoom - Personalizado O | v Max [¢ eceeccecenes? -
«58; Geometria |24 g: 7 -Tri
|~ Zoom - Trig | Escalay IAutomatlco j -4
11 9: Definigdes.| 54 9: Zoom - Dados .
o —
£\ A: Zoom - Ajustar Ok [ |Cancelar
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Pressiona OK e voltards a janela onde tens a expressao analitica da fungio.

Pressiona ENTER e obterds a representacao grafica da fungio:

667 %y
k
Fi'
ho 1 I """" 1
ﬂ(\')-.\'"’ﬂ"z-i x-4
667

2. Determinar valores aproximados dos zeros de uma fungéo

Considera a fungio f definida por:

f)=x*+x>-4x-4

Determina os seus zeros, com recurso a calculadora.

Texas Tl-nspire

De acordo com as instrugoes anteriores, representa graficamente f.

Pressiona a tecla MENU e escolhe as opgoes 6:Analisar grafico e 1:Zero:

o

o)

67 ¢

fl (r)-x3 ﬂ'l -4 x=4

| R 1: Agbes
52 Ver

TX 4; Janela/Zoom

« 8: Geometria
i1l 9: Definigdes. ..

»
b

£ 3! IntrodugEo/Edico de gréficos »

-

7% 2: Minimo

& 3: Maximo
2 4: Intersegdo
(5. 5: dy/dx

b 6: Integral

]-667

¥ 7: Area limitada

© 8: Analisar conicas »
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Coloca o cursor a esquerda do zero que pretendes determinar e clica.

Coloca o cursor a direita do zero que pretendes determinar e clica.

3
667 4 vy

667

\Jﬂ (x)=x Saxl-g x-4

1 rio

]

.
.
E

%

B
.
.
.
-
.
-
.
.
.
.
.

ssasscN)lsssssnss
} .3~

léoa e
o
~

l(,\‘)-x"’ﬂ‘z-4 x-4

Repete o processo para determinar cada um dos outros zeros.

6 67

l(,\')-x"' #x?‘—-t' x—4

Os zeros de fsao: -2, -1 e 2

1.1. Representa, com recurso a calculadora, os graficos das fungdes definidas por:

a) f(x) =x*—x3—1

b)g(x) =vx—2

c)h(x) =—

1
x+1

d)i(x) = —x3 +50

1.2. Determina, se existirem, os zeros das fungdes representadas com aproximagao as centésimas
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3. Determinar valores aproximados da intersecéo dos graficos de duas funcbes
Considera a fungio f definida por:
fx)=x3+x2-4x-4

Determina, com aproximagio as centésimas, as coordenadas dos pontos do grifico de f
cuja ordenada é igual a abcissa, com recurso a calculadora.

Texas Tl-nspire

De acordo com as instrugbes anteriores, representa grafiacamente f. Pressiona a tecla TAB
e escreve a expressio analitica da nova fungio na janela f2(x) =:

T + + : l'I ....... 1‘6’ be + ] + bt

fl(,r)-x?‘t\'z-& x-4

-6 67 U

Pressiona a tecla ENTER e, de seguida, pressiona a tecla MENU e escolhe as opgoes
6:Analisar grafico e 4: Intersecao e clica na tecla ENTER:

% 67 \/fl(,\')-x3+.\'2-4 x-4

k 1: Agdes »
154 2: Ver 3
£ 3: Introdug&o/Edigdo de graficos b
1% 4: Janela/Zoom 13

/1, 5: Tragar et

\ ' 6: Analisar gréfico /% 2: Minimo
- gf Tabela (i 3: Méaximo
== P14: Intersecio

5 8: Geometria (5. 5: dy/dx
i1 9: Definiges. .. k. 6: Integral

¥ 7: Area limitada
-6.67/© 8: Analisar cénicas »

Coloca o cursor a esquerda do ponto interse¢io que pretendes determinar e clica.

Coloca o cursor a direita do ponto intersecdo que pretendes determinar e clica.
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\
10 BD%E 0] fro

ok { i}/
& 3 ) ~ %I\ 3. 2
s | 667 pMIb)mx"4x" -4 x-4 fimite superio?] ] % t M1 Gomx ™ 4"~ 4 x-4

Repete o processo para determinar cada
um dos outros pontos de intersecao.

667 %y
£2(x)=x
1 : As coordenadas dos pontos do grifico de f
. ' cuja abcissa é igual a ordenada, com apro-
A o . -
T Ty ’f Yo - 10 Ximacao as centésimas, sao: (-2,39; -2,39),
" \\t ( (-0,77; -0,77) e (2,16; 2,16)
f(-239,-2/29)
; I\ |
! 667 Jr \J‘fl(\')=\'3+\ ‘g x-4

Exercicio 2

Considera a fungdo f definida por f(x) = (x + 1)* — 3

2.1. Determina com recurso a calculadora as coordenadas do(s) ponto(s) do grafico de f cuja ordenada é
5

2.2. Determina com recurso a calculadora as coordenadas do(s) ponto(s) do grafico de f cuja ordenada é
igual ao quadrado da abcissa

(Em ambas as alineas, apresenta as coordenadas do(s) ponto(s) com aproximagao as centésimas)

Exercicio 3

Considera as fungdes f e g definidas por f(x) = x*e g(x) = 2x + 6
O conjunto solugdo da condigdo f(x) < g(x) é um intervalo fechado [a,b]. Recorrendo as

potencialidades da calculadora grafica determina os valores de a e de b, com aproximagdo as centésimas

Exercicio 4

Num viveiro de peixes de dgua doce, prevé-se que, t meses apds o inicio do ano de 2010, o nimero de
trutas do tipo A (em centenas) seja dado pela fungdo A(t) = 0,22t% — 10,2t + 250

4.1.Quantas trutas do tipo A existirdo nesse viveiro no inicio de julho de 2010?
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4.2.No inicio de um certo més do ano de 2010, existiam, nesse viveiro, 20 450 trutas do tipo A. Em que
més é que isso aconteceu?

4.3.Segundo este modelo, qual sera o nimero minimo de trutas do tipo A? Apresente o resultado em
centenas de trutas, arredondado as décimas.

4.4.Sabe-se que, nesse viveiro, o nimero de trutas do tipo B (também em centenas) é dado pela familia
de fungdes do tipo: B(t) = 0,31t% — 14t + 300

Segundo estes modelos matematicos, qual dos dois tipos de trutas atingira um numero inferior a 16 mil
trutas? E quantos meses (arredondado as décimas) antes do outro?

Apresente os graficos visualizados e as coordenadas de pontos relevantes. (arredondados as décimas)
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Guido Rapido para a Utilizacdo da Calculadora Grafica Casio fx-CG 10/20 e TI-84

na representacao de Fungdes

1. Representar graficamente uma funcéo
Considera a funcao f definida por:

fx)=x3+x2-4x-4
Representa-a graficamente, com recurso a calculadora.
Casio ix-CG 10/20

No menu principal escolhe a op¢ao Graph e escreve a expressao analitica da funcao,
pressionando a tecla EXE no final:

MAIN MENU | B EiRiEm]

Ead
Graph Func :V=

YigEx3+x?-4x-4 (—1
Y4: (—]
Y5

Pressiona a tecla SHIFT e simultaneamente V-WINDOW (F3) para poderes escolher uma
janela de visualizacao adequada (valores minimo e maximo de cada uma das variaveis):

eiew Window

max

scale:l

dot 30
‘1

oo

Pressiona a tecla EXE que te fard regressar ao ecra onde digitaste a expressao analitica da
funcao (ecra 2) e carrega em Draw (F6) para obteres a representacio grifica pretendida
na janela escolhida:

8 EfGhIEm)

= X

Texas T1-84 Plus

No editor de fungbes y =
escreve a expressio analftica
de f:

B L L S
BNV 1EX K- a%-am

\Ya=
\Ya=
\Ys=
NYs=
N\Yr=
Y

Pressiona a tecla WINDOW
para escolheres os valores
minimo e mdximo de cada
uma das varidveis:

res=1
aX=,07575757575757
TraceSteer=,15151515151515

Pressiona a tecla GRAPH:
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2. Determinar valores aproximados dos zeros de uma fungéo
Considera a fungio f definida por:
f)=x*+x-4x-4
Determina os seus zeros, com recurso a calculadora.
. Texas T1-84 Plus
Casio fx-CG 10/20 Representa graficamente a fungio:
De acordo com as instruges anteriores, representa graficamente f.
Pressiona a tecla SHIFT e simultaneamente G-SOLV (F5): ‘ }
g o Fad Farm 1) (.} BB fadfmD B /Ay
3 £\ 45 5 ™\ 2% Pressiona as teclas 2ND TRACE
e escolhe a opgio 2:zero:
Com as setas posiciona o
cursor A esquerda do zero que
pretendes determinar e
pressiona ENTER:
~ X
- - ee e B R Rl
mmn:ém‘:\gm BT s
Com as setas posiciona o cursor
2 direita do zero que pretendes
Das opcoes apresentadas, escolhe a primeira: ROOT (F1) determinar e pressiona ENTER:

[EXE]:Show coordinates
=x"(I)+xt-Ax-4 oy

-3 \ J )
Ve_o hr=n _— Pressiona ENTER novamente:

NORMAL fLOMT AUTO REAL RADIAN
CoLe 2ERD 1]
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Carrega para a direita no cursor, uma vez e depois outra, de forma a encontrar os outros
zeros:

—8 [EXE]:Show coordinates [EXE]:Show coordinates
=x () +xi-Ax— =x (3)+xi-Ax—

X ~\ X l
] Bl 3 9
ROOT ROOT { \\/
X==1 =0 X=2 W=0
L_Reg vee
~ Repete o processo para
Os zeros de fsao: -2, -1e2 determinar cada um dos outros

Zeros.

1.1. Representa, com recurso a calculadora, os graficos das fungGes definidas por:

a)f(x)=x*—x3-1 b)gkx)=vx—2 o h(x) = — d)i(x) = —x3 +50

x+1

1.2. Determina, se existirem, os zeros das fun¢des representadas com aproximagao as centésimas

3. Determinar valores aproximados da intersecéo dos gréficos de duas funcbes
Considera a fungio f definida por:

fx)=x+x2-4x-4

Determina, com aproximagio as centésimas, as coordenadas dos pontos do gréfico de f
cuja ordenada é igual a abcissa, com recurso a calculadora.

Casio ix-CG 10/20 Texas T1-84 Plus
i - & N No editor de fungbes y =
De acordo com as instrugbes anteriores, representa graficamente f e também a funcao escreve as expressoes
analfticas das duas fungdes:

com a qual pretendes intersetar o grafico de £, neste caso, y = x:

n

Potl  Met2  Metd
N e e
W\Y 28X

IN\Va=

Pressiona a tecla GRAPH:

Pressiona as teclas 2ND e TRACE
e escolhe a opgdo S:intersect:

T dwrdx
T dx
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Pressiona a tecla SHIFT e simultaneamente G-SOLV (F5).

Das opgoes apresentadas escolhe: INTSECT (F5)

O GBEIEN) &3 | |8 [EXE:Show coordinates

[y Y1=x"(3)+x2-4x-4
Y2=x

[(ROOT)(MAX J( MIN ) (=ICEPTIRTSECT & |

Carrega para a direita no cursor, uma vez e depois outra, de forma a encontrar os restantes
pontos de intersecao:

'8 [EXE):Show coordinates [EXE]:Show coordinates
n=x“(3)¢x'-lx-4
=x

As coordenadas dos pontos do grifico de f cuja abcissa é igual a ordenada, com
aproximacao as centésimas, sao: (-2,39; -2,39), (-0,77; -0,77) e (2,16; 2,16)

Considera a fungdo f definida por f(x) = (x + 1)* — 3

funcdes

Com as setas posiciona o
curson;;)ob um dos gréficos

0 to que pretendes
se?:‘erminaprogprgssioﬁa ENTER:

Com as setas posiciona o cursor
sob o outro grifico, também
determinar, e pressiona ENTER:

L 29%m  veqrpry |
Pressiona novamente ENTER:

Repete 0 processo para
determinar cada um dos
outros pontos de interseciio.

2.1. Determina com recurso a calculadora as coordenadas do(s) ponto(s) do grafico de f cuja ordenada é

5

2.2. Determina com recurso a calculadora as coordenadas do(s) ponto(s) do grafico de f cuja ordenada é

igual ao quadrado da abcissa

(Em ambas as alineas, apresenta as coordenadas do(s) ponto(s) com aproximagao as centésimas)

Considera as fungdes f e g definidas por f(x) = x*e g(x) = 2x + 6

O conjunto solugdo da condigdo f(x) < g(x) é um intervalo fechado [a,b]. Recorrendo as

potencialidades da calculadora grafica determina os valores de a e de b, com aproximagao as centésimas
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Exercicio 4

Num viveiro de peixes de dgua doce, prevé-se que, t meses apds o inicio do ano de 2010, o nimero de
trutas do tipo A (em centenas) seja dado pela funcdo A(t) = 0,22t? — 10,2t + 250

4.1.Quantas trutas do tipo A existirdo nesse viveiro no inicio de julho de 2010?

4.2.No inicio de um certo més do ano de 2010, existiam, nesse viveiro, 20 450 trutas do tipo A. Em que
més é que isso aconteceu?

4.3.Segundo este modelo, qual sera o nimero minimo de trutas do tipo A? Apresente o resultado em
centenas de trutas, arredondado as décimas.

4.4.Sabe-se que, nesse viveiro, o numero de trutas do tipo B (também em centenas) é dado pela familia
de fungdes do tipo: B(t) = 0,31t% — 14t + 300

Segundo estes modelos matematicos, qual dos dois tipos de trutas atingira um numero inferior a 16 mil
trutas? E quantos meses (arredondado as décimas) antes do outro?

Apresente os graficos visualizados e as coordenadas de pontos relevantes. (arredondados as décimas)
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Guido Rapido para a Utilizagao da Calculadora Grafica NumWaorks na
representacao de Fungdes

1. Representar graficamente uma fungao
Considera a fungdo f definida por:
fxX)=x3+x%—4x—4

Representa-a graficamente, com recurso a calculadora.

No menu principal escolhe a opcao Fungdes e, seguidamente, Adicionar uma fungao, escreve a

expressao analitica da funcdo e, por fim, pressiona a tecla EXE:

Fungdes Grafico Tabela Fungdes Grafico Tabela
etiliss o =
X Adicionar uma fungdo f(x) =
Céleulo Fython Adicionar uma fungdo
Estatistica Probabilidades Equagdes Tragar o grafico Exibir os valores X +X -4)(-4'
Fungdes Grafico

. 3 3
f(x) =x +x -4x-4

Adicionar uma fungdo

Tragar o grafico Exibir os valores

Para poderes escolher a janela de visualizacdo (valores minimos e maximos de cada uma das
variaveis), que pelas configuracbes da maquina/por defeito aparece Auto (automatica), no
menu superior, seleciona Grafico e, no menu abaixo, Eixos:

Fikichs ﬂﬁ Funges

Auto Ortonormado Navegar Eixos

3 2
f(x) =x +x -4x-4 10

-4 -3 /2 -N\1/ 3

Adicionar uma fungdo

Tragar o grafico Exibir os valore
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Depois de introduzires os valores, pressiona em Confirmar, para regressares ao grafico da

funcao:
Fung@es Graficc Tabela FungBes Tabela Fungdes
po =LY

Xmi - Xmi =

n 4.5 n 10 Yorox 10
Xmax 3.9 L 10 Ymin -10
Ymin -14 Yovin -10 Ymax 10
Ymax 13 Ymax 10

Confirmar
Confirmar Canfirmar

Aparece uma visualizagdo da mesma fun¢do, mas com um zoom diferente:

Fungdes

Auto Ortonormado Navegar Eixos
8
4
Fa™s
-8 -4 4 ;]

: ®

-8
x=-1 f(x)=0

Determinar valores aproximados dos zeros de uma funcao
Considera a func¢do f definida por:
f(xX)=x3+x%2—4x—4

Determina os seus zeros, com recurso a calculadora.

De acordo com as instrugdes anteriores, representa graficamente f.

Pressiona a tecla OK, seleciona Calcular e Zeros.

Tabela Fungdes Grafico Tabela Fungdes Tabela
Auto Ortonormado Navegar Eixos
B
Calcular Imagem inversa
4
Ir para Méaximo
Fa™
-8 =4 4 8 Derivada Minimo
4
Zeros
-R
x=-1 f(x)=0
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Serd selecionado um dos zeros, para obteres os outros, carrega para a direita no cursor.
Fungdes Grafic Tabela Fung@es Grafico Tabela Funges Grafico Tabela
B B8 8
4 4 4
£\ ™ FaN
-8 -4 4 ] -8 -4 4 8 -8 -4 4 8
x=-2 - f(x)=0 x=-1 ik f(x)=0 x=2 " f(x)=0
Oszerosde fsdo:x =—-2,x=—lex =2
Exercicio 1
1.1. Representa, com recurso a calculadora, os graficos das fungdes definidas por:
1 .
a)f(x)=x*—x3—-1b)gkx) =vVx -2 ) h(x) = — d)i(x) = —x3+50

1.2. Determina, se existirem, os zeros das fun¢Ges representadas com aproximacdo as

centésimas

Determinar valores aproximados da interse¢ao dos graficos de duas fungdes
Considera a func¢do f definida por:

f(xX)=x3+x%—4x—4
Determina, com aproximacdo as centésimas, as coordenadas dos pontos do

grafico de f cuja ordenada é igual a abcissa, com recurso a calculadora.

De acordo com as instrugdes anteriores, representa graficamente f e também a fungdo com a

qual pretendes intersetar o grafico de f, neste caso, y = x:

Fungde Gréafico Tabela Fungdes Grafico Tabela
Auto Ortonormado Navegar Eixos
_ 3 2
f(x) =x +x -4x-4 8
4
] X
FaN
-8 -4 4 B
Adicionar uma fungéo -4
Tracar o grafico Exibir os valore -a
x=0 f(x)=-4
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Pressiona a tecla OK, seleciona Calcular e Interse¢do. Serd selecionada uma das intersecoes,

para obteres as outras, carrega para a direita no cursor.

Fungdes

Calcular
Ir para

Derivada

Tabela

Fungdes

Imagem -inversa

Intersegdo

Méximo

Minimo

Fungdes Grafi Tabela Fungdes Fungdes

x=2.1642

-R
x=-2.3914 f(x)=g(x)=-0.77287

f(x)=g(x)=-2.3914 x=-0.77287 f(x)=g(x)=2.1642

As coordenadas dos pontos do grafico de f cuja abcissa é igual a ordenada, com

aproximacdo as centésimas, sdo: (—2,39; — 2,39), (—0,77; —0,77) e (2,16; 2,16)

Exercicio 2

Considera a fungdo f definida por f(x) = (x + 1)* -3

2.1. Determina com recurso a calculadora as coordenadas do(s) ponto(s) do grafico de f cuja
ordenada é 5

2.2. Determina com recurso a calculadora as coordenadas do(s) ponto(s) do grafico de f cuja
ordenada é igual ao quadrado da abcissa

(Em ambas as alineas, apresenta as coordenadas do(s) ponto(s) com aproximagdo as

centésimas)

Exercicio 3

Considera as fungdes f e g definidas por f(x) = x* eg(x)=2x+6
O conjunto solugdo da condigdo f(x) < g(x) é um intervalo fechado [a, b]. Recorrendo as
potencialidades da calculadora gréfica determina os valores de a e de b, com aproximagdo as

centésimas
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Exercicio 4

Num viveiro de peixes de dgua doce, prevé-se que, t meses apds o inicio do ano de 2010, o
ndmero de trutas do tipo A (em centenas) seja dado pela fungdo A(t) = 0,22t% — 10,2t + 250
4.1.Quantas trutas do tipo A existirdo nesse viveiro no inicio de julho de 20107?

4.2.No inicio de um certo més do ano de 2010, existiam, nesse viveiro, 20 450 trutas do tipo A.
Em que més é que isso aconteceu?

4.3.Segundo este modelo, qual sera o nimero minimo de trutas do tipo A? Apresente o
resultado em centenas de trutas, arredondado as décimas.

4.4.Sabe-se que, nesse viveiro, o niumero de trutas do tipo B (também em centenas) é dado pela
familia de fungdes do tipo: B(t) = 0,31t? — 14t + 300

Segundo estes modelos matematicos, qual dos dois tipos de trutas atingird um ndmero inferior
a 16 mil trutas? E quantos meses (arredondado as décimas) antes do outro?

Apresente os gréficos visualizados e as coordenadas de pontos relevantes. (arredondados as

décimas)
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1.gx)=f(x)+d,deR

Considera as fungdes f definida em [-5,5] por f(x) = x e g definida por
gx)=fx)+d,deR.

Representa cada uma das func¢des, utilizando a calculadora grafica. Para o valor de d

utiliza: 1, -1, 3 e 0.5.

Preenche a tabela:

d gx) = f(x) +d Dy Dyq D'y D'y

1 O que podes dizer acerca dos dominios das funcdes?

2 E acerca dos contradominios?

3. Considerando a funcdo f e g, para cada valor de d, qual é o objeto cuja imagem

é 47 Explica o teu raciocinio.

4. Como poderemos obter o ponto (x,g(x)) a partir da fungdo f?

5 Completa:
A representacdo grafica de uma fungdo g definida em D, = por g(x) =
f(x) +d, é aimagem da representagdo grafica da fungdo f pela de vetor
u__ ., ).

Assim, dado um ponto de coordenadas (x,y) do grafico da fungdo f, a sua imagem
por meio da referida transformacao terd coordenadas ( , ) e serd um ponto

do grafico de g.
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2.h(x)=f(x—c),ceR

Considera as fungdes f definida em [-5,5] por f(x) = x e h definida por

h(x) =f(x—c),ceR.

Representa cada uma das fungdes, utilizando a calculadora grafica. Para o valor de ¢

utiliza: 1, -1, 3 e 0.5.

Preenche a tabela:

c | h(x)=f(x—-¢) Dy Dy, D'y D’y

1 O que podes dizer acerca dos dominios das funcdes?

2 E acerca dos contradominios?

3. Considerando a fungdo f e h, para cada valor de h, qual é o objeto cuja

imagem é 47? Explica o teu raciocinio.

4. Como poderemos obter o ponto (x, h(x)) a partir da fungdo f?

5 Completa:

A representacdo grafica de uma fungdo h definida em D), = por h(x) =
f(x —c), é aimagem da representacdo grafica da fungdo f pela de vetor
u( , ).

Assim, dado um ponto de coordenadas (x,y) do gréfico da fungdo f, a sua imagem
por meio da referida transformacao terd coordenadas ( , ) e serd um ponto

do gréfico de h.
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i(x)=af(x),aeR

=af(x),a € R.

funcdes

Representa cada uma das fungdes, utilizando a calculadora gréfica. Para o valor de a

utiliza: 0.5,0.8,2 e 3

Preenche a tabela:

a

i(x) = af (x) Dy D; D'y

D’;

0.5

0.8

5

O que podes dizer acerca dos dominios das fungdes?

E acerca dos contradominios?

Considerando a fungdo f e i, para cada valor de a, qual é aimagem de 4?

Explica o teu raciocinio.

Como poderemos obter o ponto (x, i(x)) a partir da fungdo f?

Para um numero real a, tal que 0 < a < 1 como descreves o que acontece ao grafico

dei

quando fazemos variar o valor de a

Para um numero real a, tal que a > 1 como descreves o que acontece ao grafico de

i quando fazemos variar o valor de a
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i(x)=af(x),aeR

Considera as fun¢des f definida em [-5,5] por f(x) = x? e i definida por

i(x)

=af(x),a € R.

Representa cada uma das fungdes, utilizando a calculadora gréfica. Para o valor de a

utiliza: -0.5 e -2

Preenche a tabela:

a

i(x) = af(x) Dy D; D'y D’;

-0.5

-2

1

5.

Para

O que podes dizer acerca dos dominios das fung¢bes?

E acerca dos contradominios?

Considerando a funcdo f e i, para cada valor de i, qual é o objeto cuja imagem

é 4? Explica o teu raciocinio.

Como poderemos obter o ponto (x, i(x)) a partir da fungdo f?

um numero real a, tal que a > 0 como descreves o que acontece ao grafico de

i quando fazemos variar o valor de a

Para um numero real a, tal que a < 0 como descreves o que acontece ao grafico de

i quando fazemos variar o valor de a
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4.j(x) = f(bx),b e R

Considera as funcdes f definida em [-5,5] por f(x) = x? e j definida por

jx) = f(bx),b € R.

Representa cada uma das fungdes, utilizando a calculadora grafica. Para o valorde b

utiliza: 0.5,0.8,2 e 3

Preenche a tabela:
b i(x) = f(bx) Dy D; D's D’;
0.5
0.8

1 O que podes dizer acerca dos dominios das fungdes?

2 E acerca dos contradominios?

3. Considerando a fungdo f e j, para cada valor de a, qual(ais) é(sdo) o(s)

objeto(s) cuja imagem é 4? Explica o teu raciocinio.

4.  Como poderemos obter o ponto (x,j(x)) a partir da fungdo f?

5 Completa:

Para um numero real b, tal que 0 < b < 1 como descreves o que acontece ao grafico

de i quando fazemos variar o valor de b

Para um numero real b, tal que b > 1 como descreves o que acontece ao grafico de

i quando fazemos variar o valor de b
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Disciplina /Area Curricular |Ano [Turma| Hora | Sala | Data |
- 11:45 - Google
(o)
Matematica A 10. 1315 Meet 17.02.2021
PLANO DE AULAN.° 1 | Aula Observada — NAO O siM |
Unidade didatica | Objetivo(s) de aula |
Fung@es: Generalidades Saber:

e Trabalhar com a calculadora gréafica para
descobrir os zeros e a intersecdo de
fungbes

Nota: esta é a 1.2 aula com calculadoras.

Competéncia(s) focalizada(s) | Contelidos programaticos |
Comunicacéo oral e escrita,; Funcdes generalidades:
Ser capaz de reconhecer os zeros de uma | ® Reconhecer o grafico de uma fung&o real
funcdo, quer na representacdo algébrica de variavel real;
quer na gréfica; e Reconhecer os zeros de uma fungéo.

Ser capaz de intersetar/igualar funcdes,
guer na representacdo algébrica quer na
gréfica;

Ser capaz de representar, na sua
calculadora, os dois pontos anteriores;
Ser capaz de resolver problemas que
envolvam zeros de uma funcdo e a
intersecao de duas funcgdes.

Recursos e materiais | Avaliacdo das aprendizagens |

e Grau de autonomia na exploracdo das

Computador com acesso a internet; o
P tarefas em trabalho individual, em cada

Google Meet; sala.

Breakout Rooms; e Participacdo na discussdo em grande

Jamboard: grupo, por exemplo, propondo solucdes
’ para as questdes levantadas pela

Caderno; professora ou por alguns alunos, pela

Material de escrita; capacidade de argumentar e expor as

suas ideias como contraponto as dos

Fichas 17 (guido para os 4 modelos de .
colegas que estejam a apresentar as suas

calculadoras gréficas); préprias propostas;
Telemovel (para tirar fotografias), caso | ® Realizagdo e Submiss&o do Trabalho
Proposto.

seja necessario;

Calculadora gréfica.
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funcdes

Desenvolvimento da aula
(referir estratégias utilizadas nos diferentes momentos da aula)

Histérico que antecede a aula

Esta sera a terceira aula sobre fungdes, mas a primeira com recurso a calculadora gréfica.

Nas aulas anteriores foram abordados: o conceito de fungdo, objetos e imagens, dominio e

contradominio, formas de representacao de funcdes e zeros de uma funcgéo.

Segmentos de aula

Tempo
previsto

1.°- Esclarecimento de dlvidas
¢ Metodologia:

Os alunos irdo ser questionados sobre possiveis duvidas no trabalho proposto
para casa. As mesmas serdo esclarecidas, num quadro branco digital, com a
participacdo do aluno que a colocou e do grupo turma, fazendo algumas questdes
encaminhadoras.

20
minutos

2.° - Explicagdo do funcionamento da aula
¢ Metodologia:

Irei dizer que nesta aula vamos aprender a utilizar as calculadoras graficas e que,

como existem modelos diferentes, vamos dividir a turma em grupos de acordo

com o modelo e a divisdo vai ser feita recorrendo ao Breakout Rooms do Google

Meet. Cada grupo ira ter um guido para a respetiva calculadora e um professor

gue podera ajudar, caso surja algum problema. Os alunos irdo ser divididos em

trés grupos da seguinte forma:

e Grupo TI-Nspire — 16 alunos — Professora levgeniia

e Grupo Casio e TI-84 — 5 alunos — Professora Manuela

e  Grupo NumWorks — 5 alunos (uma aluna que tem est4 maquina e 4 que ainda
nao tém nenhuma*) — Professor Mario

Antes de se separar em grupos, vou perguntar se todos os alunos acederam ao

guido da sua calculadora, publicado no Classroom. Vou explicar o que os alunos

devem fazer nesta aula: vou referir que nesta aula vamos recorrer a calculadora

para determinar os zeros duma funcéo e o ponto de intersecdo de duas fungdes,

para isso 0s alunos devem seguir 0 guido e que os exercicios ficardo para trabalho

de casa. Vou referir que os alunos sem calculadora podem aceder a calculadora

NumWorks através de um link do Classroom.

*Os alunos que nao tém calculadora irdo utilizar a calculadora NumWorks.

10
minutos

3.% - Realizac&o da atividade das calculadoras

e Metodologia:

35+ 10
minutos
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Cada professor com o respetivo grupo ira entrar na respetiva sala e os alunos
comecarao a seguir o guido da ficha 17.

Durante esta parte da aula, os alunos devem seguir o guido com a calculadora
gréfica.

Caso surjam davidas sobre a calculadora, os professores poderdo esclarecé-las
(as calculadoras poderdo ser mostradas partilhado o ecrd com a respetiva
calculadora).

Durante esta fase os professores irdo referir que, por exemplo, para descobrir as
coordenadas do(s) ponto(s) do grafico de uma fungéo cuja ordenada é 3, os
alunos podem intersetar o grafico da funcdo com a fungdo y = 3. Também irdo
referir que para além dos zeros e das interse¢cdes, no mesmo menu, 0s alunos
poderao encontrar opcdes que permitem determinar o minimo/maximo de funcdes
e mais algumas funcionalidades que ainda ndo conhecem.

No final do tempo previsto, os alunos e os professores devem regressar a sala
principal.

4.° - Explicacdo da tarefa marcada para casa e discusséo dos exercicios
¢ Metodologia:

Vou referir que os alunos devem, em casa, realizar os exercicios 1, 2 e 3 e

submeter as fotografias do ecra da calculadora em formato PDF (para isso podem

colar as fotografias no Word identificando o exercicio e “Guardar Como” em

formato PDF e submeter no Classroom).

e Caso haja tempo sera discutido o exercicio 4 da ficha 17.

e Caso ndo haja tempo, os alunos poderdo comecar a pensar no exercicio 4,
durante o resto da aula e em casa e este sera discutido na aula seguinte.

15
minutos

TPC (facultativo) | Propésitos principais
Exercicios das fichas 15 e 16 e Esclarecimento de duvidas
Exercicios da ficha 17 e Utilizagdo da calculadora gréafica
Observacdes

Assinatura do(a) docente
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funcdes
Disciplina /Area Curricular [Ano [ Turma| Hora | Sala | Data |
- 11:45 - Google
(o)
Matematica A 10. 1315 Meet 22.02.2021
PLANO DE AULA N.° 2 | Aula Observada — NAO O siM |
Unidade didatica | Objetivo(s) de aula |
Fung@es: Generalidades Saber:
e Resolver problemas recorrendo a
diferentes representacbes (grafica e
tabular)
¢ Arelacdo entre o gréafico de uma fungéo e
os gréficos das fungbes f(x) +d e f(x —
).
Nota: esta aula é a 1.2 aula sobre
transformac@es graficas
Competéncia(s) focalizada(s) | Contelidos programaticos |
Comunicacéo oral e escrita,; Funcbes generalidades:
Ser capaz de reconhecer os zeros de uma | ¢ Reconhecer o grafico de uma funcéo real
funcdo, quer na representagdo algébrica de variavel real;
guer na gréfica; e Reconhecer os zeros de uma funcéo;
Ser capaz de reconhecer a | « Reconhecer e interpretar graficamente a
intersecao/igualdade de duas funcdes, relac@o entre o grafico de uma funcéo e
qguer na representagcdo algébrica quer na os graficos das fungdes af(x), f(bx),
gréfica; fx—c)e f(x)+d, a, b, c e d nUmeros
Ser capaz de representar, na sua reais, a € b ndo nulos.
calculadora, os dois pontos anteriores;
Ser capaz de resolver problemas que
envolvam mo zeros de uma funcédo e a
intersecao de duas funcgdes;
Ser capaz de interpretar graficamente as
funcbes;
Ser capaz de escolher uma boa janela de
visualizagéo;
Ser capaz de reconhecer as
transformacbes gréficas algébrica e
graficamente.

Recursos e materiais | Avaliacdo das aprendizagens |
Computador; e Grau de autonomia na exploracdo das
Caderno: tarefas em trabalho individual, em cada

) ) grupo;
Material de escrita; e Participacdo na discussdo em grande
Ficha 17 (exercicio 4 da ficha 17); grupo, por exemplo, propondo solucdes
para as questBes levantadas pela
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e Fichas 18; professora ou por alguns alunos, pela
capacidade de argumentar e expor as
suas ideias como contraponto as dos
e Software de geometria  dindmica colegas que estejam a apresentar as

e Telemovel (para tirar fotografias);

GeoGebra; suas proprias propostas;

e Animacéao da escola virtual:
_ proposto.
https://app.escolavirtual.pt/Ims/playerguest/

player/13970720/lesson

e Realizacdo e submissdo do trabalho

Desenvolvimento da aula
(referir estratégias utilizadas nos diferentes momentos da aula)

Histérico que antecede a aula

Esta sera a quarta aula sobre fun¢des. Nas aulas anteriores foram abordados: o conceito de
funcdo, objetos e imagens, dominio e contradominio, formas de representacéo de fungdes,
zeros de uma funcéo e o foi utilizada a calculadora gréfica para determinar zeros e interse¢des

de funcdes.
Tempo
Segmentos de aula 'P
previsto
15-20
Resolucédo do exercicio 4 da ficha 17 minutos
¢ Metodologia:
Irei comecar por referir que vamos comecar por resolver o exercicio que tinhamos
comecado na aula anterior (exercicio 4 da ficha 17). Vou mencionar que no
Classroom foi publicado um ficheiro com a resolu¢éo deste exercicio e com as
instruges para cada uma das maquinas, que poderdo seguir em casa.
Juntamente com os alunos, irei resolver o exercicio 4 da ficha 17. Vou questionar
os alunos e juntamente com eles resolver todas as alineas do exercicio.
Apresentando as representacdes graficas no GeoGebra, para ndo dar preferéncia
a nenhuma das maquinas.
10+ 30
Transformacdes gréaficas minutos

¢ Metodologia:

Irei comecar por referir que iremos abordar as transformacdes dos graficos de
fungcbes e que para isso vamos realizar uma atividade. Os alunos irdo abrir a
seccédo 1 da ficha 18.

Comecarei por fazer uma pequena introducao a atividade, explicando o que os
alunos devem fazer: irei referir que tém uma funcao f definida em [—5,5] e uma
funcdo g que é obtida a partir de f adicionando um valor d. Vou referir que os
alunos devem utilizar os diferentes valores de d e responder as perguntas,
comecando pelo preenchimento da tabela. Para esta atividade terédo
aproximadamente 30 minutos. Apds esse tempo terdo de submeter um ficheiro,
em formato PDF, com as respostas as perguntas, poderdo acrescentar fotografias
do caderno ou da maquina (podem responder no préprio ficheiro).
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Caso surja davidas de interpretacéo, poderei esclarecé-las, mas a ideia é que os
alunos explorem a transformacao sozinha.
30
Transformacdes graficas minutos
e Metodologia:
Depois de todos os alunos terem submetido o ficheiro no Classroom. Vou
comecar a questiona-los e vamos analisar/discutir os resultados recorrendo as
representacBes graficas do GeoGebra. Juntamente com os alunos vou
preenchendo o Word da ficha 18, que posteriormente sera publicado no
Classroom como um resumo da aula.
Caso sobre pouco tempo, pretendo mostrar a primeira animacgéo da escola virtual
sobre as fungdes f(x) +d.
Caso haja tempo podemos comecar a analisar as transformacdes do tipo f(x — ¢)
gue também terdo de submeter no Classroom (na aula ou em casa, depende do
tempo)
TPC (facultativo) | Propdsitos principais |
Ficha 18 seccao 2 e Resolugdo de problemas com recurso a
calculadora grafica (ou softwares de

ex. 73 da pagina 59 representacao grafica)

o Transformacgdes gréficas do tipo f(x) +d

ef(x—c)
Observacoes

Assinatura do(a) docente
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Disciplina /Area Curricular [Ano [ Turma| Hora | Sala | Data |
- 11:45 - Google
[o]
Matematica A 10. 1315 Meet 23.02.2021
PLANO DE AULA N.° 3 | Aula Observada — NAO O siM |
Unidade didatica | Objetivo(s) de aula |
e Funcdes: Generalidades Saber:

e Arelacédo entre o grafico de uma fungéo e
os graficos das fungbes f(x) +d, f(x —
c), af (x) e f(bx)

Nota: esta aula é a 2.2 aula sobre

transformacgdes graficas

Competéncia(s) focalizada(s) |

Contelidos programaticos

e Comunicacéo oral e escrita;

e Ser capaz de interpretar graficamente as
funcbes;

e Ser capaz de escolher uma boa janela de
visualizagéo;

e Ser capaz de reconhecer as
transformacbes gréficas algébrica e
graficamente.

Funcdes generalidades:

e Reconhecer o grafico de uma func¢éo real
de variavel real;

e Reconhecer e interpretar graficamente a
relacdo entre o gréfico de uma funcéo e os
gréficos das fungbes af (x), f(bx), f(x —
c)e f(x)+d,a, b, c ednumeros reais, a
e b ndo nulos.

Recursos e materiais |

Avaliacdo das aprendizagens

e Computador;
e Caderno;

e Material de escrita;

e Fichas 18;

e Telemovel (para tirar fotografias);
de

e Software dinamica

GeoGebra;

geometria

e Animacédo da escola virtual:

https://app.escolavirtual.pt/Ims/playerguest/
player/13970720/lesson
https://app.escolavirtual.pt/Ims/playerguest/
player/13970726/lesson

e Grau de autonomia na exploragdo das

tarefas em trabalho individual;

e Participacdo na discussdo em grande

grupo, por exemplo, propondo solucdes
para as questbes levantadas pela
professora ou por alguns alunos, pela
capacidade de argumentar e expor as
suas ideias como contraponto as dos
colegas que estejam a apresentar as
suas proprias propostas;

e Realizacdo e submissdo do trabalho

proposto.
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Desenvolvimento da aula
(referir estratégias utilizadas nos diferentes momentos da aula)

Histérico que antecede a aula

Nas aulas anteriores sobre funcdes foram abordados: o conceito de funcédo, objetos e
imagens, dominio e contradominio, formas de representacdo de fungdes, zeros de uma
funcao, foi utilizada a calculadora grafica para determinar zeros e interse¢cées de fungdes e
foram realizadas as seccdes 1 e 2 da ficha 18 (mas néo foram discutidas em grupo turma).

Segmentos de aula

Tempo
previsto

Transformacdes gréficas (translagdes na vertical e na horizontal)
¢ Metodologia:

Vou comegar por dizer que agora vamos discutir as duas primeiras secc¢des da
ficha 18, recorrendo as representagdes graficas do GeoGebra. Juntamente
com os alunos vou preenchendo o Word da ficha 18 secc¢éo 1, que
posteriormente sera publicado no Classroom como um resumo da aula. De
seguida, pretendo mostrar a animacédo 1 da escola virtual sobre as fungdes
f(x) + d (https://app.escolavirtual.pt/Ims/playerguest/player/13970720/lesson).

Vou proceder do mesmo modo para f(x — ¢), mas mostrando a animacao 3 da
escola virtual sobre as fun¢des f(x — ¢) (0 mesmo link).

20+ 20
minutos

Explicacdo da atividade e a sua realizacéo
e Metodologia:

Irei referir que iremos abordar outro tipo de transformacg@es graficas e que para
isso vamos continuar com a atividade iniciada na aula anterior. Os alunos irao abrir
a seccao 3 da ficha 18, disponivel no Classroom.

Comecarei por fazer uma pequena introducéo a atividade, explicando o que os
alunos devem fazer: irei referir que desta vez tém uma funcéo diferente f(x) = x?
definida em [-5,5] e uma funcédo g que é obtida a partir de f multiplicando-a por
a. Vou referir qgue os alunos devem utilizar os diferentes valores de a e responder
as perguntas, comegando pelo preenchimento da tabela. Para esta atividade terao
aproximadamente 40 minutos. Apos esse tempo terdo de submeter um ficheiro,
em formato PDF, com as respostas as perguntas, poderdo acrescentar fotografias
do caderno ou da maquina (podem responder no préprio ficheiro).

Caso surjam dlvidas de interpretacdo, poderei esclarecé-las, mas a ideia é que
os alunos explorem a transformacéo sozinhos.

5+ 40
minutos

Transformacdes gréficas (contracdes e dilatacBes na vertical)

¢ Metodologia:

5
minutos
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Depois de todos os alunos terem submetido o ficheiro no Classroom. Vou comecar
a questiona-los e vamos analisar/discutir os resultados recorrendo as
representacdes graficas do GeoGebra. Juntamente com os alunos vou
preenchendo o Word da ficha 18 sec¢éo 3, que posteriormente sera publicado no
Classroom como um resumo da aula.

Caso sobre pouco tempo, pretendo mostrar uma animagéo da escola virtual
sobre as funcbes af (x)
(https://app.escolavirtual.pt/Ims/playerguest/player/13970726/lesson)

Caso haja tempo podemos comecar a analisar as transformac6es do tipo f(bx)
gue também terdo de submeter no Classroom (que ficara para TPC)

| TPC (facultativo) | Propdsitos principais

flx=o), af (x) e f(bx)

Ficha 18 seccéo 4 e Transformacgdes graficas do tipo f(x) + d,

Observacdes

Assinatura do(a) docente
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Disciplina /Area Curricular [Ano [ Turma| Hora | Sala | Data |
- 11:50 - Google
(o)
Matematica A 10. 1320 Meet 01.03.2021
PLANO DE AULA N.° 4 | Aula Observada — NAO O siM |
Unidade didatica | Objetivo(s) de aula |
e Funcdes: Generalidades Saber:

e Arelacédo entre o grafico de uma fungéo e
os graficos das fungbes f(x) +d, f(x —
c), af (x) e f(bx)

Nota: esta aula é a 3.2 aula sobre

transformacgdes graficas

Competéncia(s) focalizada(s)

| Contelidos programaticos

e Comunicacéo oral e escrita;

e Ser capaz de interpretar graficamente as
funcbes;

e Ser capaz de escolher uma boa janela de
visualizagéo;

e Ser capaz de reconhecer as
transformacbes gréficas algébrica e
graficamente.

Funcdes generalidades:

e Reconhecer o grafico de uma func¢éo real
de variavel real;

e Reconhecer e interpretar graficamente a
relacdo entre o gréfico de uma funcéo e os
gréficos das fungbes af (x), f(bx), f(x —
c)e f(x)+d,a, b, c ednumeros reais, a
e b ndo nulos.

Recursos e materiais

Avaliacdo das aprendizagens

e Computador;
e Caderno;

e Material de escrita;

e OneNote;

e Ficha 18 (seccbes 3 e 4);

e Telemovel (para tirar fotografias);
de

e Software dindmica

GeoGebra;

geometria

e Google Meet;
e Calculadora Gréfica;
e Animacédo da escola virtual:

https://app.escolavirtual.pt/Ims/playerguest/
player/13970726/lesson

e Grau de autonomia na exploragdo das
tarefas em trabalho individual,

e Participacdo na discussdo em grande
grupo, por exemplo, propondo solucdes
para as questbes levantadas pela
professora ou por alguns alunos, pela
capacidade de argumentar e expor as
suas ideias como contraponto as dos
colegas que estejam a apresentar as
suas proprias propostas;

e Realizacdo e submissdo do trabalho
proposto.
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Desenvolvimento da aula
(referir estratégias utilizadas nos diferentes momentos da aula)

Histérico que antecede a aula

Nas aulas anteriores sobre funcdes foram abordados: o conceito de funcdo, objetos e
imagens, dominio e contradominio, formas de representacdo de fungdes, zeros de uma
funcao, foi utilizada a calculadora grafica para determinar zeros e interse¢cées de fungdes e
foram realizadas as secgbes 1 e 2 da ficha 18, pelos alunos, e discutidas em grupo turma

(translacdes verticais e horizontais do grafico de uma fungéo).

Segmentos de aula

Tempo
previsto

Transformagdes graficas (contragbes e dilatagbes na vertical e na
horizontal)

e Metodologia:

Vou comecar por dizer que agora vamos discutir a terceira e a quarta secgdes
da ficha 18, recorrendo as representacdes graficas do GeoGebra. Juntamente
com os alunos vou preenchendo o Word da ficha 18 seccdo 3, que
posteriormente sera publicado no Classroom como um resumo da aula. De
seguida, pretendo mostrar a animacdo 1 da escola virtual sobre as funcdes
af (x), disponivel em:
https://app.escolavirtual.pt/Ims/playerguest/player/13970726/lesson.

Vou proceder do mesmo modo para a sec¢do 4 da ficha 18, correspondente a
f(bx), mas mostrando a animacao 3 da escola virtual sobre as fung¢des f(bx)
(disponivel no mesmo link).

20 + 20
minutos

Transformacdes gréficas (exemplo de translacédo na diagonal)
e Metodologia:

Utilizando o OneNote e 0 GeoGebra, pretendo apresentar o exemplo da funcdo f
definida em [—5,5] por f(x) = x? e g definida por g(x) = f(x —¢) +d c,d € R.
Vou questionar qual sera a expressao analitica de g se c for —6 e d for 4. Pretendo
questionar qual é o dominio e o contradominio de g e quais Sao 0S seus zeros.
Por fim vou perguntar o que acontece aos pontos da funcdo f para que se
transforme na funcéo g.

15
minutos

Transformac6es graficas (exemplo de contragdes e dilatag6es na vertical e
translagdo na diagonal)

e Metodologia:

15
minutos
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Utilizando o OneNote e 0 GeoGebra, pretendo apresentar o exemplo da funcdo f
definida em [—5,5] por f(x) = x? e k definida por k(x) = af(x —c¢) +d a,c,d €
R. Vou questionar qual sera a expressao analitica de k se a for-0.5e 3, c for-6 e
d for 4. Pretendo questionar qual € o dominio e o contradominio de k e quais séo
0s seus zeros. Por fim vou perguntar o que acontece aos pontos da funcéo f para
que se transforme na funcéo k.

Resolucéo de exercicios sobre transformacgdes gréaficas (depende do tempo
disponivel)

Exercicio 76 (pagina 59),
Exercicios 79 e 81 (pagina 63)
Exercicios 82 e 84 (pagina 67)

e Metodologia:
Irei propor os exercicios aos alunos e darei tempo suficiente para resolverem o

primeiro. De seguida, pedirei alunos voluntarios, que ja tenham feito o exercicio,
para explicarem o seu raciocinio para que este possa ser registado no OneNote.

20
minutos

| TPC (facultativo) | Propdsitos principais

seguintes exercicios: d, f(x —¢), af (x) e f(bx)
e Exercicios que ndo forem resolvidos na
aula: ¢ Resolugdo de exercicios

o Exercicio 76 (pagina 59);

o Exercicios 79 e 81 (pagina 63);

o Exercicios 82 e 84 (pagina 67);
e Mais os exercicios:
ficha 19;
Exercicio 73, 74 (pagina 59);
Exercicio 105, 106 (pagina 76);
Exercicios 107, 108, 109 (pagina
77).

O O O O

Apos esta aula os alunos ja poderéo fazer os | ¢  Transformacgdes graficas do tipo f(x) +

Observacoes

Assinatura do(a) docente
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Tarefa — Slalom

Nas provas de Slalom, o esquiador tem de fazer um percurso contornando bandeiras ou

passando entre duas bandeiras que formam uma porta. ¢

e Define uma janela com —1 <x <8 e —1 <y <8; 6
e Representa os pontos (1,4), (2,4), (5,4) e (6,4) que

serao as bandeiras do Slalom.

1. Descobre uma trajetoria do esquiador que seja definida

por uma funcdo quadratica e que passe nas duas portas sem tocar nas bandeiras.

2. O publico que assiste a prova ocupa a zona do plano definida por y = 6, encontra

uma nova trajetoria quadréatica do esquiador que néo passe pelo publico.

3. Define por uma fungéo cubica a trajetéria do esquiador, que passa nas portas e no

intervalo entre elas.

4. Na figura seguinte esta representada a trajetéria realizada por um dos esquiadores.

4.1. Sabendo que o esquiador passou no ponto médio das portas e a 0.5m da terceira

bandeira. Encontra a expressdo de uma fung&o por ramos com esta representagao.

4.2. Seré que o esquiador tocou em alguma bandeira? Justifica.
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Questionario de Processamento Matematico — Parte |

Nome: Data de nascimento: __ / /

Orientacdes:

e Na resposta a cada problema mostre o seu raciocinio da forma mais pormenorizada
possivel.
e Responda a todos os problemas, sem o apoio de ninguém. Nao utilize nem consulte
qualguer material ndo fornecido, como calculadora grafica, internet, livros ou cadernos.
Seccdo A:

A-1. Um certo dia o Jodo e o Pedro visitaram juntos a biblioteca. Depois desse dia, o Jodo visita
a biblioteca regularmente de dois em dois dias, ao meio-dia. O Pedro visita a biblioteca de trés
em trés dias, também ao meio-dia. Se a biblioteca abre todos os dias, incluindo feriados e fins-
de-semana, quantos dias decorrerdo depois da primeira visita até que os dois amigos estejam
outra vez juntos na biblioteca?

A-2. Existem oito mesas numa casa. Algumas das mesas tém quatro pernas enquanto as outras
tém trés pernas. No total, as mesas tém 27 pernas. Quantas das mesas tém quatro pernas?

A-3. Um caminho em linha reta esta dividido em duas sec¢bes de comprimentos diferentes. O
comprimento da segunda sec¢do é metade do comprimento da primeira sec¢do. Que fragao da
totalidade do caminho representa a primeira sec¢do?

A-4. Apenas quatro equipas participaram numa competicao de futebol. Cada equipa jogou uma
vez contra cada uma das outras equipas. Quantas partidas de futebol existiram na competi¢do?

A-5. Um homem plantou uma arvore nos dois extremos de um caminho em linha reta. Mais
tarde, plantou outras arvores de cinco em cinco metros, ao longo do caminho (de apenas um
dos lados). O comprimento total do caminho é de 25m. No total, quantas arvores foram
plantadas?

A-6. Num certo dia, retirou-se um tergo das batatas que existiam num armazém. Sabendo que
restaram no armazém 80 quilos de batatas, quantos quilos de batatas existiam inicialmente?
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Questionario de Processamento Matematico — Parte |

Nome: Data de nascimento: __ / /

Orientacdes:

e Na resposta a cada problema mostre o seu raciocinio da forma mais pormenorizada
possivel.

e Responda a todos os problemas, sem o apoio de ninguém. Nao utilize nem consulte
qualguer material ndo fornecido, como calculadora grafica, internet, livros ou cadernos.

Secg¢do B:

B-1. Uma pista de atletismo estd dividida em trés sec¢des de comprimentos diferentes. O
comprimento total da pista é de 450m. A primeira e a segunda secc¢les juntas tém de
comprimento 350m. A segunda e a terceira sec¢des juntas tém de comprimento 250m. Qual é
o comprimento de cada seccdo?

B-2. Um baldo comegou por subir 200m, verticalmente, a partir do chado, depois moveu-se 100m
para este e caiu 100m na vertical. De seguida, o baldo deslocou-se 50m para este e finalmente
caiu verticalmente no chdo. A que distancia se encontra o baldo do ponto de partida?

B-3. Atualmente, a idade da mae é sete vezes a idade da filha. A diferenca entre as suas idades
é de 24 anos. Qual é a idade atual de cada uma delas?

B-4. Numa corrida de atletismo o Jodo estd 10m a frente do Pedro, o Tomas estd 4m a frente do
Jorge e o Jorge estd 3m a frente do Pedro. Quantos metros esta o Jodo a frente do Tomas?

B-5. No inicio, o preco de um quilo de agucar era o triplo do pre¢o de um quilo de sal. Mais tarde,
o precgo de um quilo de sal aumentou o correspondente a metade do seu prego inicial, enquanto
o preco de um quilo de aglcar ndo sofreu alteragdes. Se o preco atual de um quilo de sal é de
30 céntimos, qual é o prego atual de um quilo de agucar?

B-6. Alguns pardais estdao pousados em duas arvores, tendo cada drvore o mesmo nimero de
pardais. Dois pardais voam da primeira arvore para a segunda. Depois de os pardais mudarem
de drvore, com quantos pardais a mais fica a segunda drvore em relagao a primeira arvore?
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B-7. Numa serralharia, uma mdaquina de corte serra troncos compridos, cada um com 16m, em
troncos mais pequenos, cada um com 2m de comprimento. Se a maquina demora 2 minutos a
fazer cada corte, quanto tempo sera necessario para que a maquina produza oito troncos
pequenos a partir de um tronco comprido?

B-8. Um jarro com querosene pesa 8 kg. Verteu-se para fora do jarro metade do querosene.
Depois disso, o jarro e o querosene restante pesam 4,5 kg. Determine o peso do jarro (sem
guerosene).

B-9. Um passageiro adormeceu quando se encontrava a meio da sua viagem. Quando acordou,
ainda lhe faltava percorrer metade da distancia percorrida enquanto esteve a dormir. Determine
a fracdo da totalidade da viagem em que o passageiro esteve a dormir.

B-10. Uma balanca de pratos fica em equilibrio se colocar num prato um queijo e no outro prato

trés quartos de um outro queijo igual ao anterior e um peso de " kg. Quanto pesa o queijo?

B-11. Um recipiente contém o dobro do leite que outro recipiente. Verteu-se 20 litros de leite
de cada um dos recipientes e, assim, o primeiro recipiente ficou com trés vezes mais leite do
que o segundo recipiente. Quantos litros de leite existiam, inicialmente, em cada um dos
recipientes?

B-12. Dez ameixas pesam tanto quanto trés damascos e uma manga. Seis ameixas e um damasco
tém o mesmo peso que uma manga. Para equilibrar uma balanga de pratos, quantas ameixas
sdo necessarias colocar num dos pratos sabendo que esta uma manga no outro prato?
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Questionario de Processamento Matematico — Parte Il

Folha de respostas

Nome: Data de nascimento: __ / /

Orientacdes:

Neste questiondrio deve considerar o modo como resolveu os problemas de

processamento matematico que Ihe foram propostos na Parte |. Cada problema tem trés ou
mais resolucdes possiveis.

1.

Para cada problema deve indicar, colocando uma cruz na opg¢do correspondente, qual a
resolucdo, de entre as apresentadas, que é igual ao modo como resolveu o problema,
ou que é muito semelhante a sua resolugdo, quando foi confrontado com o problema
pela primeira vez; ndo é relevante se completou ou ndo a sua resolugdo ou se a sua
resposta estd certa ou errada.

Se considerar que para algum dos problemas nenhuma resolucdo é igual ou muito
semelhante a sua, entdo selecione a opcdo “Nenhuma destas” e explique o raciocinio
depois da tabela, indicando o nimero do problema.

SOLUCAO

A-1

A-2

A-5

A-6

Nenhuma
destas
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RESOLUCOES
Seccdo A:
A-1.

Resolucdo 1: Para resolver este problema desenhei um diagrama representando os dias depois
da primeira visita dos dois amigos a biblioteca.

lodo
N NN

Pedro

Eles estdo na biblioteca
juntos outra vez

Eles visitaram a
biblioteca juntos

Do diagrama pode ser visto que os dois amigos encontrar-se-3o na biblioteca outra vez passados
6 dias da sua primeira visita.

Resolucdo 2: Usei o mesmo método que o da resolugdo 1, mas desenhei o diagrama “na minha
cabega” (e ndo no papel).

Resolucdo 3: Resolvi este problema através de exemplos. Suponhamos que eles visitam a
biblioteca juntos numa segunda-feira. Entdo, depois dessa visita, o Jodo visitara a biblioteca na
quarta-feira, na sexta-feira, no domingo, na terga-feira, etc., e o Pedro visitara a biblioteca na
quinta-feira, no domingo, na quarta-feira, etc. Isto significa que no domingo eles estardo juntos
na biblioteca, que é 6 dias depois da sua primeira visita.

Resolucdo 4: Eu resolvi este problema dizendo que depois do primeiro dia, o Jodo visitarad a
biblioteca no terceiro dia, no quinto dia, no sétimo dia, etc., e o Pedro visitard novamente a
biblioteca no quarto dia, o sétimo dia, etc. Assim, no sétimo dia eles estardo na biblioteca ao
mesmo tempo, isto é, 6 dias apds a primeira visita.

A-2.

Resolucdo 1: Resolvi o problema por tentativa e erro:

Se o nimero de mesas com
quatro pernas for...

Entdo o numero de mesas
com trés pernas sera...

E o nimero total de pernas
sera...

1 7 25 (N3o)
2 6 26 (N3o)
3 5 27 (Sim)

Entdo ha 3 mesas com 4 pernas (e 5 mesas com 3 pernas).
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Resolucdo 2: Usei simbolos e equagdes. Por exemplo:

Seja x o nimero de mesas com 4 pernas.

Entdo o nimero de mesas com 3 pernas é 8—X.

O nimero total de pernas é 4X+3(8— X) .

Assim, 4X+3(8— X) =27, e resolvendo em ordem a x vem X =3.

Entdo existem 3 mesas com 4 pernas (e existem 5 mesas com 3 pernas).

Resolucdo 3: Para resolver este problema desenhei um diagrama que representa as pernas das
mesas, e depois agrupei-as em grupos de 4 e em grupos de 3:

OOOOO000

A partir do diagrama pode ser visto que ha 3 grupos de 4 pernas e 5 grupos de 3 pernas. Entdo
ha 3 mesas com 4 pernas (e 5 mesas com 3 pernas).

Resolucdo 4: Resolvi este problema desenhando as mesas: primeiro desenhei-as como se todas
as mesas tivessem apenas 3 pernas, depois fui acrescentando uma perna a cada mesa até que o
numero total de pernas fosse igual a 27.

imliliy il

Verifiquei que existem 3 mesas com 4 pernas (e 5 mesas com 3 pernas).

Resolucdo 5: Resolvi este problema raciocinando da seguinte forma: se todas as mesas tivessem
3 pernas, entdo 9 mesas teriam 27 pernas. Ha 8 mesas, pelo que as pernas de uma mesa foram
distribuidas por 3 mesas diferentes. Entdo ha 3 mesas com 4 pernas (e 5 mesas com 3 pernas).

Resolucdo 6:
1 2 3 4 5 6 7 8
4 4 4 4 4 4 4 4 = 32
4 4 4 3 3 3 3 3 = 27
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Escrevi os nimeros de 1 a 8 e, primeiro, escrevi 4 por baixo de cada numero e adicionei os
quatros. A soma, 32, ultrapassou 27. Entdo substitui alguns 4 por 3 até que a soma fosse igual a
27. Assim ha 3 mesas com 4 pernas (e 5 mesas com 3 pernas).

A-3.
Resolucdo 1: Resolvi este problema desenhando um diagrama que representa o caminho:
primeira secgdo

- >

I
r L 1

segunda secgdo

A partir do diagrama pode ser visto que a primeira sec¢do é dois tergos de todo o caminho.

Resolucdo 2: Usei o mesmo método que o ilustrado na resolucdo 1, mas apenas desenhei o
diagrama “na minha cabega” (e ndo no papel).

Resolucdo 3: Como o comprimento da segunda secgdo é metade do comprimento da primeira
sec¢do, o caminho pode ser dividido em 3 partes iguais. A primeira seccdo contém 2 partes e a
segunda seccdo contém uma parte. Assim, a primeira sec¢do é dois tercos de todo o caminho.
(Eu ndo desenhei nem imaginei qualquer diagrama).

Resolucdo 4: Resolvi este problema usando exemplos. Suponhamos que o comprimento da
primeira sec¢do é 50m, entdo o comprimento da segunda sec¢do é 25m, uma vez que o
comprimento da segunda sec¢do é metade do comprimento da primeira seccdo. O comprimento
de todo o caminho sera entdo 75m. Isto significa que a primeira sec¢do (50m) é dois tergos de
todo o caminho.

A-4.

Resolucdo 1: Resolvi este problema raciocinando da seguinte forma: Cada equipa jogou uma vez
contra cada uma das 3 restantes equipas. Existiam 4 equipas, pelo que realizaram-se 4x3
partidas, isto é, 12 partidas de futebol. Mas, desta forma, cada partida foi contada 2 vezes.

Assim, a resposta correta é 12+2 , OU seja, 6 partidas de futebol.

Resolucdo 2: Para resolver este problema fiz uma lista de todos os possiveis pares a defrontar-
se numa partida de futebol e contei-os. Se as equipas sdo A, B, C, D, entdo os pares que se
defrontaram foram AB, AC, AD, BC, BD e CD. Existiram entdo 6 partidas de futebol.
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Resolucdo 3: Resolvi este problema desenhando um diagrama que representa todas as partidas
de futebol e depois contei as partidas, como é ilustrado no diagrama seguinte.

A D

B € No total existiram 6 partidas de futebol.

Resolucdo 4: Usei o mesmo método que o ilustrado na resolucdo 3, mas desenhei o diagrama
“na minha cabeca” (e ndo no papel).

Resolucdo 5: Resolvi este problema raciocinando da seguinte forma: Como existiam 4 equipas,
em cada jornada podiam existir apenas 2 partidas de futebol. Uma vez que cada equipa tinha
gue jogar uma vez com cada uma das outras equipas, no total existiram 3 jornadas. Assim, no
total, existiram 3x2, isto é, 6 partidas de futebol.

Resolucdo 6: Desenhei uma matriz ou uma tabela onde representei as partidas de futebol.

112 |3 |4
1 v v
2 v
3 v
4

Existiram 6 partidas.

A-5.

Resolucdol: Resolvi este problema raciocinando da seguinte forma: Em todos os 5m ao longo
do caminho foi plantada uma arvore. Isto significa que o caminho foi dividido em 5 partes iguais
(25+5). Cada uma dessas partes corresponde a uma arvore, mas uma das partes finais do

caminho corresponde a 2 &rvores. Assim, o nimero de arvores foi (4><1) +(1>< 2) =6.

Resolucdo 2: Resolvi este problema imaginando o caminho e as arvores, e contei as arvores na
minha cabeca. Contei 6 arvores no caminho.

Resolucdo 3: Para resolver o problema desenhei um diagrama representando o caminho e as
arvores, e depois contei as arvores:
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Contei 6 arvores.

A-6.

Resolucdo 1: Resolvi este problema raciocinando da seguinte forma: Retirou-se um terco das
batatas do armazém, pelo que restaram dois tercos de batatas. Isto significa que a quantidade
de batatas que restou é duas vezes a quantidade de batatas retirada. Sabe-se que foram
deixados no armazém 80 kg de batatas, pelo que foram retirados 40 kg de batatas. Assim,
existiam inicialmente no armazém 80kg + 40kg =120kg de batatas.

Resolucdo 2: Resolvi este problema usando simbolos e equagdes. Por exemplo:

Seja x a quantidade inicial de batatas no armazém.

1
Entdo a quantidade retirada é — X ..
A gquantidade de batatas restante no armazém é § X.

Assim, §X=80 e Xx=120.

Entdo, a quantidade inicial de batatas é de 120 kg.

Resolucdo 3: Para resolver este problema desenhei um diagrama representando as batatas:

quantidade quantidade

deixada retirada
P —
1/3
h—ﬁ—
80kg

A partir do diagrama pode ser visto que a quantidade inicial de batatas é de
80kg +40kg =120kg .

Resolucdo 4: Usei o mesmo método que o ilustrado na resolugao 3, mas desenhei o diagrama
“na minha cabeca” (e ndo no papel).
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Questionario de Processamento Matematico — Parte Il

Folha de respostas

Nome: Data de nascimento: _ / /

Orientacdes:

Neste questionario deve considerar o modo como resolveu os problemas de
processamento matematico que Ilhe foram propostos na Parte |. Cada problema tem trés ou
mais resolugdes possiveis.

1. Paracada problema deve indicar, colocando uma cruz na opg¢do correspondente, qual a
resolucdo, de entre as apresentadas, que é igual ao modo como resolveu o problema,
ou que é muito semelhante a sua resolucdo, quando foi confrontado com o problema
pela primeira vez; ndo é relevante se completou ou ndo a sua resolugdo ou se a sua
resposta estd certa ou errada.

2. Se considerar que para algum dos problemas nenhuma resolucdo é igual ou muito
semelhante a sua, entdo selecione a opg¢do “Nenhuma destas” e explique o raciocinio
depois da tabela, indicando o nimero do problema.

SOLUCAO

Nenhuma
destas
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RESOLUGOES
Sec¢do B:
B-1.

Resolucdo 1: Resolvi este problema imaginando a pista de atletismo e depois calculei o
comprimento de cada secc¢ao.

Comprimento da terceira secgdo=450—-350=100m.
Comprimento da primeira sec¢cdo=450—250 = 200m .

Entdo o comprimento da segunda seccdo= 150m.

Resolucdo 2: Desenhei um diagrama que representa a pista de atletismo e depois calculei o
comprimento de cada seccdo.
250m

200m - o

350m

O comprimento da primeira seccao é de 200m, da segunda secc¢do é de 150m e da terceira
seccdo é de 100m.

Resolucdo 3: Para resolver este problema tirei conclusdes a partir da informacdo dada. Posso
nao ter usado linguagem simbdlica, mas ndo imaginei nem desenhei qualquer diagrama. Um
exemplo de resolugdo pode ser:

O comprimento da totalidade do caminho é 450m: X+ Yy +2z =450.

A primeira e a segunda seccdes juntas tém de comprimento 350m: X+ Yy =350.

Concluo que o comprimento da terceira sec¢do é igual a 450-350=100m: z =100.

A segunda e a terceira seccdes juntas tém de comprimento 250m: y+z =250.

Concluo que o comprimento da primeira seccdo é igual a 450-250=200m: x = 200.

Assim, o comprimento da segunda secgdo é igual a 450-200-100=150m: y = 150.

B-2.

Resolucdo 1: Imaginei o percurso do baldo e calculei a distancia entre os pontos de partida e
chegada. Determinei que a distancia entre os pontos de partida e chegada do baldo é igual a 100
+50 = 150m.
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Resolucdo 2: Desenhei um diagrama que representa o percurso do baldo e depois calculei a
distancia entre os pontos de partida e chegada.

[ {hm
S0m

Distancia percorrida pelo baldo = 100 + 50 = 150m.

Resolucdo 3: Para resolver este problema assinalei a informagcdo que era importante para
encontrar a solucdo (sem imaginar o percurso do baldo). Entdo a distancia entre os pontos de
partida e chegada do baldo é de 100m + 50m = 150m.

B-3.

Resolucdo 1: Resolvi este problema por tentativa e erro:

Idade da filha Idade da mae
2 anos 26 anos Nao
3 anos 27 anos Nao
4 anos 28 anos Sim

Assim, a filha tem 4 anos e a made tem 28 anos.

Resolucdo 2: Resolvi este problema usando simbolos e equagdes. Por exemplo,

Seja x a idade da filha. Ent3ao a idade da mae é 7x anos. Assim, a diferenga entre as suas idades
é de 6x anos. Logo, 6X =24 e entdo X=4.

A filha tem 4 anos e a mae tem 28 anos.

Resolucdo 3: Resolvi o problema desenhando um diagrama que representa as suas idades:

\dade da;gé}?nentn da filha

diferenca entre as
suas idades
nascimento da mie

ldade da
mde

No diagrama, a diferenga entre as idades da mae e da filha esta dividida em 6 partes iguais; esta
diferenca é de 24 anos. Assim, cada parte representa 4 anos, pelo que a idade da filha é 4 anos
e a idade da mae é 28 anos.
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Resolucdo 4: Imaginei um diagrama como na resolucdao 3 e depois pensei que 6 partes
representam 24 anos, pelo que uma parte representa 4 anos (posso ter usado simbolos ou nao).
Assim, a idade da filha é 4 anos e a idade da mae é 28 anos.

B-4.

Resolucdo 1: Imaginei as quatro pessoas e depois determinei a distancia entre o Jodo e o Tomas.
O Jodo estd 3m a frente do Tomas.

Resolucdo 2: Desenhei um diagrama a representar as quatro pessoas e depois determinei a
distancia entre o Jodo e o Tomas.

L2 1 4 |3 1
Jodo Tomas Jorge Pedro

O Jodo estd 3m a frente do Tomas.

Resolucdo 3: Resolvi este problema simplesmente tirando conclusées das afirmagdes feitas.
O Tomas esta 4m a frente do Jorge e o Jorge esta 3m a frente do Pedro.

Conclusdo: o Tomas estd 7m a frente do Pedro.

O Jodo estd 10m a frente do Pedro.

Conclusdo: o Jodo estd 3m a frente do Tomas.

B-5.

Resolucdo 1: Para resolver este problema desenhei um diagrama que representa o preco do
acucar e do sal

Preco

de 1kg

de agucar Preco actual de

Preco 1kg de sal (30 céntimos)
inicial do sal

No diagrama pode ser visto que depois de o preco do sal aumentar, o preco de 1 kg de agucar
passa a ser o dobro do preco de 1 kg de sal (atualmente 30 céntimos). Entdo, o prego de 1 kg de
acucar é 60 céntimos.
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Resolucdo 2: Usei o mesmo método que o ilustrado na resolucao 1, mas desenhei o diagrama
“na minha cabec¢a” (e ndo no papel).

Resolucdo 3: Resolvi o problema raciocinando da seguinte forma: O preco de 1 kg de sal é agora
de 30 céntimos, que é 1,5 vezes o seu prego anterior. Assim, o preco inicial de 1 kg de sal era de
20 céntimos. Ent3o, o preco de 1 kg de agticar é 3x 20, isto é, 60 céntimos.

Resolucdo 4: Resolvi o problema usando simbolos e equacdes. Por exemplo:
Seja x o preco inicial de 1 kg de sal.

Entdo o preco de 1 kg de aglcar é 3x.

Depois do aumento, o preco de 1 kg de sal é 1,5x.

Assim, o preco de 1 kg de acgucar é o dobro do preco atual de 1 kg de sal, ou seja, o preco de 1
kg de agucar é 60 céntimos.

B-6.

Resolucdo 1: Resolvi o problema raciocinando da seguinte forma: Depois de 2 pardais voarem
da primeira arvore para a segunda, a primeira arvore fica com menos dois pardais do que antes,
enquanto a segunda arvore fica com mais dois pardais do que antes. Assim, a segunda arvore
fica com mais 4 pardais do que a primeira arvore.

Resolucdo 2: Desenhei um diagrama

niamero de pardais na nimero de pardais na
primeira drvore depois segunda drvore depois
de voarem 2 pdssaros de voarem 2 pdssaros
1111
L

il = ] -
ndmero inicial de pardais  nimero inicial de pardais
na primeira drvore na segunda drvore

A segunda arvore tem agora mais 4 pardais do que a primeira arvore.

Resolucdo 3: Usei o mesmo método que o ilustrado na resolugao 2, mas desenhei o diagrama
“na minha cabeca” (e ndo no papel).

Resolucdo 4: Resolvi este problema usando um exemplo. Por exemplo:
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Suponhamos que existiam inicialmente 8 pardais em cada arvore. Depois de 2 pardais voarem
da primeira arvore para a segunda, a primeira drvore fica com 6 pardais e a segunda fica com 10
pardais. Assim, a segunda arvore fica com mais 4 pardais do que a primeira arvore.

Resolucdo 5: Resolvi este problema usando simbolos:
Seja x o numero inicial de pardais em cada arvore.

Depois de voarem 2 pardais da primeira arvore para a segunda, a primeira arvore fica com x-2
pardais e a segunda arvore fica com x+2 pardais.

A diferenga entre o nimero de pardais nas duas arvores é igual a (X+ 2) —(X— 2) =4,

B-7.

Resolucdo 1: Para resolver este problema desenhei um diagrama que representa o tronco
comprido a ser cortado em troncos pequenos.

- — — -

A partir do diagrama, vemos que sdo necessarios 7 cortes para produzir 8 troncos pequenos.
Assim, o tempo necessario é 7% 2 =14 minutos.

Resolucdo 2: Pensei como na resolucdo 1, mas “vi” o diagrama na minha cabega.

Resolucdo 3: Resolvi o problema raciocinando da seguinte forma:

Se o tronco comprido tivesse mais de 16m de comprimento, precisariamos de 8 cortes para
produzir 8 troncos pequenos. Mas, neste caso, o Ultimo corte ndo é necessario, pelo que sdo
necessdrios 7 cortes. O tempo necessario é 7 x 2 =14 minutos.

B-8.
Resolucdo 1: Resolvi este problema usando simbolos e equagdes. Por exemplo:

Seja x kg o peso do jarro.

Entdo o peso do querosene é (8— X) kg.

1
O peso de metade do querosene é 5(8— X) kg.
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Assim X+%(8—X):4,5 pelo que X=1.

Logo o peso do jarro é 1 kg.

Resolucdo 2: Desenhei um diagrama representando os respetivos pesos.
— Bkg

peso do
querosene | = 4,5kg

peso de metade do querosene

peso do jarro peso do jarro

A partir do diagrama vejo que o peso de metade do querosene é iguala 8—4,5=3,5 kg.

Entdo, o peso da totalidade de querosene é 7 kg e o peso do jarro é 1 kg.

(Ou diretamente, o peso do jarro é 4,5—3,5=1 kg.)

Resolucdo 3: Pensei como na resolugdo 2, mas “vi” o diagrama na minha cabega.

Resolucdo 4: Pensei como na resolugdo 2, mas ndo usei qualquer imagem ou diagrama.

B-9.

Resolucdo 1: Desenhei um diagrama a representar o trajeto da viagem.

| I | | | |
>4

metade da viagem distancia que metade da distancia
viajou a dormir que viajou a dormir

Pelo diagrama vejo que se toda a distancia percorrida corresponde a 6 partes, ele dormiu 2

1
partes, isto &, 5 da totalidade da viagem.

Resolucdo 2: Pensei como na resolucgdo 1, mas “vi” o diagrama na minha cabecga.
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Resolucdo 3: Resolvi este problema usando simbolos e equagdes. Por exemplo:
Seja x unidades a distancia que ele viajou a dormir. Quando acordou, faltava-lhe percorrer E X

unidades. Entdo, metade da viagem é representada por (x+%xj unidades e a totalidade da

1
viagem é representada por Z[X +%Xj = 3x unidades. Logo, ele dormiu durante 5 da viagem.

B-10.

Resolucdo 1: Para resolver este problema desenhei um diagrama a representar os objetos.

kg

1l
+
ko

Se remover trés quartos de queijo dos dois pratos da balanca, vejo que um quarto de queijo

3 . o 3 :
pesa o mesmo que Z kg. Entdo, um queijo inteiro pesa 4XZ kg, ou seja, 3 kg.

Resolucdo 2: Pensei como na resolugdo 1, mas “vi” o diagrama na minha cabega.

Resolucdo 3: Resolvi o problema usando simbolos e equacgées. Por exemplo:

Seja x kg o peso de um queijo.
. 3 3
Entdo X =—X+—, pelo que X=3.
4 4

O peso de um queijo é 3 kg.

1 3
Resolucdo 4: Z de queijo pesa Z kg. Entdo, um queijo inteiro pesa 3 kg. (Ndo usei qualquer

diagrama ou imagem.)

B-11.
Resolucdo 1: Para resolver este problema usei simbolos e equagdes. Por exemplo:

Sejam x e 2x a quantidade inicial de litros de leite em cada um dos recipientes.

Entdo 3(X—20)=2X—20 e assim X=40.
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Existiam, inicialmente, 40 litros e 80 litros de leite nos recipientes.

Resolucdo 2: Desenhei um diagrama que representa as quantidades de leite.

20 litros {mesma quantidade de
leite vertida de ambos os
recipientes)

A partir do diagrama vejo que, para que o primeiro recipiente tenha trés vezes mais leite do que
o segundo depois de se verter 20 litros de leite de cada recipiente, entdo o segundo recipiente
deve ficar com 20 litros de leite. Assim, as quantidades iniciais de leite nos recipientes sdo 40
litros e 80 litros.

Resolucdo 3: Pensei como na resolugdo 2, mas “vi” o diagrama na minha cabega.

B-12.
Resolucdo 1: Usei simbolos e equacdes. Por exemplo:

Seja x unidades o peso de cada ameixa e seja y unidades o peso de cada damasco.

Entdo o peso de uma manga é (6X-|- y) unidades.
Assim 10x = 3y+(6x+ y), peloque X=1Y.
Ent30 o peso de uma manga é 6X+ X = 7X unidades, ou seja, uma manga pesa o mesmo que 7

ameixas.

Resolucdo 2: Para resolver este problema desenhei diagramas a representar as pesagens.

| em equilibrio I
( 10ameixas ) { 3 damascos,1manga )

| em equilibrio |
(_10ameixas ) ( 3+1 damascos, 6 ameixas )

Agora retire-se 6 ameixas de cada prato da balanca. Vemos entdo que 4 ameixas pesam o
mesmo que 4 damascos. Assim, 1 ameixa pesa o mesmo que 1 damasco. Sabemos que uma
manga pesa 0 mesmo que 6 ameixas e 1 damasco, o que é equivalente a dizer que uma manga
pesa 0 mesmo que 7 ameixas.
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Resolucdo 3: Pensei como na resolugdo 2, mas “vi” os diagramas na minha cabeca.

Resolucdo 4: Para resolver este problema ndo imaginei qualquer diagrama. Raciocinei da
seguinte forma: Uma manga pesa o mesmo que 6 ameixas e 1 damasco. Entdo 10 ameixas pesam
o mesmo que 3 damascos, 6 ameixas e 1 damasco. Assim, 4 ameixas pesam o mesmo que 4
damascos. Entdo, pelo que se disse primeiro, uma manga pesa o mesmo que 7 ameixas.



183

FCUP

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo

funcdes

2T SIlensiA oeuU sounje oN
T SIensiA soune N
G'9T |  ressowe ep euelpa
8T 0 0 4 4 0 0 0 0 (4 0 4 4 0 4 4 [4 0 @ €c ounyy
9¢ 4 [4 4 4 0 4 0 [4 [4 0 4 4 4 4 0 4 0 e c¢c ounyy
LT 0 0 T 0 0 4 T 0 (4 0 [4 é 0 4 4 0 T [4 T¢ ounjyy
0T 0 0 0 0 0 0 0 Z Z 0 Z 0 0 0 0 Z 0 4 0c ounpy
qT 0 Z Z 4 0 0 0 0 T 0 4 Z 0 Z 0 Z 0 0 6T ounyy
¢t 0 T 0 0 0 0 0 0 4 0 @ @ 0 4 0 T 0 4 8T ounyy
91 0 0 4 4 0 4 0 0 4 0 4 4 0 T 0 T 0 4 /LT ounjy
¢t 0 0 4 0 0 0 0 0 (4 0 4 4 0 4 (4 0 0 0 9T ounyy
qT 0 Z Z 4 0 Z 0 0 T 0 Z 0 0 Z Z 0 0 0 GT ounyy
8T 0 0 0 4 0 4 4 0 (4 0 [4 @ 0 4 0 0 4 [4 ¥T ounyy
6T 0 T 0 I4 0 Z Z 0 Z 0 I4 Z 0 Z Z Z 0 0 €T ounly
6T T T T 4 0 4 4 4 [4 0 4 T 0 4 0 T 0 0 ¢t ounyyy
€c Z T Z I4 0 Z 4 0 Z 0 I4 Z 0 0 Z Z 0 4 TT ounly
qT 0 T 0 0 0 0 Z 0 Z 0 4 Z 0 Z Z Z 0 0 0T ounyy
¢t 0 0 0 0 0 0 0 0 (4 0 4 4 0 4 0 0 c 4 6 oun|y
9T 0 0 Z Z Z 0 0 0 Z 0 I4 Z 0 Z 0 Z 0 0 g ounpy
LT T 0 T 4 0 0 T 0 (4 0 @ [4 0 4 4 @ 0 0 L ounpy
9C Z Z Z 4 4 0 Z 0 Z 0 4 Z Z Z 0 0 I4 4 9 ounpy
GT 0 0 0 T 0 4 0 0 4 0 4 é 0 T 4 T 0 [4 G ounjy
G¢ 4 T T T 4 4 T 0 4 0 c 4 T 4 4 T T 4 [2ges|
oT 0 0 0 Z 0 0 0 0 Z 0 Z Z 0 0 0 Z 0 0 oboiq
9¢ 4 0 (4 4 4 4 Z 0 (4 0 0 4 0 4 4 @ 4 [4 aIpuy
A 0 T 0 I4 0 Z 0 0 Z 0 4 T 0 T T 0 0 0 euelep
ST | IT | OT | 6 8 A 9 S 14 € Z T 9 S 1% € Z T soun|y
V10l g oedoas Vv ogdoas oelsan
NdI




FCUP

Preferéncias visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucéo de tarefas diversificadas envolvendo

funcdes

Anexo 18 — Classificacdo das resolucdes ao questionario de

processamento matematico, por Presmeg

Chave
V: método de resolugio visual
N: método de resolugio nio visual

A-1
A-2
A-3
A4
A-5
A-6

Secgdo A

<l| <)l -

2| 2|2 <| 2| <l =

Z| =& = &=

=| = = & =| 2| w

-

B-2
B-3

B-§

B-7

B-10

B-11
B-12

:

2| 2| < «| 2| <| 2| <| <| 2] <] <=

= =| =| <] =| <| = =<| <| Z| <| <|w

=| <=| 2| 2| =| 2| <| Z| 2| <] 2| Z|w

2 |12 |2 |22 |=
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Pedido de autoriza¢ao aos Encarregados de Educac¢ao do 102

Exmo(a). Senhor(a) Encarregado(a) de Educacdo,

No ambito do Curso de Mestrado em Ensino de Matematica no 32 ciclo do Ensino Basico e
Secundario - Iniciacdo a Pratica Profissional, incluindo a Pratica de Ensino Supervisionada, da
Universidade do Porto, encontro-me a elaborar o Relatdrio de Estagio, intitulado: “Preferéncias
visuais dos alunos e o recurso a imagens visuais na resolucdo de tarefas diversificadas
envolvendo fungbes”.

O tema das funcdes é abordado ao longo de vdrios ciclos de ensino e pode ser abordado de
varias perspetivas. Neste contexto, pretendo investigar as preferéncias visuais dos alunos no
tema das Fung¢des, de modo a poder melhor selecionar tarefas para os ajudar na sua
aprendizagem matematica.

O desenvolvimento do Relatério de Estdgio implica a recolha de dados, que serdo obtidos
através de observacdo, de entrevista e de analise documental.

Para a obtencdo de todos os dados, necessitarei de dudio-gravar as entrevistas do seu educando,
pelo qual venho solicitar a sua autorizagdo para proceder ao registo em suporte dudio, onde
estard presente o seu educando.

Pela minha parte, enquanto pessoa com acesso aos dados recolhidos, comprometo-me a
garantir o anonimato em relagdo ao seu educando. Por outro lado, os dados da gravac¢ao serao
apenas usados para efeitos do estudo a realizar e ndo terdo qualquer influéncia nas
classificagOes escolares do aluno.

Desde ja, agradego a sua colaboracdo.

levgeniia Shtyka

Trofa, 16 de margo de 2021
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