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Abstract

The use of Probabilistic Constellation Shaping is investigated in this work combined with
ASK modulation with a distribution matcher, causing a non equal symbol probability. For the
Distribution Matcher a Constant Composition Distribution Matcher is used. Channel adaptation
is achieved by using several error correcting codes with different code rates and by changing the
symbol probability in the transmitter. In the receiver, the Belief Propagation Algorithm is used
with LDPC codes from DVB-S2 with code rates (3/4,4/5,5/6,8/9,9/10). Two different channels
are simulated, one dominated exclusively by white Gaussian noise and the other by a channel
simulated fiber optics in MATLAB. The system is analysed at a BER < 1074,

Keywords: ASK, Constellation Shaping, Distribution matcher, LPDC, Probabilistic Shaping,
QAM
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Resumo

O uso de Constellation Shaping é investigado no Ambito de transmissdo de dados. Um sistema
ASK ¢é combinado com um distribution matcher para o envio nao uniforme de simbolos. Usa-se
o algoritmo Constant Composition Distribution Matcher como distribution matcher. A adaptacio
as condicOes de canal € feita através da varia¢do da code rate usada e no caso de ASK néo uni-
forme, € alterada a probabilidade de envio de cada simbolo no transmissor. No receptor € usado o
algoritmo de Belief Propagation com cédigos LDPC da tecnologia DVB-S2. Os cédigos usados
foram (3/4,4/5,5/6,8/9,9/10) LDPC DVB-S2. O algoritmo Probabilistic Shaping foi simulado em
ambiente MATLAB usando dois canais, um dominado por ruido Gaussiano branco e o segundo
trata da transmissdo em fibra 6ptica. O sistema é analisado para uma BER de 107%.

Keywords: ASK, Constellation Shaping, Distribution matcher, LPDC, Probabilistic Shaping,
QAM
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Técnicas de Constellation Shaping t€m como propdsito aumentar a taxa de transmissio de
dados aproximando-se do limite teérico de Shannon. Técnicas de Constellation Shaping variam
desde Geometric Shaping [20], Probabilistic Shaping [6], ou ainda na combinagao destas duas téc-
nicas também designado por Hybrid Probabilistic Shaping [7]. Este trabalho foca-se unicamente

na técnica de Probabilistic Shaping.

Probabilistic Shaping (PS) tem vindo a ganhar relevancia ao usar QAM com probabilidades
de simbolo diferentes. E sabido que, para canais dominados por ruido Gaussiano branco, uma
constelacio QAM quadrada deve seguir uma distribui¢do também gaussiana [8], ou seja, os pontos
interiores sdo enviados com mais regularidade do que os pontos mais exteriores numa constelacao,

permitindo aumentar a capacidade do canal.

Além de Probabilistic Shaping permitir um melhor desempenho comparando com técnicas
tradicionais como QAM uniforme, € possivel obter uma taxa de bits de informacao especifica de-
pendendo do valor de SNR em questdo. A granularidade da taxa de dados pode ser arbitrariamente

grande permitindo um maior ou menor desempenho do sistema.

Neste trabalho foram combinados cédigos LDPC da tecnologia DVB-S2 com ASK n@o uni-
forme (Probabilistic Shaping) e ASK uniforme, permitindo uma maior tolerancia a erros em ASK

uniforme e ASK nfo uniforme.

1.2 Objectivos

Neste trabalho pretende-se avaliar o ganho de desempenho da técnica de Constellation Shaping
em sistemas de comunicacao de alto-débito, procurando atingir a capacidade maxima do canal, tal
como definido pelo limite de Shannon. Este estudo foi feito usando a modulagdo ASK como base

de comparacio.



2 Introdugao

1.3 Constribuicoes
As principais contribuicdes do presente trabalho foram as seguintes:

* maximiza¢do da capacidade do canal de um sistema de transmissdo através da técnica de

Constellation Shaping.
* Implementagdo de um algoritmo de Distribution Matcher.
* Implementagdo de c6digos LPDC em combinagdo com Constellation Shaping.

* Simulacdo de um sistema ASK com probabilidade de simbolos uniforme e nao uniforme em

dois canais distintos: Gaussiano e fibra dptica.

1.4 Estrutura

Este trabalho € composto por sete capitulos diferentes. O primeiro € dedicado a motivagao por
detras do estudo deste tema; o segundo é dedicado ao estudo de conceitos que facilitam a transi¢do
para o trabalho realizado; o terceiro capitulo aborda o estudo de cédigos LDPC, principalmente
codigos usados em DVB-S2 [1]; o quarto capitulo envolve o estudo de maximizagdo da capacidade
de canal em PS através do célculo da capacidade de canal; o quinto capitulo apresenta como o
sistema foi organizado, qual o algoritmo para Distribution Matcher que foi usado e como foi
implementado; o sexto capitulo aborda os resultados obtidos por simulag@o e o dltimo capitulo

apresenta as conclusdes obtidas.



Capitulo 2

Teria de informacao e comunicacao

Este capitulo tem como objectivo introduzir termos e conceitos fundamentais para o desenvol-
vimento deste trabalho. Serdo discutidos temas relacionados com modulagdo QAM, conceitos de
teoria de informacéo e de cddigos corretores de erros nomeadamente cédigos de blocos lineares.
Na seccao seguinte serd discutido QAM embora neste trabalho tenha sido usado ASK nas simula-
coes realizadas. A razdo desta escolha parte do principio que conceitos de ASK sdo directamente
aplicaveis em QAM, visto que QAM pode também ser visto como dois sistemas ASK ortogonais.
Visto que QAM ¢ mais abrangente que ASK, escolheu-se QAM como focos de estudo na seguinte

sec¢ao.

21 QAM

Quadrature amplitude modulation (QAM) é um tipo de modulagao digital. QAM é composto
pela transmissdo de duas componentes ortogonais, parte real e imagindria, desfasadas de 90° entre

ambas. QAM pode ser representado por

x(t) = ve(t)cos (2m fot) +vs(t) sin (27 f,t) (2.1)

onde
ve(t) = Z anegr (t —nT) 2.2)
v(t) = Z ansgr (t —nT) (2.3)

€ dpe, ang 30 as sequéncias das amplitudes transportadas nas duas portadoras; gr(¢) é a forma dos

impulsos e T o intervalo de simbolo.
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Figura 2.1: Constelacdo 16-QAM

QAM ¢ gerado ao separar uma série de bits em duas séries de bits diferentes, por um conversor
série-paralelo. Estas séries irdo ser convertidas para valores analégicos sendo multiplicadas por
uma de duas portadoras, sendo que as duas portadoras estdo rodadas de 90 graus entre si. O sinal
é somado e posto na saida. Um esquemadtico possivel estd representado na figura 2.2 e a respectiva

constelacdo na figura 2.1.

Conversdo

Stream - Série

bindria
Paralelo

Sinal
Modulado

cos(wt+90°)

Figura 2.2: Geragdo sinais QAM

Um sinal QAM composto por quatro pontos, produzird um sinal como o da figura 2.3. Neste
caso, as transi¢des apenas envolvem variacdes de fase, porém em geral também apresenta varia-
¢oes em amplitude.

A ordem de uma constelagdo depende do nimero de pontos. O nimero de bits necessarios
para codificar um simbolo € igual a N = log,(M), sendo N o nimero de bits por simbolo e M, o
nimero de pontos total da constelagdo . No caso da figura 2.1, o nimero de bits necessarios para
codificar um simbolo € igual a log,(16) = 4 bits/simbolo.

O equivalente banda-base de um sinal QAM pode ser representado na forma:

Xpp(t) = Z angr(t —nT) (2.4)

n—=—oo



2.1 QAM

1.5

amplitude
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Figura 2.3: QAM no dominio dos tempos

onde a, € a sequéncia de valores seleccionados que definem a constelagdo de sinal, corresponden-
tes aos simbolos de informagéo e gr(¢) é a forma dos impulsos.

A densidade espectral de poténcia do sinal, Sy(f), é obtida tomando a transformada de Fourier

da autocorrelagdo do processo aleatorio xp, (). Se xp,(¢) tiver média nula entdo é possivel mostrar
que [23]

Se(f) =< |Gr(f)|? (2.5)

onde G7(f) é atransformada de Fourier de g7 (7). Considerando impulsos rectangulares conforme
representado na figura 2.4, entdo Gr(f) = ATsinc(fT)e /™/T

gI.(;) A

Y

0 T t

Figura 2.4: Impulso rectangular com amplitude A [23]

Gr(f)|* = (AT)?sinc®(fT) (2.6)

Este especto esta representado na figura 2.5.

2.1.1 Filtro de cosseno elevado

Filtro de cosseno elevado é uma técnica usada para minimizar a interferéncia intersimbdlica

em canais limitados em largura de banda [4]. O espectro de onda [27] produzido por este filtro é
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Figura 2.5: Representacdo do espectro do sinal QAM bandabase [23]

igual a:

o 0<|fl<p
an - Artveo [ (n-5E)). <1<
0 1> P

onde B3 representa o factor de roll-off que varia entre 0 e 1. Este factor determina a banda usada

pelo sistema como se pode ver pela expressao:

= (1+B)R, 2.7)

sendo R, a taxa de simbolos.

0.8 /

0.6

04 r

2(t)

02t /

\ /"II \
02 Ff \/ \/

-04

Figura 2.6: Resposta no dominio dos tempos de um filtro de cosseno elevado com f3 = 0.2
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A resposta no dominio dos tempos e impulsional de um filtro de cosseno elevado no domi-
respectivamente.

nio das frequéncias com um 8 = 0.2, em banda base, estdo representadas nas figuras 2.6 e 2.7,

0.8 |
_06F ]
E" IIII
04
0.2 .
O L 1 \\ | 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8
fTs
B =0.2.

Figura 2.7: Resposta impulsional no dominio das frequéncias de um filtro de cosseno elevado com

Sendo Hppyrier(f) a transformada de Fourier de um sinal A(t) periédico, para ndo haver inter-
1 &

feréncia inter-simbdlica, o critério de Nyquist tem que ser respeitado, ou seja:

k
J— H rier _— = 1
T, k;gq Fourie (f 7;)
figura 2.8.

(2.8)
Para verificar que o impulso da figura 2.7 ndo sofre de interferéncia intersimbdlica, veja-se a

Ao fazer-se o somatério de todos estes impulsos, obtém-se um valor constante, provando que
ndo existe interferéncia inter-simbdlica.

2.1.2 BER

Bit error rate (BER), é um dos parametros que permite avaliar a qualidade de um sinal por um

canal. Definida através da divisdo do nimero de bits errados recebidos, pelo nimero total de bits
enviados, BER é um dos factores decisivos na escolha do tipo de constelag@o a usar.

portanto, igual a 1/2.

Usando uma constelagdo BPSK (simbolos -1 e +1), como representada na figura 2.9 e sendo
pela expressdo 2.9, onde se admite que as probabilidades de ocorréncia dos simbolos sdo iguais e,

a probabilidade de bit igual a probabilidade de simbolo errado, a bit error rate serd entdo dada
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0.6 1

Z(f-k/Ts)
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Figura 2.9: Func¢do densidade probabilidade condicionada para um sinal BPSK

1 1
Perror = 5P(S = +1|S = —1) + 5P(S = ~1|S = +1); 2.9)

2.1.3 AWGN

AWGN (additive white Gaussian noise), ¢ um tipo de ruido caracterizado por banda plana
no dominio das frequéncias, caracterizado por uma distribuicio normal. Este € o tipo de ruido
considerado neste trabalho, devido a facilidade de calculo envolvida. Porém, este ruido modela

fracamente obstrucdes, efeitos de multipath, etc. A densidade espectral do ruido branco € cons-

tante como representado na imagem 2.10.

A poténcia do ruido Gaussiano branco serd igual a:

Pawon = No- B (2.10)
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No/2

Y

Figura 2.10: Densidade espectral de ruido gaussiano branco

Sendo Ny a densidade espectral de ruido, em W /Hz, e B a banda considerada. Este ruido,
sendo descrito a partir de um distribuicdo normal, pode ser expresso matematicamente, pela fungdo
densidade de probabilidade, mostrada na expressdo 2.11.

1 (@a—p)?
202 (2.11)

P(x) =

e
oV2n

De notar que 6> denota o desvio padrdo ao quadrado (varidncia), i, o valor central ou a média

da distribuicdo Gaussiana.

Para a expressdo 2.9, sendo o nivel de decisdao no valor 0 W, assumindo uma probabilidade
de simbolos equiprovaveis, a probabilidade de o simbolo 0’ ser incorrectamente recebido com o

valor 1, para certo valor de ruido, serd igual a:

teo ] a=(=1))?
/ e 2% .dx (2.12)
0 ovV2w

Por sua vez, a probabilidade de ser enviado o simbolo "1°, e este ser recebido como um ’0’,

serd igual a:

0 1 = (+1)2
/ e 227? dx (2.13)
— OV 2T

A probabilidade de erro serd igual & soma das expressdes 2.12 e 2.13, pesada pelas probabili-
dades de ocorréncia de cada um dos simbolos. Assume-se aqui que o nivel de decisdo € 0, a meio

do intervalo dos simbolos 1 e —1.

2.1.4 Codificacao

Embora a codificacdo de QAM j4 tenha sido mencionada brevemente, o tipo de mapeamento

usado numa dada constelacio afecta o comportamento do sistema. Veja-se o caso da figura 2.11.
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A
A 10 00
00 01 ® ®
® ®
11 01
1 10
[ ] [ ]
® ®
Figura 2.11: Constelagdo 4QAM com ma- Figura 2.12: Constelagdo 4QAM com ma-
peamento natural peamento de Gray

A probabilidade do ruido causar uma recepgdo errénea do simbolo transmitido aumenta com
o poténcia do ruido, e para valores de Ej;/Np ndo muito baixos, o mais provéavel é que quando um
simbolo € recebido erradamente € este ter sido confundido pelo simbolo vizinho.

Da figura 2.11, vemos que o simbolo *00°, quando é erradamente descodificado, serd confun-
dido mais provavelmente pelos simbolos 01’ e *11°, pois estes sdo os simbolos mais préximos.
De notar que quando o simbolo enviado *00’ € erradamente descodificado pelo simbolo *01°, ape-
nas um bit serd erradamente recebido, ao invés do simbolo *11°, que ird ter dois bits diferentes.
Utilizando mapeamento de Gray, € possivel garantir que dois simbolos adjacentes apenas diferem
de um bit. Ao aplicar mapeamento de Gray na figura 2.11, a constelagdo é representada pelo
diagrama de constelagao da figura 2.12.

Este tipo de mapeamento pode diminuir a taxa de bits errados, para o mesmo SNR. Tal com-
portamento estd representado na figura 2.13. Por este motivo € que serd usado apenas mapeamento
de Gray neste trabalho.

BER

10 12 14 16 18 20 22
SNR (dB)

Figura 2.13: Mapeamento de Gray a laranja e mapeamento natural a azul
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2.1.5 Recepcao

A recepcdo de um sinal QAM ¢ feito multiplicando o sinal de recebido por duas ondas sinu-
soidais rodadas de 90 graus entre si, assumindo que o sinal € recebido com recepgdo coerente, no

qual as fases das portadoras estdo sincronizadas com a onda recebida.

Quando se trata de recepcao, existem duas maneiras de se fazer a descodificacio: hard deco-

ding ou soft decoding.

Em hard decoding, o sinal recebido ird ser mapeado para uma série de 0’s ou 1’s dependendo
das distincias entre os valores recebidos e os simbolos mais préximos, enquanto que em soft
decoding, irdao ser usados valores uma gama de valores muito maiores. Estes valores indicam uma
confianca no bit recebido. Tal é o caso do algoritmo que serd usado para descodificar cddigos
LDPC no capitulo 3. Devido a uma gama de valores maiores, soft decoding consegue oferecer um

desempenho igual ou superior a hard decoding, a custa de maior complexidade [16].

Um método de geragdo possivel de um sistema ASK com mapeamento de Gray, usado neste
trabalho, passa por comegar com um vector com dois elementos: (0,1). Com este vector apenas
é possivel gerar um sistema BPSK. Para gerar um sistema com quatro pontos (4-ASK), usa-se
um método iterativo: copiam-se todos os elementos do vector anterior duas vezes, sendo que na
segunda copia inverte-se o sentido. Este vector ficaria (0,1, 1,0). Para completar este vector,
preenche-se a primeira metade dos elementos do vector com zeros, e a segundo metade com uns,

ou seja, (00,01,11,10). A imagem 2.14 mostra o método interactivo.

2.ASK  4-ASK 8-ASK
00 000

01 001

0 00 10 010

0 1 01 11 011
1 1 11 11 111
0 10 10 110

01 101

00 100

Figura 2.14: Geragdo de cdigo de Gray em ASK

2.1.6 Critério de decisao de intervalos de decisao: MAP e ML

Veja-se a figura 2.15, representativa de um sinal BPSK com ruido.
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Figura 2.15: Representacdo da fun¢do densidade probabilidade condicionada: o simbolo com
ponto da constelacdo -1 codifica o bit 0 e o ponto da constelagdo +1 codifica o bit 1.

Segundo o critério ML- maximum likelihood, o valor recebido ’z’ ird ser descodificado para o

bit Bgx igual a’1’ ou ’0’ de acordo com:

P(Z|S: —1) >P(Z‘S: —I—l) Brx =0

(2.14)
P(z|S=+1)>P(z|S=—-1) Brx=1

O critério MAP- Maximum a posteriori necessita de informagao sobre a constelacao no sentido
de fazer uma decisdo. Segundo o critério MAP, um valor recebido z, serd descodificado para o bit

Brx segundo:

P(S=—1|z) > P(S=+1]z) Brx =0

(2.15)
P(S=+1|z) >P(S=—1|z) Brx=1

De notar que o critério MAP precisa da distribuicdo dos simbolos usadas. Expandindo a

expressdo 2.15 com o teorema de Bayes, obtém-se:

P(z|S =x)-P(S =x)
P(z)

A expressdo P(z|S = x) segue a féormula de uma distribuicdo Gaussiana, pois neste trabalho

P(S=x|z) = (2.16)

apenas € considerado AWGN. Sendo z o valor recebido, S o simbolo pertencente ao conjunto dos
simbolos usados e us—, o valor do ponto da constelacdo do simbolo S = x, a probabilidade da
expressdo P(z|S = x) serd:

1 (Z-pg_,)?

e 207 2.17)

P(z|S=x) =
oV2w

De notar que a expressdo P(S = x|z) ndo pode ser calculada directamente, tem que ser trans-
formada, pelo teorema de Bayes, para uma forma do género do tipo da expressao 2.16.
Os critérios ML e MAP permitem indicar estimativas para os valores de decisdo numa cons-

telacdo. Numa constelacio BSPK como no caso da figura 2.15, sendo Ay e A; a amplitude dos
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simbolos cujos pontos da constelagdo sdo -1 e +1, respectivamente, segundo o critério ML, o nivel
de decisdo podera ser calculado segundo as seguintes expressdes, assumindo que o nivel de ruido

é constante em todos os pontos da constelacio:

1, P(z|S=+1) <1
B = PEIS==1) (2.18)
0, Caso contririo

Esta expressdo pode ser expandida, pela expressao 2.17, para:

- (=4 )2
e 20
1 , vV 262 . > 1
B, = ]{Qy (2.19)
V2ro?

0, Caso contrario

Estas expressdes podem agora ser resolvidas em ordem a z que, depois de alguma manipula-

¢do, consegue-se chegar ao limiar 6ptimo do critério ML, que agora define-se por 7:

Ap+A
ZO;‘ (2.20)
O nivel de decisdo segundo o critério MAP serd dada por:
0. PGS=—1)P(S==1) _ P@ES=+1)-P(S=+1)
B.{" Pl2) Pl2) (2.21)
1, caso contrdrio
A expressdo 2.21 pode ser simplificada para:
| PEs=t1) | P(S=—1)
Brx ? P(Z‘S:—l) P(S:+1) (222)

0, Caso contrario

O valor do limite de decisdo y que definird quando B, = 1 ou B, = 0 ocorrera quando os ter-
mos da expressao 2.22 igualam. O processo de cdlculo para se obter o limite de decisdo, desta vez
do critério MAP, é semelhante ao processo usado no critério ML. Depois de alguma manipulacio,

¢ possivel chegar-se a expressao:

P(S=—1) 2
log (P(S:+l)> 20 A% — A2
y= 4+ -1 0 (2.23)
2-(A; —Ay) 2- (A —Ay)
Por fim chega-se a seguinte expressao:
2 P(S=—1) Aj+A
y=-—2 ( ) At (2.24)

T A Ay EPS=11)" 2
A expressdo 2.24 representa o valor de decisdo que minimiza a probabilidade de erro entre

dois simbolos adjacentes. Para um sistema M-ASK, existem M — 1 niveis de decisdo, cada nivel

de decisdo € calculado a partir da férmula 2.24 entre os dois simbolos mais préximos, ou seja, para
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um sistema com 4 simbolos ASK (S;;52;53;54), organizados com amplitudes crescentes no mapa
de constelagdo, o primeiro nivel de decisdo € calculado a partir da expressdo 2.24 entre S7 e S; 0

segundo entre Sy e S3 e o Ultimo, entre S3 e S4. O mesmo acontece para o critério ML.

2.2 Teoria da informacao

A teoria de informagdo permite quantificar o desempenho de um sistema de transmissao de
dados dando métricas que permite quantificar o desempenho do sistema em questdo. Esta sec¢do

serd dedicada a introducdo de conceitos necessdrios para este trabalho.

2.2.1 Quantidade de informacio e entropia

Assumindo uma varidvel aleatéria com uma probabilidade P(x), a quantidade de informagdo

presente [9], expressa por I, serd igual a:

1
1=1log, e (2.25)

A base do logaritmo define a unidade de informagdo. Ao longo deste trabalho apenas se ird
usar o logaritmo de base 2, pois a sua unidade serd em bits de informagdo. Outras bases, como por
exemplo o nimero de Euler, teria como unidade o ’nat’.

A entropia de uma fonte aleatdria sem memoria, [9], com M simbolos diferentes, cada um com

uma probabilidade P; diferente, serd definida por:

M
1
H(X) =) P-log, > (2.26)
i=1 i

A entropia de uma fonte pode ser vista como a quantidade de informac¢do ou incerteza da
informacdo produzida. Veja-se o seguinte exemplo.

A probabilidade de certo cavalo i ganhar uma corrida estd presente na tabela 2.1.

Probabilidade
Cavalo
de ganhar
A 1/3
B 1/3
C 1/3

Tabela 2.1: Probabilidade cavalo i ganhar

Qual € a incerteza de que um certo cavalo ganhe? Bem a incerteza terd de certeza um valor
elevado, visto que como todos os cavalos tém a mesma probabilidade de ganhar, nio se pode dizer
muito sobre quem ird ganhar. Mas agora veja-se o seguinte caso:

Neste caso, a quantidade de incerteza sobre qual cavalo ird ganhar ja serd menor do que no
caso anterior, pois neste cendrio, o cavalo C tem um probabilidade de ganhar mais elevada, ou

seja, a incerteza de quem ird ganhar a corrida € menor que no caso anterior. No primeiro cendrio,
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Probabilidade
Cavalo
de ganhar
A 1/6
B 1/6
C 4/6

15

Tabela 2.2: Probabilidade cavalo i ganhar

a quantidade de informacdo, ou entropia, em bits é dada pela expressdo 2.27 enquanto que no

segundo cendrio, a entropia é dada por 2.28

—(1/3log,-1/3+1/3-log, 1/3+1/3-log, 1/3) ~ 1.58 bits (2.27)

—(1/6-10g,1/6+1/6-1og,1/6+4/6-1og,4/6) ~ 1.25 bits (2.28)

O conceito de entropia estd bastante relacionado com a compressao de dados. Sabendo as pro-
babilidades de cada simbolo, é possivel chegar a um limite teérico de quantos bits sdo necessarios
para codificar uma mensagem, pelo menos teoricamente. Assumindo as probabilidades da tabela
2.2, cada simbolo pode, teoricamente, ser escrito com 1.25 bits. Para uma mensagem com 1000
simbolos, podia-se codificar essa mensagem com 1000 - 1.25 = 1250 bits de informacdo. A taxa
de bits informacao por segundo de uma fonte com uma entropia H(X ), a uma taxa de R, simbolos

por segundo é dada por:

Ristema = Ry - H(X) (229)

A entropia de uma fonte com M simbolos diferentes, serd sempre maxima quando os simbolos
sdo equiprovdveis. Usando apenas dois simbolos, sendo P(A)=1-P(B), o gréfico da entropia esta

representado na figura 2.16 em fungdo de P(A).

1 B ™
= e
S 08| yd AN
o6t /
O / b
(] Ay
1S
S 047
= /
g .'"I: ..\"-.
@ 02|/ '
2

O 1 L 1 L

) 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P(a)

Figura 2.16: Gréfico de entropia para uma varidvel em funcio de P(A), desde zero até 1. A escala
vertical, representada em bits de informacao, varia desde zero a um.
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2.2.2 Compressao

Compressao de dados ndo é um tema de verdadeira importancia neste trabalho, mas um algo-
ritmo que serd discutido mais a frente, partilha muitas semelhancas com um dos algoritmos usado
para compressdo de dados, nomeadamente aritmetic encoding. Por este motivo é que foi incluido
esta subseccao neste trabalho.

Aritmetic encoding pode ser visto como uma espécie de compressdo de dados Huffman, sem
a restricao de que as probabilidades tém que ser uma poténcia de 2 [14]. Este algoritmo faz parte
de uma familia de algoritmos de compressao de dados sem perdas.

Um esquema representativo do algoritmo de encoding estd representado na figura 2.17, cor-

respondente a distribui¢do de probabilidades dos simbolos da Tabela 2.3.

Simbolo | Probabilidade
A 1/6
B 1/6
C 4/6

Tabela 2.3: Probabilidades de simbolo i aparecer com probabilidade P;

Aritmetic encoding permite codificar uma sequéncia de simbolos por bits ao atribuir intervalos
a cada simbolo, desde zero até um. O tamanho do intervalo serd proporcional a probabilidade do
bit sendo que os intervalos ndo se sobreponham. Aquando da escolha de certo simbolo, dentro
do seu intervalo definido, irdo ser calculados novos intervalos dentro do intervalo do simbolo
escolhido, repetindo-se assim o processo até que toda a sequéncia a codificar seja mapeada num
unico nimero. Se a mensagem a ser codificada for: (C B B), o algoritmo funcionard como indicado

na figura 2.17.

0 2/6 1

A B C
2/6 1636 ~ 20/36 C 1
— _---A---
16/36 ___7__"‘--——-6_____7__ 20/36
A B
100/216 104/216

Figura 2.17: Aritmetic encoding com mensagem CBB

Desde que seja usado um valor em bindrio no intervalo de [%; %], um descodificador seria

capaz de obter a sequéncia original codificada. Este algoritmo serd utilizado na discussdo do

Distribution Matcher no sub-capitulo 5.1.
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2.2.3 Capacidade de Canal

A capacidade de canal permite identificar a taxa de transmissdo de dados maxima para a qual
os dados podem ser transmitidos com uma probabilidade de erro arbitrariamente pequena, ou seja,

desde que Rgisremq < C, existe um cédigo corretor de erros que permite tornar a probabilidade de

erro o mais baixa quanto o pretendido.

A capacidade de um canal é definido por:

C=1I(X.Y) (2.30)

Sendo /(X,Y) a informag@o mitua entre X e Y. A informagdo mitua é definida por:

K—1J-1 X
I(X,Y) = k;) ;}P(xj,yk)logz ( P(ng_}j(lﬂ 2.31)

A informag¢ao mutua também pode ser expressa a partir da seguinte expressao:

I(X,Y)=H(X)—H(X|Y) (2.32)

Todas as equagdes desta seccao foram retiradas de [9].

2.2.4 Canal simétrico e binario

Um canal simétrico e bindrio pode ser representado por um modelo grafico que permite carac-
terizar a transmissao de dados por um canal.

Um canal simétrico bindrio com uma probabilidade de erro p esta representado na figura 2.18.
De notar que nesta figura, todas as probabilidades condicionadas estio representadas. E possivel

entdo calcular o valor da capacidade do canal, como descrito na expressdo 2.30.

Figura 2.18: Canal simétrico bindrio
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2.2.5 Limite de Shannon

O limite de Shannon define o limite mdximo de informac¢do no qual a comunicagdo sem erros
é possivel num canal ruidoso.
Esse limite, [9], é quantificado pela capacidade do canal definido por:

C =B-log,(1+SNR) (2.33)

Esta ¢ uma equagdo que relaciona a capacidade de um canal em bits por canal, com a banda
usada e o valor do SNR.

Um canal QAM pode ser representado esquematicamente pela figura 2.19.

. Mensagem
Mensagem X Y Recebida

Em—— Caodificador PY[X) Descodificador

h 4
h 4

Figura 2.19: Canal ruidoso

2.3 Divergéncia Kullback-Leibler

Divergéncia Kullback-Leibler € uma *medida’ da diferenga entre duas distribui¢des. Esta me-
dida ndo € uma métrica, pois nao respeita caracteristicas de uma métrica tais como simetria, porém
fornece uma indicag¢do de quao diferente sdo duas distribui¢des. Sejam duas distribui¢des repre-
sentadas pelas figuras 2.20 e 2.21.

Sendo D (x) o elemento nimero x da distribui¢do Dy, a divergéncia de Kullback-Leibler, [9],

é dada por:
D (D1 ||D2) = Y. Dy (x) -log (Dl(">> (2.34)
xeX Dz(x)
06 0256 0325 045 03 025
A B c A B C

Figura 2.20: Distribui¢do 1 Figura 2.21: Distribui¢do 2
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A divergéncia D, a partir de D, é dada por:

0.5 0.25 0.25
D (D1]|D2) =0.5-1og (045> +0.25-log (03> +0.25-log (025> ~7.1-10>nats (2.35)

A divergéncia D a partir de D, é aproximadamente 7.28 - 103 nats, o que difere da divergén-
cia previamente calculada na expressio 2.35. Este resultado mostra a falta de simetria no calculo
da divergéncia, logo a divergéncia nio representa uma métrica mas di-nos valores relevantes aos

quais se podem retirar conclusdes.

2.4 Codigos corretores de erros

Cddigos corretores de erros sdo usados para detectar e corrigir erros quando uma mensagem ¢é

transmitida através de um canal ruidoso e recebida com erros.

Cddigos corretores de erros funcionam ao transmitir informagdo redundante extra que permi-

tem ao receptor identificar bits errados.

Richard Hamming introduziu cddigos corretores de erros, conhecidos por cédigos de Ham-
ming [13].

Em geral a correc¢do de erros pode ser feita de maneiras diferentes: uma delas seria retrans-
missdo da mensagem quando o receptor identifica informacao errénea na recepgdo; outra, que serd
alvo de estudo neste trabalho € enviar dados redundantes para que o receptor tenha capacidade de

corrigir erros, sem necessidade de retransmissao.

Existem varias familias de codigos de correccdo de erros tais como cédigos de blocos lineares,
como cédigos LDPC [11], cédigos convolucionais, como cédigos Turbo [22]. Em geral, a quanti-
dade de erros que podem ser detectados e corrigidos numa mensagem depende da sua code rate,

definida por:

R K (2.36)
n

A quantidade de bits da mensagem com informagao é dada por k e n representa o tamanho da

palavra de c6digo. O nimero de bits de redundéncia serd dado por:

Nbits paridade = 1 — k 2.37)

Em geral, quanto maior for o nimero de bits de paridade relativamente ao tamanho da palavra
de cédigo, para o mesmo céddigo de correccdo de erros, maior o nimero de bits errados que po-
dem ser corrigidos e detectados no receptor. Este comportamento serd observado no capitulo dos

resultados 6.
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’xl‘x2‘x3‘x4‘p1‘p2‘p3‘
Tabela 2.4: Exemplo de cédigo corretor de erro (7,4): o tamanho da palavra de cédigo corresponde
a 7 bits, com os primeiros 4 bits sendo iguais a propria palavra que se quer codificar e os restantes
3 bits correspondem a informagao redundante para controlo de erros (3 bits paridade)

24.1 Cédigos lineares de blocos

Cédigos lineares de blocos sdo cédigos descritos por algum tipo de matriz, como a matriz de
paridade, no qual o vector nulo é uma palavra de cédigo vélida, e a soma de duas palavras de
codigo validas também originam uma palavra de cédigo valida.

Ou seja para duas palavras de cédigo vélidas: X = (x1,x2,x3,...,X,) € ¥ = (¥1,Y2,3,-.-,Vn), @
palavra Z = (x; @ y1,x2 B y2,X3 D Y3, ..., X, Dy,) serd também uma palavra de c6digo vilida.

A quantidade de erros que os cddigos de blocos lineares conseguem corrigir estd directamente
relacionada com o conceito de distdncia minima.

Distancia minima entre duas palavras de cddigos corresponde a distdncia de Hamming mi-
nima. Distancia de Hamming corresponde a quantidade de elementos diferentes entre dois vecto-

res validos.

Por exemplo, sendo:

(100101)
(101001) (2.38)
DHamming = X@X = (001 100)

I~ <
I

Neste exemplo, a quantidade de elementos diferentes entre X e Y € igual a 2, entdo a distincia
de Hamming destes dois vectores serd igual a 2. De notar que se esta distdncia de Hamming for a
minima entre todas as combinagdes de vectores, o vector X @Y continua a ser um vector vélido.
Entdo a distancia de Hamming minima serd igual ao peso minimo de todas as palavras de c6digo,
com excep¢do do vector nulo, sendo o peso de um vector igual a quantidade de elementos igual a

1. No exemplo acima, o peso do vector X serd igual a 3.

Dependendo da distancia minima de um cédigo, € garantido que:

O cédigo consegue detectar [ erros  dpyip =1+ 1 (2.39)
O cédigo consegue corrigir ¢ erros  dyin = 2 + 1 .

A geracdo deste tipo de cddigos € feita através matrizes geradoras. Neste trabalho ird assumir-
se que todos os cddigos lineares de blocos serdo codigos sistemdticos, ou seja, os primeiros k
bits corresponderdo a propria mensagem que se pretende codificar, e os restantes n — k, os bits de
paridade, estardo no fim da palavra de c6digo, como a tabela 2.4 indica.

Dependendo da code rate desejada e do tamanho total da palavra de cédigo, diferentes matrizes

geradoras podem ser criadas. Uma matriz geradora € identificada como uma matriz G, que é
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constituida pela matriz identidade e matriz P, senda esta dltima responsédvel por criar os bits de

paridade.

A tabela 2.5, exemplifica uma possivel matriz G.

1{0]/0]0|1]0]1
Oj1]0|]0]1|1]1
0j{0|1]0|1]1]0
0j{0jO]1|0|T1]|1
Tabela 2.5: Matriz G (7,4)

Para codificar uma mensagem, basta multiplicar a mensagem que se quer codificar, com tama-
nho (1x4), pela matriz G, gerando uma palavra (1x7). Note-se que, como a matriz G € constituida
pela matriz identidade nas primeiras quatro linhas e colunas, a palavra de c6digo resultante terd
0s primeiros quatro bits iguais a prépria mensagem a codificar. A partir de M que representa a

mensagem que se quer codificar, a mensagem codificada serd entdo gerada na forma de:

C=M-G (2.40)

A matriz G pode ser representada graficamente pelo chamado gréfico de Tanner, mostrado na
figura 2.22. De notar que sendo o cédigo usado (7,4), os elementos x5, x¢ € x7 fazem parte dos bits

de paridade. Os restantes elementos sdo os proprios bits da mensagem a codificar.

X1

X2 Eq 1

X3

X4 Eq2
X5
X6 Eq3

X7
Figura 2.22: Gréfico Tanner
A matriz G também pode ser expressa a partir de equacdes de paridade:
X1DxPx3 = X5

X Bx3Pxs = X 2.41)
X1Dx2PBxg = x7
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Uma outra matriz de relevancia € a matriz de verificacdo H,,,, [10]. Esta matriz ¢ definida por:

H@,:( P ) (2.42)

I, matriz

Sendo P a matriz de paridade e I,,4,;; a matriz identidade. A matriz H,., gerada a partir da

matriz G é descrita pela tabela 2.6.

1
1
1
0
1
0

ol =|=|~lo
OO = O =] =

0 1
Tabela 2.6: Matriz H,.,

A matriz H,., é usada para calcular a sindrome da mensagem recebida. A sindrome (s) resulta

da multiplicacdo da palavra de cédigo recebida Z com H,,,, ou seja:

s=Z-H (2.43)

ver

Caso a sindrome origine um vector nulo, significa que a palavra recebida ¢ uma palavra vélida,

caso contrdrio, foi recebida uma palavra com erros.



Capitulo 3

Codigos LDPC

A escolha do tipo de cédigos corretores de erros terd impacto no desempenho num sistema de
transmissdo. Como neste trabalho, uma implementagdo prética eficiente em termos de hardware
nao é uma restri¢do importante, irdo ser procurados c6digos corretores que se aproximem do limite

de Shannon. Dois deles sdo de particular interesse: cddigos Turbo e LDPC.

Segundo o artigo [22], c6digos Turbo funcionam melhor para baixos valores de SNR enquanto
que c6digos LDPC, funcionam melhor para valores mais elevados de SNR, para a mesma code
rate. Em [6], c6digos LDPC superaram c6digos turbo em PS, de maneira que se optou por usar
c6digos LDPC.

LDPC, "Low-density parity check-code" é um c6digo corrector de erros pertence a familia de
c6digos de blocos lineares. Estes codigos sdo codigos com um desempenho préximo do limite
de Shannon [21] que encontram muita utilidade em tecnologias como DVB-S [1]. Introduzido
por Robert Gallager [11] nos anos 60, c6digos LDPC foram ignorados durante anos devido as
limitacGes de implementacdo de hardware presentes na altura. Este capitulo abordard cédigos
LDPC.

3.1 Matriz de paridade

A matriz de paridade H g igaqe € uma matriz de tamanho (n — k, n), que expressa as equagdes
de paridade dos c6digos LDPC. Esta matriz ndo é a mesma representada na subseccdo 2.4.1. Uma

matriz de paridade Hurigaqe, [11], € definida por:

hi 1 hip -+ hig
hy 1 hap -+ hop
Hparidade = . .
hnfk,l hnfk,Z T hnfk,n

23



24 Cadigos LDPC

Os primeiros k bits de uma palavra de um cédigo sistemdtico é composto pelos bits da sequén-
cia a codificar. Os tltimos (n — k) bits sdo compostos pelos bits de paridade, como mostrado na

figura 3.1.

(n-k) bits

K bits paridade

Figura 3.1: Formato de uma palavra de cédigo de c6digo LDPC sistemadtico

A matriz de paridade H) 4 iqaq. pode ser representada pelos gréifico de Tanner. Seja uma matriz
definida pela matriz 3.1, o respectivo grafico de Tanner estd representada na figura 3.2 e as equa-

¢des da matriz 3.1 estdo presentes em 3.2, por ordem crescente, ou seja, desde a equacdo 1 até a

equacio 3.

101 00
Hparidade = 01011 (3.1

1 01 01

CA c2 C3 C4 Cc5
Equacdo Equacdo Equacac
1 2 3
Figura 3.2: Gréfico de Tanner da matriz de paridade 3.1
cl®c3 = 0

2®cdPdc5= 0 (3.2)

clde3de5= 0

3.1.1 Caracteristicas codigos LDPC

Cédigos LDPC sio caracterizados por uma matriz escassa, ou seja, com um nimero reduzido

de 1s. Os cédigos LDPC podem ser categorizados em duas classes distintas:

» Codigos regulares

» Cdédigos irregulares
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Um cédigo LDPC ¢ considerado regular quando o peso de cada coluna e de cada linha da
matriz Hpyrigaqe € constante. O peso de uma linha ou de uma coluna corresponde ao nimero de
elementos diferentes de zero nessa linha ou coluna. Um cédigo com um niimero varidvel de ele-
mentos nao nulos entre as diferentes linhas ou colunas diz-se irregular. Em geral, c6digos LDPC
irregulares superam codigos LDPC regulares em termos de desempenho [18]. A matriz 3.1 diz-se
entdo irregular, pois o niumero de 1s em cada linha ndo € constante, bem como o nimero de 1s em

cada coluna.

A coding rate de um cédigo LDPC depende do niimero de linhas da matriz de paridade: para
uma matriz com (n — k) linhas linearmente independentes, existirdo (n — k) bits de paridade. A

coding rate sera entio:

k k

Re= i n =)

Um dos factores que contribui para o desempenho de um cédigo LDPC é o tamanho de um
ciclo. Um ciclo é um percurso de vértices conectados que comeca e acaba no mesmo vértice,
passando pelo mesmo vértice ndo mais que uma vez. Na figura 3.2 estd demonstrado um ciclo
cujo trajecto € (cl1 -> Equagdo 3 -> C3 -> Equacdo 1 -> C1). A distancia deste ciclo é de quatro.
Este aspecto é importante pois o valor minimo de um ciclo relaciona-se com o desempenho do
codigo LDPC. Para se obter maior desempenho, a distdncia minima de um ciclo deve ser grande
pois a existéncia de uma distdncia minima de um ciclo pequeno, como o da figura 3.2, leva a
uma perda de desempenho devido a uma ndo convergéncia ou convergéncia lenta no algoritmo de

descodificacgdo [18].

3.1.2 Construcao codigos LDPC

De acordo com Gallager [11], c6digos LDPC podem ser gerados a partir de permutacdes de

colunas de sub matrizes, como mostrado no seguinte exemplo:

Para uma matriz com n= 12, f=4 e j= 3, sendo n o tamanho da palavra de cddigo, f o peso de
cadalinha e j, 0 peso de cada coluna, um c6digo LDPC pode ser gerado a partir de uma sub-matriz,

como mostrado na matriz 3.4.

11 1100O0O0O0O0O0O0
hparidage=10 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 O (3.4
000O0O0OO0OO0OO0OT1T1T11

Através da sub-matriz de tamanho (3,12), equacdo 3.4, pode-se gerar uma matriz de paridade
com tamanho (% - Jj » n), concatenando verticalmente j sub-matrizes de tamanho (%, n) através de

permutacdes das colunas da matriz 3.4. Neste caso, através da geracdo de duas sub-matrizes (3,12)
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e concatenando-as com a sub-matriz 3.4, é possivel gerar a matriz de paridade 3.5.

(11110000000 O]
000O0OT1T1T110000
0000O0OO0OOOT1T1T11
0000O0OO0OOTI1T1T1O01
Hparidage=|0 0 1 1.0 0 1 0 0 0 1 0 (3.5)
110011000000
1000011071000
01 0000O01O0T1T1O0
001 1 1.0000O0O0O0 1]

As permutacdes das colunas podem ser feitas de uma maneira aleatéria. Porém, a construgdo
de matrizes de controlo de paridade nio garantem que haja uma distancia de ciclo minimo maior

que quatro, o que pode prejudicar o desempenho deste cddigo LDPC.

3.2 Codificacao

A codificacdo de c6digos LDPC construidos pelo método 3.1.2 em geral ndo € um problema
trivial. A matriz de paridade 3.5 é uma matriz que gera um cédigo LDPC com uma palavra de
codigo de 12 bits, sendo 3 bits de informacdo e 9 bits de paridade. Usando um cédigo LDPC
sistemdtico, as primeiras 3 colunas corresponderdo aos 3 bits de informacao e as restantes colunas
corresponderao aos bits de paridade. Seja M uma mensagem a codificar definida por (m,my,m3).
Neste caso, a palavra de cédigo C definida por ¢y, ¢z, 3, ..., €12, terd os trés primeiros bits definidos
por (my,my,m3). Porém, os restantes nove bits (cq4, cs, ...,c12) terdo que ser calculados. Veja-se as

primeiras duas linhas da matriz de paridade 3.5, replicadas aqui por conveniéncia.

11:[111100000000} (3.6)

12=[000011110000} 3.7)

A primeira linha /1, € de fécil codificacio pois como os primeiros 3 bits sdo conhecidos, apenas

basta fazer o cdlculo para o primeiro bit de paridade (c4), como mostrado na equagéo 3.8.

ClPcrPc3Pea =0 (3.8)

O bit ¢4 representa o primeiro de nove bits de paridade, que é de ficil cdlculo. Porém, a

segunda linha da matriz 3.5, indicada na equacdo 3.7, é definida pela equacao:

csDcgDcerdeg=0 3.9
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Esta equacio ndo pode ser resolvida imediatamente pois os bits de cs a cg sdo bits de paridade,
que dependem da mensagem a codificar. Nao existe maneira de resolver esta equagdo neste mo-
mento, pois estes bits ndo sdo ainda conhecidos. Estes serdo calculados resolvendo um sistema
de equacdes que envolve todas as equacdes da matriz de paridade. No caso da matriz 3.5, tere-
mos nove incégnitas (que correspondem ao nimero de bits de paridade) para nove equagdes (que
correspondem ao nimero de linhas da matriz de paridade).

O problema da-se agora quando o objectivo for escalar a matriz Hq igqqe para tamanhos de
palavras de c6digo maiores. As matrizes de paridade que se irdo usar neste trabalho virdo da
tecnologia DVB-S2. Estas matrizes tém cédigos LDPC de 64800 bits no qual, dependendo da
code rate, poderdo ter um nimero elevado de equagdes: para code rate de 1/2, o nimero de
equagdes serd igual a 1/2-64800 = 32400. Subitamente resolver o problema da codificagdo desta
maneira comeca a tornar-se numa impossibilidade prética.

Uma outra maneira de resolver o problema da codificacio passa por aplicar a mesma aborda-
gem que foi aplicada na subsec¢do 2.4.1. Esta abordagem passa por criar uma matriz G no qual a

palavra de c6digo poderia ser gerada a partir de uma simples multiplicacdo de matrizes:

C=M-G (3.10)

Para gerar uma matriz G a partir da matriz H,4 igade, pode-se usar o algoritmo de "Gauss-
Jordan elimination”, gerando matrizes G do formato G = [I|K], tal como visto na subseccdo 2.4.1.
Porém a matriz G resultard numa matriz que em geral nfo serd esparsa, o que resulta numa grande
complexidade de codificac¢do [5], ndo sendo também de ficil implementacao prética.

A codificacdo de matrizes de paridade pode ser imensamente mais facil ao construir uma
matriz de paridade com uma estrutura predefinida. Observe-se a matriz H,igaq. do c6digo LDPC
DVB-S2 na figura 3.3.

Embora nfo seja muito legivel, a imagem 3.3 pode ser decomposta em duas matrizes: matriz
A de tamanho ((n — k), (k)) e matriz B de tamanho ((n — k), (n — k)), como mostrado na expressdo
3.11.

Hparidade - [A‘B] (31 1)

A matriz B é composta pela matriz identidade no qual cada elemento ndo nulo nessa matriz

possui um 1 no elemento imediatamente na linha inferior, como mostrado na seguinte matriz 3.12:

(10 0 -~ 0]
11 0 - 0

B=|01 1 - 0 (3.12)
(00 - 1 1]

De notar que a matriz B no caso da figura 3.3, que corresponde aos bits de paridade, tem

tamanho (32400 , 32400), pois como a code rate da matriz da figura 3.3 é de 1/2 e o tamanho da
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Figura 3.3: Estrutura do cédigo LDPC de DVB-S2 para code rate 1/2 com tamanho 64800. A azul
estdo representado os elementos nulos e a amarelo os elementos ndo nulos (igual a 1)

palavra de c6digo é de 64800 bits, o nimero de bits de paridade serd igual a 64800/2 = 32400
bits. Esta estrutura é ttil na codificacao pois significa que os bits de paridade podem ser calculados
sequencialmente: olhando para a primeira equacdo da matriz B 3.12, o dnico elemento com um
17 € o elemento da primeira coluna. Visto que a matriz B € a matriz que representa os bits de
paridade, e apenas existe um bit de paridade a calcular, pode-se proceder imediatamente ao calculo
do primeiro bit de paridade pois este dependerd apenas da mensagem pretendida a codificar. A
segunda linha da matriz B 3.12 possui elementos ndo nulos na primeira e na segunda coluna, o que
significa que existe uma dependéncia entre o primeiro e o segundo bit de paridade. Porém, visto
que anteriormente ja foi possivel calcular o valor do primeiro bit de paridade, o segundo bit de
paridade apenas dependerd da mensagem a codificar e do primeiro bit de paridade ja conhecido,
sendo possivel descobrir o valor do segundo bit de paridade. O terceiro bit de paridade dependera
apenas dos bits da mensagem que se pretende codificar e do segundo bit de paridade que ja foi
descoberto. Todos os bits de paridade podem ser obtidos através da expressdo 3.13. A e B sdo
as matrizes representadas em 3.11. A; representa a linha i da matriz A, M representa a palavra a

codificar e p(i) o bit i de paridade que se pretende calcular.

mod2(A; M) @ p(i—1), i>1
p(i) = ( J@pli=1) (3.13)
mod2(A;-M"), i=1
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Sendo uma matriz de paridade esparsa, ou seja, a maioria dos elementos sdao nulos, ndo é
necessario guardar todos os elementos da matriz em memoria, mas apenas a posi¢ao dos elementos
ndo nulos. Neste caso, o niimero de operacdes necessdrias para codificar um cédigo LDPC da
tecnologia DVB-S2 serd igual ao peso de Hamming de cada linha, j;, multiplicado pelo nimero

de linhas da matriz de paridade H 4 idade, OU S€ja:

n—k
Noperag()es = ji (3.14)
i=1
O peso de Hamming de cada linha da matriz H,4,iqaqe Da figura 3.3, € igual a sete, excepto a

primeira linha, que tem peso igual a seis.

3.3 Descodificacao

A descodificagdo de uma palavra de cédigo pode ser feita em conjunto com o desmodulador ou
em separado. Ird ser analisado primeiramente o caso em que o descodificador LDPC est4 separado

do desmodulador.

3.3.1 Bit flipping algorithm

Bit flipping algorithm é um método de descodificagdo rigido que aceita apenas bits provenien-

tes do desmodulador. O algoritmo, descrito em [11], funciona da seguinte maneira:

1. Calcular a sindrome: s = Z-HL,. Se o resultado for um vector nulo, acaba-se a descodifi-

cacdo ou acabar a descodificacio caso um nimero de itera¢cdes maximo seja alcancado.

2. Descobrir que equagdes de paridade apresentam desigualdades e registar quais sdo os ele-

mentos que fazem parte dessas equacdes.
3. O elemento que estd presente no maior nimero de equagdes erradas € alterado.
Seja um cédigo de Hamming (7,4), descrito pela matriz de paridade 3.15.

Hpuridade =

(3.15)

—_ O =

1
1
1

O = =
=)
S O =
o~ ©
- o o

Suponha-se agora que uma palavra de codigo valida C: (1 01 1 0 0 0), ao ser transmitida,
foi recebida como: (1 111 0 0 0). Como se pode ver, houve um bit recebido errado, que esté

destacado a sublinhado. Segundo a matriz 3.15, a primeira equagdo serd igual a 3.16.

1-161-161-160-161-060-060-0=1+#0 (3.16)

A segunda equac@o serd igual a 3.17

0-191-191-101-100-001-000-0=1#0 3.17)
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E o mesmo se repete para a terceira equagdo de paridade. Neste caso, todas as equagdes estio
erradas. Quando sdo detectados erros, descobrem-se quais sdo os bits que estdo presentes nas
equagdes erradas. Neste caso, ¢ estd presente em duas equacdes erradas, ¢, estd presente em trés
equagoes erradas e dai em diante. A tabela 3.1 mostra o nimero de vezes em que cada bit pertence

a uma equagdo errada.

Bit 11213145617
Numero
de ocorréncias

21312121111

Tabela 3.1: Numero de vezes que o bit i estd presente em equacdes de paridade erradas

Ao alterar o bit com mais erros, neste caso o segundo bit, de 1 para 0, fazendo o cédlculo da

sindrome, € possivel mostrar que:

T

1110100
[1011000]-0111010:[000} (3.18)

1101001

Ou seja, a palavra foi descodificada, neste caso, sem erros. Poderd haver casos no qual se um
nimero suficientemente grande de erros existir, a palavra recebida possa ser descodificada para
outra palavra vilida que ndo a originalmente enviada. O uso deste algoritmo implica decisdes rigi-
das sobre qual o simbolo recebido. Tal como mostrado na subsecc¢ao 2.1.6, existem dois métodos
de calcular os limites dos simbolos.

Sejam dois pontos de constelacdo: (A_; e A1), com probabilidades de ocorréncia: (0.7 e 0.3),

respectivamente, como mostrado na figura 3.4.

A
08

o7
0.6
o5
04
0.3

o0z

1

-2 -1.56 -0.5 o 0.5 1.5 2

A A+

Figura 3.4: Constelagdo BPSK. A probabilidade do simbolo P(S = —1)=0.7 e a probabilidade do
simbolo P(S = +1)=0.3. O simbolo A corresponde ao bit 0 e A} corresponde ao bit 1

Segundo o critério ML, o valor de decisdo estd representado na equagao 3.19:

y— (_12“) —0 (3.19)
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Segundo o critério MAP, o valor de decisdo que depende do nivel de ruido, serd igual a:

2
c 0.7 1+(-1)
=—7"1I — —_— 3.20
T 0g<0.3>Jr 2 (3-20)
A probabilidade de bit errado numa constelagdo BPSK € dada pela figura 3.5. Como se pode

ver, o critério MAP € superior ao critério ML.

0.5

0.45

0357

0.3

BER

0.25 1

0.2r

015

01

0.05

40 -30 -20 -10 o 10 20
SNR

Figura 3.5: Probabilidade de erro do critério MAP a azul vs ML a laranja numa constelacio
BPSK na qual um dos simbolos tem probabilidade de ocorréncia 0.3 e o outro 0.7. A poténcia da
constelagdo € igual a 1W, e assumiu-se uma largura de banda de 1Hz.

Como a capacidade de correc¢do de erros do algoritmo Bit-Flipping depende de decisoes ri-
gidas no desmodulador, € de esperar que este algoritmo tenha um desempenho superior usando o
critério MAP do que o critério ML.

3.4 Soft Decoding

Soft Decoding aplicado a c6digos LDPC envolve uma relagc@o entre o desmodulador e o des-
codificador mais préxima do que no caso de hard decoding. Em soft decoding, o desmodulador
ndo devolve ao descodificador valores rigidos 0 ou 1, mas uma gama de valores intermédios que

permita ao descodificador tomar uma melhor decisdo.

Numa constelagdo 4-QAM com simbolos equiprovaveis, seja a constelacdo e o valor recebido
representada na figura 3.6.

Um sistema de recep¢do a funcionar com hard decoding retorna valores binarios dependendo
da localizacdo do valor medido. Porém, desde que o valor medido esteja sempre dentro do mesmo
intervalo, o desmodulador ird retornar sempre os mesmos bits. Este tipo de desmodulag@o impede
que mais informacao se conheca sobre qual foi verdadeiramente o simbolo enviado pelo transmis-
sor e apenas se limita a verificar em qual intervalo a medi¢@o se encontra. A figura 3.6 mostra
como duas medi¢des, S1 e §2, seriam desmodulados para 10’ e 11’ respectivamente. No entanto,
€ possivel constatar que o simbolo S1 possui um nivel de certeza bastante inferior ao simbolo

$2, assumindo que os eixos correspondem aos limites de decisdo. No sentido de minimizar a
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v

" 0

Figura 3.6: Constelacdo 4-QAM com duas medic¢des de dois simbolos recebidos ambos assinala-
dos por uma cruz.

probabilidade de haver uma desmodulacio errada, pode-se retirar mais informagdo sobre o sis-
tema. Quando emparelhado com cédigos corretores de erros, como cédigos LDPC, uma *métrica’
chamada log-likelihood ratio (LLR) [5] pode ser usada no momento da descodificagdo do cédigo
LDPC, para se obter um melhor estimativa da palavra de c6digo transmitida do que se obteria com

hard decoding.

3.5 LLR

A LLR, ou Log-Likelihood-Ratio, é o valor que serd usado para o descodificador LDPC tomar
uma melhor decisdo sobre quais os simbolos que foram enviados pelo transmissor. Sendo o valor
recebido r afectado pelo ruido Gaussiano, ¢; o bit i da palavra de codigo: (ci,c2,c¢3,...,¢n), Si, ;o
bit i do simbolo j e A; representa a amplitude do simbolo j, entdo a LLR, [19], pode ser escrita

como:

lir (¢;) = log @22?3) (3.21)

O valor da LLR indica a probabilidade do bit ¢; ser 1 ou 0. No momento da decisdo, caso o
valor da LLR seja maior que zero, esse bit serd descodificado para um 0; o bit serd descodificado
para um 1 caso contrério. Seja S;; = 0 o conjunto de simbolos onde o bit na posi¢do i do simbolo

Jj sejaigual a zero e S;; = 1 o conjunto de simbolos onde o bit na posi¢io i do simbolo j seja igual
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a um. Expandindo a expressao 3.21:

ZYES- :OP(AJ = S‘I")
e =loe\ 5.5, (3.22)
( ) (ZSGSI"]'—IP(AJ':Sh‘)
Pelo teorema de Bayes:
e (c;) = log | 25707 (rlAj =s)-P(S; =) .
| Tocs, o1 PrlA; =) P (S, =) -

Como exemplo, seja o valor recebido r = 0.5+ 0.5, como representado na figura 3.7.

A

L4

Figura 3.7: Constelagdo 4-QAM com sinal recebido a vermelho r= 0.5 + 0.5j

O célculo da LLR para o primeiro bit, assumindo probabilidades iguais para todos os simbolos,
serd igual a:

P(r|Aj=(00))+P(r|A; = (01)))
lr(c(1 :log< ! (3.24)
=18 pria, = (10)) + P (A, = (1))
Cada termo pode ser calculado independentemente, como mostrado na expressao 3.25.
—022 02
P(rlAj=(00))= e *% e *%
02 _0r
P(rlAj=(01))= e *% e *%
(rlA; = (01)) L (3.25)
0'2 0'2
P(rlAj=(10))= e *7 e 1
_0 _0r
P(rlAj=(11))= e *% e *%

De notar trés aspectos:
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1
Vol2rm
termo é comum a todos os termos e aparece tanto no denominador como no numerador.

1. O factor de normalizacdo de uma forma de onda gaussiana desaparece pois este

2. Em duas dimensdes, a P (r|p; =s) = P (r|pj = s)- P, (r|pj = 5), ou seja, o produto da com-

ponente x e y dard a probabilidade pretendida.

3. Visto que em QAM trabalha-se em duas dimensdes, a varidncia segundo x e y serd igual a:

o =02+ 02, no qual: 67 =07 = 367

Veja-se que os valores das LLRs na expressao 3.23 dependem da probabilidade dos simbolos.

Este aspecto serd importante para o estudo de Probabilistic Shaping (PS) nos préximos capitulos.

3.6 Belief propagation algorithm

Belief propagation algorithm € o algoritmo de descodificacdo usado neste trabalho. Este al-
goritmo evolui fazendo iteracido nas operagdes no conjunto de expressoes de 3.27 até 3.29. Este
algoritmo estd presente em [11] e em [19].

O primeiro passo passa por calcular as LLRs dos bits constituintes da palavra de c6digo:

P(c; =0]r)
lIr (¢;) =1 _— 3.26

r(Cl) o8 <P(Ci: 1|r) ( )
Realizam-se depois os célculos da cada linha de matriz de paridade H4riqgaqe para cada ele-

mento. O valor i representa a coluna da matriz H,qrigade, j representa a linha da matriz H,qrigade-

L(r; j) = 2atanh ( H tanh <;L(qi/7 ,-))) (3.27)

revj/i

L(g;,j) para a primeira iteracdo serd inicializado com os mesmos valores que llr(c;). Seguida-

mente actualizam-se os valores de L(g; ;)

L(gij) =L(ci)+ Y, L(rij) (3.28)
J'€Bi/j

Finalmente calculam-se os valores das LLRs actualizadas para os bits da palavra de cédigo.

L(Qi) =L(ci)+ Y L(riy) (3.29)

J'E€B;
Caso o valor de L(Q;) seja maior que zero, o bit i serd descodificado para o valor bindrio 0, e
1, caso o contrdrio. Voltam-se a repetir as equacdes 3.27, 3.28 e 3.29 até o célculo da sindrome
retornar um vector nulo ou até um nimero méaximo de iteragdes chegar ao limite. A notagdo V;/i
representa todos os elementos da linha j da matriz H igaq. cOm excepgdo do elemento i e B; /j
todos os elementos da coluna i, excepto o elemento na linha j. A figura 3.8 serve de exemplo de

uma possivel matriz H,qridade-
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Q| Ol Of =
O] =] ©
Q=] O ©
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O | =] = -
— =] = O
—| O =] -

Figura 3.8: V, e B4 representados por um rectangulo horizontal e vertical respectivamente. V; seria
o vector (0100111) e B4 seria (0001). V, /4 seria o vector (010111) e B4/2 seria o vector (001).

3.7 Conclusao

De acordo com a complexidade desejada, podera optar-se pelos algoritmos apresentados de
soft decoding e hard decoding. Neste trabalho, escolheu-se soft decoding pelo maior desempenho
oferecido. Coédigos longos LDPC da tecnologia DVB-S2 foram escolhidos pois permitem um
método de codificagdo simples e a0 mesmo tempo com um desempenho elevado, superando o
desempenho de cédigos turbo [6], que seriam a outra escolha a considerar.

Caso se decida usar hard decoding, o critério MAP permite calcular limites de decisdo que
variam de acordo com as condi¢des do canal, permitindo um melhor desempenho que o critério
ML.
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Capitulo 4

Probabilistic constellation shaping

4.1 Conceito

Num canal ruidoso, a taxa de transmissio de dados tem que ser capaz de se adaptar ao valor
do SNR, pois, como visto anteriormente, para haver transmissao de dados com uma taxa de erros

arbitrariamente pequena, a seguinte condicio terd que ser respeitada:

C =B-log,(1+SNR) @.1)

Assumindo uma fonte bindria aleatéria, a probabilidade de envio de um certo simbolo perten-
cente ao alfabeto da constelacdo serd igual a qualquer outro simbolo, tal como em ASK-uniforme
ou QAM-uniforme. Tecnologias como DVB-S2 [1], permitem fazer uma adaptacio da taxa de
transmissao de dados variando o niimero de pontos da constelacdo usada e a code rate usada pelos

cddigos corretores de erros.

A restricdo do uso de simbolos com a mesma probabilidade, impde que a entropia de uma

constelacio QAM uniforme esteja dentro de um intervalo discreto, como mostrado na figura 4.1.

bits por simbolo
W A

\%]
A

o s 10 15 20 25 30 35
M-ASK
Figura 4.1: Entropia constelacio M-QAM
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No sentido de compensar esta grande granularidade, DVB-S2 usa c6digos corretores LDPC
com um vasto leque de code rates. Porém com Probabilistic Shaping, como iremos ver, é possivel
obter-se uma muito maior granularidade do que com adaptagdo da taxa de bits de informacdo com

codigos corretores de erros.

4.2 Informacio mitua

Como descrito no capitulo 2, informacdo miitua € descrita por:

I(X,Y)=H(X)—H(X|Y) (4.2)

Sendo H(X) a entropia da constelacdo a usar e X e Y, os simbolos enviados e recebidos res-

pectivamente.

H(X|Y) representa o valor de entropia condicionada de X sabendo Y. Esta entropia representa
a quantidade de incerteza sobre X, que se obtém ao observar Y. Se X e Y forem independentes,
H(Y|X) =H(Y). Como neste trabalho apenas se usard ruido Gaussiano branco, o valor da en-
tropia condicionada apenas dependerd da constelagdo a ser usada, e do valor do SNR. A entropia

condicionada € definida por:

g, P Y)
P(Y)

H(X|Y)=-) P(X,Y)l 4.3)

Num canal expresso a partir das probabilidades condicionadas, P(X,Y) serd expresso a partir

da expressdo 4.4 ¢ P(Y = y) seré definida 4.5.

PX=xY=y)=PX =x)-P(Y =y|X =x) (4.4)
=) P(X P(Y =y|X =x) 4.5)
xeX

As probabilidades condicionadas P(Y |X) sdo construidas integrando uma forma de onda gaus-
siana dentro dos intervalos de decisdo dos respectivos simbolos. Para uma constelacdo 4-ASK,

como representada na figura 4.2, Y, o simbolo recebido depois da introdu¢do de ruido e X, o
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Figura 4.2: Constelacdo 4-ASK bipolar. As probabilidades de um simbolo ser confundido por
outro simbolo no receptor corresponde a area das curvas representadas nesta imagem; os valores
de decisao encontram-se representados por linhas verticais pretas.

simbolo realmente enviado no transmissor, o valor das probabilidades condicionadas para as pro-

babilidades P(Y = —1|X = x) estdo representadas em 4.6.

R = )i
PY=-1X=-3)= [I,oe 2 ,dx
(D)
PY=—1x=—-1)= [%J=e 2 dx
0o g —b=Gn? (4.6)
PY=-1X=+1)= [D,-e 2 ,dx
0 _e3)?
P(Y:—1|X:+3) = f72 me 202 ,dx

Tendo-se calculado as probabilidades conjuntas e probabilidades de Y, € possivel calcular o

valor da entropia condicionada.

De notar que o valor da entropia condicionada serd tanto maior quanto menor for a distancia
entre os pontos da constelacdo, ou, quanto maior for a poténcia do ruido. Entdo para constelagdes
com menos pontos, mantendo a mesma poténcia da constelacio, o valor da entropia condicionada
serd menor. E por isso que para razdes sinal-ruido mais baixas, constelagdes com menos pontos
(para uma poténcia constante) deverdo ser utilizadas, apesar de que, para constelacdes de maiores
dimensdes, o valor da entropia da constelagdo serd mais elevado. A figura 4.3 representa visual-
mente a relacdo entre a entropia de uma constelacio e a entropia condicionada com a informacgao
mitua.

A partir da férmula 4.2 pode-se notar as vantagens de Probabilistic Constellation Shaping:
enquanto que para ASK-uniforme, o valor da entropia da constelag@o segue valores discretos com
pouca granularidade, com um valor da entropia condicionada de acordo com o nimero de pontos
da constelacdo e do SNR, PCS possui valores continuos para o valor da entropia de uma cons-
telagdo. Como ird ser visto mais a frente, com Probabilistic Constellation Shaping, o valor da

informa¢do mutua poderd ser maximizado especificamente para cada valor de SNR devido ao
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H(X]Y)

1(X,Y)

Figura 4.3: Representacdo grafica de informacao mutua com entropia e entropia condicionada

218 2/6
14 1/4 1/4 1/4 116 116
-3 -1 +1 +3
3 1 +1 +3
Figura 4.5: 4-ASK n@o uniforme com en-
Figura 4.4: 4-ASK uniforme com entropia tropia aproximadamente igual a 1.65 bits de
igual a 2 bits de informagdo informacédo

facto da maior granularidade da entropia da constelagao.

Nota: aquando do cédlculo da informac¢do miitua, poderdo surgir valores a tender para zero. Os

seguintes limites poderdo ser uteis:

limxﬁox-log(%) =

0
) 4.7
lim,_,px-log(x) = 0

4.3 Equacao Maxwell-Boltzmann

Como referido na seccdo anterior, Probabilistic Shaping consegue adaptar o valor da entro-
pia da sua constelacdo numa gama continua de valores. Consegue-se isso através da libertagdo
da restri¢do que, para uma fonte aleatdria, os simbolos enviados sdo equiprovaveis. Probabilistic
Constellation Shaping tem opg¢ao de escolha de qualquer tipo de distribui¢do de probabilidades de
simbolos que se deseje e com isso, tenciona-se obter um maior desempenho para uma gama de
valores de SNR.

As figuras 4.4 e 4.5 mostra como para os mesmos pontos da constelagdo, é possivel valores de

entropia diferentes.



4.3 Equagao Maxwell-Boltzmann 41

A distribuicdo escolhida ird influenciar directamente o valor da entropia da constelacdo, como
o valor das probabilidades condicionadas, como mostrado na expressdao 4.2. Porém, existe um
nimero infinito de distribuicdes possiveis que se possa aplicar. Entdo, algum critério tem que ser
usado para se escolher uma familia de distribuicdes. Esse critério serd o critério de maximizacdo
de entropia de um ponto de vista da energia da constela¢do. De acordo com [9], a fun¢@o escolhida

terd que ser capaz de respeitar as restricdes a seguir:

1. Probabilidade de certo simbolo ndo pode ser negativo
2. A soma de todas as probabilidades tem que ser igual a 1

3. A poténcia total da constelagdo tem que igualar a uma constante definida o

Exprimindo matematicamente:

[fx)dx=1 (4.8)

De acordo com [9], a funcdo que maximiza a entropia cumprindo as restricdes 4.8 € a expressao

4.9, sendo x; pertencente ao conjunto dos pontos de constelacao.

e VX

flx) = 4.9)

ZxEX e—v‘xiz

Como se pode ver nas imagens 4.7 a 4.10, uma constelagdo 4-ASK como na imagem 4.6

apresentara distribui¢des diferentes dependendo do valor de v, segundo a expressao 4.9.

@ @ L ®

-3 -1 +1 +3 Wolt
Figura 4.6: Constelacdo 4-ASK bipolar

Como ¢ evidente nas figuras 4.7 a 4.10, a distribuicio das probabilidades dos diversos simbo-
los vai ficando cada vez mais centralizado a medida que o pardmetro v vai aumentando. De facto
o parametro v é conhecido como o shaping parameter, pois é este que ird definir a probabilidade

de distribuicdo dos diversos simbolos.

Como se pode ver na figura 4.7, quando v € igual a zero, a distribuicdo dos diversos simbolos
¢ a mesma de ASK uniforme. Quando se vai aumentando o valor de v, os simbolos exteriores
vio sendo enviados com cada vez menos frequéncia. E com base neste parimetro que se pode
concluir um dos aspectos que define Probabilistic Shaping: para valores de v diferentes de zero,

a energia da constelagdo baixa, em relagdo ao mesmo sistema ASK uniforme, com os pontos
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v
v

Figura 4.7: Distribuicdo de probabilidade de Figura 4.8: Distribui¢do de probabilidade de
simbolos com ’v’'=0 simbolos com ’v’=0.1

v v

Figura 4.9: Distribuicdo de probabilidade de Figura 4.10: Distribui¢do de probabilidade
simbolos com 'v’'=0.2 de simbolos com 'v’=0.3
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da constelacdo na mesma posicdo que em PS-ASK. Isto acontece pois como os simbolos mais
interiores irdo ser transmitidos com maior frequéncia que os simbolos exteriores, a pot€ncia média
da constelacdo cai. Para que a poténcia média das constelacdes ASK-uniforme e PS-ASK sejam
constantes, terd que se fazer uma expansio da constelacdo PS-ASK, o que resulta numa distancia
entre simbolos maior no mapa de constelagdes. No final, para colocar a poténcia da constelacdo
num valor definido, devera ser calculado a poténcia actual da constelagdo e expandir-se todos os

pontos por um factor A.

Por exemplo, para uma constelagdo 4-ASK, com alfabeto de simbolos (—3,—1,+1,+3), com
uma poténcia de constelacdo desejada igual a 1W, com um pardmetro de shaping, v, igual a 0.1, a
distribuicdo de cada simbolo serd a mesma da figura 4.8. Assim a distribui¢do de probabilidades
de cada simbolo serd: (0.16,0.34,0.34,0.16), respectivamente, como na figura 4.8. A poténcia

desta constelacdo com a distribuicdo de v = 0.1 sera igual a:

Peonstclagio = 0.16-|—3|40.34-| —1|+0.34-|+1|+0.16- | +3|

(4.10)
P constelacdo — 1.64W

Sendo pretendida uma poténcia média de 1 W, todos os pontos terdo que ser multiplicados
por um valor constante igual ao inverso do valor obtido em 4.10, igual a 1/1.64. Desta maneira a
poténcia da constelagcdo é normalizada. Generalizando para todos 0s casos, o factor multiplicativo
A serd representado por 4.11, sendo By.q4i, a poténcia média da constelagdo pretendida, P(i) a

probabilidade de ocorréncia do simbolo i e A(i), a amplitude do simbolo i.

B media

A= TP AG)

(4.11)

4.4 Maximizacao da informacao muatua

Probabilistic Shaping consegue alterar valores da informac¢do mutua, como foi visto na sub-
seccdo 4.2, ao variar o parametro v alterando assim a entropia e distribuicdo dos simbolos usada.
A secc¢do 4.3 apresentou a expressdo que permite calcular as distribuicdes para determinada cons-
telagdo, a distribuicdo de Maxwell-Boltzmann, porém esta expressdo apenas nos diz a forma da
distribuicdo, ndo os valores individuais da probabilidade de cada simbolo. Este capitulo dedica-se
a determinar o valor ideal do parametro v para maximizar a informa¢do mutua para cada valor de
SNR.

Neste trabalho comparou-se o valor da informacao mitua de ASK nao uniforme (Probabilistic
Shaping) com ASK uniforme. Para maximizar os valores da informagao mutua usando Probabi-
listic Shaping, € necessdrio conhecer os valores das probabilidades condicionadas, ou seja, as
probabilidades de P(X|Y), tal como o canal simétrico bindrio, apresentado no sub-capitulo 2.2.4.
Para encontrar estes valores das probabilidades condicionadas, terd que se usar 0 mesmo processo

descrito em 4.2. O processo de maximizagao € descrito a seguir.
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Para uma constelagdo M-ASK, como por exemplo, 8-ASK, 16-ASK, etc, testa-se cada valor

de v, de um conjunto de valores discretos, na equagdo de Maxwell-Boltzmann:

2
—px
e

fx)= —— 4.12)

a Yoexe ¥
Para cada distribui¢do de probabilidades de simbolos em fun¢do de v, calcula-se a poténcia
da constelacdo, da mesma maneira que a expressdo 4.10. Segue-se o cédlculo de A, para fazer-
se a expansdo da constelacdo, no sentido de manter a poténcia da constelagdo igual a um valor
pretendido e multiplica-se todos os pontos da constelagdo por A. Calculam-se seguidamente as
probabilidades condicionadas segundo 4.6 e faz-se o cdlculo da informac¢ao mutua. Dependendo
do valor do SNR, a capacidade do canal serd maximizada para um certo valor de v. O processo de

maximizac¢do da capacidade de canal é a seguir demonstrada:

1. Escolher um valor de SNR inicial.

2. Testar um valor v pertencente a uma gama de valores.

3. Calcular as probabilidades condicionadas P(Y|X) de acordo com a expressdo em 4.6.
4. Calcular as probabilidades conjuntas P(X,Y) com base na expressdo 4.4.

5. Calcular a informagao miutua com base na expressao 4.13 ou na expressao 4.2.

P X) ) (4.13)

I(X,Y) = P(X,Y)log, ( )
;zy: P(Y)-P(X)
Ap6s realizar os passos de 1 a 5, consegue-se chegar ao grafico da figura 4.11. Este grafico

foi obtido usando decisdes rigidas num sistema ASK com 8 pontos (3 bits) com limites a meio da

distancia entre pontos de constelacdo adjacentes.

Bits por canal
. N
a N a

4

o
o
f

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

sigma
Figura 4.11: Comparagdo da capacidade do canal de ASK uniforme a laranja e ASK ndo uniforme
a azul em func¢do do desvio padrdo do ruido branco o©.
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4.5 Conclusao

Probabilistic Shaping combinado com ASK consegue obter melhores valores da capacidade
de canal para cada valor do desvio padrdo do ruido comparado com ASK uniforme. Estes dados
mostram que existe vantagens ao usar Probabilistic Shaping. ASK uniforme parece conseguir uma
granularidade tdo grande como PS-ASK, porém na prética, com um uso de um nimero limitados
de constelagdes e de cédigos correctores de erros, ASK-uniforme ird conseguir adaptar a taxa de

dados de informacdo dependendo do valor do SNR, mas sem a granularidade de PS-ASK.
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Capitulo 5

Implementacao de Probabilistic Shaping

A implementacao de Probabilistic Constellation Shaping depende de um algoritmo que con-
siga transformar um conjunto de bits aleatério, num conjunto de simbolos com uma probabilidade
definida. E para ser possivel aplicar cddigos correctores de erros, sem alterar a amplitude dos sim-
bolos, serd necessdrio uma arquitectura inica que difere de ASK uniforme. Serd entdo analisado

um algoritmo de Distribution Matcher e a arquitectura do sistema.

5.1 Distribution Matcher

Uma fonte aleatéria bindria sem memdria produz zeros e uns com igual probabilidade. Estes
bits t€ém que ser mapeados num conjunto de simbolos com uma distribuicao pretendida. O algo-
ritmo que faz essa tradugdo de bits para simbolos € o Distribution Matcher (DM). Vérios tipos
de Distribution Matchers foram publicados na literatura, tais como F2V (fixed to variable) Distri-
bution Matchers 3], ou Sphere Shaping [12]. F2V Distribution Matchers sofrem de propagacao
de erros entre blocos [25]. Em [24], sdo apresentados diversos DMs. Um DM deve ser capaz
de mapear bits aleatdrios para uma sequéncia de simbolos que seja unicamente descodificavel no

receptor.

5.1.1 Distribution Matcher baseado em dicionarios

Um Distribution Matcher pode ser um algoritmo que mapeia uma sequéncia de bits para uma
sequéncia de simbolos através de um diciondrio em memdria. Desta maneira pode obter-se dis-
tribuicdes de probabilidades pretendidas. Para a distribui¢ao de probabilidade de simbolo repre-
sentada na tabela 5.1, pode existir uma tabela de conversdo que converta bits em simbolos com a

probabilidade escolhida, como indicado na tabela 5.2.

Para ser possivel codificar todas as sequéncias de bits em simbolos, exigindo que a sequéncia

seja unicamente descodificdvel, € necessdrio garantir que o nimero de sequéncias de simbolos seja

47
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Simbolo | Probabilidade
A 3/4
B 1/4
Tabela 5.1: Probabilidade de simbolo

maior ou igual ao nimero de sequéncias de bits. Sendo k. o tamanho do bloco de bits a codificar,

exprimindo matematicamente:

k. < 10g2 (Nsequéncias) (5.1)

Como se pode ver na tabela 5.2, a codificag¢do de dois bits necessita do envio de uma sequéncia
de quatro simbolos 0 que acaba por resultar numa taxa de bits de 2/4 = 0.5 bits / simbolo. O
objectivo do DM ¢€ codificar bits em simbolos de uma maneira que seja unicamente descodificavel

no receptor.

Porém, note-se que a entropia dos simbolos da tabela 5.1 serd aproximadamente igual a 0.811
bits por simbolo. Na tabela 5.2, cada dois bits corresponde a uma sequéncia de quatro simbolos,
o que resulta numa eficiéncia de 2/4 = 0.5 bits por simbolo, ou seja, este DM sofre de uma
penalizacdo de 0.811 —0.5= 0.311 bits de informacdo por simbolo. Para um ntimero de bits k.
no qual se faz corresponder uma sequéncia de simbolos com tamanho 7., a taxa de dados em

bits/simbolo, de um DM serd igual a:

k
Raim = —< bits/simbolo (5.2)

ne
No sentido de aumentar o desempenho de um DM, pode-se aumentar o tamanho da sequéncia

de simbolos. Seja a tabela 5.3 representativa das probabilidades de ocorréncia de cada simbolo.

O nimero de sequéncias possiveis de simbolos dada por esta distribui¢do serd igual ao produto
das combinacdes possiveis dos respectivos simbolos. Admitindo que se usa um bloco de simbolos
com tamanho de 10 simbolos, com a mesma distribuicdo da tabela 5.3, existird um simbolo ’A’,
dois simbolos "B’, cinco *C’ e dois 'D’. O nimero de combinagdes em que se podem combinar

todos estes simbolos serd igual a:

10 9 7 2
Nsequéncias = < 1 ) : <2> : <5> : (2> = 7560 (5.3)

Bits | Sequéncia
00 | AAAB
01 AABA
10 | ABAA
11 BAAA

Tabela 5.2: Tabela de conversao bits para simbolos
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Simbolo | Probabilidade
A 1/10
B 2/10
C 5/10
D 2/10

Tabela 5.3: Tabela com probabilidades de ocorréncia de cada simbolo

O niimero de bits que podem ser codificados serd dado pela expressdo 5.1, ou seja, log, (7560) =
12.884 bits. Como apenas se pode ter valores inteiros de bits, o nimero de bits que se pode codifi-
car com este exemplo serd igual a 12 bits. A taxa de dados que se pode obter neste caso serd igual
a 12/10= 1.2 bits/simbolo.

Se agora o nimero de simbolos num bloco fosse de 20 simbolos, o nimero de combinacdes
possivel seria igual a 5.8 x 10%. O nimero de bits que seria possivel codificar com um bloco de
20 simbolos com a distribui¢do de 5.3 seria 30 bits, o que resulta num niimero de bits/simbolo de
1.45, superior em 0.25 bits/simbolo do que no caso anterior. Ao aumentar o tamanho do bloco de

simbolos a codificar, é possivel obter-se a figura do grafico 5.1

Bits/simbolo
= o 2y
@ [§)] =] [4)]

o
a

1.5 : : : : :
0 100 200 300 400 500 600

Numero total de simbolos

Figura 5.1: Bits/simbolo em fun¢do do tamanho do nimero de simbolos a azul. A laranja estd
representado o limite méximo tedrico

O gréfico 5.1 representa um comportamento essencial num Distribution Matcher construido
sob a forma de um diciondrio, descrita acima: a penalizacdo da taxa de bits por simbolo (obtida
pela diferenca da linha laranja com a linha azul na figura 5.1) serd tanto menor, quanto maior for
o tamanho da sequéncia de simbolos e por consequéncia, o tamanho do bloco de bits. Isto leva
a concluir que para um Distribution Matcher atingir o seu desempenho méaximo (valor dado pela

linha laranja na imagem 5.1) o tamanho do bloco de simbolos tem que tender para o infinito.

Na figura 5.1, estd representado um limite tedrico que define a taxa mdxima permitida para o

Distribution Matcher: isso € o valor da entropia da constelac@o. A entropia da constelagao, usando
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as mesmas probabilidades que na tabela 5.3 serd definida por:

HA) = (o (1) + 1oz () + fylogs () + Ay ()

; 5.4
H(A) = 1.76 bits/simbolo

Como se pode ver no grafico 5.1, os ganhos sdo cada vez mais pequenos a medida que o ta-
manho do nimero de simbolos vai aumentando. Desde que o tamanho de blocos de simbolo seja
suficientemente grande, a penalizacio obtida pelo Distribution Matcher pode ser desprezada. Ao
usar-se blocos com tamanho de 550 simbolos com uma distribui¢do igual a tabela 5.3, a taxa de
bits por simbolo serd igual a 1.737 bits / simbolo, que comparando com o valor da entropia, 1.76,

isso significa que para um bloco de 550 simbolos, existe uma penalizac¢do de 0.023 bits/simbolo.

De acordo com [25], sendo n o tamanho do bloco de simbolos, k¥ 0 nimero de simbolos di-
ferentes que constituem o bloco de simbolos e H(A) a entropia da distribui¢do dos simbolos, o

nimero de possiveis sequéncias de simbolos pode ser escrita por:

k—1\""
Nsequéncias >= <n _]L—i 1 ) -Zn'H(A) >= (n—i—k)ka"'H(A) (5.5)
Tomando o logaritmo de base 2:

10g2 (Nsequéncias) > —k- 10g2 (I’L + k)

+H(A) (5.6)

n n

A taxa de dados serd igual a:

Ram > _k'k’g’i(nm FH(A) —1/n (5.7)

Todas estas equagdes foram retiradas de [25]. Estas expressdes mostram que quando n tende
para infinito, a taxa de dados do Distribution Matcher tenderd para a entropia da constelagdo, ou

seja:

lim Ry, = H(A) (5.8)
n—yeo

Também se pode mostrar que a divergéncia de Kullback—Leibler definida na sub-sec¢do 2.3,
artigo [6], tende para zero a medida que o bloco de simbolos tende para infinito. Este ponto é
importante pois, com um tamanho de blocos de simbolos finito, existe um conjunto discreto de
distribui¢cdes de probabilidades possiveis. Por exemplo, com um bloco de simbolos finito, ndo
é possivel fazer com que um simbolo tenha uma probabilidade de ocorréncia com um valor ndo
racional. Como estas distribui¢des podem ser diferentes das distribui¢des dadas pela expressdo
4.12, deverao ser usados blocos grandes de simbolos para minimizar a divergéncia entre as duas

distribui¢des, ou seja, para tornar estas duas distribuicdes o mais idénticas possiveis.



5.1 Distribution Matcher 51

Para fazer distribution matching com base num diciondrio, basta apenas escrever todas as
sequéncias de bits com tamanho k., com todas as sequéncias de simbolos com tamanho n. e guar-
dar em memdria. A medida que os bits vio aparecendo, vai-se codificando com base no dicionério
e obtém-se a sequéncia de simbolos pretendida. Porém a medida que o bloco de simbolos vai
aumentando, a quantidade de memoria necessdria para guardar todas as sequéncias de simbolos
aumenta rapidamente, o que torna esta abordagem impraticavel. Apenas como exemplo, para um
tamanho de blocos de 100 simbolos, o niimero de sequéncias distintas com a distribui¢do da equa-
¢do 5.3 serd aproximadamente 1.43 - 10°°. Neste trabalho irdo usar-se blocos maiores que 5000

simbolos, o que mostra que ndo é pritico guardar em memdria todas as sequéncias possiveis.

5.1.2 Constant composition distribution matching

Constant composition distribution matching (CCDM), foi introduzido em [25]. Este algoritmo
permite através de célculos codificar uma sequéncia de bits em sequéncias de simbolos e vice
versa. Este algoritmo pertence a familia F2F, o que significa que a propagacao de erros s6 ocorrera
no bloco no qual os simbolos estdo representados. Este algoritmo vem resolver o problema do
DM baseado em diciondrios apresentado na sec¢do anterior de maneira que ird ser discutido neste
capitulo.

CCDM partilha muitas similaridades com o algoritmo de compressdo apresentado da subsec-
¢do 2.2.2, sendo por esse motivo que os algoritmos que irdo ser discutidos para CCDM, neste
trabalho, provém de técnicas de implementacio de aritmetic encoding.

CCDM funciona ao variar as probabilidades de ocorréncia de cada simbolo a medida que
novos simbolos vido sendo escolhidos. A medida que os simbolos vio sendo escolhidos, a proba-
bilidade desse simbolo ird descer até chegar a zero. Uma analogia usada nesta sub-sec¢do vai ser
o de comparar as probabilidades de ocorréncia de simbolos a probabilidade de se retirar uma bola
com um certo indice de um conjunto de n,,,; de bolas. A probabilidade de ocorréncia de uma bola
com indice i serd igual a:

nj

b= (5.9

Ntotal

sendo n; o nimero de bolas com o indice i € 1,4, 0 nimero total de bolas.

Usando a analogia das bolas, a probabilidade de ocorréncia de uma bola i, serd igual ao nimero
de bolas que partilham o mesmo indice i a dividir pelo nimero de bolas total, independentemente
do indice. Tal como em arithmetic encoding, irdo ser definidos intervalos numa escala de zero a
um, proporcionais a probabilidade de ocorréncia de uma bola com indice i. Estes intervalos ndo se
sobrepdem e a soma de todos os intervalos serd igual a um. No momento da escolha de uma bola,
irdo ser criados novos intervalos dentro dos intervalos da bola escolhida. Porém, a medida que
certa bola com indice i vai sendo escolhida, o nimero de bolas com esse indice € decrementado
por 1. O mesmo acontece com o niimero de bolas total. A cada iteracdo do algoritmo, as probabi-
lidades de ocorréncia de certa bola terdo que ser novamente calculadas, de acordo com a equagio

5.9. Quando todas as bolas de todos os indices forem escolhidas, escolher-se-4 um nimero dentro
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do intervalo obtido.

Como exemplo, sendo o nimero de bolas de cada indice representado na tabela 5.4, o algo-

ritmo decorrerd como na figura 5.2.

Indi Nuimero
ce de bolas | Probabilidade
dabola | , .. .
indice 1
A 1 1/8
B 2 2/8
C 5 5/8

Tabela 5.4: Niimero de bolas de indice ’i’ para um tamanho do bloco de 8 bolas.

N8 N:7 N: 6 N:5
—_ 1 — 0375 016
-5 c-5 G-5 C-4
0.149
—+—0375
—+— 0/498
B-2 B-1 I
— 0.16
— 125 B-1
B-1
A-1 A1
—— o0 0125 L
0.125

Figura 5.2: Algoritmo CCDM. O indice da bola e o nimero de bolas desse indice estdo repre-
sentadas a esquerda dos intervalos. Por exemplo "C-5"significa que existem 5 bolas com indice
’C’. Acima do gréfico, é indicado o nimero total de bolas, ou seja, N:8 indica que existem um
nimero total de 8 bolas. De notar que as probabilidades de ocorréncia de cada bola alteram-se a
cada iteracdo. Inicialmente, a bola com indice A’ terd uma probabilidade de ocorréncia de 1/8,
porém na segunda iteracdo, a probabilidade de ocorréncia desta bola serd igual a 1/7, pois, como
a bola com indice ’B’ foi seleccionada, o nimero total de bolas baixou de oito para sete.

Na figura 5.2, a sequéncia a codificar foi: (B,A,C). Como se pode observar na figura, quando
numa primeira interac¢io o simbolo B foi escolhido, o nimero de bolas desse indice baixou, redu-
zindo o seu intervalo na seguinte iteracdo. Quando todas as bolas tiverem sido esgotadas, pode-se
atribuir um ndmero identificador na sequéncia, como em arithmetic encoding. O receptor faz a
descodificagdo realizando as operagdes inversas, o que envolve saber anteriormente o niimero de

bolas de cada indice, e como os intervalos das bolas estdo organizados.

A implementacdo do algoritmo de CCDM ¢ baseada no artigo [26]. O pseudocédigo, baseado

na linguagem de programacao C, esta representado a seguir.
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void bits2symbols (uint64_t message)
{
uint64_t high= MAXVALUE;
uint64_t low= 0;
uint64_t range;
uint64_t aux;

uint64_t cumulative[2];

struct Probabilities({
int freq[l24];
int n_symbols;

bi

char c;

struct Probabilities probability;

initialize_symbols (&probability);
for (i=1;i<n_symbols;i++)
{
range= high - low;
aux= (message — low)/range;
c= getSymbol (aux, &cumulative, &probability);
update_symbol_probabilities (&probability);
high= low + rangexcumulativel[O0];

low= low + rangexcumulative[l];

}

O cddigo apresentado € responsavel por transformar uma sequéncia de bits em simbolos. As
varidveis high e low representam os limites superiores e inferiores, respectivamente, dos simbolos,
como apresentado na figura 5.2. Inicialmente a varidvel high € inicializada ao valor maximo, que

neste caso corresponde a 264

— 1 devido ao uso de uma varidvel de 64 bit (uint64_t) e a variavel
low € inicializada a zero; aux apenas € usada como uma variavel intermédia para facilitar a leitura
do cédigo. A varidvel message contém a sequéncia de bits que se quer transformar em simbolos e
range representa a distAncia de high a low. Tendo como referéncia a figura 5.2, e assumindo que o
valor, em bindrio, da sequéncia de bits que se quer codificar é o valor 0.15625, inicialmente high e
low seriam inicializados a MAXVALUE e zero, respectivamente, sendo que depois de uma primeira
iteracdo, os valores high e low passariam a representar os valores 0.375 e 0.125, respectivamente.
A funcio getSymbol é responséavel por duas tarefas fundamentais: a primeira passa por retornar os
simbolos representativos da sequéncia de bits que se quer codificar, o que neste exemplo, numa pri-
meira iteragdo do algoritmo, retornaria o simbolo "B"como visto na figura 5.2; e a segunda passa
por retornar as probabilidades acumulativas dos simbolos que precedem o simbolo descodificado
(neste caso, como o simbolo descodificado foi o simbolo "B", o tnico simbolo que o antecede,
como Vvisto na figura 5.2 pela ordem crescente na escala de 0 a 1, é o simbolo "A"). Esta varidvel

é representada por cumulative e € composta por dois valores diferentes: cumulative[0] serve para
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apenas guardar a acumulativa das probabilidades dos simbolos anteriores e cumulative[l], serve
para guarda a acumulativa das probabilidades dos simbolos anteriores e do préprio simbolo, ou
seja, esta varidvel, segundo a figura 5.2, numa primeira iteragdo, cumulative[0] corresponde & pro-
babilidade do simbolo "A" e cumulative[ 1] corresponde a probabilidade do simbolo "A" mais a
probabilidade do simbolo que realmente foi descodificado (o simbolo "B"). Se hipoteticamente,
o valor a descodificar fosse, numa primeira iteragdo, um valor correspondente ao simbolo "C", o
valor de cumulative[0] seria a soma das probabilidades dos simbolos "A" e "B" e cumulative[1]
seria a soma das probabilidades de "A", "B" e "C". No final € feito uma actualiza¢do das probabi-
lidades dos simbolos o que significa que, voltando a analogia das bolas presentes num conjunto de
Nyoral de bolas, ao nimero de bolas com o indice "B", retira-se uma bola e decrementa-se também

em uma unidade o nimero de bolas total.

Apresenta-se agora o cddigo responsdvel por transformar uma sequéncia de simbolos numa
sequéncia de bits. Todas as varidveis servem o mesmo propdsito que no cédigo apresentado ante-
riormente, excepto que, getSymbol 1€ o simbolo que foi recebido e guarda-o em c e findInterval-
Values devolve as probabilidades acumulativas representativas do simbolo em questdo guardadas
na varidvel c (as probabilidades acumulativas sdo guardadas em cumulative[0] e cumulative[l],
como descritos anteriormente). As inicializa¢des das varidveis foram omitidas neste c6digo pois

s@0 as mesmas apresentados o cddigo anterior.

for (i=1;i<nSymbols;i++)
{
c= getSymbol () ;
findIntervalValues (c, &cumulative, &probability);
update_symbol_probabilities (&probability);
range= high - low;
high= low + rangexcumulative[0];

low= low + rangexcumulative[l];

No final de todas as iteragdes, escolhe-se um valor dentro dos limites high e low. Neste
trabalho, o valor escolhido corresponde ao valor da varidvel high. De notar que o valor escolhido
tem que ter, em bindrio, um nimero de bits especifico, especificado na sub-seccdo 5.1. Este valor,
assumindo que foram recebidos todos os simbolos sem erros, serd o valor que foi de facto enviado.
Como este valor serd guardado em bindrio, facilmente se obtém os bits que constituem este valor,

obtendo-se assim a sequéncia de bits que o receptor transmitiu.

O codigo apresentado, embora funcional, apresenta um problema grave: o uso de uma va-
ridvel com precisdo finita. Como dito anteriormente, a declaracdo de uma varidvel "uint64_t"
nao possui precisdo suficiente para mapear uma sequéncia maior que 64 bits (imagine-se que se
pretende executar o algoritmo numa sequéncia de bits de tamanho 100). Duas solucdes foram

analisadas para solucionar este problema. A primeira soluciio passa por usar varidveis com uma



o o J o U W NN

e e
N o~ O

5.1 Distribution Matcher 55

Valor decimal Valor em binario
0.375 00111110110000000000000000000000
0.125 00111110000000000000000000000000

Tabela 5.5: Representagdo bindrio e decimal de 0.375 e 0.125

precisdo variavel de bits. Usou-se entdo uma biblioteca chamada GNU Multiple Precision Arith-
metic Library, a qual pode ser encontrada em [2]. Esta solugfo estd longe de uma solugdo ideal
mas foi a dnica solug@o funcional. O problema advém de que, ao usar uma sequéncia de bits
de, por exemplo, 1000 bits é necessdrio que as varidveis usadas nos codigos acima apresentados
tenham uma precisdo maior que 1000 bits e, como se pode ver no cédigo, existem operacdes
de soma, subtraccao, multiplicacdo e divisdo que sdo demasiado computacionalmente intensivas
numa varidvel com um tal precisdo. A segunda solucio (que ndo produziu um cédigo funcional,
ver explicac@o mais a frente) passa por usar varidveis com uma precisdo "pequena”, de apenas 64
bits e usar alguns truques para evitar o problema de precisao insuficiente. Para isso, estudou-se a
implementacio apresentada em [26], no capitulo "A PROGRAM FOR ARITHMETIC CODING".
A ideia desta solugdo é que, a medida que sucessivas iteragdes do algoritmo vao sendo execu-
tadas, certos bits podem ser descartados pois ndo acrescentam informacao nova. Olhe-se mais uma
vez para a figura 5.2. Na primeira iteragdo do algoritmo, tanto a variavel high e low, representados
pelos valores 0.375 e 0.125 t€m algo em comum: o primeiro bit serd um 0. Veja-se a tabela 5.5.
Sendo que 0.375 e 0.125 t€m o primeiro bit igual, para além da primeira iteragdo do algoritmo,
este bit ndo nos da mais informacéo, sendo que pode ser descartado. Ao ser descartado, usando
uma varidvel com uma precisdo finita de bits (como por exemplo 64 bits), consegue-se acrescentar
um espaco para um novo bit da sequéncia de bits que se quer codificar. O método funcionaria por,
ao retirar o primeiro bit, todos os restantes bits seriam deslocados uma posicao para a esquerda, e
acrescenta-se um novo bit na posi¢do mais a direita. De notar que, em binario, uma multiplica¢do
por dois causa que todos os bits sejam deslocados uma posi¢do para a esquerda, o que na préatica
significa que retira-se o primeiro bit, multiplica-se o valor resultante por dois e soma-se o bit que
se quer acrescentar. O c6digo que transforma uma sequéncia de bits em simbolos estd representada

a seguir.

void bits2symbols (message)
{
fillMessage (&message) ;
for (i=1;i<n_symbols;i++)
{
range= high - low;
aux= (message — low)/range;
c= getSymbol (aux, &cumulative, &probability);
update_symbol_probabilities (&probability);
high= low + rangexcumulative[O0];

low= low + rangex*cumulativel[l];
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for (i=1;i<n_symbols;i++)

range= high - low;

aux= (message — low)/range;

c= getSymbol (aux, &cumulative, &probability);
update_symbol_probabilities (&probability);

for (;;) {
if (high < HALF) ({
//Do nothing
}
else if (low >= HALF) {

message —= HALF;
low —-= HALF;
high —-= HALF;

else if (low>=FIRST_QTR && high < THIRD_QTR) {

message -= FIRST_QTR;
low —-= FIRST_QTR;
high -= FIRST_QTR;

}

else break;

low= low * 2;
high= high » 2;

message= 2 * message + input_bit();

Como se pode ver, da linha 20 até a linha 41 € onde se faz o escalonamento das varidveis
high, low e message. Este escalonamento permite que as variaveis high e low nunca tenham
valores tdo préximos uma da outra que, devido a uma precisdo finita das varidveis em uso, sejam
representadas pelos mesmos valores em binario, bloqueando assim o algoritmo. Neste algoritmo,
trés novas varidveis sdo introduzidas: HALF, é responsdvel por guardar o valor de metade da escala
que se estd a usar, ou seja, se estiver a usar-se varidveis de 64 bits, HALF teria o valor (264 —1)/2;
FIRST_QTR representa um quarto do valor maximo que se estd a usar, ou seja, (24 —1)/4 e
THIRD_QTR, representa trés quartos do valor mdximo, ou seja, (264 — 1) x 3 /4. De notar que estas
varidveis sdo multiplicadas por dois nas linhas 37 a 39 e que, neste algoritmo, a varidvel message
¢ uma varidvel com uma precisdo finita sendo que, a cada iteracdo do algoritmo, ¢ introduzido
um bit na posi¢do de bit menos significativa pela funcdo input_bit. O cédigo que transforma os

simbolos em bits estd representada a seguir.
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for (i=1;i<nSymbols;i++)
{
c= getSymbol () ;
findIntervalValues (c, &cumulative, &probability);
update_symbol_probabilities (&probability);
range= high - low;
high= low + rangexcumulativel[O0];

low= low + rangexcumulative[l];

for (;;) {
if (high < HALF) {
bits_to_follow= outputBits (0, bits_to_follow);
}
else if (low >= HALF) {
bits_to_follow= outputBits(l, bits_to_follow);
low —= HALF;
high -= HALF;

else if (low>=FIRST_QTR && high < THIRD_OQTR) {
bits_to_follow++;
low —= FIRST_QTR;
high —-= FIRST_QTR;

}

else break;

low= low * 2;
high= high » 2;

Como se pode ver, este cddigo partilha o mesmo escalonamento de varidveis que no cédigo
anterior. Neste caso, € necessdrio transformar simbolos em bits de modo que, sabendo que tanto
as variaveis high e low se encontram acima de HALF, o primeiro bit destas duas varidveis é ga-
rantidamente um 1. Caso estas varidveis se encontrem abaixo de HALF, o primeiro bit serd um
0. Estes bits vao sendo retirados via a fung¢ao outputBits. O problema surge quando high e low se
encontram dentro do terceiro quarto e do segundo quarto, respectivamente. Neste caso, a varidvel
high tem um primeiro bit como um 1 e low como um 0, o que gera conflito sobre qual o verdadeiro
bit a descodificar. Na verdade, apenas se pode saber qual o verdadeiro bit a descodificar no futuro,
apoés as proximas iteracdes. Porém, parece ser aqui o problema que impede que o cdodigo seja
funcional. Como dito anteriormente, este c6digo usando varidveis com precisao finita ndo funci-
ona e pensa-se que é na condi¢do em que high e low estdo dentro do terceiro e segundo quarto,
respectivemente, que o problema surge. E preciso trabalho adicional para averiguar onde estio os

problemas existentes ou mesmo para verificar se a solucdo apresentada é ou ndo possivel de se
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executar. Talvez esta abordagem nao seja correcta e outra abordagem tera que ser desenvolvida. A
dificuldade de encontrar o erro deve-se ao facto de ser um algoritmo iterativo, que apenas mostra
um erro no final de, por exemplo, vinte iteragdes. Debugg neste caso € dificil e os erros podem ser
dificeis de justificar. Um deles por exemplo, parte do principio que, ao fazer contas manualmente,
uma varidvel, por exemplo a high, deva dar um valor igual a HALF, mas por alguma razdo, high
encontra-se uma unidade abaixo deste limite, o que causa uma propagacao de erros nas proximas
iteracdes massiva, eliminado a funcionalidade do algoritmo. Como este algoritmo néo € funcional,
partes do c6digo foram omitidas e simplificadas por motivos de leitura. Caso se queira encontrar
mais informacio, dirijo a sua aten¢do para [26]. Questdes de overflow e underflow sdo respon-
didas, bem como outros problemas que surgem com o uso de varidveis com uma precisao finita.
Devido ao facto que o tnico algoritmo funcional (o algoritmo que depende do uso da biblioteca
GNU Multiple Precision Arithmetic Library) ndo ser 6ptimo devido a complexidade computacio-
nal envolvida, nas simulacdes realizadas no capitulo 6 ndo se usou nenhum algoritmo de DM. Ao
invés de se gerar bits aleatérios para depois serem codificados em simbolos com uma distribui¢do
pretendida, gerou-se imediatamente simbolos com essa mesma distribui¢do. O capitulo 6 fornece

mais informagdes sobre o método usado para gerar os resultados.

5.2 Arquitectura do sistema

5.2.1 Probabilistic Amplitude Shaping

Probabilistic Amplitude Shaping [6] € a arquitectura capaz de realizar Probabilistic Shaping
sem corromper a distribui¢ao dos simbolos a enviar. Nesta arquitectura, os simbolos irdo ser divi-
didos em duas partes: amplitude e sinal. Num sistema ASK a funcionar com m bits por simbolo,
m — 1 bits de cada simbolo serdo dedicados a amplitude do sinal, que é dada pelos simbolos do

DM, e um bit serd dado pelo c6digo LDPC, como mostrado na figura 5.3.

-« — >
Bits de Bits de

sinal amplitude

Figura 5.3: Formato de um simbolo de quatro bits da arquitectura Probabilistic Amplitude Sha-
ping. O primeiro bit determina o sinal do simbolo e os restantes trés bits, a amplitude do simbolo.

Assumindo um gerador aleatdrio bindrio, o DM transformaria esses bits em simbolos com uma

probabilidade definida, como mostrado na figura 5.4.
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Figura 5.4: Amplitude de sinal

Os simbolos do DM serdo transformados numa representacao bindria e usados para gerar os
bits de paridade do cédigo LDPC. Estes bits de paridade serdo responsaveis por gerar o sinal dos
simbolos (negativo ou positivo) consoante forem zeros ou uns. De notar que para uma constelagdo
possuir uma poténcia média constante, todos os pontos da constelagc@o terdo que ser multiplicados
por A, como mostrado na sec¢do 4.3. O diagrama de blocos do sistema esté representado na figura
5.5.
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Figura 5.5: Arquitectura de Probabilistic Shaping

Como se pode ver na figura 5.3, a Code Rate desta arquitectura estd limitada a (m — 1) /m. No
caso da figura referida, existem trés bits de amplitude para um bit de sinal, fazendo com que a code
rate seja de 3/4. Porém, como neste trabalho se usaram c6digos LDPC da tecnologia DVB-S2,
as code rates estdo limitadas a: (1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, 8/9, 9/10), o que ndo
torna possivel usar alguns destes cédigos. Para superar este problema, a solu¢dio passa por usar
alguns dos bits do préprio gerador de bits aleatério, e usd-los para definir directamente o sinal das
amplitude do sinal, fun¢do que anteriormente era exclusivamente feita pelos bits de paridade do
cédigo LDPC. De notar que neste esquema aplicam-se bits de paridade aos simbolos, ndo aos bits
que serdo enviados como no caso de ASK uniforme, pois é imperativo que o Distribution Matcher
receba correctamente todos os simbolos que tenham sido enviados. Caso contrdrio, existird propa-

gagdo de erros por todo o bloco de simbolos. Sendo H(A) a entropia de simbolos do distribution
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matcher, a taxa de bits de informacdo por simbolo desta arquitectura serd igual a:

R=H(A)+T, (5.10)

sendo c a code rate do c6digo LDPC usada e m, o nimero de bits por simbolo usada na modulacio
ASK, I serd igual a:

F'=1—(1-¢)m (5.11)

Neste trabalho, usou-se mapeamento de Gray como descrito na sec¢do 2.1.4. Descreve-se
agora como se usou este mapeamento em conjunto com Probabilistic Amplitude Shaping. O tipo
de mapeamento usado (mapeamento de Gray) é simétrico em relagdo ao ponto intermédio se se
ignorar o primeiro bit de cada simbolo, como se pode ver na figura 5.6. Vendo a imagem referida
da esquerda para a direita, o primeiro simbolo (ignorando o primeiro bit de todos os simbolos) € o
simbolo 00’ que € igual ao dltimo simbolo: *00’. O segundo simbolo: 01’ € igual ao peniltimo
simbolo: *01’. O mesmo acontece para todos os simbolos. Esta abordagem permite separar os bits
de amplitude dos bits de sinal, pois, neste mapeamento, o primeiro bit de cada simbolo determina o
sinal do simbolo, ou seja, se o simbolo pertence a metade positiva ou negativa da constelacdo ASK.
Isto significa que o DM, para o caso da figura 5.6, produz os simbolos: (00,01,10,11) de acordo
com uma distribuic@o escolhida, sendo que estes simbolos sdo depois complementados com os
bits de paridade que so os bits de sinal. O facto deste mapeamento ser simétrico € importante
pois, como em PCS, os simbolos sdao enviados com uma distribui¢do simétrica, tal como mostrado
na figura 5.5, o DM apenas se limita a produzir os simbolos: (00,01,10,11) e o gerador de bits de
paridade apenas se limita a completar os simbolos com os bits de sinal. Desta maneira é possivel

aplicar c6digos corretores de erros aos simbolos € manter a distribui¢do pretendida dos simbolos.

000 001 010 011 11 10 101 100

Figura 5.6: Mapeamento de Gray para 8-ASK

5.3 Conclusao

Apresentou-se um algoritmo possivel para implementacido de um Distribution Matcher pelo
algoritmo de Constant Composition Distribution Matcher. A implementacdo eficiente deste al-
goritmo ird depender do tamanho de blocos usado, que serd tanto mais eficiente quanto maior o
tamanho do bloco de simbolos. Como referido, a tinica implementacdo do algoritmo funcional
ndo é Optima, pelo que serd necessario um maior estudo para se obter uma implementagdo mais

eficiente.
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A arquitectura apresentada consegue resolver dois problemas de Probabilistic Shaping: como
manter a amplitude dos simbolos e a0 mesmo tempo, aplicar cédigos correctores de erros. Esta

arquitectura ndo permite code rates menores que

’"r;l, porém, este aspecto ndo representa um

problema pois nio € necessario que sejam os cédigos correctores de erros a fazer adaptagdo da

taxa de dados porque a prépria constelagdo ja o faz.
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Resultados de simulacao

Aplicou-se a arquitectura da figura 5.5 com mapeamento de Gray em ambiente MATLAB no
sentido de se obter dados de simulagdo. O Distribution Matcher ndo foi simulado por motivos
de velocidade de simulagdo sendo gerado directamente simbolos com uma distribuicao pretendida
em vez de bits aleatdrios, o que significa que a penalizacdo da presenca do Distribution Matcher
foi ignorada. Porém, como se usou blocos de simbolos grandes (acima de 1000 simbolos), a pena-
lizagao poderad ser desprezada, como mostrado na seccdo 5.1, tornando os resultados apresentados
vélidos.

Numa primeira fase simulou-se o comportamento do sistema com a introducao de ruido gaus-
siano branco. Compararam-se os melhores resultados obtidos com ASK uniforme com ASK néo

uniforme. Os resultados podem ser vistos na tabela 6.1 e na figura 6.1.

5.5

Bits de informacéo por simbolo

3 L | L | | | |
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

SNR(dB)

Figura 6.1: Bits de informacdo por canal em funcdo de SNR. A vermelho ASK nao uniforme; a
azul ASK uniforme
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Figura 6.2: Resultados tedricos obtidos em [6]

Os resultados obtidos por simulac@o foram semelhantes ao resultados obtidos em [6], como
representado na figura 6.2. As diferencas de resultados podem explicar-se pelo uso de um método
de descodificagdo de cdédigos LDPC mais computacionalmente exigente neste trabalho e em [6], 0
método de avaliacdo foi para uma FER menor que 1073 enquanto que neste trabalho usou-se como
critério uma BER inferior a 107, A figura 6.1 representa as vantagens de Probabilistic Shaping:
um maior ndmero de bits de informagao por simbolo em todos os valores de SNR testados do que
no caso de ASK ndo uniforme.

A taxa de dados que serd possivel enviar, sendo R a quantidade de bits de informagdo por

simbolo definido em 5.10 e R, a taxa de simbolos, serd igual a:
Ryistema = Rs - R bits de informagao/segundo (6.1)

Seguidamente comparou-se o comportamento de ASK uniforme com ASK nao uniforme si-
mulando o comportamento de uma fibra de 6ptica da autoria de [15]. Este cddigo j4 foi usado em
[15] e [17] de modos que ndo se questiona a sua validade. Simulou-se um sistema coerente com
trogos de fibra de comprimento de 10 km, com um amplificador de fibra dopada com Erbium entre
cada troco, como representado na figura 6.3.

O 1indice de refrac¢dao do nicleo foi simulado com o valor 1.4538 e a bainha com o valor
1.439185. Simulou-se a propagacdo de um sinal 6ptico no comprimento de onda de 1.55um e
apenas se usou uma polariza¢do. Definiu-se uma atenuacdo de 0.2 dB/km onde foram inclui-
dos efeitos ndo lineares via Kerr effect, cujo valor foi colocado a 0.0013W~!-m~!. O método
numérico implementado foi baseado no método de "split-step Fourier"e inclui compensagdo da

dispersao no dominio eléctrico. Sao usados amplificadores 6pticos EDFA (Erbium-doped fiber
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ASK ASK Nio
Uniforme Uniforme
Ordem . . - Ordem . . ~ o
SNR - | Code | Bits de informacgao - | Code | Bits de informacgdo | Parametro
dB modulaggo Rate por simbolo modulagao Rate por simbolo v
ASK ASK
21 16 3/4 3 32 5/6 34 0.006
22 16 4/5 3.2 32 5/6 3.66 0.0035
23 16 5/6 3.33 32 5/6 3.85 0.0028
24 16 8/9 35 32 5/6 3.99 0.0019
25 16 9/10 3.6 32 5/6 4.09 0.011
26 32 3/4 3.75 64 9/10 4.39 0.0021
27 32 4/5 4 64 9/10 4.54 0.0017
28 32 5/6 4.16 64 9/10 4.73 0.0013
29 32 8/9 4.44 64 9/10 4.83 0.0011
30 32 9/10 4.5 64 9/10 5.02 0.0008

Tabela 6.1: Dados de simula¢do dos melhores resultados de ASK uniforme e ASK nao uniforme
com ruido Gaussiano branco para uma BER inferior a 107%. As code rates testadas foram: (3/4,
4/5, 5/6, 8/9, 9/10).

Trog;o Amplificador rg Amplificador 9 Amplificador Amplificador
ﬂbra flbra ﬂbra
Transmissor f———======= 4I> """"""" AD D Receptor
10 10 10
Km Km Km

Figura 6.3: Esquemdtico do sistema simulado.

amplifier) dimensionados para regenerar a poténcia inicial injectada. Estes médulos sdo simulados
com ruido ASE (Amplified spontaneous emission) e com isso cada amplificador possui uma figura
de ruido de 5 dB. Todos os valores foram analisados para uma BER menor que 10~*. Primeira-
mente foram comparados os valores obtidos em ASK-uniforme com PS-ASK em alguns cendrios
de simulacdo. Os resultados estdo tabelados nas tabelas 6.2 e 6.3 e representados graficamente nas

figuras 6.4 e 6.5, respectivamente.

Os valores de bits de informagado por simbolo variam consoante a poténcia média injectada na
fibra. Usaram-se diferentes valores de poténcias injectadas na fibra no sentido de identificar a po-
téncia ideal a ser injectada. Os resultados estdo representados na imagem 6.6. Para poténcias mais
elevadas, fenémenos de distor¢cao ndo lineares comecam a prevalecer, prejudicando o desempenho
do sistema. A imagem 6.7 representa o funcionamento do sistema para uma poténcia mais elevada

de 10 dBm. Pode-se observar um deterioramento da quantidade de bits de informagdo por sim-
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ASK ASK
Uniforme PS
Distancia | Code Entropia Ordem | Code Entropia Parametro | Ordem
(km) Rate ASK | Rate \ ASK
100 5/6 3.33 16 9/10 3.73 0.0060 32
200 3/4 3.00 16 9/10 3.30 0.011 32
300 8/9 2.67 8 9/10 3.03 0.13 16
400 5/6 2.50 8 9/10 2.83 0.024 16
500 4/5 2.40 8 9/10 2.67 0.030 16
600 3/4 2.25 8 9/10 2.54 0.036 16
700 9/10 1.80 4 9/10 2.45 0.041 16
800 9/10 1.80 4 9/10 2.32 0.051 8
900 8/9 1.78 4 9/10 2.25 0.059 8
1000 8/9 1.78 4 9/10 2.17 0.067 8

Tabela 6.2: Comparacdo ASK-uniforme com ASK-PS. Poténcia injectada média de 6 dBm com
20 x 10° simbolos/segundo.

ASK ASK
Uniforme PS
Distancia | Code Entropia Ordem | Code Entropia Parametro | Ordem
(km) Rate ASK | Rate \ ASK
100 9/10 3.60 16 9/10 4.38 0.0015 32
200 9/10 3.60 16 9/10 3.99 0.0040 32
300 5/6 3.33 16 9/10 3.72 0.0061 32
400 4/5 3.20 16 9/10 3.48 0.0085 32
500 3/4 3.00 16 9/10 3.30 0.011 32
600 9/10 2.70 8 9/10 3.14 0.015 16
700 9/10 2.70 8 9/10 2.99 0.019 16
800 5/6 2.50 8 9/10 2.72 0.028 16
900 5/6 2.50 8 9/10 2.67 0.012 8
1000 5/6 2.50 8 9/10 2.64 0.017 8

Tabela 6.3: Comparacdo ASK-uniforme com ASK-PS. Poténcia injectada média de 8 dBm com
20 x 10° simbolos/segundo.
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Figura 6.4: Comparagdo de ASK-PS (bolas vermelhas) e ASK-uniforme (diamantes azuis). Po-
téncia injectada média é de 6 dBm com uma taxa de simbolos de 20 x 10° sifmbolos por segundo.
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Figura 6.5: Comparagdo de ASK-PS (bolas vermelhas) e ASK-uniforme (diamantes azuis). Po-
téncia injectada média é de 8 dBm com uma taxa de simbolos de 20 x 10° simbolos por segundo.

bolo, principalmente na regido entre os 300 km e 800 km, no qual o uso de uma poténcia inferior

acaba por resultar num melhor desempenho do que com o uso de uma poténcia injectada superior.
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Para poténcias ainda mais elevadas, como 12 dBm, os fenémenos de distor¢do nao lineares sdo
ainda mais relevantes, levando a conclusdo que, para as condigdes testadas, a poténcia injectada
Optima situa-se entre os 8 dBm e 10 dBm. Com uma poténcia injectada de 12 dBm, os melhores
valores obtidos dos 100 km aos 500 km, sdo por esta ordem: (4.00,3.60,2.70,2.70, 1.80) bits de
informacdo por simbolo, fazendo com que estas taxas de dados sejam mais baixas do que no caso

de uma poténcia injectada de 8 dBm ou 10 dBm, principalmente a medida que a distancia aumenta.

4.5

Bits de informacgéo por simbolo

1.5 ®

1 . . . L . . L . |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Distancia (km)

Figura 6.6: Comparagdo de varias poténcias médias injectadas usando ASK_PS. Os pontos in-
feriores a azul representam uma poténcia média injectada de 4 dBm; os pontos intermédios a
vermelho representam uma poténcia de 6 dBm e a amarelo, os pontos superiores, uma poténcia
média injectada de 8 dBm.

E possivel ainda aumentar a taxa de bits de informacdo por simbolo baixando a taxa de sim-
bolos por segundo no sistema. Ao reduzir a taxa de simbolos, prevé-se um aumento de bits de
informacdo por simbolo devido ao ser enviado um pulso mais largo, fazendo com que os efeitos
de distor¢dao acabem por ter menos impacto relativamente a um impulso mais curto. Estas previ-
sdes sdo justificadas na figura 6.8. De notar que, embora o sistema com uma taxa de simbolos de
simbolos de 20 x 10° possua uma taxa de bits de informaco por simbolo menor que o sistema
com uma taxa de simbolos de 10 x 10°, o facto de que o tltimo funciona a metade da taxa de
simbolos por segundo faz com que o primeiro, num sentido de velocidade de transmissao de da-
dos, seja um sistema mais desejado, pois embora cada simbolo contenha menos informagdo, como
consegue o dobro dos simbolos, acaba por ser um sistema com maior capacidade de transmissdo

de informacao.
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Figura 6.7: Comparacao do funcionamento do sistema para uma poténcia de 8 dBm (bolas azuis)
e 10 dBm (diamantes vermelhos)
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Figura 6.8: Desempenho do sistema para uma poténcia de 8§ dBm comparando uma taxa de sim-
bolos de 10 x 10° simbolos por segundo (diamantes azuis) com um sistema com uma taxa de
simbolos de 20 x 10° simbolos por segundo (bolas vermelhas)
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6.1 Conclusao

Usando a arquitectura de Probabilitic Amplitude Shaping, nas condi¢des testadas, foi possivel
obter-se uma melhoria da taxa de bits de informacdo a rondar entre cinco e dez por cento, em
relacdo ao ndmero total de pontos da constelacio em ASK-uniforme. A adaptacdo da taxa de
bits de informagdo em PS acompanha as condi¢des do canal, mostrando a flexibilidade de PS as
condicdes de canal. Como mostrado, a taxa de bits de informacao por simbolos vai aumentando a
medida que a poténcia injectada vai subindo até um limite, no qual efeitos ndo lineares comecam
a deteriorar o desempenho do sistema que faz com que tais poté€ncias ndo se tornem desejadas.
O uso de uma taxa de simbolos menor também contribui para um aumento de bits de informacio
por simbolo, porém embora uma menor taxa de simbolos torne o sistema mais robusto a efeitos
de ruido conseguindo-se usar uma maior eficiéncia de bits de informacdo por simbolo, essa maior
eficiéncia pode ndo ser capaz de compensar pela menor taxa de simbolos, como mostrado na
dltima simulacdo acima. No geral, mostrou-se que ASK-PS consegue aumentar a taxa de dados

tanto em sistemas dominados por ruido branco, como em fibras épticas.
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Conclusoes e trabalho futuro

Neste trabalho foi desenvolvido um sistema ASK com Probabilistic Constellation Shaping e
posteriormente fez-se a sua comparagao com um sistema ASK uniforme. Foi possivel verificar
que em todas as condicdes analisadas, ASK-PS superou a taxa de bits de informagdo para uma
BER fixa comparando com ASK-uniforme. O uso de técnicas como as LLRs e o algoritmo Belief
Propagation como apresentadas neste trabalho sio bastante pesadas computacionalmente. Sim-
plificacdes destes algoritmos, sdo possiveis com uma redugdo de desempenho, como realizado em
[6].

Uma melhor implementa¢do do DM também podera ser desenvolvida. Tal como mostrado, o
unico algoritmo de DM funcional nio é pratico de implementar. Um melhor algoritmo tornaria
ASK-PS uma técnica pratica de implementar.

Para um sistema ASK-PS onde as condi¢Ges de canal variassem ao longo do tempo, teriam
também que ser desenvolvidas técnicas de adaptac@o de canal, um pouco como em DVB-S2. Um
possivel problema que pode surgir é que, em PCS, o nimero de combinagdes de code rates, ni-
mero de pontos de constelacao diferentes e valores do parametro v € bastante elevado dependendo
de qudo grande ou pequena se pretende que a granularidade seja. Uma ideia seria testar previ-
amente quais as melhores combinacdes para determinado valor de SNR e tabelar esses valores,
fazendo com que ndo seja preciso calcular a melhor combinagdo possivel em tempo real. Porém,
provavelmente seria possivel desenvolver uma técnica mais eficaz do que a descrita.

A implementacdo de um sistema QAM-PS € directamente aplicdvel através das técnicas apre-
sentadas neste trabalho. Ao usar duas constelagdes ASK-PS ortogonais entre si, QAM-PS seria
possivel.

Em geral, um aumento de 5% a 10% da taxa de bits de informac¢do de ASK-PS em relagéo a
ASK-uniforme serd possivel de se obter, caso a complexidade acrescida de hardware necessdria

ndo seja um factor decisivo.
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