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Abstract

Recent studies showed that variable stiffness composite laminates (VSCL) with curvilinear
fibers can have better mechanical behavior than constant stiffness composite laminates.
Some work has been carried out with this type of composites to optimize certain proper-
ties, such as buckling load or fundamental natural frequency, where, generally, the fiber
orientation is the design variable.

In this work, membrane and bending modes of laminated composite plates reinforced
with curvilinear fibers are analyzed with the goal of maximizing the fundamental natural
frequency. Three different type of fiber paths are considered.

A model based on p-version Finite Element Method and Classical Plate Theory is
formulated and implemented to find the modes of vibration and the fundamental natural
frequency is maximized using a genetic algorithm.

Single-layer and multi-layer plates with different boundary conditions are studied. A
comparison between the presented paths and rectilinear fibers is made to analyze if curvi-
linear fibers are the best alternative. Natural mode shapes of vibration and stress distri-

bution when the oscillation occurs in a natural vibration mode are also studied.

Keywords: Laminated composites, Plates, Classical Plates Theory, p-FEM, Curvilinear

fibers, Optimization, Genetic Algorithm






Resumo

Estudos recentes mostram que os compdsitos laminados com rigidez variavel (VSCL) refor-
cados com fibras curvilineas podem apresentar melhor comportamento mecanico do que
compdésitos laminados com rigidez constante. Algum trabalho de investigacdo tem sido
realizado com este tipo de compdsitos, de forma a otimizar determinadas propriedades,
como a carga de encurvadura ou a frequéncia natural fundamental, onde, geralmente, a
orientagao das fibras é a varidvel de projeto.

Neste trabalho, modos de flexdo e de membrana de placas compdsitas reforcadas com
fibras curvilineas sao analisados com o objetivo de maximizar a frequéncia natural funda-
mental. Trés diferentes trajetos de fibras curvilineas sao utilizados.

Um modelo baseado no Método dos Elementos Finitos do tipo p e na Teoria Classica
de Placas é formulado e implementado com o objetivo de encontrar os modos de vibragao
e a frequéncia natural fundamental é maximizada utilizando um algoritmo genético.

Placas com uma camada e multicamada com diferentes condigoes de fronteira sao es-
tudadas. E feita uma comparacao entre os trajetos apresentados e fibras retilineas para
analisar se as fibras curvilineas s&do a melhor alternativa. As formas naturais de vibracao
e a distribuicao de tensoes quando a oscilagao ocorre num modo natural de vibracao sao

também estudados.

Keywords: Compositos Laminados, Placas, Teoria Clédssica de Placas, Método dos Ele-

mentos Finitos do tipo p, Fibras Curvilineas, Otimizacao, Algoritmo Genético
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Capitulo 1

Introducao

A evolucao dos materiais ao longo de vérios séculos permitiu a descoberta dos compdsi-
tos, que foram utilizados para conseguir grandes avancos tecnolégicos e que permanecem,
atualmente, em estudo. Diversas pesquisas tém sido realizadas de forma a perceber como
melhorar o comportamento destes materiais, sendo uma das solucoes a introdugao de fibras
curvilineas.

Para encontrar a melhor alternativa dentro desta solucao encontrada, sao frequente-
mente utilizados métodos de otimizacao, ajustados aos objetivos e as limitagoes do pro-
blema.

Nesta dissertagao, é feito um estudo de otimizacdo de placas reforcadas com fibras
curvilineas, de forma a perceber em que situagdes estas sdo mais favordveis e quais as
orientagoes que as fibras devem assumir. Para isso, sao criados um modelo numérico, com
base na Teoria Classica de Placas e no Método dos Elementos Finitos do tipo p, e um
algoritmo de otimizacao.

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é maximizar a frequéncia natural fundamental de

placas reforcadas com fibras curvilineas. Para isso, é necessério:

e Formular e implementar um modelo numérico que caracterize placas compésitas
reforcadas com fibras curvilineas, utilizando a Teoria Classica de Placas e o Método
de Elementos Finitos do tipo p;

e Apresentar diferentes trajetos de fibras curvilineas, que possam representar uma

melhoria no comportamento das placas relativamente as fibras retilineas;

e Conhecer os métodos de otimizacao e selecionar o mais adequado ao objetivo do
trabalho;

e Implementar o método de otimizacao escolhido, ajustando a funcao de avaliagao ao
problema em estudo;

e Validar os modelos criados, com base em dados publicados;



1. Introducao

e Analisar os resultados da otimizacao, de forma a perceber se o objetivo principal
do trabalho foi alcangado, e analisar as frequéncias e formas naturais e tensoes das

solucoes 6timas encontradas.

1.2 Organizacao do Relatorio

Este trabalho encontra-se dividido em seis capitulos, sendo que os capitulos 2 e 3 incluem

a descri¢ao do estado da arte:

e Capitulo 1, "Introducao™ mneste capitulo, é feita uma breve introducao ao tema
estudado e os objetivos do trabalho sao enumerados;

e Capitulo 2, "Teoria Classica de Placas aplicada a compositos laminados com rigidez
variavel”: descrevem-se brevemente os compésitos laminados, apresentando os pro-
cessos mais comuns para o fabrico de compdstios laminados reforcados com fibras
curvilineas; de seguida, apresenta-se a Teoria Classica de Placas, teoria utilizada para
formular o problema, desde o campo de deslocamentos até as equagoes de equilibrio;
posteriormente, é caracterizado o Método dos Elementos Finitos do tipo p, utili-
zado neste trabalho; por fim, sdo apresentados trés trajetos que as fibras curvilineas

podem seguir, que serao posteriormente estudados;

e Capitulo 3, "Métodos de Otimizacao™: ¢ feita uma contextualizacao acerca dos mé-
todos de otimizacao existentes, com especial atencao nos algoritmos genéticos, uti-
lizados para maximizar a frequéncia natural fundamental das placas neste trabalho;
posteriormente, é descrita a implementacao do algoritmo, explicando em pormenor
todas as etapas do mesmo;

e Capitulo 4, "Validacao e Estudo de Convergéncia”: sao validados os programas cria-
dos; para os problemas de flexao e de membrana, sao feitos estudos de convergéncia
e comparagoes com dados publicados em artigos ou dados de softwares, de forma
a validar o cédigo desenvolvido; o algoritmo de otimizacao é validado através de

graficos que descrevem a sua evolucao até determinar a solucao 6tima;

e Capitulo 5, "Resultados™ os programas criados sao utilizados para obter resultados
e estes sao devidamente analisados; este capitulo divide-se em duas seccoes: inicial-
mente, é feita uma comparacao entre placas com uma camada reforcadas com fibras
retilineas e curvilineas; varias condicoes de fronteira sao estudadas e, para alguns
casos, sao apresentados os cinco primeiros modos naturais e as tensoes quando as
frequéncias naturais sdo atingidas; um estudo semelhante é feito para placas multi-

camada apresentadas em artigos consultados;

e Capitulo 6, "Conclusao™: as conclusoes que foram apresentadas ao longo do trabalho
sao compiladas neste capitulo e sdo apresentadas propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Teoria Classica de Placas aplicada a compoésitos laminados com

rigidez variavel

2.1 Compositos Laminados

Um material compoésito é originado a partir da combinacao de dois ou mais materiais
a escala macroscépica e é capaz de atingir certas propriedades desejadas, como rigidez
ou resisténcia, que nao sao possiveis de obter para cada um dos materiais constituintes.
A uma escala microscopica, os compositos sao materiais heterogéneos, mas, de forma a
simplificar o seu estudo, as suas propriedades, a nivel macroscépico, sao obtidas através de
uma média ponderada das propriedades dos constituintes, passando a considerar-se estes
materiais como materiais homogéneos (Reddy, 2004).

Os compésitos sao constituidos por, pelo menos, dois materiais: o material de reforco
e o material base. De acordo com o material de reforgo, alguns dos tipos de compdsitos
mais comuns sao (Jones, 1999; Reddy, 2004):

e Compositos fibrosos: constituidos por fibras de um material numa matriz de um
segundo material; a orientacao das fibras pode ser escolhida de modo a obter as

propriedades desejadas;

e Compositos de particulas: compostos por particulas de um ou mais materiais numa

matriz de outro material;

e Compositos laminados: formados por camadas de diferentes materiais — laminas; o
numero de camadas do compdsito é definido de acordo com as propriedades que se
pretendem obter.

A maioria dos compdsitos é uma combinacao dos tipos apresentados acima.

Nos compositos fibrosos, o material de reforco é designado por fibra. As fibras suportam
a carga aplicada no compdsito, tém uma elevada razao comprimento-diametro (Reddy,
2004) e um pequeno didmetro (Jones, 1999) e sdo classificadas como fibras curtas (ou
whiskers), cuja razao comprimento-didmetro é da ordem de 10 a 100, e fibras longas. As
propriedades do material em forma de fibra sao superiores as propriedades apresentadas

pelo material em bruto. As func¢oes da matriz (material base) sdo manter as fibras juntas,

3



2. Teoria Classica de Placas aplicada a compésitos laminados com rigidez variavel

transferir a carga entre fibras, através da tensao de corte, e proteger as fibras da exposicao
as condigoes ambientais (Reddy, 2004).

O material utilizado para a matriz conserva as suas propriedades originais, enquanto
que as propriedades das fibras passam a estar dependentes da sua orientacao. As melhores
propriedades sao verificadas na direcdo das fibras, ao passo que, na direcdo normal as
fibras, as propriedades sdo muito mais baixas (Reddy, 2004).

E possivel melhorar o comportamento dos materiais compésitos através da variagao
de rigidez no espaco (varia com as coordenadas do plano) — Compoésitos Laminados com
Rigidez Varidvel (VSCL). Esta variagdo pode ser conseguida de vérias formas, sendo uma
delas a utilizagdo de fibras curvilineas (Hyer and Lee, 1991). Esta solu¢do nao introduz
variagoes de geometria significativas, como acontece, por exemplo, com stiffeners (reforgos
de rigidez), e permite diminuir a concentracao de tensoes em zonas criticas, como junto a
furos (Ribeiro et al., 2014). Os valores das frequéncias naturais e as formas naturais de
vibragao sao consideravelmente afetados pela utilizacao de fibras curvilineas — as placas
finas sdo mais afetadas em relacao a placas mais espessas (Akhavan and Ribeiro, 2018).

Em compésitos laminados reforcados por fibras curvilineas, as fibras podem seguir um
trajeto descrito por um angulo 6%, sendo k o indice relativo &4 camada em estudo. Na
secgao 2.4, sao apresentados varios trajetos de fibras.

Uma fraca ligacao entre as fibras e a matriz pode resultar em fracas propriedades
transversais ou na existéncia de falhas. A diferenca de propriedades entre camadas num
compésito laminado provoca uma tensao de corte entre camadas, particularmente nos
limites (bordos) do compésito, que pode originar delaminagem ou separacao entre as fibras
e a matriz (Reddy, 2004).

Geralmente, assume-se que a lamina é continua, isto é, nao existem espagos vazios
ou fendas, e que se comporta como um material linear elastico. Uma lamina com fibras
unidirecionais pode ser considerada um material ortotrépico, cujos planos de simetria sao

o paralelo e o normal a diregao das fibras (z e y na Figura 2.1) (Reddy, 2004).

: £

Figura 2.1: Lamina

As propriedades do compdsito sao dadas na direcao da fibra e na diregao normal a esta.
O moédulo de Young F; diz respeito a diregcao das fibras e corresponde ao valor maximo
desta propriedade, enquanto que Es é o valor minimo do médulo de Young e refere-se
a direcao normal a das fibras. Para além do mddulo de Young, é necessario conhecer o

coeficiente de Poisson do compésito, vi2, e o modulo de rigidez ao corte do compdsito,

4



2.1. Compésitos Laminados

G12. Todas essas propriedades sdo, geralmente, fornecidas pelo fabricante.

2.1.1 Processos de fabrico de compositos laminados com fibras curvilineas

O fabrico de compésitos laminados de rigidez varidvel é um tépico que, apesar do crescente
interesse, é pouco considerado nos trabalhos de investigacao e, por isso, pouco realizado
na industria face ao seu potencial. As técnicas mais utilizadas sdo: Filament Winding
(FW), Automated Tape Laying (ATL) e Automated Fibre Placement (AFP), e consistem
na deposicao com elevada precisao de fitas de fibras continuas para a criacao de compédsitos
multicamada com elevada resisténcia (Foster, 2021; Lozano et al., 2015). Nestas técnicas,
o projeto e o fabrico sao interdependentes, na medida em que o projeto influencia muito
as caracteristicas de fabrico (eficiéncia, qualidade e tempo de processamento) e o fabrico
impde restri¢oes ao projeto (mais restritas que no caso de fibras retilineas) (Lozano et al.,
2015).

A técnica denominada Filament Winding deposita uma fita inica de pequena largura
(3 a 13 mm) e é utilizada para o fabrico de tubos e reservatérios, entre outros (Foster,
2021).

No que diz respeito ao ATL, é feita a deposicdo de uma fita tinica de grande largura,
pelo que é bastante utilizado para pegas grandes (partes de asas de aviao) (Foster, 2021).
E caracterizado por elevada velocidade de deposicao (aproximadamente 13 m/min) e pela
redugao de erros de deposigao, de desperdicio de material (ainda que este seja maior do que
AFP) e da duragao do procedimento face ao fabrico manual. Os sistemas utilizados para
a realizacao desta técnica tém custos muito elevados — na ordem dos milhoes de ddlares
para sistemas béasicos — e, por isso, exigem uma elevada produtividade para compensar o
investimento num curto periodo. A deposicao das fibras é feita com tolerancias pequenas
de forma a minimizar o impacto dos gaps no desempenho mecéanico. Nao deve ser utilizado
em pegas com grande complexidade geométrica (Lukaszewicz et al., 2012).

A técnica AFP é a mais utilizada no fabrico de geometrias mais complexas e consiste
na deposicao de fitas multiplas de pequena largura (3 a 13 mm), apesar de ter a capa-
cidade de depositar fibras individuais sobre a superficie do laminado, bastante ttil para
fibras curvilineas (Foster, 2021; Lukaszewicz et al., 2012). A precisao de deposicao é algo
muito importante para evitar gaps (afeta desempenho mecanico), j& que a sua quanti-
dade é, geralmente, superior quando comparada com o mesmo parametro no ATL. Numa
comparacao com a deposicao manual, verifica-se a reducao do desperdicio de material e o
aumento da produtividade; contudo, isto vem acompanhado de um aumento da duracao
do procedimento. O custo destes sistemas é superior ao associado a técnica referida ante-
riormente (ATL). A largura e o nimero de tiras utilizadas dependem da complexidade e
da geometria da peca e afetam a produtividade (Lukaszewicz et al., 2012).

Ambos os processos se encontram em evolucao, devido a procura de processos mais
rapidos e com melhores tolerancias (Foster, 2021) e acredita-se que a técnica AFP apresenta

maior potencial para futuros desenvolvimentos (Lukaszewicz et al., 2012).



2. Teoria Classica de Placas aplicada a compésitos laminados com rigidez variavel

2.2 Teoria Classica de Placas

Existem algumas teorias de flexao de placas, sendo a mais simples a Teoria Classica de
Placas (Wang et al., 2000). Esta baseia-se nas hipdteses de Kirchhoff e assume que a
espessura da placa é pequena quando comparada com outras dimensoes, como a largura,
o comprimento ou o didmetro, sendo a sua relagao inferior a 1/20 (Ugural, 1981; Ventsel
and Krauthammer, 2001). Opta-se por esta teoria uma vez que apenas se vao analisar
placas finas.

As hipoteses de Kirchhoff, vélidas para materiais eldsticos, homogéneos e isotrépicos
(embora também possam ser utilizadas a placas em materiais nao isotrépicos), sdo (Ventsel
and Krauthammer, 2001):

1. Nao existem deformacoes no plano médio da placa — superficie neutra (e,, = €,y =
€2y = 0 no plano médio);

2. Segmentos de reta normais ao plano médio da placa nao deformado permanecem retos
e normais a superficie média da placa apds deformacgao — isto permite desprezar as

deformagoes de corte (e,, = €, = 0) e nao sofrem qualquer extensao (e,, = 0);

3. A tensdo normal na direcdo transversal & placa é pequena comparativamente as

outras tensdes normais, pelo que pode ser desprezada (o,, = 0);

4. Os deslocamentos do plano médio sao pequenos quando comparados com a espessura
da placa.

Se a deflexdao do plano médio for grande, existem deformacGes nesse plano, pelo que
a primeira e a quarta hipdteses ndo podem ser consideradas. Na teoria de deformacao
de corte de primeira ordem (FSDT), vélida para placas espessas, as tensoes de corte sao

importantes, pelo que deixa de ser possivel assumir a hipétese 2 (Reddy, 2004).

2.2.1 Campo de Deslocamentos

O campo de deslocamentos é apresentado em fungao do ponto em anélise e do tempo, uma
vez que o problema é dinamico, e estes deslocamentos sao dados pelas Equacoes 2.1 a 2.3.
Uma vez que se pretende apresentar um modelo que permita estudar modos de flexao e
de membrana, a primeira hipdtese nao sera imposta e, por isso, existem deslocamentos no
plano médio, wug, vg € wy (Reddy, 2004). A Figura 2.2 mostra a placa deformada, sendo

dado relevo a flexao.

U(f’fayaZ,t) = uO(J}:yat) -z ({W (21)

U('x:yazat) = UO(fcayﬂf) -z w (22)
Ay

’UJ(ZC,y,Z,t) = wO(xayvt) (23)



2.2. Teoria Classica de Placas

Figura 2.2: Placa Deformada

2.2.2 Campo de Deformacoes

As deformagoes podem ser escritas em fungéao dos deslocamentos. Pelas hipdteses consi-
deradas acima, sabe-se que €., = €., = €,, = 0. O campo de deformagoes associado a

esta teoria é apresentado na Equagao 2.4.

0
Ezz s
_ _ v
g = Eyy == dy (24)
ou v
Yy By +‘5§

O campo de deformagoes escrito em fungao dos deslocamentos é dado na Equacao 2.5
(Reddy, 2004). As segundas derivadas do deslocamento transversal aqui apresentadas
correspondem as curvaturas da placa. Os vetores ey, € €¢ sao descritos nas Equagoes 2.6

e 2.7, respetivamente.

ou 9w
Eaa e TE ot
o) 9?2
Eyy ¢ = %yo—z- 8;‘;0 =Em + 2 Ef (2.5)
Oug Jvg . 92w
Yoy oy T 9r — 2% Gzoy
Qug
ox
€m = G (2.6)
Qug | Odvg
oy + ox
__82wo
_281m
0xdy
2.2.3 Campo de Tensoes
As tensoes da camada k (k = 1,...,N) relacionam-se com as deformagoes segundo a

Equagao 2.8 (Jones, 1999). Nesta fase, acrescenta-se um expoente (k) ji que as tensoes
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2. Teoria Classica de Placas aplicada a compésitos laminados com rigidez variavel

serao calculadas camada a camada, apesar de as deformacgoes serem calculadas para uma
tnica camada equivalente (Teoria de Camada Unica Equivalente).

(%)

Oxx C?ll(x7y) QlZ(‘T7y) C:?16(557y) ® Exx *)
Oyy = Qm(% Y) 6_222(% Y) 6_226(1’, Y) Eyy (2.8)
Ty Que(z,y) Qas(x,y) Qes(z,y) Yey

As fungdes Q;j(w,y), i,j = 1,2,6 dependem do angulo 6* e dos invariantes U;,i = 1,...,5
— Equagao 2.9.

Q. (z,y) = Uy + Uy - cos(20%) + Us - cos(46")
Qfy(x,y) = Uy — Us - cos(46")
Qb (x,y) = Uy — U - cos(20%) + Us - cos(46%)

~ 1

Qffg(z,y) = 502 sin(260%) + Us - sin(46%) (2.9)
= 1

Q§6($7y) = §U2 . Sin(29k) —Us - Sin(49k)

Qts(x,y) = Us — Us - cos(46")

Os invariantes nao dependem da orientacao das fibras e sao escritos em funcao de

coeficientes de rigidez do material @;;, tal como apresentado na Equacao 2.10.

U, = é(SQH + 3Q22 + 2Q12 + 4Qs¢6)
Uy = %(Qn — Q)

Uy = £(Qui + @~ 2012 — 1Qu) (2.10)

Us = <(Qn1 +Qa +6Q1z — 4Qs0)

Us = %(Qn + Q22 — 2Q12 + 4Qs6)

Os coeficientes de rigidez do material sao apresentados na Equagao 2.11 e dependem
das propriedades do material: E; (médulo de Young longitudinal), Fos (médulo de Young
transversal), 112 e 191 (coeficientes de Poisson) e G2 (médulo de rigidez ao corte).

Eqq
Qu = [ E—
— V12 - Va1
Ess
Qa2 = T o o
— Vg - V21 (2.11)
vo1 - B V12 - Eaa
Q12 = =
1—vig v 1—vi2- v
Qe = G12

A variacao das tensoes ao longo da espessura é representada na Figura 2.3, considerando
que nao existem deslocamentos no plano médio, ou seja, ug = vg = 0.

8



2.2. Teoria Classica de Placas

Oxy
y \ y
z \ p

Figura 2.3: Campo de tensoes, considerando auséncia de deslocamentos no plano médio

2.2.4 Esforcos Generalizados

As tensoes normais 0., e 0y, ao longo da espessura da placa, h, provocam momentos
fletores por unidade de comprimento, M, e M,, respetivamente. Também a tensao de
corte 7., provoca um momento torsor por unidade de comprimento, M, (Reddy, 2004).
Os momentos resultantes sao dados pelo somatério dos momentos resultantes em cada

camada k - Equacao 2.12.

My (2, y,t) Ol (2,9, 1)
M= ¢ My(z,y,t) Z/ 0’ (x,y,t) p dz (2.12)
My (2, y,t) Ty (,y,1)

As mesmas tensoes provocam, também, forcas por unidade de comprimento, N;, N, e
Ny, dadas pela Equacao 2.13. As forcas resultantes sao dadas pelo somatério das forcas

resultantes em cada camada k.

Na(z,y,1) T (,y, 1)
N = ¢ Ny(z, y,t) Z/ 0' (x,y,t) p dz (2.13)
ny(x ya U ‘73 y,t)

As forcas e os momentos resultantes podem ser reescritos a partir da Equacao 2.14,
sendo que as matrizes A, B e D sao dadas na Equagoes 2.15 a 2.17.

)6 3

Ay =3 [ Qblotaas (215)

A B
B D

k=1"7k-1
n 2k B
B — / 2 QY [0(x)] dz (2.16)
k=1"%k-1
n 2 B
D;j = / 2% Q10(x)] dz (2.17)
k=1"7%k—1

Para materiais com simetria em relacao a superficie média, a matriz B é nula e, por

isso, é possivel desacoplar o problema de membrana do problema de flexao.
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2. Teoria Classica de Placas aplicada a compésitos laminados com rigidez variavel

2.2.5 Equagoes de Movimento e de Equilibrio

Para obter as equagoes de movimento deste problema, utiliza-se o Teorema dos Trabalhos
Virtuais (TTV) que indica que a soma dos trabalhos que as forgas internas (§W;y, ), externas
(0Weyt) € de inércia (0W;) realizam é nula — Equacao 2.18. Assume-se um campo de
deslocamentos infinitesimais que respeita as condictes de fronteira geométricas.

Win + (5Wj + Wezt =0 (2.18)

Na aplicagao do Teorema dos Trabalhos Virtuais, considera-se que os deslocamentos sao
discretizados usando elementos finitos do tipo p, descrito na seccao seguinte, e sao dados
por uma série formada por produtos de fungoes espaciais e do tempo. A Equacao 2.19
apresenta a discretizagao dos deslocamentos e a Equacao 2.20 d4 a variacao dos mesmos.

ul  legt(z,y)” 07 o’ ] au(t)
v = o gg’(z,y)" 0" v (t) (2.19)
w 0" 0" (2, )" | | dw(t)
Su = gg"(z,y)" - 5q,(t) = 6q,(t)" - gg"(z,y)
v = gg"(,y)" - 6q,(t) = 5q,(t)" - gg"(x,y) (2.20)
sw = (2, y)" - 6q,,(t) = q,,(t)" - F*(x,y)

As componentes dos vetores gg(z,y) e ff(x,y) sdo produtos de fungdes de forma g e f
- 9i(x) - gi(y), 1,.5=1,....pm, € fi(z)- f;(y), i,j=1,...,po, respetivamente. As componentes do
vetor q(t) sao conhecidas como coordenadas generalizadas.

Considerando apenas placas simétricas em relagao a superficie média, pode-se desaco-
plar os problemas de flexao e de membrana. De seguida, ambos sdo descritos.

Problema de Flexao

O trabalho virtual efetuado pelas forcas internas é dado pela Equagao 2.21 e depende
da variacao das deformagoes e das tensdes. A Equacao 2.22 mostra o trabalho virtual
realizado pelas forcas externas, em funcao do deslocamento e das forgas exteriores - Pyq €
P.one representam forcas distribuidas e concentradas, respetivamente. Na Equacao 2.23, é
apresentado o trabalho virtual das forcas de inércia, escrito em fun¢do da massa volumica
e do deslocamento transversal; como é habitual em teorias de placas finas, desprezou-se a
inércia devida a rotacoes de secgoes da placa.

Wiy = — Z/ desT M dQ (2.21)
k=17
Wegt = / Pjist - 0w dS + Prgpe - Swp (2.22)
S
5Wj=_z/ pr - ow - W dV (2.23)
k=1"V
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2.2. Teoria Classica de Placas

Manipulando algebricamente as equagoes apresentadas acima, é possivel obter as Equa-
coes 2.24 a 2.26, pela mesma ordem. De seguida, aplica-se o Teorema dos Trabalhos

Virtuais e escreve-se a Equagao 2.27.

(ﬂ/Vm = - Z <5qw(t)T/ [ﬂ‘};x ﬂ‘};;y QE};y] D
Q

k=1 (2.24)
e, fE 2 |Td0. qw<t>)
5Weact - 5qw(t)T |:Pp(t) : ﬂ'w(xp’ yp) + / Pdist : ﬂ:w(xa y) dS:| (225)
S
5, = (pk e, (0 [ ) ) 09 iiw(t)) (2.26)
k=1
- <5qw(t)T/ [ﬁ.}la)c;t ﬂ.yg}/y 2ﬁl}§cy] D [ﬁ.}l;}tz ﬁ.yg);y 2ﬁ.}§cy]T d2
k=1 Q
) =3 (-t sa, 007 [ AT a0 du0) @20
k=1

+6q,,(t)" {Pp(t)-ffw(zp,yp) + /S Pyis - % (z,7) dS] =0

Com base na Equacao 2.27, obtém-se a Equacao 2.28, onde as matrizes de rigidez e
de massa e o vetor de forgas sao escritas nas Equacoes 2.29 a 2.31, respetivamente (Han
and Petyt, 1996). A expressao da matriz rigidez foi adaptada para placas com fibras
curvilineas, ji que em (Han and Petyt, 1996) s@o consideradas fibras retilineas.

M§v3 ' Elw(t) + K\E?VS ' qw(t) =P (2‘28)
K33 — /Q e, e, ofe ]S D®EL, g 2 a0 (2.29)
k=1
n
M = 3 () [ B )T i (2.30)
k=1
P = Py t) 8" (apoty) + [ Pasa -8 (2.9) S (231)

Para uma analise estatica, considera-se que a aceleracao é nula e, portanto, a Equa-
¢ao 2.28 é reescrita tal como apresentado na Equacao 2.32.

K33 .q,=P (2.32)

11



2. Teoria Classica de Placas aplicada a compésitos laminados com rigidez variavel

O célculo das frequéncias naturais de vibragao é feito considerando uma anélise dina-
mica em regime livre ou natural - Equacao 2.33.

M33 . g,(t) + K33 . q,(t) =0 (2.33)

Considerando a resposta qy,(t) como um movimento harménico sincrono de frequéncia
w - Equacao 2.34 -, pode-se escrever a Equacao 2.35. Uma das solugoes desta equacao € a
solucao trivial - posicao de equilibrio estatico do sistema e auséncia de vibracao.

qu(t) = Qu - cos(wt — ¢) (2‘34)
[~w*M32 + K3 Q, =0 (2.35)

Para obter as solugoes nao triviais deste sistema, pode recorrer-se ao problema caracte-
ristico - o determinante da matriz dos coeficientes do sistema homogéneo, [K33 — w2M33],
deve ser nulo - Equacao 2.36.

K33 — *M33 =0 (2.36)

O determinante caracteristico, dado na Equacgao 2.36, permite calcular um niimero de
frequéncias naturais igual ao quadrado do niimero de fungdes de forma f usadas. Conhe-
cendo as frequéncias naturais, pode-se substituir w por cada um dos valores calculados na
Equagao 2.35 para obter as formas naturais de vibracao (Rodrigues, 2020).

Problema de Membrana

Uma formulagao semelhante é apresentada para o problema de membrana. Os trabalhos
virtuais realizados pelas forgas internas, pelas forcas externas e pelas forgas de inércia sao
dados nas Equacoes 2.37 a 2.39.

Win == / Sem’ N dQ (2.37)
k=179
Wegt = /(Pdist,x - 0u + Pyisty - 00)dS + Py, - Sup + Py, - dvp (2.38)
s
6Wj——2pk/(5u'ﬁ+6v'i})dv (2.39)
k=1 7V

Apébs manipulacdo algébrica, obtém-se as Equacoes 2.40 a 2.42, aplicando-se, posteri-
ormente, o Teorema dos Trabalhos Virtuais - Equagao 2.43.

12
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T
o & 5qu(t) T v T T
SW; ; {5%@)}/9 0 ggh (z,9)" | A
i i (2.40)
88/, (2, y) 0
o7 gg’, (z, )" dQ-{‘Squ(t)}

ggh (z,y)"

P S P, gg"
/ dist,x ggv (.%', y) ds + P ggv (xp’ yp> (2.41)
s | Paisty - 88" (x,y) Py - 88" (xp, yp)

v (5q.0)" ggh (z,y)" o’ get (z,9)" o”
-> { “t} /Q o’ ggh (z,9)"| A 0" gegh, (z,y)"| A

ge (z,y)" eel,(z,y)" gg (z,9)" gl (z,y)"
T T

Jau® ) < ) 0a,(t) gg"(z,y) | | 8" (z,y) du(®)

{qvu)}) 2\t {6qv<t>} A{ggv<w,y>}{ggv<x,y>} © {m(ﬂ}

/ Pdist,x’gg:(x7y) s 4+ Pp,x-ggZ(wp,yp) —0
s | Puaist,y - 88" (2, ) Py - 88" (xp, yp)

(2.43)

A Equagao 2.44 é obtida com base na Equacao 2.43. As matrizes de rigidez e de massa
e o vetor de forgas sdo escritas nas Equagoes 2.45 a 2.47, respetivamente (Ribeiro, 2015).
Estas matrizes foram também apresentadas em (Han et al., 1994) para fibras retilineas.

Mllll 0 qu(t) K1111 Ki% qu(t) - P,
[ 0 M?,z] -{dv(t)} + K2l K32] -{qv(t)} = {Pv} (2.44)

T

K11 K12 el (z, )" 0" geh (z,y)" (g
K2 K22 :/Q o emi(wy)| Al 00 e (ey) | d0
g (z,9)" gel,(z,y)" gg (z,y)" g, (z,y)"
(2.45)
My 0| ¢ o e Jo 88" (x,y)gg" (z, y)" dO 0
o MZ| = 0 Jogg’(z,y)ge" (x,y)" dQ

(2.46)
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P, s | Paisty - 88" (2,9) Py - 88" (Tp, Yp)
As Equacoes 2.48 e 2.49 apresentam as expressoes relativas as andlises estatica e dina-
Kll K12 P
e T (248)
KUV KV q'U PV
Mt 0 Go (t KLl K!2 t 0
. 22|’ qu( ) + | o2t 22| @l - (2.49)
O MV qv(t) Kuv Kv qv(t) 0

As frequéncias e as formas naturais sao a solugao das Equagoes 2.50 e 2.51 - determi-

mica, respetivamente.

nante caracteristico e problema caracteristico (Rodrigues, 2020).

K Ky - w? My 0 =0 (2.50)
K3 K 0 M
Kll K12 Mll 0 u
WL e e
Kuv KV 0 MV QU

2.3 Meétodo dos Elementos Finitos do tipo p

A precisao do Método dos Elementos Finitos pode ser aumentada de duas formas distintas.
A forma mais comum é a refinacdo da malha ou aumento de niimero de elementos, man-
tendo o grau dos elementos inalterado - tipo A. Em alternativa, pode-se fixar o tamanho
da malha e aumentar o grau p das fungoes polinomiais de aproximagao: tipo p (ou Método
dos Elementos Finitos Hierdrquico) (Bardell, 1989, 1991; Szabé and Babuska, 1991).

Este método apresenta bons resultados quando utilizado em problemas lineares, esta-
ticos ou dinamicos (Han et al., 1994), e possui uma grande versatilidade e elevada taxa de
convergéncia. Uma das vantagens mais relevantes em estruturas com geometria simples
¢é o facto de poder usar apenas um elemento, nao sendo necessdrio garantir a continui-
dade entre elementos. Através deste método, as frequéncias sdo calculadas por excesso,
aproximando-se assintoticamente do seu valor exato a medida que se aumenta o nimero
de fungdes de interpolacao (Bardell, 1991; Meirovitch and Baruh, 1983).

Tal como apresentado na Equacgao 2.19, o deslocamento é discretizado usando um ele-
mento finito do tipo p.

Os polinémios utilizados derivam da formulacao de Rodrigues dos polinémios ortogonais
de Legendre e podem ser utilizados em problemas de membrana ou de flexao. As Equagoes
2.52 e 2.53 apresentam as formulas para o cdlculo das fungoes de forma g e f. O operador
(e)!! representa o duplo fatorial e é calculado da seguinte forma: r!! = r - (r — 2)...(2 ou

T

1). O duplo fatorial de 0 e de -1 ¢ igual a unidade. Nas equagdes abaixo, § corresponde

apenas a parte inteira do valor calculado (Bardell, 1989).
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2.3. Método dos Elementos Finitos do tipo p

2y r —2n —5)!!

HGEDY ( 221,27% — 272@ — 1?!)”6’"‘2"‘1 (r>2) (2.52)
@ — 20— T

&= 2nl(r —2n 1) N (Y (2.53)

n=0

Quando r é par e n é igual a metade de r, (r —2n —1)! = (—1)!, que é indefinido. Para
isso, introduz-se uma ligeira alteracdo nas expressoes apresentadas - substitui-se o termo
(r—2n—1)! pela fungao I'(r — 2n), que é definida pela Equagao 2.54. Para qualquer inteiro
positivo, I'(z + 1) = z!, pelo que I'(r — 2n) = (r — 2n — 1)!. Quando z tende para 0, a
fungao I'(z) tende para infinito (z — 0,I'(2) — oco) (Davis, 1959).

I'(z) = /000 ¥ e dx (2.54)

Reescrevem-se, assim, as fungoes de forma g e f nas Equacgoes 2.55 e 2.56, respetiva-

mente.

r/2

g (&)= (212252.;(7“2?2” ?”5”"1 (r>2) (2.55)
(e — 20— T

FO= i te ¢ > (2.56)
n=0 :

As primeiras duas funcoes de interpolacao g e as quatro primeiras funcoes de interpo-
lagdo f coincidem com os polinémios de Lagrange (Onate, 2009) e de Hermite (Onate,
2013), respetivamente - Equagoes 2.57 e 2.58, pela mesma ordem.

7a2%

(2.57)

+
N — DN =

782%

1
4 4 4 (2.58)

Todas as fungoes de interpolacgao sao escritas utilizando coordenadas naturais, £ e 7,
que consideram um elemento quadrado com a origem no centro e lado igual a 2. Assim,
estas coordenadas variam entre -1 e 1 e a relagdo entre elas e as coordenadas globais é
apresentada na Equacao 2.59. Nesta dissertagao, serd apenas utilizado um elemento para

representar toda a placa.
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2. Teoria Classica de Placas aplicada a compésitos laminados com rigidez variavel

2x

§= "
3y (2.59)

=

2.4 Trajetos de Fibras Curvilineas

Tal como referido anteriormente, as fibras curvilineas podem seguir um trajeto descrito
por um angulo 6% — angulo entre a fibra e o eixo Oz. Este angulo depende apenas da
coordenada do ponto no eixo Oz e afeta as propriedades no referencial global da placa.

De seguida, apresentam-se trés trajetos de fibras diferentes: o primeiro foi apresentado
por Giirdal e Olmedo (1993) e considera que o angulo varia linearmente entre as extre-
midades da placa e o eixo Oy; em segundo lugar, um trajeto assimétrico, proposto por
Akhavan e Ribeiro (2018); e, por ultimo, um trajeto sinusoidal, proposto por Giirdal e
Olmedo (1993), posteriormente utilizado por Camacho et al (2021).

2.4.1 Trajeto Antissimétrico

Neste trajeto, o angulo 6%, cuja expressio é apresentada na Equacdo 2.60, depende da
dimensao da placa em Oz, da coordenada do ponto no mesmo eixo e de dois angulos, T(;“
e le , que representam o angulo entre a fibra e o eixo horizontal na origem do referencial
e na extremidade da placa (em z = £a/2), respetivamente. O trajeto da fibra na camada
k — Figura 2.4 — é dado por < T¥|TF > (Giirdal and Olmedo, 1993).

2-(Tf — 1§
0% (x) = (1a0)\x| + 1Y (2.60)

Figura 2.4: Representagao do trajeto antissimétrico de uma fibra curvilinea

Analisando a expressao da Equacao 2.60, é possivel concluir que a funcao que define o
angulo 6% ¢ linear entre = —a/2 e x = 0 e entre z = 0 e = = a/2, apresentando declives
simétricos, tal como se pode observar na Figura 2.5. O trajeto é antissimétrico em relagao

ao eixo vertical e, por essa razao, este é designado por trajeto antissimétrico.
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2.4. Trajetos de Fibras Curvilineas

Figura 2.5: Angulo 6F para um trajeto antissimétrico

2.4.2 Trajeto Assimétrico

O segundo trajeto estudado é designado por trajeto assimétrico e é definido por um angulo
6%, tal como apresentado na Equacio 2.61. Este depende da dimensao da placa em Oz,
da coordenada do ponto no mesmo eixo e de dois angulos, Té’“ e le, tal como acontecia no
primeiro caso. Contudo, neste contexto, o angulo T éf representa o angulo entre a fibra e o
eixo horizontal na extremidade esquerda da placa, * = —a/2, e o angulo le representa o

mesmo angulo na extremidade direita da placa, = = a/2. A Figura 2.6 mostra o trajeto

assimétrico.
0% (x) = M(x +a/2) + Ty (2.61)
y
L=
b /) )
\Tg
a

Figura 2.6: Representacao do trajeto assimétrico de uma fibra curvilinea
A funcao que define o angulo 6% é linear em todo o dominio (z € [—a/2;a/2]), deixando

de ser simétrica em relacdo ao eixo Oy, como acontecia no caso anterior. A Figura 2.7

ilustra esta funcao e permite perceber porque se designa trajeto assimétrico.
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2. Teoria Classica de Placas aplicada a compésitos laminados com rigidez variavel

a
2
Figura 2.7: Angulo 6% para um trajeto assimétrico

2.4.3 Trajeto Sinusoidal

Por fim, apresenta-se o trajeto sinusoidal, cujas fibras, tal como o nome indica, percorrem
um caminho com a forma de uma fun¢ao seno. Assim, sao caracterizados por uma am-
plitude, Aj, um comprimento de onda, Ag, e um desfasamento, ¢,. A Figura 2.8 mostra
o trajeto sinusoidal, dado pela Equacao 2.62. A Equacao 2.63 apresenta a expressao do

angulo 6F.

f(x) = Ay - cos [27r$ + qbk] (2.62)
Ak
0k (z) = tan_l{Aksin [271-&0 + qbk] } (2.63)
A Ak
Yy
P - Mk
M 2n

Figura 2.8: Representacao do trajeto sinusoidal de uma fibra curvilinea
A funcéo que caracteriza o angulo 6% oscila entre valores positivos e negativos simétricos,

sendo positiva quando o trajeto das fibras se encontra acima do plano médio do seno e

negativa para os restantes pontos — Figura 2.9.
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2.4. Trajetos de Fibras Curvilineas

Gk

MO
VU

Figura 2.9: Angulo 6% para um trajeto sinusoidal
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Capitulo 3

Métodos de Otimizacgao

A otimizagado, que tem vindo a ser alvo de investigacdo e desenvolvimento, é um ramo
da area da matematica e dos métodos numéricos e consiste em escolher uma solugao
que se apresenta como a melhor num conjunto prescrito de restrigdes geométricas e/ou
tecnoldgicas. E aplicada em diversas dreas, entre elas a Engenharia (Anténio, 2020; Rao,
2020).

O processo de otimizagao passa por selecionar um conjunto de variaveis, utilizadas para
descrever as alternativas de projeto, e, posteriormente, determinar um ou mais objetivos
(a maximizar ou minimizar) e um conjunto de restrigoes (que devem ser satisfeitas), ex-
pressos em termos das varidveis de projeto. Definidos estes componentes, passa-se para a
determinacao de um conjunto de valores a atribuir as varidveis de projeto, que cumpram
o(s) objetivo(s) e respeitem as restrigdes (Anténio, 2020).

De uma forma geral, os algoritmos de otimizagao sao incluidos em trés classes distintas.
Sao elas a programagao matematica, os métodos baseados em critérios de otimalidade e
os algoritmos bioinspirados.

A programacgao matematica pode ser linear ou nao linear, de acordo com a natureza
das fungoes, isto é, se sado lineares ou nao lineares. Neste método de otimizagao, a(s)
funcao(oes) objetivo é(sdo) minimizada(s) diretamente recorrendo a algoritmos numéricos
justificados por uma formulagao matematica adequada e podem ser consideradas diferentes
restrigoes.

Os métodos baseados em critérios de otimalidade definem inicialmente um critério de
projeto com base numa condicao de otimalidade e, assim que esta condicao for satisfeita,
o 6timo é determinado. Sao mais eficientes do que os anteriores a nivel computacional,
mas a convergéncia para o 6timo nao é garantida na totalidade dos casos (Anténio, 2020).

Os métodos de otimizagao inspirados na natureza (ou bioinspirados) baseiam-se em
populagoes de solucoes e incluem os métodos de pesquisa evoluciondria, os métodos base-
ados em inteligéncia de enxame, entre outros. Os primeiros sao algoritmos estocésticos de
otimizagao global inspirados no paradigma neodarwiano (evolugao natural dos sistemas
bioldgicos) e subdividem-se em algoritmos meméticos e algoritmos genéticos (Anténio,
2020). Os algoritmos meméticos sdo a combinacao de um algoritmo evolucionario (busca
global) com um procedimento de busca local (meme) (Janus et al., 2019), enquanto os

algoritmos genéticos simulam os mecanismos da selecao natural e da genética (selecao,
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3. Métodos de Otimizagao

cruzamento, mutacao) (Roetzel et al., 2019).
Os problemas de otimizagao podem ser classificados com base em diversos fatores,
apresentados de seguida (Anténio, 2020; Rao, 2020).

e Classificagao baseada na existéncia de restrigoes (problema restringido ou nao res-
tringido);

e Classificacao baseada na natureza das varidveis de projeto (problemas paramétricos -
ou de otimizagao estatica - ou problemas de trajetéria - ou de otimizagao dinédmica);

e Classificagao baseada na estrutura fisica do problema (problemas de controlo étimo

ou nao 6timo);

e Classificacao baseada na natureza das equagoes envolvidas (problemas de programa-

¢ao linear, nao linear, geométrica ou quadratica);

e Classificacao baseada nos valores do dominio das varidveis de projeto (problemas de

programagcao inteira ou problemas de programagcao com valores reais);

e Classificagao baseada na natureza da informacao contida nas varidveis (determinis-
ticos, estocdsticos ou imprecisos);

e Classificagao baseada na separabilidade das fungoes (separdveis ou nao separaveis);

e Classificagao baseada no nimero de fungoes objetivo (problemas de programagao de

objetivo tinico ou de programagao multiobjetivo);

e Classificagao baseada na natureza do projeto 6timo (otimizagao da topologia, otimi-

zacao da forma, otimizacao interna dos pardmetros do material);

Os métodos de otimizacao podem ainda ser divididos em métodos baseados em gradi-
ente, que requerem derivadas da funcao objetivo e das restrigoes para o calculo da solugao
6tima e que incluem a programagao matematica e alguns métodos baseados em critérios
de otimalidade, e os métodos que nao usam gradientes, isto é, baseiam-se nos valores das
fungdes objetivo e das fungdes das restri¢oes (informagao de ordem zero), como é o caso
dos métodos de pesquisa evoluciondria (Anténio, 2020).

3.1 Otimizacao em Compasitos

Ao longo do tempo, varios métodos de otimizacao foram aplicados aos compdsitos refor-
cados com fibras, com diferentes objetivos em vista. Como referido anteriormente, estes
materiais permitem a obtengao de melhores propriedades mecéanicas sem alterar o tama-
nho ou a forma da estrutura e as fibras podem ser retilineas ou curvilineas. As segundas
tornaram-se mais relevantes com a introducao de técnicas de fabrico como a AFP e per-
mitem obter, geralmente, melhores respostas do que as fibras retilineas (Albazzan et al.,
2019).
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3.1. Otimizacao em Compdsitos

Contudo, a utilizacao de fibras curvilineas introduz mais varidveis de projeto no pro-
blema de otimizagdo, uma vez que a orientagdo das fibras varia ao longo da placa. A
representacao da orientagao das fibras pode ser feita de duas formas distintas. Por um
lado, o dngulo das fibras pode ser representado de forma discreta, que permite uma maior
liberdade no dominio de projeto, mas implica um maior esforco computacional e apresenta
problemas de convergéncia. Para além disso, requer pds-processamento do caminho da fi-
bra aquando da conclusido da otimizacdo para verificar o cumprimento das restrigoes. A
segunda forma de representar a orientacao das fibras é definir uma funcao, continua no
dominio, que corresponda ao trajeto da fibra. Este método permite diminuir o nimero de
variaveis de projeto, face ao caso anterior, garante a continuidade da fibra e as restrigoes de
curvatura sao facilmente aplicadas, mas limita a liberdade de trajetos e requer a definicao
de funcoes para o trajeto das fibras (Albazzan et al., 2019).

Um dos primeiros estudos dos compositos laminados de rigidez varidvel foi realizado
por Hyer e Charrete (1991). Estes alinharam as fibras com as diregoes principais de
tensao, aumentado a resisténcia, sem ter em conta a encurvadura. O objetivo do estudo
era melhorar a capacidade de suportar cargas de tracao de uma placa reforcada com
fibras curvilineas com um furo circular no centro, com auxilio de um critério de maxima,
deformacao. Obtiveram-se melhores resultados do que com fibras retilineas.

No seguimento deste estudo, Hyer e Lee (1991) analisaram uma placa quadrada com
furo circular central, simplesmente apoiada e sujeita a forcas uniaxiais de compressao, com
o intuito de maximizar a carga necessaria para ocorrer encurvadura. Para isso, utilizou-
se um método baseado em gradientes para determinar a orientacao das fibras em varios
pontos do dominio que permitissem otimizar o problema.

Mais tarde, Walker (1999) apresentou um trabalho de otimizagao de compdésitos lami-
nados com furo central, onde o objetivo era maximizar a carga de encurvadura, utilizando
um método que nao recorre a gradientes (Método da Seccao Dourada). Estudou a res-
posta de placas com varias condigoes de fronteira, fazendo variar os valores dos angulos
de orientagao das fibras (varidveis de projeto).

Jé no presente século, Narita (2003) utilizou um método baseado no facto de as cama-
das exteriores serem mais influentes na rigidez e, consequentemente, na determinagao da
frequéncia natural relativamente as camadas interiores (Layerwise Optimization Approach)
para maximizar a frequéncia natural fundamental. As varidveis de projeto escolhidas fo-
ram a orientagdo das fibras nas varias camadas e analisaram-se diferentes condigoes de
fronteira.

Vaérios problemas de otimizacao foram realizados por Setoodeh et al. Utilizando uma
estratégia baseada em autématos celulares, otimizou-se a resposta estrutural (diminuigao
de deslocamentos) em flexao (Setoodeh et al., 2004) e no plano (Setoodeh et al., 2006)
de compdsitos laminados reforcados com fibras curvilineas, onde as varidveis de projeto
foram a orientagao das fibras. Nestes estudos, foi aplicada uma técnica adicional (Heuristic
Pattern-matching Technique) que permite garantir a continuidade do trajeto das fibras.
Mais tarde, foi realizada a maximizagdo da carga de encurvadura em placas de rigidez
varidvel, utilizando a Teoria Classica de Placas e o Método dos Elementos Finitos, onde

as variaveis de projeto eram a orientacao das fibras em cada elemento (Setoodeh et al.,
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2009).

Huang e Haftka (2005) estudaram a maximizagao da capacidade de carga em compdsitos
laminados constituidos por duas camadas centrais com fibras curvilineas junto ao furo e
fibras a 0° longe do mesmo e as restantes camadas com fibras retilineas. Foi utilizado
um método hibrido que junta um método baseado em gradiente (Método do Gradiente
Conjugado) com um algoritmo genético. As varidveis de projeto sdo a orientacao das
fibras.

Posteriormente, outros estudos foram realizados: Topal e Uzman (2008) utilizaram o
método MFD (Modified Feasible Direction) para maximizar a carga de encurvadura, van
Tooren et al. (2016) estudaram placas compdésitas sujeitas a cargas de compressao ou
tracao e corte, tendo em conta as restricoes de fabrico e encurvadura e Barazanchy et al.
(2017) aplicaram novas restrigdes ao problema.

Os métodos de otimizagao baseados em gradientes implicam um elevado esfor¢o com-
putacional, pelo que os algoritmos estocésticos, dos quais se destacam os algoritmos gené-
ticos, ganharam destaque nesta area. Estes algoritmos nao requerem célculo de gradientes
e permitem encontrar a solugao 6tima global com recurso a um determinado nimero de
individuos e de geragoes (Ghiasi et al., 2009).

O trabalho de Nagendra et al. (1996) consistiu em minimizar o peso em placas com
stiffeners, utilizando um algoritmo genético, sendo as variaveis de projeto a altura do stif-
fener, o nimero de camadas da placa e do stiffener. Almeida e Awruch (2009) realizaram
trés estudos de otimizacgao com algoritmos genéticos — maximizacao da rigidez, minimiza-
¢ao do peso e da deflexdo e minimizagao do peso e do custo — fazendo variar o nimero de
camadas, o material de cada camada e a orientacao das fibras.

A segunda forma de representar a orientacido das fibras apresentada acima — funcdo
continua no dominio — foi introduzida por Giirdal e Olmedo (1993), tendo sido utilizada
posteriormente em trabalhos de otimizacao de compédsitos com fibras curvilineas: Tatting
e Giirdal (2002) otimizaram a capacidade de carga de placas com furos reforcadas com
fibras curvilineas, com recurso ao Método dos Elementos Finitos e a um algoritmo genético,
Giirdal et al. (2008) otimizaram a resposta no plano e a encurvadura e Blom et al.
(2008) apresentaram a maximizagao da frequéncia natural fundamental de cascas cénicas,
tendo em conta as restrigoes de fabrico e utilizando um método de otimizacgdo baseado
em gradiente (Programacao Sequencial Quadrética). Em todos os casos, as varidveis de
projeto foram a orientacao das fibras.

Para a maximizacao das frequéncias naturais de vibragao nas placas em estudo sera
utilizado um algoritmo genético com elitismo, escolhido por garantir a obtencao de uma
solugao 6tima global de uma forma simples e sem recurso a gradientes. Os algoritmos
genéticos sao descritos na seccao seguinte.

3.2 Algoritmos Genéticos

Os algoritmos genéticos, propostos por John Holland na segunda metade do século XX,
sao inspirados no processo de evolucao biolégico e baseiam-se na teoria de Charles Darwin

relativamente a sobrevivéncia dos mais aptos na natureza. Estes algoritmos sao considera-

24



3.2. Algoritmos Genéticos

dos robustos e permitem resolver uma grande variedade de problemas reais, sendo capazes
de encontrar a sua solugao 6tima global (Anténio, 2020; Beasley et al., 1993a; Katoch
et al., 2021).

Este método apresenta uma populacdo de individuos, onde cada um corresponde a
uma solugao para o problema em estudo. Uma solucao candidata é representada por um
cromossoma (vetor com bits), onde cada bit representa um gene e toma os valores 0 e 1.
O cromossoma possui informacao sobre as variaveis de projeto e é considerado o gendtipo
do individuo. O fenétipo é dado pelas caracteristicas visiveis, isto é, as caracteristicas do
individuo na realidade em que estd inserido (representacgao real do gendtipo). Todas as
solucoes sao avaliadas e a cada uma delas é atribuido um valor de mérito de acordo com a
aptidao desta no problema. Para além da funcao de mérito, estes algoritmos caracterizam-
se pela utilizagao de operadores associados a selecao natural como o cruzamento, a mutagao

Dados do problema
(Parametros genéticos)

e a selecao (Anténio, 2020).

t=0

Populagao inicial, pg

Avalia pg

+ Selegao
* Cruzamento
* Mutagao

Avalia p;

=t

Convergéncia?

Figura 3.1: Diagrama de fluxo para um algoritmo genético

O esquema da Figura 3.1 mostra o procedimento relativo aos algoritmos genéticos. Em
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3. Métodos de Otimizagao

primeiro lugar é necessario definir os parametros do algoritmo, como a dimensao da po-
pulagao, a probabilidade de mutacao e de cruzamento, entre outros. Estes parametros
podem ser fixos (ajuste de parametros) ou varidveis (controlo de parametros) ao longo da
execucao e afetam a qualidade da solugao — no que diz respeito ao tamanho da popula-
¢ao, uma populacao muito pequena possui pouca diversidade e pode convergir para um
6timo local, enquanto que uma populagao demasiado grande implica um elevado esforco
computacional desnecessario. Depois de definidos os parametros genéticos, é gerada uma
populagao aleatéria de n cromossomas, onde n representa o nimero de solucoes, e avalia-se
o0 seu mérito. A populacao existente sao aplicados os operadores de selecao, cruzamento
e mutacgao, criando uma nova geracao e avalia-se a mesma. Este processo é repetido até
haver convergéncia. Verifica-se, entao, que hd uma substituicao iterativa da populacao
(Anténio, 2020; Katoch et al., 2021).

A avaliacao da populagao é feita através da funcao de mérito ou de aptidao. Esta
deve ser uma funcao suave e regular e nao deve ter muitos extremos locais, de forma
a nao convergir para um 6timo local, e deve também traduzir o mérito do cromossoma
corretamente, pelo que esta funcao é escolhida de acordo com o problema a resolver.
Geralmente, é uma funcao positiva, sendo maximizada (Anténio, 2020; Beasley et al.,
1993a).

Na criacao da nova geracao, o primeiro operador utilizado é a selecao. Nesta etapa,
sao escolhidos os individuos que participarao no cruzamento, com base no mérito ou na
posicao da populagdo ordenada. Se o critério for o valor do mérito, a selecao pode ser
feita pelo método da roleta ou por amostragem estocastica universal. No primeiro, os in-
dividuos apresentam uma probabilidade de serem escolhidos proporcional ao seu mérito, o
que pode levar a uma convergéncia inadequada (elimina diversidade). O segundo método
é semelhante ao primeiro, onde a sele¢ao dos p individuos é feita simultaneamente através
de uma roleta com p ponteiros. Os métodos de selegao com base na posi¢ao da populacao
ordenada sao a selegao por torneiro (filho é igual ao melhor dos dois individuos escolhidos),
selegao por truncagem (elimina uma determinada percentagem da popula¢ao com menor
mérito), selegdo pelo método de ordenamento linear ou exponencial (individuos pontua-
dos de 1 a N, sendo N o nimero de individuos da populagao, de acordo com o mérito) e
selegao elitista. Neste ultimo método de selegao, os individuos com maior mérito (elite)
sao transferidos automaticamente para a geracao seguinte sem serem alterados pelos res-
tantes operadores. Este método foi proposto por K. D. Jong e pode levar a convergéncia
prematura se nao for feito o controlo de similaridade (Anténio, 2020; Katoch et al., 2021).

O operador de cruzamento é o mais importante e permite gerar filhos pela combinagao
de dois individuos (pais) previamente selecionados. Cada par de pais pode gerar um ou
mais filhos, sendo que existem diversas formas de concretizar o cruzamento. Para uma
codificagdo bindria (mais comum), este operador recorre ao conceito de ponto de corte:
até esse ponto, os genes do filho sao iguais a um dos pais e, depois desse ponto, o filho
recebe os genes do outro pai. O cruzamento pode ser de um ponto (apenas um ponto
de corte), multiponto (vérios pontos de corte), uniforme (todas as posi¢oes podem ser
pontos de corte) ou segmentado (variagdo de multiponto onde o ntimero de pontos de
corte é sorteado aquando da execugao do operador). (Anténio, 2020; Katoch et al., 2021)
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O cruzamento uniforme permite um melhor potencial de recombinacao, tendo, em média,
um numero de pontos de corte igual a metade do comprimento do cromossoma (Beasley
et al., 1993b). Se a codificagao for real, a recombinagdo pode ser centrada nos pais ou
centrada na média, sendo os filhos gerados com maior proximidade dos pais ou do seu
centroide, respetivamente (Anténio, 2020).

Por fim, aplica-se o operador de mutacao, um dos fatores que permite manter diver-
sidade na populacgao, isto é, a mutacao é responsdvel por reintroduzir genes “perdidos”,
evitando a deriva genética. A sua probabilidade de utilizacdo é baixa e é feita geralmente
através da troca de genes — um gene mutado passa de 0 a 1 ou vice-versa (Anténio, 2020;
Beasley et al., 1993b).

Em problemas que envolvam restricoes, distingue-se o espaco de pesquisa, que é geral-
mente um retangulo n-dimensional, onde n é o nimero de varidveis de projeto, e a regiao
admissivel, que contém as solu¢bes admissiveis. A regiao admissivel estd contida no es-
paco de pesquisa. As restricoes podem afetar o desempenho dos algoritmos de otimizacao.
Existem diversos métodos para inclusao de restrigoes no algoritmo das quais se destacam
(Anténio, 2020; Michalewicz et al., 1996):

e Métodos baseados na preservagao da admissibilidade das solugoes: é criado um con-
junto de operadores especificos que sao capazes de transformar solugoes inadmissiveis
em solucoes admissiveis; nestes métodos, a populacgao inicial estd contida na regiao
admissivel e algumas varidveis sao substituidas por combinagoes lineares das restan-

tes;

e Métodos baseados em funcoes de penalidade: métodos mais comuns; a funcao de
mérito das solugoes inadmissiveis sofre uma penalizacao, que pode ser determinada
com base apenas no facto de ser inadmissivel, na “distancia” & regiao admissivel ou
no esforgo para “corrigir” a solugao; um coeficiente de penalidade variavel apresenta

melhores resultados do que um coeficiente fixo;

e Métodos baseados na pesquisa de solucoes admissiveis: inicialmente, é feita uma
pesquisa que permite identificar as solugoes admissiveis; quando se atinge um deter-
minado nimero de solucoes admissiveis, o algoritmo procura as melhores solucoes

entre essas, mantendo a diversidade da regiao admissivel;

e Métodos baseados em descodificadores: cromossomas “explicam” como construir uma,
solugéo admissivel; cada descodificador impoe uma relagdo entre uma solucao ad-
missivel e uma solucao codificada: para cada solugdo admissivel, ha uma solucao
descodificada e cada solucao descodificada corresponde a uma solugao admissivel;
estes métodos nao implicam a utilizacdo de parametros adicionais, nao avaliam ou

penalizam as solucgoes inadmissiveis e nao necessitam de operadores especiais;

e Métodos hibridos: combinacao de métodos de pesquisa evolucionaria com métodos
classicos;

Como ja referido anteriormente, o controlo da diversidade é um fator importante nos

algoritmos genéticos, para que nao haja convergéncia inadequada. Este controlo pode
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ser feito através do gendtipo ou do fendtipo e consiste em encontrar clones ou quase
clones, mantendo apenas um dos cromossomas semelhantes e substituindo os restantes
por cromossomas gerados aleatoriamente. No final desta etapa, é importante ordenar
novamente a populagdo com base no mérito (Anténio, 2020).

A convergéncia do algoritmo é a progressao deste em direcao a um aumento da unifor-
midade. Um gene converge quando uma determinada percentagem da populagao (95%)
tem o mesmo valor para esse gene e a populagao converge quando todos os genes conver-
girem (Beasley et al., 1993a). Existem diversos critérios de paragem que sao classificados
em diretos, indiretos e baseados na andlise de agrupamento. Os primeiros podem ter em
conta um nimero maximo de geracoes ou um valor limite da fungao de mérito, os critérios
indiretos analisam, por exemplo, a diferenca entre o melhor valor de mérito e a média
do melhor valor de mérito nas geracoes anteriores, o desvio padrao dos valores de mérito
ou a diferenca entre o melhor e o pior individuos. Os critérios baseados na anélise de
agrupamento analisam a alteragao da média dos melhores individuos da geragao (Anténio,
2020).

Para conseguir uma pesquisa eficiente, o algoritmo deve conseguir o equilibrio entre
a diversificagao e a intensificagdo. A diversificacao, ou exploracao livre abrangente da
pesquisa evolucionaria, garante a manutencao da diversidade genética da populagdao. A
intensificacao, ou exploracao regulada da pesquisa evoluciondria, permite gerar solugoes
melhores do que as ja existentes. Inicialmente, a diversidade é grande e a diversificacao é
mais importante. A medida que o processo avanca, o grau de intensificacao deve aumentar

e o grau de diversificagdo deve diminuir (Anténio, 2020; Katoch et al., 2021).

3.3 Implementacao do Algoritmo

Tal como referido anteriormente, foi escolhido um algoritmo genético com elitismo para a
maximizacao das frequéncias naturais de vibragao de placas reforcadas com fibras curvili-
neas.

Neste capitulo, é apresentado o algoritmo construido, baseado no trabalho de Anténio
(Anténio, 2002), comegando pela formulagdo do problema e passando, depois, para a

elaboracao dos diversos médulos do algoritmo.

3.3.1 Formulacao do Problema

O objetivo desta otimizagao é maximizar as frequéncias naturais de placas com proprieda-
des materiais e geometria previamente estabelecidas, onde as varidveis de projeto sao os
parametros utilizados para a construcao do trajeto das fibras, isto é, para os trajetos an-
tissimétrico e assimétrico, os angulos Tok e le sao as variaveis de projeto, enquanto que, no
trajeto sinusoidal, tem-se como varidveis a amplitude, A, o periodo, ¢, € o desfasamento,
Pk-

A Equacao 3.1 apresenta a formulacao do problema de otimizacao - s representa as
varidaveis de projeto.

maximizar w(s) (3.1)
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sujeito a

A este problema estao associadas restrigoes: restrigoes geométricas e restrigoes relativas
a curvatura méxima - Equacoes 3.2 e 3.3, respetivamente. A varidvel n representa o
namero de variaveis de projeto utilizadas, K diz respeito a curvatura das fibras e e é o
valor méximo que a curvatura pode assumir (3.28 m~!) (Waldhart, 1996).

A curvatura, K, apresentada na restricdo 3.3 é dada pela Equacdo 3.4, onde a funcdo
f(x) é a fungao que representa o caminho da fibra - Equacao 3.5 (Waldhart, 1996).

/()
K = de (3.4)

[1 4 (@;(;))2] 3/2

@) = | tan(6"(z) (3.5)

Obtém-se, assim, as expressoes apresentadas nas Equacoes 3.6 a 3.8 para os trajetos
antissimétrico, assimétrico e sinusoidal, respetivamente.

2(TF — Tk
cos << 0 1) |z| — Tg)
a

2T} — Tp)

Ki=——7"=. - sign(z) (3.6)

T§ — TF
cos (01 (x + g) - Té“) ‘ (3.7)
a

K —(2m)2 - Ay, - cos (2;7’:0 + <Z>k> (35)

g {1 |- sen (% +¢k)f}3/z

Para proceder a otimizagao do problema através do algoritmo escolhido, é necessario
definir os dados do problema, que se mantém inalterados ao longo da execucao, definir
a codificacao utilizada e criar uma populagao inicial. Novas geragoes serao criadas ao
longo da execugao do programa, recorrendo aos operadores genéticos (sele¢ao, cruzamento
e mutagao). Para cada geragao, é necessario fazer um controlo de similaridade, avaliar o

mérito de cada uma das solugoes e ordend-las de acordo com o seu mérito.
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3.3.2 Dados e Populagao Inicial

Em primeiro lugar, devem-se definir os dados do problema, como o tamanho da populacao
e a sua divisdo em populacao de elite, de filhos e de mutacao, o nimero de variaveis de
projeto a utilizar, o niimero de genes associado a cada varidvel e os valores minimo e
maximo que esta pode adquirir.

Com base nestes dados, é possivel criar uma populagao inicial, gerada aleatoriamente
com base numa distribuicao uniforme. A cada solugao ou individuo é associado um cro-
mossoma com um determinado ntimero de genes, onde os genes tomam os valores 0 ou 1,
de forma a que cada variavel é representada por um cddigo binario.

As varidveis de projeto s sdo codificadas tal como apresentado na Figura 3.2.

Sy

51

n + ny + ee + n;

Sy s;

Figura 3.2: Codificagao das variaveis de projeto

Uma vez que as varidveis de projeto sdo continuas no seu dominio, a codificagao binaria
representa a posicao entre o valor minimo e maximo, isto é, cada varidvel de projeto tem
um cédigo binario associado que é convertido para base decimal, dando a posi¢do no
dominio. Posteriormente, com base na posicdo e no nimero de genes atribuidos a essa
variavel, é possivel determinar o seu valor real, tal como apresentado na Equacgao 3.9 (pos;
representa a posicao que resultou da conversao binario-decimal e n diz respeito ao niimero
de genes da variavel).

sup inf

s; = sfnf + % - POS; (3.9)

Note-se que, em binario, com n bits, obtém-se valores entre 0 e 2" — 1, pelo que, com

a equacao apresentada é possivel obter tanto o valor minimo com o valor méaximo.

3.3.3 Controlo de Similaridade

De forma a nao perder diversidade, o que pode resultar numa convergéncia inadequada,
é realizado um controlo de similaridade. Nesta etapa, todas as solucoes sao comparadas
entre si e as solugoes que sao clones de outras ja existentes sao substituidas por uma nova
solucdo gerada aleatoriamente (com distribui¢ao uniforme). Deste modo, espera-se que,

no final da etapa, nao existam solugoes repetidas.
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3.3.4 Avaliacao e Ordenacao

O passo seguinte deste processo é avaliar o mérito de cada solucao, relacionado com a
fungao objetivo - maximizar a frequéncia fundamental de vibragao - e com as restri¢oes.

No capitulo anterior, foram apresentados varios métodos para inclusao de restri¢oes.
Neste trabalho, utiliza-se um método hibrido baseado na penalizacao varidvel com base
na violacao da restricao.

A Equagao 3.10 permite calcular o mérito de cada solugao, onde w(s) representa a
frequéncia fundamental de vibracao associada as varidveis de projeto desse individuo e
I'(s) representa a fungao penalidade.

Mer(s) = w(s) — I(s) (3.10)

A funcao penalidade é dada pela Equacao 3.11: se a restricdo nao for violada, o valor
da funcéo é nulo; caso contrario, é calculada uma penalizagdo assente em dois niveis
de violagao da restricdo. A uma baixa violacdo de restricdo, gg, que pode ser tolerada,
atribui-se uma penalidade pg. Uma violagao elevada, g1, é penalizada em p;. A partir

destes valores, é possivel calcular as constantes ¢ e K - Equacoes 3.12 e 3.13.

o) = 0, se g(s) <0
e {K-\g<s>\q, s gls) >0 (8.11)

q
<g°> = (3.12)
g1 p1

Pbo
(90)1

Para este problema, considerou-se que uma violacdo baixa, gy = 1073, leva a uma

K=

(3.13)

penalizacao de pg = 10, enquanto que uma penalizacao de p; = 100 é atribuida a uma
violacao elevada, g1 = 107'. No problema de membrana, foi necessirio aumentar as
penalizagoes para pg = 100 e p; = 1000, uma vez que as frequéncias sao da ordem dos
milhares de Hertz (Hz).

Depois de todas as solugoes avaliadas, é necessario ordenar as mesmas pelo seu valor de
mérito (neste caso, uma vez que é um problema de maximizagao, a ordenagao é feita de
forma decrescente do valor do mérito). Desta forma, é mais simples identificar a populagao
de elite.

A penalizagdo permite que as solugOes inadmissiveis apresentem um menor valor de
mérito e, por isso, raramente pertencem a populacao de elite. Contudo, estas solugoées nao

devem ser eliminadas porque podem permitir atingir a solucao 6tima.

3.3.5 Criacao de Nova Geracao - Operadores Genéticos

Para criar uma nova geracao, sao utilizados os operadores de selecao, de cruzamento e de
mutacao.
Em primeiro lugar, divide-se a populagao ordenada ja existente em dois grupos: a

elite (cujo nimero de individuos foi definida inicialmente) e os restantes individuos. A
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populacao de elite vai ser automaticamente transferida para a geracao seguinte, sem sofrer
qualquer alteracao. Isto permite guardar as solugoes que apresentam maior valor de mérito.

A selecdo permite escolher dois individuos para o cruzamento, onde é originado um
filho. O cruzamento é repetido tantas vezes quantas o nimero de individuos da populacao
de filhos (definido no inicio do algoritmo).

A selecao dos pais é feita com base no mérito dos individuos, ou seja, a probabilidade
de selecionar um individuo é proporcional ao seu mérito. Assim, seria mais provavel se-
lecionar individuos da elite e perder-se-ia diversidade, pelo que se adota uma estratégia
diferente. Um dos pais é escolhido entre a populagao de elite e o segundo pertence neces-
sariamente a restante populacao. A probabilidade de se selecionar o individuo s; é dada
pela Equacgao 3.14, onde N ¢ igual ao nimero de individuos da populagao de elite ou da

restante populacao consoante a populacao a que o individuo pertence.

(3.14)

Utiliza-se o cruzamento uniforme: por cada gene do cromossoma, é gerado um ntimero
aleatorio segundo a distribuigao uniforme entre 0 e 1. Caso esse ntimero seja inferior a
um determinado valor (assume-se 0.5), o gene do filho sera igual ao pai proveniente da
populacao de elite. Se o nimero gerado for superior a esse valor, é o outro pai que fornece

€sse gene.

Depois de gerados todos os filhos, estes sao incluidos na nova geragao, onde ja se
encontram os individuos da elite.

Os restantes individuos da nova geragao sao criados por mutagao. Dentro do nimero
de individuos gerados por mutacao, distinguem-se dois grupos.

Uma percentagem destes individuos serda gerado por mutacao dos individuos da po-
pulacao de elite, isto é, sao selecionadas uma ou varias solucoes da populacao de elite e
aplica-se o operador de mutacao. Novamente, a probabilidade de serem selecionadas é
proporcional ao seu valor de mérito. O individuo criado por mutagdo de um elemento da
elite apresenta uma probabilidade de mutagao que deve ser estabelecida e é fixa durante
toda a execucao do algoritmo. Neste problema, utilizou-se uma probabilidade de 20 %.

Para completar a populacao de mutagao, sao gerados individuos de forma aleatéria, tal

como ocorreu aquando da criacao da populacao inicial.
A Figura 3.3 representa os operadores genéticos acima descritos.
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Figura 3.3: Criacao da nova geragao
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Capitulo 4

Validagao e Estudo de Convergéncia

Para o estudo das frequéncias naturais de placas compésitas reforcadas com fibras curvi-
lineas e sua otimizacao, foi necessario construir programas no software MATLAB.

Neste capitulo, sao apresentadas as validacoes relativas ao programa de calculo das
frequéncias naturais de vibragao nos problemas de flexdao e de membrana e ao algoritmo
de otimizacao. Para além disso, para os problemas de flexdo e de membrana é feito um
estudo de convergéncia, onde se analisa o nimero de fungoes de aproximacao a usar para

obter um valor proximo do exato.

4.1 Problema de Flexao

Para o programa construido, sao analisadas as cinco primeiras frequéncias naturais de
vibragao para diferentes ntimeros de fungdes de aproximagao na dire¢ao transversal (p, =
7,...,11,17).

As propriedades utilizadas sao relativas a placas reforcadas com fibras segundo o trajeto
antissimétrico feitas com material Hexply AS4/8552 (Antunes et al., 2020), muito utilizado

para estruturas aeroespaciais - Tabela 4.1.
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Tabela 4.1: Propriedades da placa em estudo (Antunes et al., 2020)

Variavel Valor
Numero de camadas k 10
Dimensoes da placa a, b [m] 0.4, 0.3
Espessura da placa h [m] 0.0018
Médulo de Young longitudinal Ey; [GPa] 126.3
Médulo de Young transversal Ey; [GPa] 8.765
Médulos de corte G12,G13 [GPa] 4.92
Médulo de corte Gas [GPa] 3.35
Coeficiente de Poisson V12 0.334
Massa voltimica p [kg/m?] 1556.7
Condigoes de Fronteira Simplesmente Apoiada SSSS
Angulo das Fibras < Té€7 le > [°] = 32)71_03(;510_3?’;1;)0;;5)2;;0 .

A Tabela 4.2 apresenta os valores obtidos para cada um dos casos estudados e a diferenca

relativa em relacao a frequéncia calculada com o maior niimero de fungoes de aproximacao,

uma vez que esta é a mais préoxima da solugao exata, para os restantes casos.

Tabela 4.2: Estudo de convergéncia - problema de flexao

Do wy [Hz] wo [Hz] ws [Hz] wy [Hz] wy [Hz]
. 69.3955 152.5324 196.7989 276.5448 296.4042
(1.15x1073 %) (7.80x1073 %) (15.1x1073 %) (20.2x1073 %) (24.7x1073 %)
< 69.3951 152.5301 196.7743 276.519 296.3916
(0.58x1073 %) (6.29x1073 %) (2.59x1073 %) (10.9x1073 %) (20.4x1073 %)
9 69.3951 152.5243 196.7735 276.4972 296.3418
(0.58x1073 %) (2.49x1073 %) (2.19x1073 %) (3.00x1073 %) (3.61x1073 %)
10 69.3950 152.5241 196.7708 276.4941 296.3392
(0.43x1072 %) (2.36x1073 %) (0.81x1073 %) (1.88x1073 %) (2.73x1073 %)
1 69.3949 152.5222 196.7706 276.4916 296.3355
(0.29x1073 %) (1.11x1073 %) (0.71x1073 %) (0.98x1073 %) (1.48x1073 %)
17 69.3947 152.5205 196.7692 276.4889 296.3311

Conclui-se que existe convergéncia dos valores das frequéncias a medida que se aumenta

o numero de funcoes de aproximacao transversais, pelo que, nas analises numéricas rea-

lizadas, serao consideradas 9 funcoes de aproximacao transversais, podendo cometer um

erro de aproximacao no quarto algarismo significativo.

Passando a validagéo, a comparacao foi feita relativamente aos resultados publicados

por Akhavan e Ribeiro (2011). Para esta comparacao, foi utilizada uma placa com as

caracteristicas apresentadas na Tabela 4.3, de forma a coincidir com as propriedades das
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placas utilizadas no estudo feito pelos autores referidos.

Tabela 4.3: Propriedades da placa em estudo (comparagao) (Akhavan and Ribeiro, 2011)

Variavel Valor
Ntumero de camadas k 3
Dimensoes da placa a, b [m] 1
Espessura da placa h [m] 0.01
Moédulo de Young longitudinal Eq1 [GPa] 173
Moédulo de Young transversal Ey [GPa| 7.2
Moédulos de corte G12,G13,Gas [GPa) 3.76
Coeficiente de Poisson V192 0.29
Massa volimica p [kg/m3] 1540
Condigoes de Fronteira Encastrada CCCC
Angulo das Fibras <TFTF > [ <0,45>,<-45,-60>,<0,45>

A Tabela 4.4 compara os valores obtidos através do programa com as frequéncias apre-

sentadas no artigo utilizado para fazer a validacao.

Tabela 4.4: Validacao do programa (comparagao)

. Solucao publicada [rad/s] Solugao obtida Diferenca relativa
Frequéncia o

(Akhavan and Ribeiro, 2011) [rad/s] (%]
w1 579.40 584.25 0.84
w2 821.53 827.87 0.77
w3 1225.8 1235.6 0.80
wa 1493.8 1520.9 1.81
w5 1727.0 1758.1 1.80

Analisando os valores das frequéncias apresentados na Tabela 4.4 e as respetivas di-
ferencas face aos valores apresentados por Akhavan e Ribeiro, pode-se concluir que o
programa realiza o cdlculo das frequéncias naturais de forma correta, sendo que as dife-
rengas relativas (em valor absoluto) nao ultrapassam 2%. Um dos fatores causadores desta
diferenca é o facto de se comparar valores obtidos por duas teorias distintas: o programa
utiliza a Teoria Classica de Placas, enquanto que, no artigo consultado, é usada uma teoria
de terceira ordem (TSDT). Ainda assim, considera-se que os valores sao suficientemente

proximos para validar o programa.
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4.2 Problema de Membrana

Para o programa construido, sao analisadas as cinco primeiras frequéncias naturais de
vibragao para diferentes nimeros de fungoes de aproximagao no plano (p,, = 3,...,8,15).
As propriedades utilizadas sao idénticas as apresentadas para o problema de flexao -
Tabela 4.1.
Na Tabela 4.5 podem ser consultados os valores obtidos para cada um dos casos es-
tudados e a diferenca relativa em relacao a frequéncia calculada com o maior nimero de

fungoes de aproximacao, que serd a mais préoxima da solucao exata.

Tabela 4.5: Estudo de convergéncia - problema de membrana

DPm wy [Hz] wo [Hz] ws [Hz] wy [Hz] ws [Hz]
3 8525.8482 10103.5602 10664.7379 13127.6459 14981.0041
(0175 %) (0.352 %) (0.249 %) (3.189 %) (2.884 %)
4 8513.8615 10091.1523 10652.7288 12839.1367 14614.6979
(0.034 %) (0.229 %) (0.137 %) (0.922 %) (0.369 %)
5 8513.1304 10077.2225 10642.5694 12787.2024 14587.1645
(0.026 %) (0.091 %) (0.041 %) (0.513 %) (0.180 %)
6 8511.7464 10069.9994 10640.5050 12743.1934 14563.9725
(0.009 %)  (0.019 %) (0.022 %) (0.167 %) (0.020 %)
7 8511.6619 10068.9852 10638.9283 12728.0949 14562.3144
(0.008%)  (0.009 %) (0.007 %) (0.079 %) (0.009 %)
3 8511.2446 10068.6354 10638.7930 12723.9318 14561.8914
(0.004%)  (0.005 %) (0.006 %) (0.016 %) (0.006 %)
15 8510.9450 10068.1090 10638.1974 12721.8979 14561.0000

Verifica-se a convergéncia dos valores de frequéncia com o aumento do ntumero de
fungdes de aproximagao no plano. Em andlises posteriores, serdo utilizadas 6 funcoes de
aproximagao no plano, podendo cometer erros de aproximacao, provavelmente, a partir do
quarto algarismo significativo.

A validacao é feita comparando os valores das frequéncias obtidas com as frequéncias
apresentadas para uma placa com as mesmas caracteristicas no software ABAQUS. As
propriedades da placa sao fornecidas na Tabela 4.6. No software, é usado um tamanho de
malha de 0.05, resultando em 400 elementos e em 441 nés, e elementos S4R (elementos de
casca com 4 nds e integracao reduzida).
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Tabela 4.6: Propriedades da placa em estudo (comparacao - membrana) - adaptado de
(Antunes et al., 2020)

Varidvel Valor
Numero de camadas k 4
Dimensoes da placa a, b [m] 1
Espessura da placa h [m] 0.01
Moédulo de Young longitudinal E11 [GPa] 126.3
Médulo de Young transversal E» [GPa] 8.765
Médulos de corte G12,G13,Ga3 [GPa] 4.92
Coeficiente de Poisson V12 0.334
Massa volimica p [kg/m?] 1556.7
Condigoes de Fronteira Encastrada CCcCC
Angulo das Fibras < TETF > [°] (<0,0>,<90,90>) sim

A Tabela 4.7 compara as frequéncias obtidas através do programa com as frequéncias
apresentadas no software utilizado para fazer a validacao.

Tabela 4.7: Validacao do programa (comparagao - membrana)

Frequéncia | Software [Hz] Solugdo obtida [Hz] Diferenca relativa|%)]
w1 3426.3 3419.1 0.21
w2 3426.3 3419.1 0.21
w3 3636.0 3623.0 0.36
Wy 3879.3 3864.8 0.37
ws 4267.4 4229.0 0.90

Pela analise da Tabela 4.6, observa-se que a diferenca relativa (em valor absoluto) entre
as duas andlises é sempre inferior a 1 %, pelo que se verifica que o programa realiza o
calculo das frequéncias naturais de forma correta. Desta forma, considera-se o programa

validado.

4.3 Algoritmo de Otimizagao

A validacdo de um algoritmo de otimizagdo pode ser feita através da anélise de diversos

fatores como a média ou o desvio padrao do valor de mérito ou do valor do fenétipo.
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Espera-se que, se o algoritmo estiver corretamente programado, a elite possua indivi-
duos cada vez com maior mérito e que o valor do fenétipo se aproxime de um valor (exceto

se existirem dois ou mais étimos distantes entre si).

Para a validacao do algoritmo construido, em primeiro lugar, serao analisados os valores
de mérito do melhor e do pior individuos da elite e a média dos individuos incluidos neste
grupo em cada geracao. A média e o desvio padrao do fenétipo também sao registados em
todas as geragoes. Por fim, estuda-se a taxa de sucesso dos operadores de cruzamento e
de mutacao, de forma a perceber se estes originam individuos com melhor mérito do que
os pertencentes a elite. Todas estas informagoes surgem compiladas em gréaficos, que sao
apresentados no final da execucao do algoritmo.

A Tabela 4.8 apresenta os dados utilizados para a validagao do algoritmo. Foi anali-
sado um problema de flexdo, com uma placa com as propriedades mecanicas, dimensoes
e condicoes de fronteira da Tabela 4.1. Note-se que, para estes dados, os graficos regis-
tados nao serao sempre iguais dado que a populagéo inicial é criada de forma aleatdria
e os operadores de cruzamento e de mutacao funcionam com base em nimeros gerados
aleatoriamente. Embora o ntimero de sucessos ou a média do mérito da elite possam nao

ser idénticos, a solugao 6tima apresentada deve ser sempre igual.

Tabela 4.8: Dados inseridos no algoritmo de otimizacao

Varidvel Valor
Tamanho da populacao 21
Individuos da elite 7
Individuos gerados por cruzamento 10
Individuos gerados por mutacao 4
Numero de camadas da placa 1
Numero de varidveis 2
Numero de genes por variavel 5
[57"7355"7) [rad] (%3]
Numero de geragoes 30

Sao encontradas duas solugoes 6timas, ou seja, na geragao final, existem dois individuos
cujo fendtipo (valores dos angulos) é diferente, mas que apresentam igual valor de mérito
- Tabela 4.9. Verifica-se que as solucoes encontradas correspondem a placas equivalentes,
isto é, é possivel obter as duas solugoes na mesma placa, orientando-a de duas formas

diferentes.
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4.3. Algoritmo de Otimizacao

Tabela 4.9: Solucées 6timas encontradas

5 Fenétipo Meérito (frequéncia
Solugao
< Ty, Ty > fundamental [rad/s])
1 <I.2n> 87.67
2 <-I-ZBr> 87.67

A Figura 4.1 mostra a evolu¢do do mérito na elite (melhor e pior individuos e média
de todos os individuos deste grupo). Verifica-se que as trés curvas registadas nao apre-
sentam intervalos descendentes, constatando-se que as solugdes com maior mérito nao sao
eliminadas, apenas podendo ser ultrapassadas por individuos com maior mérito. Caso
existissem intervalos descendentes, o algoritmo deveria ser analisado pois determinadas
solugoes estavam a ser substituidas por individuos com pior mérito, contrariando o intuito

da otimizagao.

88 1 - ot - Py - - - % > 5y B = % x % & % Z el L Z e Z Y T N z Y e

86 - 2
84 s

82 - N

=—=—melhor mérito
70 ——média do mérito da elite |

pior mérito da elite
A Y Ay Oy Oy I N O

I | | | l l | l
01 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
geragéo

Figura 4.1: Evolugao do mérito na elite

O passo seguinte é a analise da evolugdo da média e do desvio padrao do fendtipo da
elite e da populagao total. As Figuras 4.2 e 4.3 ilustram as evolugoes da média e do desvio
padrao, respetivamente. Nas legendas, T e T} representam os dois angulos presentes na

expressao do trajeto antissimétrico.
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desvio padrao do fenétipo

média do fendtipo
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Figura 4.2: Evolucao da média do fenétipo
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Figura 4.3: Evolugao do desvio padrao do fendtipo
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Uma vez que foram encontradas duas solucoes étimas em polos opostos do dominio,

nao existe uma convergéncia para um valor da média e o desvio padrao apresenta valores

bastante elevados. Assim, optou-se por analisar um dominio em que apenas existe uma

solucao 6tima - o valor inferior que as varidveis de projeto podem tomar passa a ser O.

Assim, sabe-se que, no novo dominio, apenas existe uma solugao 6tima e é possivel verificar

a validade do algoritmo.

As Figuras 4.4 e 4.5 representam a evolugao da média e do desvio padrao para o novo

caso em estudo (todos os restantes dados permanecem iguais aos apresentados na Tabela
4.8).
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Figura 4.4: Evolucao da média do fenétipo - Novo Dominio
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Figura 4.5: Evolugao do desvio padrao do fenétipo - Novo Dominio

Nas duas ultimas figuras, é possivel observar uma tendéncia para a estabilizacdo da
média do fenétipo da elite e o desvio padrao é, neste caso, muito inferior ao caso anterior,
estando muito préoximo de zero.

Ainda no caso cujos dados sdo apresentados na Tabela 4.8, foram analisadas as taxas
de sucesso do cruzamento e da mutacao, isto é, o nimero de individuos criados por estes
operadores cujo mérito é superior ao mérito do pior individuo da elite e que, por isso,
podem passar a pertencer a este grupo.

Nesta analise, contabilizou-se o nimero de individuos considerados sucessos em cada
geracao, o numero total de sucessos na execucao do programa e o nimero de geracgoes que
apresentaram sucessos.

A operagao de cruzamento gerou, no total, 300 individuos (10 individuos por geragao).
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Destes, dezassete apresentavam maior mérito do que o pior individuo da elite da respetiva
geracgao, representando 5,7% do nimero total de individuos criados por cruzamento. Os
dezassete casos verificados distribuiram-se por nove das 30 geragoes.

No que diz respeito a mutacao, apenas cinco dos 120 individuos gerados por mutacao
(4 individuos por geragao) foram sucessos - 4,2 %. Estes cinco casos foram registados em
quatro das 30 geracoes.

As Figuras 4.6 e 4.7 mostram a distribuicao dos sucessos de cruzamento e de mutacao

ao longo das geragoes.

Sucessos
(o)}
I
|

| 4 e | | i 8 i | . d& | 3 /8 Iz i

0 | | | |
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
geragao

Figura 4.6: Distribuicao dos sucessos de cruzamento ao longo das geragoes
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Figura 4.7: Distribuicao dos sucessos de mutagao ao longo das geracoes
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Depois de observados estes parametros, é possivel concluir que o algoritmo estd cons-
truido de forma correta e pode ser utilizado para a otimizagdo da frequéncia natural
fundamental de placas reforcadas com fibras curvilineas.

Determinam-se, também, que, em estudos futuros, os dados do algoritmo sao os apre-
sentados na Tabela 4.8, isto é, sao utilizadas populacoes de vinte e um individuos, onde
sete pertencem a elite, dez sao gerados por cruzamento e quatro sao gerados por mutacao,

e sao criadas trinta geragoes.
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Capitulo 5

Resultados

Neste capitulo, os cédigos construidos e previamente validados sao utilizados para a ob-
tencao de resultados, devidamente analisados.

Inicialmente, sdo apresentados os resultados de diversos estudos de otimizacao da pri-
meira frequéncia natural para determinadas propriedades mecanicas, sendo que as varia-
veis de projeto variam num intervalo de valores definido a partida. Para alguns dos casos
analisados, serao calculadas as cinco primeiras frequéncias de vibracao e apresentadas as
respetivas formas naturais de vibracao. Por tdltimo, para os mesmos casos, sera realizada
uma andlise da distribuicao de tensées quando a oscilagao ocorre num modo natural de
vibracao. Apesar de apenas se maximizar a primeira frequéncia natural, este estudo é reali-
zado para os cinco primeiros modos visto que existe interesse em analisar as consequéncias
da otimizagao em véarios modos.

Foram realizados estudos de otimizacao da frequéncia natural fundamental para pro-
blemas de flexao e de membrana. Uma vez que os problemas de flexao e de membrana sao
analisados separadamente, as placas analisadas devem ser simétricas em relacao ao plano
médio da espessura.

O primeiro estudo realizado compara as frequéncias naturais fundamentais maximas
dos trés trajetos de fibras curvilineas entre si e com a frequéncia natural fundamental
maxima em placas com fibras retilineas, para diversas condigoes de fronteira.

Posteriormente, sao analisados dois casos particulares de placas multicamada reforca-
das com fibras curvilineas segundo os trajetos antissimétrico e assimétrico, propostos em

artigos consultados.

5.1 Comparagao entre fibras retilineas e curvilineas

Para proceder a comparacao entre fibras retilineas e fibras curvilineas, utilizou-se uma
placa com uma camada, pelo que o nimero de varidveis de projeto é dois para os trajetos

antissimétrico e assimétrico e trés para o trajeto sinusoidal.
As propriedades da placa sao apresentadas na Tabela 5.1. A Tabela 5.2 mostra os dados
do algoritmo de otimizacao: para os trajetos antissimétrico e assimétrico sao utilizadas
™ s

duas varidveis de projeto, que variam entre —3 e 7,

que, no caso do trajeto sinusoidal, existem trés varidveis de projeto (a amplitude é, no

e cinco bits por varidavel, enquanto
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maximo, 2 mm - amplitude pico a pico é 4 mm -, o comprimento de onda assume valores
entre a/16 e a - onde a é o comprimento da placa - e o desfasamento apresenta o mesmo
intervalo de valores que os angulos dos restantes trajetos), sendo que a cada varidvel estao

associados 4 bits.

Tabela 5.1: Propriedades da placa em estudo (Antunes et al., 2020)

Varidvel Valor
Numero de camadas k 1

Dimensoes da placa a, b [m] 0.4, 0.3
Espessura da placa h [m] 0.0018
Médulo de Young longitudinal Ey; [GPal 126.3
Moédulo de Young transversal Ey [GPa] 8.765

Médulos de corte G12,G13 [GPa] 4.92

Moédulo de corte Go3 [GPa] 3.35
Coeficiente de Poisson V12 0.334
Massa volimica p [kg/m?] 1556.7

Tabela 5.2: Dados do algoritmo de otimizacao

Variavel Valor
Tamanho da populacao 21
Individuos da elite 7
Individuos gerados por cruzamento 10
Individuos gerados por mutagao 4
Numero de variaveis 2 3
Numero de genes por varidavel 5 4
[—0.002;0.002] [m]
(57 55] [—%:%] [rad] [a/163a/1] [m]
[—35:3] [rad]
Numero de geragoes 30

5.1.1 Otimizacgao

Para os problemas de flexao e de membrana, foram estudadas seis condigoes de fronteira:
placa simplesmente apoiada (SSSS), placa encastrada (CCCC), placa encastrada em y =
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5.1. Comparagao entre fibras retilineas e curvilineas

—b/2 e y = b/2 e livre nas restantes fronteiras (CFCF), placa encastrada em y = —b/2 e
livre nas restantes fronteiras (CFFF), placa encastrada em z = —a/2 e x = a/2 e livre nas
restantes fronteiras (FCFC), placa encastrada em x = —a/2 e livre nas restantes fronteiras
(FCFF). Nas designagoes dadas por quatro letras, a primeira letra diz respeito a fronteira
y = —b/2, seguindo-se as restantes segundo o sentido horério.

O numero de funcoes de aproximagao utilizadas é ligeiramente inferior ao definido apds
o estudo de convergéncia, uma vez que diminui o esforgo computacional da otimizacao,
sem influenciar a procura da solugao 6tima. Nas etapas posteriores, o nimero de fungoes
de aproximacado é aumentado. Assim, sdo utilizadas sete fungoes de aproximacio para
problemas de flexao e quatro fungoes de aproximacao para problemas de membrana.

A otimizagao foi realizada num computador com processador Intel(R) Core(TM) i7
CPU 860 @ 2.80GHz e memoéria RAM de 6 GB. A duragao da otimizagao variou entre 7
e 9 horas, para problemas de flexdo, e entre 3 e 5 horas, para problemas de membrana,
dependendo do trajeto de fibras escolhido. Uma vez que sao realizadas 441 avaliagoes
durante o processo de otimizagao, a duracao de cada avaliacao variou entre 1 minuto e 1
minuto e 15 segundos, para problemas de flexao, e entre 25 e 40 segundos, para problemas
de membrana.

As Tabelas 5.3 a 5.8 apresentam os resultados da otimizagao para os casos estudados.

Tabela 5.3: Resultados de otimizacao — Condigoes de Fronteira SSSS e CCCC, Problema

de Flexao
C;?j:;:ij‘ $SSS ccce

Trajeto Retilineas Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal | Retilineas Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal
w [Hz] 87.3661 87.6713 87.2800 58.1109 190.9490 190.8567 190.5382 120.4671
T, [rad] z Br 2 - z = =

A [m] - - - 3-0.004 - - - 11.0.004
A [m] - - - g - - - g

¢ [rad] - - - k) - - - 30

Tabela 5.4: Resultados de otimizagao — Condigoes de Fronteira CFCF e CFFF, Problema

de Flexao
COIldIQ‘d'O de CFCF CFFF

Fronteira

Trajeto Retilineas Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal | Retilineas Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal
wy [He] 185.6518 185.0466 184.2618 48.9514 29.1974 28.8932 28.8948 7.6911
Ty [rad] z z z - T z 2om ;

11 11

A [m] - - - 55 - 0.004 - - - 55 - 0.004

A [m] - - - H - - - g

¢ [rad] - - - 5 - - - %0
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Tabela 5.5: Resultados de otimizacao — Condigoes de Fronteira FCFC e FCFF, Problema

de Flexao
Condlga‘o de FOFC FOFF
Fronteira
Trajeto Retilineas  Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal | Retilineas Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal
wy [He] 95.6082 95.7221 95.6865 95.7455 18.5594 20.4373 20.7138 18.7677
Ty [rad] 0 & —% - 0 & % -
T [rad) 0 z us - 0 -z i -
A [m] - - - 15.0.004 - - - 15.0.004
A [m] - - - a - - - a
¢ [rad] - - - % - - - s

Tabela 5.6: Resultados de otimizacao — Condigoes de Fronteira SSSS e CCCC, Problema
de Membrana

Condicao de

Fronteira 5558 cece
Trajeto Retilineas  Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal | Retilineas Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal
w [Hz] 4534.34 5038.55 5666.42 4560.75 4534.34 5038.55 5666.42 4560.75
Tp [rad] 0 = o - 0 = 5 -
Ty [rad] 0 o — i3 - 0 & - .
A [m] - - - 11.0.004 - - - 11.0.004
A : : : ; - : : :
¢ [rad] - - - 3 - - - B

Tabela 5.7: Resultados de otimizagao — Condigoes de Fronteira CFCF e CFFF, Problema
de Membrana

Condigao de

. CFCF CFFF

Fronteira

Trajeto Retilineas Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal | Retilineas Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal
w [Hz] 3658.33 3679.97 4271.99 2862.28 1433.46 1621.11 2163.14 1034.56
7 [rad) = % -3 - w 3 - -

11 11

A [m] - - - 55 - 0.004 - - - 55 - 0.004

A [m] - - - H - - - g

¢ [rad] - - - 3 - - - i
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Tabela 5.8: Resultados de otimizacao — Condigoes de Fronteira FCFC e FCFF, Problema
de Membrana

Condigo de FCFC FCFF

Fronteira

Trajeto Retilineas  Antissimétrico Assimétrico  Sinusoidal | Retilineas Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal
w [Hz] 2671.87 2771.59 4299.41 2249.47 992.07 1027.75 1038.88 1013.48
Ty [rad] 2 = & - 0 -5 &

Ty rad] 2 ¥ —% : 0 o 3 :
A [m] - - - —11.0.004 - - - 11.0.004
A [m] - - - ¢ - - - g
 rad) - - : 3 - - - i

Analisando os valores das frequéncias apresentados nas tabelas acima, é possivel per-
ceber a influéncia do trajeto das fibras no comportamento em vibracao da placa.

Em flexdo, para uma placa simplesmente apoiada, a frequéncia natural fundamental
é maxima para o trajeto antissimétrico, verificando-se que as fibras retilineas e o trajeto
assimétrico permitem alcancar valores bastante préximos deste. Ja o trajeto sinusoidal
apresenta um maximo significativamente mais baixo - existe uma redugao de cerca de 34%.

Ainda em flexdao, em algumas das restantes condigoes de fronteira analisadas (CCCC,
CFCF, CFFF), a melhor solugao é obtida através das fibras retilineas, o que indica que nem
sempre as fibras curvilineas sdo mais vantajosas no que diz respeito a primeira frequéncia
natural de vibracao. Contudo, os valores obtidos para os trajetos antissimétrico e assimé-
trico sao apenas ligeiramente inferiores. Para as quatro condigoes de fronteira referidas e
considerando os valores que as variaveis de projeto podem assumir, o trajeto sinusoidal
apresenta frequéncias consideravelmente mais baixas (a redugao relativamente a frequéncia

mais elevada registada varia entre 34% e 74% nas quatro condigoes de fronteira estudadas).

Quando a placa é encastrada em x = —a/2 e em = = a/2 e livre nas restantes fronteiras
(FCFC), o trajeto sinusoidal é o que apresenta a frequéncia méaxima, enquanto que a
solucao 6tima encontrada para as fibras retilineas é inferior aos trés trajetos de fibras
curvilineas. Para uma placa encastrada em x = —a/2 e livre nas restantes fronteiras
(FCFF), o trajeto assimétrico apresenta-se como a melhor alternativa.

Relativamente a problemas no plano, o trajeto assimétrico é, para todos os casos estu-
dados, a melhor alternativa, apresentando valores para a frequéncia natural fundamental

bastante superiores aos registados pelos outros trajetos.

Em placas simplesmente apoiadas e placas encastradas, as fibras retilineas representam
a pior solucgao, seguindo-se o trajeto sinusoidal. Nas restantes condigoes de fronteira estu-
dadas (CFCF, CFFF, FCFC e FCFF), o trajeto sinusoidal apresenta a frequéncia natural
fundamental 6tima mais baixa, quando comparando com os outros trajetos, e o trajeto
antissimétrico apresenta uma primeira frequéncia de vibragao mais elevada relativamente

as fibras retilineas.
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5.1.2 Frequéncias e Formas Naturais

Uma vez que foi analisado um ntimero elevado de casos, sao estudados apenas alguns casos
nesta e na préxima seccao: sao analisados os quatro trajetos para uma placa simplesmente
apoiada (problema de flexao).

No célculo das frequéncias e formas naturais e na anélise de tensoes, sao utilizadas nove
funcoes de aproximacgao para o problema de flexao e seis fungoes de aproximacao para o
problema de membrana.

Os valores das cinco primeiras frequéncias de vibragao das placas em andlise sao apresen-
tados na Tabela 5.9. Verifica-se que as frequéncias naturais fundamentais sao ligeiramente
inferiores as apresentadas na secgao anterior, uma vez que foi utilizado um maior niimero
de funcoes de forma e as frequéncias sao calculadas por excesso. No entanto, as frequéncias
apresentadas nesta tabela sao uma melhor estimativa do valor real da frequéncia.

Tabela 5.9: Frequéncias naturais dos casos em estudo

Trajeto Retilineas  Antissimétrico Assimétrico Sinusoidal
Varidveis de g Th=7% To=12 A :)\ilﬂl):' 2‘004
Projeto 2 T = 25’—2” T, = 29—2” = ;

30
w1 [Hz] 87.3661 87.5997 87.2790 58.0901
wo [Hz] 110.1296 115.8304 110.3978 112.9469
ws [Hz| 159.7750 172.2259 160.4328 193.8188
wy [Hz| 238.3244 254.3853 239.2217 217.0494
ws [Hz] 332.8478 330.5903 332.0457 232.7702

Pela anélise da Tabela 5.9, confirma-se que o trajeto antissimétrico é a melhor alterna-
tiva no que diz respeito a primeira frequéncia natural, seguindo-se as fibras retilineas, o
trajeto assimétrico e, por fim, o trajeto sinusoidal.

Relativamente as restantes frequéncias naturais apresentadas, verifica-se que o trajeto
antissimétrico apenas apresenta a solugado maxima para as segunda e quarta frequéncias
naturais, sendo a segunda maior opc¢ao na terceira frequéncia e a terceira maior opc¢ao
para a quinta frequéncia.

Observando os valores obtidos para a terceira frequéncia natural, constata-se que a me-
lhor opcao € o trajeto sinusoidal e as fibras retilineas apresentam a pior alternativa, embora
muito préxima do trajeto assimétrico. O contrario acontece para a quinta frequéncia na-
tural: a melhor solucao é dada pelas fibras retilineas, seguida pelo trajeto assimétrico, com
um valor muito préximo, e o trajeto sinusoidal apresenta o valor mais baixo.

Para o trajeto sinusoidal, a diferenca entre as duas primeiras frequéncias naturais é
bastante elevada, podendo representar uma reducgao do risco de instabilidade aeroelastica
(Dowell, 2015).
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Assim, conclui-se que, a0 maximizar apenas a primeira frequéncia natural, nao é ga-
rantido que a solugao étima também seja étima nos restantes modos, embora, neste caso,
o trajeto antissimétrico represente a melhor solugao para a maioria dos modos estudados.
Verifica-se, também, que as frequéncias relativas as fibras retilineas e ao trajeto assimétrico
sao sempre bastante préximas, dado que a solugao 6tima para este trajeto apresenta uma
curvatura bastante reduzida.

As Figuras 5.1 a 5.4 mostram as formas naturais das placas apresentadas na Tabela
5.7. As dimensoes da placa nao estdao a escala.

-e

) Forma Natural 1 ) Forma Natural 2

OCOIO“

(c) Forma Natural 3 ) Forma Natural 4

(e) Forma Natural 5

Figura 5.1: Formas Naturais — Fibras retilineas (placa simplesmente apoiada)
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ﬂ"l

) Forma Natural 1 ) Forma Natural 2
(¢) Forma Natural 3 ) Forma Natural 4

(e) Forma Natural 5

Figura 5.2: Formas Naturais — Trajeto Antissimétrico (placa simplesmente apoiada)

Rl

) Forma Natural 1 (b) Forma Natural 2

(c) Forma Natural 3 Forma Natural 4

(e) Forma Natural 5

Figura 5.3: Formas Naturais — Trajeto Assimétrico (placa simplesmente apoiada)
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——
-i

) Forma Natural 1 (b) Forma Natural 2
(¢) Forma Natural 3 ) Forma Natural 4

(e) Forma Natural 5

Figura 5.4: Formas Naturais — Trajeto Sinusoidal (placa simplesmente apoiada)

Pela observagao das Figuras 5.1 a 5.4, é possivel confirmar uma das conclusoes apre-
sentadas anteriormente: as formas naturais das placas com fibras retilineas e com trajeto
assimétrico sao muito semelhantes, devido ao facto de a solugao 6tima para o trajeto
assimétrico apresentar uma baixa curvatura e, por isso, ser proxima da fibra retilinea.

As formas naturais da placa com fibras segundo o trajeto antissimétrico assemelham-se
as apresentadas para as fibras retilineas e para o trajeto assimétrico, embora apresentem

alguma distorcao relativamente a estas. Esta distorcao é provocada pela curvatura das
fibras.

Ja as formas naturais obtidas através do trajeto sinusoidal sao bastante diferentes das
apresentadas para os restantes casos: a excecao da primeira forma natural, ndo é possi-
vel encontrar semelhancas quando comparadas com a respetiva forma dos outros trajetos.
Contudo, quando a comparacao ¢é alargada a todas as formas apresentadas, verifica-se que
as terceira e segunda formas do trajeto sinusoidal sao semelhantes as segunda e quinta for-
mas dos restantes casos, respetivamente. Conclui-se, assim, que, para além de apresentar
frequéncias com valores bastante diferentes dos restantes casos, também apresenta formas
naturais muito distintas.

Comparando a segunda forma natural dos quatro casos em estudo, verifica-se que a
vibragao em forma de onda completa ocorre na dire¢ao perpendicular a direcao da fibra,
isto é, para os trés primeiros casos, a solugao 6tima é dada por fibras quase ou totalmente
verticais (direcao Oy) e a vibragdo em forma de onda completa na segunda forma natural
ocorre segundo a direcao Oz. Quando a placa é reforcada por fibras segundo o trajeto
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sinusoidal, a solucao 6tima aproxima-se a fibras retilineas paralelas ao eixo Oz, pelo que
a vibragao em forma de onda completa na segunda forma natural ocorre na direcao Oy.

5.1.3 Analise de Tensoes

Para a andlise da distribuicdo das tensdes, utilizou-se 0 mesmo numero de fungoes de
aproximacao referido na secgao anterior. Para ser possivel comparar diferentes casos,
considerou-se um valor igual de deslocamento méximo; o valor selecionado foi 2% da
espessura da placa para evitar que a placa entre em regime nao linear. Desta forma,
analisam-se as tensoes para igual deslocamento méaximo da placa.

Tal como mostra a Figura 2.3, para uma placa com uma camada, as tensoes gz, oyy
e Tzy variam entre um dado valor mdximo e o seu simétrico ao longo da espessura, sendo
nulas no plano médio. Como tal, apenas é apresentada a variagdo da tensao ao longo
da espessura para o primeiro modo da placa reforgcada com fibras retilineas - Figura 5.5.
Todas as restantes sao bastante semelhantes e, por isso, nao sao aqui apresentadas.

x104 x104 x10

z/m
°

5 0 5
5
Ty /Pa x10

Figura 5.5: Variagao de tensoes ao longo da espessura - Fibras retilineas (1° Modo) -

placa simplesmente apoiada

Na anélise de tensoes ao longo da espessura, as tensoes 0., € oy, foram registadas no
centro da placa (x = 0 e y = 0) e a tensao de corte 7, foi registada no canto da placa
(x = —a/2 ey = —b/2). Os valores das tensoes maximas para cada modo dos quatro casos
em analise nos pontos acima referidos sao apresentados nas Tabelas 5.10 a 5.12.

Tabela 5.10: Tensao 0,, maxima [MPa] (z=0e y =0)

Modo 1 2 3 4 5

Fibras Retilineas 0.028 0.000 0.170 0.000 0.000
Trajeto Antissimétrico | 0.032 0.000 0.193 0.000 0.000
Trajeto Assimétrico | 0.030 0.000 0.172 0.004 0.026
Trajeto Sinusoidal 0.267 0.014 0.000 0.350 0.015
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Tabela 5.11: Tensao o,, méaxima [MPa] (z =0e y =0)

Modo 1 2 3 4 5

Fibras Retilineas 0.461 0.000 0.509 0.000 0.000
Trajeto Antissimétrico | 0.463 0.000 0.532 0.000 0.000
Trajeto Assimétrico | 0.459 0.006 0.506 0.009 0.029
Trajeto Sinusoidal 0.038 0.001 0.000 0.290 0.001

Tabela 5.12: Tensao 7., maxima [MPa] (zr = —a/2 e y = —b/2)

Modo 1 2 3 4 5

Fibras Retilineas 0.026 0.053 0.079 0.107 0.053
Trajeto Antissimétrico | 0.355 0.694 0.937 0.869 0.849
Trajeto Assimétrico | 0.027 0.055 0.080 0.108 0.058

Trajeto Sinusoidal 0.023 0.047 0.046 0.072 0.092

Em primeiro lugar, é possivel observar que as tensoes o, e 0y, se anulam ou tomam
valores muito reduzidos quando a curvatura é nula ou muito pequena, dado que as tensoes
dependem dessa curvatura.

As maiores tensoes sao registadas, maioritariamente, para o trajeto antissimétrico. Uma
vez que se considerou um deslocamento bastante reduzido (apenas 2% da espessura), as
tensoes sao relativamente baixas - sempre inferiores a 1 MPa.

O trajeto sinusoidal apresenta maiores valores para a tensao ., e menores valores
para a tensao oy,. Isto deve-se ao facto de a orientagao 6tima da fibra segundo o trajeto
sinusoidal se desenvolver segundo uma direcao quase perpendicular as fibras dos restantes
casos e a rigidez ser superior na direcao das fibras.

As Figuras 5.6 a 5.9 apresentam as tensoes 0, 0yy € Ty relativas ao primeiro modo
no plano superior da placa para as quatro placas em estudo.
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Figura 5.6: Tensoes no plano superior - Fibras Retilineas (1° Modo) - placa

simplesmente apoiada
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Figura 5.7: Tensoes no plano superior - Trajeto Antissimétrico (1° Modo) - placa
simplesmente apoiada

99



5. Resultados

</

S SO/

SSSSSSSE
S

568 “‘:“’:\::::zfgg"”ﬂ”””" '

>//A <
yim 015 02 x/m 10

s DSOS SIS SIS S
RO K SO S SIS AL
o \\\‘WW%% 1
: NS
E . =
£ \\“\‘\“ 0% %% Wé;l';”

e
yim 015 02 x/m 108

x10*

T [IPa
xy

(¢) Tay

Figura 5.8: Tensoes no plano superior - Trajeto Assimétrico (1° Modo) - placa

simplesmente apoiada
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Figura 5.9: Tensoes no plano superior - Trajeto Sinunsoidal (1° Modo) - placa

simplesmente apoiada

Pela analise das Figuras 5.6 a 5.9, verifica-se, novamente, a semelhanca entre as solucoes
Otimas da placa com fibras retilineas e do trajeto assimétrico: os valores das tensoes sao
muito préximos e a distribuicao de tensoes no plano superior é muito parecida.

Relativamente ao trajeto antissimétrico, apesar de as tensoes 0., e 0y, apresentarem
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valores semelhantes aos dos casos ja abordados, como se pode consultar nas Tabelas 5.10 e
5.11, respetivamente, a tensao 7, ¢ diferente quando comparada com as fibras retilineas e
o trajeto assimétrico e a ordem de grandeza dos valores da tensao é superior. Quando ana-
lisadas as distribuicoes de tensoes no plano superior, verifica-se a existéncia de um pico de
tensao em dois dos cantos da placa, sendo um deles o ponto onde é calculada a distribuicao
da tensao 7., ao longo da espessura, o que explica a grande diferenca relativamente aos
restantes casos. Uma vez que os picos de tensoes podem existir devido a erros numéricos,
a distribuicao de tensoes no plano superior para o trajeto antissimétrico é dada para um
dominio menor, de forma a eliminar esses picos. Para esse novo dominio, a distribuicao
de tensoes no plano superior apresenta algumas semelhancas quando comparada com o
trajeto assimétrico e as fibras retilineas.

O trajeto sinusoidal apresenta valores das tensoes o, e oy, bastante diferentes dos
restantes (ordem de grandeza diferente). Contudo, a distribuicao destas tensoes na placa
é parecida com a obtida para a placa com fibras retilineas, apresentando algumas distor¢oes
relativamente a esta. A distribuicao da tensao 7., na placa com fibras segundo o trajeto
sinusoidal apresenta maiores distorgoes comparativamente ao caso das fibras retilineas,

embora ainda seja possivel estabelecer algumas semelhangas entre ambas.

5.2 Casos Particulares

Para os trajetos antissimétrico e assimétrico, foram analisados dois casos particulares,
apresentados em artigos consultados. Em ambos os casos, sao utilizadas apenas duas
variaveis de projeto para placas multicamada:

e Placa 1 — placa com dez camadas (Antunes et al., 2020), (< Tp,11 >, < —To,—11 >,
<To,T1 >, < =To,—T1 >, < 5,5 >)sim ;

e Placa 2 — placa com doze camadas (Akhavan and Ribeiro, 2018), (< §+ag,F +a1 >,
< =7 —ag,—7— a1 >, <apa >, < —ag,—og >, < 5 +apy tap >, < =5 —

a()v_% — a1 >)sim .

Uma vez que existem apenas duas variaveis de projeto, serao utilizados 5 bits por
varidvel, resultando num total de 10 bits (genes) por cromossoma (solugao).

As propriedades da placa podem ser consultadas na Tabela 5.1, sendo que a placa passa
a ser multicamada (10 ou 12 camadas). A Tabela 5.13 apresenta os dados do algoritmo
de otimizacao utilizado.
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Tabela 5.13: Dados do algoritmo de otimizagao - Casos Particulares

Variavel Valor
Tamanho da populacao 21
Individuos da elite 7
Individuos gerados por cruzamento 10
Individuos gerados por mutagao 4
Ntumero de variaveis 2
Numero de genes por variavel 5
[s7357] [rad] -5:3)
Numero de geragoes 30

5.2.1 Otimizacao

Para cada placa e para os problemas de flexdao e de membrana, foram estudadas as seis
condigoes de fronteira referidas no primeiro estudo: placa simplesmente apoiada (SSSS),
placa encastrada (CCCC), placa encastrada em y = —b/2 e y = b/2 e livre nas restantes
fronteiras (CFCF), placa encastrada em y = —b/2 e livre nas restantes fronteiras (CFFF),
placa encastrada em © = —a/2 e x = a/2 e livre nas restantes fronteiras (FCFC), placa
encastrada em = = —a/2 e livre nas restantes fronteiras (FCFF).

O ntmero de fungoes de aproximagao utilizadas é ligeiramente inferior ao valor escolhido
para as seguintes subseccoes, tal como acontecia no primeiro estudo: sao utilizadas sete
funcoes de aproximacgao para problemas de flexdo e quatro funcoes de aproximagao para
problemas de membrana.

As Tabelas 5.14 a 5.21 apresentam os resultados da otimizacao para os casos estudados.

* apresentam uma frequéncia natural fundamental

Note-se que os casos assinalados com
inferior relativamente a uma placa com as mesmas propriedades mecanicas e reforcada

com fibras retilineas.

Tabela 5.14: Resultados de Otimizagao - Placa 1, Problema de Flexao, Condigoes de
Fronteira SSSS, CCCC e CFCF

Condicoes d
OTEIGOes € SSSS CCCC CFCF
Fronteira
Trajeto 1 2% 1 2% 1* 2%
wy [Hz] 96.5114 | 92.9980 | 193.0245 | 190.7250 | 185.0985 | 184.9120
Ty [rad] —2 2 -3 -3 o -3
Ty [rad] — e — — 5 7 —

Nota: Trajeto 1 — Trajeto Antissimétrico; Trajeto 2 — Trajeto Assimétrico
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Tabela 5.15: Resultados de Otimizacao - Placa 1, Problema de Flexao, Condicoes de

Fronteira CFFF, FCFC e FCFF

Condigoes d
onieoes € CFFF FCFC FCFF
Fronteira
Trajeto 1* 2% 1 2 1 2
wy [Hz] 29.0890 | 29.0829 | 95.2226 | 95.2342 | 22.6935 | 24.3909
Ty [rad] “w | ®w | & | & | ® G
s ™ s s T 217w
T [rad] —3 2 ) 62 62 1
Nota: Trajeto 1 — Trajeto Antissimétrico; Trajeto 2 — Trajeto Assimétrico

Tabela 5.16: Resultados de Otimizagao - Placa 2, Problema de Flexao, Condigoes de
Fronteira SSSS, CCCC e CFCF

Condigoes d
oncicons < 3SSS clelele CFCF
Fronteira
Trajeto 1 2 1 2 1* 2%
wy [Hz] 93.7633 | 92.0984 | 182.6596 | 182.2217 | 165.9001 | 166.1614
Nota: Trajeto 1 — Trajeto Antissimétrico; Trajeto 2 — Trajeto Assimétrico

Tabela 5.17: Resultados de Otimizagao - Placa 2, Problema de Flexao, Condigoes de
Fronteira CFFF, FCFC e FCFF

dicoes d
Condigoes de CFFF FCFC FCFF
Fronteira
Trajeto * 2% 1 2 1 2
wy [Hz] 26.1031 | 26.0995 | 87.5004 | 87.5270 | 21.8311 | 22.5266
197 177w 157 157 s 137
T [rad] o o —6 | e &2 —6
Nota: Trajeto 1 — Trajeto Antissimétrico; Trajeto 2 — Trajeto Assimétrico
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Tabela 5.18: Resultados de Otimizacao - Placa 1, Problema de Membrana, Condicoes de
Fronteira SSSS, CCCC e CFCF

Condicoes de

. SSSS CCCC CFCF
Fronteira
Trajeto 1* 2% 1* 2% 1 2
wy [Hz] 8571.04 | 9393.34 | 8571.04 | 9393.34 | 6617.85 | 6598.38
et | Y || up | om | oo

Nota: Trajeto 1 — Trajeto Antissimétrico; Trajeto 2 — Trajeto Assimétrico

Tabela 5.19: Resultados de Otimizagao - Placa 1, Problema de Membrana, Condigoes de
Fronteira CFFF, FCFC e FCFF

Condigoes de

. CFFF FCEFC FCFF
Fronteira
Trajeto 1 2% 1 2 1 2
wy [Hz] 2613.77 | 2478.27 | 4553.87 | 4502.58 | 1396.02 | 1400.80
To [rad] 15’—2’7 16%“ _% 16%# % %r
T [rad] 265—; 26172” _%W % % %

Nota: Trajeto 1 — Trajeto Antissimétrico; Trajeto 2 — Trajeto Assimétrico

Tabela 5.20: Resultados de Otimizagao - Placa 2, Problema de Membrana, Condicoes de
Fronteira SSSS, CCCC e CFCF

Condigoes de

. SSSS CcCccC CFCF
Fronteira
Trajeto 1 2% 1 2% 1* 2%
wy [Hz] 9732.63 | 9618.23 | 9732.63 | 9618.23 | 6204.89 | 6204.14
Ty [rad] —3z -~ -~ _In Lsn Lsx
Ty [rad] —%’T _% _% —% % 16L27r

Nota: Trajeto 1 — Trajeto Antissimétrico; Trajeto 2 — Trajeto Assimétrico
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Fronteira CFFF, FCFC e FCFF

Tabela 5.21: Resultados de Otimizacao - Placa 2, Problema de Membrana, Condicoes de

Condigoes de CFFF FCFC FCFF
Fronteira
Trajeto 1 2 1 2 1 o
w1 [Hz] 2438.30 | 2437.11 | 4435.38 | 4429.31 | 1396.01 | 1395.08
T [rad] & XGh -5 - | | -#

Nota: Trajeto 1 — Trajeto Antissimétrico; Trajeto 2 — Trajeto Assimétrico

Observando os dados das Tabelas 5.14 a 5.21, é possivel concluir que, em diversos casos,
a melhor solugao passa por utilizar placas refor¢adas com fibras retilineas (casos assinalados
com *), embora a diferenga entre os valores apresentados para os trajetos em estudo e a
frequéncia obtida com placas reforcadas com fibras curvilineas seja relativamente baixa,
nunca atingindo 1%.

Comparando apenas os dois trajetos de fibras curvilineas, verifica-se que o trajeto
antissimétrico tem mais sucesso do que o trajeto assimétrico, isto é, na maioria dos casos
estudados, o trajeto antissimétrico apresenta uma frequéncia superior a frequéncia obtida
com fibras segundo o trajeto assimétrico.

5.2.2 Frequéncias e Formas Naturais

Uma vez que foi analisado um ntimero elevado de casos e parte deles nao cumpre o objetivo,
isto é, apresentam frequéncia natural fundamental inferior a uma placa com as mesmas
propriedades e reforcada com fibras retilineas, sdo estudados apenas alguns casos nesta e
na préxima seccao: sao analisados um caso de flexdo e um caso de membrana para cada
trajeto, que apresentaram uma frequéncia natural fundamental 6tima superior a uma placa
reforcada com fibras retilineas.

No célculo das frequéncias e formas naturais e na andlise de tensoes, sao utilizadas nove
funcoes de aproximacao para o problema de flexao e seis fungoes de aproximacao para o
problema de membrana.

Os casos em estudo sao apresentados na Tabela 5.22.

Tabela 5.22: Dados dos casos em estudo

Caso | Problema Trajeto Placa Condigao de Fronteira
A Flexao Antissimétrico 2 SSSS
B Flexao Assimétrico 2 SSSS
C Membrana  Antissimétrico 1 CFCF
D Membrana  Assimétrico 1 CFCF
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Os valores das cinco primeiras frequéncias de vibragao das placas em andlise sao apre-
sentados na Tabela 5.23. Tal como acontecia no primeiro estudo, as frequéncias naturais
fundamentais sdo ligeiramente inferiores as apresentadas na seccao anterior devido a uti-

lizagao de um maior nimero de fungoes de forma.

Tabela 5.23: Frequéncias naturais dos casos em estudo

A B C D
Ll | % B % 5
Tfed)| 5 % o
wy [Hz] 93.7593 92.0971 6379.9431 6351.3116

Hz| | 151.6051 149.6562 7678.7050  7576.2900

[
[

ws [Hz] | 246.7855 247.3319  9502.6054  9472.7717
[Hz] | 306.4793 305.4140 9782.4510  9791.5080
[

Hz] | 364.1974 357.5356 11092.4432 10956.3006

Comparando os casos A e B (trajetos antissimétrico e assimétrico, respetivamente),
verifica-se que, para uma placa simplesmente apoiada com 12 camadas apresentada por
Akhavan e Ribeiro (2018), as frequéncias de flexao s@o bastante préximas para ambos os
trajetos - a diferenga nunca ultrapassa os 2% - e os valores dos angulos que caracterizam
os trajetos nao sao idénticos. A excecao da terceira frequéncia de vibracao, o trajeto
antissimétrico apresenta frequéncias mais elevadas, embora, como ja referido, a diferenca
nao seja significativa.

Relativamente aos casos C e D, as solucbes étimas encontradas apresentam as mesmas
variaveis de projeto, isto é, os mesmos valores dos angulos que caracterizam os trajetos.
Em geral, o trajeto antissimétrico apresenta maiores frequéncias (a quarta frequéncia é
superior para o trajeto assimétrico), mas, & semelhanca do que ocorria nos casos A e B, a
diferenca entre as frequéncias é sempre inferior a 2%.

As formas naturais relativas as frequéncias apresentadas na Tabela 5.23 sdo ilustradas
nas Figuras 5.10 a 5.13 (Casos A a D, respetivamente).

67



5. Resultados

=] o8

) Forma Natural 1 ) Forma Natural 2
(c) Forma Natural 3 ) Forma Natural 4

--I
--i

) Forma Natural 5

Figura 5.10: Formas Naturais — Caso A (Condigao de Fronteira SSSS)
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Figura 5.11: Formas Naturais — Caso B (Condigao de Fronteira SSSS)
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Observando as Figuras 5.10 e 5.11, verifica-se que as formas naturais das placas A e
B sao bastante semelhantes, sendo que, para a quinta forma natural, a placa B apresenta
uma ligeira distor¢ao relativamente a placa A. Este facto pode dever-se a diferenca entre
os trajetos utilizados e entre os valores das varidveis que os definem (angulos Ty e T1).

Comparando as formas naturais das placas C e D - Figuras 5.12 e 5.13, respetivamente -,
que apenas diferem no trajeto utilizado, verifica-se que as primeira e a segunda formas sao
idénticas para os dois casos, embora 0 mesmo ndo ocorra para. as restantes formas naturais:
apenas uma das extremidades livres da placa D apresenta um movimento semelhante ao
da placa C, enquanto que a outra praticamente ndo tem movimento. Esta diferenga é
explicada pela utilizacdo de diferentes trajetos de fibras curvilineas, que influenciam o

comportamento vibratorio das placas.

5.2.3 Analise de Tensoes

Para a andlise da distribuicao das tensodes, utilizou-se 0 mesmo numero de fungoes de
aproximacao referido na seccao anterior. Para ser possivel comparar diferentes casos,
considerou-se um deslocamento méximo igual a 2% da espessura da placa - andlise das
tensoes é realizada para igual deslocamento maximo da placa.

No problema de flexao, opta-se por um valor de 2% da espessura para evitar que a placa
entre em regime nao linear. No caso do problema de membrana, este valor é definido de

forma a evitar que as tensoes de cedéncia e de encurvadura sejam atingidas.

Numa placa multicamada, espera-se que a distribuicao de tensoes ao longo da espessura
em cada camada num problema de flexdo seja semelhante a observada para uma placa
com uma camada. Entre camadas, existem descontinuidades provocadas pela mudanca de
propriedades (neste caso, a orientagao das fibras é alterada).

As Figuras 5.14 e 5.15 mostram a distribui¢do de tensoes ao longo da espessura para
as placas A e B quando a oscilacao ocorre no primeiro modo natural de vibracao.

Figura 5.14: Variagao de tensoes ao longo da espessura - Caso A (12 Modo) - Condigao
de Fronteira SSSS
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Figura 5.15: Variacao de tensoes ao longo da espessura - Caso B (12 Modo) - Condigao
de Fronteira SSSS

Verifica-se que a distribuigdo de tensoes ao longo da espessura na placa A é muito
proxima a mesma distribuicao na placa B. A ordem de grandeza das tensGes nas duas
placas é a mesma e a maior descontinuidade entre camadas ocorre entre a segunda e a
terceira camada e, da mesma forma, entre a décima e a décima primeira - a distribuicao
de tensoes é antissimétrica em relagao ao plano médio da placa devido & simetria da placa

em relacdo a espessura.

Para uma andlise das tensoes em todo o dominio da placa, as tensoes apresentadas nas
figuras acima sao ilustradas no plano inferior da placa - Figuras 5.16 e 5.17.

Uma vez que a distribuicao das tensoes o, e 0y, ao longo da espessura foi analisada
no centro da placa e a tensao 7, foi registada para x = —a/2 e y = —b/2, o valor que
as tensoes tomam nestes locais da placa nas Figuras 5.16 e 5.17 - plano inferior - deve
corresponder ao valor lido no plano inferior nas Figuras 5.14 e 5.15.
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Condicao de Fronteira SSSS

Figura 5.16: Tensoes no plano inferior - Caso A (1° Modo)
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(¢) Tay

Figura 5.17: Tensoes no plano inferior - Caso B (1° Modo) - Condigao de Fronteira SSSS

Pela observacao das Figuras 5.16 e 5.17, verifica-se que a distribuigao de tensoes ao longo
do plano inferior da placa A apresenta algumas semelhancas com a mesma distribuicao de
tensoes na placa B, principalmente na tensao oy, .

Constata-se, também, que os valores das tensoes 0., € 0yy n0 centro da placa e o valor
da tensao 7., no ponto x = —a/2 e y = —b/2 sao idénticos aos valores registados no plano
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inferior da distribuicao de tensoes ao longo da espessura (Figuras 5.14 e 5.15).

Uma analise semelhante é realizada para o segundo modo das placas C e D.

No problema de membrana, a tensao nao varia com z, pelo que se espera que seja
constante ao longo de cada camada, podendo apresentar descontinuidades entre camadas.

A distribuicdo de tensdes ao longo da espessura nas placas C e D quando a oscilacio
ocorre no segundo modo natural de vibracao é ilustrada nas Figuras 5.18 e 5.19.

P x x10%
8 8 8
6 6 6
4 4 4
2 2 2

-4 -3 -2 = -5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15 20
P2 «10° o, Pa <108 7,y Pa 108

z/m
°
z/m
°
z/m
°

Figura 5.18: Variagao de tensoes ao longo da espessura - Caso C (2° Modo) - Condigao
de Fronteira CFCF

8 8 8
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4 4 4

2 2 2

z/m
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x107%
2 2 2
4 4 -4
6 6 6
5 0 5 10 15

-8 -8 -8

Figura 5.19: Variagao de tensoes ao longo da espessura - Caso D (22 Modo) - Condigao
de Fronteira CFCF

Verifica-se que a tensao se mantém constante ao longo da camada, podendo variar entre
camadas. As tensoes 0., € 0yy apenas mudam de valor nas camadas centrais, cujas fibras
sao retilineas com orientagao § = 5. A tensao de corte, 7, modifica-se sempre que hd
mudanca de camada, isto é, sempre que a orientacao das fibras se altera.

As tensoes registadas nas duas placas em estudo sdo semelhantes, apresentando valores

da mesma ordem de grandeza.

74



5.2. Casos Particulares

As Figuras 5.20 e 5.21 apresentam as tensoes no plano inferior das placas C e D,

respetivamente.

Figura 5.20: Tensoes no plano inferior - Caso C (2° Modo) - Condi¢ao de Fronteira CFCF
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(¢) Ty

Figura 5.21: Tensoes no plano inferior - Caso D (2° Modo) - Condicao de Fronteira CFCF

Pela andlise das Figuras 5.20 e 5.21, verifica-se que a distribuigdo das tensoes ao longo
da placa no plano inferior é muito semelhante nos dois casos em estudo, tal como ocorreu
em todas as comparagoes realizadas anteriormente entre estes casos.

Os valores das tensoes o, e oy, no centro da placa e o valor da tensao 7., no ponto
xr = —a/2 ey = —b/2 no plano inferior - Figuras 5.20 e 5.21 - s@o iguais aos valores lidos
nas Figuras 5.18 e 5.19 respeitantes ao plano inferior da placa (z = —0.9 mm).
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Capitulo 6

Conclusao

6.1 Conclusoes

Neste trabalho, foi desenvolvido um modelo numérico, baseado na Teoria Cléssica de
Placas, usada para definir o campo de deslocamentos, e no Método dos Elementos Finitos
do tipo p, para definir os elementos a utilizar. Foram, também, apresentados processos de
fabrico de compésitos reforcados com fibras curvilineas e trés trajetos de fibras curvilineas,
definidos por fungoes continuas.

Os métodos de otimizacao existentes foram analisados, de forma a perceber qual o que
melhor se adequava a presente dissertagao. Um algoritmo genético foi escolhido e devida-
mente descrito, desde a funcao de mérito aos operadores genéticos utilizados, passando,
depois, para a sua implementacao em software MATLAB.

Para os modelos numéricos (problema de flexdo e de membrana), foi realizado um es-
tudo de convergéncia, de forma a verificar que um aumento do nimero de funcgoes de
aproximacao conduzia a uma convergéncia dos valores registados, e uma validagao, com-
parando os valores obtidos com solugoes publicadas (problema de flexao) ou dados obtidos
no software ABAQUS (problema de membrana). O algoritmo genético foi sujeito a uma
validagao, suportada por graficos, gerados ao longo da execucao do algoritmo, que mostram
a evolucao de determinados parametros do mesmo.

Depois de os modelos numéricos e do algoritmo genético estarem validados, passou-se
para a andlise de placas, com o objetivo de maximizar a sua frequéncia natural fundamen-
tal. Foram analisadas placas com apenas uma camada e placas multicamada.

No estudo de placas com uma camada, compararam-se os trés trajetos de fibras cur-
vilineas apresentados entre si e com fibras retilineas. Varias condigoes de fronteira foram
analisadas para os problemas de flexdao e de membrana. Em flexdo, uma placa simples-
mente apoiada apresenta uma maior frequéncia natural fundamental quando reforcada
com fibras curvilineas segundo o trajeto antissimétrico. Para as restantes condicoes de
fronteira estudadas, as fibras retilineas representam a melhor alternativa. No que diz res-
peito ao problema de membrana, o trajeto assimétrico apresentou os valores mais elevados
para todas as condigoes de fronteira em estudo.

Para uma placa simplesmente apoiada sujeita a flexao, foram comparadas as formas

naturais e as tensoes quando a oscilagdo ocorre nos modos naturais de vibragao. Foi
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possivel verificar que, apesar de os valores das frequéncias serem semelhantes, a distribuicao
de tensoes ao longo da placa pode ser significativamente diferente.

As placas multicamada analisadas foram apresentadas em artigos publicados e repre-
sentam casos particulares. Sao caracterizados por dois angulos, pelo que foram estudados
apenas para os trajetos antissimétrico e assimétrico. Em diversas situagoes estudadas, a
melhor solugao era a utilizacao de fibras retilineas. Para quatro casos em que as fibras
curvilineas apresentavam uma maior frequéncia quando comparadas com fibras retilineas,
foram analisadas as formas naturais e a distribuicao de tensoes quando a oscilagao ocorre
nos modos naturais de vibragao.

Depois de analisados os resultados obtidos, é possivel concluir que as fibras curvilineas
representam um avanco na investigacao de compdsitos, embora nem sempre apresentem a

melhor solucao quando se pretende aumentar a primeira frequéncia natural de vibracao.

6.2 Trabalho Futuro

O tema deste relatério é bastante extenso e apenas foi estudada uma parte deste, havendo
muito trabalho que pode ser feito. De seguida, algumas sugestoes sao apresentadas:

e Otimizacao da frequéncia natural fundamental de placas ndo simétricas em relagao
ao plano médio da espessura: neste caso, a flexdo e a membrana estariam acopladas

e seria necessario acrescentar matrizes a formulagdo apresentada;

e Otimizacao da frequéncia natural fundamental de cascas: seria necessario ter em

conta a curvatura inicial da casca;

e Melhoria do algoritmo de otimizacao, introduzindo, por exemplo, novas condigoes

de paragem;

e Introducao de maior flexibilidade na definicdo dos trajetos das fibras, com recurso a

splines;

e Utilizacao de placas com geometrias mais complexas, incluindo placas com furos.

78



Bibliografia

H. Akhavan and P. Ribeiro. Natural modes of vibration of variable stiffness composite
laminates with curvilinear fibres. Composite Structures, 93:3040 — 3047, 2011. doi:
10.1016/j.compstruct.2011.04.027.

H. Akhavan and P. Ribeiro. Aeroelasticity of composite plates with curvilinear fibres in
supersonic flow. Composite Structures, 194:335 — 344, 2018. doi: 10.1016/j.compstruct.
2018.03.101.

M. A. Albazzan, R. Harik, B. F. Tatting, and Zafer Giirdal. Efficient design optimization
of nonconventional laminated composites using lamination parameters: A state of the
art. Composite Structures, 209:362 — 374, 2019. doi: 10.1016/j.compstruct.2018.10.095.

F. S. Almeida and A. M. Awruch. Design optimization of composite laminated structures
using genetic algorithms and finite element analysis. Composite Structures, 88:443 —
454, 2009. doi: 10.1016/j.compstruct.2008.05.004.

A. M. Antunes, P. Ribeiro, J. D. Rodrigues, and H. Akhavan. Modal analysis of a variable
stiffness composite laminated plate with diverse boundary conditions: Experiments and
modelling. Composite Structures, 239, 2020. doi: 10.1016/j.compstruct.2020.111974.

C. C. Anténio. A multilevel genetic algorithm for optimization of geometrically nonlinear
stiffened composite structures. Structural and Multidisciplinary Optimization, 24:372 —
386, 2002. doi: 10.1007/s00158-002-0249-4.

C. C. Anténio. Otimizag¢do de Sistemas em Engenharia. ENGEBOOK, 2020. ISBN
978-9-899-01734-4.

D. Barazanchy, M. J. van Tooren, and A. Elham. A new framework for optimization of
variable stiffness plates. 58th AIAA/ASCE/AHS/ASC Structures, Structural Dynamics,
and Materials Conference, 2017. doi: 10.2514/6.2017-0894.

N. S. Bardell. The application of symbolic computing to the hierarchical finite element
method. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 28:1181 — 1204,
1989. doi: 10.1002/nme.1620280513.

N. S. Bardell. Free vibration analysis of a flat plate using the hierarchical finite ele-
ment method. Journal of Sound and Vibration, 151:263 — 289, 1991. doi: 10.1016/
0022-460X(91)90855-E.

79



BIBLIOGRAFIA

D. Beasley, D. R. Bull, and R. R. Martin. An overview of genetic algorithms: Part 1,
fundamentals. University Computing, 15:58 — 69, 1993a.

D. Beasley, D. R. Bull, and R. R. Martin. An overview of genetic algorithms: Part 2,
research topics. University Computing, 15:170 — 181, 1993b.

A. W. Blom, S. Setoodeh, J. Hol, and Z. Giirdal. Design of variable-stiffness conical shells
for maximum fundamental eigenfrequency. Computers € Structures, 86:870 — 878, 2008.
doi: 10.1016/j.compstruc.2007.04.020.

P. Camacho, H. Akhavan, and P. Ribeiro. Linear aeroelastic analysis of cantilever hybrid
composite laminated plates with curvilinear fibres and carbon nanotubes. Composite
Structures, 266, 2021. doi: 10.1016/j.compstruct.2021.113765.

P. J. Davis. Leonhard euler’s integral: An historical profile of the gamma function. The
American Mathematical Monthly, 66:849 — 869, 1959. doi: 10.1080/00029890.1959.
11989422.

E. H. Dowell. A Modern Course in Aeroelasticity. Springer, 2015. ISBN 978-3-319-33068-6.

G. Foster. What is Automated Fibre Placement (AFP)?, 2021. URL https:
//coventivecomposites.com/explainers/what-is-automated-fibre-placement/.

(Acedido em: 19.02.2021).

H. Ghiasi, D. Pasini, and L. Lessard. Optimum stacking sequence design of composite
materials part i: Constant stiffness design. Composite Structures, 90:1 — 11, 2009. doi:
10.1016/j.compstruct.2009.01.006.

Z. Giirdal and R. Olmedo. In-plane response of laminates with spatially varying fiber
orientations: Variable stiffness concept. AIAA Journal, 31:751 — 758, 1993. doi: 10.
2514/3.11613.

Z. Giirdal, B. F. Tatting, and C. K. Wu. Variable stiffness composite panels: Effects of
stiffness variation on the in-plane and buckling response. Composites Part A: Applied
Science and Manufacturing, 39:911 — 922, 2008. doi: 10.1016/j.compositesa.2007.11.015.

W. Han and M. Petyt. Linear vibration analysis of laminated rectangular plates using the
hierarchical finite element method—i. free vibration analysis. Computers & Structures,
61:705 — 712, 1996. doi: 10.1016,/0045-7949(95)00379-7.

W. Han, M. Petyt, and K. Hsiao. An investigation into geometrically nonlinear analysis
of rectangular laminated plates using the hierarchical finite element method. Finite
Elements in Analysis and Design, 18:273 — 288, 1994. doi: 10.1016/0168-874X(94)
90107-4.

J. Huang and R. T. Haftka. Optimization of fiber orientations near a hole for increased
load-carrying capacity of composite laminates. Structural and Multidisciplinary Opti-
mization, 30:335 — 341, 2005. doi: 10.1007/s00158-005-0519-z.

80


https://coventivecomposites.com/explainers/what-is-automated-fibre-placement/
https://coventivecomposites.com/explainers/what-is-automated-fibre-placement/

BIBLIOGRAFIA

M. Hyer and R. Charette. Use of curvilinear fiber format in composite structure design.
AIAA Journal, 29:1011 — 1015, 1991. doi: 10.2514/3.10697.

M. W. Hyer and H. H. Lee. The use of curvilinear fiber format to improve buckling
resistance of composite plates with central circular holes. Composite Structures, 18:239
— 261, 1991. doi: 10.1016/0263-8223(91)90035-W.

T. Janus, M. Cegla, S. Barkmann, and S. Engell. Optimization of a hydroformulation
process in a thermomorphic solvent system using a commercial steadystate process si-
mulator and a memetic algorithm. Computer Aided Chemical Engineering, 46:469 — 474,
2019. doi: 10.1016/B978-0-12-818634-3.50079-5.

R. M. Jones. Mechanics of Composite Materials. CRC Press, 1999. ISBN 9781628709407.

S. Katoch, S. S. Chauhan, and V. Kumar. A review on genetic algorithm: past, present,
and future. Multimedia Tools and Applications, 80:8091 — 8126, 2021. doi: 10.1007/
$11042-020-10139-6.

G. G. Lozano, A. Tiwari, C. Turner, and S. Astwood. A review on design for manufacture
of variable stiffness composite laminates. Proceedings of the Institution of Mechanical
Engineers, Part B: Journal of Engineering Manufacture, 230:981 — 992, 2015. doi:
10.1177/0954405415600012.

D. H.-J. A. Lukaszewicz, C. Ward, and K. D. Potter. The engineering aspects of automated
prepreg layup: History, present and future. Composites Part B: Engineering, 43:997 —
1009, 2012. doi: 10.1016/j.compositesb.2011.12.003.

L. Meirovitch and H. Baruh. On the inclusion principle for the hierarchical finite element
method. International Journal for Numerical Methods in Engineering, 19:281 — 291,
1983. doi: 10.1002/nme.1620190209.

7. Michalewicz, D. Dasgupta, R. G. Le Riche, and M. Schoenauer. Evolutionary algorithms
for constrained engineering problems. Computers & Industrial Engineering, 30:851 —
870, 1996. doi: 10.1016,/0360-8352(96)00037-X.

S. Nagendra, D. Jestin, Z. Giirdal, R. T. Haftka, and L. T. Watson. Improved genetic
algorithm for the design of stiffened composite panels. Computers & Structures, 58:543
— 555, 1996. doi: 10.1016/0045-7949(95)00160-1.

Y. Narita. Layerwise optimization for the maximum fundamental frequency of laminated
composite plates. Journal of Sound and Vibration, 263:1005 — 1016, 2003. doi: 10.1016/
S0022-460X(03)00270-0.

E. Onate. Structural Analysis with the Finite Element Method. Linear Statics. Volume 1.
Basis and Solids. Springer, 2009. ISBN 978-1-4020-8732-5.

E. Onate. Structural Analysis with the Finite Element Method. Linear Statics. Volume 2.
Beams, Plates and Shells. Springer, 2013. ISBN 978-1-4020-8742-4.

81



BIBLIOGRAFIA

S. S. Rao. Engineering Optimization: Theory and Practice. John Wiley & Sons, 5% edicao
edition, 2020. ISBN 978-1-119-45479-3.

J. N. Reddy. Mechanics of Laminated Composite Plates and Shells: Theory and Analysis.
CRC Press, 2004. ISBN 9780849315923.

P. Ribeiro. Linear modes of vibration of cylindrical shells in composite laminates reinforced
by curvilinear fibres. Journal of Vibration and Control, 22:4141 — 4158, 2015. doi:
10.1177/1077546315571661.

P. Ribeiro, H. Akhavan, A. Teter, and J. Warminski. A review on the mechanical behaviour
of curvilinear fibre composite laminated panels. Journal of Composite Materials, 48:2761
— 2777, 2014. doi: 10.1177/0021998313502066.

J. D. Rodrigues. Apontamentos de Vibragdes de Sistemas Mecanicos. Faculdade de En-
genharia da Univesidade do Porto, 2020.

W. Roetzel, X. Luo, and D. Chen. Design and Operation of Heat Fxchangers and their
Networks. Academic Press, 2019. ISBN 978-0-128-17894-2.

S. Setoodeh, Z. Giirdal, M. Abdalla, and L. Watson. Design of variable stiffness composite
laminates for maximum bending stiffness. 10th AIAA /ISSMO Multidisciplinary Analysis
and Optimization Conference, 2004. doi: 10.2514/6.2004-4528.

S. Setoodeh, Z. Giirdal, and L. Watson. Design of variable-stiffness composite layers using
cellular automata. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 195:836
— 851, 2006. doi: 10.1016/j.cma.2005.03.005.

S. Setoodeh, M. Abdalla, S. IJsselmuiden, and Z. Giirdal. Design of variable-stiffness
composite panels for maximum buckling load. Composite Structures, 87:109 — 117,
2009. doi: 10.1016/j.compstruct.2008.01.008.

B. Szabé and 1. Babuska. Finite Element Analysis. Wiley, 1991. ISBN 978-0-471-50273-9.

B. F. Tatting and Z. Giirdal. Design and manufacture of elastically tailored tow placed
plates. Nasa Arch, 2002.

U. Topal and U. Uzman. Maximization of buckling load of laminated composite plates with
central circular holes using mfd method. Structural and Multidisciplinary Optimization,
35:131 — 139, 2008. doi: 10.1007/s00158-007-0119-1.

A. Ugural. Stresses in Plates and Shells. McGraw-Hill, 1981. ISBN 978-0070657304.

M. J. van Tooren, I. Jahangir, and A. Elham. Optimization of variable stiffness composite
plates with cut-outs subjected to compression, tension and shear using an adjoint formu-
lation. 57th AIAA/ASCE/AHS/ASC Structures, Structural Dynamics, and Materials
Conference, pages 1 — 17, 2016. doi: 10.2514/6.2016-1970.

E. Ventsel and T. Krauthammer. Thin Plates and Shells: Theory, Analysis and Applica-
tions. CRC Press, 2001. ISBN 9780824705756.

82



BIBLIOGRAFIA

C. Waldhart. Analysis of tow-placed, variable-stiffness laminates. Master’s thesis, Virginia
Polytechnic Institute and State University, 1996.

M. Walker. Optimal design of symmetric laminates with cut-outs for maximum buckling
load. Computers & Structures, 70:337 — 343, 1999. doi: 10.1016/S0045-7949(98)00167-9.

C. M. Wang, J. N. Reddy, and K. H. Lee. Shear Deformable Beams and Plates: Relati-
onships with Classical Solutions. Elsevier Science, 2000. ISBN 978-0080437842.

83



	Abstract
	Resumo
	Agradecimentos
	Introdução
	Objetivos
	Organização do Relatório

	Teoria Clássica de Placas aplicada a compósitos laminados com rigidez variável
	Compósitos Laminados
	Processos de fabrico de compósitos laminados com fibras curvilíneas

	Teoria Clássica de Placas
	Campo de Deslocamentos
	Campo de Deformações
	Campo de Tensões
	Esforços Generalizados
	Equações de Movimento e de Equilíbrio

	Método dos Elementos Finitos do tipo p
	Trajetos de Fibras Curvilíneas
	Trajeto Antissimétrico
	Trajeto Assimétrico
	Trajeto Sinusoidal


	Métodos de Otimização
	Otimização em Compósitos
	Algoritmos Genéticos
	Implementação do Algoritmo
	Formulação do Problema
	Dados e População Inicial
	Controlo de Similaridade
	Avaliação e Ordenação
	Criação de Nova Geração - Operadores Genéticos


	Validação e Estudo de Convergência
	Problema de Flexão
	Problema de Membrana
	Algoritmo de Otimização

	Resultados
	Comparação entre fibras retilíneas e curvilíneas
	Otimização
	Frequências e Formas Naturais
	Análise de Tensões

	Casos Particulares
	Otimização
	Frequências e Formas Naturais
	Análise de Tensões


	Conclusão
	Conclusões
	Trabalho Futuro

	Bibliografia

