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RESUMO

Apresenta-se neste trabaho o estudo de estruturas espaciais reficuladas metalicas. Nele
sfo reunidos conceitos de qualidade e de elevado carcter, conducentes a idealizagdo, metodologia,
dimensionamento e construgio dessas estruturas. Apresentam -se varios tipos de estruturas metélicas,
salientando as suas formas, composigdo, metodologia e consideragBes de ordem econdmica.

Descrever - se, para o dimensionamento dos tipos de estruturas em estudo, dois métodos
de caleulo : método directo e método continuo.

O método directo que se expde, & um método que transcreve para uma forma matricial to-
das as equagbes dos problemas em estudo. Este método permite obter com bastarte rigor 0s valores
das incbgnitas referentes & estrutura em estudo. Apresentam - se vérias simplficagdes inerentes ao mé
todo directo, resuitantes de estruturas obtidas com uma unidade estrutural elementar, da repetigdo nos
calculos, ou de condigdes de simetria e anti- simetria. S&o também apresentados dois métodos : o mé
todo das forgas ¢ o método dos deslocamentos, gerados do método directo, que permitem simplificar
a resolugio das equagdes. Utiizando o método dos deslocamentos realizou-se um programa de cak
culo de estruturas espaciais reticuladas metalicas que é apresentado neste trabalno.

O método corifinuo & um método de aproximagdo, cuja base esta na transformagdo das es-
truturas reticuladas em estudo, num sistema continuo. para o qual se determinam as incbgnitas que,
por sua vez, ¢do transferidas do meio confinuo para a estrutura reticulada. O método cortinuo & apre-
sentado para 0 estudo de estruturas bi e tridimensionais, salientando todas as dificuldades inerentes a
passagem da estrutura reticulada a um meio continuo e vice versa.

Apreseritam - se nos dois métodos expostos, exernplos da sua aplicagdo no estudo de estru-
turas, recorrendo - se ao método das diferencas finitas para a determinagdo do erro que se comete na

utilizagdo do método continuo.
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ABSTRACT

The study of metallics network space structures is presented. Quality ideas, conducents to
the idealization, methodology, stability analysis and construction of this structures, are reunited. Metallics
Structures of several kinds, types, amangement, methodoiogy and economical consideration, are preser-
ted.

Two methods of stability analysis for several types of structures are described : the direct
method and the continuous method.

The continuous method transcribe to a matriz form alt the problem equations. This method
permit obtain all the incognitas values with exactness. Several simplifications inherents to the contt
nuous method, resutting from structures made with one elernentary structure unit, from caloulus repett
tion, from symmetry and anti - symmetry conditions, are presented. The forces method and the displace-
ment method, generated by the direct method, are also presertted. This two methods permit simplify
the equations resolution. A metallics network space structures analysis program, realized with the dis-
placement. method, is presented.

The continuous method is a approximation method, which have base on the transformation
of the network structures to a contiruous system and vice versa. The continuous method is presented
for two and three dimensions study. and all inherents difficutty of the network structures to the conti-
nuous system transference, and vice versa, are enhanced.

Examples of structures stability analysis are presented for the two foundling methods. The

error on the continuous method is determined with the finites differences method.
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SIMBOLOGIA

Os simbolos apresentados, sdo utiizados no texto, onde ¥30 sendo definidos & rnedida que
surgem, sendo recordadas as suas definigdes quando se julgue conveniente. Alguns simbolos tém
mais do que um significado, quando isso ndo se presta a equivocos. 530 primeiramente indicados 08

simbolos definidos por letras fatinas, ¢ ufteriormente, 0s simbolos definidos por letras gregas.

A - matriz dos coeficientes da equaqdo de equifibrio

A - matriz dos coeficientes da equagdo de compatibilidade

A - secgdo da barra

a2 - nimero de barras de coligagio entre 05 nds

ay, - area de influéncia da barra 7

C - mafriz caracteristica das propriedades elasticas

¢ - coeficiente de diatagio témnica

Cjj - coeficientes .da matriz caracteristica das propriedades elasticas

B - matriz dos coeficientes da equagdo geral do método directo

F - mddulo de elasticidade

Eyy. Eyp. Egz - mbdulos de Young referentes respectivamente s direcgdes ¥, ¥, ¢ 2
F - vector das forgas activas (forgas externas )

£ - forga norrﬁal

F; - componentes do vector das forgas activas (forgas .ekternas)

Fyi - forgas do sisterna espacial referidas a um sistema cartesiano ordindrio O y1 ¥2 y;

G - mddulo de elasticidade transversal
Gz, Gy, Gy - mbdulos tangenciais para os planos paralelos 20s planos coordeniados

I - matriz identidade



X1l

{, - momento de inércia

K - submatriz diagonal da matriz B

K - componentes da matiz K

iy - comprimento da bara que une 0s nés fe m

1, - comprimenito da barra n

Myi - momentos do sisterna espacial referidos a um sisterma cartesiano ordindrio O ¥4 ¥2 ¥3
A - momento aplicado & estrutura

m - coeficiente de Poisson

N - vector (F;AC) . .

p - nimero de membro da estrutura espacial

Sy - passo geométrico de um reticulo ronodirensional

T - forga tangencial

uj - componentes do deslocamento

V - volume defirido pelo paralelepipedo especificado pelo temo dos vectores base, de um reticulo de
pontos

v; - vectores de base de um reticulo de pontos

X - vector das forgas incdgritas (forgas intemas )
Xj - comporentes do vector das for¢as incognitas { forgas internas )

X - vector deslocamento
xj - componentes do vector deslocamento

Z - vector das incognitas (x; X))

Ol - €0~ Seno director da barra g

fig - co-seno director da barra ¢

g - ©0-8eno director da barra ¢

Yyz. Yax. Yar - componentes da deformagao

A - vector das distorgbes

A€ - vector das dilatagies nas barras devido s forgas internas

A° - vector das dilatagdes nas barras devido a outras causas externas.

Al - vector das dilatagdes nas barras devido a variages de temperatura.
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Aj - componentes do vector das distorgdes

AY - compenentes do vector das diiatages nas baras devido a variagoes de temperatura
Al - diatagio na direcgdo n

£y, - deformagdo na direcedo

€y, Ey. Bz~ componentes da deformagdo

Npz.xoeoor Nypz ™ coeficientes de influéncia de primeira ordem

Nygzoeee Nayr - coeficientes de influéncia de sequnda ordem

Boyyzoooe Byzxr ~ coeficientes de Chentsoy
iz Yoy, Vyr - coeficientes de Foisson

Oy, 0p. 0z~ componentes da tenséo

'r).g., Tay. Ty - COMpOnentes da tenséo

¢ - potendial das forgas elasticas






CAPITULO 1

1 - INTRODUGAO

A estrutura metdlica espacial pode ser dfinida como um conjunto de elementos que se
caracterizam pela sua colaboragdo conjunta a resisténcia de esforgos, que podem ser aplicados em
qualquer ponto, actuando em qualquer direcqdo, e inclinados em relagdo a superficie da estiutura, de
qual.quer anqulo. Sdo deste modo, distintas das estruturas metélicas tradicionais. que se caracterizam
por todos os elementos resistirem independentemente ( tergas, travamentos, etc.) aos esforgos neles

aplicados.

11 - ANALISE DA ESTRUTURA METALICA NA CONSTRUGAO E COMSIDERAGOES DE
ORDEM ECONOMICA

A produgdo do ferro € a sua introdugdo como elemento resistente na construgdo, foi a
inovagdo mais transcendente pelas suas consequaneias imediatas, tornando-se o indidio maig impor-
‘tante de uma nova era arquitectonica.

O ferro tem desempenhado um papel importante na historia da humanidade desde que ha
aproximadamente 5000 anos, as espadas, arados e martelos de ferro vieram substituir os utensilios de
pedra e madeira. A Revolug8o Industrial, que como se sabe teve origem em Inglaterra, trouxe um no-
vo incremento na ind(istria metaldrgica, quintuplicando a produgdo de ferro nesse pais, de 1720 a
1790, ¢ veio, para além da fundigdo de canhdes, em proveito da ind(stria de fabricag8o de maquina
fia.

Além da indistria de maquinaria, também a engenharia de vias de comunicagdo e obras

publicas veio beneficiar destes progressos, constituindo um ramo independente que procurava novas




aplicagdes para o fero (tubos para abastecimento de &qua e evacuago de aguas negras. pontes,
canais, linhas ferrovidrias). As linhas ferrovidrias sdo um produto caracteristico da Era Industrial que
comeqou. Com elas desenvolveram - se a indlstria minérica e siderlrgica, bem como a indUstria em
gefal, trafico e comércio. Servem também de nexo entre a engenharia ¢ a arquitectura. De observa-
¢Jes feitas naquele tempo, apreendeu-se que para melnor trabalhar a flexdo uma pega de ferro, es-
ta devia ter um perfil muito diferente do perfil de uma viga de madeira.

Naquela época, o ferro como material ndo se acomodava as imagens basicas da arquitec-
tura implantadas nos quétro mil anos de histéria das construgdes em pedra e madeira. Ndo se estra-
nha portanto, que o ferro s6 se integrasse na arquitectura 20 ou 30 anos depois de ter conquistado
a engenharia industrial e de obras publicas (na construgo de edificios foi sempre um material de
unidio, um materia) awxdiiar). Os pilares de ferro e as vigas de ago, com secgles mais esbeltas e ven-
cendo maiores vios, transformam substancialmente a relagdo entre corpo e espago, chegando a diluir
a corporalidade da obra arquitectonica.

A disposio viga - pilar, assim como a da abébada - contraforte, ou seja, a separagdo visi-
vel entre carga e apoio, que correspondia A sintese formal da arquitectura histérica, e segundo a qual
se procurou moldar as primeiras construgdes metalicas, foi perdendo sentido nos finals do século pas-
sado, com a evolugdo das construgdes de ago.

A. Foppl foi o primeiro @ aportar as vantagens da abobada ciindrica e coritribuiu muite pa-
ra 0 desenvolvimento desta forma na construgdo. O seu livro, publicado em 1892, ha precisamerite
100 anos, descreve com detalhes um tipo de abdbada diiindrica, que tendo somente hoje um interes-
se histérico, influenciou numa grande dimenso, todos os subsequentes desenvolvimentos em sisternas
de trés dimensoes.

0 betdo pré-esforgado veio no entanto, em 1930, a ter uma enorme popularidade, que V-
rou 0$ engenheiros para o seu estudo, fazendo com que as estruturas metdlicas ficassem um pouco
equeoidas. No entanto, em varios paises, o entusiasmo pelas estruturas de betdo pré -esforgado de-
sapareceu graduaimente quando, se comegou a verfficar que esse era um meio dispendioso, principal-
mente devido ao elevado custo de elaboragdo dos moldes de trabalho, € ao elevado periodo de
fempo necessrio para finalizar a construgdo. Nesses paises voltou - se n’ovameme a optar pela

construgio metélica, estudando e desenvolvendo métodos de cdlculo ¢ execugdo destas estruturas.



Note-se que tal ndo se verificou em todos 0s paises, onde devido ao elevado prego que o ago a
atinge, as estruturas de betdo armado e pré - esforgado continuam a ser as mais utilizadas.

Motivos de diversa natureza deram nestes Utimos anos um grande impulso as estruturas
metélicas espaciais aplicadas na construgio ivil, sendo uma parte desta tematica devida a arquitec-
tura. Com o evoluir dos tempos, os arquitectos debrugaram-se sobre & necessidade de 0s edificios
serem adaptaveis e capazes de ser modificados, para corresponider as necessidades dos seus utiliza-
dores, em fungdo das suas necessidades. As suas investigagdes orieritaram-se para 05 sistemas ja
comprovados e ensaiados.

Com efeito, varios anos de experiéncias no mundo das construgdes industriais deram, aos
arquitectos, uma visio dos métodos e objectivos dos industriais. Os seus edificios sdo flexiveis, ndo
“monumentais", nem “preciosos”. A analise dos gastos para adaptar 0s edificios as necessidades evo-
lutivas, técricas, e de melhor condiglo de trabalho, enfim, as exigéncias proprias de cada operagdo
imobiliéria, criou critérios a que os arquitectos tém que responder, tais como : espago horizontal livre,
de modo a existir uma flaxibilidade de divisHo, com sistemas de paredes adaptaveis as necessidades
alturas elevadas de pé-direito para fabricas, depbsitos, recintos de espectaculos, reciritos desportivos,
etc.; utiizagdo de materiais duraveis, ensaiados € testados.

As estruturas metalicas espaciais, vieram consentir uma extrema liberdade criativa, adaptan-
do-se 4s solugBes arquitectdnicas mais diversas. O énfase que foi dado s construgdes industriais,
demonstrou que muitos dos tipos de construgdes espaciais, podem Ser construidos com unidades sirm-
ples, pré - fabricadas, em muitos dos ¢asos com dimensdes e comprimentos "stardardizados”, formando
estruturas geometricamente corectas, com um peso por metro quadrado inferior, se devidamente dese-
nhadas, em comparagdo com as estruturas apelidadas de tradicionais ou ordinarias, de duas dimen-
sGes. Tudo isto equivale a dizer que requerem menor quantidade de material, e consequeriternente um
menor custo. Advicionalmeme, a maior faclidade de transporte, e sobretudo a rapidez de montagem (&
- possivel proceder @ montagem em terra de toda a estrutura, ou parte defa), podem tornar estas es-
truturas metalicas espaciais, aftamente econdmicas, em termos de custos.

As tendéncias estéticas, preconizadas pelos arquitectos de um lado, e a optimizagdo de
precos, relativamerte a pesos e tempo de execugdo das estruturas metalicas espaciais, por parte dos

engenheiros, exigiram o desenvolimento e procura de novas formas de estruturas espaciais. O pro-



gresso e a riqueza obtida, dos conceitos tedricos e técnicos, demonstram o interesse que tém estas

estruturas no Ambito das duas disciplinas, a arquitectura ¢ a engenharia.

1.2 - ESTRUTURA E COMPOSIGAD

As estruturas espaciais apresentar uma repartigdo de esforgos mais favoravel para a esta-
bilidade e rigidez do conjunto. A diminuigo de esforgos normais e momentos flectores nas barras da
estrutura, assim como a supressdo de elementos secunddrios - tergas, travamentos, etc. - permitem
uma redugfo apreciavel do peso, em comparagdo com as estruturas tradicionais. Em caso de colapso
de um dos elementos da estrutura, o esforgo vem automaticamente repartir-se enfre os elementos
contiquos.

No volume geral de construgdes de ago, embora as pontes de ferro e ago ja ndo ocupem
hoje em dia o primeiro lugar, foi precisamente na evoluglo verificada na oons’migéo de pontes, onde
ficou mais clara a superioridade do ferro e do ago, perante os materiais tradicionais. O vencimento de
grandes vdos exigido na construgdo de pontes, contribuiu para o desenvolvimento e afirmagdo dos di-
ferentes sistemas oconstrutivos e procedimentos de célouto.

Na construgiio de pontes dos Gftimos 150 anos, reflecte - se com espedial claridade a dis-
tingdo entre arquitectura e engenharia, separagdo iniciada no século XVIIL, e que aumentou no decor-
rer do séeulo XIX. bem como @ tendéncia contréria que se manifesta ultimamente, em uma rova cola-
boragdo entre arquitecto e engenneiro.

A primeira ponte de ferro fundido foi construida em 1779, de modo a unir as margens do
Severn (fig.1.2-1), e foi fabricada em Coalbrookdale, onde ha 60 anos antes, tinha entrado em fun-
cionamento o primeiro alto - forno, utilizando como combustivel o coque ( cavdo poroso que se obtém
como residuo da destilagio da hulha na produgdo do gas-da-hulha). J. Wikinson, notavel construtor
de ferro na época, foi quem teve a ideia de construir a ponte, tendo sido © arquitecto Th. Famolls
- Pritchard o responsavel pelo projecto. A forma que foi dada a ponte, respondia mais a consideragdes
estéticas do que a outras de indole estrutural. A ponte era constituida ‘por ¢inco arcos concéntricos

com uma corda de 31 m e uma flecha de 16m. As caracteristicas pﬁmordiais das genuiras constru-



¢Ses de ferro, como sejam a pré - fabricagio em estaleiro & posterior montagem "in situ’, estdo bemn
patentes nesta ponte na medida em que, na sua construgdo os arcos foram previamenite fundidos em
duas metades no estaleiro e posteriormentte montados, tendo sido realizada a sua unido por intermé-
dio de ligagdes aparafusadas. O facto da porite sobre o Severn ainda se encontrar hioje em dia em

servico, vem demonstrar que nos arcos nervados ndo aparecem esforgos de flexdo importantes.

Fig. 12-1 Porte sobre o Sevem em Inglaterra (1719)

0 apogeu das pontes de ferro fundido termina na metade do século passado. A maioria
destas pontes conservam-se em Inglaterra, onde se encontram as mais belas pontes deste género,
consideradas verdadeiras obras arquitectonicas de relevo, tais como a ponte Craigellactie & a porite
Waterloo obre o Conway, ambas de Thomas Telford, ou ainda a ponte sobre o Tamesis com 183 m
de corda e 22m de flecha, projecto também de Telford.

Um novo tipo de pontes, as pontes de vigas cortinuas, surgiram em 1846 - 1850, através
de R. Stephenson, com a ponte Britannia sobre o estreito de Menai. Com a ponte Britannia, o ferro

fundido passou defiritivamente & segundo plano nas construgdes de pontes, ja que esta primelra



grande construgdo com elementos de fero, esqotava as caracteristicas resistentes proprias do ferro
ern elementos - resistencia & tracglo, compressdo, flexdo e rotura -, explorando as possibilidades que
0 processo de laminagdo oferece na utiizago racional do ferro forjado. A teoria daquela época ndo
podia conduzir a um caloulo exacto do estado de tensGes na estrutura, o que determinou serem
ofectuados indmeros testes em laboratdrio. Dado o insdlito da solugdo final que se baseou inicialmen-
te na ideia da ponte pénsil, construiram-se na ponte Britannia pilares mais altos, como elementos de
sequranga, prevendo a necessidade de reforcar @ estrutura com a aplicago de cabos.

Assim, na sequnda metade do séeulo XIX predominou a ponte com um sistema plano de
vigas, em que se manifesta a conexdo entre a evolugo das teorias e concepgles estaticas, com 08
avangos tecnoldgicos na indlstria siderirgica, na medida em que esta produzia perfis em dimensdes e
quantidades suficientes. A procura crescente deste tipo de obra exigia métodos de caleulo & fabrico
cada vez mais rapidos e econdmicos, surgindo assim a estatica gréfica, correspondendo a necessidade
de uma maior sequranga e exactiddo de calculo.

Uma das conceples mais arrojadas em construgdes de pontes nos finais do século XIX,
foi a ponte Maria Pia,“uma das raiores obras, projectada e construida pela casa Eiffel. Na necessida-
de de estabelecer uma ligagio ferrovidria, para 0 movimento de passageiros e mercadorias entre 0s
dois principais polos do nosso Pais ( Porto - Lisboa), foi aberto um concurso entre as principais ¢asas
construtoras de Franga. O Engenheiro Gustave Eiffel apresentou entdo o projecto de uma gigantesta
obra de ferro, cuja construgdo iria ser iniciada em § de Janeiro de 1876, e concluida em 30 de Outu-
bro do ano sequinte, entrando a0 servigo em 4 de Novernbro de 1877. E assombrosa & rapidez e
precisdo com'que foram executados &0 importantes como dificeis e delicados trabalnos naquela épo-
ca.

A ponte Maria Pia é constituida por um grande tabuleiro metélico de 354,375 m { deixaran
se duas folgas entre os tramos que constituem o tabuleiro, de modo a atender & dilatagio do fero),
formado por elegantes e sdlidas cruzetas de St. André em ferro forjado, assente sobre um sistema de
pllares em tudo idénticos ao sistema do tabuleiro, @ num enorme arco com 160m de corda e 62m
de altura desde a superficie do rio, na ocasido de maré baixa, até ao seu extradorso. O arco com
| 150m de largura, tendo como apoio fortissimos encontros de alvenaria, foi construido sem recorrer

aos andaimes, que se julgavam, se ndo impossiveis, pelo Menos quase que impraticaveis e perigosos.



Os trabalhos foram principiados simultdneamente do lado do Porto e de Vila Nova de Gaia, tendo
compreendido a primeira fase a construgo dos apoios de alvenaria, dos pilares que nasciam nos apoi-
os de avenaria, e dos tramos do tabuleiro compreendidos entre estes pilares. Terminada esta primeira
fase procedeu-se & construgdo do arco. Tendo sido facll a construgdo dos primeiros langos do arco,
as dificuldades comegaram a surgir quando se excedeu uma cena extensdo deste, fazendo com que
o centro de gravidade caisse muito fora da base. Recorrendo a0 uso de escoras & cabos de ago
prenderam a parte construida do arco & parte superior do pilar ¢ tabuleiro ja executados, que foram
convenientemente preparados para resistirern aos esforgos que resultavarn desta manobra. A constru-
¢do do arco foi avangando até se fechara parte inferior do mesmo ¢ em sequida a parte superior.
Concluido o arco, a construgio continuou com a montagem dos pilares sobre 0 arco e dos restantes
framos do tabuleiro.

Classificada de Monumento Nacional, Patriménio histérico, arfistico e sodiclogico, a Ponte
Maria Pia & hoje em dia um ex-libris da cidade do Porto & do Caminho de Ferro em Portugal (fig.

12-2).

Fig. 1.2-2 Ponte Maria Pia sobre o Rio ‘Douro em Fortugal ( 1877)



A ponte Luis 1 (fig.1.2-3) & outro dos ex-libris da Invicta Cidade do Porto. Sendo consti-
tuida por um dos maiores arcos do mundo em ferro forjado - 173m de véo -, esta ponte apresenta
ainda a particularidade de ser constituida por dois tabuleiros, um superior e outro inferior, que perfmi-
tem a ligagdo rodoviria entre as duas margens do rio Douro. Construida em ferro forjado sequndo
um projecto do Engerheiro Tedfilo Seyrig, a execugdo da obra ficou a cargo da sociedade belga
Willembroeck, com sede em Bruxelas, que iniciou a empreitada er 1882. Concluida quatro anos de-

pois, a ponte Luis I constitui uma obra de grande beleza plastica e arrojo de execugdo.
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Fig. 1.2-3 Ponte Luis 1 sobre o Rio Douro em Portugal ( 1877)

Baseada na resisténcia & tracgdo do ago, um novo tipo de pontes surgiu no séeulo XIX; a
ponte pénsil. As pontes pénseis de corentes e de cordas foram construidas ja na velha China ¢ em
algunis povos primitivos, desde K& muitos anos, tendo sido ernpregues na Europa no séaulo XVII co-
mo pontes de quera improvisadas. As primeiras pontes modernas construidas com estudos e bases
de caleulo, sequiam a teoria da catendria (curva formada pelo proprio peso de um fio flexivel suspenso
pelas suas extremidades ), e foram realizadas na América do Norte a partir de 1796 (a catenaria in-

'vertida desempenhou um papel importante na teoria de abdbadas do século XVIIL). A ponte sobre o



Merrimac no Massachusetts, com 73m de comprimento, encontra- se ainda em senvigo apds se terem
substituido as correntes por cabos de ago.

0Os progressos alcangados até hoje neste tipo de estruturas (pontes em ago ) sdo devidos
principalmente as maiores resisténcias alcangadas para 0s agos, a maior exactiddo nos métodos de
caloulo, e ao desenvolimento de novos tipos de unido, cada vez mais perfeitos. Aparecem deste mo-
do as pontes suspensas por tirantes obfiquos, ou seja pontes estaiadas, que sao por assim dizer urmna
combinagio das pontes pénseis e das pontes de vigas compostas. Estas pontes permitem utilizar
vigas quadranguiadas, extraordinariamente esbeftas, de aresta uniforme a0 longo dos tramos laterals e
do tramo principal, sendo estes suspensos em grande parte pelos cabos.

A obtengiio de métodos de unidlo mais eficazes veio implementar as estruturas tubulares de
ago na construgdo de pontes nos Ulimos anos, tirando partido das vantagens imanentes a ‘secqdo tu-
bular - boa absorgdo dos esforgos normais de compressdo e dos esforgos de torgdo diminuig3o da
presséo do vento; menor peso e conservagdo mais facll. A ponte rodoviaria sobre o fiorde Askwrd, na
Suécia, aberta' a0 trafego em 1960 (fig.1.2-4), & constituida precisamente por um gigantesco arco
com 300m de corda, formado por dois tubos de uns quatro metros de diametro, que sustém o tabu-
leiro formado por tubos esbeltos.

Se & fac estabelecer um paralelismo entre a evolugo dos processos metallrgicos € tec-
noldgicos. ¢ a evolugdo das estruturas nas pontes de ferro e ago, na construgdo de edificios esse pa
ralelismo ja n3o & tdo daro. As primeiras coberturas de fero foram muitas vezes constituidas por
construgdes mistas, ndo se podendo portanto estabelecer uma classificagdo das mesmas em constru-
¢des de ferro fundido ou ferro forjado, procedendo-se portanto a uma descrigdo de ordem funicional.
O ferro foi primeiramente utiizado em construges industriais, sendo somente mais tarde, nos finais do
séoulo XIX, utiizado na estrutura esquelética de edificios de varios pisos.

A primeira cobertura de fero foi construida em 1786 no Teatro Francés em Paris, sendo
composta por baras de ferro forjado. N3o obedecendo as leis que regem este tipo de armadura, nem
tendo sido calculada estaticamente, do seu dimensionamento resuttou uma estrutura que 6 transmitia
forgas verticais aos apoios, & que senvia de elemento de rigidez transversal, permiitindo - lhe assim
apoiar-se sobre paredes de fecho extraordinariamente estreitas. A armadura ficava oculta por uma

placa de azulejos suspensa na mesma. Este tipo de estrutura nasceu da necessidade de prevenir os
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incéndios, frequentes nos teatros, que armuinavam as coberturas. Assim sendo, este tipo de cober-tura

foi adoptado durante alguns anos na construgdo de varios teatros.

Fig. 1.2-4 Ponte Tjomn sobre o fiorde Askwrd na Suécia (1960 )

Na construgdo de coberturas comeqou-se mais tarde que na construgdo de pontes, a
aplicar o ferro fundido, podendo-se assinalar como referencia o ano de 1801 para a primeira cons-
trugdo, que foi realizada em Inglaterra, mais concretamente na "Hilanderia” de Manchester. As primei
ras coberturas de ferro fundido foram realizadas da mesma forma que as pontes do mesmo materidl,
variando sequndo o comprimento do vdo a que eram destinadas a cobrir, e sendo constituidas por

uma pega ou por varios painéis, segundo o sistema das abébadas de pedra.
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A clpula, usada desde ha muitos anos, pode ser considerada na arquitectura como a for-
ma mais antiga da estrutura espacial. Encerrando a malor quantidade de espago cor @ menor Super-
ficie exterior, a cdpula proporciona uma das mais eficientes formas que permitem cobrir a raior area,
da forma mais econdrica. Tendo sido inicialmente, na antiguidade, construidas emi pedra, na idade
média a madeira passou a ser o principal material para a construgdo das mesmas, existindo ainda
actualmente algumas cpulas em madeira construidas nessa época.

Em 1811 o femo foi utiizado pela primeira vez na construgdo de uma clpula pelos projec-
tistas Bellangé e Brunet { arquitecto e engenheiro respectivamente ). na "Halle aux Blés" em Paris. A
estrutura da cpula baseava-se nos sistemas de construgdo da clpula de madeira construida em
1773 e que havia sido destruida por um incéndio em 180Z. Esta obra foi admirada por todos os corrl
temboréneos, pois deve ter resuitado numa obra grandiosa, a composigdo formada pela severa arqui-
tectura classicista da base, e a malha da clpula de 40m de diémetro, distinta de toda & arquitectura
da época. A superficie da clpula é fraccionada em pequenas dreas de cristal, em sectores abertos e
fechados, sendo a clpula formada por arcos meridianos e anéis pardlelos de ferro fundido.

Representando uma nova concepgdo de massa e espago, as clpulas de ferro € vidro fo-
ram possivelmente a inovagdo mais destacada e principal, na arquitectura da nascente Era Industrial.
Foram construidos muitos tipos de clpulas, sendo muitos desses tipos reamente vigorantes. Ho entarr
to, as primeiras clipulas de femo sdo aquelas que ainda hoje em dia s@0 mais populares, e definem-
-se como ¢{ipulas formadas por um ndmero de curvas radiais pré - fabricadas, engradadas e ligadas a
um anel de compressdo no cenfro, e a um anel de tracgfo ro perimetro, assentes sobre urma parede
resistente redonda. Em clpulas pequenas omite-se o anel central.

As primeiras c{pulas eram de configuragdo hemisférica, tendo mais tarde diminuido a razao
entre a altura e a abertura do arco, 0 que veio a infroduzir forgas horizontals nas cipulas, que por
vezes excediam a capacidade dos anéis de ligagdo. S0 conhecidos varios casos de clpulas dessa
configuragdo, em que o colapso da estrutura se deu mesmo ainda durante a sua construgdo. Tal
facto induziu varios engenheiros a realizar analises mais detalhadas das ligagbes das clpulas.

Verificando as vantagens das estruturas espaciais, como a das cpulas, engenheiros fran-
ceses e alemaes d‘ebrugaram 0s seus estudos sobre esta forma de construgdo, obtendo-se nessa

época um rapido deservolimerto de varias formas de clipulas em ferro. As galerias e passagens
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cobertas por estas estruturas proliferaram na Europa no século XIX, tendo assim sido criados espagos
sugestivos para os urbanistas, que vieram a materializar um atractivo momento da vida cosmopolita
das grandes cidades. Exemplos mais expressivos 530 a Galeria Pommeraye em Nantes, a Galeria
Saint Hubert em Bruxeiés e a Galeria Vittorio Emmanuele em MilZo, sendo esta Ultima, a maior delas,
tendo sido construida nos anos 60 do séeulo XIX.

Outras formas surgiram, tal como a da cobertura de ferro fundido, com 16 m de vdo, da
piscina de Dianabad em Viena. Construida em 1842 por K. v. Etzel, a cobertura era formada por
asnas com um banzo inferior semicircular, constituide por um perfil em I, e com um banzo superior
adaptado a forma da cobertura, constituido por um perfil em T. Os dois banzos eram unidos por

elemeritos circulares (fig.12-58).
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Fig. 1.2-5 Piscina Dianabad em Viena (1842)

Existe no entanto outra linha evolutiva que parte da Galeria d' Orleans, passa pelos
hibernaculos e Palacios de Cristal, € que conduz as salas de exposigdes parisienses, atravessando

todo o século XIX.
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O primeiro hibernaculo de ferro e vidro foi construido no Jardim Boténico de Paris. Constitui-
do por um edificio com um volume de 9000 cm3, foi a primeira construgdo realizada totalmente em fer-
ro @ ago. Em 1851 foi construida uma monumental obra para a Exposi¢do Internacional da Industria
em Londres. Projectada por Sir Joseph Paxton, a obra ocupava cerca de 74.000 m? de superficie em
planta ( quatro vezes a Igreja de San Pedro em Roma). e foi construida num prazo recorde de seis
meses. Tal s6 foi possivel devido a se ter utiizado elementos construtivos “standard” e ern série, nu-
ma construgo em fero e vidro, e a se fer realizado um planeamento racional dos processos dé fabri-
cagdo, transporte e montagem. Apelidado de Palacio de Cristal, este & 0 primeiro exemplo histérico de
uma pré -fabricagdo em grande escala (fig.1.2-6 e fig.1.2-7).

Era o principio do vasto espago unitario, que seria considerado como a marca distinta da
maioria dos engerheiros do século XIX. Estas grandes estruturas testemunhavam os triunfos da nova
ldade Industrial, e do génio dos seus criadores. Enquanto os engenheiros se esforgavam por encon-
trar uma certa imagem de perfeigdo, 0s arquitectos estavam absorvidos pelas questdes de estilo, €

criicavam & obra dos engenheiros pela sua falta de integridade. Raskin negava-se & ver no Palacio
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Fig. 1.2 - 6 Paladio de Cristal em Londres (1851 ) - montagem da estrutura de ferro
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Fig. 1.2 - 7 Palacio de Cristal em Londres (1851) - panorama do interior

de Cristal de Paxton um objecto possuidor de valor moral. Ho entanto para Le Corbusier e a sua ge-
ragdo, o Palacio de Cristal era um exemplo maravilhoso de expressdo modema, de simbolismo tecrio-
lbgico, de rigor conceptual, de plano funcional e de sobriedade omamental. Quando o edificio se in-
cendiou em 1936, Le Corbusier escreveu na "Architectural Review" o seguinte : " Com o Palacio de
Cristal desaparece, ndo s6 uma curiosidade, como um dos maiores monumentos da arquitectura do
século vinte, um monumento que permitiu a arquitectura do mundo modermo ... O Paladio de Cristal

era o (itimo testemunho de uma época de fé& e audacia” (ﬁg. 12-8 ¢ fig.12-9).

Fig. 1.2-8 Palacio de Cristal em Londres (1851 ), visto do exterior
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Fig. 1.2-9 Palacio de Cristal em Londres (1851) - panorama do interior

A cidade do Porto, no nosso pais, também teve o seu Palacio de Cristal. Local frequentado
no infcio por uma elite selectiva, 0 Paladio de Cristal agrupava salGes, um museu, uma galeria de ex-
posicOes, trés restaurantes, cozinhas, um gindsio, etc. bem como um teatro que recebia o que havia
de melhor no mundo, em termos de espectaculos naquela época, nomeadamente as melnores compa-
nhias de 6pera italianas. N3o sendo um edificio com a erorme grandeza do Palacio de Cristal de Pax-

ton, nem sendo um edificio totalmente realizado em ferro e vidro, o Palacio de Cristal do Porto era no
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entanto um imponente edificio construido em pedra, ferro e vidro, constituindo um dos mais belos edi-

ficios da cidade do Porto daquela época (fig.1.2-10).

Fig. 1.2-10 Palacio de Cristal do Porto ( 1865)

Originalmente desenhado por Dillen Jones, o edificio de pedra, fero e vidro, viria a sofrer
profundas alteragies ao longo dos seus 86 anos de vida. Iniciada a sua construgdo em 1862, e ter-
minada em 1865, o Palacio de Cristal tinha uma forma rectangular, da qual se sobressaiam 0s volu-
mes curvos e tubulares das coberturas das trés naves. Estas coberturas eram constituidas por uma
estrutura metdlica (fig. 1.2-11 e fig. 1.2-12), lembrando uma imensa abobada de bergo das antigas
catedrais romaricas, coberta a chapa ondulada e zincada, tendo ao centro e a todo o comprimento
um lanternim corrido, coberto de cristais. Constituindo, como ja foi dito, um belo e irmponente edificio,
o Palacio de Cristal viria no entanto a ser demolido em 1951, depois de ocorrer o abandono, a fina

e os efeitos de um ciclone.
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Fig. 1.2-11 Interior de uma das naves Fig. 1.2-12 Interior da nave central do Palacio de

laterais do Palacio de Cristal do Porto Cristal do Porto

A evolugo dos grandes pavilides de exposigdo aleangou a apoteose com o Palacio das
Maquinas da Exposigdo Internacional de Paris, no ano de 1889. Situado junto a Torre Eiffel, o Palacio
das Maquinas era um gigantesco pavihdo com 115m de larqura, 45m de altura e 420 m de compri-
mento longitudinal. Projectada pelo Engenheiro Contamin, cada armadura da cobertura estava formada
por dois segmentos que confiuiam num ponto, tendo a parte baixa deste uma grande curvatura que
se convertia numa curva ligeira, quase uma recta, na sua parte média. O facto dos arcos nao se &
poiarem em colunas ou pilares, mas chegarem directamente ao solo, e a base dos mesros ser cons
tituida por um apoio pontual ( fig. 1.2-13), formava a maior novidade na construgdo de estruturas me-
télicas daquela época. O vértice onde convergiam 0s segmentos que formavam o arco, estava também
concebido como uma articulagio. Se o arco de trés articulagles, isostético, ndo constituia uma novida-
de na medida em que ja tinha sido utiizado, em 1865 por J. W. Schwedler, na construgdo de uma
nave industrial em Bochum, o mérito que foi atribuido a Contamin deveu-se do facto deste ter explo-
rado a0 méximo todas as possibiidades técnicas e de concepglo estrutural. Na histéria das constru-
¢Ses metdlicas, o Palacio das Maquinas marcou também a transigdo do ferro forjado para o ago fun-

dido, a0 utiizar o ago fundido nos elementos que compde 0s arcos.
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Fig. 1.2-13 Palacio das Maquinas em Paris (1889 )

No mesmo ano, e também para a Exposi¢do Internacional de Paris, foi construida a Torre
Eiffel, projectada pelo Engenheiro Alexandre Gustave Eiffel. Com um proposito omamental a Torre Eif-
fel foi contestada por muitos intelectuais da &poca que a consideravam algo de monstruoso. O facto
é que a Torre Eiffel com 300 m de altura, um peso de 7300 ton. e ocupando uma base quadrada de
32 mZ, ndo deixa no entanto ninguém indiferente, sendo até considerada por alguns arquitectos cormno
uma obra que pds em pratica um novo principio no pensamerito arquitectonico : a funcionalidade. A
Torre Eiffel rapidamente se tomnou numa das maiores atracgdes turisticas de Paris. Tendo sido ja uma
das primeiras estagSes de trancmissdo radiofonica, a Torre Eiffel tem vindo @o longo dos Ultimos anos
a sofrer varias transformagdes consideradas como valorativas, de modo a methor se integrar na filoso-
fia Parisiense. Sendo a Torre Eiffel algo Unico e curioso, sd0 no entanto as grandes pontes sobre a
garganta do Garabit e sobre o rio Douro, as estruturas de Gustave Eiffel consideradas com maior

forga expressiva.
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A evolugBo que nos finais do século se observaya na construgdo de grandes naves, trazia
um cambio em toda a concepqdo arquitectdnica e uma transigdo a0s novos elementos construivos.
Das obras realizadas ro século passado com estruturas de ferro. 08 mercados & estagdes ferroviarias
foram obras erh que a aplicagio deste tipo de estrutura se tornava evidente, tendo assim sido delxa-
do 0 desenho destas obras para os engenheiros. Estes tipos de edificios, de que ainda hoje se con-
servam alquns, demonstram o importante papel desempenhado pelas estruturas de ferro, como marco
funcional da vida cosmopolita das grandes cidades. Nas coberturas de mercados, geralmerite de pe-
quenos vdos, utiizavam-se asnas trianqulares, derivadas das estruturas de madeira, que se tornaram
as preferidas mesmo para cobrir estagdes e pavihdes industriais.

0 crescente trafego fermoviério trouxe no entanto novas exigéncias. Era necessario oonstruir'
pav'ilhaes com vios e alturas maiores. A abdbada desenvolvida segundo um eixo longitudinal, rapida-
mente foi adoptada para responder &s exigénoias das estagbes feroviarias, na medida em que, na
quela época, ndo se conseguia ultrapassar oS 20m de vao com estruturas trianguladas de fero forja-
do. Ha quem considere que em pleno séoulo XIX. as naves das estagdes ferovidrias eram dos pour
cos temas em que se justificava a utiizagdo deste tipo de abdbada. As maiores dificuldades técnicas
verificaram - se, alias como em todas as estruturas abobadadas, na absorgdo das cargas horizontais,
cuja magnitude exacta se desconnecia, assim como se ignorava a distribuigdo de esforgos nas arma-
duras. Nas grandes naves de exposigbes o problema foi facimente solucionado com a construgdo de
naves laterais, que desempenhavam o mesmo papel das naves laterais das basilicas. Nas estagdes
ferrovidrias, a rnaneira entdo encontrada para resolver este problema das forgas horizoritals foi & de
utiizar cabos esticados no sistema, tendo sido estes aplicados das mais diversas formas.

O maior vdo foi alcangado na estagdo de S. Pancracio em Londres no ano de 1866. Com
73m de vio, as forgas horizontais dos arcos desta cobertura foram contrariadas mediante a utiizagdo
de firantes colocados por debaixo das vias. O tragado dos arcos cnega até ao chdo, sendo parecido
q0s utiizados no Palacio das Maquinas, mas com uma curvatura muito menor. Os elevados custos
das naves arqueadas de grandes vdos, bem como & sua dificil e dispendiosa manutengo, vieram a
reduzir 05 v8os para os 40m, e mais frequentemente para os 20m. Das naves de tipo médio, so-
mente duas (Metz e Leipzig) eram corictituidas por elementos triangulados, sendo todas as outras

constituidas por elemertos de alma cheia. Passava-se assim gradualmente do arco pard 0 pértico; a
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parte superior passa de curva a recta, a curvatura da esquina do pértico & efiminada, primeiramente
na sua parte exterior e posteriormente na sua parte interior. As linhas rectas das estruturas porticadas
foram favorecidas pelas soldaduras.

As construgdes industriaie (armazéns e uridades fabris) s30 o campo mais importante das
estruturas de ago, onde se cobra com especial destaque as vantagens especificas das estruturas de
ago - cobrir grandes areas com um minimo de peso, minima perda de superficie livre, e adaptagdo fa-
voravel a0s processos produtivos. Podem citar-se como exemplo as fabricas siderdrgicas, fabricas de
laminago, fundigdes, centrais de energia eléctrica, fabricas de maquinaria e automdveis, etc. .

Através de uma selecgdo e comhinagdo dos elementos construtivos (vigas trianguladas ou
de alma cheia, etc.) e dos sistemas estaticos (vigas de um ou mais tramos apoiadas em pilares estr
rados ou articulados, ou porticos ) & possivel : transmitir em varias direcqbes as cargas da cobertura, o
peso proprio da estrutura e as forgas verticais e horizontais das vias de gruas-ponite e outros siste-
mas anlogos; colocar pilares, no interior da nave ou no perimetro da mesma. mais ou menos distan-
ciados entre si; criar, por assim dizer, todas as comunicagdes necessarias. A evolugdo decorrerte ngs-
tes Uitimos anos nas construgbes metalicas, fez com que estas impressionem ndo tanto pelo progres-
sivo aumento do vdo coberto e maiores esbeltezas conseguidas, mas também pelas solugdes cada
vez mais originais. Tomna-se dificil estabelecer uma classificago sistematica e exaustiva de todas as
possibilidades e combjnaqﬁes dos diferentes tipos estruturais e construtivos, de modo que somente
alguns dos modelos existentes 5o aqui referenciados, ndo querendo no entanto desprestigiar aqueles
que 30 onitidos.

Da grande variedade de possiveis tipos estruturais, existem no entanto alguns que s&o mais
populares que outros, e que sdo usados com maior frequéncia pelos projectistas. As estruturas de
duas dimensdes, como as asnas, bem como as grelhas tridimensionais pertencem a essa categoria.
As grelhas tridimensionais tém sido usadas recentemente em varios paises devido a sua resisténcia e
eficacia extraordinria as cargas ndo simétricas.

O arqumento mais decisivo em favor da utiizagio do ago, na construgéo de né\/es industri-
als, & a quase ilimitada possibiidade de adaptagdo da construgdo metdlica &s modificagbes necessa-
ﬁas para a inovagdo do sistema produtivo ou do equipamento téonico. Podera-se dizer que com

outros sistemas construtivos também se pode alargaruma nave a posterior. No entanto amplificar urna
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construgio em largura ou em aftura ufiizando o material pré - existente, cobrir com uma cobertura nova
uma estrutura ja existente, introduzir ulteriormente gruas ou outros sistemas de transporte, etc., tudo
iss0 s6 & possivel realizar com estruturas metdlicas.

Menos numerosas mas com mais interesse para a opinido pblica, & com mais possibilida-
des de composigdo, s30 as naves destinadas A cobertura de pavihdes desportivos, de espectaculos
ou salas de congressos. A Dortmunder Westfalenhalle, construida no periodo de 1950 a 1952, tem
uma planta efiptica de 118x98m e esta coberta com uma abdbada de pequena curvatura, quase
eliptica. Os arcos de meridianos de alma cheia aumentam consideravelmente de angulo a0 se apro-
ximar dos apoios, e arancam da tribuna de 2 pisos. A tribuna com o seu periil curvo, armeniza muito
bem com a extraordinaria abdbada. Os elementos de alma cheia tem um prolongamento em consola |
perfo das articulagdes, que permite ancorar estes com barras de tracgBo. As forgas nesta estrutura

s30 fransmitidas fundamentaimente através de uma série de arcos radiais (fig.12-14).
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Fig. 1.2-14 Dortmund Westfalenhalle (1951)



22

A Sala de Exposigdes construida em 1950, pelo Engenheiro F. Lederer, na cidade de
Briinn, & composta por uma cdpula laminar tridimensional, constituindo um segmento esférico com um
diametro inferior de 93.5me uma flecha de 18m, a cobrir uma base maciga de trés pisos. A clpula
& consfituida por uma trama trianqular de tubos de ago. As dificuldades surgidas na adaptagdo geo-
métrica, e nas unibes, foram solucionadas com os tubos paralelos e diagonais colocados em planos
distintos, sendo estes (itimos constituidos por dois perfis, sendo um mais largo que o oufro, como 0s
telescopios. que foram provisoriamente aparafusados nos nds e posteriormente soldados apds o ajuste
exacto das pegas.

O sistema Mero, muito conhecido na Alemarha, & um bom exemnplo de tentar juntar a pré-
-fabricagdo de elementos normalizados com a eficiéncia das malhas espaciais. O sistema Mero consis-
te na utilizagdo de tubos com trés comprimenitos diferentes que s&o enroscados entre si com & ajuda
de nds especiais, a que se podem acoplar barras até ao nimero maimo de dezoito, de modo a for-
mar uma trama com forma de placa, que se apoia em pontos do perimetro ou em pontos interiores, &
que devido a0 pequeno peso proprio que tém, permitem a cobertura de grandes areas. O vestibulo do
Paviho de Salzgitter na feira de Hanover & um exemplo da aplicagdo deste sistema, onde uma super-
ficie de uns 7x7m estd coberta por uma armagdo tridimensional de barras Mero, com nés cromados
(fig.1.2-15). Sobre cada quadrado da reficula ( aproximadamerte de 1x1m) esta colocada urma

pirdmide de cristal armado (fig.1.2-16).

Fig. 1.2-15 Cobertura do vestibulo do Pavilho de Salzgitter
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Fig. 1.2-16 Desenho de parte da planta e da secedo vertical da cobertura do Pavihdo de

Salzgitter, bem como pormenores da mesma

Com 05 elementos construtivos Mero podem-se construir também armaduras & porticos
espaciais, sendo a sala de exposigdes na Républica Federal Alemd em Kartem (Sud3o ) um exernplo
disso. Além do mais, 0s elementos construtivos Mero permitem facimente a sua utiizagdo noutro local.

Nos Estados Unidos, deserwvolveu-se um sistema muito similar a0 de Mero, com barras de
perfil em U ( "Unistrut*). O grandioso projecto para o "Convention Hal" em Chicago (1953), de Mies
van der Rohe, baseava-se numa estrutura espacial parecida. O projecto de Mies consistia numa sala

quadrada com 200m de lado destinada a vérias utilizagdes - exposicdes, manifestagbes desportivas,
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congressos, etc. - , oferecendo 50.000 lugares sentados, e em que a cobertura se apoiaria em sels

pilares de cada lado do quadrado (fig.12-17).

N
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Fig.1.2-17 "Convention Hall" - Chicago {1953 -, projectada por Mies van der Rohe

Outro sistema similar de construgdo modular em ago é o sistema "Unibat”. Este sisterna ex-
plora as propriedades geométricas de uma unido particular de piramides, de base quadrada ou poligo-
nal. As pirmides "Unibat" apontam em seu favor o facto de serem leves, empihaveis, tormando o seu
transporte econémico, ¢ faciitando o seu stock e trabalho em obra. Este sistema permite a constru-
¢0 de estruturas de grande porte. As suas ligagies fazem-se no estaleiro por aperto de parafusos,
permitindo a leveza e a rigidez da estrutura que a montagem desta se faga no solo e sb posterior-

mente seja levantada e colocada no seu lugar final (fig. 1.2-18 e fig. 1.2-19).

Fig. 1.2-18 Sistema “Unibat": a) Desenho com o esquem'a do sistema

b) Montagem de uma estrutura pequena, tipo “Unibat"
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Fig, 1.2-18 Mortagemn de uma estrutura grande, tipo "Unibat"

Ainda no campo das estruturas espaciais com mddulos formados por uma pirémide de base
quadrada, a estrutura tipo "GeoSpace" permite ir de pequenos modulos até grandes vdos, com inter-
colinio de até 60m. Os elementos que constituem este sistema de estrutura sdo tubos de aluminio
na liga ASTM 6351 -T6, e elementos monoliticos nos nds, produzidos a partir de perfis de aluminio na
liga ASTM 6351 -T6 ou ago SAE 1040. galvanizados a fogo e pintados com resina EPOXI em cores.
As ligagies sHo efectuadas com parafusos, porcas e aruelas de pressdo galvanizadas a fogo em ago
1020 /1040 .

O perfil em tubo, devido ao seu melhor odmportamento a0s esforgos de compressdo, a sua
melhor rigidez & torgHo e faciidade de protecgdo contra a corrosdo, em comparagdo aos restantes
perfis - L, 1, U -, adapta-se muito &s construgdes espaciais, permitindo também uma certa redug&o

do peso proprio da estrutura.
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Na Feira de Hanover, para satisfazer todas as necessidades dos locais de exposi¢des e ter
as instalagbes auxiliares correspondentes, foi construido o Pavihdo Mannesmann que deveria, para

além disso, ser uma demonstragdo das aplicagdes das estruturas de tubo de ago (fig.1.2- 20).

Fig. 1.2-20 Pavihdo Mannesmann na Feira de Hanover

Este Pavihdo cobre uma superficie de 1960 mZ, e a sua estrutura & composta por semi-
asnas radiais, formadas -& base de tubos soldados, assentes em apoios obfiquos no perimetro que
delimita a cobertura (fig.1.2-21). Os extremos dos apoios obliquos diminuem, e apoiam-se em
airtioulag6es de bola. Apesar da carga que actua sobre eles, estes apoios podem girar sobre si mes-

mos (fig.1.2-22).



27

. N N

R

\ - -
.'i' Il'k‘ '_' i .A-'_‘.“A“u'. o ,A\“’J

u‘. 3

,. 5
I

Fig. 12-21 Paviihdo Mannesmann na Feira de Hanover

Os banzos inferiores das asnas chegam ao centro do local, enquanto os banzos superiores
530 unidos a uma viga anelar de 10m de didmetro. A altura m&dma é de 1280m e a altura no ber-
ral & de 9.50m . Ho banzo superior foram empregues tubos de 159 mm de didmetro, € no banzo infe-

fior tubos de 108 mm de didmetro. Os dois banzos estdo ligados por diagonais de 83mm . O didmetro

dos apoios & de 171 mm.

Fig. 1.2-22 Pavihdo Mannesmann: a) Apoios obliquos no perimetro da cobertura

b) Pormenor das értioulagﬁes de bola
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A Aula Magna da E. T. S. de Stuttgart, & um bom exemplo da utiizagdo das estruturas
em ago pré - fabricadas. Devido & necessidade de construir um complexo pré -fabricado que se possa
desmontar para tomar a montar noutro local, e assim voltar-the a dar nova utiizagdo, criou-se para

esta instituigio, um edificio construido com uma estrutura metélica tubular (fig. 1.2-23).

Fig. 1.2-23 Aula Magna da E. T. 5. de Stuttgart

Composta de tetraedos e semioctaedros sobre um reticulo de 2.5m de modulo, esta estru-
tura da Aula Magna da E.T. S. cobre uma superficie e de 225x33m e 225x20m, respectiva-
mente. As placas utiizadas na cobertura assentam em tergas em U, aparafusadas nos nés da estru-

tura tubular (fig.1.2-24).

Fig. 1.2-24 Aula Magna da E. T. S.: a) Fase de montagem; b) Preparagdo das barras

para a montagem ; (continua na pagina seguinte)
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Fig. 1.2-24 Aula Magna da E. T. S. (continuagdo ) : ¢) Pormenor de ligagdo das’ placas de

cobertura

Construido dentro da mesma filosofia de ser uma solug3o apropriada para se utiizar de no-
vo numa outra exposio, o complexo que reunia o sector “Industria y Manufacturas" da Feira Suiga
Expo 1964, era constituido por estruturas triangulares, formadas por elementos tubulares, atingindo as

armaduras comprimentos de 20 a 60m (fig. 1.2-25).

Fig. 1.2-25 Construgo de ago visivel do interior do sector "Industria y Manufacturas”, na

Feira Sui¢a Expo 1964
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A tabrica de maquinaria de Friedrich Deckel, em Murique, & um edificio que se enquadra
no tipo de ampliages de fabricas sobre elementos pré - existentes. Devido & necessidade de criar urn
espago (itil coberto de grande flexibiidade funcional, construiu-se uma grande nave de 60m, livie de
pilares, com uma cobertura constituida por uma armadura espacial de tubos de ago. A nave foi cons-

truida sobre um edificio de betfo armado, que agrupa os armazéns de material (fig. 1.2-26).
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Fig. 1.2-26 Desenho de uma parte da planta do piso inferior e de um corte transversal a
escala 17500, bem como um corte longitudinal, um corte transversal ¢ a plan-

ta da cobertura a escala 1/1000, da fabrica de maquinaria Friedrich Deckel

A cobertura da nave & formada por grandes vigas espaciais, com 5m de distancia entre os

0§ Seus eixos, que transmitem as cargas da cobertura a umas vigas longitudinais triangutadas, ou de
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alma cheia, permitindo diminuir o nimero de pilares, havendo assim um apoio em cada 20m . O barn-

z0 superior das vigas trianguladas longitudinais sobressai por ¢ima da cobertura (fig.1.2-27).

Fig. 1.2-27 Cobertura da fabrica de maquinaria Friedrich Deckel

A armagfio de ago da cobertura foi atribuida uma fiecha de arco de 3m, para que o espa-
¢0 que ela configura ndo desse a sensagdo de abatimento sob o peso ou carga, bem como para ga-

rantic um bom escoamento das aguas pluviais e satisfazer motivos arquitectdnicos (fig.1.2-28).

Fig. 1.2-28 Interior da nave de 60m de vdo, da fébrica de maquinaria de Friedrich Deckel
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Para terminar esta apresentagdo de estruturas metdlicas e sua composiao faz - se referén-

cia a duas grandes obras modernas, realizadas na sua maior parte por uma estrutura espacial de ago

revestida em vidro.

A primeira dessas grandes obras é acatedral de Garden Grove, na Califdrnia, que é apel-
dada de Catedral de Cristal. E uma enorme nave (maior que a de Hotre- Dame de Paris ) inteiramen-

te construida em ago e vidro, sobre um plano em losango (fig.1.2-29).

12 Piso 28 Piso

Fig. 1.2-29 Desenho de um corte transversal e das plamés da Catedral de Cristal
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A escolha dos materiais e a forma do plano responde a vontade de uma comunidade reli
giosa, bem como a0 contexto de sitio ( sublirbios de Los Angeles).a que os arquitectos Philip John-
son e John Burgee quiseram ter em conta. A luminosidade que penetra dificimente através do vidro
colorido @ as estruturas espacials triangulares, ddo ao conjunto uma imponéncia enorme, criando um
ambiente sublime, propicio a0 recolimento ¢ reflexdo espiritual ( fig.1.2-30 e fig. 12-31). Esta obra
fustra bem as inimeras construgSes, para as mais diversas actividades, que com as estruturas de ago
& possivel realizar, consequindo tirar destas o melhor enquadramento e funcionalidade para 0s

objectivos a que estas sdo destinadas.

Fig. 1.2-30 Exterior da Catedral de Cristal, de Garden Grove, na Califérnia
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A sequnda obra, que falta referir, & o Palacio de Cristal em Nova lorque. Projectado por

Fig. 1.2-31 Interior da Catedral de Cristal, de Garden Grove, na California

James Ingo Freed, este edificio ocupa uma superficie de 45.000m?, que engloba galerias de exposk-

¢3o

po-

e

, salas de conferéncia e de reunides, escritorios da direcgdo e da administragdo, cafés, ete

dendo acolher cerca de 85.000 pessoas (fig.1.2-32).

wo v

=t

e

Fig. 1.2-32 Palacio de Cristal em Nova lorque
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Tendo- se inspirado nas construgdes de ferro e vidro do séeulo XIX, realizadas na Europa,
principaimente na do célebre Palacio de Cristal de Paxton ja referenciado, James Ingo Freed projectou
para Manhattan este gigantesco palacio, onde a transparéneia e a sofisticagdo do sistema de circula-

¢do sdo as suas caracteristicas dominantes.
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Fig. 12-33 Interior do Palacio de Cristal em Nova lorque
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Na construgdo do Palacio de Cristal foi utiizado o sistema “P. G. Stuctures Inc.". Compor-
tando a estrutura modulos de 3m, esta por sua vez, & suportada por colunas tubulares de ago com
uma forma que faz lembrar tagas de champanhe (fig.1.2-33).

Um enorme hall central, com 30 m de altura, constitui a entrada para uma série de comredo-
res de cirulagdo, organizados de tal maneira que origina um microcosmo de ruas da cidade. As faces
vidradas, quadriculadas pela estrutura metalica, e unidas a esta (fig. 1.2-34), refletem os edificios a0
redor e 0 céu, de Manhattan, dando uma enorme beleza e qualidade & forma monumental da

construgao (fig. 1.2-35 e fig.1.2-36).

Fig. 1.2-34 Desenho do pormenor de ligagdo dos painéis de vidro a estrutura
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Fig. 1.2-36 Palacio de Cristal em Nova lorque

1.3 - METODOLOGIA

0 desenvolvimento da concepgo de estruturas metélicas @o longo dos anos, fez com que
as configuragdes das estruturas metalicas espaciais sejam cada vez mais uma matéria actual. A facil-
dade demonstrada em cobrir grandes &reas. objecto de que se concentrara este estudo, com leveza,
com possiviidade de pré - fabricagdo, standardizagdo, e simplicidade de trabalho em oficina e estaleiro,
permitindo a criagdo de “stocks", rapidez no transporte e montagem, conjuntamente com a economia
de mao de obra e a elevada resicténcia a rotura, fazem com que as estruturas metdlicas espaciais
permitam resolver com elegancia, rapidez € economia, um, grande nimero de problemas arquitectoni-
€08,

A cdrréota definicdo de uma estrutura espacial estd dependente de uma visdo bem clara

da sua forma, dos esforgos em jogo, do equibrio que nela se gera, e do grau de ligagdo desta aos
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apoios. Nesta perspectiva o problema das estruturas espaciais comega na sua definigdo geométrica.
Nio & possivel individualizar uma s6 geometria para este ou aquele caso. As estruturas espaciais €30
de um modo geral superficies de revolugdo cifindrica, parabdlica, hiperbdlica, e suas derivagdes, enlaga-
das por uma trianqulagdo espacial de baras dispostas adequadamente. Tendo em conta a sua forma
- e maneira de resistir as forgas extemas, as estruturas espaciais usadas em coberturas podem - se
classificar em coberturas planas, coberturas cilindricas, clpulas, coberturas ténseis.

As coberturas planas definem-se como sistemas planos de vigas, em que as cargas que
as solicitam sdo perpendiculares ao plano médio, caracterizando - se pela reparticdo dos esforgos em
duas ou mais direc¢les, podendo estes sistemas ser bidireccionais, tridireccionais, ete., conforme o nik
mero de direcgdes em que se orientam as vigas em planta. Refere -se como exemplo de sistemas bi-
direccionais, 0s sistemas rectanqulares (fig.1.3-1) onde as barras sdo paralelas e cruzam a 909, e
0s sistemas diagonais, ou seja, quando as barras sdo dispostas obliquamente em relago a linha dos

apoios {fig.1.3-2).

|
¥ 1 —

Fig. 1.3-1 Fig. 1.3-2

De estudos efectuados a estes dois sistemas condluiu-se que o sistema diagonal & mais
rigido e favoravel devido & orientagdo das baras coincidirem com as trajectérias das tensdes principais,
de uma placa isotrdpica rectangular solicitada uniformemente.

Na cobertura de grandes areas normalmente empregam-se sistemas tridireccionais forma-

dos por barras que se cruzam a 609, em trés direcgdes (fig. 1.3-3).
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Fig. 13-3

Os sistemas planos tridireccionals em comparagdo com os sisternas planos bidireccionais

sB0 mais rigidos, sendo também mais pequenos os valores madmos dos momentos flectores.

" Estes sistemas planos permitem realizar coberturas para uma planta com qualquer forma
( quadrada, rectanqular, circular, ete.). Na sua construgio podem ser empregues vigas de alma cheia
(raramente aplicadas em grandes coberturas ), ou vigas trianguladas. Na construgdo das estruturas
planas & ainda empregue um sistema de reunido espacial de unidades poliedrais, onde as formas
mais utiizadas so as derivadas do sistema cdbico, tais como, tetraedros, octaedros piramidals, torsos
de meio octaedro, prismas clbicos, prismas trianqulares, ete., fazendo-se a representagdo de alguns

destes poliedros na figura 1.3-4.

a) b) 0) d)

Fig 1.3-4 ) prisma cilbico ; b) prisma triangular ; ¢) octaedro ; d) torso de meio

octaedro ; (continua na pagina seguinte)
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Fig 13-4 {continuagdo). e) tetraedro ; ) “anti- sphenoid" ; g) meio octaedro clbico ;

h) meio octaedro clbico

O prisma clbico e o prisma trianqular representados na figura 1.3-4 apresentam barras
diagonais, em quatro das suas faces no caso do prisma clibico, e em trés das suas faces no ¢aso
do prisma triangular. Este acréscimo de barras & necessario ser reafizado, pois como & evidente, s
assim & que estas formas se tornam estavels. Fofmas tais como o octaedro piramidal e o tetraedro
c%o constituidas elas mesmo de unidades estaveis, ndo se verificando assim a necessidade de
introdugdo de barras estabilizadoras.

Nestes sistemas as unidades sfo figadas na face superior ¢ na face inferior nos seus nos,
formando um conjunto de poliedros, ou methor dizendo, uma malha tridimensional. As barras utiizadas
na ligagdo dos nds sdo geralmente diagonais, podendo no entanto, nos ¢asos em que os nbs de
duas unidades estdo exactamente um em cima do outro, 0s nds serem ligados por esteios verticais.

Existem infinitas variages de formas de coberturas planas, bem ¢omo muitas maneiras de
unido das barras e dos nds da face superior e da face inferior, quando forma um conjunto tridirnen-
sional. As malhas tridimensionals, atendendo & disposigdo de ligagdo dos nds na face superior ¢ na
face inferior, podem-se dividir em dois grupos. O primeiro grupo abrange aqueles sistemas em que as
grelnas formadas na face superior ¢ na face inferior sio iddnticas, e estio uma em dma da outra
directamente. Este grupo é apelidado de "Direct Grids", do qual estdo representados alguns exemplos

na figura 13-5.
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Fig. 1.3-5 &) gr=iha bidireccional quadrada, formada por prismas olibicos |

b) grelha tridireccional triangular, formada por prismas triangulares |

¢) arelna tridimensional hexagonal tipo “Lindsay”

0 segundo grupo abrange 05 restantes casos e & apelidado de "Space Grids”, estando

representados alguns exemplos na figura 1.3-6.
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Fig. 1.3-6 a) greha bidireccional quadrada, com a face superior idéntioé a face inferior,

mas equiparando no que diz respeito @ um quadrado em cima do outro,
produziu - se uma translagdo obliqua, sendo a estrutura formada por tetraedros
e melos octaedros piramidais ;

b) grelha bidireccional quadrada, com a face superior idéntica a face inferior,
mas onde modificagdes tais como, aberturas na face superior e na face inferior
formadas pelo processo de eliminagdo, resultam ern grelnas quadradas em ¢ima

de grelnas quadradas maiores ; a estrutura é formada por meios octaedros

| piramidals, tetraedros e torsos de meio octaedro ;

¢) grelna bidireccional quadrada, com a face superior diferente da face inferior,
sendo a face superior constituida por uma grelha quadrada diagonal, e a face
inferior constituida por uma grelha quadrada menor ; a estrutura € formada por
meios octaedros e “anti- sphenoid" ;

d) gretha bidireccional, com as faces superior e inferior diferentes, constituidas
por uma grelha quadrada diagonal em dma_ de uma grelha quadrada maior ;

a estrutura é formada por meios octaedros cubicos e meios octaedros pira-

midais ;
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e) grelha tridireccional triangular, onde ambas as faces sd0 constituidas por

grelhas trianqulares equivalentes, tendo sido a face inferior gerada por uma

translagio obliqua; a estrutura & formada por octaedros piramidais e tetrae-
dros ;

) grelha tridireccional, com modificagles, tais como aberturas nas grelhas da
face superior e inferior, resultando & combinagdo de uma grelha triangular

e hexagonal, em cima de uma grelha triangular; a estfutura & formada por

meios octaedros clibicos, tetraedros, e octaedros triangulares

Como ja foi referido, existe um grande nimero de variagdes das formas para coberturas
plarias, bem como de unidades poliedrais. Tendo sido apresentadas ja alqumas unidades poliedrais e
formas de coberturas, ha no entanto ainda que referir um tipo bastante usado. que é o tipo hexago-

nal, do qual se apresenta a representagdo de dois exemplos na figura 13-7.

O
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Fig. 1.3-7 a) sistema tridimensional hexagonal, onde a face superior & trianqulfar, e a face
inferior & diagonal ;

b) sistema tridimensional hexagonal, com a face inferior em diagonal
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Destes tipos hexagonais, o tipo mais rigido é aquele que é formado por pirdmides de base

hexagonal, e cujas clspides sdo unidas com baras dispostas triangularmente (fig. 1.3-8).

Estudando isoladamente as unidades poliedrais representadas na figura 1.3-4, verifica-se
que somerite o prisma triangular, o octaedro piramidal, e o tefraedro, sdo estaveis, enquanto as outras
unidades s8o instaveis (no capitulo sequinte serdio apresentadas as condigdes a ter em conita, bem
como 05 caloulos a realizar, para a verificagdo da estabilidade destas unidades). E evidente que se 0
sistema plano tridimensional & composto por unidades poliedrais estaveis, entdo o sistema total deve
ser também intemamente estavel (a figura 1.3-5 b) e a figura 1.3-6 €) s8o exemplos disso). Se o
sis’(emé plano tridimensional & composto por unidades estaveis e instaveis, entdo o sistema total pode
ainda ser internamente estavel, se uma unidade estavel esta unida a uma outra de forma a que se
tenha criado uma nova configuragiio que & estavel. Contudo, esse ndo é o caso da grelha bidireccio-
nal quadrada da figura 1.3-6 @), onde os quatro tetraedros ligados nao formam uma nova unidade
estavel.

Nos casos em que os sisternas planos tridimensionais sdo compostos por uridades polie-
drais instaveis, como no caso da grelha bidireccional quadrada da figura 1.3-5 a) e da grelha quadra-
da diagonal em cima da grelha quadrada das figuras 1.3-6 ¢)-e 1.3-64), 0 cistema fotal deve ser
também intemamente instavel. Nestes casos, a aplicagio de suportes externos correctos torna posst-

vel transformar um sistema instavel, num sistema total estavel. Num grande nimero de estruturas, a
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malha espacial & intemamente estabilizada com a jungdo de barras, usualmente no plano de compres-

sdo (fig.13-9).

a) b) c) d)

Fig. 1.3-9

Uma grelha quadrada pode ser estabilizada com faces diagonais suplementares, causando
estabilidade & torglo, que podem ser colocadas de modo a cercar a estrutura ao longo da sua per
feria {fig. 1.3-9 a)). ou colocadas de modo a subdividir o plano da estrutura em grandas unidades
triangulares (fig.1.3-9 b) e fig.13-9 ¢)). ou ainda colocadas de modo a ligar cada quadrado da
maha (fig.1.3-9 d)). Se o revestimento da coberiura & devidamente ligado a estrutura, este também
pode contribuir para a necesséria rigidez a torgdo, para uma das solicitagdes na cobertura.

As coberturas cifindricas definem-se como sistemas de estruturas em que a superficie
média ( superficie que passa pelo centro de gravidade das secqdes ) & de simples ou de dupla
curvatura.

Quando ndo existem cargas pontuais e se cumprem certas condigdes iniciais nos seus lados
laterais, nestas estruturas predominam as forgas de membrana. Predominando as forcas de membrana,
entdo nessses casos, em cada secgdo dessas superficies, as tensdes repartem-se uniforremente na
espessura da secgdo, actuando na superficie média. Verifica-se assim nesses ¢asos o contrario das
superficies planas, onde sdo os momentos flectores, torgores, € esforgos transversos que predominam,

ou sefa, esforgos para os quais as tensdes ja ndo se repartem uniformemente na espessura da

secgdo (fig. 1.3-10).

Fig. 1.3-10 a) forgas de membrana; b) for¢as nas secgbes das superficies planas
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Os elementos caracteristicos das coberturas cifindricas ( fig. 1.3-11) sdo
a) a superficie definida pela directriz e pela geratriz ;
b) as vigas laterais que constituem elementos de rigidez, de modo & assequrar que n3o se produzem
deformagdes ;
¢) as amaduras de topo que constifuem elementos de rigidez transversal. de modo a assegurar que

ndo se verifiquem deformagdes transversais.

Armadura de topo

Fig. 13- 11

Usando um certo nimero de superficies cifindricas é possivel cobrir grandes &reas,

denominando - se a essa disposigao, cobertura cifindrica agrupada (fig. 1.3-12).

Fig. 1312
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As coberturas ciindricas de curvatura simples que se apoiam de forma confinua nos seus

lados laterais, denominam-se abdbadas (fig.1.3-13).

TR

a

As abébadas podem ser constituidas por uma sb superficie, formada por uma triangulagdo
no éspago, ou por duas superficies, uma inferior ¢ outra superior, unidas por um sistema de barras,
formando uma triangulagio espacial. A opgo por um dos dois sisteras (uma ou duas superficies )
depende da estabiidade necesséria para suportar as solicitagles a que esta sujeita a ahdbada, serdo
mals utiizado o sistema de uma s superficie em coberturas de pequenos vaos (onde se verifica ser
mais econdmico ). € o sistema de duas superficies em cobertura de grandes Y30S.

A disposigHo das barras que formam a cobertura pode ser bidireccional, tridireccional, tetra-
direccional, hexadireccional, etc., sendo representados na figura 1.3-14 alguns dos 1ipos caracterist-

005 de trianquiago em planta, mais utiizados para coberturas cifindricas com uma s6 superficie.

/|

|
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/
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a) b)
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Fig. 13-14 a) disposiciio sequndo Foppl: b} grelha ligeira; ¢) grelha de duplo reforgo ;
d) grelha tipo Lamella; €) e f) grelhas tridirecdionais ; g) e h) grelhas

- hexagonais

Na construgdo destas estruturas sdo utiizadas vigas rectas ou curvas, pré - fabricadas, que
se dispdem longitudinaimente ( fig. 1.3-15) em coberturas largas, ou seja, quando o comprimento da
geratriz & menor que a largura do vao, ou que se dispdem transversaimente (fig. 1.3-16) em cober-
turas bunas, ou seja. quando o comprimento da geratriz & menor que a largura do vao. A unido des-
tas peqas pré -fabricadas forma a cobertura, com uma disposigao bi ou multidireccional, conforme a

trianquiagio adoptada para as pegas pré - fabricadas.

Fig. 1.3-156 ‘ ‘ Fig 13-16.
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De forma a melhorar a estabiidade das abobadas formadas por uma so superficie, pode -

-se optar pela utiizagio da abdbada com dupla superficie de curvatura (fig.1.3-17).

Fig. 13-17

Na construgdo de coberturas cifindricas com grandes cordas, & aconselhave! utilizar cobertu-
ras &ﬁndrioas constituidas por 2 superficies (uma superior e outra inferior), de modo a se p'oder as-
sequrar melhor a estabilidade. As coberturas ciindricas constituidas por duas superficies podem ser
construidas com vigas de trés ou quatro membros longitudinais. A figura 1.3-18 representa a secgdo
trancversal de uma cobertura de grande extensfo, constituida por vigas de secqdo triangular. coloca-
das juntas umas &s outras no sentido longitudinal, sendo 0 banzo superior unido transversalmente por
barras frianguiadas formando a superficie superior, e o banzo inferior ou fica solto se sb se verificarem

forgas trancversais débeis, ou se uniem transversalmente com barras trianguladas.

Fig. 1.3-18 Disposi¢do longitudina! das pegas pré - fabricadas de trés membros

Se em vez da secqHo transversal, na construgdo das pegas pré - fabricadas, for considerada
a secqdo longitudinal triangular disposta trianguiarmente, obtemos a configuragdo representada na figu-

ra13-19.
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Fig. 1.3-19 Disposicfo transversal das pegas pré - fabricadas de trés membros

Para coberturas com uma corda e desenvolimento longitudinal elevados é normalmente
recomendado utilizar pegas constituidas por quatro membros, dispostas longitudinalmente ( fig. 1.3-20),

ou dispostas transversaimente (fig.1.3-21).

Fig. 1.3-20 Disposi¢3o longitudinal das pegas pré -fabricadas de quatro membros

Fig. 1.3-21 Disposi¢do transversal das pegas pré -fabricadas de quatro membros

"Neste grupo sdo também incluidas as coberturas simples ou miitiplas de duas aguas

- trianguladas, como se representa na figura 1.3-22.
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2

3
Fig. 1.3-22 Representagdo de coberturas de duas aguas trianguladas

Na figura 1.3-23 estdo representados alguns dos tipos de trianqulago em plantas que 580

mais usados nas coberturas de duas aguas trianguladas.

Fig. 1.2-23 Plantas com as triangulagdes mais utiizadas

As clipulas definem-se como estruturas espaciais de dupla curvatura em que a superficie
média de revolugio & obtida por rotagdo de uma curva plana ( meridiano ) sobre uma recta (eixo).

situada no mesmo plano que a curva (fig.1.3-24).
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rotacao Meridiano

Paralelo—

Fig. 1.3-24 Esquema da superficie de revolugdo

A superficie de revolugio das clpulas pode tomar formas diferentes, dependendo da forma

do meridiano considerado, podendo assim ser esférica, parabdlica, efiptica, ete. (fig.1.3-25).

-

Fig. 1.3-75 Superficies de revolugo de clpulas de base circular, obtidas por rotagdo de

I
o)

uma curva com a forma:
a) de um semicirculo ( hemisférico )
b) de uma parébola ( parébola circular)

¢) de um semielipse (meio elipsdide )
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As clipulas esféricas tm a vantagem de faciitarem na construggo de elementos pré - fabri-
cados da estrutura, devido 20 seu raio de curvatura ser constante, permitindo assim dividir a superficie
média num nimero determinado de elementos iquais.

Atendendo a0 seu ponto de vista de construgdo, as clipulas podem-se agrupar em varios
grupos, sendo 0s mais comuns, aqueles que a sequir sdo descritos.

As clipulas raiadas formam um grupo de clpulas que s3o0 compostas por arcos dispostos
radiaimente, ligados no topo da clpula a um anel de compressdo, ligados na parte inferior a um anel
de tracqHo e ligados na parte intermédia por anéis de reforpo como se fratassem de bragadeiras (fig.

13-26). Em clpulas pequenas, 0 anel de compressdo do topo é muita das vezes dispensado.

Anel de compressao

Anel intermedio

J7 T T VAN
A 1T 110

Arco” Vista Anel de traccao Planta

Fig. 1.3-26 Representagdo da vista e da planta de uma clpula raiada

A clipula representada na figura 1.3-26, & uma clipula raiada composta por elernentos
rectos de barras. Pode-se no entanto, considerar estes elementos como curvos, obtendo assim uma
ourva numa s direcglo, desde a base até ao topo da curva, para cada unidade da clipula entre dois
arcos, criando - se um efeito diferente para a clpula. O uso de elemeritos rectos na intersecgdo de
painéis planos, formando a curvatura, d& @ clpula um efeito bastante curioso, parecendo que tem
facetas diferentes. Embora o exemplo dado tenha uma base circular, & no entanto possivel construir
cpulas raiadas com outra base, como por exemplo numa base com a forma de um octdgono. As
clipulas raiadas também podem ter superficies obtidas de curvas rotativas com a forma de parabola

ou de semielipse.
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As clpulas de pequena IAmina (lamela) constituem um outro grupo, com uma enorme va-
riedade de desenho espacial. Estaé clpulas sdo constituidas por uma malha espacial metalica que de-
fine pequenos elementos planos ou curvos, podendo tal como nas coberturas planas, serem construf-
das com uma sb superficie ou com duas superficies formadas com um conjunto de barras, como se
fosse uma placa de espessura constante, que & definida geralmente em fungdo da estabilidade das
paredés quando submetidas aos efeitos das cargas exteriores.

@Grande nimero das clpulas de pequena I3mina so construidas com um anel ou bragadet-
ra, como se queira referir, no seu perimetro inferior (base da clipula), de modo a assegurar que o
contorno da estrutura ndo se deforme, e a absorver 0s esforgos de compressdo, tracgdo e torgdo que
al se desenvolvem. Sendo empreque o ago ou o aluminio na construgdo da clipula, e sendo este
bem caldeado (ligar duas pegas incandescentes ) nas intersecgdes, obtém-se uma unido rigida da es-
trutura, ndo sendo necessério a provisdo de um elemento na base da clpula para assequrar que o
contorno ndo se deforme, e para absorver 0s esforgos que ai se verificam.

Neste grupo de clipulas vérios tipos sdo distinguidos, tais como as clpulas tipo "Schwe-
dier’, que s#o clpulas com nervos dispostos sequndo meridianos ; as clipulas ciclicas que derivam do
tipo "Schwedler" por rotagdo de cada anel poligbna! de um &ngulo # /n respeitante a0 anel (de n
lados ) inferior, transformando - se assim cada trapézio em dois tridngulos ; as cpulas geodésicas, que
530 um caso particular das clpulas com malha triangular, em que todas as barras estdo curvadas e
dispostés sequndo circunfer8ncias maximas da esfera; as cdpulas tipo "Zimmermann" em que ¢ada
anel tem o dobro de nimero de vértices do anel imediatamente superior ; etc., sendo algumas delas
representadas na figura 1.3-27.

Este grupo abrange os exemplos mais representativos de estruturas espaciais pois, a repar-
ticio favorével de esforgos, a pouca importancia de momertos flectores, e a grande estabilidade das
paredes como consequéncia da sua dupla curvatura, proporciona construgdes muito leves, susceptiveis

de cobrir grandes vdos, e de assequrar em qualquer caso um efeito arquitectonico agradavel.
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As clpulas de paredes dobradas formam um outro grupo (timo grupo de que faz
referdncia ) em que as clpulas sdo formadas por um certo nimero de paredes planas, ou curvas,
resultando numa construgio bastante econdmica ja que s30 pouco propicias a fendmenos de

instabiidade, e as paredes planas favorecem a pré - fabricagdo (fig.1.3-28).

Fig. 13-28

As estruturas do tipo das clpulas ndo necessitam que a planta do edificio seja obrigato-
riamente circular, pois adaptam-se a outras formas como nos exemplos representados na figura 1.3-

29.
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Fig. 1.3-29

As coberturas ténseis definem-se como membranas de tenisdo, reglizadas com panos ou

malhas de ago. Estas coberturas podem ser classificadas de acordo com a sua superficie exterior, ol
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de acordo com as condigdes de apoio, e consistem, numa descrigdo simplificada, em dois sistemas de
cabos, com curvatura em direcgGes opostas, ligados nos seus pontos de intersecgdo e pré - tensiona-
dos, formando uma malha de cabos. As formas basicas da superficie exterior da membrana de tens&o
que forma a cobertura sdo: a da configuragio de uma cela e esticada entre as suas fronteiras (ar-
¢0s, vigas. ou nalguns casos cabos fronteirigos ), ¢ a de configuragdo conica e suportada ao centro
em pontos altos ou baixos. A combinagdo destas formas basicas da superficie exterior produz um ni-
mero infinito de novas formas.

Na figura 1.3-30 representa uma cobertura com a configuragdo de uma sefa, com 0s ca-
bos ancorados na fronteira da estrutura. Os cabos que formam esta estrutura tém o nome de cabos
de suspensdo e cabos fortificantes, constittindo os primeiros 0s membros primarios da estrutura, e

produzindo os sequndos a pré-forga e consolidagdo da estrutura.

Cabos de suspensdo Cabos fortificantes

Fig. 1.3-30

A estrutura representada na figura 1.3-31 é referente é cobertura do “Minor Gyrnsiurn of

the Tokyo Olympio Indoor Stadium", construido em 1964, e que consiste numa forma cdnica de 65m
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de didmetro, composta por pesados cabos de ago que estdo estendidos entre dois mastros de betdo

torreados e ligados na parte inferior a blocos de ancoragem.

\\}\ N

—_

Fig. 1.3-31 Desenho da planta e algado do "Mirior Gymnasium of the Tokyo Olympic

indoor Stadium"

Como ja se referiu, para as estruturas ténseis podem - se produzir irfinitas formas, algumas
das quais ja conhecidas, e que se representam na figura 13-32.

As coberturas tnseis sHo realizadas com cabos de ago, que fazem parte de um grupo de
estruturas metélicas com utiizagio de cabos, cujo estudo ndo faz parte do ambito desta tese.

O progresso que se processa neste campo esta sempre @ apresentar novas propostas de
tipologia estrutural, ou novos métodos construtivos, dando sempre uma nova luz a toda a complexa
problematica das estruturas espaciais. A imaginagdo pura do projectista conjuntamente com 0
progresso técnico, & fundamental na evolugdo do projecto, tanto como desenho representativo, como

desenho estrutural.
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Fig. 1.3-82

Apds ter sido escohido qual o tipo de estrutura a adoptar, novos problemas se colocam ao
projectista. £ necessério esorever e resolver as equagdes necessdrias a remover a indeterminagdo da
distribuigdo das forgas intermas da estrutura. Existem varias teorias que foram ganhando forma com
estudos de investigago levados a efeito ao longo dos anos, teorias essas baseadas em diferentes
hipteses, ¢ para casos de estruturas fipo. Todos os métodos de andlise estrutural atendem a0 cum-
primento de condiges geométricas e de equilibrio, ¢ utiizam as variaveis que definem &s propriedades
do material que compde cada elemento da estrutura. Dois métodos serdio apresentados com maior
desenvolvimento nos capitulos sequintes ; 0 método directo e o método continuo.

O método directo transcreve para uma forma matricial todas as equagdes do problema,
équaq6es de equiibrio & de congruéneia, empenhando obviamente todas as incognitas, que s&o as

forgas nas barras e 0s deslocamentos dos nos, Um primeiro grupo de equagdes exprime o equilibrio
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dos nds sob a acglo das forgas transmitidas pelas barras e das eventuais forgas extemnas al aplica-

das, e um sequndo grupo de equagBes exprime a compatibiidade entre 0s deslocamentos dos nds e
os alongamentos das barras provocados pelas forgas internas, eventuais variagies de temperatura, de-
feitos de montagem, ou oUtros. | |

A complexibiidade de resoluglo das equagdes do método directo, & facimente superada
com a utiizagdo de um computador. No entanto, na falta de computadores, houve necessidade de
limitar o problema, isto &, de reduzir o nimero de equagies simuttdneas. Assim surgem o método dos
declocamentos e o método das forgas, que assumem COMo incdgnitas iniciais do problema, respectt
vamente os deslocamentos ou as forgas. Os dois métodos incluem métodos iterativos envolvendo su-
cessivas cormecgdes ou aproxmagdes. No caso do método das forgas a solugdo é obtida quando se
assumirem satisfeitas as condigbes de equifiorio, e no caso do método dos deslocamentos, a solugdo
& obtida quando esta for assumida como geometricamente possivel.

0 método confinuo consiste na transformagdo do problema efectivo num outro, em que a
estrutura em estudo é assimilada a um sistema confinuo, obtendo uma solugdo de caracter aproxima-
do. De modo a obter-se um resultado bastante aproximado das incdgriftas (j& que o método contt
nuo ndo permite a determinagdo rigorosa das inedgnitas do problema) é necessario que a estrutura
em estudo reuna certas condigdes de isotropia, para ser possivel a sua assimilagdo a uma estrutura
continua, homogénia, e isotrdpica, pois a sua substituigio por uma estrutura corfinua anisotropica re-
sufta num problema extremamente complexo na maioria dos €asos.

Se por um lado o método directo permite a obtengdo rigorosa das inchgnitas, o elevado
nimero de incognitas das equagdes lineares, da grande maioria das estruturas espaciais, como que
condiciona a sua resolugio & utiizagdo de computadores, ficando assim apenas o Seu USO limitado &
capacidade do computador, € ao tempo necessério para a sua resolugdo. O método continuo surge
da necessidade de resolver os problemas das estruturas espaciais que conduzem a sistemas de equa-
¢Bes lineares com elevado nimero de incognitas, sem ter limitagbes de tamanho nem de tempo, ou
seja, sem estar necessariamente condicionado a computadores, tendo no entanto 0s incorveriertes ja
indicados, como seja a exactiddo e a tipologia. |

0 estudo das estruturas espacials metdlicas ndo fica somente por aqui, & necessaro pen-

sar na sua realizagiio, no processo industrial da qual ela deve nascer, e na geometria dos nds. Na
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realizago do projecto incluem-se a adaptagio do projecto aos meios escolhidos, o estudo da fabri-
cagdo, montagem, transporte e colocagdo em obra. Eo projectista que ter de desenvolver uma acti
vidade de reflexdo para encontrar solugdes econdmicas e métodos de facil execuqdo.

O processo de éonstrugéo & um dos grandes estudos que também deve ser realizado. De-
pendendo da escala e da sequéneia da construglo, & assim necessério pensar, se devem ser utiiza-
dos suportes interiores temporérios (e em caso disso, qual o tipo a adoptar), ou se devem ser efec-
tuadas as unides da estrutura de cobertura na sua totalidade, ou em parte dela, no solo e s depois
erquida para a sua posigdo final (e af & que pensar no método a utiizar para a erguer), ou se as
unides da cobertura devem ser realizada no “ar’, ou seja, no seu lugar final, etc..

Actualmente, na sua maioria, as coberturas metélicas realizadas s3o exemplos de constru-
¢des pré - fabricadas industriaimente, onde se procura que os elementos que as constituem sejam ds
iddntico comprimerito, manejaveis e permutaveis. Existern, hoje em dia. in(meros tipos de estruturas
espaciais metélicas que se distinguem pelo método de fabrico, ou pelos sistemas de ligagdo dos nds.

O nd & um elemento fundamental destas estruturas, na medida em que deve ser indefor-
mavel, deve ter a resisténcia suficierite, deve permitir a transmissdo dog esforgos, e ao mesmo termpo,
deve ser simples de utlizar de modo a tornar rapida e facil a montagem da estrutura, ou desmonta-
gem caso seja pretendida mais tarde, e atender aos critérios de estética.

A selecgdo do tipo de unido depende da escala da estrutura e da capacidade resisterite
necessaria na unido, sendo fungfo da forma e tamanho das barras, bem como da reticulagio espacial
das barras, ou seja, do Anquio de intersecqo das mesmas. A economia da estrutura espacial metal-
ca estd muito interligada com o método de unifio adoptado, ndo s6 pelo sistema em ¢i, mas também
pelo nimero de unides por metro quadrado necessdrias, que deve sero menor possivel. Grandes mé-
dulos, com poucos membros e nés, s3o geralmente mais econdmicos. O elemento utiizado nas unides
torna-se bastante problematico quando se utiiza a generalizagdo da estrutura com o método conti
nuo, e & no plano pratico o componente mais dificil de se realizar, j& que tem que ligar varias baras
em diferentes angulos no espaco.
| Varios sistemas de unido sdo hoje em dia utiizados, podendo estes compreender elementos
ligados por soldadura, rebites, parafusos, etc. . Muitos dos elementos de ligagdo foram criados principal-

mente para estruturas espaciais de ago, ou de aluminio, pré - fabricadas. A produgdo em massa pode
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reduzir 0 custo destes elementos, sendo o seu sucesso comercial dependente da sua efiiéncia e
simplicidade. Dos diferentes tipos de ligagdo que até agora foram propostos, apenas alguns foram
postos em pratica, ¢ desses, s6 uma pequena quantidade passou o teste de duragio no tempo. Na
tentativa de produzir um sistema de ligagao universal apropriado para todos 08 tinos de estruturas, 08
projectistas t8m desenhado sistemas bastante sofisticados, desnecessariamente complexos, e const-
fuidos por in(imeras partes, cbtendo até hoje resutados negativos comercialmente.

Alquns dos cistemas de ligagdo apresentam para além das caracteristicas resistentes, carac-
teristicas inegavelmente estéticas, que obrigam @ utiizagdo de elementos dispendiosos, tal como peqas
de ago moldado, ou pegas esféricas. Sendo o nd um dos elementos mais importantes a resolver nu-
ma estrutura metélica, numerosas patentes protegem diferentes sistemas idealizados por especialistas,
qué se caracterizam fundamentalmente pelo processo de ligagdo utiizado nos nés. Na figura 1.3-33

estdo representados alguns desses processos de ligagdo utiizados nos nés.

Fig. 1.3-33 a) Unido espacial com tubos b) Processo Oktaplatte ; ¢) Processo Triodetic
d) Processo Wachsmann ; €) Processo Wuppermann ; f) Processo Taylor -

Thompson & Whittung ; (continua ria pagina seguirite)
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O processo Oktaplatte (fig. 1.3-33 b)) consiste em esferas de ago perfuradas cnde $ao
encaixados e soldados 0s tubos que vio formar os octaedros que constituem a estrutura. Com este
processo resultam estruturas muito bonitas que geraimente ficam a vista.

O processo Triodetic (fig. 1.3-33 ¢)) consiste em nds de varias formas, sequndo a distribur-
¢80 de barras que af sfo ligadas, que contém ranhuras dentadas onde s30 introduzidos & pressdo 0s
extremos das barras de secgdo tubular, extremos esses que sdo achatados e seccionados sequndo o
&nqulo adequado para @ estruturago espacial da estrutura. E um processo bastante original na medk-
da em que ndo sfo utiizados parafusos, rebites, nem soldaduras.

O processo Waschsmann (fig. 1.3-33 d)) foi idealizado em 1946 e & utiizado em cobertu-
ras planas formadas por duas superficies, uma superior & outra inferior.

O processo Wuppermann consiste num né onde concorrem seis barras, que $30 unldas a
este por meio de pemos. E geraimente empregue nas abdbadas em que todas as barras tém iquais
comprimentos, apresentando este sistema uma grande faciidade na montagem e desmontagem da
estrutura.

O processo S.C.D. consiste num nd com seis orificios, onde s8o encaixadas seis baras
tubulares, que s3o al soldadas. Este processo & especialmente indicado para coberturas clindricas
constituidas por uma s superficie, e especiaimente na construgdo de clpulas.

O processo Unistrut consiste num né formado por uma chapa dobrada, onde sdo uridas as
barras de secgbes e comprimentos iguais. Os elementos deste processo sdo febricados com moldes
espediais, realizando - se as unides sem dificuldades permitindo a realizag3o das mesmas por pessoal
pouco especializado.

O processo Sarton consiste em tomar planos os tubos da estrutura, nas zonas COITESPON-
dentes 205 nds, de modo a estes poderem cruzar-se com faciidade, permitindo assim finalizar a
unido dos mesmos através da aplicagdo de um parafuso com porca.

O processo Taylor - Thompson e Whittung & um nd projectado especialmente para malhas

planas.
O processo Mero é constituido por dois elernentos basicos, que sdo uma bara e uma esfe-

ra de ligagfo. Na esfera sfo inscitos dezoito octbgonos com furos de rosca. Este processo foi real-
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zado por Mengeringhausen, e permite que a montagem da estrutura seja processada por pessoal pou
0 especializado.

0 processo‘lF{. Dziewolski consiste num sistema de unido para coberturas cilindricas de uma
56 superficie, que permite reqular as separagdes e orientagdes das barras, empregando uma certa fok
ga nos furos, e realizando as unides com parafusos de alta resisténcia que asseguram a transmissdo
das forgas.

O processo “Arvedi Space Frame" consiste num né formado por uma calota em ago de alta
resisténcia, onde as barras tubulares, com as extremidades preparadas com rosea interior, sdo apara-
fusadas. No fim da fixagdo das baras, a calota & completada com um "tampo” de cimento especial
armado, que garante a indeformabilidade da calota. O nd “standard" permite a fixagdo de 12 barras, e
uma geometria muito variada, enquanto que o nd formado por dois hemisféricos permite a fixagdo de
dezoito barras.

O processo GeoSpace consiste na utiizagdo de elementos monofticos produzidos a partir
de perfis de aluminio ou ago gavanizado a fogo, onde s8o fixadas as barras tubulares de aluminio
com parafusos, porcas e aruelas de pressdo.

Verifica-se na grande maioria das estruturas a necessidade de desenhar primeiramente a
estrutura espacial para as condigdes a que deve obedecer, antes de optar por um sistema comercial
que se pode vir a verificar ndo ser suficientemente resistente, ou econoricamente competitivo. O pro-
jectista geralmente também ndo aceita pagar direitos de patente, de maneira que acaba por modificar

0 sistema elegido como modelo, conseguindo muitas das vezes melhorias no sistema.
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A utiizagio de unidades fabricadas no proprio estaleiro, com chapas dispostas em vérios planos, onde
elementos "standard" ( perfis tubulares, rectangulares, ete.) sdo ligados por soldadura, ou por rebites,
ou por parafusos, etc., sdo as solugles mais usuais. Na figura 1.3-34 sdo representados dois exem-

plos destas unidades.

1.4 - OBJECTIVO DO TRABALHO

O objectivo do trabalho de investigagdo conducente a esta dissertagdo, foi o de estudar es-.
truturas espadiais reticuladas metélicas, principalmente as que dizem respeito a coberturas de grandes
areas permitindo grandes superficies [ivres, reunindo varios conceitos de qualidade, e de elevado o
racter, para melnor se proceder & idealizagdo, metodologia, dimensionamento e construgdo das mes-
mas.

As coberturas espaciais reticuladas metélicas podem ser de varios tipos, conforme 0 soma-
tério das caracteristicas a que devem obedecer, tais como caracteristicas de ordem estrutural, arqui-
tecténicas, econdmicas, etc.. & 0 seu calculo deve ser o mais rigoroso possivel para a estabilidade e
a sequranga das mesmas.

Atendendo 35 varias dificuldades que se encontram no céleulo de cada um dos varios fipos
de estruturas espa&ajs reticuladas metélicas, estudaram-se diferentes métodos de céleulo, expostos
nesta dissertagdo, que permiitem resolver com maior ou menor exactiddo as diversas dificuldades, para
as varias situagbes apresentadas por varios tipos de coberturas.

0 método directo & um dos métodos de caloulo estudado e exposto nesta dissertago, & é
um método que transcreve para uma forma matricial todas as equagBes do problema, de equilibrio &
de congruénoia, considerando obviamente todas as incognitas. Este & um método que permite obter
com bastante rigor os valores das incbgnitas, implicando no entanto, no caso de grandes estruturas, a
utiizago de computadores, para mais facimente se determinar as incognitas, devido ao tamanho que
as suas marizes atingern. Na exposiglo deste método, sfo desenvolvidas e escritas as matrizes que
entram em jogo, salientados os casos particulares do método, ¢ apresentado um programa de calculo

de estruturas espaciais reficuladas metdlicas (EERM ), que utiiza as matrizes do método dos desloca-
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mentos para o calculo das incognitas, escrito na linguagem de programagdo estruturada Fortran, para
sistemas operativos M5-DOS.

Devido a nem sempre ser possivel recorrer ao uso do computador para o caleulo de estru-
’ruras espaolals metalicas, ou por dmwldade de obtengdo de programas capazes, ou por falta de ca-
pacidade do computador para resolver as equagdes em estudo, ou ainda devido ao tempo excessivo
que este necessita par:a efectuar todas as operagles, estudaram-se métodos de aproximagdo que se
gjustam a varios tipos de estruturas, e cujas equagdes sdo de maior faciidade de resolugdo.

0 método continuo & um dos métodos que se enquadra no que foi referido no paragrafo
anterior, & que consiste na transformagdo da estrutura em estudo num sistema confinuo similar para a
resolugdo do problema, obtendo -se assim resultados aproximados das incognitas, que embora ndo
sejam exactos, s30 no entanto bastante proximos, o que permite efectuar-se um dimensionamento da
estrutura com sequranga. Este método & também exposto na dissertaglo, com um desenvolvimento do
seu processo de calculo para varios tipos de estruturas.

Neste trabalho salientam-se também as varias dificuldades e problemas que estes tipos de
estruturas apresentam nas suas mais diversas formas. Dificuldades e problemas que se realgaram na
investigagdo realizada, e que sdo expostos de modo a que estes por vezes ndo passem desperce-

bidos, e venham a constituir um entrave em todo o processo de estudo e realizagdo das mesmas.

1.5 - DESCRIGAOQ DA TESE

No Capitulo I salienta-se a utilizagdo e evolugdo das estruturas metélicas ao longo dos
anos, fazendo - se referéngia a varios tipos de estruturas metalicas que foram realizadas, e a conside-
ragGes de ordem econdmica, que tém tido uma grande influéncia na utiizagdo das mesmas. Descre-
ve-se a forma e composigdo de varios tipos de estruturas metalicas, que tém sido empregues em dr-
ferentes casos, ¢ a metodologia empregue nelas. Finalizando o Capitulo faz-se uma descrigio dos
objectivos do trabalho conducente a esta dissertag#o.

No Capitulo I descreve-se o método directo, que & um método de cdleulo para estruturas

espaciais reticuladas metélicas. Este método fomece resultados rigorosos-das incdgnitas referentes a
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estrutura em estudo. Considera-se ainda neste Capitulo simplificag3es inerentes ao método directo,
resultantes da repetigo nos calculos, ou de estruturas resultantes da reunido de uma unidade
estrutural elementar, bem como de condigdes de simetria e anti-simetria. Descreve - se também neste
Capitulo dois métodos gerados do método directo, de modo a éimpliﬂoar a resolugdo das equagdes,
que s30 0 método dos deslocamentos, e 0 método das forgas.

Utiizando ¢ método dos deslocamentos, foi desenvolvido um programa de caleulo de estru-
turas espaciais reticuladas metélicas, que & apresentado iquaimente no Capitulo 1L O programa que
tem como nome EERM, foi realizado na linquagem de programagdo estruturada Fortran, para sistemas
operativos M5-DOS .

No Capitulo IIl descreve-se o método continuo que permite uma maior faciidade, na maior
parte das vezes, de obtengdo dos valores das incognitas inerentes @ estrutura em estudo, iransfor—
mando esta num sistema continuo similar. Os valores das incgnitas obtidos por este método 530
aproximados, sendo muito proximos dos reis.

Finalmente no Capitulo IV s3o0 apresentadas as conclustes e consideragdes finais.
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CAPITULO 11

9 - CALCULO DE ESTRUTURAS ESPACIAIS RETICULADAS PELO METODO
DIRECTO

O método directo, como ja foi mencionado na infrodugdo, transcreve para uma forma ma-
tricial todas as equagdes do problema, considerando todas as incognitas, ou seja, as forgas nas bar-
ras e os deslocamentos nos nds. Este método comporta um primeiro grupo de equagdes que expr
mem o equiibrio dos nds, mesmo sob a acgfo das forgas transmitidas pelas baras, e das eventuais
forgas externas aplicadas nos nos, e um sequndo grupo de equagdes que exprime a compatibilidade
entre os deslocamentos dos nds e os alongamentos das baras, provocados pelas forgas intenas da
barra, por eventuais variagbes de temperatura, por defeitos de montagem, ou outros. O equilibrio e &
congruéneia 3o assim os dois conceitos elementares de que faz uso 0 método directo.

As regras a que este método tern de obedecer para se escreverem as sUas equagdes,
leva 2 escritura de um sistema complexo de equagdes, que se caracteriza pelo facto da matriz prin-
cipal ser simétrica. Esta propriedade da matriz principal revela-se de grande importdncia na resolugdo
do sistema, na medida em que reduz o nimero de caloulos @ efectuar na construgdo das matrizes, €
veio permitir o desenvolvimento de dois outros métodos { método das forgas e método dos desloca-
mentos ), que simplificam a resolugio das equagbes.

A matriz principal deste método, para dlem do que foi dito, oferece ainda na sua definigdo
a possibiidade de redugdo do ndmero de caloulos nos ¢asos em que a estrutura em estudo advém
da reunido de unidades estruturals elementares igugis, & nos ¢asos em que a estrutura contenha um
ou mais exos de simetria, ou de anti- simetria.

0 método das forgas e o método dos deslocamentos, que como ja foi referido, sdo origina-
rios do método directo, 30 os métodos mais conhecidos e utiizados na resolugdo de problemas, na

medida em que permitem superar com facilidade a dificuldade de invers3o da matriz geral do método
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directo. Se hoje em dia com a utiizagSo de computadores de grande capacidade, a dificuldade da in-
versdo da matriz geral é facimente superada, sdo no entanto os métodos dos deslocamentos e o mé-
todo das forgas os mais utiizados na realizagdo de programas de calculo, devido @ permitirem uma
malor economia de gestdo da capacidade de memdria dos computadores. Entre os dois métodos, & o
método dos deslocamentos o mais utilizado em programas, ja que vai permitir a utiizagdo dos progra-
mas realizados com este método em computadores de pequena capacidade, devido a requerer um
menor nimero de instrugdes para o computador, e devido a0 método das forgas requerer um dimen-
~ sionamento tal de matrizes iniciais, que faz com que a sua escolha s6 se justifique no caso do comr
putador em servigo ser de grande capacidade. Sdo aligs estas as razdes que levaram a optar pelo
método dos deslocamentos na elaboragdo do programa de calculo de estruturas espadiais reticuladas
metalicas apresentado nesta tese.

Todas estas propriedades ¢ afimagdes serdo expostas com um maior desenvolvimento nos
pontos sequintes, tendo em vista facilitar a compreensdo dos procedimentos inerentes ao método d-
recto, vem como a0 método dos deslocamentos e método das forgas, no caculo de estruturas espack
als reticuladas metalicas, que permitiram a elaboragdo do programa de calculo apresentado nesta tese.

Antes de iniciar a descrigio das equagGes inerentes ao método, procede-se de seguida &
descrigio das varias componentes intervenientes no mesmo, atribuindo-ihe a simbologia com que pas-
sario a ser referenciadas, comegando por examinar as estruturas que sdo objecto deste estudo. Conr
sidere - se deste modo como referéndia uma estrutura genérica reticulada, fvre no espago, constituida
por nn nds, dispostos de qualquer modo no espago, e por & barras de coligagdo eritre estes.

O sistema de referéncia que serd utiizado para caracterizar tanto as incognitas dos desloca-
mentos, como para caracterizar as forgas extemnas sera o sistema cartesiano ordinario O; Y1 ¥i2¥i3
separado em cada um dos nds 1 da estrutura.

Num sistema de forgas concorrentes s&o necessrias no minimo trés equagdes ou trés for-
¢as, isto & um minimo de trés membros p. ndo situados no mesmo plano, para impedir um pontb I
de se mover em qualquer direcgdo, quando submetido a uma acgBo. A estrutura tridimensional basica

que & estavel nestas condigdes, esta representada na figura 2.0-1, e & um tripode.
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Fig. 2.0-1 Tripode

As estruturas espaciais podem portanto ser obtidas pela jungdo de tipodes uns acs outros,
conciuindo - s¢ assim que para cada no I deve haver no minimo trés membros p, ndo situados no
mesmo plano, para que um simples suporte seja internamente estavel. Mais que trés membros resulta
em redundincia, enquanto que menos que trés membros produz instabiidade, podendo assirﬁ concluir-
-ge que para p = 37 & determinével, para p < 37 & instavel, e para p > 37 & indeterminavel, para
sistemas de forgas concorrentes.

Contudo, o equifbrio & transiago e rotagdo ao longo e a volta de cada eixo da estrutura
para um sistema espacial de forgas ndo concorrentes num ponto, nem todas paralelas, & verificado
respectivamente, como & sabido, para a solugBo das sequintes seis equagdes independentes :

L Fyy=0; L Fyp=0; LFpj=0;% My1=0;1 My2=0; X My3=0; onde Fy; representa as
forgas do sistema espacial, e Myi 0s momentos, todos eles referidos a um sistema cartesiano ordina-
o O y1¥2¥3-

Deste modo, para uma estrutura espacial ser externamente estavel e determinavel, o nime-
ro de condigbes das reacgdes devem ser seis. Considerando as componentes das reacgdes como
equivalentes a membros, entdo o nimero total de membros, para o suporte externo e intemo espacial
contendo 1 pontos, é igual @ p+6 = 3 n. O factor 37 na equagfo, representa a estabilidade inter-
na, enquanto o termo 6 & igual ao nmero de condigbes das reacqOes, necessarias para a estabilida-
de externa. |

Temos assim que para p+6 = 3.1 a estrutura & determinada, para p +6 < Jn éinsta
vel, e para p +6 > 3 1 é indeterminada, concluindo -se portanto que o nimero total de componentes
dos membros e das reacqes é igual a trés vezes o nimero de nos, para que a estrutura seja exter-

namente e intemamente estavel, e as forgas possam ser encontradas pela estatica. Esta condigdo,
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embora necessaria, ndo & no entanto suficiente, pois também & necessario que 0s membros estejam
devidamente amanjados, como j& foi referido na irtrodugo, em relagdo aos poliedros instaveis, usados
na constituigio de coberturas planas (pag. 44 e 45).

Refrocedendo & estrutura considerada para referéncia, em correspondéncia com 0s seus 11

nds tm-se 3. componentes, incgnitas do deslocamento X;, a menos de um movimento rigido ( de-

finido, como & sabido, por seis parametros linearmente independentes ) .

Em comespondéncia com os mesmos nds supbem-se actuando Jr forgas F; activas, ou pro-
venientes dos vinculos, como forem dispostos, salvo as condigdes ( seis ) exigidas pelo equilibrio geral
do corpo.

Na caracterizagio do método directo convém eliminar as seis componentes do modo figido,
munindo a estrutura de outros tantos vinculos, aos quais competirdo seis pardmetros de razdo deter-
minavel com as equaqdes cardinais da estatica. Restam assim p = 3 nn-6 parametros independentes,
seja para as forgas externas, ou para 0s deslocamentos.

Neste estudo as forcas serdo indicadas com a letra £ sequida do indice ,2,..p,eas
inchgnitas dos deslocamentos com a letra x sequida do indice 1,2,.. p, constituindo respectivamente
o vector F eA 0 vector X . Sendo assim, se o vector X e F tiverem o mesmo nimero de componentes

independentes, pertencem ao mesmo espago.

- Em correspondéncia com as barras, supbe-se actuando em cada uma, uma forga incdgrita
X X5 ... X;. capaz de reproduzir distorgGes e esforgos de origem térmica, ¢ certamente, distor¢bes

elasticas da propria presena da forga X", Estas forgas constituem as componentes do vector X.

As distorgSes, independentemente da sua origem, s&o indicadas com M & 45, que
sdo as componentes do vector A. Os vectores X e A t&m a mesma dimens&o, pertencem a0 mesmo
espago, & as suas cornponentes, respectivamente X e A4, medidas na relagdo estabelecida pelas
barras da estrutura.

Assim, o vector (F; A) representa os dados externos, e o vector (x;X) representa as
incognitas do problema, que pertencem a um mesmo €spago de dimensdo p+ a, existindo portanto
uma correspondéncia bi-univoca entre eles, que & estabelecida justamente pelo grupo de equagbes

que ligam as componentes de um as componentes do outro, equagbes que sdo definidas no ponto

sequinte.
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2.1 - EQUACOES DO PROBLEMA

A equagdo geral do problema & obtida comegando por escrever @ equagdo de equifibrio, e
a equagdo de compatibilidade.

Sendo Xy X3.. as incdgnitas das forgas nas barras, componentes do vector X, num
espago com a dimensdo a, referidas sequndo o sistema de referéncia individual das direcgdes das
baras, e Fy F.. as foras externas, componentes do vector F, no espago com a dimensdo
p =3n-6, referidas sequndo a direcgdo y1, ¥2, ¥3.escolida para o equilibrio, em cada um dos
nds, para escrever a equagdo de equibrio do nd genérico I, & necessaria a projecgdo das forgas in-
temas .Y nas direcgBes i1 Yi2 ¥i3. Recorre-se para isso a0s €o-senos que fazem cada uma das
| dire.ogﬁes das forgas X" com as direcgBes ¥;. Assim, para a forga genérica X7, corresponderite &
direcgfio da barra genérica q, em que ¥y, ¥12, € ¥i3 $80 as coordenadas do no q e Ymis Y2 €

Y3 $30 as coordenadas do nd m, ns estes, extremos da barra ¢ e em que I Tepresenta o com-

primento da barra ¢, 0s ¢0-senos referenciados 80
tg={ yi1 - ¥mt } i
fa={¥12 - Ym2 ) [ Iy
Yq=( 13- Ym3 ) /

Resulta deste modo que o equifbrio dos # nbs vem expresso num sistema de 3.1-6
equages, nas a incdgnitas Xg. Huma interpretagdo puramente geométrica, a matriz dos coeficientes
deste sistema & a matriz do operador que transforma o espago de X" no espago de F. ouseja a
matriz dos coeficientes da equagdo de equibrio que se designara por A, escrevendo-se entdo a
equagio de equifbrio na sequinte forma sintética

AX+F=0 "

A equagio de equifbrio exprime portanto a relagdo de correspondéncia entre 0 espago das
incdgnitas e aquele de fimite que & conhecido, projectando assim vector X, formado pelas componen-
tes X1 X7..X ;. através do operador A, nas drecgdes sequndo as quais sdo referidas as compo-
nentes de F. |

A éqﬁaqéo de compatibiidade & obtida executando o mesmo raciocinio da equagdo de

equibrio, ou seja, transformando através da matriz A o vector x das incognitas, em que para uma
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barra genérica g, de nds extremos / e m, as suas componentes s3o respectivamente representadas
pelos deslocamentos X1, X]2, X3 € ¥mi, ¥m2, £m3. N0 vector A, obtendo-se assim a sequin-
te expressdo |

Ax= A
ou

Ax = At - A0

em que Ae & um vector cujas componentes representam as dilatagies nas barras devido as forgas
internas, e A® & um vector cujas componentes representam as diatagles nas barras devido a outras
~ causas externas.

A matriz dos dois grupos de equagdes, de equillbrio e de compatbiidade, apresentam a
propriedade de uma ser a transposta da outra, ou seja, Uuma & obtida da outra mediante simples
trocas das linhas com as colunas. Esta propriedade sb se verifica se na formagdo da equagdo de
compatibiidade, a ordem de escrita sequida for a mesma da utiizada na ordenagdo das incgnitas
 estéticas, ou seja, quando na equagdo de equiibrio a incdgnita .Xj ocupa a coluna j. e na equagao
de compatibiidade aquela relativa & barra deve ocupar a linha j. Esta & uma propriedade da dlgebra
linear, na interpretagdo geométrica de sistemas de equagdes fineares.

A dependéndia entre as equagdes da estdtica e as equagdes da cinematica ( ou de con-
gruéneia) & fixada através do termo A€ da equagio de compatibiiidade, exprimindo a compatibilidade
da deformagfo elastica da barra - X7 / EA- com a expressdo correspondente as componentes dos
deslocamentos .

Escrevendo ordenadamente os coeficientes da equagdo de equilibrio na matriz A com um
nimero de linhias iqual a p = 3 1-6 & com um nimero de colunas igual @ &, bem como 05 Goe-
ficientes da equagdo de compatibiidade na matriz A, com a linhas e p colunas, conservando a pro-
priedade de troca de finha e coluna nas duas matrizes ( propriedade mencionada atras ). entdo a

equagdo geral do problema assume a sequinte forma simétrica

7l (3]l
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A escrita da submatriz K & imediata, pois & uma matriz diagonal ( 0s seus elementos
estdo dispostos na diagonal principal ) — logo que cada equagdo de compatibilidade equipare &
extensividade K = 1/ EA dabara a que a equagio se refere, no alterando portanto a simetria,
necessitando - se apenas que estejam fixadas as caracteristicas elasticas de cada barra. |

Corentemente, depois de escritas as equagdes de equilibrio, deduzem-se a partir defas as
equagies de compatibilidade, através da troca finha - coluna, ja referenciada.

Atribuindo & matriz geral a letra B, ao vector das incbgnitas (x:;X) aletra Z, e ao vector
(F:;A°) aletra N, tem-se que BZ +N = 0, resuttando assim que a resolugdo do problema &

obtida com a inversdo de B:
Z = BIN

E de faci percep¢do que, no caso de grandes estruturas, a inversdo da matriz B, toma-
~se dificl e morosa, tomando-se (il e eficaz recorrer ao awdio de computadores de grande capa-
cidade. Na falta desses computadores, foram adoptados dois métodos - 0 método dos deslocamentos
e 0 método das forgas - como ja foi dito, que perrnitem impor directamente um sistema parcial de
equaghes numa determinada forma, de modo a fonecer solugdes que se substituern sucessivamente
noutras equagdes, reduzindo assim o nimero de equagdes simultaneas.

O método dos deslocamentos adopta a eliminagdo do vector X de incognitas das forgas,
considerando na esciita das equagbes apenas as incognitas dos delocamentos do vector X. Obtidos
0s valores do vector X, entdo por substituigdo destes na equagio de compatiiidade & que se
determinam os valores das incognitas do vector X

As componentes do vector X estdo ligadas, como ja se viu, as componentes do vector X e
3 distorciio A0 nas equagBes de compatibiidade, estando por sua vez as incognitas das forgas do
vector X ligadas s forgas extemas do vector F, através das equagles de equifibrio, donde se conclul
que o vector X esta ligado ao vector F das forgas extemas, ¢ as distorgdes A9 E na relagdo x -
(F,A0), que exprime a compatiiidade dos deslocamentos X € 0 equiibrio das forgas X, que con-

siste 0 método dos deslocamentos.
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De modo, a tornar mais explicito o procedimento e origem do método dos deslocarentos,

considerem-se as equagdes de equifibrio e de compatibilidade :

AX + F =10 (equibrio)
Ax + KX - Ao = 0 (compatibiidade )

Da equagdo de compatibiidade obtém-se o seguinte valor da incognita X
X = -K1{Ax-A0)

Substituindo o valor de X, assim obtido, na equagdo de equifibrio, obtém-se :
-AK1{Ax-A0) + F =0

Se se indicar com R a matiz AK1A |, tem-se que:

-Rx +AKIA + F=0

Invertendo a matriz R, que representa um sistema de ¢ equagdes em ¢ incdgnitas,

obtém-se para o vector X a sequinte expressdo :
x = RI(F +AK1A0)

que traduz o método dos deslocamentos.

Substituindo esta expressio para o valor de X, na equagdo de compatibiidade, obtém-se o

valor da forga X na forma:

X = -K1[ARL(F +AK1Ac) - A0]
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Se a matriz A e A sfo invertiveis separadamente, a expressdo de X & oblida directamente.

tirando primeiramente o vector X da equagio de equiibrio, e substituindo sucessivamente na equagao

de compatibilidade :

X = -AlF
_KL(KX - A0) = -A1(-KALF - A0) = KIKALF + Alho

b4
]

Esta equaglo do método dos deslocamentos & a adoptada na realizagdo do programa de

estruturas espaciais reticuladas metalicas que & apresentado no ponto seguinte.
0 método das forgas, ao contrésio do método dos deslocamentos, adopta como incdgnita

inicial do problema o vector X1 cujas componentes representam a for¢a nas J=5 - ¢ baras da

estrutura em estudo, representando s as inodgnitas estaticas, e ¢ as incognitas cinematicas. As ¢
equagies de equibrio e as restantes ¢ incognitas que constituem o vector Xj, sdo expressas em

fungio da forga externa F, e do vector das incognitas X;.
De modo a torar mais explicito o mecanismo do método das forgas, considere - se Aje A

como duas submatrizes associadas aos dois vectores X; e X1 escrevendo - se aequagdo geral do

problema da sequinte forma:

Ai A] X F
|_- X *['Ai;| =0

A | K
(A1 Tellxl Lagl

Sendo a matriz A; invertivel, & possivel exprimir o vector X; por meio das equagdes de

equifibrio, da sequinte forma:

AX; +AX +F =0
X; = -Art (X +F)

Substituindo esta expressdo de Xj no bloco de equagles de compatibiidade relativamente a

componente Xj, obtém-se para X:
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Ax+KXi-A2 =0
x = -ATH(K; X - AP) = - AL(-K ATL(A X + F) - Ap)

Obtém-se deste modo o vector X expresso em fungdo da forga extema F e da distor¢do
A;°, bem como das incognitas X;.

Do Uttimo grupo de equagbes de cornpatibiidade, relativamente & incogrita X1 substituindo

x pelo resuttado anterior, obtém-se :

RxtBXap =0
A

ALK AL (A X + F) - AP) + KiX; - AP = 0

E assim obtido um sistema de ; equagBes para J incognitas componentes do vector X,
constituindo as equagdes resolverites, as quals a apiicagdo sistematica do teorema dos trabaihos
virtuais conduz.

Ordenando a (ltima equagdo obtém-se:
X (AATKAA + K) + AR ATF + KATTAD - A0 = 0

Indicando com # a matriz(ﬁif\{il{;A{iAj + K;). obtém-se a solugio de X; com a

sequinte forma
Xj= & 1-AATKATTF - AATIAR + AR)

que traduz o método das forgas.
Substituindo os valores de Xj nas equagles estaticas, e no primeiro bloco de equagdes

cinematicas, obtdm-se os valores das restantes incgnitas do vector X; e-0s-deslocamentos consti-

tuintes do vector X.



81

E de facil peroepqio que o método das forgas requer um dimensionamento tal de matrizes
inicials, que faz com que a sua escolha s se justifique no caso do computador em servigo ser de
grande capacidade, e que reforga & opgdo da utiizagiio do método dos deslocamentos na elaboragdo
do programa de cdlculo de estruturas espaciais reficuladas metalicas apresentado neste trabalho.

Nos casos em que a estrutura em estudo advém da reunido de unidades estruturais ele-
mentares iguais, a equago do problema apresenta a particularidade de um bloco de coeficientes na
matriz geral se repetir sequndo ura lei de distribuigio estritamente ligada & repeténcia da configura-
¢d0 das barras em relagdo ao nd genérico, que permite uma redugdo do nimero de cAlculos a
efectuar, como j& foi referido anteriormente.

Como exemplo elucidativo considere-se uma estrutura bidimensional, da qual ndo se defi-

nem 0s seus vinculos, nem a acgfo externa, com a forma representada nafigura Z.1 -1.

JIN /N

/

Fig. 2.1-1

Supondo as bamas numeradas como na figura 2.1-1, as equagdes estaticas relativamente

a0s né I, Il e I, so escritas na matriz geral do grupo de coeficientes da sequinte forma :
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Facimente se depreende neste exemplo, a repetdnoia referida no inicio desta exposigao,
que & verificada na matriz geral do grupo de coeficientes, quando & expresso o equilibrio dos nos.

0 estudo de estruturas que contenham um ou mais eixos de simetria, ou anti- simetria,
geométrica ¢ mecAnica, pode ser também simplificado, no sentido de serem reduzidas as incgnitas.
Nestes ¢asos, para conservar a caracteristica essencial de simetria da matriz geral, & necessario ter
em conta alguns principios a eles inerentes.

Assim, um plano de simetria passando por um nd da estrutura, impede o deslocamento do
mesmo na direc¢o nomal a esse plano, e consequentemente o parametro do deslocamento do nd é
referenciado sequndo o plano de simetria, plano esse em que serdo escritas as equagdes de equilk
brio. Além disso, & necessrio referir, que um plano de simetria que corte longitudinalmente uma barra
da estrutura, duplica 0 seu comprimenito, bem como um plano de simetria. que corte transversalmente

uma barra da estrutura, divide o seu comprimento (fig.2.1-2).
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E iqualmente necessério ter em conta para estes ¢asos, que uma forga extena que actue
sequndo um plano de simetria, & considerada com metade da sua intensidade, aplicada na parte em
estudo.

Do mesmo modo, um plano de anti-simetria que passe por um né da estrutura em estudo,
impede 0 seu deslocamento nesse mesmo plano, e consequentemente, & na direcgo ortogonal des-
se plano que serdo escritas as equagdes de equilibrio. As barras cortadas longitudinalmente, ou frans-
versaimente por um plano de anti-simetria, ndo s&o sujeitas a forgas intemas, ndo sendo por isso ne-

cessario entrarem no nimero das incdgnitas.

22 - PROGRAMA DE CALCULO DE ESTRUTURAS ESPACIAIS RETICULADAS
METALICAS - EERM

O programa EERM que é apresentado nesta tese, & um programa para caleulo de estrutu-
ras espaciais reticuladas metdlicas, esciito na linguagem de programagdo estruturada Fortran, para sis-
temas operativos MS-DOS. O programa foi realizado de modo a nd0 Ser Necessario recorrer a corm-
putadores de grande capacidade, tendo-se para isso adoptado o método dos deslocamentos para o
caleulo das incdgnitas inerentes aos problemas em estudo.

Pensando na comodidade do utiizador do programa EERM foram criadas varias directrizes
para a enfrada de dados, bem como @ possibilidade de visualizar de uma forma esquematica a estru-
tura definida para estudo, ¢ a deformagdo que esta sofre devido as solicitagdes a que fica inerente.

No arranque do programa trés possibiidades de escolha no "MENU DE ENTRADA" sdo
postas  disposigio do utiizador : a primeira & a realizagdo de um ficheiro de dados novo a sequnda
& a possibiidade de efectuagiio dos caloulos através da utiizagio de um ficheiro de dados ja previa-
mente realizado ; e a terceira & a possibiidade de modificagdo da solicitagdo no caleulo de uma estru-
tura j& previamente definida, para a qual ja existe portanto um ficheiro de dados.

Escolhendo a primeira directiva o programa procede a abertura de um ficheiro de dados,
com a extensdo .DAD, onde sBo gravados todos os dados relativos ao estudo em causa, dados

esses que v3o sendo solicitados através do écran ao utilizador.
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Na entrada de dados surge a possibiidade de redugdo do nimero dos mesmos, 0 que vai
facilitar o frabalho do utilizador, para 0s casos em que a estrutura em estudo corresponda a uma das
estruturas tipo que o programa oferece como opgdo na entrada de dados. Desta forma a definigdo
da estrutura por parte do-utiizador fica reduzida a um nimero substanciaimente menor de dados, rea-
lizando o programa a definigio das coordenadas de todos os pontos, bem como a definigdo das bar-
ras relativamente aos nos. As estruturas tipo foram escolhidas de forma a abranger as estruturas pla-
nas, ciindricas e clpulas, e a oferecer as estruturas utiizadas em coberturas, que se julgaram bastan-
te comuns dentro dos trés tipos j& mencionados. A estruturagdo do programa permite que se altere
este com bastante faciidade, de modo a serem definidas outras estruturas tipo, encontrando - se
portanto 0 programa bastante virado para a faciidade de utilizag&o.

No pedido de definigdo das solicitagdes por parte do programa, este ainda da a possibilida-
de de escolha ao utiizador, da forma como essa se ira processar. Assim o programa questiona sobre
se & pretendida uma entrada normal das cargas, onde a entrada das cargas é efectuada para cada
um dos nds individuaimente, se & pretendida a entrada simplificada das cargas, onde s8o definidos
conjuntos de oargas Fy. Fy e F,. para os quais se indicam o0s nds em que estes conjuntos de carga
estdo aplicados, ou se nido existern cargas nos nds, passando o programa directamente & definigdo
da variagdo de temperatura.

~ A segunda opgdo de entrada de cargas revela-se de grande utiidade nos casos em que

exista um grande nimero de nds com um conjunto iqual de cargas Fy. Fy e F; aplicadas, pois evita a
necessidade de escrever o mesmo Fy, Fy e Fz para todos 0s nds, passando-se a escrever s uma
vez, e depois somente o niimero dos nds em que esta aplicado tal conjunto de cargas. Geralmente
grande parte das estruturas espaciais reticuladas metalicas apresenta um ou mais casos de solicita-
¢des em que acontece a repetigdo referida das cargas aplicadas nos nos.

Na definigio da variagio de temperatura para os casos em que todas as barras estdo su-
jeitas a uma mesma variago, de modo a faciltar a mesma, o programa define automaticamente essa
variagio de temperatura para todas as barras, sendo somente necessario definir uma vez o valor da
mesma. Nos outros casoé, a variagdo de temperatura é definida para cada barra em que ocorre essa

variagio, apés se ter definido o nimero total de barras em que ocorre variagdo de temperatura.
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Escolhendo a sequnda directiva do "MENU DE ENTRADA", o programa pede 0 nome de
um ficheiro de dados existente, sem a extenso .DAD, de modo a abrir esse ficheiro, € a ler dele
todos 0s dados necessarios para efectuar os cdlculos relativos a estrutura e solicitagdes que ai se
encontram definidas. O ficheiro de dados existente pode ser um ficheiro que ja tenha sido realizado
pelo programa em trabalhos anteriores, quando se tenha optado pela primeira directiva do "MENU DE
ENTRADA". ou um ficheiro de dados efectuado com a utiizagdo de um editor de texto. O objectivo
de fomnecer esta opcgdo foi: primeiro o de permiir guardar um trabalho efectuado de forma a dispen-
der o minimo de meméria do computador (ja que um ficheiro de dados ocupa menos memoria que
um ficheiro de resuftados ), e assim quando se pretenderem novamente 0S resultados, bastar correr o -
programa para esse ficheiro, sem necessidade de fazer nova entrada de dados; sequndo o de permi-
tir a efectuagio de um ficheiro de dados através de um editor de texto, ou com este, realizar peque-
nas alteragSes em ficheiros de dados ja existentes { como alteragdo de duas ou trés coordenadas, de
uma ou duas solicitagSes, supressdo de uma barra, etc.), poupando deste modo tempo ao utilizador
do programa.

A terceira directiva foi criada a pensar nos casos em que as alteragbes a efectuar sejam
nas solicitagdes de estruturas que ja tenham sido estudadas, e sobre as quais ja existe portanto um
ficheiro de dados, alteragSes essas de uma grandeza tal, que ajude mais a efectuar essas alteragdes
através da entrada de dados do programa. Nestes casos ndo & necessario realizar novamente a en-
trada de dados que definem a estrutura, sendo somente necessario fornecer ao computador-o nome
do ficheiro de dados ja existente, sem a extensdo . DAD, e este comeqa a solicitar pelo &cran 0§
dados referentes as novas solicitagdes, oferecendo as opgdes de entrada de solicitagSes & mendio-
nada.

Apds ter reaJizédo todos 05 caculos para a determinagdo das incdgnitas, o programa EERM
antes de sair para o sistema operativo, realiza para cada uma das solicitagdes o desenho da estrutu-
ra, bem como da sua deformada, nos planos x-y, x-z, € y-Zz. No desenho da estrutura sdo realiza-
das as barras com cores que fazem a distingdo das barras que resultaram traccionadas, das que re-
suttaram comprimidas. De entre os dois grupos de barras (barras traccionadas e barras comprimidas )
ainda é realizada uma distingo, com trés cores em cada grupo, entre as barras com maiores valores

e menores valores de compressdo ou de tracgdo. As barras que ndo estejam sujeitas a nenhum des-
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tes esforcos sfo igualmente destacadas com outra cor. O desenho da deformada e’ realizado com
uma escala tal que pemmita a sua observagdo. Assim sendo, estas ndo sdo realizadas com a mesma
escala do desenho da estrutura. Tal facto justifica-se devido aos deslocamentos serem muito inferio-
res & grandeza das barras, o que faz com que um desenho no é&cran do computador da estrutura
seja iqual ao da sua deformada, desenhada com a mesma escala.

Os resultados dos caloulos efectuados pelo programa sdo escitos num ficheiro de dados
com a extens3o .RES. e com o mesmo nome do ficheiro de dados. A sua leitura pode ser realizada
com qualquer editor de texto, e permite que se fagam alteragles na apresentagdo dos resultados, an-
tes de se proceder d sua impressdo, de modo a dar satisfagdo a qualquer desejo por parte do ufiiza-
dor nesse sentido.

No ficheiro de resultados s3o escritos todos os dados relativos a definigdo da estrutura, a
definigdo das vérias solicitagSes para as quais sdo efectuados os céleulos, bem como todos os resut
tados inerentes aos calculos efectuados, que sdo para cada solicitagdo, os esforgos nas barras, as

reaciGes nos apoios, e os desiocamentos Nos nés.

2.2.1 - ESTRUTURA DO PROGRAMA EERM

O programa EERM apresentado na sua versao executavel pela designagdo de EERM.EXE,
& constituido pelo programa base, que segue uma estrutura modular, chamando dez sub-rotinas que
suportam os comandos de calculo, e que apresenta a seguinte forma, na linquagem de programagao

estruturada Fortran, em que foi esciito

C**!**l**!l!&***li*il*!l*****!lll**i*li****l****!*lli***ll!l**!ilil*ll
c

c EERM - Prograna de calculo de estruturas espaciais reticuladas
c aetBlicas

c
cili!i!**l{}l*{!!ll****l!!llli**!ll!!llllill**l!l!!l!l!lll!lllllllll!l
c

c prograna principal

c .
cli!l!*lli!**il!I!!i*lilil!!*li*{*lllilil!!l!*l*lil!llll!ll!l!!lll!!i!

INCLUDE ‘FGRAPH.FI'
RECORD /xycoord/ 1y

dirension lnods(400,2),ifpre(30,3),presc(30,3),stres(3,400),



# cnods(80,3), tqload(3,80,3),»atno(400),
+ nofix(30),aslod(3,240),ncarg(3),delt(400,3),ndelt(3),
C1(400),astit(240,240),react(3,240),xdisp(3,240),
L tdisp(3,80,3),treac(3,80,3),fonen(3,6),props(10,3)
c
§large
c
character*l indic
character#10 titll
character*10 titl2
character*50 title
character®50 titls(3)
integer#? dummy2, i, icoori, icoor? ,icoor3, icoord
integer®4 dunryd
integer#4 bkcolor(l) / $BLACK /
c
c*i*******{*********!**i!*!!*****i**&*****i*}!*!!********!*!**l*****l*
c .
c entrada de dados iniciais
c

c*l*l***l***l**!*i!l***!**!**!****ll*!!**!****!l*********!**********!*
C

nelen=400
*  npoin=80
nvfix=30
nsol=3
anrats=10
c
call inputi(nelen,npoin,ndine,nnode,ndofn,nsol,lvfix,
+ nevab, nsvab, npoin, itpas,nsol, nuats, raats,
# indic,nelen,nufix, title, titll, titl2)
c
clil}iliiiliiii!i!!i{*i*!i!ill*!*{!iiiiii*i!l!i!!li{li!l&!*lil!llll!l*!!
c .
c entrada dac caracteristicas dos materiais, das coordenadas dos
c nos. e defenicao das barras
c

C*!***l*i!!***iilil!l**!lil**!!il*l**!i********{!*i!!!**!****l**!*i*li!*
o :

call input2(ndime,nnode,npoin,nelen,cnods,lnods,itpas,

# indic,matno, props,neats)

C
C****li*!ii*!!*!*!**i*i*i!!ii!ii*!i**!*li*ll**l**l*!il!l*i!!l!i*!!!l!!

c
c entrada de dados definindo as condicoes fronteiras

C
C*i*******!ii****i****i**i*l****{********l!**l!i*il!i*******i*l**i*li!

call daecon(ndofn,nvfix,nofix.ifpre,presc,indic)

c
cii*!*iii**!ll!*i*iil!i!i!!***!l*!*i*iili*illi*i!lllllllllil*l!ii*illl
c

c entrada das solicitacoes

c

C*ii*!*****{i******!**i**!*!*l**!****i*i!*l*******!l*!l*l!i*****i**!**

call load(npoin,ndofn,tqload,nsol,indic,lnods,nelem,nnode,

+ cnods,props,nnats,cl,natno,nvfix,nofix,ifpre,
$ presc,title,titll,titl?,ncarg,titls,ndine,
¢ ndelt,delt)

c
C**ii!!li*******!*lll!**l****!*!i*!li******l**!**l*!l***i*!il**i**i!il*

c

c reuniao das matrizes de rigidez dos elementos na natriz
c de rigidez global da estrutura :
c

C***!li*****i*******{i!l**l*i*ii*!i*llii!*!!!**!i**l!*!l!*l***!l*l**l*{

call assemb(nsol,nsvab,npoin,ndofn,nelen,nnode,
# aslod,astif,tqload, Inods,

87
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# ratno,cnods,cl, nmats, props)
c
CERFHHHHE RO O O O R O
c
c reducao de gauss
c

c*!**l*i*l!l****ll!***i**l**!***l*!!i*******!lil*i**E******!*!i*****!*

call greduc(nsvab,nvfix, ndofn,nsol,nofix,ifpre,asled,

# astif,presc)
c
CRHENEFFEER R OO O R O O R
c
c retro-substituicao
c
CEERHE R R O O R R
c
call retsub{nsvab,nsol,nvfix, npoin, ndofn,react,astif,
3 aslod, xdisp,nofix, ifpre, presc, tdisp, treac)
c
CRHEEEHEHHEEE R RO E E HEOOHEREHEHOHOOHHEE OO RO
c
c calculo dos esforcos nas barras
c
CREEHOHE R O O O RO R
Cc
call forcec(npoin,ndofn,nelen,nnode,nsol, nevab, nnats,
# props, natno, Inods, cnods, cl, tdisp, stres, foren,
# ndelt,delt)
c
CEHEEHEHEHEE R O RO R O R
c
c saida dos resultados finais
c S
CRHEEEEREF R R R R R R
c
call saida(npoin,rdofn,nsol, nelen,
¢ nvfix,tdisp, treac, stres, nofix, titls)
c
CHEEEFFFEEEER O RO R R R R
c
c decenho da estrutura e das deformadas
c .

Ci!l*ill****l!*l*i**{i***l***{{*ll!*l*il*ii’*liillillliillll*lll!ll*ll*

call desest(npoin,ndofn,nsol, Inods, neler, nnode,
# cnode, tdiep, stres, ifpre, nvfix)

stop
end

O programa define no inicio a dimens3o das matrizes, encontrando - se escrito para efec-
tuagiio de clculos de estruturas com un méaimo de 80 nds, 400 barras, 30 ligagdes ao exterior, 10
materiais diferentes para as baras, e 3 solicitagbes diferentes. A dimensdo das matrizes fica unica-
mente dependente da capacidade do computador que se utilze, podendo - se rapidamente alterar as
suas dimensdes, alteragio essa que & realizada unicamente no programa base.

Descrevem-se de sequida as varias sub -rotinas que sdo utiizadas pelo programa base :
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- INPUT1.FOR, sub-rofina onde se processa a entrada de dados iniciais, que vao definir as matrizes
no decorrer do programa. E por intermédio desta sub-rotina que & realizado o "MENU DE ENTRA-
DA", que permite @ escolha entre a realizagdo de um ficheiro de dados novo sequido da efectuagdo
dos calelos para o mesmo, efectuagdo dos célculos com um ficheiro de dad‘os existente, ou a esoo-.
lha da modificaio total das solicitagSes de um ficheiro de dados ja existente com posterior realizagdo
dos calculos para o mesmo. Efectuada a primeira opgdo, 0 programa solicita o nome do ficheiro de
dados sem a respectiva extensdo .DAD, podendo este ser constituido por um méadmo de seis carac-
teres, como & explicitado no écran quando solicitado. Conforme a opgdo do "MENU DE ENTRADA™ -
escolhida, o programa I8 os primeiros dados referentes @ estrutura no ficheiro de dados, ¢aso se
tenha optado pela sequnda ou terceira opgdo, ou solicita-os pelo écran. Os primeiros dados da estru-
tura solicitados pelo programa nesta sub-rotina sdo: o nimero total de nds, o nimero total de bar-
ras, nimero total de nés ligados ao exterior, nimero totel de materiais diferentes, e ndmero de solic-
tagdes diferentes. Com estes dados ¢ feita a verificagio da dimensgo das matrizes, e €aso estas ndo
comespondam ao solicitado, & escrito no &crana informagdo das matrizes que S&0 necessarias red-
mensionar no programa base. Apds a escolna da primeira opg3o no "MENU DE ENTRADA", & real-
zado nesta sub-rotina um "MENU DE ESCOLHA DA FORMA DA ESTRUTURA RETICULADA
ESPACIAL". Nesse "menu" quatro opgdes so postas ao dispor do utiizador. As trés primeiras dizem
respeito & escolna de uma estrutura plana tipo, de uma estrutura plana cifindrica tipo, ou & uma clpu-
la tipo, e a Ultima a uma estrutura diferente das anteriores. As estruturas tipo permitem a redugdo de
entrada de dados, caso sejam essas as estruturas pretendidas para estudo. No caso de se optar por
esta (itima opg#o, & chamada a sub-rotina CARACT1.FOR.

- CARACT1.FOR, sub-rotina em que é definida qual a estrutura tipo que é escolhida, e para a qual
se define de sequida o nﬂmero total de nds e de barras, por que & constituida.

- INPUT2.FOR, sub-rotina em que é dada a entrada das caracteristicas dos materiais, das coordena
das dos ns, e a definigio das barras pelos nimero dos nds dos seus extremos e pelo nimero do
material de que sdo constituidas. Esta entrada & realizada pelo éoran caso se proceda a realizagdo
de um ficheiro de dados novo, ou pela leitura dos mesmos num ficheiro de dados existente. As

caracteristicas dos materiais solicitadas 3o a &rea, 0 modulo de elasticidade e o coeficiente de dila-
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tagdo térmica do material. Caso se tenha optado por uma estrutura tipo, na realizagdo de um ficheiro
de dados novo, esta sub-rotina chama a sub-rotina CARACTZ.FOR .
- CARACT2.FOR, sub-rotina que determina as coordenadas dos nds das estruturas tipo, e define as
barras das mesmas com o nimero dos nds dos seus extremos. |
- DAECON.FOR, sub-rotina onde & efectuada a entrada de dados que definem as ligaghes ao exte-
rior. Estes dados sHo constituidos pelos nlimeros dos nés ligados ao exteritor, pelos ¢bdigos 1 ou O,
para cada um dos nés, que define respectivamente se & oti ndo imposto um valor para os desloca-
mentos dos nds nas direcgles X, Y e Z, e pelo valor desses deslocamentos impostos aos nds ligados
ao exterior. Esta entrada & realizada pelo écran caso se proceda a realizagdo de um ficheiro de da-
dos novo, ou pela leitura dos mesmos num ficheiro de dados existente.
- LOAD.FOR, sub-rotina onde é efectuada a entrada da caracterizagdo das solicitagdes a que a es-
trutura vai ser submetida, e para as quais se vai proceder ao caleulo das incognitas ( esforgos nas
barras, reacqdes nos apoios e deslocamentos dos nds). Caso se esteja a trabalhar com um ficheiro
de dados ja existente, em que ndo se queira efectuar nenhuma alteragdo das solicitagdes, esta sub -
-rotina 18 os dados referidos nesse ficheiro. No caso de se trabalhar com um ficheiro de dados novo,
ou um ficheiro de dados ja existente em que se pretenda modificar as solicitagbes, os dados referidos
s50 solicitados ao utiizador do programa pelo écran. |

~Na entrada de dados pelo écran, o programarealiza nesta sub -rotina um quadro no &cran,
que oferece trs hipbteses para a entrada de cargas nos nds. A primeira hipbtese designada por en-
trada normal das cargas, procede iniciaimente ao pedido do niimero total de nds com cargas aplica-
das, pedido de sequida para cada um desses nds, o seu nimero na estrutura, o valor da carga Fx al
aplicada, o valor da carga Fy i aplicada e o valor da carga Fz ai aplicada, ou seja, os valores das
cargas sequndo 0s eixos x, y e z referentes a entrada de cargas.

A sequnda hipdtese, designada por entrada simplificada, procede inicialmente ao pedido do
nimero total de conjuntos de cargas compostos por Fx, Fy e Fz, que s&o iguais. Sequidamerte pede
a definigio de cada conjunto, ou seja os valores de Fx, Fy e Fz. No final de cada definigdo de um
conjunto de cargas Fx, Fy e Fz, & pedido pelo &cran o nimero do nb em que esta aplicado esse
.conjunto de cargas, definindo-se um nd nimero zero como inetrugdo para passar a leitura dos dados

do conjunto de cargas sequinte.
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A terceira e Ultima hipbtese, & para os casos em que ndo existam cargas aplicadas nos
nbs, passando assim a ser sequidamente, soliitado pelo programa a definigdo da acqdo variagdo de
temperatura.

A definigio da acgfo variagio de temperatura & também realizada nesta sub-rotina, onde
& pedido iniciaimente ao utiizador do programa, o ndmero total de barras onde ocorre variagdo de
temperatura. Caso nfo ocorra variagio de temperatura em nerhuma das barras, o programa passa ao
ponto sequinte, de outro modo, este pede para o numero total de barras definido anteriormente, o nir
mero da bama em que ocorre uma variag3o de temperatura, sequido do pedido do valor dessa varia-
¢80 de temperatura.

Nos casos em que 0 nimero total de baras onde ocorre variagao de temperatura coincidir
com o nimero total de barras, esta sub-rotina eiabora um quadro que questiona sobre se as barras
sofrem todas a mesma variagio de temperatura, ou existem variages de temperatura diferentes. Caso
0 programa seja informado que em todas as baras ocorre @ mesma variagao de temperatura, este
pede o valor dessa variaglo, e atribui automaticamente a todas as barras.

Nesta sub-rotina & ainda levado a efeito a realizago, com posterior gravagdo, de um novo
ficheiro de dados, para 0s casos em que se esteja a elaborar um ficheiro de dados novo, ou a modi-
ficar as solicttagies de um ficheiro de dados ja existente. Conjuntamente é dado inicio a abertura do
ficheiro de resultados, com gravagio nesse dos dados referentes @ caracterizagdo da estrutura, e a
definigdo das solicitagbes.

- ASSEMD.FOR. sub-rotina onde é efectuada a reunido das varias matrizes de rigidez das barras,
efectuadas pela sub-rotina STIFB.FOR, na matriz de rigidez global da estrutura. A sub-rotina
ASSEMB.FOR chama para cada bara a sub-rotina STIFB.FOR.

- STIFB.FOR, sub-rotina que procede & determinagdo da matriz de rigidez, ou melhor dizendo, da
matiz AK-1 A, para cada barra da estrutura.

- GREDUC.FOR, sub-rotina onde é efectuada a redugiio de Gauss na efectuagdo dos céleulos.

- RETSUB.FOR, sub-rotina onde é efectuada a retrosubstituigdo das matrizes de caloulo.

- FORCEC.FOR, sub-rotina que efectua com os valores dos deslocamentos obtidos nos calculos
anteriores, a determinagdo dos esforgos nas barras. Esta sub-rotina, tal como a sub - rotina

ASSEMB.FOR, chama a subrotina STIFB.FOR .
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- SAIDAFOR, sub-rotina que procede a continuagdo da elaboragdo do ficheiro de resultados, escre-
vendo neste os valores resultantes dos calculos efectuados.

- DESEST.FOR, sub-rotina que procede a elaboragdo do desenho da estrutura, e suas deformadas,
para as varias solicitagdes. Esta sub-rotina efectua o tratamento dos dados referentes a definigdo
estrutura, e dos resultados referentes aos esforgos nas bamas e deslocamentos dos nds, obtidos para
cada solicitago, permitindo realizar para cada solicitago, o desenho da estrutura, bem como da sua
deformada, nos planos x-y, x-z e y-z.

O desenho da estrutura é realizado com sete cores para as bamas sendo: trés cores refe-
rentes as barras traccionadas, distinguindo as que tém valores mais elevados de tracgfo das que tém
valores menores ; trds cores referentes as baras comprimidas, distinguindo as que tém valores mais
elevados de compress&o das que t8m valores menores; e uma cor para as barras que ndo estdo
sujeitas nem a esforgos de compressdo, nem a esforgos de tracgdo.

O desenho da deformada da estrutura é realizado com escalas diferentes para as coorde-
nadas dos nds da estruturas, e o valor dos deslocamentos que ocorrem nos nds, de modo a permiti
visualizar no écran com maior faciidade, o movimento da estrutura devido ac deslocamento verificado

nos nos.

2.2.2 - FICHEIRO DE DADOS DO PROGRAMA EERM

O programa EERM permite realizar o ficheiro de dados através do mesmo, ou com a util
zagdo de um editor de texto, como ja foi referenciado. Aprecenta-se neste ponto a sequéncia neces-
sria a ter em conta, para a realizagdo de um ficheiro de dados, afravés de um editor de texto.

0 ficheiro de dados é efectuado, realizando os sequintes pontos :

1 - Escrever o fitulo do trabalho (max. 50 caracteres)

2 - Escrever a sequinte finha:

NFOIN NELEM NVFIX NMATS NSOL



em que:

NPOIN = n{imero total de nds

NELEM = nimero total de bamas

NVFIX = nimero total de nds figados ao exterior
NMATS = nimero total de materiais distintos

NSOL = nimero total de solicitagdes
3.~ Escrever para o nlmero total de materiais distintos, a sequinte finha

JMATS  PROPS(JMATS.1)  PROPS(JMATS,2)  PROFS (JMATS, 3)
em que:

JMATS = nlmero do material

PROPS (JMATS , 1) = area do matenal em om?

PROPS (JMATS, 2) = médulo de elasticidade - E - em MPa
PROPS (JMATS, 3) = coeficiente de dilatagdo térmica do material

4 - Escrever para o nimero total de ns, a sequinte linha

JFOIN  CNODS(POIN,1)  CNODS(JPOIN.2) ~ CNODS(FOIN.3)

em que:

JPOIN = nimero do nd
CNODS (JFOIN, 1) = coordenada x do nd
CNODS (JPOIN , 2) = coordenada y do no

93



94

CNODS (JPOIN , 3) = coordenada z do nd

sendo a orientagdo dos eixos das coordenadas a seguinte :

E

Yy

5 - Escrever para o nimero total de baras, a sequinte finha :
JELEM  LNODS(JELEM.1)  LNODS(JELEM.2)  MATNO(JELEM)
em que:

- JELEM = nimero da barra
LNODS (JELEM . 1) = niimero do né situado na extremidade esquerda da barra
LNODS (JELEM , 2) = nimero do nd situado na extremidade direita da barra
MATNO (JELEM) = niimero do material de que & constituida a barra
6 - Escrever para 0 niimero total de nés ligados ao exterior, a sequinte linha:
NOFIX (IVFIX) IFFRE (IVFIX,1) IFPRE(IVFIX,2) IFPRE (IVFIX,3) PRESC(IVFIX,1) PRESC{IVFIX,2) PRESC(IYFIX,3)

em que:

NOFIX (IVFIX) = nlmero do né ligado ao exterior
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IFPRE (IVFIX, 1)= toma o valor 1 se se pretender impor o valor do deslocamento X, ou 0
em caso contrario, do nd ligado ao exterior

IFPRE (IVFIX, 2)= toma o valor 1 sese pretender impor o valor do deslocamento y, ou 0
em caso contrario, do nd ligado ao. exterior

IFPRE (IVFIX, 3)= toma o valor 1 se se pretender impor o valor do deslocamento z, ou 0
em caso contrario, do nd ligado ao exterior

PRESC (IVFIX , 1) = valor do deslocamento x do nd ligado ao exterior

PRESC(IVFIX, 2) = valor do deslocamento y do nd ligado ao exterior

PRESC (IVFIX , ) = valor do deslocamento z do nd ligado ao exterior

7- Realizar 0s pontos sequintes para o numero NSOL de solicitagdes pretendidas, variando portanto

ISOL de 1 a NSOL:
i) Escrever o fitulo da solicitagdo
ii) Escrever o n(mero total de nds com cargas aplicadas
iil) Escrever para 0 nimero total de nos com cargas aplicadas, a sequinte linha
IPOIN  TQLOAD(ISOL, IPOIN, 1) TQLOAD (ISOL.,IPOIN,2) TQLOAD(ISOL. IPOIN , 3)
em que:
IPOIN = nlmero do nd em que estd aplicada a carga
TQLOAD (ISOL.. IPOIN , 1) = carga Fx em KN, aplicada no nd
TQLOAD (ISOL, IPOIN , 2) = carga Fy em KN, aplicada no nd

TQLOAD (ISOL, IPOIN , 3) = carga Fz em KN, aplicada no nd

sendo a orientagdo dos eixos das forgas a sequinte:
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N

——— —— — ——

iv) Escrever o nimero total de barras em que ocorre variagdo de temperatura

v) Escrever para 0 nimero total de barras em que ocorre variagdo de temperatura, a

sequinte finha

|ELEM 'DELT(/ELEM, 150L)

em que:

IELEM = n(mero da barra em que ocorre variagio de temperatura

DELT (IELEM, ISOL) = valor da variagdo de temperatura que ocorre na bana
2.3 - EXEMPLOS DE APLICAGAO

Processa- se nesta parte & aplicagdo do método directo, método dos deslocamentos e
método das forgas para melhor se frisarem 08 procedimentos necessarios a levar a efeto na

aplicagio destes métodos, bem como para estabelecer a comparagdo- dos restitados obtidos com 08

© Mesmos. & 08 resultados obtidos com a aplicago do programa EERM. Hos exemplos em que se
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aplica 0 método dos deslocamentos e o método das forgas ainda se procede a comparagdo dos
resuttados com aqueles que se obtém aplicando o método directo.

As estruturas escolhidas para aaplicagio dos métodos s80 de pequena dimensdo de modo
a melhor se exporem os procedimentos realizados em cada etapa dos métodos, e a permitir que para
a resolugdo dos problemas, através do método directo, ndo seja necessario recomer a utilizagdo de
um computador. Ndo se pretende nestes exemplos proceder ao dimensionamento das secgdes das
baras das estruturas, mas somente obter os esforgos a que ficariam sujeitas as estruturas escolnidas
para o exemplo, quando submetidas &s hipotéticas solicitagdes.

Como primeiro exemplo, considere -se a estrutura tridimensional representada na fig. 2.3-1..
constituida por doze barras € nove nds, com seis nds ligados ao solo, e para a qual se vai realizar o

estudo através do método directo.
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Fig. 23-2

| Considerando todas as barras com comprimento iqual, representa- se na figura 2.3-2 08
dados geométricos dos elementos da estrutura, que conjuntamente com o facto da estrutura

apresentar simetria geornétrica, permitem efaborar a sequinte tabela dos co-senos directores :

Barra a . g y
1.7.3. 1 _\_/_5 \_{_i
2 6 -
2.4.8, 2 V3 'V2
2 6 -
V3
5.6.9. 0 ‘_?. V2
V3
10 1 0 0
1 S V3 o
2 2
1 \/5
12 T 5 0
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As‘ forgas exteriores que Soficitam a estrutura actuam no plano horizontal, formado pelos
irés nés da estrutura, e s3o indicadas por Fy. Fy, e F7 atendendo ao nimero de ordem das
equagdes de equilibrio em que intervém, bem como & componente que o vector de deslocamento X
tem naquela drecglo, sendo f=F, F5=2F, e F7=F. A acedo variagio de temperatura néo é
considerada neste exemplo, ou seja, & nula para todas as barras.

Na resolugdo deste problema através do método directo t8m de se esorever vinte e uma
equagbes, nove das quais sdo equagdes da estatica (nas doze incognitas Xy X7... X12). e as

restantes doze s3o equagbes da cinematica (nas nove incdgnitas ¥1 X7... 59).

De forma a faciitar a exposigio dos calculos a levar a efefto, utiizando o método directo
neste exemplo, considera-se que as barras da esfrutura s30 constituidas pelo mesmo material. e tém
a mesma secqd0, 0 que conjuntamente com o facto de terem todas o mesmo comprimento, permite
escrever a submatriz K na forma particular de K= AT em que A" & o factor constante I1/EA. el
representa a matriz identidade.

As nove equagBes de equiibrio para os nds 1, Il e Il sequndo as direcgdes 1, 2, € 3,

sdo

NO 1
ay Xy - apX7 - oqpX10 - 041811 =0
B1.X1 + By - B5 X5 - Buy X1y Fo=0
y1 X1 +9X+y5X5=0

NO 1T
a3 X3 - ag Xt agpXig +agX12=0
B3X3+B4X4-B6Xo - BraX12t F5=0
y3.X3+ 44+ v5X5=0

N6 11l

apX7 - agXg + a1 Xy - app X+ F7=0
B7.X7+Bg.Xg - By Ko+ B11.X11 ¥ B1aX12=0
y7.X7 +y3.X3 +y9.Xg=0

As equagdes de compatibiidade sequndo a ordem das barras, 1, 2, ...12, sd0:
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oy X +B1 ¥ty X3t A1 Xq1=0
-y X1+ xtyyx3t Ky Xp=0
03 x4+ B3 x5+y3 56+ K3 X3=0
-~ X4t By xntygxpt KqgXq=0
-Br xy+y5x3+ K5 X5=0
~B6 x5+ 75 %5+ K Xp=0
a7 x7+f7xg+yr o+ K7.X7=10
-agx7+fg xgtyg xgt Kg Xg=0
~Byxgtygxgt Kg Xog=0
-aqp Xy taqg ¥4+ Kp Xqp=0
-ayy ¥y~ B1g xpteqg X7+ By xg+ Ay Xyg=0
oy xq-Bry5-agy 7 +Bpp xg+ Ajp Xpp=0
Substituindo os valores dos co-senos directores e agrupando as equagdes, obtém-se o

sistema geral do método directo com a sequinte forma:

T h [ 7
t |1 LA
T[T b " !
G 1N N . | 1"
T 3 T
RKT N ) ]
il s}
1
_;. --;- 1 T I 0
nln N i)
T3 -3 3 ) i
. N 7] 1
'?1 ] Vi y !
[ L I L '
TIT 1|1 ! "
Vi
A ] [
7l 4 '
AR il I A
LlNhn ) 1y 0
[ BN Ik
1l aln 1 1 9} 0
R
1 NN \ 13 0
TI|T | =
1 Nln 1 I 0
THT IV
NN ) 1Y ]
N K1)
Q 1 1 ¥9 0
Ak
1 ﬁ ¥ 1 1 0
T 7% [ 7|
LAlan 1 1 0
3 I S
N ' X 0
213 !
-1 \ t 110 [
1IN VN ) I3 0
T TI|T
1 n [ LA 1 12 0
L TI7T TI|7T L. § L
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Da resolugdo deste sistema obtém-se a solugdo do problema que é:

(x;X)=1[( U,3737; 2,0044; 0,0000; 0.5593; 2.3884; 0,0000; 1,0670; 1,6071; 0,0000) &'; (-0.7655;
-0,3018; -0,9691; -0.4098; 1,1573; 1,3790; - 0,9974; 0,0696; 0.9279; - 0.18%; - 0,0026,
0.9304)] F

Considerando que < = 200KN, E= 206x108KPa, A = 0,0002m? e /=50m, 0

resuttado final passa a escrever-se da seguinte forma:

(x:X) = [(001x10%; 487x10%; 0,0000; 136 103: 5,80x 10-3; 0,0000; 259x 103; 390x 4073,
0,0000) : (-15310; - 7.836; - 19.382; - 8,196; 23,146; 27.58; - 19,948} 1,392; 18558;
-3712; - 0,052; 13.608)]

Fig. 23-3

Utiizando o programa EERM, e efectuando a numeragdo das barras e dos nbs,

representada na figura 2.3-3, o ficheiro de dados para este problema assume a sequinte forma:

Primeiro exenplo do ponto 2.3
12 E 1

9

1 2.8 286000.009 .480816
1 aa0 8.668 .0aa

2 5.008 8.660 .40d

3 10,844 8.660 .ged

4 2.500 7.217 4.082




7.568 7.217 4,882
2.580 4,338 .04a8
5.008 2.887 4,482
7.508 4,330 .080
5.408 008 .608
1 4 1
2 4 1
2 9 1
3 5 1
4 6 1
) 8 1
6 7 1
8 7 1
7. 9 1
4 3 1
4 7 1
3 7 1
1 1 1 .0080 .0088 4088
1 1 1 0008 0088 .Ba88
i 1 1 0088 .0049 6408
i 1 1 .paea . 0608 aaa8
1 1 1 TEL) 0808 .ga0e
1 1 1 , 8044 R:ILL) EEL
as exteriores F2, F3 e F7
, 088 28.08088 .Bag
.0800 40.008 040
28,860 080 .088

Da execugdo do programa obtém-se o sequinte ficheiro de resuttados -

ESTUDO DE UMA ESTRUTURA ESPACIAL RETICULADA METALICA
Proyrama EERM - Carles Garcia {Eng. Civil -UP)

fissunto: Primeiro exemplo do ponto 2.3

Ficheiro de dados: exempl.DAD
Ficheiro de resultados: exenpl.RES
DADOS DA ESTRUTHRA

M total de nos = 9

Ne total de harrag = 12
He de apoios =

Caracteristicas dos materiais

Hat. N2 firea (cm2) E (MPa) Coef .Ternico
1 2.88 2086800.008 . 80481608

Coordenadas dos nos

no coordx coordy coordz no coordx
1 . pae 8.668 000 6 2.508
2 5.008 8.668 .48 ? .84
3 14,088 8.668 .8464 8 7.500
4 2.548 7.217 4,082 9 5.088
9 7.9498 7.217 4,082

Caracteristicas das barras
Barra  ext.l1 ext.2 conp. cos a cos b cos ¢y

1 1 4 5.48 .5688 -.289 .816
2 a 4 5.00 -.508  -.289 816
3 2 3 3.00 568 -,289 .816
4 3 ] 9.04 -.588 -.289 .816
] 4 6 9.04 .688  -.577 -.816
6 3 8 2.00 .88 -.577 -.816
? & ? 3.00 .5008 .289 .816
8 8 7 j.00 -.560e  -.209 .816
9 7 9 5.44 .pa@  -.577 -.816
18 4 9 5.08 1.088 .a0e .eqd
11 4 ? 5.08 .588  -.866 .aae
12 b} 7 %.68 -.588  -.866 .aea

‘coordy

4.338
2.887
4.338

.aa4

Hat N

e s s s s e . s o
.

coordz

.aae
4.082
.bea
.44
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Ligacoes ao exterior

no lig, codigo valores inpostos
X y 2z X y z
| 111 . 8aa8 .aea8a aaas
2 111 aaae .8808 .aeae
3 111 .aaae 0008 .naaa
6 1 11 .gaae .aaa0 .gaan
8 111 .8488 .aa88 .6888
9 111 6808 .6080 .paae

ACCOES A QUE ESTA SUJEITA A ESTRUTURA

Solicitacao N¢ 1
Titulo : Forcas exteriores F2, F5 e F7

Carga nos Nos - accao exteriar
No Fx(KN)  Fy(KN)  Fz(XN) No Fx(KN)  Fy(XH)  Fz(KN)

4 .00 20.80 .89 ] .08 49.088 .88
7 28.48 .68 .88
" ne total de nos com cargas aplicadas = 3

RESULTADOS DOS CALCULOS EFECTUADOS PELO PROGRAMA EERM

Solicitacao Ne¢ 1
Titulo : Forcas exteriores F2, FJ e F?

Esforcos nas Barras

Barra N (XN) Barra N (KN)
1 -15.3688 7 -19.947
2 -7.835 8 1.391
3 -19,381 9 18.5957
4 -8.197 10 -3.711
9 23.144 11 -.851
6 27.979 i2 18.488
Reaccoes nos apoios
No - Rx(KN) Ry(KN) Rz (KN)
1 ?7.699 4,418 -12.499
2 5.774 7.856 -22.222
3 -4,899 2.366 -6.692
6 9,973 19.122 2.619
8 .696 15.524 23.693
9 .08 18,715 15.151
Deslocanentos
No dx(n)  dy(m) dz(mw) No dx(m)  dy(n)  dz(n)
1 . 048 ,008 .gao 6 .0a0 1L .068
2 .0a8 ,0840 .088 ? .08 -.494 .40
3 .008 .08 .040 8 .paa .868 .pa8
4 ge1  -.989 .48 9 .a88 gon .paa
5 .88t -.886 .0aa ,

~ Na comparagdo dos dois resultados obtidos, verifica- se que 30 iquais, diferindo apenas no
sinal dos deslocamentos, devido aos eixos de referéncia ndo serem 0s MeSMOS.
Como sequndo exemplo considere - se a estrutura do ‘exemplo anterior sujeita agora a uma
acglo externa como a variagdo de temperatura, para deronstragio do método directo na presenga de

distorgio devido a uma acgdo externa como a variagBo de temperatura. A variagdo de termnperatura
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considerada neste exemplo & de At=20°, nas baras nimero 10, 11 ¢ 12 (fig.2.3-4). assumindo

assim a equagdo de compatiblidade. considerando para exemplo a barra 10, a sequinte forma:

-x1+ x4+ Kyg Xyp=+4/19= ¢/ 200

A Distorcoo positiva

N&o sendo considerada mais nenhuma forga exterma para além da variagdo de temperatura

ja indicada, para as barras 10, 11 e 12, 0 sistema geral assume a seqguinte forma:

[ K 1 T L1 [
TI|'T T Y o |
aln q i) 3 )
t | ] ]
1| N 1]
aln T K '

Tt o I el I S I L
nln 4] .0 . 3
B0 T [
SEINE AL
K i 5y 3
T{'T T I'T
a1aln nia m 0
i | T {7
Nninln 1y 0
aninaln -

Llapn n e

T|T|T ' :

. Nin

150 ' " ’

NN
7|0 ! - D ¢
1| A
4123 : ‘ I
nlNn
=l kil 1 113 [}
qln t
KRN 1 ‘ 0
(AN .
TN ! " :
1 | AN . ‘
T TN ! " !
niln
T o " ‘

-1 ] ] 13T 14!

R K 1| N nn

77 + 1T ] 1y il

5 WK ot

L } .,l T \ _lu~ -ui
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resultando da sua resolugdo a sequinte solugdo para as incdgnitas do problema

(x;X) = [(-04286; -0,2474; 0,0000; 0,4286; -0.2474; 0,0000; 0,0000; 0,4949; 0,0000) e/ A1,

(0.2857; - 0,1429; - 0,1429; 0.2857; - 0,1429; - 0,1429; - 0,1429; - 0,1429; 0,2857; 0.1429;
01429 0,1429) of A%, k1]

Considerando que ¢ = 0,000016 , £=2,06x108KPa, A = 00002 mle /=50m, o0

resultado final passa a escrever-se da sequinte forma:

(2:X) = [(-060x 10%; -0.40x 103; 0.0000; 0.69x 103; -040x 105 0,0000; 0,0000; 0.79x 10°%;
0,0000) ; (3767; - 1.884; - 1,884; 3767; - 1,884; - 1,884; - 1,884; - 1.884; 3,767,
1,884; 1.834; 1.884)]

Utiizando o programa EERM, e efectuando a numeragdo das barras e dos nos,

represeritada na figura 2.3-6, o ficheiro de dados para este problema assume a sequinte forma:

Peineiro exeng]o do ponto 2.3
2 1

9 1

1 2.00 286000.000 .088081600
1 060 8.660 .000

2 9.008 8.668 .aaa

3 16.080 8.668 .068

4 2.508 7.217 4.882

5 7.988 7.217 4.882

6 2.500 4,330 .8a0

-7 5.888 2.882 4.882

8 7.908 4,330 208

9 5.800 .089 geo

1 1 4 1

2 2 4 1

3 2 ] 1

4 3 ] 1

5 4 6 1

6 9 8 1

7 6 7 1

8 8 7 1

9 7 9 1
10 4 ] 1

11 4 7 1

12 3 ? 1

1 1 1 1 .0088 .00a080 .naaee
2 1 1 1 .08a8 .a008 08480
3 1 1 1 .0000 .0000 ,08048
6 1 1 1 .hoaa .0008 8000
g 1 1 1 .n600 .peae .eae
9 1 1 1 8008 .8000 .aaaee

Uaalacao de temperatura '
3
18
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Da execugdo do programa obtém-se o sequinte ficheiro de resultados :

ESTUDO DE UMA ESTRUTURA ESPACIAL RETICULADA METALICA
Progeana EERM - Carlos Garcia (Eng. Civil -UF)

fssunto: Primeivo exemplo do ponto 2.3

Ficheire de dadog: exenpd,DAD
Ficheiro de resultados: exemp2.RES

DADOS DA ESTRUTHRA
Ne total de nos 9

NS fotal de barras = 12
N2 de apoios = 6

i

Caracteristicas dos materiais
Mat.N2 firea (cn2) E (NPa) Coef .Ternico
1 2.08 2086000.0080 .g0901680

Coordenadas dos nos

no coordx coordy coordz no coordx coordy coordz
i .808 8.668 .880 6 2,988 4.338 .888
2 5.080 8.66 .68 7 5.4800 2.887 4,082
3 14.008 8.668 .088 8 7.588 4,338 .0888
4 2.508 7.217 4,882 9 5.880 608 .0680
3 7.508 7.217 4,882

Caracteristicas das barras
Barra ext.1 ext.2 comp. cOs a COS b cos g Mat.N¢

-1 1 4 5.00 5688 -.289 .816 1
2 2 4 v.00 -.508  -.289 .816 1
3 2 3 5.88 588 -.289 .816 i
4 3 9 5.88 -.568 -.289 816 1
9 4 6 y.08 .88 -.5?7 -.816 1
6 9 g8 5.0 888  -.572 -.816 1
? 6 7 5.88 .508 -.289 816 1
8 8 7 1.88 -.580 -.289 .816 1
9 7 9 5.68 .p88 -.577 -.816 1
18 4 5 5.089 1.4008 .08 .08a 1
11 4 7 5.08 .58 -.866 .008 1
12 3 7 5.69 -.588  -.866 .008 1
Ligacoes ao exterior
no lig. codigo valores inpostos
X z X y z
1 111 . 0808 .pade .paee
2 111 .paa8 .0ae0 .p608
S e o
8 111 . 0408 .8888 ,2080
9 11 1. .ag08 .0868 . 8040

ACCOES A QUE ESTA SUJEITA A ESTRUTLRA

' Solicitacao N2 1
Titulo : Variacao de temperatura

Variacao de temperatura - accao exterior
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Barra Var. tenmp. Barra Uar. tenp.)
10 208.08 11 20.40
12 20.00
n® total de barras onde ocorre variacao de tenperatura = 3

RESULTADOS DOS CALCULOS EFECTUADOS PELO PROGRAMA EERM

Solicitacao N2 1
Titulo : Uariacao de temperatura

Esforcos nas Barras

Barra N (KN) Barra N (XN)
1 3.767 7 -1.883
2 -1.884 8 -1.883
3 -1.834 9 3.767
4 3.767 19 1.884
] -1.884 11 1.884
6 -1.884 12 1.884
Reaccoes nos apoeios
Ho Rx(XN) Ry (KN) Rz (KN)
1 -1.084 -1.087 3.076
2 a8d 1.887 -3.076
3 1.884 -1.887 3.876
6 942 -.944 -3.976
] -.942 -.544 -3.876
9 nes 2.179 3.676
Deslocamentos

Mo dx(m)  dy(m) dz(m) No dx(m)  duln) dz(m)

1 .0aa .088 .0e4 6 .aed .08 .804
2 .aa4 .8e88 .808 7 .469 -.@01 .0a4
3 .208 .aaa .088 8 .044d .08d .aad
4 -.441 .0aa .08 9 .00 .gaa .n08
3 881 .04 .008

Na comparagdo dos dois resutados obfidos, verifica- se que 3o iguais.

0 terceiro exemplo cerve para demonstrar a simplificagiio que se pode efectuar no estudo
de uma ectrutura, quando esta contenha efxos de simetria geométrica & mecérica. Considere-se a
estrutura reprecentada na figura 2.3-5, com vinte e um nds, ligados por quarenta e duas barras,

contendo trés vinculos extemos. Esta estrutura contem trés eixos de simetria geométrica e mecAnica.
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A presenca de trés eixos de simetria geométrica e mecanica, reduz o problema inicial a

estrutura representada na figura 2.3-6.

0 vector X é deste modo reduzido a oito componentes, correspondendo a oito equagbes
de compatibiidade nas seis incognitas xj. e o vector X é reduzido a seis cormnponentes,

correspondendo a seis equagdes de equillbrio nas ofto incdgrittas Xj, resultando assim a matriz K de
vinculo entre as equagdes de equifibrio e as equagdes de compatibiidade, numa matriz quadrada de
oito por oito.

As equaqdes de equifbrio para os nbs | e Il, sdo escritas em relagdo ao sistema de refe-
| réncia (1,2). E escrita para o nd il somente uma equagdo de equibrio para a direcgdo do exo de
simetria a. e & também somente escrita para o né IV uma equagdo de equiibrio, na direcgdo de

simetria &. As equagdes de equilbrio assumem assim a seguinte forma

No |
X{-X-(12)X5=0
-(312)2) X5=0
No Il
Xy- X3+(1)2) Xg-(12) X7=0
-(312)2) Xp-(312)2) X7=0
NO i
Xg+(31212)X5~-(312)2)X3=0
N6 IV

(32)2) X7+ Fl2=0
As primeiras quafro componentes do vector X comespondentes &s equagdes de equilibrio
dos nos | e Il s3o referenciadas no sistema de referdncia (1,2). sendo @ quinta e sexta componen-
te do vector X, referenciadas respectivamente nos eixos de simetria a € b. As equagdes de

compatibiidade escrevem-se como tal da sequinte forma:
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x1+ Ky Xq=0
-x1+x3+ K X=0
-x3+ K3/2 X3=0
..¥5+2 Ky X4 =0~ |
12)51-(312)2) x9+(312/2) 35+ K5 X5=0
12) x3-(312)2) x4+ K Xp=0
12) $3-(312)2) x4+(342)2) x5+ K7 X7=0
312)2) x5+ Kg X3=0

-(1
(1
-(1
~{
0 vinculo entre as equagdes de equilibrio e de compatibilidade é estabelecido pela matriz
K. cujos elementos dispostos segundo a diagonal principal sd0 ordenadamente, Ky. Ky, K3]2.

2Ky, Ks., Kg. K7, Kg. Considerando que Ky= Ky= K3= Kq= K5= Kg= K7= Kg=1.

ento a equagio do problema assume a seguinte forma:

B 1 -1 --;- -1 —'\‘ -0 T
-"77. ? 9
v |- -;- -% 1 0
NN
1 fz! ? s 0
9 '8 +f -;- =0

1 1 I ¢
-1 1 1 h 0
11 _11_ 1 )

? I 0

P |7 7 | s
_'z_ .%! 1 *g 0

.3 -_IQ i;’_ 1 n 0

L Trl L'_ Lla § Ln J

Da resolugio deste sistema obtém-se o sequinte resuttado .

(x:X) = [{01155; -00667; 0.2309; 0,8000; 0,0000; 1,6000 )‘ K (-0,1155; - 0,1155; 0,4619; 0.0000;
0,0000; 0,5774; -0,5774; 0,0000 NF
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Como quarto exemplo considere-se a estrutura do exemplo anterior sujeita agora a uma

distribuigio das forgas externas tal, que se verifica uma condigdo de anti- simetria, como & represen-

tada na figura 2.3-7. A estrutura neste caso pode ser reduzida a estrutura representada na figura

23-8. As incdgnitas estaticas sdo representadas pelas forgas nas barras 1, 2....8 as incdgnitas
cinematicas pelos deslocamentos ¥4, X7, X3, X4, dos nds 1 e Il e pelos deslocamentos x5, e g,

ortogonais, respectivamente, aos eixos de simetria a e b.

Fig. 23-7

(T

Fig. 23-8

Como X4 & iqual a zero {faciimente verificivel pela equagdo de compatibilidade em relagdo

3 bama 4), este pardmetro do vector X, pode ser eliminado deste, assumindo as equagdes do pro-

blema a seguinte forma:
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Resolvendo o sistema obtém-se o sequinte resuttado .

(x:;X) = [(00400; -0,1524; 0,0800; 0,0185; - 0.2240; 0,5120) K'; (-0,0400; -0,0400; 0,1600; 0,0000;
0,2000; - 0,2000; -0.4000)] &

O quinto exemplo de aplicagdo tem como objectivo a aplicagdo do método dos
deslocamentos. Considere - se para este exemplo uma esfrutura constituida por dois nds mutuamerite

ligados e vinculados ao solo por oito baras, representada na figura 2.3-8, cujas barras apresentam
as sequintes propriedades : K= K5=Kg = K; Kp=K7= 3K ; K9= K4= Kg=Kq= 2K.

A estrutura € representada na figura 2.3-9.

Fig. 23-9

As forcas externas que solicitam a estrutura 530 duas, tendo ambas a direcgdo do eixo 3
do sistema de referdncia, estando uma aplicada no né A e a outra no nb B. Considerou-se neste
caso A0 igual a zero.

O né B é vinculado de modo a que 56 Ihe seja permitido um deslocamenito na direcqdo 3
do sistema de referéncia (1,2.3), representado na figura 2.3-9 . Deste modo, 0 grau de liberdade
da estrutura deste exemplo é compreensivelmente igual @ quatro, correspondendo rés graus de liber-

dade a0 né A, e um grau de liberdade a0 né B. obtendo-se assim quatro equagdes de equilbrio.
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Tendo a estrutura um total de nove barras, consequentemente tem-se nove forgas incogni-
tas, que constituem o vector X, e como tal nove equagdes de compatibilidade.

Aplicando o método directo, obtém-se um sistema constituido por treze equagbes e treze

incognitas :
i 1] K )
] 4
a I
] 2
alaalda
1 ? 2 ?
: ala(aa
TIT|T |7
il n '
[} 1
apa )
? i
i N
T T l
[ (] !
1 [

N}m ~|.$_. ~l,§. N|_§,

Da resolugdo do sistea obtém-se o sequinte resuttado :

(x;X) = [(-01818; 0,1818; 0.9091; 0,7059) A"; (- 0.5143; -0,2571; - 0,3857; -0,2571; - 0,4991 ;

-0,2496 ; -0,1664; - 0,4391; - 0,0909 )] F

Aplicando o método dos deslocamentos, o vector X obtido da equagio de compatibilidade

vem igual a:

X = -K1Az

B

n
3
b—
I
n
n
p—

h
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Substituindo este valor de X na equagdo de equiliorio obtém-se

AX+F=10.

S

n
{ ml

g a - [
L 3
*
i \
— i
4
S S e

il (ehe ] el
i~ o |eiw -l
L ] [
I 1

SIS

e~
)

e~

=0

5
"3

=]~

~
wise) —|=




114

Obtém-se assim para o vector X 0 seguinte resultado :

(08363 |-00365 | -0.1818 T [0l [-ou88]

x = RIF = & |-00363 | 24367 | 01818 0| =1 01818 | F&
-0.1818 | 01818 | 09090 F 0.9090
] 07059 | |F| | 07058

Substituindo o valor de X na express3o de X inicial, obtém-se para X o sequinte resuftado:
- 212172 -212)2 -0,1818 -0,6143
-21216 | -211216 0,1818 -0,2571
21214 21214 09090 |F -0,3857
21214 | -21214 | 0.7038 -0,2571

-

X =-KlAx = -2\2)2 = | -04091 |F

212} 4 -0,2496
211216 -0,1664
-24242 -0,4991
172 -0,0909

— — e -

(x:X) = [(-0.1818; 0.1818; 0.9091; 07059 ) &'; (-05143; -0.2571; - 0,3857; - 0.2571; - 0.4991;
| -0,2496 : - 0,1664; -0.4991; -0,0908)] F

Os resuttados obtidos pelo método dos deslocamentos sdo iguals aos resultados obtidos
anteriormente, aplicando o método directo.

Considerando que = 2.06x 108KPa, Aq = Ag= Ag=00003m2, Ap= A =00001 m
Ay=Aq= Ag= 0000152, Ag= 0000212m2, [y=lp=1ly= ly=Ig=1lg=1r=1Tg= 2051 m, Jy=

2.80m, e F=20,0KN, o resuitado final passa a escrever-se da sequinte forma:

(x;X) = [(-00001; 0.0001; 0,0006; 0,0005) A'; (- 10,286; -5.142; - 7.714; -5142; -9.982;
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-4992 ; -3,328; -9,982; - 1.818)] F
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Da execugo do programa obtém-se o sequinte ficheiro de resuftados :
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ESTUDO DE HMA ESTRUTURA ESPACIAL RETICULADA METALICA
Programa EERM - Carlos Garcia (Eng. Civil -UP)

fissunto: Quinto exemplo do ponto 2.3

Ficheiro de dados: exempd.DAD
Ficheiro de resultados: exempd.RES
DADOS DA ESTRUTURA

N2 total de nos = 9

N® total de barras = 9
N& de apoios =

Caracteristicas dos materiais

Hat.N2 firea (cn2) E (HPa) Coef .Ternico
1 3.08 286608 .088 80001688
2 1.08 206008, 088 .28p01640
3 1.58 286000 . 008 .aana16d0
4 2.12 2066088.0848 .49ap1680

Coordenadas dos nos

RESULTADNOS DOS CALCULOS EFECTUADOS PELO PROGRAMA EERM

rdy coordz

no coonrdx coordy caordz no coordx coo
1 .080 1.458 1.458 6 4.358 .088 1
2 1.458 2.908 1.4580 ? 5.808 1.458
3 1.458 .8 1.458 8 1.458 1.450
4 2.900 1.458 1.458 9 4,358 1.458
5 4,358 2.908 1.458
Caractericticas das barras
Barra ext.1 ext.2 comp. cosa cosb cos g Mat.N?
1 1 8 2.83 ., 787 .008 .787 1
2 3 8 2.85 .pae L7872  -.782 2
3 4 ] 2.85 -.787 .0a8  -.782 3
4 2 8 . 2.85 .pe8  -.787 -.7@7 3
b] 4 9 2.05 .787 .a88  -.787 1
6 6 9 2.83 080 702 -.787 3
7 7 9 2.83 -.787 .088  -.787 2
8 5 9 2,89 .88 -.787 -.787 1
9 8 9 2.90 1.000 .008 .08 4
Ligacoes ao exteriop
no lig, codigo valores inpostos
X 4y Z X y z
1 111 .0088 .peae , 0099
2 111 ,paae .ngae ,8840
3 111 . 0000 .aea0 .8800
4 1 11 .6aa8 .paae .aae
9 111 6060 .aa8 .80a8
6 111 4008 0608 , 0840
7 111 .8068 .paeo 8806
9 1 1 8 fean .p8e8 0880
fiCCOES f QUE ESTA SUJEITA A ESTRUTURA
Solicitacao N2 1
Titulo : Forca F
Carga nos Hos - accao exterior
No Fx(KN)  Fuy(EN)  Fz(EN) No Fx(KN)  Fy(KN)  Fz(KN)
8 .00 .00 28.088 9 .00 .80 28.00
. n@ total de nos com cargas aplicadas = 2
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Solicitacao N® 1
Titulo : Forca F

Esforcos nas Barras

Barra N (KN Barra N (KN)
1 -18.283 6 -4,991
2 -5.143 7 ~3.328
3 -7.7114 8 -9.983
4 -5.143 9 -1.818
5 -9.983
Reaccoes nos apoios
No Rx(KN) Ry (KN) Rz (KN)
1 7.273 .08 7.273
2 .088 3.636 3.636
3 .aa8 -3.636 3.636
4 1.6084 .048 12.513
] .08 7.8%9 7.859
6 .pae -3.529 3.929
7 -2.353 .40 2.333
9 ~-6.924 -3.529 .aae
Deslocamentos

No dx(n) du(m) dz(m) Mo dx(n)  dy(m) dz(m)

1 .800 .8a8 .84 6 .aed .ae8 .800
2 .200 .04 NLL] ? .088 L .qa8
3 .888 064 .2ed 8 .a08 a8a -.@801
4 .068 .na8 .004 9 .4de L1 faa
3 .aea .88 .80d

Na comparagdo dos resuttados obtidos para este exemplo, verifica- se que estes 80 iquais,
diferindo apenas o sinal dos deslocamentos, devido a0s &ixos de referéncla n3o serem 0S MESMoS.

0 sexto exemplo tem como objectivo a aplicagdo do método dos deslocamentos. Considere -
-se uma estrutura tridimensional plana e rectangular, composta por unidades piramidais, cujos vértices
s3o ligados, superiomente e inferiormente, por uma dupla travagdo de baras dispostas sequndo as
suas direogGes ortogonals. Os nds do perimetro da estrutura apoiam-se numa viga que se supde
indeformavel.

A estrutura deste exemplo encontra-se representada na figura 2.3-11.

Considerou-se que estrutura é solicitada por forgas exteriores constantes, que actuam na
face superior da estrutura. No & considerada nenhuma distor¢do devido a variagdes de temperatura.

Este problema & simplificado pela presenca de quatro eixos de simetia a. b, ¢, e d, per
mitindo assim a redugdo da estrutura em estudo, na estrutura representada na figura 2.3-17, de &

cordo com o que ja foi referenciado, para estes casos, num dos pontos arnteriores.



Fig. 23-11
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. Atendendo & geometria da estrutura e ao sistema de referéncia adoptado (fig.2.3-12),
obtém-se 0s €0-senos directores, bem como 0S comprimentos das barras, expressos no sequinte

quadro :

BARRA ( ® V'] y
1-3-5 1. 2000 0.8346 — 0.5508
9-13 0.6000 —_ 0.8346 0.5508

2-8-14 0.3535 0.7071 0.7071 -

L 2.0000 1.0000 — —

12 -15 1.0000 —_ 1.0000 -

6-7-1 0.7071 0.70M 0.7071 —_
10 0.6000 0.8346 —_ 0.5508

Sendo constante a &rea das baras, bem como o seumddulo de elasticidade, o comprimen-
to passa assim a ser o pardmetro caracteristico das barras.

Os graus de liberdade que passam a ser conciderados para o estudo, correspondentes a

fiqura 2.3-12 s30: um deslocamento vertical Xy para o no |; um deslocamento horinzontal X, na di-
recgdio 1, um deslocamento vertical X3, para 0 né Il : um deslocamento horinzontal x4 na direcgdo
1.e um deslocamento vertical Xg, para o nd il ; um deslocamento horinzontal xg na direcgdo 1, para
o nd IV : trés deslocamentos X7, Xg. € Xg, nas drecgdes 1, 2, € 3, respectivamente, para 0 no V.
dois deslocaméhtos horizontais Xy & X11.nas direcgdes 1 € 2, respectivamente, para o no VI e fina-
lizando, um deslocamento X4 na direcgdo da diagonal de simetria, & um deslocamento vertical X43,
para o nd Vil

Devido a parte da estrutura que se examina ser constituida por 15 barras, o problema em
estudo é duas vezes hiperestatico. Neste exemplo esta bem patente a faciidade de estudo da estiu-

fura por redugfio das equagbes, obtida através da utiizagdo das condi¢des de simetria, visto que a
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estrutura completa comporta oitenta e sete graus de liberdade, e noventa e seis vinculos, sendo assim

nove vezes hiperestatica.

Tem-se assim neste estudo, treze equagdes de equilibrio nas quinze incdgnitas do vector

X, e quinze equagdes de compatibilidade nas treze incbgnitas do vector x.

O vector dos termos conhecidos constitui um vector de comporientes nulas, salvo a terceira

componente que & igual @ F/2, e nona componente que & igual a F.

Aplicando o método directo, obtém-se um sistema constituido por vinte e oito equagbes e

vinte e oito incdgnitas :

03508 I
Q83L6{Q7071 {Q8E 700
Fassos| lo5508)
'
06346 10000 FaAKH I
05508 05508 o508
83L6 70N
H
7N a 70N [a707 azon !
“J ]
a7an [a7om Lazon|as), Fos s
QY508 105504
+
agas fa7on Imoﬂ
1
00N 7071
!o
laron 7071 amnl
nss0e nssml
1
05508 {0834| t2000 i
a7on nxas I
- 200 |
10000 2 :
losME )6 . 2000 I
62071 0207 |Q70N 7071 |
lazon a70n Ja7o7! 771 |
47071 ja7on k3538 i
05508 08046 105508 jasoco |
08305 Q7071 05508 a6000 I
ka7 Fo7on 0707t |[a7on Q7071 I
7071 10000
&5 105508 47071 |05508 05000
a7on oo 3539

— 1
o
n}

-]

~F
m

ofelefefefefel=fef=]=f=]c]e ]l ]|~ ]=]]"]]
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Aplicando o método das forgas, considerou-se. para este caso, como incognitas hiperestati-

cas as componentes Xy4 € X5, passando assim estas a constituirem o vector X, Obtém - se assim

para a equagdo de equilibrio, o sequinte sistema.:

AKX+ AX +F =0

_ ~ ] - - - W -
1
05508 ! ] 0
II 0
0836|0707 fasxs o707
1) A
Loss08 05508 3
l‘ 0
0835 | 10000 0836
. 1y 0
5508 05508 ass08
[}
834617071 U 0
s bu I +l -0
1
lazon{a7onjaron a7on ! [
1
aron |azon faromioasie Lazon a3 ) 0
l, 1
05508 Lass08
&6 fa7om o onn v
omn 4l 0N 1 s
LH 0
aron o 70njamn
1
psse 05508 " ¢
- . . L -4 L = =3 -
Invertendo a matriz A;, obtém-se o valor de X; da sequinte forma:
X = -A7L(AX; + F)
oL T(r T— _} RN -1 _
Xy 8155 Xqq 0 0 0 0
X4 L2essl1eie2 21029 07071f707 10715 Jaese 2{2828¢ 2129 LX’SJ 0 0 -3 2826¢
X, 18155 L e1ss "2_ lago77 ) 0
x 30005 005 10000 {1515 2 15152 pro000 {10000 \5152 0 1000s)  hae? 1.0000
I3
Xg 18155 1.815S 18155 18155 (11981 | 11381 1.8155 0 2732 16943 11981
Xg L2129 242 229 f1e2 21629 |1a1e2 Pewe2 229 0 12143 200000 bz
x, |=- azanloron {1oms hacz{2e2ee 2129 0 $=-F 10715 |-%, , Fa0000] -, ¢ |2628¢
Xg L21229 121429 2129 |1.01¢2}a707 0707132163 | 28288 28260 2858 0 e 2857 0000 56204
Xq L1g1ss {11981 frisst Ligiss ) Liaiss 16963 11901
X0 1.198 11981 07071 ¢ ) 16943 hiaat
Xy 10142 a70n| ) 0 L1 0000 14142
12 23962|23062{1.L16 218155 0 0 13888 |26
Xy3 11981} 11981 18155 Lo Lo hEse3 Esu
L. L. - L 1 J . J - .
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Substituindo o vector X na correspondente equagdo de compatibilidade f\ix + KiXj=0,

e invertendo a matriz A, obtém-se X expresso em funglo dos termos conhecidos F e das incgnitas

X4 € Xqg iniciais :

x = KUK AT (A + F)

1_3155 1815530005 .S |21c28 k21229 ] F\-zoo—ow T
12142 3535
21229118155 10305 {18155 [21429) 2129 12000
10000 20000
15152[18155}21429 21429 2000
wwl o paw? 707
h7om 7971 {0707 x k7on
070M 70 o7on kEE)
7S 15152 [18155 2142910715 |32 3118155 16000
14102 Lioooo 11981 ra142 Fare2]28284 11981 {11981 23962 }11981 hewo
282684 10000 {1198 i arc2fz 280 2820041981 F11981 12162 123962{ 11981 07071
181462 h.0000
L 2129 15152 (18155 $21429 | 21429 HL285811.8155 his1ss msj loscoo
b b e
— 1 (- —T— -1 I‘ ‘l ™ 11 [ 7 [~ T — T —
8155 X4q 0 e, 389 11778 8.6714
£.285811.L14 2 p21429 0.7071/07071 {107MS (1.L14 2[28284 21429 l—xls_l 0 0 -1.5000 146142
18155 Lg15S _‘2_ 3039¢ 16,050 h081e
20005 10005 |10000 15152 15152 10000 {10000 15152 0 6.0609 28284 2.000
18155 18155 18155 18155 [11981 [11981 1.8155 0 £3.233 1037 09259
2129 20429 l2sez9r.ene2 21429 14122 b10122 21629 0 bs3sn £.0000 2828¢
707 [o7om Jros Haie2|2828e 2123 ﬁ F| o ?: KF |asasaf-kx fr2so0 |y freez | =
L2129 j21029 l21¢29[1.01¢2|a70m [0.707}3. 214 3| 28284 F2 8264 £,2858) 0 16072 L2500 b 828
Ligiss |11981 pLos L1miss 1 27645 20804 15512
11981 }1.1981 07071 Q 1852 27539 20,53
16182 o70m| 1 0 20974 33,038 26 190
239622962 1414218155 : [ [ %723 |33888
hagsi |9 18155 Lo 30080 3728 25457
— - L L. ._L_. - ' ) L. L. L J
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A (ltima substituigio & feita com o resultado obtido para o vector X, na equagdo de com-

patibilidade que falta referir, obtendo-se um sistema de duas equagdes, do qual se obtém a solugdo

para as componentes X4 e Xy

Ax+ KX =0

07071 xyg - 0,071 Xy + 03636 K.Xjq =0
syt KXi5=0

Xjg = 11904 F

X5 = 06560 F

Realizando o processo agora em ordem inversa, substituindo nas equagdes os valores de
Xy4 ¢ Xy5 j& obtidos, determina-se primeiramente 0s valores dos deslocamentos, ou seja do vector X,

e na (ftima fase os valores das restarites incdgnitas X; . Obtém-se deste modo para esta estrutura,

a sequinte solugio

(x:X) = [(235601; -0.8701; 22,2475; 39823; 12.9172; - 2.41M4; - 1,1059; -0.4328; 12.8833; - 0,3111;
-1,4977; 35219; 6,3491) A'; (0,0000; 1.7402; 0,9077; - 199115 - 1,4781; 1.7445 0.6687,;
12461 0,5703; - 1,2451; 0.2704; - 2.4903; 1.2451; 1,1994; 0.6569 NF

Considerando que £= 2,06x%108KPa, A =0,0002 mZ, e F'= 20KH, o resultado final

passa a escrever-se da sequinte forma:

(x:X) = [(00011; 0,0000; 0,0011; 0,0002; 0,0006; -0,0001; -0,0001; 0,0000; 0,0006; 0.0000;
-0,0001; 0,0002; 0,0003) K';(0,0000; 3480; 3631; -7.964; -5912; 3,489 ; 1,337,
2.642; 1,140; -2.490; 0.540; -4980; 2,490; 2398; 1313)] F
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Fig. 23-13

Utiizando o programa EERM, ¢ efectuando a numerago das baras e dos nds,

 represertada na figura 2.3-13

para este problema assurme a seguinte forma:
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CAPITULO 111

2 _ CALCULO DE ESTRUTURAS ESPACIAIS RETICULADAS PELO METODO
CONTINUO

O método continuo, como j& foi mendicnado na introdugdo, surgiu de toda uma série de
_estudos efectuados para a obtengdo da solugdo aproximada dos problemas das estruturas espaciais
reticuladas, que pelo método directo conduzem a sistemas de equagdes lineares com um elevado ni-
mero de incdgnitas, dificutando, e por vezes, impossibiitando, 8 sua resolugdo.

Este método consiste, em termos gerais, em realizar a substituigo da estrutura espacial
em estudo com uma estrutura constituida por um material continuo, para a qual se obtém as solugdes
pelos métodos ja conhecidos do estudo de estruturas continuas. O problema efectivo & assim transfor-
mado num equivalente, erecto pelas equagdes diferenciais, com o qual se procede a iteragdes suces-
sivas, que no limite, d3o a convergénia a solugdo efectiva. As dificuldades que surgem no inicio do
estudo de este método, e que levam a que ndo se “simpatize” de imediato com ele, s80 ultrapassa-
das quando se reconhe-se que, uma tal substituigdo, permite utiizar, no campo das estruturas reticu-
ladas, toda uma vastissima literatura técnica existente para probleras de estiuturas continuas, princt-
palmente no que se refere aos métodos que sdo aplicados na obtengdo de solugdes para os proble-
mas das lajes e laminas, planas ou curvas.

O primeiro passo necessario para se compreender a fundo a esséncia do método continuo
& o de compreender o significado de substituigio da estrutura reticulada por uma estrutura constitui-
da por um material continuo ", ou * continuo equivalente & estrutura reticulada”. Para tal, ha que lent
brar primeiramente algumas definigbes, tal como a da andlise do continuo, de forma a faciitar a expo-
sigdo.

A andlise do corfinuo, como é geraimente realizada, consiste essencialmente na verificagdo

das condigbes de equibrio e de congruéncia, dum elemento infinitésimo de volume genérico, escreven-
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do as equagles constituitivas - relagio o~ ¢ -, considerando simplesmente a existéncia de um poten-
cial elastico, do qual se deduzem as ditas relagdes como equagbes lineares com matriz simétrica, for-
mada por vinte e um coeficientes distintos nos casos mais gerais de anisotropia. Em tal andlise nfo
sd0 estabelecidas quaisquer hipdteses acerca da estntura interna do elemento em estudo. Tal facto
pode levar a que se defina como modelo da estrutura reticulada uma estrutura interna do continuo da
maneira que se queira. No entanto, a realizag.éo da individualizag&o do confinuo equivalente a uma de-
terminada estrutura no método continuo, sobre a hipdtese fundamental das barras articularem como
charneiras nos nés, conduz & consideragdo do continuo como " organizagdio molecular com forga cen-
tral”, ou seja, a considerar 0s nds como moléculas que se atrasm mutuamente por forgas directas
segundo 0s seus centros, resultantes da acgdo intermolecular, e que sfo materializadas pelas hastes.
Imaginando as hastes do corpo com um comprimento de tal forma pequeno, que se possa comparar
a distancia intermolecular, os dois termos, * continuo equivalente " e " corpo reticulado ”, vém a coinck
dir, conservando - se assim a equivaléncia : continuo molécular = corpo reticulado .

O termo " estrutura reticulada ™ passa a ser substituido por " corpo reficulado *, de modo a
evitar a associagdo de um caso concreto, pois este refere - se qualquer corpo, constituido por uma
distribuicdo qualquer de nds, e de barras de ligag&o.

O problema central do método continuo consiste portanto na passagem do continuo mole-
cular ao corpo reticulado, ou seja, em estabelecer o comportamento do corpo reticutado quando a
disténcia entre o0s nds passa da distancia intermolecular & escala efectiva da distancia entre nés. Na
passagem do continuo molecular ao corpo reticulado so estabelecidas correspondéncias entre as
tensdes (o) e deformagdes (£), grandezas convencionais da teoria da elasticidade, & 0s dois conceitos
do corpo reticulado, ou seja, as forgas nas barras, e as dilatagbes das mesmas. Associam - se neste
método as nogdes de forgas nas bamas com tenses, e de dilatagdes com deformagdes.

0 método continuo atribui portanto ao corpo reticulado as propriedades elasticas, relagbes
entre as forgas nas hastes e respectivos alongamentos, como relagdes entre tensdes e deformagdes
do corpo continuo, estabelecendo a equivaléncia dos dois no que lhes diz respeito ao comportamento,
como estado de deformagdes, frente a sistemas de forgas e tensdes estaticamente equivalerites,

actuando num e noutro.
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No que diz respeito & aplicagdo do método continuo, pode -se afirmar em complemento
que a passagem do confinuo para a estrutura reticulada, ou vice - versa, implica necessariamerte a
efectuagio de erros, cuja natureza reside essencialmente na passagem finito - infinitésimo, ou vice -
-versa, conexa & transformagdo. Esses erros podem ser obtidos confrontando as equagdes de equ
fibrio do reticulo, e as equagdes de equifibrio do continuo equivalente. Ermbora ambas as equagdes
sejam lineares, no entanto as primeiras t&m caracteristicas algébricas, ¢ as sequndas t€m caracte-
risticas diferenciais. Sendo assim as operagbes diferenciais serdo transformadas oportunamente em
operagdes de diferengas finitas, coincidindo as equagdes a menos dos termos que foram negligencia-
dos na transformagdo, termos esses que formecem a medida do emo.

Enumerando em quatro, as fases do processo de caleulo do método continuo, procede - se
de sequida a descrigio das mesmas.

Na primeira fase procuram-se as propriedades elasticas do continuo equivalente, para a
estrutura reticulada definida para estudo.

Na sequndafase resolve-se o problema do continuo equivalenite, representado por uma
estrutura geornetrica, e mecanicamerte similar & defirida para estudo, mas constituida por umn material
continuo.

Na terceira fase, aos nos da estrutura reticulada sdo atribuidos os deslocamentos dos porr
tos comespondentes no confinuo, e s forgas nas barras s8o atribuidos, no por no, os valores que se
deduzem através da aplicagio sistemética das equagdes ocorentes na definigdo do continuo equiva-
lente, obtendo-se para cada barra dois valores que deverao ser mediados.

Se a solugdo do cortinuo € dada somente em termos dos deslocamentos, a determinagdo
das forgas nas hastes é realizada por via directa, exprimindo as respectiva dilatagles através das
equagdes de congruéncia em fungdo dos deslocamentos dos nds de que se faz ¢aso, e sUcessiva-
mente, passando das dilatagSes as forgas internas que as produziram. As solugdes obtidas em termos
dos deslocamentos sdo congruentes mas ndo equiibradas com as forqas extemas, € as solugdes obti-
das em termos das tenstes s3o equilibradas nd por nb, antes de se efectuarem as médias dos valo-
res, mas ndo sao congruentes.

Na quarta e (ftima fase, processa-se a uma maior aproximagdo para os resultados. Para

tal, & necessério realgar primeiramente que, o erro ligado a aplicagdo do método &-nos evidenciado
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em cada nd, sob a forma de uma forga desequilibrada, resuftante da diferenga entre a forga efectiva-
mente aplicada e a forga resuttante da composigdo das forgas obtidas nos céleulos para as baras. O
procedimento a adoptar pode ser iterativo, aplicando as forgas ndo equiibradas (ou as dilatagbes ndo
congruentes, transformadas em forgas) no continuo equivalente, obtendo -se assim um problema de
sequnda aproximagao, cuja solugdo & transferida para a estrutura reficulada, tal como da primeira vez,
e assim sucessivamente para um terceiro, ou mais, ciclos. A solugdo final & obviamente representada
pela soma das solugdes da primeira, sequnda, etc., aproximagles.

O processo do método confinuo considera portanto as estruturas reticuladas cormo meios
dotados de propriedades fisicas especificas, que permitem estender a estas, a andlise que & realizada
para 0s meios continuos. De um ponto de vista mecanico, & necessério transferir para o corpo reticur
lado as qualidades proprias do continuo, como sejam: a homogeneidade, a isotropia, etc. .

A definicdo de homogeneidade & transferida do continuo para o meio reticutado, sob a
condiglo de que a lei estrutural definida num nd seja a mesma para todos os nds. Logo, um meio
reticulado passara a ser considerado homogénio se, a configuragdo das baras ligadas a um nd, for
a mesma para todos 0s nos, em relagdo a um referencial fixo. Se esta condigio ndo for verificada,
entdo o meio é definido como heterogéneo.

Existem no entanto casos em que, devido a lei estrutural variar de ponto para ponto, se
pode repartir toda a esfrutura em partes, que cortenham o mesmo nimero de nds, e que sejam
caracterizadas pela mesma lei estrutural, podendo - se falar ainda de homogeneidade, caso o nimero
de nds contido em cada parte for suficientemente limitado. Nesses casos fala-se de homogeneidade,
mas a um nivel mais elevado, muito préximo da heterogeneidade.

0 conceito de reqularidade associado ao descontinuo (e as estruturas reticulares em parti-
cular) encontra imediata confrontag8o ria Geometria, no conceito de " sistema requiar de pontos”,
onde se Define como sistema reqular de pontos, um sistema que em primeiro lugar contenha um ni-
mero infinito de pontos, em segundo lugar, que qualquer regido finita do mesmo contenha um nlimero
finito de pontos, e em terceiro lugar, que qualquer ponto do mesmo tenha a mesma posicdo relativa
em relagio aos outros. As duas primeiras propriedades caracterizam o sistema como descontinuo, € a
(itima contém o conceito de regularidade. A estrutura do sistema regular de pontos &, deste modo, o

resultado de um processo de repetigdo, no espago euclidiano, & duas ou trés dirmensdes, de uma fr
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gura elementar constituida por um nmero finito de pontos, sendo as leis que descrevem a estrutura
do sistema regular, ou a estrutura da fiqura elementar generelizada, as mesmas que regularm o pro-
cesso de repeticlo desta (itima, no espago.

Outra das definigdes a ter em corita & que num sisterma de porttos, no grupo das transfor-
magdes ou oongruénoias, as translagbes sdo as operagdes que regulam a repetigdo no espago da
figura elementar geradora do sistema, enquanto as outras congruéneias 5830 as que caracterizam a
figura elementar, pois operam nos pontos dela.

Se a figura elementar se reduzir a um 56 ponto, 0 grupo das congruéndias do sistema eja
caracterizado somente pela translagdo, e o sistema reduz-se a um "reficulo de pontos*, onde o con-
junto de pontos sfo definidos por todas as combinagdes lineares com coeficientes inteiros das trés
translagdes inearmente independentes, do ponto (¥ do sistema, que esta no centro do reticulo. Ha
definigdo de reticulo de pontos & evidente incusa a presenca de rotagbes, para as quals permanecem
invariadas as configuragbes obtidas somente das translagdes.

Resulta da definigio de homogeneidade transferida para o meio reticulado, e de tudo o
que foi dito, que um meo reticutado & homogénio se é obtido com a mesma lei de composi¢do pro-
pria de um reficulo de pontos. Isto implica que os nds do meio reticulado coincidam com os pontos
de um reficulo, e que as conexdes sejam a materializa¢gdo de uma das muitas translagdes existentes
no grupo de congruénia do reticulo.

Entre todos 0s meios reticulados, aqueles que tém as caracteristicas enunciadas 580 0S
meios reficulados mais simples. Todos ¢s outros fmefos reticulados podem ser considerados como cor-
binagdes mais ou menos complexas destes, podendo sempre, de qualquer das maneiras, mesmo para
0§ meios amorfos, achar-se uma certa lei estrutural, ainda que muito corplexa para ser desciita, a
menos que ndo se encontre, para alguns desses, o modelo das projecgdes a trés dimensdes de sis-
temas a quatro ou mais dimensdes.

Condluindo, a geometria dos meios reticulados homogénios & a mesma da dos reficulos de
pontos, para 0s quais é necessério ter em conta as suas propriedades, que serdo expostas no ponto

sequinte.
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A escolha do tipo de reticulo para se realizar um meio reticulade homogénio ( prescindindo
de momento as caracteristicas mecanicas do meio ) esta intimamente ligada a escolha da generatriz
do espago desoontinuo, isto &, dos vinoulos corresponderites aos vectores base do reficulo.

A necessidade de se realizarem meios para os quals as relagdes tensoes - deformagbes
sejam bi-univocas ( correspondentes a estrutura reticulada ndo instavel ), exige a indeformabilidade
da célula elementar, sendo esta instavel se os vectores base sdo materializados com péndulos for-
mando sempre um paralelepipedo. Deste modo é necessario introduzir além das conexdes nas direc-
¢Jes dos vectores base, conexSes noutras direcgles presciitas no reficulo. Estas conexes deverdo
depois repetir-se nas direcgdes em que foram transformadas aquelas escolhidas inicialmenite, para
que o meio reticulado conserve as mesmas simetrias do reticulo de apoio.

A (ftima restrigio, nfo sendo obviamente necessaria, & no entanto (fil para trasladar as
relagBes de natureza exclusivamente geométricas, que caracterizam um reticulo de poritos, nas rela-
¢des de natureza geométrica e mec@nica, que caracterizam um meio reficulado.

Supde - se sempre assim, que o meio reficulado conserva a mesma simetria do reficulo de
apoio, a fim de ndo se separarem as propriedades exclusivamente geométiicas dos reficulos, das pro-
priedades mecanicas do meio reticulado. Considerando uma distribuigio de pontos nos vértices de
uma rede quadrada plana, o reticulo de pontos é neste caso um reticulo quadrado, no qual os dois
vectores base (lados do quadrado) sdo iguais em modulo. Fazendo coincidir os mesmos pontos, cor
05 nos de um meio reticulado plano, no qual todavia as conexdes nas duas direcgdes dos lados do
quadrado t8m propriedades mecénicas diferentes, &-se levado a realizar um meio reticutado cujas pro-
priedades geométricas e mecdnicas sdo defenitivamente aquelas de um reticulo rectangular, sendo as
duas conexdes nas direcgles dos vectores base geométrica e mecaricamente diferentes entre elas. O
meio reticulado descrito tem genericamente um reticulo de apoio com malha rectangular.

A iqualdade dos comprimentos dos lados da malha & uma caracteristica ndo necessaria, e
como tal, ndo é determinante na caracterizagdo do meio reticulado.

As possibiidades de conexar um né do reficulo com um outro, sdo teoricamente infiritas,

sendo apenas razdes de caracter prético que condicionam a escolha.
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O nimero de conexdes de qualquer nd com os nds & sua volta, ¢ fimitado pela tendéncia
em se realizarem meios reticulados com o menor riimero possivel de hastes corn dimensdes diferen-
tes, bem como por razdes de caracter pratico, como as que limitam as direcgOes das conexdes.

O nd de uma estrutura reticulada & um poliedro fimitado por um nimero de faces pares,
iual a0 nimero de barras que & concorrem, € constitui como que o "alojamento " das barras.

A forma de um nd pode ser definida, de um modo genérico, por uma pega com planos
normais as direcgdes das conexdes, & que, pelo menos nos reticulos mais regulares, sdo todos tam
gentes a uma esfera que tem 0 seu centro no porito do reticulo, e cujo raio & fungdo da extensdo
minima que possa ter cada face do poliedro.

O reficulo romboédrico & um dos reficulos mais utiizado na realizagio de meios reticulados
homogénios, pois escolhendo nessa distribuigdo de pontos como conexdes ertre 0s pontos as direc-
¢des dos lados das trés malhas quadradas. mutuamente ortogonais, isto &, as diagonais sobre as fa-
ces do cubo associado s direcodes que delimitar no romboédrico, base do reticulo, os dois poliedros
requlares de qué & composto, obtém-se uma célula cinematicamente indeformavel, cujas hastes tém
todas o mesmo comprimento.

O refictlo romboédrico & também o Grico que torna possivel a construgdo de um meio ret-
culado homogénio com a utilizagdo de uma sb haste, ¢ naturalmente de um sb no.

Sendo as direcgdes das conexdes as das hastes da célula elementar, entdo o sélido as-
sim obtido para o nd & um poliedro similar & célula elementar. A adigHo posterior de conexdes modifi-
ca este poliedro, através da substituig3o de alguns vértices ou angulos por novas superficies planas,
ficando o poliedro inicial facetado de maneira a que todas as barras encontrem al o seu asserto.

As direcgBes que partem de um ponto do reticulo sdo caracterizadas por um grupo de ope-
ragies de simetria, proprias do reficulo, péra as quais também o né deve permanecer constante, serr
do esta a razfio dos nés apresertarem a mesma geornetria do reficulo. Esse grupo de operagles &
portanto comum 20 nd e ao reficulo.

Na figura 3.0-1 representar - se alquns exemplos de nds de reticulos do sistema clibico.
Esses reficulos ( cubo, cﬁbo com corpo centrado, @ cubo com faces centradas ) sdo 0s elementos com
0 quais todos 0s outros elemeritos geométricos (respectivamente a haste, a diagonal intema, ¢ a dia-

gonal sobre & face do cUbo) podem sef fixados pela escolha de um b pardmetro - unidade vectorial.
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nas do cubo. O nb tem catorze saidas, podendo assim estabelecer catorze conexdes, e & inserivel no
reficulo oiibico, mais concretamente no cubo e cubo com corpo centrado (fig. 3.0-1b)). Na figura
3.0-1¢) estdo representados os elementos de simetria deste cubo.

Escolhendo as conexdes nas direcgdes dos eixos das diagonais sobre faces e das diago-
nais internas do cubo no reficulo primério, obtém-se como nd o “rombicubottaedro ”, sdlido de
arquimedes, obtido do cubo truncando os angulos e 0S vértices (fig. 3.0-1d)). O solido constitui urm
nd com vinte e seis saidas, pedendo assim estabelecer vinte e seis conexdes. As dezoito faces
quadradas competem s direcgfes das hastes do cubo (as seis direcgdes +vy, -V, TV, -V, +V3,
-v3) ¢ do romboedro visto como unido dos tetraedros e dos octaedros (as doze direcgbes vqtvyt
vy '..). As oito faces trianguiares competem as direcgbes das diagonais intemnas do cubo.-Este né
pode ser inserido tanto no reficulo c{ibico primario como nos reticulos obtidos a partir dele, usando pa-
ra cada um as saidas necessarias. Na figura 3.0- 1 ¢) estdo representados o0s elementos de simetria
deste solido.

Se no reficulo romboédrico as direcgles das conexdes sdo as das hastes dos poliedros
que constituem o romboedro reqular (fig. 30-11)). realiza-se um meio reticulado com barras todas
iquais. O nb desee reticulo & o "rombododecaedro™ (fig. 3.0-1q)). sblido limitado por doze faces
rdmbicas equilateras (unido de dois tringulos equildteros ). Os Co-Senos directores das barras s30
forecidos por todos os temos obtidos operando sobre o temo (1.1,0) as fransformagdes fundar
mentais do sistema clbico. Na figura 3.0- 1 h) estdo representados 0s glementos de simetria deste
sdlido.

Condluindo, o tipo de sdlido especificado em relagio o nd fica portarito completamente

definido pela escolha das conexdes.

3.1 - PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DOS RETICULOS DE PONTOS

Coneidere - se urn ponto (¥ do espago, e um vector v definido cormo combinago linear,

com 0s coeficientes inteiros ;. dos trés vectores de base vy, Vo, € V3, nao complanares :
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v=awvt vy t asvj

Os extremos P dos vectores v separados do ponto €, definem no espago um reticulo de

pontos (fig.3.1-1).

Qualquer outro sistema de vectores v'y, v', e v'3, constitui ainda uma base do reticulo se

for verificada a sequinte condi¢do :

VIAVIX V3= VA VX V3=V = const

V nesta equagdo denota o volume - invaridvel - definido pelo paralelepipedo especificado
pelo terno dos vectores base.

Constituindo és’ra condigdo a primeira propriedade dos reticulos de pontos, ela pode ser
demonstrada considerando primeiramente os vectores v'j, pertencentes o reficulo de pontos com os
vectores base vj, e em sequida o inverso, ou seja, considerando os vectores v; pertencentes ao mes-
mo reticulo de pontos, mas agora com v'; como vectores base. Deste modo no primeiro caso, se v;
sdo 0s vectores base, podem-se escrever 0s vectores v'j como combinagdo finear dos vectores v;,
com coeficientes inteiros a;. ndo todos nulos, da sequinte forma:

Vi ann a2z a3 [V

V2

d ap apn| |V

V3 a3 ayp a8y | V3
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Inversamente, para o segundo caso, assurindo agora v'; como vectores base do mesmo

reficulo, entdo os vectores v; podem-ge escrever Como combinagdo finear dos vectores V', cormn coe-

ficiantes inteiros, € ndo todos nulos, da sequinte forma:

vy ayy  ap i | Vi
Vol - | @y ap anl V2
v3 ay adp an||v3

Tem-se assim, que tanto os coeficientes & como 0s coeficiertes aj 530 inteiros. Esta
condigdo sd & verificada se, e s se, o determinante associado as matrizes das transformalgﬁes for
igual & +1 ou -1. Como 0 determinante da o valor do produto misto dos trés vectores, fer-se as-
sim, o volume do prisma construido sobre os vectores base, e a verificagdo da propriedade.

A sequnda propriedade pode ser enunciada da sequinte mareira: " A projecgdo ortogonal
de um reficulo tridimensional sobre um plano normal a um vector do reficulo, & um reticulo bidimensio-

nal de pontos“.
Considerando vy, Vy. & V3, uma base, e & um plano normal a ¥3. 0S vectores vy € vy

vém projectados sobre o plano 7 em dois vectores &y € Ly, cujos modulos S0

[
-—
1

= ¥ 0050

=¥y cos 8

-
~>
[}

enquanto um vector genérico v vem projectado num vector t cujo mddulo é:

t=1cosd

Exprimindo - se 0 vector v através da base vectorial, indicando com Xxq, X, € X3 as suas

componentes, tem-se .

V= XqVq + XoVp + X33
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Analogamente, projectando as componentes de v sobre o plano ., tem-se para o vector t.
t = xvicos 0 + X9v9005f8 = xyty + 1oty

O resultado obtido implica que t; e £, sejam a base de um reficulo bidimensional, sobre o
plano 7, da projecgdo do reticulo de pontos, verificando - se assim & segunda propriedade.

0 reficulo bidimensional obtido desta forma, é caracterizado pela area do paralelogramo,
construido sobre o plano dos vectores base, que & constante.

Entre a constante do volume do reticulo tridimensional, e a constante da &rea do reticulo
bidimensional referente ao primeiro, existe uma relagdo de igualdade do velume obtido com os vecto-
res vy, vy, & V3, e 0s vectores ty, tp, e v, . Considerando que /3 & o mddulo do vector v disposto
sequndo a direcgdo da projecedo, e a € a area do paralelogramo obtido da projecedo, enitdo a iguat-

dade referida pode-se escrever da sequinte forma:

VIAVX V= hAbXVy=V=a. 1

Estas propriedades fundamentais serdo utiizadas na definigdo das caracteristicas mecanicas
do meio, bem como na andlise detalhada dos reticulos de pontos, de modo a individualizar os sélidos

elementares contidos neles.

3.2 - PROPRIEDADES MECANICAS DOS MEIOS RETICULADOS

A propriedade elastica dos meios reticulados € definida como a relagao entre o campo das
tensdes e o campo das deformagdes, relagio descrita por um tensor cujas componentes sdo invaria-
veis, para todas as transformagdes das relagdes para as quais é invariavel @ "estrutura” do meio reti-

culado, isto &, a estrutura geométrica- mecanica das conexdes.



143

Nos meios reticulados & utiizada a nogdo de tensdo dada na teoria de elasticidade moleou-
lar. De forma a faciitar a exposigdo das propriedades das relagBes tensGes - deformagbes, considere-
~se um sistema de particulas (moléculas ) sujeitas a acgBes reciprocas, variaveis, e que n3o obeds-
cem a nenhuma lei, dispostas segundo as unides e 0s seus centros, ¢ negligenciadas para distancias
superiores a um certo limite, igual ao raio da esfera de atracgdo molecular. Nesse sistema considere -
-se agora, um ponto (2, um plano & que passe por ele, e duas moléculas P e P'. de massa din,
simetricamente situadas em relagdo a @, de tal forma que a unido # destas forme, com & normnal
positiva do plano #, um &ngulo inferior a 90°. '

Suponha- se agora que o sisterna & deformavel. Uma dilatagdo £, na direcgdo n produzi-
r4 uma variagio da forga de atracgdo molecular. Froporcionaimente, ter-se-a uma tensao unitéria so-
bre o elemento de area em redor de (2, sobre x, proporcional a rmassa m, & dilatagdo £, e a uma
fungiio f da distincia e da direcgo 7. Esta tensdo é representada por [, dm.

Considerando @, B . € ¥p. 05 €0-senos directores de 2 relativamente a trés eixos orto-

gonais Oxyz, as componentes normais e tangenciais relativamente aos planos coordenados que pas-
sam por O, da tensfo f &, dm. pode ser esita da sequinte forma:

fepdmag?; fepdnBa?  fepdmyy?

Somando 0s termos andlogos. correspondentes a todas as parcelas de massa dm, conr

preendidas na esfera das atracgbes moleculares, e stuando as mesmas em relagdo ao plano sobre
o qual se determinam as tenses, obtém-se as componentes totais da tensdo ay ... Tyy. Que Se

escrevern da seguinte forma

Substituindo £, pela sua expressdo em fungdo das diatagdes e incursbes especificas £y ... ¥ yy.
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obtém-se as relagdes tensdes - deformagdes, representadas a sequir somente com o5 elemeritos da

diagonal principal, e os da parte superior a esta, tal como serdo representadas as matrizes simétricas :

—

% lpdnapt X tydn «28,2; Y, Gy apyp?; N fydn a8y Y fydn ady, Y e apdhy

n n n n n n
Y hhdn Byt X hdn 8200 N hdn By, Y fdnag bty Y dyda ap by’
n n n n n
Yhdnyyt X hdebpyd L Gidnogy,® N fdin o By,
n n n n
Y fpduBplyy? N fhdnagBpyp?; N hdn g B2y,
n 1] n
Y, fpdm epyg? Y fydn a8,y
n n
Y fyda o262
n I

Entre os coeficientes das equagbes verificam-se as relagdes de Cauchy - Poisson :
212 dg6. 3= 844, 137 g5, d5p = 14, 4= a5, A= Ay

A definigdo do tensor elastico no confinuo como constituigio molécular com forgas centrais
- confinuo de Cauchy - Poisson - define portanto cada componente do tensor como soma dos contri-
butos fornecidos por cada molécula compreendida na esfera de atracgSes moleculares, e situada no
semi-espago individualizado pelo plano sobre o qual é definida @ componente do tensor elastico que
se examina. O grande ndmero de termos que intervdm nos somatdrios podem ser restritos a um
nmero limitado de termos, pois nos meios em estudo & assequrada a indeformabilidade cinemética do
meio. |

A matriz dos Coeficierites de elasticidade serd obtida através do estudo do elemento tipo,
constituido pelo nd e pelas hastes que ai concorrem. Considere - se deste modo, um porito €, origem

do reticulo definido pelos vectores vy, vy, e v3, e coincidente com a posi¢do de um nd da estrutura

reticulada. Mais ainda, considere -se um ponto P situado sobre a direcgdo n, de co-senos directores
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ap. Bp € Yy relativamente aos eios cartesianos de referdncia, e que é o extremo de uma haste
genérica n, salda de (2, de comprimento I, mbdulo de elasticidade Ej. e &rea A4,

Supondo que a estrutura reticulada pertence a um campo de deformagbes uniforme, carac-
terizado pelo tensor de componerites £y, Ey.... ¥yy. € qUe S€ verifica uma dilatagio £, na direc-
¢do n. proporcionalmente se verificara um aumento de comprimento A/, = £, fy. 0 qual pode ser
obtido por uma forga Sp= £p ApEp.

Em .oonsequénda da hipdtese de homogeneidade, as hastes da estrutura reticulada, parale-
las A direcgfo n, encruzam um plano normal a elas nos portos de um reficulo bidimensional, cuja

constante & definida, indicando com ¥ a constante do volume do reticulo, pela relagdo :
ap, = V/1

A cada barra ;7. esta assim associada uma bem determinada area de infludncia. A correla-

¢80 Sy, /ay representa uma tensdo unitdria. Assim tem-se
0p = Ep(Ap/ap) €y

Se o nd O & ligado a 2m nbs mediante 2n barras nas direcgles, de acordo com & de-
finigio de tensdo num sistema de particulas, as componentes do tensor de tens3o podem ser escritas

da sequinte forma:

oy =Y Epl4, /ap)epayt

n

Op = ) En(An/an)Eanz

.......................

Tyy = Y EnlAn/ag)entnbn

n



146

Exprimindo a dilatagdo £, através das componentes do tensor de deformagfo, tem-se a

matriz dos componentes do tensor elastico, como relagdo entre os dois grupos de componentes :

— g e

PRt
Oy Lenant Y e anBpl; Y on @n®yp?; X 6y 0p2Bpvn; X A TR W Pl &x
n n n n n n
Oy Lebn N ebalvil X b L e eybylva X &y g by ey
n n n n n
Oz et Leabavi® Leacara® L ancnbuyrit| ez
n n n n
Tyz Lenbutvn® X e anbaveds X &y ¢ubptry Tyz
n n n
' . 2 A A
Tax 2 e en®rn® N en @nBnty| | Vav
n n
Tyw L &y xpby? T
e pu e L — b po

em que: e, = (E, Ag)/a,

- O continuo, modelo da estrutura reticulada, & assim caracterizado por este tensor. A fipdte-
se das chameiras nos nds & manifestada nas relagdes de Cauchy- Poisson, que reduz a quinze o il
mero maximo de coeficientes distintos n&o rulos.

A existéncia de quinze constantes independentes & uma caracteristica dos meios elasticos
anisotropicos e, proporcionalmente, verifica-se nos meios reticulados para os quais a estrutura das co-
nexdes entre os nds apresenta unicamente a inversdo como operagdo de simetria.

Simetrias geométricas e mecanicas traduzem- se numa redugdo do niimero méximo dos
coeficientes ¢;; independentes, podendo essa redugdo ser feita operando no esquerna dos coeficien-
tes as mesmas transformagdes que se verificam em relagdo ao reticulo de pontos. Os comporientes
do tensor elastico devem resultar invariaveis, relativamente as transformagdes proprias da simetria es-
~ trutural do meio que se. estuda. Portanto, igualando os coeficientes do. esquema inicial, com'os do
esquemé transformado, obtém - se relagdes que, em alguns casos, sdo somernte verificadas para valo-

res nulos dos coeficientes.
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Apresenta-se a sequir sete classes de simetria, a que pertencem os catorze reficulos tridi-

mensionals, onde os meios elasticos vém dassificados ¢ reagrupados em fungdo das sequintes matr-

zes caracteristicas das propriedades elasticas :

GRUPO ¢ - Paralelepipedo genérico como reticulo (Gi):

ey e o M €5 Ol
ey ey Cy  CF Ok
ey oW €y %
ez €% €%

c; Ol

e

o

L .
GRUPO ', - Prismas rectos com paralelogramos de base, como reticulo ()

- Prismas rombicos obliquos como reticulo (Czy )

oy cpoeg 0 0 cp)
e €73 0 0 Co%

ez 0 0 ex%

ey e 0
c43 0
. €1 |

GRUPO D.g, - Prismas quadrangulares rectos como reticulo (£ ) .

- Prismas quadrangulares obliquos como reficulo (Dg)

ey e ey 0 0 0
ey e 0 0 0
ey 0 0 0
C13 0 0
cf7 0
. €12
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GRUPO Dy, - Prismas rectangulares rectos como reficulo (D)
- Prismas rdmbicos rectos como reficulo (£225)' .
- Prismas rombicos obliquos como reficulo (£ )" .

- Prismas rectangulares obliquos como reticulo (L2, )"

ey e e 0 00
ey ey 0 0 0

33 0 0 0

cf3 0 0

gt 0

er2

GRUPO D37 - Romboedros imequlares como reticulo (Dyy)

et eu/d e oy 0 0 ]
ey ey ey 000

cy 0 0 0

cf3 0 0

e ol

cyl3

GRUPO Dy, - Prismas equiléteros rectos como reticulo (Dgy)

—

—

ey oyl ey 0 0 0
cyf e 0 0 0

ey 0 0 0

047 0 0

cyy 0

ey

—
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GRUPO (? - Cubos como reficulo ;

- Prismas quadrangulares obliquos como reticulo ;

- Romboedros requlares como reticulo :

ey ey o O 0 0]
ey e 0 0 0
ey 0 0 0
cy? 0 0
ey 0
_ €]

Estas dassificages pressupdem a simetna geométrica da configuragio das hastes ligadas

a0 nd, bem como a simetria mecanica.
O grau mé&dmo de simetria possivel, correspondente a0 reficulo clbica ou moriométrico,

fornece duas constantes independentes ¢y € €12. Guerendo - se obter um modelo isotropico é

necessario introduzir a sequinte relagdo

cgr = 1/3 ¢y
correspondente, no &rbito da teoria molecular, & relagdo :
cqs = 1/2 (e ep2)
Considerando a relagio tensGes deformagdes do tipo:

a=Ce¢

0s elementos ¢jj da matriz C s%o considerados como constantes elasticas. Invertendo @ matriz C.

obtem-se para a relagdo tensdes deformagdes a sequinte equagdo:
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£e=Clg =Ko

em que o5 elementos A; da matriz K sdo os coeficientes de deformagdo.

Uns e outros vém subdivididos em quatro grupos distintos, em relag&o ao lugar que ocu-
pam nas respectivas matrizes.
Os quatro grupos sdo mais facimente caracterizados lembrando a expressdo do potencial

das forgas elasticas :

=112 ki 0x2 + kpy Oy Oy + .0 12 K Ty

e definindo para a mesma as constantes em fungdo dos pardmetros com que intervém na equagao.

Assim, sequndo uma distinggo efectuada por Rankine, sdo definidas como :
- constantes de elasticidade directa aquelas que acompanham os produtos dy dy...
- constantes de elasticidade tangencial aquelas que acompanfiam 0$ produtos 7z 7pz ...
- constantes de elasticidade transversal aquelas que acornpantiam os produtos ay Op...

- constantes de elasticidade assimétrica aquelas que acompanham 0s produtos ay 7y, €

7,}':,: 7.‘;}' s

Na pratica técnica faz-se somente referéncia @ um outro grupo de constantes, que se
chamam constantes técnicas, obtidas transformando a equagdo € = C1 g =K o nas sequintes

relagdes :
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- A =4 7
. ! Vyz Pz Nyz.x Nax x NDar.x p
Y - - - X
Eyy Eyy Eyy Eyy Ey Eyy
¢ 1 Yy Nyz,x Doy Nxy ¥ p
; - ¥
’ £ V¥ E ¥} E K} E FF E b ‘
. ! Nyz.z Ny 2 My z p
: ! Hax yz Ky yz
Yz - = ~ Tyz
‘ Cryz (1 Upz ’
! Wxy vz
RV YO
oy o~ ~ = 1z
¥ (F2. [ =t
zX X
v 1
XF e 7 XV
‘ Lryy ’

Eyy. Eyy. E,;, sd0 0s mbdulos de Young referentes respectivamente as direcgdes ¥, ¥. e Z. Gyz,
Goy. € (}“\;,., sHo os médulos tangenciais para os planos paralelos aos planos coordenados ; ¥yy. ...
¥y, SH0 05 coeficientes de Poisson, que caracterizam as contracgdes laterals em presenca das tenr
ses normais . fzy yz..++ Hyz.xr s30 os coeficientes de Chentsov, & caraclerizam as oconéncias em
planos paralelos aos planos coordenados em presenga das tensdes tangenciais | 9 yz x ... Nyp z. €

Ny.yz.+e Nz yr. 530 coeficientes de influéncia, respectivamente de primeira e segunda ordem, carac-

terizando os de primeira ordem as dilatagOes transversals produzidas pelas tensdes tangenciais, & 08
de sequnda ordem as ocorréncias produzidas pelas tensdes normais.

As relagBes entre as constantes técnicas e os coeficientes de deformagdo, 50

ky=1En, kn=1/Ey, kn-= 1 Ezz s
kip =Vl Ey =-vyl By k= Yoy | Eyy = Vyzl Eer v K3 = Vyrl Ezz = Vay | By
ky=1]Gypzy ks =1/ Goy v Kgg = 1] Gy s
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kg = fyp ox ! Gox = Bav, xpl Gy Kig = Py iz Gz =Ygz x| Gy
ks = Bz yrl Cyz = Pz, oyl G

Ky = Nyz v Exx = My, yzl Gz v K35 = Ny | Exy = 0y zvl Gax s

rd

~

Ka = Ny, 2| £zz = Nz, xp ! Oy |
kg = Npzpl Exp = Ny, yzl Gyz o k35 = Dovzf Bz = Nz ax] Gay

]

3

kig = Dyl Exy = My yel Oyp v Ky = Nyz.zl £z = Nz pz | Gz s

Kis = Doy x| Evy = Ny, vl Gay v Ko = 77.\;}",.)'[@;;‘ = Nyl Gy -

3.3 - RELAGOES CONSTITUTIVAS

Cornecando a exposigdo deste ponto com o estudo dos problemas planos, de modo a

realizar - se para estes problemas as relagdes constitutivas, apresenta-se na figura 33-1 o reticulo

bidimensional de pontos para base da exposi¢do, definido pelos vectores base vy & vg.

Fig. 3.3-1

Um vector genérico v deste sistema escreve -se como combinagdo linear dos vectores vy

e Vo, com coeficientes 3 e ap, inteiros, da sequinte forma:

V=Vt vy
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A constante do reticulo & representada pela rea 4, da célula elementar construida sobre
os vectores base. Sendo /, o comprimento do vector base segundo a direcgdo n, a projecsdo orto-

gonal do reficulo de pontos sobre a recta n normal ao vector ¥, € um reticulo monodimensioral de

passo geométrico iqual a:

sp=ally

Suponha-se agora a geragdo, por translagdo rigida de passo ¢, de um reficulo espacial
como o representado na figura 3.3-2, em apoio ao reticulo bidimensional definido primeiramente. Tenr
-se assim, uma estrutura reticulada caracterizada, em cada nb, pela mesma distribuigo de hastes

(menos para 0s nbs da fronteira ).

Fig. 3.3-2

As estruturas contidas nos planos singulares estdo mutuamente ligadas por hastes paralelas
e com uma so direcgdo, e as forgas externas s8o distribtidas de igual modo rios planos que contérn
as estruturas, garantindo assim, a iqualdade dos estados de tensdo e deformagdo em todos os pla-
nos estruturais.

Considerando o nd genérico O da estrutura, do qual sal uma haste, que sofre uma dilata-

¢do Al,, a forga que provoca essa dilatagio pode ser escita da seguinte forma:
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Sp=(EA/L ), Aly= (EA), ¢,

A direcgdo i corresponde uma &rea deinfluéndia &y, definida pelo produte da constante ¢,
pefa distandia sp, que é a distincia entre as hastes que, na estrutura, t8ma mesma direcglo . Re-

ferindo a forga 5, A &rea 4y, obtém-se a expressdo de uma tenso normal :

Op =38/ =(EA/a )y €y

Exprimindo & deformagao linear €, através das componerites especials, proeminente que,
para as hipiteses realizadas, fazendo coincidir o plano estrutural com o plano x¥ esta Op=0z=

Tzy = Tyr = 0, tem-se deste modo:
Op=(EA/a ) ep=(EA/a )y (ey ap + €5 Bpl + ¥yp 0y By)

Para passar de g, as componentes especiais das tensGes (ay, Oy, T ) & necessario ter
n X Up dxy
em conta que as projecgdes sobre os planos coordenados da secqdo recta &, sdo respeclivamente

anflope ap{By. e que a tensdo resultante sobre esses planos pode ser decomposta em duas

componehtes, agindo sequndo as direcgdes dos eixos coordenados (fig. 3.3-3).

sa/y

R O S Y

Fig. 3.3-3



155

Deste modo obtém-se, para o conjunto de nds situados no mesmo lugar em relagao aos

semi- eixos individuais dos planos coordenados, a sequinte relagdo :

(o, |
p

Ty

— -

~

Y et Y. e "‘nzﬁn2 DRAIN T
n n n

z:é’nﬁn4 Y &y ap By’
n n
Z & “n‘ﬁn2
A

. - h

ty

fr ‘\'}'

= L 4

Aplica-se a sequir o procedimento & efectuar para a deteninagdo das constantes elastr

cas, em trés exemplos de sistemas planos :

1) Reticulo triangular para malha equilatera com hastes de igual secdo constante (1. 3.3-4).

Fig. 3.3-4

Fixando o sistema de referdnoia num nb O da estrutura, ¢ sendo A o passo da malha, tem-se:

t 7 !
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(Ed/a)\=(EA/ah=(EA/a)p = EAl(ch(317)2))

gnt = (y (1)2 4 Ey (0)2 + Yy (1)(0)) = £y
£n2 =€y (12)2+ £y (3202 + vy (1/2)(8)2)) = 1[4 £ + 34 £, + 24y
Eng = (Ex (12)2 + £p (-32)2) + y4 (12)(-3¥)2)) = 1[4 6 + B]d £y - S2]4 3,

vindo entdo ;

Oy =0py Op12tay7 apal+a,3 ap3?=
(EA/a) ent (124 (EA/ap eng (W2 + (EA/ap 53 (12)2 =
= EANch(32)2)) [ex + 1]4 (14 ey + 34 6, + B4y ) 4 1) (1]4 6y +
t3ld ey - 31714 Y.\;r)] =
= EA[(ch(3V212)) [(1+1/16+1]16) £, + (3]16+3/16) Ept (312016 - 312116) v,y ] =
= EAI(ch(3V2/2)) (9]8 £, + 3/8 £y )

]

analogarmnente vem:

Oy =0ny Bnt2+0p2 Bnatt 0,3 Bp3l=
=(EA/a) eq1 (02 + (EA/apeng (W22 + (EA/a)p ep3 (-312)2 =
= EAI(ch(3Z)2)) [ 314 (14 ey + 314 e, + 3[4y, ) + 34 (1/4 £y + 34 £, 4
- 31214 'Y.\;r)] =
= EAI(ch(317]2)) (38 £y +9/8 )

Tyy =0p) QnyBntt0n2 @n2Bp2t0p3 €p3fpns=
=(EA/a) eq) (1)(0)+ (EA/aYy en) (112)(312)2)
V(EA/a) 603 (1]2)(-3122) =
= EAI(ch(32)2)) [ 31214 (14 £¢ + 314 £, + 3[4 vy Y- 3204 (114 £y 4
t 34 &y - 324 ‘r'.\;_r)] =
= EAI{ch(312]2)) (3]8 yy)
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com.

E*= FA[(ch(372)2))

a relagdo constitutiva pode - se escrever da sequinte formra:

. - W ~ -
ay 9/8  3/8 0 £y
o |= E* 9/8 0 £y
Tyy | 3/8 Yy

0 valor rilo dos termos que fornecern a relagdo entre os componentes normais das tensdes e a
ocorréncia ¥y implica a ortotropia do meio elastico correspondente a estrutura reticulada. Realizando

a relagdo inversa, obtém-se:

2, | O s o ] o
£ | = ((317)2) he)( £A) Lo | e
L‘Y W ] &/ 3“ L1 ¥

Confrontando este resultado com a relagdo classica

gy =1/E(ay- 0’,-/111)
Eyp = 1E(ay- Oy |m)

Yy = V] G Ty

oondlui- se que se trata de um meio isbtropo cor coeficlente de Poisson m=3.
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2) Reticulo com malha quadrada € passo h (fig. 33-5).

!

v

N
NN

Fig. 33-5

A haste (1) & paralela & diecgdo x, com secqdo recta Ay a hasle (2) é paralela a direc¢do .
com seco recta A7 ; e a haste diagonal (3) tem secgdo recta Ay. A drea de influéncia para as

trés hastes sdo respectivamente :

direcgdo 1: Ao

direcodo 2: he

direcgdo 3 : (2122) he

tem-se assim:

Ent = (6 (1)2 8, (01 + 9y (1)(0)) = £y
En2 = (£g (002 + 8, (1) 4y (0)(1)) = &

£n3 = (Ex (220 + £ (D122 4 yyp (202)(2V2)2)) = Y2 £y + 12 Ep 4 12 Yy

vindo entdo :
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Oy =0n4 an,.l?‘ top2 an,22 t0n3 0fn_.32 =
= (EAy/the)) £ny (V12 + (EAy/(he)) 842 (0 + (EA3/(DR2 he)) £n3 (1V]2) =
= FA/(he) e + EA3/ (2 he) (12 6 + 12 € + 1|2 ¥yy)
Considerando para o exemplo A1=Ay=A e A3=2V2 A, vem assim:

oy = EA/(he) (312 £y + |2 £y + 12 ¥yp)

analogarnente vem:

0y = (EAy/(he)) £y (0)2 + (EAy/(he)) € (1) 4 (EA3 /(272 he)) €43 (2122)2=
= FAy/(he) e + EA3/ (D he) (2 ey + 2 Ep ¥ 2 Yyy) =
= EA/(he) (12 6y +3]2 €p + 12 ¥yy)

Ty = (EAL/(he)) £q (1)(0) + (EA2/(he)) €52 (0)(1) *

+ (EA3/(22)2 he)) e43 (212)(212]2)=
= EA/(he) (12 ey + 2 £p + 1|2 ¥yy)

com .
E* = EA/ (k)

a relagio constitutiva pode - se escrever da sequinte forma:

~ . 1 F A
o,ﬂ 3/2 112 1]2 Ey
0, | = E* 312 1)2 £}
L1 "._ i 1/ 2— LY .\;};
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e a inversa:
£, | B o -1] [a]
—_ 13
EF - ]IE ] "] 0'.
Yy 4 Ty

Deste resultado se conclui que o meio elastico correspondente a esta estrutura & anisétropo.

3) Reticulo de matha quadrada com diagonal e contradiagonal ( fig. 33-6).

[+

Fig. 33-6

As hastes dispostas sequndo os eixos coordenados tém secgdo recta Ay, as hastes dispostas sequrr
do as diagoriais tém secgdo recta 4y, e a &rea de influéncia para os dois grupos de hastes sdo,

respectivamente, hc e 212/2 fie. Aplicando 0 mesmo procedimento dos exerplos anteriores, obtém -

-5¢e.
Epl = Ey
Ep2 = Ey
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€n3

€nd

W2 ey t 12 Ep + 12 ¥y
W2 ey + 2 € - 12 ¥y

]

vindo entdo :

0, = EAy/(he) gy + EA3/(2)2he) (14 gy + 1 £p + 1[4 yyp) ¥
t EA/(2R)2he) (4 gy + 1]d Ep - 1A ¥yy) =
= FA)/the) £y + EAg /(D he) (g4 + £y)

oy.= EAy/(he) £y 4 EA3 /(22 he) (A £y + 1] gp + 14y ) 4
v EAQ/(22)2he) (14 £y + 1A Ep - 14 ¥yy) =
= EAp/(he) g + EAq/(2M he) (gy + £p)

Ty = EA3/(2M)2he) (1A e + VA Ep + 1[4 ¥y ) ¥

t EAg/(2)2he) (-4 ey - 1A ep t 14 Yyy) =
= EAg/(27 he) Yy

com :

E* = EA/(he)
tE* = EAg/ (22 he)

a relagdo constitutiva pode -se escrever da sequinte forma .

ay [(+) o] [e]

0, |= E* (144) 0 £y

L” o i 4 LY.\_‘}'
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e a inversa:

g [ = YEX[(1+0) 14 21)]

- tj(142)

0

(1+28)](2(14 21))

Trata-se assim de um meio ortétropo, bastando impor, para passar a um meio isétropo, a condigdo :

CG=mEl(2(m+1))

Com esta condigdo, e a comparagdo dos resultados com a relagdo dlassica :

WE = E* [en)j(+2t)] & E= E*[(20))(14)]

WG =1V(EY & G =tE"

m=(1+)] ¢

obtém-se para este caso £=1/2. Substituindo o valor de ¢ nas equagdes anteriores, obtém-se .

- -
0y 3 1
op | = EY2 3
Txy i

e para a inversa:

Yy
-
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£y | EERE 0] [a,
£, | = 3JUEN ! 0 ay
|V L B3] [T

Chama- e a atengdo para o facto de, para o valor de f=1/2 corresponderem as hastes diagonais

com secqdo recta iqual a:

Ag = (21212) A

Considerando agora os problemas tridimensionals, representa-se na figura 3.3-7 um reticulo
de apoio em malhas clbicas, que servira de base para a exposigdo da determinagdo das relagdes

constitutivas.

|
~1
-
-

10

Fig. 33-7
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Considere - se assim a estrutura reticulada que representa, de um modo genérico, a confi-
guragdo das hastes representadas na figura 3.3-7, ficando cada nd ligado com os vértices de outros
cubos circunstantes mediante vinte e seis hastes, iguais duas a duas, distribuidas pelas treze rectas
que passam por @ (0) e ligadas aos nds 1-1, 2-2 ... 13-13.

Sejam Ajy... Ay as seogdes das hastes, e £ o passo da malha, as respectivas areas de

influénoia resultam das relagdes entre o volume A3 da célula elementar e o comprimento das barras :

hastes 0-1, 0-2, 0-3 a=mh= K4
hastes 0-4, 0-5, 0-6, 0-7, 0-8, 0-9 a= Rz hy= h2yn
hastes 0-10, 0- 11, 0-12, 0-13 a=haVLh)= 4230

Os co-senos directores referentes a cada haste da figura 3.7-1, sdo descriminados no

sequinte quadro :

Haste « B y
0-1 1 0 0
0-2 0 1 0
0-3 0 0 1
0-4 MYz 0 2142
0-5 21212 21212 0
0-6 0 y2 | 2My2
0-7 0 2142 | -21Yy2
0-8 | -2vyz | 2vy2 [ o
0-9 21212 0 - 212
0-10 31?3 3723 31/2/3
0-11 -31/2/3 31/2/3 -‘31/2/3
0-12 | -3V%43 3vy3 33
0-13 3123 3ny3 | -avys
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As componentes das tensdes sobre o plano que passa por (O e & perpendicular ao eixo ¥,

Sdao .

= FA(/R ey + EAQ/( RV (2Y2R (12 £ + 2 85 + 12 ¥zy) *

t EAg /(A2 (Y212 8¢ + 12 £y 4 Y2 ¥y ) ¥

+ EAg /(A2 (2R (1f2 €4 + 2 Ep - Y2 ¥yp) *

+ EAg /(A 2M2) (22200 (12 eg + Y2 £z - 2 ¥zp)

+ EA/(AY)3V2)(8V)3Y(1)3 ey +1[3 Ep+ 13 Ext 13 ¥yt 3 ¥y 413 ¥y ) ¥
+ EA/(A23V2) (B3R (Y3 g+ 1|3 €p 13 €7 13 Yyt 1B Yoy Y3 ¥yp) ¥
t EAp /(A3V2)(3V2)32(1)3 ey +1]3 Ep+ 13 £t 13 ¥yr 13 Yoy " Y3 ¥y ) ¥
+ EAp3/(ALpaVe) (332 (13 x4 1/3 Ep + 1B £z ~1/3 ¥z - 13 Yoy - 13 ¥y )

Typ = EAg /(R 22N (Y20 (V2 €p + 12 Ep + 12 ¥ )
- EAg /(AL V) (U2 (1|2 By + V2 €y - 12 ¥yp)
+ EA/(A2)3V2) (V302 (13 ext 1|3 Ep + 13 Ec 13 ¥y t 13 ¥ # 13 ¥y ) ¥
- EAQ/(h23V) (323 )2(1)3 £, t 1B €+ 1/3 £7 13 ¥yo 1} ¥ ~V3 ¥y ) ¥
- EAp /(R 3NT)(3W2)3)2 (13 £, +1]3 €4 413 £, +1ld Ypz 13 ¥y "3 ¥yp) t
+ EAy/(A2)3V2)(3)3Y2(1/3 £+ 13 Ep 4 13 E5 - 1[3 ¥z ~ 13 Yoy 13 ¥yy)

Tyz = EAd/(/'ZIQVZ)(QWIQ)Z(”2 Ev t 128+ 29z ) 1
- EAq/(R2)2V2y (221202 ( 12 € + 12 €5 - 12 ¥z ) ¥
+ EAQ/(A2)3Y2)(3V2)3)2(1)3 e +1[3 Ept 13 Ex+1]3 ¥y t ]

[3 ¥z t1]3 ¥yr) t
+ EA“/(/I‘[J”Z)(SVZIS)?(][3 £y +1/3 El- t1/3 €, -1 3 'y}~+ 143

/

/

Yoy 13 ¥yp) t
3¥aoy -3 ¥ ) ¥
3 Yy - /37\})

- EAqy /(hY)8V2) (V302 (1)3 Ex+1[3 Ep+1[3 £541[3 ¥yz -1
- FAR/(A2y3V2)(3)3)2 (13 gy +1]3 € 413 £x -1[3 ¥z -1

As tensdes sobre os outros dois planos coordenados podemm -se obter de um fmodo anéalo-
go. A matriz dos coeficientes elasticos assurne deste modo a forma geral caracteristica de um meio

elastico anisdtropo.
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Infroduzindo as relagdes de simetria entre as hastes, obtém-se meios eldsticos correspon-
dentes, caracterizados por varios graus de ortotropia.

Como exemplo, considere-se o plano x¥ como plano de simetiia. Para este caso sdo anu-
lados os termos de jungdo )z e zv na matiz das constantes elasticas, assumindo esta a sequinte

forma ;

e e e 0 0 eg

(=]
<

cn’ eo%

e300 ey

ey ey 0
0

ey
L |

Censiderando os trés planos, como planos de simetria eldstica, a matiz das constantes

assume agora a seguinte forma

ey cp e 0 0 0 |
cp ey 0 0 0

¢y 0 0 0

023 0 0

cry 0

Cfr

correspondendo ao meio reticulado definido como, usando a terminologia déssica, ortogonaimente arii-

sbtropo, ou simplesmente, ortotropo.

Se o0s 1rés planos de simetria sd0 comutaveis entre eles, entdo a matriz das constantes

elasticas assume a sequinte forma: -
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e eppoep 0 0 0
cy g2 0 0 0
cyy 0 0 0

ey 0. 0

P, 0

ef

em que, considerando :

EA(/(h) = EAy/(h?) = EA3/(R?) = E

EAq/( h2]2V2) =E,45/(h?/21/?) = FAg /(B2 2V12) = EAq /( h2)2V2) =

= FAg /( h2)2V2) = E9* = 1y EY*

EAyp/(h2]3V2) = EAg /( B3V2) = EAy /(£213V2) = EA3 /(#2318) = E5* = 1y By

as constantes ¢ tem os sequintes valores :

Ef*+ Ey*+ 49 Fy*
12 Ex*+ 4]9 E5*

1]

€1

e

Os pardmetros f1 e 7 podem assumir valores para os quais, o corrsponidente continuo

resulta isétropo, e se deve verificar a relagdo € = K o, para a maliz K, inversa de C

by ki k00 0
kg kg 0 0 0
K=c- by 0 0 0
kg 0 0
ky U
B be|
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Na prética técnica, dois casos interesanites sdo deduzides do caso anterior, por eliminagdo
das hastes diagonais dispostas cobre as faces da célula elementar, conservando as diagonais inter-
nas, ou vice - versa.

N

qr
2

Qe
—

Fig. 3.3-8

Considerando em primeiro lugar o caso em que a configuragdo das hastes que saiem do
nd € genédrico & a representada na figura 3.3-8, a matriz constitutiva, com E£y* = ¢ E7*, assume

a sequinte forma

ey yz gz o 0 o |
(¢+1) 42 0 0 o
£7" (¢+1) 0 0 0
2 0 0
’1/2 0

L. IIZ_J




As relagdes £ - o resultantes da inversdo da matiz C sdo:

— — —

ey | = (1K1 EF")

£z

L L
Yrz “2152* Tyz

¥or = 2152* 7 2y

com .

£y (R2+2043[4)  -(Y2841]4) (Y2 Er1]4)

-

(R+214314)  -(j2¢+1]4)

(2+2¢+3/4)

1= B+32+914141/2
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Expressando as primeiras refagdes de modo a poderem cornparar - se 05 coefidientes técnicos, obtém-

-se.

£ = [(R4204312)](1 k1 E)]

r

|

£, = [(2+204314) (141 E)]

m
N
n

. kt2+2t+3f4n(lﬁlﬁ§*ﬂ

JL

resultando assim:

Lax-(af+ag)(U2t+ll4)ﬂt2%2t+3[4)

'ag—(ax+of)(w2t+1/4)u12+2t+3/4ﬂ

B

0}-'(03+0‘\') (2 e1]4)[(L2+2143]4)
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m=(2+24+314)(2441]4) = (42 +81+3))(2¢1+1)
e da Ultima relagdo :
WG =21F"a 6 =E"2

Impondo a relagdo entre (i m, e £ nos meios isotrdpicos ((r=m £ [(2(m+1))), obtem-se £=1/2,

resuttando assim:
E=514E" ; G=12E"m=4

Correspondentemente, as secgbes Ay e Ay das hastes dispostas, respectivamente, sequndo os lados

e diagonais da célula estrutural, estabelecern a sequinte relagdo :

A = (21212) Aq

e as relagbes tensdes - deformagdes, directas e inversas, assumem os sequirtes valores :

4, | (3;2 2 w2z o o0 o ]le,
0y 3/2 1/2 0 0 0 Ey
0, 312 0 0 0 | e,
Ty | = EY Yz 0 0| ¥
Tax | 112 0 ¥z
Txy o WZ[ | Yy

L 5 N




1’

[, | (a5 -5 -ys oo o [ag ]
£y 45 -1J5 0 0 ol |a,
£q 4/9 0 0 0 a;
Yoz | = 119" 2 0 o) | 742
Yoy 2 0 Toy
_7"_ i 2- b"\bﬂ

Fig. 3.3-9

Ho sequndo caso em que a configuragdo das hastes que saiem do nd ( genérico & a
representada na figura 3.3-9, a matriz constitutiva, com E 1* =4)9¢ E3* e procedendo de modo

anlogo ao primeiro caso, assume a sequinte forma:
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r(m) 1 1 0 0 0|
(¢+1) 1 0 0 0

419 Eq* (t+1) 0 0 0
1 0 0

1 0

1

As relagdes £~ a resultantes da inversdo da matriz C sdo

(¢, ] ((2+21) -1 -t | [a,]
Ep | = 9/(4141 E5") (2+21) -t 0y

. L+7 z
_g“— i (¢ lt)_ _O‘J

Yrz = 9/(4 £9") Tyz
Yoo = 9/(4 £3") 72
Yyr = 9/(4 £9") Tyy

1£l= £B+312

Expressando as primeiras relagbes de modo a poderem comparar - se os coeficientes técnicos, oblem -

-6

ee= [0 s20) (b B | ax- (apraz) (g0 v )]

gp = [902420) 14141 EP) ][ 0y (0ztay) (110212 )]

£r = (902 20)(4LkLES) ][ 0z (axvap) (1](# k21 )]



resultando assirn :
WE=9(2+28 ) (441 E") e E=4)9 E3*(12+31)](£+2)
m=(2+2t)]t=(1%2)
G =9)(4E3") & ¢ =4/9 £3*
e com a condigio de isotropia (G =m £ [(2(m+1))). obtém-se :
t=2; E=10[9.Eg* s G =4)9 E3*ym=4
Correspondentemente, as secgdes Ay e Ay das hastes, estabelecem a sequinte relagdo -

Ay | Ay =8/9(372)

e as relagies tensdes - deformagdes, directas e inversas, assurmem 0s seguintes valores .

0y 413 419 49 0 0 o |le,
ay 43 449 0 0 o ||g
0, 413 0 0 o ||e;
Tyz| = E 3" 419 0 0 || ¥z
Toy 419 0 ¥ zy
Tyy 4191 Yar

L B L
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£y (9710 -9j2  -9p2 0 0o |[a,
Ey 910 -942 0 0 0y
£x 9/10 0 0 | o,
Yy | = 1E3" 914 0 0 | |1y
Y ax 9/4 0 Tay
_‘V,\;rﬂ ] 9/ 44 ] 7 '\"‘}j

Considere - se agora 0 meio reticulado representado na figura 3.3-10, que deu ongem a

notaveis aplicagdes estruturais.

Fig. 3.3-10 Fig. 33- 11
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A lei de formagio deste meio vai ser exposta por etapas, para melhor cornpreensdo da
mesma. Como ponto de partida, considere-se a célula cilbica elementar e, em apoio a esla, a célula
estrutural composta por hastes dispostas segundo os angulos ¢ as diagonais externas (urna por cada
face da célula), de modo a realizar- se um cubo e um tetraedro (fig. 3.3- 12 &), com a qual se ob-

tém a lei de composigio das células estruturais elementares, representada na figura 33-12 b).

a)

Fig. 33-12

Observando a forma em que resulta a composi¢do das células (fig. 33-12 ¢)). apreende-
-se a existéncia de dois tipos de nds. Os nds O em que confluem seis hastes de angulo e doze
hastes diagonais, e os nds O em qua somente corifluern seis hastes de angulo. Como tal este meio
& classificado como ndo Homogénio. No entanto, pode - se supor que 0s nés O° sdo as intersecgbes
das hastes que uriem o0s nds ( rias direcgBes paralelas aos eixos coordenados e, carmo tal, que ndo
existem, o que equivale, de um ponto de vista geométrico, a considerar como reticuto de apoio o reff-

culo gerado por trés vectores base ( vy, vy, € ¥3 ). de mbdulo 22 h dispostos sequndo as direc-

¢hes dos eixos £, n, e { (fig 33-11).
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O valor da constante de volume & deste modo modificada, passando a ser:
Vo=vy X vpA vy = (22h)(22h) (h)= 243

Considerando que as hastes que tém direcgdes pevalelas a & ¥ e Z 1ém secqdo recta Ay,
e que as restantes barras tém secqo recta Ay, as componentes das tensbes em refagdo a Qxyz

sdo iquais a:

0y = EAL/(h) gy + EAp/(202) (W2 € + 1|2 Ep - 12 ¥y ) 12 4
t EAY/(2h0) (12 &y + 1|2 €p + 12 ) Y2 #
+ EAY /(20 (112 60 + )2 8, + 12 5 ) 1f2 4
t FAQ /(200 (V2 €0 + 12 €5 - 1|2 ¥ ) 12 =
= EA{/(2) ey + EAQ/(282) (£y + V|2 € + /2 &)

0y = EAL/(B2) gp + EAQ/(20Y) (12 £x + 12 65 - 1|2 ¥yy) /2 4
+ EAY/(2RY) (2 ey + 12 €p + 12 ¥y ) 12 4
t EAY/(200) (12 € + Y2 82 + 12 ¥y ) 12
+ EAY /(2R (2 g 4+ 12 67 - 1|2 ¥y ) 12 =
= EAl/(/ﬂ) gy + EAQ/(202) (2 £ + £p +1]2 &)

0y = EAL/(BY) ey + EAY/(20) (V2 £y + Y2 £ + 12 ¥z ) 12 4
t EAY/(2h) (2 6 + 12 g5 - 12 95} 1]2 4
+ EAY/(2R0) (12 6y + 12 £2 + 12 ¥y ) 12
t EAQ/(202) (2 &y + 12 82 - 1{2 ¥z ) Y2 =
= EAL/(B?) g5 + EAY/(ZhY) (N2 gy + 1|2 €y ¥ £5)

Tyg = EAQ/(280) (Y2 £y + 1|2 2 + 12 ¥y ) (2VY2) (2VY2) +
+ EAQ/(280) (12 €y + Y2 €5 - 12 ¥y ) (2VY2) (-2VY2) =
= EAY /(2R |2 ¥z



177
To = EAY/(202) (2 £ + 12 £5 + 12 ¥ ) (2VY2) (2V22) +
+ EAY/(2h?) (W2 €y +1)2 €2 - 12 ¥z ) (-2V32) (2VF2) =
= EA2/(2h%) )2 ¥y

Ty = EAQ/(2RY) (N2 £y + 12 €5 - 12 ¥yy) (2VY2) (-2V42) 4
v EAY/(202) (12 £y + 1]2 €5 + 1|2 vy ) (2VH2) (2VY2) =
= EAY/(2h%) 1|2 yyp

considerando agora que :

E* = EAy/(24%)
tE* = FAL/(h?)

a matriz constitutiva & escrita da sequinte forma

(e+1) Y2 Y2 o0 0 0 |
(¢+1) 1Yz 0 0 0
E* (£+1) 0 0 0
Wz 0 0
2 0

L Uzd

malriz esta, caracteristica dos meios ortotropos.
Corsidere - se agora que as ligagdes mecanicas estenclidas ao longo dos eixos coordenados

ndo existem. Hesse caso o meio reticulado vern constituido pelas hastes que estdo dispostas de fei-
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¢d0 a formar uma rede de tetraedros e octaedros. Este meio & o Unico que se pode realizar com um
s0 tipo de hastes. As relagdes tensdes - deformagbes, directas e inversas, relativas ao meio agora em

estudo, assumem os sequintes valores

ra,\. | K 2 2 0 0 o | [e |
oy 1 /2 0 0 0 | |es
0z | 0 0 0 £z
T | = EF 2 0 0 | |7
Tax 112 0 ¥zx
Tyr W2 Yy
L L 4L
&, | (30 -1y4 -1)4 0 0 ol o, ]
Ep 34 -14 0 0 ol | o
£ 3/4 0 0 0 0;
Vpz | = 2/E" 1 0 0| | 1,
Y ax ! 0 Tz
¥ xr . 1 Txy
B L I
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3.4 - COMPARACRO DAS EQUAGOES DE EQUILIBRIO ELASTICO DOS MEIOS
CONTINUOS E DE EQUILIBRIO DAS ESTRUTURAS RETICULADAS, E DEFINIGAO
DO ERRO

Nas estruturas obtidas por agregagdo de unidades estruturals iguals, ou seja, estruturas em
que, em qualquer nd, com excepgdo dos nds situados sobre o contomno, a distribuigSe de barras &
sempre a mesma, a esoritura das equagdes do problema reduzidas em termos dos declocarmnentos,
pode ser directa, sem ser necessario elaborar as equagdes gerals, referenciadas no capitulo I1. Para
fal & somente necessario escrever para o nb genérico as equagdes de equiliorio, fazendo sobressair
as forgas expressas em termos dos deslocamentos. A repeténcia das estruturas que se examina,
fraduz - se na repeténcia do bloco dos coefidientes que intervém nas equagles de equibrio dos nos.

Considere -se um nd O ligado a i hastes e a n nds circunstantes (fig. 34-1). A haste
genérica 7, que liga os nos © e /. tem caracteristicas elasticas expressas pelo parémetro A .

[“o]l

Fig. 3.4-1

As equagbes de equifibrio de O, indicando com (.X;); a forga na haste / ¢ com £, a

forga extemna ai aplicada, podem ser resumidas numa (nica equagdo de forma vectoridl, igual a:
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(Ap)i+ =10 (N

Sendo (x3)1. (X7) 9. (&) 3. € (¥p) 1. (¥4) 2. (¥p) 3. as componentes dos deslocamentos dos

nds [ e O, relativamente ao eixo de referéncia, como estdo representadas na figura 38-1, e cork
derando o, 8. e ¥;. 0s co-seros dos angulos associados @ haste 1 (tendo em consideragdo os

seus respectivos sinais ), a haste 7 sofre uma dilatagdo, em consequéncia daste regime de desloca-

mentos, que se pode eSCreVer Como
Al = (55 -3+ B (375 )2+ v (% -3 )
dilatagdo esta, que pode ser obtida pela forga:

J’(;' =(FA /I)l A]i =(FA4 //)1 [C(,' (xj -3t 3,' (X -t ¥ (% %) ]

A equagdo vectorial (1), projectada sobre os 1rés eixos coordenados, resulta nas trés

sequin-tes equagdes escalares

t
=

YOEA/D )y Lo (-mphta; By (3-Xppt ey (8-30 1+ Fy
i

0 (2)

SUEAZLY [ B0 (5i-5oh+ B2 (N -xp)g 4 By (% -9, 13 1+ Fp
i

YUEAZL); [ypog (o -Sah+vi B (%S0t v (5 Kol 1t Fpz=0
i

que exprimem o equiibrio do nd , nas tés direccdes de referénoia, da estrutura reficulada. Passa- e
agora a exposicdo do equifibrio elastico para os meios continuos .

As equagdes indefenidas do equilibrio elastico para os meios continuos s&o:
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day al’zy + Orxe

dx dy Jr teXe =0
Otyy day ary,

X2 =0
ox dy dz +ekta
a I a 8 a 4
AL AL Y pXy =0

dx dy = Iz

Estas equagdes podem ser escritas em termos das componentes de deslocamento u, us, us,

quando se tenha infroduzida a relagdo constitutva o - £:

- = ~ - - T
dge ku ki ka ke kis ks £:
ay ka2 kaa ke kas ke gy
a: _ kas kae kas kae &
Ty - kao kas kas Yy
Tr kss kse Y

Lfl’v /\'65 Yy

- L. - . -

e quando se terham ligadas as cormponentes da deformagdo £y ... ¥ yp. as derivadas das corponen-

tes do deslocamento :

du,
dx =\E‘
3 1253 _
oy fy
3 uy _
3z = &
d 2 u;
w7 dy = Yu
d Juy _
2 T T
a [ d uz
—-57‘ + ax Yy

Obtém-se assim o sistema de equagdes diferenciais :

Lotud) + Lialuz) -+ Liatus) + X0 =0
Lalud) + Laatua) + Laalwd) + pX2 = 0
Las)) + Laatuz) + Laslwd) + p Xy =0
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onde o0s operadores Liy = L;i, $30:

at d’ J? gt Jt Ji
Lu=/\'nTz—+k“ + kss —— 37 +2k:a?y—d-7+2kns 3% 0 + 2kie ——— Frym 3

g2 ar d Jgt g2 g?
Lar = kes —— I +k1z +ku + k24 ——— Crrn + Zku T + k“"aTET

gz ot g2 Jt Jt g2
Lua=kss-———+ku +kndf+2kudd +2kasd 3 + 2k ——— 3x oy

o at g2 a1 a2 o3

Ly = Ly = kss ax? + ku () 2 -+ k:N d22 + 2kum— + Zk-&sm + 2/\’40W

2 2 a2 ot

J a2 J
Lia= La = kis EF + kus dy’ + Kkas 377 + 2k ——— ayd + 2ksy 54— 3% 37 + 2kss ——— axay

0? 02 o or a2 ot
L= Lo =k G + kG + ke G+ B Gy + 2y H R o

A comparagdo destas equagdes com as equagdes da estrutura reticulada, & realizada trans-
formando as operagdes diferenciais, das equagdes antericres, em operagdes de diferengas finitas. Con-
siderando as expressdes dos coeficientes de elasticidade do meio que se estuda, os operadores dife-

renciais podem ser escritos da sequinte forma:

Ly = E‘: ( iA )‘ a} -Q:” Ly = Z (%1) yi B 2
L2 = Z (—) p? Qm La = z (—E—) yiag Q:"
3 () 3 ()

ern que, os operadores diferendiais de ordern s, ) valern :

('!— 3 - a a (14]
7= (u‘ ox dy +~y‘ az)

Deste modo, as equagdes indefinidas de equilibrio podem ser escritas do sequinte modo :

Z (—%1—>l [‘12 'Q,(,)(‘ln) + (“ﬂ‘!)‘”'(u;) + (“);‘Q“”(uz)] -" PX‘ =0

{
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2 ( F4) (i f200n) + A2 wa) + ﬂartﬂ"'(tu)] + pX2 =0
1
3 (

A
—é—)‘ [iad2i00n) + yifif2i(ua) + yi®(u)] + eXa =0

Usando o mesmo reficulo de apoio da estrutura, bem como exprimindo cada um dos ter-
mos do somatorio através das componentes dos deslocamertos dos nds. as quais o teimo se refere,
reduzem-se estas equagdes as diferengas finitas. Assim indicando com /i ¢ fo 05 valores que a
componente genérica do deslocamento assume nos nds i e o, e desenvolvendo em série de Taylor,
obtém-se:

2 a

/ l It
fi—fo = LU + 35 QU 457 LU QO

Isolando o operador que sobressal nas equagdes de equilibrio, obtém-se :

3 J

! Lt L (104 + S @0 4 G Q0+

—_— (2 =

7 2= T
Da lei de formagdo da estiutura reticulada, tem-se um outro né £, na mesma recta 1, mas no lado
oposto, nd este que esta unido ao nd o por uma ligagdo iqual & existerte entre o nd 0 € 0 N6 .

Como tal, pode-se também escrever o operador anterior da sequinte forma:

3 4

! n fi—t ) m
""2—9‘. N)=——— I: [l.Q([)——-!"“([)+——-Q‘ N—.. ]

em virtude de 05 c0-senos directores associados & direcgdo o - T terem sinal contidio acs 0 - 5€n0S

directores associados a direceo 0 - i. Semando os dois operadores anteriores, obtém-se

—2 - fi 2 I — 2, - 2
_Q(ln([),_._é____l_____?’*‘ﬁ_.T:.( -Q“’(f)f"_'-Q“'(/H‘ ) }/;lfl ]‘ RY(f)

permitindo escrever a equagdo diferencial da sequinte forma .
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EA : [mT— 2itio + 2 ] [,,“-__ 220 - 1y 2
i —_—— Rt ofon
Z ( a )‘ ,u. ; /‘z /;-' ()| + aB ——————-—-——-—~I‘z —_—/} R “(u;)] +

3T — 2U30 + uay 2

[? ——1—";_ R(“(UJ)]‘ + erl =0 . .

u
4+ aiyi [

Ed ni— 2uo + uy 2 ut— 2uz0 + u 2
(50) o[ ] g2 ]

+ ﬁl)’l [uu—:zll:ao -+ lm__lzz_ R“’(ua)” + 93’2 = ()
i

i

EA ni— 2o 4 u 2 T— 2uz0 + 2
Z (—)‘ 3)"“’ [ - - = —Tf— R“'(m)] + i [‘ﬂ_‘ﬂ’___‘ﬁ.‘ _..7‘;. R““(ug)] +

=\ a It i
tar— 2o  u 2
+ ),‘z [_——/‘2—0——1‘ ___1_‘2_ R“’(UJ)“ + eXJ = ()

Recordando que o produto a;/;, fomece a constante do volume 1/ as equagdes anteriores passam -

se a escrever da sequinte forma:

21: (_ﬁ;lA—), [“f (1 T— 2uio + i — 2R (1) + aifli (uaT — w0 + uzi— 2R (u2)) +

+ aiyi (UaT— 2us0 + uag — 2R™(3))} + p X1V ==

EA
Z_ (-I—)‘ (Bias (nT— 2uio 4 e —2R(u) + fF (T — 2uro + uz— 2R(w2) +

+ By (aT— 2uan + Uy — 2R“”(u;))] + XV =0

z (-—E-TA— ‘ [}'lal (1 T— o + i — 2R (wy) + )’lﬂl (a7 — 2uzo + uri— 2R (uz)) -+
i

+ y} (nT— 2us0 + ua; — 2RU(w))] + p Xy V =

- Colocando em segundo membro os residuos do desdobramento, obtém-se assim :

EA .
; (—7—)‘ (a2 (ihT— 2uia + un) + aufi (w7 — 20 + i) + aiyi (o7 — 2u0 + 113))] + XV =

=2 Z (’t;i) [a? RO() + ﬂaﬂc R(u) + ay R9(113))
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EA (3)
g ( ! )‘ (@B (i — 2u0 + ) + ﬂ" (ugs — 2uzo + u2) + Buys (1ag — 2u30 + wa)] + XV =

= 2 z (%)‘ [aifs R9(n) + B2 RO(ua) + Piyr R\(ua))

5 (£4) fae _ _
T\ )‘ layt (i — 2to + u) + Piyi (wri— 2uz0 + uni) + v} (43r— 2ua + )] + eXaV =

= 2 z (_[_:‘Ii)‘ [al)’l RW(u) + ﬂi)" RW (1) + y4 R“’(u:)]
{

As equagdes diferenciais de equilibrio dos meios elasticos para os problemas planos, refe-
ridos no ponto 3.6, podern ser deduzidas directamente dos problemas tridimensionals, eliminando 0s

termos que contenham o indice 3. Obtém-se assim, para os problemas planos, as sequintes equa
odes :

E.
g (% 1] (alﬂ‘ Q““(ul) + ﬂlz Qa(:)(uz)] 'l‘- QXZ = 0

2 (’%“). [a2 220m) + aifi 29(2)] + X1 =0

A transfomiagéo para diferengas firitas & tarbém deduzida do problema tridimensional :

> (—Eli-)‘ (a2 (37— 20 + i) + affi (uzi— 2uzo + wi)] + NV =2 3 (‘Eli)‘ [az ROGn) + aifi RO(us)]

‘

% ('E’—A')‘ (@B (T — 2uro + ure) + B2 (i — 2uz0 + ua)) + A2V =2 ‘E (—EIA—)‘ [aiBi R9(w) 4 B2 R9(u2)]
0 confronto das equagdes (3) com aquelas que exprimem o equiibrio de urm né genérico
da estrutura reticulada (2) mostra que estas coincidem ( desde que as componentes da forga de mas-
sa p.X;V seja dado o significado das comporiertes Fy; da forga extemna £ aplicada no no da es-
frutura) a menos dos segundos membros, que represertam o &rfo. Os sequndos membros constituemn
assim o erro cometido ria transformagdo das equagdes difererciais, nas equagbes de diferengas firi-
tas, ou o ero que se comete na substituigdo do meio continuo corn a estrutura reticulada Este ero

& em cada nb intemo proporcional 80 cubo das dimensdes lineares I; das hastes, ¢ pode ser expres-

so0 sobre a forma da forga ndo equiibrada, da relagio das forgas intermas da haste, e das forgas ex-
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temas efectivamente aplicadas. Estas forgas ndo equilibradas, aplicadas nos nés intermos da estrutura,
resultam tanto mais negligenciadas, quanto mais pequenas s8o as dimensdes /. em relagdo as d
mensdes globais da estrutura.

A estimativa do erro que se comete ao passar do meio continuo a estrutura reticulada, res-
peitante aos nds situados na superficie externa da estrutura, e correspondentemente, aos pontos das
fronteiras do continuo, requer uma pesquisa espedifica. E necessario lembrar que, a lei das formagdes
dos coeficientes de elasticidade do meio continuo equivalente a estrutura reticulada € tal, que nao faz

comparecer as hastes contidas no plano sobre o qual vem definidas as componentes das tensdes.

35 - EXEMPLOS DE APLICAGAO

Processa-se neste ponto a aplicagdo do método continuo para methor compreensdo da
téenica e procedimento do mesmo.

Considere - s¢ a estrutura obtida por agregagdes da célula elementar da figura 3.3-86, do
ponto 3.3 (pag.160), e para a qual se determinou o correspondente meio continuo, caracterizado pe-

las relagdes tensdes - deformagdes, directas e inversas, sequintes

Oy d 1 0 Ex
— ®
oy | = F 3 0] | &
7.\;” T [ Yy
¢, | t -ya o] [a,
£, | = 3/(BEM 1 0 0y
Yyp 8/2| | 7y
L. “.J L_ - . ]
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com .

E* = EA/(2he) = EAg/ {2V he)

em que Ay e Ay so respectivamente as secqles rectas das conexbes existentes nas direcgbes a

450 ¢, nas direcgbes dos eixos de referénda.
Suponha-se agora, a estrutura sujeita a uma distribuicdo de forgas normais. As componen-
tes do deslocamento do correspendente problema continuo, lembrando as relagdes entre as constan-

tes técricas e og coeficientes de deformaglo (pag.151), valem:

m = P/ch) (K x)
g = P/(L"fl) (-K3p Xt Koy ¥)

ou, tendo em conta o valor dos coeficlentes [{ij:

i = P/(csz*) (-1/8 x)
= P/ch E*)(3]8 F)

Afribuindo 205 nés da estrutura os deslocamentos dos correspondentes pontos do continuo, obtém-

-se, por projecgdo nas direcgbes das hastes (sendo a; € B, 0s co-senos directores das direcgoes

das hastes ), a dilatagfo das mesmas, e através dela, a forga intema
Al =a; (b -ugh+ B (U -lUg)

Aly=1(P/(ch E*Y (-8 b)) = P/(e E*) (-1]8)

Aly=1(P/(chE*)(3/8 k)= P/(c E*)(3/8)

Aly= (2V22)(P/(ch E*) (-1/8 1)) + (21212)( P/(ch E*) (38 h)) =
= (VY (P/(ch E*) (118 h))
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Aly= (VYN (P/eh E*Y (-8 B)) + (-2V22)(P/(ch EX) (-3)8 §)) =
= (2V2)(P/(ch E*) (1)8 )

X = (EA/]); 4

Xy =(EA4/h)YP/(c EX)(-118) =
=(FEA/h)P/(c EA/(2he)) (-1)8) =
-218 P
=(EA;/h)P/e EY)(3)8) =
=(EA /B )YP/(c EA)/(2h0)) (3/8) =
=6/8P
Xy = (EAg/(220)) (212 (P/(ch E*) (1)8 A)) =
= (EAg /(22 (22)(P/(ch EAg/ (22 he)) (118 £)) =
=213 P
Xy=22/8 P

1
et
roY
1

Na figura 35-1 sdo indicadas as forgas nas hastes e as forgas externas.

P P

D
'/i'/'

\
/|

0
8

’

Fig. 35-1 - Multiplicador das forgas intemas: 1/8 P
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A composicdo das forgas nas barras para 08 nds singulares, fomnece os valores das foras externas,
que correspondem & deformagdo impressa @ estrutura.

Considere - se agora @ mesma estrutura sujeita a uma distribuigdo de forgas ao longo do
seu contomo, equivalente a uma distribuigdo de tensdes tangenciais uniformes. Neste caso as com-

ponentes do deslocamento valem:

1"

T/(ch) (-Ky3 x)
T/(L"fl) ( X33 X- fir32 ¥)

in

iy
ou; tendo em conta o valor dos coeficientes Ajj:

=0
= T/(ch E*)(x)

Na figura 95-2 sdo indicadas as forgas nas hastes € as forgas extemas.

TA 1 1 1 T 14

PP Y

1 /,\ T VA Via NGA Y Via 1A

/ > |
1 \ }V%Q{%\Wﬁ \ﬁ/ Vi _ .
ZaNZINZAN

ViA Vih ViA Vina Vih

{L—

> Em—— — —_—

1 Th

_..
N
—
—

—

Fig. 35-2 - Multiplicador das for¢as internas . T
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Considere - se novamente a mesma estrutura, mas agora sujeita a acgdo de dois sistemas
de forgas aplicadas sobre bases x = [, auto-equilbradas e equivalentes, sobre qualquer base, e um
par Af. Trata-se enfim, de um problema de flexdo pura, para o qual as componentes de desloca

mento valem:

w = 6M/(cH3) (K3 ¥2- 2 Ky 57)
iy = Gﬁf/(f’fﬂ) (‘fi’” X2+ X12 }"2)

A determinagiio da forca na haste pode ser realizada para um s elemento de comprimento A, da
malha estrutural.

O momento A a aplicar sobre o continuo equivalente, & obtido da condi¢do de que, nos
pontos que comespondam a0s nds da estrutura reticulada, esse dé lugar a tensdes unitarias, que mul-
tiplicadas pela amplitude /4 da maha, fomega exactamente a forga aplicada nos mesmos nds, pais a
analogia entre o confinuo e o reficulo tem sido realizada com caracter “local”, isto &, a igualdade er-
tre forgas e tensGes, correspondentes & esses nds e portos, € ndo enfre as caracteristicas das solick

tagdes. Obtém-se daqui, para um nd genérico I distante ¥ do eixo neutro x :
Fi = G0 he

mas, pela férmula de Navier tem-se:

0 = ( MFyi)ly

assim:

M= (Fl)l(her)

relativarnente aos dados do problema, vem
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M = (F H3)](12 k%)

As componentes dos deslocamentos, tendo em conta a expressdo de A e dos valores dos coeficien-

tes Kjj. s30:

ny = F/(2ch? E*)(6/8 3¥)
iy = F/(2ch? E*)(-3)8 52 -1]8 ?)

Na figura 3.5-3 sfo indicadas as forgas nas hastes, e as forgas extemnas nos nbs, corespondentes a

deformagdo impressa.

Y

Fig. 35-3 - Multiplicador das forgas intemas e externas . 3/4( M)

Para o5 nids intemos da estrutura, conforme o que foi exposto, ndo se verificamn eros, en-
quanto as componentes dos deslocamentos forem furigSes de polindmios de segundo grau em . ¥
Deste modo, para o equiibrio & tranclacgdo nas duas direcgSes x, y, do nd 0 da figura 35-4, tem-

-58e.
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(EAZR) (m3- mo) + (2V212) (EAZA) ((2VY2)2) (g - o) + (2V2)2) (ugg - 1) ) +

tFy=0 & Kl(mz- mg)t KYZ (g~ g+ tgg- )+ Fy =0

(EAZK ) (g mp) + (2V2)2) (EAZK ) ((2V2)2) (g~ o) + (2V2)2) (ugs- ) ) +
tFp=0 & K'l(uy- )+ K2 (- mo + ugs- up) + Fp=0

Considerando agora, sobre 0s planos paralelos &os plarios coordeniados no porito 0 da figura 3.5-4,

as equagdes de Cauchy:
o0y = E* (Bgy t £y ); 05 = E* (6, + 35 )

multiplicando ambos os membros por ¢/ /2 e pondo ay ch}2 = Fy, e Oy ch)2 = Fy . obtém-

-8e.

Fy=E*(3eytep)chi2=E'ch (g, +12e,41]28 )
Fp=E*(gy+3gp) ch{2= E'ch (126, + £ +1/26) )

Tendo em conta a transformagdo as diferengas finitas destas equagdes, os termos das equagdes

podem-se agrupar da sequinte forma:

| } | au. buz
Fy o= ch EY do—— s — )= EA | —— f— [ | —
y ch E (“ ‘ 2 e 2 “) Ed [ ax l 2 ( dx | dy )]

. } | dua | uy din
= ¢ ¢ (— ec2 - - —_ = E4 | —= 4- — [—— }- ——=
F, ==ch E (,) €zl &y + — t.,) Ei[ . { 3 ( | 5 )]

- ~
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Usando o nd 0 como referéncia, as componentes dos nds circunstantes podem-se escrever da
sequinte forma :

duy h? 2y
Wy = the —h

ax | 2 dxt
) oy h? 3y B du,
me=ue—h = — bt 5 X a2 aa, T

das quais se obtém:

duy _ o —tha +.__/l__ oy

ax = h 2 dx?

oy e — H1s duy _’L 2 %, oYy,
ax < h T oy +2(3x* + Bxay*‘ 3y3)

e de modo andlogo:

dus - g0 — 12 .'_ J!_ 02,

y = h 2 3y

duz _ Mao — e Dz (3’uz 4 am,)
ox h ax 2 \ oxt? axdy = dy?

Substituindo na Uttima equagdo obtida para Fy, obtém-se:

hr 0? d h
Fe = -ET'A- [(llm—-—llna) -+ —lz-(ulo-— ths | 20 — uzn)] - -—EFA" !J—- £ —’l— [— ——é‘;ll-l— +- 5"

oty o oy duz h ou? Q% 924
o v 2aeay T 3y’)— oy ¥ (7 25vay ayz)“

ou:
F: -} K- (ina—1n0) -+ ';—K" (t11e — tho - 2e— t0) = &1

onde se indica com&. 0 erro, que é iqual a:
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&y = K-t'|—

dy dx

h duy e ht (3 AT 12 %y N 2% N 0, N 0%z N J?ug ]
( ) F axt 33y Ve Ve v oy a_y=)

£ 2
2 4 :
No caso que se examina, o erro toma o sequinte valor .

|
(fz = —iz— r
que corresponde exactamente & diferenca entre a forga aplicada sobre 0 nd da estrutura reticulada e,
a forga que se obtia atribuindo a ela 0s deslocamentos do correspondente problema corifiruo . Efectu-

ando os calculos anteriores, mas agora, para a forga vertical, obtém-se :

LA 1 EA ht dwu h Suy h
Fy = W l(llzo——un) - 5 (ttho — t1e 4 20 — un)l-{- i 1—2—- _3}-'3 30 [—' "":)—y‘" -4 3 X
y 2, a*u, h Juz h 0z b/ LT 0%z
x ( dxt +2 dxady + dy? )] t 2 [— dx +-2_-x ( dx? 12 dxdy + dy? )”
ou:

K-
Fy 4 K-V (n20—t120) +- 3 (uss — o |- t2a — U2} = 6

onde se indica coméy0 ero, que & iqual a:

duy auz) 1 ht (6‘:4. %y QU | dUunz 3 Puy 3 8’:::)]

dy ox 4 \oxr VU oxay U eyt T axt T % oxay dy?

Fv= K [—”/21'( 4

No caso que se examina, o erro toma o sequinte valor :

&£ =0

Nos problemas até agora exarminados, os deslocamentos atribuidos aos nds da estrutura
reticulada, eram produtos de sistemas de forgas exactamente equivalentes, no continuo, as respectivas

solicitagdes, sendo, portanto, as solugdes obtidas, congruentes com 0s- restitados, equilibradas com as
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forcas efectivamente aplicadas. A ndo existéndia de emos nos nds determinados para o problema da
flexdo, & afribuida exclusivamerte ao tipo de estrutura examinada.

Considere - se a estrutura representada na figura 35-5, constituida através da agregagdo
das células elementares da figura 3.3-6, tal como a primeira estrutura examinada neste ponto. Os
nés do lado menor desta estrutura estdo vinculados a apoios fixos, € a estrutura esta sujeita a uma
solicitagio do lado oposto a este, constituida por um sistema de forgas verticais, correspondentes a
uma distribuigdo parabdlica das tensdes tangencials 7.

O correspondente problema continuo, cujas propriedades elésticas sdo iguais as ja obtidas
no primeiro exemplo deste ponto, & constituido pelo problema da peca encastrada num dos seus ex-
fremos, e sujeita no outro extrero & dita distrbuigdo das tensdes tangenciais.

As componentes de deslocamentos respectivas, pondo

=-7, (1-4 ¥ ALY p= 4)(9.00%) 10 /3] (E AP
§30

iy = p (-900 x2p + 700 y3 + 60400 )
up = p (300 x¥2 + 300 x2 - 90000 x + 600000)

Atribuindo 205 nos da estrutura os deslocamentos dos correspondentes pontos do continuo, obtérn-
-se, por projecgdo nas direcgdes das hastes. a dilatagdo das mesmas, e através dela, o regime de
foras, intemas e extemas, representado na figura 35-5.

Os resultados da distribuigio de forgas mostram que se trata de forgas horizontais constarr
tes em cada nd, variando unicamente nos nds situados nos cantos, onde o seu valor & igual a meta-
de do valor da forga nos restantes nés. Estas forgas horizontais podem ser interpretadas como resut
tantes de uma distribuigBo de tenses tangenciais auto - equilibrantes, no correspondente problema
continuo, sendo como tal, necessario corrigir a primeira solugdo. Esta-se neste caso, perante um

exemplo que mostra como o método & susceptivel de iteragdes.
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(N}

e >

Fig. 35-5 - Muttiplicador das forgas intemas e extemas : (4/900) A (/2] 42) 1,

A correcgio dos valores obtidos, sera portanto realizada determinando o campo de desloca-
menitos para o correspondente problema continuo, sujeito a um sistema de tensdes opostas as terr

sGes tangenciais auto - equiibradas, referidas anteriormente, obtidas na primeira solugao.

0é
). x

Fig. 3.5-6 - Multiplicador das forgas internas e extemas : (4/900) A (1242 14
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Sendo essa distribuigio uniforme no contorno da estrutura, as componentes do deslocar

mento correspondente s80

U'1 =0

wy=7%

Sobre a base x =/, tendo em conta as condigbes de vinculo, deve-se ter 'y = 0, 0 que toma fo-

g0 necessario, somar as componentes anteriores as componentes do modo rigido, que reconstituem a
congruéncia com 0s vinculos. Assim, se para ¥ = [ tem-se u'y = 0 ¢ W'y = 7"/, bastara indicar para’
a estutura uma tranglacgdo vertical iqual a 7' /. resuttando, desta forma, as componentes do desloca

mento efectivo, em:

'y =0

wy=7(x-1)

A estas componentes do deslocamento cormesponde um regime de forgas internas, que so-
mado ao regime de forgas internas obtido na primeira solugdo da a solugdo efectiva, representada na
figura 35-6.

A solugio obtida neste exemplo, ndo s6 é congruente, como também é perfeitamente equr
librada com as cafgas externas.

Congidere - se como primeiro ¢aso de estudo de uma estrutura tridimensional, uma estutura
sujeita a esforgos normais e, de corte puro. Tratando-se de ¢asos de solicitagdes simples, para 0s
quais cada um dos elementos estruturais (posto que & possivel referir a0 intemo da estrutura um tal
elemento ) se vai encontrar na mesma situagdo estatica e deformativa, o estudo sera limitado a um s6
elemento. Sendo assim, para este exemplo considere -se @ estrutura realizada por agregagoes da cé-
lula estrutural representada na figura 35-7.

As relagdes deformagdes - tensdes para o correspondente mieio continuo ja foram determi-

nadas no ponto 3.3 e, 80 :
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& | a5 -ys -y 0 o o] fog
£y 45 -ys o 0 ol |g
£ 45 0 o 0| |ag
Ypz | = YE 2 0 0 {1
¥zx 2 0 Tox
L‘Y ,\;-_ | 2_ _’r‘\;,.-

com:

E* =22 FAyz/( #?)
Ag=24;/(2VT)

onde, Ay e Ay sdo respectivamente as secqles rectas das conexbes existentes nas direcgdes a 459
com 05 eixos coordenados €, nas direcgdes dos eixos de referéncia do reficulo de pontos. O pro-

cadimento & efectuar para a determinagdo das forgas nas hastes €. sucessivamente, nos nbs, é

analogo ao procedimento efectuado nos problemas bidimensionais.
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No caso da solicitagio normal na direcqo 2, as componentes do deslocamento no sistema
Oxyz do correspondente problema continuo, indicando com Pi§ a solicitagdo uritaria, referida a area

42 da célula, 580 :

= (PIS)(Ky3 x)=-PJ(SALE*) x
wy = (PS)(Kyy x)= -P|(SRLE") ¥
w = (PIS) (K3 5) = 4P|(BALE™) 2

Atribuindo a0s nés da estrutura os commespondentes pontos do continuo, obtém - se por pro-
jecgdo nas direcgdes das hastes, a diatagfio das mesmas e, através delas, as respectivas for¢as in-
ternas. Na figura 35-8 so indicadas as forgas nas hastes, as forgas externas, e as componentes do

deslocamento nos nds, para acélula estrutural em estudo.

—

i

Fig. 3.5-8 - Multiplicador dos deslocamentos : 1/5( PI(E*hY))
Multiplicador das forgas intemas : hastes diagonais P |20

restantes barras P[40
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No caso de uma solicitagio de corte puro 7, as comporentes de deslocamernto do cor-

respondente problema coritinuo 8o :

=0
=0
ny= T |(SEY K y = 2Ty |(E740) ¥

Na fiqura 35-9 sdo representadas as correspondentes forgas internas e externas, bem come as

componentes dos deslocarnentos.

Fig. 35-9

Considere - se como segundo caso de estudo de uma estrutra tridimenisional, um
sistemna tridimensional formado por duas grefhas (uma superior e outra inferior ). em que &s grelhas
. formadas na face superior ¢ na face inferior §30 idanticas, e estdo uma em cima da outra directa-

mente, ligadas por hastes paralelas, verticais e diagonais.
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Nesse sistema tridimensional, realiza-se o estudo do problera da flexdo pura e da torsdo
das 1aminas reticuladas, problemas esses bastante importantes, ria medida em que constituem 0s pro-
blemas da maioria das estruturas reticuladas espaciais, nas aplicagdes técnicas.

Neste problema, tal como nos problemas examinados anteriormente, & representagdo & simr
plificada pelo facto que, cada um dos elementos estruturais da |Amina se encontram em idénticas conr
digdes de solicitagio e deformagdo, na medida em que a estrutura é realizada por agregagdo de ele-

mentos estruturais.

Fig. 35-10.1 :

As componentes de deslocamentos de uma l&mina como a representada na figura 35-
10.1, sujeita a uma distribuigdo uniforme de momentos flectores e torgores My, My e My, e com

as condi¢des de vinculo no ponto 0, expressas pelas relagdes :

0 u d uy 0 2 0 u,
Uy = U = U3y = = = = =0

Jx dy 0x 0y

530 :

iy = 6143 [ My (Kig 22+ Kig yz + 2Ky 2r) + My (Kps 28+ Kyg ¥z + 2Kyp 2x) ¥
+ My (Keg 22 + Keg 2 + 2Ky zv)]
ty = 6] B3 My ( Kyq 22+ 2Kyg 32 + K 3¥) + My (Koq 28+ 2Ky ¥z + Ky 28) 4

¢ My (K 20+ Koy yz + Ky 2x))
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wy = 6] 83 [ My (-Ky) x0- Kyg ¥+ Kyg 28~ Ky 57 ) + My (-Kyp 32 - Ky ¥7 +
b Ky 22 Kog 31 ) + My (-Kng 32 + Kog 2 + Ky 22 - Kig 57 )]

Suponha-se a l&mina realizada por agregagles da célula estrutural elemenitar representada na figura

35-10.2, cujo estudo foi realizado no ponto 3.3, com a sequinte relago das secgdes rectas:
Ap)Ag = 2122

secqdes estas, das hastes dispostas respectivamente segundo os lados, & as diagonais da célula es-
trutural, cujas relagbes constitutivas, directa e inversa. do correspondente melo continuo, que se veifi-

cou ser isdtropo, 580

4, | 312 112 12 0 0 o | [e, |
Oy 3/2 12 0 0 0 £y
0z 312 0 0 0 £z
T | = E' yz 0 0 | [¥g
Ty Iz 0 ¥z
__1 ¥ B I} 2- LY ¥ |

com .

E*= (£ Aq)|(£472)



Fig. 35-102

-5 -5
4/5  -1/5
4/5

"~

0

[

N
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Devido a esta estrutura ser invariante para um cambio x - F, somente uma distribuigo de

momentos serd examinada. Considerando para este caso My, as respectivas cormponentes do deslo-

camento <30 :

uy = 6/( E* 13) [ My (8/5 2v)]
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y = 6]( E*43) [ My (- 275 yz)]
iy = 6)( E*£3) [ My (-475 52 + 15 2 - 15 22)]

0 mddulo de tensdo que se verifica na superficie superior e inferior da lamina &

ay = 6 Myy| Iz

vindo assim:

Fy = (6 My [ 47) (£42) =3 My

podendo-ce passar a exprimir as componentes dos deslocamenitos da sequinte forma
i = 16 Fy /(5 E* B3) zx

= -4 Fy[(8 E A3) yz

iy = 2 F (B E™A3) (-4 52+ yl- 20

Obtém-se assim para o elemento estrutural, a situagdo deformativa representada na figura 3.5- 11,
originada pelo regime de forgas intemas e externas representado na figura 35-12, do qual se apre-
ende que somente as forgas internas das hastes que formam &g grelhas superior € inferior ndo 80
nulas.

A deformago Impressa & estrutura correspondem, sobre 0s bordos da mesrma, pares nac
equivalentes aqueles efectivamerite aplicados, ou seja, pares respectivamente a Fh nos bordos para-
lelos @ . e nulos sobre os bordos paralelos a x (fig. 35-13). Deste'modo hd necessidade de

corrigir a solugdo obtida.
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Fig. 356-11 - Muttiplicador dos Fig. 35-12 - Multiplicador das forgas intemas :

deslocamentos : - hastes diagonais Fy /10
-85 Fy J(E™H)) - restantes baras Fyy [ 20

na
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AN

No caso em estudo, a soma da soluglo obtida com a soluglo derivada da solicitag@o cor-

respondente s forgas ndo equiibradas, ndo fomece a solugao efectiva, na medida em que, como ja
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foi verificado na primeira solugdo, & deformagdo atribuida ao reficulo e deduzida do problema conitinuo
equivalente ndo correspondem as forgas efectivamente aplicadas no reticulo. Como tal, para resolver

este problema & neoessério aplicar sobre o cortinuo equivalente duas distribuigdes de momentos flac-
tores inodgnitos, My ¢ Myy. para determinar as condigdes que exprimem o equilibrio ertre as forgas
internas e extemnas de dois nds situados em dois bordos contiguos da 13mina. Assim sendo, para uma

tal solicitagdlo, a deformagdo impressa ao reticulo pode ser escrita como !

wy = V(13 [ My (8)5 2v) - Myp(2)5 25)]
my = (E* B [ My (- 25 yz) + My (815 y2)]
iy = J(E*B3) [ My (-4/5 32+ 15 p2- 1/6 22 ) + (1/5 52 - 4]5 y2- 115 22)]

Sendo 0s deslocamentos eficazes, os deslocamentos na direcgdo x e J, & suficiente realizar uma

representagdo plana dos mesmos, como por exemplo a da figura 3.5- 14, referente a grelna inferior.

Fig. 35-14 - Multiplicador dos deslocamentos: ¢4 = My /( £ *h): ;= My (£ *h)

As forgas externas correspondentes sdo:

Fiel2 = 1/40 My + 2140 /Wfl':l-'
Fepl2 = 2]40 My + 7140 My
respectivamente na direcgdo x e . Impondo as condigbes de equilibrio para dois nés genéricos do

contorna, obtém-se:
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Fop = 7120 My + 2]20 Myy

0=2 My + 7 My

respectivamente, para um nd pertencente ao bordo afectado pela forga Fy. € para um nd pertencen-

te a0 bordo ndo afectado por forgas. A solugdo destas duas equagdes &

My = 28/9 Fyy
/’{g}' =-8/9 Fy

resultando assim, as componentes do deslocamento iguais a:

1y = 240145 Fo [( E"* £3) 2x
iy = -120}45 Fy [( E* £3) yz
ity = Foo (45 E* £3)(-120 52 + 60 y2- 20 22 )

Fig. 35- 15
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As forgas ndo equilibradas com as forgas efectivamente aplicadas nos nds da estrutura, e

que foram obtidas na primeira fase do caleulo, podem ser compreendidas através da comparagdo en-

tre as equagdes de equilbrio dos nds do contomo, e as equagdes de Cauchy do corespondente pro-

blema confinuo. Com o awdlio da figura 35- 15, podem-se escrever as equagdes para o equiibrio na

direcgdo x, da sequinte forma:

YA (2V2EAg by (g - mg) + 4 (EAg[(2Y2h) ) [ (g + ugg - wiyg - wyp) +
vy - gy - g+ ougg)] + 12 (EAg(2VER) 3t (g3 - uy +omy - i) + Fy=0(a)

Correspondentemente, para o continuo equivalente, escreve -se da sequinte forma

LA EAq

i), e+ 2 ﬁ)'x(l

g m (V3

ou:

At ! - Juy ! FAg
oo g =T WEEAD ok o (—""

Vi

)"

|
4

duy

Tax

Ly - — (,) -+ 2(

duy
dy

)+

EAu

)

er o)

|- dll]
dz

)

Usando o reticulo geométrico de apoio da estrutura reticulada, como referéncia, e passando s

diferengas finitas, tem-se:

/ Juy hr  Jw,

e = wo — h S b S e —

du, du,y h? dlu, %,
te = o — h dx h dy ¥ 2 ( dx? dx dy

du, du, ht /s dly A,
t tHio — h -a;- >|- h W‘ -}- ‘—2— ( P — dx dy

Ju Ous h? S LI U
e = o — h g —h o 4 (G 2 gy

duz A h? Iy S LITH
= the — h == 4 h S5 == (55 Jx oy

du, Ju, ht s 9%y du,
i = o —h ax +oh IR + bl ( Jx? dx dz

_ ) Oduy . Jus h* 7 dun 0%y .

taa = thao =4 =53 A Jdz | 2 ( dx? dx d:z

(b)
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Destas equagles obtém-se:

dun | h

dx = T(um_u”) t 2 ax?

NI S
_%l;_?z. > —;—h- (12 — t128) + -%— q4 ;x:‘—:;;

G s e o (G )

A expressdo (b) pode ainda ser transformada em:

ht l l FAq du, Ouy | EAdqs du, du,
Or —/— = ——-(\/_Frla) ( ) ( 4- -+ -4- =
2 4 0
Vi x dy ) 2 Vi ( dx dz )
1 EA | FA
= (\/5 ] ‘ ) (tto — 12) + —— ( ‘ ) [-l—- (2o — the — unl) - —l— (121 — Uza)] +
h 2 2 2
ﬁh
| EA | | | 3 ?
() o () & 2]
\/2—’, (] . (] X
: EA.,\/E[/_,(am. N d’u.)_r_h_l‘ d'u:] udflau. _._/._(anu.~ )
4 2 ax? dy? 2 dx dy dxi

Jdu, Jtu, dus h d%uy du, 0%u,
— i ) - _ n
dx 01 F dr? ) dx 2 ( dx? 2 dx dy ! di? )]

Confrontando as equagbes (a) e (b). obtém-se a expressdo que fornece o valor do efmo:

& =

E*h? At I, 3% 9% oty 0y 0ty P LI
" LI T Sl B Y, G .
8 [( M f dy? ! ar? b4 dy dx dy dx? +2 dx d1 da? ) a

aU| allj
+ 2 (G + 57
No caso em estudo, o valor do erro & iqual a:

k|

Supondo a mesma estrutura sujeita agora a a for¢a F” sobre o contorno, equivalente a

uma distribuigBo uriforme de momentos torgores, as corriponerites do deslocamento 530
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iy =12 My [( E* 1) yz
g = 12 M\;}-,’(E*f)?')z&'
ug = -12 M\;}'[(E*m)ﬁ:}"

De modo a obter as equagbes expressas em fungdo de Fyp, ha que ter em conta que:
Tyy = 6 My [ A2

vindo assim :

Fyy = (6 M.\;r/}'z) (A42) =3 My
podendo - se passar a exprimir as componentes dos deslocamentos da seguinte forma

my = 4 Fg (£ BY) yz
iy = 4 Fye [( E* %) 2zx
1y = -4 Py |(£* 8% 5y

Obtém- se assim para o elemento estrutural, a situagio deformativa representada na figura 3.5-16.
originada pelo regime de forgas internas e externas representado na figura 35-17.
As forgas externas obtidas nos nbs da estrutura, decompostas nas direcgdes dos ebios

coordenados, sdo equivalentes, sobre cada uma das faces do elemento estrutural, @ um par torgor de
valor Fp. A . sendo portarito a solugio equiibrada e congruente.



Fig. 35-17

2N
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Considere - se como terceiro caso de estudo de um sistema tridimensional, uma
estrutura tridimensional trianqular representada na figura 3.5- 18, formada por duas grelhas (uma su-
perior e outra inferior ), em que as grehas formadas na face superior e na face inferior s3o idénticas,
sendo a superior menor, e as hastes das mesmas tém todas o mesmo comprimento. As duas grelhas
sdo ligadas por hastes que tém todas o mesmo comprimento das hastes das grelnas.

A estrutura & apoiada na face inferior no plano horizontal, pelos nds inferiores dos bordos, sendo 0s
nds dos vértices fixos. A solicitagdo a que a estrutura esté sujeita & composta por forgas F aplicadas

nos nos.

\
b6

Fig. 35-18

Na passage da estrutura refictiada & estrutura continua equivalente, é necessario

caracterizer a rigidez & flexdo e ao corte da estrutura continua.
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Comegando pela caracterizagdo da rigidez a flexdo da estrutura confinua equivalente, &
necessario impor a igualdade das rotagles das faces do elemento estrutural do reticulo e do continuo,

quando sujeitas & acgdo dos momentos flectores. Considerando a esfrutura sujeita a uma distribui¢do
uniforme de momentos flectores A, ao longo dos bordos, tem-se para cada elemento :

My = ﬁ{r;r = My

A relagdo fundamental que exprime a relagdo momentos - curvaturas é igual a:

0_2!!3 ()’u:)

xt T T ( Myt Mep ) [ ((140) D) = 2Mp (14 0) D)

O elemento estrutural da estrutura reticulada & examinado como dois elementos planos distantes entre
eles de A = 21/2}( 3124, sujeitos aos pares das forgas normais de intensidade A7/ A,

aplicadas respectivamente em tracg30 no plano superior e como forgas de compressao no plano

inferior, como € representado na figura 3.5-19.

Fig. 35-19
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Os elementos planos sdo constituidos pelo reticulo de malha triangular, ja examinado no ponto 3.3, e

para o qual se obteve os sequintes valores, de modo a se tratar de um meio istropo :

E=(2FA)(3V2ch)
my=3
Gr= (3V2[4)(EAlch)

A acgdo exterior My | H comesponde a deformagdoe no elemerito superior igual a:

V3 h M.

G=t=F g ot =0

Substituindo esta expressdo na relagdo fundamental anterior, tendo em conta que os deslocamentos

podem ser escritos da sequinte forma:

Adus
n=—2"5
duy
iy = — 2 ay

e que em corespondéncia con os dois elementos planos, se tem:

9ty z  Ju
dyr H dy
d’u; alll

PRI .}
2=axv 14 —ay
v=1}m

a relagdo fundamental que exprime a relagdo momentos - curvaturas vem igual &:

(3/4)( My H|D) = ex e

obtendo -se assim:
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D= (34 EAh)

Caracterizando agora a figidez ao corte da estrutura continua equivalente, considere -se a

secqdo transversal representada na figura 35-20 a que foi imposta uma deformagdo como a repre-

sentada.
- ¢
de
Yy \/_
R zh =y, h V3
% 0 Y h 3
1
; X
Yy
l
1
LLEN
H
!
A
Fig. 35-20

Supondo constante ¥, as hastes paralelas a OC s3o sujeitas a forga constante :
Soc = ¥pz B (BVL)3)(2VLIBVTY(E AL ) = (2V2]3) E AN

De modo a passar da forga interna na haste OC a componente de tensdo tangencial 7z, considera-

-se a componente vertical ¢v da for¢a:

evSy = (21(3.3Y2)) E A Yyz

e a 4rea de infludncia da barra, constituida pelo produto da distdncia / entre as hastes paralelas a

OC, e a espessura A (2/2)3V/2) da estrutura. Obtém-se deste modo:

Tpz = (212)2)( EA/]'Z)'Y)':':
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do qual se obtém:
G=(2V213)( E A)A2)

Efectuando as mesmas operagdes para Yz 0blia-se um valor andlogo para 7.
Fassando ao estudo da estrutura continua, comegando pelo estudo da flexdo, consideram -
~8€ para 0 mesmo as equagdes de 5. Germaine - Lagrange. para as quais v8m associadas as cond

¢des do contomno, que exprimem o tipo de vinculo exterior :

Aduy=-piD |

No caso da estrutura trianqular em estudo, apoiada a0 longo dos bordos e sujeita a uma carga uni-
formemente distribuida, como se encontra representada na figura 3.5-21, a solu¢do da equagdo ante-

rior & qual vém associadas as condigbes no contorno :

u3 = 0
My =

& obtida pelas equagles :
u3=pi(64aD)| y?-3x2p -a(a2+ y2) 4 4)77 4% | (479 42 - 52 - ¥?)

m=+ H|?2 -%'f—= + Hj2 [ pl{64 aD)(-63’}-’-2“')(4/932-,&'2-}-'2)+
Fpi(64aD)[y-axty-a(xts gty e 2123 ] (- 28)

W=+ H|2 ‘Z,‘;’ =+ H2 PI(64aD)(3p2-3x2-2aF)(4)9a2- 52- y2)+
+p{(6430)[}-‘2-3,?2,1"-3(,!'2+y2)+4[2733](-2}-‘)
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B o
—

/Y7 ! ',

Fig. 35-21

A carga uniformemente distribuida & definida em fung8o das forgas concentradas F aplicadas nos nos

pela sequinte relagdo :
F=pJ2h(h3V2)2)
p= 4F[ (3R

Considerando para este exemplo que F= 100KN, £'= 206x108KPa, A= 0,0001m? e f=20m,
obtiveram- se 0s deslocamentos nos pontos da estrutura confinua referentes aos nds da estrutura
reticulada. Os deslocamentos referidos estdo representados nos respectivos pontos, numa zona limita-
da por dois eixos de simetria contiguos, com a indicagdo do seu valor, na figura 35-22.

Com 0 valor dos deslocameritos nos nos obtém-se as diatagdes das barras e posterior-
mente as forgas intemas, aplicando as formulas descritas no ponto 3.4 ( Al = (5 -~% 3t
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Fig. 35-22

As forgas internas correspondentes a deformagdo, e as forgas externas obtidas pelas equa-
¢Bes de equiibrio em cada nd, s&o representadas na figura 3.5-23, numa zona limitada por dois e
x0s de simetria contiquos, com a indicagéo do seu valor. |

A deformagio da estrutura correspondem forgas verticals praticamente nulas conjuntamente
com forgas horizontais que ndo estdo em equibrio com as forgas externas aplicadas na estrutura. Es-
sas forgas correspondem na estrutura continua & solicitago flectora e torgora produzida pela condigdo

de carga que se examina, & podem ser compensadas através de forgas nas hastes de ligaggo dos
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dois planos horizontais, passando - se deste modo ao exame dos efeitos produzidos pela deformagao

devido ao corte.
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Fig. 35-23

No estudo da estrutura confinua ao corte supde -se que as hastes do dois planos horizor-

tais sfo Infinitamente rigidas, de modo & separar a deformagdo produzida por corte, da deformago
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relativa a flexdo. Esta condigdo é equivalente a supor os nds da estrutura impedidos de ter movimen-

tos na horizontal, podendo apenas ter movimentos na direcgdo vertical,
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Fig. 35-24

A estrutura continua correspondente a este problema pode ser resolvida como extensdo dos

casos bidimensionais. Indicando com &, 0s deslocamentos verticais dos portos situados no plano mé-

dio da estrutura, a equago que permite determinar os mesmos escreve -se da sequinte forma :

Am=c pl(GCd)=6F|(EAN)
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onde ¢ & o factor de forma, que neste caso é igual a 1; &' & o mddulo de elasticidade tangencial;
e 4 &a drea da secgfio da estrutura, de largura unitaria e altura igual @ espessura da estrutura.

As condiges de ligagio ao exterior levam a considerar na equagdo anterior que no contorno da es-
trutura o, = 0, escrevendo-se a equagdo dos deslocamentos da sequinte forma:

u= FhI[ 23V EAL] p31 A3 - 3x2p ) 43 - 3(3V2)(x2452) | A% + 12(32)]
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Com o valor dos deslocamentos nos nds obtiveram - se as dilatagdes das barras e posterior-
mente as forgas intemas, e as forgas extemnas pelas equagbes de equilibrio em cada nd. As forgas
intenas e as forgas externas obtidas s3o representadas na figura 3.5-24, numa zona limitada por
dois eixos de simetria configuos, com a indicagdo do seu valor.

Ffectuando a soma dos efeitos produzidos pelas duas deformagdes, flexdo e corte, obtém-
-se a distribuigio das forgas internas e extemas obtidas pelas equagdes de equilibric em cada no,

representada na figura 3.5-25.
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Da andlise dessa distribuigdo verifica-se a existéncia de forgas horizontais que ndo estdo
em equilibrio. Pela distribuigiio das mesmas, em corespondéncia com os bordos da estrutura, verifica -
-se tratar-se de uma distribuigdo uniforme de forgas normais e tangenciais, acompanhadas da cores-
ponderite distribuigio de momentos flectores e torsores. A eliminac8o dessas forgas & efectuada corr
preendendo somente as hastes dos planos horizontais com regime uriforme de forgas e de desloca-

mentos.
As forgas horizontais ndo equilbradas tém neste caso um valor médio £ iqual a 1,766, a

que corresponde a tensdo normal @, = Fp, /A . Tendo em conta as primeiras relagdes constitutivas,

determinadas neste exemplo, para os planos horizontais, e que & distribuigdo uniforme de pressdes

sobre 0 bordo corresponde um estado de deformagdo caracterizado pela dilactagdo uniforme :

&n= &= & = (312)13. h|(EA)

e a forga:

Sp= Al (EAlh) = (3V2)3) F

o regime de forgas intemas e extemas obtidas pelas equagdes de equilibrio em cada nb, passa a ser
0 regime representado na figura 35-26. Da andlise dessa distribui¢o verifica-se que se mantém a
existéncia de forgas horizontais ndo equilibradas, sendo no entanto de rnenor valor.

O grau de aproximagdo conseguido € verificado pela diferenga entre as forgas efectivamente
aplicadas sobre a estrutura, e aquelas que resultam da que foi considerada ltima fase do estudo, ja
que se podera continuar o estudo de modo a aurentar sempre o grau de aproxirnagao.

Procede - se de sequida ao cdleulo da estrutura utiizando o programa EERM. A numeragdo
dos nds e das barras efectuada na estrutura para a realizagdo do ficheiro de dados, esta represen-

tada na figurav3.5-27.
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0 ficheiro de dados para este problema assume a seguinte forma:
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e uma estrutura tridimensional
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fissunto: Terceiro exemplo de uma estrutura tridimensional

ESTURO DE UMA ESTRUTURA ESPACIAL RETICULADA METALICA
Programa EEKM - Carlos Garcia (Eng. Civil -UP)
Ficheiro de resultados: ultok .RES
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A diferenga dos valores das for¢as nas hastes, que foram obtidos pelos dois métodos é

justificave! pelo facto do grau de aproximagdo obtida ndo ser o maior, ou ainda pelo facto da dimerr

lhor para justificar

a0 ser a me

~

trutura, especiaimerite no que se refere a altura da mesma, n

da es

530

es técnicas adoptadas.
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a hipotese posta na base das solu
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CAPITULO IV

4 - CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

No sequndo capitulo foram expostos dois métodos - método dos deslocamentos e método
das forgas - que operam sobre o método geral do método directo, ou seja sobre o sistema geral de
equagdes recto de uma matriz de ordem e grau 8+, reduzindo-o0 a um sisterna parcial recto de
uma matriz de ordem e grau, respectivamente ¢ ou 8-, sequndo se trate do método dos desloca
mentos, ou do método das forgas. A operagdo corresponde a dois processos analfticos que t8m natu-
ramente uma confimagdo mecanica na estrutura.

O método dos deslocamentos consiste em assegurar um sistema de deslocamentos dos
nds da estrutura, na determinagdo da consequente variagdo de comprimento das barras, que através
da relagdo forga - dilatagdo, & expressa como efeito da forga na barra e de eventuais constrangimen-
tos. As equagdes de equilbrio dos nds, de uma estrutura sujeita a acqdo das forgas externas e inter-
nas (fransmitidas pelas barras e expressas em fungdo dos deslocamentos dos nds ), sdo equagles
resolventes do método dos deslocamentos.

O método das forgas consiste, de um modo idéntico, na substituigdo das & -(” barras da
estrutura com as forgas relativas transmitidas aos nds, e em considerar estas como forgas externas.
Naturalmente, a substituigdo das barras com aforga relativa deve ser realizada de modo a que, a res-
tante estrutura seja cinematicamente indeformavel, condigdo que corresponde analiticamente & possibili-
dade de inversdo da matriz A; . As forgas X nas barras da restante estrutura isostatica ficam ex-
pressas em fungdo das forgas externas, e das forgas de sUbstituiQéo. Sucessivamente, através das
equagdes de compatibiidade das barras da estrutura isostatica, determinar -se os deslocamentos nos

nds. A ulterior condi¢do de compatibilidade, relativa as barras supra-nimero e ainda ndo considera-
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das, exprime nada mais que a compatibilidade da dilatagdo destas baras, sujeitas as forgas de subst-
tuigdo e a eventuais oonétrangimemos, com o0s deslocamentos dos nds da estrutura isostatica. A in-
versdo deste sistema fomece o valor de Xj. do qual se chega ao valor de A} e do deslocamento x.

Como foi observado, o método das forgas conduz a um sistema resolvente com um numero
de incdgnitas - & consequentemente de equagbes - inferior a0 sistema que se obtém operando com o
método dos daslocamentos. Todavia & necessério observar que, a estrutura das equagdes de compat-
bildade em relagfo s forgas exige caloulos preparatrios mais complexos do que aqueles exgidos pe-
la escrita das equagBes de equilbrio em relagdo aos deslocamentos. A vantager derivante do menor
nimero de incgnitas iniciais contrapde - se A desvantagem ligada a complexibiidade operativa na ela-
boragdo do sistema de equagles resolventes.

O método dos deslocamentos conduzindo a um sistema de equagdes com um maior ni-
mero deincdgnitas, apresenta no entanto a inequalével vantagem de uma grande simplicidade na ela-
boragdo dos dados.

0 método continuo constitui um instrumento eficaz de trabatho quando ndo Seja possivel
determinar a solugdo rigorosa do problema. Na base deste método esta a compreensdo ¢ determina-
¢3o do continuo equivalente ao meio reticulado, encontrando assim este método a sua validade quan-
do se conhega a solugdo rigorosa do problema continuo corresponderite aquele que se estuda. Se
essa squQéo ndo & conhecida, ndo é possivel indicar um procedimento geral de caleulo, ¢ sobretudo
ndo se conseque estabelecer a formula que fomece 0 €ITOS CONEX0S a aplicagdo do método.

Acerca da naturezae dos significados dos erros, verificados no método continuo, pede - se
observar que eles constituem, de certo modo, o correspondente a0 o que se comete quando se
resolve um problema continuo com o emprego das diferengas finitas. Além disso, nos casos estudados
pode - se reconhecer que a estrutura reticulada representa fisicamente o continuo tratado com as dife-
rencas finitas, logo o ero & estritamente ligado, entre ambos 0s oasds, a substituigdo que se faz de
um material confinuo com um descontinuo, € vice - versa. A confimagdo fisica a esta observagdo é
imediata, na medida em que, a definigio do modelo confinuo da estrutura reticulada foi sempre reali-

zada partindo da hipotese que no contomo do nd o grau de esforgo fosse definido pelas seis compo-
nentes de tensfo dy ... 7. portanto, a difusdo da propriedade efastica de ura haste singular, nos

respectivos canais, no tem alguma irfluéneia nesta situagdo. Assim o pardmetro caracteristico A, [ ay
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que sobressai nos coeficientes de elasticidade do meio confinuo, associados aos médulos de elastich
dade FE, da haste sinqular estdo em ordem para representar esta difusgo.
n e

E ainda interessante observar que a definigdo das constantes elasticas do continuo equiva-
lente ao reficulo depende essenciamente das correlagdes Ap [ a, . Assim é possivel associar mais es-
truturas reticuladas ( caracterizadas por uma dilatag3o uniforme do reticulo geométrico de apoio e das
secqles rectas das hastes) a um Gnico modelo continuo. Tais estruturas sdo todas equivalentes entre
elas e ao comespondente continuo, pois sdo caracterizadas pela mesma matriz dos coeficientes de
elasticidade, 0 que equivale a dizer que se comportam do mesmo modo no respeitante aos campos
uniformes das tensdes ({ vice - versa, aqueles comportam-se de modo diverso quando se tém variaQSés
no campo ).

O exame das equagdes que regem oS problemas mostra que 0s ermos que se cometem
estdo ligados ao grau das fungdes que representam as componentes dos deslocamentos. Se estes
resultam lineares nfo se confrontam erros {0s campos de deslocamentos lineares sdo caracteristicos
dos seis estados puros das tensdes gy ... Tyy ).

No capftulo II, nos exernplo do ponto 3.3 obteve-se na deduglo das constantes elasticas
dos meios exarninados, valores iquais a 3 e 4, respectivamenite nos casoes bi e tridimensionais, para o
coeficiente m de Poisson. Tais resuftados ndo constituem resuftados particulares dos meios examina-
dos, mas sim resuttados gerais, caracteristicos dos meios reticulados isotrdpicos, ou seja, para quak
quer configuragdo geométrica e mecdnica do meio isotropico que se estude, o valorde m sera sem-
pre 3 ou 4 conforme se trate de um caso bi ou tridimensional, respectivamente, constituindo esta uma

das caracteristicas essenciais dos meios reticulados isotrdpicos.
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