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1. Introducéo

O conceito de imprecisédo foi introduzido por Zadeh em 1965 [1] e encontra-se ligado a
definicdo de pertenga de um elemento a um dado conjunto.

Segundo a teoria matematica classica, um elemento x e X ou é elemento de A C X ou néo.
Pode, entdo, definir-se uma fungdo de pertenga u(x) que toma o valor 1 no primeiro caso
" e 0no segundo. '

A introdugio daquele novo conceito permitiu alargar a no¢édo de pertenga de tal modo que a
fungdo u(x) deixa de estar limitada ao conjunto {0,1} e passa a tomar valores no
intervalo [0,1].

Registe-se a diferenga existente entre as definicdes de probabilidade e possibilidade.
Ambas lidam com graus de incerteza e sdo definidas no intervalo [0,1]. No entanto, a
qualidade da imprecisado é diferente nos dois casos. Na teoria de propabilidades a incerteza
liga-se ao cardcter aleatério dos acontecimentos enquanto que em teoria de possibilidades
a incerteza é uma caracteristica do modo vago como é definida a ocorréncia.

O tema base desta dissertagdo é actual e tem merecido da parte dos investigadores
crescente atencio. A andlise de agrupamentos é uma das areas ébvias de aplicagéo da teoria
dos conjuntos imprecisos e abrange campos tdo distintos como a medicina e a linguistica.

Niao se conhecendo em portugués nenhuma publicagdo que aborde o tema em questéo,
considerou-se de interesse apresentar uma compilagdo quer de conceitos bésicos da teoria
dos conjuntos imprecisos quer de aplicagdes efectuadas com base nestes mesmos conceitos.

Era intencdo inicial vir a aplicar estas técnicas na analise e classificacdo de diagramas de
carga de distribuicdo de energia eléctrica, apresentando exemplos trabalhados em que se
pudessem apreciar devidamente as virtudes comparativas de particdes imprecisas com
outras obtidas por métodos distintos. Afirmar que um dado diagrama é do lipo industrial
envolve, ja por si, um certo grau de incerteza, o que leva a crer que bons resultados
podem ser obtidos através de uma modelizagdo imprecisa deste processo.

Como ndo foi possivel obter uma amostra significativa de dados relativos a diagramas de
consumo na distribuicdo em Portugal, o objectivo inicial teve que ser inflectido para a
demonstragdo da técnica a utilizar. Assim, para ilustragdo do processo de separagao
imprecisa de diagramas langou-se mdo de um conjunto de curvas de afluéncias
hidroldgicas a barragem da Aguieira.

Nao se pretende levar a extremos a comparagao, mas julga-se que de qualquer modo sera
0til a observagdo dos resultados e da forma como foram obtidos, o que podera encontrar-
se no capitulo 6. Nos restantes capitulos a dissertagdo encontra-se organizada como

segue:

No presente capitulo, capitulo 1, faz-se o enquadramento do assunto a desenvolver e
descreve-se a estrutura desta dissertagao.

No capitulo 2 ¢ feita uma descricdo dos processos classicos, de obtengdo de agrupamentos
rigidos e referem-se os resultados pouco satisfatérios com eles obtidos em algumas
situagbes em que aspectos de natureza qualitativa prevalecem.




O capitulo 3 ¢ dedicado a conceitos basicos da teoria de conjuntos e particGes imprecisas
que sdo a ferramenta matematica utilizada para desenvolvimentos de métodos imprecisos
para andlise de agrupamentos.

Alguns desses métodos s3o descritos no capitulo 4, onde se apontam as vantagens destes
sobre os métodos classicos de agrupamento rigido na interpretagé@o de caracteristicas de
processos reais.

No capitulo 5 é abordado o tema de validag&o das particdes incluindo a descrigdo de alguns
- dos indicadores conhecidos. Faz-se neste capitulo a apresentagdo original de um novo
indice para avaliar a qualidade da partigdo obtida, reconhecidas que foram algumas
insuficiéncias de caracter conceptual de outros indices descritos na literatura e
recolhidos nesta dissertagao.

O capitulo 6 contem um conjunto de exemplos que foram analisados com alguns dos
métodos descritos no capitulo 4, fazendo-se uma analise dos resultados obtidos em termos
de qualidade dos agrupamentos definidos.

No capitulo 7 ¢é feita uma apreciagdo ao trabalho realizado e apresentam-se algumas
conclusées.

Em anexo encontra-se uma compilagdo dos programas utilizados para obtengdo dos
resultados que se apresentam.

O titulo desta dissertagdo, podendo a partida julgar-se excessivamente ambicioso face a
matéria reunida, justifica-se pela preocupagdo constante de trabalhar uma técnica que
pudesse ter aplicagdo em Andlise de Sistemas Eléctricos, embora, obviamente, a tal nao
esteja limitada. Espera-se que esta dissertagdo possa cumprir uma fungéo de caracter
didatico a outros investigadores interessados no aprofundamento dos temas abordados.




2. A Analise Classica de Agrupamentos e Suas
Insuficiéncias

2.1. Introducgéo

_ A andlise de agrupamentos ¢ um método de classificagdo de elementos em grupos, através
de uma medida de associagdo s, de forma que elementos de um mesmo grupo sejam
semelhantes e dois grupos n3o sejam semelhantes entre si[2].
Os objectivos da analise de agrupamentos sdo varios, podendo ser resumidos em:
i) Elaboragio de um bom processo de classificagao.

ii) Identificagdo de estruturas no conjunto de dados.

iii) Simplificacdo do sistema em andlise, conduzindo a uma melhor compreensgo desse
sistema.

Este método é aplicado nas mais diversas &reas tais como: medicina, biologia, engenharia,
arqueologia e outras.

Quando se pretende desenvolver uma técnica de agrupamento torna-se necessario
escolher:

a) O modelo apropriado ao processo em estudo
b) O critério de agrupamento
c) O numero de grupos em que se presume dividir o conjunto
A maior parte dos conceitos matematicos classicos, no que respeita a teoria de conjuntos,

sdo rigidos, deterministicos e precisos; isto é, dado um conjunto X e uma medida de
semelhanga s, o resultado de uma analise de agrupamentos sera um numero de grupos

{A1,A2, ........ ,AC}, que formam o que se chama uma particdo de X. Esses grupos
verificam as seguintes condigbes: ‘

A; CX i=1,eeeenn ,C

AN Aj =0 izj com ij=1,...,C

A este tipo de partigdes, em que os agrupamentos formados s&o exaustivos e mutuamente
exclusivos, d4-se o nome de particdes rigidas.




2.2, Métodos de Agrupamento

Os métodos para andlise de agrupamentos podem ser divididos em duas categorias, de
acordo com o critério de agrupamento utilizado :

métodos hierdrquicos

métodos ndo hierarquicos

2.2.1. Métodos hierarquicos

Estes métodos geram uma hierarquia de partices {G }, isto &, uma série de particdes

em que para qualquer par (Gi, Gj) se verifica o seguinte:

Sendo
[ Al Al i i Al Al j
G={A1,A2, .......... 'AM} G_{A1,A2, .......... AN}
para qualquer A;( ¢ G' existe um ArJ e G tal que A;( C Arj.

Tal hierarquia pode ser representada por um diagrama em arvore, chamado
dendograma, como o que se representa na figura 2.1.

FW.F——I

FIGURA 2.1.

Para obtengdo desta série de grupos podem ser usados processos de aglutinagédo ou
processos de separagao.

Um algoritmo de separagdo comega com um Unico grupo contendo todos os elementos de X e
divide-o em varios grupos e cada um destes em outros até se chegar a agrupamentos
constituidos por um Unico elemento cada.




Num algoritmo de aglutinagdo o processo € inverso. Inicialmente cada elemento do
conjunto X forma um grupo. Reune-se o par de grupos mais semelhantes, formando um

novo grupo e continua-se o processo até se atingir a partigao trivial GK= X.

Um dos algoritmos mais importantes na andlise hierarquica de agrupamentos é o "single
linkage", que se exemplifica de seguida.

xempl

-Considere-se o conjunto X definido pelos seis pontos representados na figura .2.2. Os
pontos encontram-se ligados por ramos e 0s nGimeros nesses ramos representam o valor
da distancia entre os extremos, que pode ser convertida em medida de semelhanga — quanto
mais préximos estiverem os pontos mais semelhantes s&o considerados. Quando o ramo de
ligagdo n&o existe, considera-se infinito o valor dessa distancia.

B
S D 3 E
3 1.5/
A 7 c
6
F
FIGURA 2.2

Inicialmente cada ponto constitui um grupo; logo, a primeira particdo de X sera :
G'={{A}. {B}{C}. (D} (E}L{F 1}

Associam-se, em seguida, os dois pontos mais semelhantes, isto &, mais préximos. Neste
caso sdo os pontos C e D. Logo,

G2={{A}. {B}.{C. D} {E} {F}}
Para progredir no processo de aglutinag&o, torna-se necessario definir distancia entre

grupos, que pode ser tomada como a menor entre 0S elementos desses grupos. Por
exemplo,

d({A} {C, D }) = min {¢ (C. A), d (D A} =5

Calculando as distancias entre todos os elementos da particdo G2, os candidatos & reuniao
sdo dois: os grupos {A } e {B } e os grupos {C, D }e{E }.




Vem, entéo
G3={{A, B}, {C.D, E}, {F }}

Prosseguindo, chegar-se-ia a uma parti¢ao final de um sé agrupamento contendo os seis
pontos.

Representando o processo através de um dendograma vira:

‘\l__l
B C D

FIGURA 2.3

Um dos problemas de mais dificil resolugo, na anélise dos resultados obtidos por este
algoritmo, ¢ a escolha, de entre as muitas partigées obtidas, da mais significativa.

2.2.2. Métodos Nao Hierarquicos
Grande parte dos métodos ndo hierarquicos baseia-se na optimizagéo de uma fungéo

exprimindo um dado critério. Varias fungées podem ser definidas para a obtengdo de
agrupamentos; uma das formas que essas fungdes apresentam €

C
0@ -2, 2o levill?

i=1 XKeEA
onde
v é o centréide do agrupamento i

¢ é o numero de agrupamentos em que foi dividido o conjunto inicial

[l .|| € a norma Euclideana

Este funcional J(G) deve ser minimizado no dominio de todas as partigbes admissiveis e o
resultado pode ser representado por uma matriz (cxn), a que se chama matriz de
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partigdo. Cada linha desta matriz é constituida por 0 e 1. Os 1 da linha i significam que
os elementos de X, correspondentes a essas colunas, pertencem ao agrupamento i, todos os
outros ndo pertencem. Por outro lado, como cada elemento de X pertence a um e um so
grupo, ja que se trata de particao rigida, cada coluna da matriz tem apenas um elemento
igual a 1.

A minimizacao de J(G) ¢ dificil, uma vez que o numero de particdes possiveis aumenta
rapidamente & medida que o nimero de elementos do conjunto em andlise aumenta. Dai que
muitos dos algoritmos n&do hierdrquicos sejam processos iterativos, podendo assim
trabalhar com um grande nimero de objectos.

Um dos métodos mais conhecidos neste tipo de andlise de agrupamentos € o classico Hard
c-Means de Duda e Hart, que se descreve com mais detalhe na secgao 4.3.1 do capitulo 4.

Refiram-se, ainda dentro dos métodos nao hierarquicos, os métodos baseados em teoria de
grafos que definem os agrupamentos a partir de arvores minimas e eliminando, nessas
mesmas arvores, alguns ramos originando sub-grafos, aos quais correspondem os varios
grupos identificados no conjunto X.

2.3. Insuficiéncias dos Métodos Classicos

Como ja foi referido, os conceitos matematicos utilizados na elaboragdo de qualquer um
destes métodos de analise de agrupamentos sdo rigidos, deterministicos e precisos. No
entanto, muitas das situagées da vida real envolvem conceitos de alguma forma vagos, nao
podendo ser traduzidas de maneira conveniente por particoes rigidas. Mesmo a adopgao de
modelos probabilisticos ou estocdsticos n&o resolve de todo o problema, uma vez que a
incerteza nestes casos se deve a uma definigdo imprecisa do processo e ndo a uma natureza

aleatéria do mesmo.

Suponha-se o conjunto X da figura 2.4.

o} o} 0] o]
*6
o] o]
X
ol X4 2 ol
X9 11
FIGURA 2.4

Qualquer que seja o método classico de agrupamento que se utilize, obtém-se sempre
partigdes tais que, para cada uma destas, cada elemento de X pertence a um s grupo,
entre todos os que a conslituem.

Ora, o elemento xg é simétrico relativamente aos sub-conjuntos




Aq = {X1v X2, X3, X4, Xs} e A2={X7: Xgs X9, X101+ X1 1}
A qual dos grupos fazer pertencer este ponto? Como traduzir essa mesma simetria?

Por outro lado, quer o ponto Xy quer o ponto Xp ndo sdo, em termos da medida de
associagdo s, tdo semelhantes, relativamente ao ponto mais "central" v4, como X3 e X4.
Como representar esta diferenga?

Numa partigdo rigida, cada elemento do conjunto X pertence a um e um s grupo e todos os
elementos de um mesmo grupo apresentam o mesmo valor de pertenca. Portanto, toda esta
informacao disponivel a respeito das caracteristicas do conjunto dado se perde quando se
estabelecem agrupamentos de uma forma classica.




3. Conceitos Basicos de Teoria dos Conjuntos Imprecisos e
das Particbes Imprecisas.

3.1. Introdugéo

E indiscutivel a vantagem do uso de modelos matematicos para caracterizagao e estudo de
fenomenos da vida real. No entanto, a maior parte destas situagées s&o nao
deterministicas, nio podendo ser descritas com preciséo.

Zadeh referia numa publicagao sua em 1973: "A medida que a complexidade de um sistema
aumenta a nossa capacidade para produzir afirmagoes precisas e significativas a respeito
do seu comportamento diminui até que um patamar ¢ atingido, para além do qual preciséo
e significado tornam-se caracteristicas mutuamente exclusivas.” [3].

A imprecisdo referida pode ser de diferentes naturezas.

No caso de um processo aleatério os resultados sao deduzidos com base em probabilidades
de ocorréncia impostas & partida, havendo incerteza quanto aquilo que na realidade se
passara.

Ou entdo, a propria descrigdo do processo em causa é vaga. Por exemplo, como definir o
conjunto das pessoas com altura aproximada de 1,60 metros? O que se entende por
aproximada? Como representar este conceito matematicamente? A imprecisdo, desta vez,
esta contida na prépria caracterizagdo do conjunto, conjunto impreciso (fuzzy set).

3.2. Alguns Conceitos Basicos [4]
Sejam dados um conjunto X e um sub-conjunto AC X.

Segundo a teoria matematica classica, qualquer elemento x € X ou é elemento de A ou nao.
Este sub-conjunto A, dito rigido (hard set), pode ser definido de varias formas: em
extensdo, por enumeragdo de todos os seus elementos; em compreensao, enunciando a
propriedade comum a todos 0s seus elementos: ou, ainda, usando uma fungéo chamada
fungdo caracteristica ou fungdo de pertenca

up - X - {0,1}

Vxe X

0sexe A
ua(x) =

{1 sexe A

Considerando, agora, um sub-conjunto impreciso B de X, poder-se-a imaginar uma nova
fungao de pertenga que em vez de caracterizar os elementos como pertencentes ou néo
pertencentes a B, os defina como mais ou menos pertencentes a este sub-conjunto. Isto &,
a fungdo passa a tomar valores no intervalo [0,1], ao contrario do que acontecia para o
sub-conjunto A, em que a fung&o tinha como valores 0 ou 1. Entdo, ug : X = [0,1] em que

ug(x) se identifica com o grau de pertenga de x a B.
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xemp! 1

Seja um conjunto X de n pessoas e tomem-se sobre este conjunto dois sub-conjuntos, um
rigido A e outro impreciso B, definidos como se segue.

A é o sub-conjunto das pessoas com uma altura de 1,60 metros, admitindo uma tolerancia
de 0.5%

A={xe X |h(x) =1.60£0.005}.

B é o sub-conjunto impreciso definido como sendo o das pessoas com uma altura

aproximada de 1.60 metros

B={xe X | h(x) é aproximadamente 1.60}.

Definindo a fungdo de pertenga para estes dois conjuntos vem:

Vxe X

1sexe A
ua(x) =

0sexe A

(1 se 1.5995 < h(x) < 1.6005
0.95 se 1.5990 < h(x) < 1.5990 ou 1.6005 < h(x) < 1.6010

\.

Os valores tomados pela fungdo ug(x) pretendem representar o grau com que h(x) se
aproxima de 1.60 metros.

A definigdo do conjunto B permitiu representar, em termos matematicos, o conceito de
aproximadamente, sendo o modelo impreciso aquele que mais informagao torna disponivel
acerca do conjunto em estudo.

Parece oportuno estabelecer a diferenga conceptual entre probabilidade e impreciséo.
Repare-se que ambos os conceitos lidam com graus de incerteza e que ambos usam o
intervalo [0,1] para a definicdo das suas medidas. No entanto, quando, por exemplo, se
define que

Pr(1.5990 < h(x) < 1.5995) = 0.95

apds a observagao de h(x1) = 1.5989 esta mesma probabilidade vem

Pr(1.5990 < h(x) < 1.5995 | h(x1)1.5989) =0




11

Pelo contrario, o valor de ug(x4), grau com que h(x{) se aproxima de1.60, mantem-se
igual a 0.9 apds a ocorréncia de h(x{)=1.5989.

3.3. Algebra dos Conjuntos Imprecisos

Seja P(X) o conjunto dos sub-conjuntos rigidos de X e sejam A e B elementos de P(X).

Entre A e B pode ser formulado um conjunto de operagées:

ACB @ xe A=>xeB

A=BoACBeBCA

A={xeX:xe A}=X-A

ANB={xe X:xe Aexe B}

AUB={xe X:xe Aouxe Bouxe ambos}

Como as fungdes de pertenca sdo as componentes fundamentais dos conjuntos imprecisos,
parece conveniente fazer-se uma caracterizagao de P(X) em termos destas mesmas
fungobes.

Seja, entdo, P(F) o conjunto das fungbes de pertenca dos sub-conjuntos rigidos definidos
em X. Assim,

up S ug e ua(x) < up(x) VxeX

up = ug & up(x) = ug(x) VxeX
TA() = A = 1-UA(X)

up n8(x) = min {ua(x), ug(x)}

Ua UB(X) = max {UA(X), UB(X)}

O conjunto vazio ¢ definido por uma fungéo de pertenca constantemente nula e ao conjunto
inteiro corresponde a fung@o constantemente unitaria; isto é,

O(x}=0 Vxe X
1(x) =1 Vxe X

Pode afirmar-se, entdo, que P(X)e P(F) sdo estruturas algébricas idénticas,
P(X)=P(F). Por outras palavras, o comportamento dos sub-conjuntos rigidos de X é
equivalente ao comportamento das suas fungdes de pertencga.

Propriedades semelhantes a estas podem ser definidas para os conjuntos imprecisos
tomando-se, a partir de agora, P¢(F) como o conjunto de todos os sub-conjuntos

imprecisos de X.
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Assim sendo, pode afirmar-se que a estrutura algébrica (X, P(F)) esta contida nesta
outra estrutura (X, Py(F)), uma vez que se pode considerar os conjuntos rigidos como

um caso particular dos conjuntos imprecisos.

3.4. Partigbes Imprecisas
Qualquer sub-conjunto rigido A C X goza das seguintes propriedades:

AUA=X
ANA=0
@ CACX
g CACX

o que, em termos de fungdes de pertenga pode ser escrito da seguinte forma:

up Vug =1 (3.1.a)
up AUz =0 (8.1.b)
0<UA<1 (310)

(os simbolos V e A indicam maximo e minimo, respectivamente).

A e A s3o, entdo, sub-conjuntos n&do vazios, mutuamente exclusivos e cuja unido
reproduz o conjunto X. O par (A, A), nestas condigdes, forma aquilo que se costuma
chamar uma partigdo-2 rigida de X.

As propriedades agora enunciadas ndo se verificam, no entanto, para o caso dos sub-
conjuntos ou partigdes imprecisas de X. Por exemplo, seja A um sub-conjunto impreciso
de X tal que

ua(x) = 0.5
Entao

ua(x) = 1- up(x) =1- 0.5 = 0.5 vV xe X.

up AUz =05 endo0
up Vug =05 endol

Qual a imposicao a fazer a uma particdo para que possa ser considerada uma partigdo-2
imprecisa de X? Seja X um dado conjunto e P¢(F) o conjunto de todos os sub-conjuntos

imprecisos de X. O par (ua, Ug) é uma partigdo-2 imprecisa de X se
up + Ug =1
O<up<1
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Note-se que estas equagdes reduzem-se as equagées (3.1) se se tratar de uma partigdo
rigida.

Generalizando, diz-se que {Ai} para 1 i< c é uma partigdo-c rigida de um
conjunto X se se verificarem as seguintes condigées :

c Cc

UA|=X V Ui=1

i=1 i=1
AinAj=® 1<izj<c = ui/\U}'=0 1<i#<c
@CACX 1<gisgc O<uy<1 1<igc

Designando por uj, o valor da fungéo de pertenga do elemento x ao agrupamento i, vem:

c

Zuik=1 VXkeX
i=1
Z:1=ux>0

1<i<gc
3;!0=Uik<1

Estas igualdades sugerem uma nova forma de caracterizagao das particdes-c rigidas, feita
a partir do uso de uma matriz. Tomando V¢, cCOmMo O espago vectorial das matrizes (cxn),

2 < ¢ < n, o conjunto das partigdes-c rigidas de X pode ser definido como

C n
Mc={U e Voo lujge (0,1} Vik; D uj=1 Vki 0<) uj<n Vi}
i=1 k=1

— ujx & 0 ou 1, conforme o elemento k pertence ou ndo ao
agrupamento i

— Zuik =1, j& que o elemento k pertence a um Unico grupo
i=1
c
— 0« Z Uik <N, evita as partigées triviais (agrupamentos vazios e agrupamentos
=1
coincidentes com o proprio conjunto)
Exemplo 3.2

Seja X = {x1—-amarelo, xo—laranja, x3——vermelho}. Duas das possiveis particbes-2

rigidas de X so representadas pelas seguintes matrizes
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U[11o] U[1o1]
Lo o 1 2o 10

U4 corresponde a uma particdo em que o amarelo e 0 laranja formam um agrupamento e 0
vermelho constitui o segundo agrupamento. A Up correspondera um agrupamento formado
pelo amarelo e pelo vermelho e um outro constituido pelo laranja.

Outras matrizes poderiam ser construidas, correspondentes a outras tantas parti¢coes,
mas nas condigbes referidas para as particées rigidas ndo se conseguiria uma em que o

laranja fosse partilhado pelas duas cores que lhe dao origem, o amarelo e o vermeiho,
como seria de esperar.

No sentido de ultrapassar tal obstaculo, Ruspini definiu, de modo andlogo ao anterior,
particdo-c imprecisa de X. Seja X = {x1' XD venvenes , xn} e seja Ve O conjunto das

matrizes (cxn), 2 < ¢ < n. Entdo, o espago das partigdes-c imprecisas de X pode ser
representado por

C n
M,c={u € Ven luijke 10,11 Viki X uj=1 Vk; 0<) uj<n Vi}
=1 k=1

A principal diferenga entre as definicbes de M. e M é que para as particdes imprecisas
os uj tomam valores no intervalo [0,1] ao contrario do que acontece para as particbes
rigidas, para as quais os elementos s6 tém como valores possiveis 0 ou 1.

Voltando ao exemplo 3.2, pode-se definir uma nova matriz Uz

[0.91 0.55 0.13]
3% 0.09 0.45 0.87

em que, na partigdo que lhe corresponde, o laranja é partilhado por ambos 0s
agrupamentos, facto que melhor traduz a realidade.

Para melhor compreensdo da principal diferenca entre particées imprecisas e particdes
rigidas enuncie-se o seguinte teorema: -

Suponha-se U e M. uma partigdo-c imprecisa de X. Entdo
ui A uj=umj=0
o Ue Mg
para todo i=j

isto &, afinal U é rigida.

Entende-se como partigbes degeneradas, rigidas M¢o OU imprecisas Mgco, aquelas
emque

c
osZu;ksn Vi
k=1
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isto &, aquelas em que existem agrupamentos vazios e agrupamentos constituidos por todos
os elementos do conjunto dado.

3.5. RelagGes Imprecisas

Muitos dos processos reais geram conjuntos de dados definidos por relagbes entre
elementos, ndo se tendo acesso a estes mesmos elementos. Sendo assim, parece conveniente
abordar-se o caso da caracterizagdo das particdes por uma matriz de relagdo R.

No caso das partigoes rigidas, a relagdo existente entre pares de pontos é inequivoca:

Xj € X estdo relacionados < X; € X pertencem ao mesmo Qrupo.

Pode, neste caso, definir-se a matriz R como sendo uma matriz (nxn), cujos elementos
verificam o seguinte:

T =1 1<i<n (3.2.8)
fij = Tji 1<i#<n (3.2.0)
rij = 1

onk=1 Vijk (3.2.c)
fik = 1

O espago destas matrizes &, entao

ER, = {R € Vpn | rjjsatisfaz as condigoes 3.2}

Cada matriz de ER, corresponde a uma unica particao-c rigida, fazendo-se rj; =1 se x; e
Xj s&o elementos do mesmo agrupamento e rj; =0 caso contrario. Entdo, pode afirmar-se
que M. e ER,, sdo estruturas semelhantes Mg = ERp,.

Para as partigdes imprecisas a equivaléncia entre Msc e ER, ndo é tdo transparente uma

vez que (3.2.c) toma varias formas, havendo para uma mesma particdo-c imprecisa mais
do que uma matriz de relagéo.

xempl

Considere-se a seguinte partiggo-2 rigida de X = {x1 .y x3}

110
Uy=
0 0 1

Entdo, a matriz de relagio Ry de ER3 associada a U4, de acordo com (2) sera

110
Ry=| 1 10
0 0 1
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Considerando, agora, a partigdo-2 imprecisa U, do mesmo conjunto X

[0.91 0.58 0.13]
27| 0.09 0.42 0.87

uma das matrizes de relagdo &, usando a expressdo R = ( uT (X A) U ) definida em [5]

1.00 0.67 0.22
Rp=| 0.67 1.00 0.55
0.22 0.55 1.00

De R, conclui-se que:
— xq exp estdo mais relacionados entre si (r12=0.67) do que xo e x3 (r23=0.55);
— xq @ Xg estdo pouco relacionados um com o outro (r13=0.22).
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4. Métodos de Agrupamento Impreciso

4.1. Introdugao

Suponham-se ja seleccionadas as caracteristicas que, por hipotese, identificam a
existéncia de grupos no conjunto de dados. Assim, o problema a resolver consiste em, dado
X ={xq, X2, wee.. . Xp }, encontrar um inteiro ¢, 2 £ ¢< n, e uma particdo-c de X,
correspondente a ¢ sub-conjuntos homogéneos em X, designados por agrupamentos.
Entende-se por agrupamentos homogéneos os grupos de objectos de algum modo
semelhantes e o mais semelhantes possivel.

Entao, qual o critério de agrupamento a utilizar? Quais as propriedades matematicas,
inerentes aos proprios dados, que devem ser consideradas para a identificagdo dos
agrupamentos?

Torna-se claro que :
a) Nenhum critério é umversalmente aplicavel;
b) A escolha de um, entre os varios critérios disponiveis, é sempre subjectiva e devera
tomar em atengdo a estrutura do conjunto de dados.

A figura 4.1, retirada de [6], chama a atengdo para estes factos. O critério de
agrupamento que melhor identificou estruturas no conjunto correspondente aos casos a e
b, ndo conduz a bons resultados no caso de c e d:

-
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FIGURA 4.1

Os métodos usados para agrupamento podem ser classificados, de acordo com os principios
axiomaticos em que se baseiam, em :

métodos deterministicos
métodos estocésticos

métodos imprecisos
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Para cada uma destas classes e de acordo com o critério de agrupamento utilizado, pode
falar-se em :
métodos hierarquicos

métodos ndo hierarquicos

Tal como j4 foi referido no capitulo 2, o primeiro tipo de métodos gera uma hierarquia de
agrupamentos encaixados, por meio de aglutinagdo ou separagdo de outros obtidos
anteriormente.

Também j& referido no capitulo 2, no caso dos métodos nao hierdrquicos, podem
considerar-se os baseados em teoria de grafos e os que utilizam optimizagdo de fungoes
objectivo, estabelecendo os agrupamentos a partir de um extremo local dessa mesma
funcdo. Estes Ultimos permitem, normalmente, a formulagdo mais precisa do critério de
agrupamento. '

4.2. Método de Ruspini

A utilizagdo de conjuntos imprecisos na resolugado de problemas relacionados com
reconhecimento de formas foi sugerida por Beliman, Kalaba e Zadeh em 1966 {7].

Varias tentativas de abordagem nesta area se seguiram, sendo a primeira exposigcéo
sisteméatica sobre o assunto um trabalho de Ruspini em 1970[8]. E o método de
agrupamento impreciso desenvolvido por este investigador que se descreve sucintamente
de seguida.

Seja X = {x1 ) XD,y eeeens : xn} C &P e seja d uma fungdo distancia definida da seguinte
forma :
d: X2 - ®*
djk =d (XJ', Xk)

djk =0 e X=X
dik = dj
isto &, d é definida positiva e simétrica.

Ruspini estabeleceu como critério de agrupamento o funcional Jg, com base nas distancias
dik e nas partigées-c imprecisas de X.

Jr + Mgeo — R

onde ¢ & uma constante real e 2 < c < n é previamente fixado.
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Repare-se que Jgr sera tanto menor quanto menores forem os termos desta expressdo, o
que por sua vez acontece quando pares de pontos préximos tém fungbes de pertenga
aproximadamente iguais.

Particoes optimas de X correspondem a minimos locais de Jg.

O algoritmo basico de Ruspini consiste na resolugéo, por proceso iterativo e através do
método do gradiente, do seguinte problema de minimizag&o

i, L)

O principal contributo dos métodos de Ruspini, dada a dificuldade da sua implementagéo,
foi, sem duvida, abrir caminho a outras familias de critérios de agrupamento impreciso.

Parece importante chamar a atengdo para os seguintes factos, comuns a este e muitos
outros algoritmos do mesmo tipo:

a) Os pontos de convergéncia da sequéncia de matrizes de particdo gerada pelo processo
iterativo sdo pontos estacionarios da fungao objectivo, mas ndo sdo necessariamente
minimos locais dessa mesma fungao.

b) Nada garante que um éptimo global de uma qualquer fungdo objectivo seja uma boa
particio de X. Muitas vezes os Optimos correspondem a solugdes irrealistas para X.

c) A escolha de valores diferentes para 0s parametros algoritmicos conduz a parti¢des
optimas de X distintas.

d) Pode existir mais do que um valor de ¢ para oS quais estruturas em X sejam
identificaveis.

Sao estas questdes que constituem a base do problema de validag&o das particdes, que sera
abordado no capitulo 5.

4.3. Agrupamentos em volta de centréides
4.3.1. Hard c-means

Um dos algoritmos baseado em medidas de densidade e que gera agrupamentos rigidos em X
é o classico Hard c-Means de Duda e Harl[9].

Refere-se aqui este método para se dispér de uma base de comparagao para os result_ados
obtidos por algoritmos de parlicéo imprecisa. A sua generalizagao a este tipo de partigbes
é feita na secgao 4.3.2.

Seja entdo,

Jy : Mgeox R°P —» ®F
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C

n
Jyw (Uv) = Z uik (dik)?
k=1 i=1

em que

dik = llxk-vill representa a distancia do ponto k ao centréide do agrupamento i

V= (V) Vo, Vg ) € RSP ONde vje ®RP € o centréide do agrupamento i, que ndo
pertence necessariamente a X

U= [Uik] e Mco

Como uj, =1 se xi pertence ao agrupamento i e uj =0 se ndo pertence, outra forma
tomada pelo funcional Jy, sera

J (UV) = O, X lIxg-vill?

i=1 XKE Uj

J,, Sera tanto menor quanto menores forem os valores dos varios djy, isto é, quanto mais
aderentes estiverem os pontos do agrupamento i ao seu centrdide.

Assim, a partigdo éptima serd a correspondente a

M:(igcp {JW(U,V)}

De acordo com a definicdo de matriz rigida de dispersdo do agrupamento i
n
Si = z Uik (Xk-Vi) (Xk-Vi)T (4.1)
k=1

e de matriz rigida de dispers@o entre agrupamentos

conclui-se que quanto menores forem os elementos de S,, mais concentrados serdo 0s
agrupamentos e mais distintos uns dos outros, tal e qual se pretende.

Descreve-se, em seguida, o algoritmo.

A.1. [Hard c-means (HCM) Duda e Harl]

A.1.1. Fixa-sec,2<sc<n.
Inicializa-se a matriz U® e M.
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Para cada iteragdo | |=0,1,...
A.1.2. Calculam-se os centréides vi(') através da expressao

n

|
2 Uik() Xk
Vl(l) = k=1n i =1, ....... , C
|
> uii”
k=1

A.1.3. Actualiza-se a matriz U(l) da seguinte forma :

1 se e sO se dik(l) = min {djk“)}

0 caso contrario

A.1.4. Comparam-se u e ut*h),

se U™V . u | < & termina;
senao, | passa a l+1 e volta a A.1.2.
Pode acontecer que min {djk(')} ndo seja unico; neste caso, 0 ponto Xy é atribuido ao

primeiro agrupamento para o qual se verifique esse minimo. E o que se designa por
singularidade deste algoritmo. Note-se que pode existir um djx=0, quando o ponto k

coincide com o centréide do agrupamento i.

Exemplo_4.,1

Considere-se o conjunto de dados X representado na figura 4.2.

FIGURA 4.2
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Este conjunto foi processado com o algoritmo anterior (HCM) e os resultados obtidos sdo
apresentados na tabela 4.1.Fixou-se c=2 e considerou-se como matriz de parti¢do inicial,

U°® e M., a seguinte

|:1 o101t 01010 101010 1:|
ue =
o +t+o010to01o0+101 01010

Como patamar para o critério de paragem fez-se &= 0.0001.

Repare-se que o ponto xg & simétrico relativamente aos outros pontos de X. No entanto, uy
e U, ndo sdo simétricos relativamente a este ponto uma vez que, por condicdo de partigéo
rigida, xg deve ser atribuido a um e um sé agrupamento. Isto mesmo se reflecte nos
centrdides obtidos para os dois grupos identificados, vy= (7.556, 0) e vo= (0, 0), que se
encontram igualmente representados na figura 4.2.

DADOS uik ug k
X1 (0,4) 0.00 1.00
X2 (0,-4) 0.00 1.00
X3 (2,0) 0.00 1.00
X4 (-2,0) 0.00 1.00
Xs (0.7,0.7) 0.00 1.00
Xg (0.7,-0.7) 0.00 1.00
X7 (-0.7,0.7) 0.00 1.00
Xg (-0.7,-0.7) 0.00 1.00
X9 (4.0) 1.00 0.00
X10 (8,4) 1.00 0.00
X11 (8,-4) 1.00 0.00
X12 (10,0) 1.00 0.00
X13 (6,0) 1.00 0.00
X14 (7.3,0.7) 1.00 0.00
X15 (7.3,-0.7) 1.00 0.00
X16 (8.7.,0.7) 1.00 0.00
X17 (8.7,-0.7) 1.00 0.00

TABELA 4.1
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4.3.2. Fuzzy c-Means

Encontrar pares éptimos (U, v) para Jy néo ¢ tarefa facil, uma vez que o conjunto M- é

finito mas contem um grande nimero de elementos. O algoritmo que se analisa em seguida
¢ o Fuzzy c-Means elaborado por Bezdeck[10] e consiste numa generalizagdo as
particdes imprecisas do Hard c-Means anteriormente descrito.

O funcional que serve esta familia de algoritmos é

n %
Im = 2 Z (U™ (dii)? m >1

Como cada termo de J,,, € proporcional a dj, a solugéo optima correspondera a

[ Jm (U,
Mf:]xlg‘:p { m | V)}

Repare-se que se esta a trabalhar no espago Mg que, ao contrario de M, é um conjunto
conexo continuo, permitindo o uso do calculo diferencial na determinagéo das condigbes
necessarias a pontos estacionarios de Jp,.
Diferenciando a fungdo objectivo relativamente a v; (fixando U) e relativamente a ujk
[o]
(fixando v) e sabendo que 2 uj =1, obtem-se, como par 6ptimo de Jm, o par (U*, v*)
i=1
que satisfaz as igualdades
n

Z (i)™ Xk

v. = k=1 (4.2.2)

e, para pontos ndo coincidentes com centréides

Uy = L (4.2.b)
' n 2/m-1

> [

oy \Jjk

ou para pontos coincidentes com centréides, isto &, se X = Vi

1 para j=i

Ui = (4.2.c)

J -
0 para j=#I

Descreve-se, em seguida, o algoritmo que, por processo iterativo, procura o éptimo local
de J
m-
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A.2. [ Fuzzy c-means (FCM), Bezdeck ]

A2.1. Fixa-sec,2<c<sn;
Escolhe-se uma norma em ®P e fixa-se m e ]1, ol.

Para cada iteragéo 1= 0,1, ........
A.2.2. Calculam-se os centroides {vi(l)} a partir de (4.2.a) e U(l)'

A23. Actualiza-se a matiz UW, utiizando (4.2.b), (4.2.0) e (v}

A.2.4. Comparam-se U*1 e ulh,
a+1) () o
Se|lU -UY || < € termina; sendo, volta a A.2.2.

Este algoritmo tem varios paramelros : ¢, m, U, |l lla, €. Analise-se o que se passa com
o parametro m.

Para cada A existe uma familia de solugdes parametrizadas por m. A medida que m tende
para 1 por valores superiores, a solugdo converge para uma solugdo rigida; Jny
aproxima-se de J,, que passa a ter uma variavel adicional, A. Contrariamente, a medida
que m — co a matriz U — [1/c] V ik, como se deduz facilmente a partir de (4.2.a) e
(4.2.b).

Resumindo, quanto maior for m mais imprecisa ¢ a solucdo encontrada e quanto mais
préximo de 1 estiver m "mais rigida" é a solugao. Entdo, o expoente m funciona como uma
espécie de controle & partilha de pontos por agrupamentos diferentes.

Outro dos parametros algoritmicos é a matriz definidora da norma em ®RP. Se A for a
matriz identidade, trabalha-se, entdo, em geometria euclideana e o critério conduz a bons
resultados para conjuntos X onde se possam identificar agrupamentos "circulares”, uma

vez que aquela geometria é hiperesférica em ®P.

No entanto, isto nem sempre se verifica. Assim sendo, pode falar-se noutro tipo de
normas: a norma diagonal, Np, induzida a partir da matriz das variancias das coordenadas

dos pontos de X

(1/6)2 0 .. 0
2 0
Ap = 0 (1/090)< ...
0 0 .. (1/op)2

em que

e a norma de Mahalanobis, Ny, induzida pela inversa da matriz das covariancias de X
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n
[Cov (X)]jj = l— 2 (Xki-X i) (xkj=Xj)
k=1

Uma e outra norma tentam compensar distorgées a forma circular basica; no caso da
norma Np, devidas a grandes variancias nas componentes dos pontos de X, ou, no caso da
norma Ny, devidas a grandes varidncias das componentes e & dependéncia estatistica
verificada entre as componentes medidas. Entdo, A pode ser tomada como uma variavel de
optimizag&o, como no algoritmo de Gustafson e Kessel, que se aborda na secgéo 4.4 .

Exemplo 4.2

Considere-se o conjunto X definido no exemplo 4.1. Processou-se X com o FCM, fazendo
c=2, £=0.0001, norma euclideana e a mesma particdo inicial. Tomou-se m=2 e os
resultados obtidos para a fungdo de pertenga ao agrupamento 1, encontram-se na tabela
4.2, assim como os que se obliveram tomando m=1.75, m=1.50 e m=1.25. Note-se que
estes ultimos devem ser considerados como arredondamentos e ndo como valores exaclos
obtidos pelo algoritmo. Os centréides, para os diferentes valores de m, mantém-se
aproximadamente em (7.807,0) e (0.190,0).

DADQOS m=2.00 m=1.75 m=1.50 m=1.25
X1 0.172 0.110 0.042 0.002
X2 0.172 0.110 0.042 0.002
X3 0.088 0.043 0.009 0.000
X4 0.048 0.018 0.002 0.000
X5 0.014 0.004 0.001 0.000
Xg 0.014 0.004 0.001 0.000
X7 0.017 0.005 0.001 0.000
X8 0.017 0.005 0.001 0.000
X9 0.500 0.500 0.500 0.500
X10 0.828 0.890 0.958 0.998
X11 0.828 0.890 0.958 0.998
X192 0.952 0.982 0.998 1.000
X13 0.912 0.957 0.991 1.000
X14 0.986 0.996 0.999 1.000
X15 0.986 0.996 0.999 1.000
X16 0.983 0.995 0.999 1.000
X17 0.983 0.995 0.999 1.000

TABELA 4.2
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Repare-se que:

a) Ao contrario do que acontecia por aplicagdo de algoritmos de parti¢do rigida, em todos
os resultados o ponto xg é partiihado pelos dois agrupamentos com igual valor de pertenga,

como ¢ indicado no préprio conjunto de dados.

b) A medida que os pontos se aproximam dos centrdides, caso de x5 e Xg, apresentam
fungdes de pertenga aos varios agrupamentos mais distintas, permitindo identificar dois
grupos compactos.

c) Conforme m 3 1, as particoes obtidas tendem a aproximar-se de solugbes rigidas.
Atenda-se aos resultados obtidos para m=1.25. Todos os valores de pertenga, a excepgdo
dos correspondentes ao ponto xg, sdo idénticos aos obtidos por aplicagdo do HCM. A medida
gue m toma valores crescentes (m=1.50, m=1.75, m=2.00) as solugdes tornam-se mais
imprecisas.

d) Os pontos radialmente simétricos relativamente aos centréides apresentam valores de
pertenga idénticos. E o caso dos pontos x4 e xo bem como dos pontos xs e Xg. Isto acontece

porque a norma utilizada é a norma euclideana, que tende a forgar agrupamentos
circulares em X. Quando ndo for este o tipo de geometria contida nos dados, melhores
resultados podem ser obtidos utilizando outra norma.

Exemplo 4.3

Considere-se o conjunto de dados que se representa na figura 4.3. Processou-se este
conjunto com o FCM, utilizando norma euclideana e norma diagonal. Os parémetros do
algoritmo foram fixados com valores iguais aos utilizados para o exemplo anterior e
fazendo m=2.00.

—

FIGURA 4.3

Os resultados obtidos para a fungdo de pertenga ao primeiro agrupamento encontram-se
na tabela 4.3 e sugerem a escolha da norma diagonal para identificagdo dos agrupamentos
como sendo a que conduz a uma particdo que mais se aproxima da estrutura contida nos
proprios dados. '
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DADOS Ng Np
X4 (0.5,1) 0.827 0.102
X2 (3,0.8) 0.180 0.021
X3 (1.9,0.7) 0.756 0.027
X4 (5,1.0) 0.168 0.164
X5 (2.5,0.9) 0.425 0.001
X6 (1,1.1) 0.801 0.060
X7 (1.5,0.9) 0.803 0.028
X8 (4,1.1) 0.120 0.078
X9 (1,-0.9) 0.914 0.939
X1 0 (2,-1.2) 0.760 0.990
X1 1 (3.5,-1) 0.213 0.945
X12 (4,-1.1) 0.192 0.909
X13 (0.9,-0.9) 0.909 0.931
X1 4 (1.5,-0.8) 0.930 0.962
X15 (2.1,-1.2) 0.729 0.991
X16 (3,-1) 0.345 0.979
TABELA 4.3

Atenda-se, agora, a convergéncia do algoritmo. Varios resultados ja obtidos asseguram a
convergéncia do FCM, pelo menos teoricamente, & medida que o numero de iteragoes, |,
tende para infinito. Nada garante que essa convergéncia se verifique para um valor finito
de |, mas, quando acontece, e felizmente na maior parte dos casos assim o &, os valores

(U (l),v“)) encontrados correspondem a um minimo local de J,. Note-se, contudo e mais

uma vez, que minimos locais de J,; nem sempre sdo uma "boa" particdo do conjunto de
dados.

4.3.3 Algoritmo de Gustafson e Kessel

No Fuzzy c-Means, um dos parametros a fixar no inicio do algoritmo é a matriz definidora
da norma, matriz A, como ja foi referido. Apesar de se poderem induzir varias métricas

em ®P, através da escolha da norma que se utilizard, essa métrica mantem-se constante
para todos os agrupamentos a identificar em X. Ora, podem surgir situagbes em que estes
mesmos agrupamentos tenham formas geométricas diferentes e, nestas condigdes, o
funcional J;, ndo conduz a resultados satisfatorios.
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Na tentativa de ultrapassar este problema, Gustafson e Kessel [11] propuseram que, em
vez de se manter a norma constante, houvesse uma variagdo local dessa mesma norma,
uma vez que é esta que controla a forma dos sub-conjuntos.

A
Sendo assim, foi estabelecida uma nova fungdo objectivo, J,, que torna possivel a
identificagdo de grupos correspondentes a estruturas topolégicas distintas, contidas no
conjunto de dados.

Seja, entdo, A; a matriz definidora da norma para o agrupamento i e seja A o vector das
matrizes de norma dos ¢ sub-conjuntos de X. Assim,

A

Jm: Mg xRSPxPD® — RF

n n

A 2
Jm (Urle) = Z Z (Ulk)m “Xk-vi”Ai

k=1 k=1

onde PD€ representa o produto cartesiano do conjunto das matrizes (pxp) definidas
positivas simétricas
Ue Mfc

O critério de agrupamento estabelecido a partir deste novo funcional coincide com o que
utiliza J,. A diferenga fundamental é que, enquanto neste ultimo as distancias sdo medidas
A

por uma norma pré-especificada, em J,, a norma varia para os diferentes grupos.

A
Repare-se que, se A; for constante Vi, Jy, (U,v,A) = Jy (U,v).

Entdo, o problema a resolver consiste em encontrar as solugées de

A
min {Jm (U,v,A)}
M¢.xREPxPD®

A
Estabelecam-se as condigdes necessarias a pontos estaciondrios de Jy. No caso de se fixar

A, como ja foi referido Sm(U,v,A) = Jqm(U,); logo, as solugbes encontradas para
(U*,v*) no caso da minimizagdo de J, sdo igualmente valores optimos para a

minimizag&o de ?Jm.

Resta deduzir a forma éptima para o vector A, A*. Para isso, fixem-se U e v e aplique-se
o método dos multiplicadores de Lagrange & nova fungdo objectivo, tomando m >1 e fixando

det(A;) = p;. Vira

A" =[pi det(Sy)] P (s 1<isc (43)
onde
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n

sﬁ=2 (ui)™ (xk-vi) (Xk'Vi)T
k=1

é a matriz imprecisa de dispersdo do agrupamento i, por analogia com (4.1).

Descreve-se agora o algoritmo, que pode ser entendido, de alguma forma, como uma
generalizagdo do FCM descrito na secgéo anterior.

A.3. [Gustafson e Kessel]

A3.1. Fixa-sec,2<c<sn.
Escolhe-se m >1.
Fixam-se os valores de p; >0, 1 <i<c.
Inicializa-se U® e Myc.
Em cada iteragdo | 1=0,1,...

A.3.2. Calculam-se os centroides {Vi(l)} a partir de (4.2.a) e U(I).

A.3.3. Determinam-se as malrizes {Sﬁ(l)} utilizando (4.1) e (U('),v(l)).

Calculam-se os respectivos determinantes e inversas.

A.3.4. Utilizando (4.3), calculam-se as matrizes {Ai(l)}.

A.3.5. Actualiza-se a matriz U(') utilizando vi('), (4.2.b) e (4.2.c), ndo esquecendo que

di) = Ixcvitll -

A.3.6. Comparam-se U(l) e U(l”): Se |IU(I+1)-U(|)|| < € péra; sendo volta a A.3.2.

A relagdo encontrada entre a matriz A;" e a matriz Sy; conduziu a que se definisse uma
nova matriz, designada por malriz de covaridncia imprecisa, Cy

n

2 (U™ (xg-vi) (xk‘Vi)T
k=1 St

n
Z (uj) ™ Z (up)™
k=1

n
k=1

No caso de U ser uma matriz rigida, Cy; reduz-se a

Z (Xk-Vi) (><k-Vi)T

xke Ui

C, =
| n
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que é a matriz de covariéncias dos n; pontos do grupo i com centréide v;. Daqui, o facto
desta familia de algoritmos ser igualmente designada por algoritmos de covariancia
imprecisa.

Fazendo

m 1/p
Ui jdet(S
Mig = (ik)n[p' Syl 1giscelstsn

Z (uip™

t=1

A
o funcional J,, no ponto éptimo, poder4 ser escrito da seguinte forma
A n T
Jm (U7 Vv,AT) = )y [Mk (xg-vi) Cgi’ (Xk'Vi)]
k=1

O valor de (xk-vi)T Cﬁ-1 (xc-vj) ndo é mais do que © quadrado da distancia de
Mahalanobis entre xy e v;, na forma imprecisa. Entdo, os resultados obtidos,

*v* A*,podem ser interpretados como aqueles que conduzem a uma minimizagdo da
dispersdo dos pontos em torno dos centréides, conseguida por uma combinagao de
diferentes normas na mesma fungao objectivo.

Propriedades de convergéncia deste algoritmo supbem-se semelhantes as referidas para o
caso do Fuzzy c-Means.

Um exemplo de aplicagao desta técnica de agrupamento encontra-se na secgao 6.3 do
capitulo 6, onde se faz a analise dos resultados obtidos.

Refiram-se outros algoritmos, desenvolvidos com objectivos semelhantes aos que
conduziram aquele que se acaba de descrever: 0s designados, genericamente, por Fuzzy
c-Varieties (FCV) que utilizam a mesma norma para todos os grupos, mas em que oS
centréides deixam de ser pontos em ®P e passam a ser variedades lineares de dimensao r,
0 < r< p-1; e os Fuzzy c-Elliptotypes (FCE) em que os centréides s&o, igualmente,
variedades lineares mas de dimensdes diferentes e a fungéo objectivo ¢ uma combinagéo
convexa de fungdes definidas a partir das distancias dos pontos a cada uma dessas mesmas
variedades lineares. '
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5. A Validagdo das Particoes

5.1. Introdugéo

O objectivo da validag&o das partiges consiste em medir o grau de ajuste entre a partic@o
gerada por qualquer um dos algoritmos disponiveis e as estruturas contidas no conjunto de
dados, uma vez que os dados e as possiveis partigdes se encontram separados por esse
mesmo algoritmo.

Processando um conjunto X por qualquer um dos algoritmos conhecidos obter-se-a, para
cada valor de ¢, um grande numero de partigdes (note-se que existem varios parametros
impostos inicialmente para os diversos processos de andlise). Mais, é possivel encontrar
"bons" agrupamentos para diferentes valores de c. Entdo, como saber qual das parti¢des
obtidas é a 6ptima, no sentido de melhor identificar as estruturas existentes nos dados?

Para métodos que utilizam optimizagao de fungbes objectivo, uma estratégia, que a partida
se julgaria 6bvia, consiste em registar os 6ptimos destas como uma fungdo de c e a
particdo a escolher sera a correspondente a um extremo desta nova fungdo. No entanto, um
problema se levanta: a maior parte das fungbes objectivo sdo monodtonas em ¢ e, além
disso, apresentam, para cada c, varios pontos estacionarios, podendo o éptimo global nao
corresponder a uma "boa" particao de X.

Como consequéncia, varias medidas de validade das partigées foram estabelecidas, os
indicadores de validade, para avaliarem da qualidade das solugdes encontradas. Note-
se, no entanto, que a maior parte destes escalares ndo tém ligagdo directa ao conjunto de
dados, cabendo sempre ao analista a avaliagdo final dos resultados obtidos.

5.2. Coeficiente de Particédo

Seja U € Mje uma partigdo-c imprecisa de um conjunto X de n pontos. O coeficiente de
partigdo [12] é definido como sendo o escalar

n [}
Z Z (ui)?

F(U,C) = k=1 |=1
n

Demonstra-se que, para 1 £ c < nvem:
1 < F(Uge) <1
o e

FU,c) =1 & Ue Mg, érigida

FUc) =— « U=[1/q]

1
c

isto &, F & 1 para todas as partigdes rigidas e toma o valor minimo apenas para U=[t/cj,
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isto &, o centréide de M¢.. Note-se que F & continua e estritamente convexa em M;c que,
por sua vez, € um conjunto convexo; logo, o minimo global de F em M;. é Unico.

Se se definir uma matriz S em que

n
)y UikUjk

isto &, cada elemento de S mede o nivel de partilha dos pontos de X por cada par de
agrupamentos, F tomar4 uma nova forma :

(o}

Zsii

i=1
c c c-1
oSt 2 X 2 si
i=1

i=j+1 j=1

F(Uc) =

Assim, F serd maximo quando s;jj=0, isto &, quando ndo houver partilha de pontos pelos
varios agrupamentos, o que equivale a dizer quando U representar uma parti¢cao rigida.

Em consequéncia do que acaba de ser dito, poder-se-ia ser levado a pensar que qualquer
particdo rigida & mais valida que uma imprecisa. Com efeito assim ndo é. O conjunto
definido no exemplo 4.1 do capitulo anterior demonstra-o. O que na realidade se passa é
que, se X contiver estruturas distintas, os algoritmos deverao construir matrizes U
relativamente rigidas, tal e qual sdo medidas por F. E esta a ldgica subjacente ao uso de F
como indicador de validade.

A estratégia a seguir €, entéo

F(U,
max {man{ (U,c)} }

¢ c
onde Q. representa o conjunto de particogs Optimas para cada c.

Note-se, mais uma vez, que se F(U*, ¢*) ndo estiver proximo de 1, ndo se devera supdr
que X ndo tem estruturas identificaveis, mas sim que o algoritmo nao foi capaz de as
distinguir.

Exemplo 5.1

Considere-se o conjunto X representado na figura 5.1, em que se identificam faciimente,
por observagio directa, 3 grupos distintos. Nesta figura ilustram-se igualmente os
agrupamentos derivados, da particao obtida, pela regra da maxima pertenga. Segundo esta
regra, uma matriz U* € Mo € convertida numa matriz Up, € M¢o fazendo

1 se U= max { U;
Ik 1Sj5c{ ik}
Umig =

0

Este conjunto foi processado com FCM, tomando como valores para 0s pardmetros 0s
definidos para o exemplo 4.2 do capitulo anterior. Os resultados encontrados apresentam-
se na tabela 5.1.
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F
0.856
0.968
0.878
0.829

[ N - (> I [\ 2 e )

TABELAS.1

A-funcdo F(c) apresenta um extremo local para ¢c=3, sugerindo o indicador F este valor de
¢ como sendo éptimo. Note-se que para as outras escolhas de ¢, o indicador afasta-se

claramente daquele valor.

FIGURA 5.1

Outros conjuntos foram formados a partir deste, diminuindo gradualmente a distancia
entre os dois grupos inferiores, no sentido de se observar 0 que se passa com F.

A medida que os grupos se vao aproximando o valor do indicador para ¢c=3 diminui e para
c=2 aumenta até se chegar a uma distribuicdo de pontos no espago para a qual
F(2)>F(3). Na tabela 5.2 resumem-se estes resultados. .

distancia entre os dois_grupos
c i5 9 3 2
2 0.856 0.858 0.883 0.915
3 0.968 0.949 0.891 0.865
4 0.878 0.834 0.775 0.751
5 0.829 0.808 0.706 0.693
TABELA 5.2

O valor de F pode, igualmente, sugerir indicagdes a respeito da norma a utilizar no
tratamento do conjunto de dados. Tal como ja foi referido, a norma, a partir da qual se
definem as distancias em X, é um dos pardmetros algoritmicos e controla a forma dos
agrupamentos que se procuram (norma euclideana, norma diagonal ou norma de
Mahalonobis). Fazendo variar a norma, podem-se inferir propriedades a respeito dos
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dados a partir da "melhor” particéo indicada por F. E preciso, todavia, interpretar os
resultados com cautela, pois um melhor “arranjo" dos valores de pertenga, obtidos em
fungdo da norma adoptada, ndo implicam necessariamente que a parti¢do seja melhor,
quando apreciada do ponto de vista humano.

Exemplo 5.2

No sentido de se verificar o que acaba de ser referido, atenda-se aos valores do indicador
F, para o exemplo 4.3 do capitulo anterior no caso de se utilizarem as duas normas, a
norma euclideana e a norma diagonal.

c Ng Np

2 0.694 0.772

3 0.690 0.729

4 0.633 0.691
TABELA 5.3

Como se verifica, os valores de F quando se usa a norma diagonal s&o superiores aos que se
obtém com a norma euclideana, coincidindo com o facto de que neste caso, 0 USO da
primeira conduz a melhores partigées de X.

As maiores desvantagens deste indicador sao:

— A sua variagdo monotona com ¢
— A falta de ligagao directa entre os seus valores e as estruturas contidas nos dados.

5.3. Entropia da Classificagdo
Como os conjuntos imprecisos representam um certo tipo de incerteza, incerteza essa

devida & falta de precisdo na definigdo do conjunto, parece natural estabelecer para estes
um conceito semelhante ao de entropia ligada a incerteza estatistica. Recorde-se:

Seja {A i1 sis c} um conjunto de acontecimentos ligados a uma experiéncia e seja
p = (p1, Py weeeee : pc) o vector das probabilidades de ocorréncia desses mesmos

acontecimentos. A entropia estatistica ligada ao par ({Ai} ,p) é definida como sendo

o escalar

o]
hp) = - Y, Piloga(pi)
i=1

onde a € ]1,+00 [ e pjlog,(p;} =0 para p; = 0.

Esta medida goza das seguintes propriedades:

0<h(p)< logac

h(p) =0 < p é certo (3j: pi=1)
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1
h(p) = log,c < p ==

i=1

Por analogia com este conceito, estabeleceu-se 0 de entropia da particdo [13], uma
[

vez que para todo o U e My se verifica 2 uj =1, como acontece com o vector p de
. i=1
h(p).

Sendo assim, define-se para cada partigdo imprecisa, U € Mg, de X, |X|=n, o escalar
[
Z ujklog Uik

j=1 i=1
n

H(U.c) = -

com a e J1,+0[ e uilog,ujk =0 se Ui = 0.

C
Atendendo a que 2 ug=1 Vk, uma forma alternativa de representar Hé

i=1

n
> h(ug)
H(U,0) = =l (5.1)
em que uy representa a coluna k da matriz U e Mgc.

Com base na expresséo (5.1) e atendendo as propriedades enunciadas para h(p), é facil
chegar as seguintes conclusdes:

0<HU,C < Iogac
H(U,c) = 0 < U é rigida

H(U,c) = log,c & U =[1/c]

Procurando interpretar o conceito de entropia da parligao pode dizer-se que h(ug)
representa o grau de incerteza a respeito da pertenga do ponto xyx aos varios

agrupamentos; a incerteza serd tanto maior quanto mais "imprecisa" for a coluna k da
matriz U. Entdo, a minimizacdo de H(U,c) corresponde a maximizar a informagdo sobre
estruturas existentes num conjunto X, sugerida por um algoritmo de partigdo.

Assim, a estratégia a seguir para Validagéo das partigdes sera

min {n;zl: {H(U,c)} } (5.2)

com Q. a representar o conjunto finito dos U e My, 6ptimos.
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O par (U*, ¢*), correspondente a solugdo de (5.2), supbe-se ser a partigdo "mais
valida" entre as consideradas em Q.. Convem lembrar, no entanto, que a utilizagdo deste
indicador de validade deve ser feita no mesmo contexto em que foi feita a de F(U,c), isto &,
se existem estruturas em X a identificar, os algoritmos devem produzir U's
relativamente rigidas.

Repare-se que F e H apresentam extremos para as mesmas partigées, embora em sentidos
contrarios. Mais, & possivel estabelecer uma ligagdo directa entre os seus valores. Pode-
se demonstrar que para U e My, a € ]1,+00 [ e sendo e a base natural

0 < 1-F(U¢) < FHU.C)
logge

verificando-se a igualdade apenas para U e M.,. Se a=e, entdo vem
0 <1-F(U,c) < H(U,c)

Como inconvenientes a apontar ao uso deste indicador referem-se:

— A tendéncia mondtona com ¢

— A falta de um meio de avaliar a aceitagdo ou ndo da particdo sugerida por H como uma
boa interpretagdo do conjunto de dados.

Exemplo 5.3

O conjunto representado na figura 5.2 foi processado atrav és do mesmo algoritmo
utilizado nos exemplos anteriores e tomando os mesmos valores para os parametros. Os
resultados obtidos para os indicadores F e H sdo apresentados na tabela 5.4. Na figura
estdo identificados os agrupamentos correspondentes a U, para c=2 e para c=3 .

FIGURA 5.2

Ambos os indicadores sugerem c*=2 como o valor éptimo para ¢ no que respeita as
estratégias desenvolvidas com base nos valores de F e H. Note-se ainda que estes valores
estao algo longe dos respectivos limites que s&o 1 e 0, j& que no conjunto, como se pode
observar, as estruturas a identificar nao sio realmente distintas. Nas tabelas 5.5 e 5.6
encontram-se os valores de pertenga dos diferentes pontos aos agrupamentos definidos,
para c=2 e c=3. Neste tlimo caso, h4 mais incerteza na atribuicdo dos pontos aos grupos.




c F H
2 0.724 0.431
3 0.653 0.541
4 0.610 0.765
5 0.580 0.833
TABELA 5.4
DADQS Uik uak
X1 0.143 0.857
X2 0.091 0.989
x3 0.020 0.980
x4 0.251 0.749
x5 0.269 0.731
X 6 0.322 0.678
X7 0.584 0.416
X8 0.884 0.116
x9 0.651 0.349
x10 0.832 0.168
x11 0.980 0.020
x12 0.843 0.157
x13 0.892 0.109

TABELA 5.5
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DADOS Uik U2k U3lk
X1 0.062 0.071 0.867
X2 0.089 0.212 0.698
x3 0.010 0.013 0.977
x4. 0.100 0.664 0.236
X5 0.201 0.134 0.665
X6 0.202 0.508 0.290
X7 0.063 0.894 0.043
x8 0.172 0.781 0.047
X9 0.627 0.171 0.202
x10 0.903 0.048 0.049
x11 0.971 0.024 0.005
x12 0.361 0.540 0.009
x13 0.852 0.100 0.048

TABELA 5.6

5.4. Expoente de Proporgédo

Outro dos indicadores de validade é o expoente de proporgdo [14], definido pela

expressao
n py ! 1 c c-1
pwer--n Il | Y 0l (7) (1-;_\/ uik)
k=1 j=1 |=1
onde ,
Ue (Mgc-Mco)
IX| =n
2<csn

M "1 - maior inteiro < 1.
k - uk

Note-se que P utiliza apenas os valores maximos de cada uma das colunas de U, ao
contrario de F e H que utilizam todos os elementos da matriz, o que se explica pelo facto de
grandes valores de py sugerirem a existéncia de estruturas "mais distintas" em X.
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O uso deste escalar como indicador de validade esta relacionado com o seguinte conceito: se
se definir o conjunto §,, como o conjunto das colunas das matrizes do espago Mg-M,

com um elemento maximo n&o inferior a u, onde 1/c <p<1,2<c<n, e representando
por w! o maior inteiro < 1/, diz-se que a proporgéo de Sy é dada por

-1
& j+1 -1
pS = X (1) (,C) (1)
j=1

Por exemplo, se p(Sy) = 0.12 isto significa que entre todas as colunas imprecisas
possiveis, 12% tém um elemento maximo que, pelo menos, € igual a p.

E facil verificar que p(Sp)=0 para p=1 e p(Sp)=1 para pu= 1/c. Assim sendo, faga-se

na expressdo de P
n Py ! , c c c-1
nwa =11 | 3 nit' () (1-1 v uik)
j=1 =

k=1

Este valor pode ser interpretado como a proporgcdo de matrizes em My.-Mco que

apresentam, em todas as colunas (dai o sinal de produto), um valor maximo superior aos
da matriz U em questdo; isto é, n representa a proporgdo de partigbes-c que melhor
identificam agrupamentos em X do que aquela em questdo. Repare-se que n(U,c)=0 se

alguma das colunas de U for rigida e n(U,c)=1 se e s6 se U= [1 /c].

Para calcular o valor de P toma-se o simétrico do In n. Porqué? n pode tomar valores
muito préximos de zero para matrizes mais ou menos imprecisas (basta que uma coluna
se aproxime de valores rigidos). Quando se toma o In n, o valor torna-se mais sensivel a
variagoes de U. Entéo,

0< P(Uc) <o Ue Mge-Mco.
Logo, a estratégia a seguir sera

max { max { P(U,c)} }

2<c<n U

Atenda-se ao seguinte:

— O dominio de aplicagao dos indicadores anteriores é ligeiramente mais amplo que o de P,
0 que os torna mais gerais;

— O facto de uma coluna se tornar rigida conduz P a infinito, o que leva a que este
indicador nao seja muito fidvel para partiges que se aproximem da solug&o rigida.
Pelo contrario, quanto mais U se afasta de M¢,, melhor é o comportamento de P.

— Tal como para F e H , também relativamente a P se pde a questdo de saber até que valor
poder4 descer P(U*,c*) para se considerar U* uma "boa" particgo de X.
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5.5. Normalizagdo de H

Dunn [15] observou que, relativamente a H, o valor deste se aproxima de zero para c=1 e
para c=n, 0 que contraria toda a estralégia baseada na sua minimizag&o. Como solugé&o, foi
proposta a normalizagdo deste indicador.

Assim, tome-se um conjunto X, em que 0s pontos se encontram uniformemente

distribuidos nas diferentes direcgoes, apresentando o conjunto estruturas de agrupamento
apenas para c=1 e c=n (correspondentes as partigdes triviais). Entdo, a validagéo da
partigao podera ser feita com base no desvio entre o valor de H (referente ao conjunto X)
e o valor de H,, (referente ao conjunto X,), maximizando esse desvio. '

Baseado em resultados obtidos processando X, com o FCM, Dunn supbs que se poderia
representar Hy através da equagao '

o]
HO(C) =1- a‘

A

Definindo entropia normalizada como H(U,c) em que

A H(U,c)
H(U,c) = ———%
(U0 Ho(c)
vem
Ao = ()
1- ¢/n

Como H é sempre superior a H, (0 conjunto X, é um conjunto muito desordenado) a nova
estratégia de validacdo sera

min {min {H(,c)} }

2<c<n Qc

Note-se que Q. corresponde a solugdes do funcional J,,, uma vez que a equagdo
estabelecida para H,, foi baseada em resultados obtidos pelo FCM.

A .
H(U,c) e H tém comportamentos aproximadamente iguais para c<<1, 0 que corresponde a

maior parte dos casos, sugerindo os dois indicadores as mesmas solugbes. Mas a medida
A

que %—ﬂ, H comporta-se de um modo diferente de H e é, provavelmente, um melhor

indicador, uma vez que referencia a solugdo doptima (U*,c*) a uma hipdtese nula acerca

das estruturas em X.

Exemplo 5.4

Considere-se o conjunto constituido por 9 pontos, distribuidos ro espago da forma
representada na figura 5.3 [15]. Aplicou-se a este conjunto o FCM, tomando
£=0.001,norma Euclideana e m=2. Na tabela 5.7 encontram-se os resultados obtidos

para os indicadores F, H e lei
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X
X
X
X X
X X
X X
FIGURA 5.3

Repare-se que F e H apresentam extremos locais em ¢=3, mas os extremos globais
verificam-se para c=9, como era de esperar ja que para este valor de ¢ a particdo obtida
¢ rigida. Esta ¢, no entanto, uma partigdo trivial que, em termos de analise de
agrupamentos ndo é significativa.

A
O comportamento de H ¢é diferente, contrariando a tendéncia referida para os outros dois. O

A
minimo global de H acontece para c=3, o que condiz com o resultado de uma observagéo
directa dos dados.

c F H I’-\l

2 0.749 0.397 0.511
3 0.905 0.227 0.340
4 0.835 0.351 0.632
5 0.793 0.419 0.944
6 0.851 0.328 0.983.
7 0.845 0.312 1.405
8 0.921 0.162 1.461
9 1 0 indefinido

TABELA 5.7

5.6. Coeficiente de Separagéo

Os indicadores de validade, até agora mencionados, apresentam a desvantagem de uma falta
de ligagao directa aos préprios dados, uma vez que todos eles séo calculados com base nos
elementos de uma matriz U € My, encontrada por um algoritmo de parti¢éo e ndo com

base nos elementos de X.
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Gunderson [16] estabeleceu uma estratégia de validagio das particbes, baseada na
configuragdo geométrica dos agrupamentos, que optimiza o chamado coeficiente de
separagéao.

Entdo, seja U e M, uma partigho rigida de X, | X|=n. Seja v= {vi} o conjunto dos

centros, nio necessariamente centrdides, dos varios agrupamentos. Para 1 < i# < C
defina-se

r= max {uik d(Xk,Vi)}
1<k<n

Cij = d(Vi,Vj)

O coeficiente de separagdo G pode ser definido como

G (U,V,C,X,d) =1- max { max { ri+ r l } }

is1gicc  1sise-1 U Cii

Repare-se que, na lista de par@metros ligados a G, aparece o préprio conjunto X, ao
contrario do que acontece para F e H.

. . . . . "i”‘! . ;
G varia no intervalo ]-oo0,1[ isto é, & medida que c se aproxima de zero, ou se€ja,
ij
ri+fj<<Cjj, 0S agrupamentos identificados s&o cada vez mais compactos e mais afastados. O
par 6ptimo de particao rigida sera (U*,v®) tal que

max [max {G (U,,v,X,d)}
2<c<n | Q ¢ d

onde Q4 representa o conjunto dos pares (U,v) candidatos para valores de ¢ e d fixos.

A utilizagao de G como um indicador de validade difere das estratégias utilizadas para F e
H, na prépria concepgdo, uma vez que a procura do 4ptimo se encontra ligada a uma
propriedade geométrica dos agrupamentos.

Note-se, também, que a estratégia de validagéo corresponde a maximizar a separagao dos
agrupamentos, o que se encontra em aparente discordancia com o conceito de partigdes
imprecisas. Dai o facto de G ser utilizado, como indicador de validade, apenas para
partices rigidas. No entanto, como ja& foi referido, qualquer U e Mg, pode ser
transformada numa matriz Uy € Mg por meio de uma regra qualquer de conversdo,

nomeadamente a regra da maxima pertenga.

5.7 Indices de Separagdo e o FCM

Um par de indices, semelhantes ao proposto por Gunderson,foi sugerido por Dunn [17]
para estudos de validagdo das partigdes rigidas. Estes indices dependem, tal como G, de X e
da métrica d escolhida. Contudo, ndo s&o utilizados os centros dos agrupamentos.
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Seja U e M uma partigdo rigida de X. Entdo

. . dis(uj,uj)
D{(U,c,X.d)= min min :
i+1gjge-1 | 1<ise max {dlam(uk)}
1<k<e

dis(uj,conv(u;))

Do (U,c,X,d) = min min
i+1gjsc-1 | 1<isc max {diam(uk)}
1<k<e

em que

diamug = sup (d(x,y))
X,Y€E Uk

dis(ui,uj) = inf (d(x,y))
Xe uj
Y€ U
Estes dois indices gozam de uma relagédo entre eles:
D1 2 D2 2 D1 -1
Em ligagdo com os valores de Dy e Do, podem definir-se os conceitos de agrupamentos
separados (CS) e de agrupamentos bem separados (CWS)
U é uma partiggo CS < D4(U,c,X,d) >1
U é uma partigdo CWS < Dp(U,c,X,d) >1

Sendo assim e atendendo & relagdo existente entre Dy e Dy, qualquer partigdo CWS é uma
particdo CS.

A diferenca entre as indicagdes sugeridas por Dy e Dp s&o mais significativas quando D4
tem um valor préximo de 1. A medida que D, aumenta a distingao diminui, ja que entre Dy
e Do se verifica D42 Dy 2Dq-1.

Verifica-se que para um dado c, se existir uma particdo U e M. para a qual vem

D4(U,c,X,d) >1, entdo essa particdo é unica. Logo, fazendo 51 (c)= max {D1 (U,c,X,d)}
‘ UeM,.

pode afirmar-se que X contem ¢ agrupamentos CS < 51 (c) >1.

Ja que Dy>1 = Dq>1, entdo, quando muito, existe uma particdo-c de X do tipo CWS.
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Definindo D5 (c) = max {DZ(U,C,X,d)} vem que
UeM,

X contem ¢ agrupamentos CWS < Do(c) >1.

Ao contrario do que acontecia com os indicadores F, H e P, Dy e Dy permitem fazer uma
afirmagao directa sobre a existéncia e unicidade de estruturas nos dados.

O grande inconveniente na utilizagdo de Dy como indicador de validade verifica-se em
termos computacionais: & medida que ¢ e n aumentam torna-se impensavel o calculo de Dy
e respectivo maximo, mesmo para apenas alguns Ue M, . E, entdo, necessario gerar,
através de um algoritmo, matrizes de particdo que maximizem Dj.

Dunn [ref] supds que, se 51 (c) se tornar suficientemente grande, as fungbes de pertenga
de uma partigio-c imprecisa optima, gerada pelo FCM, devem aproximar-se das fungdes

caracteristicas definidas por U e M. correspondente a D;(c), baseando-se nos seguintes
resultados:

— Considere-se U e M, uma partigdo rigida de X, IX |=n e seja Dy= D4(U,c,X,d), em que
2<c<n me J1, +oof fixoe U* e Mg uma particdo éptima para Jp,. Entéo,

S (3, ()} 2

=1
| D1

— Seja ﬁe M. a particdo correspondente ao maximo de Dy(U,c,X,d) tal que
D1(0,c,x,d) = Dy(c) e seja U € M. uma solugao 6ptima de Jp,. Entdo, para 1<i<c

0< min (ZA (uik')m}s _2n

: . = 2
1<jSC | Xke uj [D1(c)]

Sendo ¢ 0 agrupamento em que

5 ()" (.0

XK€ Ug 1Sjsc | XK€ Ug

entdo

1/m

xkeﬁc = 0su [[01(0;] j
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A medida que Dy aumenta, os valores de pertenga em U* e M. dos pontos de X-ﬁc sédo
muito pequenos e, contrariamente, para pontos pertencentes a GG estes valores

C
aproximam-se de 1, ja que Z uik'=1. Como resultado final, tem-se:
i=1
A
Para 0 <8 <1 e para 1 <i<c, sendo Ue M. correspondente ao maximo de D4(U,c,X,d),
U* e M¢. uma solugdo optima de J, ¢ 0 agrupamento rigido correspondente ao minimo
do somatério dos valores de pertenga dos pontos exteriores a ele, vem que

xkeﬁo = 0< uik'sé}/c

xkeﬁc = 1--—(£'C1—)§Suik'S1

A consequéncia imediata deste resultado é a seguinte: se 51>1, X contem agrupamentos CS
unicos e se 51 >2, X contem agrupamentos CWS unicos, como ja foi referido. A medida que

Dy aumenta, as solugdes de J, tornam-se boas aproximagées destas estruturas, sendo o
FCM um bom processo para as identificar.

Entdo, como proceder? Procura-se U* e My utilizando o FCM, converte-se U* € Mg
em U, € M. e calcula-se o valor de Dy(Up,). Se o conjunto Qcq representar os
candidatos U € M., para uma métrica fixa d, o problema a resolver consiste em

max {max {D1(U.C,X,d)} }
2<c<n | Qcyd

Se Um' e M, for a solugao deste problema e se o valor do indicador Dy for superior a 1
os agrupamentos CS foram identificados; se Dy for maior que 2 encontraram-se 0S
agrupamentos CWS.

Convem realgar, mais uma vez, que com Dy foi possivel estabelecer uma relagdo directa
entre os valores do indicador e as estruturas contidas no conjunto de dados X.

Se o FCM gerou ou nZo uma boa aproximagao as estruturas CS ou CWS é comprovado pelo
valor de D1. No caso de haver valores de ¢ para os quais este indicador é inferior a 1, né@o

quer dizer que estas estruturas ndo existam em X, mas sim que, para esses valores de c,
as partigdes rigidas deduzidas a partir do FCM n&o s&o destes tipos. Note-se que podem
existir agrupamentos CS e CWS para mais do que um valor de c.

Exemplo 5.5

Analise-se o conjunto referido no 'exemplo 5.4, com base nos valores de pertenga obtidos
por aplicagao do ja referido FCM. A regra de converséo utilizada para a transformagao de
U*e My em U, € M foi a regra da maxima pertenga.

Na tabela 5.8 encontram-se representados os agrupamentos resultantes desta converséo.
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c=2 c=3 c=4
x 1 2 2 2
X2 2 2 2
x3 2 2 3
x4 1 3 4
x5 1 3 4
X 6 1 3 4
X7 1 1 1
X 8 1 1 1
X 9 1 1 1
TABELA 5.8
Para os indicadores os resultados foram os seguintes
A i
c F H H D1(Um)
2 0.749 0.397 0.511 0.728
3 0.905 0.227 0.340 2.121
4 0.835 0.351 0.632 0.707
TABELA 5.9

Note-se que o indicador 51 optimiza para c=3, tal como os outros, e apresenta um valor
que identifica os agrupamentos obtidos pelo FCM, para c=3, como sendo do tipo CWS (bem

separados).

Outros conjuntos, obtidos a partir deste por aproximagao dos pontos, foram analisados. O

valor de Dy foi diminuindo até que passou a identificar como 6ptima a particdo obtida

para c=2, mas esta do tipo CS, como se pode verificar na tabela 5.10.

5.8. Novo Indicador

A —
c F H H D{(Upm)
2 0.923 0.156 0.201 1.217
3 0.846 0.304 0.456 0.500
4 0.810 0.401 0.722 0.707
TABELA 5.10

E exposta, de seguida,uma nova forma de abordar o problema de validagdo das partigdes,
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baseada no conceito de pontos rejeitados a um nivel a de um conjunto X.

Seja uma partigao-c imprecisa de X. Para cada agrupamento i obtido, define-se nucleo de
nivel o da seguinte forma

C(uj,a) = {XG X | ui(x)za}

Entdo, entenda-se como pontos rejeitados a um nivel o aqueles cuja fungéo de pertenca
apresenta um valor inferior a o em todos os agrupamentos formados, ou seja

R(U,a) = {Xe X | uj(x)<a Vi}

Para um dado valor de ¢, quanto "mais fortes" forem os nicleos-o de X, isto é, para cada
coluna da matriz U quanto maiores forem os elementos maximos e menores todos os
outros, "melhor" é a partigdo obtida. E, também, menor serd o numero de pontos
rejeitados.

Atenda-se & figura 5.4, onde se representa, como se fosse continua, a evolugdo do numero
de pontos rejeitados para uma particdo-c imprecisa de um conjunto X, X |=n, quando a
este foram aplicados dois algoritmos distintos. As coordenadas em X correspondem aos
varios niveis da funcdo de pertenga e as coordenadas em y correspondem ao namero de
pontos rejeitados.

FIGURA 5.4

[

De acordo com o que acaba de ser exposto a particdo B € sugerida como sendo "melhor" do
que a particdo A.

Podem surgir, no entanto, situagbes como a representada na figura 5.5. Qual a melhor
particdo? Para o entre 0 e 0.75 a particéo B corresponde ‘a menor nimero de rejeitados
que A; entre 0.75 e 0.90 A conduz a melhores resultados, mas para a entre 0.90 e 1
torna a ser B a "melhor" partigéo.
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FIGURA 5.5

Entao, defina-se um novo indicador I da seguinte forma

1

Y af(a)
a=1/c

1

Y, o

a=1/c

I(c) =

onde o representa os varios niveis da fungao de pertenga e f(a) o numero de pontos
rejeitados para cada um desses niveis. O indicador é uma soma pesada do nimero de pontos
rejeitados no sentido de representar a importancia dos pontos com fungdes de pertenga

elevadas.

Como & medida que ¢ aumenta o limite inferior do somatério diminui, I definido desta
forma ndo permitiria uma avaliagdo conveniente da qualidade das particdes obtidas para
diferentes valores de c. Neste sentido fez-se uma normalizagdo, quer em termos de a quer
em termos de f(a), que conduziu & expressao :

A =0
T(y) = -2
1
2y
y=0
onde y = :C? e f(y) =ﬁa‘ﬁ

A
Tal como os indicadores F e H os valores extremos de I. verificam-se para partigbes
rigidas, para as quais este indice tem valor zero, e para U = [1 /c] onde toma valor 1

qualquer que seja c.
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Entdo, a estratégia a seguir, no sentido de a "melhor” partiéo ser a que mais se aproxima

da partigdo rigida, sera
min | min {1(U)}
c Q¢

com Q. a representar o conjunto finito dos U e Mg optimos.

Repare-se que, ao contréario do que se passa com outros indicadores, o valor de I n&o
depende de c. Assim, este indicador permite a comparagdo da qualidade das particbes
obtidas para conjuntos diferentes. :

Exemplo 5.6

Considere-se o conjunto X representado na figura 5.3. Foi processado com o FCM,
A
tomando m=2, £=0.001 e norma Euclideana. Os resultados obtidos para o indicador I,
A
quando ¢ varia de 2 a 5, encontram-se na tabela 5.11, assim como os valores de F, H e H.

c F H ﬁ f

2 0.749 0.397 0.511 0.530
3 0.905 0.227 0.340 0.175
4 0.835 0.351 0.632 0.259
5 0.793 0.419 0.944 0.315

TABELA 5.11

A
Tal como os outos indicadores, 1 identifica c=3 como sendo o que corresponde & methor
particido de X. Na figura 5.6 estdo representados os graficos deste indice para os
diferentes valores de c.

% REJEITADOS

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
NIVEIS PERTENGA )

FIGURA 5.6
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A partir deste conjunto formaram-se outros, aproximando os trés grupos, que se
encontram representados nas figuras 5.7, 5.8 e 5.9. Na tabela 5.12 apresentam-se os
valores encontrados para varios indicadores tomando diferentes c's.

X
X
X
X X
X X
x X
FIGURA 5.7
X
X
X
X X
X X
P X
FIGURA 5.8
X
X
X
X X
X X
X X
FIGURA 5.9

Como seria de prever, a dificuldade em identificar c=3 como a partigdo 6ptima é cada vez

A A
maior; a diferenga entre 1(3) e I(2) vai diminuindo até que no conjunto da figura 5.9 o
valor éptimo identificado para ¢ passa a ser 2. )
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c F H Il-\l 'I\
Conjunto 2 0.860 0.250 0.322 0.328
5.7 3 0.892 0.245 0.367 0.194
4 0.822 0.371 0.668 0.279
Conjunto 2 0.878 0.227 0.292 0.289
5.8 3 0.867 0.286 0.429 0.239
4 0.793 0.421 0.757 0.315
Conjunto 2 0.896 0.200 0.257 0.246
5.9 3 0.859 0.294 0.441 0.264
4 0.782 0.436 0.785 0.350

TABELA 5.12

A
No caso do conjunto representado na figura 8, o indicador I ao contrario dos outros, aponta
para c=3 como sendo ¢ éptimo. Se se atender, neste caso, as particdes obtidas para c=2 e
c=3, correspondentes & figura 5.10, verifica-se que a distribuicdo dos pontos em torno
dos centréides é mais homogénea para c=3 do que para c=2, propriedade que se encontra
A

ligada & prépria concepgao de I.

FIGURA 5.10

A
O indicador I goza, todavia da mesma fragilidade dos indicadores anteriormente analisados,
pois resulta dos valores de pertenga atribuidos a cada ponto por um algoritmo, em vez de
resultar dos préprios pontos.

Assim, se para o mesmo conjunto de pontos fosse utilizado o algoritmo FCM, com dois
valores do parametro m diferente, obter-se-iam duas distribuigées de valores de
pertenca diferentes (¢ sabido que valores de m menores influenciam o FCM de maneira a
este atibuir valores de pertenga de forma mais “rigida"). Em conformidade, obteriamos
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A
dois valores de I para o mesmo conjunto de dados!
Este, porém, é um mal comum & generalidade dos indicadores que se baseiam nos valores de

A
pertenga, e n3o uma caracteristica exclusiva de 1. Esta apreciagdo serve, no entanto, para
realgar uma vez mais o cuidado que sempre deve presidir & andlise e validag&o dos
resultados de um processo de agrupamento.
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6. Analise de Resultados

6.1. Introdugédo

Neste capitulo sdo apresentados varios conjuntos processados por algoritmos de parti¢éo
imprecisa e analisam-se os resultados assim obtidos, procurando-se, por um lado,
salientar as vantagens que aqueles apresentam relativamente aos de parti¢go rigida no que
diz respeito & interpretagdo das caracteristicas dos dados e, por outro, fazer um estudo
comparativo de alguns desses mesmos processos de obtengdo de agrupamentos.

6.2. Conjunto 1

Os métodos rigidos de andlise de agrupamentos geram partigdes tais que cada objecto
pertence a um e um s6 grupo. Contudo, existem situagbes em que 0s objectos n&o podem ser
atribuidos exclusivamente a um agrupamento. E o caso de pontos que ocupem uma posigao
de simetria no conjunto, isto é, “"entre" os agrupamentos. Nestas circunstancias, 0s
métodos imprecisos representam de uma forma mais adequada as estruturas contidas nos
dados.

Para ilustrar a diferenca entre os resultados obtidos por métodos classicos e métodos
imprecisos de agrupamento, considere-se O conjunto X representado na figura 6.1.[8]

x X
X X
X X X x X X X
X X
X X
FIGURA 6.1

O conjunto foi processado com o HCM e o FCM j4 referidos no capitulo 4, tomando c=2.
Utilizou-se norma euclideana, €=0.001 e m=2. Os resultados obtidos conduziram as
particdes representadas nas figuras 6.2 e 6.3, nesta ultima por transformagdo de U* em
Uy, onde os elementos junto dos pontos correspondem aos valores de pertenga ao

agrupamento 1.

Repare-se que 0 ponto xg & simétrico relativamente aos dois agrupamentos. No caso da
partigdo rigida essa caracteristica dos dados n%o é traduzida nos resultados, uma vez que 0
ponto pertence inteiramente ao grupo 1. Pelo contréario, usando o algoritmo de particéo
imprecisa, este ponto apresenta um valor de pertenga igual para os dois grupos, de acordo
com a sua posigao no conjunto dado.
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1 o
X X
1 0
X X
1 1 1 1 0 0] 0
X X X X X X X
1 (o}
X X
1 0
X X
FIGURA 6.2
0.87 0.13
X X
0.5 0.05
X X
0.99 0.88 0.12
097 X X X X X X X 0.03
0.95 0.50 0.05
X X
0.87 0.13
X X
FIGURA 6.3

No caso da particao rigida, os pontos de um grupo tém o mesmo valor de pertenga a esse
mesmo grupo, como se todos ocupassem posicdes idénticas relativamente ao centréide. O
mesmo n3o se passa quando se aplica o FCM. Aos pontos "mais ligados" aos centréides, caso
dos pontos xg e xs, correspondem valores de pertenga maiores.

6.3. Conjunto 2

Um conjunto de dados X pode conter grupos de pontos de formas geométricas diferentes. No
Fuzzy c-Means prevé-se a possibilidade de utilizar uma norma que ndo a norma
euclideana, mas essa ¢é fixa para todos 0s C agrupamentos a identificar, ndo conduzindo a
resultados satisfatérios nestes casos. O algoritmo de Gustafson e Kessel permite uma
adaptagdo da norma, através de uma variagdo local da mesma, de maneira a identificar
alteragdes na forma dos agrupamentos.

Na figura 6.4 esta representado um conjunto X contendo vinte pontos distribuidos no
espago em forma de cruz[11]. Os agrupamentos, que visualmente se identificam,
apresentam estruturas distintas, estruturas essas responsaveis pelos maus resultados a
que conduz o FCM, mesmo no caso de se utilizar norma diagonal.
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FIGURA 6.4

Na tabela 6.1 encontram-se os valores de pertenga dos pontos ao primeiro agrupamento,
obtidos quando se aplica o algoritmo de Gustafson e Kessel (coluna 3) e o FCM utilizando
norma diagonal (coluna 4) e norma euclideana (coluna 5), tomando em ambos os €asos
c=m=2.

DADOS GUSTAFSON e | FCM com Ng | FCM com Np
KESSEL
x;  ](-9.75, -0.15) 0.998 0.752 0.494
Xg | (-6.44, 0.34) 0.997 0.818 0.446
xz | (-4.69, -0.30) 0.994 0.885 0.463
xa | (-2.04, 0.37) 0.985 0.916 0.236
x5 | (-1.24, 0.45) 0.951 0.891 0.145
Xs | (0.33, -0.08) 0.236 0.773 0.150
X7 | (5.04, -0.21) 0.995 0.016 0.391
xg | (5.86, -0.25) 0.996 0.033 0.414
Xg (7.54, 0.16) 0.998 0.085 0.419
X10 | (7.67, 0.24) 0.998 0.089 0.417
x11 |(-0.30, -8.07) 0.001 0.700 0.780
X12 | (0.13, -7.13) 0.003 0.709 0.813
X13 ](-0.37, -5.18) 0.006 0.809 0.906
Xx14 | (0.03. -3.33) 0.001 0.875 0.998
X15 | (0.35, -2.63) 0.008 0.866 0.977
X156 | (0.23, -2.68) 0.002 0.880 0.984
x17 |(-0.05, -2.00) 0.013 0.926 0.890
x1g | (0.41, 0.37) 0.169 0.709 0.054
X109 | (0.69, 4.75) 0.004 0.426 0.168
Xo0 | (0.74, 8.87) 0.003 0.424 0.289
TABELA 6.1

Como era de prever, a alteragdo da norma no algoritmo de Bezdek de Ng para Np, embora
conduzindo a resultados mais préximos da estrutura dos dados, nio permitiu a
identificacdo dos grupos que visualmente se distinguem em X. Em contrapartida, do
algoritmo de Gustafson e Kessel resulta uma particao tal que as fungdes de pertenga aos
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dois grupos s&o bem distintas, como ¢ sugerido pelos préprios dados.

Apresentam-se, em seguida as matrizes de covariancia imprecisa dos dois agrupamentos
obtidos, Ct4 e Cy2. Estas matrizes confirmam que uma escolha global da norma para os
dois grupos ndo conduziria a resultados satisfatérios. Mais, a composi¢do de ambas sugere
que o algoritmo detectou o tipo de estruturas contidas nos dados, ao contrario do que se
passou com o FCM.

37.817 -0.019 0.124 1.464
Ct1= Cio=
-0.019 0.078 1.464 23.994

6.4. Conjunto 3

Podem surgir conjuntos em quée as estruturas neles contidas tenham caracteristicas
particulares. E o caso do exemplo descrito na secgao anterior, em que os pontos se
distribuem ao longo dos eixos coordenados, aproximando-se de duas rectas. Com base nos
resultados obtidos para as matrizes C¢q e Cip finais correspondentes a este conjunto,
fez-se uma adaptagao ao algoritmo de Gustafson e Kessel, impondo que as matrizes A
fossem maltrizes diagonais. A matriz de parti¢ao encontrada apresenta-se na tabela 6.2.

DADOS uqk Usk
X1 (-9.75, -0.15) 0.998 0.002
X9 (-6.44, 0.34) 0.997 0.003
X3 (-4.69, -0.30) 0.994 0.006
X4 (-2.04, 0.37) 0.985 0.015
X5 (-1.24, 0.45) 0.951 0.049
X6 (0.33, -0.08) 0.236 0.757
X7 (5.04, -0.21) 0.995 0.004
Xg (5.86, -0.25) 0.996 0.004
Xg (7.54, 0.16) 0.998 0.002
X10 (7.67, 0.24) 0.998 0.002
X1 1 (-0.30, -8.07) 0.001 0.999
X192 (0.13, -7.13) 0.003 0.997
X13 (-0.37, -5.18) 0.006 0.994
X14 (0.03. -3.33) 0.001 0.999
X195 (0.35, -2.63) 0.008 0.992
X16 (0.23, -2.68) 0.002 0.998
X117 (-0.05, -2.00) 0.013 0.987
X18 (0.41, 0.37) 0.169 0.832
X149 (0.69, 4.75) 0.004 0.996
X20 (0.74, 8.87) 0.003 0.997

TABELA 6.2

Repare-se que em termos da matriz Uy, derivada da matriz U* pela regra da maxima
pertenga, a partigdo agora obtida & igual & que se obteve na secgao 6.3. No entanto, desta
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vez o cdlculo da matriz Sﬁ-1 foi simplificado ja que se transformou Sgj numa matriz
diagonal. A inversao de uma matriz cheia pode levantar problemas de origem numérica.

Formou-se um outro conjunto, efectuando sobre a cruz da figura 6.4 uma rotagdo de 45°,
A este conjunto foi aplicado o algoritmo de Gustafson e Kessel, com a alteragao referida
anteriormente. A particdo U, correspondente aos resultados obtidos quando se toma

c=m=2, (tabela 6.3), encontra-se representada na figura 6.5.

DADOS uqk Uok
X1 0.844 0.156
X2 0.903 0.097
X3 0.947 0.053
X4 0.920 0.080
X5 0.869 0.131
Xg 0.759 0.241
X7 0.054 0.946
Xg 0.035 0.965
Xg 0.051 0.949
X10 0.055 0.945
X1 1 0.888 0.112
X12 0.906 0.094
X13 0.955 0.045
X14 0.876 0.024
X15 0.957 0.043
X1 0.964 0.036
X17 0.961 0.039
X18 0.678 0.322
X19 0.130 0.870
X20 0.185 0.815

TABELA 6.3
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FIGURA 6.5.

Como se pode verificar, os dois agrupamentos que visualmente se distinguem n&o séo
identificados por este processo. Note-se que 0S pontos deixaram de estar distribuidos ao
longo dos eixos. Prevé-se que um algoritmo que encontrasse direcgdes previlegiadas para
se definirem os agrupamentos, conduzisse a resultados correspondentes a uma particao
adequada do conjunto X.

6.5. Conjunto 4

Como se sabe, é considerado, em geral, desejavel em estudos de anilise de Sistemas
Eléctricos de Energia fazer a classificagdo dos diagramas de carga desse mesmo sistema e
obter diagramas-tipo de cada classe de maneira a poder faciimente “etiquetar" um novo
diagrama.

O que se tem feito até agora consiste na obtengao de partigées rigidas do conjunto dos
diagramas, o que nao satisfaz quando surgem curvas que nao podem ser atribuidas
claramente a um dos grupos ja identificados. Sendo assim, pensou-se em aplicar nesta
area técnicas baseadas em conceitos de conjuntos imprecisos. Como néo foi possivel
reunir, em tempo 0til, um conjunto de diagramas adquiridos a partir de uma amostra
significativa de consumidores de energia eléctrica, optou-se por apresentar, um estudo
efectuado sobre um conjunto de diagramas de afluéncias de 4gua a uma barragem, estudo
esse que se supde semelhante ao que se faria para diagramas de energia eléctrica. Este
exemplo tem objectivo meramente iustrativo e ndo visa a obtengdo de conclusoes
especificas.

Tomou-se um conjunto de diagramas deste tipo, representando as afluéncias a barragem da
Aguieira, sendo cada diagrama definido por doze pontos, correspondentes as afluéncias nos

doze meses do ano. As labelas, que se seguem, contem as coordenadas dos trinta e seis
pontos que constituem o conjunto de dados.
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X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg

ouT 33.5 28.3 14.2 26.1 19.0 34.2 39.5 74.2
NOV 58.9 32.1 36.1 79.4 49.7]| 445.6 63.3 43.0
DEZ 126.7| 116.2] 138.0] 114.1| 106.8] 176.0| 244.2] 149.4
JAN 184.6|] 689.3}] 183.2 80.7|] 245.4] 160.9}1 167.6 53.2
FEV 707.2] 312.6 70.6| 228.5| 531.5] 143.3| 104.4] 103.8
MAR 698.2 173.6 56.1 195.2| 784.1 155.6 97.5] 319.3
ABR 430.9] 140.8] 41.5] 96.4] 200.8] 250.1 94.4] 100.1
" MAI 186.5 135.0 36.8] 127.4| 186.2} 270.6 79.5 34.9
JUN 70.4 77.3 25.01 105.6] 115.5] 123.1 25.2 43.7
JUL 19.9 18.0 12.8 28.6 42.8 41.3 6.0 10.0
AGO 10.6 18.9 2.8 8.5 16.9 18.5 0.1 5.5
SET 16.6 0.8 6.4 0.7 21.9 26.6 0.0 1.4
X9 X10 X1 1 X12 X13 X14 X15 X16

ouT 2.3 5.6 34.6 2.3 29.3 40.0| 335.7 13.5
NOV 24.9 70.8 23.6 23.2 17.4] 204.5] 572.0] 107.4
DEZ 58.81 440.5 34.7 56.4| 262.2| 705.4| 409.1] 326.7
JAN 538.4] 348.8 51.9] 137.5| 225.1 312.5| 364.1] 580.1
FEV 486.0] 159.4| 193.2{ 164.7| 104.3| 648.5] 161.0] 137.4
MAR 249.5| 604.9] 165.2] 204.2] 262.2] 625.6] 79.9] 311.6
ABR 98.8] 368.2] 89.4] 199.6] 166.6| 257.2( 98.5] 188.4
MAI 52.1 176.0 67.7 72.61 111.8] 120.5 75.2] 105.4
JUN 36.1 81.1 31.1 48.0 49.0 52.8 62.9 58.2
JUL 8.7] 24.5 3.9] 31.2 9.3 8.9 18.4]  17.9
AGO 5.7] _ 23.1 0.1 12.0 2.7 5.0 2.9 6.7
SET 5.3 23.8 0.0 12.8]  15.1 5.6 2.9 5.6
X17 X138 X19 X20 X2 1 X22 X23 X24

ouT 18.8 5.4] 12.8] 93.1] 105.4 7.6 6.8] 25.6
NOV 45.31 510.9 7.2] 355.0] 107.9 43.2} 109.8 64.8
DEZ 40.3] 405.4 13.5] 366.1 82.1 32.6| 357.3 69.0
JAN 357.7 134.1 86.0] 753.61 143.4 22.5 330.| 666.6
FEV 510.3] 372.6] 99.4] 939.9] 241.0] 259.8| 307.3| 189.8
MAR 392.8| 489.1] 209.2] 221.2] 187.8] 145.4] 716.3 81.6
ABR 239.8 188.2 63.8] 483.0 83.6] 124.5| 203.9 52.9
MAI 90.8 63.2 32.9 120.6{ 126.5] 139.4 165.2 85.3
JUN 85.3 68.3 8.4 2.8 45.7 34.7 87.0 49.6
JUL 15.8 20.6 1.4 9.8 8.1 5.3 23.9 6.6
AGO 3.6 2.6 0.7 3.0 2.9 1.4 4.8 0.9
SET 3.4 2.4 0.5 5.0 2.8 7.3 17.2 1.1
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X25 X26 X27 X238 X29 X30 X31 X32
ouT 0.7 19.4 34.8 1.0 14.2 2.3 53.2 26.5
NOV 17.0 18.2] 111.5 33.7 36.2 156.7]1 145.7 58.7
DEZ 27.4 21.7] 225.0 50.9 34.8 27.1 194.1}] 329.2
JAN 178.9 90.2] 358.9] 361.5 80.3 55.3} 505.5| 230.8
. FEV 98.1| 497.0| 142.7] 420.9] 152.4 81.9] 631.0| 614.1
MAR 125.3] 251.4 91.1 123.2] 326.7 54.6}1 235.9| 435.8
ABR 194.4 92.0 64.8 80.4f 101.1 57.1 132.7] 129.3
MAI 167.3 78.3] 182.1 83.0 56.2 40.0 82.1| 171.3
JUN 191.2 48.5 80.4] 101.1 38.9 23.6 59.1 70.9
JUL 68.9 26.8 37.5 58.9 6.7 12.1 15.8 11.4
AGO 21.0 2.7 8.8 13.4 0.8 7.6 7.6 1.9
SET 7.7 5.7 7.0 13.2 0.9 7.9 7.9 0.0
X33 X34 X35 X36
ouT 13.6 57.7 3.6 17.0
NOV 43.3 47.9 37.9 4.5
DEZ 535.8 77.9 27.0] 302.3
JAN 351.3 135.5 18.1 273.4
FEV 92.8 146.5 14.3] 110.1
MAR 382.9 131.5 34.6 72.7
ABR 355.1 97.9 78.7 53.9
MAI 129.2 87.9 77.8 29.1
JUN 56.4 46.3 29.7 16.8
JUL 12.8 16.5 9.2 2.3
AGO 2.5 14.5 0.0 0.4
SET 0.0 6.2 0.9 1.5

6.5.1.

Resultados com o Fuzzy c-Means

O conjunto descrito foi processado com o algoritmo de Bezdek, fixando m=2 e £=0.001.
Tomou-se c=2, c=3 e c=4 e utilizou-se quer norma euclideana quer norma diagonal. Os
valores de pertenga obtidos s&do os indicados nas tabelas 6.5 e 6.6.

A A
Os indicadores de validade F, H, H e I, cujos valores correspondem a tabela 6.4, sugerem a
particdo em dois grupos obtida como sendo a ¢ptima.

NE ND
c F H ﬁ { F H A f
2 0.699 | 0.465 | 0.49 0.618 | 0.594 | 0.592 | 0.627 | 0.822
3 0.566 | 0.759 | 0. 828 0.674 | 0.435 | 0.953 | 1.039 | 0.865
4 0.449 | 1.026 | 1.155 | 0.765 | 0.349 | 1.209 | 1.361 | 0.876

TABELA 6.4
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dados | c=2 c=3 c=4
X 1 0.24210.758 | 0.145| 0.206 | 0.648 | 0.55510.121 | 0.116 | 0.208
X2 0.481]10.51910.147 | 0.730|0.123}10.112 ] 0.263 | 0.136 | 0.489
X3 0.926 | 0.074 {1 0.833 | 0.119}0.048) 0.036 | 0.324 ] 0.571 [ 0.069
X4 0.944 | 0.056 | 0.898 } 0.067 | 0.035] 0.027 ] 0.153 | 0.777 | 0.043
" X5 0.263(0.737 1 0.160 | 0.226 1 0.614| 0.519 ] 0.136 |1 0.129 [ 0.216
X6 0.661]0.339 | 0.4610.323|0.2160.138 | 0.384 }0.299}0.179
X7 0.927]10.073]10.816 | 0.128 | 0.056| 0.036 ] 0.476 | 0.425 | 0.063
Xg 0.882]10.11810.813 | 0.111 | 0.076 | 0.056 | 0.232{ 0.643 | 0.069
Xg 0.393]0.60710.117 1 0.757 1 0.126} 0.078 ] 0.117 | 0.077 | 0.728
x10 | 0.352]0.648|0.219]0.290]0.491]0.381]0.248 [0.163 | 0.208
X414 | 0.933]0.067]0.917|0.055]0.028| 0.015}0.068|0.833 |0.024
x12 | 0.944}0.056|0.895|0.072|0.033]0.024]0.149]0.789)0.043
x13 | 0.855|0.145|0.661 | 0.228 | 0.111)| 0.054 ] 0.584 | 0.282 | 0.080
x14 | 0.222|0.778 {0.119[0.192 [ 0.689| 0.606 | 0.126 | 0.093 | 0.175
x15 | 0.546 [ 0.454 {0.342 | 0.394 [0.264]0.178 | 0.356 | 0.229 | 0.237
x16 | 0.479]0.521|0.213]0.587|0.200|0.145]0.414]0.156 | 0.289
x17 | 0.255[0.745|0.169 [ 0.504 [ 0.327 | 0.195]0.135]0.112] 0.558
x18 | 0.362|0.638 | 0.235{0.270|0.495)| 0.374]0.23410.179]0.213
X19 | 0.917]0.083|0.879}0.080]0.041]0.027|0.126 | 0.803 | 0.044
x20 | 0.289]0.711[0.181]0.387]0.432]|0.321]0.182]0.135]0.362
X221 | 0.943[0.057[0.849[0.107|0.04410.033]0.232]0.671]0.064
X292 | 0.89210.108 [ 0.8340.106 | 0.060| 0.039 | 0.143 | 0.756 | 0.062
X213 | 0.253]0.747 [ 0.146 | 0.221 | 0.633 [ 0.537 ]| 0.161]0.116 | 0.186
Xxo4 | 0.617]0.383|0.253|0.618[0.1290.102]0.362]0.199 0.337
xo5 | 0.883[0.117[0.751[0.173 [ 0.076] 0.053 | 0.299 | 0.552 | 0.096
x2¢ | 0.682[0.372[0.460{0.319{0.221|0.152|0.226 | 0.366 | 0.256
xo7 | 0.820[0.180]0.486| 0.410[0.104}0.036 | 0.727 | 0.151 0.086
xog | 0.651]0.349[0.257[0.635[0.108] 0.083 | 0.275]0.209 | 0.433
X229 | 0.882[0.1180.813|0.116[0.071{0.048[0.172:]10.712 | 0.068
x30 | 0.906 | 0.094 | 0.853|0.098|0.049}0.035[0.172)0.735]0.058
x34 | 0.217 | 0.7830.113 | 0.635[0.252}0.111[0.086]0.053]0.750
X3 | 0.131[0.869|0.087]0.165|0.748}0.625)0.098 | 0.076 | 0.201
X33 | 0.224 [ 0.776 | 0.140} 0.255| 0.605] 0.49310.138 1 0.108 | 0.261
x34 | 0.979]0.021{0.977]0.016{0.007|0.007}0.059 | 0.921 0.013
x3s5 | 0.884 [0.116|0.816 | 0.120 ] 0.064 | 0.046 | 0.209 [ 0.673 ] 0.072
X3¢ | 0.839[0.161 [ 0.613]0.281 ] 0.106| 0.055] 0.554 [ 0.285]0.106

TABELA 6.5
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dados | ¢=2 c=3 c=4
X1 0.299 [ 0.701 ] 0.507 [ 0.326 | 0.167 ]| 0.476 | 0.208 | 0.107 | 0.209
X2 0.429 1 0.57110.331]0.445|0.224]0.190) 0.329 ) 0.151 | 0.330
X3 0.853 | 0.147 | 0.079 ] 0.12910.792 | 0.045|0.114 ] 0.726 | 0.115
X4 0.569 ] 0.431]0.283|0.400|0.317|0.146 | 0.323 | 0.205 } 0.326
X5 0.296 | 0.704 | 0.524 | 0.316 | 0.160| 0.526 | 0.189 { 0.096 | 0.189
“Xg 0.363(0.637]0.45410.338|0.208}0.385}0.236}0.143 | 0.236
X7 0.858 | 0.142 | 0.075] 0.130}0.795| 0.043]0.119] 0.718 | 0.120
X8 0.838 [ 0.16210.114 | 0.184 | 0.702| 0.073 | 0.189 | 0.548 ] 0.190
X9 0.664 | 0.336 | 0.207 | 0.380 | 0.41310.110| 0.307 | 0.277 | 0.306
x10 | 0.305}0.695]0.510{0.320[0.170)0.496 | 0.199]0.106 0.199
x11 | 0.866}0.134[0.059}0.095]0.846]0.029 | 0.072]0.826 0.073
x12 | 0.582]0.418[0.297 | 0.358 ]0.345]0.180 | 0.292 0.235 ] 0.293
x13 | 0.628 10.372}0.262 | 0.353 |0.3850.150]0.295 ] 0.260 0.295
x14 | 0.3580.642|0.408|0.383(0.2090.286 | 0.281 0.152 1 0.281
x15 | 0.506[0.494 | 0.319]0.356]0.325]0.213 0.27410.23810.275
x16 | 0.415]0.585]0.296 | 0.511 | 0.183[0.139] 0.369 0.124 | 0.368
x17 | 0.452[0.548[0.294{0.489[0.21710.143|0.360]0.139 0.358
x18 | 0.451]0.549|0.347]0.38110.272]0.219 0.292 0.198 | 0.291
x19 | 0.818|0.182[0.093[0.140[0.767|0.051 | 0.109]0.730 0.110
Xxo0 | 0.384|0.616[0.380[0.395]0.225|0.260 0.289]0.162 0.289
x21 | 0.793}0.207 }0.150}0.257 | 0.593]0.086 | 0.247 0.419 ] 0.248
x22 | 0.789]0.211[0.144]0.211]0.645|0.091]0.198 0.51310.198
x23 | 0.245[0.755[0.560 ] 0.311[0.129[0.530(0.194 ] 0.082 0.194
Xo4 | 0.684]0.316]0.196|0.343 | 0.461}0.107 0.283 | 0.326 | 0.284
xo5 | 0.41210.588 | 0.405|0.354]0.241]0.311]0.259 0.17110.259
x26 | 0.745|0.255[0.183]0.299 (0.518}0.103 | 0.268 0.360 | 0.269
xo7 | 0.432|0.568 [0.348]0.433[0.219]0.187 0.333 | 0.144 | 0.336
xog | 0.423[0.577{0.376 | 0.393[0.231]0.247 | 0.296 0.161 | 0.296
X29 | 0.854|0.146|0.077[0.122|0.801]0.044]0.106 0.743 | 0.107
x30 | 0.815]0.185[0.111]0.164[0.725] 0.069 | 0.146 0.639 ] 0.146
x31 | 0.423|0.577{0.261]0.56110.178[0.112 0.392}0.107 | 0.389
x32 | 0.427 | 0.573[0.332]0.436}0.232]0.182 | 0.331 0.158 1 0.329
x33 | 0.384 [ 0.616 [ 0.376 | 0.400 | 0.224] 0.246 | 0.296 0.162 ] 0.296
x34 | 0.750[0.250]0.189]0.298 ]0.513{0.108 0.271]10.347 1 0.274
x35 | 0.825[0.175[0.091[0.137[0.772} 0.051 0.11110.728 | 0.110
x36 | 0.789]0.211[0.123[0.198[0.679]0.071]0.170 0.588 10.171
TABELA 6.6

Os agrupamentos derivados, pela regra da méxima pertenga, dos resultados das tabelas 6.5
e 6.6 para c=2 representam-se nas figuras 6.6, 6.7, 6.8 e 6.9.
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Repare-se que os conjuntos apresentados nas figuras 6.8 e 6.9, que se referem a
utilizagdo da norma diagonal, indicam que os pontos foram agrupados atendendo ao valor
das coordenadas 9, 10, 11 e 12, que correspondem aos meses de Junho, Julho, Agosto e
Setembro. Ora, nestes meses as afluéncias sdo muito baixas e, por isso, as variancias
destas coordenadas sdo muito pequenas, forgando os agrupamentos neste sentido. Assim,
definiu-se uma nova matriz de norma diagonal, a matriz Np¢, que é calculada néo pelo
inverso das variancias mas pelas proprias variancias. Os resultados obtidos representam-
se nas figuras 6.10 e 6.11 e como se pode verificar ndao apresentam alteragdes
significativas relativamente aos obtidos com norma euclideana.
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As figuras 6.12 e 6.13 correspondem aos pontos rejeitados, tal como foram definidos na
secgao 5.6, quando se efectuam cortes a 0.75, para agrupamentos obtidos utilizando Ng e

Np1. Repare-se que os rejeitados sao pontos que efectivamente se afastam dos centréides
encontrados para os dois grupos.
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6.5.2. Resultados com o algoritmo de Gustafson e Kessel

Ao conjunto foi aplicado este algoritmo tomando p;=1 para todo i, m=c=2. Para os outros
valores de ¢ surgiram dificuldades na inversao das matrizes Sy, relacionados com um

mau condicionamento destas.

Na tentativa de ultrapassar este problema limitou-se o tipo das matrizes que induzem a
norma a matrizes diagonais. Contudo, os resultados obtidos ndo foram satisfatorios,
qualquer que fosse o valor tomado por c. Os proprios indicadores (tabela 6.7) isso

confirmam.

c e H !’-\l f

2 0.634 0.544 0.576 0.744

3 0.514 0.837 0.913 0.752

4 0.472 0.987 y I i 0.738
TABELA 6.7

6.5.3. Distribuigbes de Possibilidade

Da aplicagdo do FCM com norma euclideana e tomando c=2 resultaram os agrupamentos das
figuras 6.6 e 6.7. Mais, é possivel representar cada um destes grupos por um diagrama
tipico, o centréide. Na figura 6.14 estéo representados os protétipos ou centroides para a

particdo obtida.
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Como se pode observar, os dois centroides s&o distintos, permitindo interpretar a particao
do conjunto dado em anos secos e anos humidos.

Mas representar um grupo por um unico diagrama ¢, de certa forma, ignorar a
imprecisdo associada ao conceito de ano humido e ano seco e perder muita da informagéo
disponivel acerca do conjunto em estudo. Entdo, cada grupo sera identificado por uma
"banda" desenvolvida em torno do centréide. Para se definirem essas "bandas" foram feitos
cortes de nivel 0.75, como é definido em 5.5. Nos conjuntos assim obtidos, encontraram-
se valores maximo e minimo para cada coordenada e as "bandas" resultantes representam-
se nas figuras 6.15 e 6.16.

Da definicio destas "bandas” resultara uma nova fung&o de pertenga, calculada com base
nas distancias dos diagramas as "bandas" e ndo aos centréides; diagramas que "caiam"
inteiramente dentro duma "banda” tém fung¢ao de pertenga 1, os que caiam fora tém
pertenca 0 e a todos os outros corresponder&o valores de pertenga calculados com base nas
distancias definidas desta nova forma. Obtem-se, assim, a tipificagdo dos diagramas de
uma forma imprecisa, sendo o diagrama tipo representado por uma "banda” e ndo por uma
curva unica.
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A aplicagdo desta metodologia a diagramas de carga de Sistemas Eléctricos encontra-se
desenvolvida em [18]. Lamentavelmente, ndo existem ainda em Portugal, disponiveis para
estudos independentes, conjuntos de leituras sobre amostras significativas de
consumidores, pelo que se optou por nao desenvolver esse exercicio com base no exemplo
em apresentacdo, referido a afluéncias hidrolégicas.
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7. Conclusodes

Nesta dissertagdo abordou-se o tema da andlise e classificacdo de agrupamentos: por
modelos imprecisos.

Procurou centrar-se a apreciagdo na distingdo entre as partices obtidas por processos
classicos e as que resultam da aplicagdo de métodos baseados em teoria dos conjuntos
imprecisos, dando-se especial relevo aos aspectos imprecisos que envolvem muitas
situagdes reais.

Zadeh referia em 1969: " A nogdo de conjunto impreciso é um bom ponto de partida para a
construgdo de uma ferramenta conceptual que tem semelhanga em muitos aspectos com a
utilizada no caso dos conjuntos rigidos, mas mais geral do que esta e, potencialmente,
mostra ter um campo de aplicagdo mais amplo, particularmente na drea do
reconhecimento de formas e processamento da informagdo. Essencialmente, tal
ferrramenta corresponde a um modo natural de lidar com problemas nos quais a fonte de
impreciséo é a auséncia de critérios de pertenga a classes rigorosamente definidos mais do
que a presenga de varidveis aleatcrias”.

A imprecisdo pode ser encontrada nas mais diversas areas. Em particular, naquelas em
que a avaliagdo e decisdo humana s&o importantes.

Surgem situagées em que as estruturas a identificar sdo de tal forma que representa-las
de um modo dicotémico faz perder muita da informagao de que se dispde. As particées
imprecisas, em que se deixou de classificar os elementos de um conjunto em pertencentes
ou n3o pertencentes a uma classe e passou-se a defini-los como mais ou menos
pertencentes, permitem traduzir de um modo mais adequado estes casos, em que a prépria
linguagem usada para os definir envolve conceitos de certa forma vagos. O exemplo
referido em 6.2 ilustra bem esta diferenga. :

Conseguiu-se uma boa descricdo e fundamentada de métodos ndo hierarquicos relevantes
em andlise de agrupamentos, em particular do Fuzzy c-Means de Bezdek, ja que este
processo desenvolve as ideias fundamentais em analise de agrupamentos. Todos os outros
podem ser considerados como variagées ou aperfeicoamentos do FCM.

Centrou-se a analise na qualidade daspartigdes obtidas, como ¢ efectuado em 6.4, onde sdo
utilizadas varias medidas de validacdo das partigées e, depois de uma observagéo directa
dos resultados obtidos, se optou por uma particao em dois grupos.

Foi concebido e ensaiado um novo indice que revelou bons resultados nas avaliagdes que faz
das partigdes obtidas. Este novo indicador oferece um atractivo especial sobre os outros
que foram descritos na dissertagao, ja que envolve uma visdo global sobre as estruturas
que se possam identificar, incluindo a consideragdo explicita de "residuos” ou "elementos
rejeitados", numa abordagem que a alguns podera recordar certas virtudes dos métodos
hierarquicos. Notem-se os resultados obtidos em 5.8. O indicador apresenta, no entanto,
uma caracteristica basica comum a outros indicadores: o seu valor ndo depende
directamente dos dados, mas das fungées de pertenga calculadas por meio de um dos
algoritmos disponiveis. E por isso que &, também ele, sensivel a metodologia com que se
calculam os valores de pertenca dos pontos aos agrupamentos e reflecte, portanto, mais a
estrutura da matriz de partigdo imprecisa do que a estrutura intrinseca dos dados
(embora, acredita-se, com uma nova ou, pelo menos, mais ampla perspectiva).

Pretendeu dar-se uma cobertura bastante completa do tema e apresenta-lo sob forma
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didactica, de modo que a dissertagdo possa constituir um bom material de referéncia para
outros que se desenjem iniciar nestes assuntos. Sendo assim, incluiu-se um capitulo com
exemplos tratados, para evidenciagdo das caracteristicas mais interessantes de cada
problema e cada método. Incluiu-se também, em anexo, uma listagem dos programas
utilizados, pelo mesmo motivo.

Em sintese: a autora julga que a elaboragdo desta dissertagdo, satisfazendo os requisitos
exigidos para um trabalho de MESTRADO, cumpriu o objectivo de formagao pessoal numa
area especializada do conhecimento, que ndo é habitualmente abordada nas disciplinas do
curso, e cumpriu também o objectivo de constituir um trabalho de documentagéo para
terceiros que o queiram prosseguir, abrindo perspectivas de investigagao interessantes.
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PROGRAM PROJ2 (input,output,dados,di,lpr);
type sa=string[12];

const zr=0.000000000000001;
eps=0.001;
it0=5;
cd=3;

var ell,p,it,y,1l,col,com,fim,lim,iter,itermax,c,i,j,k,n,nz,dim,nc,kl:integer;
el,sm,uij,ui,somal,soma2,soma3,m:real;
V,X:array[1..50,1..15] of real;
D,U1,U2:array[1..50,1..50] of real;
dr,di,dados,result: text;
sl,r,rl,t,tl:sa;
s:string[85];
arred,enc,nulo,outran,resp:boolean;
tab,rep,op,seg,seq:char;
Azarray{1..200] of sa;
Peso,Soma:array[l..15] of real;
Anorm:array[1..15,1..15] of real;
H,F,HN:array(1..50] of real;
VC:array[l..50] of integer;

FUNCTION NORMA(k,l:integer):real;
var norm:real;
i:integer;

begin
norm:=0;
for i:=1 to dim do
norm:=norm+Peso[i]*(X[k,i]-V[1,i])*(X[k,1i]-V[1,i]);
NORMA:=sqrt(norm)
end;

FUNCTION OUTNORM(k,l:integer):real;
var 1i,j:integer;
soma:real;
Dist,Distl:array[l..15] of real;

begin
for i:=1 to dim do
Dist{i}:=X[(k,1i]-V[1,i];
for j:=1 to dim do
begin
soma:=0;
for i:=1 to dim do
soma:=soma+(Dist[i]*Anorm[i,]j]);
Distl[j]:=soma
end;
soma:=0;
for i:=1 to dim do
soma:=soma+(Distl[i]*Dist[i]);
OUTNORM: =sqrt(soma)
end;

FUNCTION POWER(a,b:real):real;

begin
if a<0 then write(’0 valor de a nao esta correcto’);
if a>0 then power:=exp(b*ln(a))
else power:=0
end;



PROCEDURE limpecran;
var cod:char;

begin
cod:=chr(27);
vrite(cod,[2J7);
write(cod,’[H’)
end;

PROCEDURE gotoxy(x,y:integer);
var cod:char;

begin
cod:=chr(27);
write(cod,’[H’);
write(cod,'[’,y,'B’);
write(ecod,’[’,x,’C")
end;

PROCEDURE Crianome;

var ml,nl,n3:integer;
st,stl:sa;
Bl:array[l..8] of integer;

PROCEDURE Indiv(num:integer;var i:integer);
var quoc,rest:integer;

begin
quoc:=num div 10;
i:=0;
while quoc<>0 do
begin
rest:=num mod 10;
num: =quoc;
i:=i+1;
Bl[i]}:=rest;
quoc:=num div 10
end;
i:=i+1;
Bl[i]:=num
end;

PROCEDURE Convert(n2:integer;var s2:sa);
var j:integer;
q:string[1];

begin
52:=r/;q:=l s
for j:=n2 downto 1 do
begin
qll]:=chr(484+B1[j]);
s2:=concat(s2,q)
end
end;

begin
ml:=trunc(m*x100);
Indiv(c,n3);
Convert(n3,st);
Indiv(ml,nl);
Convert(nl,stl);
r:=concat(t,st,stl)



end;

PROCEDURE Lertab;
var i,j:integer;

begin
for i:=1 to n do
begin
readln(dados,s);
for j:=1 to dim do
read(dados,X[i,j]);
readln(dados,s);readln(dados,s)
end
end;

PROCEDURE Arredondar;
var i,j:integer;

begin
for i:=1 to c-1 do
for j:=1 to n do

begin
el:=U2[i,jl;
ell:=round(el*y);
el:=ell/y;
U2[i,j]:=el
end;
for j:=1 to n do
begin
sm:=U2[1,3];

for i:=2 to c-1 do
sm:=sm+U2{i,j];
U2[c,j]:=1.0-sm

end
end;
{* PROGRAMA PRINCIPAL *}
begin
repeat
reset(di,’FICHDADOS');
readln(di,l);
if 1<>0 then begin
col:=1;
com:=1;
lim:=15;
repeat
limpecran;

if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
writeln;writeln;
vriteln(’ FICHEIROS DE DADOS EXISTENTES’);
writeln;
for i:=com to fim do
begin '
readln(di, tl);
writeln(’ ', tl)
end;
col:=col-1lim;
com:=£im+1;
repeat
gotoxy(60,24);
write(’ CONTINUE->RETURN' ) ;



readln(tab)
until tab=chr(32)
until col=0

end;
close(di);
limpecran;
write(’Qual o ficheiro de dados a utilizar? ’);
readln(t);

reset(dados, t);readln(dados,s);readln(dados,s);
readln(dados,s);readln(dados,s);
readln(dados,n);readln(dados,s);
readln(dados,s);readln(dados,dim);readln(dados,s);
Lertab;
repeat

write(’Qual a norma que pretende utilizar:euclideana(E),diagonal(D),ou outr

readln(op);
outran:=false;resp:=true;
case op of
'Et,’e’ : for i:=1 to dim do Peso[i]:=1;
'D’,’d’ : begin
writeln(’Quais os pesos nas varias direccoes?’);
for i:=1 to dim do
begin
write(’Peso[',i,’]=");readln(Peso[i])
end
end;
'0',’0’ : begin
writeln(’Indique a matriz definidora da norma’);
for i:=1 to dim do
for j:=1 to dim do
begin
write('A[',i,’,',j,"]=");readln(Anorm[i,j])
end;
outran:=true
end;
otherwise : begin
resp:=false;
writeln(’Responda correctamente’)
end
end
until resp;
nc:=0;
repeat
write('Em quantos grupos pretende dividir o conjunto? ’);readln(c);
if ¢<>0 then begin :
wvrite(’Qual o valor a atribuir ao parametro m? ’);readln(m);
wvrite(’Qual o numero maximo de iteracoes que pretende? ’);re
(itermax);
Crianome;
reset(dr, ' FICHRESULT');
readln(dr,p);
if p<>0 then
for i:=1 to p do

begin
readln(dr,rl);
A[i]:=r1
‘end;
close(dr);

enc:=false;i:=1;
while(i<=p) and not enc do
begin
if r=A[i] then enc:=true;
ir=i+1
end;
if not enc then



begin
p:=p+1;
revrite(dr,’FICHRESULT');
writeln(dr,p);
if p=1 then writeln(dr,r)
else
begin
for i:=1 to p-1 do
begin
sl:=A[i];
vriteln(dr,sl)
end;
vriteln(dr,r)
end;
close(dr)
end;

{* INICIALIZACAO DA MATRIZ U *}

for i:=1 to ¢ do

for j:=1 to n do U1{i,j]:=0;
for i:=1 to ¢ do Ul[i,i]:=1;
for j:=c+1l to n do U1l[1l,j]:=1;

jiter:=0;it:=it0;y:=round(exp(cd*1n(10)));
repeat

arred:=false;

iter:=iter+l;

{*#* CALCULO DOS CENTROIDES *}

for i:=1 to ¢ do
begin
soma3:=0;
for kl:=1 to dim do Soma[kl1l]:=0;
for j:=1 to n do
begin
uij:=POVER(UL[i,)j],m);
for kl:=1 to dim do
Soma[kl]:=Soma[kl]+uij*X[j,kl1];
soma3:=soma3+uij
end;
for ki:=1 to dim do
V[i,kl]:=Soma[kl]/soma3
end;

{* CALCULO DA MATRIZ U *}

for j:=1 to n do
begin
nz:=0;
for i:=1 to ¢ do
begin
if outran then D[i,j]:=0UTNORM(j,1i)
else D[i,j]:=NORMA(]j,1i);
if D{i,j]<zr then nz:=nz+l
end;
if nz>0 then
begin
for i:=1 to c do
if D[i,j]>zr then U2[i,j]:=0
else U2{i,j]:=1/nz
end
else
begin



for i:=1 to ¢ do

begin
ui:=0;
for k:=1 to ¢ do
ui:=ui+POWER(D[1,j]1/D[k,j],2/(m-1));
U2[i,j]:=1/ui

end

end
end;

{* TESTE DE CONVERGENCIA *}

nulo:=true;
i:=1;
while(i<=c¢) and nulo do
begin
j:=1;
wvhile(j<=n) and nulo do
begin
if abs (U2[i,j]-U1[i,j])>eps then nulo:=false;
ji=j+1
end;
i:=i+1
end;
if nulo=false then
for i:=1 to ¢ do
for j:=1 to n do Ul[i,j]:=U2[1,j];
if iter=it then
begin
it:=it+it0;
Arredondar;
arred:=true
end
until nulo or (iter=itermax);
if not arred then Arredondar;

{* CALCULO DOS COEFICIENTES DE VALIDADE *}

somal:=0;
soma2:=0;
for i:=1 to ¢ do
for j:=1 to n do
begin
somal:=somal+(U2[i,j]*U2[1,j]/n);
if U2[i,j1<>0 then soma2:=soma2+U2[i,j]*1n(U2[i,j])/n
end; :
nc:=nc+l;
F[nc]:=somal;
H[nc]:=-soma2;
HN[nc]:=H[nc]/(1-c/n);
VC[nc]:=c;

{* APRESENTACAO DE RESULTADOS *}

col:=n;

com:=1;

lim:=10;

repeat
limpecran;
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
writeln(’NUMERO DE ITERACOES EXECUTADAS:’,iter);
writeln;writeln;

. writeln(’ *%% COORDENADAS DOS CENTROI
");

writeln;



'ye);

kkkt );

for i:=1 to ¢ do
begin
writeln(’Coordenadas do centroide do grupo’,i);
for kl:=1 to dim do write(V[i,k1]:5:3,’ *);
writeln;writeln
end;
writeln;
writeln(' *kk  MATRIZ U *k%’);
writeln;writeln;
for i:=1 to ¢ do
begin
for ji:=com to fim do
write(U2[i,j]:5:3," *);
writeln
end;
col:=col-lim;
com:=fim+1;
repeat
gotoxy(60,24);
write(’ CONTINUE->RETURN' ) ;
readln(seq)
until seq=chr(32)
until col=0;

limpecran;
writeln;writeln;writeln;writeln;writeln;writeln;
writeln(’ Valor do indicador F’);
writeln(’ F(’,c,’)=",F[nc]:5:3);
writeln;

writeln(’ Valor do indicador H’);
writeln(’ H(',c,’)=',H[nc]:5:3);
writeln;

writeln(’ Valor do indicador HN’);
writeln(’ HN(’,c,’)=',HN[nc]:5:3);
repeat

gotoxy(60,24);
write(’CONTINUE->RETURN’);
readln(seg)
until seg=chr(32);
rewrite(result,r);
writeln(result,’RESULTADOS OBTIDOS PARA O FICHEIRO ’,t);
writeln(result);writeln(result);
writeln(result,’Numero de grupos em que foi dividido o conju

writeln(result,’Valor do parametro m: ’,m:4:2);

writeln(result,’Numero de iteracoes executadas: ’,iter);

case op of '
'E’,’e’:writeln(result,’'Norma utilizada:Norma Euclideana’)

'D’,’d’:writeln(result,’Norma utilizada:Norma Diagonal’);
'0’,'0":writeln(result, 'Norma utilizada:Outra Norma’);
otherwise:begin
end
end;
writeln(result);writeln(result);
wvriteln(result,’ *%% COORDENADAS DOS CENTR

writeln(result);
for i:=1 to ¢ do
begin
writeln(result,’Coordenadas do centroide do grupo’,i);
for kl:=1 to dim do
writeln(result,V[i,k1]:5:3,7 ’);
writeln(result)
end;

- writeln(result);

writeln(result,’ %% MATRIZ U **¢



writeln(result);writeln(result);
col:=n;
com:=1;
lim:=10;
repeat
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i:=1 to ¢ do
begin
for j:=com to fim do
wvrite(result,U2[i,j]):5:3," ');
writeln(result)
end;
writeln(result);vriteln(result);
col:=col-lim;
com:=fim+1
until co0l=0;
writeln(result);writeln(result);
writeln(result,’Valor do indicador F :’,F[nc]:5:3);
writeln(result);
writeln(result,‘Valor do indicador H :’,H[nc]:5:3);
writeln(result);
writeln(result,’Valor do indicador HN:’,HN[nc]:5:3);
end
until c=0;
limpecran;
writeln;writeln;writeln;vriteln;
writeln(’ TABELA DOS COEFICIENTES DE VALIDADE');
writeln;writeln; '
writeln(’ c F H HN’ );
writeln;
for j:=1 to nc do
writeln(’ r,VCiil,! " F[j]:5:3,’ '
5:3,7 * HN[j]:5:3);
writeln;writeln;writeln;
write(’Quer utilizar outros dados?(S/N)->’);readln(rep)
until (rep='N’) or (rep='n’)
end.



PROGRAM PR0OJ4 (input,output);

type sa=string[12];
ma=array[l..24,1..24] of double;

const zr=0.000000000000000000001;
eps=0.075;
it0=5;
cd=3;

var i3,33,i2,j2,p,it,1,col,com,fim,lim,iter,itermax,c,i,j,k,n,nz,dim,diml,nc,kl,k
itinteger;
det,soma5,smv,media,prod,soma4,pi,sm,ell,y,el,uij,ui,somal,soma2,soma3,m,tc:d

V,X,XI:array[1l..50,1..24] of double;
D,Ul,U2:arrayfl..50,1..50] of double;
dr,di,dados,result:text;
sl,r,rl,t,tl:sa;
s:string[85];
arred,enc,nulo:boolean;
tab,rep,op,seq,seg:char;
A:array[1l..100] of sa;
Dis,Soma:array[l..24] of double;
Si,Sinv,Anorm,MP:ma;
H,F,HN:array[1l..50] of double;
VC:array[l..50] of integer;
~Elm,DV,DVN:array[1l..24] of double;

FUNCTION NORMA(k,l:integer):double;

var 1i,j:integer;
soma:double;
Dist,Distl:array{l..24] of double;

begin
for i:=1 to dim do
Dist[i]:=X[k,1]-V[1,1i];
for j:=1 to dim do
begin
soma:=0;
for i:=1 to dim do
soma:=soma+(Dist[i]*Anorm([i,j]);
Distl[j]:=soma
end;
soma:=0;
for i:=1 to dim do
soma:=soma+(Distl[i])*Dist[i]);
NORMA:=sqrt(soma)
end;

FUNCTION POVWER(a,b:double):double;

begin
if a<0 then write(’0 valor de a nao esta correcto’);
if a>0 then power:=exp(b*1ln(a))
else power:=0
end;

PROCEDURE limpecran;
var cod:char;

begin



cod:=chr(27);

write(cod,’[2J);
. write(cod,’[H')
end;

PROCEDURE gotoxy(x,y:integer);
var cod:char;

begin
cod:=chr(27);
write(cod,’[H');
write(cod,’[’,y,'B");
write(cod,’[’,x,'C’)
end;

PROCEDURE Crianome;

var ml,nl,n3:integer;
st,stl:sa;
Bl:array[l..8] of integer;

PROCEDURE Indiv(num:integer;var i:integer);
var quoc,rest:integer;

begin
quoc:=num div 10;
i:=0;3
vhile quoc<>0 do
begin
rest:=num mod 10;
num: =quoc;
ir=i+l;
Bl[i]:=rest;
quoc:=num div 10
end;
is=i+l;
Bl{i]:=num
end;

PROCEDURE Convert(n2:integer;var s2:sa);
var j:integer;
q:string[1l];

begin
s2:='"5q:=" '3
for j:=n2 downto 1 do
begin
q[1]:=chr(48+B1[j]);
s2:=concat(s2,q)
end
end;

begin
ml:=trunc(m*100);
Indiv(c,n3);
Convert(n3,st);
Indiv(ml,nl);
Convert(nl,stl);
r:=concat(t,st,stl)

end;

PROCEDURE Lertab;
var i,j:integer;



begin
for i:=1 to n do
begin
readln(dados,s);
for j:=1 to diml do
read(dados,XI[i,3]);
readln(dados,s);readln(dados,s)
end
end;

PROCEDURE Lertabl;
var i,j:integer;

z:double;
begin
for i:=1 to n do
begin
k3:=0;
for j:=1 to diml do
begin
if j=Elm[k3+1] then
begin
k3:=k3+1;
X[i,k3]:=XI[i,]i]
end
end;

readln(dados,s);readln(dados,s)
end
end;

PROCEDURE Matinv (var Minv:ma);

var M,L,U,M1,MP:ma;
Termos:array[1l..24] of double;
Index:array[1l..24] of integer;
i,j,k:integer;
normm,norml,normu,ks,prodl,soma7:doub1e;

FUNCTION NORMAT(A:ma):double;
var max,soma:double;
i,j:integer;

begin
max:=0;
for i:=1 to dim do
begin
soma:=0;

for j:=1 to dim do
soma:=soma+abs(A[i,j]);
if somadmax then max:=soma
end;
NORMAT : =max
end;

PROCEDURE Lermat;
var il,jl:integer;

begin
for il:=1 to dim do
for jl:=1 to dim do
M[il,j1]:=Si[il,j1]
end;

PROCEDURE Invert(var A:ma);
var i,j,k,l,ll,irow,icol:integer;
pivinv,dum,big:double;



indexc,indexr,ipiv:array[1..15] of integer;

begin

for j:=1 to dim do
ipiv[j]:=0;
for i:=1 to dim do
begin
big:=0;
for j:=1 to dim do
begin
if ipiv[j]<>1 then
begin
for k:=1 to dim do
begin
if ipiv[k}=0 then
begin
if abs(A{j,k])>=big then
begin
big:=abs(Alj, k]);
irow:=j;
icol:=k
end
end
end
end
end;
ipiv{icol]:=ipiv[icol]+1;
if irow<>icol then
begin
for 1:=1 to dim do
begin

dum:=A[irow,1l];
Alirow,1]:=A[icol,1];
Alicol,1l]:=dum
end
end;
indexr[i]:=irow;
indexc[i]:=icol;
pivinv:=1/A[icol,icol];
A[icol,ico0l]:=1.0;
for 1:=1 to dim do
A[icol,l]:=A[icol,l]*pivinv;
for 1l:=1 to dim do

begin
if 11<>icol then
begin
dum:=A[11,icol];
A[ll,icol]:=0;
for 1:=1 to dim do
A[11,1]:=A[11,1]-Alicol,1]*dum
end
end
end;
for 1l:=dim downto 1 do
begin
if indexr[l]<>indexc[1l] then
begin
for k:=1 to dim do
begin
dum:=A[k, indexr[1]];
A[k,indexr[1]]:=A[k,indexc[1]];
A[k,indexc[1]]:=dum
end
end
end

end;




PROCEDURE Declu;

var ilmax,k5,il,jl:integer;
dum, sum,mmax:double;
Scl:array[l..24] of double;

begin
~ for il:=1 to dim do
begin
mmax:=0;
for jl:=1 to dim do
if abs(M[il,j1])>mmax then mmax:=abs(M[il,jl1]);
if mmax=0 then writeln(’ A MATRIZ NAO E INVERTIVEL’);
Scl[il]:=1/mmax
end;
for jl:=1 to dim do
begin
if j1>1 then
begin
for il:=1 to j1-1 do
begin
sum:=M[il,3j1];
if i1>1 then for k5:=1 to il-1 do
sum:=sum-M[i1,k5}*M[k5,j1];
M[il,j1]:=sum
end
end;
mmax:=0;
for il:=jl to dim do
begin
sums:=M[11,j1];
if j1>1 then for k5:=1 to jl-1 do
sum:=sum-M[i1,k5]*M[k5,31];
M[{il,j1]:=sum;
dum:=Scl[il]*abs(sum);
if dumdmmax then
begin
ilmax:=il;
mmax: =dum
end
end;
if ji<>ilmax then
begin
for k5:=1 to dim do
begin
dum:=M[ilmax,k5];
M[ilmax,k5]:=M[j1,k5];
M[j1l,k5]:=dum

end;

det:=-det;

Scl[ilmax]:=Scl[j1]
end;

Index[jl]:=ilmax;
if M[i1,31]1=0 then M[il,jl]:=zr;
if jl<dim then
begin
dum:=1/M[j1,j1];
for il:=jl1+1 to dim do M[il,j1]:=M[i1,jl]}*dum
end
end
end;

PROCEDURE Subst;
var ii,l1,il,jl:integer;



sum:double;

begin
ii:=0;
for il:=1 to dim do
begin
11:=Index[il];
sum:=Termos[11];
Termos[ll]:=Termos[il];
if ii>0 then
begin
if i1>1 then for jl:=ii to il-1 do
sum:=sum-M[il,j1]*Termos{j1]
end
. else if sum<>0 then ii:=il;
Termos[il]:=sum
end;
for il:=dim downto 1 do
begin
sum:=Termos[il];
if i1<n then for jl:=il+1 to dim do
sum:=sum-M{il,j1]*Termos{jl];
Termos[il]:=sum/M[il,1i1]
end
end;

{**%* COMECA INVERSAQ *%%}

begin
det:=1;
Lermat;
normm:=NORMAT (M) ;
writeln(’ NORMA MATRIZ S=',normm);
Declu;
{ writeln(’ MATRIZ DECOMPOSTA’);
writeln;
col:=dim;com:=1;1im:=3;
repeat
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i:=1 to dim do
begin
for j:=com to fim do
write(M[i,3]);
writeln
end;
writeln;writeln;
col:=col-1lim;
com:=fim+1
until col=0;}
for i:=1 to dim do
begin
for j:=1 to dim do
begin
if j<i then
begin
U[i,j]:=0;
L[i,j):=M[1,]]
end
else
begin
Uli,j]:=M[i,j];
if j=i then L[i,j]:
else L[i,j]:
end
end



end;
{writeln(’ MATRIZ L');
writeln;
col:=dim;
com:=1;
lim:=3;
repeat
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i:=1 to dim do
begin
for j:=com to fim do
write(L[i,j]);
writeln
end;
writeln;writeln;
col:=col-lim;
com:=fim+1
until col=0;
writeln(’ MATRIZ U’);
vriteln;
col:=dim;
com:=1;
lim:=3;
repeat
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i:=1 to dim do
begin
for j:=com to fim do
wvrite(U[i,]j]);
writeln
end;
writeln;writeln;
col:=col-1lim;
com:=fim+1
until col=0;}
for i:=1 to dim do
for j:=1 to dim do
Mi[i,j]:=L[1i,]];

Invert(L);

{writeln(’ INVERSA DE L’);
writeln;

col:=dim;com:=1;1lim:=3;

repeat

if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i:=1 to dim do
begin
for j:=com to fim do
wvrite(L[i,j]);
writeln
end;
writeln;writeln;
col:=col-lim;
com:=£fim+1
until col=0;}

Invert(U);

{writeln(’ INVERSA DE U’);
writeln;

col:=dimjcom:=1;1lim:=3;

repeat

if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;

for i:=1 to dim do

begin



for j:=com to fim do
write(U[i,j]);
vriteln
end;
writeln;writeln;
col:=col-lim;
com:=fim+1
until col=0;
for i:=1 to dim do
for j:=1 to dim do
begin
soma7:=0;
for k:=1 to dim do
begin
prodl:=M1[i,k]*L[k,j];
soma?:=soma7+prodl

end;
MP[i,j]:=soma?
end;
writeln(’ PRODUTO L POR INVL’);
writeln;
col:=dim;com:=1;1im:=3;
repeat

if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i:=1 to dim do
begin
for j:=com to fim do
write(MP[i,j]);
writeln
end;
writeln;writeln;
col:=col-lim;
com:=fim+1
until col=0;}
norml:=NORMAT(L);

writeln(’ NORMA INVERSA DE L=’/,norml);
normu:=NORMAT(U);

writeln(’ NORMA INVERSA DE U=’,normu);
ks:=normm*norml*normu;

writeln(’ FACTOR DE CONDICIONAMENTO=’,ks);
for j:=1 to dim do

begin

for i:=1 to dim do Termos[i]:=0;
Termos{j]:=1;
Subst;
for i:=1 to dim do Minv[i,j]}:=Termos[i];
det:=det*M[j,j]
end
end;

PROCEDURE Arredondar;
var i,j:integer;

begin
for i:=1 to c¢-1 do
for j:=1 to n do
begin
el:=U2[i,j];
ell:=round(el*y);

el:=ell/y;
U2{i,j]i=el
end;

for j:=1 to n do
begin



sm:=U2[1,j];

for i:=2 to c¢-1 do
sm:=sm+U2[1,j];

U2[c,jl:=1.0-sm

end
end;
{* PROGRAMA PRINCIPAL *}
begin
repeat
reset(di, 'FICHDADOS');
readln(di,l);
if 1<>0 then begin
col:=1;
com:=1;
lim:=15;
repeat
limpecran;

if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-~1;
writeln;writeln;
writeln(’ FICHEIROS DE DADQOS EXISTENTES’);
writeln;
for i:=com to fim do
begin
readln(di,tl);
writeln(’ r,tl)
end;
col:=col-lim;
com:=fim+1;
repeat
gotoxy(60,24);
write(’CONTINUE->RETURN');
readln(tab)
until tab=chr(32)
until col=0
end;
close(di);
limpecran;
write(’Qual o ficheiro de dados a utilizar? ’);
readln(t);
reset(dados, t);readln(dados,s);readln(dados,s);
readln(dados,s);readln(dados,s);
readln(dados,n);readln(dados,s);
readln(dados,s);readln(dados,diml);readln(dados,s);
Lertab;
{*** CALCULO DESVIOS PADROES *%%)

for j:=1 to diml do
begin
smv:=0;
soma5:=0;
for i:=1 to n do
soma5:=somaS+XI[i,j];
media:=soma5/n;
for k4:=1 to n do
smvi=smv+(XI[k4,j]-media)*(XI[k4,j]-media);
DV[j]:=sqrt(smv/n);
DVN[j]:=DV[j]/media

end;
writeln(’ DESVIOS PADROES COORDENADAS');
for j:=1 to diml do

vriteln(’Desvio da coordenada ’,j,’:’,DV[j]);

writeln;writeln;



ltermax) ;

writeln(’ DESVIOS PADROES NORMALIZADOS’ );
for j:=1 to diml do
writeln(’Desvio da coordenada "43y's",DVUN[i]);
vrite(’Quantas coordenadas pretende utilizar? ’);readln(dim);
for i:=1 to dim do
begin
write(’Qual a coordenada ’,i,’? ’);readln(Elm[i])
end;
Lertabl;
nc:=0;
repeat
write(’Em quantos grupos pretende dividir o conjunto? ’);readln(c);
if c<>0 then begin
write(’Qual o valor a atribuir ao parametro m? /);readln(m);
write(/Qual o numero maximo de iteracoes que pretende? ');re

Crianome;
reset(dr, 'FICHRESULT' );
readln(dr,p);
if p<>0 then
for i:=1 to p do

begin
readln(dr,rl);
Ali]):=r1

end;

close(dr);
enc:=false;i:=1;
wvhile(i<=p) and not enc do
begin
if r=A[i] then enc:=true;
ir=i+1
end;
if not enc then
begin
p:=p+1;
rewrite(dr,’FICHRESULT');
vriteln(dr,p);
if p=1 then writeln(dr,r)

else
begin
for i:=1 to p-1 do
begin
sl:=A[i];
vriteln(dr,sl)
end;
writeln(dr,r)
end;
close(dr)

end;
{* INICIALIZACAO DA MATRIZ U *}

for i:=1 to ¢ do
for j:=1 to n do U1[i,j]:=0;
i:=1;
repeat
je=i;
repeat
UL[H,§]:=1;
Ji=]+cC
until j>n;
i:=i+1
until i>c;

iter::O;it:=itO;y:=round(exp(cd*ln(10)));
repeat



arred:=false;
iter:=iter+l;

{* CALCULO DOS CENTROIDES *}

for i:=1 to ¢ do
begin
soma3:=0;
for kl:=1 to dim do Soma[k1]:=0;
for j:=1 to n do
begin
uij:=POWER(U1[i,j],m);
for kl:=1 to dim do
Soma[kl]:=Soma[kl]J+uij*X[j,kl];
soma3:=soma3+uij
end;
for kl:=1 to dim do
V[i,kl]:=Soma[kl]/soma3
end;

{* CALCULO DA MATRIZ U %}

for i:=1 to ¢ do
begin
for i2:=1 to dim do
for j2:=1 to dim do
$i[i2,32]:=0;
for k:=1 to n do
begin
uij:=POWER(U1l[i,k],m);
for j2:=1 to dim do
Dis[j2]:=X[k,j2]-V[i,]j2];
for i2:=1 to dim do
for j2:=1 to dim do
Si[i2,3j2]:=8i[i2,j2]+Dis[i12]*Dis[j2]*uij
end;
writeln(’ ITERACAOQ ’,iter);
writeln(’ MATRIZ S’);
writeln;writeln;
col:=dim;
com:=1;
lim:=3;
repeat
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i2:=1 to dim do
begin
for j2:=com to fim do
write(Sifi2,j2]);
writeln
end;
writeln;writeln;
col:=col-lim;
com:=fim+1
until col=0;
Matinv(Sinv);
{ writeln(’ INVERSA DE S’);
writeln;
col:=dim;
com:=1;
lim:=3;
repeat
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i2:=1 to dim do
begin



for j2:=com to fim do
write(Sinv[i2,j2]);
writeln
end;
writeln;writeln;
col:=col-1lim;
com:=fim+1
until col=0;}
for i3:=1 to dim do
for j3:=1 to dim do
begin
soma4:=0;
for k3:=1 to dim do
begin
prod:=Si[i3,k3]*Sinv[k3,j3];
soma4:=soma4+prod
end;
MP[i3,j3]:=soma4
end;
writeln(’ MATRIZ PRODUTO’);
writeln;
col:=dim;
com:=1;
lim:=3;
repeat
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i3:=1 to dim do
begin
for j3:=com to fim do
write(MP[i3,j3]);
writeln
end;
writeln;writeln;
col:=col-lim;
com:=fim+1
until col=0;
writeln(’DETERMINANTE DE S=',det);
writeln;writeln;
for i2:=1 to dim do
for j2:=1 to dim do
begin
pi:=POWER(det,1/dim);
Anorm[i2,j2]:=pi*Sinv[i2,j2]

end;
{ writeln(’ MATRIZ NORMA’);
writeln;
col:=dim;com:=1;1im:=3;
repeat

if co0l<lim then lim:=col;
fim:=com+1lim-1;
for i2:=1 to dim do
begin
for j2:=com to fim do
write(Anorm[i2,j2]);
writeln
end;
writeln;writeln;
col:=col-lim;
com:=fim+1
until col=0;}
for j:=1 to n do D[i,j]:=NORMA(j,1)
end;
for j:=1 to n do
begin
nz:=0;



for i:=1 to ¢ do
if D[i,j]<zr then nz:=nz+l;
if nz>0 then
begin
for i:=1 to c do
if D[i,j]>zr then U2[i,j]:=0
else U2[i,j]:=1/nz

end
else
begin
for i:=1 to ¢ do
begin
ui:=0;
for k:=1 to ¢ do
ui:=ui+POWER(D[i,j]/D[k,j],2/(m-1));
U2[i,j]:=1/ui
end
end
end;
writeln(’ MATRIZ DE PERTENCA’);writeln;
col:=njcom:=1;1lim:=3;
repeat

if col<lim then lim:=col;

fim:=com+lim-1;

for i:=1 to ¢ do

begin
for j:=com to fim do

write(U2[i,j]);

wvriteln

end;

writeln;

col:=col-lim;

com:=fim+1

until col=0;}

{* TESTE DE CONVERGENCIA *}

for i:=1 to ¢ do
begin
for j:=1 to n do
begin
tc:=abs(U2([1,j]1-ULl[i,j]);
writeln(’'te(’,i,j,’)=",tec)
end
end;
nulo:=true;
i:=1;
while(i<=c) and nulo do
begin
ji=1;
wvhile(j<=n) and nulo do
begin
if abs (U2{i,j]-Ul[i,j])>eps then nulo:=false;
ji=j+l
end;
i:=i+1
end;
if nulo=false then
for i:=1 to ¢ do
for j:=1 to n do Ulf[i,j}:=U2[i,j];
if iter=it then
begin
ite=it+it0;
Arredondar;
arred:=true
end



until nulo or (iter=itermax);
if not arred then Arredondar;

{* CALCULO DOS COEFICIENTES DE VALIDADE *}

somal:=0;
soma2:=0;
for i:=1 to ¢ do
for j:=1 to n do
begin
somal:=somal+(U2[i,j]*U2[i,j]/n);
if U2[i,j]<>0 then soma2:=soma2+U2[i,j]*1n(U2[i,j])/n
end;
nc:=nc+l;
Flnc]:=somal;
H{nc]:=-soma2;
HN[nc]:=H[nc]/(1-c/n);
VC[nc]:=c; :

{* APRESENTACAO DE RESULTADOS *}

col:=n;
com:=1;
lim:=10;
repeat
limpecran;
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
if nulo=true then writeln(’CONVERGENCIA ATINGIDA' );
writeln(’NUMERO DE ITERACOES EXECUTADAS:’,iter);
writeln;
writeln(’ **%* COORDENADAS DOS CENTROIDES #%%

writeln;
for i:=1 to ¢ do
begin
writeln(’Coordenadas do centroide do grupo’,i);
for kl:=1 to dim do write(V[i,k1]:5:3,’ *);
writeln;writeln
end;
writeln(’ *%%  MATRIZ U ##%%);
writeln;
for i:=1 to ¢ do
begin
for j:=com to fim do
write(U2[1i,j]:5:3," 1);
writeln
end;
col:=col-lim;
com:=fim+1;
repeat
gotoxy(60,24);
wvrite(’/CONTINUE->RETURN’);
readln(seq)
until seq=chr(32)
until col=0;

limpecran;
writeln;writeln;writeln;writeln;writeln;writeln;
writeln(’ Valor do indicador F’);
writeln(’ F(’,c,")='",F[nc]:5:3);
writeln;

writeln(’ Valor do indicador H’);
vriteln(’ H(',c,")=",H[nc]:5:3);
writeln;

writeln(’ Valor do indicador HN');

writeln(’ HN(’,c,’)=',HN[nc]:5:3);



repeat
gotoxy(60,24);
write(’CONTINUE—)RETURN’);
readln(seg)
until seg=chr(32);
revrite(result,r);
writeln(result,’RESULTADOS OBTIDOS PARA O FICHEIRO r,t);
writeln(result);writeln(result);writeln(result);
vriteln(result, 'Numero de grupos em que foi dividido o conju
t,e);

e ) wvriteln(result, ‘Valor do parametro m: ’,m:4:2);
T writeln(result, "Numero de iteracoes executadas: /,iter); .
writeln(result);
vriteln(result,’ *** COORDENADAS DOS CENTROIDES #*x%

writeln(result);
for i:=1 to ¢ do
begin
writeln(result,’Coordenadas do centroide do grupo’,i);
for kl:=1 to dim do
writeln(result,V[i,kl]:5:3,' )
vriteln(result)
end;
vriteln(result,’ *%  MATRIZ U *%');
vriteln(result);
col:=n;
com:=1;
lim:=10;
repeat
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i:=1 to ¢ do
begin
for j:=com to fim do
write(result,UZ[i,j]:5:3,' "y
vriteln(result)
end;
writeln(result);writeln(result);
col:=col-lim;
com:=fim+1
until col=0;
writeln(result);writeln(result);
writeln(result,’Valor do indicador F:’,F[nc]:5:3);
writeln(result);
writeln(result,’Valor do indicador H:",H[nc]:5:3);
vriteln(result); :
vriteln(result,’Valor do indicador HN:’,HN[nc]:5:3);
end .
until c=0;
limpecran;
writeln;writeln;writeln;writeln;
vriteln(’ TABELA DOS COEFICIENTES DE VALIDADE');
wvriteln;writeln;
writeln(/’ c F H HN');
writeln;
for j:=1 to nc do _
writeln(’ ‘ "WCI[jl,! "yF[j]:5:3," ’
:5:31' "yHN[j]:5:3);
writeln;writeln;writeln;
write(’Quer utilizar outros dados?(S/N)->’);readln(rep)
until (rep='N’) or (rep='n’)
end.



e;

PROG

type

cons

var

FUNC
var

begi
fo

fo
be

en
S0
fo

NO
end;

RAM PROJ4 (input,output);

sa=string[12];
ma=array[1l..24,1..24] of double;

t zr=0.000000000000000000001 ;
eps=0.001;
it0=5;
cd=3;

i3,j3,12,j2,p,it,l,col,com,fim,lim,iter,itermax,c,i,j,k,n,nz,dim,diml,nc,kl,k
,kb4:integer;

det,somaS,smv,media,prod,soma4,pi,sm,ell,y,el,uij,ui,somal

V,X,XI:array[1..50,1..24] of double;
D;U1,U2:array[1..50,1..50] of double;
dr,di,dados,result:text;
sl,r,rl,t,tl:sa;

s:string[85];
arred,enc,nulo:boolean;
tab,rep,op,seq,seg:char;
A:array[1..100] of sa;
Dis,Soma:array[1l..24] of double;
Si,Sinv,Anorm,MP:ma;
H,F,HN:array[1..50] of double;
VC:array[1..50] of integer;
Elm,DV,DVN:array[1..24] of double;

TION NORMA(k,1l:integer):double;
i,j:integer;
soma:double;
Dist,Distl:array[l..24]) of double;

n

r i:=1 to dim do
Dist[i]:=X[k,1i]-V[1,i];

r j:=1 to dim do

gin

soma:=0;

for i:=1 to dim do
soma:=soma+(Dist{i]*Anorm[i,j]);

Distl{j]:=soma

d;
ma:=0;
r i:=1 to dim do

soma:=soma+(Distl[i]*Dist[i]);
RMA:=sqrt(soma)

FUNCTION POWER(a,b:double):double;

begi
if
if

end;

PROC

n
a<0 then write(’0 valor de a nao esta correcto’);
a>0 then power:=exp(b*ln(a))

else power:=0

EDURE limpecran;

var cod:char;

begin
cod:=chr(27);

ysoma2,soma3,m, tc:d



write(cod,’[2J');
write(cod,’[H’)
end;

PROCEDURE gotoxy(x,y:integer);
var cod:char;

begin
cod:=chr(27);
write(cod,’[H’);
write(cod,’[’,y,'B');
wvrite(cod,’[’',x,'C!)
end;

PROCEDURE Crianome;

var ml,nl,n3:integer;
st,stl:sa;
Bl:array[l..8] of integer;

PROCEDURE Indiv(num:integer;var i:integer);
var quoc,rest:integer;

begin
quoc:=num div 10;
1:=0;
while quoc<>0 do
begin
rest:=num mod 10;
num: =quoc;
i!=i+1;
Bl[i}:=rest;
quoc:=num div 10
end;
i:=i+l;
Bl{i]:=num
end;

PROCEDURE Convert(n2:integer;var s2:sa);
var j:integer;
g:string[1];

begin
s2:='";q:=" ';
for j:=n2 downto 1 do
begin
q[1l]}:=chr(48+B1[j]);
s2:=concat(s2,q)
end
end;

begin
ml:=trunc(m*100);
Indiv(c,n3);
Convert(n3,st);
Indiv(ml,nl);
Convert(nl,stl);
r:=concat(t,st,stl)

end;

PROCEDURE Lertab;
var i,j:integer;

begin



for i:=1 to n do

begin
readln(dados,s);
for j:=1 to diml do

read(dados,XI[i,3]);

readln(dados, s);readln(dados,s)

end

end;

PROCEDURE Lertabl;
var i,j:integer;

z:double;
begin
for i:=1 to n do
begin
k3:=0;
for j:=1 to diml do
begin
if j=Elm[k3+1] then
begin
k3:=k3+1;
X[i,k3]:=XI[1i,]]
end
end;
readln(dados,s);readln(dados,s)
end
end;

PROCEDURE Arredondar;
var i,j:integer;

begin
for i:=1 to c-1 do
for j:=1 to n do
begin
el:=02[1i,j];
ell:=round(el*y);
el:=ell/y;
U2[i,j]:=el
end;
for j:=1 to n do
begin
sm:=U2[1,j];
for i:=2 to c¢-1 do
sm:=sm+U2{i,j];
U2[c,jl:=1.0-sm
end
end;

{* PROGRAMA PRINCIPAL *}

begin
repeat
reset(di, ' FICHDADOS’ );
readln(di,l);
if 1<>0 then begin
col:=1;
com:=1;
lim:=15;
repeat
limpecran;
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;



writeln;writeln;
writeln(’ FICHEIROS DE DADOS EXISTENTES’);
writeln;
for i:=com to fim do
begin
readln(di, tl);
writeln(’ r,tl)
end;
col:=col-lim;
com:=fim+1;
repeat
gotoxy(60,24);
vrite(’CONTINUE->RETURN’);
readln(tab)
until tab=chr(32)
until col=0

end;
close(di);
limpecran;
write(’Qual o ficheiro de dados a utilizar? ’);
readln(t);

reset(dados, t);readln(dados,s);readln(dados,s);
readln(dados,s);readln(dados,s);
readln(dados,n);readln(dados,s);
readln(dados,s);readln(dados,diml);readln(dados,s);
Lertab;

{*** CALCULO DESVIOS PADROES *%%}

for j:=1 to diml do
begin
smv:=0;
soma5:=0;
for i:=1 to n do
somaS:=soma5+XI[i,j];
media:=soma5/n;
for k4:=1 to n do
smv:=smv+(XI[k4,j]-media)*(XI[k4,j]-media);
DV[j]l:=sqrt(smv/n);
DVN[j]:=DV[j]/media
end;
writeln(’ DESVIOS PADROES COORDENADAS’);
for j:=1 to diml do
writeln(’Desvio da coordenada ’,j,’:’,DV[(j]);
writeln;writeln;
writeln(’ DESVIOS PADROES NORMALIZADOS’);
for j:=1 to diml do
vriteln(’Desvio da coordenada ’,j,’:’,DVN[j]);
vrite(’Quantas coordenadas pretende utilizar? ’);readln(dim);
for i:=1 to dim do
begin
write(’Qual a coordenada ’,i,’? ’);readln(Elm[i])
end;
Lertabl;
nc:=0;
repeat
write(’Em quantos grupos pretende dividir o conjunto? ’);readln(c);
if ¢<>0 then begin
wvrite(’Qual o valor a atribuir ao parametro m? ’);readln(m);
write(’Qual o numero maximo de iteracoes que pretende? ’);re
termax);
Crianome;
reset(dr, ' FICHRESULT');
readln(dr,p);
if p<>0 then
for i:=1 to p do
begin



readln(dr,rl);
Afi]:=rl
end; -
close(dr);
enc:=false;i:=1;
wvhile(i<=p) and not enc do
begin
if r=A[i] then enc:=true;
is=i+1
end;
if not enc then
begin
p:=p+l;
revrite(dr, FICHRESULT’);
vriteln(dr,p);
if p=1 then writeln(dr,r)
else
begin
for i:=1 to p-1 do
begin
sl:=A[i];
vriteln(dr,sl)
end;
wvriteln(dr,r)
end;
close(dr)
end;

{* INICIALIZACAO DA MATRIZ U *}

for i:=1 to ¢ do
for j:=1 to n do Ul{i,j]:=0;
i:=1;
repeat
Ji=i;
repeat
Ul[i,j]:=1;
Ji=j+c
until j>n;
ir=i+l
until id>c;

iter:=0;it:=1t0;y:=round(exp(cd*1n(10)));
repeat

arred:=false;

iter:=iter+l;

{* CALCULO DOS CENTROIDES *}

for i:=1 to c do
begin
soma3:=0;
for kl:=1 to dim do Soma[kl]:=0;
for j:=1 to n do
begin
uij:=POVER(U1(i,j],m);
for kl:=1 to dim do
Soma[kl]:=Soma[kl]+uij*X[j,kl];
soma3:=soma3+uij
end; '
for kl:=1 to dim do
V{i,kl]:=Soma[kl]/soma3
end;

{* CALCULO DA MATRIZ U *}



for i:=1 to ¢ do
begin
for i2:=1 to dim do
for j2:=1 to dim do
Si[i2,3j2]:=0;
for k:=1 to n do
begin
uij:=POVER(U1[i,k],m);
for j2:=1 to dim do
Dis[j2]:=X[k,j2]-V[i,j2];
for i2:=1 to dim do
for j2:=1 to dim do
Si[iZ,jZ]:=Si[i2,j2]+Dis[iZ]*Dis[jZ]*uij
end;
{writeln(’ ITERACAO ’,iter)};
{writeln(’ MATRIZ S’);
wvriteln;writeln;
col:=dim;
com:=1;
lim:=3;
repeat
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i2:=1 to dim do
begin
for j2:=com to fim do
vrite(Si[i2,j2]);
vriteln
end;
vriteln;writeln;
col:=col-lim;
com:=fim+1
until col=0;}
for i2:=1 to dim do
for j2:=1 to dim do

begin
if i2<>j2 then Si[i2,j2]:=0
end;
{writeln(’ MATRIZ S DIAGONAL');
vriteln;writeln;
col:=dim;com:=1;1im:=3;
repeat

if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i2:=1 to dim do
begin
for j2:=com to fim do
vrite(Si[i2,j2]);
vriteln
end;
writeln;writeln;
col:=col-lim;
com:=f£im+1
until co0l=0;}
for i2:=1 to dim do
for j2:=1 to dim do
begin
if i2=j2 then Sinv([i2,j2]:=1/Si[i2,j2]
else Sinv[i2,j2]:=0
end;
{writeln(’ INVERSA DE S');
writeln;
col:=dim;
com:=1;
lim:=3;
repeat



if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i2:=1 to dim do
begin
for j2:=com to fim do
write(Sinv[i2,j2]);
wvriteln
end;
writeln;jwriteln;
col:=col-lim;
com:=fim+1
until col=0;}
det:=1;
for i2:=1 to dim do
det:=det*Si[i2,i2];
{writeln(’DETERMINANTE DE S=’,det);
writeln;writeln;}
for i2:=1 to dim do
for j2:=1 to dim do
begin '
pi:=POWER(det,1/dim);
Anorm[i2,j2]:=pi*Sinv[i2,j2]

end;
{writeln(’ MATRIZ NORMA’);
writeln;
col:=dim;com:=1;1im:=3;
repeat

if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i2:=1 to dim do
begin
for j2:=com to fim do
write(Anorm[i2,j2]);
writeln
end;
writeln;writeln;
col:=col-lim;
com:=£fim+1
until col=0;}
for j:=1 to n do D[i,j]:=NORMA(j,1)

end;
for j:=1 to n do
begin

nz:=0;

for i:=1 to ¢ do
if D[i,j]<zr then nz:=nz+l;
if nz>0 then
begin
for i:=1 to ¢ do
if D[i,j}>zr then U2[i,j]:=0
else U2{i,j]:=1/nz
end
else
begin
for i:=1 to ¢ do
begin
ui:=0;
for k:=1 to ¢ do
ui:=ui+POWER(D[i,j}/Dlk,j],2/(m-1));
U2[i,j]:=1/ui
end
end
end;
{writeln('’ MATRIZ DE PERTENCA’);writeln;
col:=njcom:=1;1lim:=3;
repeat



if col<lim then lim:=col;

fim:=com+lim-1;

for i:=1 to ¢ do

begin
for j:=com to fim do

write(U2[i,iD);

writeln

end;

writeln;

col:=col-lim;

com:=fim+1

until col=0;}

{(* TESTE DE CONVERGENCIA *}

{for i:=1 to ¢ do
begin
for j:=1 to n do
begin
tc:=abs(U2{i,j]-U1l[i,i]);
writeln(’ tec(’,i,j,")=",tc)
end
end;}
nulo:=true;
i:=1;
while(i<=c) and nulo do
begin
j:=1;
vhile(j<=n) and nulo do
begin
if abs (U2[i,j]-U1[i,j])>eps then nulo:=false;
j:=j+1
end;
i:=i+1
end;
if nulo=false then
for i:=1 to c do
for j:=1 to n do U1[i,j]:=U2[1i,j];
if iter=it then
begin
it:=it+it0;
Arredondar;
arred:=true
end
until nulo or (iter=itermax);
if not arred then Arredondar;

{* CALCULO DOS COEFICIENTES DE VALIDADE *}

somal:=0;
soma2:=0;
for i:=1 to ¢ do
for j:=1 to n do
begin
somal:=somal+(U2[i,j]*U2[1i,j]/n);
if U2[1,j]}<>0 then soma2:=soma2+U2[i,j]*In(U2[i,j])/n
end;
nc:=nc+l;
F[nc]:=somal;
H[nc]:=-soma2;
HN[nc]:=H[nc]/(1-c/n);
VC[nc]:=c;

{* APRESENTACAO DE RESULTADOS +*}

col:=n;



com:=1;
lim:=10;
repeat
limpecran;
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
if nulo=true then writeln(’CONVERGENCIA ATINGIDA’);
writeln(’NUMERO DE ITERACOES EXECUTADAS:’,iter);
writeln;
writeln(’ *%% COORDENADAS DOS CENTROIDES ##%x*

writeln;
for i:=1 to ¢ do
begin
vriteln(’Coordenadas do centroide do grupo’,i);
for k1l:=1 to dim do write(V[i,k1]:5:3,’ 1);
wvriteln;writeln
end;
writeln(’ ‘ *%% MATRIZ U *%x/);
writeln;
for i:=1 to ¢ do
begin
for ji:=com to fim do
write(U2[i,j]:5:3," 1);
writeln
end;
col:=col-1lim;
com:=fim+1;
repeat
gotoxy(60,24);
write(’CONTINUE—)RETURN');
readln(seq)
until seq=chr(32)
until col=0;

limpecran;
writeln;writeln;writeln;writeln;writeln;writeln;
writeln(’ Valor do indicador F’);
writeln(’ F('yc,’)='",F[nc]:5:3);
writeln;
writeln(’ Valor do indicador H’);
writeln(’ H('yc,’)=",H[nc]:5:3);
writeln;
writeln(’ Valor do indicador HN’);
writeln(’ HN(’,c,’)=",HN[nc]:5:3);
repeat

gotoxy(60,24);

write(’CONTINUE—)RETURN’);

readln(seg)

until seg=chr(32);
rewrite(result,r);
writeln(result,’RESULTADOS OBTIDOS PARA 0 FICHEIRO ',t);
writeln(result);writeln(result);writeln(result);
) writeln(result,’Numero de grupos em que foi dividido o conju
1C);
writeln(result,’Valor do parametro m: "ym:b4:2);
writeln(result,’Numero de iteracoes executadas: ryiter);
writeln(result);
~writeln(result,’ *%% COORDENADAS DOS CENTROIDES **

writeln(result);
for i:=1 to c do
begin
writeln(result,’Coordenadas do centroide do grupo’,i);
for kl:=1 to dim do
writeln(result,V[i, k1]:5:3," 'Y
writeln(result)



end;
writeln(result,’
writeln(result);
col:=n;
com:=1;
lim:=10;
repeat
if col<lim then lim:=col;
fim:=com+lim-1;
for i:=1 to ¢ do
begin
‘for j:=com to fim do
write(result,U2[i,j]:5:3,"
vriteln(result)
end;
writeln(result);writeln(result);
col:=col-lim;
com:=fim+1
until col=0;
writeln(result);writeln(result);
vriteln(result,’Valor do indicador
writeln(result);
vriteln(result,’Valor do indicador
writeln(result);
writeln(result,’Valor do indicador
end
until c=0;
limpecran;
writeln;writeln;writeln;vriteln;
writeln(’
writeln;writeln;
writeln(’
writeln;
for j:=1 to nc do
writeln(’
"yHN[j]:5:3);
writeln;writeln;writeln;
write(’Quer utilizar outros dados?
until (rep='N’) or (rep='n’)
end.

*%

d F

"Velil,’
:5:3, ¢

(S/N

MATRIZ U *%7);

");

F:’,F[nc]:5:3);
H:’,H[nc]:5:3);

HN:’,HN[nc]:5:3);

TABELA DOS COEFICIENTES DE VALIDADE’);.

H HN’);

-

"yF[j]:5:3,"

)=>');readln(rep)
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