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Prefacto

Com a presente dissertagao pretende-se, para alem de in-
troduzir alguns conceitos fundamentais de Mecanica da Fractura,
fazer a apresentagao dum programa de elementos finitos que, mer-
¢é de adequada adaptagao dum programa de calculo automatico que
utiliza elementos triangulares de deformagao constante, torna
possivel o calculo de factores de intensidade de tensao em cor-

pos planos fissurados.

Os resultados obtidos, para as diversas geometrias en-
saiadas, foram bastante satisfatérios, tendo-se recorrido, para
a execugao do programa, ao computador WANG -V 580 do Centro de
Cdlculo Professor Correia de Araujo da Faculdade de Engenharia

da Universidade do Porto.

Alguns dos exemplos que agora se tratam — casos das pla-
cas traccionadas com fendas central e lateral — estiveram ja na
base duma memoria que o Professor Paulo Tavares de Castro e o
autor conjuntamente apresentaram no 39 Congresso de Mecanica
Teorica e Aplicada realizado em Lisboa, em .Outubro de 1983.
Aperfeigoamentos posteriormente.iniroduzidos no programa de cal-
culo automatico entdo utilizado vieram a permitir a obtengao de

resultados igualmente satisfatdrios para outrag geometrias.

Neste trabalho optou-se por colocar as figuras.no fim dos
capitulos a que raespeitam. Embora a custa duma leitura menos
c5ﬁoda — & certo — consegue-se, assim, uma apreciavel eimplifi-
cagao nas operagoes de dactilografia e composigao, o que possi-
bilita ndo se atrasar mais a conclusdo dum trabalho iniciado ha

ja cerca de um ano. Ndo foi esta uma opgdo facil nem agradavel
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para o autor que conta, no entanto, com a compreensao e a boa
vontade de quem a ler e, sobretudo, dos que, por matis experien-
tes, se tenham atée eventualmente defrontado ja com a necessida-

de de decidir em idénticas circunstancias.

£ tarefa sempre agradavel a de referir as colaboragoes
que tornam possivel desenvolver um trabalho desta natureza. Cum-=
pre-a o autor, com prazer, agradecendo:

Aos Professores Catedraticos do 29 Grupo de Diséiplinas
(Estradas e Caminhos de Ferro) da F.E.U.P., Doutores Filipe de
Paiva de Castelbranco Leite Brandao e Arnaldo Humberto Pereira
de Sousa Melo, as facilidades concedidas que lhe permitiram fre-
quentar o Curso de Mestrado em Engenharia Estrutural e elaborar
esta dissertagao;

ao Professor Doutor Paulo Manuel Salgado Tavares de
Castro, a quem coube orientar a dissertagao, a permanente dis-
ponibilidade, o estimulo constante, as preciosas indicagoes;

aos Engenheiros Raimundo Moreno Delgado e Afonso Antoé-
nio Serra Neves os ensinamentos sobre o funcionamento do com=
putador da F.E.U.P. e as sujestoes relativas a parte de compu-
tagao deste trabalho;

ao senhor José da Conceigao Ribeiro Correia a solici-

tude e a forma cuidada como dactilografou o texto.

Uma referencia especial quer o autor fazer, ainda, ao
Engenheiro Manuel Carlos de Azeredo pela valiosa colaboragao
prestada na alteragdo do programa de calculo automatico que
serviu de base a esta dissertagao e pela proveitosa troca de
. ~ e ) - » - * .
impressoes, no dominio da Mecanica dos Solidos, a que acetitou

prestar-se.
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Aquando da visita do Professor Owen a Faculdade de En-
genharia, onde, em meados do ano passado, proferiu varias con-
feréncias, fora-lhe solicitada a indicagao de bibliografia re-
lativa d aplicagdo de métodos numéricos a Mecanica da Fractura,
tema que, entao, 0 autor estava ja a desenvolver. Foi, no en-
tanto, com surpresa que se recebeu, por deferéencia do préprio
Professor Owen, a oferta do livro "Engineering Fracture Mechantics.
Numerical Methods and Applications"”, de D.R. Owen e A.J. Fawkes,
muito recentemente publicado no Reino Unido. Estava ja, entao,
concluida a redacgdo desta dissertagdo, pelo que nao foi possi-
vel a utilizagdo, neste trabalho, de tao valiosa obra. Nem por
isso se deixard de aqui registar a gentileza que sensibiliza-

damente se agradece.

Porto, Janeiro de 1984
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1 - Introdugao

A fractura fragil de estruturas € um problema actual e
de grande importancia nos mais diversos campos da Engenharia,
podendo este tipo de colapso ser observado, quer em corpos sub-
metidos a solicitag@o constante, quer em corpos submetidos a so-
licitagao ciclica. Para prevenir este tipo de colapso, que po-
de ocorrer numa estrutura submetida a esforgos que nao ultra-
passam limites ainda ha pouco fempo considerados como de segu-
ranca, foram sendo realizados estudos que conduziram ao apare-

cimento da Mecanica da Fractura.

Este tipo de colapso pode explicar-se pela presenga de
fissuras no material, porventura muito pequenas, que,por acgao
da solicitagdo exterior, vao aumentando lentamente de compri-
mento, até atingirem uma dimensao para a gqual a sua progressao
é instavel, embora o material ainda se encontre, nas regioes do
corpo nao muito proximas da ponta da fissura, em regime elas-

tico.

Sao varios os parametros que controlam a progressao de
fissuras existentes em corpos externamente solicitados. Um deles
& o chamado factor de intensidade de tens3o cuja definigao &
dada ao capitulo 2. Devido & sua importdncia, varios métodos,
tanto analiticos como numéricos, tém sido usados na sua deter-
minac3o. Teve por objectivo este trabalho, utilizando um méto-
do numérico, a determinagdo do factor de intensidade de tensao
existente em corpos fissurados, guando submetidos a estados pla-

nos de tensao ou de deformagao.



No capitulo 2 fizemos uma introdugao a Mecanica de Frac-
tura, referindo-nos ao modo como se faz a distribuicdo elastica
de tensoces junto duma fissura, explicamos a forma como se pro-
cessa o aumento do seu comprimento, através da transformagao
da energia de deformagao elastica na energia necessaria a cria-
cao da superficie de fractura, e definimos os conceitos de ta-
xa de libertacdo de energia e integral J, cuja aplicagao & fun-
damental na determinagéo de factores de intensidade de tensao.
Por ni3o conhecermos qualquer publicagao onde a definicao e
aplicagoes de integral J sejam tratadas pormenorizadamente, ela-
boramos, a partir da bibliografia dispersa onde estas sao re-
feridas, um estudo sobre este assunto, que procurémos tornar o

mais completo possivel.

Como o método numérico utilizado na determinagao dos
factores de intensidade de tensao foi o Método dos Elementos
Finitos, procedemos, no capitulo 3, & sua apresentacao na ge-
neralidade, particularizando a sua aplicagao a estados planos

de tensido e de deformagao.

O programa de elementos finitos, que serviu de base a
este trabalho, foi um programa de cilculo automatico, escrito
em linguagem FORTRAN IV, e descrito por Fenner na ref. C97],
que, no capitulo 4, adaptamos por forma a possibilitar a deter-
minag3o automatica do factor de intensidade de tensao, quer a
partir da taxa de libertagao de energia, quer a partir do inte-
gral J. Assim, alteramos o programa, de modo a conseguir-se a
geraqao automatica de redes de elementos finitos adequadas a
resolugao de problemas de Mecanica da Fractura, e, alem disso,

a permitir o aumento, também automdtico, do comprimento da fis-



sura. Foram igualmente introduzidas sub-rotinas especialmente
concebidas para calcular, pelos dois métodos antes referidos,
os valores do factor de intensidade de tensao e permitir a sua
impressao.

No capitulo 5, para ensaiar e mostrar as possibilidades
do programa, foram resolvidos alguns problemas, escalonados se-
gundo uma ordem crescente de complexidade, para a maioria dos
quais & conhecida solugdo publicada na literatura, o que per-

mitiu comparar os resultados agora obtidos.

Finalmente, no capitulo 6, indicam-se as conclusoes e
sugestdes que, da utilizagdo do programa, nos foi possivel in-
ferir, e, em anexo, apresenta-se a sua versao final, na qual
os comentarios existentes se mantiveram na lingua original, em-

bora alguns deles tenham sido modificados.




2 — Nogoes gerais de Mecanica da Fractura

Ao apresentarmos um programa de elementos finitos que
permite calcular factores de intensidade de tensdo, & necessario
introduzir os conceitos bisicos da Mecdnica da Fractura.

Podemos definir Mecanica da Fractura como O ramo da Me-
canica que estuda o comportamento dos corpos fissurados,quando
submetidos 3 acgdo de solicitagoes exteriores.

Duas situagdes sdo possiveis paré a distribuicao de ten-
soes junto da ponta da fissura: o material ou tem um comporta-
mento elastico ou um comportamento elasto-plastico.

O primeiro caso & estudado na Mecidnica da Fractura Li-

near-Elastica e o segundo na Mecanica da Fractura Elasto-Plastica.

2.1 — Mecanica da Fractura Linear-Elastica

2.1.1 — Distribuicdo eldstica de tensoces na vizinhanca de

fissuras existentes em corpos sujeitos a um estado

plano de tensdo ou de deformagao

A anilise de tensdes na vizinhanga de fissuras foi pela
primeira vez tratada de forma explicita por Westergaaniref.[23],
que estudou as propriedades de certo tipo de funcao complexa,
procurando depois quais as condigoes fronteira compativeis com
essas propriedades.

Este processo foi mais tarde desenvolvido por Irwin,

ref. E12],cue o aplicou a problemas de Mecanica da Fractura.



Seja Z uma fungdo analitica (*) de variavel complexa
z =x+ 1y. Umna fungao analitica pode sempre representar-se como

a soma de duas funcoes harmdnicas de x ey, R Z e I Z, isto é:

o (z) =RZ+ 1132

(*) Diz-se que w (z) =w (x+ 1 y)=0¢(xy)+iV¥ (x, y) € uma fungao
dw(z) _ Iim w(z + Az)=w(2)
dz Az~+0 Az

n3o da forma como tende para zero o acréscimo Az=Ax+ i Ay.

analitica de z se depender apenas de z e

Nestes condigoes €:

3w=dm(z) 3z o' (2) 8cb+i 3 Y

J x d z 3 x d X 9 x
dw _ dw(z) 3z - iw'(z) = 3¢ L B
9y d z 9y 3y 3y

Multiplicando a primeira equagao por i e igualando as duas equagoes,

obtemos as seguintes relagoes:

99 _ 23 (i)
3 x 9y

99 __ 3y (ii)
3y 9 x

que sao conhecidas por equagoes de Cauchy-Riemann

Se derivarmos (i) emordema xe (ii) emordema y,somando as duas

igualdades obtemos:

32 2 .
e = N (3)
3 X2 3 y?
Se agora eliminarmos ¢ (x, y) nas equagoes de Cauchy-Riemann obtemos:
52 2 .
I T (ji)
3 x? 3 y?

As equagdes do tipo das representadas por (]J) e (Jj) chamam-se equagoes

de Laplace e as fungoes que satisfazem tals equagdes dizem-se harmonicas.



Se, como fez Westergaard, representarmos por Z' a pri-

meira derivada de Z e por Z e Z, respectivamente, os primeiro

e segundo integrais de Z, temos:

gt = d 2
d z
7 = d Z
d z
7 = d 2z
d z

Se derivarmos RZ e I Z em ordem a X temos:

3RZ _ AdRZ 3z _ dRZ _ o .
I x dz 9 X dz
312z _ dIz 3z _ dIZ _ ; 4
I x dz 9 X dz

e as equagoes de Cauchy-Riemann permitem escrever que:

dR Z 3 IZ

= ———— =R 2'
3 x 9y
312 _ _ 9RZ _ { 5
d X oy

Consideremos agora uma fungdo de tensao do tipo:

+y IZ2

Sl

$ =R

que & solugao da equagao V' ¢ = 0 (desde que Z(z) seja uma fun-
cao analitica de variavel complexa) satisfazendo, portanto, a

equagao de compatibilidade.



Nestas condigdes as tensoes vém dadas por:

2
g = ¢ 4 (490, _Rrzsyrz (2-1)
Y 3 x? dz dz

2
g =—29¢ _Rprz-y1I2 (2-2)
X ayz

2

=-39% __yRrz (2-3)

Xy 3X9Yy

A segunda equagao facilmente se obtém a partir das equa-

¢oes de Cauchy-Riemann:

39 _ 3RE ,1g,, 812 __ I .3, 9RZ

9y 9y oy hle 9x

2
dy? dy ax

Do mesmo modo se obtdm a terceira equagao:

996 - d9% _RZ+y1Iz
9 X dz
2 = -
Ixdy 3y Yy J X 9 x
=y R Z'

As equagoes (2-1), (2-2) e (2-3) satisfazem as equagoes
de equilibrio e de compatibilidade, como se poderia verificar por

derivagao.



0 tipo de fung3o de tensao anteriormente indicado e atil

apenas em casos onde ha simetria porque, para y = 0, vem cx==oy e

T = 0.
Xy
Podemos, agora, a partir da lei de Hooke, determinar os

deslocamentos:

a) Em estado plano de tensao

9 u

. | — -1 _ ' - '
=€, (ox \)cy)— . (RZ—-yIZ VRZ—-vyIZzZ')

9 X E

Por integragao em ordem a x temos:

u = —L(Rf—yxz—vRE—vyIZ)=
E

L [a-v RZ =yl +v) I2]
E

Por procedimento analogo obtemos:

v=-t[2IZ7-(1+Vv)yRZ]

b) Em estado plano de deformagao

J u 1 1
= =10 =V g +o’ = ——— g —V|g +\) [o} +0 =
3 x €x E Ex ( Yy z)] E { X Ey ( X y)]}

1l 2 2
( " y y_)

E X

lE 2
=L M1-v?) o_—v(l +v)o_ ]
E x Y

Temos agora:

3 u

E = (1-v3)(RZ-yIZ')—Vv(L+V)(RZ+yIZ'")

9 X



e
3u _E  _(1-y)(RZ-yI2')—Vv(RZ+yIz")
3 x 1+
donde
2 3u=(1_2 vy RZ-—-yI?Z'
4 X
ja que
- E
2(1+vV)

Por integragao em ordem a X temos:

1
2 u

[Q-2Vv)RZ~-yIZ2z] (2-4)

Por procedimento analogo obtemos:

1
2y

(2(1-WIZ—-yRZ] (2-5)

Estamos agora em condigoes de analisar o caso duma fenda
de comprimento 2a orientada segundo o eixo dos xx e localizada
numa placa infinita sujeité ds solicitagoes O = Oy = o a actuar
no infinito (fig. 2~1). Neste caso a fungdo z deve ser tal que,
paray =0 e | x| <a,seja o, = 0 e,quando x tende para infinito,

seja OY = g. De (2-1) vemos que,para y = 0,e Oy = R Z, Facilmen-

te podemos ver que a fungao

traduz as condigoes anteriormente enunciadas, pelo que
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caracteriza os estados de tensao e de deformagao que estamos

a tratar.

Se efectuarmos uma mudanga de coordenadas tal que a ori-
gem do sistema de eixos passe para a extremidade da fissura te-

mos £ = z—a (fig. 2-2),vindo:

o(z + a)

L 1
r 2 (g+2a)?

Fazendo tender ¢ para zero resulta:

T ¥

7 = ga __goa _ o (ma)
1 1 1 1

r 2 (2a)? (2 ) 2 (2mg)%

Notemos que, quando ¢ tende para zero, passa a ser muito
menor que a e (c+—2a)% tende para (2a)%.
Se representarmos o factor constante o(w a) % por KI
vem:
K -7

R
(2m) 2
e podemos estudar o estado de tensio na vizinhanga da fenda.

Para tal & conveniente fazer a seguinte transformagao

de coordenadas [ = reaie e prosseguir o estudo em coordenadas




polares. Entao temos:

1
K - =16
I e 2

21Tr

vindo a parte real de 2 igual a:

RZ =

z-=_é_z_=-%__lf.I__.
& v 2
Como
3 3 3
R A
z = r e =r

()
oo

2
vV 2n

-3
2

e a sua parte imagindria sera entao:

3
1 Ky T2

I2'=s = ————— 1 sen

2
V2

r sen 8§ vem:

Como y

v I 2'

l
N
H

yR2Z2Z' == ———— sen

3
K -7

2

sen—g—-QXr sen 0

sen 6 sen %

(cos—g—-e -1i sen

-3

z 2
(cos—%—ﬂ—'

§]

0

cos

3
-5 9

9)

(2-6)

(2-7)

(2-8)

11
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A partir das equagoes (2-1), (2-2), (2-3), (2-6), (2-7)
e (2-8) encontramos facilmente o valor das tensoes na vizinhan-

¢a da fissura:

- I b1 - S5 2
O = cos (1 sen —- sen 8)
2mTr
K
- 1 L 5 3
cy = cos (1 + sen >~ Sen 8)
2mr
K
-1 2 N 3
Txy = sen —- COS 5 cos 3]
2Tmr
o, = 0 (em estado plano de tensao)
ou
c, =‘\)(0x + oy)(em estado plano de deformagao)

Das equagoes anteriores vemos que as tensces na vizi-
nhanga da fissura dependem apenas do valor que toma o factor KI’
chamado factor de intensidade de tensdo e que controla o estado
de tensao na vizinhanca desta. Neste caso particular K, é o li-

mite oy(r, 8 =0) V 2mr quando r tende para zero, isto é:

K, = lim 0 (r, 8 =0) V2rr oV

I r=+0

Com base nas equagdes (2-4) e (2-5) calculamos facilmen-

te os deslocamentos u e V.

Assim temos:
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a) Estado plano de tensao

K
w=— /—=F— cos __g__(__l_:_\)__ + sen? —g—)
u 27 1+vV

K
_ I X 6 2 _ , 6
v = sen - (——— cos TT)

H 2T 1+v

b) Estado plano de deformagao

K
u = 1 I cos iL(l-Z v + sen? jL)
2 2
H 2T
K
v = —=& ' gen -(2~-2 v—cos? jL)
2 2
u 27

A um tipo de carregamento como O estudado da-se o nome
de modo I,e o factor de intensidade de tensao associado repre-

senta-se por K_ (Fig. 2-3).

I
Vejamos agora o caso em que na mesma placa se aplica uma

tensao remota Txy = 1 e na qual, no infinito, e 0X==oy==0
(Fig. 2-4).

A funcdo de tensdo que representa este carregamento e:

$ =—-yRZ

e as tensoes serao dadas por:

- ]
o 2 I1Z+yRZ
°y = -y R 2'

T.. =R2Z-yIZ

Xy



Por analogia com o caso anterior

complexa

e, na vizinhanga da fenda, temos:

escolhemos a fungao

K
- 11 PPN £ 3
o, = sen 2(2+cos 5~ COS )
2mrxr
K
_ 11 9 cos & cos 2
oy = sen cos —- COs 3 )
2Tr
K
= Xl L= L 3
TXY = cos (1—-sen 5~ sen 9)
21r
o, = 0 (em estado plano de tensao)
ou
o, = \)(crx + oy) (em estado plano de deformagao)
Neste caso KII==lim Txy(r,8==0) Va2arr=1Vrra
r—+0

Como no caso anterior,o factor KII chama-se factor de

intensidade de tens3o em modo II de carregamento (Fig. 2-3) e

14

controla, para este modo de carregamento, o estado de tensao jun-

to da fenda.

Neste caso os deslocamentos sao dados por:
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a) Em estado plano de tensao

K
u = 1I r sen —g— (—l—iT + 0052 %‘)
M 27
K
__11 r 8 1=V 2 6
v = cos - ( 17V + sen 2)
M 2T
b) Em estado de plano de deformagao
K
u = 11 I __ sen %} ( 2-=2 v + cos? é;)
M 2 T
K
v = I L cos o (-1 + 2 Vv + sen? iL)
2 2
u 2w
w=20

Vejamos, por 4ltimo, outro caso de corte que corresponde
ao modo III de carregamento (Fig. 2-3). Neste caso ha apenas des-
locamentos sequndo o eixo do zz (Fig. 2-5), sendo nulos u e V.

Pela lei de Hooke temos que:

sz=“ (311 + Bw) = U dw (2-9)
9z d x 3 X

o= (B Ry oy 2H (2-10)

Y 9z 3y 3y

e as equagoes de equilibrio reduzem-se a
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e de (2-9) e (2-10) obtemos:

2 2
37w, W _g2w=0

3 x? 3 y?

Estamos entdo em condig¢oes de escolher para w a seguin-

te funcgao:
1 - A _
W = = IZ (2-11)

vindo para Tz © Tyz as segquintes expressoes:

. ___uaw=8(IZ) _ 412 _ ;4

Xz ? x 3 x dz

v, = __8(1z) _ _3r2) _ dRZ _ g4
y 9y oy d X dz

Se escolhermos para 72 a funcao

Z = L
] -2
z2
efectuando a transformagao de variavel ¢ = z - a vem:
g 1 Vma C-%

e as tensoes T e T _ vém dadas por:
X2 vz
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T =1 2 = — ILI sen —
XZ 2
21r
K
T =R Z2 = 111 cos —=
Yz 2
21r

sendo nulas as restantes.

Como foi visto,o dnico deslocamento nao nulo e w.

Vejamos como, a partir de (2-11), o podemos calcular.

Como
K -1
g = 111 -3
v2r
e
K 1
= _ ITI = _ 2 r 8 . 6
Z = 2 2= KIII ‘/ (cos > + i sen 2)
‘/ m
2w
e
K
w = III 2 r sen é}

0 factor de intensidade de tensdo,para este modo de car-
regamento, & dado por:

K = lim T (r, 6 =0) V2rmr =7 V7 a

III ~ L, vz

Do estudo feito, concluimos que ha trés modos basicos
de deformagdo e que,para cada um deles, o estado de tensao fica
caracterizado pelos valores do factor de intensidade de tensao

respectivo que sao dados, como vimos, poOr:
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I Yy
K = lim 27TYx T

1T 0 Xy
KIII B=0 Tyz

pa definigdo de factor de intensidade de tensao e da
aplicacao do principio da sobreposicdo de efeitos, valido em
regime linear-elastico, podemos concluir que:

a) A adig3o de campos de ténsaes gue nao possuam éingularidades
do tipo r'-% na extremidade da fissura nio altera o valor do
factor de intensidade de tensao;

b) Quando cada um dos campos de tensdao actuantes contribuir para
o valor de K, estes sdo aditivos para cada um dos trés modos
basicos de deformagao;

c) Quando varias configuragdes de carregamento s3o aplicadas a
mesma fissura, para as quais sio conhecidas as respectivas
fungdes de Westergaard Z, tais fungoes sdao aditivas e os va-
lores das tensoes e dos deslocamentos podem ser obtidos di-
rectamente do valor global de Z;

d) Em problemas bidimensionais englobando os modos I e II de de-
formagao temos:

Tensoes:

K K
_ I S S 3 _
o] cos—z—(l sen—z—sen > 8)

2TYr 2Ttr

II

) 8 3
sen > (2+cos—§—c0579)

q

K K
o = I cos-—g—(l+senisen—3—e)+-—£I—sen-73—cos—g—cos—g-—6

Y Varr 2 2 Va2rr

K K
T = L sen—e—cos—g-cos—g_— o+ 11 cos—g—(l-sen—g-sen—g— 8)

Xy 2 2
Va2rr vVa2rr
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Deslocamentos:

Em estado plano de tensao

Em estado plano de deformagao

K K
-1 /xr £ ;- 2 & I / r 8 (o 2 8
u T o7 cos 3 (1-2v+sen 2) + i > sen (2-2Vv + cos 2)
K K
=1 /. xr 0 o oyeme?2 Dy 4 1L /T 8 (- 2 0
v m > sen — (2-2v-cos 2) + ™ T cos (-1+2v + sen 5
w=0

2.1.2 — Mdtodos de determinagao de factores de intensidade

de tensao

Vimos no paragrafo anterior a definigao de factor de in-
tensidade de tensido e como determinar o seu valor em certos ca-
sos de carregamento e geometria, e que podemos caracterizar o es-
tado de tens3o junto duma fissura para O mesmo modo de carrega-

mento em funcdo dum Gnico parametro K, visto a singularidade que

aparece junto da fissura ser sempre do tipo (2mr) 7,

Para a determinagdo do factor de intensidade de tensao
em geometrias mais complexas que as descritas atras, & necessa-
rio recorrer a outros métodos, sendo uns analiticos e outros nu-
méricos. Além dos ja referidos, que,como foi dito, foram apresen-

tados por Irwin, outros métodos analiticos sao usados, tais como
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a transformagdo conforme, a expansao em séries de Laurent, o mé-
todo da colocagao de fronteira, etc.

Entre os métodos numéricos podemos referir o método das
diferencas finitas (primeiro a ser usado), embora seja actualmen-
te pouco utilizado devido a ser extremamente lento na convergén-
cia das solugoes. Outro método numérico &€ o método dos elementos
finitos que permite calcular o valor do factor de intensidade de
tensdo a partir do conhecimento directo das tensoes, deformagdes
e deslocamentos, ou a partir dos valores da taxa de libertagao de
energia G e do integral J, conceitos que serao desenvolvidos
seguidamente.

Naref.[20 |s3o tratados, com profundidade, varios méto-
dos, tanto analiticos como numéricos, de determinagao de facto-
res de intensidade de tenséoeanaref.[lQ]Rooke e Cartwright apre
sentam, sob forma grafica, solugoes para grande numero de geo-
metrias e carregamentos.

O interesse que ha em conhecer com precisao o valor do
factor de intensidade de tensao & devido ao facto de ser este o
parametro que controla a progressao instavel duma fissura exis-.
tente num componente. Assim, quando © valor de K atinge um valor
critico K_sque € uma caracteristica do material, denominada tenaci-

dade,. da-se a progressao instavel da fissura.

2.1.3 - Tensao teorica de rotura

A tensao de rotura dum corpo cristalino ideal & a ten-
sao que lhe deve ser aplicada para que ele rompa sequndo deter-

minado plano cristalografico. Se considerarmos uma malha cubica
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onde a distdncia entre atomos & bO e sujeita a uma tensao de
tracgéo o, como se indica na fig. 2-6, para calcularmos o valor
da tensdo que causa a rotura ao longo do plano xx', supomos que
o & a resultante das forgas F por unidade de superficie que
actuam entre pares de atomos como, por exemplo, cC e c'. Em pri-
meira aproximagdo, suponhamos que o valor de F que causa a rotu-
ré e igual ao que seria necessario para separar isoladamente um
par de atomos como c e c'. O calculo & aproximado, j& que nao
entramos em conta com a interacgao de cada um dos atomos ¢ e c'
e os atomos vizinhos, servindo, contudo, para calcularmos um va-
lor aproximado da resisténcia a rotura.

Se considerarmos um par de atomos, podemos representar
num grafico a energia de interacgdo por unidade de volume co-
mo fungdo da distancia b entre eles. Estas curvas tém, normal-
mente, a forma representada na fig. 2-7, tendo a energia um mi-
nimo para a distancia bo de equilibrio da malha cristalina. A
quantidade total de energia que devemos fornecer para separar
infinitamente os dois atomos & U, -

Podemos igualar esta energia a duas vezes a tensao su-
perficial y por unidade de area da superficie livre criada ao
longo do plano de rotura do sb6lido, ja que o trabalho realizado
forneceu energia suficiente para a criagao de duas superficies,
cada uma possuindo a energia Y.

A forcga necesséria para separar Os atomos pode ser cal-
culada directamente por derivagdo da fungao U = U(b), fig. 2-7,

vindo:
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mos & igual a bO e atinge o seu valor maximo no ponto de infle-
xao da curva U = U(b). A tangente na origem da curva forga-des-
locamento representa a rigidez da malha atdmica e estad directa-
mente relacionada com o médulo de elasticidade longitudinal do
material. O modulo de Young depende, portanto, da forma da cur-
va densidade de energia-distancia entre atomos e facilmente po-

demos deduzir relagOes entre este e o tipo de ligacdo atdmica.

Se fizermos x = b — bo a deformagao vem igual a ;( e,
o
por seu lado,a tensao & 0 = bFi—e A fig. 2-8 representa a cur-

o
va tensao-deformagaoc e a tangente na origem e igual ao valor do

modulo de Young. Para calcularmos o valor maximo da tenséo,oméx,

fazemos a aproximagdo de tomarmos a curva tensao-deformagao

igual & funcgao seno em meio periodo, vindo:

X
o] améx (2 m -5 (2-12)
onde ) &0 comprimento de onda, isto &, para x = —2—, =0 - -

Das consideragoes anteriormente feitas vemos que a area
da curva (2-12) representa o trabalho que & necessario realizar

para que a fractura se propague e podemos escrever:

Uo =2 Y

Por integracao de (2-12) entre 0 e —%— calculamos o va-

lor de 2 vy:
A ' A
2y=1 2 0maxsen(z n—’;—)dx=—2“—oméxt-cos(2 w—%\(——) :[0—2“
donde
A= 21X (2-13)
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Para deslocamentos pequenos tomamos o valor do seno pelo

do arco vindo:

o = oméx 2 T ) E € E 5
o)
De (2-13) vem:
2 2TX X
“max 2wy E5
o
donde
Ey
g - =
max bo

que representa a e€Xpressao que nos di a resisténcia ideal a

fractura.

2.1.4 — Teoria de Griffith

A tensdo tedrica de fractura de um sdlido & da ordem de
E/10, mas as tensdes de rotura reais de cristais e vidros sao
bastante mais baixas.

Foi Griffith, ref.[loj, gue pela primeira vez sugeriu
que a discrepancia entre os valores tedricos e praticos se po-
deria explicar pela presenga de fissuras, talvez muito pequenas,
no material. Como resultado de experiéncias que efectuou em vi-
dro, no qual garantia a quase inexistencia de fissuras, provou
que a resisténcia encontrada se aproximava da tedrica. Griffith
explicou este facto notando que uma fissura de comprimento a,
existente numa placa com espessura unitaria, solicitada pela ten-
sao tractiva o(fig. 2-9) provoca a libertagdao de uma determinada

quantidade de energia de deformagdo que estd associada & &rea
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tracejada da fig. 2-9, ou seja, deve ser proporcional ao qua-
drado de a. O valor encontrado por Griffith para estado plano
de tensao foi:

102 a?

2E
enquanto que,para estado plano de deformagao, encontrou:

2 42
U= — ro e (1_\)?)

2E

Eﬁpregamos o sinal (=) porque consideramos a libertagao
de energia de deformagao como negativa, ja que corresponde a uma
diminuig3o da energia existente no corpo.

Por outro lado a energia de superficie necessaria para
a criacao de uma fissura de comprimento a € S =2ya. Para va-
lores pequenos de a S & maior que U e n3o ha condigoes para a
propagagao da fissura, céntinuando a aumentar a energia total,
W=U4+ S, com o aumento do comprimento desta (fig. 2-10). Con-
tudo, a partir de determinado valor critico de a, a s a energia
total passa por um maximo, comegando depois a diminuir.

Nesse instante sera:

dw_ _

aa - °
e

d 10%a __ _mo*a _

3 ——2 —t2va-= g t2v=0
vindo para a = a_:

s = J2EXY_

¢ T a

Cc
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2
Ao parametro G=- g g = ﬂ‘; 2 da-se o nome de taxa

de libertagao de energia e tem um papel muito importante na de-

terminagdo do factor de intensidade de tensao, ja que:

em estado plano de tensao e

2 2
G = TOo® a (l‘—\)z)='K

E E

(L—v?)

em estado plano de deformagao:

2.1.5 — Calculo do valor de G em materiais dicteis

Para materiais mais dicteis que o vidro, como seja, por

exemplo, o aluminio, verifica-se na pratica que

embora o valor de C seja muito maior que 2yY.

Para explicar este facto Orowan sugeriu que a energia de
deformacao elastica libertada pelo aumento do comprimento de -fen
da era gasta nao sd como energia de tensao superficial mas também
utilizada na deformagdo plastica associada ao processo de frac-
tura (energia Yp).

Assim temos:

c=2¢vy+ Yp = Gc

O essencial &, portanto, definir o valor critico da ta-

xa de libertacgao de energia Gc,jé que Orowan e Irwin demonstra-
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ram que, se O comprimento da zona deformada plasticamente for
muito menor que o comprimento da fissura, podemos usar OS méto-
dos da Mecanica da Fractura Linear-El3stica e a resisténcia a

fractura & dada por:

2.1.6 — Determinacao pratica do valor de G

Vejamos como & possivel calcular o valor de G a partir
da energia libertada pelo aumento do comprimento da fissura.

Duas situacgdes se podem dar:
a) Carga P constante, auvmentando os deslocamentos u com
o aumento da fissura;

b) Deslocamentos u constantes,diminuindo a carga P com

o aumento da fissura.

Assim, para um deslocamento constante u,, um aumento do
comprimento da fissura de a para a+Aa traduz-se num decrésci-
mo da energia de deformagao elastica armazenada no corpo de
—%— P, u; para —%— P, u; (fig. 2-11).

Se, pelo contrario, a carga P se mantiver constante, um
aumento do comprimento da fissura de a para a+Aa traduz-se num
aumento do deslocamento gque passa de u; para u,, aumentando a
energia de deformagao elastica de —%— P, u; para —%— P; u;. De~
vemos, contudo, notar que as forgcas aplicadas ao corpo reali-

zaram trabalho no valor de P, (uz —u)), que se traduz num decrés-

cimo da sua energia potencial. Assim, a variagao da energia po-
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tencial do corpo €& dada por uma diminuigao igual a:

P, (uz —u1) - —%— Py (uz —ui) =—%— P (uz —u1) (2-13)

Observando a fig. 2-11 vemos que —%— (P, —Pz)u; (3rea G P, (u1),

P;) e —%— P, (uz —u1) (area O, P (u1), P, (u;) ) tendem para O mesmo
valor quando Aa tende para zero, isto &, a diminuigao da ener-
gia de deformagao no primeiro caso & igual & diminuigao da ener-
gia potencial no segundo caso.

Para concluir, resta adrescentar gue o resultado expres-
so em (2-13) vai permitir-nos, mais adiante, desenvolver uma
sub-rotina que permitira calcular factores de intensidade de ten-

s3ao a partir da energia potencial libertada pelo aumento do com-

primento da fissura.

2.1.7 — Integral J

2:1.7.1 — Definicao

Em 1968, Rice, ref.[ 18], introduziu para corpos planos,

elasticos, (lineares ou nao), de espessura unitaria, o conceito

de integral de contorno J, como sendo:

-
J=f(wdy—$| gi ds)
r

onde:

I — & um contorno qualquer definido .no corpo;

um elemento infinitesimal do contorno T;

o

ds —
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w — & a funcdo densidade de energia de deformagao ao

longo do contorno T;

=17

—_ & a tens3o existente ao longo de T associada ao ele-
mento ds;

-+ -
4 — & o vector deslocamento nos pontos do contorno T.

Este conceito de integral J é importante porgue Rice mos-
trou que, se o contorno for fechado, o seu valor & nulo,e que,
para um COrpo com uma fissura orientada segundo o eixo dos xX,

o seu valor, para qualquer contorno que contenha a extremidade

da fissura,comece no seu bordo inferior e termine no bordo supe-
rior (fig. 2-12), & sempre O mesmo, desde que a integragao se faga
sempre no mesmo sentido, habitualmente o sentido directo, e igual
ao valor da taxa de libertagao de energia potencial, tomado es-

te com o sinal contrario, isto &:

Para um corpo que apresente um comportamento linear-elas-
tico J, reduz-se a G, sendo, portanto, uma extensao do conceito de
G que se aplica a corpos com comportamento eléstico nao linear.

Ao generalizarmos O conceito de J a corpos com comporta-
mento elasto-plastico estamos a aproximar o comportamento elas-
tico nao linear ao comportamento elasto-plastico, o que parece
ser aceitavel, desde que O COrpo nao seja descarregado. Devemos,
contudo, notar gue,em COIpPOS onde existam zonas plasticas, houve
dissipagao de energia porgue, COmO é sabido, a deformagao plas-
tica & irreversivel.

Consideremos um corpo plano, fissurado, de area A, es-

pessura unitaria, solicitado por um conjunto de forgas exterio-
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res,e seja I = FT + Pu o contorno de A. A sua energia potencial,

em:elagéoeadeterminadoreferencial, é dada por:

U=/fwdA-/ T|uads

A FT
onde w, Tenu j3 foram definidos, T,, € a parte de T onde estao

T

definidas as forgcas exteriores e Pueaparte de T onde estao defi-
nidos os deslocamentos.

De acordo com o Teorema dos Trabalhos Virtuais, ref.[ 7],
para um corpo eldstico esta energia & constante gqualgquer que se-
ja o sistema de forgas exteriores aplicado. Contudo,quando estu-
damos o problema da progressao duma fissura existente nesse cor-
po, podemos admitir que & o proprio corpo que se modifica, passan-
do a fazer sentido falarmos de variagao de energia potencial.
Definindo a alteracado do corpo como fungao do comprimento a, va-
riavel, da fissura, podemos dizer que U=U(a). Quando explicamos
a forma como se da a progressao duma fissura existente num corpo,
dissemos que a energia necessaria para a sua progressao provinha
da transformacdao da energia de deformagdo elastica existente na
vizinhanca da fissura na energia de tensao superficial necessa-
ria para a criagao das novas superficies originadas pelo cres-
cimento da fissura e que corresponde a uma diminuigao da ener-

gia potencial do corpo, pelo que —%—g— < 0. )

Em corpos com comportamento elastico, linear ou nao,
esta perda iguala a energia necessaria para provocar o aumento
do comprimento da fissura, enquanto que,em corpos com comporta-
mento elasto-plastico,ela devera igualar a soma de duas energias:
a necessaria para provocar o aumento do comprimento da fissura

e a que foi dissipada na deformacao plastica do corpo.
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2.1.7.2 — Deducdo da expressao do integral J

Vimos gue a energia potencial, funcao do comprimento a

da fissura, & dada por:

Consideremos o corpo representado na fig. 2-13, na qual
o referencial cartesiano tem a origem na extremidade da fissura
e se desloca com ela.

Calculando a derivada de U em ordem a a temos:

> -+
du _ W _ 3 T > _ 2> du _
Y ~£ s dxdy § 5 | u ds £ Tlaa ds =
T T
ER > 3u
=/ dxdy -/ T| 5 ds (2-14)
a a T a A
T

Reparemos que w=w(x,y, a) em todos os pontos do domi-
nio A, 3==3(x,§n a) em todos os pontos do dominio, excepto ao
longo da fronteira Tu onde sao fixados os deslocamentos, sendo
al apenas fungao das coordenadas cartesianas, O mesmo aconte-
cendo com T=7 (x, y, a) nos pontos da fronteira PT onde as for-
cas sdao um dado do problema e, portanto, independentes de a.

Como a origem do referencial se desloca com a fissura,
mantendo-se sempre na extremidade desta, a um incremento infi-
nitesimal da do seu comprimento corresponde uma diminuigao dx
da abcissa x de qualguer ponto do corpo, sendo, portanto,

da = - 4 x.
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Podemos, assim, escrever que:

dw _ 9w dx _ _ 9w
5a odJx da 3 X
pu_ 93U dx _ _ du
5a  9x da 3 X

e de (2-14) vem:

31

9 X ds

o)

dU__ _ ;3% gygy+ /S T|
d 0 X
A FT

Por aplicacao da 2a. Formula de Green, ref.[Zl],

temos:
9w _
S X dxdy = J wdy
A r
Se for Fu a parte da fronteira onde os deslocamentos a
sao nulos temos:
-+ - > -
2 du _,Z gy ou >, 90U _ , 2. d0u
{Tl e as-l{'r] axds+1{T| S —£T| = ds
T u T :
podendo, entao, escrever-se:
au 31
J=-Ti—a—=fwdy—f$| X ds =
T r
>, 31U
= fwdy = T | 55 ds) (2-15)

r

Fica, assim, demonstrado que, para um referencial com

origem na extremidade da fissura e que se desloca com ela, a
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expressao do integral J & dada por (2-15).

Para concluirmos esta demonstragdo & necessario provar
que a sua expressao & formalmente a mesma guando consideramos
como referencial um sistema de coordenadas fixo, no gqual o eixo
das abcissas se mantém coincidente com a fissura (fig. 2-13).

Ja vimos que:

Ow_ _ _ oW
oa 3 x
34 _ _ du
3a o X

o que & equivalente a dizer que, para a constante, a variagao

de w(x, y, a) e A (%, y, a) comx & simétrica da variagao dew(x, y, a)
e G(x,yu a) com a, para x constante, isto &, podemos calcular J
por derivacdo destas fungBes em ordem a x em vez de por deriva-

¢ao em ordem a a:

Como, para cada comprimento da fissura, as coordenadas

dos pontos do corpo sio dadas, no novo referencial, por:

X =x+cC
Y =y
com ¢ constante, temos:

X =X -—-cC

Yy Y

vindo J dado por:

>
3= f[wix, y,a) dy—T(x,y,2) | BU(:’y'a) ds ] =
T X

-
= [ [w(X—c,Y,a)dy-%(X-C,Y,a) ! du(X-c,¥,a) 39X l+(Ji)L42dx]
r 9 X 9 X d x
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->
- f[w(x-c,¥,a)ay-F (X-c,v,a) | 28X=e,¥,a)  /y,(d¥)2447-
T 3 X d X

>

du(X, ¥, a) 3]
3 X

>

=/ [wx,Y,a)dy — T(X,Y,a) |
T

ficando assim demonstrado que a expressao de J no referencial

fixo é formalmente idéntica a do referencial movel.

2.1.7.3 — Independéncia do valor de J relativamente

ao contorno T

Vamos mostrar que, para um gualquer contorno fechado T*

definido num corpo, o integral:

-
Jd u
0 X

S (wdy — T | ds)
I‘*

é sempre nulo.

Seja, entao, I'* um contorno qualquer, fechado, gque con-
tém a area A* (fig. 2-14).

J & dado por:

_ . )2
J =/ (wdy — T dc)
I"*( Y I 3 x
sendo:
>
™ (2-16)
= .. d €, -
wo= 9y ij
T, -5 . n. (2-17)
ij ]
d=ul+v] (2-18)




De (2-17) temos:

_ _ dx dy dy dx
= + = — = -

Tx %% Mx Txy ny 9% an + Txy dn 9% ds Txy ds
T =1 n +o. . n = ax + Ay . T gy o dx

y Xy x Y vy T'xy dn 9% Tan xy ds y ds

por ser:
dx _ _dy
dn ds
dy _ _ _¢&x
dn ds
e como:
3 _ _du_ 7 dv._
% - ox t o )
temos que:
> 8u d dx du dy _ dx , v
| X _(x ds Txy ds) Ix ds"-(Txy ds y ds ) ox ds
_ Ju _ v v
9% Tox dy Txy X dx Txy 9 X dy 0y 3 x dx
transformando-se J em:
- Ju _ ov Ju OV v
J—.I/:lzwdy-O'x—a—i—dy Txy 5% dy)+(TXY % dX+0y 3% dX)_l—

_ 9u Y Ju A%
‘g*ﬁw-cx 5% 'xy OX Yay + (L Tox T %y Tax )] ax

Por aplicagao da Formula de Green, ref.[21], temos:

34
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) du vV 3 Ju v
= —_— (w=-o0 - —_—) - = —_— _— =
_ ow _ 3 su ov
"i*Eax 3% (x Tox Txy Tax )=
9 Ju v
= 3y (Txy 7%~ * %y Tox )] dxdy (2-19)
De (2-16) temos:
3w aw 0 fi3 945
= , =0 (2-20)
99X aeij 3 X ij 9 x
ja que:
€mn
oW __ . 9 f o de,. =
aelj aelj 0 13 J 1]
Desenvolvendo o somatdrio expresso em (2~-20) temos:
3 d € d € 9 € 3 €
Y =0 X pr, ——A 1 X _+o Y -
d X X X Xy 9X yx ax y oxX
_ 2 3 u 3 1 Ju v
T Ux 9x (Bx)+Txy 9 X Z(By +3x)]+
3 1 3V 3 u d LY _
+ Tyx X C 2 (= * )1 +o 5x ¢ oy ) =

_ 5 , 3u 3, du , dv 3 ,3v., _
= Ox Tox (ax) +'&y X (ay * Bx)'+0y X ‘ay) .
_ 5 , du 3 , du

= Ox Tox (3x )t Txy Tox ¢ oy ) +

+ 1 -—3——(—%—)+o

9 v

Y
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Reparemos que, para estados planos e na auséncia de for-

cas de volume, as equagoes de equilibrio sdao dadas por:

3o 9T
9 X 3y
90 9T
b S X =0
Ay 9 X
o a s L. ' ~ 9 u 3V
e, multiplicando a primeira equagao por e a segunda por ’
9 x d X
vem:
30 0T
X ,%u ,__xy .28 _, (2-22)
3 X 3 X oy 9 X
90 9T
y . 3v . __ X 3V _, (2-23)
oy a x 9 X 9 x

Somando (2-22) e (2-23) a (2-21) o resultado nao se al-

tera e vem:

.Pi: _é._(-a_u_) +TX __.a_.(ﬂ) +Tx .._a__(i‘.’_) +0 _L(ﬂ) +
ox X 3x  ax Y 3x oy Y ax  ox Y ax oy
o0 0T 90 0T
+ X Ju + Xy du + y _ov + Xy 8v _

9 x X oy Ix 3y 9x 9x ax

90 9T
- X 8u+0 a(au)+ Xy 8v+_[x 3(av)+
3x  o9x T oax ax 3x  ox Y 3x  ax
]
+3°z ’c)v_*_o 9 (av)+ Txy E)u_'_T ) ('au)=
oYy 9x Y ax 3y ay X XY 5x oy
- 3(0 Bu.*_T Bv)+ B(T Z)u*_O Bv)
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-

Concluimos, facilmente, que o integrando de (2-19) &
zero, ficando assim provado que o valor de J ao longo dum con-
torno fechado €& nulo.

Facil &, agora, mostrarmos que o valor de J & indepen-
dente do contorno. Consideremos dois contornos T, e I';, tais que
'y envolva completamente I'; (fig. 2-15) e sejam t; e t2 os con-
tornos existentes, respectivamente, nos bordos superior e in-
ferior da fenda, entre I') e T,. (', pode ser o prdoprio contor-
no ' do corpo).

O contorno constituido por T,, t;, T, t, & fechado,
logo sera J = 0.

Como ao longo de t; e t, o integral é nulo, por serem
dy =0 e T = 0, vemos que o integral ao longo de T,, percorrido
no sentido‘directo, e o integral ao longo de T'; percorrido no
sentido retrdgrado sao simétricos, sendo, portanto, iguais quan-
do percorridos no mesmo sentido.

Fica, assim, demonstrada a independéncia do integral J

relativamente ao contorno de integragao.

2.1.7.4 — ImplicacSes da existéncia de pressao no interior

da fissura no valor do integral J

Vejamos o gue acontece se O interior da fissura estiver
sujeito a uma pressdo p(x) (fig. 2-16).

Se tal acontecer, & necessario somarmos ao valor de J ja
calculado um termo que entre em consideragao com este facto.

Reparemos que ao longo da fissura temos (em modo I):
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dy = 0
T =0
X
T = X
y p (x)

Entao ao longo da fissura (contorno Ff) a parcela cor-

respondente a este contorno é:

Je =/ —px 8V ax
Pf 3 X
Se considerarmos p(x) = constante, correspondente a ca-

sos de. grande importadncia pratica, temos:

d,
1
Jf:—prdx: E_pv(x'y)]
T 9 X d
£ s

- pv(di, y) +pv(ds, y) =p ]:V(ds, v) -v(di, y) ___I
Comoey=0 temos:

Jf = p [:v(ds‘., 0) —V(di, 0) ]

Podemos, entao, concluir que, no caso de no interior da
fissura existir uma pressao constante, o integral J transforma-

-se em:

-
J=PEV(dsl 0)'V(di, O)J+i—{"(wdy_7f| gi ds)

sendo w, T e u calculados com base em todas as forgas exterio-
res aplicadas, incluindo, portanto, a pressao p que actua nos

bordos da fissura.
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2.1.7.5 — Transformacao da formula do integral J com

vista & sua computacao

Para possibilitar o cdlculo automatico do valor do in-
tegral J & necessario transformar a sua expressao por forma a
ficar apenas fungao das tensdes, deformagoes e deslocamentos.

Podemos escrever gue:

>

_ ;-* Ju _ S Ju Ju _
J—%(wdy T | % ds)—%(wdy i dy+_Txy,3x dx
3 v 3 v -
—Txy X dy + oy X d x) (2-24)
Por ser
u = u(x,y)
V=V(XIY)
diferenciado temos:
_ du Ju
du = X dx + 3y dy
dv = Y gax + = ay
3 X 9y
e, portanto:
du _ _ 9du
3y dy = du X dx
oV _ _ oV

Substituindo em (2-24) vem:

= o u Ju _ dV _ du
J_£EWdy-oxT§c_dy+Txy_§_x_dx Txy 3 x dY = Tyw 3y




40

v

2 u )
+ 1___{(du d x) +0y(dv 5

Xy a x dy)]=£(wdy-ox Exdy+

+'rxyexdx—'rxyyxydy+‘rxydu—Txyexdx+oydv—oysydy) =

dy~-0c e _dy+ =T du+o _d 2=-25) -
yyyy.xyuyv) ( )

= g(w dy - O €x dy — T‘xyyxy

Se admitirmos que a deformagao se processa em regime li-
near-elastico, a densidade de energia de deformagao para estados

planos vem dada por:

mn 1

= = 2
W {Gijdeij > (ox+oy+oz) +

1+v

Em estado plano de tensao &, como sabemos, oz =0 vindo:

1ty 2_g g ) (2-26)

W= E Xy X Yy

1 2
5 E (0x+ oy) +

Em estado plano de deformagao & o, =v(o, + oy) vindo:

_ 1 2 14+v 2 _ _ _
w—ﬁ—tox+oy+v(ox+oy)] + ETxy 0.0 voy(cx+cy)

Yy

-1 2
-\)ox(ox+cy)]— s~ (1+V) (0x+oy)] +

= 1+V)2 2 _£_+_-\.)__ 2— 2 2 - =
=L (0X+g) + ETxy v(o, +0y +20xcy) oxoy

2 _ 2 _ s
Xy v(ox+ oy) o oy :] (2-27)
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Com base nas equagoes (2-25), (2-26) e (2-27) estamos
em condigoes de desenvolver uma sub-rotina que possibilite o
calculo automatico do integral J, sub-rotina que serd descrita

em pormenor no capitulo 4.

2.2 — Mecanica da Fractura Elasto-Plastica

Os conceitos introduzidos no paragrafo anterior, e que
constituem as nogoes fundamentais julgadas necessdrias para a
compreensao da Mecanica da Fractura Linear-Elastica, s0 s3o va-
lidos quando a zona deformada plasticamente & de dimensoes redu-
zidas e existe no interior dum corpo deformado elasticamente.
Quando isto nio acontece os pardmetros entdo definidos n3o sdo
aplicaveis, sendo necessario introduzir novos parametros para ca-
racterizar a fractura dos materiais.

Embora este trabalho trate de problemas ligados com a
Mecanica da Fractura Linear-Elastica, julgamos conveniente defi-
nir, ainda que muito sucintamente, os parametros que procuram
caracterizar a tenacidade dos materiais que admitem grandes

deformagoes plasticas antes da rotura.

2.2.1 - Crack Opening Displacement (C OD)

O primeiro parametro a ser usado para definir a progres-
sao duma fissura em regime plastico foi o "Crack Opening Displa-

cement", também designado por COD e introduzido por Wells em

1961, ref.[22]].
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O COD, designado habitualmente por § pretende medir a
capacidade do material se deformar plasticamente antes da frac-
tura, através da medicao do afastamento dos dois bordos da fis-
sura inicial na sua extremidade (fig. 2-17).

O uso do COD na avaliagao da tenacidade de materiais
baseia-se na hipotese de que existe, para cada material, um va-

lor critico de § correspondente ao inicio da propagagdo duma

fissura existente num corpo, como se mostra na fig. 2-18. Em (1)

representa-se a fissura inicial, em (2) e (3) valores sucessiva-
mente crescentes do COD, correspondentes a valores crescentes
da carga aplicada, estando em (4) representada a propagacgao da
fissura de comprimento inicial a para a + Aa. O valor critico
do COD & o valor de 8 existente na extremidade da fissura ime-
diatamente antes da sua propagagao.

Existem varios processos para a determinagao experimen-

tal do valor critico do COD, tendo sido alguns desses processos

objecto de normalizagao recente, ref.[:4 ].

2.2.2 — Interesse pratico do conhecimento do valor de J

O interesse pratico do conhecimento de J deve-se ao fac-

to de Begley e Landes, ref.[ 3 ], terem demonstrado que, tal
como o valor critico do COD caracteriza o estado corresponden-

te 3 propagagao de uma fissura, existe um valor critico de J,

designado por J_, que caracteriza esse mesmo estado, isto e,
c

para um corpo no gqual existe uma fissura, se lhe aplicarmos um

sistema de forgas exteriores gradualmente crescentes, no ins-

tante em que § atinge o valor critico 6, J atinge o valor cri-
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tico Jc e da-se, entao, a propagagao da fissura.

O valor de J_ € entao uma caracteristica de cada mate-
rial, estando os métodos experimentais para a sua determinagao,
bem como as relagoes existentes entre J e o COD, tratados de-
talhadamente na ref.[ 5 .

X semelhanca do referido a proposito da determiﬂagéo do
COD, também a determinagao experimental de Jc foi objecto de

normalizacao muito recente, ref. C1].
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FIG. 2-17
Representac3o grafica do conceito de COD.
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3 — Método dos Elementos Finitos: sua aplicacao a estados

planos de tensao e de deformacao

3.1 — Breve apresentacao do método

S30 muitos os problemas cuja solugdo corresponde a deter-
minagdo da distribuigdo das tensdes e das deformagoes dum meio
elastico continuo. Ha, assim, neceséidade de conhecermos O que
se passa num meio constituido por um conjunto infinito de pon-
tos. Uma maneira de solucionarmos este problema & dividirmos o
meio continuo num nimero finito de elementos separados entre si
por linhas ou superficies imaginarias. A cada uma das partes em
que o meio continuo fica dividido damos o nome de elemento fi-
nito e supomos gue os elementos estdao ligados entre si num de-
terminado niimero de pontos, chamados nds, situados nos contor-
nos dos elementos.

Os problemas sio, em geral, equacionados de modo as in-
cognitas serem os deslocamentos dos nos. Assim, para cada ele-
mento, & arbitrado um conjunto de fungdes (fungoes de forma)
cujo objectivo &, além de aproximarem O campo de deslocamentos
no interior do elemento, assegurarem, ai, as condigGes de com-
patibilidade. Tais fungOes sao suficientes para definir o esta-

do de deformagéo do elemento e, conjuntamente com as proprie-

dades constitutivas do material, definirem o estado de tensao

em qualquer ponto do elemento e, portanto, também no seu con-

torno.
Se considerarmos um sistema de forcas concentradas nos

nds, que equilibrem as cargas distribuidas no elemento e o cam-

PO de tensSes devido ds deformagles e tensoes iniciais, temos
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uma relagao matricial entre forgas e deslocamentos do tipo:

e e e e e e e e e
=k a®+ £+ £% + £€ =k
g ~ -~ ~p ~€0 ~0p¢ ~ é +§

onde f; representa as forgas nodais necessarias para equilibrar as
forgas distribuidas que actuam no elemento e fe e fe representam,
respectlvamente as forcas nodais necessarias para equlllbrar qual—
quer deformagao inicial, como a que é provocada, por exemplo, por uma
variagéo de temperatura se os nos estiverem impedidos de se deslocar,
e as forcas nodais necessarias para equilibrar qualquer campo de ten=
soes iniciais. O termo }Eeée representa as forgas que aparecem
como consequéncia dos deslocamentos dos nds. A matriz ]se, que rela-
ciona as forgas nodais, ge- g; - —fjo - §§0 , com os deslocamentos no-
dais, §e, di-se o nome de matriz de rigidez do elemento.

Se forem conhecidos os deslocamentos nodais ge, estamos
em condicdes de poder determinar o estado de tensdo e de defor-
macao do elemento. Contudo, ©0 que se passa no elemento (e) de-
pende do que se passa na totalidade do dominio, sendo, portanto,
necessario encontrar uma solugdo global que satisfaca as condi-
¢oes de equilibrio e de compatibilidade dos deslocamentos.

Qualquer sistema de deslocamentos nodais a, representa-
tivo dos deslocamentos de todos os nos, satisfaz automaticamente
a segunda condigao. Como as condigoes gerais de équilibrio sao
satisfeitas no interior de cada elemento, apenas & necessario
estabelecer as condigoes de equilibrio nos nds da estrutura. O

estabelecimento das condigoes de equilibrio conduz-nos a um sis-

tema de equagoes lineares, cuja matriz é amatriz de rigidez da

estrutura, e onde as incégnitas sao os deslocamentos nodais;
uma vez resolvido este sistema de equagoes, ficam conhecidos os

deslocamentos de todos os nds, incluindo, portanto, ©os desloca-

mentos a® dos nés do elemento (e), gque, introduzidos na equagao
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de equilibrio do elemento, anteriormente referida, permitem cal-
cular as forgas nodais, e, além destas, através das fungOes de
forma do elemento, o campo de deslocamentos, a partir do qual
podemos determinar os estados de deformagao e de tensdo, como
ja referimos.

3.2 — Estados planos de tensdo e de deformacao

Vejamos, agora, como podemos formular um elemento fini-

to para estados planos.

Um elemento nestas condigdes & definido pelos nos i, j,
..., m e pelo contorno formado por linhas ligando os nos.

Os deslocamentos u em qualquer ponto do elemento sao

aproximados por U dado por:
a,
_ 1 =i
L, N |4 a.
3’ =m-) =3
a
“m

u={2}=8=2 N =Na® (3-1)

i §§= [I-‘!i'lg

-~

~ ~ e -
onde as componentes de N sao geralmente fungoes dadas,e a” e uma

matriz coluna formada pelos deslocamentos nodais do elemento.

As funcgoes Ni’ Nj e Nm devem escolher-se de modo que, ao

substituir em (3-1) as coordenadas dos nos, se obtenhamos corres-—

pondentes valores nodais, isto é:
Ny (x50 ¥, =1
enquanto gue

(x., yf) = N, (x_, ym) = 0

(x., ¥Y.) = N, (x, ym) =0

(x,, yi) = gm (x., v:) =0
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Estas condig¢des sdo satisfeitas se os N forem fungoes
lineares apropriadas de x e Y.

Conhecidos os deslocamentos em todos os pontos do ele-
mento, podemos calcular as deformagoes em qualquer ponto, ja
que € = L u, sendo L o operador apropriado.

Da equagdo (3-1) vemos que as deformagOes sao aproxima-

das por: o
e=Lu=LNa%=8a"
As tensoes podem calcular-se a partir das deformagoes
atraves da expressao

g =D (E"Eo) + 0o (3-2)
desde que o comportamento do material seja linear e onde

D ~ representa a matriz de elasticidade onde estao con-

sideradas as caracteristicas elasticas do material,
£¢ — representa as deformacoes iniciais existentes no
elemento, e

0y — representa as tensoes iniciais.

e TORT e e

3.2.1 — Equilibrio do elemento. Aplicacao do Teorema dos

Trabalhos Virtuais

' cos e e e eqT
Recordemos que definimos g = I:gi, gj, gm] como as

forcas que actuam nos nds dum elemento (e) e sao. estaticamente

equivalentes ao conjunto das cargas distribuidas, das tensoes

provocadas pelas deformagoes e tensdes iniciais, e das tensoes

induzidas pelos déslocamentos dos nds. Cada uma das forgas gi de-

ve ter o mesmo numero de componentes do deslocamento nodal a;

correspondente, e as suas componentes estarem ordenadas segundo

as direccgdes correspondentes das componentes dos deslocamentos.
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As forgas de volume b sao as que actuam por unidade de
volume, em direcg¢Oes coincidentes com as dos deslocamentos u.

Para estabelecer a equivaléncia estatica entre as forgas
nodais, as tensoes actuantes no contorno e as forgas de volume,
vamos aplicar o Teorema dos Trabalhos Virtuais a este sistema
em equilibrio. Seja, entéo,Gge um deslocamento virtual dos nos
que origina deslocamentos e deformacoes no interior do elemento

dados por:

i O trabalho virtual das forgas nodais & dado por:

GaET ge

e o trabalho virtual interno de deformacao e das forgas de vo-

lume & dado por:

T. T
se” g—suTb=(86a%) g - (6% p=62""B g~ 82" N b =

Neste caso o Teorema dos Trabalhos Virtuais diz-nos ques

T

a7 q% = 5a°T (s B” gdv

QT bdv)
Q d < ve

- f
ve
Como esta igualdade é valida para qualgquer deslocamento

virtual temos:

¢ =7 BT gav -/ N bdv
ve - T v

Esta expressdo & valida quaisquer que sejam as relagoes

entre tensdes e deformagdes. No caso de existéncia de lineari-
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dade entre tensoes e deformagoes (equagao (3-2)) temos:

qe=./'eBT [D(e~€q) +0p | dv—/ NT b dv =
2 ~ -~ = - e ~ put
\Y v
=.%nggdgedv—fegrgedv+feBToodv—feﬁrbdv=
\4 \ - v- T 7 v-T
=(/_BTDBAV) 6a®~/ N'bdv—/ B Desdv+/ B godv
\% \Y% - v-oT 77 v T
Se escrevermos esta igualdade sob a forma
ge - Ee ée + ge
temos:
x* = s BT DBAvV (3-3)
s e < -~ <
v
£ =-IeNdev—-IeBTQEodv+ s B gsdv (3-4)
- v~ 7 v- "~ v

Na equagao (3-4) os termos do segundo membro represen-
~ tam, respectivamente, as forgas de volume e as forgas devidas

3s deformacdes iniciais e &s tensOes iniciais.

3.2.2 — Extensao do Teorema dos Trabalhos Virtuais a

totalidade do dominio

No paragrafo anterior aplicamos o Teorema dos Trabalhos
Virtuais a um elemento isolado,utilizando o conceito de forga
nodal equivalente. N3do & necessario, contudo, considerar cada
elemento isoladamente, e o raciocinio ai desenvolvido pode apli-
car-se directamente a todo o dominio, podendo a equagao u =:§§

estender~-se a totalidade deste, representando, entao, a os des-

. e
locamentos de todos os pontos nodais. Reparemos que §i==§fqua§
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do o ponto esta no interior do elemento i, e Ei = g,quandocnpon—
to nao pertence a i.

Podemos do mesmo modo definir a matriz de deformacgao B
estendida a todo o dominig e, no que se segue, suprimiremos as
barras, admitindo que todas as grandezas estao definidas na tota-
lidade do dominio V.

Se representarmos por r o vector das forgas nodais e por
t a carga por unidade de superficie distribuida ao longo do con-
' torno exterior, por aplicacao do Teorema dos Trabalhos Virtuais,

temos:

T

T de"odv (3-5)

da " r=~/ u bdv-/S 61;1 tda+/Js
-7 v "~ A \'
e,efectuando as substitui¢oes convenientes, obtemos novamente um

sistema de equagoes do tipo:

ka+ f=r

-~

onde

o
il
1
w)
v
fof
<

<=

B' godv

tHh

/NTbdv-/N tdA-SB Deodv+/S
v™ ~ A - \' v
estendendo-se as integraqées,ou a todo o volume V,ou a toda a

drea A da superficie exterior onde estao definidas forgas dis-

tribuidas.

Do que foi dito podemos concluir que:

_. e
ki3 7% Ky

_ e
£ -t
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Para concluirmos,é conveniente chamarmos a atengao para
o facto de que, ao considerarmos o trabalho virtual das forgas
aplicadas a todo o dominio, equagao (3-5), e ao igualarmos.este
3 soma das contribuig¢Oes de cada elemento, estamos a supor im-
plicitamente que nao existem descontinuidades entre elementos
adjacentes; se tal acontecesse,teriamos que acrescentar uma par-
cela igual ao trabalho efectuado pelas tensoes existentes nas

superficies de descontinuidade entre elementos.

3.2.3 — Formulacdo do elemento triangular de

deformacao constante

Vamos, agora, deter-nos na formulagao do elemento trian-
gular para estados planos de tensao ou de deformacao. Em qual-
quer destes estados o campo de deslocamentos pode ser expresso
univocamente em fungao dos deslocamentos u e V,nas direcgoes

dos eixos cartesianos x e y, respectivamente.

3.2.3.1 ~ Caracteristicas do elemento

3.2.3.1.1 — campo de deslocamentos

A fig. 3-2 mostra o elemento triangular onde os nés i,

j, m est3o numerados no sentido directo. Cada no tem dois des-

locamentos, sendo, por exemplo, OsS deslocamentos do no i dados

por:
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As componentes dos deslocamentos nodais do elemento vém,

entao, dadas por:

ficando os deslocamentos no interior do elemento definidos uni-

vocamente por estes seis valores.

Assim temos:

u=o0a; + 0 X+ a3 Yy (3-6)

v = oy + s X + 0 ¥ (3-7)
sendo as constantes oy calculadas resolvendo os sistemas de
equacSes que se obtém substituindo as coordenadas dos nds em

cada uma das equagoes (3-6) e (3-7)eigualando as expressoes obti-

das aos deslocamentos nodais respectivos.

Para os deslocamentos u temos:

= + X, + @ .
ui o1 Q2 i 3 yl
u. = a; + 0y X, + 03 Y.

3 ! 3 3

= + + O

um [VEY 02 xm 3 Ym

e resolvendo este sistema em ordem a o;, 0 € a3 e substituindo
em (3-6) vem:
= 1 .+b.x+c. ;
u = i;_z. C (a; +b; x+cy y) ui+(aJ bJX c y) uy +

B 3-8
+ (am + bmx + y) um_r ( )



62

com
a3 T %3 ¥~ Xn Y5
bi = yj - Y (3-9)
cy = Xp T Xy

ndo- tros Indices a. . . -
obtendo-se os outro LSV bJ, cj, a s bm e ¢, por per

mutagao circular dos Indices nas equagoes (3-9).

Notemos que:

ST £1

2 A= l x
J yJ
1 xm xm

& igual ao dobro da area do triangulo i j m.

Para a componente vertical dos deslocamentos obtemos,

por raciocinio andlogo ao anterior, a seguinte expressao:

1
2 A
' 3-10
+ (am + bm x + cp v) Vm_] ( )

Exprimindo as relagoes (3-8) e (3-10) na forma geral

(3-1), temos:

u - e

e -

u = { l==§ a® = (1 N, I Nj,; Nm_Jg (3-11)
v

onde I & a matriz unitaria de 2x 2 elementos e

1
Ni = 5% (ai + bi X + ¢y y)
1 4 (3-12)
= 4+ b. X + C. )
Ny =571 @ * Py j ¥
N = 1 (a_ +b_x+c_vYy)
‘m 2 A m m m



3.2.3.1.2 — Matriz das deformacoes

A deformagao total em gqualquer ponto do elemento pode
definir-se através das componentes ndo nulas do tensor das de-

formagoes:

€ 9 (o]
X J X
u
G -
€ = € = 0] { =L u
~ y 8y v ~ e~
Y. 3 ]
) | sy 3 x _
De (3-11l) temos:
a,
~i
— e _
é_gé -[131’ ~3 gm] ~J
a
-m

sendo B a matriz das deformagoes na qual o elemento B,, por

‘exemplo, & dado por:

o N,
1 0 bi (o}
9 X
BNi 1
., = L I N,= (0] = 0] ci (3-13)
~1 ~~ 1 3y 2 A

9N BNi b

i i
| 3y 9 x | L -

De (3-13) vemos que a matriz B ndo & fungao das coorde-

nadas dos pontos do elemento, e, por isso, as deformagoes sao cons-
tantes dentro de cada elemento. Tal facto deve-se a termos es-—

colhido fungoes lineares para representarmos os deslocamentos.
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3.2.3.1.2.1 — Deformacoes iniciais

As deformagBes iniciais, isto &, deformagaes independen-
tes das tensoes, podem dever-se a varias causas, entre as quais
as mais frequentes sao as variagoes de temperatura que darao lu-

gar & existéncia dum vector de deformagao inicial dado por:

Admite-se que, dentro de cada elemento, esta deformagao,
ou & constante, ou assim se considera, tomando;se, ent3do, o seu
valor médio, o que esta de acordo com as fungoes que foram con-
sideradasparérepresentar os deslocamentos.

Se num material isotrdpico, cujo coeficiente de dilata-
c3o térmica & o, considerarmos, num elemento, uma variagao de
temperatura ee, a matriz das deformagGes inicais Eo desse ele-~

mento & dada, em estado plano de tensao, por:

0€ _ (3-14)



3.2.3.1.3 — Matriz de elasticidade

Ja sabemos que:

% €x
G =90, =D ( ey - €9¢)
Xy ny
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(3-15)

onde 0, nao foi considerado por ser um termo puramente aditivo.

Esta formula & valida para qualquer material submetido a um es-

tado plano de tensdo ou de deformagao. Vejamos o gue acontece

no caso do material ser isotropico. A lei de Hooke diz-nos que

as tensdes estdo relacionadas com as deformagoes do seguinte

modo:

a) Em estado plano de tensao

1
= - +
€, (ox \)cy) eXO
E
1
= — (= +0 ) + ¢€
ey . (—voao, y) Vo
_ _2(1+v) +
Yy = Txy Yxyo

E

A matriz de elasticidade D vem,neste caso,dada por:

(3-16)
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b) Em estado plano de deformagao

Neste caso a tensao normal oz nao & nula, devendo o seu
efeito ser considerado. No caso particular das deformagoes ini-

ciais serem devidas a uma variagao de temperatura, temos:

€ =—l—(o—vo—vc)+a6e
X E X Y . z
1 e :
£ = —— (—V0o +0_——~Vv0O_.) + 0o 6 (3-17)
y E ( X Yy z _
2(1+v)
=.____——-.——T
ny E Xy
R S - € _
Como e, = . ( Vo \)oy+oz)+a9 0

e
eliminando cz e, substituindo o seu valor (crz =V (ox + oy) -Eab6)

nas equagoes (3-17),vem:

™
n

L [(l—vz)cx—v(1+v)oyj + (L+v) a6®

X E
e = [—v@+v)o + (1-vi)o T+ (1+v)a6® (3-18)
Ng E X Y
_2(14+v)
ny = -—————-———E Txy

Se repararmos em (3-14), podemos escrever as equagoes

(3-18) sob a seguinte forma:

e —e = 2 [(1—v2)ox—v(l+v)oy]

M\I—' (3]

[—v(l+ o, - (1-v2)éy]

_ 2(1+v) -
Yy " Yryom T g XY



resultando o seguinte sistema de equagoes:

2
(L—v )crx-\)(l+\))cy

— 2
—vu+v)%{ﬂl v)cy

T

Xy

E (. ~—¢
X Xo
E (g._~¢€
( Y Yo
E
(YXY

2(1+v)

)

)

YxYo

)
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(3-19)

As duas primeiras equacgoes de (3-19), resolvidas em or-

dem a o, © oy,conduzem—nos a:

(1-v)

donde temos:

Eliminando o  das equagoes (3-21), obtemos:

+

E(1—v)

(e

v(l=—v?)

y

v(l=v?)

—v241=-2 v4+v? _ E
Y v (1-V) 1-v?
E(1—vV) -
A T Sl S (ey €y°)

(e

X

y )

0

- £

Xo

)

+

(3-20)

(3-21)



donde tiramos o valor de oy:
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_ v(l-v) E E(1-—-vV)
o = _ (e -, )+————(e_—c€_ ) =
Y 1-2v [l-\)z X Xo' o\ (1-v?) yo)

= E(1=V) Y (e ,—e,) + (e, —e )] (3-22)
(L-2v) (1+V) 1-v 0 y Yo
Por eliminagao de cy das equagoes (3-21), obtemos:
E(l-—-v) v
o= —e_ )+ (e.—e_) ] (3-23)
¥ 1=-2wW(@+v) X Xo 1-v Y Yo
Para Ty temos  a seguinte’ expressio?
T - E(l-vV) (L — V) ny (3-24)
*y (1—2 v) (1+V) 2(1-v)

Se, de acordo com (3-2), escrevermos as equagoes (3-22),

(3-23) e (3-24) sob forma matricial, encontramos para D os se-

guintes valores:

-
1 C o |
1-v
D = E(1-vV) v 1 0 (3-25)
- (1=2v)(1+V) 1-v
0 0 1-2v
2(1-v)

Se, agora, fizermos:

E* = —F
1-v?
v = \
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e substituirmos estes valores em (3-25), obtemos para D, em es-

tado plano de deformagao, a expressao:

1 v* 0
*
D = —Z N 1 0
- 1-y*?
- -\) %
0 o izv*
2

que & formalmente idéntica a expressdo de D para estado plano
de tensao.

E costume representar por a* a expressao (1l+v)a, e,entao,
€y, para estado plano de deformagao, & dado por:

o ee

€0 = (1+v) { a 6 § =8 a* ®

0 0

3.2.3.1.4 — Matriz de rigidez

A matriz de rigidez do elemento i jm & calculada a par-

tir da forma geral representadapor“(3-3Lsem6c>os seus coeficien-

tes dados por:

k. =87 D B,tA
~13 ~1 ~ -]

sendo t a espessura constante do elemento e A a sua area.
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3.2.3.1.5 - Forcas nodais devidas 3s deformacoes

e tensoes iniciais

Estas forgas sao calculadas a partir da expressao (3-4),

que, para o no (i) do elemento (e), se transforma em:

(£)5, =-3B; D €ot4

De igual modo, a partir de (3—4% podem—-se calcular as
forcas nodais devidas 3s tensoes iniciais:

e T
£i)6, =B 2ot 4

3.2.3.1.6 — Forcas de volume distribuidas no elemento

No caso geral de um estado plano de tensao ou de defor-
magao, cada elemento estd sujeito,no plano x y,a forgas por uni-
dade de area dadas por:

[ b }
b=1{ ¥
- b
y
a actuar, respectivamente, na direcgao do eixo dos xxedo eixo

dos y v.

De (3-4) vemos que as forgas que actuam no ndé (i) sao

dadas por:

b
(fﬂQ:- X PeNidxdy+IeNjdxdy+£eqndxdyJ (3-26)
R b, A A
b,
Se forem constantes.
b .
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No caso particular da origem das coordenadas ser coinci-

dente com o centro de gravidade do elemento, & fe Xxdx dy = {e ydxdy =0
A A
e (3-26) transforma-se em:

b b a, b_ ]
<gi)§=-[ ¥ld /s a dxdy=-{ *{ZL - x} 2
' b} 24 a + b

vindo o vector das forcas de volume do elemento dado por:

(
e bX
=i b
ol i
£€ = — J e §- P § L
P ~J b 3
y
e
I Px
\ by

oque significa que o sistema de forgas, que actua nas direcgoes x

e y devido a forgas de volume, se distribui igualmente pelos nos

dos elementos.

3.2.3.1.7 ~ Determinacao das tensoes

As férmulas até agora deduzidas permitem-nos determinar
a matriz de rigidez global da estrutura e calcular os valores
dos deslocamentos nodais, a partir dos quais calculamos os des-
locamentos no interior dos elementos, que, por sua vez, permitem

calcular as deformagées e estas as tensoes.

Como as deformagdes sao constantes dentro do elemento,
também o ser3o as tensdes, e & habitual supor que estas actuam
no centro de gravidade do elemento. Outro processo para repre-

sentar as tensSes & calcular a sua média nos elementos que tem

um nd comum e atribuir esse valor ao no.
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FiG.3-1
Regiao plana submetida a um estado plano de tensdo cu de deformagdo

dividida em elementos finitos triangulares

ol

FIG.3-2
Elemento triangular submetido a um estado plano de tensio de

deformacao.

72
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4 — Programa de calculo automatico

4.1 — Introducao

O programa apresentado € o resultado dum conjunto de al-

il

.teracoes introduzidas num programa de elementos finitos triangu-

lares, de deformagao constant_e, escrito em linguagem‘wv, da
autoria de Roger T. Fenner e descrito em pormenor naref.[ 9 . w2

O programa de Fenner destina-se ao calculo de estados
planos de tensao e de deformagao.

Para uma dada solicitaézg, permite calcular, para os nos
da rede de elementos finitos, as componentes u e v do desloca-
mento de cada nd, e,para cada elemento, as componentes sx,_sy,
Y., da deformagao e o_, Oy © Tyy da tensao.

Xy

Foram introduzidas alteragoes no programa principal e
na quase totalidade das sub-rotinas,de modo a permitir a deter-
minagcdo de factores de intensidade de tensao, tanto pelo método
da energia, como a partir do calculo do integral J, para uma
fissura de comprimento variavel existente num corpo plano.

Partindo do pressuposto que & conhecido o programa ini-
cial, vamos descrever sucintamente as alteragoes nele introduzi-
das, por julgarmos ser tal descrigao suficiente para a sua com-
pPreens3o. A listagem da versdo final do programa & apresentada
no Anexo,

O problema gque iniéialmente pretendiamos resolver era o da
determinagéo do factor de intensidade de tensao num corpo onde
existia uma fissura de determinado comprimento. Para o seu cal-

culo, através da determinagao do valor do integral J, apenas se-

ria necessario utilizar o programa uma vez, ja que as deforma-
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goes, tensoes e deslocamentos para esse comprimento de fissura
eram suficientes para se obter o valor do integral J correspon-
dente a um dado contorno e, a seguir, o valor de K.

Contudo, se pretendé&ssemos célcular o referido factor
pelo método da energia,precisavamos de conhecer os deslocamen-
tos dos nos da rede, correspondentes aos comprimentos a e a+ Aa
da fissura originados pela mesma solicitacao exterior, como vi-
mos nolcapitulo 2. Neste caso era necessario executar o progra-
ma uma vez para calcular a estrutura, na qual o comprimento da
fissura era a, e repeti-lo para a estrutura que se obtinha da
primeira por um aumento Aa do comprimento da fissura existente.

Deste facto surgiu-nos a ideia de introduzir alteragoes
que permitissem aumentar de modo automatico o comprimento da fis-
sura, o que nos viria a possibilitar a determinagao, também au-
tomatica, do factor de intensidade de tensao por este processo.
Se conseguissemos aumentar a fissura uma vez também seria pos-
sivel aumenta-la mais vezes e poderiamos calcular o factor de
intensidade de tensdo para comprimentos sucessivamente crescen-
tes da fissura.

Reparemos que, dum modo geral, nao & possivel, a priori,
saber para onde progredira uma fissura, sem determinarmos os es-
tados de tensiao e de déformagEo do corpo onde essa fissura exis-
te, j3 que, segundo Sih, ref.[20], a progressdo desta se da se-
gundo a trajectdria ao longo da qual a densidade de energia de
deformacdo & minima. Contudo, isso torna-se possivel em situa-
¢Oes onde exista simetria, como &, por exemplo, o caso da placa
traccionada com fenda central. Neste exemplo existe dupla sime-
tria e, ent3o, apenas & necessario calcular um quarto da placa. A

Ssimetria simula-se pela introdugao de adequadas ligagoes ao ex-
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terior, e, como neste caso a fissura esta contida num dos eixos
de simetria, o seu progresso corresponde a eliminar ligagGes ao
exterior.

No nosso programa a fissura devera estar orientada se-
gundo um dos eixos de simetria, considerado o eixo das abcis-
sas, e,ao longo dele, & possivel alterar, sucessivamente, as
condigoes de ligagao ao exterior, simulando-se, assim, a pro-
gressao da fissura. Esta limitagdo, porém, faz com que nio seja
necessario reorganizar a rede de elementos finitos, contrariamen-<
te ao que sucederia se a fissura existisse no interior da malha.

O programa & executado tantas vezes quantas as ligagées
ao exterior que queremos suprimir, sendo nos dados incluidas in-
dicagbes quanto ds alteragdes das condigoes de ligagao a execu-
tar de cada vez.

Temos, assim, um programa que calcula automaticamente
Qérias estruturas, cada uma delas resultando da anterior por su-
pressao da ligacdo ao exterior existente na ponta da fissura.

Na parte referente & geracdo automatica da rede de ele-
mentos finitos, este programa apresenta substanciais diferencgas
relativamente ao programa de Fenner, porque, além de permitir
afinar a rede na zona da fissura, transforma o quadrado inicial
num quadrilétero,cujos lados podem ser parabdlicos, circulares
ou rectilineos, por meio duma transformagao afim. Esta trans-
formagio ser3a descrita com detalhe no paracrafo 4.4.

Como j& vimos, nos casos com simetria, a fissura é li-
near e a sua progressao faz-se segundo um eixo de simetria.

Existem, contudo, pegas sem simetria que podem ser es-
tudadas com este programa, desde que seja conhecido o percurso

da fissura, como acontece, frequentemente, nas ligagoes de pegas
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soldadas. Assim, & possivel calcular, por exemplo, o factor de
intensidade de tensao existente numa soldadura deficiente, mes-
mo que o cordao nao seja rectilineo, sendo conhecido o percur-
so que a fissura tera. O nosso programa, além do percurso recti-
lineo, simula um percurso de forma parabblica que se adapta a

uﬁ grande numero de casos praticos.

A sub-rotina de saida de resultados do programa inicial
foi modificada como se indica no paragrafo 4.9.

No programa foram introduzidas duas sub-rotinas, denomi-
nadas OUTG e OUTJ, que permitem o cidlculo e a saida de resul-
tados do factor de intensidade de tensao determinado, respecti-
vamente, pelos métodos da energia e do integral J.

Nos paragrafos seguintes serao explicadas, com mais de-

talhe, as alteragoes introduzidas no programa.

4.2 — Programa principal

Para determinarmos o factor de intensidade de tensao
dum corpo plano fissurado, quando submetido a uma solicitagao
exterior, factor esse correspondente a valores crescentes do

comprimento da fissura, € necessario, como ja vimos, executar

. © programa varias vezes, porque a libertagao dum no ligado ao

exterior, que simula o aumento do comprimento da fissura, trans-

forma a estrutura existente noutra para a gqual e necessario re-

petir o calculo.

Assim, definimos uma variavel destinada a contar o nu-

mero de ciclos, ou seja, de calculos da estrutura, representada

pPor ICIC, que simultaneamente indica quantos nos ligados ao ex-
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terior, relativamente ao primeiro ciclo,deverao ser libertados,
isto &, até onde deverd progredir a fissura. Através duma indi-
cagao introduzida nos dados do programa fica definido o niimero

total de ciclos a executar.

Na versao optimizada do programa foram substancialmente
aﬁmentadas as dimensoes das variaveis indexadas e criados seis
novos "COMMONS" que tém por finalidade transferir entre o pro-
grama principal e as sub-rotinas as variidveis que se tornou ne-
cessario definir. ‘

Assim temos:

a) ALFAl — Transfere as variaveis relacionadas com a

progressao da fissura;

b) ALFA2 -~ Transfere a variavel que define a energia
potencial do corpo, como veremos no para-
grafo 4.10;

c) ALFA3 — Transfere as variaveis que indicam se o es-
tado plano é de tensao ou de deformagao;

d) ALFA4 - Transfere a informacdo referente & existén-
cia ou nao de eixos de simetria;

e) ALFA5 — Transfere és variaveis que definem as carac-
teristicas mecanicas do material. Esta du-
plicagdo relativamente ao "COMMON" - "CLOAD"
& necessaria porque, se o estado plano é de
deformagio, estas varidveis sao modificadas,
para atender a tal situacao, e, para a deter-
minacdo do factor de intensidade de tensao,
& necessario conhecer os valores do modulo
de elasticidade e do coeficiente de Poisson

que, entretanto, foram alterados.
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f) ALFA6 — Transfere as informagoes referentes 3 matriz

de rigidez global da estrutura..

Os uUnicos dados a serem fornecidos ao computador no pro-
grama principal referem-se ao titulo a dar ao problema, ao esta-
do plano de que se trata (de tensao ou de deformagéo), se deve B
ou nao ser calculado o factor de intensidade de tensao a partir
do integral J, se a estrutura tem ou n3ao simetria e se sao ape-
nas calculados os deslocamentos, tensdes e deformagoes. Estas
instrugaes sao fornecidas, respectivamente, pelas variaveis
TITLE, CASE, ITYPE, JTYPE, KTYPE.

Uma alteragdo introduzida no programa, que julgamos im-
portante em termos de tempo de calculo, consistiu na substitui-
c3o da sub-rotina de resolugdo do sistema de equagoes. No pro-
grama de Fenner o sistema era resolvido pelo método de Gauss-
-Seidel, enquanto que a sub-rotina agora introduzida o resolve
pelo método de eliminacdo de Gauss. Para tal foi necessario cal-
cular e armazenar a matriz de rigidez global da estrutura que,

como sabemos, € uma matriz simétrica e em banda, pelo que apenas

& necessario reter de cada uma das suas linhas os elementos per-
tencentes i banda. A resolucao do sistema faz-se na sub-rotina

SOLVEG, como veremos no paragrafo 4.8.

4.3 - Sub-rotina MESH

A sub-rotina MESH apresentada neste trabalho é comple-

tamente diferente das varias sub-rotinas geradoras de malhas

triangulares referidas por Fenner.

Esta sub-rotina esta preparada para gerar malhas consti-




79

tuidas por tridngulos rectinqulos de diferentes dimensoes, cu-
jos vértices se encontram na intersecgao de duas familias de
rectas paralelas aos eixos coordenados, sendo particularmente
adequada na resolugdao de problemas de Mecinica da Fractura, por-
que permite obter elementos tao pequenos quanto se deseje, junto
da fissura, e aumentar as suas aimensaes,quando os elementos se
afastam dos bordos desta.

A malha gerada € um quadrado de lado unitidrio, consti-
tuida por uma ou mais camadas de elementos iguais. Cada uma das
camadas € constituida por uma ou mais filas de elementos. Entre
cada camada existe uma camada de transigdo constituida por tri3n-
gulos isosceles de ligagdo entre os elementos de diferente di-
mensao, como se pode ver na fig. 4-1, com a finalidade de dupli-
car o nimero de elementos.

Para definir a malha & necessario indicar o numero de
camadas e o numero de colunas da primeira camada, sendo esta a
camada cujos elementos estao mais afastados do eixo das abcissas,
no gual se encontra a fissura.

O nimero de camadas & definido pela varidvel NCAM e o
niimero de colunas da primeira camada & definido por NCOLL.

Existe, também, um parametro definido por MOUT que con-
trola a saida, na impressora, das coordenadas dos nos da malha,
come acontecia ja no programa original.

£ necessario fornecer o numero de filas de elementos de

cada camada,o que é feito atraves da varidvel NFCAM(I), com I a

vVariar de 1 a NCAM.
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4.4 — Sub-rotina MODIFY

Como se disse, a sub-rotina MESH gera, num quadrado de
lado unitario, duas familias de rectas paralelas aos eixos coor-
denados que definem a posigao dos nds da malha.

. A sub-rotina MODIFY efectua uma transformagado afimde modo
a conseguir-se analisar uma es__trutura de forma diferente da qua-
drada. Esta sub-rotina permite a escolha entre duas opgdes. Na
primeira, as duas familias de rectas sao transformadas em duas
familias de parabolas do segundo grau, que podem degenerar em
rectas, nao necessariamente paralelas; na segunda, com que pre-
tendemos simular estruturas de forma circular, a familia de rec-
tas paralelas ao eixo das abcissas € transformada em raios, en-
quanto que a familia de rectas paralelas ao eixo das ordenadas
€ transformada em arcos de circunferéncia concéntricos.

Em ambos 0s casos O espacamento entre rectas da mesma
familia, inicialmente constante, pode transformar-se, tambémn,
segundo uma lei parabdlica.

A escolha entre estas opgoes faz-se através da variavel
ICONT. Se ICONT for diferente de 1, estamos na primeira opgao e
podemos transformar o quadrado inicial num quadrilatero de la-
dos parabdlicos de vértices quaisquer, que tem como caso parti-
Cular o quadrilitero de lados rectilineos. Esta transformacao §
definida pelas coordenadas dos pontos em que se transformam os
Vértices e dos pontos situados a meio dos lados do quadrado ini-
cial. Estas coordenadas, dadas através das variaveis XT(I) e
YT(I), com I a variar de 1 a 8, sdo ordenadas a partir do vér-
tice correspondente ao nd nimero um da rede, percorrendo-se oOs

restantes pontos no sentido directo. E evidente gque se,para os
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tres pontos que definem um dos lados, forem dadas coordenadas que
correspondam a colinearidade dos trés pontos, esse lado & trans-
formado ainda numa recta. A localizagdao dos pontos existentes
nos lados do quadrilatero determina gual a lei parabdlica gue
rege O espagamento entre linhas da mesma familia de curvas.

Se ICONT for igual a 1, podemos obter um sector circular,
sendo, entao, necessario indicar 6s valores dos raios interior, R},
exterior, R2, e do angulo, T, do sector circular, e os valores
de dois parametros Al e A2 que aplicam transformagGes parabdli-
cas, respectivamente, ao espagamento entre os raios e os arcos.
de circunferéncia em que se transformam as duas familias de rec-
tas perpendiculares. Se estes parametros forem inferiores a 0.5,
aumenta: o nimero de elementos da malha no lado esquerdo desta,
diminuindo-se as dimensoes dos elementos que se encontram junto
de fissuras de pequena dimensao. Os elementos distantes da fis-
sura sao aumentados, porque esta transformagao nao altera o ni-
mero total de elementos (ver fig. 4-2).

Se Al e A2 forem iguais a 0.5,nao & introduzida qualquer
modificacdo nas dimensoes radial e circunferencial dos elemen-
tos, além das que resultam da aplicacdo da segunda opgdo da
transformagdo afim. Se Al e A2 forem maiores que 0.5, sao aumen-
tadas as dimensdes precisamente daqueles elementos nos quais,
para Al e A2 menores que 0.5, tais dimensoes eram reduzidas, o

que manifestamente nao e situagéo gue nos interesse considerar.

4.5 - Sub-rotina MATLS

Relativamente & sub-rotina inicial, as transformacoes
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efectuadas permitem introduzir na malha até cinco materiais di-
ferentes, através das variaveis INEL, JINEL, KNEL e LNEL. Assim,
do elemento 1 ao elemento INEL, as caracteristicas mecadnicas sio
as do material 1, do elemento INEL+ 1 a JNEL,sao as do material
2, e assim sucessivamente, até 3s caracteristicas mecinicas do
méterial 5, correspondentes aos elementos de LNEL + 1 e NEL.

. Esta sub-rotina impSe que os diferentes materiais es-
tejam colocados em camadas, a partir da fissura, sendo simples
a sua alteragao,de modo a permitir outra disposicdo dos mate-

riais.

4.6 — Sub-rotina MSHOUT

Nesta sub-rotina, que permite a saida pela impressora
dos dados relativos 3 rede de elementos finitos, a fGnica alte-
ragdo introduzida consistiu em impor, através duma instrugao
RETURN, o regresso ao programa principal, sem saida de resulta-
dos, quando o programa € percorrido pela segunda ou mais vezes,

isto &, quando a variavel ICIC, ja referida, for maior que zero.

4.7 — Sub-rotina BCSG

Esta sub-rotina permite aplicar a malha representativa
do corpo as condigoes de fronteira a que este esta submetido.
Como no programa inicial podem aplicar-se ao corpo, quer forcgas
concentradas nos nos, quer forgas uniformemente distribuidas.

Quanto aos nds ligados ao exterior, as condigoes sao mais restri-
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tivas que no programa inicial. Assim, apenas s3o admissiveis 1i-
gagoes nas direcgoes dos eixos coordenados. Tal limitacao &, po-
rém, de pouca importancia, dado, na pratica, raras vezes haver ne-
cessidade de usar apoios inclinados.

Nesta sub-rotina & lido, atraves da variavel NCIC,o ni-
méro de nos que devem ser libertados para simular o crescimen-
to da fissura e, atraves da variével LCIC(M), na qual M toma va-
lores de 1 a NCIC, indicam-se quais os nds que devem ser liber-

tados.

4.8 — Sub-rotina SOLVEG

Esta sub-rotina, que resolve o sistema de equacgdes re-
sultante da formulagao de elementos finitos em causa, é total-
mente diferente da sub-rotina do programa inicial. E uma sub-
-rotina tipica para a resolug3o de sistemas de equagoes pelo mé-
todo de eliminagdo de Gauss, adaptada a resolucgao de sistemas
cuja matriz dos coeficientes das incognitas & simétrica e em
banda. |

Fomos levados a abandonar a resolucdo do sistema de
equagdes pelo método de Gauss-Seidel dada a morosidade da con-
vergéncia dos valores encontrados para as incSgnitas em cada
iteragdo, para uma solugao aceitavel do valor dos deslocamentos.
Com a resolugao pelo método de eliminagdo de Gauss chegamos a
Obter tempos de computagao cinco vezes menores na resolugao do
mesmo problema.

Devemos, também, chamar a atengdo para o facto da solu-

¢ao encontrada ser exacta, engquanto que,utilizando O programa
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inicial, apenas obtinhamos solugdes para as quais conheciamos um

valor do limite superior do erro.

4.9 — Sub-rotina OUTSSD

Esta sub-rotina permite terminar o programa com a im- "
pressao dos valores das deformagoes e tensCes existentes em ca--
da um dos elementos da rede e dos deslocamentos dos seus nos.

Relativamente ao programa inicial, esta opgao tema van-
tagem de permitir calcular as deformagoes, tensoes e desloca-
mentos em redes geradas automaticamente, muito mais complexas
que as redes geradas no programa inicial, sendo as solugoes ob-

tidas num tempo de computagao consideravelmente mais curto.

4.10 — Sub-rotina OUTG

Esta sub-rotina permite a determinagao do factor de in-
tensidade de tensao, para as geometrias definidas nos pa;éérafos
4.3 e 4 .4, para comprimentos sucessivamente crescentes da fissu-
ra, utilizando o método da energia na determinagao do valor de G.

Vamos supor que as forgas exteriores sao constantes e que os
deslocamentos variam com o aumento do comprimento da fissura. De
acordo com o que expusemos no capitulo 2,a diminuicao de energia po-
tencial do corpo correspondente a um aumento do comprimento da
fissura de a para a+ Aa é dada por ——;‘——(ZPul - L Puz).

Se definirmos uma variavel EPOT(ICIC+1), na qual é ar-

hMazenado, para cada valor do comprimento da fissura, represen-
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tado pela variavel ICIC (ICIC & igual a zero para o comprimento
inicial da fissura), o valor do trabalho realizado pelas forcgas
exteriores, podemos calcular o valor da energia potencial liber-
tada pelo aumento do comprimento da fissura (provocado pela 1li-

bertacao de um nd) através da formula:

-%—— [EPOT (ICIC + 1) - EPOT (ICIC) ] (4-1)

Para um corpo com um ou dois eixos de simetria,o valor

de G vem dado por:

[EPOT (ICIC + 1) - EPOT (ICIC) ]

x[LcIc(zcic +1) ] - x[Lcic(icic) |

Reparemos que, dada a simetria do corpo, a energia real-
mente libertada & ou dupla ou quadrupla do valor indicado em
(4-1), conforme o corpo séja simétrico relativamente a umou dois
eixos. Contudo, se o corpo for duplamente simétrico, também a
fissura o &, e,entdo, para corpos com simetria, o valor da ta-
xa de libertagao de energia é sempre dado por (4-2). Para cor-

pPos sem simetria, o valor de G vem dado por:

[EPOT (ICIC + 1) - EPOT(ICIC)]

2 x[wrcic(zcic +1)| - x[LCIC(ICIC)]

Porém, o valor de G assim calculado corresponde a deri-

vada da energia potencial relativamente ao comprimento da fis-

Sura, n3o no ponto para o gqual a fissura tem o comprimento a + Aa,
Aa
a

mas sim no ponto para o qual ele e a +

Para ter em conta tal facto, e, além disso, permitir que
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os elementos, a que pertencem os ndOS que vao ser sucessivamente

libertados, nao sejam necessariamente iguais, e, no caso do cor-
po nao ter simetria, a fissura n3o ser necessariamente rectili-

nea, o valor de G & calculado a partir das energias potenciais

correspondentes a trés comprimentos da fissura que se obtém pe-
la libertagao de dois nds consecutivos.

Assim, se representarmos por:

Aa=

= /{x [Lcic (1cic)]-x[Lcic(1c1c) -1} 2+{y[LcIic (1c1c)] -y [LcIc (IcIC) ~1]} 2

AB=

= /{x [Lcic (zc1c)+3-x [Teic (xcxc)] Y2 +{v[LcIc (1c1e) +1 -y [LeIc (IcIC)| } 2

0s comprimentos dos lados dos elementos que se encontram no bor-

do da fissura,e cujos nds vao ser libertados, e por:

E1l = EPOT(ICIC-1)
E 2 = EPOT(ICIC)
E 3 = EPOT (ICIC + 1)

as energias potenciais do corpo correspondentes a fissuras de

comprimentos, respectivamente iguais, a a, at+tlAea+ AA+AB,

© valor da taxa de libertagao de energia potencial do corpo,

quando a fissura tem o comprimento a+AA,é dado por:

E2-E1 A B + E3-E2 AA (4-3)
AR AA+AB AB AA+AB '

Vejamos que assim &. Se definirmos uma fungao f(a)
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tal que:

AR, _ E2-E1
2 AR

f(a;-+

AB, _ _E3-E2
2 AB

fla, +

o valor desta fungéo,nO’poh;o de abcissa a,,é o valor de G pre-
tendido, como facilmente sSe vé através da figura 4-3.

Se desenvolvermos a funcao f(a) em série de Taylor, na
vizinhanca do ponto de abcissa aj, desprezando os termos de or-

dem superior & primeira, temos:

fla, +2B) = £(a,) + A2 £r(ay) (4-4)
2 2
f(a, + A ) = £(az) - Aa £'(a;) (4-5)
2 2
Como f'(a,) €& dado por:
AB AA
£laz+ L2 - £lay +55) £(ar + L) - £(a, + 42
£'(az) = =2
AA AB ) AA + AB

7t 2

substituindo o seu valor em (4-4) e (4-5) e somando estas duas

equagoes vem:

LB iy
f(a2+—2—)—f(al+ 2 ) (A B _ A A)
AA +AB 2 2

fla,+ £)+f(al+ _A.é.) =2 f(a)+2
2 2

By - £(a; + —Aé‘):|=

i

2 f(a) + BB=LA [ f(a, +

AA+AB 2
- AB - AA AA
=2f(a)+ AB AA f(a2+._A_B_)——-—————f(a1+—'—')
2 AA + AB 2

AA+AB
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Entao, temos:

AB ~ -
2f(a) = (1~ ——ﬂ-—) f(a, +A§—) + (1+_AB—A_IL.) f(a, +£\_) =

AA+AB 2 AA+AB 2

=283 f(az+AB)+ 2AB f(a1+-—-\AA)
AA+AB 2 AR+ AB 2

donde resulta:
fla) =f(a, +22) — LB  fa,+2B) L2

2 AA+AB - 2 AA+AB

demonstrando-se, assim, a igualdade (4-3).

No caso de AA ser igual a A B, a equacao reduz-se a:

_ E3-E1
2AA

Para geometrias sem qualquer eixo de simetria (JTYPE =0),
G & dado pela expressao:

"1 ,E2-E1 A B E3-E2 A A
G=—5—3=a AR +AB 2B AR F48 )

Finalmente, e de acordo com as expressoes do factor de
intensidade de tensdao para estados planos de tensao e de defor-
magdo, calculamos, para cada comprimento da fissura, o valor de
K. Pelo facto do factor de intensidade de tensa@o ser uma grande-
za local, o seu valor, mesmo para COrpos constituidos " por

- : g
mais que um material, s depende das caracteristicas mecanicas

do material existente junto da fissura.
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4.11 — Sub-rotina OUTJ

Esta sub-rotina permite calcular o factor de intensida-
de de tensao,a partir da determinagao do valor do integral J.
Para tal, €& necessario fornecer os valores das segquintes varia-
véis:

a) PRESS, que representa o valor da pressao constante

que actua na superficie de fractura;

b) NC, gque representa o numero de contornos para os
quais vai ser calculado o integral J;

c) NCP, que representa, para cada contorno, o numero dos
seus pontos, isto &, o nimero de nds que o consti-
tuem;

d) NPXY(I), com I a variar desde 1 a NCP, que represen-
ta, para cada contorno, os numeros atribuidos na nu-

meragado da malha aos diferentes nos deste. A numera-
géo dos nos deve comegar pela extremidade direita do
contorno e terminar na sua extremidade esquerda, sen-
do este percorrido no sentido directo.

O processo utilizado na determinagao do valor do inte-
gral J consistiu em atribuir, aos nds do contorno, valores, para
as componentes das deformagdes e das tensdes,em cada nd iguais
a média, respectivamente, das componentes das deformagoes e das
tensGes nos elementos concorrentes nesse no; conhecidas as com-
Ponentes das deformagoes e das tensoes em cada um dos nds, & fa-
cil calcular, tanto em estado plano de tensao como de deforma-
¢30, o valor da densidade de energia de deformacao atribuida

20 no.

Estamos, agora, em condigoes de calcular o valor do in-
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tegral curvilinio, entre dois quaisquer nds do contorno, admi-
tindo que, entre eles, as grandezas necessarias aé seu calculo
variam linearmente. Somando a contribuig3o de todos os compri-
mentos parcelares, obtemos o valor do integral J.

Assim, temos:

-1
1 1
J= I [S-(w,+w, ) (Y., ,~-V.) -=(0_ €. +0 > Y Y. q =¥:)-
i=1 2 i i+17 i+l ; 2 Xy X Xg4 Xi41 i+l i
-—%H' ¥ + T Y )-(yqi—y)—%4o €. +0 € )
XY ¥¥3 X341 i + 1 Y; Y3 Y341 Yiea
Y m Yy (T T J(u; 4 - u;) —
i+1 4i 2 ' xy. Xy i+l i
1 i+l
l -
- =(0. +0 ) s (v, 4 -V.) |
2°Y; Yin i+l 1

A partir do conhecimento do valor de J, podemos calcular,
para estados planos de tensdo e de deformagao, o valor do factor
de intensidade de tensao. |

Julgamos conveniente chamar a atencao para o facto de,
neste método de calculo de K, para um determinado comprimento
da fissura, apenas necessitarmos de grandezas definidas na es-
-trutura correspondente a esse comprimento, o que, como vimos,

n3o sucede no calculo de K pelo método da energia.

Deste modo, ao calcularmos numa estrutura os valores
de K correspondentes i progressao duma fissura pré—-existente,
esta sub-rotina permite determinar os valores de K correspon-
dentes a todos os comprimentos da fissura, enquanto gue a sub-
~-rotina OUTG nao permite calcular os valores K para as fissu-

ras inicial e final, apenas o permitindo para as fissuras in-

termédias.



NCAM =3
NCOL1:=L
NFCAM (1) =1
NFCAM (2)=2

NFLAM (3)=2

FIG. 4-1

Malha deelementos finites gerada automatcamente pela sub- rotina MESH

Indicam- se os valores das variaveis 2 n

troduzir.nos dados
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NCAM=3
NCOL1=4
NECAM (1)=1
NFCAM (2)}=2
NFCAM(3}=2
ICONT =1
R1= 10
R2=20
GAMA =900
A1=0.4
A2=0Q5
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FIG. &4-2 ' .
i iq L-1 depois de transformada pela sub- rotina MODIFY. De igual
modo esTagt;hnzd?caaglogs' gs1valoge; das variaveis a introduzir nos dados.
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fenda de comprimento a, a partir dos valores

Calculo do valor de G para uma

das energias potenciais em 3,,3,e 3,

FIG 4-3
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5 — Apresentagao de resultados e sua discussio

5.1 — Introducao

Como ensaio e exemplificagao das possibilidades do pro-
grama de calculo automatico, determindamos os factores de inten-
sidade de tensao,em modo I de carregamento,para varias geome-=
trias. Assim, foram estudadds os casos da placa quadrada, trac-
cionada, contendo uma fenda central, da placa quadrada, traccio-
nada, com fenda lateral, dum provete semelhante ao provete de
flexdao em trés pontos, mas submetido a flexao circular, e éinda
o caso dum tubo oco submetido a pressao interna, nas seguintes
situagdes: fenda exterior diametral, fenda interior diametral e
fendas interiores diametrais, simetricamente colocadas. Foi,
ainda, determinado o valor de G, correspondente a varios com-
primentos de fissura dum cordao de soldadura defeituoso ligando
uma alavanca a um veio. Correspondendo este caso a um modo mis-
to de carregamento, como veremos com mais detalhe no paragrafo
5.5, apenas & possivel a determinagao do valor G,dado nao sa-

bermos como se faz a sua distribuigdo entre os modos I e II de

carregamento,

5.2 -~ Placa com fenda central

A primeira geometria a ser estudada foi a que corres-

Ponde ao problema classico da placa quadrada, tracionada, de
lado 2b, contendo uma fenda central de comprimento 2a. Na fig.

5-1 apresentamos a rede utilizada para a determinagdo do valor
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de KI,na qual podemos apreciar o refinamento da malha de ele-
mentos finitos na regidao da fenda, bem como os elementos de
transigao entre camadas de elementos iguais. Naturalmente, com
a sub-rotina desenvolvida, poderiamos gerar redes com maior ni-
mero de camadas, incluindo, portanto, elementos com dimensoes
mais pequenas. Dada a dupla simetria da pecga, apenas considera-
mos, no nosso estudo, um quarto da placa, simulando-se a sime-
tria pela introdugao de apoios simples nas direcgoes das abcis-
sas e das ordenadas.

A rede utilizada representava uma placa quadrada com 1
cm de lado e solicitada por uma forga uniformemente distribuida
de 200 kg/cm, a actuar no sentido positivo do eixo das ordena-
das. Ao material atribuimos um mdédulo de Young igual a 2.1x10°
kg/cm? e um coeficiente de Poisson igual a 0.3.

A fig. 5-2 representa a forma da fenda, na presenga de
uma solicitagdo exterior correspondente a uma carga uniforme-
mente distribuida, a actuar nos bordos da placa paralelos a fen-
da, para o caso particular do comprimento de fenda corresponder
d raz3o de a/b igual a 0.4. Podemos observar a forma aproxima-
damente eliptica da fenda deformada, confirmando-se, deste mo-
do, a solugdo tedrica obtida por Westeréaard, gue prevé uma
forma eliptica para a deformada da fenda.

Na tabela 5-1 apresentamos, para diversos comprimentos
de fenda, os Qalorés do factor de intensidade de tensao deter-
minado utilizando, respectivamente, O método da energia, o inte-

gral J e o conhecimento dos deslocamentos Vv (cf. capitulo 2). O

, calculado a partir de J, é a média dos va-
I

lores correspondentes aos tres ¢

Valor atribuido a K
ontornos apresentados. Com base

i K or ex-
nos deslocamentos, foram determinados os valores de 1+ P
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trapolagao para r =0, segundo trés direcgoes correspondentes a
g = %%, 6 = %%-ﬂ'e 0 = 7, como se mostra na fig. 5-3.

A tabela 5-1 mostra, também, os valores adimensionali-
zados de KI' obtidos pelos diferentes processos, tomando como
factor de adimensionalizagdo Ko=o0 /Ta, e o valor apresentado
por Rooke e Cartwright, ref.[19], ja sob forma adimensionali-
zada. Finalmente, a tabela 5-1 apresenta, em percentagem, os
erros correspondentes a cada um dos métodos, tomando como refe-
réncia os valores de Rooke e Cartwright.

A fig. 5-4 representa, sob forma adimensionalizada, a
solugao KI = f (a/b), para este caso, estando indicadas quatro
familias de curvas correspondentes a determinag¢des feitas com
base no calculo dos deslocamentos v, do integral J e da taxa
de libertagdo de energia G, bem como a solugao contida na com-
pilagdo de factores de intensidade de tensao, apresentada por
Rooke e Cartwright, como ja referimos.

Na fig. 5-1 podemos ver os contornos usados para a de-
terminac3do do integral J, tendo-se constatado que os valores
obtidos para cada comprimento de fenda, usando os trés contor-
nos, diferiam de menos de 1%, confirmando-se, assim, que o va-
lor do integral J & independente do contorno utilizado. Por
este motivo, na fig. 5-4, apenas representamos uma familia de
pontos correspondente 3 média dos valores obtidos com base no
cdlculo do integral J.

Na fig. 5-5 apresentamos os valores dos erros relati-
vos de cada um dos métodos utilizados, continuando a tomar co-
mo referéncia os valores apresentados por Rooke e Cartwright.

Tomando em considerac@o a necessidade de nao usarmos

exagerado tempo de computagao para a obtengdo de resultados,
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adoptamos uma rede com 390 elementos e 224 nds para o tratamen-

to numérico deste caso.

E manifesto que poderiamos encontrar maior exactidao,
usando um maior numero de elementos mais pequenos, particular-

mente na regiao afectada pela presenga das fendas.

A fig., 5-2 mostra, como dissemos, a fenda deformada,
que apresenta um aspecto prékimochaeliptico,embora com angulos
agudos nas extremidades das fendas, resultado que se afasta do
analiticamente previsivel. Esta limitagao do modelo poderia ser
ultrapassada, no caso de usarmos nagquelas regioces uma rede re-
finada. Se observarmos os resultados do factor de intensidade
de tensao em fungao do comprimento da fenda, fig. 5-4, consta-
ta-se que o erro diminui com o aumento do comprimento da fissu-
ra, o que & facilmente explicado pela deficiéncia de modelagao
que atras referimos: como todos os elementos vizinhos da fis-
sura tém lados de igual comprimento, quando o tamanho da fis-
sura diminui, aumenta a percentagem do seu comprimento total,

cuja deformagdo nao & satisfatoriamente modelada.

Relativamente a determinagao de K, com base nos deslo-
camentos (cf., por exemplo, Chan, Tuba e Wilson, ref.[6 ]), ve-
rificamos, comoc se pode ver na tabela 5-1, que a extrapolacgao,

para r = 0, sequndo a direcgao 6 = 7, conduzia aos piores resul-

- 3 . =a 3
tados e que a extrapolagdo, segundo 8 =—7-T, € a aconselhavel,

Particularmente quando a razao a/b toma os maiores valores con-

siderados. Este método consiste em extrapolar, para r =0,0s va-

lores obtidos para K, através da equagao

v
K, = uf (8)
-1 T
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A diminuigao de r faz aumentar o valor de KI até deter-~
minado limite, a partir do qual, por deficiéncia do modelo, es-
te diminui, devendo na extrapolagao,para r =0,o0s valores nestas
condicBes serem desprezados.

Os erros relativos, para as diversas técnicas de calculo
referidas, estao representados, como anteriormente dissemos, na
fig. 5-5. Notemos a existéncia de um ponto desgarrado, corres-
pondente a/b=0.1, obtido pelo método da extrapolagdo com base
nos deslocamentos. Pelos motivos antes apontados,esta situagao
era previsivel. Reparemos, também, que, a partir de determinado
comprimento de fenda, o erro na determinacgao de KI' dépois de
passar por um minimo, tende a aumentar. Julgamos a explicacao
deste facto estar nas grandes deformagdes, associadas a compri-
mentos de fenda elevados, que tornam menos preciso o cidlculo de

KI,a partir dos valores das grandezas obtidas para cada compri-

mento de fenda.

5.3 — Placa com fenda lateral

‘Tratamos, seguidamente, o caso da placa traccionada, de
largura W e altura 2 W, contendo uma fenda lateral de comprimen-
to a. Foi de novo utilizada a rede representada na fig. 5-1,
alterando as condicdes de fronteira, pois nao ha, agora, sime-
tria segundo o eixo vertical, sendo as dimensces da rede, a so-
licitacdo exterior e as caracteristicas mecdnicas atribuidas ao

material idénticas &s do caso anterior.

Na fig. 5-6 estd representada a fenda deformada por

dcgdo de uma solicitagdo de tracgao idéntica & referida a pro-
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pésito do caso anterior (fig. 5-2). Notemos dque, neste caso, a
dimensdo W & idéntica i dimens3o b do caso anterior.

A tabela 5-2 apresenta, para este caso, um conjunto de
valores semelhante ao anterior e a fig. 5-7 apresenta uma sé-
rie de resultados idénticos aos da fig. 5-4. Os contornos uti-
lizados para o calculo do integral J s3ao os mesmos do caso an-
terior e, também aqui, os valores do integral J, obtidos para ca-
da um dos contornos utilizados, diferiam ae menos de 1%. A figqg.
5-8 representa o erro relativo, para os diferentes métodos uti-~
lizados, tomando como referéncia a solucdo apresentada por
Rooke e Cartwright, ref.[19].

As conclusoes que se podem tirar deste caso sao analo-
gas as do caso anterio;, julgando-se apenas ser necessario re-
ferir que, pelo facto dos deslocamentos serem maiores que no
caso da placa com fenda central, maior & também aidiferenga en-
tre.os deslocamentos do mesmo ponto para diferentes comprimentos
da fissura, resultando deste facto um pior comportamento do mo-
delo, que se traduz na existéncia dum erro maior, relativamente

a solugéo de Rooke e Cartwright para este caso, que no exemplo

anterior.

5.3 - Provete de flexao

O caso que estudamos em terceiro lugar corresponde a
uma geometria semelhante & do provete de flexao em tres pontos,

indicado na norma ASTM E 399, ref.[ 2 ], isto &, provete pris-
mitico, no qual a secgdo transversal & um rectangulo de dimen-

sOes W e B = X e cuja altura é 4 W, como se vé na fig. 5-9. No

2
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nosso exemplo, simulou-se um provete de secgéo quadrada, de lado
unitario e altura igual a quatro vezes o lado da secgao recta,
por corresponder a uma malha mais facilmente geravel com o nos-
SO0 programa, e, em vez da carga P a actuar a meio vao, foi o pro-
vete solicitado por um par de momentos M, a actuar cada um numa
dés extremidades do provete, de tal modo que M & igual ao momen-
to provocado por P a meio vao (fig. 5-10). Para as dimensoes
indicadas para o provete, o momento M & expresso pelo mesmo nii-
mero que a carga P. Ao momento flector aplicado corresponde uma
tensdo maxima de 240 kg/cm? e as caracteristicas meca@nicas do
material sao idénticas as dos casos anteriores.

No nosso caso, a solicitagao corresponde ao modo I de
carregamento, existindo apenas KI’ enquanto que, na norma E 399
0 carregamento & um misto de modo I e modo II(embora as formu-
las nela indicadas permitam calcular o valor de K-

Devido & simetria, apenas foi estudada metade da pega,
estando representada na fig. 5-11 a malha utilizada. Neste ca-
so, adoptamos uma rede constituida por 325 elementos e 191 nds
e na determinacdo do integral J, foram utilizados dois conto;-
nos, que estao também representados na fig. 5-11, para os quais
os valores dos factores de intensidade de tensao diferiam, como
nos casos anteriores, de menos de 1%. Neste estudo considerou-
-se o provete solicitado em estado plano de deformagao e, como
termo de comparagdo para os valores obtidos, utilizaram-se os

L) -— Y
resultados da norma E 399, embora no nosso caso seja B = W,em

vez de § = .

> -
Na tabela 5-3 indicam-se os valores de G, os de J para

0s dois contornos utilizados, bem como O Seu valor medio, os

Valores de K s tanto os obtidos a partir de G como de J,e os va-
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lores de KI obtidos a partir da Norma E 399. Representam-se

- a . . . =
tambem os valores de a, —, do factor de adimensionalizacgao,

w 14
————_—bi . s .
Ky = éswz vma, os valores adimensionalizados de KI obtidos

pelos trés processos atras referidos, e os erros relativamente
aos valores da Norma E 399. Na fig. 5-12 faz-se uma representa-
cao grafica, sob forma adimensionalizada, dos valores inscritos
na tabela 5-3.

Da analise deste grafico, conclui-se que ha uma boa apro-
ximagao, tanto entre os valores de KI computados a partir de G
e de J, como entre estes valores e os calculados a partir da
Norma E 399, apenas estes se afastando dos por nos calculados
para comprimentos muito pequenos da fenda, isto &, até uma re-
lacao de {% = 0.20, o que{mais uma vez, vem confirmar a déficién-
cia de modelagao do programa, ja referida, e que podera ser su-
perada,utilizando a transformagdo afim, referida no capitulo an-

terior, que permite que o comprimento dos lados da malha variem

parabolicamente.

5.4 — Tubo oco submetido a pressao interna

Vamos analisar, neste paragrafo, o caso de um tubo oco

Submetido a pressao interna,em trés situagao diferentes: fenda

diametral exterior, fenda diametral interior e duas fendas dia-

metrais simétricas. No segundo caso, vamos considerar duas situa-

¢Oes distintas: na primeira, supomos que O tubo oco esta montado

com interferéncia num veio, e portanto, nao existe pressao no in-

terior da fenda, e, na segunda, Supomos que a pressao € causada
Por um fluido e manifestamente, neste caso, existe solicitagao np
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interior da fenda.

5.4.1 — Tubo oco submetido a pressao interna com fenda

exterior diametral

Para o estudo deste caso adoptou-se uma malha com 260
elementos e 161 nds, representada na fig. 5-13, na qual estao
também indicados os parametros necessarios para a gerar. O raio
interior tem 0.8 cm de comprimento e o raio exterior 2.4 cm,

o0 que corresponde a uma relagao entre eles de 0.33. Para o cal-
culo de J foram considerados trés contornos, como podemos ver
na mesma figura. A pressao interna considerada foi de 500 kg/
/cxﬁ2 e o seu efeito foi simulado por aplicacao de forgas con-
centradas, nos nds interiores, estaticamente equivalentes a sua

resultante. As caracteristicas mecanicas do material corres-

pondem a E = 2.1 x10°% kg/cm® e v = 0.3.

Na tabela 5-4 estdo representados os resultados obtidos,

tendo sido utilizado na sua adimensionalizagao © factor

2 . .
Ky = 2p Ry Y Ta. Os valores de K, foram obtidos conside-

(Ry2 =Rz ?)

rando a solicitagao a actuar em estado plano de deformagao. In-

dicamos também os resultados obtidos por Rooke e Cartwright,

ref~[19],para uma relacao entre oS raios de 0.35, por ser a

relacio existente no grafico mais proxima da nossa. Com base

nos resultados de Rooke e Cartwright apresentamos, nas duas ul-

timas colunas da tabela 5-4,0s erros relativos encontrados para

KI' respectivamente, pelos métodos da energia e do integral J.

Na fig. 5-14 estao representados graficamente, como nos

casos anteriores sob forma adimensionalizada, os resultados ana-
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1iticos antes indicados.

Os resultados encontrados sao bastante menos bons que
os anteriores, tanto pelo facto dos valores encontrados para KI
obtidos a partir do integral J diferirem entre si, como pelos re-
sultados obtidos se afastarem da solugao de Rooke e Cartwright.
Reparemos, contudo, gue os valores de J obtidos a partir dos
contornos (1) e (2) sao bastante proximos, enquanto que os obti-
dos a partir do contorno (3) se afastam destes dois. Julgamos
que a explicagao deste facto esta em que, nos dois primeiros con-
tornos, os elementos que contribuem para a sua determinagao tém
sensivelmente as mesmas dimensoes, enguanto que;no terceiro con-
torno, isso ja n3o acontece, e estamos a cometer um erro ao apro-
ximarmos os valores necessarios a determinacao de J (densidade
de energia, tensdes e deformagdes) num nd a média desses valo-
res nos elementos concorrentes nesse ndo. Outro factor de erro

na determinagao de K e que diz respeito a qualquer dos méto-

Il
dos, & a relagdo muito pequena existente entre os raios inte-
rior e exterior do tubo, gue nao permite uma representacgao

numérica conveniente dos estados de tensao e de deformagao exis-

tentes na pecga.

5.4.2 — Tubos ocos submetidos a pressao interna nos quais

existe uma fenda interior diametral

Para este caso adoptamos também uma malha com 260 ele-

mentos e 161 nés, representada na fig. 5-15. Tal como caso an-

terior, estio representados Os pardmetros necessarios para a

Sua definigao, bem como Os trés contornos utilizados na determi-
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nagao do integral J. A relag3o entre os raios interior e exte-
rior & igual a 0.50, sendo R1 = 1.6cm e R2 = 3.2 cm, a pressao
interna foi considerada igual a 250 ko/cm? e o seu efeito foi
simulado do mesmo modo que no caso anterior. As caracteristicas
mecanicas do material sao idénticas 3s dos casos anteriores, a

adimensionalizagcao dos resultados foi feita a partir da f&rmu-

2
la Ky = ——glleL——-v’na e os valores de K
2 2 I
(R2" -R17)
anterior, obtidos considerando os tubos submetidos a estado pla-

foram, como no caso

no de deformacgao.

5.4.2.1 — Tubo montado com interferéncia num veio

Neste exemplo ndao existe pressao no interior da fenda,
nao sendo do nosso conhecimento a existéncia de qualquer solu-
cao para este tipo de geometria e carregamento.

Na tabela 5-5 estdo indicados os resultados obtidos e,
na fig. 5-16,esta feita a sua representagao grafica, sob forma
adimensionalizada.

Podemos observar que,neste caso,existe uma boa concor-
dincia dos valores de J calculados a partir dos trés contornos
utiliéados, embora o Qalor calculado com base no contorno (3)

seja ligeiramente diferente dos outros dois. Contudo, ha uma

boa concordincia entre valores de K, calculados pelo metodo da

energia e os calculados a partir do valor medio de J.
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5.4.2.2 — Tubo oco submetido a pressiao interior sendo

considerada a existéncia de pressao no interior

da fenda

Neste caso consideramos o efeito da pressao no interior
da fenda. Os resultados obtidos estao registados na‘tabela 5-6
e podem ser comparados com os resultados apresentados por Rooke
e Cartwright, ref.[lQ], sendo os erros encontrados por gual-
quer dos métodos perfeitamente aceitaveis, como podemos ver na
referida tabela.

A fig. 5-17 representa sob, forma adimensionalizada, os
valores atras indicados, mostrando uma boa concordancia dos

dois métodos entre si e destes com a solugao teodrica.

5.4.3 — Tubo oco submetido a pressao interna com duas

fendas interiores simetricamente colocadas

O filtimo caso a ser tratado, relativo a problemas com
tubos ocos submetidos a pressdo interna, refere-se ao caso em
gue o tubo tem duas fendas diametrais internas, simetricamente
colocadas. Foi considerada a existéncia de pressao no interior

das fendas, nao sendo pelo autor conhecida qualguer solugao

apresentada para este caso. No exemplo estudado o tubo tinha

OSraiosinterno e externo, respectivamente, 1lguais a 1.0 cm e

2.0 cm, as suas caracteristicas mecanicas eram iguais a

E=2.1x10° kg/cm? e v=0.3, e foi submetido a uma pressao in-

3 3 l s b
terna igual a 250 kg/cm?, sendo o factor de adimensionalizagdo

2 . . _
utilizado Ko:-—iLE—Bl:—-/na. Foi considerado o efeito da pres
(Rz2? - R17)
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sao no interior das fendas, e o cilculo de KI determinado em
estado plano de deformagao.

A rede de elementos finitos utilizada corresponde a re-
presentada na fig. 4-2, e, devido & existéncia de dupla simetria,
apenas foi considerado um quarto da placa.

Reparemos que, para atenuar o defeito de modelagao ja
referido, a dimensao radial dos elementos aumenta segundo uma
lei parabdlica. No calculo do integral J foram considerados trés
contornos que estao representados na fig. 5-18.

Na tabela 5-7 estao registados os resultados obtidos
neste exemplo, e, na figura 5-19, representam-se, graficamente,
sob forma adimensionalizada, os valores de KI(G) e KI(J),obser-
vando-se uma boa concordancia entre os dois métodos de calculo
de KI.

Reparemos, porém, que, no calculo de J, as diferengas
entre os valores obtidos para os diversos contornos apresentam
discrepancias que atingem valores de cerca de 6% entre os con-
tornos 1 e 2 e o contorno 3, que se explicam pelos erros intro-
duzidos no calculo de J, pelo facto dos elementos serem alonga-
dos e os valores atribuidos aos nds, que,como vimos, sdo a média
dos valores nos elementos concorrentes em cada né, ja nao re-

Presentarem com grande aproximagéo os estados de tensao e de

deformagido existentes na estrutura.

5.5 — Alavanca licada a veio

Com este tltimo exemplo pretendemos simular, ainda que

i i io du-
de forma imperfeita, uma alavanca ligada a um veio por me

ma soldadura. A rede utilizada estd representada na fig. 5-20 e
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& constituida por uma malha de 232 elementos e 139 nds. Na mesma figu-
ra estao representados os valores que devem ser atribuidos &s varii- |
veis que, nas sub-rotinas MESH e MODIFY, definem a forma da malha. A
carga, no valor de 60 kg, foi aplicada no nd 135 e actua sequndo o sen-
tido positivo do eixo dos x x, sendo as caracteristicas mecinicas do -
material iguais ds dos exemplos anteriores.

Admitimos que a ligacgao soldada & defeituosa,existindo uma
fenda no material de adigao e que essa fenda vai progredir ao longo
da ligagao entre as duas pegas.

O programa representa a semi-circunferéncia do veio de for-
ma imperfeita,ja que ndo & possivel substituir correctamente uma se-
mi-circunferéncia por uma parabola, embora,com este programg seja
possivel representar satisfatoriamente um quarto de circunferéncia
por uma parabola.

Como esta solicitagao corresponde a um éarregamento misto
de modos I e II,e como ndo nos & possivel separa-los, apenas podemos
determinar o valor da taxa de _’Libertagéo de energia e do integral J.

Os resultados encontrados para estas duas grandezas dife-
riamsignificativamentqjulgando-seestarzaexplicagéoparaeste
facto na distorgao dos elementos do lado esquerdo da rede. Por isso,
apenas indicamos os valores encontrados para G,para diversos compri-

mentos da fissura representada pela sua abcissa.

X (cm) 0.1250/0.1875/0.25000.31250.37500.4375
0.0859 .1489'0.23960 .36750.5790/0.9880

0.5000'0.56250.6250

G(kg/cm)(0.00500.01790.0437

Embora este exemplo corresponda a um caso pratico per-

feitamente admissivel, foi descrito mais para mostrarmos as pos-

sibilidades do programa 'de gerar malhas, que propriamente para

calcular factores de intensidade de tensao.
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FIG.5-1
Rede utilizada nos casos das placas fracionadas mostrando

os contornos ufilizados no calculo do integral J
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FIG.5-6
Forma deformada da fenda no caso da placa traccionada contendo uma

fenda lateral
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FIG.5-18
Rede utilizada para o caso do fubo oco s

internas diametrais

ubmetido a pressao interna com duas fendas
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6 — Conclusoes e sugestoes

Neste trabalho apresentamos alguns conéeitos base da
Mecdnica da Fractura, referindo em pormenor a definicao e apli-
cagSes do integral de contorno J, e introduzimos, ainda gque de.

modo muito sucinto, o Método dos Elementos Finitos.

Usando este método, transformamos um programa de calcu-
lo automatico, de modo a tornad-lo adequado a determinacgao de fac-
tores de intensidade de tensao. Para atingirmos tal objectivo
elaboramos varias sub-rotinas, nomeadamente as que permitem a
geragdo automatica de redes triangulares de elementos finitos,

e sub-rotinas destinadas a calcular os valores de K, quer pelo

método da energia, quer pelo método do integral J.

O programa foi ensaiado em varias geometrias submeti-
das a modo I de carregamento, para a grande maioria das quais
existe, na literatura da especialidade, solucao conhecida, ten-

do-se encontrado uma concordancia considerada satisfatoria en-

tre os valores calculados e os valores tebricos. Em particular,

verificamos que, usando O método da extrapolagao baseado nos

deslocamentos nodais na vizinhanga da extremidade da fenda, ob-

tivemos os melhores resultados para uma direcgao radial defi-

- 3
nida pelo angulo polar 6==—Z- T.
Ficou bem patente a independéncia do integral J relati-

vamente ao contorno de integragéo, apenas sendo aconselhavel,

pPara minorar os erros de aproximagéo do método numérico utili-

zado, que cada contorno seja escolhido de modo a que os elemen-

tos adjacentes a cada um dos seus nos tenham dimensoes sensi-

velmente iguais.
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E conveniente referir que os resultados indicados fo-
ram obtidos(mmnumaformulagéode elementos finitos bastante sim-
ples. Se utilizassemos, por exemplo, na detefminagéo de K pelo
método dos deslocamentos, elementos isoparamétricos de 8 nos,
nos quais os nos intermédios dos lados do elemento concorrentes
na extremidade da fissura fossem deslocados, no sentido de se
aproximarem da ponta desta, passando a estar localizados a um
quarto do comprimento desses lados, obteriamos, certamente, re-
sultados muito mais precisos. O mesmo aconteceria se, na deter-
minagao de K pelo método do integral J, usi3ssemos o elemento
isoparamétrico de 8 nds, no qual a integracdo se fizesse, por
exemplo, em 3 x 3 pontos de Gauss, alguns dos quais poderiam ser
coincidentes com pontos do contorno de integragao. No entanto,
com os resultados obtidos, verificamos ser possivel obter pre-
cisao aceitivel em termos de Engenharia, usando uma formulagido

simples do método dos elementos finitos.

Este programa permite, na quase totalidade dos exemplos
estudados, a determinagao, em estado plano de tensdo ou de de-
formagdo, do factor de intensidade de tensao existente em cor-
pos fissurados, para comprimentos das fendas, representados sob
forma adimensionalizada, compreendidos entre 0.2 e 0.5, corres-

pondentes a maioria dos casos praticos, com um erro, geralmente

por defeito, nao superior a 10%.
Embora os exemplos apresentados se refiram a corpos so-
- - . _
licitados em modo I de carregamento, €&, tambéem,possivel deter

minar, em certas geometrias, pela introducdo de adequadas liga-

¢Oes ao exterior, o factor de intensidade de tensao em modo II

de carregamento.
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A tecnica usada nas sub-rotinas geradoras de redes
triangulares de elementos finitos podera ser melhorada facil-
mente, com vista a obtencdo, também automatica, de geometrias

mais complexas que as apresentadas neste trabalho.

Do mesmo modo, & viavel alterar a sub-rotina OUT J que
calcula, como sabemos, o valor do integral J, por forma a
minimizar o erro na determinacdo dos valores das tensdes,
deformagoes e deslocamentos a atribuir a cada umdos nds do con-
torno. Assim, por exemplo, poderia usar-se, em vez da média
aritmética, uma média ponderada, cujos pesos fossem inversamen-
te proporcionais as distancias, ao nd comum, dos centros de

gravidade dos elementos concorrentes nesse no.
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Anexo

PROGRAM FOR FINITE ELEMENT ANALYSIS OF TWO-DIMENSIONAL PROBLEMS OF
THE BIHARMONIC PLANE STRAIN OR PLANE STRESS TYPE, USING CONSTANT
STRAIN TRIANGULAR ELEMENTS, ADEQUATE TO THE DETERMINATION OF STRESS
INTENSITY FACTORS.

DIMENSION TITLE(10),8(3,6),0(3,3),8TD(6,3),ESTIFF(6,6),14K(3),
1 ET(3),THETAM(6)
REAL NU .
COMMON /CMESH/ NEL,NNP,X(256),Y(256),A1(450),A0(450),AK(450),
BI(450),834(450),BK(450),AREACL50),NPIC450) /NPI(4L50) ,NPK(450),
NBP,NPB(60) ,MOUT
JCEQANS/ OKXX(256,9),0KXY(256,9),0KYX(256,9),0KYY(256,9),
UC256) ,V(256),FX(256),FY(256),FXMOD(256),FYMOD(2568),SFXX(256).,
SFXY(2558),SFYX(256),SFYY(256),NPA(256,9),NAP(256)
JCMATL/ NMAT,E(5),NU(C3),ALPHACS) ,RHO(5) ,MATM(4L50)
/CLOAD/ DELTAT(45C),XB8AR(450) ,YBAR(4L50) :
/CMPAR/ NCAM,NCOL1,NFCAM(0) NCOL(P6)
/ALFA1/ LCIC(20),ICIC,NCIC
/ALFA2/ EPOT(20)
/ALFA3/ CASE,STRESS,STRAIN
JALFA4/ JTYPE
/ALFAS/ E1(5),UU(5),ALPHAT(S)
JALFA6/ NC(3),ASTIF(512,47),NSB
DATA BLANK /! '/ ’
DATA STRES /'STRE'/
DATA STRAI /'STRA'/
STRESS=STRES
STRAIN=STRAI

NP NN = OO0 NOWM S WN -

ICIC DEFINES CRACK GROWTH.
ICIC=0

INPUT THE PRO3SLEM TITLE, CASE AND TYPES (IF ITYPE EQUAL ZERO ONLY'
COMPUTE G; - IF JTYPE EQUAL ZERO THE PROBLEM HAS NO SYMMETRY éXIS,
-~ IF JTYPE EQUAL ONE THE PROBLEM HAS ONE OR TWO SYMMETRY AXIS;
- IF KTYPE EQUAL ZERQ THE PROGRAM ONLY COMPUTES STRESSES, STRAINS AND

DISPLACEMENTS)

READ(5,51) TITLE;CASE,ITYPEIJTYPE,KTYPE
FORMAT (1084, A4,314)
IF(TITLE(1).EQ.BLANK) STOP
IF(CASE.EQ.STRESS) GO TO 999
WRITE(6,60) TITLE

FORMAT(39HOCST FINITE
1LEM /7 10A4)

GO T0-998
ggégiéﬁgg;écgiTtiers ELEMENT SOLUTION FOR PLANE ,*STRESS',8H PROS
1LEM /7 10A4) :

LEMENT SCLUTION FOR PLANE s'STRAIN',8H FROB

m

INPUT OR GENERATE THE MESH DATA, MATERIAL PROPERTIES, TEMPERATURE

CHANGES AND 30DY FORCES.
CALL MESH
CALL MODIFY
CALL MATLS(NEL)
CALL TEMPS(NEL)
CALL BODYF(NEL)
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COMPUTE THE ELEMENT GEOMETRIES,

62
2

DO 2 M=1,NEL
I=NPI(M)

JENPJ (M)

K=NPK (M)
AT(MY==X(J)+X(K)
AJ(M)==X(K)+X(I)
AK(MY==X(I)+X(J)
BI(MI=Y (J)-Y(K)
BI(MI=Y(K)-Y(I)
8KIM)=Y(I)=-Y(J)

AREA(M)=0.5% (AK(MI*BJ(MI=AJ (M) *3K(M))
IFCAREA(M).GT.0.) GO TO 2

WRITE(6,62) M
FORMAT (15HIOELEMENT
STOP

" CONTINUE

QUTPUT THE MESH DATA.

CALL MSHOUT

SET INITIAL VALUES OF

333

MODIFY MATERIAL PROPERTIES IF CASE IS ONE

DO &4 IROW=1,NNP
DO 3 1IC=1,9
OKXX(IROW,IC)=0.
OKXY(IROW,IC)=0.
OKYX(IROW,IC)=0.
OKYY(IROW,IC)=0.
NPA(IROW,IC)=0
NPACIROW,1)=IROW
FXMCD(IROW)=0.
FYMOD(IROW)=0,
UCIROW)=0.
V(IROW)=0.
CONTINUE

DO 333 MAT=1,NMAT
ET(MATI=E(MAT)
UUCMAT)I=NU(MAT)

NUMBER,I5,25H HAS NEGATIVE AREA - STOP)

STIFFNESSES, EXTERNAL FORCES AND UNKNOWNS.

ALPHAT(MAT)=ALPHA(MAT)

CONTINUE

IF(CASE.EQ.STRESS)
DO 5 MAT=1,NMAT

OF PLANE STRAIN.
GO 70 6

ET(MAT)=ET(MAT)I/ (1.~UU(MAT) *x2)
ALPHAT(MAT)=ALPHAT(MATI*(1.+UU(MAT))
UU(MAT) =UU(MAT) /(1.=UU(MAT))

BANDWIDTH DETERMINATION.
NS3=(NCOLINCAM)+3) %2

SET INITIAL VALUE OF GLOBAL STIFFNESS MATRIX.

433

DO 433 1=1,2*NNP
DO 433 J=1,N58+1
ASTIF(I,J)=0.
CONTINUE
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C SET UP THE OveRaALL ASSEMBLY LOOP.
D0 19 M=1,N=L

C STORE THE ELEVMENT NODE NUMES23 IN ORbER -
IJKC(1)=NPI(Y) ? IN ARRAY IJK.
1JKC2)=NP Y (M)

IJK(2)=NPK(Y)

COMPUTE THE 30DY FORCE COMPONENTS ON EACH NODE OF THE ELEMENT,
GXM=X3AR(M)*AREA(M) /3,
GYM=YBAR(M)®*AREA(M) /3,

C FORM THE ELEMENT DIMENSION MATRIX.
DO 7 IRE=1,2 ]
D0 7 1cE=1,6
7 8C(IRZ,ICE)=].
5(1,1)=81(¥)
3(1,3)=84(M)
3(1,5)=8K(M)
B(2,2)=A1(M)
3(2,4)=A4 (M)
5(2,6)=AK (M)
DO 8 ICE=1,6
IF(MOD(ICE,2).EQ.0) B(3,ICE)=B(1,ICE~1)
8 IF(MOD(ICE,2).EQ.1) 3(3,ICE)=B(2,ICE+1)
 FORM THE ELASTIC PROPERTY MATRIX.
DO 9 IRE=1,3
DO 9 ICE=1,3
K D(IRE,ICE)=D.
MAT=MATM(M)
FACT=ET(MAT)/(1.-UUCMAT) *%2)
DC1,1)=FACT
D(2,2)=FACT
DC1,2)=FACT*UU(MAT)
DC2,1)=D(C1,2)
D(3,3)=FACT*#0.5%(1.=-UU(MAT))
¢
¢ MULTIPLY THE TRANSPOSE OF MATRIX 3 BY MATRIX D.
DO 10 IRE=1,0
DO 10 ICE=1,3
BTD(IRE,ICE)=0.
DO 10 ISUM=1,3
10 8$D(IREzICE)=BTD(IRE,ICE)+B(ISUM/IRE)*D(ISUMIICE)
¢
¢ FORM THE THERMAL STRAIN AND THERMAL FORCE VECTORS.
ET(1)=ALPHAT (MAT) *DELTAT (M)
ET(2)=ET(1)
ET(3)=0.
D0 12 IRE=1,6
SuUM=3. s
DO 11 ISuUM=1,
11 SUM=SUM+BTD(IRE,ISUM)*ET(ISUM)
c12 THETAM(IRE)=0.5*SUM
C FORM THE ELEMENT STIFFNESS MATRIX.
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D0 14 IRE=1,6

DO 146 1CE=1,6

Sum=0.

DO 13 IsSUM=1,32
SUM=SUM+BTD(IRE,ISUM)*3(ISUM,ICE)
ESTIFF(IRE,ICE)=0.,25*SUM/AREA(M)

AOD ELEMENT STIFFNESS TO OVERALL STIFFNESS.

DO 15 IRE=1,3
DO 18 ICE=1,3
IROW=TJK(IRE)
ICOL=TJK(ICE)

STORE STIFFNESS COEFFICIENTS IN RECTANGULAR FORM OF OVERALL MATRICES.

50 15 1C=1,9

IF(NPACIROW,IC).EZQ.ICOL) GO TO 17

IF(NPACIROW,IC).EQ.Q0) GO TO 16

CONTINUE

WRITEZ(5,63) IROW

FORMAT(5HONODE,I5,38H HAS MORE THAN 8 ADJACENT NODES = STOP)
STAP

NPA(IROW,IC)=ICOL

NAP (IROW)=IC
OKXX(IROW,IC)=OKXX(IROW,ICI+ESTIFF(2*IRE~T1,2*ICE~T)

OXKXYCIROW,ICI=OKXY(IROW,ICI+ESTIFF(2*IRE-1,2%ICE)
OXYXCIROW,IC)=OKYX(IROW,ICI+ESTIFF(2*IRE,2*ICE~-1)
OKYY(IROW,IC)=CKYY(IROW,IC)+ESTIFF(2*IRE,2*ICE)

ASSEM3LE THE EXTERNAL FORCES ON THE NODES.

119

D0 119 IRE=1,32

IROW=IJK(IRE)
FXMOD(IROW)SFXMOD(IROW)+GXM+THETAM(2*IRE=1T)

FYMOD(IROW)=FYMODC(IROW)+GYM+THETAM(2*IRE)

ASSSM3LE THE GLOBAL STIFFNESS MATRIX.

+38
+37
+36
+35

19

COMPUTE THE SELF-FLEXISILITY SUBMATRI

NELI=M
NO(1)Y=NPI(NELI)
NOC2)=NPJ(NELI)
NO(3)=NPK(NELI)

DO 435 IREN=1,3

DO 436 IRED=1,2
IROW=2*NO(IREN)=2+IRED
IRE=2+IREN-2+IRED

00 437 ICEN=1,3

DO 438 ICED=1,2
ICE=2*ICEN=2+ICED
ICOL=(NOCICEN)-NOC(IREN
ICOLI=ICOL+IROW=1

IFCICOL1.LT.IROW) GO TO 438 ) _
ASTIF(IROW,ICOL)=ASTIF(IRON:ICOL)+ ESTIFFCIRE,ICE)

CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE
CONTINUE

Y)*2+ICED-IRED*1

CES.
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DO 20 I=1,NNP

DENOM=0KXX(I,1)*0KYY(I,1)-0KXY(I

IF(DENOM.NE.D.) GO TO 278 s roKYX (L)

IF(DENOM.EQ.Q.) DENOM=1.

WRITE(S,876) DENOM
6 FORMAT(/' DENOM ZQUAL O.: THEN DENOM TAKE £

- . e . 1 - AK:N =' -

8 SFXX(I)=0KYY(I,1)/DENOM sE12.

SFXY(I)=-0KXY(I,1)/DENOM

SFYX(I)==0OKYX(I,1)/DENOM

SFYY(I)=0KXX(I,1)/DENOM

APPLY THE BOUNDARY CONDITIONS,
CALL 8CSG

SOLVE THE LINEAR EQUATIONS.
CALL SOLVEG(NNP)

QUTPUT THE REQUIRED RESULTS.
IF(KTYPE.NE.DJ) GO TO 369
CALL QUTSSD

9 CALL QUTG
IF(ITYPE.EQ.0) GO TO 111
CALL QuTlJ

1 IF(ICIC.EQ.NCIC) GO TO 37
REWIND 5
ICIC=ICIC+T .
GO 70 1

7 STOP
END

SUBROUTINE MESH

SUBPROGRAM TO SENERATE A MESH OF TRIANGULAR FINITE ELEMENTS.
THIS VERSION GENERATES A MESH OF TRIANGLES, ADEQUATED TO A SOLUTION

OF FRACTURE MECHANICS PROBLEMS.

,X(256),Y(256),A1(450) ,AJ(450),AK(450),

COMMON /CMESH/ NEL/NNP
REAC450) /NPIC450) ,NPJ(L50) NPK (450D,

1 BI(450),34(450),8K(450),4

2 NBP,NPB(60),MOUT
3 /CMPAR/ NCAM,NCOL1,NFCAM(&) ,NCOL(96)

RS REQUIRED (LAYERS ARE GROUPS OF LINES OF
THE NUMBERS OF COLUMNS OF FIRST LAYER, ALSO
TROL PARAMETER AND THE NUMBER OF LINES IN

INPUT THE NUMBER OF LAYE
IDENTICAL ELEMENTS) AND
THE MESH DATA OUTPUT CON
EACH LAYER. :
READ(5,51) NCAM,NCOL1,MOUT

FORMAT(314)
READ(5,61)(NFCAM(I)II=11NCAM)
FORMAT(6I4)
NCOL(1)=NCOL1
NCAM1=NCAM=1

DO 10 I=1,NCAM1
NCOL(I+1)=NCOL(I)*2
CONTINUE .
BO=1.0/NCOL(NCAM)
NFO=0

DO 20 I=1,NCAM



29

390

32

34
35

38

40

NEOSNFO+(NFCAMCI)+1)a2wx (! -
CONTINUE erx(NCAM-T)
AC=1.0/(NFO-1)

NOANT=)

Y0==42

DO 32 X1=1,NCAM

K=NCA¥M=-K1+1

NK=NCOL(K)+1

NF=NFCAM(K) +1

DO 30 L=1,NF

DO 30 M=1,NK

I=NOANT+M+(L=1) Nk

KK=2x« (NCAM=K)

X(I)=(M=1)*3J%KK
Y(I)=YT+_*AD2KK

CONTINUE

NOANT=NOANT+NFaNK

YO=Y(NOANT)

CONTINUE

NOANT=0

NELANT=Q

DO 40 X1=1,NCAM

K=NCAM=K1+1

IF(NFCAM(K) . EQ.0) GO TO 35

DC 34 L=1,NFLAM(K)

DO 24 M=1,NCOL(K)
M1=NELANT+(L'1)'NCOL(K)*Z*(M'1)*2*1
MZ2=M1+1
NPI(MI)=NOANT+M+(L=1)*x(NCOL(K)+1)
NPK(MT)=NPI(MI)+NCOL(K)*+1
NPJ(MT)=NPK(M1)+1
NPI(MZ2)=NPI(M1)

NPK(M2)=NPJ(M1)
NPJ(M2)=NPI(M1)+1

CONTINUE
NOANT=NOANT+(NCOL(K)+1)*NFCAM(K)
NELANT=NELANT+NCCL(K) %x2*NFCAM(K) t
IF(K.EQ.1) GO TO 40

DO 38 M=1,NCOL(K-1)
MTI=NELANT+3*x(M-1)+1

M2=M1+1

M3I=M2+1

NPI(MNT)=SNOANT+2*(M~=1)+1
NPK(MT)=NOANT+2+*NCOL(K=TJ+M+1
NPJ(MT1)=NPI(MT1)+1
NPI(M2)=NPJ(M1)

NPK(M2)=NPK(M1)

NPJ(M2) =NPK(M1)+1
NPI(M3I)=NPI(M2)

NPK(M3)=NPJ(M2)
NPJ(M3)=NPI(M2)+1

CONTINUE
NELANT=NELANT+3*(NCOL(KX=1))
NOANT=NOANT+2*(NCOL(K-1))*1
CONTINVE

NEL=NELANT

NNP=NOANT+NCOL(1)+1
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TEST THE NUMBERS OF NODES AND ELEMENTS.
IFCNNP LE.256.AND.NEL.LE.450) GO TO 81
WRITE(6,71) NNP,NEL
FORMAT (304OEXCESSIVE SIZE OF MESH, NNP =,15,8H, NEL =,I5)
STSP
CONTINUVE
RETURN
END

SUSROUTINE MODIFY

. SUBPROGRAM TO MODIFY THE MESH.

THIS VERSION APPLIES A PARAMETRIC TRANSFORMATION TO NODE CO-ORDINATES
THE INITIAL SQUARE SECCMES A FIGURE OF FOUR SIDES. THE PLANE OF CRACK
IS KEPT LINZAR, IF THE PROBLEM HAS SYMMETRY AXIS, WHEREAS THE OTHER
SIDES CAN BE MADE PARA3JOLIC, CIRCULAR OR LINEAR. IF THE PROSLEM HAS
NC SYMMETRY AXIS THE SIDES CAN 3E MADZ PARASOLIC, CIRCULAR OR LINEAR.

DIMENSION XT(8),YT(2),PI(8,8),ALFA(B),BETA(8)
COMMON /CMESH/ NEL/NNP,X(256),Y(256),A1(450),AJ(C450),AK(450),
1 81(450),8J(450),83K(450),AREAC450),NPIC450),NPICLS0) /NPK(450),

2 NBP,NP3(60), MOUT

DO 993 1=1,8
XT(I)=0.

993 YT(I)=Q.

73

IN2UT THE CONTROL PARAMETEZR. IF ICONT EQUAL ONE THE MESH BECOMES
A CIRCULAR ONE.

READ(5,73) ICONT

FORMAT(I4)

IFCICONT.NELT) GO TO 999

INPUT THE INTERNAL AND EXTERNAL RADIUS, THE ANGLE AND TWO CONTROL
PARAMETERS OF MESH. IF A1 IS LESS THAN 0.5 THERE WILL BE A GREATER
CONCENTRATION OF ELEMENTS IN THE LEFT HAND SIDE OF THE MESH. NO
MODIFICATICN FOR A1 EQUAL 0.5. IDENTICAL BEHAVIOUR WITH A2.

READ(5,44) R1,R2,GAMA,AT,A2

FORMAT(S5F10.0)

XT(2)=A1

XT(3)=1.

XT(4)=1,

YT(4)=A2

XT(5)=1,

YT(S)=1.

XT(6)=A1

YT(6)=1.

YT(7)=1.

YT(8)=A2

GO TO 994

INPUT THE CO-ORDINATES OF THE CORNERS AND FOUR CO-ORDINATES, ONE
IN EACH SIDE, IN ORDER TO OBTAIN LINEAR OR PARASOLIC SIDES.

99  READ(S,72) ((XT(I),YT(I)),I=1,8)
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FORMAT(2F10.5)

22 1 I=1,8

00 1 J=1,8

PI(I,J)=0.0

PI(1,1)=1.4

PI(2,1)==3.0

PI(2,2)=4.0

P1(2,3)==-1.0

PI(3,1)==3.0

PI(3,7)==1.0

PI(3,8)=4.0

PI(4,1)=2.0

PI(4,2)==4.0

PIC(4,3)=2.0

PI(5,1)=5.0

PI(5,2)==4,0

P1(5,3)==-1.0

PI(5,4)=4.0

P1(5,5)==3.0

P1(5,6)=4.0

PI(CS5,7)==1.0

PI(5,8)==4.0

PI(6,1)=2.0

PI(6,7)=2.0

PI(6,8)==4,0

PI(7,1)==2.0

PI(7,2)=4.0

PI(7,3)==2.0

PI(7,5)=2.3

PI(7,%4)==4.0

PI(7,7)=2.0

PI1(8,1)==2.0

PI1(8,3)=2.0

P1(8,4)==4,0

PI(&,5)=2.0

PI(8,7)==2.0

PI(8,8)=4.0

00 2 I=1,8

ALFA(I)=0.0

3ETA(1I)=0.0

DO 2 J=1,8

ALFA(I)=PI(I, JI*XT(J)+ALFA(I)
BETA(I)=PI(I,J)*YT(JI+BETA(I)
DO 25 I=1,NNP

XI=x(I)

YI=Y(1)

XCIYSALFACT)Y+HALFA(2) AXI+ALFA(3)*YI+ALFA(L)AXI*#XI+ALFA(S)*XI*YI+ALF
1ACOY *YI*XYI+ALFA(T) *XIxXI*YI+ALFA(B)*XI*YIxY]
Y(I)=BETA(1)+BETA(2)*XI+5ETA(3)*YI+BETA(A)*XI*XI+BETA(S5)«XI*YI+BcT
2ACO) *YI*YI+SETA(7)*XI*XI*YI+BETA(B) *XI*YI*Y]
CONTINUE

IFCICONT.NELT) GO TO 998
GAMA=GAMA»3,1415926/180.

DO 77 I=1,NNP
RO=RT+X(I)*(R2-R1)
ALF=GAMA=Y(I)
XCI)=RO*COSCALF)
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Y(I)=RO*SINCALF)
CONTINUE

RETURN

END

SUSROUTINE MATLS(NEL)
PROGRAM FOR DEFINING THE MATEZRIAL PROPERTIES OF THE ELEMENTS.

REAL NU
COMMON /CMATL/ NMATzE(5)/NU(S),ALPHA(S),RHO(S),MATM(QSC)

UT THE MATERIAL PROPERTIES = MAXIMUM 5 DIFFERENT MATERIALS.
READ(S5,51) NMAT
FORMAT(IS)
IF(NMAT,.LELS) GO TO 1
WRITE(S6,61) NMAT
FORMAT(28HITO0 MANY MATERIALS - NMAT =,15)
STOP
READ(5,52) (MATIE(MAT)/NU(MAT)IALPHA(MAT)/RHC(MAT)IN=1/NMAT)
FORMAT(IS5,4515.5)
WRITE(6,62) (MAT/S(MAT)rNU(MAT)IALPHA(MAT)IRHO(MAT)IMAT=11NHAT)
FORMAT(20HOMATERIAL PROPERTIES 7/
SOH MATL £ NU ALPHA RHO /
(1X,15,E12.4,F3.3,2E12.4))

DEFINE MATERIAL FOR EACH ELEMENT.
READ(5,53) INEL,JUNEL,KNEL,LNEL
FORMAT(4IS)

DO 2 M=1,INEL

MATM (M) =1

DO 3 M=INEL+1,JNEL

MATM(M) =2

DO & M=UNEL+1,KNEL

MATM (M) =3

00 5 M=KNEL+1,LNEL

MATM(M) =4

DO 6 M=LNEL+1,NEL

MATM () =5

RETURN

END

SUSROUTINE TEMPS(NEL)
PROGRAM FOR DEFINING MEAN TEMPERATURE CHANGES FOR THE ELEMENTS.

THIS VERSION READS AND ASSIGNS A UNIFORM CHANGE.

COMMON /CLOAD/ DELTAT(450),X3ARC450),YBAR(450)

READ(5,51) TEMP
FORMAT(F10.9)
DO 1 M=1,NEL
DELTAT(M)=TEMP
RETURN

END

SUBROUTINE BOCLYF(NEL)
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SUBPROGRAM FOR DEFINING THE BODY FORCE COMPONENTS (PER UNIT VGOLUME)
FOR THE ELEMENTS.
THIS VERSION ASSUMES GRAVITY ACTS IN THE NEGATIVE Y-DIRECTION.

OO0

REAL NU
COMMON /C™MaATL/ NMAT,E(S)INU(S);ALDHA(S)rRHO(S)/MATM(4SD)
1 /CLOAD/ DELTAT(4503) ,X5AR(450),Y3AR(45D)
D0 1 M=1,NEL
XBAR(M) =0,
MAT=MATM (V)
1 YBAR(M)==RHO(MAT)
RETURN
END

SUBROUTINE MSHOUT

SUBPROGRAM TO WRITE OUT THE MESH DATA.

o

REAL NU
COMMON /CMESH/ NEL/NNP,X(256),Y(256),A1(450),AJ(450),AK(450),
EI(450)/SJ(450);3K(450),AREA(4SO)INPI(ASO)INPJ(QSO)rNPK(ASO)z
N3P,NPB(60),MOUT
/CMATL/ NMAT,EC(5),NUCS),ALPHA(S) ,RHOC(5) ,MATM(450)
/CLOAD/ DELTAT(450),X5AR(450),YBAR(450)
JALFA1/ LCIC(20),ICIC,NCIC
IF(MOUT.EQ2.0)- RETURN
IFCICIC.GT.J) RETURN

VIS Ui -

o

C OUTPUT THE NUM2ER OF ELEMENTS AND NODES AND THE NOJODEZ CO-ORDINATES
WRITECO,61) NEL/NNP,CILX(I)AYCI),I=1,NNP)

61 FORMAT(23HOGEOMETRIC DATA FOR THE MESH //

1 10X,21H NUMBER OF ELEMENTS =,I4 //

2 10X, 25H NUMBER OF NODAL POINTS =,I4 //

3 25H NODAL POINT CO-ORDINATES 7/

4 72H i X Y I X Y I
5 X Y / (3(1X,15,2F9.4)))

¢
C OUTPUT THE ELEMENT NODE AND MATERIAL NUMBERS, AREAS, TEMPERATURE
C CHANGES AND BODY FORCE COMPONENTS.

WRITEC6,62) (M/NPI(M),NPJ(M),NPK(M),MATM(M) ,AREA(M) ,DELTAT(M),

1 XBAR(M) ,YBAR(M) ,M=1,NEL)
62 FORMAT(13HOELEMENT DATA // 72H M I J K MAT AREA
1 DELTAT XBAR YBAR / (1X,415,13,4E12.4))
RETURN
END
¢
SUBROUTINE B8CSG6
¢
( SUSPROGRAM TO APPLY THE BOUNDARY CONDITIONS.

COMMON /CMESH/ NEL,NNP,X(256),Y(256),A1(450),AJC450),AK(450),
BI(45C),BJ(450),3K(45C0) ,AREA(LSC) NPICLS0)/NPJC(L50),NPK(450),
N3P, NPB(60), MOUT '

/CEQNS/ OKXX(256,9),0KXY(256,9),0KYX(256,9),0KYY(256,9),
UC256),V(256),FX(256),FY(256),FXMOD(256),FYMOD(256) ,SFXX(256),
SFXY(256),SFYX(256),SFYY(256) /NPA(256,9),NAP(256)

/CREST/ NCOND(60),TANG(60) ,UPRES(60),VPRES(60),NBC3P

[ AV, BP S S VY |V N
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7 /ALFAY/ LCIC(20),ICIC,NCIC
8 /TALFAG/ NO(3)IASTIF(512147)INSB
DO 1 I=1,NNP
FX(I)=0,
1 FY(I)=0.
¢
C INPUT THE NUM3ERS OF SETS OF DATA FOR EACH TYPE OF SOUNDARY CONDITION
READ(S,51) NSCI1P,N3C2F,N3C3P
51 FORMAT(1415)
C
o INPUT AND APPLY POINT FORCE DATA.
IF(NSCT1P.EQ.D) GO TO 2
RZAD(5,52) (I/FX(I)IFY(I)IN=11N3C1P)
52 FORMAT(3(I14,2F10.0))
o
¢ INPUT AND APPLY DISTRISUTED FORCE DATA.
2 IF(N3C2F.E23.0) GO TC 4
D0 3 IF=1,N3C2F
READ(5,5¢) NBP,PX,PY
READ(5,51) (NPS(N),N=1,N3P)
NS=N5P=-1
DO 3 IS=1,NS
I1=NPB(IS)
I2=NP3(IS+1)
SIDE=SQRT((X(IT)=X(I2))*%x2+(Y(IT1)~Y(I2))**2)
FXM=0,5xPX*SIDE
FXCIN)=FXCI1)+F XN
FXCIZ2)=FX(I2)+FXM
FYM=0.5xPY*SIDE
FYCI1)=FY(IT1)+FYM
3 FY(IZ)=FY(I2)+FYM

C DEFINE FINAL MODIFIED EXTERNAL FORCES ON THE NODES.
4 DO 5 I=1,NNP
FXMODC(ID=FXMOD(I)+FX(I)
5 FYMOD(CI)=FYMOD(I)+FY(D)
DO 439 I=1,NNP
II=2*I-1
ASTIF(II,NSS+1)=FXMOD(I)
ASTIFCII+1,NSB+1)=FYMOD(I)
439 CONTINUE

¢
C INPUT AND APPLY THE RESTRAINED NODE DATA.

C THIS VERSION ASSUMES THAT TANG(N) IS ALLWAYS EQUAL ZERO.
READ(5,53) (NPB(N),NCOND(N),TANG(N) ,UPRES(N) ,VPRES(N) ,N=1,NBCZP)
53 FORMAT(2(I4,12,3F10.0))
c A
C READ THE NUMBER OF NODES CORRESPONDING TO CRACK GROWTH.
READ(5,54) NCIC
54 FORMAT(I4)
C
C READ THZ NODE NUMBERS CORRESPONDING TO THE NODES THAT WILL
( BECOME FREE.
READ(S5,55) (LCIC(M),M=1,NCIC)
55 FORMAT(1014)
IFCICIC.EQ.0) GO TO 40
0O 30 N=1,N3(C3P



22
30
40

¢
C
6

¢
C
7

c
¢
8

10

(o N aNalNe

o

148

DO 20 M=1,ICIC
IFCNP3(N)CEQ.LCICIM)) NCOND(N)=3
CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

20 10 N=1,N8(C3P

I=NPB(N)

IFONCOND(N).EQ.3) GO TO 10
IFONCOND(NI=1) 8,7,6

NODE RESTRAINED TO MOVE IN DIRECTION WHOSE SLOPE IS GIVEN BY TANG.

SFXX(I)=(SFXX(I)*SFYY(I)'SFXY(I)*SFYX(I))/
1 (SFXX(I)*TANG(N)**2'(SFXY(I)*SFYX(I))*TANG(N)+SFYY(I))
SEXY(I)=SFXX(I)*TANG(N)

SFYX(I)=SFXY(I)

SFYY(ID=SFXY(I)*TANG(N)

I1=2x1

IFCTANGIN).GT.1.E-05) PAUSE *FOUND SLOPE +NE. ZERO!
ASTIF(IT1,1)=1.E+20

GO T0 10

NODE RESTRAINED TO MOVE IN Y-DIRECTION ONLY.
SFYYCI)=SFYY(I)=SFYXCI)*SFXY(I)D/SFXX(I)
I1=2+%1-1
ASTIF(I1,1)=1.E+20
GO TO 9 -

NODAL POINT DISPLACEMENTS PRESCRIBED.
SFYY(I)=0.
UCI)=UPRES(N)
V(I)=VPRES(N)
I1=2+*1I-1
ASTIF(IT1,1)=1,E+420
ASTIF(I1+1,1)=1.E420
ASTIF(IT,NS3+1)=U(I)*1.E+20
ASTIFCIT+T1,NSB+1)=V(I)*1.E+20
SFXX(I)=0.
SFXY(I)=0.
SFYX(I)=0.
CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE SOLVEG(NNP)
SUBPROGRAM FOR SOLVING BY GAUSS ELIMINATION THE LINEAR EQUATIONS

OSTAINED FROM THE FINITE ELEMENT FORMULATION OF BIHARMONIC PROSLEMS.

COMMON /ALFAG6/ NO(3),ASTIF(S512,47),NSB
NEQS=2*NNP

NJ=NSB8-1

NC=NEQS=NSB+2

M=1

N1=NS3+M

REDUTION OF LINEAR EQUATIONS
DO 1 I=2,NEQS
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I1=1-1

IF(I.GT.NC) NJ=NEQS=I+1

DO 2 J=1,NJ

NK=NJ=J+1

J1=J+1-1

C=‘ASTIF(I1IJ+1)/ASTIF(I1I1)

D0 3 K=1,NK
ASTIF(J1/K)=ASTIF(J1IK)*C*ASTIF(I1IK+J)
CONTINUE

00 4 K=NSB+1,N1
ASTIF(J1/K)=ASTIF(J1rK)+C*A$TIF(I1IK)
CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

K SUBSTITUTION

DO 5 I=1,M

ISB=I+NS3
ASTIF(NEQSIISB)=ASTIF(NEQSIISE)/ASTIF(NEQSI1)
DC 6 L=1,NEQS-1

K=NEGS-L

IF(K.GE.NC) GO TO 111

IF(K,LT.NC) GO TO 222

NJ=NEQS~K+1

G0 TO 333

NJ=NSB -

DO 7 J=2,NJ
ASTIF(K/ISB)=ASTIF(K/IS3)‘ASTIF(KIJ)*ASTIF(K*J'1/ISB)
CONTINUE

ASTIF(K,IS3Y=ASTIF(K,ISB)/ASTIF(K,1)

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE OQUTSSD

PROGRAM TO OUTPUT THE FINAL RESULTS. THIS IS AN OPTION TO
MINATE THE MAIN PROGRAM WITH THZ OUTPUT OF STRESSES, STRAINS

DISPLACEMENTS ONLY,

REAL NU
COMMON /CMESH/ NEL/NNP,X(256),Y(250),A1(450),AJ(450),AK(450),

A al

BIC450),8J(450),8K(450),AREACL50)  NPIC450) /NPICA50) ,NOKLL5D),

NBP,NP3(60),MOUT
JCEGNS/ OKXX(256/9)IOKXY(256I9)IOKYX(25619)IOKYY(25619)1

J(256),V(256) ,FX(256) ,FY(256),FXMOD(256),FYMOD(256),SFXX(256),

SFXY(256),SFYX(256),SFYY(256),NPA(256,9),NAP(256)
/CREST/ NCOND(60),TANG(60),UuPRES(60),VPRES(60) ,N3C3P
/CMATL/ NMAT,E(S),NU(5),ALPHA(S) ,RHO(S5) JMATM(450)
/CLOAD/ DELTAT(450),X3AR(4&50),YB8AR(45D)

JALFAS/ E1(5),0U(5),ALPHAT(S)
/ALFA6/ NOC3),ASTIF(512,47),NS5S8B
NSB81=NSB+1
DO 27 I=1,NNP
I1=2*1-1
UCI)=ASTIF(I1,NSB1)
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VII)=ASTIF(IT+1,NSB1)
CONTINUE

PUT THE DISPLACEMENT 8)UNDARY CONDITIONS.
WRITE(6,61) (NPB(IB);NCOND(IB)/TANG(IS):IB=1fNBCSP)
FORMAT (33HIDISPLACEMENT 30UNDARY CONDITIONS 7/
63H NODE COND TANG NODE (COND TANG NODE COND
TANG / (3(1X,14,15,F10.4))) A

PUT THE NODAL POINT FORCES AND DISPLACEMENTS,
WRITE(6,62) (I/FX(I);FY(I)/FXMOD(I),FYMOD(I)/U(I)’V(I)zI=1;NNP)
FORMAT(37HONODAL POINT FORCES AND DISPLACEMENTS 7/
78H NODE FX FY FXMOD FYMCD
U v : / (1X,15,6E12.4))

PUTE AND OUTPUT THE ELEMENT STRAIN AND STRESS COMPONENTS.

WRITE(6,63)

FORMAT (93HO M EXX EYY EXY ET
SIGXX SIGYY SIGXY )

DO 1 M=1,NEL

I=NPI(M)

JENPJI (M)

K=NPK (M)
EXX=Jo5*(BI(MI*UCI)+3J(MI*UCJI)+BK(M)*U(K))/AREA(M)

EYY=D.5*(AI(M)*V(I)*AJ(M)*V(J)+AK(M)*V(K))/AREA(M)

EXY=0.5*(AI(MJ*U(I)*BI(M)*V(I)*AJ(M)*U(J)*BJ(M)*V(J)*AK(M)*U(K)
+3K(M)xV(K))/AREA(M)

MAT=MATM(M)

ET=ALPHAT(MATI*DEZLTAT(M)

FACT=ETMAT)/(1.-UU(MAT) xx2)

SIGXX=FACT*((EXX=ET)+UU(MAT)I*(EYY=-ET))

SIGYY=FACT*(UU(MAT)=(EXX-ET)+(EYY-ET))

SIGXY=FACT*D .5+ (1.=UU(MAT))*ZXY

WRITE(S,64) M,EXX,EYY EXY,ET,SIGXX,SIBYY,SIGXY

FORMAT(1X,I5,7E12.4)

STGP

END

SUBROUTINE QUTG

PROGRAM TO OUTPUT THE FINAL RESULTS FOR K OBTAINED USING THE
RGY METHOD.

REAL NU
COMMON /CMESH/ NEL,NNP,X(256),Y(256),A1(C450),A0C450),AK(450),

BIC450),8J(450),8K(450),AREAC450),NPI(450),NPJIC(450),NPK(450),

NBP,NPB(60) ,MOUT ‘
JCEQNS/ OKXX(256,9),0KXY(256,9),0KYX(256,9),0KYY(256,9),

U(256),V(256),FX(256),FY(256),FXMOD(256),FYMOD(256),SFXX(256),
SFXY(256),SFYX(256),SFYY(256) /NPA(256,19),NAP(256)
/CREST/ NCOND(60),TANG(60)  UPRES(6C),VPRES(60),NBC3P
/CMATL/ NMAT,E(S5),NU(S5),ALPHA(S5),RHO(5) , MATM(450)
/CLOAD/ DELTAT(450),X5AR(450),YBAR(45D)
/ALFA1/ LCIC(20),ICIC,NCIC

/ALFA2/ EPOT(20)
/ALFA3/ CASE,STRESS,STRAIN

/TALFAL/ JTYPE
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4 TALFAG/ NO(3),ASTIF(512,47),N38
NS51=N53+1
DO 27 I=1,NNP
I1=2x%1-1
UCI)=ASTIF(I1,NSB1)
V(I)=ASTIF(I1+1,N531)
27 CONTINUE
¢
C OUTPUT THE DISPLACEMENT BO0UNDARY CONDITIONS.
WRITE(6,61) (NPB(IS)rNCOND(IB)ITANS(IB)'IB=1rNBCSPf
61 FORMAT(33HODISPLACEMENT 30UNDARY CONDITIONS //
1 634 NODE COND TANG NODE (COND TANG NODE COND
2TANG / (3(1X,14,15,F10.4)))
¢ .
C OUTPUT THE NODAL POINT FORCES AND DISPLACEMENTS. :
WRITZ(6,62) (I,FX(I)'FY(I);FXMOD(I),FYMOD(I)rU(I)rV(I)/I=1rNN°)
62 FORMAT(37HONODAL POINT FORCES AND DISPLACEMENTS //
1 78nd NODE FX FY FXMOD FYMOD
2 U v !/ (1X,15,6E12.4)) .
C
( COMPUTE AND OQUTPUT THE STRESS INTENSITY FACTOR.
‘ EPOT(ICIC+1)= 0.0
DO 2 I=1,NNP
EDOT(ICIC*1)=EPOT(ICIC+1)*FXMOD(I)*U(I)*FYMOD(I)*V(I)
2 CONTINUE
IFCICIC.LE.T1). RETURN
J=LCiC(ICcIC)
DELTAA=SQRT((X(JII=X(J=T1I))*xx2+(Y(J)=Y(J=1))*%2)
DELTAB=SQART((X(JI+1I=X(J)I* %2+ (Y (J+1)=Y(J))*xx2)
E1=EPOT(ICIC-1)
E2=EPOT(ICIC)
E3=EPOT(ICIC+T)
XX=x(J)
IF(JTYPE.EQ.O) GO TO 79
G=(E2‘E1)*DELTAS/(DELTAA*(DELTAA*DELTAB))+(E3-E2)*DELTAA/(DELTAB*
(DELTAA+DELTAB))

GO 70 80
79 G=0.5%((E2~ET1)*DELTAB/(DELTAA*(DELTAA+DELTAB) )+ (E3-E2)*DELTAA/

(DELTA3x(DELTAA+DELTAB)))
80 WRITE(6,63)
63 FORMAT(/' X CO-ORDINATE AND CCRRESPONDING VALUE OF ENERGY RELEASE
RATE')
WRITE(S6,64) XX,G
64 FORMAT(/' X=',E12.4," G=',E15.7)
IF(CASE.EQ.,STRESS) GO TO 11
GC T0 12
11 CKI=SQRT(A3S(G*E(1)))

GO 10 13
12 CKI=SQRT(ABS(G*E(1)/(1.-NU(T1)=%xx2)))

WRITE(6,65) ) ‘ _ .
é5 FORMAT(/* X CO-ORDINATE AND CORRESPONDING VALUE OF STRESS INTENSI

TY FACTOR USING'/' THE ENERGY McThOD')
13 WRITE(6,66) XX,CKI

66 FORMAT(/' X=',E12.4,' KI=',E15.7)
RETURN

END
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SUSROUTINE O0UTJ

PROGRAM TO OUTPUT THE FINAL RESULTS FOR K OBTAINED USING
J INTEGRAL METHOD,

DJIMENSION NPXY(83)IEXX(CSO)/EYY(450)1EXY(450)1AAA(40)'
SIGXX(450)1SIGYY(450)ISIGXY(450)/SSSXX(SO)ISSSYY(BO)/
SSSXY(BC)IEEEXX(BO)IEEEYY(SD)IEEEXY(SC)IH(SD)

REAL NU

COMMON /CMESH/ NELINNP/X(ZSé)IY(ZSé)IAI(450)/AJ(4SC),AK(450)I

BI(450)15J(450)13K(450)IAREA(450)1NPI(4SO)INPJ(450)1NPK(450)1
NBP,NP3(60),MOUT ’

/CEQANS/ 0KXX(256I9)IOKXY(25619)/OKYX(25619)/0KYY(25619)/
d(ZSé)/V(ZSé)IFX(zsé)IFY(ZSé)lFXMOD(ZSé)/FYMQD(ZSé)fSFXX(ZSé)I
SFXY(ZSé)/SFYX(256)1$FYY(256)/NPR(25019)1NA?(256)

/CREST/ NCOND(éO)/TANG(éO)IUPRES(OO)’VQRES(OO)1N8C3P

/CMATL/ NMATIE(S)INU(S)IALPHA(S)IRHO(S)IMATM(450)

/CLOAD/ DELTAT(4S50),XB8AR(450)Y,Y8AR(4SS)

TALFAT/ LCIC(Z2O),ICICANCIC

/ALFA3/ CASE,STRESS,STRAIN

/ALFAG4/ JTYPE

TALFAS/ ET1(S5),UU(S),ALPHAT(3)

/ALFAo/ NO(3),ASTIF(512,47),N58

NS31=NSB+1

D0 27 I=1,NNP

I1=2x1-1 -

JOID)=ASTIF(IT,NSB1)

V(I)=ASTIF(IT+1,NS81)

CONTINUE

PUTE THE ELEMENT STRAIN AND STRESS CGOMPONENTS.

DO 1 M=1,NEL

I=NPI(M)

J=NPJI(M)

K=NPK (M)
EXX(MI=D.5+(BI(MI*UCI)+BJ(MI*U(SI)+BK(M)*U(K))/AREA(M)

EYY(M)=0.S5*CAT(MI*V(ID+AJ(MI*V(J)+AK(M)*#V (K))/AREA (M)

EXY(M)=0.5%(AT(MI*UCIDI+BICMI *#V(ID+AJCMI*UCII+3 (M) %V (J) +AK (M) *U(K)
+3K (M) *V(K))/AREA(M)

MAT=MATM (M)

ET=ALPHAT (MAT)*DZLTAT(M)

FACT=ET(MAT)/(1.-UU(MAT) *=*2)
SIGXX(M)=FACT*((EXX(M)-ET)+UU(MAT) *x(EYY(MI=-ET))

SIGYY(M)=FACT*(UU(MAT)I *(EXX{M)=ET)>+(EYY(MI-ET))
SIGXY(M)=FACT*0.5%x(1.-UU(MAT)II*EXY (M)
CONTINUE

D THE CONSTANT PRESSURE ACTING IN THE CRACK SURFACE.

READ(5,99) PRESS
FORMAT(F10.0)

D THE NUMBER OF CONTOURS TO S5E COMPUTED, NC.

READ(S5,83) NC
FORMAT(I4)
DO 53 M=1,NC

D NUMBER OF NODES OF CONTOUR.
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READ(S5,71)INCP
71 FORMAT(14)
C
C READ NCDE NUMBERS OF CONTOUR NODES. THE NUMBERING STARTS ON THE
C RIGHT HAND SIDE,
READ(5,72) (INPXY(I),1=1,NCP)
72 FORMAT(1J1I4)
DO 7 J=1,NCP
IT=NPXY (J)
WW=0.0
SSXX=3.0
§SYvy=0.0
SSXy=0.0
EEXX=0.0
EEYY=0.0
EEXY=0.0
KK=0
PC 8 I=1,NEL
IF (NPICI).EQ.IT) GO TO 9
IF (NPJ(I).EQ.I1) GO TO ©
IF (NPK(I).NE.IT1) GO TO 8
9 SXX=SISXX(I)
SYY=SISYY(D)
SXY=SIGXY(I)
EPXX=EXX(I)
EPYY=EYY(I)
EPXY=EXY(I)
KK=KK+1
MAT=MATM(I)
IF(CASE.EQ.STRAIN) GO TO 20
NWH=(SXX+SYY)*(SXX*SYY)/(2.*E(HAT))+(SXY*SXY'SXX*SYY)*(1.*NU(MAT))
/E(MAT)
GO TO 15
20 WNW=(SXX+SYY)*(SXX*SYY)*(1.+NU(VAT))*(1.*NU(MAT))/(Z.*E(MAT))+
(SXY*SXY‘SXX*SYY‘(SXX*SYY)*(SXX*SYY)*NU(MAT))*(T.+NU(MAT))/
E(MAT)
15 WW=WWHWWW
SSXX=SSXX+SXX
SSYY=SSYY+SYY
SSXY=SSXY+SXY
EEXX=EEXX+EPXX
EEYY=EEYY+EPYY
EEXY=EEXY+EPXY
CONTINUE
FKK=KK
W(J)=WW/FKK
SSSXX(J)=SSXX/FKK
SSSYY(J)I=SSYY/FKK
SSSXY(J)=SSXY/FKK
EEEXX(J)=EEXX/FKK
EEEYY(J)=EEYY/FKK
EEEXY(JI=EEXY/FKK
t 7 CONTINUE
{ COMPUTE AND OUTPUT THE VALUE OF J INTEGRAL.
€J=0.0
DO 10 I=2,NCP

(o 4]
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12=1-1

I13=1

DELTAX=O.5*(X(NPXY(IB))‘X(NPXY(IZ)))
DELTAY=O.S*(Y(N°XY(13))‘Y(NDXY(IZ)))
DELTAU=O.S*(u(NPXY(I}))-U(NPXY(IZ)))
DELTAV=O.5*(V(NPXY(I3))'V(NPXY(IZ)))
RIS(w(I2)+A(I3))=DELTAY~
.(SSSXX(IZ)*EEEXX(IZ)*SSSXX(IS)*EEEXX(IS))*DELTAY-
.(SSSXY(IZ)*EEEXY(IZ)*SSSXY(I3)*EEEXY(I3))*DELTAY+
« (SSSXY(IZ)+SSSXY(I3))*DELTAU+
.(SSSYY(IZ)*SSSYY(IB))*DELTAV‘
.(SSSYY(IZ)*EEEYY(IZ)+SSSYY(IS)*EEEYY(I3))*DELTAY
CJ=CJ+RJ

ARACIZ2)=(JTYPE+1)*Cy

CONTINUE

WRITZ(6,201) M

CRMAT(/' CONTOUR NODES OF CONTOQUR ',12)
WRITE(6,202) (NPXY(I),I=1,NCP)

FORMAT(1415)

WRITE(6,203)

FORMAT(/' J INTEGRAL PARTIAL VALUES*)
WRITE(6,204) (AAACI),I=1,NCP=-1)
FORMAT(7(IX,F9.4))

CI=CI+PRESS*VINPXY(NCP))

CI=(JTYPE+1) %xCy

WRITz(0,205)

FORMAT(/' J INTEGRAL TOTAL VALUE")

WRITE(6,206) CJ

FORMAT(' J=',E12.4)

C CCOMPUTE AND OQUTPUT THE STRESS INTENSITY FACTOR.

41
42
12

13
77
14

76
53

IFCICICLEQ.NCICY GO T0 &1
XX=X(LCIC(ICIC+1))

GO TO 42

XX=X(LCICCICIC)+1)

IF(CASE.EQ0.STRAIN) GO 70 13

CKI=SQRT(ASS(CJI*E(1)))

GO TO 14

CKI=SQRT(435(CJ*E(1)/(1.‘NU(1)**2)))

wWRITZ(6,77)

FORMAT (/! X CO-CRDINATE, CONTOUR NUMBER AND CORRESPONDING VALUE'/
o! OF STRESS INTENSITY FACTOR USING THE J INTEGRAL METHOD')
WRITE(0,76) XXs™M, (K1

FORMAT(/® =Y E12.4,0 CONTCUR', 12, KI=',£E15.7)
CONTINUE

RETURN

END
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