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RESUMO

No presente trabalho desenvolve-se uma técnica de anilise nio linear, material e

geométrica, aplicada a estruturas porticadas planas de betao armado.

O modelo baseia-se no Método dos Elementos Finitos, utilizando elementos de dois
nés de formulagao hermitiana e elementos de trés nés de formulag3o lagrangeana; recorrendo
a uma técnica incremental e iterativa, com solugio das equagdes de equilibrio e satisfagao

simultanea das condicdes de compatibilidade.

Na anilise nao linear material a relagao incremental entre esforgos instalados e de-
formacdes da secgdo (matriz de elasticidade), é avaliada directamente para qualquer com-
binagio de momento flector e esforgo axial.

Para o betio em compressio é considerada uma lei elasto-pldstica, e em tracgao apds
fendilhagdo, é considerado um diagrama de retencio das tensdes de tracgao. Para o ago é
considerado um diagrama trilinear. Tanto para o ago como para o betdo sao simuladas as

descargas e recargas, nas relagdes constitutivas.

Para a andlise nao linear geométrica é utilizada uma formulagao lagrangeana total,
podendo efectuar em cada incremento uma previsio da carga critica da estrutura, através

da resolugio, por um método iterativo, de um problema de valores e vectores préprios.

E ainda prevista a andlise da construgdo de uma estrutura por fases e a avaliagao da
influéncia da rigidez do solo de fundagao.

Com estes procedimentos foi desenvolvido um programa de célculo automatico de-
signado por FEMPOR, vocacionado para o dimensionamento e a verificagao da seguranga
aos estados limites dltimos de resisténcia (cuja ocorréncia provocaria sérios prejuizos) e em
relagio aos estados limites de utilizagdo (cuja ocorréncia poderia comprometer a qualidade
de funcionamento, durabilidade e aparéncia) de estruturas porticadas planas de betao e que
serd descrito neste trabalho.

Sio apresentados e analisados os resultados da aplicagdo desta técnica em vérias

etapas do seu desenvolvimento.
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ABSTRACT

This work presents a finite element model for the materially and geometrically non-

linear analysis of plane reinforced concrete frames.

Two-node Hermitian and three—node Lagrangian elements are used and a incremen-
tal-iterative technique is adopted (to satisfy equilibrium and compatibility).

Regarding material nonlinearity the incremental relation between stress resultants
and strains is directly computed for any combination of bending moment and axial force
values. An elastoplastic law is considered for concrete in compression; tension stiffening
effects after tensile cracking are accounted for. A trilinear diagram is adopted for the steel.
Unloading and reloading of both concrete and steel are simulated.

A total Lagrangian formulation is utilized for geometrical nonlinear modelling. The

critical load may be calculated within each load increment by iterative eigenvalue analysis.

Additional capabilities are the modelling of the construction sequence and the influ-

ence of foundation deformability.

FEMPOR, a code incorporating all the above features, is described in detail, as well

as the results obtained in a number of selected applications.
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1 — INTRODUCAO

1.1 Generalidades e objectivos

Os métodos de anilise nio linear, de estruturas porticadas, tém tido um incremento
significativo devido & necessidade crescente de se aferir com rigor a seguranga (capacidade
de carga tltima) e conhecer o estado de deformagio e fendilhagio nas vérias fases da vida

de um edificio; por forma a obter estruturas cada vez mais econémicas, arrojadas e seguras.

A optimizacio da geometria das estruturas e da utilizagao dos seus materiais cons-
tituintes (no caso do presente estudo o ago e o betao), obriga a que o comportamento de

cada um deles seja simulado por um modelo o mais préximo possivel da realidade.

A nio linearidade material de uma estrutura de betao armado resulta fundamental-

mente dos seguintes aspectos:

e comportamento fragil do betdo (fendilhagdo do betao quando traccionado);
¢ comportamento nao linear do betao comprimido;
¢ comportamento elasto-pldstico da armadura;

e comportamento das regides fendilhadas de betdo armado (ligagdo ago-betdo),

que se procurou ter em conta neste trabalho.

E ainda considerada a possibilidade da existéncia de uma relagao nao linear entre
deslocamentos e deformagdes ~ nio linearidade geométrica — tendo-se adoptado uma for-
mulagio lagrangeana total; podendo efectuar a previsio da carga critica da estrutura em

cada incremento do processo de andlise.

No presente trabalho é descrita uma técnica de andlise nio linear de porticos planos
de betio armado e a sua implementagio num programa de cdlculo automaético desenvolvido
para o efeito em FORTRAN 77 e designado genericamente por FEMPOR.

A principal preocupagao ao desenvolver este trabalho foi a de que a utilizagao do pro-
grama agora referido para estruturas correntes, fosse computacionalmente exequivel, répido



e econémico, objectivos que, mesmo num pequeno computador ji obsoleto, se consideram

atingidos.

S3o apresentados e analisados resultados da aplicagdo deste programa em vérias
etapas do seu desenvolvimento e a aplicagdo a exemplos priticos de maior dimensao no

quinto capitulo.

1.2 Descricao sucinta do trabalho desenvolvido

Este trabalho encontra-se dividido em seis capitulos e um apéndice com a seguinte

estruturagao:

Capftulo 1 - INTRODUGAO

Consideragdes iniciais e descrigdo sucinta do trabalho desenvolvido

Capfitulo 2 - ANALISE ELASTICA LINEAR

S3o apresentados os aspectos principais do método dos elementos finitos (for-
mulagio dos deslocamentos), os elementos utilizados e os aspectos especificos da
aplicagao a um programa de pérticos planos.

S0 ainda apresentados exemplos de afericdo da performance dos elementos uti-

lizados e das regras de integragao numérica.

Capitulo 3 - ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA

E apresentada a formulagao utilizada (formulagao lagrangeana total) e o método
adoptado para a andlise da instabilidade (previsdo de cargas criticas).

Szo analisados varios exemplos de afericao da técnica de andlise nao linear

e de previsao de cargas criticas.



Capitulo 4 - ANALISE NAQ LINEAR MATERIAL

E inicialmente descrita uma técnica global de andlise ndo linear material de vigas
submetidas 3 flexao simples e em seguida a técnica utilizada para a andlise nao li-
near material de estruturas porticadas em que cada elemento pode estar submetido

a flexao composta.

S3o apresentados e analisados varios exemplos de aplicagao destas técnicas, com-
parando os resultados obtidos com os resultados experimentais e numéricos referi-
dos por virios autores. Em dois destes exemplos é simultaneamente considerado

o comportamento nao linear geométrico.

Capitulo 5 — APLICACOES

E descrita a técnica utilizada, para a anélise de uma estrutura construida por fases

e para a avaliagao da influéncia da rigidez do solo de fundagao.

E verificada a capacidade de carga de um pértico real de dimensdes correntes. O
pértico é analisado parcialmente (sé6 um andar), e integralmente (todo o pértico)

tendo em conta as duas nao linearidades em estudo.

/
E apresentado ainda um exemplo simples da construgao por fases e da influéncia

da rigidez do solo de fundagao.

Capfitulo 6 - CONCLUSOES

Sio referidas as principais conclusdes resultantes da elaboragao deste trabalho e

apresentadas algumas sugestdes para futuros desenvolvimentos.

ApéndiceI—ESTRUTURACKO DO PROGRAMA DE CALCULO AUTOMATICO FEMPOR

E descrita a estruturagio do programa de célculo automdtico FEMPOR.



2 — ANALISE ELASTICA LINEAR DE PORTICOS PLANOS

2.1 Introducgao

Normalmente a complexidade da geometria, da solicitagao e ou das ligagoes ao ex-
terior de uma estrutura corrente, dificulta ou impossibilita que se consiga uma solugao
analitica da resolucido das equagdes diferenciais regentes do fenémeno em anélise. Nestes
casos o recurso a métodos numéricos (em que se destaca, pela sua importancia e potenciali-
dades, o Método dos Elementos Finitos), permite resolver a grande maioria dos problemas

de uma forma satisfatéria.

Desde o advento do Método dos Elementos Finitos, na década de 50, muitos artigos,
livros, teses e tratados foram escritos sobre o método e suas aplicagoes. Aventurar-me a
apresentar nesta introdugio uma descrigdo detalhada deste poderoso método, para além de
hercileo e pretensioso por o muito que ficaria inevitavelmente por dizer; seria forcosamente,
desnecessério e excessivo, face aos objectivos deste trabalho, pela imensa qualidade e quan-
tidade de informacdes que se pode actualmente encontrar na vasta bibliografia da especia-
lidade [3, 6, 9, 11, 12, 16, 18, 22, 23, 24].

O Método dos Elementos Finitos, que inicialmente comegou por ser um processo
de anilise estrutural e que foi alargando o seu campo de ac¢do a intimeros dominios da
Engenharia e da Fisica, é, no caso da Mecénica Estrutural, fundamentalmente um processo
em que um meio continuo com infinitos graus de liberdade é discretizado num conjunto de

elementos finitos, ligados entre si num ntmero reduzido de pontos nodais.

Na formulagio dos deslocamentos, em que os deslocamentos desses pontos sao as
incégnitas bases do problema, as relagdes geométricas (relagbes entre os deslocamentos e
deformacgdes), as relagdes constitutivas (relagoes entre deformagoes e tensdes) e as equagoes
diferenciais regentes do fenémeno (equagdes de equilibrio) sido estabelecidas para o dominio

que é o elemento.

Neste capitulo sio apresentados os aspectos especificos da aplicagao do Método dos
Elementos Finitos & anilise de pérticos planos e a formulagdo do problema para os dois
tipos de elementos utilizados (elemento de dois nés de Hermite e elemento de trés nés de
Timoshenko).



2.2 Formulagcao dos elementos finitos de barra e de
viga

2.2.1 Elemento de barra de dois nds

2.2.1.1 Aproximacao do campo de deslocamentos

Adoptando-se uma aproximagao linear para o campo de deslocamentos axiais no

interior de um elemento, o deslocamento axial u{z) num ponto genérico desse elemento

sera:
u(z) =az+b (2.1)
ay
a2
z=0 z=1L :
Fig. 2.1 - Campo de deslocamentos axiais no interior de um elemento.
como
b =0
1 y T (2 2)
a9y = al+b s I4
entao

b= ai
as — ap (23)




substituindo (2.3) em (2.1) resulta

ou

pelo que

se

ou, matricialmente

em que N; e N; sdo, normalmente, designadas por fungées de forma.

u(z) = Ny(z)a; + Ny(z)a,

u= [NlNzl{ . }= (V) {e)

Fig. 2.2 - Fungoes de forma.

(2.4)

(2.6)

(2.7)



A expressao (2.6) para o cilculo do deslocamento axial de um ponto genérico do
interior do elemento, pode entdo ter a seguinte interpretagio geométrica:

Fig. 2.3 — Aplicacao das fungoes de forma.

2.2.1.2 RelacgOes geométricas

A relagao entre deslocamentos e deformagdes axiais é, no caso do elemento de barra,

_du

A

(2.9)

ou, sob a forma matricial,

{e} = [L]{u} (2.10)

em que (L] é entdo um operador diferencial dado por:

(L] = [%} (2.11)

Substituindo a equagdo (2.6) na equagio (2.10)

d
€ = E‘; (N1a1 + Nz 0.2) (212)



dN; dN,
€2=——a1+ ——a,

dzx dz

ou, exprimindo-a sob a forma matricial,

_ [ at) [ o
A dz ay

ou
€z = [Bo| {a}
em que
dN; dN,
By = | =2 =2
[Bol [d:c de

é designada por matriz das deformagdes, ou seja,

30 = [ g2 | el =

2.2.1.3 RelagOes constitutivas

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

A relagdo entre tensoes e deformagdes generalizadas é, neste caso, traduzida pela lei

de Hooke

c=Fe ou N=FA¢

ou, matricialmente,

{0} =[Do] {¢}

(2.18)

(2.19)



em que {0} e {¢} tém o significado de tensdes e deformagdes generalizadas e N é o esforco

axial da barra.

Sendo neste caso a rigidez axial E 4, a constante eldstica da matriz de elasticidade [Dy)
agora referida, em que £ é modulo de elasticidade ou de Young do material e A a irea de

secgao transversal do elemento.

2.2.1.4 Equagoes regentes do fenémeno

No caso em andlise, em que se adopta a formulagio dos deslocamentos, as equagdes
regentes do fendmeno sao equagdes diferenciais de equilibrio e a sua consideracio no Método
dos Elementos Finitos pode ser feita por varios processos entre os quais se destacam:

¢ Principio dos Trabalhos Virtuais;
¢ Métodos Variacionais;

e Método dos Residuos Pesados.

Por ser talvez mais simples e usual, apenas serd descrita a aplicagio do primeiro dos

processos agora referidos.

Para esse efeito considere-se a estrutura em equilibrio elastico submetida 3 acgio de
dois sistemas de forgas exteriores i) e i) independentes:

i) Sob a acgdo de um sistema de forgas exteriores (forgas distribuidas g, forgas concen-
tradas aplicadas na barra P; e forgas aplicadas nos nés Q;) desenvolve-se um estado

de tensao interno o, que satisfaz as equagoes de equilibrio;

i) Sob a ac¢do do segundo sistema de forgas desenvolvem-se deslocamentos u* e de-
formagoes €* compativeis e designados por deslocamentos e deformagdes virtuais.

O Principio dos Trabalhos Virtuais, imp6e como condigao necessaria e suficiente para
que um corpo esteja em equilibrio elastico sob a acgao de um sistema de forgas exteriores,
que numa deformagao virtual do corpo, o trabalho virtual das forgas exteriores seja igual ao
trabalho virtual de deformagao (qualquer deformagio infinitamente pequena e compativel

com as ligagGes ao exterior).



Considerando o elemento de barra solicitado por uma forca uniformemente dis-
tribuida ¢, forgas concentradas nos n nés Q;, e m forgas concentradas nas barras P; o
trabalho destas for¢as exteriores na deformada produzida pela outra solicitagdo é dada por:

n m L
w,=ZQ;a:~‘+ZP,-u:+/O u* gdz (2.20)
i=1 i=1

Tendo em conta a expressdo (2.8)

m

w, = {&"}7 {Q} + {a'}" S [N P + {a"}" /0 “INT qds (2.21)

i=1

em que fOL [N }T gdz é o vector das for¢as nodais estaticamente equivalentes 3 forca dis-
m
tribuida Z [N ]T P; é o vector das forcas nodais estaticamente equivalentes as forgas con-

=1
centradas aplicadas na barra e {Q} € o vector das for¢as aplicadas nos nés.

O trabalho das forgas interiores é dado por

w,:/ve adV:/Ve Eedv (2.22)

aNy

dz
w; = /V {a} a3} E [% %] { “ } av (2:23)

sz T T as
dz
ou seja

w={a'}" [ [Bof" [Do] [Bo] dV {a) (2.24)

Igualando as expressoes do trabalho das forcas exteriores e interiores

10



{@}" [ [Bol" (Dol [Bo] aV {a} =
— @Y Q)+ VS (M R ) [N e

1=

e como o campo de deslocamentos {a*} é arbitririo, resulta que

[ 1ol [Do] 1B @V {a} = (@} + 3 [N P+ [ NI qds

ou seja

ko] {a} = {f}

em que

(ko] = J, [Bol" [Do] [Bo] 47
é a matriz de rigidez do elemento e
(1} =10} + 3 (V" Rt [N g
é o vector de solicitagéb do elemento.

Considerando a barra com a secgao transversal constante,

dV = Adzx

e atendendo a (2.7) e (2.16) a expressdo (2.28) pode-se escrever

1
Ez[—l 1]) Adz

m- [ (3]

11

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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e, portanto, a matriz de rigidez do elemento serd

EA EFA
L L? L? _
[ko] = / dg=2A1 1 1 (2.32)
Lr LT

2.2.2 Elemento de barra isoparamétrico de dois nés.

Introduzindo o conceito de elemento isoparamétrico (muito utilizado no Método
dos Elementos Finitos, sobretudo em problemas com uma geometria complexa), é apenas

necessario efectuar alteragbées pontuais ao descrito em 2.2.1.

Num elemento isoparamétrico a geometria do elemento é definida utilizando as co-
ordenadas dos pontos nodais e as mesmas fungdes de forma utilizadas na aproximagio das

incégnitas, no caso corrente o campo de deslocamentos.

Com toda a generalidade

T n Z;
=> N} w (2.33)
=1

r4 2§

sendo as fungdes de forma expressas num sistema de eixos local em que cada coordenada
varia entre —1 e 1.

Assim sendo no elemento de barra de 2 nés o campo de deslocamentos é aproximado

pela seguinte expressao

u(§) = Ni(€) a1 + Nz (€) a, (2.34)

com as fungoes de forma N, e N, expressas no novo sistema de eixos local ¢ do elemento.

12



Fig. 2.4 — Elemento isoparamétrico

1.__
le_f e szﬂ

- > (2.35)

A relagao entre as coordenadas nos dois sistemas de eixos, é estabelecida utilizando

as mesmas fungoes interpoladas

z(€) = Ni(£)z1 + N2(€)z2 (2.36)

A matriz de rigidez é calculada pelo processo descrito em 2.2.1.4 em que desta feita
na matriz [ By o cdlculo das derivadas em ordem a z serd feito através do conhecimento das

derivadas em ordem a €. Como,

dN; _ dN; dz

- 37
d¢ ~ dr de (2:37)
dN; dN; [dz\!
= —_— 2.38
dr ~ d¢ (dg) (2:38)
ou seja
dN, 4Ny
dz dz\ ! d¢
(%) o
an, | NS e,
dz d§

Derivando (2.36) em ordem a §

13



Os elementos da matriz de rigidez sio obtidos através da expressio

(ko] = /0 " 1BoJF EA[BY) dz

Exprimindo dz em funciode d¢
dz
dr = | —
z ( 7 f) d§
e atendendo a (2.41)

ko = [ [Bol" B4 [Bo] £ dg

em que [B] é expresso em fungdo de ¢. Das expressdes (2.16) e (2.38),

-4 -2 - 4

Sendo entao a matriz de rigidez dada por:
L {11 -1
k] = / =
[k] -1 (L [ 1
1 L
= —d
EA/1 L? [ ] 2 ¢
EFA|l 1 -1
-1 1

14
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EAZ[-1 1]) 5 dé

L

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)
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2.2.3 Elemento de viga isoparamétrico de dois nés de Hermite

2.2.3.1 Introdugio

Este elemento em que nao sao consideradas as deformagdes de corte, toma por base
as hipéteses de Navier — Bernoulli para a deformagao a flexao de pegas lineares:

® As secgOes normais ao eixo antes da deformagao mantém-se planas e perpendiculares

ao eixo apos a deformagao.

&—- B G

N

Fig. 2.5 — Deformagao de um elemento de viga.

e As tensOes normais ao eixo da viga sdo desprezdveis.

2.2.3.2 Aproximacao do campo de deslocamentos

Pelo facto de os elementos hermitianos imporem a continuidade, entre elementos, da
varidvel principal e das suas primeiras derivadas; a sua aplicagdo a elementos de viga na
formulacao dos deslocamentos, implica a compatibilizagao dos deslocamentos verticais e das

rotagoes entre os elementos.

15



Fig. 2.6 — Compatibilizagdo de deslocamentos verticais e rotagdes.

Deste modo, sao normalmente utilizados os deslocamentos e as suas derivadas como

parametros incégnitas da fungao de aproximagio dos deslocamentos,

w(e) = 2N (O w+ S le) (57 (2.47)

=1 =1

As fungoes de forma N; e N,-' podem ser obtidas através da interpolagio de Hermite,

Ni(g) = (1 -2 (L) (6 - e.-)) (L) (2.48)

N{(¢) = (¢ - &) (Ly)* (2.49)
em que L; é uma funcao interpoladora de Lagrange de primeiro grau,

L

Li=2(1-¢) L= (1+¢) (2.50)

e, portanto,

2 2 4

N, = (1—2i (30-9)_ (e+1)) (a-g) =CHAUZOT 5

16



M= (1-25 (Ju+0) €- 1) S+ o) = E2IEID o

N=(e+1) (30-9) = EXDOZE (253)
N, =(6-1) (%(1 + E))2 . l)il & (2.54)
M \ Il
1
N, .

Fig. 2.7 — Fungoes de forma de Hermite.

Retomando a expressdo (2.47), tendo em conta que

dw dw dz
PR T (2.55)
em que
dw
(_d:z: ) = 9 (2.56)



da expressao (2.41), resulta

w(€) = SN (€ w+ YN, (6) 2o, (2.5)

2.2.3.3 RelagOes geométricas

No caso deste elemento da viga, as deformagoes generalizadas a analisar sdo as cur-

vaturas

d*w
x="3 (2.58)

pelo que tendo em conta a expressao (2.57)

d?N, EN!'L_  d®N, d*N}L
X = +

dz? wrt 0t dz? w2 dz? 2

5 0 (2.59)

ou, na forma matricial,

{e} = [Bo] {a} (2.60)
em que {a} é o vector dos deslocamentos nodais
{a} = (2.61)

e [Bo] a matriz de deformagio

e[ (42) (9 (2] e

18




E atendendo a (2.37)

d’N; _d (dN,- E) dz

de?  dz \ dz d¢) de¢
pelo que
d*N; _ d*N; (dz)’
de?  dz? \d¢
e portanto

dN;  (dz\ 7" &N
dz? ~ \d¢ de?

pelo que a matriz de deformagdo [By| serd

-2l 95 (499 ()

2.2.3.4 RelagOes constitutivas

A relagao entre os esforgos e as deformagoes é

d*w
M= —
EI o
ou, na forma matricial
{o} = [Do] {e}

19
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em que {0} e {€} tém o significado de tensdes e deformagdes generalizadas, M é o momento
flector e [Dg| a matriz de elasticidade, constituida pela rigidez & flexdao EI, em que E é
o médulo de elasticidade ou de Young do material e I 0 momento de inércia da secgao

transversal.

2.2.3.5 Matriz de rigidez

A matriz de rigidez serd de uma forma andloga ao definido no elemento de barra
(2.44) dada por

ko = [ 1Bo[" [Do] [Bo] 3 dt (2.69)

Desenvolvendo o integral da expressdo (2.69) obtem-se:

4EI  6EI . 2EI —6EI ]
L L? ) L L?
6F1 12F1 6FI —12FE1
Kee . Ked L2 L3 L2 L3
[Ko]: ........... B N (270)
2E1 6E1 . 4EI —6FE1]
Ki : Ku —_ —
L L? L L?
—6K] —12E1 . —6EI 12EI]
L? L3 ' L? L3
Ml M2
VP N\
01 { }02

Fig. 2.8 — Deslocamentos e esforgos generalizados.
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2.2.3.6 Vector solicitacao

Se a solicitagao do elemento, for por exemplo uma carga uniformemente distribuida

normal ao elemento

M,

f‘lllllll

P M:
11114‘\

Iy

A 4

Fig. 2.9 - Forgas nodais equivalentes

|

a solicitagao exterior.

as forcas generalizadas nodais equivalentes a solicitagao, serdo determinadas impondo que

em cada né essas forgas produzam o mesmo trabalho

que a forga distribuida, no campo de

deslocamentos, em que apenas o deslocamento generalizado em questao nesse né é unitario

sendo os restantes deslocamentos nulos.

Fig. 2.10 — Determinagao de Fj.

L
Fy x 1:/ w(z) ¢dz
0

21



LI T T T TTT17

L
n (<

1

Fig. 2.11 - Determinagao de M;.

L
M x1= ‘-i—lquz
o dzr

e atendendo a (2.56) e (2.57)

d L
M1><1:/1 (1X£N{(§)> a5 dt

-1

22
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e portanto, neste caso, o vector solicitagao serd dado por

o) E) e

2.2.4 Elemento de barra isoparamétrico de trés nés

2.2.4.1 Introducio

Para adequar o descrito em 2.2.1 e 2.2.2 ao elemento de barra isoparamétrico de
trés nés é necessdrio apenas efectuar algumas modifica¢des localizadas. Assim sendo sio

apresentados unicamente os aspectos em que essas diferencas sejam mais significativas.

2.2.4.2 Aproximacgio do campo de deslocamentos

Pelo facto de se pretender representar com um polinémio uma fung¢io de uma varidvel,
em que apenas se impoe a continuidade do valor da fun¢do entre elementos, e sendo o valor
do polinémio em determinados pontos previamente escolhidos os parimetros incégnitos; as
fungGes da forma N; podem ser determinadas directamente através das fun¢des interpoladas

de Lagrange.

Para o elemento de 3 nés a fungéo de interpolagao é de segundo grau, sendo N;(¢)

dado por

3
H f €=8) i#£ 7 (2.74)
J=1 fJ)

€ como 61 = -1, fz =0 e 63 =1

(€-&)E-8&) ¢
2

e 2¢7Y (2.75)
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(£ - &)(¢ - &)

NZ(&) = (62_61)(52—63) :(1+€)(1—E) (276)
N (I
(€)= (s—&)(&— &) 2 (€+1) (2.77)

Fig. 2.12 - Fungoes de forma.

2.2.4.3 Relagdes geométricas

Relacionando os deslocamentos em qualquer ponto do elemento com os deslocamentos

nodais, pela expressao

u(€) = Ni(€)ay + No(€)az + Ns(€)as (2.78)

a matriz de deformacdo [By] serd (ver 2.9 a 2.17)

dN, dN, dN,
[Bo] = [d_xl —Jf d—:] (2.79)
e atendendo a (2.38)
_ (dz\ 7! [dN, dN, dN;
[Bo] = (ZE) [d_f r d_f] (2.80)
24



Generalizando a expressao (2.36), obtem-se

z(€) = N1(€)z1 + No(€)zz + N3(€)za

pelo que
d:z:_le dN2 dN3
PR (€) = 76—(6)1:24-‘1—5,(6)13
como
N1 ANy Ny 1
9 ¢T3 g - e TEits
dz 1
i (f*—)$1—2f$2+(§+‘2‘>$3
= £($1—252+x3)+ 3;2:1
= f(($1—$2)+($3—12))+z3;x1
L L L L
= ¢(-5+3)*5=3
resultando que
_ 2 [dN: dN; dy
[Bo] = L[dg d¢ dﬁ]

(6=3) 20 (6+3)]

o
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2.2.5 Elemento de viga isoparamétrico de trés nés de Timoshenko

2.2.5.1 Introducao

Na teoria de vigas (por exemplo no elemento de Hermite J4 apresentado) considera-
-se frequentemente a hipStese de a normal ao eixo da peca antes da deformagao continuar
rectilinea e normal a esse eixo apés a deformagao.

Tal hipétese deixa no entanto de ser valida ao analisar vigas espessas, nas quais se
deve ter em conta a deformagio provocada pelo esfor¢o transverso. Neste caso as hipéteses
de base deverao ser:

* As secgOes normais ao eixo da viga antes da deformagdo mantém-se planas mas nao
necessariamente perpendiculares ao eixo apés a deformacio.

* As tensdes normais ao eixo da viga, sio desprezdveis.

Normal ao eixo eixo neutro

neutro apds a deformagao

coincide com a deformada real

Fig. 2.13 — Deformagio de um elemento da viga (viga de Bernoulli-Navier).
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o8

/
dw :-\7 deformada considerada
o @,

dz )

eixo neutro
deformada rea]

normal ao eixo neutro

ap6s a deformacio

Fig. 2.14 - Deformagio de um elemento de viga (viga de Timoshenko).

2.2.5.2 Aproximagdo do campo de deslocamentos

Considerando-se as rotacdes independentes dos deslocamentos verticais, a rotagao
8(¢) e o deslocamento vertical w(¢) em qualquer ponto do elemento serio definidos res-
pectivamente a partir do conhecimento das rotagoes e deslocamentos dos pontos nodais e

utilizando as mesmas fun¢Ses de forma descritas em 2.24

w(§) = Ni(§) wi + Nap(€) wy + Na(€) ws (2.86)

0(¢) = N1(€) 61+ N2(€) 8, + Ns(€) 65 (2.87)

Fig. 2.15 - Elemento de trés nés de Timoshenko.
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mantendo-se vilida a expressio (2.81).

2.2.5.3 RelagoOes geométricas

- . dw
As deformagoes em questao —  ou pseudo-curvaturae ¢ = —— +68 ou

-~ - ~ - - . z -
rotagao efectiva de corte, sao definidas a partir dos deslocamentos nodais e das derivadas
das fungoes de forma, pelas expressoes

dd dN, dN, dNs
dr dz b1+ dz b2+ dz s (2.88)

¢ — dw +0 - (le sz dN3

——-E; _Z’I;—wl + sz + Ew:&) + (N101 + Nqbp + N303) (2'89)

ou, matricialmente

01
df ﬂ 0 % 0 % 0 wy
dz dz dz dz 8, (2.00)
= 2.90
P A B
! dz ? dz 3 dr 03
W3
Tendo em conta as expressdes (2.38) e (2.84)
dN
=1 0 dNy 0 s 0
9 d¢ d¢ d¢
[Bo] = (2.91)
dN- dN. dN.
A _d_gl N, —d—; N3 —d—;

2.2.5.4 Relagdes constitutivas

A relagao entre tensoes e deformagoes generalizadas é, neste elemento,
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dé

M EI 0 dz
{ v } = o s ou {0} =[Do] {e} (2.92)
¢
sendo no caso de seccoes rectangulares
E
S = (aA)G = (aA) EA (2.93)

2(1+v) 24(1+v)

em que v é o coeficiente de Poisson do material e oA a 4rea reduzida de corte.

2.2.5.5 Matriz de rigidez

A matriz de rigidez é calculada pela expressio (2.69) que neste caso toma a forma

dN; T dN;
—r N -1 N
2 | Z i EI 02|73 j L
k=[] “ N | | o s]z Coay, ||z (2:94)
d¢ d§
ou seja
[t (dN;) [dN; 1 . (v o dN; ]
2 /_IEI(dE)(d—E)quL/_ISN;deE : —/_1SN;—(i?d§
ko] = S | e e, (2.95)
L
1 (dN; 1 _dN; dN.
/.15<dg>Nfd5 L% &

2.2.5.6 Vector solicitacio

Utilizando o mesmo processo indicado em 2.2.3.6 é apresentado o calculo das forgas

nodais equivalentes a uma carga uniformemente distribuida.
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Fig. 2.16 — Forcas nodais equivalentes a solicitagao exterior.

Fig. 2.17 - Determinagao de Fj.

Fix1= /OL (w(z)) gdz

Fix1= /OL (Ni(z) - wy) gdz

e [ 59)

30



=q (2-96)

Fig. 2.18 — Determinacao de F.

Fy x 1 :/_llqu — &)1+ §)§d§

_ L[ &) _ ek

como neste elemento os deslocamentos verticais sdo independentes das rotagoes, nao sao

necessirios momentos nodais para a representagao da carga distribuida.

Sendo assim, o vector solicitacao serd:

L 4q L gL } (2.98)

6
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2.4 Descricao dos elementos finitos utilizados

2.4.1 Elemento isoparamétrico de dois nds

Se se reunir num sd, o elemento de barra isoparamétrico de dois nés e o elemento de
viga isoparamétrico de dois nés de Hermite, resulta um elemento com os seguintes graus de
liberdade:

{a}T:{01 wy up 02 wy uz}

Ml/v o, 0 M;
/e\ /O\
—_— —— ——  —
A t % f 2 N,
w1 Wo

Fig. 2.19 — Elemento isoparamétrico de dois nés.

a partir dos quais se obtém as deformagdes (curvatura e extensdo) utilizando uma matriz
de deformagao que contem as matrizes de deformagio descritas em 2.2.2 e 2.2.3, ou seja,

' ' 01
d?N,> 2 d°N7 0 N, 2 &N 0 w,
d?w ¢z L d¢? ©d¢2 L dé Uy
X v 2
{ }= dz?2 (= T U I R T (2.99)
€ L . 0
) 0 0 Ny 2 0 i s
. d w2
d& : \ Y2 )

Agrupando com a designagao af-’ os deslocamentos generalizados de flexao §; e w; do
né 1 e desigando por a? o deslocamento axial u; no mesmo né, o vector dos deslocamentos

desse né pode-se representar simplificadamente por,
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podendo-se generalizar que o vector de deslocamentos do elemento tenha a mesma repre-
sentagao

a
{a} =
aa
Eb X B(I; 0 ab

(2.100)

em que o indice b

identifica as componentes de flexao e o indice «
axiais.

as componentes

A matriz de elasticidade [Dy] retine também as matrizes referidas em 2.2.2 e 2.2.3.

Er o
Dyl = 2.101
[Do] o EA (2.101)
As relagOes constitutivas sio:
M _|EI O X (2.102)
N 0 FEA €

Desenvolvendo o integral da expressio (2.69) obtem-se para a matriz de rigidez do
elemento
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4ETI 6EI
[ &1 e
6E[I 12E1 0
L2 L3
EA
k“ ked 0 0 A
(ko] = =
: 2E] 6EI
kde . kdd L L2 0
_6EI __12EI 0
L2 L3
o o =

2EI 6EI |
T —r 0
SEI  _ 12EI 0
L2 L3
EA
0 0 B
(2.103)

4E1 6EI
T 1z 0

6EI 12E1 0

L2 LS

EA
0 0 A |

2.4.2 Elemento isoparamétrico de trés nés

Seguindo igual procedimento para o elemento de trés nés obtém-se um elemento com

os seguintes graus de liberdade:

{a}T == {01 w; Uy ‘ 02 Wy Ug 03 ws U3}

Fig. 2.20 - Elemento isoparamétrico de trés nés.

€ em que as deformagées (pseudo-curvatura, rotagio efectiva de corte e extensio) sao obtidas

a partir destes deslocamentos e da seguinte matriz de deformagso,
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8
wy
2 dN 2 dN: 2 dN,
N it 0 0 AT 0 0 i 0 0 o
X on
= 2 dN : dN. : dN. 4
4’ A N, -242 o Ny -24h o '::: ?
D] e
2 dN aN. dN [
0 o i 0 o i 0 o i o
\ u3
(2.104)
ou
X b
et ; B} 0 5
= =] ...t .4 (2.105)
EG . a 68
c 0 : B§
As relagdes constitutivas sao, entao:
M El 0 0 X
= _EA
Vi=|0 5 0 é (2.106)
N 0 0 EA €

obtendo-se mais uma vez a matriz de rigidez através da expressao (2.69).

2.5 Integracao numérica

2.5.1 Introducdo

Como vem sendo indicado, o Método dos Elementos Finitos requer, para a deter-
minagao da matriz de rigidez e das forgas nodais equivalentes, o calculo de determinados

integrais que apenas em casos muito simples consegue ser efectuado analiticamente.
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E por esta razio habitual proceder-se a avaliagdo numeérica destes integrais, apresen-

tando de seguida a regra de Gauss — Legendre e a regra de Gauss — Lobatto.

Em qualquer uma destas regras a determinagao do integral de uma fungao Y (§),
com ¢ assumindo valores entre —1 e 1; serd efectuado através do somatério dos produtos,

do valor da fungdo em determinados pontos &;, por um coeficiente H;.

l n
Lz[ﬁWQM:ZMYm) (2.107)
Hl H2

Y (&)

N Y(¢)

S
Z

Fig. 2.21 - Integragao de Gauss

2.5.2 Regra de integragio de Gauss — Legendre

No quadro que se segue apresenta-se a localizagao e o peso de cada ponto de Gauss

para virias ordens de integragao.
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Ordem

Localizagao

&

Peso

H;

0.577350269190

1.000000000000

0.774596669241
0.000000000000

0.555555555556
0.888888888889

0.861136311594
0.339981043585

0.347854845137
0.652145154863

0.906179845939
0.538469310106
0.000000000000

0.236926885056
0.478628670499
0.568888888889

H H H

0.932469514203
0.661209386466
0.238619186083

0.171324492379
0.360761573048
0.467913934573

H H H

0.949107912343
0.741531125599
0.405845151377
0.000000000000

0.129484966169
0.279705391489
0.381830050505
0.417959183673

H H H H

0.960289856498
0.796666477414
0.525532409916
0.183434642496

0.101228536290
0.222381034453
0.313706645878
0.362683783378

H M H H

0.968160239508
0.836031107327
0.613371432701
0.324253423404
0.000000000000

0.081274388362
0.180648160695
0.260610696403
0.312347077040
0.330239355001

10

H H H H H

0.973906528517
0.865063366689
0.679409568299
0.433395394129
0.148874338982

0.066671344309
0.149451349151
0.219086362516
0.269266719310
0.295524224715

Refira-se que n pontos de Gauss — Legendre integram exactamente qualquer polinémio

de grau (2 x n — 1).

A utilizacio de uma ordem de integracio mais baixa que a estritamente necessaria

Para se obter uma integracdo exacta pode, no caso de vigas, conduzir a uma melhoria da
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solugao.

Prova-se [6] que o elemento da viga de trés nés de Timoshenko tem um compor-
tamento semelhante ao da viga tedrica se se utilizar uma integragao reduzida (utilizando
apenas dois pontos de Gauss, tanto para a parcela de corte como para a de flexdo) e um
comportamento demasiado rigido se se efectuar uma integragio completa (trés pontos de
Gauss), sobretudo nos casos em que a razao vio/espessura é elevada (vigas muito esbeltas),
a consideracdo da integragio completa tende a sobrevalorizar a parcela de rigidez de corte,

sendo este fenémeno habitualmente designado por ”Locking” [23].

2.5.3 Regra de integragio de Gauss — Lobatto

N pontos de Gauss — Lobatto integram exactamente um polinémio de grau (2n — 3)

Ordem

Localizagao

&

Peso
H;

1.000000000000

1.000000000000

1.000000000000
0.000000000000

0.333333333333
1.333333333333

1.000000000000
0.4472135955

0.166666666667
0.833333333333

1.000000000000
0.654653670708
0.000000000000

0.100000000000
0.544444444444
0.711111111111

H H H

1.000000000000
0.765055323930
0.28523151648.

0.066666666667
0.378474956298
0.554858377036

H H H

1.000000000000
0.830223896279
0.468848793471
0.000000000000

0.047619047619
0.276826047362
0.431745381210
0.487619047620

H H H R

1.000000000000
0.871740148510
0.591700181433
0.209299217903

0.035714285714
0.210704227144
0.341122692484
0.412458794659

gt Ly P T
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Ordem

Localizagao

&

Peso

H;

H H H H

1.000000000000
0.899757995412
0.677186279511
0.363117463826
0.000000000000

0.027777777778
0.165495361561
0.274538712500
0.346428510973
0.371519274376

H H B HH

1.000000000000
0.919533908167
0.738773865106
0.477924949810
0.165278957666

0.022222222222
0.133305990851
0.224889342063
0.292042683680
0.327539761184

2.6 Implementagdo num programa de calculo automa-
tico de pdérticos planos

Os vectores de deslocamentos {a} e de esforgos nodais {f} apresentados em 2.2 e 2.3
foram referidos a um sistema de eixos local Ozy (o eixo dos zz coincidente com o eixo do

elemento).

fi f4 f1
/"A\ A/_Q\A /N R
% as | fs b ® o

Fig. 2.22 — Deslocamentos e esforgos locais.
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Se o elemento ocupar uma posi¢do qualquer no plano (2, 10, 13], os deslocamentos e

esfor¢os nodais deverdo ser referidos a um sistema de eixos global zy.

1

Fig. 2.23 — Deslocamentos e esforgos globais.

Os deslocamentos e esforcos no sistema de eixos global estao relacionados com os

deslocamentos e esforgos no sistema de eixos local, pela matriz de transformagao dos sistemas

de eixos [T}

em que

7] =

{6} =[T] {a}

{F} =T {/}

1 0 0
0 cosa —sina [0]
0 sina cosa
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1 0 0
(0] : 0 cosa —sina
| 0 sina cosa |

(2.108)

(2.109)

(2.110)



no caso do elemento de dois nés, e

1 O 0 : : ]
0 cosa —sina : [0] : [0]
0 sina cosa :

..................................................

[T] = [0] © 0 cosa —sina : [0] (2.113)
0 sina cosa :

..................................................

[0] : [0] : 0 cosa —sina

0 sina cosa |
no caso do elemento de trés nos.

Como,

{f} = [ko] {a} (2.112)

{a} = [T {6} (2-113)

oy, pelo facto de [T] ser uma matriz ortogonal,

{a} = [T]T {6} (2.114)

entao,

{f} = ko] (T]" {6} (2.115)
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{(F} =T {f} =T} ko] [T]" {6} (2.116)
expressa a relagdo entre esforgos e deslocamentos no sistema de eixos global.

Sabendo que,

{F} = [Ko| {6} (2.117)

a matriz de rigidez do elemento no sistema de eixos global [Kj] estd relacionada com a

matriz de rigidez do elemento no sistema de eixos local (ko] pela expressao

(Kol = [T [ko] [T (2.118)

e atendendo a equagao (2.69)

Kol = [ (1)1Ba) (Dol (1B ITTT) 5 (2.119)

Definindo por este processo a matriz de rigidez e o vector solicitacao de cada elemento
no sistema de eixos global; a matriz de rigidez da estrutura K¢ e o vector solicitagao da
estrutura no mesmo sistema de eixos, é neste trabalho obtida pela técnica de espalhamento,

muito utilizada em Mecanica Estrutural.

Conhecidos entdo, a matriz de rigidez e o vector solicitagio da estrutura, os desloca-

mentos nodais sao determinados resolvendo o sistema de equagoes

[K3) {6} = {F°} (2.120)

tendo para o efeito sido escolhida a resolugédo em banda do sistema.

Apés a determinagao destes deslocamentos, as tensdes em qualquer ponto de um

dado elemento, nomeadamente nos pontos de Gauss, sao obtidos através da expressao,
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{0} = [Dd] ([Bo] [T]7) {6} (2.121)

As expressdes (2.118) e (2.120) evidenciam o facto de esta mudanca de eixos, poder
ser facilmente efectuada se forem introduzidas as transformagoes respectivas na matriz de

deformagao.

2.7 Exemplos

Por ser extraordinariamente laborioso, ndo é o objectivo deste trabalho, efectuar
um estudo paramétrico dos varios factores que influenciam os resultados obtidos por este

método (ntimero de elementos, tipo de elemento, tipo de ordem de integragio, etc.).

Procura-se entio, com os exemplos muito simples apresentados neste capitulo, apenas

evidenciar a influéncia nos resultados obtidos de:

tipo de elemento;

tipo e ordem de integragao;

— existéncia ou nao de esforco axial;

altura dos elementos.

Apesar de nio terem sido ainda descritas a nao linearidade material e geométrica os
seus efeitos foram ja considerados nesta analise, para que este esforco de sintese nao seja
repetido noutros capitulos e sobretudo para tentar extrair possiveis ilagdes que sejam uteis

Para a boa qualidade dos resultados de qualquer exemplo a analisar e a apresentar neste
trabalho.

Com este objectivo, sdo consideradas duas vigas simplesmente apoiadas com a des-

ignagdo Viga 1 e Viga 2, que serdo analisadas com pormenor no capitulo 4.

As duas vigas tém o mesmo vao de 6,4008 m e sao0 solicitadas apenas por uma forga
concentrada P a meio vao.
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A razdo vio/altura é de 11,4 para a Viga 1 (h = 0,56134m) e de 40,0 para a Viga
2. (h = 0,160m), sendo a largura das duas vigas 0,30734 m.

A percentagem de armadura (1,135%) em cada face, é igual nas duas vigas; conside-

rando-se um recobrimento de 0,1 h.

Para cada viga, sao ainda consideradas duas condigdes distintas de ligagoes ao exterior
(permitindo ou nao o deslocamento horizontal). As caracteristicas dos materiais utilizados

sao as referidas em 4.4.3.

Devido A simetria da solicitagio e da geometria das vigas é apenas analisada metade

da estrutura, discretizada em quatro elementos refinados préximo do ponto de aplicagao da

carga P.
1.225 m 0.B7S m 0.665 m 0.4354 m
P/ 2
V)
VIGA 1
9
— o
AN /s
Elem. 4
.5 2|
VIGA 2 P/2

Fig. 2.24 — Malha de elementos finitos utilizada.

Sao apresentados de seguida alguns resultados (deslocamento vertical sob o ponto de
aplicagdo da carga, esfor¢o axial e momento flector no ponto de integragdo mais préximo do
eixo de simetria), para todas as anilises efectuadas (Quadros I a IV).

Nestes quadros a designagao S ou D significa que o deslocamento horizontal é per-
mitido ou nio. A designagio LG ou NLG significa se foi considerado um comportamento
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linear ou nio linear geométrico. Foi ainda considerada simultaneamente a nao linearidade
material NLM e ou um comportamento linear material LM. Em cada um destes casos foi

utilizada a integragio de Gauss ou de Gauss — Lobatto com dois, trés ou quatro pontos.

S3o0 ainda apresentados os valores do momento flector e esforgo axial nos vérios pontos
de integragio do quarto elemento da Viga 1 (Quadros V a VIII), quando a metade da viga
descrita com liberdade de deslocamento horizontal é solicitada por uma forga vertical de
20 kN sobre o eixo de simetria e uma forga horizontal de 20 kN no apoio simples.

VIGA ¢

1.225 m 0.87S m 0.665 m 0.4354 m
; : : ;

20kN
A
20kN 1
< 5
/! |
—/ e

Elem. 4

P

B .6 2
o

c
¥

Fig. 2.25 — Geometria da viga e solicitagao considerada.

Foram para este efeito consideradas todas as combinagdes das seguintes hipéteses:

~ comportamento eldstico linear;

~ comportamento nao linear geométrico;
comportamento nao linear material;
comportamento nao linear geométrico e material;
elementos de dois ou trés nds;

integracio de Gauss — Legendre ou Gauss — Lobatto com dois, trés e quatro pontos.
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Quadro I

4 elementos (P) Integragdo de Gauss Integragao de Gauss — Lobatto
de 2 nés (kN) 2PG| 3PG | 4PG 2PGL] 3PGL| 4PGL
L|d (mm) 18.21 18.21 18.21 17.94 18.21 18.21

A% N (kN) 450 — — — — — —
1 M (kN.m) 699.39 709.05 713.29 687.44 720.09 720.09
S| N}|d (mm) 72.35 72.32 72.39 71.83 72.54 72.40
L{N (kN) 450 -120.36 -156.64 -172.42 -6.95 -196.59 -197.24
M| M (kN.m) 699.39 708.02 711.77 687.44 717.55 717.68
V| L|d (mm) 18.21 18.21 18.21 17.94 18.21 18.21
1| M [N (kN) 450 — = = — - —
D M (kN.m) 699.39 709.05 713.29 687.44 720.09 720.09
L{N|d (mm) 26.53 26.54 26.54 26.19 26.55 26.54
G| L|N (kN) 450 || -1296.64 | -1320.85 | -1330.21 || -1266.55 | -1346.36 | -1344.93
MM (kN.m) 699.47 708.51 712.42 687.51 718.62 718.65
Vi Lid (mm) 18.16 18.16 18.16 17.89 18.16 18.16
1| M| N (kN) 450 95.71 95.29 95.18 90.67 95.13 95.12
D M (kN.m) 697.56 707.22 711.45 685.64 718.25 718.25
N|N|d (mm) 29.44 29.43 29.42 28.93 29.43 29.42
L| L | N{(kN) 450 || -1269.24 | -1309.27 | -1321.95 || -1218.34 | -1352.84 | -1347.67
G{M|M{(kN.m) 733.68 740.71 743.09 720.99 748.52 747.81
Quadro II
4 elementos (P) Integraciao de Gauss Integragio de Gauss — Lobatto
de 2 nés (kN) 2 PG | 3PG| 4PG | 2PGL | 3PGL | 4 PGL~
L|d (mm) 61.17 61.17 61.17 60.27 61.17 61.17
V| M| N(kN) 350 — — — — — —
2 M (kN.m) 54.40 55.15 55.48 53.47 56.01 56.01
S| N |d(mm) 216.65 | 216.03 | 216.19 || 214.42 | 216.12 216.78
L | N (kN) 350 -32.73 -42.72 -47.03 -18.93 -53.70 -53.79
MM (/cN.m) 54.40 55.07 55.36 53.47 55.81 55.82
ViLijd (mm) 61.17 61.17 61.17 60.27 61.17 61.17
2 | M | N (kN) 350 — — — — — —
D M (kN.m) 54.40 55.15 55.48 53.47 56.01 56.01
LIN|d (mm) 87.99 88.03 88.03 86.90 88.05 88.01
G|L|N (kN) 350 || -353.83 | -361.20 | -363.88 || -345.25 | -368.42 -367.64
M| M (kN.m) . 54.40 55.11 55.42 53.48 55.90 55.91
VL d(mm) - 43.30 | 48.30 | 48.30 | 47.58 | 48.30 48.30
2 { M| N (kN) 350 191.27 190.34 | 190.10 179.59 189.96 189.96
D M (kN.m) 44.66 45.38 45.70 43.98 46.21 46.21
N|N|d (mm) 121.18 120.98 120.90 118.28 120.86 121.07
L | L [N(kN) 350 87.28 77.47 75.16 88.96 72.55 76.43
GIMM (kN.m) 39.07 39.65 39.79 38.74 39.97 39.78
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Quadro III

4 elementos (P) Integracdo de Gauss Integragido de Gauss — Lobatto
de 3 néds (kN) 2 PG | 3PG| 4PG 2PGL| 3PGL| 4PGL
L|d (mm) 18.60 18.51 18.51 18.20 18.44 18.51
V{M | N(kN) 450 — — — — — —
1 M (kN.m) 699.39 707.46 711.53 671.11 715.28 718.04
SI{N|d (mm) 73.54 72.70 72.83 72.09 72.56 72.85
L | N (kN) 450 -0.40 1.54 2.03 — 1.49 3.05
M | M (kN.m) 699.45 691.69 693.91 671.11 686.93 697.43
V|iL|d (mm) 18.60 18.51 18.51 18.20 18.44 18.51
1 | M [N (kN) 450 — — — — = —
D M (kN.m) 699.39 707.46 711.53 671.11 715.28 718.04
L|N/|d(mm) 26.99 26.85 26.85 26.41 26.74 26.86
G|L |N (kN) 450 || -1232.71 | -1226.98 | -1228.56 || -1224.84 | -1223.42 | -1227.17
MM (kN.m) 699.47 704.90 708.55 671.19 708.61 714.35
VIiL|d (mm) 18.54 18.46 18.46 18.14 18.39 18.46
1 M|N (kN) 450 102.78 102.57 102.99 100.15 102.91 103.77
D M (k:N.m) 697.49 705.58 709.64 669.29 713.41 716.16
N|IN|d (mm) 30.72 30.07 30.19 29.26 29.75 30.21
L| L |[N(kN) 450 || -1228.18 | -1226.53 | -1231.20 }| -1174.08 | -1225.50 | -1240.80
G| M| M(kN.m) 736.69 732.36 735.36 705.54 731.08 738.67
Quadro IV
4 elementos (P) Integragao de Gauss Integragao de Gauss — Lobatto
de 3 nds (kN) 2PG|] 3PG| 4PG | 2PGL [ 3PGL | 4 PGL
Lijd (mm) 61.27 60.27 60.27 59.93 60.10 60.27
V | M| N (kN) 35 — — — — — —
2 M (kN.m) 54.40 54.12 54.33 52.20 53.82 54.68
S| N|[d(mm) 225.58 | 214.00 | 213.84 213.47 213.71 214.00
L | N (kN) 35 -0.0 -0.02 -0.01 -0.03 -0.02 —
M| M (kN.m) 54.40 52.47 52.50 52.20 52.35 52.54
VIiL|d (mm) 61.27 60.27 60.27 59.93 60.10 60.27
2 | M | N (kN) 35 — — — — — —
D M (kN.m) 54.40 54.12 54.33 52.20 53.82 54.68
L | N|[d{mm) 88.36 86.86 86.86 86.47 86.65 86.86
G|L|N (kN) 35 || -335.56 | -333.00 | -332.94 || -333.48 | -333.33 -332.96
L MM (kN.m) 54.40 53.43 53.56 52.21 53.04 53.78
VIL|d(mm) 48.53 48.10 48.10 47.68 48.02 48.10
2 | M| N (kN) 35 200.79 198.73 199.66 197.30 200.72 201.34
D M (kN.m) 44.67 44.66 44.87 42.79 44.43 45.20
N | N |d(mm) 121.65 122.40 | 122.37 120.91 122.21 122.37
L| L [N(kN) 35 135.41 129.66 132.60 125.31 136.40 137.33
G| M| M(kN.m) 37.96 36.67 36.52 36.56 36.14 36.29
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Quadro V

Elementos de 2 nés

Integragio ALG + ALM ANLG + ALM || ALG + ANLM || ANLG + ANLM

de M N M N M N M N

Gauss (kN.m) | (kN) || (kN.m) (kN) || (kN.m) | (kN) || (kN.m) {kN)

2PG | PG 1 57.14 | 20.00 57.11 | 20.03 57.14 | 20.08 57.12 20.10

PG 2 62.17 | 20.00 62.14 | 19.97 62.17 | 19.92 62.14 19.90

PG 1 56.28 | 20.00 56.25 | 20.04 56.28 | 20.10 56.26 20.13

3PG | PG 2 59.65 | 20.00 59.62 | 19.99 59.65 | 20.00 59.63 20.00

PG 3 63.03 | 20.00 62.99 | 19.97 63.03 | 19.90 63.00 19.87

PG 1 55.90 | 20.00 55.87 | 20.05 55.90 | 20.11 55.88 20.15

4PG | PG 2 58.17 | 20.00 58.14 | 20.01 58.17 | 20.05 58.15 20.05

PG 3 61.13 | 20.00 61.10 | 19.98 61.13 | 19.96 61.11 19.94

PG 4 63.40 | 20.00 63.37 | 19.97 63.40 | 19.88 63.38 19.86

Quadro VI
Elementos de 2 nés

Integracio ALG + ALM ANLG + ALM || ALG + ANLM || ANLG + ANLM
de M N M N M N M N
Gauss - Lobatto || (kN.m) | (kN) || (kN.m) | (kN) || (kN.m) | (kN) || (kN.m) | (kN)
2PGL PGL 1 58.20 | 20.00 58.17 | 20.05 58.20 | 20.04 58.18 20.08
PGL 2 61.10 | 20.00 61.07 | 19.95 61.10 | 19.96 61.08 19.92
PGL 1 55.30 | 20.00 55.27 | 20.06 55.30 | 20.13 55.28 20.17
3PGL PGL 2 59.65 | 20.00 59.62 | 19.99 59.65 | 20.00 59.63 20.00
PGL 3 64.01 | 20.00 63.98 | 19.97 64.01 | 19.86 63.98 19.84
PGL 1 55.30 | 20.00 55.27 | 20.06 55.30 | 20.13 55.28 20.17
4PGL PGL 2 57.71 | 20.00 57.68 | 20.02 57.71 | 20.06 57.68 20.07
PGL 3 61.60 | 20.00 61.57 | 19.98 61.60 | 19.94 61.58 19.92
PGL 4 64.01 | 20.00 63.98 | 19.97 64.01 | 19.86 63.98 19.84
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Quadro VII

Elementos de 3 nds

Integragio ALG + ALM ANLG + ALM ALG + ANLM ANLG + ANLM
de M v N M v N M v N M v N
Gauss (kN.m) | (kN) | (kN) (kN.m) | (kN) | (kN) (kN.m) | (kN) | (kN) (kN.m) | (kN) | (kN)
2PG | PG 1 57.14 | 20.00 | 20.00 57.11 | 20.00 | 20.00 "57.14 | 20.00 | 20.00 57.12 | 20.00 | 20.00
PG 2 62.17 | 20.00 | 20.00 62.14 | 20.00 | 20.00 62.17 | 20.00 | 20.00 62.14 | 20.00 | 20.00
PG 1 56.42 | 21.67 | 20.00 56.39 | 21.67 | 20.01 56.39 | 21.29 | 20.00 56.37 | 21.29 | 20.00
3PG | PG 2 59.65 | 17.91 | 20.00 59.62 | 17.91 | 19.99 59.65 | 18.38 | 20.00 59.63 [ 18.38 | 20.00
PG 3 62.89 | 21.67 | 20.00 62.85 | 21.67 | 20.01 62.92 | 21.29 | 20.00 62.89 | 21.29 | 20.00
PG 1 56.06 | 22.56 | 20.00 56.03 | 22.55 | 20.01 56.03 | 21.98 | 20.00 §6.00 | 21.97 | 20.00
4PG | PG 2 58.24 | 18.64 | 20.00 58.20 | 18.63 | 20.00 58.22 | 18.94 | 20.00 58.20 | 18.94 | 20.00
PG 3 61.07 | 18.64 20.00 61.04 | 18.63 | 20.00 61.09 | 18.94 { 20.00 61.06 | 18.94 | 20.00
PG 4 63.25 | 22.56 20.00 63.21 | 22.56 | 20.01 63.28 | 21.98 | 20.00 63.26 | 21.98 | 20.00

Quadro VIII

Elementos de 3 nés

Integragao ALG + ALM ANLG + ALM ALG + ANLM ANLG + ANLM
de M \' N M \Y N M \' N M \' N
Gauss - Lobatto (kN.m) | (kN) | (¥N) (kN.m) | (kN) | (kN) (kN.m) | (kN) | (kN) (kN.m) | (kN) | (kN)
2PGL PGL 1 59.63 | 20.00 | 20.00 59.62 | 20.00 | 20.00 59.65 | 20.00 | 20.00 59.63 | 20.00 | 20.00
PGL 2 59.63 | 20.00 | 20.00 59.62 | 20.00 ; 20.00 59.65 | 20.00 | 20.00 59.63 | 20.00 | 20.00
PGL1 55.73 | 23.93 | 20.00 55.70 | 23.93 | 20.02 55.64 | 23.08 | 20.00 55.61 | 23.08 | 20.C1
3PGL PGL 2 59.65 18.03 | 20.00 59.62 18.03 | 19.99 59.65 | 18.46 | 20.00 59.63 | 18.46 | 20.00
. PGL 3 63.58 | 23.93 | 20.00 63.55 | 23.93 | 20.02 63.67 | 23.08 [ 20.00 63.65 | 23.08 | 20.01
PGL1 55.48 | 24.18 | 20.00 55.45 | 24.17 | 20.02 55.44 | 23.23 | 20.00 55.42 | 23.23 | 20.01
4PGL [ PGL 2 57.79 | 19.16 | 20.00 57.76 | 19.16 | 20.00 §7.77 | 19.35 | 20.00 57.74 | 19.35 | 20.00
PGL 3 61.52 | 19.16 | 20.00 61.49 | 19.16 | 20.00 61.54 | 19.35 | 20.00 61.51 19.35 | 20.00
PGL 4 63.83 | 24.18 | 20.00 63.79 | 24.18 | 20.02 63.87 | 23.23 | 20.00 63.84 | 23.23 | 20.01

Da andlise detalhada destes quadros, importa salientar:

— Admitindo um comportamento eldstico linear:

i) com o elemento de trés nés e a integragao reduzida (2 PG) obtem-se a solugao tedrica.

ii) o mesmo elemento com uma integragio completa (3PG,4PG,. . . 4PGL . . )
manifesta um comportamento mais rigido que o real detectando-se alguma perturbagao
nos esforgos nos véarios pontos de integragao de um elemento (nomeadamente o esforgo
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transverso).

iii) o elemento de dois nés com integragdo completa (2 PG, 3 PG, 4PG, . . ., 3PGL,
4 PGL, . . .) permite obter a solugao tedrica.

— Admitindo um comportamento nao linear:

iv) com o elemento de trés nés e integra¢do reduzida continua-se a encontrar resultados

muito bons.

v) neste elemento, com integracao completa é mais uma vez detectada alguma per-

turbagao no valor dos esforgos.

vi) o elemento de dois nés, com qualquer ordem de integragao, apresenta alguma per-
turbagao no valor dos esforgos (nomeadamente nos valores do esforgo axial).

E curioso salientar que nos exemplos apresentados nos quadros V e VII, em que o
esforco axial deveria valer 20kN em qualquer ponto da viga por nao se ter iniciado
ainda a fendilhagao; foi detectada uma perturbagao dos valores encontrados nos varios
pontos de integracao de um elemento, embora a sua média seja, ou pelo menos tende
para, o valor correcto (satisfazendo-se o equilibrio entre as forgas nodais equivalentes

e as forgas exteriores).

2.8 Conclusoes

® Pelos aspectos indicados no fim do capitulo 2.6, parece aconselhdvel adoptar nos exem-
plos a apresentar neste trabalho, a utilizagao de elementos de trés nés com integragao
reduzida.

¢ Importa salientar a influéncia do refinamento na qualidade de resultados encontrados,

como serd evidenciado por exemplo no capitulo 5.
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3 _ ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA

3.1 Introducao

Em qualquer dos elementos finitos apresentados no capfitulo anterior as relagoes

geométricas e constitutivas foram consideradas lineares e os deslocamentos e deformagoes

admitidos muito pequenos (a geometria da estrutura mantinha-se praticamente inalterada .

quando esta era solicitada nao tendo sido considerados pois, os efeitos de segunda ordem).

Mesmo sendo valida a hipétese de pequenas deformagoes, se se pretender efectuar
uma avaliagio mais rigorosa dos deslocamentos e da capacidade de carga; em determi-
nadas estruturas, serd necessirio considerar as alteragbes da geometria, ou seja efectuar

- .1 . . A . ~
uma andlise nao linear geométrica, tendo pois em conta, a nao linearidade das relagoes

entre deformagoes e deslocamentos.

Acrescente-se que em geral quando se trata de estruturas de betao é necessario ou
conveniente combinar a nao linearidade geométrica com a nio linearidade material (ndo
linearidade das relagdes constitutivas — relagdes entre tensoes e deformagdes), que sera des-
crita no capitulo seguinte, o que ndo acarretard qualquer incompatibilidade com o descrito

neste capitulo.

Neste capitulo sio apresentados alguns métodos para a solugao dos problemas nao

lineares agora referidos e é analisada em pormenor a metodologia utilizada para a abordagem

da nio linearidade geométrica baseada numa formulagao lagrangeana total [14, 15, 17, 23].

3.2 Métodos de solucio numérica de problemas nao
lineares

Na andlise nio linear de uma estrutura (2 a 6], para se acompanhar a evolugao do
campo de tensdes e deformagdes, aumentando a precisao do método de andlise, dever-se-a

aplicar a solicitagdo por incrementos.
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Fig. 3.1 - Método incremental nao iterativo.

Por nio ser exequivel a aplicagdo de incrementos de carga infinitamente pequenos €
conveniente a utilizagio de métodos incrementais e iterativos, a déscrever neste capitulo,

para que a solicitagdo ndo se afaste significativamente da solugao correcta.

Comece-se por recordar o método de Newton-Raphson para a resolugdo de equagoes

nao lineares de uma sé variavel da forma

b(z) =0 (3.1)

Se na n-ésima tentativa o valor z, ainda nao satisfaz a equagao 3.1

¢(-’8)n #0

desenvolvendo (3.1) em série de Taylor e considerando apenas os dois primeiros termos

obtem-se

(@ = Y@ + o (B(2), Ao =0 (3.2)

z
estando o novo valor z,;; relacionado com o anterior z, pela equacgao
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Tni1 = In + Az, (3.3)
em que

_¥(z)n (3.4)

Fig. 3.2 - Método de Newton-Raphson.

Uma alternativa a este método seria a de considerar sempre o mesmo valor para a
derivada da fungio v, ou seja, considerando que a solugdo era procurada seguindo sempre

um caminho paralelo & tangente inicial

d
e
pelo que
T = — (:t:,,)
ATn = =0 (3
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Fig. 3.3 — Método de inclinagao constante (rigidez inicial).

As ideias agora expostas, para a resolugao de equagdes de uma sé varidvel, podem

ser alargadas & resolugio de equagdes com mais do que uma variavel.

3.2.1 Meétodo de Newton — Raphson

Quer os deslocamentos e deformagoes de uma estrutura, possam ser considerados
grandes ou pequenos, as condigdes de equilibrio entre "forgas” exteriores e interiores, que
resultam da aplicagio do principio dos trabalhos virtuais, tem de ser satisfeita.

A aplicagio do principio dos trabalhos virtuais resulta na seguinte expressao

Y ({8) = [ 1BI" {0} v — {F} (36)
€m que

¥ ({6}) - sdo as forgas residuais nao equilibradas;
{F} - forgas generalizadas aplicadas a estrutura;

{0} - estado de tensdo actual;

/V (B)T {0} dV - forgas interiores (forgas nodais equivalentes).

Considerando agora as variagdes d{6} (j4 que no método de Newton - Raphson
pretende-se obter a relacio entre d{6} e d{¥}) e como {F} ¢ considerado independente de

{6}
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{4} = /V d[B| o dV + /V (BI” d{o}dV (3.7)

€ se

d{c} = [Do] {de} = [Do] [B] d{6} (38)

em que [Dg| é a matriz de elasticidade. No caso da consideragio simultinea da nao lineari-

dade material esta matriz serd, como veremos, a matriz {D].

a(wy = ([, 1BI" [Do] [BIaV + [ dIBIT 04V ) {6} = K1) d{s} (3.9)

A aplicagio do método de Newton — Raphson a um processo de resolugao incremental

e iterativo resulta entao em:

e Se na n-ésima iteragdo as forgas residuais ndo sao nulas, determina-se a correcgao a

aplicar & solugdo obtida nessa iteragao.

A{8}n = —[kr]y" {9}, (3-10)

6y 62 65 b4 65 6 6

Fig. 3.4 - Método de Newton — Raphson.
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3.2.2 Método de Newton — Raphson modificado

S6 em determinadas iteragdes do processo incremental iterativo é que é calculada a

matriz de rigidez tangente da estrutura.

E habitual, em anélise ndo linear, a modificagao do método de Newton — Raphson

por forma e que a matriz de rigidez seja actualizada apenas numa dada iteragao; mantendo-

se constante nas restantes iteragdes de cada incremento. Tem a vantagem, em relagao ao

método de Newton — Raphson, de reduzir o tempo de computagao por iteracao, necessitando

no entanto de mais iteragdes para ser atingida a convergéncia.

Fig. 3.6 - Método de Newton — Raphson modificado na segunda iteragao.
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3.2.3 Método da rigidez inicial

Neste método a matriz de rigidez nunca é recalculada, mantendo-se sempre no pro-

cesso incremental e iterativo a matriz de rigidez tangente inicial da estrutura.

b

F

Fig. 3.7 — Método da rigidez inicial.

O esfor¢o de computagao é o menor possivel dentro de cada iteragdo, necessitando no

entanto, eventualmente, de um maior niimero de iteragdes para se atingir a convergéncia.

3.3 Critérios de convergéncia

Em cada iteragao do processo incremental e iterativo é necessério verificar se, a menos
de uma tolerancia pré-definida, a actual configuragao da estrutura garante o equilibrio. Se
a convergéncia tiver sido atingida nessa iteragdo, serd aplicado um novo incremento de
solicitagao prosseguindo o processo de analise; caso contrario nova iteragao serd necesséria,

até um mdéximo pré-definido.

Os critérios de convergéncia utilizados neste trabalho consistem num critério energé-

tico e num critério de forcas aplicado separadamente a cada grau de liberdade.

No critério energético utilizado, compara-se o trabalho de deformagao da estrutura
realizado numa dada iteragio, com o trabalho realizado na primeira iteragio do incremento

€m questao.
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Wi (7)) x (67() — &7 (5))

Residuo = =2 (3.11)

S () % (6:) - (7))

1

.
1l

em que 97 (5) sio as componentes das forgas residuais na iteragdo r associadas aos graus de
liberdade 7 doné 1 e &7(j) os correspondentes deslocamentos de 1.

Mesmo se num dado incremento a resposta da estrutura for eldstica linear, o critério
energético agora descrito, obriga que seja efectuada uma segunda iteragao, visto que na

primeira iteragao de cada incremento o residuo dado por este critério é unitdrio.

Para evitar esta situagio, cumulativamente com este critério é considerado um critério
de convergéncia em termos de forcas, em que se compara o valor da norma das forgas
residuais com o da norma das for¢as totais aplicadas a estrutura.

n

2.

, i=1
Residuo = —

\

(3.12)

W16)?
S (16))°

-
—

em que f7(5) é a componente segundo o grau de liberdade (7) das forcas totais, que actuam
no né ¢ na iteragao r.

A menos que seja indicado outro valor, a tolerincia adoptada nos exemplos analisados
serd de 0,001.
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3.4 Formulacao adoptada na andlise nao linear geomé-
trica

3.4.1 Introducao

No estudo da nio linearidade geométrica, sio normalmente utilizadas trés formula-
¢Oes distintas [14, 15, 17, 23], conforme o sistema de eixos escolhido para referenciar as
varidveis estaticas (forgas) e cinemdticas (deslocamentos).

Essas formulagoes sao:

i) FORMULAGAO LAGRANGEANA TOTAL - O sistema de eixos de referéncia (Fig. 3.8)
esta ligado A configuragdo inicial da estrutura indeformada

@ =d+u (3.13)

ii) FORMULAGAO LAGRANGEANA MODIFICADA — Em qualquer configuragao de equilibrio
toma-se como referéncia a configuragio de equilibrio anterior (Fig. 3.8).

o =a +u (3.14)

iii) FORMULAGAO EULERIANA - é escolhida a configuragio de equilibrio final para sistema
de referéncia (Fig. 3.8).

a =af +uf (8.15)
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Configuragoes
Configuragao

Inicial Co

Intermédias

Configuracio
ﬁna.l Cf

a — vector posi¢ao

u — vector deslocamento

Fig. 3.8 — Evolugio da deformagio de uma estrutura com grandes deslocamentos.

Co i

Fig. 3.9 — Configuragoes de equilibrio da estrutura.

Neste trabalho foi utilizada a formulagao lagrangeana total, pelo facto de esta for-

mulagio reduzir o esfor¢o de calculo automdatico. Algumas matrizes, como é caso da matriz
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de deformagao para os pequenos deslocamentos [Bo] e a matriz de transformagao de coor-

denadas [T}, mantém-se constantes ao longo do processo de anilise nao linear.

3.4.2 Vector deformacgao

Para apresentar a aplicagio desta formulagdo & andlise nao linear geométrica de
estruturas porticadas planas, comecemos por estudar a deformada de um trogo de viga de

comprimento infinitesimal dz [23].

dzx

Fig. 3.10 — Aumento de comprimento do eixo devido a deformagao transversal.

O comprimento dz', desse trogo de viga apés deformagao serd

N e ) 19
1+ % (%)2} (3.17)

€ a extensao desse trogo provocada pela flexao valerd

dz' ~ dzx

, dr' —dz 1 dw)?
E: = T o~ 5 Ti‘; (3.18)

€ a extensao total
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du 1 {dw 2
s — + = — 3.19
€ dz + 2 (d:z:) ( )

pelo que o vector de deformagao toma a seguinte forma

m

oo
o
m

o
o

{€}={€o}+{6L}={::}= ce = b (3.20)

a du l(éﬂ 2
dz 2 \dz

em que o indice @ identifica as componentes axiais e o indice b as componentes de

[y]
o8
m

t~

flexio. Nesta expressao os termos com o indice zero sio os termos lineares, j& apresentados
no capitulo anterior e com o indice L os termos nao lineares, que serao analisados de seguida

para os dois tipos de elementos descritos em 2.2.6.

3.4.2.1 Elemento isoparamétrico de dois nés

Derivando em ordem a & a expressao (2.47) do deslocamento vertical de um ponto

genérico do elemento, resulta

2 dN" 2 dN’b L

(3.21)

€ como

dw _ dw (dr)™ (3.22)
dr  d¢é \d¢ '

% =2 [Z Ny Zj: N'L, ] (3.23)

i=1

Substituindo a expressio (3.23) na expressio (3.20)

(3.24)



e desigando por

o (HEDEED) e

A deformagio axial ndo linear serd dada por

e = {6y x {#}) x ({m}T x {G})

(3.26)
= 2 {{G}T X {6"} X {G}T} X {6"}
e entao
0 . (0] : ] st
{e = r (] e P X e (3.27)
L e {eje” e U8
ou seja
{e} = 5 [Bu] {6 (3.29)
(0] : (0]
[BL] = [{B?;,] {g} } ................ : (3.29)

3.4.2.2 Elemento isoparamétrico de trés nés

Derivando em ordem a & a expressio (2.86) do deslocamento vertical de um ponto

genérico do elemento, resulta
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"E = _d_f— w; (3.30)
i=1
e de (2.37) e (2.41)
dw 2 [ dN}
2= [E _d?""} (3.31)
=1
Substituindo a expressio (3.31) na expressao (3.20)
1[&2ant |
€1 = = [E — — w;} (3.32)
2o L d¢
e designando por
b b b
@ {0 14 0 1% 0 1%) =

a deformagio axial nio linear é dada pela expressao (3.26), continuando validas as expressoes
(3.27) a (3.29).

3.4.3 Matriz de deformacao

Considerando-se os incrementos das deformacdes agora referidas para os dois elemen-

tos obtém-se

{Ae} = {Aeo} + {AcerL} (3.34)

com

{Aco} = [Bo] {46} (3.35)
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{Aes} = [Bi] {A6} + % (ABy] {A6) (3.36)
em que

[aBy] = (6" {as'} {6} (3.37)

As equagdes (3.34) a (3.37) justificam-se [15] [17] analisando a expressdo dos incre-

mentos das deformacoes de Green — Lagrange:

AE,‘j = % (A&;,J' + A(Sj’,' + 61‘;,; Aak,j + 5];,]' A&k,; + A&k,; A(Sk,j)

1 1 1 3.38
= 5 (A&;'j + A&j,,‘) + '2— (6)”' A(Sk,j + 51;,1' A(Sk,,-) + 5 (A(Sk’; A&k,j) ( )
[Bol{AS} [BL){A8} 1/2|aBL]{Aé}
b
e portanto a matriz de deformagao assume a expressao
1 .
[B] = [Bo) + [BL] + 3 [ABL) (3.39)

3.4.4 Matriz de rigidez

A matriz de rigidez pode ser determinada aplicando o Principio dos Trabalhos Vir-

tuais [23]. Substituindo entio na equagdo (3.9) a matriz de deformagao [B] pela expressao

(3-39), resultaria uma matriz de rigidez nao simétrica devido ao termo (AB.| da matriz
de deformacio. Para que a matriz de rigidez seja entdo simétrica é adoptada a seguinte

expressio simplificada para a matriz de deformagao,

[B] = [Bo] + [Bi] (3.40)
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resulta

d{yp} = [v [2[Bol” +d[Bu]"] {o}aV + /V ((Bo)" + [BL]"] d{o}aV (3.41)

como [Bo) é independente de 6

d{y) = /V d[By x {o}dV + /V (1Bol” + [BuI] (Do} [(Bo] + [Bzll d{8} v (3.42)

ou, sob outra forma

d{p} = (ko] d{8} + [[ko] + [kzl] d{8} = [[ko] + [ke] + [k ]] d{6} = [kr] {6} (3.43)
em que
[ko] — Matriz de rigidez para pequenos deslocamentos
(k1] — Matriz de rigidez devida aos deslocamentos iniciais
(k,] — Matriz de rigidez devido ao nivel de tensoes iniciais

[kr] — Matriz de rigidez tangente

Comecemos por calcular entdo a parcela (ko] + [k.] da equagdo (3.43). Desenvolvendo
o segundo termo da equagdo (3.42)

el + k) = [ (Ba] + (Bl (Dol [ + Bal] 5 e

[ 1Bl (Dol (B] 5 d+ (344

[ (186 1D0] [Bu) + 1B Dol 1B + (Bl Dol 1B4]) 5 ¢
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em que

K] ¢ 1o B (o] (B[ o i
b= | ot =] s L, Zde¢ (3.45)
o i [k 0] : (Ba" [Dg] (B
AT B o ][] 0 [ @
o B | L o gl [BY (o
({01 ()" ] [[03] 10 J[[B [
+ + (3.46)
o [o] o (gl o} (B
o [B2)" ][4 [0 ][ (o {01]
+ Lde
o] o] o] (o)L (B [o]
ou seja

] ] 0] [0 [B]" (pg) (BS)
lkr] = /1( ................. : l%—[ s [] ............. ‘+

| (Bg)" (Dg) [B) i [0 o : 0]
(3.47)
[B)] D3] [BY] : [0
Fl o toL || 2dé
0] i (o]

69



e portanto

(8] (pg) [BY : [BY (D4l (Bl
L e

Retomando as expressdes (3.42) e (3.43)

k) d(s} = [ d[Bu" {o}av =

- /_11

o] a[By]"

M\ L
]

_ /_ lld[BL]T (N} %d&

ol [o]

Da equagao (3.29)

d([BY]) = d({c}" {8} {&y") ={c)" ¢{e’} {6}’

j4 que {G} é independente de 6 e, portanto, de 6%, (3.25) e (3.33); entdo

k] d{8} = [ {GH{N} (G d{6}av

¢, portanto,

k)= [ ey (V) ()" 5 e
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Das expressoes (3.43), (3.45), (3.48) e (3.52) resulta, finalmente,

B o] [ |
R I - = N 1 R R o R
[k} = /_ | {6y () (" : 5 d¢ (3.53)
| (Be" (pgl [BY] i (BEI" (D§] [BS]

3.4.5 Forgas nodais equivalentes ao estado de tensao

Em qualquer configuragao de equilibrio, as forgas nodais equivalentes ao estado de
tensao instalado sdo dadas por

L
(RY= [ 1B {0} 5 d¢ (3.54)
em que [B] é dado pela expressio (3.40).
3.5 Instabilidade — Previsao das cargas criticas

Supondo atingida a configuracao de equilibrio i no processo de andlise de uma

dada estrutura submetida a um nivel de carga P, é vélida a seguinte condigdo de equilibrio

[kr(P)] - {8} = {F} (3.55)
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Fig. 3.11 — Configuragdo de equilibrio e previsdo da carga critica.

A instabilidade da estrutura [6, 10, 12, 14] ocorrerd para um nivel de solicitagao des-
ignado por P., (carga critica), A vezes superior ao nivel de carga instalado nesta configuragao

de equilibrio; para o qual o sistema de equagdes anterior resulta indeterminado.

P, =AP (3.56)

Como as parcelas da matriz de rigidez devidas aos deslocamentos e tensdes iniciais

dependem do nivel de carregamento,

[Kr (AP)] = [Ko (P)] + [K (\P)] + [Ko (AP)] (3.57)

Assim sendo, admitindo nessa configuragao convergida uma evolugao linear dos es-

forgos e dos deslocamentos, teremos

[Kr (AP)] = [Ko (P)] + X (KL (P)] + [ko(P)]) (3.58)

A instabilidade da estrutura ocorrerd quando o sistema de equagées (3.55) for inde-

terminado, ou seja, quando
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det ([Ko(P)] + M([KL(P)] + [K-(P)])] =0 (3.59)

o que equivale a formular o seguinte problema de valores préprios:

([Ko (P)] + A ((Kz (P)] + Ko (P)))) {6} =0 (3-60)

O método utilizado neste trabalho, que a seguir se descreve, para a determinagao do
primeiro valor e vector préprio, é um método iterativo, conhecido [3] por método de Vianello
(por ter sido este autor o primeiro a aplicar o método de Stodola, utilizado na andlise de

vibragdes, ao estudo da instabilidade).

Reescrevendo a equagao (3.60) sob a forma

[Ko) {6} = =X ((Kz] + [K,]) {6} = —A[Kni] {6} (3.61)

ou

{8} = — [Ko] " ([Ewz] {83) A (3.62)

admitindo uma aproximagao {6°} para o vector de deslocamentos {6}, para o que se poderd
considerar o vector de deslocamentos nodais da estrutura nessa configuragao de equilibrio,
teremos:

{£°} = [Kwi] [6°) (3.63)

e um novo vector de deslocamentos

(5 = trol™ (7] s

Se todas as componentes destes dois vectores de deslocamentos, forem proporcionais,
e 0 quociente de todas as componentes homdlogas iguais & mesma constante de propor-
Clonalidade;
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S === 70 — r4
8 6 69
entao, o valor do pardmetro de carga ) estd encontrado e serd A = —%, caso contrério,

efectua-se nova iteragao determinando o vector de deslocamentos {6?} pelo método agora
descrito, determinado que estd {6}, e assim sucessivamente até que seja satisfeita a equagao.

O critério desenvolvido para a comparagao das componentes homdlogas dos dois
vectores de deslocamentos, consiste em calcular a média e o desvio padrio dos quocientes

dessas componentes e em verificar a condigao:

Desvio padrio (Z;)
Média (Z))

< Tolerancia

Cumulativamente a este método de andlise da instabilidade, é possivel a resolugao do
problema, pela deteccdo da ocorréncia de um acréscimo de deslocamentos elevado para um
pequeno acréscimo da solicitagao e ou pela detec¢ao de uma variagio brusca do pardmetro

de rigidez corrente que é uma medida da evolugio da rigidez global da estrutura [6].

Sem pretender efectuar uma descri¢cio exaustiva dos varios processos possiveis de ins-
tabilidade de uma estrutura, que dependem da geometria da mesma, das condiges de apoio,
da solicitagio, das propriedades eldsticas do material, etc., sio apresentadas de seguida
algumas formas de instabilidade e aspectos da aplicagao deste método a cada uma delas.

—Problema normal

Seja, por exemplo, o caso de uma barra prismética traccionada conforme a figura
3.12.

P
Fig. 3.12 — Exemplo de um problema normal.
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Solicitando esta barra por uma for¢a P axial continuamente crescente; o ponto de
aplicagdo da carga experimentard um deslocamento continuamente crescente, existindo u-
nivocidade entre a carga e o deslocamento.

Fig. 3.13 - Curva carga deslocamento de um problema normal.

—Problema com bifurcagio de equilibrio

Seja, por exemplo, o caso de uma barra vertical, articulada na extremidade inferior
e apoiada com uma mola na extremidade superior, conforme a figura 3.14.

-

Fig. 3.14 ~ Exemplo de um problema com bifurcagio de equilibrio.

A partir de um certo valor da carga P (carga critica), deixa de haver univocidade
entre a carga e o deslocamento do seu ponto de aplicagio.
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Fig. 3.15 — Curva carga deslocamento de um problema com bifurcagao de equilibrio.

—Problema de inversao de equilibrio com descontinuidade ("snap — through”)

Seja o caso de duas hastes biarticuladas comprimidas conforme a figura 3.16.

Fig. 3.16 — Exemplo de um problema com inversao de equilibrio.
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Fig. 3.17 — Curva carga—deslocamento de um problema com inversao de equilibrio.

Desde o inicio da aplicagio da for¢a P o deslocamento § aumenta até que a forga
ondente a uma situagao de equilibrio indiferente (a rigidez da estru-

atinge o valor P4 corresp
tura anula-se). Ultrapassada essa carga, a estrutura atinge uma nova posigao de equilibrio
no ponto E, tendo havido um deslocamento brusco entre AeE.

Se, no entanto, se conseguir diminuir a intensidade da forca P, o ponto B repre-
(P = 0), o ponto C correspondente a

sentaria a configuragio horizontal das duas barras

P=-P, eopontoDpara P =0.
P
arco
~

AL, \

—ary

APy

Fig. 3.18 — Arc - Lenght.
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No programa de célculo automatico a andlise do trogo de curva A B C D E seré, por
exemplo, possivel através da habitual técnica de "arc - length” [22] (ver Fig. 3.18) que, no
entanto, nesta fase nio foi ainda implementada no programa de célculo automdtico FEMPOR,
por se considerar improvéavel a ocorréncia deste fenémeno de instabilidade nas estruturas
a que se destina a aplicagdo deste programa (estruturas porticadas de betao armado). Tal
j4 nao seria vilido se se pretendesse estudar, por exemplo, cascas cilindricas de pequena

curvatura ou estruturas abatidas, como a descrita na figura 3.16.

—Problema com inflexdo da trajectéria de equilibrio

A curva caracteristica das estruturas com este comportamento, tem um primeiro
ramo que apresenta uma degradagio da rigidez com o aumento da carga, seguida de outro

ramo em que a estrutura recupera a rigidez.

Ponto de inflexao

2

Fig. 3.19 — Instabilidade por inflexao.

Embora em rigor nao se deva designar este comportamento como uma forma de
instabilidade, por nao haver perda de equilibrio, justifica-se, no entanto, esta designagao
pelo facto de a rigidez da estrutura apresentar um valor minimo numa fase intermédia da

andlise.

Analisemos agora a aplicagio do método descrito & previsao das cargas criticas nos

vérios tipos de fenémenos de instabilidade descritos.
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— Instabilidade normal e instabilidade por ”snap — through”

As vérias fases de aplicagao do método sao:

e Aplicacio do primeiro incremento de solicitagao;

e Atingido o equilibrio, é formulado o problema de valores e vectores préprios, calculando

a carga critica;

e Repete-se o passo anterior para cada novo incremento de solicitagao.

Com este procedimento obtém-se uma curva de cargas criticas correspondente a cada
problema de valores préprios resolvido; e a curva carga — deslocamento, da andlise nao linear
acabada de efectuar. O ponto de interseccao das duas curvas, corresponde ao valor da carga
critica pretendido, (P = P,, ou seja A = 1).

curva das

~ boe
. crificas
cargas curva da

andlise nao

| \ linear

Fig. 3.20 - Instabilidade por "snap — through”.

—Instabilidade por bifurcagao

O método descrito nao tem nestes casos aplicagdo directa ( a curva das cargas criticas

nio intersecta a curva da anélise ndo linear).
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curva das cargas criticas __-

= -
-
-

-
-
-

- -
P - -
- -

curva da

analise

nao linear

Fig. 3.21 - Instabilidade por bifurcagao de equilibrio.

—Instabilidade por inflexao

Recordando que o significado atribuido ao pardmetro A foi o da disténcia do nivel de
carga instalado A carga critica, nos problemas de instabilidade por inflexao, em que a curva
das cargas criticas e a da andlise nao linear nao se intersectam; a carga critica é definida

como a carga aplicada a que corresponde o minimo valor de A.

min

curva das cargas criticas

curva da anilise nao linear

Fig. 3.22 - Instabilidade por inflexao.
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3.6 Exemplos

Apesar de nos capitulos 4 e 5 serem analisados, em vérios exemplos, os efeitos da nao
linearidade geométrica (em simultineo com a ndo linearidade material da estrutura), sao
apresentados neste capitulo trés exemplos simples de aferigio da formulacao lagrangeana

total implementada.

O primeiro exemplo é o de um pértico de trés barras [9] [20] [22] analisado con-
siderando apenas a nio linearidade geométrica e fazendo pelo processo descrito a deter-

minagao da carga critica.

No segundo e terceiro exemplos so analisados dois pilares de betao armado submeti-
dos A flexdo composta [7] [13], em que cumulativamente com a nio linearidade geométrica é
admitido o comportamento nio linear dos materiais (embora este aspecto s6 seja apresen-

tado no capitulo 4).

3.6.1 Portico de trés barras

Comegando por converter para o Sistema Internacional as unidades inglesas, em que

este exemplo vem referido na bibliografia [9, 20, 22],

1in = 0,0254m lkip = 4,448kN

1ft = 0,3048m 1ksi = 6,895MPa

as caracteristicas do pértico sdo entdo as seguintes:

E = 206.85GPa b = 0,016813m L = 3,048m

v = 03 h = 0.451634m
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3.048 m

3.048 m

b = 1.6813 cm

h = 45,1624 cm

L E = 206.88 GRa

K|
¥
§

Fig. 3.23 — Geometria e ligagoes ao exterior.

Discretizando cada barra por apenas um elemento [20] de trés nés, foram efectuadas
duas analises diferindo no valor admitido para a tolerancia dos residuos no critério de reso-
lugio iterativo de Newton - Raphson. Na primeira andlise foi considerada uma tolerancia

de 5% e na segunda uma tolerancia de 1 %o .

Na figura 3.24 apresenta-se a evolugao do deslocamento de andar nestes dois casos,

comparando os resultados com os referidos em (9, 20, 22].

Da anilise da figura 3.24 pode-se concluir da muito boa concordincia dos resultados
obtidos com os referidos [9, 20, 22] e da pequena importancia neste caso do refinamento da

tolerdncia admissivel para os residuos.

A carga critica deste pértico foi determinada pelo processo descrito em 3.5, sem a
consideragio da carga horizontal [9, 20] e considerando duas hipéteses de ligagdes ao exterior

(apoios de encastramento e apoios duplos).

Na figura 3.25 é apresentada a evolugao da carga critica para os dois pérticos e valores

da tolerancia considerados.
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210 Evol-ug:éo do deslocamento de andar ( ANLG ) S %
: T
P P
0.00t P d
FEMPOR
Connar [ 9}
-
Wen [ 20 ]
a Wong [ 221
Om, 1 1
0. 16 32. 4 (mm) 948
51 0 Evolucdo do deslocamento de andar ( ANLG ) 1 %,
) T

0.001 P

FEMPQOR

- Connor [ 9}
7.0 .
© Wen [ 20 ]
|
b Wong {221
OH ! 1
0. 16. 32. 4 (em) 48

Fig. 3.24 — Evolugao do deslocamento de andar.
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EVOLUCAO DA CARGA CRITICA 5 x

10.0 . :
P P
P : P P
7.80L B
500" ]
: ——— Apo10s de encastramento
2 . 5 L .................. Apoios duplos i
0 " 24.67 MN
. ! o
0 8.0 16.0 p (mn) 24.0
EVOLUCAO DA CARGA CRITICA 1 %
10.0 . .
P.- P
P : P P
7.5L0L |
5.0 ]
: -———— Apoios de encastramento
2.50L ------------------ Apoios duplos _
AP =5 MN P =20 MN
.0 \, L . O
.0 7.5 1.9 p (uMnN) 22.5

Fig. 3.25 — Evolugao da carga critica.
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Os resultados obtidos para a carga critica foram aproximadamente:

Pértico biencastrado Pértico biarticulado

Tol. = 5% | Tol. = 1%e

Tol. = 1%o0
P,~51 |P,~50 J

Tol. = 5%

P, ~ 20.0

P, ~21.7

semelhantes aos valores de 21.1 MN [9] ou 20.7MN [20] referidos para o pértico bien-

castrado e o valor de 5.2 M N [9] referido para o pértico biarticulado.

3.6.2 Pilares de betio armado submetidos a flexdo composta

Os dois pilares analisados [7] [13] tém a geometria e ligacoes ao exterior apresentadas

na figura 3.26.

M N = 1280 KN N = 1280 KN
{ 2 H  /
¥ > — g ———, F
l \\ d l,
\ ,'
\ I
I. 0.4 m ‘
l. i :I
1—.| [
a, %0.04 m ,
:' A '
1.71 m ¢+ 0.4 m ' 4.00 m
' A ‘ l'
'l 20.04 m '
¥ ¥ :
, f = 20 MPa |
) c "
= 420 MPa
x mL fs akn J
A = 17.2 cm? A = 15.1 cm?

Fig. 3.26 — Geometria e ligagoes ao exterior.
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Os dois pilares tém a mesma secgdo transversal (0.40 x 0.40 m) diferindo na altura e

quantidade de armadura (ver Fig. 3.26).

As caracteristicas adoptadas para os materiais foram:

Betao
E.
f ck
f ctm
Ecp
Aco
E,

20.0 x 108 KPa

20.0 x 10* KPa

2.0 x 10* KPa

2.0 x 1073

210.0 x 10° K Pa

2.0 x 1073

E,

Esu

3.5x 1073

1.74 x 1073

0.2

0.6

E2:0

10.0 x 1073

O Pilar 1 foi discretizado em dois elementos iguais [13] de trés nés e o Pilar 2 em trés

elementos iguais [13] de trés nés.

Foi efectuada a anilise nao linear material e geométrica dos dois pilares, considerando

em ambos os casos duas solicitagdes aplicadas sequencialmente [13].

A primeira solicitagao, igual nos dois pilares, é uma forga de compressao de 1280 kN

aplicada em apenas um incremento e que se mantem constante até ao fim da analise.

A segunda solicitagdo é uma carga horizontal aplicada incrementalmente no topo do

Pilar 1, ou um momento aplicado incrementalmente no topo do Pilar 2.

Na figura 3.27 sio apresentados os resultados obtidos nestas duas andlises comparan-

do-os com os referidos em [7, 13].
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pILAR 1 [ ANLM + ANLG )

80 T T
H N = 1280 kN
5
[ kN ) —H—e — g
60. | J/ i
/1 :
7ri
40. L i
—————  FEMPOR
+ F.E.M. [ 13 ]
20. L . c.E.B. [ 7] i
O. ! 1 1
.00 .02 .04 .06 d (m) .08
»
PILAQ 2 { ANLM + ANLG )
} 300. T T T
+
= 1280 kN -
} M WN +
kN.m M - .
» N ‘
. d
225. L K _
] //
Vgl +
150. L + N
————  FEMPOR
+ + F.E.M. [ 13 ]
75. L - c.es. [ 7] .
O. 1 1 1
.00 .05 .10 .15 d (my .20

Fig. 3.27 - Evolugdo do deslocamento d.
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Da andlise da figura 3.27 pode concluir-se da boa concordincia dos resultados obtidos
com os referidos; sobretudo com os apresentados em [13] em que também é utilizado o
método dos elementos finitos, apesar do diagrama do betao ai adoptado ser um diagrama
simplificado pardbola - rectingulo.

3.7 Conclusoes

Pela boa concordancia dos resultados obtidos com esta formulagio em virios exem-
plos de afericio (apresentados neste capitulo e a apresentar em 4.4) e os resultados de
outros autores, obtidos frequentemente com técnicas (elementos finitos bidimensionais ...) e
dados (diagrama pardbola - rectingulo ...) ligeiramente diferentes; parece legitimo concluir
ser bastante boa a adequagdo da formulagio adoptada aqui descrita e implementada no
programa de calculo automatico FEMPOR.
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4 — ANALISE NAO LINEAR MATERIAL

4.1 Introducao

Pelo facto de o betao ser um material com uma resisténcia a trac¢ao muito pequena
quando comparada com a resisténcia que possui & compressao, para que seja rentivel a sua
aplicagao em estruturas é necessiria a utilizagao de um segundo material, normalmente o
ago, para resistir as tensdes de tracgao; resultando assim um material compdsito designado

por betao armado.

A pequena resisténcia do betao a traccao faz com que este fendilhe mesmo sob a
acgao moderada de tensoes de tracgao, provocando um considerdvel decréscimo da rigidez
do elemento em questao. Este efeito e o facto de tanto o ago como o betao terem um
comportamento elasto-pldstico complexo (para além dos efeitos diferidos no tempo que neste
estudo ndo sdo tidos em conta) sdo, entre outros, responsiveis pelo comportamento nio

linear material das estruturas de betao armado.

A consideracao do comportamento nao linear material das estruturas de betao ar-
mado é, pelo menos de uma forma indirecta, correntemente utilizada em projecto quando,
por exemplo, ao se pretender avaliar a seguranca da estrutura em relagao aos estados limites
ultimos se efectuam redistribuigoes dos esforgos obtidos sob a hipStese de comportamento
elistico linear; ou para se calcular os deslocamentos da estrutura em condi¢des de servigo
se utilizam diagramas momento-curvatura bilineares.

Com este trabalho pretende-se desenvolver uma ferramenta que permita o dimen-
sionamento e a verificagdo da seguranca aos estados limites Gltimos de resisténcia (cuja
ocorréncia provocaria sérios prejuizos) e em relagao aos estados limites de utilizagao (cuja
ocorréncia poderia comprometer a qualidade de funcionamento, durabilidade e a aparéncia)

de estruturas porticadas planas de betao armado.

Neste capitulo serd inicialmente analisada uma técnica global de andlise nao linear
material de vigas submetidas a flexao simples, por utilizagao de curvas momento-curvatura.
Seguidamente é descrita uma técnica que, para além da resolugao deste problema, permite
sem dificuldade adicional, a andlise de estruturas porticadas, em que cada elemento pode

estar submetido & flexao composta.
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4.2 Analise nao linear material de vigas submetidas a
flexao simples

4.2.1 Introducgao

No que se segue apenas se considera a ndo linearidade da rigidez de flexdo ETI das
matrizes de elasticidade referidas em 2.3, considerando a rigidez de corte constante e igual
a correspondente rigidez elastica.

4.2.2 Relagoes constitutivas

Na construgao é habitual a consideragao de dois tipos de ago e concumitantemente
de dois tipos de diagramas tensio-deformagao.

Um primeiro diagrama para um provete de aco macio traccionado axialmente.

T, r

fsud ———————————————————
D

fa [ S S,

v o C E

A
E,
£, i
Fig. 4.1 - Diagrama de comportamento de um provete de ago ma-

cio traccionado axialmente.

O diagrama é linear até ao ponto A que se designa limite de proporcionalidade.
O ponto B limita a reversibilidade das deformacées mas, pela dificuldade inerente & sua
determinag3o, esse ponto é normalmente confundido com o ponto C ou limite de cedéncia.
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Ultrapassado esse ponto e até atingir o ponto D as deformagées aumentam sob tensao
quase constante. Apés o ponto D sio possiveis novos acréscimos de tensao aos quais corres-
pondem acréscimos de deformagao elasto-pldstica. A zona decrescente do diagrama é devida
ao facto de as tensdes serem calculadas com a secgao inicial, e esta diminuir, (estric¢do). No

ponto E acontece a rotura do provete.

Para os agos duros o diagrama é o representado na figura 4.2.

fsud --------------------
fsyd ___________

Fig. 4.2 — Diagrama de comportamento de um provete de ago duro traccionado axialmente.

Nestes acos nao é nitido o inicio de plastificagdo sendo o limite de elasticidade con-
vencionalmente definido como a tensio & qual corresponde uma deformagao residual de 0.2%

apds descarga.

Nos dois tipos de ago consideram-se validos os mesmos limites, para a armadura em

compressao.

No programa de cilculo automaético o diagrama de comportamento do ago é aproxi-
mado por um diagrama bilinear, trilinear ou tetralinear (em que o quarto ramo corresponde

a um comportamento perfeitamente plastico).

Para o betdo & compressio é mais dificil definir um limite de proporcionalidade e de

elasticidade j4 que este manifesta um comportamento pronunciadamente nao linear.
Neste trabalho o comportamento do betdo comprimido, é aproximado pela seguinte
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expressao, utilizada com bons resultados por vérios autores (5, 16, 26]:

Ee.
o = £ - (4.1)
v (B ) (2)+ (2)
fc €ep Eep
ac‘4
/ | !
/ :, g
E. " '
ECP ;Cu 5-

Fig. 4.3 — Diagrama de comportamento do betao comprimido.

4 3
o
fetm | ' Diagrama de retengdo
B fum + . das tensoes de tracgao
Ec \
Etp Etu E+

Fig. 4.4 — Diagrama de comportamento do betdo traccionado.

Para o betio & tracgio é proposto um modelo que tem em conta a retengao de
tensdes de tracgio do betdo entre fendas [6, 10, 11, 17, 24] (em lingua inglesa "tension

stiffening”) que advém da heterogeneidade da resisténcia do betao a tracgao, da eventual
falta de aderéncia com as armaduras e da disposigao destas.
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Neste modelo admite-se que o betdo traccionado tem um comportamento eldstico
linear até se atingir a resisténcia do betdo a tracgdo. Ultrapassada esta tensao admite-se
que o betdo retem uma determinada percentagem das tensdes de tracgao.

Normalmente o paridmetro 3, indicado na figura 4.4, é considerado com o valor de
0.6 ; considerando-se para a extensdo iltima do betdo traccionado, o valor da extensao de

cedéncia do ago da armadura €y, =~ €,y.

Para tornar mais perceptivel este procedimento é conveniente analisar o comporta-

mento de um tirante de betio armado solicitado & tracgdo pura [2, 8].

N N . o
-— —
+ o

Ul I+TPITIIfI]]] o

Fig. 4.5 — Traccbes no betao e no ago de um tirante de betao armado nao fendilhado.

Para esforcos de tracgao reduzidos (ndo ultrapassada a resisténcia do betao a tracgao
fetm) as tensoes sdo uniformes. Atingida essa tensao inicia-se a fendilhacao do betao e nesse
instante em cada secgio fendilhada a tensio até af absorvida pelo betao passa a ser absorvida
pela armadura. Geram-se pois tensdes diferentes na armadura e no betao o que provoca a
abertura da fenda.
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Fig. 4.6 — Tracgbes no betao e no ago de um tirante de betao armado fendilhado.

O deslocamento relativo entre a armadura e o betao é condicionado pelas tensoes
que se geram na superficie de contacto dos dois materiais. S6 a uma determinada distancia
dessa fissura é que a compatibilidade entre as extensoes dos dois materiais é restabelecida
e que teoricamente poderd ter lugar nova fissura; visto que antes dessa secgao, as tensoes
de aderéncia sao insuficientes para transmitir ao betao um esforgo de tracgao capaz de o
fendilhar.

Assim sendo a extensao média do tirante de betao armado fendilhado serd

Esm = €5, — Ag, (4.2)

em que €,, é a extensdao da armadura na hipdtese de betdo fendilhado (estado II) e Ae, a

diminui¢do dessa extensio devido & contribuigdo do betdo entre fendas.

A diminuigao da extensao média Ae, pode ser aproximada pela expressao:

o
Ae, = (€42, — €41r) ;’—; (4.3)
8
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em que

Oy —
Os2
Es1r
€s2r
N
032 = ——
A,
N > N,
4 Osr
»
N < N,
v

tensao na armadura, correspondente ao esfor¢o para o

qual se atinge a mdxima tensdo de tracgao no betao

(fetm)

N,
= 4.4
o= (4.4

tensao na armadura, na secgao fendilhada.

extensio da armadura para a tensdo o,,, na hipdtese de
seccao nao fendilhada (estado I).

extensio de armadura para a tensao o,,, na hipétese de
secgao fendilhada (estado II).

/ Eam
e
! - > A, = (1 =n)(es2 — €41)
____________ ~
/"
~
_ <~ contribuigio do betdo
P ~ entre fendas

€,

Fig. 4.7 - Comportamento & tracgio do tirante de betao armado.
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Substituindo a expressao (4.3) na expressio (4.2), resulta:

Esm = €52 ¢+ 501(1 - §) (4‘5)
com
Ry N\ 2
c=1-() =1-(%), oazon (46)
¢ = 0) Os2 < Oy
e em que
€, — extensio da armadura na hipétese de betao nao fendi-
lhado (estado I)
N
€. = 4.7
sl Ec Ac ( )
€,2 - extensdo de armadura na hipétese de betao fendilhado
(estado II)
N
2 = 4.7.
©1 = F, A, (4.7.2)
A. — 4rea da secgao de betao
A, - 4rea da sec¢do de armadura
A extensao média no betao é:
€m = (1 - g) €1 (48)
como
N
€41 = €1 = (49)

E.(A. + aA,)
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em que «a é coeficiente de homogeneizagao de ago em betao

e atendendo 3 expressdo (4.4)

Nr = fctm (Ac + aAs)

(4.10)

(4.11)

Repare-se finalmente que, no modelo adoptado (Fig. 4.4), o trogo curvo da relagao

constitutiva durante a fendilhacdo, agora descrito, é substituido por uma relagao linear.

A descontinuidade desta relacio quando se inicia a fendilhacdo e o valor de 0,6

sugerido para §; advém da aproximagdo do diagrama parabélico de variagao de tensoes

normais, no betio fendilhado de um tirante traccionado, representado na figura 4.6, por um

diagrama rectangular com a mesma 4rea.

fctm

0,6fctm

Fig. 48 - Aproximagdo por um diagrama rectangular do dia-

grama parabélico das tensdes normais, no betao fen-

dilhado de um tirante traccionado.
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4.2.3 Curvas momento — curvatura

Por um processo idéntico ao agora descrito para a tracgao simples; pode-se analisar o
comportamento de um provete de betio armado submetido a flexao simples [8], mantendo-se
vélida a expressdo (4.5) que define neste caso a extensio média da armadura.

Q B D °

L&
™~

Fig. 4.9 — Deformagio de uma secgio transversal.

Estabelecendo a relagao entre a curvatura de uma seccao (x ou }) e o momento
flector que a solicita, em que

1 €y — 2P
-—= 4.12
r d ( )
e definindo a extensao média do betao,
€em = (1 - §)5c1 + ¢€c2 (4'13)
com
O 2 Mcr
—1— (21} =1- 4.14
¢ (0’,2) M ( )
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consegue-se a expressao para a curvatura média apés o inicio da fendilhagao

(). -0 (), +5(2), s
(
(

E™

)1 ~ curvatura para o momento flector M, no estado I

[

)2 — curvatura para o momento flector M, no estado II

A relagio momento—curvatura adoptada compreende trés zonas diferentes, uma pri-
meira zona linear até se iniciar a fendilhagdo (fase I), uma segunda zona parabdlica até
ao inicio da cedéncia da armadura (fase II) e uma terceira zona linear correspondente a

plastificagdo da armadura (fase III).

| =

Fig. 4.10 — Comportamento & flexao simples de um provete de betao armado.
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De seguida, no caso de uma secgdo rectangular, apresentam-se indicagoes para o
cdlculo do momento de inicio de fendilhagao, momento de cedéncia e momento dltimo e das
curvaturas correspondentes; fixando assim a posi¢do dos pontos notdveis, A, B e C desta
curva.

4.2.3.1 Fasel

O momento de inicio de fendilhagao M.,, serd determinado impondo que a tensao instalada

na fibra mais traccionada seja a tensao resistente a tracgdo do betao fum.

b A,y
— ¢
¥ #ﬂdz
h r i
2
b2 x - Mc"
B G
2 . P |
b 4 AN 1
VA
Asl
Fig. 4.11 - Diagrama de deformacdes e tensées de uma secgao nao

fendilhada (fase I), submetida & flexdo simples.

Com base na figura 4.11, a profundidade z do eixo neutro sera determinada, impondo
0 equilibrio das forgas representadas,

Fu+Fa+F.=0 (4.16)

ou seja,

E, (631 Asl + €42 A,g) +0Nxb=0 (4163.)

102



em que {] representa a drea do diagrama de tensoes no betao.

No programa de cédlculo automdtico, a determinagao desta profundidade é feita por
tentativas, impondo vérios valores para €., até ser satisfeita a equagao de equilibrio agora

referida.

Obtida esta profundidade, e portanto conhecendo a intensidade e ponto de aplicagao
das forgas F,;, F,3, F., e F.; agora referidas, o valor de M,, é determinado com a seguinte

equagao de momentos

r — L's d 2 c .

4.2.3.2 FaselIl

O momento de cedéncia M, da mesma secgao, é determinado pelo processo referido
em 4.2.3.1, desta feita com a hipétese de a armadura traccionada estar no inicio da plasti-

ficagao.
b
e
A.ﬂ
\_ Ee2
\ d2 — F82
h f T I €42
x My
h G X
—i Fsl
3
d, -€s1 - —_—
\ f ¥ €cl = Eqayd
Aal
Fig. 4.12 - Diagrama de deformacdes e tensdes, de uma secgao

fendilhada (fase II), submetida & flexdo simples.
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4.2.3.3 Fase II1

O momento dltimo M,, ou maximo momento possivel de aplicar a secgao, é determi-
nado tal como em 4.2.3.1 impondo que haja o equilibrio das for¢as que se geram na armadura
e no betao.

No programa de cdlculo automditico comega-se por impor a extensao ultima a ar-

madura traccionada; calculando-se por tentativas a profundidade do eixo neutro e, com o
1

conhecimento desta, o momento My e a curvatura =-.
-

De seguida, na armadura traccionada, é imposta uma extensao ligeiramente inferior
A Ultima; calculando MZ e -1-.

1
Tu2

Efectuando um nimero pré-definido de iteragoes obtem-se o momento ultimo M,
1

-
T .
T

como sendo o maior dos M, atrds determinados e } a correspondente curvatura
-

4.2.4 Implementacao desta técnica no programa de calculo auto-
matico

No programa de cilculo automadtico, para cada secgao tipo da estrutura, sao inicial-
mente escolhidas duas curvas momento-curvatura. Uma correspondente a armadura inferior
traccionada e a outra & armadura superior traccionada (momentos e curvaturas positivos
ou negativos, respectivamente).

Estas curvas serao utilizadas, em todas as iteragoes, para o cdlculo da matriz de

rigidez e momento flector em cada ponto de Gauss; determinada que esteja a curvatura
deste.
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Fig. 4.13 — Célculo do momento flector e da rigidez & flexao num ponto de Gauss.

A matriz de elasticidade num ponto de Gauss j na iteracao ¢, serd entao, no elemento
de dois nés

(D1} = [EI(z)] (4.18)
€, no caso do elemento de trés nés,
_ EI(z) 0
Defi=| o _(BA) (4.18a)
2,4(1+v)

O momento flector nesse ponto de Gauss serd nos dois tipos de elementos (ver Fig.
4.13)

M =M (4.19)
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e o esfor¢o transverso no elemento de trés nds serd

EA

com F A constante.

4.2.5 Desenvolvimentos necessarios, para a adaptacao desta té-
cnica, a4 andlise nao linear material de pérticos planos ou
vigas submetidas a flexao composta.

Num elemento submetido & flexdao composta, a curva  esforco axial — extensao
apresentada em 4.2.2, depende do valor do momento flector aplicado & secgao; dependendo
acurva momento — curvatura apresentada em 4.2.3, do valor do esfor¢o axial instalado

nessa sec¢ao.

Assim enquanto que em flexao simples, é necessdria apenas uma curva momento —
~curvatura para a defini¢do do comportamento nao linear material dum elemento; em flexao
composta sera tedricamente necessirio um ndmero ilimitado de curvas  esfor¢o axial —

—-extensao e momento — curvatura cada uma estabelecida para um valor constante de
N.

A aplicagao deste processo no programa de cdlculo automdtico, obrigaria a definigao,
a priori, de uma base bastante complexa de curvas momento — curvatura e esforgo axial —
~extensao [4].

Como nao foi possivel dispor neste trabalho de um conjunto destas curvas e pelo facto
de a sua definigdo, ou pelo menos a sua aferi¢ao, obrigaram a grande e exaustiva campanha
de ensaios experimentais incomportavel face aos objectivos deste trabalho; optou-se por
implementar um método alternativo que, sem o inconveniente do agora referido, permita
avaliar directamente a rigidez de flexdo e axial numa secgio para qualquer combinagdo de
carga e que serd descrito em 4.3.
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4.3 Andlise nao linear material de pérticos planos

4.3.1 Introducao

Nesta técnica [10 a 16| de andlise do comportamento nao linear material de elementos
sujeitos a qualquer combinagdo de esfor¢o axial e momento flector, mantém-se validas as
relagdes constitutivas do ago e do betdo descritas em 4.2.2, tendo sido simulada nessas
relacoes a ocorréncia de descargas e recargas.

Esta necessidade advém do facto de mesmo em problemas com uma histéria de car-
regamento monoténico, poderem ocorrer descargas ou recargas localizadas devido a redis-
tribuicdes de tensdes. Estas descargas e recargas podem ser mesmo bastante pronunciadas
pelo facto de no programa de cdlculo automadtico se prever a possibilidade de analisar uma
estrutura submetida a acgdo de vérias solicitagoes aplicadas sequencialmente.

Com este objectivo, para simular o comportamento da armadura ao longo da histéria
do carregamento, foi adoptada a formulagdo elasto-pléstica dos problemas unidimensionais
[3, 21]. O comportamento do betao é simulado no programa de célculo automético por uma
estruturagao de blocos "I F”.

A principal distingido entre esta técnica e a anterior, é que na primeira conhecido o
vector de deformagao num dado ponto da estrutura e num dado instante, o vector de tensao
correspondente e a matriz de elasticidade eram obtidos a partir de uma curva momento-
curvatura pré-definida; enquanto na presente técnica, conhecido esse vector de deformago e
admitindo a hipétese de distribuigao linear de extensdes nessa secgao, a matriz de elastici-
dade sera obtida pelo método das diferengas finitas, para qualquer combinagao de momento
axial e momento flector, apés a integragdo do diagrama de tensoes correspondente, o que

permite o célculo das tensoes respectivas.

4.3.2 Relacgoes constitutivas do ago e do betao

Comecemos por considerar um diagrama de comportamento bilinear, para o ago (Fig.
4.14).
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i

Ag

Fig. 4.14 - Comportamento elasto-pldstico uniaxial, com endurecimento linear.

Este diagrama tem um trogo inicial, eldstico linear de inclinacio E (médulo eléstico)
até atingir a tensao de cedéncia do material o, seguido por um trogo elasto—plastico linear

de inclinagdo Er (médulo tangente).
Ultrapassada a tensdo de cedéncia, a um incremento de tensio do estd associado um

incremento de defromagio de tal que

de = de° + deP (4.20)

sendo de* a parcela de deformagdo eldstica e deP a parcela de deformagio pléstica.

Definindo o pardmetro de endurecimento H' como sendo a inclinagio da parcela de

deformacio pléstica

do

T de?

(

(4.21)

COomo

do = de, - E = de - By (4.22)
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e atendendo a 4.20,

de Er Er Er Er
" _ _ _
H—de—ds“—l_dé:‘— @ TTE (4.23)
d —
© 1-ds
Er

entao

H
Er=E|—"— 4.24
r=E (E-I—H') (4.24)

Adoptanto entdo, como o descrito em 3.2, um método incremental e iterativo para a
resolugao do problema nio linear, analisemos segundo a teoria elasto—pldstica, o célculo do

acréscimo de tensio numa dada iteracio ¢ provocado por um acréscimo de deformagao Ae'.

g
i A p="28_ %%
T o, ¢t i 3 AC 0: —~ o't
) : R Ao,
aci| i |
o,l 7 .‘
2 E Ao,
oy E g7 -----+ B L
; (1-R)AQ,
t ot | )/ \C
———— e}
Ae,, = RAE
A€
E
Ei'-x e €
Fig. 4.15 - Variagdo da tensdo e da deformagao num problema

elasto—pldstico na iteragao em que excede a tensao de
cedéncia.
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o p
Oi < )7
/’l
’ |
/’ I
’ !
Adi = RAG ~E
. . !
o' .
, ’ I Aoep
o't x
Er
e
A€ = Ae,y
E
il e €
Fig. 4.16 — Variagdo da tensdo e da deformagdao num problema

elasto—plastico, em que j4 se havia ultrapassado a tensao
de cedéncia.

Pela anilise da figura 4.15 e estabelecendo a relagao de semelhanga entre os tridngulos
[AEB) e [ADC]|, como

AB =0, -0y DC = A€
(4.25)
AC = Ad! EB = A&},
entao
AB EB AB x DC
o = = 4.26
AC ~ DC ot EB AC (4.26)
pelo que
- A€
Ae' = AB - 4.27
£ Aot (4.27)

Designando por R o quociente
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AB ol — oy

R = o= 4.28
Aot ot — o1 ( )
e entao
Aei, = RAE (4.29)
como
Adi, = Er A€, (4.30)

Atendendo 3s equagdes (4.24) e (4.29)

: E
Acl, =FE|1- Ae" 31
Oep ( E+H’) R Ae (4.31)
e, finalmente,
o' =o' + Adl, + (1 — R)Ac; (4.32)

Jé que,

BC = AC — AB = Acd' — RAo: = Ad. (1 — R)

Da anélise da figura 4.16, em que na iteragio anterior ¢ —1 ja se tinha ultrapassado a
tensdo de cedéncia, mantem-se vélida a expressio (4.32) para o célculo da tensao na iteragao
corrente i, sendo desta feita R = 1, visto que na equagao (4.28) para a avaliagdo de R, 0y

-1

deverd ser substituido por,o

A deformagao pléstica total poderd ser avaliada através da expressao

eh =€l + A€} (4.33)

P
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como

Ad' = EAct = H' As, (4.34)
ou seja
Ae} = EI?,E'; | (4.34a)
e
Ad' = EA€ = Er A€, (4.35)
ou
Ag = —ELEA—E—ZE (4.35a)

Substituindo a expressio (4.35a) na expressio (4.34a) e tendo em conta a equagao
(4.24) resulta, finalmente,

Aegt = ——Ae!_ = * 4.36
€, L €ep BT H,RAE ( )

e, entao

R A€

=&l 4 — 0 (4.37)
P p 1 + =

A implementagio desta teoria no programa de calculo automdtico necessita, na ite-

ra¢io ¢ de qualquer incremento, das seguintes fases:

i) Cilculo do acréscimo de deformagao A€
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Verifica se na iteragao anterior ja
se tinha iniciado a cedéncia.

cedeéncia.

Verifica se a tensio total agora
calculada é superior & tensio de

Sim

Verifica se a tens3o total agora

z

calculada é superior 3 tensdo na
iteragio anterior.

Nio Sim

Continua

eldstico

Inicio da plastifi-

cagio
l

Reduz ao diagra-
ma de cedéncia

Acumula a tens3o
corrente

ot =01+ Adt

Calcula a tensdo
corrente de acordo
com a teoria elas-
to — pldstica

Avalia a deforma-
¢io pldstica total
do elemento

|

Actualiza a tensao
de cedéncia
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Continua a plasti-

Descarga com fun- ficar
cionamento eldsti- [
co

Reduz ao diagra-
ma de cedéncia

Calcula a tensdao
corrente de acordo
com a teoria elas-
to — pldstica

Acumula a tensao
corrente

o =o'+ Ac,

Avalia a deforma-
¢io pldstica total
do elemento

Actualiza a tensido
de cedéncia




if)

i)

iv)

vi)

vii)

viii)

Cilculo do incremento eldstico de tensdo, sem obedecer ao critério de cedéncia

Ac' = EA€

Célculo da tensdo total acumulada

em que o'~! é a tensdo total (tendo respeitado o critério de cedéncia) na iteragao

anterior.

Analisa o estado da tensdo em fungdo da relagdo de comportamento

Acumula a tensao corrente

o =o' + Ad,

Iniciada a plastificagdo, calcula a tensao corrente de acordo com a teoria elasto—plastica

o =1+ A, + (1- R)Ad!

¢
Se a armadura estiver em cedéncia calcula a deformagao pléstica total do elemento

{

i R A€
%= &% TIiE

Actualiza a tensao de cedéncia

o, = 0y + H'Ae;
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Fig. 4.17 — Lei do comportamento trilinear para o ago.

Considerando-se um diagrama de comportamento trilinear para o ago em relagao ao
descrito para a lei de comportamento bilinear é necessirio prever a situagao de transicao
entre o primeiro e o segundo trogo de cedéncia, representada na figura 4. 17; e o caso desse

elemento de armadura se encontrar no segundo ramo de cedéncia.

Se na iteracio 1 — 1 o elemento ja se encontrava no segundo ramo de cedéncia da curva
de comportamento, a equagao (4.32) para o cilculo da tensao total corrente e a equagao
(4.37) da deformagio pléstica total na iteraccdo i, mantém-se vélidas se substituir o, por

0,2 tendo R o valor unitrio.

Nesta situagio de transi¢o a expressao (4.32) para o célculo da tensao total corrente

continua valida, desta feita com

(4.38)
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A expressio da deformagio pléstica total é deduzida facilmente através de uma

analise da figura 4.18

\
e TR N

Ad' Ery
Aoep;

(1 - R) Ad'

3
x

Fig. 4.18 — Transigao entre o segundo e o terceiro ramo de cedéncia.

Com efeito, como o acréscimo de deformagao plastica AE:, pode-se obter do

acréscimo de deformagao Ac' pela expressio

Ae, = Ae' — A€} (4.39)

analisando a figura 4.18 o acréscimo de deformagao elastica serd

R(A'E )
. Rae £) ; ) g, + (1 - R)(AE' Ey)
Ag, = 1 5 (4.40)
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e entio a deformacao pléstica total é dada por:

e =¢,  + |Ag - 5 } (4.41)
e finalmente
. : E—-FE : E—-FE -
i _i—1 1 i 2 i
e,=¢, ' +(1—R) <————-E > Ae'+ R (————E ) Ae (4.42)

Como exemplo da implementacao deste método sao apresentados trés diagramas de
comportamento (linear, bilinear e trilinear), correspondentes 3 mesma histéria de carrega-
mento, com zonas de carga, descarga e recarga. Qualquer um destes diagramas evidencia o

modelo de endurecimento isotrépico considerado.

1600.

EXEMPLO DE UM DIAGRAMA BILINEAR DE COMPORTAMENTO D0 ACO

MPa

800.

-800.

-1600. l i .
-10. -5. 0. 5. ¢ % 10.

Fig. 4.19 - Exemplo de diagrama de comportamento bilinear do ago.

117



800 EXEMPLO DE UM DIAGRAMA TRILINEAR DE COMPORTAMENTO DO ACO

T T

MPa
400.

-400.

-800.

Fig. 4.20 - Exemplo de diagrama de comportamento trilinear do ago.

EXEMPLO OE UM DIAGRAMA TETRALINEAR OE COMPORTAMENTO DO ACO

T T T

600.

MPa

300.

-300.

Fig. 4.21 - Exemplo de diagrama de comportamento tetralinear do ago.

Os ciclos de carga, descarga e recarga do betdo sao simulados no programa de cilculo

automdtico, por uma estruturagao de blocos IF.
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4
4

Fig. 4.22 - Descarga - recarga em COmpressao.

- Essa estruturagio, procurou reflectir os aspectos especificos do comportamento do
betdo [24, 25], em descarga e recarga, a seguir referidos e que constituem uma aproximagao
do comportamento real do betdo, observével experimentalmente:

i) A descargae recarga do betao comprimido, desenvolve-se segundo uma recta paralela &
tangente a esse diagrama na origem. Uma vez ultrapassada a extensio de compressio
tltima o betao nio mais deixard de apresentar um moédulo de elasticidade e tensio
resistente nulos.

ii) Considera-se que a descarga e a recarga do betio traccionado, se processa segundo a
recta que une o ponto representativo do estado de tensio e deformagdo na iteracido
anterior a origem do sistema de eixos coordenados (ec,0.). O que é vilido antes ou
depois de iniciada a fendilhagao.

Fig. 4.23 - Descarga - recarga em tracgao.
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iii) Se na recarga em tracgao for ultrapassada a maxima extensado ji verificada; a tensao
correspondente serd a mesma que se verificaria caso nao tivesse ocorrido alguma

descarga.

Oc

v

Ec

Fig. 4.24 — Recarga em tracgao.

iv) Numa descarga em compressao, a tensdo calculada segundo i), deixa de ser valida se

for positiva e se previamente ja tiver ocorrido fendilhagao.

E¢

Fig. 4.25 — Recarga em tracgao na descarga em compressao.

Trata-se pois, de uma situacdo de recarga em traccao na descarga em com-
pressao; sendo vélidos os principios referidos em ii) e iii) para uma extensao €; superior
a €.

Tal como se pode observar na figura 4.25, €, serd a extensao resultante da descarga
referida em 1) e para a qual a tensdo instalada é nula.

Numa posterior recarga em compressao, o caminho seguido serd tal como em
ii), sobre a recta que une o ponto representativo do estado de tensao e deformagao na
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iteragdo anterior A origem do novo sistema de eixos coordenados (e.,0?), até atingir
a extensao de compressao maxima j& experimentada. Apds esta continuard sobre o
ramo de carga em compressao.

v) Se numa descarga em tracgao a extensao corrente for negativa, a tensao respectiva
serd calculada em compressiao como se nao houvesse ocorrido tracgao.

O

Fig. 4.26 — Carga em compressao na descarga em tracgao.

Estes aspectos estdo evidenciados, nas figuras 4.27 e 4.28, que representam os resul-

tados da aplicagao deste procedimento & simulagao de duas histérias de carga distintas.

EXEMPLO DE UM DIAGRAMA DE COMPORTAMENTO DO BETAQ

T T

a

° Fau

Fig. 4.27 — Exemplo de diagrama de comportamento do betao.
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EXEMPLO DE UM DIAGRAMA DE COMPORTAMENTO DO BETAC

T

MP3

-10.

-15.

Fig. 4.28 — Exemplo de diagrama de comportamento do betao.

Para que num dado incremento os estados de tensao correspondentes a iteragoes
intermédias nao convergidas nao alterem as relagoes constitutivas, condicionando portanto,
eventualmente, o estado de tensao numa posterior iteracao convergida, procurou-se tornar
0 processo de andlise incremental e iterativo independente da histéria de carregamento, o

que normalmente se designa por ”path-independent”.

Com este objectivo, em qualquer iteracao do processo de anilise os acréscimos de
deslocamentos, deformagdes e tensées do aco e do betio sio referidos aos encontrados
na dltima iteragao convergida do incremento anterior e ndo com os da iteragio anterior;
actualizando-se apenas as correspondentes grandezas totais ao atingir-se a convergéncia.

4.3.3 Equagdes de equilibrio

Considerando a hipétese de distribuigdo linear das extensdes ao longo da altura de
Uma secgao transversal; conhecida a extensdo e a curvatura em cada secgao, a distribuicao
de tensdes correspondente a esse estado de deformagio serd, sem perda de generalidade, a
indicada na figura 4.29.
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Fig. 4.29 - Diagrama de extensdes e tensées de uma secgao transversal.

em que

€ — extensao medida no centro de gravidade da secgao de betao

x — curvatura da secgao

N - forga axial actuando no centro de gravidade da secgao de betao
M - momento flector aplicado a secgao.

Com base na figura 4.29 deduz-se facilmente as equagdes de equilibrio da secgao.

N = F31+F32+Fc
(4.43)

M = Fal(g_dl)—Fa2(g—d2)+Fc(g—z)
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F,;, - Forga na armadura inferior
F,, - Forca na armadura superior
F, - Resultante dos esforgos, de compressao e de tracgao, no betao
d; - Recobrimento da armadura inferior
d; — Recobrimento da armadura superior
b - Base da secgao
h - Altura da secgao
z - Localizagao da resultante dos esforgos na secgdao de betao

A resultante dos esforgos no betao e a localizagao dessa resultante sao calculados no
programa FEMPOR discretizando essa sec¢do num nidmero escolhido de camadas (vinte,

por exemplo).

Fig. 4.30 — Discretizagdo da secgio transversal em camadas.
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A extensio e a tensio é calculada no ponto médio de cada camada, de altura ¢, sendo:

F,_. ~ % ;5 t,' b (4.44)
(=
5 Zz,-a,-t;b (445)
20’,‘ t,;b '

4.3.4 Relacdes constitutivas da secgdo de betao armado

Para definir os elementos da matriz de elasticidade [10] [16] numa iteragdo ¢ e num

dado ponto, é necessério calcular primeiro o vector das deformacgoes e tensoes nesse ponto
T
{xi, €}
T
{M ] Nt}

Conhecendo o vector de deformagao {xi-1, e,-_l}T e o vector das tensoes {M;_1 , N,-_l}T

na iteracio anterior pode-se estabelecer as seguintes relagoes:

FIREs R
od=fm el 3] (0
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A relagao entre os vectores de tensao e deformagao infinitesimais assume a forma:

oM oM
dM = 'E:— d.’l: + E“ dE
N oON
ou, na forma matricial,
oM oM
dx Oe
dM d d
on on | L y
dx Oe

em que [Dr| é a matriz de elasticidade tangente da secgdo.

Substituindo na equagao anterior as variagoes infinitesimais dos valores das deforma-

¢oes e das tensdes, por incrementos finitos, pode escrever-se:
AM Ax
=|D 4.49
{AN} [T]{As} (4.49)

Os elementos da matriz de elasticidade tangente da secgao podem, ser avaliados
numericamente, utilizando o método das diferengas finitas.

Neste trabalho utiliza-se para o efeito as diferencas finitas centradas. Considera-se
Para a curvatura e extensdo, variagdes incrementais muito pequenas (em dupla precisdo
Ax = Ae ~ 10719), calculando pelas equagdes de equilibrio os correspondentes momentos e
esforcos axiais.
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A aplicagao do método das diferencas finitas a cada secgao (ponto de Gauss) encontra-
se ilustrado na figura 4.31.

{x,e}"
T T T

{x - %Ax,e} {x + %Ax,s} {x,e - ;A¢} {x,e+ %AE}T
{My, N}T {Ma, N2)}T {Ma, N3} l {Mq, N}

M M;- M M M- M,

dx Ay 8 ~ Ae

3N~N2—N1 3N~N4—N3

dx Ay de  Ae

Fig. 4.31 - Esquema de aplicagio do método das diferengas finitas.

Com este procedimento a matriz de elasticidade tangente serd dada pela expressio:

M, - M, M, - M,
Ax Ae

[Dr] = (4.50)
N2 - N1 N4 - N3

Ay Ae

Na figura 4.32, simula-se algumas situagdes da aplicagao deste método a uma camada
genérica da secgio de betio e a qualquer nivel da armadura.
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€c

O

€y

Fig. 4.32 - Aplicagio das relagdes constitutivas a dedugao da ma-
triz de elasticidade tangente.

4.3.5 Forgas nodais equivalentes ao estado de tensio

Em qualquer configuragio de equilibrio as forgas nodais equivalentes ao estado de
tensdo instalado sio dadas por:
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Uy = [ 1B o S ae (4.5)

em que a matriz de deformagio [B] é a matriz [By| definida no segundo capitulo para o caso
da anélise linear geométrica ou a matriz [B] definida no terceiro capitulo para o caso de
andlise nao linear geométrica.

O vector das tensbes {¢} em cada ponto de Gauss, é calculado pelas equagoes de
equilibrio expressas em 4.3.3, tendo em conta a histéria do carregamento e as relagcoes
constitutivas do ago e do betao descritas em 4.3.2 (ver figuras 4.19 a 4.23).

4.4 Exemplos

Neste capitulo sdo apresentados quatro exemplos de aplicagio do programa de célculo
automdtico FEMPOR para a simulagido do comportamento nio linear material de estruturas.

No primeiro exemplo é analisada uma faixa de laje simplesmente apoiada sob a acgio
de duas forgas concentradas, comparando os resultados obtidos com resultados experimen-
tais e numéricos {19}, resultados numéricos obtidos com um programa nio linear de elementos
finitos bidimensionais [17].

No segundo exemplo sdo comparados os resultados experimentais do ensaio de um
pértico de trés barras |7, 22] com os resultados encontrados neste estudo.

Os dois tiltimos exemplos sao de duas vigas simplesmente apoiadas [17]; com 0 mesmo
comprimento, a mesma largura, a mesma precentagem de armadura, solicitadas ambas a
meio vao por uma forga concentrada e diferindo sobretudo na altura. Sao consideradas
nesta andlise varias hipGteses de ligagdo ao exterior (permitindo ou nio o deslocamento
horizontal) estudando-se cada uma das vigas assim definidas considerando a nio linearidade
material e ou a nao linearidade geométrica.
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4.4.1 Faixa de laje

Devido a simetria da estrutura e do carregamento é apenas simulada metade da faixa
com uma discretizagao em onze elementos de trés nés refinados na proximidade da carga

conforme o representado na figura 4.33,

0.2082 0.2082 0.2082 0.20892 0.1046 0.1046 0.0505 0.1010 0.:010 0.1010
I B/2

| .

1 2 3 4 < & g 7 8 3 10 Ql
E lO‘

0.80m
i AL
.20 m I z + 0.013 A
t
A = 1.83646 cm?

Fig. 4.33 — Malha de elementos finitos utilizada.

As caracteristicas adoptadas para os materiais sao:

Betio

E, = 24,0x10°KPa € = 2,25x 1073
f. = 16,0 x 10° KPa € = 4,0x1073
foom = 2,5x10° KPa B = 0,6
€p = 2,0x1073 v = 0,2
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Aco (diagrama tetralinear)

E, = 200,0 x 10° K Pa E, = 9x10°KPa
€ = 2,75x 1073 €2 = 20,643 x 1073
E,l = 29,0X106KPG E,s =0

€1 = 6,198 x 1073

As dimensdes da seccio transversal rectangular sio, uma largura de 0,5m e uma
altura de 0,1 m.

Existe apenas armadura na face inferior com uma 4rea de 1,69646 cm? (646), com
um recobrimento de 0,013 m.

Na andlise efectﬁada, o peso préprio da laje e o peso dos aparelhos de medida sio
substituidos por uma for¢a equivalente de 3,21 kN com a localizagdo da forca P e que

provoca o mesmo momento maximo que as cargas agora referidas.

Na andlise numérica é simulado o ciclo de descarga total — recarga efectuado no
ensaio. Realizada a descarga apenas se considera a carga equivalente ao peso préprio da
laje e dos aparelhos de medida.

Na figura 4.34 sd3o apresentados os resultados desta anilise — diagrama carga - des-
locamento a meio vio e diagrama momento — curvatura na zona intermédia de flexao cir-
cular. Comparam-se estes resultados com os resultados experimentais [19] e numéricos,
obtidos utilizando um programa naio linear de elementos finitos bidimensionais [17] [19],

sendo aprecidvel a concordincia de resultados.

Na figura 4.35-apresenta-se a curva momento — curvatura definida utilizando a técnica
global descrita em 4.2 considerando-se dois ramos de plastificacdo da armadura e os resul-
'tados obtidos neste exemplo.
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VARIACAO DO DESLOCAMENTO VERTICAL A MELO VAO

20.0 : . :
P
(KN)
15.0 _
10.0L -
Experimental [19 ]
—————— M. E.F. (18]
5.0 FEMPOR 7
.0 1 I |
.00 .05 .10 .15 ¢ (m) .20
DIAGRAMA MOMENTO - CURVATURA
20.0
T T T -
M
(kN.m/m}
15.0 L .
10.0L =
----------------- Experimental {19 ]
—————— M.E.F. {19 1
5.0 FEMPOR N
O 1 1 1
OO 07 14 21 1/r m =) 28

Fig. 4.34 - Diagrama P - d e momento — curvatura.
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12.0

CURVA

MOMENTO - CURVATURA

{kN . m)

T

O ] i !
.00 .08 16 .24 iy m-y .32
50 0 EVOLUCAOD DO DESLOCAMENTO VERTICAL A MEIO VAQ
: T T T
P
( kN }
15.0L _
10.0 ¢ i
~~~~~~~~~~~ EXPERIMENTAL
———-— M.E.F. [ 19
5.0,7 i
FEMPOR
.0 L L L
.00 .05 10 15 ¢ (m) .20

Fig. 4.35 -

deslocamento a meio vao.
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4.4.2 Pobrtico de trés barras

O pértico em questdo 7, 22|, com a geometria apresentada na figura 4.36, foi dis-
cretizado em 12 elementos de trés nés com igual comprimento (0, 254 m), tendo-se convertido

as unidades do sistema inglés em unidades do sistema internacional.

1.016 m
1P
g
P —eelp
T ——p
0.073 m
e
'y ! 001746 m
— F
1.016 m
0.1016 m
—_— 4 : 0.01746 m
+ ,,,L, A% A = 0.53338 cm?

Fig. 4.36 — Geometria do pértico.

As caracteristicas adoptadas para os materiais sao:

Betao

E, = 13,79 x 10° KPa
fo = 29,027 x 10° K Pa
far = 2,068 x 10° K Pa
€p = 6,0x1073

€ = 10,0x 1073

g = 0,4
v = 0,2
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Aco (diagrama trilinear)

E, = 202,706 x 10° K Pa

gy = 1,641 x1073
Eg=E, = 0,689 x 10° K Pa
€2 = 170,0x 1073

Todos os elementos tém uma secgdo rectangular com largura de 0,073 m e uma altura
de 0,1016 m e armadura igual nas faces inferior e superior de 0,63338cm? (2#2 = 2%”)

com um recobrimento de 1,746 cm.

Na figura 4.37 sao comparados os resultados obtidos por este processo com os resul-

tados da andlise experimental |7}, sendo bastante apreciivel a concordincia de resultados.

Oiagrama P - d

10.0
z
X
a
8.0
B.0L
4.0
————— EXPEAIMENTAL - [ 7]
—e— FEMPOR - 12 elem.
2.0 .
o deslocamento ( m )
‘.OO .01 .02 .03 .04 .05 .06

Fig. 4.37 - Diagrama P — d.
4.4.3 Vigas1le 2
As duas vigas [17] tém o mesmo comprimento (6,4008m), seccdo rectangular com

a mesma largura (0,30734m), a mesma percentagem de armadura (1,135 %), solicitadas

ambas por uma forga concentrada a meio vao.

A Viga 1 tem uma altura de 0,56134m (¢/h =11,4) ea  Viga 2 0,160m
£/h = 40).
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Devido a simetria da geometria e da solicitagio das vigas apenas é estudada metade

de cada viga, utilizando a malha de quatro elementos finitos [17] de trés nés indicada na
figura 4.38.

.B6S m 0.4354 m
1.225 m ’ 0.875 m ) 0.66 : '
P/ 2
vIGA 1
¥

VIGA 2 p/2

Fig. 4.38 — Malhas de elementos finitos.

Em cada uma destas vigas sao consideradas duas hipéteses distintas de ligagao ao
exterior, com liberdade de deslocamento horizontal (VS) ou com esse deslocamento im-
pedido (V D); considerando-se a nao linearidade geométrica (NLG) ou admitindo-se um

comportamento linear geométrico (LG) e considerando-se sempre o comportamento nao
linear material.

Com esta identificacio V1DN LG significa, a Viga 1 impedida de se deslocar hori-
zontalmente e em que se considera a nao linearidade geométrica.

De seguida sio apresentados os resultados obtidos com o programa de calculo au-
tomatico FEMPOR comparando-os com os resultados referidos em [17] obtidos com um
programa nio linear de elementos finitos bidimensionais, podendo-se desde ji salientar a
excelente concordancia destes resultados.
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EVOLUCAD DA FLECHA
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Fig. 4.39 — Evolugdo do deslocamento vertical a meio vao.
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EVOLUCAG DO ESFORCO AXIAL

250. T T
p/2
{ kN ) Tracgdo Compressao
200. L J
150. | i
100. . i
vioLs - [ 17 ]
+ VIONLG - [ 17 ]
.p /S e ViDLG - FEMPOR |
——— VI{DNLG - FEMPOR
0. . Esforco axial ( kN )
-500. 0. 500. 1000. 1500.
EVOLUCAD DO ESFORCO AXIAL
25.0 :
P/ 2 *
+ N
20.0L Traccdo Compressao ad i
//
Ve
/
Py
7/
/
Vd
+ A
15.0L / N
/
/
7/
Ve
v
+ 4
Ve
//
A
10.0L y ]
7/
+ 7
Ve . vaoLe - [ 17 )
//
3
//’ + V2DNLG - [ 17 )
5.0L S i
2 v2DLG - FEMPOR
/
V2DNLG - FEMPOR
o
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-250.0 .0 250.0 500.0

Fig. 4.40 — Evolugao do esforgo axial (elem. 4, P.G. 2).
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Fig. 4.41 — Evolugao do momento flector (elem. 4, P.G. 2).
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EVOLu;xo DA EXTENSAD NA ARMADURA
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Fig. 4.42 — Evolugio da extensao nas armaduras (elem. 4, P.G. 2).



Na figura 4.39 é apresentada, para cada viga, a evolugdo do deslocamento vertical
a meio vao correspondente a cada uma das andlises referidas (VS LG, VSNLG, V DLG,
V DNLG).

Naturalmente que, permitindo o deslocamento horizontal, nao se desenvolve es-
forgo axial coincidindo nesse caso os resultados obtidos admitindo comportamento linear
" geométrico ou ndo (V1SLG ou VISNLG e V2SLG ou V2SN LG).

Viga 1

Na Viga 1 nos quatro casos estudados, a rotura di-se por esmagamento do betao na

zona central e superior da viga para as seguintes cargas:

CARGA DE ROTURA (kN)

Viga 1 FEMPOR | F.EM. (17|

ViS 470,9 475
V,DLG 543,1 530
ViDNLG | 500,0 485

Note-se que quando o deslocamento horizontal se encontra impedido, os resulta-
dos encontrados quando efectuada uma andlise linear geométrica (V1DLG) ou nao linear
(V1DN LG) geométrica apenas diferem a partir do inicio da fendilhagdo, por se comegarem
a desenvolver esforgos axiais considerdveis na viga.

Viga 2

Impedindo o deslocamento horizontal, as diferengas da resposta da viga considerando
um comportamento linear geométrico (V2DLG) ou nao linear geométrico (V2DN LG) sdo
muito mais acentuadas que na Viga 1, sendo no dltimo caso (V2DN LG) encontrada uma
rotura por cedéncia da armadura e nao por esmagamento do betao. Na primeira hipStese
de andlise agora referida a rotura foi encontrada por esmagamento do betao para uma carga
de 44,2 kN (44,0kN, [17)).
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Na figura 4.40 estd representada a evolugao do esfor¢o axial quando efectuada uma
andlise linear geométrica ou nao linear geométrica, estando ambas as vigas impedidas de se

deslocarem horizontalmente.

Iniciada a fendilhagio, por consequéncia da subida do eixo neutro instala-se na Viga
1 um esfor¢o axial de compressao.

Na Viga 2 essa tendéncia comega por se verificar para as duas andlises (V2DLG
e V2DN LG), notando-se que considerando um comportamento nao linear geométrico ao
comecarem a ser excessivas as deformacbdes é instalada uma forga de traccdo na viga (o que

explica o modo de rotura encontrado — plastificagao da armadura).

Na figura 4.41 estdo indicados os valores encontrados para o momento flector, do

segundo ponto de Gauss no quarto elemento.

ps2

i R R I

Ps2

Fig. 4.43 — Deformada e esforgos instalados na Viga 1.

Como a Viga 1 se encontra comprimida (Fig. 4.43) o momento provocado pelas
for¢as de compressao acentua-se quando é considerada a nao linearidade geométrica (ja que
a distancia dessas forgas aumenta), justificando-se assim que o momento no ponto de Gauss e

elemento indicado seja superior quando é admitido o comportamento nao linear geométrico.
Um raciocinio idéntico permite justificar a diminui¢3o do momento na Viga 2 quando

? 71 -~ . P . e ~ e M
é efectuada uma anéalise ndo linear geométrica, ja que a forca de tracgao que com esta analise

se instala na viga faz diminuir este momento (Fig. 4.44).
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Fig. 445 - V1S - Curva momento - curvatura definida e variagao do

deslocamento vertical a meio vao.
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Fig. 4.46 — V2S - Curva momento — curvatura definida e variagao do

deslocamento vertical a meio vao.
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4.5 Conclusoes

Dos resultados apresentados é legitimo concluir da boa adequacao da técnica desen-
volvida para simular o comportamento nao linear material de estruturas porticadas, con-
siderando ou nao a linearidade geométrica e em que cada elemento pode estar submetido a
flexao composta.

A técnica global de andlise nao linear material de vigas submetidas a flexao simples,
com a limitacao referida, revelou-se eficiente na andlise dos dois problemas apresentados.

Para a boa qualidade dos resultados apresentados, importa referir que a atengao
dedicada aos modelos de descarga e recarga implementados para o ago e betao e o facto
do processo de andlise incremental e iterativo ser "path - independent” (em qualquer i-
teragdo as deformacdes e esforcos do ago e do betao sio comparadas com as encontradas
na dltima iteragdo (convergida) do incremento anterior e ndo com as da iteragao anterior),
desempenham um papel preponderante.
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5 — APLICACOES

5.1 Introducao

Neste capitulo é descrita a técnica utilizada para a andlise de uma estrutura cons-
truida por fases e para a avaliagdo da influéncia da rigidez do solo de fundagao. Sio ainda
apresentados com detalhe os resultados da andlise nao linear de duas estruturas porticadas

distintas.

No primeiro exemplo procura-se efectuar a verificagio da seguranga de um pértico
com dois vaos e dois pisos & rotura e em relagio aos estados limites de utilizagao (fendilhagao
e deformagdo). Sdo consideradas duas condigdes de ligagao ao exterior (encastramentos
perfeitos e fundagbes assentes em meio eldstico), simulando-se ainda o faseamento da cons-

trugao do pértico.

O segundo exemplo consiste na verificagio da seguranga a rotura de um pértico
de um edificio corrente (trés vios e oito pisos), projectado e construido sem terem sido
consideradas as ac¢des horizontais, nomeadamente a acgdo do vento e a sismica. E pois,
manifesta a insuficiéncia da armadura superior nas vigas junto aos pilares extremos e na
generalidade dos pilares, eventualmente compensada pelo excesso de armadura inferior no
vio das vigas. Sio efectuadas varias anilises, quer isolando (pela consideragdo de rétulas
a meia altura dos pilares) o piso que uma anélise elastica linear revelou encontrar-se na

situagio mais desfavoravel, quer considerando o pdrtico completo.

5.2 Construgao por fases

Como os pérticos de edificios com vérios andares sdo habitualmente construidos por
fases (andar a andar), tendo eventualmente os vérios pilares de cada piso secgbes e esforcos
muito diferentes, em qualquer fase da construgdo os diversos pilares ficam pois sujeitos a
deformacgoes distintas.
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Fig. 5.1 — Deformada do primeiro piso.

Ao construir a fase seguinte e posteriormente as restantes é normalmente efectua-
da uma correc¢ao da altura dos novos pilares (correcgao das coordenadas dos nés), para

compensar as deformagdes j& experimentadas pelos restantes pisos.

Fig. 5.2 — Correcgdo das coordenadas dos nés do segundo piso.
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O programa de cdlculo automdtico FEMPOR, permite entdo analisar uma estrutura
porticada, construida por fases, em que cada fase serd a construgao de um piso; ou, por
economia de calculo ou pelo facto de se pretender traduzir fases de retirada de escoramento,

a construgio de um conjunto de pisos.

Cada fase pode ser analisada considerando a nao linearidade material, a ndo lineari-

dade geométrica e a influéncia da rigidez do solo de fundagao.

Concluida a andlise, incremental e iterativa, de uma dada fase, sao acrescentados os
clementos referentes & nova fase corrigindo as dimensdes dos pilares com nés comuns a fase

anterior pelo facto de estes j& nao ocuparem a posigdo inicial.

FASE 1
FASE 1D
rrrmm ¥ crcal -
FASE 2

Fig. 5.3 — Construgao por fases.

Na secgio 5.4 serd apresentado um exemplo de aplicagdo desta técnica.
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5.3 Influéncia da rigidez do solo de fundacao

Pretendendo-se dispor de uma ferramenta que permita aferir, mesmo que de uma
forma simplificada, a importancia da contribuigao da rigidez do solo de fundacao na analise

de um dado pértico; optou-se pelo seguinte procedimento [3]:

i) Obtengao prévia da matriz de rigidez do solo de fundagio. Para este efeito adaptou-se

um programa de elementos finitos bidimensionais ja existente [4].

ii) Ao programa anterior foi concatenada uma subrotina de condensagao de matrizes
(1], para que a matriz de rigidez do solo de fundagio seja condensada aos graus de

liberdade (g.lib.) que estao ligados ao pértico em questao.

Pértico . g. lib. a condensar
g g. lib ligados ao exterior
« g. lib apés condensagao
Cer c e
) )
G -
Solo

a9 0
g 0
aQ i)
Fig. 5.4 - Exemplo de ligagio da malha de elementos finitos do

solo de fundagio a malha do pértico.

iii) A matriz de rigidez condensada agora referida é lida pelo programa de calculo au-
tomitico FEMPOR, sendo assemblada, pela técnica de espalhamento, & matriz de

rigidez global do pértico.

iv) As forgas de reacgio do solo sobre os nés dos elementos de fundagio do pértico sao

obtidas multiplicando a matriz de rigidez condensada do solo pelos deslocamentos dos
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respectivos nés. Estes valores sdo, no caso da anélise nao linear, acrescentados ao

vector das forcas exteriores.

Nio é pois, nesta metodologia, considerada a nao linearidade no comportamento do
solo de fundagdo, nem se pretendeu quantificar o estado de tensdo e deformagao em qualquer
ponto genérico do macico de fundagao. Julga-se, no entanto, que a analise de interactividade
pértico — solo de fundagao, em que tanto ao pértico como ao macigo de fundagao estejam
associados modelos de comportamento nao linear, é perfeitamente exequivel pela técnica
agora referida.

Tal como no caso da construgio por fases, é apresentado na secgdo 5.4 um exemplo

de aplicagdo desta metodologia.

5.4 Portico de dois pisos

5.4.1 Estados limites de utilizagao

O pértico em questdo que pertence a um edificio destinado a restaurante no primeiro
piso e bar no segundo piso, tem a geometria indicada na figura 5.5 e é constituido por um
betio B25 e ago A400 NR.

As caracteristicas adoptadas para os materiais (valores caracteristicos) sao:

Aco
E, = 200.00 x 10° K Pa £, = 1.75 x 1072
E; =22.22 x 10° KPa e, = 4.00 x 1073
E, = 4.54 X 10° K Pa e, = 15.00 x 1073
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Betao

E, = 29.00 x 10° K Pa €.p = 2.20 X 1073

for = 19.95 x 10 KPa €y = 4.30 x 1073

— 3 —_
Fotm = 2.20 x 10 KPa v =0.20
N
X
1.00 1.00 3.00 1.0011.00 3.00 1.00 £.00 m
[ de L oo L ohe- o —
& e L T U 1 R
1.50 1.50 m
o165 +2020 | 40 16+2020
2816 2016
x v 2 v 2
=
14 414
3.00m p P
2014 4916+292 {|l co16+2020 2016
Vo1 V1 .30 .30 )
=
Lo16 w16 30 .80}
30 S0 i
P P
S.00m 20 80 |
“o16 Lo16
= H S0 70 1)
588 608 5§08
— ~ =\
l }s, U ls. L s,
A — _
012 916 5012

Fig. 5.5 — Geometria do pértico.

De acordo com o Regulamento de Seguranga e Acgdes para Estruturas de Edificios e
Pontes (RSA) [6] e atendendo ao esquema estrutural do edificio (constituido por estruturas
porticadas espagadas de 5m), considera-se o pértico submetido 3s seguintes acgdes (apenas

se consideram acgdes verticais):
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Accdes permanentes (G):

— Revestimentos 5.00kN/m
— Peso das paredes divisérias 10.50kN/m
— Peso préprio da laje do 1o piso 20.00kN/m
— Peso préprio da laje do 20 piso 16.25kN/m
— Peso préprio das vigas do 1o piso  4.50kN/m
— Peso préprio das vigas do 20 piso  3.75kN/m

Accdes varidveis (Q):

— Sobrecarga 20.00kN/m

S30 admitidas as varias hipGteses regulamentares [6] de combinagdo das acgoes, cor-

respondentes a:

— Estados limites de muito curta duragio ~ COMBINAGOES RARAS (G + Qx).

_ Estados limites de curta duragao — COMBINAGOES FREQUENTES (G + ¥1Q4).

— Estados limites de longa duragio — COMBINAGOES QUASE PERMANENTES

(Gx + ¥2Qx)-

Resulta assim para cada piso os valores caracteristicos das acgdes indicado no Quadro I.
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Quadro I

COMBINAGOES Piso 1 Piso 2
Raras Gy = 40.0kN/m Gy = 25.0kN/m
Qi = 20.0kN/m Q:r = 20.0kN/m
Frequentes Gy = 40.0kN/m Gy = 25.0kN/m
Quase Gy =40.0kN/m G, =25.0kN/m
permanentes Y2Qr = 8.0kN/m | ¥2Qi = 8.0 kN/m

Sio analisadas duas condigdes de ligagdo ao exterior. Na primeira (PORTR

ra-se o pértico ligado ao exterior por trés encastramentos e na segunda (PORTS) considera-se

o pértico apoiado sobre sapatas isoladas assentes em meio elastico.

Quadro II
b h a; Aa,sup. Aa,inf
(m) | (m) | (m) | (em?) | (em?)
Pilares 0.30 | 0.30 | 0.03 | 4.0212 | 4.0212
1.20 | 0.60 | 0.05 | 6.7858 | 3.0159
Fundagoes
1.50 | 0.70 | 0.05 | 12.0637 | 3.0159
Vigas 8.0429 | 4.0212
0.30 | 0.60 | 0.05
1o piso 8.0429 | 14.3257
Vigas 8.0429 | 4.0212
| 0.30 | 0.50 | 0.04
20 piso 8.0429 | 14.3257
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Em qualquer um destes casos os pilares foram discretizados em dois elementos de
igual comprimento, as vigas em trés elementos (os extremos com 1.5 m de comprimento e o
central com 2.0m) e as fundagdes em apenas um elemento.

Na figura 5.6 apresenta-se a numeragio dos elementos identificando-se no Quadro II
as secgoes, recobrimentos e armaduras utilizadas, que correspondem ao cilculo usual em
regime elastico linear e sem redistribuigiao de esforcos.

Os segundos valores indicados para as armaduras de cada viga e nos elementos de
fundagao correspondem ao elemento contiguo ao pilar central.

NUMEHA[;Z\O DOS ELEMENTOS

PORTICO EM QUE SE CONSIDERA A PORTICO EM GUE NAQ SE CONSIDERA A
DEFORMABILIDADE DO SOLO DE FUNDACAO DEFORMABILIDADE DO SOLO DE FUNDACAD
22 23 24 29 26 27 19 20 21 22 23 24
19 20 21 16 17 18
16 17 18 13 14 15
10 11 12 13 14 15 7 g g 10 11 12
7 8 3 4 5 5
4 5 6 1 2 3
] Dil [ 5]
SAPATAS SOBRE MEIO ELASTICO APOIOS RIGIDOS

PORTS PORTR

Fig. 5.6 - Numeragio dos elementos.
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Na anilise da estrutura PORTS (em que se considera a deformabilidade do solo)
admitiu-se que o macigo de fundagio é estratificado e constituido por dois tipos de solos
com as propriedades indicadas no Quadro III.

Quadro III

Solo 1 Solo 2

E (MPa)| v || E(MPa) | v

36.0 0.3 3.0 0.3

MALHA DE ELEMENTOS X
FINITOS UTILIZADA [ .

. «  NOGS A CONDENSAR
NA DISCRETIZACAG DO ! '

o NOS LIGAGOS A0
EXTERIOA

MACICO DE FUNDACAD

8.12 m 4.23m 3.05m o NOS ACIVOS APGS

A CONDENSACAO

e

m
w
o
@
DN —
—-
N
.
n
o
|t
n
o0
d
N
d
u

& o= I _

13 13 25 1311

38
] 1 33 SOLO1t
~
9 15 21 27 33

3 e z } Y T e g
° E] i0 18 23 28
[1']
€
o 3 1 17 23 29 35 a 3

MACICO DE FUNDAFZO ESTRATIFICADQ

50L01
€
n 4 12 18 24 30 36 42
60m  60m  60m | 60m 6.0m 6.0m 6.0 m
Fig. 5.7 - Caracteristicas da malha de elementos finitos utilizada

na discretizagdo do macico de fundacao.

Nas figuras 5.8 e 5.10 apresentam-se os diagramas de momentos flectores para cada

uma das combinagdes e pérticos referidos, considerando-se o comportamento el4stico linear
e nao linear material.
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Utilizando-se a técnica descrita em 5.2, determinou-se a seguinte matriz de rigidez

do solo, condensada aos dezoito graus de liberdade comuns a superestrutura:

Matriz de rigidez condensada:

Linh .487E+05 -.188E+04 =-.469E+05 .518E+04 .858E+04  .335E+03
1@ inna -.253e+04 -457E+03 -.625E+03 -.204E+03 -.236E+03 -.284E+03
-.467E+03  .921E+02 ~-.164E+03 =-.176E+03 -.225E+03 -.181E+03

nh -.188E+04  .287E+05 =-.700E+03 -.171E+05 .389E+03 -.523E+04

2@ Linha -.304E+03 ~-.383E+03 -.174E+03 -.130E+04 .360E+03 -.200E+03
.485E+02 =-.396E+02  .315E+02 =-.230E+02 .181E+03  .112E+03

. -.469E+05 -.700E+03  .101E+06 =-.133E+04 ~.489E+05  .221E+04

3@ Linha ~.439E+03 ~-.794E+03 -.734E+03 .954E+03 -.558E+03 .658E+02
-.156E+03 =.499E+02 =-.961E+02 .109E+03 ~.164E+03 ~-.315E+02

4a Linh .518E+04 ~—.171E+05 =-.133E+04  .432E+05 =-.332E+04 ~.179E+05
a Linha - 299g+02 .169E+04 -.127E+04 ~.384E+04 .339E+03 -.532E+03
-.260E+03 ~-.626E+02 -.109E+03 =-,327E+03  .176E+03 =-.230E+02

) .858E+04  .389E+03 -.489E+05 =-,332E+04 .529E+05 ~-.685E+03

5a Linha - 296E+04  .209E+04 -.993E+03  .421E+03 ~-.211E+04  .4€9E+03
-.527E+03  .261E+01 -.156E+03  .260E+03 =.467E+03 =-.485E+02

62 Linh .335E+03 =-.523E+04  .221E+04 =~,179E+05 -.685E+03  .331E+05
a LInNa - 267E+04 ~-.849E+04 .161E+04 .217E+04 -.657E+03 -.888E+03
-.261E+01  .868E+02  .499E+02 ~-.626E+02 =-.921E+02 -.396E+02

7a Linha ~-233Et04 =.304E+03 -.439E+03 =~.299E+02 -.296E+04 =-.267E+04
a Linna .464E+05  .126E+04 -.373E+05 .334E+04 .387E+04 -.281E+03
-.211E+04  .657E+03 =~,558E+03 -.339E+03 -.236E+03 -.360E+03

. .457E+03 -.383E+03 -.794E+03  .169E+04 .209E+04 -.849E+04

8a Linha  [126E+04  .300E+05 -.365E+04 ~—.145E+05  .281F403 -.490E404
-.469E+03 ~.888E+03 ~.658E+02 =-.532E+03  .284E+03 =—.200E+03

. -.625E+03 -.174E+03 -.734E+03 =-,127E+04 -.993E+03 .161E+04

9a Linha -I3738+05 -1365E+04  .817E+05 -.625E-10 -.373E+05  .365E+04
-.993E+03 -.161E+04 -.734E+03  .127E+04 =~.625E+03  .174E+03

) ~.204E+03 ~.130E+04  .954E+03 -.384E+04  .421E+03 .217E+04

10a Linha  .334E+04 -.145E+05 ~-.625E-10 .392E+05 ~-.334E+04 =-.145E+05
= -.421E+03  .217E+04 -.954E+03 -.384E+04 .204E+03 ~-.130E+04
11a Linh -.236E+03  .360E+03 ~-.558E+03  .339E+03 ~-.211E+04 ~-.657E+03
a Linha .387E+04  .281E+03 -.373E+05 =-.334E+04 .464E+05 -.126E+04
-.296E+04  .267E+04 -.439E+03  .299E+02 =-.253E+04  .304E+03

122 Linh -.284E+03 =-.200E+03  .658E+02 -.532E+03 .469E+03 —-.888E+03
a Lmha - 281E+03 -.490E+04 .365E+04 -.145E+05 -.126E+04 .300E+05
-.209E+04 =-.849E+04  .794E+03  ,169E+04 -.457E+03 -.383E+03

. -.467E+03  .485E+02 =-.156E+03 —-.260E+03 =-.527E+03 =-.261E+01

13a Linha -1211E+04 -.469E+03 -.393E+03 -.421E+03 ~.206E+04 -.209E+04
.529E+05  .685E+03 -.489E+05 .332E+04 .858E+04 =—.389E+03

. .921E+02 =-.396E+02 -.499E+02 -.626E+02 .261E+01 .868E+02

14a Linha .657E+03 -.888E+03 ~.161E+04 .217E+04 .267E+04 ~-.849E+04
.685E+03  .331E+05 ~-.221E+04 -.179E+05 -.335E+03 -.523E+04

inh -.164E+03  .315E+02 -.961E+02 -.109E+03 =-.156E+03  .499E+02

15a Linha -!558E+03 -.658E+02 -.734E+03 -.954E+03 -.439E+03  .794E+03
-.489E+05 =~.221E+04 .101E+06 .133E+04 -.469E+05 .700E+03

. -.176E+03 ~.230E+02  .109E+03 =-.327E+03  .260E+03 -.626E+02

162 Linha -.339E+03 -.532E+03  .127E+04 -.384E+04  .299E+02  .169E+04
.332E+04 ~-.179E+05  .133E+04  .432E+05 -.S518E+04 =-.171E+05

. -.225E+03  .1B1E+03 ~-.164E+03  .176E+03 =-.467E+03 =-.921E+02

17a Linha -.236E+03  .284E+03 -.625E+03  .204E+03 =-.253E+04 ~-.457E+03
= .858E+04 ~.335E+03 -.469E+05 ~-.518E+04 .487E+05 .188E+04

. -.181E+03  .112E+03 -.315E+02 ~.230E+02 -.485E+02 ~.396E+02

18a Linha -.360E+03 -.200E+03  .174E+03 ~-.130E+04  .304E+03 -.383E+03
= -.389E+03 ~-.523E+04  .700E+03 ~.171E+05 .188E+04 .287E+05
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Fig. 5.8 - Combinagdes quase permanentes — Diagrama de momentos.
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Fig. 5.9 - Combinagées frequentes — Diagrama de momentos.
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Fig. 5.10 - Combinagdes raras — Diagrama de momentos.
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Fig. 5.11 — Estados limites de utilizagao - deformadas.



DEFORMADA DA VIGA DO TRAMO DA ESQUERDA 00 PRIMEIRO PISO (sem considerar a deformabilidade do solo)

COMBINAGOES OUASE - PERMANENTES

0.037 cm 0.243 cm 0.104 cm

e

-

COMBINACOES RARAS
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DEFOAMADA DA VIGA 00 TRAMO DA ESDUERDA DO PRIMEIRC PISO (considerando a deformabilidade do solo)

COMBINACOES OUASE - PERMANENTES

-

2.852 cm

2.168 cm e, 0.250 cm

2.760 cm

COMBINACOES RARAS

Fig. 5.12 — Estados limites de utilizagdo — deformada do primeiro piso.
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Estes diagramas evidenciam que:

— £ muito pequena a alteragao do diagrama de momentos quando no pértico encastrado
(PORTR), para os estados limites de utilizacio, se considera a analise nao linear

material ou linear material.

— Esta alteragdo é no entanto significativa quando se considera a deformabilidade do
solo (PORTS). E de salientar que, como esperado, ao admitir o comportamento nao
linear a estrutura vai-se adaptando aos assentamento diferenciais que experimenta
redistribuindo os esforgos para as zonas mais rigidas, diminuindo gradualmente a im-
portancia desses assentamentos diferenciais. Admitindo-se um comportamento linear,

verificam-se de facto valores aprecidveis para os assentamentos agora referidos.

Na figura 5.11 apresenta-se a deformada de cada estrutura ao admitir-se o compor-

tamento n3o linear, tendo-se considerado o mesmo factor de escala nos dois pérticos.

Na figura 5.12 isolou-se a deformada de uma das vigas do primeiro piso de cada

poértico considerado.

O Regulamento de Estruturas de Betao Armado e Pré-Esforcado (REBAP) [5] pre-
coniza para vigas e lajes de edificios ﬁ do vao como limitagdo da flecha calculada con-
siderando os comportamento em fase fendilhada e nao fendilhada, permitindo que apenas se
efectue a verificagio deste estado limite para combinagoes frequentes de acgoes. Neste caso

teremos entao como limitagao o valor de 1.25¢m.

Multiplicando os valores da deformagao encontrados com as combinagoes quase per-
manentes por um factor aproximadamente iguala 2.5 e inferior a este no caso de combinagoes
frequentes, para ter em conta o comportamento diferido no tempo e analisando os valores
obtidos para as combinacdes raras, conclui-se que a limitagio da deformagao é satisfeita nos

trés casos agora referidos.

Na figura 5.13 representa-se a fendilhagao no betao, para as combinagoes raras de

accoes nos dois porticos considerados.
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Fig. 5.13 — Combinagées raras — fendilhagao no betao.
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Esta figura evidencia bem a alteragio do estado de tensao e deformagao provocada na
estrutura pelo assentamento diferencial dos apoios. Da inspecgao desta figura, seleccionou-
se o primeiro ponto de Gauss do oitavo elemento do pértico encastrado para exemplificar
como, de acordo com o REBAP [5] e utilizando o programa FEMPOR, se efectua a verificagao

do estado limite de largura de fendas.

Admitindo que a estrutura em questio se encontra num ambiente muito agressivo,
de acordo com o regulamento referido |5] considera-se satisfeita a seguranga em relagao ao
estado limite de largura de fendas, se o valor caracteristico da largura das fendas ao nivel da
armadura mais traccionada, calculada para combinagdes raras de acgdes, nao exceder neste
caso o valor de 0.1 mm. Este valor caracteristico pode ser determinado pela expressao,

Wi = 1.7€43m Srm

em que €,, é a extensdo média da armadura, obtida nesta andlise, e s,, a distincia média

entre fendas.

Na figura 5.14 identifica-se o diagrama de deformagdo na secgao em estudo.

X=01869m

-3
£2:03397 =10

758

NN

S

-3 )
£1205775= 10 \ f ff

Leis

Fig. 5.14 — Diagrama de deformacgoes.
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O mesmo Regulamento recomenda a seguinte expressio para o calculo da distancia

média entre fendas:

s ¢
Sem = 2 (C + 16) + 7’1772'p_

As diversas grandezas intervenientes assumem neste caso os seguintes valores,

¢ =0.05m s =0.05m ¢ =0.016m

7, = 0.04 n. = 0.19853 p, = 0.01577

pelo que o valor caracteristico da largura das fendas sera:

w, = 1.7 X 0.5076 x 103 x 0.1906 x 10° ~ 0.16 mm

superior ao valor miximo preconizado, ndo se verificando pois a seguranga ao estado limite

de largura de fendas.

Dos resultados agora apresentados importa sobretudo salientar a facilidade com que,
utilizando a presente técnica de andlise ndo linear, é efectuada a verificagao aos estados

limites de utilizagao.

5.4.2 Andilise a rotura

Realizadas estas verificagoes continuou-se a andlise dos dois pérticos prosseguindo o

carregamento até a rotura.

Nas figura 5.15 e 5.16 representa-se a evolugio dos diagramas de momentos nos dois

pérticos.
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Fig. 5.15 — Evolugdo do diagrama de momentos — PORTR.
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Note-se que as diferengas bastante acentuadas detectadas nos dois diagramas ao
efectuar a andlise dos estados limites de utilizagao, ou seja para valores moderados da
solicitagao, vao-se atenuando com o aumento da solicita¢do e correspondente degradagao da

rigidez da estrutura.

Pode parecer curioso ter-se encontrado para os dois pérticos a mesma carga de rotura
(2.74 (G + Q) ). No entanto, atendendo ao facto de os dois pérticos terem as mesmas carac-
teristicas geométricas e solicitagdes, a evolugao da degradagao da estrutura, sobretudo das
vigas, origina que os assentamentos induzidos deixem de introduzir esforgos nesta. A estru-
tura comeca entido a comportar-se como se tivesse deixado de haver ligagao entre os varios
pilares (com o decréscimo acentuado da rigidez, as vigas deixam de opor qualquer resisténcia
aos assentamentos dos pilares, manifestando pois um comportamento independente destes.

Sendo a rotura do pértico encastrado PORTR, provocada pelo esmagamento do betao
das vigas (acompanhada de pronunciada plastificagdo da armadura), é perfeitamente légico
que tendo as vigas do pértico PORTS as mesmas caracteristicas do anterior, a carga de

colapso seja de facto igual nos dois casos.

As figura 5.17 a 5.20 representam a evolugdo da plastificagdo da armadura nos dois

Casos.

Estas figuras, juntamente com as 5.15 e 5.16, evidenciam que apesar da plastificagao
ser inicialmente mais desfavordvel no pértico encastrado, préximo do colapso os dois pérticos

apresentam o mesmo estado de plastificagao.

As figuras 5.21 a 5.23 representam a evolugdo da fendilhacao do betao nos dois
pérticos. Naturalmente o estado de fendilhagao nos dois casos é, pelas razoes anteriores,

semelhante junto ao colapso.

Na figura 5.24, em que se desenha a evolucdo da deformada dos dois pérticos, é
notério o agravamento brusco da deformada das vigas préximo do colapso. Note-se a este
propésito, que no pértico em que se considera a deformabilidade do solo, préximo da rotura
a um acréscimo insignificante de carga e concomitantemente do assentamento dos pilares
corresponde um agravamento de deformacgdo nas vigas bastante acentuado.

As figuras 5.25 e 5.26 representam a evolugdo dos estados de tensao no betao e na
armadura, nos dois pontos de Gauss do elemento 12 do pértico com deformabilidade da
fundagao, realgando a significativa alteragdo do estado de tensao verificada ao atingir-se o

colapso.
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Fig. 5.17 - Plastificagao da armadura.
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Fig. 5.18 — Plastificagao da armadura.
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Fig. 5.19 — Plastificagao da armadura.
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IDENTIFICACAD DA PLASTIFICACAQ DA ARMADURA — 2.74 (6 +3
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Fig. 5.20 - Plastificagdo da armadura.
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Fig. 5.21 — Fendilhagdo no betao.
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Fig. 5.22- Fendilhagao no betao.
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Fig. 5.23 — Fendilhagdo no betao.
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Fig. 5.24 — Evolugao da deformada.
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Fig. 5.25 — Evolugao do estado de tensio na armadura e no betao. |
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Fig. 5.26 — Evolugio do estado de tensao na armadura e no betao.
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Dando-se a rotura do pértico por esmagamento do betio e tendo-se considerado os
valores caracteristicos das propriedades dos materiais considera-se verificada a segurancga da
estrutura a rotura, pelo facto de o parimetro de carga 2,74 encontrado na rotura ser superior
ao valor minimo 2,25 necessirio para que se verifique a seguranca (Sa = 1.5 (Sgx +Sqk) < %
ou seja 2.25 (Sgk + Sqx) < Ry).

5.4.3 Simulagio da construcio por fases

Efectuadas estas duas verificagdes realiza-se ainda a simulagio da construgao por
fases dos dois pérticos em questdo, para as combinagdes raras de accdes; certos porém, que
a influéncia da consideragdo deste efeito deve ser insignificante devido as pequenas dimensoes
dos pérticos em estudo. Cré-se no entanto que esta limitagio nio compromete a percepgao

da técnica adoptada.

Sendo assim, com algumas limitagdes (ndo se consideram elementos de barra que
representem os escoramentos, nao sao simuladas as paredes de enchimento e naturalmente
as solicitagoes a considerar mereceriam um estudo mais minucioso, etc.), foram consideradas

simplificadamente as seguintes fases:

Fase 1

Correspondente & construgao do primeiro piso. Considerou-se como solicitagio nesta

fase, apenas as cargas permanentes no primeiro piso.

Fase 2

Sobre a estrutura anterior deformada, é construido o segundo piso. Como primeira

solicitagao (Fase 2A) acrescenta-se apenas as cargas permanentes do segundo piso.

Para concluir esta anélise, considera-se uma segunda solicitagio (Fase 2B) correspon-

dente as sobrecargas no primeiro e segundo pisos.

As figuras 5.27 a 5.29 representam a evolugio da deformada, da fendilhagio do betio
e do diagrama de momentos do pértico PORTS, evidenciando o faseamento descrito.

A figura 5.30 representa o diagrama de momentos do pértico encastrado PORTR.
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Fig. 5.27 - PORTS - Evolugdo da deformada - construgio por fases.

183



I I | |

ve 3svd

1 L
] T3 T | 1 T T I
ﬁ L T T T )
2 ostd + 1 osud
1 3svd (8)| —— 82 3SvVd —
2 ostd
(9) | —— ve 35vd —
1 ostd —_—
— , , , (9)]|—— 1 3SVd —

OVIVHIIONI4 vO 0VINT0A3

$835v4d 80d omw:&wzoo vQ 3SITIYNV VO 071dW3x3

omu<NHJHPD 30 S3LIWIT SOOVIS3 - Seded saooeutqwol - S1HOd

Fig. 5.28 - PORTS - Evolugio da fendilhagdo do betao - construgao por fases.
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Fig. 5.29 - PORTS - Evolugdo do diagrama de momentos - construgao por fases.
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Fig. 5.30 - PORTR - Evolugdo do diagrama de momentos - construgao por fases.

186



DIAGRAMAS DE MOMENTOS

=
X -] f
-] f
] ,
4
|/
]
y-
7z
: u\\\\\n~\\\
P
-] -
—
—8—— Considerando a
]
construcdo por
fases
-]
PORTR .
——e—— Sem considerar a
& construcdo por l
-] fases

DIAGRAMAS DE MOMENTOQS

/__-0

—8— Considerando a
construcdo por i
fases

-—-e—- Sem considerar /

a construcdo

y por fases

Fig. 5.31 - Diagramas de momentos com e sem construgao por fases.
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A comparagao destes diagramas com os apresentados quando nio se considerou a
construgao por fases, comparagdo essa salientada na figura 5.31, permite efectivamente con-
cluir a pequena importancia da Considera,géo do faseamento da construgio, neste exemplo
de pequenas dimensdes, sobretudo no pértico encastrado PORTR.

Repare-se no entanto (Fig. 5.31) que a maior alteracdo ocorrida no diagrama de mo-
mentos do pértico PORTS, verificou-se nas vigas do segundo piso préximo do pilar central,
no sentido de aproximar o comportamento ao do pértico encastrado PORTR; pelo facto
da consideragio do faseamento da construcio ter reduzido a grandeza do assentamento
diferencial.

5.5 Portico de oito pisos

5.5.1 Introducgio

Este exemplo procura abordar a verificagdo da seguranca i rotura de um pértico
de um edificio corrente (oito pisos e trés vaos), projectado e construido negligenciando as
acgoes horizontais, nomeadamente a ac¢io sismica 2]

O edificio construido na zona simica C é constituido por uma estrutura porticada
de betao, tendo-se com uma anilise eldstica linear detectado a insuficiéncia de armadura
superior na generalidade das vigas, sobretudo junto aos pilares extremos.

Na figura 5.32 est4 representada a geometria do pértico seleccionado para esta analise,
indicando-se os valores caracteristicos da solicitacio considerada para a acgao de base sismo,

obtidos com uma anélise eldstica baseada no método de Rayleigh.

Da andlise eldstica referida concluiu-se que as vigas do terceiro piso e os pilares
adjacentes se encontram nas condi¢des mais desfavoraveis, face & verificagao da seguranga.
Por este facto e por o pértico ter dimensdes consideréveis efectuou-se uma primeira anélise
isolando este piso, pela consideragdo de articulagdes a meia altura dos pilares.

O Quadro IV, que compara a drea de armadura necesséria e a efectivamente utilizada,

e a figura 5.33, que apresenta a envolvente do diagrama de momentos flectores de cilculo
nas vigas do terceiro piso, salientam a insuficiéncia da armadura neste pértico.
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Material Base(m ) | Altura(m) Arm.inf(cm?) Arm. sup. (cm?) dinf.(cm) dsup.(cm)
1 0.20 0.30 4.0210 4.0210 3.30 3.30
2 0.30 0.30 4.0210 4.0210 3.30 3.30
3 0.30 0.40 4.0210 4.0210 3.30 3.30
4 0.30 0.40 6.2832 3.5814 3.20 3.20
5 0.30 0.40 6.2832 1.5710 3.20 3.00
6 0.30 0.40 6.2832 7.6030 3.20 3.20

Fig. 5.32 — Geometria do pdrtico e forgas equivalentes & acgao sismica.
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Quadro IV

My (kN) || 104 | 95 | 47

Aqcat (em?) || 8.80 | 8.20 | 3.90

Ager(cm?) || 3.58 | 7.60 | 6.28

-102 -104
-90 A-9) -93 5-95
=20 -20
7 , ’l
’ , ’
’ , )
ll . ’ ’l
47 L5
(KN. m)

Fig. 5.33 — Envolvente dos momentos nas vigas do terceiro piso (anélise eldstica).

5.5.2 Analise do terceiro piso

O esquema estrutural adoptado nesta anilise, a geometria disposicio e quantidade
de armaduras bem como os valores caracteristicos das ac¢des actuantes (obtidas de uma

andlise eldstica), encontram-se representados na figura 5.34.

Nesta andlise foram consideradas duas malhas de elementos finitos distintas. Uma
primeira malha de 19 elementos - PORT19 (um elemento por pilar e zona de armadura nas
vigas) e uma segunda malha mais refinada de 52 elementos, ambas identificadas na figura
5.35.
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Fig. 5.34 - Esquema estrutural, acgbes actuantes e disposigao de

armaduras

no terceiro piso.
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As caracteristicas adoptadas para os materiais (valores caracteristicos) sao:

Aco (A400 NR)

E, = 200.00 x 10° K Pa gy = 1.75 x 1073
E; =22.22 x 10° K Pa €, = 4.00 x 1073
E, =4.54 x 108 KPa €,7 = 15.00 x 1073

Betdo (B25)

E. =29.00 x 10° K Pa Eep = 2.20 X 1073
for = 19.95 x 10° K Pa €y = 4.30 X 1073
fotm = 2.20 x 10°* K Pa v=0.20

Das duas analises efectuadas foram consideradas duas solicitagoes aplicadas sequen-
cialmente. A primeira solicitagdo, aplicada em cinco incrementos, corresponde as cargas
permanentes (G) e ao valor quase permanente da sobrecarga (¢, Q). A segunda solicitagao,
que corresponde as forcas equivalentes 3 acgdo sismica (representadas a trago grosso na
figura 5.34), foi aplicada incrementalmente até se atingir o colapso.

A rotura ocorreu por esmagamento do betdo na secgdo S; (Fig. 5.35), para um factor
de majoragao do valor caracteristico da acgdo sismica de aproximadamente 2.30 no caso da
malha de 19 elementos e de aproximadamente 1.88 no caso da malha mais refinada.

Esta discrepancia de resultados justifica-se pelo facto de na malha mais grosseira
as secgoes adoptadas (pontos de Gauss) para a comparagao dos esforgos actuantes e a
correspondente capacidade resistente, encontrarem-se significativamente afastados dos nés,

atrasando o colapso, por nio representarem os momentos flectores maximos ai actuantes.

A carga de colapso agora referida pode ser aferida através de uma andlise pléstica do

mecanismo evidenciado pela analise efectuada e que se representa na figura 5.36.
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Fig. 5.36 — Mecanismo de rotura mais provavel.

Com base nesta figura podemos estabelecer as seguintes expressdes dos trabalhos de

deformacgao:

w, = (17.8X —5.6) x 2.80 + (28.8) — 1.8) x 1.46+
+(28.4X — 0.3) x 1.40 + (17.1A + 7.7) x 2.80—
—4.9X X 1.4 = 171A0 + 2.96

w; = 8960+ 950 4+ 950 + 486 = 3276

Igualando estas duas expressbes encontrou-se o valor de 1.90 para o parimetro de
carga muito préximo do valor encontrado na andlise nao linear efectuada com a malha mais

refinada.

Nas figuras seguintes estd representada a evolugiao dos diagramas de momentos, das
deformadas, da fendilhagao do betao, da plastificacio da armadura e alguns diagramas de
tensoes  (nas secgoes Sy, Sy, S3 e Sy da figura 5.35) para as duas andlises efectuadas.

Serd interessante efectuar uma andlise comparativa minuciosa dos diagramas de mo-
mentos e de plastificagao da armadura e naturalmente concluir que nas sec¢ées em que a
armadura se encontra plastificada, por se estar a esgotar a capacidade resistente, o momento
flector mantém-se praticamente constante. A formagao de rétulas encontra-se também bem
evidenciada na figura 5.40 que representa a deformada da estrutura. Note-se ainda que na
malha de apenas 19 elementos, a extrapolacio dos deslocamentos a partir de deslocamentos
nodais elevados, em elementos de grande comprimento, afecta a forma da deformada.
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Fig. 5.39.a — Evolugio da plastificagio das armaduras.
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Fig. 5.39.b — Evolugdo da plastificagdo das armaduras.

202



1ﬁ.owmmuﬁ»ﬂuwm~a ap owe.s opunbBas R ,éj

.

oeaedryryserd ap owed odtawrdd O

|3 027 +(02o+9) o7 |[i]

oedeatryryserd ap owed odtawrud &

vHNAOVWHY va DmuquHuHhm<4&

|
|
|
|

_mmhmca_

L ——

T
|
|
|

3007 +(020+9) o.ﬁ_lr

VHNOVAHY v0 0V3IVII4ILSYd

cS1dod

————

Fig. 5.39.c — Evolugdo da plastificagao das armaduras.
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(G+0.2Q) +2.3FE

(6+0.2Q) +1.0E

(G +0.24a)

PORT19

Fig. 5.41.a - Evolugao do estado de tens3o.

206




{(G+0.2G6) + 1.88E

(6+0.203) +1.0E

(G +0.2Q)

PORTS52

Fig. 5.41.b — Evolugao do estado de tensao.
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5.5.3 Andlise do pértico completo

Ffectuadas estas duas andlises do terceiro piso, segui-se o estudo do pértico completo,
atilizando-se uma discretizagao semelhante & da estrutura PORT19 descrita e considerando

apenas a nao linearidade material ou as duas nao linearidades em simultaneo.

Ao considerar-se a nao linearidade material a carga de rotura encontrada foi de
aproximadamente G +0,2Q) + 2,60 E. Admitindo simultaneamente um comportamento

nio linear geométrico, detectou-se uma resposta mais flexivel da estrutura e a antecipagao
da rotura (G +0,2Q) + 2,15 E, (ver Fig. 5.42)

VAHIA;KD DO DESLOCAMENTO DE ANDAR COM A FORCA SISMICA APLICADA

3.0 : .
w
© /-———‘//
o "
€ —
~
2.0 |
i
o
i
i
i
i
Pl
/A Terceiro piso — ANLM
1.0L 17 / _
]
—————— Terceiro piso - ANLM + ANLG
——— UO1ltimo piso — ANLM
‘Ultimo piso — ANLM + ANLG
.0 1 1
.00 .15 .30 d (m) .45
Fig. 5.42 - Variagdo do deslocamento de andar com a forga sismica

aplicada.
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Nas figuras seguintes apresenta-se os resultados essenciais destas anilises, podendo
desde ja salientar a significativa semelhanga dos resultados do terceiro piso agora obtidos e
os encontrados na andlise, ja descrita, desse piso isolado (PORT19).

Como se pode observar na figura 5.42 a resposta da estrutura é muito semelhante
nos dois tipos de andlises realizadas para valores moderados da ac¢io sismica aplicada (até
aproximadamente 1,00 E).

Com efeito nas figuras 5.43 a 5.48 é notéria a semelhanga dos diagramas de momentos e do
estado de fendilhagdo no betdo até esse valor de acgio sismica.

rd

E de facto significativa a semelhanga de resultados agora obtidos, sobretudo no caso
em que se considerou a nao linearidade geométrica, e os resultados encontrados na analise
do terceiro piso isolado; que se pode constatar pela comparagio dos diagramas de momentos

e do estado de fendilhagdo no betao, respectivos.

Nas figuras 5.49 a 5.55 representa-se a evolugao do diagrama de momentos, da plas-
tificacao da armadura e da fendilhagdo do betdo até i rotura, quando se admite apenas o
comportamento nao linear material (ANLM).

As figuras 5.56 a 5.63 representam a correspondente evolugio até i rotura do di-
agrama de momentos, plastificagdo da armadura e fendilhacio do betio ao admitir-se o
comportamento nao linear material e geométrico (ANLM + ANLG).

O diagrama de momentos préximo do colapso agora obtido, bem como o correspon-
dente estado de plastificacdo na armadura e fendilhagio no betzo, sio, neste caso, muito
semelhantes aos encontrados na anilise do terceiro piso isolado com idéntica discretizacio
(PORT19).

As figuras 5.64 e 5.65 representam ainda a evolugido da deformada do pértico nois

dois tipos de andlise efectuados.

A figura 5.66 representa, por fim, a evolugao do estado de tensio no betio e na
armadura, no ponto de Gauss mais préximo da extremidade direita de cada piso, apenas
para o segundo tipo de andlise (ANLM + ANLG) pelo facto de, a esta escala, os dois

desenhos serem bastante semelhantes.
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DIAGRAMA DE MOMENTOS (G +0.2Q)

T Th——————

Fig. 5.43 - Diagrama de momentos - (G + 0.2Q) - ANLM ou ANLM e ANLG.
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FENDILHACAO DO BETAQ
(6 +0.20Q)

Fig. 5.44 — Fendilhagdo no betao - (G + 0.2Q) - ANLM ou ANLM e ANLG.
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Fig. 5.45 — Diagrama de momentos - ((G +0.2Q) + 1.0 E) - ANLM.
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ANLM + ANLG
DIAGRAMA DE MOMENTOS (G +0.2Q) +1.00FE
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Fig. 5.46 — Diagrama de momentos - ((G +0.2Q) + 1.0 E) - ANLM + ANLG.
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FENDILHA;ZO DO BETAD

ANLM (6 +0.2a0) + 1.00E

Fig. 5.47 — Fendilhag3o no betdo - ((G +0.2Q) + 1.0E) - ANLM.
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FENDILHACAO DO BETAO
ANLM + ANLG (6 +0.2Q)+ 1.00FE

Fig. 5.48 — Fendilhagdo no betao - ((G +0.2Q) + 1.0 E) - ANLM + ANLG.
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Fig. 5.49 — Diagrama de momentos - ((G +0.2Q) + 2.0 E).
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PLASTIFICACAD DA ARMADURA
ANLM (6 +0.2Q3) + 1.60E

Fig. 5.51 — Plastificagdo da armadura - ((G +0.2Q) + 1.6 E). -
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PLASTIFICACAQ DA ARMADURA

ANLM (6 +0.2Q0)+2.20E
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Fig. 5.52 — Plastificagio da armadura - ((G +0.2Q) + 2.2 E).
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PLASTIFICA;ZO DA ARMADURA

ANLM (G +0.2Q3) + 2.60 E
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Fig. 5.53 — Plastificagdo da armadura - ((G +0.2Q) + 2.6 E).
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FENDILHACAQ DO BETAO

ANLM (6 +0.2Q) + 2.00 E
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Fig. 5.54 — Fendilhagao do betdo - ((G +0.2Q) + 2.0 E).
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FENDILHACAO DO BETAD
ANLM (6 +0.20) +2.60¢E

Fig. 5.55 — Fendilhagio do betdo - ((G +0.2Q) + 2.6 E).
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Fig. 5.56 — Diagrama de momentos
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Fig. 5.57 — Diagrama de momentos
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PLASTIFICA;XO DA ARMADURA

ANLM *+ ANLG (6 +0.2Q)+ 1.80E

Fig. 5.58 — Plastificagdo da armadura - ((G +0.2Q) + 1.60 E). -
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PLASTIFICA;KO DA ARMADURA

ANLM + ANLG (6 +0.2Q) +2.00E
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Fig. 5.59 — Plastificacao da armadura - ((G +0.2Q) + 2.00 E). -
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PLASTIFICA;KO DA ARMADURA
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-Fig. 5.60 — Plastificagdo da armadura - ((G + 0.2Q) + 2.10 E).
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PLASTIFICA;ZO DA ARMADURA
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Fig. 5.61 - Plastificagio da armadura - ((G +0.2Q) + 2.15E).
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FENDILHACAQ DO BETAO

ANLM + ANLG (G +0.20) + 1.60 E
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Fig. 5.62 — Fendilhagdo do betdo - ((G +0.2Q) + 1.60 E).
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FENDILHACAO DO BETAD

ANLM + ANLG (6 +0.20) +2.15E
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Fig. 5.63 — Fendilhagio do betdo - ((G +0.2Q) + 2.15 E).
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Fig. 5.66 — Evolugdo do estado de tensao.
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Se o objectivo for a verificagao da capacidade de carga deste pértico, tendo em conta
que houve um decréscimo em cerca de 20% da carga de rotura ao refinar a malha de elementos
finitos na andlise do terceiro piso isolado; serd de esperar que um refinamento semelhante
do pértico completo provoque edéntico decréscimo da carga de rotura, encontrando-se entao

uma carga de rotura, por esmagamento do betao, préxima de (G +0.2Q) + 1.8 E.

Se adoptarmos entdo para este efeito um coeficiente de minoragao da resisténcia
caracteristica do betdo 4,, = 1.5, conclui-se que o coeficiente de seguranga em relagao a
acc¢io sismica utilizada serd aproximadamente 4z = 1.2, inferior ao valor de 1.5 preconizado
pelo RSA (6], ndo se considerando por este motivo verificada a seguranga.

5.6 Conclusoes

Dos exemplos apresentados neste capitulo é legitimo concluir que a presente técnica
de anilise ndo linear, implementada no programa de célculo automdtico FEMPOR, permite
de uma forma eficiente estudar com bastante rigor problemas priticos de dimensoes con-
siderdveis (verificagdo da seguranga aos estados limites Gltimos e de utilizagao, andlise da

construgdo por fases e da influéncia da deformabilidade do solo de fundagao, etc.).

Apesar das conclusdes mais significativas terem j4 sido apresentadas na descrigao destes

exemplos, sdo agora de novo resumidas:

o A verificagio dos estados limites Gltimos e de utilizagao é, por este processo, efectuada

com bastante facilidade.

e No primeiro exemplo considerado, de reduzidas dimensoes, € ji significativa a im-
portincia da deformabilidade do solo de fundagdo nos estados limites de utilizagao.
A sua consideragio, pelas razoes ji referidas, é irrelevante para os estados limites
tltimos. Refira-se ainda que a consideragdo deste efeito nos exemplos analisados em

nada comprometeu a eficiéncia do programa de célculo automatico.

¢ A simulagio da construgio por fases no primeiro exemplo, de pequenas dimensoes,
tem alguma importincia se for considerada a deformabilidade do solo de fundagao,

reduzindo a grandeza dos assentamentos diferenciais.

e No segundo exemplo apresentado é notdria a importancia do refinamento da malha,

tornando a estrutura mais flexivel.
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¢ E bastante significativa a semelhanga dos resultados obtidos ao considerar o terceiro

piso isolado ou o pértico completo.

e O mecanismo e a carga de rotura do terceiro piso isolado foram confirmados utilizando

uma técnica de andlise plastica limite.

e A importincia da consideragio da nao linearidade geométrica no pértico completo,

tornando a resposta mais flexivel e antecipando a rotura.
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6 — CONCLUSOES E PERSPECTIVAS DE
DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

6.1 Conclusoes

As principais conclusdes a extrair do trabalho desenvolvido sao:

e Dos dois elementos finitos utilizados, dos dois tipos de integracdo implementados e
qualquer ordem de integracio disponivel, o elemento de trés nés com integragao re-
duzida (dois pontos de Gauss) permitiu obter resultados muito bons, parecendo ser o

mais aconselhdvel.

o A formulac3o lagrangeana total, escolhida para a abordagem da nao linearidade geomé-
trica, mostrou-se computacionalmente eficiente conseguindo-se obter resultados muito
préximos dos resultados numéricos e experimentais referidos por outros autores.

o Idéntica conclusio pode ser referida quanto & técnica adoptada para a simulagao do
comportamento nio linear material deste tipo de estruturas. Mais, pode-se afirmar que
se manteve e mesma eficiéncia nos exemplos testados com a consideragao simultinea

das duas nao linearidades.

e N3o se notou diferencas acentuadas no tempo de célculo, associadas a alteragao do
tipo de algoritmo utilizado (Newton — Raphson ou Newton — Raphson modificado)
tendo por isso sido normalmente utilizado o método de Newton — Raphson.

¢ Dos dois tipos de critérios de verificagdo da convergéncia implementados, o critério

designado por energético mostrou-se ser bastante eficiente.

e Nos problemas em que intervem a nio linearidade material, tornou-se de extraordindria
importancia para a resolugio de alguns problemas de convergéncia pertinente o cuidado
dispensado 2 simulagio das descargas e recargas nas relagdes constitutivas dos mate-
riais e o facto de se ter tornado o processo de andlise "path — independent”.

e Mesmo nio tendo sido abordados com detalhe os problemas da interagdo com o solo
e da construgio por fases, estes dois aspectos foram apresentados num exemplo tendo
evidenciado a boa adequagio desta técnica de andlise nao linear a estes objectivos.

¢ No ltimo exemplo procurou-se por fim salientar a importancia desta técnica para a
anélise de problemas reais em que, como nesse, se pretende aferir a capacidade de
carga de um pértico para verificagdo da seguranga respectiva.
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o Sem procurar fazer futurologia termina-se estas conclusées referindo que, face a qua-
lidade e quantidade de informagdo extraida de uma ferramenta de andlise nao line-
ar como a presente (deslocamentos, esforgos, fendilhagio e esmagamento do betao,
extensdes na armadura, plasticagio da armadura, etc.), consegue-se efectuar a ve-
rificagio, por exemplo, dos estados limites de utilizagio e tltimos com facilidade e
rigor.

Atendendo ainda ao desenvolvimento galopante dos meios de cdlculo automdtico
disponiveis, tornando ridiculos os tempos de célculo e capacidade de meméria agora
experimentados; supde-se entao, ser cada vez mais importante e requerido o desenvolvi-
mento de técnicas de anélise nio linear como esta, tornando possivel a abordagem de

problemas como os que a seguir sao sugeridos.

6.2 Perspectivas de desenvolvimentos futuros

Entre as intimeras possibilidades de evolugao deste trabalho salientam-se algumas

por parecerem ser as mais prioritarias e interessantes:
e Melhoramento dos modelos de descarga e recarga descritos, procurando traduzir o
comportamento histerético dos materiais.
e Generalizar esta formulagio a pérticos tridimensionais.

e Incluir neste programa elementos finitos bidimensionais, paredes e eventualmente lajes,

tendo em conta o seu comportamento nao linear.
e Consideracio dos efeitos diferidos (retraccao e fluéncia).
¢ Introdugio de pré-esforco.

e Estudar com detalhe a interacgio solo estrutura e problemas priticos da construgao

por fases.
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APENDICE I - ESTRUTURACAO DO PROGRAMA DE
CALCULO AUTOMATICO FEMPOR

A 1.1 — Fluxograma global
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A 1.2 — Pormenorizacao

PROGRAMA FEMPOR

O segmento principal deste programa efectua a abertura e o fecho de todos os ficheiros
utilizados, a chamada sequencial de todas as subrotinas e gere o processo incremental,

iterativo, de construgdo por fases e de anilise da estrutura para véarias solicitagoes.

DADOS 0

Efectua a leitura de dados e saida para o ficheiro de resultados, dos principais dados
de controle, tais como se é pretendida a andlise nio linear material e ou a andlise nao
linear geométrica, se vai ser efectuada uma andlise por fases da estrutura, se é pretendida
a representagido de resultados em grifico e ou a coloragio das tensdes no betao, o tipo
de elemento e de algoritmo a utilizar, o nimero de pontos de Gauss e se é pretendida a

integragio de Gauss — Legendre ou de Gauss - Lobatto.

Chama a subrotina GAUSS que define a posi¢3o e o peso dos pontos de integragao

PARA CADA FASE DE ANALISE DA ESTRUTURA:

DADOS 1

Continuagio da leitura e escrita dos dados de controle tais como o nimero de nés,
elementos, apoios, materiais e solicitagdes que sio acrescentados i estrutura nesta fase, o

tipo de saida de resultados e a tolerancia.

Chama a subrotina CHECK 1 que testa a validade de alguns destes dados e grava

mensagens de erro.

DADOS 2

Efectua a leitura e a escrita, das coordenadas dos nés e das ligagdes ao exterior. No

caso de se pretender a interacgdo com o solo identifica os graus de liberdade condicionados.

DADOS 3

Efectua a leitura e a escrita das caracteristicas dos materiais (dimensoes da secgao

transversal, drea e recobrimento das armaduras).
Identifica e escreve ainda, quais os nés e material de cada elemento.

Chama a subrotina CHECK2 que testa a validade de alguns destes dados e grava

mensagens de erros, e LBANDA que calcula a largura da semi-banda.
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INICTA

Inicializa algumas constantes, vectores e matrizes acumulativos.

RRESTA

No caso de se reiniciar a anélise interrompida de um problema, atribuir as grandezas
que inicializaria os valores gravados num ficheiro correspondentes a iltima iteragao con-

vergida.

RENCOR

Finda cada fase de anilise, actualiza as coordenadas dos nés.

TMATRX

Define em cada elemento a matriz de transformagao do sistema de eixos local para o
global. Necessita da subrotina ANLENG que calcula o comprimento e a inclinagao de cada

elemento.

PRETRI

Grava num ficheiro as coordenadas dos nés a identificagdo dos nés dos elementos e

as ligagdes ao exterior para posteriormente desenhar a estrutura indeformada.

COLOR 1

Caso nesta fase da analise seja pretendida a coloragdo das tensdes no betao, grava
um ficheiro que prepara o desenho de uma malha ficticia de elementos finitos de quatro nds

que ird possibilitar essa coloragao.

Estes nés coincidem com os pontos de discretizagdo em altura da secgao transversal

de cada ponto de Gauss (divisdo em camadas).
PARA CADA SOLICITAQRO A CONSIDERAR NESTA FASE:

LOADS

Efectua a leitura e escrita da solicitagio (cargas concentradas e distribuidas).

No caso das cargas distribufdas procede a integragao numérica para definir as forgas
nodais equivalentes (ver 2.2.3.6). Para tal em cada ponto de Gauss necessita da subrotina
SHAPEL que calcula nesse ponto o valor das fungoes de forma e das suas derivadas e a

subrotina JACOBI que calcula o jacobiano e as derivadas das funcdes de forma.»

Por fim agrupa o vector solicitagio de cada elemento no vector de solicitagao global
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da estrutura {F*} e caracteriza o factor de carga a utilizar em cada incremento, o niimero

de incrementos e o nimero maximo de iteragoes admissiveis.

DADOS 4

Leitura do nimero de coloragdes a efectuar nesta fase e em que incrementos sao

pretendidas e definicao do tipo de diagrama que se pretende efectuar.
PARA CADA INCREMENTO DE SOLICITAQKO:

INCLOD

Incrementagao do vector solicitagao (incrementagao das cargas exteriores aplicadas e

acumulagdo do novo acréscimo de solicitagao as forgas residuais no incremento anterior).
PARA CADA ITERACAO:

NUMALG

Identifica o algoritmo de resolugdo a utilizar — rigidez inicial, Newton — Raphson,

Newton — Raphson modificado na primeira iteragao ou modificado na segunda iteragao.

CONFORME O ALGORITMO ESCOLHIDO:

(SE SE PRETENDER A ACTUALIZAGAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ),

STIFF

Calcula a matriz de rigidez de cada elemento finito isoparamétrico agrupando-os para

formar a matriz de rigidez global da estrutura.

Para tal, em cada elemento comega por calcular a matriz de elasticidade [D] e a

matriz de deformagdo {B].

Ao calcular a matriz de elasticidade, se for pretendida a ANALISE NAO LINEAR MA-
TERIAL utiliza o método descrito em 4.3.3 DIFMET, tendo em conta as relagdes constitutivas
do ago e betao STEEL e CONCRE.

No caso da ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA & matriz de deformagao [B,| adi-

ciona a matriz de deformagio de segunda ordem [BL]-

Calcula na subrotina DBMATX o produto das duas matrizes [Dr] [B].
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A matriz de rigidez de cada elemento no referencial local, é calculada avaliando
1 L
numéricamente o integral [k] = / (B)” ((Dr] [B)) 5 d¢ para o que necessita da sub-
-1
rotina SHAPEL e JACOBI ji descritas.

No caso da ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA a esta matriz terd de se agrupar a
matriz [k,] (ver 3.44) devido ao nivel de tensdes instalado. Para cada elemento conhecendo a
matriz de transformacio do sistema de eixos local no sistema de eixos global, determina-se a
matriz de rigidez do elemento [k] no sistema de eixos global pela expressdo [K | = [T] [£] [T]T.

Na subrotina ASSEMB, pela técnica do espalhamento de matrizes, é construida a
matriz de rigidez global da estrutura [K]°.

BANDA
Subrotina de resolugao do sistema de equagdes [K*] - A {6°} = {¥]

A técnica adoptada é a de resolugdo em banda.

STRAIN

Calcula o vector de deformagio corrente, nesta iteragao, em cada ponto de Gauss de

todos os elementos.

Comega por converter os acréscimos de deslocamentos nodais, para o referencial local

de cada barra.

De seguida determina a matriz de deformagao em cada ponto de Gauss, caso se pre-
tenda a ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA terd de se considerar a matriz de deformagao
de segunda ordem [By].

E finalmente determinada a deformagio corrente, nessa iteragao, por acomulagao do

acréscimo de deformagio agora determinado 4 deformagio total na iteragao anterior.

STRESS

Calcula as tensdes correntes nesta iteragio, em cada ponto de Gauss de todos os

elementos, e as forgas nodais equivalentes ao estado de tensio para cada elemento.

No caso de se considerar a ANALISE NAO LINEAR MATERIAL, conhecido o vector de
deformagio, as tensées sio determinadas em ENEMOM, tendo em conta as relacoes consti-
tutivas do aco STEEL e do betao CONCRE e a histéria do carregamento destes (analisa se

estd em carga, descarga ou recarga).
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Efectuando-se uma ANALISE LINEAR MATERIAL as tensoes correntes em cada ponto
de Gauss sao calculadas multiplicando as deformagoes correntes pela matriz de elasticidade

(Do)
CAFINT

Calcula as forgas residuais {1} dessa iteragio, ou seja, a diferenca entre as forgas

A

exteriores aplicadas 3 estrutura até i iteragdo em questdo (inclusivé) e as forgas nodais

equivalentes expressas no sistema de eixos global.

RESIDO

Calcula o valor do residuo nessa iteragao, para cada grau de liberdade, pelo critério
energético e pelo critério das forgas. Calcula ainda o parimetro de rigidez corrente que

permite uma avaliacao qualitativa de evolucao da rigidez global da estrutura.

ACTUAL

Actualiza as grandezas necessirias ao processo de andlise ”path — independent”.

WRESTA

Grava em ficheiro os valores necessieios para um posterior rearranque do problema.

RESULT

Grava alguns resultados no ficheiro de resultados (deslocamentos dos pontos nodais,

reacgdes, tensdes nos pontos de Gauss).

DIAESF

Prepara os desenhos dos diagramas de esforgos.

MARCAS

Prepara os desenhos que identificam a evolugao da fendilhagao e esmagamento do

betdo e da plastificagio da armadura.

SECCAO

Grava informagio para o desenho do diagrama de tensdes no betao e nas armaduras

em secgoes escolhidas.

DIAG2D

Caso seja pretendido, grava um ficheiro que permite o tragado de curvas forca -

deslocamento e ou curvas momento — curvatura (num dado ponto de Gauss).
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DEHTRI

Se pretendido grava um ficheiro que permite desenhar a estrutura deformada. Conhe-
cidos os deslocamentos dos pontos nodais de um elemento no referencial global, o desloca-
mento de qualquer ponto intermédio desse elemento é extrapolado a partir dos deslocamentos
nodais, usando as funcoes de forma SHAPEL

COLOR 2

Se pretendido grava um ficheiro com o valor da tenséo no betao, em todas as camadas
das secgbes transversais que contém cada ponto de Gauss; que, juntamente com o ficheiro
gravado na subrotina COLOR. 1, efectua a coloragdo do campo de tensoes no betao.

SE FOR PRETENDIDA A DETERMINAQAO DE CARGAS CRITICAS:

VPROP

Prevé o valor da carga critica pela resolugao de um problema de valores e vectores
proprios.
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