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RESUMO

O presente trabalho tem como objectivo o desenvolvimento de um modelo
numérico para o estudo pelo Método dos Elementos Finitos da percolagdo de agua, em regime

permanente ou transitorio, em dominios confinados ou ndo confinados.

Na formulagio adoptada admitiu-se a validade da lei de Darcy e a possibilidade da

percolagio se processar em meios de porosidade constante parcial ou totalmente saturados.

Para simular correctamente a geometria semi-infinita do dominio de analise, a
respectiva modelagdo ¢ feita recorrendo & colocagdo criteriosa de elementos infinitos na

periferia da malha de elementos finitos.

Caracterizando-se alguns dominios de percolagdo por singularidades de dificil
modelagdo através de uma malha corrente de elementos finitos, mesmo que para 1ssO se
recorra ao refinamento da malha na respectiva zona de influéncia, sdo formulados elementos

finitos geometricamente adequados a aproximagdo da vizinhanga de tais singularidades.

Através do pos-processamento grafico dos resultados que constituem as solugdes
geradas pelos programas desenvolvidos, sdo tragadas as linhas equipotenciais € representados
os vectores velocidade aparente nos pontos de integragdo numerica de cada um dos elementos
constituintes da malha de elementos finitos que modela o dominio do escoamento. Para
situagdes que envolvam percolagdo em regime permanente, para além destas possibilidades no
pos-processamento de resultados, também sdo tragadas as linhas de corrente tanto em

dominios confinados como ndo confinados.

Varios exemplos de aplicagdo sdo analisados de forma a serem evidenciados os
efeitos induzidos pela implementagio nos programas de calculo automatico de cada um dos
assuntos atras referenciados. A validagdo de alguns destes resultados € feita por comparagao

com solugdes analiticas disponiveis.

No que concerne ao estudo da percolagdo em regime transitorio, o exemplo
analisado consiste na determina¢do do comportamento da rede de percolagdo durante o
esvaziamento de uma barragem de terra tipificada. Complementarmente foi avahada a
influéncia que tém os drenos horizontais na dissipagdo das pressdes intersticiais da agua para a

situa¢do de esvaziamenio brusco da albufeira.



ABSTRACT

The objective of this thesis is the development of a finite element numerical model
for the study of steady state or transient groundwater seepage in both confined and unconfined

domains.

The adopted formulation assumes the validity of Darcy's law, admits constant

porosity and allows for partial or complete saturation.

In order to accurately simulate the domain unboundedness, infinite elements are

employed to extend the finite element mesh.

An efficient alternative to mesh refinement for the correct modelling of field
singularities has been implemented which consists in the use of finite elements whose geometry

is adequately adjusted in the singularity vicinity.

A graphical post-processor has been developed for the representation of
equipotential lines and apparent velocity vectors. For steady state problems flow lines are also

provided.

A number of select problems are analysed so as to assess the individual effect of
the important refinements incorporated in the code. Comparison is made whenever possible

with available analytical solutions.

A transient seepage problem associated with reservoir drawdown of an idealized
earth dam is also discussed. The influence of horizontal drains in excess pore pressure

dissipation under rapid drawdown conditions is investigated.
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SIMBOLOGIA

Os simbolos utilizados neste trabalho sio definidos ao longo do texto. Contudo,
aqueles que sdo utilizados com alguma frequéncia constam da lista seguinte. Alguns deles
representam mais de uma grandeza;, o seu emprego com significado diferente ¢ feito

separadamente, pelo que se cré ndo vir a originar dificuldades de interpretagao.

A - Area de uma secgdo
e - Indice de vazios
?pm - Forga de percolagdo
g - Aceleragdo da gravidade

G - Densidade dos grios de solo

H - Fungio carga hidraulica
i - Gradiente hidraulico
i, - Gradiente limiar
i_. - Gradiente critico
i, - Gradiente de pressoes
k - Coeficiente de permeabilidade
k- Coeficiente de permeabilidade relativa

n - Porosidade
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i - Versor normal a fronteira

N; - Fungdo de aproximagdo no no j
p, - Pressdo intersticial da agua

Q - Caudal

R, - Nuamero de Reynolds

R. - Residuo na fronteira T’
R, - Residuo no dominio {}
S - Area de uma sec¢do
§ - Versor tangente a fronteira
S, - Grau de saturagao
u - Pressdo intersticial da agua
- solugdo exacta de uma equagio diferencial
i - fungdo aproximante
v - Velocidade aparente de percolagdo
v. - Velocidade real de percolagéo
V - Volume total de solo
V. - Fungdo de peso na fronteira
V. - Volume de solidos

V. - Volume de vazios
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Volume de gua no solo

Coordenadas Cartesianas

Teor em agua

Peso das particulas solidas do solo

Peso da agua no solo

Baridade saturada do solo

Baridade submersa do solo

Peso especifico da agua

Fronteira

Perda de carga entre dois pontos

Teor de humidade

Coeficiente de viscosidade do fluido

Coordenadas locais nos elementos parametricos

Tensdo efectiva
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Fungdo potencial

Fungdo de corrente

Dominio

Tensor de permeabilidade

Vector fluxo
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[K] - Matriz de permeabilidade
- Tensor de permeabilidade

[M] - Matriz de massa



CONSIDERACOES INICIAIS

Na descri¢io da maioria dos fenémenos que ocorrem na natureza ¢ comum
recorrer-se a modelos fisicos susceptiveis de serem formulados matematicamente por
intermédio de equagdes diferenciais (ou integrais) que, ao relacionarem 0s diversos parametros

intervenientes na caracterizagdo de cada modelo, regem o seu funcionamento.

A descrigio do fenomeno da percolagao de 4gua em meios pOrosos, parcial ou
totalmente saturados, quer em regime permanente, quer em regime transitorio, ndo foge a esta
regra. O respectivo modelo fisico associado assimila 0 meio poroso a um meio continuo de
natureza polifasica (particulas solidas, agua e ar) € a sua formulagdo matematica conduz ao
estabelecimento de equagdes diferenciais governativas que relacionam as caracteristicas da

permeabilidade do meio com 0s fluxos de agua que nele se verificam.

Se bem que o estabelecimento das equagdes governativas se consiga com relativa
facilidade, 0 mesmo ja ndo acontece com a suad resolugdo analitica. Esta, para além de envolver
conceitos matematicos de alguma complexidade, estd restringida apenas 2 dominios de

geometria e condigdes de fronteira muito simples.

Em face de tais limitagdes, 0 recurso a métodos numéricos de aproximagdo na
resolucdo deste tipo de problemas revela-se ser uma alternativa cada vez mais valida, em

especial dado o permanente desenvolvimento ao nivel da informatica.

Dos varios métodos numéricos existentes O mais divulgado na actualidade ¢ o
Método dos Elementos Finitos (MEF). A sua popularidade deve-se essencialmente a
versatilidade que patenteia na aproximagdo de solugdes exactas de equagdes diferenciais em
dominios de geometria complexa, ao operar a transformagdo de problemas do tipo continuo
em problemas discretos. Efectivamente, a aplicagdo do MEF implica a divisio do dominio de
analise em subdominios (elementos), ligados entre si por pontos (nos), de tal forma que a

solugdo aproximada € calculada nos nos dos elementos que discretizam o dominio em causa.
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E neste contexto que se inserem os objectivos do presente trabalho. Com efeito,
nele apresenta-se um modelo numérico (e correspondentes programas de calculo automatico),
de aplicagio do MEF a resolugdo da equagdo diferencial governativa, com base na fungdo
potencial, do escoamento de 4gua em meios porosos incompressiveis, saturados ou ndo

saturados, em regime permanente € transitorio.

No modelo desenvolvido admite-se a validade da lei de Darcy assim como a
variacdo da permeabilidade k com o grau de saturagdo do meio poroso (solo). Esta relagdo de
dependéncia ¢ incorporada no modelo numérico através da consideragio de curvas de
permeabilidade relativa, ou seja, curvas que relacionam o coeficiente de permeabilidade com a
pressio intersticial da dgua. Analogamente, a relagdo entre o teor de agua do solo e a sua

pressdo intersticial é estabelecida através das curvas de suc¢do do solo.

Na modelagdo de dominios de escoamento semi-infinitos € comum recorrer-se a
malhas constituidas apenas por elementos finitos. Tal procedimento enferma de algumas
incoeréncias, ao admitir-se, na resolu¢gio dum problema de natureza semi-infinita, que o
respectivo dominio é espacialmente finito, incorrendo-se desta forma no risco de se obterem
resultados pouco fiveis, particularmente nas zonas do dominio adjacentes as fronteiras onde
se verifica a truncagem do meio semi-infinito. Para colmatar esta lacuna, o modelo numérico
desenvolvido neste trabalho inclui a formulagio de elementos especiais, denominados
"elementos infinitos”, que, ao serem colocados na periferia das malhas de elementos finitos,

permitem, de um modo econdmico e rigoroso, simular numericamente meios semi-infinitos.

Os dominios onde se processa a percolagio de agua apresentam com frequéncia
singularidades que sdo de dificil modelagdo por intermédio de uma malha corrente de
elementos finitos, mesmo que para isso se recorra ao seu refinamento na vizinhanga daquelas
singularidades. Para fazer face a esta situagdo, o modelo numérico desenvolvido contempla a
formulacdo de elementos geometricamente adequados a simulagdo das singularidades em
causa, de modo a que os efeitos por elas induzidos sejam correctamente reproduzidos na

respectiva zona de influéncia do dominio.

Dada a natureza ndo linear que caracteriza o problema da percolagdo de agua em
dominios nio confinados, no modelo numérico desenvolvido recorre-se ao uso de técnicas
iterativas de malha fixa, que contemplam as ndo linearidades que decorrem da adopgao das
curvas de permeabilidade relativa e de sucgdo atras referidas, para determinagdo da superficie
livre do escoamento que separa as zonas saturadas das ndo saturadas no dominio de
percolagio em analise. Para o problema da percolagdo em regime permanente, a técnica

iterativa a que se recorreu baseia-se no "algoritmo de Newton-Raphson modificado”. Caso a
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percolagdo se processe em regime transitorio, a técnica iterativa de integragdo em ordem ao
tempo adoptada baseia-se num procedimento de “aproximagdo semi-discreta” também

conhecido por "método de Kantorovich".

Na percolagdio em regime permanente, € nio obstante o modelo numérico
desenvolvido prever que a fungdo a aproximar seja primordialmente a fun¢do potencial, sera
descrita uma adaptagdo que permite também o calculo de uma aproximagdo a fungdo de

corrente no dominio do escoamento.

Relativamente ao tratamento dos resultados obtidos pelos programas de calculo
automatico implementados com base no modelo numérico desenvolvido, no presente trabalho
também sera adaptado um programa de pre e pos-processamento grafico ja existente, em
linguagem FORTRAN, ao sistema operativo MSDOS e a versdo 5.0 do compilador de
FORTRAN, de forma a possibilitar tanto o tragado das linhas equipotenciais e das linhas de
corrente no dominio em analise, como também a representagdo do campo de velocidades
aparentes através do tragado dos vectores velocidade aparente nos pontos de integragdo
numérica de cada um dos elementos que constituem a malha de elementos finitos que modela o

dominio do escoamento.

No que diz respeito a apresentagao do presente trabalho, importa tecer algumas
consideragdes acerca da sua organiza¢ao com vista a prossecugdo dos objectivos estabelecidos

anteriormente.
Assim, este trabalho pode ser dividido em trés partes distintas.

A primeira, que engloba os Capitulos 1 e 2, tem caracter geral ja que para além de
abordar os conceitos fisico-matematicos que caracterizam o modelo fisico adoptado
(Capitulo 1), também apresenta o suporte matematico subjacente a formulagio geral do MEF
(Capitulo 2).

No Capitulo 1 ¢ descrita a estrutura € a forma de ocorréncia da agua nos solos,
salientando-se a importincia da capilaridade e da actividade superficial nos solos argilosos. E
estabelecida a lei de Darcy e discutida a sua validade. Caracteriza-se o movimento da agua nos
solos, sendo para isso considerada a generalizagdo da lei de Darcy para um meio homogeneo €
anisotropico e estabelecida a equagdo diferencial governativa do escoamento. Esta equagao,
também designada por "equagdo da continuidade” é deduzida por duas vias: uma com base na

fungdo potencial, a outra com base na funcdo de corrente. Para cada uma destas vias sdo
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estudadas ainda as condigdes de fronteira associadas a integragdo da respectiva equagio

diferencial governativa.

O Capitulo 2, ap6s uma breve alusdo aos varios métodos numéricos utilizados na
aproximagdo de solugdes exactas de equagdes diferenciais, dedica-se a formula¢do geral do
MEF. Sendo esta passivel de ser efectuada por via variacional ou por uma via de residuos
pesados, foi adoptada esta ultima ja que possui uma interpretagdo fisica mais imediata e
inteligivel. Nesse sentido, o Método dos Residuos Pesados (MRP) ¢ exposto com algum
pormenor antes de ser efectuada a formulagdo geral do MEF.

A segunda parte, que engloba os Capitulos 3,4 e 5, tem caracter mais aplicado, na
medida em que se dedica, por um lado, ao desenvolvimento do modelo numérico (Capitulos 3
e 4) que decorre da aplicagdo do MEF ao estudo da percolagdo de dgua em meios porosos
incompressiveis e, por outro, a descrigdo dos programas de célculo automatico implementados

com base naquele modelo (Capitulo 5).

No Capitulo 3 ¢ apresentada a parte do modelo numeérico que se ocupa dos
escoamentos em regime permanente. Para isso é aplicado o MEF na determinagdo de uma
aproximagdo a solugdo exacta da equagdo diferencial governativa dos escoamentos em regime
permanente com base na fungdo potencial. Sdo definidos os trés tipos de elementos
paramétricos: isoparamétricos, subparamétricos e superparamétricos. E abordado o problema
da escolha das fun¢des de aproximagdo e respectiva convergéncia € sdo descritos os elementos
finitos e infinitos utilizados. S3o ainda descritos elementos finitos geometricamente adequados
a modela¢io do dominio na vizinhanga de singularidades na respectiva fronteira. E exposta a
técnica iterativa, inspirada no "algoritmo de Newton-Raphson modificado”, utilizada na
determinagdo da superficie livre dos escoamentos ndo confinados. Por fim, € descrita uma
adapta¢do do modelo numérico de forma a que o calculo da fungdo potencial, que ¢
contemplado na formulagdo de base do modelo, seja complementado pela determinagdo da

fungdo de corrente.

No Capitulo 4 é desenvolvida a outra parte do modelo numérico referente aos
escoamentos em regime transitorio. Analogamente ao que sucedeu no Capitulo 3, € aplicado o
MEF na determinagio de uma aproximagdo a solu¢do exacta da equagdo diferencial
governativa dos escoamentos em regime transitério formulada com base na fun¢do potencial.
Sdo estabelecidas as curvas de permeabilidade relativa e de sucgdo do solo adoptadas no
modelo numérico. E exposta a técnica iterativa de integragdo em ordem ao tempo, baseada no
"método de aproximagdo semi-discreta”, que pressupde que o tempo € um dominio

unidimensional de comprimento infinito dividido em intervalos de tempo (elementos) finitos.
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No Capitulo 5 faz-se uma descrigdo dos dois programas de calculo automatico
implementados: um dedicado ao estudo da percolagdo em regime permanente o outro dedicado
ao estudo da percolagio em regime transitorio. Neste capitulo tecem-se ainda algumas
consideragGes acerca do programa de pré e pos-processamento grafico de resultados adaptado

no presente trabalho.

Finalmente, a terceira e Gltima parte, que engloba apenas o Capitulo 6, ocupa-se
exclusivamente da aplicagio dos programas desenvolvidos ao estudo numérico de alguns
problemas criteriosamente selecionados, com vista & avaliagio da eficiéncia do modelo
numérico subjacente através da aferigdo da precisdo dos resultados obtidos. Para o efeito, s3o
apresentados estudos paramétricos e efectuadas analises quantito-qualitativas dos resultados

por intermédio do programa de pos-processamento grafico.

O primeiro estudo paramétrico tem por objectivo a analise da sensibilidade dos
resultados (linhas equipotenciais e linhas de corrente), obtidos pelo programa de analise da
percolagio em regime permanente, relativamente ao uso de malhas constituidas apenas por
elementos finitos ou por combinagdo destes com elementos infinitos na modelagdo do dominio

do escoamento.

O segundo estudo paramétrico pode ser considerado como uma variante do
primeiro, ja que relativamente a este € introduzida uma nova variavel que consiste numa
diferente modelacdo do dominio na vizinhanga de uma singularidade na fronteira, recorrendo-
se para isso a incorporagdo na matha de elementos geometricamente adequados na vizinhanga

da singularidade.

Nestes dois primeiros estudos, tanto na analise comparativa dos resultados como
na avaliagio da precisdo dos mesmos, teve-se sempre como referéncia a solu¢do analitica do

problema.

O terceiro estudo paramétrico refere-se a percolagdo de agua em regime
permanente sob a barragem de Crestuma-Lever e tem por objectivo principal avaliar as
vantagens e desvantagens relativas, ao nivel da economia de tempo no processamento de
dados e da precisio dos resultados, que advém da utilizagdo de uma malha especialmente
vocacionada para a modelagio do dominio do problema em aprego, em que a respectiva
geometria é criteriosamente estudada de forma a que o niimero de elementos que a constituem
seja 0 menor possivel, por contraposicdo a utilizagdo de uma malha corrente de elementos

finitos.
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No quarto estudo realizado pretende-se efectuar a determinagdo € o tragado em
regime permanente das linhas equipotenciais e das linhas de corrente numa barragem de terra
homogénea, dando-se especial aten¢do a influéncia que o modelo ndo linear de permeabilidade
adoptado tem na localizagdo da superficie livre do escoamento.

Relativamente aos escoamentos em regime transitorio foram analisados dois

problemas.

O primeiro refere-se ao estudo da percolagdo de agua através de uma barragem de
terra homogénea para o esvaziamento brusco da albufeira. E analisado o comportamento da
superficie livre durante o esvaziamento. Findo este, depois de estabilizada a cota do nivel da
agua da albufeira a montante, continua a ser analisado o comportamento da superficie livre até

que se estabeleca o regime permanente final do escoamento.

No segundo problema estuda-se a percolagdo através da mesma barragem, mas
agora com drenos horizontais incorporados no seu talude de montante, para o mesmo
esvaziamento brusco da albufeira. Confrontam-se sucessivas redes de escoamento durante o
esvaziamento com as obtidas no problema precedente e comparam-se ainda as pressdes
intersticiais da agua ao fim de um determinado intervalo de tempo com as pressdes obtidas

para a barragem homogénea nos mesmos pontos e no mesmo instante.



CAPITULO 1

AGUA NOS SOLOS

1.1 O SOLO E O MODELO FiSICO ASSOCIADO

Na formulagio matematica do modelo fisico classicamente utilizado no estudo do
escoamento da agua no solo, parte-se da premissa de que o solo ¢ um meio continuo de

natureza polifasica.

A natureza polifasica do solo esta associada ao facto deste ser constituido por
materiais que se encontram em trés estados fisicos distintos [14]: as particulas solidas, a agua e
0 ar. A 4gua e o ar preenchem oOs vazios Ou poOros do solo, quando os poros estdo
completamente preenchidos de agua, por expulsio do ar dos poros, a fase gasosa deixa de

existir e o solo diz-se saturado.

Ao conceito de solo como meio continuo polifasico esta subjacente a assungdo do
solo como meio poroso, cujo esqueleto solido circunscreve 0s poros, interligados por
canaliculos, que constituem uma rede de escoamento a0 longo da qual circula por trajectorias

complexas e tortuosas, no que habitualmente se designa por "percolagdo”.
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Em suma, esta bivaléncia atribuida ao meio solo é de primordial importancia na sua
caracterizagdo quantito-qualitativa, necessaria a obtengdo de um modelo fisico fiavel, cuja
validade sera tanto maior quanto melhor for a correlagdo dos respectivos parametros com a

realidade.

1.2  ORIGEM DA AGUA NOS SOLOS

De acordo com a origem da agua nos solos, ¢ comum designa-la por : dgua de

sedimentagdo, dgua de infiltragdo e dgua de condensagdo.

A 4gua de sedimentagdo, como o proprio nome indica, existe nos solos
sedimentares tendo ficado neles incorporada durante a formagdo dos respectivos depositos.

A agua de infiltragio provém da superficie do terreno onde foi depositada pelas
chuvas, correntes de agua ou lagos, penetrando no solo através dos seus poros.

A agua de condensacdo resulta da condensagdo do vapor de agua existente nos
vazios do solo devida ao abaixamento da temperatura. Ocorre principalmente nas camadas
superiores dos macigos terrosos, onde sio mais sensiveis os efeitos do abaixamento da

temperatura do meio exterior.

A medida que a profundidade aumenta, as tensdes a que o solo esta submetido
crescem e, consequentemente, tém um efeito incrementador na compacidade dos solos, ao

diminuirem os vazios existentes que, eventualmente, possam estar preenchidos de agua.

1.3  AGUA NOS SOLOS. AGUA ADSORVIDA E AGUA LIVRE

Relativamente a agua adsorvida, € sobretudo nos solos mais finos (argilas) que o
seu aparecimento € mais frequente. As acentuadas assimetrias eléctricas aliadas a uma grande
superficie especifica, caracteristicas inerentes as particulas de argila, originam um efeito de
polarizagdo eléctrica sobre as moléculas de agua da sua periferia. No campo eléctrico gerado
ird desenvolver-se uma intensa e complexa interac¢do de forgas entre particulas que induz a
sua arrumagdo, de uma forma tal que o sistema de forgas inter-particulas associado atinge o

equilibrio.
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Em oposi¢do & 4gua adsorvida, considera-se agua livre, gravitica ou freatica, a
agua que esta apenas sujeita a acgdo da gravidade e que € imune as forcas de polarizagio

eléctrica que se desenvolvem na superficie das particulas.

A superficie que limita superiormente a massa de agua gravitica no solo designa-se
por nivel freatico e a pressdo a que a agua se encontra a este nivel & igual & pressdo

atmosférica.

A agua livre € entdo a parcela de agua que circula por gravidade através dos solos,
sendo por isso a principal responsavel por todos os fenomenos, originados durante o seu

movimento, que influenciam o comportamento do solo.

1.4 GRANDEZAS E RELACOES BASICAS CARACTERIZADORAS
DO MEIO POLIFASICO "SOLO"

Como se disse anteriormente, a natureza polifasica do solo decorre do facto deste
ser constituido por particulas solidas, ar e agua. Nesta medida, na formulagdo matematica do
respectivo modelo fisico, ¢ imprescindivel, por um lado, definir parimetros que caracterizem
cada uma destas fases, e por outro, estabelecer relagdes que traduzam o peso relativo que cada

uma delas tem na constitui¢do do solo [14].

1.4.1 INDICE DE VAZIOS

Designa-se por indices de vazios e, a relagao que existe entre o volume de vazios,

V, (volume ocupado pelo ar e pela agua ), € 0 volume da fase solida, V :

(L.1)

aQ
Il
<<
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1.4.2 POROSIDADE

Designa-se por porosidade n, a relagdo que existe entre o volume de vazios, V,, e

o volume total de solo, V-

n =—~ X100 (exprime-se em %) (1.2)

<<

1.43 TEOREM AGUA E TEOR DE HUMIDADE

Designa-se por teor em agua w, a relagdo que existe entre o peso da agua no solo,
W .. € o peso das particulas solidas do mesmo, W, (peso seco do solo):

w =% X100 (exprime-se em %) (1.3)

s

Designa-se por teor de humidade # do solo, a relagdo que existe entre o volume de

agua no solo, ¥V, e o volume total de solo, V':

 =—% X100 (exprime-se em %) (1.4)

< ls<

1.4.4 GRAUDE SATURACAO

Designa-se por grau ou coeficiente de saturagdo S, , a relagio que existe entre o

W

volume de agua, V', , e o volume de vazios do solo, V,:

w

S =% X100  (exprime-se em %) (1.5)

Caso o solo esteja saturado, os vazios ficam totalmente preenchidos por dgua

(V=V,), ou seja, o grau de saturagdo S, € igual a 100%.



Agua nos Solos 11

1.4.5 RELACAO ENTRE POROSIDADE E INDICE DE VAZIOS

Atendendo as expressdes (1.1) e (1.2) tem-se:

e n
n=—— 1.6 ou e = 1.7
1 +e (1.6) 1 —n (1.7
1.4.6 RELACAO ENTRE TEOR DE HUMIDADE E GRAU DE SATURACAO
Considerando as expressdes (1.4) e (1.5) tem-se:
v V, V \%
Por outro lado, atendendo a expressdo (1.2), tem-se:
6 =S, n (1.9)

w

1.5 CAPILARIDADE

E sabido que as moléculas que se encontram na superficie livre de um liquido
sofrem uma atraccdo para o seu interior originada pela maior concentragdo de moléculas ai
existente [14]. Desta forma, no estudo deste fenomeno, a superficie livre do liquido ¢é

assimilavel 2 uma membrana elastica tensa, em todas as direcgdes, pela tensdo superficial.

Com efeito, se submergirmos a extremidade inferior de um tubo fino na agua,
mantendo a verticalidade do seu eixo, verifica-se no seu interior uma subida da agua em
relacio a sua superficie livre. Este fenomeno designa-se por capilaridade; a altura maxima

atingida pela agua no interior do tubo ¢ chamada altura de ascensdo capilar, h,_ .



12 Capitulo 1

A capilaridade foi estudada por Jurin que estabeleceu uma lei, conhecida por /lei de
Jurin, que postula que a altura de ascensdo capilar € inversamente proporcional ao didmetro do

tubo capilar.

Uma consequéncia importante que ressalta do exposto, é que a pressdo da agua no
interior do tubo capilar € negativa, variando entre zero, ao nivel da superficie livre da 4gua,

€ v,-hc no ponto mais elevado no interior do tubo.

Os fendémenos de capilaridade também se fazem sentir nos solos: & superficie livre
da agua atras referida contrapde-se agora o nivel freatico; ao tubo fino cuja extremidade
penetra na superficie livre da d4gua contrapdem-se agora os canaliculos formados pelos poros

do solo.

Como ¢ de prever a complexidade do estudo da capilaridade no caso dos solos é
incomparavelmente superior a do caso de um liquido em repouso. Pois, para além da agua
preencher, abaixo do nivel freatico (solo saturado), os vazios do solo, o desenvolvimento dos
canaliculos capilares apresenta descontinuidades acentuadas, em face da dispersio e

variabilidade da geometria dos poros do solo ( ver figura 1.1).

D S T G P A G R s e G s e

Solo seco

Solo parcialmente saturado

Solo saturado

Solo submerso

Fig.1.1 Efeito da capilaridade nos macigos terrosos.
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Nio obstante estas dificuldades, do estudo da capilaridade nos solos conclui-se que
a altura de ascensdo capilar varia de ponto para ponto, assumindo valores entre um valor
correspondente aos canaliculos formados pelos poros de maiores dimensdes €

minimo, hc,min ,

um valor maximo, h a que correspondem os canaliculos formados pelos poros de

cmax >

dimensdes mais reduzidas.

Consequentemente, na medida em que o didmetro médio dos canaliculos formados
pelos poros esta directamente dependente do didmetro das particulas solidas, a ascensdo

capilar nos solos sera tanto mais importante quanto mais fina for a sua granulometria.

Nesta linha, indica-se a seguir uma expressdo matematica, que de algum modo se
podera considerar como um suceddneo da lei de Jurin para tubos capilares, que traduz uma
correlacdo empirica entre a altura de ascensdo capilar &, (em cm), o indice de vazios € € 0

didmetro efectivo D,, (em cm):

h, = ¢
e. Oy

(1.10)

onde C é uma constante empirica com as dimensdes de uma superficie, valendo entre 0.1 € 0.5

cm?,

Finalmente, e a titulo de conclusdo, é de referir que o estudo da capilaridade nos
solos é de fundamental importincia, face s pressdes negativas que se geram na agua no

interior da camada do solo onde se fazem sentir os efeitos da capilaridade.

1.6 FORMAS DE OCORRENCIA DA AGUA NOS SOLOS. SOLOS
SATURADOS E NAO SATURADOS

Com o objectivo de se avaliarem as formas de ocorréncia da agua nos solos,

suponha-se que se efectuou um furo no solo nas condigdes ilustradas na figura 1.2 .
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furo de
observagéo\\

I‘/;'/d' T R e
] agua de infitragéo l" |
| LA PR R O TP L T L |

F——— d4gua higroscdépica

linha de Y \\\\\\\\\\\\\\\\\\\x\ ‘
saturagdo \ \\\\\\Q camada capilar nao saturada \\b\\\\\\\\\\s\\\\\ franja
) \\\\\\\\ |
R R e e e e + }capllar
camada capilar saturada !
nf T ]

t”

solo saturado

Fig.1.2 Formas de ocorréncia da agua nos solos.

Numa primeira analise da figura 1.2 ressalta que a determinada profundidade aparece
agua dentro do furo [6]. Com efeito, a existéncia desta agua ¢ uma consequéncia directa da
agua gravitica drenada do solo circundante do furo. O nivel maximo atingido pela agua dentro

do furo designa-se, como ja foi referido atras, de nivel fredtico.

Abaixo deste nivel o solo encontra-se saturado visto que os seus vazios se
encontram totalmente preenchidos por agua. A esta situacdo, em que apenas coexistem as
fases liquida e solida do solo, vai corresponder um coeficiente de saturagdo de 100%.

Acima deste nivel, porém, o solo podera, eventualmente, estar saturado. De facto,

sob a ac¢do capilar, a 4gua sobe acima do nivel freatico constituindo a chamada franja capilar.

A franja capilar pode dividir-se em duas subcamadas: uma inferior saturada e uma

superior parcialmente saturada.

A linha que separa estas duas subcamadas designa-se, por sua vez, por linha de
saturagdo, e a sua localizagdo esta directamente relacionada com a granulometria e o indice de
vazios do solo. Sucede ainda, na sequéncia do referido na sec¢do 1.5, que entre a linha de
saturacdo e o nivel freatico, apesar do solo estar saturado, se verificam pressdes inferiores

pressdo atmosférica.
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Assim, assume particular importancia no estudo da percolagdo de agua nos solos
argilosos a localizagdo da linha de saturagdo, na medida em que a altura da subcamada
saturada da franja capilar podera atingir valores nao desprezaveis a escala de algumas obras de

engenharia.

Acima da franja capilar, a agua que ocorre no solo nao tem possibilidade de se
movimentar por acgdo de forgas hidrodinamicas dado que se encontra adsorvida a superficie

dos grios. Esta situagdo estd associada a consideragdo do solo como seco.

1.7  TIPOS DE ESCOAMENTO. EXPERIENCIAS DE REYNOLDS.
NUMERO DE REYNOLDS APLICADO AOS SOLOS

Sendo o solo considerado como um meio continuo de natureza polifasica, seria de
esperar que as leis fisicas que governam o movimento da agua no interior dos solos tivessem

em linha de conta a fenomenologia inerente a interacgdo entre as fases [7].

Na verdade, se bem que para alguns estudos, que envolvem casos especiais de
fluxo de 4gua, seja fundamental a consideragdo de tais fenomenos, no presente trabalho essa
abordagem é desnecessaria, face a pouca influéncia que se admite terem no movimento das

particulas de 4gua, sendo por isso omitida na idealizacdo do modelo fisico de base.

Nesta medida, o movimento da agua nos solos, como ja foi visto em pontos

anteriores, é apenas fungio das acgdes de origem gravitica e capilar.

Considere-se o movimento de um fluido num tubo de secgdo circular de pequeno
didmetro. Pelas leis da Hidraulica sabe-se que o movimento da agua nestas condigdes pode ser

de dois tipos: laminar ou turbulento.

O movimento laminar caracteriza-se pela independéncia das trajectorias das
particulas de agua durante o escoamento: O percurso de uma particula de agua ndo interfere
com o percurso de qualquer uma das outras. Pelo contrario, no movimento turbulento, as
trajectorias das particulas sdo aleatorias e ao interpenetrarem-se provocam a irregularidade e

mistura da massa fluida.

Com o objectivo de tipificar um escoamento como laminar ou turbulento,

Reynolds formulou leis fundamentais a partir de experiéncias por si idealizadas.
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-~
! V4
C
Laminar : Turbulento
- —4
D
Z
4
A Vcrit. v
v - velocidade do fluxo ; i- gradiente hidraulico

Fig.1.3 Movimento laminar e turbulento dos liquidos.

Na figura 1.3 encontra-se representado um grafico onde estdo registadas as

conclusGes dessas experiéncias e cuja interpretagdo € a seguinte [7]:

- até um determinado valor da velocidade, correspondente ao trogo AB da
figura, o fluxo do escoamento é proporcional ao gradiente hidraulico, ou
seja, proporcional a perda de carga por unidade de comprimento do tubo
associada as dissipagdes de energia por atrito interno do fluido e de atrito do

fluido com as paredes do tubo;

- prosseguindo com o aumento da velocidade, situagdo relativa ao trogo BC
da figura, comegam a formar-se turbilhdes junto as paredes do tubo,

atingindo-se um estado critico;

- aumentando ainda mais a velocidade, situagdo correspondente ao trogo do
ponto C em diante, ha uma retoma da relagdo de proporcionalidade entre o

fluxo do escoamento e o gradiente hidraulico,

- considerando o processo inverso relativo ao trogo CD da figura, que envolve
a diminui¢do da velocidade do fluxo do escoamento, verifica-se que a ultima
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relagio referida na etapa anterior se mantém valida para valores da
velocidade mais baixos (ponto D) que os verificados na altura da formagédo

dos turbilhdes (ponto B) com aumento da velocidade;

- diminuindo mais ainda a velocidade, situagio correspondente ao trogo DA da
figura, ¢ retomada a relagdo inicial entre a velocidade do fluxo e o gradiente

hidraulico.

Ao valor da velocidade correspondente a retoma da relagdo inicial entre a
velocidade do fluxo e o gradiente hidraulico (ponto D), Reynolds atribuiu a designagdo de

velocidade critica inferior.

Reynolds, ao constatar que 0 valor da velocidade média do fluido, v, ¢
inversamente proporcional ao diametro, d, do tubo, estabeleceu uma relagdo, designada por

mimero de Reynolds, R, , dada por:

_vdy,
n-8

R, (1.11)

onde ¥, é o peso especifico do fluido, p é o coeficiente de viscosidade do fluido e g a

aceleracdo da gravidade.

Com efeito, para escoamentos com numeros de Reynolds de valor inferior a um
determinado valor critico inferior, qualquer perturbagao acidental introduzida no movimento €
rapidamente amortecida, devido a acgdo da viscosidade, até desaparecer por completo,

mantendo-se a estabilidade do regime laminar.

O valor critico inferior do numero de Reynolds para a agua, indicativo de tal

estabilidade, corresponde, segundo as experiéncias de Reynolds, a R, =2000 .

Verificando-se que os fendmenos relativos ao escoamento de um fluido no interior
de um tubo e ao escoamento da dgua através de um meio poroso s3o, sob o ponto de vista
fisico, qualitativamente similares, os resultados obtidos por Reynolds permanecem validos, ndo

obstante algumas adaptagdes pontuais de indole quantitativa.
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Assim, o nimero de Reynolds adaptado ao escoamento de d4gua em meios porosos

sera dado por:

R =—= (1.12)

onde v ¢ a velocidade de percolagdo, d é o didmetro médio das particulas solidas do solo, p é

a massa volimica da agua e p o coeficiente de viscosidade.

Constata-se ainda que, em consequéncia da reduzida dimensdo dos vazios do solo,
a velocidade de percolagdo da agua € diminuta, o que faz com que, geralmente, 0 escoamento

da 4gua nos solos se processe em regime laminar.

1.8 LEIDE DARCY. PERMEABILIDADE

1.8.1 GENERALIDADES

Como ja foi referido anteriormente, as particulas de 4gua percorrem trajectorias
complexas e tortuosas no seu movimento através de um meio poroso [14]. No entanto, ao
verificar-se que estas trajectorias tém um pendor predominante, ou seja, a cada trajectoria de
uma particula corresponde uma linha média continua em relagio a qual os desvios da
trajectoria real sio minimos, o escoamento da 4gua num meio poroso podera ser representado
por um conjunto de linhas continuas, vulgarmente designadas por linhas de corrente ou linhas
de fluxo .

1.8.2 VELOCIDADE REAL E APARENTE DE PERCOLACAO

No estudo da percolagdo de agua nos solos, a velocidade que caracteriza o fluxo
de agua tem um carécter aparente [6], dado que traduz o volume de 4gua que atravessa a
unidade de rea, normal a direcgdo do escoamento, na unidade de tempo e ndo, como acontece
na realidade, o volume de agua que atravessa apenas os vazios do solo na mesma unidade de
tempo.
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Ora, sendo as trajectorias reais das particulas de agua algo tortuosas, convenhamos

que a velocidade real das mesmas ¢ de dificil ou mesmo de impossivel determinagdo.

Nesta medida, apenas uma estimativa podera ser feita por intermédio da velocidade
média real, v, das particulas de agua. Esta velocidade ¢ dada por :

v = (1.13)

onde v ¢ a velocidade aparente de percolagdo, ou apenas velocidade de percolagdo, e n € a

porosidade do solo.

Em suma, no estudo do escoamento de 4gua em meios porosos, a consideragdo do
campo de velocidades aparentes, ou apenas campo de velocidades, ao simplificar a formulagdo
matematica do modelo fisico associado ndo lhe vai retirar validade, visto que a contribui¢do da
energia cinética para a energia total do escoamento ¢ desprezavel, tanto para o caso das

velocidades aparentes como para o das velocidades reais.

1.8.3 ALTURA PIEZOMETRICA. CARGA HIDRAULICA. GRADIENTE HIDRAULICO

Considere-se a linha de corrente AB, representada na figura 1.4 [14], de
comprimento L, definida pelas cotas geométricas z, e z, das extremidades em relagdo a um

plano horizontal de referéncia arbitrario (z = 0).

Fig. 1.4 Linha de corrente orientada em relagao a um plano horizontal de

referéncia.
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As alturas h,, e h , atingidas pela agua no interior de tubos piezométricos
colocados em A e B, também designadas por alturas piezométricas, correspondem pressdes da

agua iguais, respectivamente, a u,=vy, .h ;e ug=v, .h ;.

A soma da cota geométrica com a altura piezométrica corresponde uma grandeza
H designada por carga hidrdulica. Nos pontos A e B a carga hidraulica assumira entdo,

respectivamente, os seguintes valores:
H =z +h, (1.14) e H, =z +h, (115
A diferenga AH entre as cargas hidraulicas em A e B, respectivamente H, ¢ H,,
designa-se por carga hidraulica de A em relagdo a B ou simplesmente por perda de carga entre

AeB.

Tem-se entdo:

AH =H —H, (1.16)
Substituindo as expressdes (1.14) e (1.15) na expressio (1.16), obtém-se:
AH =z +h, —(z +h,) (1.17)
ou ainda,
AH =(z —z) +(h, —h,) (1.18)

A perda média de carga ao longo do comprimento L da linha de corrente AB,

designa-se por gradiente hidraulico i € é dada por:

j =AH (1.19)
7 .

Ao gradiente de pressdes associado corresponde a expressio:

. . AH
1, =v,.1 ='yw.—z— (1.20)
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Fazendo uma analogia numa perspectiva de balango energético, a carga hidraulica
total H ndo é mais do que a energia potencial da agua por unidade de peso (U=P.h) em cada
ponto. Na verdade, em face da reduzida velocidade das particulas de dgua, a energia cinética €
desprezavel, fazendo com que a energia potencial das mesmas, em cada ponto da trajectoria do

escoamento, se confunda com a sua energia total.

Com efeito, o conceito de energia potencial estd intimamente relacionado tanto
com a energia posicional da mesma, ou seja, a energia das particulas de dgua inerente a
posigdo que ocupam, como com a energia interna de deformagdo induzida na agua pelo estado

de compressdo a que esta sujeita.

Assim, a alteragdo da cota geométrica e do estado de compressao que a unidade de
peso da agua sofre, durante o percurso entre 0s pontos A e B da figura 1.4, é acompanhada
por uma dissipagdo de energia AH devida ao atrito entre a agua e as particulas de solo.

1.8.4 LEIDE DARCY

Na figura 1.5 esta representado um dispositivo em que ¢ garantido o escoamento
de agua entre os pontos C e D de uma amostra de solo. A perda de carga total (hj-h2),
associada a dissipagdo de energia durante o escoamento da massa de agua, apenas se vai
verificar entre os pontos C e D. Na realidade, sucede que embora haja circulagdo de agua nos
trocos AC ¢ DB, a velocidade com que € feita € tdo reduzida que a dissipagdo de energia por
atrito com a superficie das paredes do tubo € desprezavel {14].

Fig.1.5 Experiéncia de Darcy.
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Relativamente a figura 1.5 tem-se ainda:

PontoA: A, =0 z=h h, =h
PontoB: h, =0 z=h, hy, =h,
PontoC: h,6 =h —h z=h h. =h
PontoD: A, 6 =h, —4, z =h, h, =h,

Darcy, com um dispositivo idéntico ao descrito na figura 1.5, verificou que o
caudal percolado Q €, por um lado, directamente proporcional a perda de carga entre Ce D e
a area S da secgdo da amostra e, por outro lado, inversamente proporcional ao comprimento L

da mesma.

Esta conclusdo, que é conhecida como a lei de Darcy, traduz-se matematicamente

pela expressio:

h ‘hz.szk.%f.gzk.i-s (1.21)

0=k

No entanto, para se obter a expressdo que vulgarmente se associa a lei de Darcy,

dividem-se ambos os membros da equagdo (1.21) pela secgdo S, obtendo-se:

(1.22)

<
1
nlo
1
k-

que estabelece a proporcionalidade da velocidade aparente (como se viu na sec¢do 1.8.2) em
relagio ao gradiente hidraulico i. A constante de proporcionalidade k, designada por
coeficiente de permeabilidade do solo, depende das caracteristicas do solo e do fluido e

exprime-se em ¢m/s ou m/s ja que tem as dimensdes de uma velocidade.

1.8.5 ISOTROPIA E ANISOTROPIA DA PERMEABILIDADE DUM MEIO POROSO

No estudo da percolagdo em meios porosos, caso se verifique, simultaneamente,
que a permeabilidade & do meio depende da direcg¢do considerada e que a invaridncia desta
relagio de dependéncia é extensivel a todos os seus pontos, poderd dizer-se que se esta
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perante um meio homogéneo € anisotropico. A permeabilidade & ¢ entdo neste caso fun¢do da

direccdo e independente das coordenadas espaciais.

Assim, no caso mais geral de um meio anisotropico tridimensional, a
permeabilidade de um determinado ponto do meio € caracterizada pela matriz de

permeabilidade ou tensor de permeabilidade nesse ponto [6]:

ke ky ke
[K]=| k, k, k, (1.23)
kxz kyz kz

Caso se trate de um meio poroso homogéneo, o tensor de permeabilidade sera o
mesmo em todos os seus pontos. Pelo contrario, se O meio for heterogéneo, o tensor de

permeabilidade caracteriza-se pela sua variabilidade ao longo do meio considerado.

O tensor [K] é simétrico e o seu elemento genérico, k, representa a componente
da velocidade na direcgdo i, induzida por uma componente unitaria do gradiente hidraulico na

direcgao j.

As direcgdes para as quais O vector velocidade é colinear com o gradiente
hidraulico designam-se por direcgdes principais de permeabilidade. Os valores dos
coeficientes de permeabilidade a elas associados designam-se por coeficientes principais de

permeabilidade.
A determinacio das direcgdes e dos coeficientes principais de permeabilidade

reduz-se a um problema classico de vectores € valores proprios. Assim, a condi¢do de

colinearidade supracitada, corresponde a seguinte relagdo:

[K]{u} =af{u} (1.24)

ou

([K] —e[{u} ={0} (1.25)

A solugdo do sistema de equagdes lineares homogéneas (1.25) impde a anulagdo

do determinante:

det([ K] —a[1]) =0 (1.26)
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As raizes da equagdo do 3° grau (1.26) vio corresponder os valores proprios, que
sdo, no nosso caso, os valores dos coeficientes principais de permeabilidade; as direc¢des

principais associadas vdo corresponder as direcgdes principais de permeabilidade.

Entdo, caso o referencial usado no problema em estudo esteja orientado de tal
forma que coincida com as direcgdes principais de permeabilidade do meio, o tensor (1.23)

sera reescrito da seguinte maneira:

k. 0 0
[K]=[0 k. O (1.27)
0 0 k,

em que os valores k; , para i#j , do tensor (1.27) s3o nulos, em virtude da mutua

ortogonalidade entre as direcg¢des principais de permeabilidade.

Finalmente, caso se esteja perante um meio isotropico, ou seja, em que

k.=k,=k.=k , o tensor (1.27) sera:

(1.28)

=

I
S O =
o o O
- O O

1.8.6 GENERALIZACAO DA LEI DE DARCY

Na secgdo 1.8.4 a lei de Darcy foi deduzida experimentalmente e viu-se que ela
consagra a proporcionalidade entre a velocidade de percolagdo da agua e o gradiente
hidraulico em meios porosos e homogéneos. O escoamento € suposto ser linear visto que na

experiéncia as linhas de corrente s3o assumidas como rectas paralelas entre si.

Ora, a expressdo (1.22) que traduz a lei de Darcy podera tomar uma forma
vectorial, sendo para isso necessario que o escoamento (ou as linhas de corrente), seja

referido a um referencial orientado no mesmo sentido do escoamento.
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Considere-se entdo uma linha de corrente arbitraria, representada na figura 1.6 no
plano xy do referencial, associada a percolagdo de agua num meio poroso bidimensional, isto
é, em que todos os fenomenos ocorrentes se repetem similarmente em planos paralelos aos

eixos xx e yy do referencial.

dx

Fig.1.6 Linha de corrente orientada segundo um
referencial Xy .

Designando por dH a variagdo da fungdo carga hidraulica H(x,y), entre 0s
extremos do segmento ds da linha de corrente, € por i o correspondente gradiente hidraulico,

podera estabelecer-se a seguinte relagdo:

i == (1.29)

No entanto, sabemos que:

OH _0H dx  3H dy

= (1.30)
ds 0dx ds Oy s

por outro lado,

ax
— =Cos« (1.31)
ds
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%Y —ina (1.32)
ds
ent3o,
i :a—H :91—1 Cos « +él—isina (1.33)
ds dx ay

Portanto, de (1.33) conclui-se que o gradiente hidraulico i, segundo uma
determinada linha de corrente, podera ser restabelecido em relagdo a um referencial, bastando
para isso, no caso mais geral de um escoamento num meio poroso tridimensional, determinar

as respectivas componentes i, i, i através das seguintes relagdes:

_oH
Y 9x
i, _9H (1.34)
S ay
oH
i, =—
0z

A generalizagdo da lei de Darcy para um escoamento num meio poroso

homogéneo e anisotropico caracterizado pelo tensor de permeabilidade (1.23), toma entdo o

seguinte aspecto:

o}

{v =[K{-} (1.35)

ou de uma forma expandida:

OH)
V\’ k\.’\’ Xy k¥7 ax
: N oH

Vy = k_\}, kyy kyz < "5; (136)
Vz kxz ky/ kp aH
0z
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em que o sinal menos que esta a afectar o vector das perdas de carga € incluido, ja que a
velocidade esta dirigida no sentido correspondente a diminuicio das perdas de carga

hidraulica.

No caso do referencial considerado coincidir com as direcgdes principais de
permeabilidade, os valores ndo diagonais do tensor de permeabilidades anulam-se (ver

expressio 1.27), reescrevendo-se a expressdo (1.36) da seguinte forma:

[ 9H)
Vx kx’ 0 0 gIX{
vt ={ 0 k0 —a—L (1.37)
vl 1o o k|| ok
| 4z
ou numa forma vectorial mais condensada:
oH oH 0H
v =k —8 +k,—&, +tk,—¢€ 1.38
ry g TKy dy 2 T TG (1.38)

emque € , & €& 30 0s versores segundo, respectivamente, as direcgdes x, y € z do

referencial considerado.

Finalmente, se 0 meio poroso em causa for homogéneo e isotropico, o tensor de
permeabilidades reduz-se a um Ginico valor constante, isto &, k = k; , para i=j, ficando a

expressdo (1.37) reduzida apenas a:

oH

vy 0x
v, t =k _OH| (1.39)

dy

v, o0H

a9z

ou também numa forma vectorial mais condensada:

v = —k- grad( H) (1.40)
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1.8.7 VALIDADE DA LEI DE DARCY

Em face do exposto nos pontos anteriores, geralmente considera-se valida a lei de
Darcy nos problemas que envolvem percolagdo em meios porosos. Esta lei, ao consagrar a
proporcionalidade entre a velocidade de percolagdo e o gradiente hidraulico, traduz, numa
perspectiva fisica, o facto de, por um lado, a velocidade de percolagdo ser proporcional as
forgas de gravidade, e por outro, ser inversamente proporcional as forgas de atrito que se
geram no contacto da massa de 4gua em movimento com a superficie das particulas sélidas do
solo.

Com efeito, da analise da equagdo v =k i, sendo k diferente de zero, conclui-se
que um gradiente hidraulico i, por mais pequeno que seja o seu valor, induz sempre

movimento na massa de agua.

Porém, ao aplicar-se, por exemplo, um gradiente pequeno num solo fino nio
saturado, ndo sO podera deixar de ter validade a relagio de proporcionalidade entre a
velocidade de percolagdo e o gradiente hidraulico, como também podera acontecer que o seu
valor ndo seja suficiente para estabelecer o escoamento [7].

Assim, ¢ legitimo inferir-se que para se estabelecer um escoamento € necessario
que o valor do gradiente hidraulico que esta na sua génese assuma um valor minimo. A este

gradiente € geralmente atribuida a designagdo de gradiente limiar i, .

Em suma, a lei de Darcy nio tem caracter universal, dado que teria que ser

reescrita para o caso dos solos finos da seguinte forma:

V=k(i —10) (1.41)

Na realidade, varios investigadores com base em ensaios e consideragdes teodricas
de alguma complexidade relativas a outras forgas que intervém durante a percolagio,
nomeadamente de origem capilar, tém proposto formulagdes diversas para a relacdo de
dependéncia entre a velocidade de percolagdo e o gradiente hidraulico. Nesta linha, Kézdi
(1974) obteve por via experimental, para os solos finos, a relagdo entre v e i representada na
figura 1.7.
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Fig.1.7 Relagdo entre a velocidade de percolagdo
e o gradiente hidraulico.

Da andlise do grafico, verifica-se que ao substituir a curva experimental OA'B pela

curva OAB se obtém a representagio grafica da equagdo (1.41).

Na sequéncia do referido no ponto 1.7, acerca da tipificagdo do escoamento
(laminar ou turbulento) com base no niimero de Reynolds adaptado aos solos, constata-se que
na percolagdo da agua nos solos ha uma transicio de movimento laminar para turbulento que
actualmente ainda ndo se encontra perfeitamente caracterizada. No entanto, admite-se
normalmente que para nimeros de Reynolds (ver expressdo 1.12) inferiores a unidade o

regime ¢ laminar, independentemente do tipo de solo.

1.9 EQUACOES DIFERENCIAIS GOVERNATIVAS DO
ESCOAMENTO DE AGUA EM MEIOS POROSOS

1.9.1 GENERALIDADES

No presente estudo, a dedugdo das equagdes diferenciais governativas do
escoamento da agua em meios porosos vai ser efectuada partindo do principio que o dominio

em que sio validas ¢ plano e bidimensional.
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Na realidade, apesar dos dominios percolados serem tridimensionais, o fluxo do
escoamento na maioria das situagdes ¢ considerado bidimensional, isto &, todos os fenomenos
ocorrentes durante o escoamento se repetem similarmente em planos paralelos que intersectam
o dominio tridimensional do escoamento.

1.9.2 EQUACAO DIFERENCIAL DA CONTINUIDADE

Considere-se o elemento de volume dx dy dz (dzna L ao plano do desenho) de
um meio poroso homogéneo representado na figura 1.8, em que o fluxo de agua associado ao
escoamento € considerado bidimensional, ou seja, todos os fendomenos ocorrentes se repetem
similarmente nos planos xy paralelos ao plano do desenho [14].

X T

i Vy

Fig.1.8 Elemento de volume.

Para que haja continuidade no elemento diferencial representado na figura 1.7,
considerando como incompressiveis tanto a agua como as particulas solidas do solo, a
quantidade de agua que entra no elemento tera que ser igual & quantidade que sai. Portanto,
pode-se estabelecer a seguinte equacio:

Ve dy dz+v, -dx-dz =(V‘_ + .

av. av,
“dx (dy-dz+ v, +51dy dx-dz  (1.42)
Y

que apos algumas simplificagdes toma a forma:
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avx av}’
+— = (1.43)
ax 0Oy

conhecida vulgarmente por equagdo da continuidade .

1.9.3 FORMULACAO DA EQUACAO DIFERENCIAL GOVERNATIVA DO

ESCOAMENTO COM BASE NA FUNCAO POTENCIAL E NA FUNCAO DE
CORRENTE

1.9.3.1 Meio Poroso Homogéneo e Isotropico

Relembrando a expressdo (1.39) que representa a generalizagdo da lei de Darcy
para um meio homogéneo e isotropico, tem-se:

aoH
Vel _ .. dx
{V} =k3 3H (1.39)

dy
Se se considerar a fungio ¢, designada por fungdo potencial.

qf)(.w,) =H +C (1.44)

(%)

em que C é uma constante cujo valor ¢ determinado pelas condigdes de fronteira, obtém-se:

9
Vil _ ) 0x
{V} =k 9% (1.45)

ay

Substituindo (1.45) em (1.43) obtém-se finalmente:
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— +— =0 (1.46)

A equagio (1.46), que nio ¢ mais do que a equagdo diferencial governativa do
escoamento formulada com base na fungdo potencial, governa o fluxo de qualquer liquido

incompressivel num meio poroso homogéneo e isotropico também incompressivel. Esta

equagdo € do tipo V2¢ =0, sendo por isso designada por equagdo de Laplace [14].

Salienta-se ainda que na equagdo (1.44) se atribuirmos um valor constante ¢, a ¢,

obtém-se:

H

() =¢, —C =const. (1.47)

que ndo € mais do que uma equagdo que representa um curva no plano xy em que a carga
hidraulica H é constante.

Considere-se agora a fungdo ¢ tal que:

Y (1.48)
v, = -———a‘p
’ ox
Relacionando (1.48) com (1.45) teremos:
9 _ 19y
0 ka
x J (1.49)
9 _10¢
dy k dx

Recorrendo a condigdo de igualdade das derivadas parciais mistas:
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oo _99¢ (1.50)
dxdy 0y0x

demonstra-se que a fungdo Y satisfaz também a equagdo de Laplace, ou seja:

a.’Z
iy

[=3)
[\S]

<=

<

+ =0 (1.51)

<%
o

Ao atribuir-se agora um valor constante ¥, a funcdo ¥ , obtém-se uma curva no

plano xy . Para identificar o tipo desta curva recorre-se a diferenciacdo da fungdo ¥

% i +9‘£ (1.52)
dx ay

Ora se ¢ é constante ( ¥ =¥, ), dy sera igual a zero, obtendo-se entao:

W
dy ox _ Y
"4 = =7 1.53
( aX)\p:\bl Q}_b_ Vx ( )
ay

d
Entéo, 9 , como € tangente a curva correspondente aos valores Y = ¢, =const.,
X

também coincide com a direcgdo da velocidade. Consequentemente, conclui-se que as curvas

lugares geométricos em que ¥ € constante representam a direcgdo da corrente em cada ponto,

sendo por isso designadas por linhas de fluxo ou linhas de corrente [14].

Adoptando um procedimento analogo para a fungdo potencial, tem-se:

db =92 ax +22 gy (1.54)

ax ay

(?Z) __" (1.55)
0X) 4=, 1%
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o que leva a concluir que as linhas equipotenciais sdo normais as linhas de corrente em meios

com isotropia de permeabilidades (k =k, =k, ).

1.9.3.2  Meio Poroso Homogéneo e Anisotrépico

Relembrando agora a expressio (1.36) que traduz a generalizagdo da lei de Darcy

para um meio homogéneo e anisotropico, tem-se:

dH

1% k. k

| | = To ax

R
dy

Nestas condig¢des, combinando a equagdo da continuidade (1.43) com a expressdo
(1.36), obtém-se, com base na fungdo potencial (¢=H+C), a equacdo diferencial governativa

do escoamento para um meio anisotropico :

0 dp o ] a¢ do
—| k. — +k — |+—| k,— +k,— | =0 1.56
ax( Toax Y 6y) ay( Yox 7 ay] (139

Por outro lado, como ja se viu anteriormente em (1.48), as componentes da

velocidade de percolagio relacionam-se com a fungdo de corrente da seguinte forma:

_W
- % (1.48)
_ oY
T dx

Atendendo a que ¢=H+C , conjugando (1.36) com (1.48) chega-se as relagdes

[11]:
_ L (w0
Jdx k. .k, —k, Yax 7 ay
4 (1.57)
w_, 1 [ W, W
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Recorrendo novamente a condigio (1.50) de igualdade das derivadas parciais
mistas:

2’ _ 90
9xdy  9ydx

(1.50)

e substituindo (1.57) em (1.50), obtém-se a equacdo diferencial que rege o escoamento de

4gua em meios porosos anisotropicos, cuja variavel dependente € a fungio de corrente:

P ST AU YU A VA |
dx| kok, —k,\ "~ 0x ¥ dy dy| kok, —k,\ 7 0x 7 Ay

(1.58)

£ de salientar, comparando com a equagao (1.56), que as componentes k; do

1
tensor de permeabilidade na equagao (1.58) se encontram multiplicadas por m ,
et

podendo dizer-se entdo que as equagdes (1.56) e (1 .58) sdo formalmente idénticas {11].

1.9.3.3 Condicées de Fronteira Associadas a Integragio das Equacoes
Diferenciais Governativas do Escoamento

Na integragdo das equagoes diferenciais que devem ser satisfeitas no dominio do
problema, ha que ter em conta as condi¢des que devem ser impostas na fronteira, sob pena, de

a0 nio especifica-las, o problema ndo ter solug@o.

Antes de passarmos a sua especificagdo, conveém aludir aos dois tipos de condigdes
de fronteira que v30 ser impostos: condi¢des de fronteira essenciais ou de Dirichlet ; ¢

condi¢des de fronteira secundarias ou de Cauchy.

Sem querer dar uma defini¢ao completa destes dois tipos de condicdo de fronteira,
pois serdo objecto de tratamento mais exaustivo numa fase mais avangada deste estudo,
convém desde ja dar algumas pistas para melhor se avaliar a sua importancia na formulagao do

problema associado a resolucdo das equagoes diferenciais governativas do escoamento.
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Assim, as condigdes de fronteira essenciais estio directamente relacionadas com a
imposi¢do, em certos pontos do dominio, de determinados valores prescritos da variavel
dependente da equagdo diferencial que rege o fendémeno. Caso a variavel dependente seja a
fungdo de corrente, as condigdes de fronteira essenciais serdo do tipo ¥ =y ; caso a variavel

dependente seja a fungdo potencial, teremos para condigdo de fronteira essencial ¢ = ¢ .

As condigdes de fronteira que sdo fungdo da variavel dependente da equagdo
diferencial regente do fendémeno, como por exemplo as que consistem na imposigio de caudais
nulos em algumas zonas da fronteira, correspondem as designadas condigdes de fronteira

naturais.

Apenas com o intuito de identificar e sistematizar matematicamente as
circunstdncias em que na realidade se verificam as condi¢bes de fronteira atras citadas,
considere-se uma barragem de terra constituida por um material homogéneo e anisotropico,

cuja geometria € dominio do escoamento se representam na figura 1.9 [11].

Fig.1.9 Dominio de escoamento de uma barragem
de terra homogénea e respectiva fronteira.

Relativamente a figura 1.9 consideram-se entio as seguintes condigdes de
fronteira:

-as linhas AB e DE sdo linhas equipotenciais, logo a fungdo ¢ mantém-se

constante ao longo destas linhas;
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-a linha BC é uma linha de corrente que limita superiormente o dominio do
escoamento, isto €, sob a qual se escoa a totalidade do caudal que atravessa o
dominio ( ¥ = @, em que Q € o caudal total percolado),

- a linha CD representa um trogo da fronteira do dominio em que a componente da
velocidade do escoamento normal a fronteira € ndo-nula; verifica-se ainda que ao

longo desta linha a fungdo potencial varia linearmente ¢ € igual a cota geometrica,

- finalmente, a linha AE é a linha de corrente inferior, abaixo da qual o caudal

percolado através do dominio é nulo ¥ = ¢ (superficie impermeavel).

Portanto, caso a variavel dependente seja a fungdo potencial o, identificam-se as

condi¢des de fronteira ilustradas na figura 1.10 :

Fig.1.10 Condig¢des de fronteira tendo como vanavel
dependente a fungdo o .

cuja formulagdo matematica €:

a) condicdo de fronteira essencial:

b =0 em T, (1.59)
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b) condigdo de fronteira natural:

(08, 8 3%, 29
o, -—(k“ 3x +kx}, ay)nx -i—(kxy Y +ky}, ay}n}, em T', (1.60)

emque I'; eT',sdo porgdes da fronteira I’ do dominio Q2 tal que I'UT, =T, e n, e n, sio as
componentes do versor 71 da normal exterior 4 fronteira (co-senos directores).

Caso a variavel dependente seja a funcdo de corrente ¥, as condi¢des de fronteira
sdo as representadas na figura 1.11.

Fig.1.11 Condigdes de fronteira tendo como variavel
dependente a fungdo ¥ .

cuja formulagdo matematica é:

a) condi¢do de fronteira essencial:

v =y em T, (1.61)
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b) condigdo de fronteira natural:
1 oy oY oY ay
=\l k — +tk_— + — +k_— I
¢ n kmkyy "'kz\,y {( XX aX Xy ay]n\' ( Xy aX 'yy ay n}, em ]
(1.62)

Esta ultima condi¢io de fronteira natural (1.62), partindo do principio que a

funcdo potencial ¢ ja € conhecida, podera tomar outra forma caso se julgue conveniente [11].

Fig.1.12 Versor normal e versor tangente a fronteira.

Com efeito, atendendo a figura 1.12, a relag@o entre as componentes dos versores

normal e tangente a fronteira € dada por:

nv\’ = _SV
: (1.63)
n =s_

onde 1 e § sdo, respectivamente, 0s vectores unitarios normal e tangente a fronteira em cada

ponto.

Por outro lado sabe-se que:

L=V §=—s +—3S (1.64)
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combinando (1.64) com (1.57) tem-se a expressao:

3o 1 ay ay oy Y
= e —X +H k, — +k, —— 1.65
35 kk, K, Kk\y e TKs ayjny [ wax Koy ) (1.65)
que comparada com (1.62) fica:
v, __9% (1.66)
as

A expressdo "'%6) tem particular interesse quando surgem condigdes de fronteira
do tipo das impostas na . .ha CD da figura 1.11, em que a fung3o potencial ¢ , ao ser
conhecida previamente, permite calcular facilmente a sua vartagdo segundo a tangente a

dp _Ad

frontetra [11], isto ¢ — =— |
ds L

1.10 FORCAS DE PERCOLACAO. GRADIENTE CRITICO

1.10.1 FORCAS DE PERCOLACAO E SUA GENESE HIDRODINAMICA

Ja se sabe que a agua durante o seu movimento vai gerar tensdes de natureza
viscosa na estrutura solida do meio poroso que, por sua vez, vao ser equilibradas por forgas
resistentes mobilizadas no mesmo meio. Entdo, tendo em conta o principio da igualdade do par
acgdo-reacqdo, podera dizer-se que estas forgas resistentes, associadas a reacgdo do meio
sobre o escoamento, equilibram forgas iguais e directamente opostas que reflectem a ac¢do do
movimento da agua sobre o meio. A estas forgas € normalmente atribuida a designagdo de

Sforgas de percolagdo [14].

Considere-se a figura 1 13 que corresponde a um caso em que se verifica

escoamento do ponto P, para o ponto P, .
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BRI UAR RS 1%

Fig. 1.13 Cortina impermeavel. Escoamento do ponto P ~ ra o ponto Py,

Como a distribui¢do de pressdes neutras ndo ¢ hidrostatica :

B
J Ry 2 =f dp (1.67)
R
atendendo a que:
dp =P ax +9P 4y = grad(p)- ds (1.68)
ax ady
tem -se:
A ___.,
p —po =] grad(p)- ds (1.69)
P
Por outro lado, sabe-se que:
H=y+Fr o p=y,(H-y (1.70)
e

grad(p) =vw(§5d<H> —ér?du)J (171)
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entio:

) . n .
P —P =| 7. grad(H)-ds —[ v, grad(y)-ds  (1.72)

2] 2]

ou tendo em conta relagdes idénticas a (1.68)

H A
P ~p =7, | dH =y, [dy=v,(H —H) —v,(% -y) (1.73)
H,

B()

Da analise da expressdo (1.73) conclui-se que a primeira parcela representa a
variagdo da pressdo de natureza hidrodindmica e a segunda a variagdo de pressdo de natureza
hidrostatica [6].

A titulo de curiosidade, refira-se que se na figura 1.13 ndo estivesse estabelecido o

escoamento de P, para P ,-a distribuigdo de pressdes era apenas de natureza hidrostatica, pois
AH = 0, e a expressdo (1.73) seria reescrita na forma:

b — P =_'Yw(.y1 —.Yo) =’Yw()’o —.YI) =Y, D (1.74)
Assim, a parcela de (1.72) que corresponde a variagdo de pressdo de natureza

hidrodindmica estd directamente relacionada com as forgas de percolagdo por unidade de

volume que se geram durante o escoamento. Portanto:

?pm =v, 1 =7, grad(H) (1.75)
Estas forgas sdo dirigidas no sentido do escoamento e sd3o normais as linhas

equipotenciais. Caso o solo seja isotropico, estas forgas sdo colineares com os vectores

velocidade e por isso tangentes as linhas de corrente.

1.10.2 GRADIENTE CRITICO

Do exposto no ponto anterior, infere-se que, pelo facto de serem aplicadas forgas

ao solo pela d4gua em movimento, as tensdes no macigo sdo modificadas durante o
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escoamento. Quando o sentido das forgas € oposto ao da gravidade, as tensoes efectivas s3o

reduzidas, ocorrendo o contrario, quando o sentido das forcas é o mesmo da gravidade.

O conceito de tensdo efectiva esta directamente relacionado com as tensoes
instaladas no esqueleto solido do solo que garantem a sua coesdo. Isto €, caso as tensoes

efectivas se anulem o solo desagrega-se, "colapsa”.
Considerando novamente a figura 1.13, mas agora supondo que estamos perante
uma situacdo hidrostatica ( AH =0) , 0 calculo das tensdes efectivas verticais ¢', , no ponto

P,, ¢ feito & custa da determinagdo da tensdo total o, em P, , a partir da baridade saturada do

solo, depois de subtraida da pressao neutra ¥ no mesmo ponto [6]. Isto €

o' =0, —1 =vu D=7y D =Dva —74) (1.76)
A baridade do solo saturado ¥,,,, ou seja, quando os vazios do solo se encontram
totalmente preenchidos por agua, € igual a soma, na unidade de volume de solo, do peso dos
grio de solo com o peso da agua que ocupa 0s respectivos vazios.

Considerem-se entdo as for¢as actuantes na unidade de volume do solo:

- peso dos graos do solo cuja forga associada é dirigida de cima para baixo e

¢ dada por:
Gy
= - 1.77
Ys T 1e (1.77)
em que: G - ¢é a densidade dos grdos de solo;

e - éo indice de vazios;

~. - Peso volumico da agua.

- peso da agua que ocupa os vazios, cuja forga associada ¢ dirigida também

de cima para baixo e ¢ dada por:

= (1.78)

Portanto:

v, (G+e)

Y sat =’Ygra'os+’yw,vaz - 1 +e (179)
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Por outro lado, a tensdo efectiva, sabendo-se que esta relacionada com a tensdo
efectivamente instalada no esqueleto sélido do solo, pode ser calculada de uma forma
alternativa a partir de todas as forgas que actuam na unidade de volume de solo. Consiste
simplesmente em subtrair ao peso dos grios, na unidade de volume de solo, a impulsio que a
agua exerce sobre os mesmos. Esta impulsdo ¢ uma forga dirigida de baixo para cima, na
mesma unidade de volume, e ¢ igual a0 peso do volume de liquido deslocado pelos grios.

Sendo entdo o peso do liquido deslocado na unidade de volume do solo igual a :

Yw
oy = (1.80
Y dest | +e )

a nova baridade do solo, que se designara por baridade submersa e que ¢ interpretada como
uma baridade efectiva na medida em que ¢ uma baridade corrigida do solo vocacionada para o
calculo das tensdes efectivas, ¢ dada por:

(G-1)y,

Y sub :'Ygra'os—‘Ydesl - 1 +e (181)

Esta baridade submersa, v,,, , no entanto, pode ser determinada de uma outra
forma a partir da baridade saturada v,,, . Pois se subtrairmos Y @ Ysa » Pela expressdo (1.79)
vem :

_Y.(G+e) ~y,(+e) v, (G-

’Ysa! —’YW 1 +e 1 +e (182)
resultado que € igual a expressdo (1.81). Portanto:
’ysub :'Ysat —'YW (183)

Numa situagdo em que exista escoamento, para além das forgas ja referidas numa
situagdo hidrostatica, vdo actuar forgas de percolagio na unidade de volume.

Vectorialmente tem-se entio:

= oH o0H . .
R = ’YW ’ VW— .—'Ysub :(’YW ) I.\' 3 ’YW ) I_y _’Ysub) (184)
dax dy
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em que R é a resultante das forgas que actuam agora na unidade de volume e v, i, € Y,

sio as componentes da forca de percolagdo que actuam na mesma unidade de volume.

Analisando a componente de R segundo o eixo yy durante o escoamento, ¢ de

fundamental importancia fazer os seguintes comentarios:

- se o fluxo do escoamento é descendente, a componente vertical de R aumenta,
fazendo com que as tensdes efectivas sejam maiores do que na situacdo

hidrostatica,

- pelo contrario, se o fluxo do escoamento é ascendente, a componente vertical de
R diminui, fazendo com que as tensdes efectivas sejam menores do que na

situagdo hidrostatica,

_ se a componente segundo yy de R diminui de tal forma que se anula, isto implica a
anulagdo das tensoes efectivas ; interessa, portanto, determinar o valor do
gradiente hidraulico, que passa a ser designado por gradiente hidraulico critico,

i, para o qual as tensdes efectivas se anulam:

. . Y su
’YW.Icril _’Ysub :0 < lcrir :———2— (185)

w

A titulo de exemplo, refira-se que nas areias soltas e compactas o gradiente
hidraulico critico i, varia, respectivamente, entre 0.85 e 1.05. Neste tipo de solos, em que a
resisténcia ao corte é fundamentalmente garantida pelas forgas de atrito que se desenvolvem
nos contactos entre 0s graos, para o i =i © solo deixa de ter resisténcia, comportando-se

como um liquido denso.

Para gradientes hidraulicos elevados ou até superiores ao critico, as forgas de
percolagdo sio de tal modo elevadas que estdo na origem de fenomenos que provocam a
instabilidade de algumas obras de terra. Destes fenomenos destacam-se, pela sua importancia e

maior probabilidade de ocorréncia, o piping e o levantamento hidraulico .
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.11 DEDUCAO DA EQUACAO GERAL DA CONTINUIDADE QUE
REGE O ESCOAMENTO DE UM FLUIDO NUM MEIO POROSO
NUMA PERSPECTIVA DE CONSERVACAO DA MASSA

1.11.1 FORMULACAO GERAL DA EQUACAO DA CONTINUIDADE

Seja V" uma porgdo de volume contido no seio de um fluido compressivel, limitada
por uma superficie S, de normal 7 , num ponto genérico desta, dirigida para o exterior de V
(ver figura 1.14).

Y* n4

[}

Fig. 1.14 Porg¢do de volume V de um fluido limitada por uma
superficie .

A massa total contida no interior de V, seraigual a :
M=Jp.dv (1.86)
v

em que p € a massa especifica.

Em consequéncia de variagdes da densidade do fluido , esta massa pode variar de
instante para instante, mas, face ao "principio da conservagdo da massa", aquela variagio
deve corresponder i diferenca entre a massa entrada em V. no mesmo intervalo, e a massa

b4

saida.

Ora, sabendo-se que o caudal que entra pela superficie elementar ds ¢ dado por:

dQ =v|n-ds (1.87)
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em que V é a velocidade, a massa correspondente entrada no mesmo volume V ¢ igual a:
dm =p-v|n-ds (1.88)

Entio, o fluxo total de massa através da superficie S assume o valor:
[o-vln-ds (1.89)
N

Por outro lado, considerando o teorema de Ostrogradski ou da divergéncia, tem-
se:

jp-*vlfz-ds =j dip - ¥) - dv (1.90)
S \'%

expressio que devera ser igual & variagdo da massa contida no volume ¥, no mesmo intervalo
de tempo, isto €:

P A S dp
J;dzv(p V) dv——é—tj;p dV——J;—a—th (1.91)

A relagio (1.91) deve ser verificada para todo e qualquer volume ocupado pelo
fluido (o volume de referéncia V ¢ arbitrario), implicando por isso a anulag@o do respectivo
integral, tendo-se, portanto, as expressoes:

ou (1.92)

que exprimem a "equagdo geral da continuidade” (ou da conservagdo da massa), para um

fluido qualquer.
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1.11.2 FORMULACAO DA EQUACAO DA CONTINUIDADE NO CASO DO
ESCOAMENTO DE AGUA NUM MEIO POROSO

Conforme ja se referiu anteriormente, a consideragdo do solo como um meio
continuo de natureza polifasica é justificada pelo facto do solo ser constituido por materiais
cujos estados fisicos s3o distintos: as particulas solidas, a agua e o ar.

Nesta medida, sucede que num elemento de volume de solo apenas a fase liquida
(4gua), ao preencher parcial ou totalmente os vazios da mesma unidade de volume, € que
contribui para a variagdo da massa na unidade de tempo [6].

Consequentemente, na dedugdo da equagdo geral da continuidade, ha que ter em

conta o volume que é efectivamente ocupado pela agua.

Tendo em conta as expressdes (1.2) e (1.4), o volume elementar dv,, de dgua que

ocupa um volume elementar dvde solo € dado por:
dv, =S, n-dv (1.93)
Na expressio (1.93), o produto (n.dv) esta directamente relacionado com o
volume elementar disponivel para ser preenchido por agua, enquanto o coeficiente de

saturagdo S, mede o grau desse preenchimento.

A massa de dgua contida num elemento de volume de solo sera dada entéo por:

dm =p - dv, =ﬂde =Yw.g .p-dv (1.94)

Assim, a expressdo (1.91), no caso do escoamento de agua através de um solo,

tomara a seguinte forma:

J‘l'di‘(yw-ff)'dvz—2 l('yw'Sw'n)°dv (1.95)
vE oy g
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ou ainda:

j[i ~dify,, - 7) - dv +13(7W ‘S, 'n)} cdv=0  (1.96)
v g ot

Esta expressio traduz a "equagdo geral da continuidade” para O caso do
escoamento de dgua num meio POroso saturado ou ndo saturado, sendo Vv a velocidade de

percolagdo da agua.

Em face dos resultados obtidos em secgdes anteriores e das caracteristicas fisicas
inerentes tanto ao dominio do escoamento (solo) como ao fluido (4gua) percolado no seu
interior, a expressdo (1.96) podera tomar uma forma mais explicita. Para isso, ©
desenvolvimento das duas parcelas da equagao (1.96) ir4 ser feito separadamente € a0 mesmo

tempo comentado sempre que se julgue adequado.

1.112.1 Desenvolvimento da 1* Parcela

Relativamente a 1* parcela:

jl-div(yw-“v)-dv (1.97)
v &

que traduz o fluxo de massa que atravessa a fronteira do dominio na unidade de tempo,

introduzindo a lei de Darcy generalizada para um dominio bidimensional homogéneo e

anisotropico, obtida pela adaptacao da expressio (1.36) a um meio bidimensional:

0

Vi . kxx kxy ox
{} [k kj 0% (2
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Finalmente, considerando a dgua como incompressivel, isto €, v, € constante no
tempo, e o tensor de permeabilidade [ K] como fun¢do do tempo, a expressio (1.99)

reescreve-se da seguinte forma:

| - 0% d do 0 1) J do do
—d ) edv= Tk 2o Tk gk 2|4
J;,g My 7)-dv -[,g{ ax( *ax v ByJ 6y( Yoax 7 ayﬂ Y

(1.100)

Se da analise da expressdo (1.100) se compreende facilmente a variabilidade de ¢
no tempo, ja 0 mesmo ndo acontece em relagdo a variabilidade do tensor de permeabilidade

[ K] . A sua justificagiio, porque esta fora do contexto deste capitulo, sera feita no 4° Capitulo

do presente estudo, referente ao estudo dos escoamentos transitorios em meios poroso.

1.11.2.2 Desenvolvimento da 2* Parcela

Relativamente a segunda parcela da expressdo (1.96):

ji}[%(yw-Sw'n)]dv (1.101)
v

que traduz a variagdio de massa no interior do dominio na unidade de tempo, o seu
desenvolvimento sera feito a custa da determinagdo da derivada do produto pela qual é

exclusivamente constituida.

Assim, o calculo daquela derivada sera igual a :

vy, S, n on 3S dy
—tw w7 . i -n-—* -n-—% 1.102

Com efeito, como ja sucedeu no desenvolvimento da 1° parcela da equagdo (1.96),
considerando a 4gua como incompressivel, a 3* parcela do 2° membro da equagio (1.102) ¢é
simplesmente eliminada, em face da invariabilidade do peso volimico v,, no tempo.

Por outro lado, da analise da 1* parcela do 2° membro da equagdo (1.102), ¢
introduzida na formulagdo do problema em estudo a variagdo da porosidade resultante da

alteragdo do volume dos grdos e do volume de vazios, quer por acgdo da variagdo da tensio
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efectiva, que induz a rearrumagdo do esqueleto solido do solo, quer por ac¢do da pressao
neutra. Apesar da variabilidade deste parimetro ser de fundamental importancia no estudo da
deformacdo e consolidagdo em meios porosos, no presente estudo nao foi tido em conta, visto
que, por um lado, a sua consideragio acarretaria um aumento consideravel na complexidade da
formulagdo do problema e, por outro, dado admitir-se que a porosidade é uma grandeza que

assume valores constantes em certos tipos de solo.

Deste modo, a eliminagdo da 1* parcela do 2° membro da equagdo (1.102) impGe
limitagdes ao campo de aplicagdo da formulagio matematica desenvolvida. No entanto, como
muitas das obras de terra em Engenharia sdo realizadas em materiais de natureza arenosa, que
sdo susceptiveis de serem caracterizados pela invariabilidade da sua porosidade ao longo do
tempo, a importancia da formulag3o matematica, subjacente 2 idealizagdo do algoritmo que vai
servir de base a implementagio do MLEF neste estudo, ndo fica diminuida apesar da

simplificago que vai ser imposta.

Finalmente, sabendo-se que existe uma relagao de dependéncia entre o teor de
humidade e a pressdo na agua, € necessario dar uma forma diferente a 2* parcela do 2° membro
da equagdo (1.102) para que aquela relagdo de dependéncia seja considerada na formulagdo

matematica em causa.

Com efeito, verifica-se que enquanto para pressdes neutras positivas 0 coeficiente
de saturagdo ¢ igual & unidade, para pressoes neutras negativas o coeficiente de saturagdo €

inferior 4 unidade.

Assim, assumida esta relagdo de dependéncia entre o coeficiente de saturagdo € a
pressdo neutra, ¢ possivel dar outro aspecto a parcela em causa, trabalhando-a da seguinte

forma:

as, _aS, ap.,

ot dp, Ot

(1.103)

Por outro lado, como p, =v,(é— y) e a agua € considerada como

incompressivel, a derivada da pressdo em ordem ao tempo € dada por:

o, _. 99

= 1.104
ot V‘Vat ( )
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Introduzindo a expressdo (1.104) em (1.103) vem:

o5, _, 05, as 109

o " op. ar

Finalmente, a 2° parcela do 2° membro da equagio (1.102) tomaré o aspecto:

3S, _» . 0, 3

1.106
dp, Ot ( )

il a (88, as)
J-[—(VW'SW'H)]dV—fV(; " E) dv (1.107)

1.11.2.3  Aspecto Final da Equacio Geral da Continuidade

Em face dos desenvolvimentos das duas parcelas da expressdo (1.96) dados,
respectivamente, pelas expressdes (1.100) e (1.107), a equagdo geral da continuidade para um
meio poroso homogéneo bidimensional anisotrépico, saturado ou ndo saturado, atravessado
por um fluido incompressivel ¢ dada por:

a( 3¢ 645) a( 3¢ aqsﬂ ( a8, 8(15)
Iy R el e IV SR dv + dv =0
-[[ dx dx ¥ dy) dy\ " adx " a9y J 8pw at

(1.108)

1.11.3 ESCOAMENTOS PERMANENTES. ESCOAMENTOS TRANSITORIOS

Quando na formulagdo matematica do modelo fisico, associado ao escoamento de
agua em meios porosos, as variaveis sdo independentes do tempo, o escoamento ¢

caracterizado por se processar em "regime permanente”.
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Contrariamente, caso se verifique que qualquer uma das variaveis em jogo €

dependente do tempo, 0 escoamento processa-se em "regime transitorio”.

Com efeito, por inspecgdo da expressdo (1.108), infere-se que no caso do dominio
do escoamento (solo) se encontrar saturado, ou seja, com um coeficiente de saturagdo S,
unitario € constante no tempo, a parcela que contempla a variagdo da fungdo carga hidraulica
(potencial) anula-se, concluindo-se, por isso, que um escoamento ¢ permanente desde que as

condicdes de fronteira que estdo na sua génese também o sejam.

No caso do dominio do escoamento se encontrar parcialmente saturado,
verificando-se a variagio do coeficiente de saturagdo no dominio considerado, ¢ também
possivel ter-se um escoamento em regime permanente, desde que as condi¢des de fronteira
sejam invaridveis ao longo do tempo, de modo a permitirem a estabilizagdo das variaveis
intervenientes na formulagio do problema. Estas consideragdes tém importancia acrescida
quando se fizer referéncia, nos Capitulos 3 e 4 do presente estudo, a métodos de determinagdo
da superficie livre nos escoamentos nao confinados, quer em regime permanente, quer em

regime transitorio .



CAPITULO 2

FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS POR UMA VIA DE RESIDUOS PESADOS

2.1 INTRODUCAO

Os modelos fisicos, utilizados na descrigdo da maioria dos fenomenos que ocorrem
na natureza, podem ser formulados matematicamente através de equagdes diferenciais (ou

integrais) que relacionam os diversos parametros intervenientes na sua caracterizagao.

Com efeito, embora se verifique que o estabelecimento de tais equagdes se
consegue com relativa facilidade, a sua resolugio por via analitica esta restringida apenas a

casos muito simples.

Este facto, aliado ao permanente desenvolvimento ao nivel da informatica, tem
conduzido ao incremento da utilizagdo dos métodos numéricos, através dos quais as equagdes
sio tratadas de modo a assumirem uma forma algébrica, envolvendo, assim, apenas operagoes

aritméticas elementares.
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Dos métodos numéricos mais divulgados destacam-se os métodos variacionais
(Ritz, minimos quadrados, Courant...), os métodos de residuos pesados e o método dos
elementos finitos (MEF) .

A utilizagio do MEF permite a transformagdo de problemas de tipo continuo (ou
de campo) em problemas discretos. Isto €, os problemas regidos por equagdes diferenciais,
cuja solugdo € dada por fungdes continuas das coordenadas espaciais e/ou do tempo, reduzem-
se a obtengdo do valor dessas fungdes em pontos discretos do dominio. A obten¢do dos
valores das grandezas nos restantes pontos ou instantes é conseguida a custa de processos de
aproximagdo (ou de interpolagio) ao nivel de cada elemento. Em contrapartida, os métodos
variacionais e de residuos pesados tém por objectivo a construgdo de uma fungio que seja uma
boa aproximagdo a solugio da equagdo diferencial em todo o dominio.

Nesta medida, o MEF pode ser interpretado como a aplicagdo, ao nivel do
elemento finito (ou subdominio), de um dos métodos variacionais ou de residuos pesados ja
referidos. Enquanto estes sdo de dificil aplicagio em dominios de geometria irregular, o MEF
tem a vantagem relativa de permitir, ao discretizar-se o dominio, a transforma¢io de um
dominio geometricamente irregular em varios subdominios (ou elementos finitos) de geometria
mais simples. Assim, o0 MEF, ao caracterizar-se pela sua versatilidade, quer na aplicagio a
dominios de geometria complexa, quer no desenvolvimento dos algoritmos matematicos
subjacentes a implementagio de programas de calculo automatico, tornou-se no método de
discretizagdo e aproximacdo mais completo e divulgado na actualidade.

Em face de tudo o ja exposto, ¢ legitimo inferir-se que a formulagdo do MEF pode
ser realizada por duas vias: por via variacional ou por uma via de residuos pesados [18].

Neste estudo, a via adoptada na formulagdo do MEF para o escoamento de agua
€m meios porosos vai ser a via de residuos pesados. Na verdade, esta opgio justifica-se por
duas ordens de razges:

I?) a aplicagdo dos métodos variacionais ao problema em causa requer a
minimiza¢do de um funcional que, embora possa ser estabelecido com base
em consideragdes matematicas, nio decorre directamente do suporte fisico-
matematico desenvolvido no Capitulo 1:

2%) pelo contrario, o método dos residuos pesados opera directamente sobre as
equagoes governativas do problema e, portanto, possui uma interpretagio

fisica mais imediata e inteligivel.
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Nio obstante a op¢do tomada, qualquer uma das vias em causa conduz as mesmas

equagdes intervenientes na formulagdo do MEF.
Assim, neste capitulo, a formulagio do MEF vai ser precedida de uma breve

referéncia aos métodos variacionais e da apresentagio mais detalhada do Método dos Residuos

Pesados.

22  BREVE REFERENCIA A FORMULACAO DO MEF POR VIA
VARIACIONAL

A formulagio do MEF por uma via variacional implica a consideragdo de um
funcional associado & equagdo diferencial governativa [17]. Funcional, de uma forma simplista,
podera considerar-se como uma fungdo em que a variavel dependente € também uma fung@o.

A construcdo de funcionais associados as equagdes diferenciais e condi¢bes de
fronteira que caracterizam determinado problema podera ser realizada a partir das equagdes de

Euler.

Com efeito, considerando a equagdo diferencial governativa:

{u,—aﬂ,a",’,...} =0 2.1
ax; 0x;

o funcional associado tera o seguinte aspecto:

2 2
l’(u) :J U,éy—,ig,... dV+J‘ u’ﬂ,ig.’... .ds (22)
v dx; dx; g ax. Ox;

Tendo em conta a formulagdo de Ritz, procura-se uma solugio do tipo:

u, =Y ¢ by (2.3)
£
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emque: ¢, sdo os coeficientes de Ritz;
¢, sdo as fungdes de forma, linearmente independentes, definidas em todo o

dominio e que satisfazem as condicdes de fronteira.

Substituindo a expressdo (2.3) em (2.2) obtemos o funcional L, em funcdo dos

coeficientes ¢, .

A utilizagdo de principios variacionais levam a imposi¢do da estacionaridade do
funcional, ou seja, a determinagio do valor de u que conduz o funcional L, a um valor
minimo (minimiza¢do do funcional L, ). Nesse sentido, a condi¢do necessaria para que o

funcional L, tenha um minimo ¢é dada por:

L) _, k=12,....n (2.4)
ac,

Obtém-se assim um sistema de n equagdes em n incognitas €y Cype-.,C, € pOTtanto a

solugd@o aproximada u,, .

Embora os métodos variacionais fornegam meios simples de determinar fungdes
aproximadas, a aplicagdo a problemas de fronteiras irregulares torna dificil a escolha das
fungdes de forma.

No MEF, cuja formulagio pode ser realizada pelo Método de Ritz, conforme ja se
referiu anteriormente, aquele problema € na pratica resolvido dividindo o dominio em
subdominios (elementos finitos) de geometria regular.

A fun¢do procurada € aproximada localmente em cada elemento, a partir de
fungdes de forma locais, obtendo-se assim (sem nunca o explicitar) funcdes de forma globais,
resultantes de um processo de combinagio das fungdes de forma dos diferentes elementos que
concorrem num determinado nd e que so sdo diferentes de zero nessa regido do dominio que

concorre no nd em causa.
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2.3  METODO DOS RESIDUOS PESADOS

2.3.1 ESSENCIA DO METODO

E objectivo deste método a determinagao de uma funcdo aproximante & a solug@o
exacta u de uma equagdo diferencial que governa um determinado fenomeno, garantindo o
cumprimento das condigdes de fronteira, isto €, que seja exacta na fronteira I' do dominio .

Com efeito, considere-se para fun¢do aproximante &, uma combinagdo de fungdes
dada por [18]:

M
u~i=y +VYa, N, (2.5)

em que:
- ¥ é uma fungdo que na fronteira I' assume exactamente 0S valores de u, isto €,
Yr=Hp ;
-{N}} j=L...M , ¢ um conjunto de fungdes de aproximagdo linearmente
independentes, que devem anular-se na fronteira I' ;
- {a;}, j=1,...,M , é o conjunto dos coeficientes de aproximagdo que devem ser

determinados de forma que a aproximagdo # seja a melhor possivel.

A selecgdo do conjunto das fungdes {V;} deve ser feita de tal forma que assegure a
convergéncia da fungdo aproximante # para a solugdo exacta u, quando M tende para infinito.

Isto &

M
g*miw +j;aj-Nj) =u (2.6)

Com base nos critérios atras referenciados para a escolha das fungdes ye{N},a
fungdo aproximante #, dada pela expressdo (2.5), assume valores exactos na fronteira,

independentemente dos valores dos coeficientes de aproximagdo {a;} .

A determinagio dos coeficientes {a;} pode ser conseguida impondo a condigdo de

a fungdo aproximante & assumir valores exactos em M pontos distintos do dominio € . Na
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verdade, ao impor-se que d,=u,, , para i=l,...,M , torna-se possivel estabelecer um sistema de

M equagdes lineares a M incognitas que nos permite calcular os valores dos coeficientes {a;} .

k;ra. =f ou [K|{a} ={ f} (2.7)

com

18 ={u,} ~{y} (2.8)

I
I
=

®

I

<
Q
=

€ em que:
- k;; € o valor da fungdo N, calculada no ponto p; (ij=I,...,M);
- 4, € o valor exacto da fungdo # num dos pontos p; escolhidos (i=1,...,M);
- ¥; é o valor de ¥ num dos pontos p; escolhidos (i=1,...,M);
- a; (j=1,...M) correspondem aos coeficientes de aproximag¢do ou incognitas do

problema.

Contudo, como se podera entender facilmente, este procedimento para
determinagdo dos coeficientes de aproximagio {a;} peca pelo restrito ou quase inexistente
campo de aplicagdo, ja que € necessario o conhecimento prévio do valor da solugdo exacta u,
nos pontos inicialmente escolhidos do dominio €.

Nao sendo este ainda o Método dos Residuos Pesados (MRP), a simplicidade da
sua aplicagdo, na qual sdo evidenciados os fundamentos subjacentes a formulagio do MRP, s6
por st justifica a abordagem atras efectuada.

2.3.2 CONCEITO DE RESIDUO. APROXIMACAO POR RESIiDUOS PESADOS

Em face do exposto no ponto anterior, entende-se por erro ou residuo de uma

aproximagdo a diferenga entre a solugdo exacta e a aproximagio [18]:
R, =u-—d (2.9)
Constatando-se que as fungdes u e 4 sdo apenas fungdo das coordenadas do

dominio {2, por analise da expressio (2.9) conclui-se que a fungdo residuo R, também tem por

variaveis dependentes as mesmas coordenadas do dominio em causa.

Numa primeira asser¢do, somos levados a considerar que a precisio de uma
aproximagdo sera tanto maior quanto menor for o valor do residuo associado. Bastaria entdo
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para isso que se impusesse 0 anulamento do integral do residuo estendido ao dominio, de tal

forma que os erros por defeito compensassem 0S €rr0s por €XCesso.

,[Rn - d( =f(u-ﬁ)'aﬂ (2.10)
Q Q

No entanto, face a possibilidade de surgirem fungdes aproximantes geradoras de
residuos que se caracterizem pela sua grande amplitude e dispersdao no dominio, podera
acontecer que um grande residuo de valor negativo, num certo ponto do dominio, possa ser
compensado por outro grande residuo, mas agora de sinal positivo, noutro qualquer ponto do

dominio [6].

Consequentemente, infere-se que o critério preconizado pela expressdo (2.10) para

minimizagdo do residuo, ndo garante a obtengao de uma boa aproximagao.

Nesta medida, em alternativa a este critério, é sugerido um outro que consiste no
anulamento de um nimero apropriado de integrais do residuo estendidos ao dominio, mas

agora com o residuo pesado de diversas formas:
[ wu—a-an =[w R, -d2 =0 i=l,...M (211
Q 0

em que W, , para i=l,...,.M ,¢ um conjunto de fungdes de peso linearmente independentes.

A grande diferenga que existe entre 0S critérios estabelecidos nas expressdes (2.10)
e (2.11) reside no facto de enquanto no primeiro o peso atribuido ao residuo ¢ igual em todos
os pontos do dominio, no segundo critério, o peso varia de ponto para ponto por forga das
fungdes de peso que se encontram a afectar o residuo. Visto que cada uma destas fungdes
corresponde a uma distribuigdo de pesos diferente, a cada integral corresponde um integral do

residuo pesado de forma diferente.

Do exposto resulta entdo que a anulagdo de diversos integrais do residuo pesado
de formas diferentes, s6 é compativel com uma aproximaggo cada vez mais ajustada a solugdo
exacta. Na realidade, o aumento do numero das fungdes de aproximagdo {N;} e de peso {W3}

contribui de forma determinante para a melhoria da qualidade da aproximagdo obtida.
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Sendo as M incognitas associadas ao problema os M coeficientes de aproximacio
{a;} que intervém na fungdo aproximante #, torna-se necessario estabelecer M integrais do
residuo pesado (2.11) para M fungdes de peso { W} linearmente independentes.

Com efeito, combinando a expressdo (2.5) da fungdo aproximante # com a
expressdo (2.11) € possivel estabelecer um sistema de M equagdes lineares a M incognitas,
que pode ser escrito na forma:

[K]{a} ={ f} (2.12)
em que:
k; =[W-N,-d0 ij=1,...M (2.13)
Q1
£ =j W (u—y)- d0 i=1,....M (2.14)
Q

{a;} - vector dos coeficientes de aproximagdo.

Consoante a escolha do tipo das fun¢des de peso {W}, o MRP pode assumir
varios cambiantes cujo desenvolvimento vai ser objecto de tratamento nos pontos seguintes.

2.3.2.1 Método da Colocacio Pontual

Neste método os coeficientes {a;} sdo determinados impondo a anulagdo do
residuo em distintos pontos do dominio. Isto equivale a utilizar a formulagio de residuos
pesados atras indicada com a fungdo de peso dada pela fungdo delta de Dirac:

( A
0 x{ X, 5
.1 A A
6(x —x,) =lim — X, —5(x<xk = (2.15)
A
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verifica-se ainda:

jf(x)~6(x—xk)-d9 =f (2.16)

(Xk)
Q

Salienta-se, por outro lado, que a utilizagdo deste tipo de fungdo de peso leva a

que este método seja em tudo idéntico ao aludido inicialmente na secgdo 2.3.1 .

2.3.2.2 Método de Galerkin

Sendo esta variante do MRP caracterizada pela adopgdo de fungdes de peso {W}}

iguais as fungdes de aproximagao {IV;}, tem-se:
W =N, i=l,...,.M (2.17)

O integral do residuo pesado estendido ao dominio Q ¢ entdo dado por :

[w R, -d0 =| N{u —(1,0 +§aj Njﬂaﬁ i=1,...M
Q Q J

(2.18)
que da origem ao sistema de equagdes:
[Kl{a} ={ 1} (2.19)
em que : k; =j N;- N, dQ ij=1I,...M (2.20)
0
f =j N(u—¢)-dQ i=1,....M 2.21)
0

{a;} vector dos coeficientes de aproximagao.

Neste método, a constatagdo de que a matriz [K] € simétrica, possibilitando assim
economizar espago de memoria no processamento de dados no computador, aliada ao facto de
ser desnecessaria a definicio de fungdes de peso, torna esta versio do MRP a mais

desenvolvida e divulgada na actualidade.
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2.3.3 SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS PELO METODO DOS RESIDUOS
PESADOS

Suponha-se um problema regido por uma

!

equagdo diferencial A(u), definida num dominio

e

(figura 2.1), cuja forma genérica ¢ dada por [18]:

o

4// Q
l\ f Alu) =L(u) +p =0 emQ (2.22)
L,

l’ﬁ I‘:I‘l + P2 em que L ¢ um operador diferencial linear, ou seja,

um operador diferencial que obedece a condigdo [6]:

Fig. 2.1 Dominio Q. Lo u+B-v) =a - Lu) +8- L(v) (2.23)

onde « € B assumem valores escalares, u € v sdo fungdes € p é uma fungdo das coordenadas
do dominio Q.

Considere-se ainda as condigdes de fronteira B(u) , associadas a equagdo
diferencial A(u), cuja forma genérica ¢ dada por:

B(u) =M(u) +r =0 emTIl (2.24)

em que M € também um operador diferencial linear e r uma fun¢do das coordenadas na
fronteira T

Tanto o operador M como a fungdo r assumem aspectos diferentes consoante o

tipo de condigd@o de fronteira. Assim tem-se:

1) condigdo de fronteira essencial ou de Dirichlet : condigdo em que os valores da

fungdo sdo impostos em determinado trecho da fronteira:

u=u em I, (2.25)
entdo
M(u) =u emTI, (2.26)
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r=-—u

em I, (2.27)

ii) condi¢do de fronteira natural ou de Neumann : a derivada da fungéo, segundo a

normal a fronteira, tem valores prescritos:

L _du
q an
entao:
du
M(u) ry
e
r=q

emT', (2.28)
eml, (2.29)
emI', (2.30)

Até agora, a formulagdio do MRP desenvolvida ndo dispensa o conhecimento

prévio da solugdo exacta u, como se pode verificar por simples inspec¢do da expressao (2.21).

Nesta medida, como a solugdo de uma equagao diferencial ndo é conhecida "a priorn", torna-se

necessario redefinir o conceito de residuo sem recorrer ao conhecimento prévio da solugdo

exacta [6]. Sera este o objectivo dos pontos que se seguem.

2.3.3.1 Aproximacio a Selucio Exacta na Fronteira

Considere-se entdo a equacdo diferencial A(u), definida no dominio @ e dada pela

equagdo diferencial (2.22), mais as condi¢des de fronteira associadas B(u) na fronteira I' |

representadas genericamente pela expressao (2.24).

Encontrada a fun¢io aproximante & do tipo:

M
=y +;aj-Nj ~u
J

tem-se que:

A(d) =A(u) =0
O residuo consiste agora na diferenga:

R, =A(t) — A(u)

ou

(2.31)

(2.32)

Q.

-

3)
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R, =A(d) (2.34)
visto que A(u)=0.

Substituindo (2.31) em (2.22), o residuo é expresso entdo por:

M
R, =A(d) =L(d) +p =L(y) +Zaj-l(Nj) +p (2.35)
J4

Nesta expressdo (2.35), tanto a fun¢do y como as fungdes de aproximagio N,
estdo afectadas pelo operador diferencial linear L, o que as obriga, em principio, a serem tdo

diferenciaveis quanto o exigido por aquele operador diferencial.

Redifinido o conceito de residuo, importa agora minimiza-lo seguindo os critérios
ja estabelecidos na secgdo 2.3.2 .

Assim, M integrais, estendidos ao dominio, do residuo pesado de formas diferentes
terdo que se anular. Portanto:

[w R, -d0 =0 i=1,..,M (2.36)
0
ou combinando com a expressdo (2.35):

J-W':L(zp) +Aiaj -L(N)) +pJ'aQ =0 i=1...M (2.37)
Q J4

Visto que, como ja se referiu, o nimero de fun¢des de peso {W} é igual ao
numero de coeficientes de aproximagio {a;}, a expressdo (2.37) gera um sistema de equagdes
lineares de M equagdes a M incognitas:

[K]{a} ={f} (2.38)
em que: k; =f W - L(N;) dQ iy=1,...M (2.39)
Q
£ :—f W-p-aﬂ —j W L(y) dQ i=l,...M (2.40)
Q 0

{a;}- vector das incognitas.
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Determinadas as incognitas do problema, ou seja, o vector {a}, substituindo 0s
seus valores na expressdo (2.31) fica finalmente construida a fungdo aproximante @ a solugao
exacta da equagdo diferencial (2.22) associada as condi¢des de fronteira (2.24).

Caso as fungdes de peso {W;} sejam iguais as fungdes de aproximagdo {N;},

estamos perante a abordagem de Galerkin do MRP.

2.3.3.2  Aproximagio a Solugio no Dominio e na Fronteira

Como se compreendera facilmente, para dominios geometricamente complexos €
dificil, se ndo mesmo impossivel, encontrar fungoes de aproximagdo que obedegam as
condigdes estabelecidas quer na seccdo 2.3.1, relativas as condi¢des de fronteira, quer na
seccdo 2.3.3 em relagdo ao grau de diferenciagdo exigido. Para além disso, cada vez que as
condi¢des de fronteira sejam modificadas, torna-se necessario encontrar uma nova funcdo ¥ ,
ja que esta contribui directamente para a verificacdo das condigdes de fronteira por parte da
fungdo aproximante . Nesta medida ¢ de fundamental importéncia construir uma aproximagao

em que seja possivel relaxar esta imposi¢ao.

Para isso considere-se a expressao:

0= Zaj -N. =u (2.41)

que traduz uma aproximagdo que, a partida, ndo satisfaz as condi¢des de fronteira.
Consequentemente, na formulacdo que se vai desenvolver para além de se considerar um

residuo no dominio teremos que ter também em conta um residuo na fronteira.

Tem-se entdo:
R, =A(d) =L(d) +p  no dominio &} (2.42)

R. =B(d) =M(d) +r na fronteira I’ (2.43)

A construcio da aproximagdo passa novamente pela minimizagdo do residuo, mas
agora estendida ao dominio e a fronteira. Esta condi¢do traduz-se matematicamente pela

anulagio da soma dos residuos pesados, no dominio e na fronteira, que € dada por:
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JW‘RQ dll +J' V'R -dl' =0  i=I,...M (2.44)

e em que {W;} e {¥V} constituem, em principio, diferentes conjuntos de fungdes de peso no

dominio e na fronteira, respectivamente.

Substituindo a fun¢do aproximante (2.41) nas expressdes dos residuos, dadas pelas
expressoes (2.42) e (2.43), e substituindo estas em (2.44), obtém-se o sistema de M equagdes

a M incognitas:
[Kl{a} ={1} (2.45)
emque: k., =| W L(N,)-dQ? +|V -M(N,)-dI' ij=I,...M (2.46)
/] 1 J 1 J
Q r
£ =~ W pdd ~[V r-dr i=1,...M (2.47)
Q T

{a;}- vector dos coeficientes de aproximagdo.

Este método apesar de permitir a construgdo de uma aproxima¢do a uma equagio
diferencial sem garantir o cumprimento prévio das condi¢des de fronteira, revela-se, na pratica,
pouco versatil, J4 que para se alcangarem aproximagdes com rigor idéntico as preconizadas na
sec¢do 2.3.3.1, serdo necessarias mais parcelas ao nivel da fun¢do aproximante #, e portanto
mais fun¢des de aproximagdo e de peso. Acresce ainda o facto da aproximagdo envolver
integrais de contorno que sdo particularmente dificeis de calcular em fronteiras de geometria

complexa.

2.3.3.3 Aproximacio Exacta em Parte da Fronteira

Apos andlise das vantagens e desvantagens relativas que estdo subjacentes a
aplicagdo das versdes de residuos pesados preconizadas nas secgdes 2.3.3.1 € 2.3.3.2 | importa
agora desenvolver uma formulagdo cuja base assenta na sintese daquelas duas versdes. Isto €,
pretende-se procurar uma aproximagdo exacta apenas no trecho da fronteira onde o valor da
fungdo u € prescrito, sem contudo comprometer a precisio da aproxima¢do ja conseguida

pelos outros processos de aproximagao a fronteira.
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rq Para o efeito considere-se o dominio Q,
— /h\\ representado na figura 2.2, limitado por uma fronteira I', em
\1/ que o valor da fungdo u é prescrito (u =U) no trecho I', da
{/ Q L/j fronteira I" [6] .
\ _ 'T= I+ qu A s?luqéo aproximada que se pretende construir
I, RJ pode ser do tipo:
u=u M
0=y + ;aj N, =u (2.48)
J

a assumir os coeficientes de aproximagdo {a;
fronteira T, . Pelo contra
diferenca entre a solugé
de residuos pesados a desenvolver contemple o residuo na fronteira. Assim, a condi¢do a
impor para redugdo do residuo é analoga a condigdo (2.44), s que agora a redugdo do residuo

na fronteira, imposta pela 2°

Fig. 2.2 Dominio {.

em que:

- ¢ ¢ uma fungdo que agora tem que assumir os mesmos valores que a fungéo

apenas no trecho I, da fronteira:

Y =u emT (2.49)

u

-{N j}, j=1,....,M ¢é um conjunto de fungdes de aproximagao linearmente

independentes, que devem anular-se no trecho da fronteira onde u € prescrito:

N, =0 emT, j=1,...M (2.50)

J

Sendo respeitadas estas condigdes, independentemente dos valores que possam vir

fw R, -d0 +[ V- R.-dl =0 i=1,..,M (2.51)
a r,

Substituindo as expressoes dos residuos (2.42) e (2.43) em (2.51) obtém-se:

Ju{-[[,(ﬁ) +p]- a0 +j V[ M) +r]-dl =0 i=l..M (252)
Q I

q

parcela de (2.44), esta restringida apenas ao trecho I'q fronteira:

}, fica garantida a solugdo exacta 4 no trecho da
rio, visto que na parte remanescente da fronteira I', se mantem uma

o aproximada e a solugdo exacta, torna-se necessario que a formulagdo
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Desenvolvendo a 1* parcela de (2.52) relativa ao integral estendido ao dominio €,

tem-se:

[ w [ L) +p]- a0 =[ W L) a +Hfw-p-dd (253
Q Q Q

Como na maioria das situagdes a 1* parcela do 2° membro de (2.53) pode ser
trabalhada de forma a tomar o aspecto:

[W-La a0 =[aw) D) d +[w-Ew-d0  @54)
Q Q T

em que C, D e E sdo operadores diferenciais lineares de ordem inferior ao operador L, a
expressdo (2.52) pode ser reescrita na seguinte forma:

[cwy- Daay- a0 +[w-p-an +[ W E(g) - or +[ V- M(g) - ar +[V;oredr =0
Q Q T Iy 1y

i=1,..M (2.55)

Se apos inspecgdo desta expressio se verificar que os operadores E e M sdo iguais,
tornando assim E(@) =M(i#i), ¢ ainda possivel proceder a algumas simplificagdes a partir de
uma escolha apropriada das fungdes de peso. Para isso devem presidir & escolha das fungdes de
peso os seguintes critérios:

i) W =0 emT, i=1,...M (2.56)
if) V=—W emT, i=1,..M (2.57)

Na expressio (2.55), o integral relativo a 3° parcela do 1° membro pode ser
desdobrado:

ju,/.-E(a)-dr=jn{-E(ﬁ)-dr+ju{-E(ﬁ)-dr (2.58)
r T, r,
ja que I‘=I’u+l‘q . Por outro lado, atendendo & condigdo (2.56), a 12 parcela do 1° membro de

(2.58) anula-se, obtendo-se entdo:

[ W E@)-dr =[ w- Eg)-dr (2.59)
r r,
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Aplicando agora a condigdo (2.57) a expressdo (2.55) esta é reescrita na forma:

jC(w)-D(ﬁ)-an +ju{.-p-an +ju{.-5(ﬁ)-dr —jw-M(ﬁ)-dF —Jw'r-df =0
Q Q I‘q I'q I‘q

i=1,..M (2.60)

Finalmente, verificando-se a igualdade dos operadores E e M, a expressdo (2.60) ¢

simplificada de modo a obter-se:

[ cowy - Dy - 0 +{ W p-a0 —[Wor-dr =0 | (61
0 0 r,

i=1,....M

Como se podera facilmente constatar esta expressdo passa a nao contemplar a
integragdo de &, ou das suas derivadas, na fronteira T'. Por outro lado, as condigdes de

fronteira:

B(u) =M(u) +r =0 em I (2.62)

q

encontram-se implicitamente consideradas na expressdo (2.61), ja que M{(u)= -r. Por isso estas

condicdes de fronteira passam a ser designadas por condi¢des de fronteira naturais [6].

Esta expressio (2.61) também podera ser obtida a partir apenas da integragdo do
residuo no dominio Q. Assim, o integral do residuo pesado estendido ao dominio §2 € dado por:
[w R, -d@ =0 i=1,..M (2.63)
Q

que combinado com a expressdo do residuo (2.42) passa a ser igual a:

ju{-uﬁ)-an +ju{-p-d9 =0 (2.64)
Q Q

Aplicando novamente & 1* parcela do 1° membro a igualdade (2.54) tem-se:
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Jew) Diay-da +[ - Ey-ar Hf Wop-d2 =0 (265)
Q r Q

Como € possivel que o operador E seja igual ao operador M das condigdes de
fronteira em I'; , desdobrando o integral, que constitui a 2* parcela do 1° membro de (2.65),

nos trechos I', e I', da fronteira T, tem-se:

[aw)- D(a)- a0 +{ W M(d)- ar +[ W M) - ar +{ W p-d2 =0
0 T, T, Q

(2.66)

Finalmente, atendendo ao critério (2.56) que preside a escolha das funcdes de peso
no trecho ', da fronteira (W, =0, i=1,...,M), e a que M(i)=-r , tem-se:

[ cwy- sy - ao +ju{-p-a9—ju{-r-dr=o (2.61)
Q Q

Ty

i=1,...,. M

que corresponde novamente a expressdo (2.61).

Pelo facto desta equagdo ter sido estabelecida com base apenas na integragdo do
residuo pesado (2.63) estendido ao dominio ©, a formulagdo de residuos pesados que lhe esta
subjacente € designada por formulagdo fraca [6].

Para além desta caracteristica verifica-se ainda uma transferéncia da diferenciagio
da fungdo & para as fungdes de peso, a0 mesmo tempo que aparecem operadores diferenciais

de ordem inferior a0 da equagdo diferencial inicialmente considerada.

O sistema de M equagdes a M incognitas gerado pela equacdo (2.61) assume entio
0 seguinte aspecto:

[K]{a} ={f} (2.67)



Formulagdo do MEF por uma Via de Residuos Pesados 73

em que: k; =| C(W)- D(N,)- dQ ij=1,...M (2.68)
Q

=W pd +[wor-dr ~[cwy D) LM (269)
r Q

a q

{a;} - vector das incognitas.

Como as fungdes de aproximagdo {N;} , como se viu em (2.50), obedecem a
condigio (2.56) imposta as fungdes de peso {W,} no trecho I', da fronteira I' , ¢ possivel
adoptar a via de Galerkin na formulagdo do MRP, sO que agora com aproximagdo exacta

apenas em parte da fronteira.

Complementarmente, caso ainda se verifique identidade entre os operadores
lineares C e D , a matriz [ K ] do sistema (2.67) torna-se simétrica, donde decorrem vantagens

a0 nivel da economia do esforgo computacional, conforme ja se aludiu anteriormente.

2.4 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

2.4.1 APROXIMACAO POR ELEMENTOS FINITOS

Conforme se pdde constatar na exposigdo do MRP efectuada na secgdo 2.3 , a
determinagdo de uma solugdo aproximada de uma equagao diferencial esta restringida apenas a
problemas muito simples. Com efeito, a dificuldade em encontrar fungdes de aproximagdo que
satisfacam as condigdes de fronteira impossibilita a aplicagdo do MRP na maioria dos
problemas. Na verdade, se bem que em dominios unidimensionais seja possivel procurar
fungdes de aproximagdo que satisfagam as exigéncias requeridas, ja nos de ordem superior, €
em particular nos de geometria complexa, tal procura revela-se tarefa dificil, se ndo mesmo

impossivel.

O MEF procura colmatar estas lacunas na aplicagdo do MRP, ao nivel da
aproximagdo a fronteira, recorrendo ao estratagema de dividir o dominio a estudar em
subdominios (ou elementos finitos) de geometria mais simples. Na realidade, este facto por si

so permite encontrar com alguma facilidade fungdes de aproximagio que respeitem os Critérios
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de escolha ja referidos para 0 MRP, de modo a que as condigdes impostas na fronteira sejam

satisfeitas.

Em resumo, no MEF, o dominio @ , onde € definida uma determinada equagio
diferencial cuja solugdo exacta se pretende aproximar, € tratado como um somatorio de
subdominios elementares (€. Consequentemente, a fronteira I', do dominio {2, também ¢

constituida por um conjunto de fronteiras parciais I'% , correspondentes a zonas dos elementos

finitos que coincidam com a fronteira I'' Tem-se entio [18]:

‘ (2.70)

em que E € igual ao numero de elementos finitos em que € subdividido o dominio 2.

Da transformagdo, operada pelo MEF, de problemas do tipo continuo (ou de
campo) em problemas discretos, decorre que o vector das incognitas associado ao problema €
constituido pelos valores da vaniavel dependente nos nés da malha.

Por outro lado, no MEF, as incognitas do problema esta ainda atribuida a tarefa de
servirem de coeficientes de combinagio linear na formacdo da fun¢do aproximante u que se

pretende determinar. Esta fungdo tem o seguinte aspecto:

M
ﬁ=;uj-Nj ~U 2.7D)
]

emque:  #; € o valor da variavel dependente no no6 j da malha de elementos finitos;
N; € a fungdo de aproximac@o relativa ao n6 j da mesma malha;

M ¢é o nimero de nds da malha.

Da andlise da equagdo (2.71), infere-se que as fung¢des aproximadas {N;} vdo
conferir a fungdo aproximante # um papel interpolador no dominio. Isto ¢, para calcular o
valor da variavel dependente, ou das suas derivadas, em qualquer um dos restantes pontos do
dominio {2, basta introduzir o valor das respectivas coordenadas na equagio (2.71).
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Finalmente, importa realcar que, no MEF, a diviséo do dominio  em subdominios
implica que cada fungdo de aproximagdo N; esteja apenas referida ao seu subdominio de

aplicagdo, contrariamente a0 que sucede no MRP.

2.4.2 FUNCOES DE APROXIMACAO

Os critérios que devem presidir a escolha das funcdes de aproximagdo no MEF sdo

os mesmos que ja foram referidos para o MRP. Resumidamente, o seu conteudo € o seguinte

[6]:

"As fungbes de aproximagdo devem ser completas, [linearmente
independentes, permitirem uma aproximagdo exacta em parte da fronteira
T, e satisfazer as exigéncias de continuidade das equagdes diferenciais ou

de eventuais formulagoes fracas".

Ser uma fungdio completa significa que se 0 seu grau for n deve conter todos 0s
termos de ordem igual ou inferior a n. O termo de ordem zero ndo deve ser excluido, ja que €

necessario a construcdo da aproximagao a solugdo u de valor constante.

As fungdes terem que ser linearmente independentes significa que acrescentar a
uma combinagdo linear de fun¢des uma nova fungdo que seja combinagdo linear das ja

existentes, é 0 mesmo que ndo acrescentar nada de novo.

2.42.1  Funcdes de Aproximacio Globais

Pelo facto da aproximagdo @ a solugdo exacta u poder ser construida a partir de
uma combinagdo linear de fungdes associadas aos nos, a cada né j tera que corresponder uma

fungdo NV, com as seguintes propriedades [18]:

i) a fungdo N, tera que assumir um valor nulo em todo o dominio, excepto nos

e elementos associados ao no j;

ii) a fungdo N, € igual 4 unidade no no j a que esta associada e tem valor nulo

nos restantes nos.

Para ilustrar a presente situagdo, considere-se uma fungdo wu(x) definida num
dominio unidimensional @=[ 0, L] dividido em E elementos finitos ligados por E+I nos.
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N. A fungido mais simples que se

J \/‘\ . \

“ consegue arranjar que obedece as

/ T \ condi¢des i) e ii) atras citadas é uma

i e T e+1 Kk fungdo que varia linearmente conforme se
indica na figura 2.3.

Fig. 2.3 Fungdo de aproximagdo global N;.
A fungdo N; € uma fungdo de

aproximagdo global ja que € diferente de
zero em mais do que um elemento do dominio (elemento e € e+I). Caso esta situagdo apenas
se verificasse em relagdo a um elemento, a fungdo passaria a ser designada por fungdo de

aproximagdo local.

Sendo a combinagéo linear de fungdes dada por:

M
id=Ya. N, (2.72)
j; J J

impondo-se que a aproximagdo seja exacta nos nos (#; = u; , para i=I,...,M ) ¢ possivel
estabelecer o seguinte sistema de M equagdes lineares a M incognitas:

[N} ={u} e73)

em que: NN € o valor da fungio N calculada no né i (para iyj=I,...,M ),
u; € o valor exacto da solu¢do # no né i da malha ;

{4;} vector das incognitas ou dos coeficientes de aproximagdo.

Ora, atendendo a propriedade ii) das funcdes N, , a matriz [ N ] € uma matriz
identidade, sendo por isso facil de concluir que os coeficientes {a;} representam os valores da
fun¢@o u(x) nos nos do dominio. Portanto, em face desta conclusdo, a expressio (2.72) é

reescrita na forma:

M
i= ;uj "N, (2.74)
J

Por outro lado, como esta aproximagao é exacta em todos os pontos do dominio,
entdo também € exacta nos pontos que definem a fronteira. Portanto, desde que as funcdes
{N;} gozem das propriedades i) e ii), a expressdo (2.74) permite uma aproximagio exacta as

condig¢des de fronteira essenciais.
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Finalmente, é de referir que estas conclusdes sdo extensiveis a dominios bi ou

tridimensionais.

2.42.2 Funcodes de Aproximacio Locais

A determinagio do valor da aproximagdo # no interior de um elemento (¢ pode
ser feita , como ¢ previsivel, a partir da expressao (2.74). Neste caso , conforme ilustra a figura

2.4 , apenas as fungdes NV, relativas aos nos do elemento assumem valores diferentes de zero.

Fig. 2.4 Aproximagio @ no interior de um elemento (€.

Assim, por forga das propriedades i) e if) atras referidas, na construgdo da fungdo

aproximante f, apenas intervém os termos afectados pelos valores de u; e u; [6]:

d=...... +0 +u;N, +u;,N; +0+...... (2.75)

i =uN +u.N: para X; <x <X, (2.76)

onde NV e Nj representam as partes, respectivamente, das fungdes N, e N; relativas ao

elemento e (figura 2.5) [18].

N° NT
\ ]
'.\X\ //
/ \ 1

e

Fig. 2.5 Aproximagdo # no interior de um elemento €.
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Desta forma, conclui-se que uma fungdo de aproximagio global, relativa a um
dado n6 i , pode ser obtida por combinagio das fungdes de aproximagio locais,
correspondentes aos elementos que contém esse no (figura 2.6).

Fig 2.6 Fungdo de aproximagio global no né i .

Analogamente ao que sucedeu para as fungbes de aproximagdo globais, esta

conclusido também é extensivel a dominios bi ou tridimensionais.

2.5  APROXIMACAO A SOLUCAO DE EQUACOES DIFERENCIAIS

Retome-se a equagdo diferencial genérica que serviu de base, na secgdo 2.3.3, 4
determinagdo da aproximagdo a respectiva solu¢do exacta pelo método dos residuos pesados
(MRP) [18]:

Alu) =L(u) +p =0 em (2.77)

associada as condi¢des de fronteira:
B(u) =M(u) +r =0 emT (2.78)

Na secgdo subsequente 2.3.3.2, foi desenvolvida uma formulagdo que, para o caso
mais geral de aproximagdo a solu¢do no dominio e em toda a fronteira, exigia a verificacdo da

equagio:

[W R & +[V-R a0 =0 1M (2.79)
4]

em que os residuos no dominio e na fronteira eram dados, respectivamente, pelas expressdes:

R, =A(d) =L(6) +p em Q) (2.80)
R. =B(d) = M(d) +r em T (2.81)
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No contexto do MEF, interessa agora analisar as consequéncias que advém de se
recorrer a uma aproximagdo do tipo (2.71), em que as respectivas fungdes de aproximagdo
{N;} gozam das propriedades i) e ii) mencionadas na sec¢do 2.4.2.1, particularmente no que se

refere as exigéncias de continuidade e de aproximagio na fronteira I'.

251 CONTINUIDADE DAS FUNCOES DE APROXIMACAO

Como se podera concluir facilmente por analise da expressdo 2.71), a
continuidade da fungdo aproximante 4 esta directamente relacionada com a continuidade das

fungdes de aproximagdo {N;}.

Na realidade, conforme ja foi visto para um dominio unidimensional, as fungdes de
aproximagio enfermam de uma descontinuidade da primeira derivada nas fronteiras dos
elementos finitos, induzindo, assim, esta mesma descontinuidade na fungdo aproximante #.
Nesta medida, importa pois determinar qual o grau de continuidade a impor a uma

aproximagio (2.71) a solugdo de uma qualquer equagao diferencial.

Com efeito, introduzindo as expressdes dos residuos (2.80) e (2.81) na equagdo
(2.79) tem-se:

ju{-uﬁ)-an +{ W p-a0 +j V- M) dl +[ V redl' =0
Q Q r r
i=1,..M (2.82)

Na resolugio desta equagdo € de fundamental importéncia garantir que OS
argumentos dos integrais que constituem as parcelas do 1° membro assumam sempre valores
finitos em todos os pontos do dominio de integragdo. Para que isso seja viavel, € necessario
que os operadores diferenciais L e M, quando aplicados a fungdo aproximante #, tambem

assumam sempre valores finitos em todos os pontos do dominio de integragdo [18].

Em regra, para que esta imposi¢io seja respeitada, basta que a escolha das fun¢des

de aproximagdo {/V;} obedega ao seguinte critério :

_"se os argumentos dos integrais (2.82) contém derivadas de ordem n , as
derivadas de ordem n-1 das fungdes de aproximagdo N, devem ser

continuas”.
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Analogamente ao que sucede a L(#d) e a M(ii), também as fungdes de peso {W} e
{V;} terdo que assumir valores finitos em todos os pontos do dominio de integragdo,

constituindo excepgio quando para fungdo de peso € escolhida a fungio delta de Dirac.

2.5.2 APROXIMACAO EXACTA DAS CONDICOES DE FRONTEIRA ESSENCIAIS.
FORMULACAO FRACA. METODO DE GALERKIN

Sendo a aproximagdo (2.71) exacta no trecho da fronteira I', , onde o valor de u €
prescrito, torna-se possivel usar a formulagio fraca do MRP, deduzida na secgdo 2.3.3.3,
desde que os operadores diferenciais E e M sejam idénticos:

[cowy-Day)-do +[ W p- a0 —fw-r-dr =0 (2.83)
0 o r,
i=1,...M

Na referida secgfo, também ficou explicito que os operadores diferenciais C e D
sdo de ordem inferior ao operador original L da equagdo diferencial. Esta transformagédo
permite assim baixar o grau de continuidade a exigir as fungdes de aproximagdo {N;} , ao
mesmo tempo que € exigido um grau superior de continuidade as fungdes de peso em relagdo a

expressdo (2.82).

A partir da equagdo (2.83) ¢ possivel gerar o seguinte sistema de M equagdes a M

incognitas:
[Kl{u} ={ 1} (2.84)
em que: k; =J‘ C(W)-D(N,) dQ iyj=1,...,.M (2.85)
0
=W pd+[W rd =M (2.86)
0 r

q

{ u} é vector das incognitas.
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Caso L seja um operador diferencial de ordem par, 0s operadores C e D tém a
mesma ordem de diferenciagdo, tornando deste modo iguais os graus de diferenciagdo a exigir
as funcdes de peso {W;} e de aproximagdo {/NV;}. Por este facto, é recomendavel a utilizagdo da
variante de Galerkin do MRP, isto €:

W =N i=1,...M (2.87)

1

Substituindo (2.87) em (2.85) e (2.86), tem-se finalmente:

k; =[ C(N)D(N))- d0 ij=1,....M (2.88)
Q

£ :—jN,.-p-aQ +j N-r-d  i=l.,M (2.89)
Q r

q

A matriz [K] do sistema de equagdes (2.84) revela-se uma matriz simétrica,

esparsa e em banda (figura2.7 ¢ 2.8) [6].

7 8 9 1234567289
* * ’
¥ E3 5| E4 i w ok % ok koK
| !
‘ \
“. E‘l ! E2 i % %k * % OB
, ‘ |
L | | [K]: s sk ok R sk ok ok k%
1 2 3
* % *  x * %
. . * = ® %
Fig. 2.7 a) - Malha de elementos finitos.
® ok ok ok ok Ok
i s ok x* %

Fig. 2.7 b) - Matriz do sistema de

equagoes.
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Conforme ja se viu anteriormente, a simetria da matriz [K] resulta da aplicagdo do
Método de Galerkin. Por sua vez o facto de a matriz [K] ser esparsa e em banda, resulta da
utilizagdo de fungdes de aproximagdo {N;} que obedecem as condigdes i) e ii) referidas na
secgdo 2.4.2. Neste sentido, cada fungdo N, tem valor nulo em todos os elementos que nio
contém o nod a que esta associada. Isto €, o elemento k; da matriz [K] ¢ nulo sempre que os

indices i e j se referem a nds que ndo pertencem a um mesmo elemento.

De tudo o exposto, resulta que a resolugdo do sistema de equagdes (2.84),
constituido pelo MEF, exige menos operagdes e menos espaco de memoria central de
computador do que a resolugdo do seu homélogo, constituido pela aplicagio do MRP a todo o
dominio, cuja matriz [K] associada se revela completa. Em suma, o MEF ¢ um método mais
eficiente e versatil do que o MRP.

2.6 SISTEMA DE EQUACOES ASSOCIADO A UM PROBLEMA DE
ELEMENTOS FINITOS

Encontrada a fungio aproximante # a solu¢do exacta de uma determinada equagio
diferencial, reconhecida a sua capacidade de ser exacta na fronteira I',, e definidas as regras que
condicionam a selec¢do das fungdes de aproximagdo, importa agora trabalhar a expressio:

fw R, -dd+[V R -dr =0 i=1,...M (2.90)
0 r,

atendendo a que um integral estendido a um dominio € igual 4 soma dos integrais relativos aos
subdominios em que € dividido o dominio inicial. Isto €, sendo E o numero de elementos da

malha:

jf-dQ =‘EV; f-d (2.91)
Q

e= Q¢

desde que:

E
Q= EQ ¢ (2.92)
e=]
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Analogamente, em relagdo a fronteira:

E
jg-dl‘ =ng-dr (2.93)
r, e p¢
desde que:
E
r,=Yr, | (2.94)
e

Considerando o desenvolvimento da equagdo (2.90) conforme estd descrito na

sec¢do 2.3.3.3, obtém-se a seguinte expressao:

[ cowy - Doy - a0 +[ W p-df +[ w- E(a)-dr — [ W M(d)- T —[ W r-dr =0
Q T

Q Tq Ty

i=1,..,.M (2.95)

Tendo em conta (2.91), a 1* parcela de (2.95) assume a forma:

jC(W) D(6) - dQ = ZjC(W) D(i) - &2 (2.96)

e Q¢

substituindo # pela aproximagdo (2.71) tem-se:

E} M
jC(W)z{ ]aﬂ E{;uj C(W)-D(Nj).dﬂ}—_—
es| J e

(2.97)
u{ jc<w>-D<M>-aﬂ}
J Q"
Considerando que:
E
r=Yr; (2.98)
e atendendo a (2.93), a 3° parcela de (2.95) ¢ reescrita na forma:
E
[ w - E@)-dr = Y| w-E@)-dr (2.99)

r e r¢
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Entdo, introduzindo (2.97) € (2.99) em (2.95) tem-se:

E
%uj i C(W)- XN,)- dQ +ij“{-p-d9 +Y [ W E(d)-dr +

J= e Q¢ e Q¢ e=ip;_
E E

+¥ [ v My +Y [V rodl =0
e=lp; e=ip;

i=1,...M (2.100)

Por outro lado, de acordo com o tipo de condigdo de fronteira, o contorno do
dominio pode ser dividido em trechos diferentes:

I'=r,+r, (2.101)
Analogamente, para as parcelas de fronteira definidas pelos elementos periféricos:
I'i =T +T; (2.102)

De (2.101) e (2.102) conclui-se entdo que:

E E E E
r =C;I‘; = ;[Fj +I7; ] =;I’j’ +§I‘; (2.103)

Com efeito, tendo em conta (2.103), € possivel trabalhar a 3* parcela do 1°
membro de (2.100) do seguinte modo:

ijw.E(ﬁ)-dI‘ :i J.WE(ﬁ)dF +JWE(ﬁ)dF _

e= I’; e={ re r;

(2.104)
E E
= Zj W E(a)-dl +Y | W E(d)-dl

e= re e I‘;
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Introduzindo (2.104) em (2.100) obtém-se um novo aspecto para esta expressao:

T
Yu, ijC(w)-D(M)-axz}LZjW p-dQ +ij E(ii)- dT" +
J4 Le=1 Q° e=l Q° e= re

+§: W, - E(il)- dr+2jv M(t) - dr+zjv r-dl' =0

e= p= e I“ e= I“

i=1,...M (2.105)

Caso os operadores diferenciais E e M sejam iguais € possivel efectuar algumas

simplificagdes na expressdo (2. 105), desde que seja adoptado o seguinte Critério:

V. =-W i=1,...M (2.106)

Entdo a expressdo (2.105) ficara com a forma:

iu{g“jaw)-p@)-m} ;jw p-dQ +EjW E(d)-dl' +
A

J= e pe
E i A E
+¢; jcVi{-M(u)-dI‘ —JcW-M(u)'dI‘ ; =0
i=1,..,.M (2.107)

QOu ainda:

W, - E(d)- dT —

ipgm

{i fcomy- XN aﬂ}+EZJ‘W p-dQ +
ed ¢ e=l ¢

er

1

i=1,..M (2.108)
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A partir desta expressdo (2.108) é possivel gerar o sistema de equacdes de um

problema de elementos finitos na seguinte forma:

[K{u} =] f] (2.109)
E
emque:  k; =Y [ C(W)- D(N;)- d0 ij=I,...M (2.110)
e=l ¢

E E
==Y |[W-pa@-Y[W E@) d +Y W r-da
e Q¢ e=] re e=l [';
i=1,..M (2.111)
{u} € o vector das incognitas.

Este sistema de equagdes ndo € mais do que a adaptagdo da formulacdo fraca do
MRP ao Método dos Elementos Finitos.

Com o intuito de compreender melhor esta relagdo entre os dois métodos, convém
recordar que a formulagdo fraca do MRP resulta da identidade dos operadores E ¢ M e da
consideragdo dos dois critérios seguintes:

i) W =0 emT, para i=1I,...,M (2.112)
mny V=-W em[l, para i=I,.....M (2.113)
Ora, na formulagdo do MEF apenas se impds que V. =—W | ja que a aplicacdo do

critério (2.112) impossibilitaria a aplicagdo do Método de Galerkin. Na realidade, as fungoes
de aproximagdo {N} utilizadas na formulagio do MEF nio respeitam o critério (2.1 12), o que
leva, por forga da aplicagdo do Método de Galerkin, a que as fungdes de peso {W} ndo se
anulem em I, , originando o aparecimento da 2 parcela do 2° membro da expressio de {3
(2.111).

No entanto, visto que a fronteira I, , onde u é prescrito, se resume a um conjunto

discreto de pontos, o integral de contorno que constitui a parcela supracitada anula-se.
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Assim, tendo em conta esta simplificagdo e considerando as fungdes de peso iguais

as funcdes de aproximagao (Método de Galerkin), tem-se finalmente:

[K]{u} =[]

E
emque:  K; =Z C(N;)- D(N,) - dQ ij=1,.,.M
e= Q°
E E
£==-Y[N-p & +Y[Nrd M
e Q¢ e=ip§

{u} é o vector das incognitas.

(2.114)

(2.115)

(2.116)



CAPITULO 3

APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS AO ESTUDO DOS ESCOAMENTOS EM
REGIME PERMANENTE, CONFINADOS OU NAO
CONFINADOS, EM MEIOS POROSOS
ANISOTROPICOS

3.1 INTRODUCAO

No Capitulo precedente ficaram bem patentes as dificuldades de aplicagdo do MRP
na determinacio de uma aproximagdo a solugdo exacta de equagdes diferenciais,
particularmente quando estas se encontram definidas em dominios de alguma complexidade

geomeétrica.

Para ultrapassar tais dificuldades, o MEF prevé a divisio do dominio a estudar em
subdominios de geometria mais simples, facilitando deste modo a procura de funcdes de

aproximagdo que satisfagam as condigoes de fronteira impostas no problema em causa.

Tendo sido também exposta a formulagdo geral do MEF por uma via de residuos
pesados, importa agora, no presente Capitulo, desenvolver um modelo numérico que permita a
aplicagio do MEF ao estudo dos escoamentos permanentes, confinados ou ndo confinados, em
meios porosos anisotropicos, cujo modelo fisico se encontra caracterizado matematicamente

no Capitulo 1.
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Com efeito, o desenvolvimento do modelo numérico em causa sera uma
consequéncia directa da aplicagio do MEF a solugio da equagdo diferencial governativa, com
base na fung¢do potencial, dos escoamentos em meios porosos. Complementarmente, ndo
obstante a fun¢do a aproximar ser a fungdo potencial, 0 modelo ira ser adaptado de forma a
permitir também o célculo de uma aproximagio a fun¢do de corrente no dominio do

escoamento.

Sendo a determinagdo da superficie livre nos escoamentos ndo confinados um
problema ndo linear, 0 modelo numérico incluira um procedimento iterativo baseado no
"algoritmo de Newton Raphson modificado" que considera, por um lado, uma relagdo de
dependéncia entre as caracteristicas de permeabilidade do meio e a cota piezométrica e, por

outro, a malha de elementos finitos fixa durante a sua convergéncia.

Finalmente, ao constatar-se que a maioria dos dominios associados a problemas
geotécnicos, particularmente os que envolvem percolagdo de dgua, tém um caracter infinito ou
semi-infinito, verifica-se que a utilizagdo de uma aproximagio por elementos finitos enferma de
algumas incongruéncias, ja que impde a consideragdo de dominios espacialmente finitos na
resolugd@o dos mesmos. Nesta medida, no desenvolvimento do modelo numérico, também irdo
ser associados aos elementos finitos outros tipos de elementos, que designaremos por
elementos infinitos, que, ao conferirem aos dominios finitos um caracter infinito ou semi-
infinito, permitem que se estabelega uma melhor correlagdo entre o modelo numérico e o

modelo fisico de funcionamento associado.

3.2 DESENVOLVIMENTO DO MODELO NUMERICO

3.2.1 FORMULACAO GERAL DO PROBLEMA COM BASE NA FUNCAO POTENCIAL

Retome-se a equagdo geral da continuidade deduzida no Capitulo 1, vélida para
meios anisotropicos bidimensionais, saturados ou ndo, de porosidade constante e atravessados

por agua considerada incompressivel:

a( do a¢) a( 9o aqu EXY 6(}5}
———| ko= k| | ko ko |y, n e 22 gy =0
J;,[ ax dx Yoy, ody\ Tax 7oy dp, Ot

3.1)
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Como o volume de referéncia V ¢ arbitrario, a anulagdo do integral implica que:

0 do dp) @ do 0¢ 0S, 0o
L0 90 9P _ O PPk Py, n 2 o- =0 (2
ax( = 6x+ v ay) By(k“y dx T By) Yo' dp, Ot 0 62

w

Por outro lado, como ¢ objectivo deste Capitulo a formulagio do MEF para
escoamentos em regime permanente, a 3° parcela do 1° membro da equagdo (3.2) anula-se, ja

que neste caso a carga hidraulica ou potencial ¢ é invariavel no tempo.

Portanto, a equagio diferencial que vai ser objecto de tratamento pelo MEF neste
Capitulo ¢ dada por:

D, B, ), 0(, B0, ) o G
ax ax 7 dy) 0Oy ox 7 dy

cujas condigdes de fronteira associadas, também deduzidas no Capitulo 1, se traduzem

matematicamente por:

i) condicdes de fronteira essenciais (ou de Dirichlet):

b=¢ emT, (3.4)

i) condigdes de fronteira naturais (ou de Neumann):

do 1) do do
Y ik =T s Hlopg =— ‘
(kxx Ix +k,, ay) n, %—(kxy Ix +k, By) n, v, emI',  (3.5)

3.2.2 METODO DOS RESIDUOS PESADOS. APROXIMACAO EXACTA EM PARTE DA
FRONTEIRA

Estabelecida a equagdo que governa O escoamento € as condi¢des de fronteira
associadas, importa agora aplicar a formulagdo do MRP, desenvolvida no Capitulo anterior, a
determinagdo de uma aproximagdo, no dominio e em parte da fronteira, a solu¢do exacta da

equagio diferencial (3.3) que governa o escoamento, sujeita as condigdes de fronteira (3.4) ¢

(3.5) [6].
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Com efeito, a fungdo a aproximar no dominio e na fronteira € o potencial ¢ que é
dado por:

¢~¢=Y¢ N, (3.6)
p=

Por outro lado, de acordo com (2.42) e (2.43), os residuos no dominio e na
fronteira sdo dados, respectivamente, por:

d 9% 0 d 9o 9o
R, =—| k, — +k,— | +—| k_,— +k— 3.7
ax[ Tox ¥ ay] ay( Y ax ”Gy] @7

¢ a4 o4 a¢
R, =[k“a_f +kva_3j J{kﬁg +kﬂa_§].,,y v, G

Assim, sabendo que o residuo no trecho ', € nulo por forga das caracteristicas da

aproximacio (3.6), tal como se salientou no 2° Capitulo, a anulagio da soma dos integrais dos
residuos pesados leva a:

[W R - +[VR -d' =0  ij=1,..M (39
Q

Substituindo (3.7) e (3.8) em (3.9) tem-se:

jw-[i(k 9% 1k a¢) +i(k 9 1k a—‘bﬂ-an +

2 ax\ “ax 7oy oyt Yaox 7oy
+I V- (k“a—(b +k\ya—¢j-nx +[k_\y% +kyy%]-ny +v, |-dl' =0
P ox dy ax dy
i=1,. .M (3.10)

Em conformidade com a formulagdo desenvolvida na sec¢do 2.6 do Capitulo 2,
torna-se necessario fazer uma transferéncia de diferenciagdo para as fungdes de peso W, no
integral do residuo pesado estendido ao dominio 2. Nesse sentido, tendo em conta o teorema
de Green dado por:



Aplicagdo do MEF ao Estudo dos Escoamentos em Regime Permanente 93

(_[a—gi—idﬂ =—£%‘-§5-aﬂ +£a-5-nx-dr (3.112)
J-ag—f/aﬂ =—J%B'aﬂ +{a B n,-dr (3.11b)
Q Q r

o integral do residuo estendido ao dominio €}, dado pelas duas primeiras parcelas do 1°

membro da equagdo (3.10), serd igual a:

1% parcela:

ay

o 1 0x ax T ay 5 0x ~ 9x
A A (3.12)
| g 99 p 00 .
+£Wi(kﬂ 2 Ty ayj n, -l
2? parcela:
a(, 3  , 3 aW( 3 ., 9o
W —| k +k,— (|- dQ =—| —+ — +
J; '{ay(‘yax ”8}/”(1 gay(‘yax yyayjaQ
A (3.13)
o ad
+J; W, (kv 9% gy |l
Finalmente, a expressdo (3.10) é reescrita na forma:
ow( 0 . 3, 0W( db , 3
Q{ X (k'“ dx ky ay) dy (k“y ax Tk ay A+
3 . 9% 36 ., 3¢
7. T4k =2 i hhal .
+F 4 Hkn 9z Ko ay} n, +(kv % +k, ayJ ny} dar +
0, 9% 3, 39
+H V- — +k,— |* — —= |- -dl' =
1:"\{ [(k_ﬂ Ix “’ay] n +{kv Tx +k, ay) n, +Vn} dar =0

i=1,..,.M (3.14)
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3.2.3 DISCRETIZACAO POR ELEMENTOS FINITOS. METODO DE GALERKIN
Analogamente ao procedimento adoptado na secgdo 2.6 do Capitulo 2,

desdobrando os integrais que constituem as parcelas (3.14), em somatérios de integrais
estendidos aos elementos e respectivas fronteiras, e considerando ainda que:

E E E
T =8;P;i =C§I‘; +§P5 (3.15)

a expressdo (3.14) € reescrita na forma:

ax Vay Y dx ”ay
+Ej F[k o +k, J +[1< 3 ad’] - dr +
e;r; Y ox Y x 7 dy J
E 2 3¢J |
+ km——+kx . Hk, — +k ar' +
e;rj [ dx VYo J [ Yox 7 ay |
3¢ 36 . 39 £ _
; [[k“ax+kaj Y-!{k‘ya +kaj }dri;i\{ v, -dl' =0

i=1,...M (3.16)

i=1,..,.M (3.17)

tal como na secgdo 2.6 do Capitulo 2, a equagdo (3.16) vem simplificada na forma:
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E low( 98¢ ab) aw( 3¢ 3¢
EJ{ o (k“—é; +1g\y5;j +—5;(kv o +kyv~3; & +

e=l q¢

£ 39 a&j ( 39 aqs]
AV (Wl koo +hky = k22 4k, 22 |-n, |- dl —
E;E[ ‘:( ax T ady Yax 7 ady
-V [ Wy, dr =0

e ]"f

i=1,...M (3.18)

Introduzindo a aproximagdo (3.6) na equagdo (3.18) e tendo em conta que O
integral de contorno relativo a fronteira I'y € nulo, visto que a fronteira I'y € constituida por

um conjunto discreto de pontos, a equagdo (3. 18) assume a seguinte forma:

E oW XM N AN} aw XM _ N,
“E Vo |k, —L +k,— - dQ +
;0{ X ;d”( Tox Y ayj oy Ed’( oy H
E
+¥ [ W, dr =0
el pe
i=1,..M (3.19)
ou ainda:

é; EJ oW, ON; +k oW, ON, +| k 8 W, ON; +k 8 W, IN -dQ y +
; e;()c “ aX aX v aX ay v dy dx 7 dy ay

+e;IJ;W{-Vn-d[‘ =(

i=1,..M (3.20)

A partir desta expressdo (3.20) € possivel gerar um sistema de M equagdes a M

incognitas na forma:

[Kl{e} ={f} (3.21)
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em que, recorrendo a abordagem de Galerkin, isto € W=N, (para i=1,...,.M ) , as grandezas
intervenientes sao dadas por:

E ~ON. - dN, - ON, N,
(R LA N VE B
e Q¢

¥ dx dx Y dx dy Y dy dx 7 dy dy
ij=1,.,.M (3.22)

E
==Y 1IN v, -d i=1,...M (3.23)

e

<a

Para salientar as semelhangas com as aplicagdes estruturais podera recorrer-se a
seguinte notagio:

[k*] = [[B"[ D[ B]- &0 (3.24)
{r] =“I[MT'Vn'dF (3.25)

N,

_ X _J 0x
- (Bl =[{B}.{B}....{B}.....{B]}] : {Bi}—ﬂ 626

dy

[M=[NM,N,,....N,,....N,]
k. k

[ D] 2[1( k"} (3.27)

sendo # o numero de nds do elemento.

Para se obter o sistema de equagdes (3.21), basta agora considerar as
contribuigdes dos diferentes elementos para a formagdo da matriz de “rigidez"” global e do
vector de "solicitagdo global”
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E E
[K] = Y[K°] (3.28) {(f=y{r} (3.29)
e=t e=
sendo E o numero de elementos.

3.3 ELEMENTOS PARAMETRICOS

Conforme ja ficou explicitado, a fungdo a aproximar pelo MEF nos escoamentos

em meios porosos ¢ a fun¢do potencial ¢ dada pela expressao:
M
6=~6=Y9 "N (3.30)
=
em que ¢; s30 0s potenciais nos nos da malha.

Analogamente, a definigdo da geometria dos elementos ¢ realizada a partir de

fungdes idénticas & fungdo (3.30), utilizada na aproximagdo dos potenciais. Isto é

M
X = EX,- N,

- (3.31)
y=Y¥ N

i

em que x; e y; s30 as coordenadas dos nés da malha de elementos finitos.

Ora, caso se utilizem as mesmas fungdes de interpolagio N; para traduzir os
potenciais e definir a geometria dos elementos, atribui-se a0s elementos em causa a designagdo
de elementos isoparamétricos. No entanto, existem situagdes em que as fungdes usadas para
aproximar o campo dos potenciais sdo diferentes das usadas para definir a geometria dos
elementos, tornando-se assim necessario distinguir os dois tipos de fungdes interpoladoras
[13]. Nesse sentido, as fungdes que aproximam o campo dos potenciais passardo a ser
designadas por fungdes de forma N ¢ as funcdes que definem a geometria por fungdes de

"mapping" M.

Por outro lado, em consequéncia desta diferenciagdo, 0s elementos em que a

ordem das fungdes de mapping ¢ inferior a das funcdes de forma designam-se por
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subparamétricos; quando se verifica o inverso, os elementos sio designados por

superparamétricos.

Considere-se agora a figura 3.1 em que se encontra representado um elemento
bidimensional posicionado em relacdo a um referencial global (oxy), onde sdo referidos a
geometria e os valores dos potenciais, e a um referencial local (0',&,7).

Fig. 3.1 Elemento bidimensional. Referenciais geral e local.

A vpartir das coordenadas nodais (x; ,y;) e recorrendo as fungdes de mapping
M =1\/I,-( £, 17) , as coordenadas globais (x = X, € y=y,) de um ponto P(¢,7), localizado no

interior do elemento, sdo dadas por:

=5 vl

sendo (x,y;) as coordenadas cartesianas do né i do elemento e m o numero de nds do

elemento.

Por outro lado o campo dos potenciais do elemento no referencial global oxy é
definido por (3.30):

¢$=3¢"N, (3.33)

i=
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em que o, representa o potencial do n6 i do elemento e n representa agora o numero de nos do

elemento a serem utilizados na definigdo do campo dos potenciais.

Na secgdo 3.4.4 deste Capitulo serdo apresentados elementos em que m €

diferente de n.

3.3.1 A MATRIZ DE PERMEABILIDADE [ K]

(k<] =B DI B]- o0 (3.34)

Qc

Esta matriz resulta do desenvolvimento da parcela da equagdo diferencial que
representa o fluxo de dgua através da superficie que limita o volume de controlo, fluxo este
que ¢ dependente da permeabilidade do solo caracterizada pela matriz [D). Por tudo isto, a
matriz [K], que resulta do agrupamento das matrizes [K€] relativas a cada elemento, €

designada por matriz de permeabilidade.

Conforme ja se viu a matriz [B] de um elemento de n nds € constituida por n

vectores {B;} :

(Bl =[{B}.{B}.....{B}.....{B,}] (3.35)

sendo o vector {B,}, correspondente ao no i, dado por:

3N,

{B,} = aaﬁi (3.36)

dy

Os vectores {B;} contém derivadas das fungdes de forma N; em ordem as
coordenadas globais x e y que podem ser expressas em fungao de derivadas em ordem as
coordenadas locais £ € 7.

Por isso, recorrendo a regra da diferenciagdo em cadeia, que permite relacionar as
derivadas de N, em ordem as coordenadas locais com as derivadas de N, em ordem as

coordenadas globais, tem-se:
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N, oN,
0 | _ ax
aM "[J] aM
an ay

sendo [J] a matriz Jacobiana que ¢é definida por [13]:

ox oy

_| 08 0%
[J] - % QX
dan Oy

Com efeito, a expressdo (3.37) ainda pode assumir outro aspecto:

N, ON;
x| _r 1) 0f
an (T an,
dy an

Sendo [ J ] a matriz inversa da matriz Jacobiana dada por:

dy 9y

-1 _ 1| an 0¢
VI =) Jax ax
an  0¢

onde | J| ¢ o determinante da matriz Jacobiana.

A submatriz [k;] da matriz [K¢] é dada por:

[&]=](8]1o[5] a0

em que i e j s3o nos genéricos do elemento em causa.

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

(3.41)
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Por outro lado, em relagdo ao referencial local, sabendo que df} =|J|-dt-dy ,a

expressdo assume a forma final:

+1+1

1=[]iB 111t -y (3.42)

-1-1

3.3.2 O VECTORDE FLUXO

£i=—|[N]"v,-dT (3.43)
{r}=-I
rs

Este vector resulta da condi¢io de fronteira natural e traduz o fluxo de agua que
atravessa a fronteira do elemento. Este fluxo v, , definido pela projecgdo da velocidade na

normal & fronteira, € "convertido" em caudal nos nos da malha a partir da expressao (3.43).

Atendendo a que o vector {f€} podera ser reescrito na forma:

{£}=—[N]"v,dT (3.44)

para que esta expressdo seja estabelecida em relagio ao referencial local, o elemento de
contorno dT' (ver figura 3.2) tem que ser expresso em coordenadas locais .

A partir da figura 3.2 estabelece-se que:

1
ar _ dr ~(dx* +dy?)" (3.45)
- dy
dx do: d _dx dg +5 dy 3.46
sendo: X o 377 (3.46)
Fig. 3.2 Elemento de contorno dT". dy gé’ dt +—2 ydn (3.47)

Por outro lado, o fluxo de agua atravessa a fronteira por trechos da mesma que
coincidem, eventualmente, com lados de alguns dos elementos periféricos da malha de

elementos finitos. Isto ¢, atendendo a figura 3.1, o fluxo de agua atravessa lados de elementos

.~
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em que uma das variaveis (£ ,7) assume o valor de +1 ou -1 enquanto a outra varia entre -1 e
+1 [6].

Portanto:
i) caso no lado do elemento em causa se verifique £ =1 ou £ = —1 entdo:
dt =0 (3.48)
e logo:
dx =a—X dn (3.49) dy =—a—'—y dn (3.50)
an an

Substituindo (3.49) e (3.50) em (3.45):

2 27h
_|[9x) fox) | .
. Hanj +(3n)} “ e

1/
dr =[J}, +J5,]” dn (3.52)

ou ainda:

atendendo a matriz jacobiana (3.38).

ii) caso no lado do elemento em causa se verifique 7 =1_ou 7 =—1 entdo:
dn =0 (3.53)
e logo:
dx ay
dx =— d, 3.54 dy =—= d. 3.55
LAY y =3¢ % (3.55)

Substituindo (3.54) e (3.55) em (3.45):

L
B a_X 2 g_X 2712 -
o AR« ow

1

dr =[J; +J3] . gt (3.57)

ou ainda:
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atendendo de novo a matriz jacobiana (3.38).

Para se resolver o integral de contorno (3.44) é necessario conhecer previamente a
variagio de v, ao longo da fronteira. Como na maioria das situagdes os valores de v, sdo
dados para os nos da malha, € necessario construir uma fungdo que traduza o comportamento

de v, ao longo da fronteira.

Com efeito, recorrendo as fungdes de forma N, , relativas a 3 possiveis nés de um

elemento pertencentes ao lado através do qual € definido o fluxo, tem-se que:

3
v, =Y v, N, (3.58)
=

onde v, é o valor da velocidade normal 4 fronteira prescrito nos nds atras citados.

Para ilustrar todo o procedimento que foi exposto, considere-se o fluxo através do

lado do elemento definido pelos nds 3,4 e 5 representado na figura 3.3 .

A variagio de v, ao longo da fronteira ¢

dada através da expressdo (3.58):

v. =v N, +v N, +v, Ny (3.59)

n

e o integral de contorno definido no referencial
Fig. 3.3 Fluxo prescrito através do lado local é dado por:

de um elemento.

*l L
{£} == N vy [Jhm +T5 )] 7 - (G:60)

Relativamente a esta expressdo, o sinal negativo deixara de existir, jJ& que se

considera como positivo o fluxo que entra no dominio.
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3.3.3 INTEGRACAO NUMERICA

Para determinar a matriz de permeabilidade [K] € o vector {f} do sistema de
equagdes (3.21), resta apenas calcular os integrais (3.42) e (3.60) para cada elemento da
malha, por integragdo numérica em relagdo ao referencial local de cada elemento [13].

Para isso, considere-se que as fungbes integrandas do integral (3.42) sdo
representadas pela funcdo genérica f(£ ,3), tendo-se entdo:

+1+1

1={ [ flg,n) dedn (3.61)

—-1-1

Aplicando o Método de Gauss-Legendre a expressdo que permite determinar o
integral (3.61) por integragdo numérica é dada por :

! =;;H H;- f£,,m)) (3.62)

sendo §; e 7; as coordenadas locais dos pontos de integragdo, H; e H; os respectivos factores

de peso e n a ordem de integragdo usada (n x n).

A tabela 3.1 [17] apresenta os valores das coordenadas dos pontos de integracio e
os respectivos factores de peso para a integragdo de Gauss-Legendre até a ordem 10.

Na hipétese de se pretender integrar a fungio f{£ ,») ao longo do contorno £ =E

do elemento, conforme se verifica para o integral (3.60), o integral a calcular agora ¢ dado por:
+1
1=[ A&n) o (3.63)
-1

que por integragdo numeérica se transforma em:

1:21‘(2,7,])-}11 (3.64)

tendo n,g y M, € Hj o significado ja referido.
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Tabela 3.1 Abcissas e factores de peso para a quadratura gaussiana.

f) dx = ¥ Hifla),

j=1
+a H
n=1
0 2-00000 00000 00000
no=2
0-57735 02691 89626 1-00000 00000 00000
n=3
0-77459 66692 41483 0-53333 55555 33536
0-00000 00000 00000 0-88888 33388 $8889
n =4
0-86113 63115 94053 0-34785 38431 37434
0-33998 10435 84836 0:65214 513548 62346
n=>
0-90617 98439 38664 0-23692 68830 6189
0-53846 93101 03683 0-47862 86704 99366
0-00000 00000 00000 0-568388 §8838 83§89
n==6
093246 95142 Q3132 0-17132 44923 79170
066120 93864 66265 0-36076 13730 48139
0-23861 91860 83197 0-46791 39345 72691
n=7
0-94910 79123 42739 0-12948 49661 68870
0-74133 11855 99394 0-27970 33914 89277
0-40384 51513 77397 0-38183 00305 05119
0-00000 00000 00000 0-41793 91836 73469
n =38
0-96028 98364 97336 0-10122 83362 90376
0-79666 64774 13627 0-22238 10344 33374
0-52553 24099 16329 0-31370 66458 77887
0-18343 46424 95650 0-36268 37833 78362
n=29
0-96816 02395 07626 0-08127 43883 61574
0-83603 11073 26636 0-18064 81606 94857
0-61337 14327 00590 0-26061 06964 02935
0-32425 34234 (3809 0-31234 70770 40003
0-00000 00000 00000 0:33023 93530 01260
n =10
0-97390 65285 17172 0-06667 13443 08688
0-86306 33666 88985 0-14945 13491 350381
0-67940 95682 99024 0-21908 63625 15982
0-43339 53941 29247 0-26926 67193 09996
0-14887 43389 81631 0-29332 42247 14733

3.3.4 DETERMINACAO DO CAMPO DE VELOCIDADES

Formados a matriz [K] € o vector {f }, o sistema de equac¢des (3.21) encontra-se

materializado. Através da sua resolugdo (por exemplo pelo método de eliminagdo de Gauss)

sdo determinados os potenciais nos nds da malha de elementos finitos que discretiza o dominio

do problema em causa.
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Para determinar o campo de velocidades associado basta recorrer & generalizacio
da lei de Darcy apresentada na secgdo 1.8.6 do Capitulo 1. Isto é:

_09
Ve — 1(,“ kxy ax (365)
v, |k, k,||_9¢
dy
que, recorrendo a aproximag&o (3.33), toma a forma:
n aNl
v) [k, k]| "2
{ } :{ o "7] A 6‘3’\; (3.66)
v, k, k, —Zﬁb,- A
= a.y

O vector velocidade num dado ponto P de um elemento sera dado entdo por:

v, a
St =lDl- Y{B}-¢, (3.67)
Y =

sendo # o numero de nds do elemento e os vectores {B;} calculados em P de acordo com
(3.35).

3.4  FUNCOES DE APROXIMACAO

Como se viu na secgdo 3.3 do presente Capitulo, tanto os potenciais como as
coordenadas de um qualquer ponto de um determinado elemento s3o aproximados a partir,
respectivamente, dos potenciais e das coordenadas dos seus nos, combinados com as funcdes

de aproximagdo definidas em relagdo aos mesmos nos do elemento.

Na sec¢do 2.4.1 do Capitulo 2, também ficou explicito que uma fun¢io de
aproximagdo € uma fungdo que assume um valor unitario no nd a que esta associada e valor

nulo em todos os outros restantes pontos nodais em que € discretizado o dominio.

As fungdes de aproximagdo mais usadas no MEF sdo as fungdes polinomiais, ja

que para além de matematicamente serem faceis de manipular, permitindo integra-las e
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diferencia-las com alguma facilidade, é possivel construir uma melhor aproximagéo a solucdo

exacta, recorrendo apenas ao aumento do numero de termos do polinémio.

3.4.1 CONVERGENCIA

Para que seja garantida a convergéncia da aproximagéo, para a solugdo exacta da
equagdo diferencial associada ao problema em estudo, no Capitulo 2 ficaram evidenciados os
critérios que devem presidir a escolha das fungdes de aproximagéo. Com efeito, as fungdes de
aproximagio devem ser completas, linearmente independentes e satisfazer as exigéncias de

continuidade das equagdes diferenciais ou de eventuais formulagdes fracas.

Ser completa, conforme se disse entdo, significa que se a fungdo tiver grau n deve
conter todos os termos de ordem igual ou inferior a n, incluindo o de ordem zero, ja que €
necessario a constru¢io da aproximagdo & solugdo exacta de valor constante. Por outro lado,
as fungdes tém que satisfazer as exigéncias de continuidade das equagdes diferenciais
governativas, para que os integrais assumam valores finitos em todos os pontos do dominio de
integragio. Nesta medida, se os argumentos desses integrais contém derivadas de ordem n, as
derivadas de ordem n-I1 das fungdes de aproximagdo N; devem ser continuas, sendo os

respectivos elementos a que estdo associadas designados de compativeis ou conformes.

3.4.2 SELECCAO DA ORDEM POLINOMIAL

Aos requisitos de compatibilidade e conformidade a ter em conta na selecgdo da
ordem polinomial das fungdes de aproximagdo, acresce ainda um outro, nio menos importante,
denominado invaridncia geométrica ou isotropia geométrica, que consiste na independéncia
das fungdes de aproximagdo em relagdo ao sistema de coordenadas locais definido na secgdo

anterior [13].

1
X | ¥y
2
x> xy y?
x7 x¥ | xy? ¥’
x* x5 X?:yz xy? y?
5 2 3 i 5

Fig. 3.4 Triangulo de Pascal.



108 Capitulo 3

A partir do tridngulo de Pascal representado na figura 3.4 € possivel fazer a
seleccdo dos termos das polinomiais de forma a garantir a isotropia supracitada. Com efeito,
em dominios bidimensionais, para garantir a isotropia ndo deverdo ser incluidos termos de um
lado do eixo de simetria do tridngulo, sem incluir o termo correspondente do outro lado do

tridngulo.

A titulo de exemplo, caso se pretenda construir uma polinomial do 3° grau com 8

termos, as seguintes s30 geometricamente isotropicas:

i) o termo constante com todos os lineares e quadraticos mais os

termos x3 e y3 ;

ii) o termo constante com todos os lineares e quadraticos mais 0s

termos x?y e xy? ;

Refira-se ainda, de acordo com o que se ira expor de seguida, que o nimero de

nos do elemento também condiciona a escolha das fungdes de aproximagéo.

3.4.3 FAMILIAS DE ELEMENTOS

Processando-se os escoamentos em dominios bidimensionais, os elementos finitos
que sdo normalmente mais utilizados no seu estudo pertencem a duas familias [13]: familia de

Serendipity e familia de Lagrange.

3.43.1 Elementos da Familia de Serendipity

Os elementos mais divulgados desta familia sdo os elementos de 4 e 8 nds que se

encontram representados na figura 3.5.

W
~)
X=a)
W

Q0
@ —— ¢
e
o
W e ——®
>

=3

Fig. 3.5 Elementos da familia de Serendipity de 4 e 8 nos.
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As fungdes de aproximagdo para o elemento de 4 nos, que se constatara mais a
frente que coincide com o elemento de 4 nos da familia de Lagrange, sdo definidas pelas

equagoes:

N, =%(1 +¢£,)(1 +nm,) i=1,2,3,4 (3.68)

Relativamente aos elementos de 8 nds, descreve-se a seguir um processo de
obtengdo das fungdes de aproximag@o para os nos de canto e nos intermédios dos lados do

elemento.

Para isso considerem-se os nos 1 e 2 representados na figura 3.6 que se encontram
nessas condigdes. Com efeito, ao atribuir um valor unitario & fun¢o de aproximagdo nono 2 e
o valor zero aos restantes nds do elemento, a fun¢io de aproximagdo N, ficara com a forma

também representada na mesma figura .

7 6 5
/ ' /// / //
8 e 4
LT T /
Ve 10 |/
é . L
1 2 3

Fig. 3.6 Forma associada & funcio de aproximagao N, .

O valor de N, ¢ dado pelo produto duma fun¢do linear em 5 por uma fungdo
parabolica em £. Sendo a fung@o linear dada por:

Ny %(1 —7) (3.69)

e a fungdo parabolica por:
Ny =1 ¢ (3.70)

a equagio da fungdo de aproximagdo resultante N, ¢igual a:

N, =Ny Ny =%(1 ~n)(1 —¢*) (3.71)



110 Capitulo 3

Para se obter a funcio de aproximagdo N, tera de ser feita a sobreposi¢do de trés
fung¢des pela ordem indicada na figura 3.7.

Passo 1:
7 S
os 7 ” 5
a) >8(W ,//
L4
o P ,/
¥ O'SAL / ) 1
1 2 ? N = (1 =)t -n)
Passo 2:
b)
A 1
N — N,
1 TS
Passo 3:
7 5
it r /5
05 ./} |
c) S / /
\ﬁiil//’“
1'0\( h e //
e N =N I N N,

Fig. 3.7 a) b) ¢) Construgdo da func¢do de aproximagdo ;.

As fun¢des de forma para os elementos de 8 nos, obtidas usando os processos
descritos sdo;

Nos de canto:

N.

, ;11-(1 +££ )1+, )88, +0m; —1)  i=1,357  (3.722)
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3.4.3.2

Nos intermédios:

111

1

2 .

| i=2,4,6,8 (3.72b)
2

Elementos da Familia de Lagrange

Para construir as funcdes de aproximagdo NV, do elemento representado na figura

3.8 comega-se por atribuir um valor unitario a fungdo no no k, mantendo nulo o valor da
funcdo nos restantes nos do elemento.

L,(§) de graun:

Ao considerar-se apenas a direc¢do £ (figura 3.9) [17] obtém-se um polinémio

L(2) =a,(¢ ~£)(& —£,)...( —£,)(E ~£,0)- (8 =5,) =ak[j(f —¢,)

e, portanto:

1

Por outro lado, como Lk(i ) =1 vem:

7
(3.73)
4 = (3.74)
U (Ek _'E,')
o
U (E "f.’)
Lig) =" (3.75)
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e | —

(0. 1) (r.n (n. n1) ]
&
n
[ [ [
g |
| I
(0. 0) )
N
P N

Fig. 3.8 Elemento da familia de Lagrange. Geragdo da fun¢do de aproximagdo N, .

Luv 4

&

Fig. 3.9 Consideragdo da direcgdo £ para obtengdo do polinomio L,(£) de grau n .
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Analogamente, para a direc¢do 7, obtém-se o polinémio de grau m :

L(n) =2—— (3.76)

J

) (77 —n,-)
(=)

1

~

Ei

-~

Por fim, para se conseguir obter as fungdes de aproximagdo N, bastara efectuar o

produto das fungdes Ly(§) e L(n) .

Considere-se agora o elemento de 9 nos representado na figura 3.10.

p N

. 5
|
L4
|
|
3

~1
-

7
EO

8 X

'
|
|
\
t
— .
1 2

Fig. 3.10 Elemento Lagrangiano de 9 nos.

Para calcular a fung¢do no né 1 do elemento terdo que ser calculadas em primeiro lugar as

fungdes L,(§) e L,(m).

Tendo em conta as expressdes (3.75) e (3.76), tais fungdes sdo dadas, respectivamente,

por:

= (& —52)(5 "53) 1 B
i (& -8 -8) =& 1)

(=gl —m,) 1 (3.77)
L(n) R — =§n(n ~1)
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A fungdo N, ¢ entdo dada pela expressio:

N(£.m) =§sn(z “1)(n —1) (3.78)

Para os restantes 9 nés, adoptando o procedimento descrito, obtém-se as seguintes
fungdes de aproximagao:

Nos de canto:

N, =—(£* +&£,)(n? +nn,) i=1,3,5,7

1
4

Nos intermédios:

N, =%nf(n2 +n7,)(1 —¢7) %5?(%2 +£¢,)(1 —n?)

i=2,4.6,8

NO& central:

N =1 -£)(1 -1?) :
(3.79)

3.4.4 ELEMENTOS INFINITOS

Visto que a formulagdo dos elementos infinitos bidimensionais ¢ feita a partir dos
resultados obtidos para os elementos unidimensionais, vai-se comegar por estudar este ultimo
tipo de elemento.

3.4.4.1 Elementos Infinitos Unidimensionais

Considere-se o elemento de 3 nos representado na figura 3.11, com o nd 3
localizado no infinito [12].
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X 1
X, ]
Xy ‘
|
a) XD T\ r !‘
: né 3 no infinito
O _1 '2
. a ., a .
4\{/,_,__,_
b) 1= =2 —33
¢= —1 £=0 (=1
| /‘1 \
M2 l
C) ]|
\M1
\ |
| \ |

Fig. 3.11 Elemento infinito unidimensional. a) Representacao global.
b) Representagdo local. ¢) Fungdes de "mapping".

O ponto O designa-se por polo € a sua posigdo € arbitraria satisfazendo apenas a

condi¢io x, <x, . O ponto 2 ficara a uma distancia do polo igual ao dobro da distancia entre

o ponto 1 e o mesmo polo.

A geometria do elemento ¢ definida por:

&) = Y M(8) - x, (3.80)

constatando-se que o somatorio (3.80) apenas envolve 0s nos "finitos" 1 € 2.
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As expressdes das fungdes de "mapping” M,(£) sdo dadas pelas expressdes:

_ —2¢
Aﬂa—ﬁja o
(1 +¢) '
M@)Wyf)

e a sua representagdo grafica encontra-se na figura 3.11 ¢) .

Na tabela 3.2 apresentam-se os valores que as fungdes de "mapping" assumem nos
pontos nodais, bem como as coordenadas gerais dos mesmos, cuja determinagio é efectuada
por aplicagdo das expressdes (3.80) e (3.81).

3 M, M, X
-1 1 0 X,
0 0 X,
1 oo oo oo

Tabela 3.2 Valor das fungdes de "mapping” nos pontos nodais.

A partir da andlise da tabela 3.2, conclui-se facilmente que o requisito da
independéncia das fungdes de mapping em relagdo a escolha do referencial ¢ verificado, ja que
M, +M, =1.0 campo dos potenciais ¢ pode ser obtido usando fungdes de forma usuais W,

N, =(1-¢?) (3.82)

€ portanto:

3
6 =Y No, (3.83)
i=
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Considerando r como a distdncia de um ponto genérico do elemento ao polo e
sendo a =x, —x, (figura 3.11), a resolugdo da equagdo (3.80), apos introdugdo das

expressdes (3.81) em (3.80) , conduz a:

£ =122 (3.84)
r

Finalmente, substituindo (3.84) em (3.83), o campo dos potenciais ¢ sera definido

em funcdo da coordenada global r

212

b =d, +( -, +40, —3@)% H2¢, —4¢, +24,) S 6

Donde se conclui que quando 7 tende para infinito ¢ tende para ¢; pelo que se ¢
no infinito for considerado nulo o somatério na expressao (3.83) so sera feito para os dois

primeiros termos.

3.44.2 FElementos Infinitos Bidimensionais

Conforme ja foi referido, a construgdo das funcdes de aproximagdo para
elementos infinitos bidimensionais é feita a partir das fungdes obtidas para os elementos

unidimensionais.

Na situagdo bidimensional estes elementos podem ser infinitos apenas numa
direccdo ou em duas direcgdes [13]. No primeiro caso, os elementos estendem-se para O
infinito somente numa direc¢do, cujo sentido positivo considerado coincide com o sentido
positivo da direcgdo 9 ; no segundo caso, 0s elementos estendem-se para o infinito em duas
direcgdes com sentidos positivos coincidentes com 0S sentidos positivos das direcgdes £ e 7.

34421 Elementos Infinitos Numa sé Direc¢do

De entre os elementos infinitos numa s6 direcgdo, os elementos lagrangianos de 6
nos, os elementos de "Serendipity " de 5 nos, os elementos lagrangianos de 4 nos e os
elementos superparamétricos de 2 nos sdo os que se encontram mais divulgados. As

respectivas fungdes de forma e de "mapping” associadas encontram-se no Quadro 3.1.



113

Capitulo 3

Quadro 3.1 - Elementos bidimensionais infinitos numa direcco.

ELEMENTO

Fun¢des de ""'mapping"

Fungoes de forma

Superparamétrico de 2 nos:

n

d

*

1 2

M =(1 =£)(—n)/(1 =

M, =(1 +&)(—)/(1 -

M, =(1 +£)(1 +n)/[2(1 —n)]
M, =(1 =£)(1 +n)/[2(1 —3)]

N =(1

N, =(1

—£)(1 —n)/4
+£)(1 —)/4

Lagrangiano de 4 nos:

Lt
L 43
$

+a
———— -

—
[ )

M =1 -£)(—)/(1 —)

M, =(1+£)(—)/(1 —)
M =(1+£)(1+)/[2(1 —)]
M, =(1=£)(1 +n)/[2(1 —)]

"Serendipity" de 5 nos:

M, =(1~£)(~1-¢ —1)/(1 —n)
M, —2(1 -£2)/(1 =)
=(1+£)(—1 +£ —9)/(1 =)
M, =(1 +£)(1 +9)/[2(1 —1)]
M, =(1 —£)(1 +9)/[2(1 ~7)]

N =(1=£)(1 —)(~1 —¢ —n)/4
N, =(1-£2)1 —9)/2

N, =(1 +£)(1 —n)(—1 +§ —n)/4
N, =(1+£)(1 —n2)/2

Ny =(1-£)(1 -9%)/2

Lagrangiano de 6 nos:

nt

|

M =(& —£)(-p /1 )

M, =(1 -2 )(=2)/(1 =)

M, =(&> +£)(—) /(1 —n)

M, =(&* +£)(1 +0)/[2(1 =n)]
M, =(1 =& )1 +9) (1 =n)
M, =(£* —£)(1 +)/[2(1 —)]

Os elementos

lagrangianos de 9 nds com 3 dos seus nos, correspondentes ao lado do elemento com 7= +1,

lagrangianos de 6 nos podem ser considerados elementos
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posicionados no infinito. As fungdes de "mapping" My(£ , ) sao obtidas através do produto
de fungdes quadraticas lagrangianas M'; (£ ) , na direc¢do £ , com fungdes M"'(n) do tipo das
expressdes (3.81). As fungdes de forma Ny£ , n) sdo selecionadas a partir das fungdes

correspondentes ao elemento finito lagrangiano de 9 nos.

Os elementos "Serendipity" de 5 nos utilizam 5 das fungdes de forma do elemento
finito "Serendipity" de 8 nos, sendo também a partir destas que sdo construidas as 5 fun¢des de
"mapping" associadas.

Os elementos lagrangianos de 4 nés sdo construidos a partir do elemento finito de
Lagrange de 6 nos, lineares em § e quadraticos em 5 , com 08 nds correspondentes a 7= +1

localizados no infinito.

Os elementos superparamétricos de 2 nos usam 4 fungdes de "mapping" ¢ 2
fungdes de forma. O uso de 4 fungdes de "mapping" tem por objectivo garantir em simultdneo
a singularidade para 7= +1 e o requisito que prevé a invaridncia por mudanga da origem de
coordenadas. As 4 fungdes de "mapping" sdo as dos elementos infinitos de 4 nds e as duas
fungdes de forma sio extraidas do elemento finito de 4 nos.

344272 Elementos Infinitos em Duas Direcgdes.

De entre estes elementos sdo os elementos lagrangianos de 4 nds, os elementos
"Serendipity” de 3 nods e os elementos superparamétricos de 1 nd os mais usados. As

respectivas fungdes de mapping e de forma encontram-se representadas no quadro 3.2.
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Quadro 3.2 - Elementos bidimensionais infinitos em duas direcgdes.

ELEMENTO Funcées de "mapping" Func¢ées de forma
Superparamétrico de 1 no:
M =4q/[(1 —£)1 —n)] N, =(1 -£)1 —n)/4
nl—
T B U%X%Mlsﬂﬂﬂ
=(1 +£)(1 +n)/[(1 =£)(1 ~1)]
L—*‘ =(~2£)(1 +9)/[(1 —£)(1 —m)]

"Serendipity" de 3 nos:
M, =[gn +3(-1-¢ )} [ -5 -n)] | N =(1 =)0 —n)(-1 - —n)/4

31 n[—i M, =2(1 +£)/[(1 —£)(1 —n)] N, =(1-£2)1 -n)/2
M, =21 +7)/[(1 —£)(1 —)] Ny =(1-£)(1—n%)/2
1 2
Lagrangiano de 4 nos :
’ M =4g9/[(1 -£)(1 )] N, =(8* —£)(n* —)/4
4‘( 3l—§ M, =(1 +£)(-20)/[(1 =£) 1-7;)] N, =(1-£*)(n* —n)/2
I 2 2
r M, =(1+5)1 +)/[(1 =81 -n)] | N =(1 =£*)(1 —n*)
IL—T— M, =(-28)1 +7)/[(1 - (um N, =(82 =g)1-n*)/2

Para os elementos lagrangianos de 4 nos ambas as fungdes auxiliares M'(£ ) e
M’ (y) tém singularidades para £ ou y iguais a 1 e s3o dadas, a partir de (3.81) por:

=2¢/(1-¢)  para ¢
M(E) =(1+)/(t-¢) " & = (3.86)
M/(n) =-27/(1 —n) toom
n

M(q) =1 +9)/(L =) "
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Fazendo o produto destas fungdes obtém-se Mi(£ ,n) e as fungSes de forma sdo

convenientemente selecionadas a partir das do elemento finito lagrangiano de 9 nos.

Os elementos "Serendipity” de 3 nos sdo construidos a partir do elemento finito de
8 nos, cujas fungdes de forma sdo usadas para definir os potenciais assim como para derivar as

fungdes de "mapping".

Finalmente, em relagdo ao elemento superparamétrico de 1 no, sdo necessarios trés
nds adicionais para definir a geometria do elemento. As 4 fungdes de mapping sdo iguais as do
elemento infinito nas duas direcgdes com 4 nos e a fungdo de forma ¢ extraida do elemento

finito de 4 nos.

3.4.5 GEOMETRIA DOS ELEMENTOS EM SINGULARIDADES DO DOMINIO

Nos dominios onde geralmente se processam Os escoamentos, —existem
singularidades que sdo de dificil modelagdo através de uma malha corrente de elementos
finitos, mesmo que para isso se recorra ao seu refinamento na vizinhanga daquelas

singularidades [1].

Para ilustrar esta situacdo, considere-se a figura 3.12 onde se encontra
representado um dominio em que estdo patentes algumas das singularidades que poderdo
condicionar a determinagdo pelo MEF da aproximagdo ao campo dos potenciais, originado

pelo escoamento de 4gua num meio poroso (dominio) [1].

Barragem
manto impermedvei de betdo -
A - Galeria L
(.Y;\ // aF % /’
COD E here estrato de argila_/
cortina corta-aguas &~ Qg ae impermedvel

Dy

B

Fig. 3.12 Problema tipico de escoamento num meio poroso
no dominio das obras de Engenharia.
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Na figura, as singularidades coincidem com os pontos do dominio que se
encontram identificados por letras desde A até F. A cada um destes pontos esta ainda
associado um angulo « que, por um lado, nos pontos A, C, D e F, mede o angulo que as linhas
equipotenciais na fronteira fazem com uma superficie impermeavel situada também na
fronteira, e por outro, nos pontos B ¢ E, corresponde a metade do dngulo do canto reentrante

que coincide com parte da fronteira impermeavel.

Numa formulagdo classica de elementos finitos com base na fung¢do potencial, a
utilizagdo de elementos isoparamétricos na vizinhanga dos pontos em causa ndo permite a
obten¢do de resultados satisfatorios. Desta forma, para fazer face a tal situagdo, ou se
constroem elementos especiais, ou seja, elementos cujas fungdes de aproximagdo associadas
sdo especialmente vocacionadas para aproximar a vizinhanga das singularidades, ou se
distorcem os elementos correntemente utilizados no MEF, cuja formulagdo ja foi efectuada
neste estudo.

Esta ultima opg¢do parece ser a mais atractiva e vantajosa, ja que torna possivel a
aplicagdo de programas correntes de elementos finitos no estudo de escoamentos em meios
porosos onde existam este tipo de singularidades.

3.4.5.1 Meio Isotrépico

Com o objectivo de localizar os nos dos elementos, considere-se um elemento
quadratico, definido num referencial local (¢, 5), na vizinhanga de uma singularidade, conforme

ilustra a figura 3.13.

Assuma-se ainda que os eixos coordenados £ e y estdo dispostos de tal forma que
ao longo de uma linha equipotencial o valor da coordenada local 5 é constante, a0 mesmo
tempo que ao longo de uma linha de corrente o valor da coordenada local £ também é
constante [1].
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Fig. 3.13 Localizagdo dos nos de um elemento "Serendipity”.

Deste modo, sendo ¢, e ¥, valores da funcdo de corrente e ¢; € ¢, valores da
funcdo potencial, respectivamente, em lados opostos do elemento representado na figura
3.13a), ¢ possivel aproximar a fun¢do de corrente € a fungdo potencial no interior do elemento

a partir da interpolagdo linear dada por:

1 - 1
’ _ 2£)¢I+( ;rs)h
(1 —n) a (3.87)
¢ = L ¢, + ) o

2 2
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ou ainda:

:¢1 +¢’n +¢[1 _¢I£
2 2

:(bl +éu +¢17 —é, 1
2 2

¥

(3.88)

¢

Se cada no6 i do elemento estiver localizado de forma a coincidir com o ponto de
intersec¢do de uma linha de corrente ¥, com uma linha equipotencial ¢, , as expressdes (3.88)
poderdo ser reescritas na forma:

:‘PI Y _,_¢II ¥,
‘P,’ > ! ) S,’
=¢1 +¢, +¢11 —¢; 7,

2 2

(3.89)
b,

onde £; e 3; sdo as coordenadas locais do né i do elemento.

Por outro lado, a solu¢do analitica do mesmo problema para um meio infinito,
representado na figura 3.13b) em coordenadas polares, é dada por:

o e o 2)
(3.90)
&r,0) =cr sin(gf) +c

(64

onde ¢, , ¢, € ¢; s30 constantes e k a permeabilidade para um meio isotropico. Ora, tendo em
conta a figura 3.13a), tem-se:

Vine) =e zfl (3.91)
Y (a,0) =cka* +c, =y,
¢ ainda:
¢(r’0) EC3 =¢[
(3.92)

d(b,a) Eqb’%" +o =,
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Determinando os valores de c, , ¢, € c; através da resolugdo das equagdes (391)e

(3.92) e substituindo-os nas equagdes (3.90), obtém-se as equagoes:

v =y, +(¢II ﬂh)(*) COS~—
a 2ct
o (3.93)
r\ o«
¢ =9, +(¢H _451)(—) Sln—g
b 2c
que resolvidas em ordem a r € ¢ levam a que:
2 2%
r= ag{’l (_‘é/_j_.l_] +b% (ﬂl__]
e g —9;
(3.94)

o =2 arcta g) 6=b1 Vi =V,
Q a by —Or ¥ ¥,

As coordenadas polares r; e ¢; do nd i (ponto de intersecgdo da linha de corrente
¥, com a linha equipotencial ¢; ) sdo obtidas substituindo ¥ e ¢ em (3.94) pelas expressoes
(3.89):

a% n b%‘ ) o
o e )+, )

(3.95)
20 o (g) n, +l
i Tx a £+l

Estas equagdes (3.95) permitem assim calcular facilmente as coordenadas nodais
de um elemento quadratico isoparamétrico na vizinhanga de uma singularidade no dominio. Os
parimetros a e b representam, respectivamente, o comprimento do lado do elemento que
coincide com uma equipotencial na fronteira e o comprimento do lado do elemento que

coincide com uma linha de corrente na fronteira.
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Finalmente, considere-se a figura 3.14 em que o=7 :

~

AN
T
£ 4 S S

<8}

Fig. 3.14 Elemento de "Serendipity" para o = .

Sendo esta situagdo (a=7) muito comum nos problemas de percolagio em
engenharia, as equagdes (3.94) assumem a forma:

(3.96)

1
¢ b)/z d—¢, ¥, ¥,
tan— =| —
2 (3 (b[[ —¢1 ¢ ——‘)b[

A partir da figura 3.14 ¢ possivel relacionar as coordenadas cartesianas com as
coordenadas polares:

X =r-cos¢ =f(cos2 % —sin? %)
(3.97)

: o . @
=r-sine =2r-cos—sin—
Y %2 > 5

Introduzindo as equagdes (3.96) em (3.97), apos algumas manipulagdes
trigonomeétricas, obtém-se as equagdes:
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(xb —y, j b(qs—qs, )2
Vi~V Sn —9s (3.98)
—2v7b v -y, -9

11’11—‘»0 Ql)n qs[

que representam a soluggo analitica do problema para a== em coordenadas cartesianas.

Para determinar as coordenadas cartesianas dos pontos pertencentes ao elemento,

basta introduzir as equagdes (3.88) nas equagdes (3.98):

x=2(1+8) —%’(1 +1)°

3.99
J‘b Jab (3.99)

1 +£)(1 +n)

que para o caso particular das coordenadas cartesianas dos nos do elemento em relagdo ao

referencial representado na figura 3.14, tomam o aspecto:

a 2 b 7
L .
5 =208 20

Jab
Yi =—2—(1

(3.100)
+€i)(1 +’7,‘)

Portanto as expressdes (3.95) e (3.100) permitem construir a malha de elementos
finitos na vizinhanga de singularidades no dominio. Se bem que para a#w a construgdo da
malha seja algo trabalhosa, pois a localizagio dos nos é feita em coordenadas polares
(equagdes 3.95), no caso em que a=7 a constru¢do torna-se bastante simples, ja que as
coordenadas dos nos dos elementos sio dadas directamente em coordenadas cartesianas
(expressdes (3.100) ).

Para se ter uma visualizagio das melhorias introduzidas numa aproximagdo
através da utilizacdo do elemento que foi estudado, na figura 3.15 encontram-se representadas
a funcdo potencial e a fungdo de corrente, na vizinhanga da singularidade Q do dominio, para
duas mathas de elementos finitos distintas [1]: uma delas consiste numa malha corrente de
elementos de "Serendipity" rectangulares de 8 nos (figura 3. 15b ); a outra consiste numa matha
constituida com o mesmo tipo de elementos, mas, agora, distorcidos conforme foi proposto

anteriormente (figura 3.15¢ ).
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Agua
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a) Representagdo geral do problema.
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¢) Resultados obtidos por intermédio de uma matha cujos elementos na vizinhanga da

singularidade sdo os elementos propostos.

Fig. 3.15 Andlise na vizinhanga da singularidade Q na fronteira do dominio.
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Como se podera constatar facilmente, por analise da figura 3. 15, a forma tanto das
linhas equipotenciais como das linhas de corrente na vizinhanga da singularidade Q do dominio
aproxima-se bastante mais da realidade no caso em que é usada a malha em que intervém o

elemento proposto (figura 3.15¢).

3.4.5.2 Meio Anisotrépico

Um problema anisotropico pode ser transformado num problema isotropico

multiplicando os comprimentos na direcgéo da primeira permeabilidade principal k; pelo factor
VK /K [1]. Deste modo € possivel generalizar as consideragdes efectuadas para um meio

isotropico a um meio anisotropico.

Considere-se entdo a figura 3.16, em que na singularidade representada o= a
direc¢do da permeabilidade principal &; faz um &ngulo ¢ com a horizontal. Os comprimentos na

direcgdo k, sio multiplicados por \/k, /K .

-
§=30°
k1/k2=2 \
v=7.8° \L,
a'=0.94a >

Fig. 3.16 Localizagdo dos nos dos elementos junto a uma singularidade

num meio anisotropico.

Sendo o ponto Q considerado fixo na transformagéo operada, a linha PQ sofre

uma rotagdo, até atingir a posi¢do P'Q, de um angulo:

1

tan(,/kz/kl -tanﬁ)

vy =0 (3.101)
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O comprimento a (neste exemplo é considerado a=b) ¢ reduzido de acordo com:
1
a' =a[\/00320 +—Zisin29] (3.102)

Com efeito, os pontos nodais 2',3',4'5',6',7' e 8' podem ser agora localizados em

relagdo a P'Q, através da consideragdo dos resultados obtidos anteriormente para um solo

isotropico (ver linha a tracejado da figura 3.16).

Finalmente, para se obter a posi¢do final dos nos do elemento, € ainda necessario
multiplicar os comprimentos na direcgdo de k, pelo factor /&, /k . A distincia dos nos, na sua
posi¢do final 1,2,3,456,7 e 8 em relagio ao eixo RS, ¢ obtida multiplicando as
correspondentes distancias dos nds na posigdo 1',2'3',4',5',6,7" e 8' pelo factor m .0

elemento que resulta de toda a transformagdo operada € o que se encontra representado por

uma linha continua na figura 3.16 .

3.5 INTRODUCAO DAS CONDICOES DE FRONTEIRA.
DETERMINACAO DA SUPERFICIE LIVRE NOS
ESCOAMENTOS NAO CONFINADOS. METODO DA
PERMEABILIDADE VARIAVEL

3.5.1 INTRODUCAO DAS CONDICOES DE FRONTEIRA

Encontrando-se formulado o MEF para o estudo do escoamento de 4gua em meios
porosos com base na fungdo potencial, importa agora analisar as condi¢cdes de fronteira

impostas no dominio onde se processa o escoamento.

Para isso, apenas se ira analisar o escoamento em dominios ndo confinados, ja que
se trata de uma situagdo mais geral que envolve todas as condi¢des de fronteira com

possibilidade de ocorrer nos escoamentos em dominios confinados.

Tendo ja sido abordado este assunto no Capitulo 1, considere-se novamente a
barragem de terra, constituida por um material anisotrépico, cuja geometria do dominio do

escoamento se encontra representada na figura 3.17 [11].
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Fig. 3.17 Condigdes de fronteira tendo como variavel
dependente a fungdo o .

Estando o problema formulado com base na fungdo potencial ¢, as condi¢des de
fronteira que se encontram ilustradas na figura 3.17, tambeém estdo estabelecidas

matematicamente em fungdo do potencial.
Apesar destas condigdes de fronteira ja terem sido caracterizadas na sec¢do 1.9.3.3
do Capitulo 1, convém agora relembra-las ja que estamos em condigdes de acrescentar mais

alguns resultados, por forga da formulagdo de elementos finitos desenvolvida ja neste Capitulo.

Assim, nas linhas AB, CDe DE as condigdes de fronteira sdo essenciais, pots o

valor da funcdo potencial € prescrito 2o longo dos seus comprimentos:
6=¢ em T, =AB+CD+DE (3.103)

porém, enquanto ao longo de ‘ABe DE o valor da fungio ¢ é constante, na linha CD varia
linearmente (¢ = y).

Nas linhas AE e BC as condigdes de fronteira sdo naturais e constata-se que a

componente da velocidade na normal a fronteira se anula (superficies impermeaveis).
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oo ¢ [ a9 ¢ —— B
= = 4k = =4k =X = =AF +
o, (k“ 3 k,, ay) n, H k, 3 k,, 3 jny 0 em I, =AE+BC

(3.104)

no entanto, enquanto a posigao da linha AE é conhecida previamente, a da linha livre BC ¢

desconhecida.

A formulagio do MEF desenvolvida na sec¢do 3.2 deste Capitulo conduz a um

sistema de M equagdes a M incognitas dado por:
[Ki{o} ={ f} (3.105)

em que [K] ¢ a matriz permeabilidade, {f} é o vector que resulta das condi¢des de fronteira
naturais, {¢} é o vector das incOgnitas (potenciais) ¢ M o numero de nés em que €

discretizado o dominio.

Ora , como na situagdo representada na figura 3.17 a componente da velocidade na
normal a fronteira se anula nas linhas AE e BC , para introduzir as condi¢des de fronteira

naturais no sistema de equagdes (3.105) bastara anular o vector {f}, podendo-se reescrever o

sistema de equagdes (3.105) na forma:
[K){¢} ={0} (3.106)

Por outro lado, para introduzir as condi¢des de fronteira essenciais do tipo ¢ =q—t>
no sistema (3.106), recorre-se geralmente a adi¢do de valores muito altos, adequadamente
posicionados, na diagonal principal e no vector dos termos independentes, apenas nas linhas
correspondentes aos pontos nodais com potenciais prescritos. O sistema (3.106) transforma-se

assim en:

[K){¢} ={ 0} (3.107)

3.52 DETERMINACAO DA SUPERFICIE LIVRE

Na determinagdo da solugdo numérica a partir da resolugdo do sistema de

cquagdes (3.107), parte-se do principio de que o dominio onde se processa O escoamento €
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totalmente conhecido. Em contraposi¢do, como ja se referiu atras, no caso dos escoamentos
nio confinados esse dominio ndo ¢ inicialmente conhecido. Desta forma, para o estudo destes
escoamentos pelo MEF existem essencialmente dois tipos de procedimentos [5]: os de malha

variavel e os de malha constante.

Constituindo os procedimentos de malha variavel a técnica que ha mais tempo €
utilizada na analise pelo MEF, ela baseia-se num processo iterativo em que se alteram em cada
iteragdo as coordenadas dos pontos nodais da malha em que ¢ discretizado o dominio, de

acordo com um critério que regula a verificagdo das condigdes de fronteira na superficie livre.

Com efeito, na aplicagdo dos procedimentos de malha variavel, parte-se sempre de
uma posi¢do inicial arbitrada para a superficie livre, impondo-se ai a condi¢do de potencial
prescrito ou condi¢do de fluxo nulo. Ora, utilizando uma malha inicial que discretize o dominio
definido por essa posigdo arbitrada, obtém-se uma solugdo que permite aferir se a condi¢do de
fronteira ndo imposta é ou ndo também satisfeita nos pontos nodais que coincidem com a
superficie livre, ajustando-se entdo as coordenadas desses pontos em fungdo do valor do erro

associado a condi¢do ndo imposta [5].

Da consequente adaptagdo da malha, que decorre da alteracdo das coordenadas
dos pontos nodais localizados sobre a superficie livre, vai nascer uma nova malha com a qual
se vai obter uma nova solugdo, com o prosseguimento do método iterativo, até que os erros,
que aferem a verificagdo da condigdo de fronteira ndo imposta, assumam valores que sejam

considerados suficientemente pequenos para parar o método iterativo.

A utilizacdo desta técnica de malha variavel, apesar de permitir obter aproximagdes
para a posi¢do da superficie livre com elevada precisdo, particularmente quando na formulag@o
de elementos finitos que lhe estd subjacente se prevé o uso de elementos com fungdes de

aproximagdo no lineares, tem no entanto 0s inconvenientes seguintes [5 ] :

i) em primeiro lugar obriga a resolugdo de um novo sistema de equagdes em

cada passo do método iterativo;,

ii) dificulta o estudo de problemas em que se pretende obter em separado, mas
com a mesma malha, a distribui¢do de pressdes neutras e tensdes num dado

dominio;

i) compromete a convergéncia do método iterativo quando a superficie livre do
escoamento em estudo apresenta grandes inclinagdes em relagdo a horizontal
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e quando essa superficie livre intersecta a superficie de contacto entre zonas
com grande variagio de permeabilidades, para garantir a convergéncia
desejada € necessario construir criteriosamente uma malha inicial de
elementos finitos e por vezes estimar uma posigdo inicial da superficie livre

suficientemente proxima da posigéo final e definitiva.

O reconhecimento destas dificuldades tem levado a que na actualidade haja um
grande incremento e divulgacdo das técnicas de malha constante. Uma vantagem comparativa
que resulta de imediato, tem a ver com o facto de a matriz [K], do sistema de equagdes
(3.107), permanecer inalterada ao longo do processo iterativo, ja que tanto a geometria da
malha como as caracteristicas dos elementos nio sio alteradas, permitindo uma acentuada

economia nos tempos de computagdo requeridos.

3.5.2.1 Método da Permeabilidade Variavel

No estudo dos escoamentos ndo confinados, o procedimento mais divulgado de
analise pelo MEF com malha constante foi proposto por Bathe et al [2]. A esséncia deste
procedimento esta na consideragdo de uma relagdo de dependéncia entre as caracteristicas de
permeabilidade do meio e o potencial em todos os pontos do dominio onde se processa o

escoamento.

—ee

6-y)

Fig. 3.18 Modelo de permeabilidade para determinagdo
da superficie livre.

Com efeito, atendendo a figura 3.18, se a pressdo da agua for negativa (¢ < y ) a
permeabilidade do meio ¢ considerada nula (k; = 0, para i,j=1,2) - para garantir a estabilidade
numérica do método € aconselhavel considerar k;; = k;; /1000, em contraposi¢do, se a pressao

da agua for positiva ou nula (¢ = y ) a permeabilidade do meio assume o seu valor real.
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Deste modo é possivel satisfazer (em termos médios) a condi¢do de fronteira
natural na superficie livre (¢ = y ), uma vez que esta passa a constituir ao longo do seu

desenvolvimento, um trecho impermeavel da fronteira ( v, = 0).

Ora, uma vez que o tensor de permeabilidade, dado pela matriz [D]:

k. k
[ D] =[ " “y} (3.108)
k, k,

é dependente da cota piezométrica (¢ - y), entdo a matriz [K] do sistema (3. 107) também o &,

pois:
< T
(K] =Y [[B[D][B] 40 (3.109)
e Q°
Portanto, esta relacio de dependéncia vai conduzir a um problema ndo linear do
tipo:

[1—%)]{@3} -{0} (3.110)

A sua resolucdo podera ser feita através da implementagdo de um método
resolutivo por iteragdo directa, cuja solugio correspondente a um passo genérico de ordem m,

é obtida através de;

(K] (s} ={0} 3.111)

em que a matriz global [I_{](m_i) corresponde 4 solugdo {@} ™.

Sendo neste processo iterativo necessario resolver um novo sistema de equagdes
em cada passo, verifica-se, geralmente, que ¢ mais eficiente recorrer a utilizagao de um
processo iterativo baseado no "algoritmo de Newton-Raphson modificado™ [5]. Com efeito,
no decorrer deste processo iterativo, as incognitas do problema passam a ser, numa iteragao

genérica (m), as variagdes das cotas piezométricas:

[Ad}™ ={a}'™ —{g}" (3.112)

determinadas a partir de :
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[R]°{as}™ ={Q} {K]"{s}™” (3.113)

convergindo iterativamente, até que os valores [ A¢}sejam suficientemente pequenos de

acordo com um critério pré-estabelecido.

—(0) m)
e

m) —(m-1)
aAd ng ¢m

q;jO) qglm-ﬂ qglm) )

Fig. 3.19 Algoritmo de Newton-Raphson modificado.

Da analise da figura 3.19, onde se ilustra geometricamente 0 funcionamento deste

. . . X . . - 1(m1)
processo iterativo, conclui-se que se recorre, por um lado, a matriz actualizada [K]

~ o (m—) N <

apenas para calcular os fluxos nao equilibrados {Qdes} correspondentes a solugdo
(m—) :
{6}, ou seja:

{01 =[R]" " {e}™ (3.114)

. . =10 . o e (0)
e, por outro, a matrz [K] . correspondente & solug3o inicial {#} ", para calcular os

acréscimos da cota piezométrica em cada iteragao.

Conforme ficou explicitado na sec¢do 3.3.1, a determinagdo dos elementos da

matnz [E] é feita por integragdo numérica por pontos (quadratura de Gauss). Nesta medida,

para determinar [I_Z'] _ correspondente a uma dada solugdo { ¢}, basta calcular a matriz [ D} ,

nos pontos de integragdo numérica de cada elemento, de acordo com a relagdo de dependéncia
atras descrita e que se encontra representada na figura 3.11. Em face disto, ¢ legitimo concluir-

se que, embora aumente o tempo de computagdo, quanto maior for o nimero de pontos de
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integragdo numérica nos elementos atravessados pela superficie livre, maior sera a precisdo

atingida na sua localizag@o.

Refere-se ainda que em algumas situagdes € aconselhavel modificar a expressdo
(3.112) com o objectivo de acelerar e/ou garantir a convergéncia do método iterativo. Uma
das alteragdes possiveis € dada por:

{6} ={a} +a{ag}™ (3.115)

em que « € um factor de aceleragdo da convergéncia e o calculo dos valores { Ao} continua a

ser feito através da expressdo (3.113).

3.6 DETERMINACAO DA FUNCAO DE CORRENTE. LINHAS DE
CORRENTE

Na secgdo 1.9.3 do Capitulo 1 foram j& deduzidas as equag¢des diferenciais que
regem os escoamentos em meios porosos. com base na fungdo potencial ¢ e na fungdo de

corrente Y.

Relembrando aquelas equagdes para um meio  ansotropico, tém-se,

resbectivamente: ;.

(5 1), 5[ 3 9 0 o
ax\ " ax dy 6y Yoax 7oy

i{——-l-—,[k Yok a¢ﬂ+ [;(k Y ik, axpﬂ =0
ax| ko k, —k; ax 7 ay ay| k K\ Y ax dy

(3.117)

Na sec¢do 1.9.3.3 do mesmo Capitulo, também foram analisadas as condi¢des de
fronteira associadas a integragdo destas equagdes. Na figura 3.20 sdo relembradas essas
condig¢des de fronteira, considerando que a formulagdo do problema ¢ feita com base na fungdo

de corrente ¢ .
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Fig.3.20 Condi¢des de tronteira tendo como variavel
dependente a fungdo V¥ .

Assim, nas linhas AE e BC as condigbes de fronteira sdo essenciais, ja que ao

longo dos respectivos comprimentos os valores da fun¢do de corrente  sdo prescritos:
v =y em I, =AE+BC (3.118)

Venfica-se ainda que na linha AE a fungdo de corrente assume um valor igual a zero e que na

linha BC assume um valor igual ao caudal percolado através do dominio do escoamento.

Ao longo das linhas AB, CD e DE as condi¢des de fronteira sio naturais e

traduzem-se matematicamente por:

] Y oY ( oy ay
SR S L AL ) PR L A
R — K w gy TRy ayj"'* Foax gy ST

Py Yy

em I, =AB+CD+DE (3.119)
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Na secgdo 1.9.3.3 do Capitulo 1, esta equagdo foi trabalhada de tal forma que se
conseguiu restabelecer a mesma condi¢do de fronteira, mas, desta feita, em funcio do
potencial ¢ [11] :

_9¢

Va = ds

(3.120)

Pela analise comparativa das equagdes (3.116) e (3.117) conclui-se que estas sdo
formalmente idénticas. Isto ¢, verifica-se que as componentes do tensor de permeabilidade na

equacdo (3.117) se encontram multiplicadas por 1/det[ D] em relagio as mesmas

componentes na equagao (3.116).

Portanto, a formulagdo de elementos finitos com base na funcdo de corrente ¢ sera
em tudo idéntica a formulagdo de elementos finitos desenvolvida para a fungio potencial ¢ na
sec¢do 3.3 deste Capitulo. Contudo, no que diz respeito a consideragdo das condigdes de
fronteira, existem algumas dificuldades adicionais [11]: o caudal percolado Q ndo é conhecido
previamente, dificultando assim a imposigdo da condigdo de fronteira essencial ¥ =Q ; existe
uma condigio de fronteira natural (linha CD da figura 3.13) que ¢ diferente de zero e
desconhecida a partida, contrariamente ao que sucede para a fungio potencial, em que todas as

condi¢des de fronteira naturais se anulam.

Para ultrapassar tais dificuldades, a determinagdo das linhas de corrente ¥, por
forca da identidade formal que existe entre as equagdes (3.116) e (3.117) , podera ser
efectuada recorrendo a um programa que tenha sido concebido com a finalidade de calcular a
fungdo potencial ¢, sendo para isso apenas necessario que sejam satisfeitos os seguintes

requisitos [11]:

a) analise previa em termos da fungdo potencial ¢ para obten¢do do valor do

caudal total percolado Q;

b) utilizagdo, como tensor de permeabilidade equivalente, do tensor de

permeabilidade propriamente dito multiplicado por 1/det[ DJ;

¢) imposi¢do, nas zonas da fronteira onde se conhece o valor da fungio
potencial ¢, da condigdo de fronteira expressa pela equagdo (3.120).



CAPITULO 4

APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS
FINITOS AO ESTUDO DOS ESCOAMENTOS EM
REGIME TRANSITORIO EM MEIOS POROSOS
ANISOTROPICOS

4.1 INTRODUCAO

A utilizagio do MEF, no estudo dos escoamentos transitorios em meios porosos, €
susceptivel de ser considerada como uma extens3o da aplicagdo do MEF aos escoamentos em
regime permanente, também em meios porosos, cuja formulagio foi realizada no Capitulo

anterior.

Com efeito, se bem que no caso dos escoamentos permanentes a equagdo
diferencial governativa associada apenas dependa das varidveis espaciais, no caso dos
escoamentos transitorios, a respectiva equagdo diferencial governativa, para além de depender
destas, também depende da variavel temporal f. Consequentemente, nos escoamentos
transitorios, a determinagdo, pelo MEF, de uma aproximagdo a solugdo exacta da equagdo
diferencial que os rege, requer ndo so a utilizagdo de procedimentos de integragdo em ordem
as coordenadas espaciais, mas também procedimentos de integragdo em ordem a coordenada

temporal [18].
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Na integragdo em ordem as coordenadas espaciais, os procedimentos a seguir sdo
em tudo idénticos aos utilizados para os escoamentos permanentes, que foram expostos no

Capitulo anterior.

Relativamente a integragdo em ordem ao tempo, no presente Capitulo ira ser
descrita uma técnica iterativa, que encara o tempo como um dominio unidimensional de
comprimento infinito, discretizavel por uma malha de elementos finitos, constituida por
elementos (intervalos de tempo) interligados por nods (instantes), designando-se por isso de
aproximagdo semi-discreta, discretizagdo parcial ou método de Kantorovich.

Analogamente ao que sucedeu na determinagdo da superficie livre dos
escoamentos permanentes nio confinados, neste Capitulo também ird ser considerada uma
relagdo de dependéncia, ao longo do tempo, entre a permeabilidade do dominio onde se
processa 0 escoamento e O respectivo campo potencial associado. Esta consideragdo, ao
conferir um elevado grau de ndo linearidade & equagdo diferencial governativa, exige que sejam
realizados adequados procedimentos iterativos em cada incremento da integracdo no tempo,
sob pena de comprometer a validade do método iterativo de integra¢do em ordem ao tempo

atras referido.

4.2 FORMULACAO GERAL DO PROBLEMA

4.2.1 ESTABELECIMENTO DA EQUACAO GOVERNATIVA COM BASE NA FUNCAO
POTENCIAL

Retome-se novamente a equagdo geral da continuidade deduzida no Capitulo 1,
valida para meios anisotropicos bidimensionais, saturados ou ndo, de porosidade constante e
atravessados por agua considerada incompressivel:

a( 3¢ acb) 3 ( 3o 6¢) 3s, aqﬁ]
~| ky——tk,— | ~—| k,— tk,— | +v, 0 — |dv =0
-[,[ ax dx Yay) dy\ Yax Yoy ap, Ot

w

4.1



Aplicag@o do MEF ao Estudo dos Escoamentos em Regime Transitorio 143

Como o volume de referéncia ¥ ¢ arbitrario, a anulagio do integral implica que:
d ¢ dp) 4 do o aS, deé
—| k. — +k,— | ——| k., — +k,— | +y, n-—=— =0
ax( e *yay) ay( vax ey T T ep, ot
(4.2)

Contrariamente ao que sucede no caso dos escoamentos permanentes, situagdo
esta que foi objecto de tratamento no Capitulo anterior, nos escoamentos em regime
transitorio a 3 parcela do 1° membro da equagdo (4.2) néo se anula, j4 que o campo potencial
varia ao longo do tempo.

Portanto, neste Capitulo, a equagdo diferencial que vai ser tratada pelo MEF, vai
ser a equagio (4.2), em que as condigdes de fronteira associadas, também variaveis no tempo,
sdo dadas por:

i) condigdes de fronteira essenciais (ou de Dirichlet):

b=0¢ emT, (4.3)

ii) condigdes de fronteira naturais (ou de Neumann):

9 ., 99). 9, 39)., __
(k“ Ix +1{\y ay) n, +(kxy Ix -i-I(yy ay) n, =-—v, em T, 4.4)

A equacdo diferencial (4.2) ndo se encontra exactamente nas mesmas condigdes,
quer em relagdio a equagdo genérica considerada no Capitulo 2, que serviu de base a
formulagdo geral do MEF por uma via de residuos pesados, quer em relagdo a equagdo
governativa dos escoamentos permanentes considerada no Capitulo 3.

Comparativamente, de facto:

i) para além das variaveis espaciais (x,y) € necessario considerar uma nova
variavel independente que € o tempo (¢),

ii) os coeficientes k, e k, ndo sdo constantes ao longo do tempo, visto que sdo
fun¢do do campo potencial ¢

ii) a 32 parcela do 1° membro de (4.2) também ¢ fungdo de ¢ .
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Em face do exposto, resulta, entdo, que a equagdo diferencial (4.2) ndo ¢é linear,
sendo necessario para a sua resolugdo, recorrer nio s6 a sua integragdo em ordem as

coordenadas espaciais, mas também a integracio em ordem a coordenada temporal [6].

4.2.2 RELACAO DE DEPENDENCIA ENTRE A PRESSAO NEUTRA E O TEOR DE
HUMIDADE

No calculo da 3 parcela do 1° membro da equagio (4.2), intervém a derivada do
coeficiente de saturagdo (S,) em ordem a pressio da agua. A determinagio desta derivada é

possivel desde que se conhega & partida uma relagdo entre o coeficiente de saturagdo € a

pressdo da agua S, = £, .

Tal relagdo ¢ dificil de ser estabelecida, ja que varia de solo para solo e sO ¢
possivel determina-la por via experimental. Contudo, ao deverem todas elas obedecer a alguns
principios comuns, existem vérias propostas, preconizadas por diferentes autores, de curvas

que traduzem aquela relagio, obedecendo aos seguintes principios gerais [6]:

i) quando a pressdo da 4gua no solo é positiva, 0 solo estd saturado, o
coeficiente de saturagdo S, é igual a unidade, levando, por isso, o teor em

agua no solo a atingir o seu maximo;

i) quando o solo ndo esta saturado, a pressio da 4gua é negativa (pressdo de
natureza capilar), ao que corresponde um coeficiente de saturacdo inferior a

unidade;

iii)para pressdes capilares baixas, o solo pode eventualmente estar ainda
saturado (franja capilar saturada); o valor maximo da gama de valores da
pressao capilar para o qual este facto se verifica, assume um valor pequeno

para solos arenosos, sendo maior nos solos argilosos;

iv) por forga da presenga da agua de natureza higroscopica nos solos, existe um
valor minimo para o coeficiente de saturagio.

Assim, no presente estudo, a relagio S =1f,, que vai ser utilizada na

formulagido do MEF foi determinada a partir da relagdo entre o teor de humidade 6 e a altura

piezométrica que se encontra representada graficamente na figura 4.1 [15].
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MOISTURE CONTENT, 8
Fig. 4.1 Relagdo de dependéncia § = £
(2.)
No entanto, face a necessidade de exprimir a relagio S, =1,

analiticamente, ¢ possivel aproximar as curvas correspondentes a cada tipo de solo (arenoso e
argiloso), representadas na mesma figura, através de trés outras curvas ajustadas da seguinte

forma [6]:
a) Solo arenoso (porosidade n= 0.3):

CURVA 1. valida para valores Py «_0.248 m.c.a

Yo
S, =-0.052 —0.144 1> (4.4)
95e 0 1442 (4.5)
ap, Py

CURVA 2: valida para valores —0.248 m.c.a <Pv «_0.129 m.c.a
Yw

S, =0.529 %(& +0.248) (4.6)
Yw

as, __ 1

ap, 37,

(4.7)
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CURVA 3: valida para valores —0.129 m.c.a <Py <
Tw

s, =1 +O.6589% —6.49(&)

w

9S, _0.6589 _ ) gq Py
ap, Vw Yo

Para valores da altura piezométrica (¢-y) nulos ou positivos:

98
S =1 v =
¥ ° ap,,

O limite minimo para o valor de S, atras aludido fica por esclarecer.

b) Solo argileso (porosidade n= 0.6):

CURVA 1 valida para valores Py «_2.48 m.c.a
Yw

S, =—0.052 ~1.44 1>
P,

95 _1.44

ap,,

"B“'J
S

g ™

CURVA 2: valida para valores —2.48 m.c.a <Pv <129
Yw

S, =0.529 +-| P 42 48
300 v,

85, _ 7
ap, 307,

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

m.c.a

(4.13)

(4.14)
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CURVA 3. valida para valores —1.29 m.c.a <Pu <0

Y
2

S, =1+0.06589 2 —0.0649(51} (4.15)

05, _0.06589 1298 Px (4.16)

ap,, Y Ve

Para valores da altura piezométrica (¢-y) nulos ou positivos:

s,
ap,

0 (4.17)

Também fica por estabelecer o limite minimo para o valor do coeficiente de
saturagdo S, .

Para os solos de natureza arenosa, encontram-se representadas na figura 4.2, as

trés curvas atras referidas nos respectivos intervalos onde sdo validas

S

i Tw
10

-4 0.807

-1 0529

-¥ _(meca)

! l i ! I
-15 -1.0 05 0248 0129

Py

Fig. 4.2 Relagdo entre o coeficiente de saturagao S, e a altura piezométrica .
Yw
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4.2.3 O COEFICIENTE DE PERMEABILIDADE RELATIVA

Conforme se podera constatar facilmente, o coeficiente de permeabilidade depende
das caracteristicas do solo. De todos os pardmetros caracterizadores do solo, a permeabilidade
¢ particularmente sensivel a variagdes da porosidade, granulometria, forma dos grios e teor de
humidade. Assim, para um mesmo solo, saturado, & podera considerar-se constante. No
entanto, caso o solo ndo esteja saturado, tal invariabilidade de k deixa de ser valida, ja que k
varia com o teor em agua do solo [7]. Nesta medida, o coeficiente de permeabilidade & de um
solo pode ser definido por:

k=kk (4.18)

em que k, é o coeficiente de permeabilidade do solo saturado e k, € o coeficiente de

permeabilidade relativa.

Portanto, como &, ¢ constante para um mesmo solo, a variabilidade de k com o
teor de humidade do solo 6, vai estar directamente relacionada com o coeficiente de

permeabilidade relativa k, do mesmo.

Ora, sendo entio k, uma medida da permeabilidade de um solo, com um
determinado teor de humidade, em relagdo a permeabilidade do mesmo solo saturado, importa
agora estabelecer uma lei que relacione &, com 8 ou §,, Analogamente ao que sucede com as

relagdes S, = , para cada solo sera necessario estabelecer uma relagdo k. = or
w Pe) T 54)

uma via experimental.

Encontrando-se na figura 4.1 também representada graficamente uma relagio
k = 1{0), ¢ possivel exprimir analiticamente a relagdo k. = IE' s) bor intermédio de quatro

curvas ajustadas da seguinte forma [6 ]:

CURVA 1: valida para valores 0.228 <S, <0.667

0.0843256

k =-0.1092301 —
’ (s, -1)

(4.19)
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CURVA 2: vilida para valores 0.667 <S, <0.825

0.1715283

k =-0.3711 -
’ (s, 1)

(4.20)

CURVA 3: valida para valores 0.825 <S5 <0.975

k. =—29.589992 +79.803532- S, —67.16309 - 2 +17.940651 - S,
(4.21)
CURVA 4: valida para valores 0.975 <§, <l

k =1 (4.22)

Para valores de S, inferiores a 0.228, o coeficiente &, assume um valor nulo.

Na figura 4.3 encontram-se representadas geometricamente as quatro curvas nos

respectivos intervalos em que sdo validas.

kr i
1.0
0.609
05+
0144} -
; ! ] Ll
0 ! I i T | S
0.228 0.5 0.667 0.825 1.0 W
i
0.975

Fig. 4.3 Relagdo entre o coeficiente de permeabilidade relativa k&,

e o coeficiente de saturagdo S .

A titulo de conclusdo, refira-se que se k, € fungdo de S, , entdo, implicitamente,

também depende da altura piezométrica (¢-y), j4 que, como se viu na sec¢do anterior,

Sw = f(‘Pw) .
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4.3 INTEGRACAO EM ORDEM AS COORDENADAS ESPACIAIS

4.3.1 GENERALIDADES

Contrariamente ao que sucede nas equagdes diferenciais dos Capitulos 1 € 2, a
equacdo diferencial governativa dos escoamentos transitorios (4.2), para além de depender das
coordenadas espaciais (x,y), também depende da variavel temporal ¢. Consequentemente, a
correspondente solugdo exacta sera também fungdo das coordenadas espaciais e da variavel
tempo, ou seja:

¢ =x,y1t) (4.23)

Relativamente as condigdes de fronteira associadas a este tipo de problema,
verifica-se que elas sio impostas no instante inicial (impde-se o valor de ¢ ou de suas
derivadas na fronteira do dominio no instante inicial), podendo variar algumas delas com o

tempo.

A determinagdo da solugdo de uma equagdo diferencial deste tipo € realizada em
duas fases [18]:

1) numa primeira fase, ¢ integrada em ordem as coordenadas espaciais atraveés
da aplicagdo dos procedimentos expostos nos Capitulos 2 e 3, culminando na
geragdo de um sistema de equagdes diferenciais que contém ainda as
derivadas em ordem ao tempo;

i) numa segunda fase, proceder-se-4 a integragdo em ordem ao tempo, através
de um procedimento, que vai ser objecto de estudo neste Capitulo,
designado por aproximagdo semi-discreta, discretizacdo parcial ou método
de Kantorovich.
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4.3.2 CONSTRUCAO DA FUNCAO APROXIMANTE

No Capitulo 3, a solugdo exacta da equacgdo diferencial governativa dos

escoamentos permanentes, dada por:

a o d¢ a o do
Tk, 24k, 2k, Lk, 2| =0 (424
6x( ¥ ax Vay] 6y( Y ax ”ayj *29

foi aproximada através da construgdo de uma fung¢do aproximante do tipo:

" M
¢ = Zd),.N,. (4.25)
=

Nesta fung¢@o aproximante, os coeficientes de aproximagdo {¢}, visto que
constituem as incognitas do problema - valor dos potenciais nos nds da malha que discretiza o

dominio - s3o determinados a partir do sistema de equagdes resultante da aplicagdo do MEF:
[K[{¢} ={ £} (4.26)

verificando-se, ainda, que sdo independentes das coordenadas do dominio, contrariamente ao

que sucede as fun¢des de aproximagio V.

Assim, para aproximar a solugdo exacta da equagdo diferencial que governa os
escoamentos transitorios (4.2), torna-se necessario alterar a fungdo aproximante (4.25), ja que
nenhum dos pardmetros que intervém na sua construgdo € fungdo do tempo. Tal alteragdo, a
introduzir na fungdo (4.25) com o intuito de lhe conferir o caracter temporal requerido,
consiste em considerar os coeficientes de aproximagdo {¢} como fun¢do do tempo [6], ou

seja:

“ M
6 =Y e, N(x.y) (427)
i
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4.3.3 DISCRETIZACAO POR ELEMENTOS FINITOS. METODO DE GALERKIN

Retome-se a equagdo diferencial governativa dos escoamentos transitorios (4.2):

ad do dp) 0 dd 1) aS, d¢
—B;(k“a—x +h, ayj ay(kxya_x +ky,a_y) o2 g
(4.28)
Procedendo da mesma forma que na secgdo 3.2.2 do Capitulo anterior, aplicando o
MRP, com o objectivo de determinar uma aproximagio do tipo (4.27), os residuos no dominio

e na fronteira sdo dados [6], respectivamente, por:

R _3( (2 aqb) +__£k 9, aﬂ o 05 09

ox  YTay) ayl ¥ax ¥ay dp, ot
(4.29)
9, 99 0% . 09
= k_— + 3
R (k“ Ix +k,, ay) n, +[kv Ix +k, ay] n, +v, (4.30)

Comparando os residuos (4.29) e (4.30) com os seus homologos (3.7) e (3.8),

referentes a aproximagdo para os escoamentos permanentes, verifica-se que apenas o residuo
R, difere do seu homologo de um valor igual a:

(')S a¢
apw at

(4.31)

correspondente a 3* parcela do 2° membro de (4.29).

Consequentemente, a condi¢io de anulacdo da soma dos integrais dos residuos
imposta por (3.10), na seccio 3.2.2 do Capitulo anterior, para o caso dos escoamentos
permanentes, também apenas diferird, em relagio a mesma condigdo imposta para os
escoamentos transitorios, de um valor, dado por:

aS 3¢
jw( o aJ Y (4.32)

Por outro lado, atendendo a discretizagido por elementos finitos, a expressdo (4.32)

pode tomar a forma:
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E 3S. ¢
*EI W(Vw'n-ﬁ-a—ﬂ-m (4.33)

e ¢
Introduzindo a aproximagdo (4.27) em (4.33) e atendendo & mudanca de sinal
operada na passagem da expressdo (3.18) para a expressdo (3.19) na secgdo 3.2.3 do Capitulo

anterior, tem-se:

as,
=== W-N. |-dQ (4.34)

Yo Zr!@ ap., ’) }
Ou ainda, numa forma matricial;

[M]{%if} (4.35)

Madyjl:E

em que, recorrendo a abordagem de Galerkin (W=N)), se tem:

ou ainda: (4.36)

Portanto, para se obter a formulagio do MEF que permite resolver os problemas
relativos aos escoamentos em regime transitorio, apenas se tem que acrescentar ao sistema de
equagdes (3.21), relativo aos escoamentos permanentes, a parcela (4.35):

d¢
S8} +kttal (1 @37

em que:

[ M =J(7w'"'%)'[MT'[M'dﬂ (4.38)

[k°] = [[B"[ DI B) a0 (4.39)
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{F}=—[M"y, dar (4.40)

com:

(M = Y[ ] (K] =Y[K] e (8 =y(rl @

e=

analogamente ao que sucede nos escoamentos permanentes, conforme ficou expresso na
sec¢d0 3.2.3 do Capitulo anterior, sendo a matriz [M)] designada por matriz de massa.

4.3.3.1 A Matriz de Massa [M]

A designagdo de matriz de massa ¢ sugerida pelo facto desta matriz resultar do
tratamento da parcela da equagdo diferencial (4.28) que traduz a variagdo da massa de agua na
unidade de tempo no interior do volume de controlo [6].

A submatriz [Mj ] de [M ], dada pela expressdo (4.38), podera ser reescrita na

forma:

[Mi]:.[

QC

(VW'""_W)'[M]T'[M]W (4.42)

em que i e j sdo nds genéricos do elemento.

Por outro lado, tendo em conta que os elementos finitos utilizados sdo

paramétricos e que, por isso, d =|J| - dédy, a expressdo (4.42) assume a forma final:

[M, ] =mvw-n-J]'[N.-]T-[M]-lJI-ds-dn (4.43)

que permite ser integrada numericamente pelo método de Gauss-Legendre, exposto na seccdo

3.3.3 do Capitulo anterior.
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44 INTEGRACAO EM ORDEM AO TEMPO

A aplicagdo do MEF, na resolugdo de problemas que envolvem a variavel tempo,

pressupde que o tempo € um dominio unidimensional, de comprimento infinito, dividido em

intervalos (elementos) finitos (ver figura 4.4) [18].

Nés 0 1 2 3 4
Instantes tO t1 t, t3 t4
Elementos e 0 e 1 82 e3

Fig. 4.4 Discretizagdo do dominio "tempo".

A determinagdo dos coeficientes de aproximagdo (potenciais) no decorrer do

tempo € aproximada pela expressdo:

(6 ~{3} = 2o} N, (4.44)

em que: {qb'"} ¢ o vector dos valores de ¢ nos nos da malha de elementos finitos no instante ¢,

e N_ ¢ a fungdo de aproximagdo associada ao instante ¢ =f .

A construgdo das fungdes de aproximagdo {Nm}, associadas aos nds da malha
unidimensional em que € discretizado o dominio temporal, € feita com base nos mesmos
critérios que foram contemplados na construgdo das fungdes de aproximagdo relativas as

coordenadas espaciais. Isto €:
1) a fun¢do N, assume um valor nulo em todo o dominio temporal,

exceptuando no intervalo (elemento) de tempo imediatamente anterior e no

intervalo (elemento) imediatamente posterior ao instante (nd) ¢,, ;

i) a fungdo N, € igual a unidade no instante (n6) ¢,, a que esta associada e nula
nos restantes instantes (nos) ¢ situados nas fronteiras dos intervalos

(elementos) de tempo.
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A fun¢do mais simples que se consegue construir, obedecendo simultaneamente a
tais critérios, varia linearmente com o tempo:

Fig. 4.5 Fungdo de aproximagio no no m.

Com efeito, tendo em conta a figura 4.5, a aproximagio da variavel no interior de
um elemento ¢ dada por:

{o} ~8)" ={or}" ;o] &, (4.45)
para f, <t <t __,.

Considere-se, agora, para o intervalo (elemento) de tempo e, representado na
figura 4.6, a coordenada local T [18]:

Fig. 4.6 Aproximagéo no interior do elemento (intervalo

de tempo) e.
t—t
T=—1" com T €[0,1] (4.46)
te

em que:
t € o instante no intervalo e : <t <t__;

t, € o instante inicial do intervalo e;

te ¢ a dimensio (duragdo) do intervalo e, isto é:
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te =t,, —t (4.47)

n

As fungdes de aproximagio locais do intervalo de tempo e sdo:

N =1-T  (448) e N, =T (4.49)
pois: parat =t, = N, =1 e N, =0 (4.50)
parat =t,, = N =0 e N, =1 (4.51)

As correspondentes derivadas em ordem ao tempo ¢, das fungdes (4.48) e (4.49)
sdo dadas por:

2

dN:  dN: dT 1
L= = (4.52)
dt dT dt te

AN, =dN:*4 _d_T -_—i (4.53)
dt dT dt te

A aplicagdo do MRP ao sistema de equagdes diferenciais (4.37), conduz a:

f W[[M]{%} HKH o} f(o}} dt =0 (4.54)

n=0,1,2,...,
admitindo que {f} também varia com o tempo.
Por outro lado, adoptando fungdes de peso {W,} que obedegam ao critério [18]:

W =0 opara <t e t>t, (4.55)

n

ou seja, cada fungdo W, € apenas ndo nula no intervalo (elemento) de tempo n, a equagio
(4.54) pode ser reescrita na forma:

L)

] W{[M{%} HK]{¢} —{ f(r)}} ~dt =0 (4.56)

]

n=012,...,0
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Da analise da expressio (4.56), conclui-se que a cada fungdo de peso W,
corresponde apenas um integral estendido a um intervalo (elemento) de tempo. Esta
constatagdo, leva a que se possam introduzir os coeficientes de aproximagido, tal como sdo
expressos em (4.45), na mesma expressio (4.56).

A derivada em ordem ao tempo, prevista na expressdo (4.56), ¢ entdo calculada,
atendendo a (4.52) e (4.53), da seguinte forma [6]:

.C&S —E a nH =_l n l a4
dt _dt[{(t) IN, Ho }Ivn-&-l] te{qﬁ }+te{¢ b @s

Finalmente, sabendo que dtf =te'dT, atendendo a (4.46), a expressdo (4.56),
relativa aos integrais dos residuos pesados, assume o aspecto:

[ L0 (4o} Lo} 1R (o} - {omh 1) { s, 4T}t am =0
n=0,1,2,...,0 (4.58)

Ou, ainda, admitindo que as matrizes [M] e [K] sdo constantes durante o intervalo

de tempo:

1 L l adl _
L—GLM]-{Wn-dT+[K]-£Wn-T-dT}{¢ b=

te

={“1“[Ml'j W dT K[ W *T)"’TJ'{“""} [+t ) v ar

n=0,1,2,...,® (4.59)

Recorrendo a esta expressdo (4.59), € possivel determinar as condigdes do
problema (potenciais) no fim de cada intervalo (elemento) de tempo {q&"“}, a partir das
condigdes iniciais do mesmo intervalo {q.’>"}, ou seja, as finais do intervalo de tempo
imediatamente anterior. Portanto, partindo das condigdes iniciais {¢0}, ¢ possivel ir gerando

sucessivos valores dos coeficientes de aproximagio (potenciais) ao longo do tempo.

A expressdo (4.59) pode ser reescrita numa forma mais simplificada [18]:
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[i[ }{cb"“} [ (1 -o :|{q5 P} @60

te

sendo:

jw; -T-dT
3 =°jﬁ— (4.61)
W -dT

0

1
fw {At, +e-D}-ar
[} =0 j‘ (4.62)
W -dT

0

Caso {f} ndo varie bruscamente com o tempo, o seu comportamento em cada
intervalo de tempo pode ser aproximado pela expressdo habitual:

{fl, +e- D} ={ F}-N(DH '} N(D @6
para 0 <T <l

Entdo, atendendo a (4.63) e as fungdes de aproximagdo (4.48) e (4.49), a
expressdo (4.62) assume a forma:

{r}=(1-2,){r}+e,-{r] (4.64)

Portanto, no MEF, a equagdo que viabiliza a integragdo no tempo do sistema de
equagdes diferenciais (4.37) tem o aspecto final [18][6]:

[t e, (K] {0} M 1 —2,) (K] (o) H1-0,)-{ P} ve, (7]

(4.65)
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Salienta-se, que, na dedugdo desta equagdo desde a equagdo (4.59), se partiu do
pressuposto de que as matrizes [M] e [K] eram constantes durante cada intervalo de tempo.
Com efeito, se bem que em alguns problemas tal pressuposto € verdadeiro, no caso dos
escoamentos transitorios em meios porosos, o mesmo ja ndo € valido, pois a equagdo

diferencial governativa revela-se n3o linear.

Niao obstante tal incongruéncia, a formulagio desenvolvida ndo perde importancia,
exigindo apenas adequados procedimentos iterativos em cada incremento na integragdo no

tempo.

4.4.1 METODOS DE INTEGRACAO NO TEMPO

Por inspecgdo da equagio (4.65), constata-se que a integragdo em ordem ao tempo
esta directamente dependente do pardmetro ®, , que, por sua vez, € calculado com base na
fungdo de peso W, selecionada. Analogamente ao que sucedeu para o MRP, a cada tipo de
fungdo de peso W, escolhida, correspondera um método de integragdo.

4.4.1.1 Método da Colocacio Pontual

Selecionando a fungdo delta de Dirac W =6(T —0), para n=0,1,2,..., o, impde-
se a anulagdo do residuo no instante T =60 do intervalo de tempo - § €0,1]. O valor de &,

sera dado entdo por:

1
ja(T—o)-T-dT
p, = =2 = (4.66)
ja(r—e)-dr
0

e a equacgdo (4.65) tomara o aspecto:

w0 -] {o = im0 -0 (K1) {67} +01 0)-{ 7} 0[]

te
(4.67)
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4.4.1.2 Método de Galerkin

Conforme ja foi referido anteriormente, o método de Galerkin caracteriza-se por
utilizar como fungdes de peso as fungdes de aproximagdo. Relembrando as fungdes de
aproximagdo (4.48) e (4.49), tem-se:

N =1-T (448 e N, =T (4.49)

Sendo estas fungdes distintas, ao serem consideradas como fungdes de peso, elas
vao também atribuir pesos distintos aos erros nos instantes (nos) que discretizam o intervalo de
tempo (elemento) considerado. Assim, enquanto a fungdo de peso (4.48) atribui mais peso aos
erros nos instantes iniciais do intervalo, a fungio (4.49) atribui-o aos erros nos instantes finais
do mesmo intervalo. A esta utilizagdo corresponde a designagdo de Método de Galerkin para a
integra¢do em ordem ao tempo [6]:

Z)

: 13 =3 (4.68)
J T-dT /2
0

que € 0 mesmo que atribuir a 6, na equagio (4.67), o valor de 2/3.

4.4.1.3 Método de Crank-Nicholson

Caso se opte por valorizar uniformemente o erro ao longo do intervalo (elemento)

de tempo, a fungdo de peso W, devera assumir um valor constante:

W =k para n=0,1,2,..,o (4.69)
tendo-se:

J

k-T-dT 5/
_ _72 1
¢, =t— == =3 (4.70)

J'k-dT
0

que € o mesmo que atribuir a 8, na equagdo (4.67), o valor de 1/2.
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4.4.2 CONVERGENCIA DA INTEGRACAO. O PARAMETRO 6 E O PASSO DE
INTEGRACAO

O método de integragdo em ordem ao tempo, que foi até agora objecto de
exposi¢do, processa-se em sucessivos passos, correspondentes a intervalos de tempo
(elementos) entre instantes (nds) que discretizam um dominio temporal unidimensional.

Assim, a primeira vista, para reduzir o esforgo computacional e aumentar a rapidez
de integragdo, seriamos levados a aumentar a durago dos intervalos (elementos) de tempo te,
ou seja, aumentar o passo ou incremento da integragio. No entanto, este procedimento podera
por em risco a estabilidade e convergéncia, e portanto o rigor, da integragdo em causa. Em
face de tal possibilidade, importa, pois, estabelecer um compromisso entre o valor do
incremento fe e a garantia de estabilidade e convergéncia da integragdo, caracterizada pelo
parametro .

Contudo, visto que a equagdo diferencial tratada neste Capitulo é altamente nio
linear, torna-se secundario estabelecer tal compromisso, j4 que € prioritario garantir a

convergéncia e a estabilidade da integracio .

4.5 PROBLEMAS NAO LINEARES

Na sec¢do anterior, ficou explicito que nos escoamentos em regime transitério, as
matrizes [M] e [K] sdo variaveis ao longo do tempo. Esta relagio de dependéncia nio é
directa, pois as matrizes [M] e [K] dependem directamente do potencial ¢ e este é que varia

com o tempo.

Assim:

[M] 5[1\%] E[M,)] (4.71)
[K] E[I%)} E[K(t)] (4.72)

e para o sistema de equagdes diferenciais, vira:

[M@]{%i:} +[1§¢) ]{cb} ={ f} (4.73)
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Retomando a aplicagdo do MRP, na integragdo em ordem ao tempo, a partir do
ponto imediatamente anterior aquele em que se considerou a invaridncia de [M] e [K], ou seja,
na equagdo (4.59), tem-se [18] [6]:

J [ £[M. (o} o) o1, ] (b =0 +{om) 1) { Ao, w1 T =0

n=0,1,2,...,00 4.74)
e, recorrendo a fungdo de peso utilizada no Método da Colocagio Pontual:
W =6(T —6) para n=0,1,2,..,00 (4.75)

a expressdo (4.74) € reescrita na forma:

| Mo | (Lo} +om]) 4] & o |- (5730 -0) +6#]-0) { 1(s, +0.09} =0

n=0,1,2,..., (4.76)
ou ainda:
[718-{%“)} +0[Iq¢,,,)ﬂ{¢"“}- 2[71;[%”)} (1 —0)[1%”)}}{#} +(1 -0){ £~} +o{ 7}
n=0,1,2,..., 4.77)

Comparativamente a equagio (4.67), deduzida no pressuposto de que [M] e [K]
eram invariaveis ao longo do tempo, a equacdo (4.77) difere apenas no facto de exigir que as
matrizes [M] e [K] sejam calculadas para o instante t =t  +0 - te, no interior do intervalo

(elemento) de tempo que decorre entre os instantes £, € £, .

Para calcular [M] e [K] naquele instante, ¢ necessario entdo calcular previamente

0s potenciais no mesmo instante:

{om} ={¢"}(1 -0) +{o™} -6 (4.78)

ja que as matrizes [M] e [K] variam implicitamente com o tempo através dos potenciais.
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Como {QS"“} ainda ndo foi determinado, resta recorrer a um dos seguintes

procedimentos iterativos [6]:

1) na primeira iteragdo calculam-se as matrizes [M] e [K] para os valores de ¢
e e . o . . 4
iniciais {QS”}; nas iteracgdes seguintes calculam-se as matrizes para {d)" }

recorrendo a (4.78);

i) na primeira iteragdo calcula-se {QS"W} por extrapolagdo de {qS"_l }e{cb"} e

nas seguintes recorre-se a (4.78).

. - - . . e H
As iteragdes sdo interrompidas quando a variagdo dos valores {qS" } _ for menor
1

que um erro previamente definido:

dem }; —{4)"“}’,_1' <erro (4.79)

iniciando-se os procedimentos iterativos do incremento seguinte.

Finalmente, salienta-se que as possiveis dificuldades que possam surgir ao nivel da
convergéncia e estabilidade numérica do processo iterativo descrito, suscitadas pela seleccdo
dos pardmetros § e fe, serdo objecto de andlise no Capitulo seguinte, quando for descrito o
programa de calculo automatico implementado para o estudo dos escoamentos transitorios em

meios porosos.



CAPITULO 5

PROGRAMAS DE CALCULO AUTOMATICO

5.1 INTRODUCAO

Nos Capitulos 3 e 4 foi desenvolvido um modelo numérico do MEF para o estudo
dos escoamentos em meios porosos incompressiveis quer em regime permanente (Capitulo 3),

quer em regime transitorio (Capitulo 4).

Como se viu entdo no Capitulo 3, caso o dominio onde se processa o escoamento
ndo seja confinado, o modelo numérico em causa prevé ainda a determinagdo da respectiva
superficie livre, recorrendo para isso a um método iterativo baseado no "algoritmo de

Newton-Raphson modificado".

Por outro lado, relativamente aos escoamentos em regime transitorio, conforme se
viu no Capitulo 4, o mesmo modelo numérico para além de recorrer a procedimentos de
integragdo em ordem as coordenadas espaciais, analogos aos utilizados para os escoamentos
permanentes, recorre a procedimentos de integracdo em ordem a coordenada temporal ¢ com

base no "método de aproximagdo semi-discreta".
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Assim, dado que os métodos iterativos, contemplados no modelo numérico
desenvolvido, sdo distintos, consoante se trate de um escoamento em regime permanente ou de
um escoamento em regime transitorio, optou-se, no presente estudo, também por implementar
dois programas de calculo automatico distintos para cada uma daquelas situagdes de regime de
escoamento.

5.2 DESCRICAO DO PROGRAMA "PPERMT" RELATIVO AO
ESTUDO DOS ESCOAMENTOS PERMANENTES

O programa implementado ¢ constituido por um programa principal designado por
PPERMT que controla a ordem de chamada de varias subrotinas principais que executam os
passos basicos, as quais, por sua vez, controlam a chamada de subrotinas auxiliares que
executam operagdes secundarias.

A primeira subrotina principal a ser solicitada é a subrotina QINPT1. Nesta
subrotina sdo lidos os pardmetros de controlo do problema sendo posteriormente chamada a
subrotina auxiliar QCHEK1 para a verificagdo daqueles parimetros e das dimensdes do
problema.

Executada a subrotina principal QINPT1, o programa principal chama a subrotina
QINPT?2 onde € lida a topologia da malha de elementos finitos, as caracteristicas do solo que
constitui 0 dominio em analise e as condigdes de fronteira impostas. A partir desta subrotina
sdo chamadas as seguintes subrotinas auxiliares:

- SBANDA:
determina as larguras de banda inicial e efectiva da matriz de permeabilidade
global do problema e define o respectivo ponteiro;

- NODE2D:
gera as coordenadas de nos situados a meio dos lados rectilineos de
elementos bidimensionais de 8 e 9 nés;

- QCHEK2:
verifica a topologia da malha e faz o diagndstico de alguns dos erros que
surgem com mais frequéncia por intermédio de mensagens enviadas para o
ficheiro de resultados;
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Fig. 5.1 Diagrama de sequéncia do programa PPERMT.
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- GAUSLG:
define as coordenadas e pesos nos pontos de Gauss para a integragio

numérica de Gauss-Legendre.

Concluida a execugdo da subrotina QINPT2, o programa principal chama a
subrotina principal QLOAD?2 onde ¢ calculado o vector fluxo na fronteira. Para o efeito sdo

solicitadas as seguintes subrotinas auxiliares:

- SHAPE2:
calcula as fungdes de forma e de "mapping” e as respectivas derivadas nos
pontos de Gauss dos elementos;

- JACOB2:
calcula as coordenadas cartesianas dos pontos de Gauss, a matriz Jacobiana e
o seu determinante, a inversa da matriz Jacobiana e as derivadas cartesianas

das fungdes de forma.

Executada a subrotina QLOAD2, o programa principal chama a subrotina
principal QSTIF2 que calcula as matrizes de permeabilidade de cada elemento, sendo para isso
solicitadas as subrotinas auxiliares SHAPE2 e JACOB2, e efectua o seu espalhamento na

matriz de permeabilidade global.

De volta ao programa principal € chamada a subrotina principal GAUSSB que
resolve o sistema de equagdes pelo método de Gauss, obtendo-se o valor da fungdo potencial
nos nos da malha que discretiza o dominio do escoamento em analise. Nesta subrotina, a
matriz dos coeficientes é simétrica em banda varidvel com armazenamento do tridngulo

superior em vector por linhas.

Determinada a fung¢io potencial, sdo avaliadas as condigdes de confinamento do
dominio do escoamento em anlise. Caso este seja ndo confinado, o programa principal chama
a subrotina principal QPTNOD, a partir da qual sio controladas todas as operagdes e
chamadas de subrotinas auxiliares necessarias a implementagdo do método iterativo baseado no
"algoritmo de Newton-Raphson modificado" para determinagdo da superficie livre do

escoamento. As subrotinas auxiliares que sdo chamadas sdo atribuidas as seguintes tarefas:

- QSTIFIL:
calcula as matrizes de permeabilidade de cada elemento e efectua o seu
espalhamento na matriz de permeabilidade global para cada solugdo (fungdo
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potencial) correspondente a uma iteragdo de ordem m-1; esta subrotina, por

sua vez, chama novamente as subrotinas auxiliares SHAPE2 ¢ JACOB?2;

- QLOADI:
calcula os fluxos ndo equilibrados relativos a solug¢do (fun¢do potencial)
obtida na iteragio de ordem m-I e o correspondente vector fluxo na

fronteira;

- GAUSSB:
resolve o sistema de equagdes pelo método de Gauss, sendo determinada a

solugdo (fungdo potencial) para a iteragdo de ordem m.

De volta ao programa principal, € chamada a subrotina principal QVELOC onde ¢
calculada a velocidade nos pontos de Gauss. Para isso, mais uma vez s3o chamadas as
subrotinas auxiliares SHAPE2 e JACOB?2.

Concluida a execugdo da subrotina QVELOC, o programa principal chama a
subrotina auxiliar QOUTPT para escrita dos resultados, constituidos pelo valor da fungdo
potencial nos nés da malha e pelas velocidades nos pontos de Gauss de cada elemento, no
respectivo ficheiro de resultados.

Finalmente, executada a subrotina QVELOC, o programa principal chama a
subrotina principal QSTRFU que controla as operagdes e a chamada das subrotinas auxiliares
necessarias a determinagdo da fungdo de corrente nos nés da malha. As subrotinas auxiliares

que sdo solicitadas s@o as seguintes:

- QSTIF3:
calcula a matriz dos coeficientes de cada elemento e efectua o seu
espalhamento na matriz dos coeficientes global, sendo para isso chamadas,
pela ultima vez, as subrotinas SHAPE2 ¢ JACOB2;

- GAUSSB:
resolve o sistema de equagdes pelo método de Gauss, sendo determinada a
solugdo (fungdo de corrente) nos nos da malha que discretiza 0 dominio do

escoamento em analise.

De volta ao programa principal, € chamada de novo a subrotina QOUTPT para a

escrita dos resultados finais, relativos a fungdo de corrente, no ficheiro de resultados.
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5.3 DESCRICAO DO PROGRAMA "PTRANS"’RELATIVO AO
ESTUDO DOS ESCOAMENTOS TRANSITORIOS

No programa PTRANS, o arranque do método iterativo baseado no "método de
aproximacdo semi-discreta” pressupde o conhecimento prévio de uma distribui¢do inicial da
fungdo potencial.

Com efeito, esta distribui¢do tanto podera corresponder a um escoamento
permanente inicial como a um instante genérico de um escoamento transitorio.

Caso se esteja perante a primeira situagdo, a determinagdo daquela distribuigdo
podera ser realizada pelo programa PPERMT, bastando apenas que este passe a contemplar

as relagdes de dependéncia S, = zfp y e K= 1(”5 ) adequadas. Caso se trate da segunda

situacdo, esta-se perante um distribuicio da fungdo potencial determinada para o instante final
do intervalo de tempo imediatamente anterior ao novo intervalo de tempo onde se pretende
estudar o escoamento.

A leitura dos parametros de controlo, da topologia da malha, das caracteristicas do
solo que constitui 0 dominio do escoamento em analise e das condi¢des de fronteira (iniciais e
finais) impostas é efectuada por intermédio de subrotinas idénticas as ja descritas para o
programa PPERMT.

Da analise da figura 5.2, verifica-se que o programa principal PTRANS controla
todas as operagdes e subrotinas necessarias & implementagio do método iterativo de
integragdo em ordem a coordenada temporal baseado no "método de aproximacdo semi-
discreta".

As subrotinas principais que sdo chamadas pelo programa principal estdo atribuidas
as seguintes tarefas:

- QSTIFIL:
calcula as matrizes de permeabilidade de cada elemento e efectua o seu
espalhamento na matriz de permeabilidade global para as condigdes "médias"

do problema (fungdo potencial) no interior do intervalo de tempo fe;



Programas de Cdlculo Automdtico

171

wWzZz>r» 47T
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Fig. 5.2 Diagrama de sequéncia do programa PTRANS.
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- QMASSA:
calcula as matrizes de massa de cada elemento e efectua o seu espalhamento
na matriz de massa global para as condigdes "médias" do problema (fungdo

potencial) no interior do intervalo de tempo fe;

-QMULVM:
efectua a multiplicagdo de uma matriz por um vector;

- GAUSSB:
resolve o sistema de equagdes pelo método de Gauss, sendo determinada a

solugdo (fungdo potencial) para uma iteragdo genérica,

- QOUTHH:
escreve, em cada iteragdo, o valor da fungdo potencial nos nds da malha num

ficheiro de resultados (esta tarefa é optativa);

- QVELOC:
calcula a velocidade nos pontos de Gauss de cada elemento da malha no
instante final,

- QALTPZ:
calcula as altura piezométricas nos nos da malha no instante final;

- QOUTPT:
escreve no ficheiro de resultados os valores da fungdo potencial e das alturas
piezométricas nos nos da malha e das velocidades nos pontos de Gauss no
instante final.

Relativamente as subrotinas auxiliares SHAPE2 e¢ JACOB2 as tarefas que
executam sdo as mesmas que foram descritas para o programa PPERMT. Ja no que diz
respeito 4 subrotina auxiliar QPERSW, nela estdo definidas as relagdes de dependéncia

Se=1,,¢ K, = £, ) adoptadas no presente estudo.
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5.3.1 ESTABILIDADE NUMERICA DA INTEGRACAO EM ORDEM AO TEMPO

Em problemas lineares, a escolha do parametro § e do passo de integragdo te
podera ser efectuada a partir de expressdes que, ao relaciona-los, garantem a estabilidade e a

auséncia de oscilagdes numéricas na integragio.
Tal ndo acontece na situagio em analise.

Com efeito, na secgdo 4.5 do Capitulo anterior foi deduzida a expressio da
integracdo numérica em ordem ao tempo para os escoamentos em regime transitorio, dada por:

[i[%ﬂ)} 0 K ﬂ{d’"“}‘ -

1

=[~[”{¢M)} —(1 —9)[Ig¢,,w)ﬂ{¢"} +(1 -9){ £} +61 fn-H}

te
n=0,1,2,..., (5.1)

A forte nio linearidade do problema em estudo obriga a que, em cada incremento
no tempo, as matrizes [M] e [K] da expressdo (5.1) tenham que ser recalculadas para as

condi¢des "médias" do problema no intervalo de tempo ¢, =t,, —t, , traduzidas pela

n >

distribui¢do da fungdo potencial nos nos para o instante t =f, +6 ‘¢, , retirando assim

validade as expressdes que relacionam os parimetros 6 e te para os problemas lineares.

Desta forma, a escolha do incremento te ¢ fundamentalmente condicionada pelas
variages de [M] e [K], sendo aconselhavel procurar para cada problema o valor mais
adequado para fe. Quando para o valor escolhido ndo se verifica convergéncia no processo

iterativo € preferivel reduzir o valor a te.

Sobre este assunto, na referéncia [15] refere-se um procedimento, designado por
"under relaxation", que evidencia a vantagem de calcular as matrizes [M] e [K] para um
instante anterior a t =t, +6 - t, . Com efeito, Neuman na referéncia [15] preconiza a adop¢do
de 6 =1 e o calculo de [M] e [K] para o instante médio do intervalo (¢ =t, +0.5-¢) A

escolha de 6 =1 ¢ justificada pela necessidade de garantir a absoluta auséncia de oscilagdes

na integragdo numérica, sendo no entanto as matrizes calculadas para o instante médio.
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Assim, atendendo a estas consideragdes, a expressdo (5.1) passa a contemplar um
novo parametro, que designaremos por ® , que determina o instante em que as matrizes [M]

e [K] deverdo ser calculadas:

[tle[k{cﬁm)} %[lﬁw)ﬂ{(pﬂﬂ}. -
z[tle[%m)] -1 %){Ig W)ﬂ{d,,,} o) ) 00 )

(5.2)

Nao obstante nos exemplos estudados no Capitulo seguinte se terem adoptado os
valores @ =1 e ® =1/2, o programa PTRANS permite a adopg¢io dos parimetros 6 e ¢

que o utilizador desejar.

Analogamente ao adoptado na referéncia [6], no programa PTRANS o valor de fe
¢ inicialmente escolhido. Se durante um incremento no tempo a convergéncia ndo for atingida
ao fim de 6 iteragdes, o programa divide automaticamente em dois o valor de fe, sendo
reiniciado o processo iterativo para o novo incremento no tempo. Os valores de te sdo
sucessivamente divididos por dois até que o processo iterativo convirja a menos do erro
admitido. Obtida a convergéncia requerida, para o incremento de tempo seguinte é
considerado o valor de te escolhido inicialmente. Esta estratégia tem a vantagem de possibilitar
a redugdo automatica de te quando as condi¢des do problema o exigirem, retomando-se o
valor atribuido inicialmente assim que tal for possivel.

Finalmente, em relagdo a influéncia que o grau de refinamento da malha tem na
convergéncia do processo iterativo, verifica-se que, em cada incremento no tempo, tal
processo sera tdo mais convergente quanto mais apertada for a malha de elementos finitos para

um dado dominio. Na verdade, esta constatagio deve-se ao facto das variagdes das matrizes

[M ] e[Ke] se "diluirem" melhor nas matrizes globais [M] e (K] durante o decorrer do

processo iterativo [6].
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54 PROGRAMA "CONTOUR'" DE PRE E POS-PROCESSAMENTO
GRAFICO

Dada a dimensio e complexidade dos problemas tratados pelos programas
PPERMT e PTRANS, tanto o volume de dados a preparar como o volume e diversidade dos
resultados a analisar levam a que s6 com recurso a um programa de pré e pds-processamento

grafico seja possivel executar tais tarefas com eficiéncia.

Nesse sentido, no presente estudo, o programa CONTOUR ja existente em
linguagem FORTRAN, cujo ultimo desenvolvimento a que foi sujeito foi realizado por
Marques [12], foi adaptado ao sistema operativo MSDOS e 4 versio 5.0 do compilador de
FORTRAN.

Por outro lado, visto que originalmente o programa CONTOUR apenas previa o
tragado de isocurvas de fungdes por interpolagdo dos respectivos valores nodais da malha que
discretiza o dominio do problema em analise, foram também criadas subrotinas que permitem a
representagdo dos vectores velocidade aparente nos pontos de integracio de Gauss de cada
elemento da mesma malha.

Finalmente, dado que a visualizagdo dos resultados podera ser feita num PC
compativel com monitor policromatico ou numa impressora de tinta, a cores, foram ainda
efectuadas alteragdes no programa CONTOUR, através da introdu¢do de comandos e
parametros adequados ao controlo da atribui¢io de cores, de forma a tornar colorida €, por
isso, mais sugestiva a representagdo grafica dos resultados,.
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APLICACOES
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6.1 ESCOAMENTOS EM REGIME PERMANENTE

6.1.1 ESTUDO DA PERCOLACAO DE AGUA ATRAVES DE UM DOMINIO CONFINADO
SOB UMA CORTINA IMPERMEAVEL

6.1.1.1 Introducio

O problema que vai ser objecto de estudo por intermédio do programa PPERMT,
retirado da referéncia [16] e que se encontra representado na figura 6.1, consiste na
percolagdo de agua em regime permanente, originada pelo diferencial de carga hidraulica entre
montante e jusante de uma cortina impermeavel, através de um estrato de solo homogéneo e

isotropico (k,=k,) confinado inferiormente por outro estrato impermeavel.

1 -
H=i
. X
hoF =T — T T4
3.0 : 3o
2.0 r T -t+-2.0
1.0 % 1.0
0.0 | 00
-0 -9 -8 8 9 10

Fig. 6.1 Representagdo da solugdo analitica do problema [16].

Na figura 6.1, para além da representagdo do dominio do escoamento, recorrendo
a uma malha quadrada de lado unitario refinada na vizinhanga da cortina, ¢ das respectivas
condigdes de fronteira, também ja se encontram representadas as linhas equipotenciais (trago
interrompido) e linhas de corrente (trago continuo) que constituem a solucdo analitica do
problema em causa, cuja determinagdo se encontra amplamente desenvolvida na referéncia
[16].
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6.1.1.2  Estudo Paramétrico. Modelagio do Dominio do Escoamento

Dado o carécter semi-infinito do dominio de escoamento, pretende-se em primeiro
lugar analisar a sensibilidade dos resultados obtidos pelo programa PPERMT em relagdo ao
uso de malhas constituidas apenas por elementos finitos ou por combinagdo destes com

elementos infinitos.

Assim, neste primeiro estudo, na modelagdo do dominio onde se processa o
escoamento, partiu-se de uma malha base constituida por 96 elementos finitos isoparamétricos
"Serendipity" de 8 nds, representada na figura 6.2, cuja geometria ¢ idéntica a da que serviu de

matriz a representacio da solugdo analitica na figura 6.1. A esta malha foi atribuida a

designagdo de CO6F.
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Fig. 6.2 Malha base C96F constituida por 96 elementos finitos .

Complementarmente, para conferir ao dominio de escoamento caracter semi-
infinito, foi preparada uma outra malha, a partir da anterior (C96F), através da adigdo de 4
elementos infinitos, na direc¢do horizontal, de 5 nds na extremidade esquerda e outros tantos
na direita da maltha C96F (figura 6.3). A malha obtida foi designada por C96F81.
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infinito 1 ; infinito
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a) Extremidade esquerda. b) Extremidade direita.

Fig. 6.3 Malha C96F8I constituida por 96 elementos finitos e 4 elementos

infinitos em cada uma das extremidades laterais.

6.1.12 1 Resultados e Conclusdes

Os resultados obtidos pelo programa PPERMT para cada uma das malhas atras

consideradas encontram-se representados nas figuras 6.4 € 6.5.

Na figura 6.6, para uma visualizagdo mais clara dos resultados na vizinhanga da
extremidade inferior da cortina, encontra-se representada uma ampliagdo da zona do dominio
do escoamento delimitada a trago mais grosso na figura 6.2 para a malha C96F8I. Nesta figura
para além das linhas equipotenciais e das linhas de corrente, também se encontram
representados os vectores velocidade aparente nos pontos de integragdo numerica (pontos da

quadratura gaussiana) dos elementos.

Fazendo uma analise comparativa das figuras 6.4 e 6.1 conclui-se que os
resultados obtidos por intermédio da utilizagio da malha C96F se afastam da solugdo analitica
na vizinhanga do encontro das equipotenciais extremas (¢=3.95 e ¢=5.05) com a fronteira
impermeavel inferior do dominio. Com efeito, estas equipotenciais encontram esta fronteira
impermeavel, respectivamente, nas abcissas x=6.00-A e x= +6.00+A (ver figura 6.4), em
contraposi¢do ao que sucede na solugdo analitica em que essa intersec¢do ocorre para x=-6.00
e x=+6.00.
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Contrariamente, da analise das mesmas figuras, conclui-se que o comportamento
da linha de corrente mais afastada da cortina, mas agora nas zonas de encontro das suas
extremidades com a fronteira superior do dominio, € idéntico ao da solugdo analitica, ja que os
valores das abcissas correspondentes aos pontos de encontro das extremidades com a fronteira
em causa coincidem praticamente com os valores da solugdo analitica representada na figura
6.1.

Tal dualidade de comportamentos, das linhas equipotenciais e das linhas de
corrente relativamente a solucdo analitica, deve-se ao facto das fronteiras laterais extremas do
dominio do escoamento serem consideradas implicitamente impermeaveis na resolugdo do

problema.

Por outro lado, a utilizagdo da matha C96F8I, conforme se podera inferir a partir
da analise comparativa das figuras 6.5 e 6.1, conduz, simultineamente, para as linhas
equipotenciais e para as linhas de corrente, a resultados muito idénticos aos da solugdo
analitica nas mesmas zonas do dominio, evidenciando assim as vantagens que advém da
utilizacdo de elementos infinitos na modelagdo do dominio do escoamento. Esta convergéncia
da solugdo obtida para a solugdo analitica decorre do facto das fronteiras laterais extremas,
consideradas implicitamente impermeaveis na resolu¢do do problema, estarem suficientemente

afastadas da cortina quando se utiliza a malha C96F8I.
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Qperc. = 2.5621E-04 m3/s
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6.1.1.3  Estudo Paramétrico. Modelacio do Dominio do Escoamento e da
Vizinhanca da Singularidade Imposta pela Extremidade Inferior da
Cortina

A partir da analise da figura 6.6, constata-se que tanto o desenvolvimento das
linhas equipotenciais como o das linhas de corrente ¢ afectado pela singularidade do dominio
imposta pela extremidade inferior da cortina. Esta perturbagio que se vai dissipando a medida
que as equipotenciais e linhas de corrente se afastam da singularidade em causa, pode
igualmente ser evidenciada pela representagdo dos vectores velocidade aparente nos pontos de
Gauss (ver figura 6.6).

Visto que este segundo estudo paramétrico apenas difere do anterior no que
concerne a modelagio do dominio na vizinhanga da singularidade, as malhas de elementos
finitos que vdo ser usadas irdo ser derivadas a partir das malhas C96F e C96F3I, utilizadas no
estudo anterior, introduzindo-thes alteragdes na geometria circunscritas a vizinhanga da

singularidade em causa.

Assim, por um lado, tendo em conta as consideragdes efectuadas na sec¢ao 345
do Capitulo 3, relativas a geometria dos elementos em singularidades do dominio,
representa-se na figura 6.7 uma matha base derivada a partir de C96F com introdugo de dois
novos elementos junto a extremidade inferior da cortina. Esta malha passa a ser designada por
C98F.

y “ Kx = Ky = 5.0E-03 m/s
3

5 RERE T R

| ! I {

i i L N 1 A ‘ Lo Lol Lo L . —T

<
O

4 10.00 m | 10.00 m P

Fig. 6.7 Malha base C98F constituida por 98 elementos finitos.
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Por outro lado, para conferir a0 dominio caracteristicas semi-infinitas, € gerada
uma outra malha a partir de C96F8I, introduzindo-lhe igualmente dois elementos junto a
extremidade da cortina, recorrendo para isso aos mesmos procedimentos que foram utilizados
na geragio da malha C98F. A malha obtida foi atribuida a designagio de C98F8I.

6.1.1.3.1 Resultados e Conclusdes

Os resultados obtidos pelo programa PPERMT com as malhas C98F e C98F8I,
encontram-se representados, respectivamente, nas figuras 6.8 € 6.9.

Relativamente a influéncia da utilizagio de elementos infinitos nos resultados
obtidos, as conclusdes a que se chegou na secgdo 6.1.1.2.1 permanecem validas para as malhas
em aprego, conforme se podera inferir facilmente por simples analise das figuras 6.8 € 6.9.

Ja no que diz respeito a utilizagdo de elementos geometricamente adequados a
modelagdo de singularidades no dominio, apos analise comparativa das figuras 6.10 € 6.6,
verifica-se que os novos resultados (figura 6.10) sdo bastante proximos da solugdo analitica
(figura 6.1). Contrariamente ao que sucede na figura 6.6, na figura 6.10 tanto as linhas
equipotenciais como as linhas de corrente exibem um desenvolvimento mais harmonioso e
proximo do que caracteriza a solugdo analitica. Isto €, a singularidade imposta pela
extremidade inferior da cortina é correctamente reproduzida quando se recorre a elementos

geometricamente adequados a modelagdo da singularidade em causa.

De tudo o exposto, resulta que o processamento da matha C98F8I pelo programa
PPERMT conduz, comparativamente as restantes malhas, aos resultados que se aproximam
mais da solugdo analitica. Com efeito, esta malha ao combinar elementos infinitos nas
extremidades do dominio do escoamento com elementos geometricamente adequados a
modela¢do da singularidade imposta pela extremidade inferior da cortina, leva a que os
respectivos resultados, ilustrados na figura 6.9, sejam praticamente coincidentes com a solugdo
analitica representada na figura 6.1.
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6.1.2 ESTUDO DA PERCOLACAO DE AGUA ATRAVES DE UM DOMINIO CONFINADO
(SOLO) SOB A BARRAGEM DE CRESTUMA-LEVER

6.1.2.1 Introdugio

E objectivo deste estudo a avaliagio das vantagens relativas que advém da
utilizagdo de duas malhas base de elementos finitos geometricamente distintas na determinag¢@o
da rede de percolagdo originada pelo escoamento confinado de agua através de um dominio
homogéneo e isotropico (k,=k,) sob a barragem de Crestuma-Lever. A avaliagdo sera feita
com base na analise comparativa dos resultados a que conduz o processamento de cada uma
das malhas pelo programa PPERMT.

6.1.2.2  Estudo Paramétrico. Geometria e Caracterizacdo das Malhas Utilizadas
na Modela¢do do Dominio do Escoamento

A primeira malha base a ser analisada € a malha rectangular de 130 elementos
isoparamétricos "Serendipity" de 8 nos representada na figura 6.11. A esta malha fot atribuida

a designacgdo de B130F.
1 e
\t ‘/
\ | |
|
| |
: ; ; Y| Kx=Ky=1E0S MU
11.50 m‘? _ {1 - { .*—.‘ <
= { } ,—) i
| \l
i \{\L L \_'0 oom

r ‘7?_0_:’}_—0—42—()—3?[ ‘, 1 oo 3 v-3.50m

O—0—0—0—00<

[ 55.00 m | 50.00 m \ 5500 m 1

Fig. 6.11 Barragem de Crestuma-Lever. Malha base B130F

constituida por 130 elementos finitos.
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Para conferir ao dominio caracter semi-infinito, foi utilizada uma outra malha,
designada por B130F 121, derivada da B130F através da introdugdo de 6 elementos infinitos de

5 n6s em cada uma das extremidades laterais do dominio.

A segunda malha base, designada por B30F, é constituida por 30 elementos finitos
isoparamétricos "Serendipity" de 8 nds e encontra-se representada na figura 6.12.

A geometria desta malha foi criteriosamente estudada com base nas consideragdes
efectuadas na secgdo 3.4.5 do Capitulo 3, relativas a geometria dos elementos na modelagdo
do dominio do escoamento na vizinhanga de singularidades na respectiva fronteira.

/1 r\;
f\ | \/
L
Tt
; 1 V} Kx = Ky = 1€:05 mis
-1.00m ’ . L 0.00
> | y

L S o e« ——

- 55.00 m WL 50.00 m 1 55.00 m L

Fig. 6.12 Barragem de Crestuma-Lever. Malha base B30F

constituida por 30 elementos finitos.

Analogamente ao que sucedeu a malha B130F, para conferir caracter semi-infinito
ao dominio modelado pela malha B30F, também foram acrescentados 2 elementos infinitos de
5 nos em cada uma das extremidades laterais da malha B30F, obtendo-se assim uma outra a

que foi atribuida a designa¢do B30F4I.
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Ndo obstante a complexidade da geometria da matha B30F requerer um maior
dispéndio de tempo na preparagdo prévia de dados para processamento por computador,
comparativamente a geometria da malha base B130F, o reduzido namero de elementos que ela
possui, com a consequente reducio tanto dos tempos de introdugdo de dados no computador
como dos tempos de CPU, sugere desde ja que este tipo de malha ¢ o mais indicado na

modelagdo de dominios de grandes dimensdes.

6.1.2.3 Resultados e Conclusées

Os resultados obtidos com as malhas B130F, B130F12I, B30F e B30F4l

encontram-se representados, respectivamente, nas figuras 6.13, 6.14, 6.15 ¢ 6.16.

Uma primeira conclusio que ressalta de imediato da analise comparativa das
figuras 6.13 € 6.14 ¢ o efeito inequivoco que uma vez mais a utilizagdo dos elementos infinitos

na matha B130F12I induz no desenvolvimento das linhas equipotenciais extremas.

Com efeito, da mesma forma que nos exemplos anteriores, as fronteiras laterais
extremas do dominio s3o consideradas implicitamente impermeaveis na resolu¢do do problema.
Ora, quando ¢ utilizada a malha B130F estes trogos de fronteira ndo estdo a uma distdncia
suficientemente afastada do corpo principal da barragem de forma a que a impermeabilidade
que os caracteriza ndo influencie o comportamento da rede de escoamento. Dai o facto das
linhas equipotenciais extremas intersectarem estes trogos de fronteira conforme ilustra a figura
6.13.

Contrariamente, ao ser utilizada a malha B130F12[, os elementos infinitos nas
extremidades laterais do dominio levam a que os correspondentes trogos da fronteira,
considerados implicitamente impermeaveis na resolugdo do problema, estejam a uma distancia
suficientemente afastada do corpo da barragem que a sua influéncia no desenvolvimento das

linhas equipotenciais limites, ilustrado na figura 6.14, deixa de se fazer sentir.

Como facilmente se podera constatar, recorrendo a analise dos resultados
apresentados nas figuras 6.15 e 6.16, as consideragdes atras efectuadas relativas as
virtualidades que advém do uso de elementos infinitos sdo extensiveis as malhas B30F e
B30F41.
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Finalmente, comparando as figuras 6.14 e 6.16 relativas, respectivamente, as
malhas B130F121 e B30F4L, verifica-se que as redes de escoamento representadas nas duas
figuras sdo coincidentes apesar do reduzido nimero de elementos que constituem a malha
B30F4I (34 elementos). ‘

Esta constatacdo, aliada ao facto do tempo de CPU requerido pela malha B30F41
ser 78% inferior ao requerido pela malha B130F12L, leva a concluir que para problemas de
percolagio de grandes dimensdes € vantajoso proceder a uma optimizagdo criteriosa da
geometria da malha que modela o dominio do escoamento. Na verdade se bem que tal
procedimento exija um acréscimo no tempo de preparagao dos dados para processamento por
computador, tal acréscimo serd compensado, ou até ultrapassado, pelas redugdes nos tempos

de CPU e de introdugdo dos mesmos dados.
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Fig. 6.14 Resultados obtidos pelo programa PPERMT
para a malha B130F12I.



Aplicagdes 195

Qperc.= 3.0253E-05 m3/s

Fig. 6.15 Resultados obtidos pelo programa PPERMT
para a malha B30OF.
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Fig. 6.16 Resultados obtidos pelo programa PPERMT
para a malha B30F41.
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6.1.3 ESTUDO DA PERCOLACAO DE AGUA ATRAVES DE UM DOMINIO NAO
CONFINADO RELATIVO A UMA BARRAGEM DE TERRA HOMOGENEA

6.1.3.1 Introduciieo. Malha de Elementos Finitos

Na figura 6.17 representa-se a geometria da barragem de terra homogénea,
retirada da referéncia [3], que constitui o dominio ndo confinado onde se processa o
escoamento originado pelo diferencial de carga hidréulica entre montante (H=22.00m) e
jusante (H=4.00m) da barragem.

2200m

1) Kx=3 Ky = 2540E-04 ms
2) Kx=Ky=B8487E-05m/s

| 3250m ! 1500 m e 32.50m L/

Fig. 6.17 Barragem de terra homogénea. Geometria.
Malha de elementos finitos.

Na mesma figura encontra-se também representada a geometria da malha de
elementos finitos, composta por 54 elementos finitos isoparamétricos "Serendipity” de 8 nos,

que vai ser utilizada pelo programa PPERMT na determinagio da rede de percolago.

6.1.3.2 Resultados e Conclusdes

Visto que o escoamento é ndo confinado, a rede de escoamento € determinada pelo
programa PPERMT recorrendo ao algoritmo de Newton-Raphson modificado exposto na
sec¢do 3.5.2.1 do Capitulo 3.
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Com efeito, este algoritmo requer a consideragdo de um modelo ndo linear de
permeabilidade para a determinagdo da superficie livre do escoamento. Isto €, durante as
sucessivas iteragdes na aplicagdo do algoritmo, vai sendo progressivamente definida uma zona
superior impermeavel do dominio que vai determinar a superficie livre do escoamento quando
¢ atingida a convergéncia pretendida no método .

O modelo n3o linear de permeabilidade que foi inicialmente considerado é o
proposto por Bathe et al. [2] que se encontra representado na figura 3.11 na secgdo 3.5.2.1 do
Capitulo 3. Este modelo caracteriza-se por uma descontinuidade bastante pronunciada da
permeabilidade do dominio do escoamento, quando no decorrer do método iterativo em algum
dos pontos de integragdo de Gauss o valor da altura piezométrica (¢-y) assume um valor

negativo.

Conforme se podera constatar pela analise da figura 6.18, tal descontinuidade leva
a que na zona do dominio onde se verifica a transi¢do de solo saturado para solo seco, cuja
fronteira coincide com a superficie livre, apresente um desenvolvimento irregular.
Particularmente no que diz respeito a linha de corrente limite, que delimita a superficie livre, a
sua correcta representagdo € impossivel de ser feita em virtude da descontinuidade do modelo
de permeabilidade em causa se fazer sentir precisamente nos pontos de integracdo de Gauss
pertencentes aos elementos finitos que atravessa.

Analogamente ao que sucede para as linhas de corrente limites, o desenvolvimento
das linhas equipotenciais acima da superficie livre também ¢é afectado pela mesma
descontinuidade do modelo de permeabilidade, conforme se podera concluir facilmente por
simples analise da figura 6.18.

Com o objectivo de melhorar os resultados na transigio da zona saturada para a
zona seca do dominio, no presente estudo foi também adoptado o modelo de permeabilidade
proposto por Gallagher et al. [15] que se encontra representado nas figuras 4.1 da secgdo 4.2.2
do Capitulo 4 e na figura 4.3 da secgdo 4.2.3 do mesmo Capitulo.

Contrariamente ao modelo proposto por Bathe et al., este modelo caracteriza-se
pela inexisténcia de descontinuidade na transi¢do da zona saturada para a zona seca do
dominio, permitindo desta forma obter linhas de corrente e linhas equipotenciais com um
desenvolvimento mais suave e harmonioso, conforme se podera aferir a partir da analise da
figura 6.19.
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Sendo a relagdo entre as figuras 6.20 e 6.21 qualitativamente idéntica & que existe
entre as figuras 6.18 e 6.19, as considerag¢des atras efectuadas no que concerne a localizagdo
da superficie livre do escoamento permanecem validas. No entanto, visto que agora o dominio
do escoamento € isotropico (k,=k,), da analise das figuras 6.20 e 6.21 ressalta a previsivel

perpendicularidade da intersecgdo entre as linhas equipotenciais e as linhas de corrente.

A titulo de comentario final, refere-se que a utilizagdo do modelo de Gallagher,
para além de permitir a obtengdo de resultados mais coerentes, parece ser o que melhor se
correlaciona com o modelo real de funcionamento, ja que prevé a existéncia de uma franja
capilar imediatamente acima da superficie livre do escoamento. Tal ndo acontece com o
modelo preconizado por Bathe et al. que imp&e uma transi¢do brusca pouco verosimil, imposta
pela superficie livre do escoamento, da parte saturada para a parte seca do dominio do

escoamento.
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2200 m Qperc. = 1.172E-03 m3/s

Kx = 3 Ky = 2.540E-04 m/s
Ky = 8.467E-05 m/s

Fig 6.18 Rede de escoamento obtida para um dominio anisotropico
a partir do modelo de permeabilidade de Bathe et al. [2].

2200m Qperc. = 1.240E-03 m3/s

Kx = 3 Ky = 2.540E-04 m/s
Ky = 8.467E-05 m/s

Fig 6.19 Rede de escoamento obtida para um dominio anisotrépico
a partir do modelo de permeabilidade de Gallagher et al. [15].
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22.00 mv Qperc. = 4.287E-04 m3/s
e <l "/ / ) ) |k Kx = Ky = 8.467E-05 m/s
-
{ ',} g
)
2.0 !J' ‘, Z4,00 m
] =
| O T e 77 ! o
Fig 6.20 Rede de escoamento obtida para um dominio isotropico
a partir do modelo de permeabilidade de Bathe et al. [2] .
2200 m Qperc. = 4.426E-04 m3/s
s <7r 7 ;
3 Kx = Ky = 8.467E-05 m/s
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Fig 6.21 Rede de escoamento obtida para um dominio isotropico

a partir do modelo de permeabilidade de Gallagher et al. [15].
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6.2 ESCOAMENTOS EM REGIME TRANSITORIO

6.2.1 TRACADO DAS LINHAS EQUIPOTENCIAIS E ISOBARICAS NUMA
BARRAGEM DE TERRA HOMOGENEA. REPRESENTACAO DOS VECTORES
VELOCIDADE APARENTE

6.2.1.1 Introdu¢io. Malha de Elementos Finitos

Na figura 6.22 encontra-se representada a geometria de uma barragem de terra

homogénea e isotropica (k,=k,), retirada da referéncia [7], sobre fundagdo impermeavel.

¥! Kx = Ky = 1.0E-05 m/s

30.00 m | 10.00 m ! 30.00m %
% %

Fig. 6.22 Barragem de terra homogénea. Geometria.
Malha de elementos finitos.

A geometria da malha utilizada na modelagio do dominio do escoamento para
processamento pelo programa PTRANS encontra-se também representada na figura 6.22 ¢ €

constituida por 54 elementos finitos isoparamétricos "Serendipity" de 8 nos.

Visto que o presente estudo se refere ao esvaziamento da albufeira, a velocidade
considerada de abaixamento do nivel da agua de montante, de h=14.00m para h=2.00m, ¢ de
3.00m em cada 1/2 dia. O nivel da agua a jusante mantém-se constante e igual a #=0.00.

Para avaliar o comportamento da rede de percolagdo durante o esvaziamento da
albufeira, a sua determinagdo € efectuada para os instantes correspondentes aos niveis de agua

a montante representados na figura 6.22.
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Tratando-se de um escoamento ndo confinado, o modelo de permeabilidade
considerado pelo programa PTRANS na determinagio da superficie livre do escoamento & o
modelo de Gallagher et al. [15] que se encontra exposto na figura 4.3 da secgdo 4.23 do
Capitulo 4. A curva de sucgdo que lhe estd subjacente, ou seja, a curva que relaciona o
coeficiente de saturagdo, S, com a pressdo da 4gua, p,, é a que se encontra perfeitamente
caracterizada matematicamente, para um solo do tipo argiloso, na alinea b) da secgdo 4.2.2 do
mesmo Capitulo.

6.2.1.2  Rede de Fluxo em Regime Permanente

O regime permanente inicial foi estabelecido com o nivel de 4gua a montante a
cota 14.00m e com o nivel de agua a jusante a cota .00, coincidente com o nivel da
fundagdo.

Na figura 6.23 para além das linhas equipotenciais (linhas a vermelho), encontram-
se representados os vectores velocidade aparente nos pontos de integragio de Gauss de cada
elemento finito da malha. As origens destes vectores, que coincidem com a localizagdo dos
pontos de Gauss, encontram-se assinalados por pontos a preto, as respectivas extremidades
por pontos a vermelho e os vectores em si por um segmento recto azul.

Na mesma figura também se encontra representada a linha de percolagdo ou
superficie livre do escoamento que ndo é mais do que a isobarica de valor zero P,=0). A linha
de saida, isto ¢, a linha que limita superiormente a superficie de percolagdo no paramento de
jusante da barragem, desenvolve-se até cerca de 6.5m acima do nivel da agua a jusante.

Acima desta superficie constata-se ainda a existéncia de percolagdo de agua,
embora se efectue com velocidades muito reduzidas comparativamente as da percolagao na
parte do dominio saturado. Com efeito, tal constatagdo ndo é de todo inesperada, ja que esta
de acordo com 0 modelo de permeabilidade adoptado para o solo.

Para avaliar a distribui¢do de pressdes na dgua induzidas pelo regime permanente,

na figura 6.35 representam-se as linhas isobaricas em todo o dominio do escoamento.
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6.2.1.3 Rede de Fluxo em Regime Transitério

Para o estudo do escoamento em regime transitorio, mostram-se de seguida as
redes de fluxo obtidas para instantes sucessivos durante o esvaziamento da albufeira.
Conforme ja atras foi referido o nivel da agua inicial a montante da barragem estd a cota
14.00m e o seu abaixamento até a cota 2.00m é feito a velocidade de 3.00m em cada /2 dia.

Assim, nas figuras 6.24 a 6.34 estdo representados os vectores velocidade e
equipotenciais ao fim de 0.5, 1, 1.5, 2, 12, 32, 62, 122, 152, 212 e 272 dias. Nas figuras 6.36 a
6.46 representam-se as correspondentes distribuicdes de linhas isobaricas para os mesmos

instantes.

A analise das figuras revela que durante o escoamento enquanto a orientagido dos
vectores velocidade na zona de jusante da barragem € a mesma que existia no regime
permanente inicial, na zona de montante essa orientagdo se inverte. Os novos sentidos dos
vectores velocidade correspondem a saida de agua do corpo da barragem pelo talude de
montante. Tal inversdo do fluxo de agua deve-se ao facto da carga hidraulica no interior da
barragem ser maior do que nos paramentos. O deslocamento descendente da superficie livre
(p,,= 0) da uma nogao da velocidade com que 4gua abandona o meio poroso.

Outra conclusdo que sobressai da andlise das figuras 6.24 a 6.27, é a de que o
esvaziamento da albufeira se pode considerar brusco, na medida em que se processa sem que a
superficie livre do escoamento se desloque significativamente no sentido descendente. Com
efeito, apenas no 12° dia, 10 dias apos o esvaziamento da albufeira (figuras 6.28 e 6.40), é que
se comega a verificar uma descida sensivel da superficie livre e so passados mais 20 dias € que

se verifica uma descida mais acentuada (figuras 6.29 € 6.41).

Face a impermeabilidade da fundagdo da barragem, o restabelecimento do sentido
original do fluxo do escoamento no talude de montante da mesma, correspondente ao regime
permanente final, processa-se em intervalos de tempo progressivamente mais longos (figuras
6.30, 6.31, 6.32 e 6.33). SO cerca de 270 dias apdés o abaixamento do nivel da 4gua da
albufeira para a cota 2.00m é que o regime permanente final € restabelecido (figuras 6.34 e
6.46).

Esta progressiva lentiddo com que ¢ restabelecido o regime permanente final € o
resultado da diminuigdo dos gradientes hidraulicos ao longo do tempo, com a consequente

diminui¢do da velocidade de deslocamento da agua no interior do dominio em analise.
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A Tempo = 0.5 dias
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Fig. 6.27 Barragem homogénea. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (continuag
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Fig. 6.28 Barragem homogénea. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (contiruagdo).
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A Tempo = 20 dias

Instante = 32 dias

orer e
<

Fig. 6.29 Barragem homogénea. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (continuago).

A Tempo: = 30 dias

Instante = 62 dias

Fig. 6.30 Barragem homogénea. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (continuagao).

A Tempo = 60 dias

Instante = 122 dias

Fig. 6.31 Barragem homogénea. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (continuagdo).
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A Tempo = 30 dias

Instante = 152 dias

Fig. 6.32 Barragem homogénea. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (continuagdo).

A Tempo = 60 dias

Instante = 212 dias

Fig. 6.33 Barragem homogénea. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (continuagao).

A Tempo = 60 dias

Instante = 272 dias

Fig. 6.34 Barragem homogénea. Equipotenciais e velocidades.
Regime permanente final.
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Instante = 0.00 dias

Fig. 6.35 Barragem homogénea. Isobaricas.
Regime permanente inicial.

A Tempo:® = 0.5 dias

Instante = 0.5 dias

Fig. 6.36 Barragem homogénea. Isobaricas.
Regime variavel.

A Tempo = 0.5 dias

Instante = 1.0 dias

Fig. 6.37 Barragem homogénea. Isobaricas.
Regime variavel (continuagio).
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A Tempo = 0.5 dias

Instante = 1.5 dias

1.0

0
40

N 5,

\ 0.0
100 St

Fig. 6.38 Barragem homogénea. Isobaricas.
Regime variavel (continuagio).

A Tempo' = 0.5 dias

Instante = 2.0 dias

Fig. 6.39 Barragem homogénea. Isobaricas.
Regime variavel (continuagdo).

A Tempo = 10 dias
Instante = 12 dias

Fig. 6.40 Barragem homogénea. Isobaricas.
Regime variavel (continuagio).
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A Tempo =20 dias

Instante = 32 dias

Fig. 6.41 Barragem homogénea. Isobaricas.
Regime variavel (continuag@o).

A Tempo' = 30 dias

Instante = 62 dias

Fig. 6.42 Barragem homogénea. Isobaricas.
Regime variavel (continuagao).

A Tempo = 60 dias

P i L .,
P — -10.0 Instante = 122 dias
8.0
8.0
5.0
-40
-30

e 2.0
20m /_/ v 00
J"—E—‘/ e —Y-—OO

/ ... Y

Fig. 6.43 Barragem homogénea. Isobaricas.
Regime variavel (continuagdo).
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Fig. 6.44 Barragem homogénea. Isobaricas.
Regime variavel (continuagdo).
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Fig. 6.45 Barragem homogénea. Isobaricas. .
Regime variavel (continuag@o).
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Fig. 6.46 Barragem homogénea. Isobaricas.

Regime permanente final.
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6.2.2 TRACADO DAS LINHAS EQUIPOTENCIAIS E ISOBARICAS NUMA BARRAGEM
DE TERRA COM DRENOS HORIZONTAIS INCORPORADOS NO TALUDE DE
MONTANTE. DESENHO DAS VELOCIDADES APARENTES

6.2.2.1 Intredug¢io. Malha de Elementos Finitos

Neste exemplo utilizou-se a malha de 76 elementos finitos isoparamétricos
"Serendipity" de 8 nos representada na figura 6.47, cuja geometria foi condicionada por uma
modela¢do adequada dos drenos horizontais incorporados no talude de montante da barragem.

14.00m o o N Corpo da baragem : Kx = Ky = 1.0E-05 nvs
— 6 8 * Drenos : Kx = Ky = 1.0E-03 mis

11.00m o o —0—0
. T
£

0.00

Lot
B A

||i q

Y 10.00m 30.00m
gyl

Fig. 6.47 Barragem de terra com drenos horizontais. Geometria.

Maiha de elementos finitos.

As caracteristicas do solo que constitui 0 corpo da barragem, incluindo o modelo
de permeabilidade adoptado na determinagdo da superficie livre do escoamento, sdo idénticas

as usadas para a barragem homogénea do exemplo anterior.

Ja no que diz respeito ao solo que preenche os drenos, as suas caracteristicas
diferem significativamente das do solo que constitui o corpo da barragem em analise. Com
efeito, a sua permeabilidade (k, = k,= I.0E-03 m/s) ¢ 100 vezes maior que a do solo que
constitui o corpo da barragem (k. = k,= 1.0E-05 m/s) e o modelo de permeabilidade que ihe
¢ aplicado € o que se encontra caracterizado matematicamente na alinea a) da secgdo 4.22 do

Capitulo 4 para um solo do tipo arenoso.
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6.2.2.2  Rede de Fluxo em Regime Permanente

Neste estudo mantiveram-se as condigdes de fronteira do exemplo anterior

referente a barragem homogénea.

Na figura 6.48, onde se representam os vectores velocidade aparente, as linhas
equipotenciais e a superficie livre (p,= 0), evidencia-se o trajecto preferencial da agua através
dos drenos. A agua é conduzida até as extremidades interiores dos drenos, difundindo-se ai
pelo corpo da barragem (figura 6.48). Com efeito, verifica-se (figura 6.55) que praticamente
ndo existe perda de carga no movimento da agua no interior dos drenos e que no solo existente
entre os drenos a velocidade da agua é quase nula.

A linha de saida desenvolve-se até cerca de 7.5m acima do nivel da agua de
jusante. Comparativamente & mesma linha na barragem homogénea do exemplo anterior a cota
atingida € cerca de 1.0m superior. Tal acréscimo deve-se ao facto dos drenos provocarem um
deslocamento para a direita das linhas equipotenciais relativamente as suas homologas na
barragem homogénea. Note-se, por exemplo, a posi¢do da linha equipotencial ¢ = 13.00 no
caso presente (figura 6.48) e no caso da barragem homogénea (figura 6.23).

6.2.2.3 Redes de Fluxo em Regime Transitério

Nas figuras 6.49 a 6.54 ¢ 6.56 a 6.61 representam-se os resultados obtidos para a
situag@o de esvaziamento da albufeira. Este esvaziamento foi simulado nas mesmas condicdes
que atras se referiram para o caso da barragem homogénea.

Da analise das figuras 6.49 a 6.54 verifica-se também a inversdo do sentido dos
vectores velocidade na zona de montante da barragem relativamente ao regime permanente

inicial.

A agua desloca-se preferencialmente pelos drenos, constatando-se ainda que a
agua existente no solo delimitado por dois drenos consecutivos também tem tendéncia a
deslocar-se em sua direcgdo. Com efeito, as figuras 6.56 a 6.61 revelam que a superficie livre
do escoamento (p,=0) apresenta uma descontinuidade sempre que intersecta um dos drenos do

talude de montante da barragem.
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Em consequéncia da saida "quase livre” da agua pelos drenos, as respectivas
velocidades sd3o muito superiores as que se verificam no corpo da barragem.
Comparativamente as velocidades correspondentes ao esvaziamento brusco da barragem
homogénea analisada no exemplo anterior, as velocidades da agua nos drenos também sdo
significativamente superiores, sendo necessario no exemplo em estudo adoptar uma escala 10
vezes menor para representar os vectores velocidade da agua durante o esvaziamento da
albufeira.

Comparando ainda as figuras 6.49 a 6.54, respectivamente, com as figuras 6.24 a
6.29, relativas aos mesmos instantes no exemplo anterior, verifica-se que o deslocamento das
equipotenciais em direc¢do a parte superior da barragem se processa mais rapidamente no
exemplo em analise. Repare-se, por exemplo, na posi¢do da equipotencial ¢=10.00 da figura
6.50 em relagdo a mesma equipotencial na figura 6.25 do exemplo anterior.

Este facto ainda € mais notorio no talude de montante da barragem por influéncia
dos drenos ai existentes, conforme se podera verificar através da posi¢do da equipotencial
¢=9.0 na figura 6.50 do exemplo em estudo em relagdo a mesma equipotencial na figura 6.25

do exemplo anterior.

O deslocamento mais rapido das linhas equipotenciais para a parte superior da
barragem traduz-se numa dissipagdo também mais rapida das pressdes da agua (p,) no talude
de montante da mesma, conforme se podera avaliar pela analise comparativa das figuras 6.56 a
6.61 com as figuras 6.36 a 6.41 relativas aos mesmos instantes para a barragem homogénea

estudada no exemplo anterior.

Portanto, a incorporagdo de drenos no talude de montante da barragem, ao
viabilizar uma dissipagdo mais rapida das pressdes intersticiais da agua no talude em causa,

contribui eficazmente para o reforgo da estabilidade da barragem.
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Fig. 6.48 Barragem com drenos horizontais. Equipotenciais ¢ velocidades.
Regime permanente inicial.

A Tempo = 0.5 dias

11.0m Instante = 0.5 dias

IR = LA

Fig. 6.49 Barragem com drenos horizontais. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel.

A Tempo = 0.5 dias

Instante = 1.0 dias

Fig. 6.50 Barragem com drenos horizontais. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (continuagdo).
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A Tempo = 0.5 dias

Instante = 1.5 dias

Fig. 6.51 Barragem com drenos horizontais. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (continuag@o).

A Tempo = 0.5 dias
Instante = 2.0 dias

Fig. 6.52 Barragem com dr¢nos horizontais. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (continuag@o).

A Tempo = 10 dias

Instante = 12 dias

aoal WL

Fig. 6.53 Barragem com drenos horizontais. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (continuagdo) .
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A Tempo = 20 dias

Instante = 32 dias
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Fig. 6.54 Barragem com drenos horizontais. Equipotenciais e velocidades.
Regime variavel (continuag@o) .
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Fig. 6.55 Barragem com drenos horizontais. Isobaricas.
Regime permanente inicial.
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Fig. 6.56 Barragem com drenos horizontais. Isobaricas.
Regime variavel.
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A Tempo = 0.5 dias

Instante = 1.0 dias
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Fig. 6.57 Barragem com drenos horizontais. Isobaricas.
Regime variavel (continuagdo).

A Tempo" = 0.5 dias

Instante = 1.5 dias

Fig. 6.58 Barragem com drenos horizontais. Isobaricas.
Regime variavel (continuag@o).

A Tempo = 0.5 dias

Instante = 2.0 dias ~

o

Fig. 6.59 Barragem com drenos horizontais. Isobaricas.
Regime variavel (continuagdo).
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Fig. 6.60 Barragem com drenos horizontais. Isobaricas.
Regime variavel (continuag@o).

A Tempo = 20 dias

Instante = 32 dias

= O =10 B

o 00
20m /,.@ ‘}__,_,d———'——— 10—
o _,-r-"""'d_'—"_— 00
= S | e ——— R

Fig. 6.61 Barragem com drenos horizontais. Isobaricas.
Regime variavel (continuagdo).



CONSIDERACOES FINAIS

Com o presente trabalho pretendeu-se estudar a percolagio de agua em meios

porosos incompressiveis, saturados ou nio saturados, em regime permanente e transitorio.

Sendo toda a fenomenologia fisica inerente a0 movimento da agua nos solos muito
complexa, particularmente quando se esta em presenga de dominios ndo saturados e quando a
influéncia da actividade superficial das particulas se exerce de forma intensa, a validade da lei
de Darcy torna-se discutivel, limitando assim o seu dominio de aplicagdo. Na realidade, a
pressdes intersticiais da agua muito negativas esta associada a falta de continuidade da fase
liquida, desconhecendo-se portanto a lei que rege o escoamento da 4gua nestas circunstancias.

Afortunadamente, verifica-se que em zonas parcialmente saturadas e por isso com
pressOes intersticiais da dgua muito baixas correspondem fluxos pouco importantes. Todavia,
torna-se necessario avaliar a influéncia que tais pressdes negativas, determinadas pelo modelo
desenvolvido neste estudo, exercem em outros pontos do dominio onde se verificam graus de

saturagdo mais elevados.

Quando se considera o movimento da agua nas zonas saturadas e ndo saturadas do
dominio em analise, todo o meio poroso intervém na percolag¢io. Nesta medida, o método da
malha fixa revela-se ser o mais adequado para a definigio do dominio onde se processa o
escoamento, em oposi¢do aos modelos tradicionais de malha variavel que ndo consideram o

fluxo de 4gua quando a sua pressdo € negativa (inferior 4 pressdo atmosférica).

Sem duvida que o uso de um método de matlha variavel permite um maior rigor
formal na determinagio da "linha de saida”. Porém, com o modelo de malha fixa desenvolvido
neste estudo pode conseguir-se uma maior precisdo bastando para isso que se proceda ao

refinamento da malha na zona junto a linha de saida.

As curvas normalmente utilizadas para traduzir a variagdo da permeabilidade com a
pressdo intersticial da agua (curvas de permeabilidade relativa) sio na generalidade curvas

muito simplificadas para a complexidade dos fendmenos que caracterizam tal relagdo.
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Com efeito, face a variabilidade dos parimetros em jogo, pensa-se ser
desnecessario recorrer a curvas mais elaboradas, visto que os resultados que proporcionam sé
seriam melhorados se ao aumento da complexidade destas curvas correspondesse uma
methoria significativa na avaliagdo dos pardmetros experimentais que intervém no modelo de

percolacdo adoptado neste estudo.

Nio obstante o atras exposto, no presente estudo optou-se por adoptar curvas de
permeabilidade relativa que poderdo considerar-se algo elaboradas comparativamente as que
sdo normalmente utilizadas no estudo da percolagdo em dominios parcialmente saturados. Tal
opedo justifica-se por duas ordens de razdes: por um lado, os resultados que proporcionam sdo
sempre, por pouco que sejam, mais correctos do que os obtidos através da utilizagdo de curvas
de permeabilidade relativa simplificadas; por outro, o aumento da complexidade das curvas
permite obter uma zona de transi¢do da parte saturada para a ndo saturada do dominio suave e
harmoniosa. Conforme se viu neste estudo, o tragado das linhas de corrente nesta zona de
transicdo do dominio do escoamento ganha muito com a adop¢@o de curvas, que ao
caracterizarem-se por um certo grau de complexidade, permitem que junto a fronteira que
delimita as duas zonas seja possivel tragar linhas de corrente sem a presenga de perturbagdes
significativas ao longo dos respectivos desenvolvimentos.

A utilizagdo de malhas de elementos finitos combinados com elementos infinitos na
periferia na analise de problemas de percolagdo com dominio semi-infinito revelou-se ser uma
técnica muito eficiente em termos de uma correcta modelagdo das condi¢des de fronteira

associadas.

Relativamente a modelagdo do dominio na vizinhanga de singularidades impostas
na respectiva fronteira, o recurso a elementos geometricamente adequados também mostrou
ser uma estratégia bastante eficaz na dissipagdo das perturbagdes da rede de escoamento

induzidas por tais singularidades.

Com efeito, quando o problema em estudo se caracteriza simultaneamente por um
dominio semi-infinito e por singularidades impostas na fronteira, a utilizagdo de elementos
infinitos criteriosamente incorporados na malha de elementos finitos juntamente com elementos
geometricamente adequados na vizinhanga das singularidades revelam-se ser duas ferramentas
bastante importantes no estudo da percolagdo, na medida em que proporcionam a obtengdo de

resultados praticamente coincidentes com os obtidos por via analitica.

Quanto aos problemas em regime transitério, foram obtidos resultados que atestam

as potencialidades dos programas desenvolvidos no dmbito deste trabalho.
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Importa ainda salientar a fundamental importancia dos programas graficos de pré e
pos-processamento, que se revelaram indispensaveis quer na fase de desenvolvimento, pela
ajuda na detecgdo e correc¢do de erros, quer na preparagdo de dados e interpretagdo do
imenso volume e diversidade de resultados fornecidos pelos programas de anilise na sua
versio final.

Quanto aos desenvolvimentos futuros do presente trabalho, gostariamos de
contemplar, entre outras questdes, a consideragdo da deformabilidade do esqueleto solido do
solo no dmbito da teoria da consolidagio de Biot.
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