Condigoes de Optimalidade para
Problemas de Optimizacio Dinamica

ANIBAL CASTILHO COIMBRA DE MATOS

FACULDADE DE ENGENHARIA
UNIVERSIDADE DO PORTO

2001



Condigées de Optimalidade para

Problemas de Optimizacao Dinamica

ANIBAL CASTILHO COIMBRA DE MATOS

Dissertagio elaborada para obten
em Engenharia Spe e Mres pela
Faculdade de Fngonbar:g ]

¢3o do grau de doutor

Orientador

Fernando Manue] Ferreira Lobo Pereira



Durante parte do perfodo de realizagio deste trabalho o autor foi bolseiro do PRO-
DEP II, Acgdo 5.2.



Aos meus Pais



Agradecimentos

Agradego ao meu orientador, Professor Doutor Fernando Lobo Pereira, por todo
0 apoio prestado, pelas constantes sugestes e pelas condigbes que permitiram a
realizagdo deste trabalho. Desejo agradecer & minha famflia pela confianca que
em mim depositou. Os meus agradecimentos vdo ainda para todos os colegas,
especialmente para aqueles que contribuiram para criar um ambiente favoravel a
execucdo deste trabalho.



Resumo

Neste trabalho sio estudadas condigSes de optimalidade para duas classes de pro-
blemas de controlo 6ptimo: problemas com restrigdes de estado e problemas impul-
sionais.

Os problemas com restriges de estado tém dindmicas nio lineares, caracterizadas
por inclusdes diferenciais. Sio problemas de tempo fixo e a fungdo custo a minimizar
apenas depende do estado final. As restrices de estado sdo expressas por uma,
relagdo de pertenca a um conjunto.

As condigbes de optimalidade aqui obtidas tomam a forma de existéncia de funcgbes
de verificagio Lipschitz continuas, fungdes estas que satisfazem uma equacgao gene-
ralizada de Hamilton-Jacobi. E apresentada uma forma construtiva de obter tais
fungdes, e mostra-se que a sua Lipschitz continuidade é equivalente a uma qualifica-
¢do das restrigdes de estado, caracterizada pela nogéo de calma. Sio demonstradas
relagdes entre o conceito de calma e a existéncia de multiplicadores normais das
condigdes necessarias de optimalidade.

E também demonstrada uma relagdo entre elementos obtidos a partir de multipli-
cadores de condicdes necessarias de optimalidade e gradientes de fungées de verifi-
cagao.

E ainda introduzido o conceito de fungdo valor estendida, sendo estabelecida uma
relagdo entre esta funcdo e um multiplicador das condigGes necesssrias de optimali-
dade. Esta relacio justifica a interpretagdo heuristica de que a medida que faz parte
dos multiplicadores das condigBes necessarias de optimalidade se obtém a partir da
variagdo do custo 6ptimo com o relaxamento da restricdo de estado do problema.

Os problemas impulsionais abordados possuem dindmicas nio lineares caracteriza-
das por inclusdes diferencias impulsionais com medidas vectoriais. Sio problemas
de tempo fixo e com fungdo custo apenas dependente do estado final.

E definida a func@o valor para a classe de problemas impulsionais considerados e sio
estudadas as suas propriedades. Nomeadamente, mostra-se que sob certas condigoes
esta fungao ¢ Lipschitz contfnua. Esta demonstragéo faz uso de um resultado sobre
aproximagao por trajectérias admissfveis também apresentado e demonstrado neste
trabalho. E também mostrado que a funcdo valor satisfaz um conjunto de condigdes
de Hamilton-Jacobi generalizadas, com uma determinada condigio fronteira. Uma
versdo relaxada destes condigdes é ainda utilizada para a identificagdo de condigdes
suficientes de optimalidade.

E também obtida uma relagdo entre um multiplicador das condi¢bes necessarias
de optimalidade e a fungao valor aqui considerada. Este resultado constitui uma,
extensdo para problemas impulsionais de outros existentes, mas para problemas
com trajectérias absolutamente contfnuas.



Abstract

This work addresses the derivation of optimality conditions for two classes of optimal
control problems: state constrained problems and impulsive problems.

The problems with state constraints have nonlinear dynamics, characterized by
differential inclusions. They are fixed time problems and the cost function only
depends on the final state. The state constraints are expressed by a set inclusion
relationship.

The optimality conditions derived here take the form of existence of Lipschitz con-
tinuous verification functions. These functions satisfy generalized Hamilton-Jacobi
equations. It is shown that these functions can be obtained as value functions of
auxiliary families of related problems. The Lipschitz continuity of verification func-
tions is shown to be equivalent to a state constraint qualification, expressed by
the calmness concept. Relationships between calmness and the existence of normal
multipliers of the necessary conditions of optimality are also studied.

The significance of the definition of verification functions used in this work can also
be assessed by a relationship between normal multipliers and generalized gradients
of verification functions obtained here.

The concept of extended value function is introduced. A relationship between gra-
dients of this function and multipliers of the necessary conditions of optimality is
also obtained. This relationship contributes to validate heuristic claims concerning
the connection between the measure element of the multiplier of the necessary con-
ditions of optimality and the optimal value of problems obtained by relaxing the
state constraints of the original problem.

The impulsive control problems have dynamics characterized by impulsive differen-
tial inclusions driven by vector valued measures, They are fixed time problems and
the cost functions only depends on the final state.

A definition of the value function for such class of problems is given and its main
properties are derived. A result on the existence of neighboring feasible trajectories
is derived and sufficient conditions for the Lipschitz continuity of the value function
are obtained. It is also shown that the value function satisfies generalized Hamilton-
Jacobi conditions as well as a certain boundary condition. A relaxed version of these
conditions is used to identify sufficient conditions of optimality.

A relationship between a multiplier of the necessary conditions of optimality and
the value function is obtained. This result extends to impulsive control problems
similar results available for problems with absolutely continuous trajectories.



Résumé

Ce travail adresse la dérivation des conditions d’optimalité pour deux classes des
problémes de commande optimale: problémes avec des contraintes d’état et proble-
mes de controle impulsionnel.

Les problémes avec des contraintes d’état ont des dynamiques non linéaires, cha-
ractérisées par des inclusions différentielles, ont lieu en temps fixe et la fonction de
colt dépend seulement de I’état final. Les contraintes d’état sont exprimées par un
rapport d’inclusion dans un ensemble.

Les conditions d’optimalité dérivés ici prennent la forme de I’existence des fonc-
tions de vérification continues de Lipschitz. Ces fonctions satisfont des équations
généralisées de Hamilton-Jacobi On Iuj montre que ces fonctions peuvent étre ob-
tenues comme fonctions valeur des familles des problémes auxiliaires. La continuité
de Lipschitz des fonctions de vérification s’avére équivalente & une qualification des
contraintes d’état, exprimée par le concept de calme. Des relations entre le concept
de calme et existence des multiplicateurs normaux des conditions nécessaires de
I'optimalité sont également étudiés.

La importance de la définition des fonctions de vérification utilisées dans ce travail
peut également étre évaluée par un relation entre les multiplicateurs normaux et les
gradients généralisés des fonctions de vérification obtenu ici.

Le concept de fonction valeur étendue est présenté. Une relation entre les gradients
de cette fonction et les multiplicateurs des conditions nécessaires de V’'optimalité
est également obtenu. Cette relation contribue pour valider des réclamations heu-
ristiques au sujet de la connexion entre I’élément de mesure du multiplicateur des
conditions nécessaires de Poptimalité et la valeur optimale des problémes obtenus
en détendant les contraintes d’état du probléme initial.

Les problémes de controle impulsionelle ont des dynamiques charactérisées par des
inclusions différentielles impulsionelles pilotées par des mesures vectorielles, ont liey
en temps fixe et la fonction de cout dépend seulement de I’état final.

Une définition de la fonction valeur pour cette classe des problémes est donnée et
Ses propriétés principales sont dérivées. Un résultat sur 'existence des trajectoi-
res faisables voisines est dérive et des conditions suffisantes pour la continuité de
Lipschitz de la fonction valeur est obtenu. On lui montre également que la fonction
valuer satisfait des conditions généralisées de Hamilton-Jacobi aussi bien qu’une
certain condition de frontiére, Une version détendue de ces conditions est employée
pour identifier des conditions suffisantes de I'optimalité.

Une relation entre les multiplicateur des conditions nécessaires I’optimalité et 1a
fonction valeur est obtenu.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Descricao do trabalho

O objecto fundamental deste trabalho é o estudo de condigdes de optimalidade
para problemas de controlo 6ptimo. S3o abordadas duas classes distintas de pro-
blemas: problemas com restricées de estado e trajectérias contfnuas, e problemas
impulsionais.

Relativamente aos problemas com restrigbes de estado, sdo obtidas e analisadas
condig3es de optimalidade sob a forma de existéncia de funcdes de verificagdo. Estas
funcdes satisfazem uma equacio generalizada de Hamilton-J acobi. Uma qualificacéo
das restrices de estado, caracterizada pela nogio de calma, desempenha um papel
relevante na obtencdo de tais fun¢des. Sdo também estabelecidas relagdes entre
fungdes de verificagio e multiplicadores das condicBes necesssrias de optimalidade.
Introduz-se ainda a nogao de fungao valor estendida., Esta nogdo generaliza a funcio
valor classica e satisfaz, sob condigdes de continuidade, uma, relagdo envolvendo
multiplicadores dag condigdes necessarias de optimalidade.

Os problemas abordados possuem dinimicas nio lineares, caracterizadas por inclu-
soes diferenciais. Sio problemas em tempo fixo e a funcio custo a minimizar apenas
depende do estado final. As restricoes de estado sio éxpressas por uma relagio de
pertenca a um conjunto.

Em relagio aos problemas impulsionais, sio estabelecidas condigdes que garantem
propriedades de continuidade da fun¢io valor de uma famflia de problemas, para-
metrizada pelo instante e estado iniciais de cada problema. Sao também obtidas
condigdes de optimalidade na forma de condigdes estendidas de Hamilton-Jacobi,
com uma determinada, condicdo fronteira. Sio ainda estabelecidas relacdes entre
multiplicadores de condigdes necessarias de optimalidade e a fungio valor conside-
rada.

Os problemas abordados caracterizam-se por possufrem dinimicas expressas por in-




clusdes diferenciais impulsionais. Nestas, o termo singular depende de uma medida,
vectorial, nido sendo considerados quaisquer requisitos de comutatividade sobre o
campo vectorial caracterizador do termo singular, Estes problemas sio formulados
em tempo fixo e a fungio custo apenas depende do estado final.

1.2 Organizacio do documento

Inicialmente, no capftulo 2, é feita umg apresentagao de alguns conceitos e resultados
que serdo posteriormente utilizados. Tais conceitos e resultados sdo fundamental-
mente relativos a Analise Funcional, Anslise Nio Suave e Incluses Diferenciais.

No capftulo 3 & apresentado o problema de controlo 6ptimo com restri¢ées de estado
que serd alvo do estudo aqui desenvolvido. Este problema encontra-se formulado

O capitulo 4 constitui uma revisdo da literatura sobre 5 funggo valor em controlo 6p-
timo bem como sobre condigdes de Hamilton-Jacobi. Nesta revisio, sio inicialmente
focados problemas sem restrigdes de estado ao longo do tempo, sendo analisadas ag
propriedades da funcio valor bara tais problemas, para além de diversos conceitos
de solugdo generalizada da equagao de Hamilton-Jacobi. Relativamente a estes pro-
blemas, e particularmente no caso de existirem restrigdes no estado final, ¢ ainda
analisado o conceito de funcio de verificagdo e as suas ligages com a equacgio de
Hamilton-Jacobi e com condicbes de optimalidade. Em relacio a problemas com
restricées de estado, sio especialmente analisados og resultados sobre qualificacio

considerada uma generalizacao da equacdo de Hamilton-Jacobi. Sio ainda obtidas
condicbes de optimalidade, tanto necessérias como suficientes, com base em funcdes
de verificacio.

O capitulo 6 aborda as relagGes entre a propriedade de calma e 3 existéncia de
multiplicadores normais das condiges necessérias de optimalidade na forma hamil-
toniana. Majs precisamente, mostra-se que a propriedade de calma é uma condigdo




No capftulo 7 é demonstrada uma relacdo entre os multiplicadores das condigdes
necessarias de optimalidade e gradientes de funcdes de verificagdo. Uma vez que as
funcdes de verificagio nio sio em geral diferencié,veié, a relagdo obtida considera
o gradiente generalizado da funcdo de verificagio. O resultado obtido constituj
uma generalizagdo para problemas com restricbes de estado, de outros resultados
anéilogos j4 existentes para problemas com estado livre. Tem especial significado a
interpretacido do multiplicador associado a restricao de estado.

O capitulo 8 endereca a fungio valor em problemas com restrigdes de estado. No
seguimento do estudo apresentado sobre funcdes de verificagdo para esta classe de
problemas, a fungio valor aqui considerada. difere daquela que classicamente & con-
siderada pela dependéncia num parametro adicional relacionado com o grau de
violagdo das restri¢des. Postulando hip6teses semelhantes as habitualmente consi-
deradas na literatura, demonstram-se propriedades de continuidade da, funcao valor
proposta. E também demonstrado que esta funcdo satisfaz uma equacao que se
pode considerar, mais uma Vvez, uma generalizacio da equagio de Hamilton-Jacob.
E ainda estabelecida uma relagio entre multiplicadores das condicdes necessarias de
optimalidade e gradientes da funcéo valor, relacio que é em alguns aspectos anéaloga
aquela obtida no capftulo 7 e relativa a fungdes de verificagio.

No capitulo 9 é apresentada a classe de problemas de controlo impulsional endere-
¢ada neste trabalho. E definida a nogao de trajectéria admissivel para a dinamica
impulsional considerada, bem como um conjunto de conceitos auxiliares. £ estabe-
lecida uma comparagao com outras nogdes de trajectéria admissfvel existentes na,
literatura e sio também apresentados diversos resultados sobre propriedades das
trajectérias admissiveis.

O capitulo 10 apresenta um estudo sobre a funco valor para os problemas impul-
sionais considerados. A funcéo valor aqui proposta depende apenas do instante e
estado iniciais, nio se impondo qualquer restri¢do sobre a variacdo total do termo
impulsional, como ¢ habitual na literatura. Pretende-se desta forma efectuar o es-
tudo da fung¢do valor em problemas impulsionais de um modo anélogo ao que é feito
para problemas com trajectérias absolutamente contfnuas. Para além da, deducio
de propriedades de continuidade de tal funcdo, ¢ ainda, apresentado e demonstrado
um resultado sobre aproximagdo por trajectorias admissfveis. Este resultado tem
um forte impacto em todo o estudo sobre a continuidade da funcao valor.

No capitulo 11 sio obtidas condigbes de optimalidade, quer necessirias quer sufi-
cientes, na forma de condi¢des de Hamilton-Jacobi para os problemas impulsionais
aqui enderecados. Mostra-se que a fungdo valor, quando Lipschitz continua, satisfaz
tais condi¢des de Hamilton-Jacobi. As condigSes suficientes sdo obtidas na forma
de existéncia de uma funcio de verificacao. Finalmente, ¢ apresentado e demons-
trado um resultado que relaciona um multiplicador das condigSes necessarias de
optimalidade com a fungao valor.



1.3 Principais contribuicoes

Problemas com restrigées de estado

obtidas de uma forma construtiva, como funcdes valor de familias de problemas
auxiliares. Mostrou-se que tais fungdes satisfazem, num dado sentido, uma equagio
de Hamilton-Jacobi. Mostrou-se ainda que a existéncia de tais funcdes é equivalente
a uma qualificacdo das restri¢ées dada pela nogao de calma.

Outro assunto abordado consistiu no estabelecimento de relagdes entre a qualifica-
¢80 das restricdes traduzida pela nogio de calma e a existéncia de multiplicadores
normais das condigdes necesssrias de optimalidade.

O facto da existéncia de funcdes de verificagdo ser uma condi¢io equivalente A calma
do problema, e sendo esta qualificacdo das restricoes uma condigéo suficiente para
a existéncia de multiplicadores normais, foi utilizado para demonstrar uma relagao
de pertenca entre elementos obtidos a partir de um multiplicador e o gradiente
generalizado da fungio de verificagio.

Outra contribui¢do deste trabalho resulta do estudo das propriedades do que se
designou por fungdo valor estendida. Esta fungdo ¢ uma generalizacao da defini¢ao
classica da fungéo valor em problemas com restri¢bes de estado. Foram identificadas
condigGes de qualificacdo das restri¢es que asseguram a Lipschitz continuidade da

necessarias de optimalidade.

As relagdes obtidas entre multiplicadores normais dag condigdes necessarias de opti-
malidade e gradientes de fungdes de verificagio, por um lado, e gradientes da funcio
valor estendida, por outro, vém justificar as interpretagGes heuristicas da medida
do multiplicador como “derivada do custo 6ptimo relativamente ao relaxamento das
restri¢es de estado”,

Problemas impulsionais

O resultado sobre aproximagio de funcdes por trajectérias admissfveis para pro-
blemas de controlo impulsional constitui outra das contribuicdes deste trabalho.
Este resultado pode ser encarado como uma extensao, para a classe de problemas
de controlo impulsional aqui considerada, de outros existentes na literatura sobre
aproximagéio por trajectérias admissiveis Ppara inclusdes diferenciais.

O estudo das propriedades da fungdo valor aqui considerada para, os problemas de
controlo impulsional & também de destacar. Por um lado, sdo estabelecidas condi-




¢0es mediante ag quais tal fungio & localmente Lipschitz contfnua, €, por outro, sjo
obtidas condigges de Hamilton-Jacobi que tal funcio ters de satisfazer. A demons-
tracio destas condigdes baseia-se no resultado sobre aproximagio por trajectérias
admissfveis acima referido, o que real¢a a sua importancia.

E ainda de referir a relagdo obtida entre um multiplicador das condi¢Ges necessarias
de optimalidade e a fung¢ao valor para os problemas impulsionais. Esta relago,
que constitui uma extensio para o contexto impulsiona] de outras existentes para
problemas com trajectérias absolutamente continuas, justifica por si s6 3 definicdo
de func¢ao valor aqui considerada.




Capitulo 2

Conceitos e Resultados
Elementares

Neste capftulo sio apresentados alguns conceitos e resultados elementares sobre
diversos corpos teéricos que serdo posteriormente utilizados na exposi¢io e demons-
tragdo dos principais resultados apresentados neste trabalho. Ag referéncias biblio-
graficas utilizadas vao sendo indicadas ao longo do texto.

2.1 Multifuncgées

Uma multifungio G : 4 = R", onde A C R™, ¢ uma aplicagdo que associa a cada
elemento z de 4 um subconjunto de R”, representado por G(z).

Em seguida apresentam-se alguns conceitos e resultados sobre multifuncdes que
terdo utilidade no trabalho que se apresenta. Estes conceitos e resultados podem
ser encontrados num vasto conjunto de obras de que sdo exemplo [Cla83] e [AF90).

Uma multifungio G : A 3 S diz-se fechada, compacta, convexa, ou nio vazia em
B C A quando os conjuntos G(z) tiverem respectivamente essas propriedades para
cada x € B.

O grafo de uma multifuncdo G : A =3 R™ define-se como o conjunto {(z,y) : z €
A Ay € G(z)} e representa-se por gr(G).

Uma multifungio G : 4 =3 R" diz-se mensurével quando para qualquer C c R"
aberto, o conjunto {z € 4 : G(z) N C # 0} for mensuravel.

Uma multifuncio G : 4 =3 R» diz-se Lipschitz contfnua se existir uma constante
k > 0 tal que
G(z) CG(y) + klz - y|B"

para todos os z,y € A. B" representa a bola unitéria fechada em R® (centrada na
origem).




Uma multifungdo G : R® 3 R™ diz-se semicontinua superior em r € R" se para
todo o € > 0 existir § > 0 tal que

G(z) C G(z) + eB™ Vze€ z+6B",

onde B™ ¢ B™ sio, respectivamente, as bolas abertas unitirias de R e R™.

2.2 Fungoes distancia

Seja C C R™ ndo vazio. A fungdo do : R® — R definida por
do(z) =inf{|z —y|: y€ C}

designa-se por fungdo distancia (ao conjunto C). Esta funcio é Lipschitz continua
de constante 1 em R". Se o conjunto C for fechado, ento a condi¢do do(x) =0 é
equivalente a z € C.

Seja A C R™ e considere-se uma multifungio X : A = R™ nio vazia e Lipschitz
continua em A com constante k. Entdo, para cada z € R"®, a fungdo z — dx(z)(z)
¢ Lipschitz continua de constante k em A.

Seja X C R™ tal que X # @ e X° # @ (X° representa o complementar de X). A
funcio Ax : R™ — R definida por

dx(z) sex & X
Ax(z) =
x(a) {—dxc(x) sez € X

designa-se por fungo distancia com sinal (ao conjunto X). Também se verifica que
esta func¢do é Lipschitz continua de constante 1. Supondo ainda que X & fechado
pode concluir-se que Ax(z) >0sez ¢ X, Ax(z) =0sez € 8X,e Ax(z) <0 se
z € int(X). (0X representa a fronteira de X).

Seja A C R™ e considere-se uma multifungdo X : A = R™. Suponha-se que esta
multifungio e sua complementar sdo nio vazias e Lipschitz contfnuas em A com
constante k. Entdo, para cada z € R, a fungdo z = A X(z)(z) é Lipschitz continua
de constante k em A.

2.3 Calculo nao diferenciavel

Nesta secgao sdo apresentados alguns conceitos e resultados de calculo nio diferen-
ci4vel que serao utilizados ao longo do trabalho. Tais conceitos e resultados podem
ser encontrados, de uma forma mais ou menos sistematizada, em diversos trabalhos,
dos quais se destacam [Cla83], [Cla89] e [CLSW98].



Normal proximal e subgradiente proximal

Seja § C R, fechado e nido vazio, e seja s € §. O cone normal proximal a S no
ponto s, representado por PNg(s), é o conjunto

PNg(s) = {¢: 3t > 0 tal que ds(s + t{) = t|¢|}.

Os elementos deste conjunto designam-se por normais proximais (a S em s).

Seja agora uma fungio f : R® & RU {+o0} semicontfnua inferior. Seja z € R® um
ponto onde f ¢ finita. Um elemento { € R™ designa-se por subgradiente proximal
de f em z quando

(¢, —1) € PNepis(z, f(x)).

O conjunto de todos os subgradientes proximais de f em z designa-se por subdife-
rencial proximal e representa-se por 8p f(z).

Para fungGes f semicontinuas superiores define-se, de modo an4logo, o sobrediferen-
cial proximal de f em z (ponto onde f ¢ finita) como sendo o conjunto —3p (- f)(z),
que se representa por 8F f(z).

Normal limite e subgradiente limite

Seja S C R", fechado e ndo vazio, e seja s € S. O cone normal limite a S no ponto
s, representado por LNg(s), é o conjunto

LNs(s)={¢: =, zi = 2,2, €S, (; € PNs(z;)}).

Qualquer elemento deste conjunto designa-se por normal limite a S em s.

Seja uma fungdo f : R® - RU {+o0} semicontinua inferior. Seja £ € R™ um ponto
onde f & finita. Um elemento { € R™ designa-se por subgradiente limite de femzx
quando

(¢, —1) € LNepis (2, f(=))-

O conjunto de todos os subgradientes limite de f em z designa-se por subdiferencial
limite e representa-se por 9z f(z).

Gradiente generalizado e cone normal

Sejam z € R”, f : R® — R Lipschitz numa vizinhanca de z e v € R". A derivada
direccional generalizada de f em z na direcgdo v, representada por f(z;v) define-se
por

£(@;v) = limsup 2 (y + hv) — f(v)
’ y—z,hi0 h :

O seguinte resultado apresenta algumas propriedades fundamentais da derivada
direccional generalizada.
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Proposicgao 2.3.1. Seja f: R® - R Lipschitz de constante k numa vizinhanca V
de £ € R". Entdo

(1) para qualquer y € V, a fungio v — FO(y;v) ¢ finita, positivamente homogé-
nea, subaditiva e Lipschitz de constante k em R™ ; verifica-se ainda a relagdo
Iy v)| < Elv);

(2) (y,v) = fOy;v) é semicontinua superior em V x R®;

(3) foz;—v) = (—£)°(z;v) para qualquer v € R™.

Seja § C R™, néo vazio, e seja s € S. O elemento v € R® diz-se tangente a S em s se
d3(s;v) = 0. O conjunto de todos os elementos tangentes a S em s é representado
por Ts(s). Este conjunto é um cone nio vazio, fechado e convexo, e designa-se por
cone tangente a S em s. O conjunto

Ns(s)={¢: ¢-v<0, Ve Ts(s)}
¢ um cone e designa-se por cone normal a S em s.

Seja f : R® = R Lipschitz numa vizinhanca de z € R™. O gradiente generalizado
de f em z, representado por 8f(z) é o conjunto definido por

Of(x) ={C € R™: f°(z;v) > (v, Vv € R"}.
Apresentam-se em seguida alguns resultados sobre propriedades do gradiente gene-
ralizado.
Proposicao 2.3.2. Seja f: R* - R Lipschitz de constante k numa vizinhanca de
z € R™. Entdo
(1) 8f(z) é ndo vazio, convezo e compacto; tem-se ainda que |(| < k para todo o
¢ € 8f(z);

(2) para qualquer v € R” tem-se que
fz3v) =max{¢-v: ¢ € 0f(z)};
(3) a multifungio y — df(y) é semicontinua superior em .

Sendo f : R® — R Lipschitz continua num aberto de R”, o teorema de Rademacher
assegura que f é diferenciavel quase sempre (isto &, excepto num conjunto de medida
de Lebesgue nula) nesse mesmo aberto. Baseado neste facto, o seguinte resultado
(ver [Cla83]) fornece uma caracterizagio do gradiente generalizado de f a partir
de gradientes de f em pontos onde esta fungao ¢é diferencisvel. T’ f representa o
conjunto de pontos onde f nio é diferencisvel.

Teorema 2.3.1. Sejam f:R* - R Lipschitz numa vizinhanca de z € R"™ ¢ S um
subconjunto de R™ com medida de Lebesgue nula. Entio

Of(z) = co{im Vf(z;) : z; > z,z; € S,2; Ty}
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Derivada inferior de Dini

Sejam f : R* — RU{+00} semicontfnua inferior, z € dom(f), e v € R™. A derivada
inferior de Dini, de f em z na direcgio v ¢ definida por

d” f(z;v) = liminf flz+tu) - f(:v).

u—v,t0 t

2.4 Inclusodes diferenciais

Nesta secgdo sdo apresentados alguns conceitos e resultados elementares sobre sis-
temas dinamicos descritos por inclusées diferenciais, [Cla83], [Smi94].

Tubos e trajectérias
Dado 2 C R x R™, definam-se os conjuntos I e ) por

I={t: (t,z) € Q para algum z € R"},
={z: (t,z) € ).
Tal conjunto Q2 designa-se por tubo se I for um intervalo [a,d] e se existirem uma
fungdo w : [a, 5] + R™ contfnua e uma funcéo ¢ : [a,b] & R contfnua e positiva, tais

que {¥; = w(t) + £(t)B" para todo o ¢ € [a,b] (B representa a bola aberta unitaria
de R"). Diz-se ainda que ¢ um tubo em [a, b).

Sendo z : [a,b] — R™ continua e € > 0, 0 “c — tubo em torno de z”, & o tubo
{(59): a <5<, [y—2(s)| <€) (2.4.1)

que se representa por T'(z;¢). Dados uma fungdo z : (a,b] & R™ e um tubo Q em
[a,b], diz-se que z est4 em © quando gr(z) C Q. E imediato concluir que se uma
funcdo continua z est4 num tubo 2 entdo existe um e > 0 tal que T'(z;¢) C Q.

Definicdo 2.4.1. Seja  um tubo em [a,b] x R™. A multifungdo F : R x R® =3 R®
diz-se mensurdvel de Lipschitz (de constante k ) em Q quando:
(i) para cada z € R™ a multifungdo t — F(t,z) € Lebesque mensurdvel em @, 8];

(i) eziste k : [a,b] — R integrdvel tal que para cada t € [a,b] & multifuncio
z — F(t,x) € ndo vazia e Lipschitz de caracteristica k(t) no conjunto Q.

Definigio 2.4.2. Seja Q um tubo em [a,8] x R™. A multifuncéo F : R x R* = R®
diz-se integravelmente limitada (por @) em Q se existir ¢ : [a,b] = R integrdvel, tal
que V(t,z) €Q v e F(t,z) = |u| < §(t).

No que se segue, [a,b] é um intervalo real, Q um tubo em fa,b] e F: 2 = R™ uma
multifungio.
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Como ¢ habitual, uma fungdo z : [a,5] = R™ absolutamente contfnua & designada
por arco (em [a,b]). O conjunto de tais fungdes ¢ usualmente representado por
AC([a,b); R™).

Definigdo 2.4.3. Um arco z : [a,b) - R"™, diz-se ser uma trajectoria de F (no
intervalo [a,b]) quando &(t) € F(t,z(t)), t € [a,b] — q.s..

Propriedades das trajectérias

O resultado seguinte (ver [AC84], teorema 1, psag. 120) estabelece condigdes de
existéncia de trajectérias de uma inclusio diferencial suficientemente préximas de
qualquer arco, possivelmente nio admissfvel.

Teorema 2.4.1. Suponha-se que F' € mensurdvel de Lipschitz de constante k. Se-
jam z um arco em [a,b], yo € R" e e > 0. Seja também p € L'([a,b];R), com
valores positivos, tal que

dr(,e()(£() < p(t), t€la,b]-qs..

Defina-se a fungio
t
§(t) = Io(@) ~ gole? K40 [ ol ktup() g,
a

e seja c tal que £(t) < € para todo o t € [a,c]. Entdo existe y, trajectdria de F no
intervalo [a,c], que satisfaz as condicées

y(a) = yo,
ly(®) - =(t)] < &), Vi€ [a,q),
l9(2) - £(t)] < k(2)E@) +p(t), te[a, ] - gs..

Note-se que como £(t) < € no intervalo [a, ], a trajectéria y est4 no e-tubo em torno
de z, nesse mesmo intervalo. Como a fungdo ¢ é sempre crescente, se , yp, € e p,
forem tais que ¢(b) < ¢, entdo a trajectéria y estara definida em todo o intervalo
[a, B].

Caso z seja em si mesmo uma trajectéria de F, entdo p pode ser identificada com
a fungéo nula, e assim a funcéo £ é simplesmente dada por

£(t) = lz(a) - yolef,: k(a)ds_

O seguinte resultado, teorema 3.1.7 de [Cla83], estabelece propriedades de compac-
ticidade para um conjunto de trajectérias de multifunges. £ um resultado impor-
tante na medida em que permite assegurar a existéncia de solugio de problemas de
controlo 6ptimo.

Teorema 2.4.2. Seja F uma multifuncio definida num tubo Q em [a,b]. Suponha-
-se que F ¢ ndo vazia, conveza, compacta e integravelmente limitada por ¢ em
Q;
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Considerem-se também a multifuncdo X : [a,b) =3 R™ ¢ a fungdo € : [a,b] —
10, + o0, tais que

* X(t) +e(t)B™ C O, Vt € [a, bj;

® para qualquer t € [a,b] e para qualquer z € X (t) + e(t)B", a multifuncio
y— F(t,y) é semicontinua superior em z;

® para cada (t,z) € Q, a multifuncdo s — F(s,z) é Lebesgue mensurdvel numa
vizinhanca de t.

Seja {z;} uma sucessio de arcos em [a,b] que satisfazem:

* zit) € X(2) e |£:(t)| < (1), t € [a,8] - q.s.;

* &i(t) € F(t,z:(t) +yi(t)) +r:i(t)B", Vet € Ai, onde {y;} e {r;} sio sucessées de
Jungdes mensurdveis em [a,b] e convergentes uniformemente para 0, e onde
{A:} é uma sucessio de subconjuntos de [a,b] mensurdveis e com medidas
convergentes para b — a;

® a sucessdo {z;(a)} € limitada.

Entao, eziste uma subsucessio de {z:} que converge uniformemente para um arco
T que ¢ uma trajectdria de F em [a, b).

O teorema seguinte, ver [VP82] ou [Cla83], est4 de alguma forma relacionado com o
anterior, na medida em que, para uma dada inclusdo que se verifica ao longo de uma
sucessao, estabelece condigSes mediante as quais tal inclusdo se verifica no limite.

Teorema 2.4.3. Considere-se uma multifungdo G : [a, b x R® =3 R, ndo vazia,
compacta, conveza, com grafo fechado e cujas imagens estdo contidas num dado con-
Junto limitado. Seja {v;} uma sucessio de medidas positivas em [a,b] convergindo
fracamente* para uma medida vy. Seja também {z;} uma sucessio de arcos conver-
gindo uniformemente para z, tal que para cada i eziste uma funcdo % : [a,b] - R®
mensurdvel tal que v;(t) € G(t, z;(t)), v; — q.s.. Bntdo eriste uma fungdo mensurd-
vel Yo, que € vy integrdvel, tal que 0(t) € G(t,z(t)), vy~ q.s., e tal que existe uma
subsucessdo de medidas {mivi} que converge fracamente* para a medida Yolo.

Fungéo hamiltoniano

Seja 2 um tubo em [a,5] x R™. Seja também a multifungio F : @ 5 R*. O
hamiltoniano associado a F é a fungdo H : 2 x R® - R definida por

H(t,z,p) =sup{p-v: ve F(t,z)}.

O resultado seguinte apresenta as principais propriedades do hamiltoniano, ver
[Cla83].
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Teorema 2.4.4. Sejam Q, F ¢ H como acima. Suponha-se que F ¢ conveza,
fechada, mensurdvel de Lipschitz de constante k e integralmente limitada por ¢
em (). Entdo H € finito em Q x R*. Mais ainda, se (t,z) € int() e p € R,
verificam-se as seguintes condigées:

(1) s+ H(s,z,p) é Lebesgue mensurdvel numa vizinhanga de t;

(2) y— H(t,y,p) é Lipschitz de constante [plk(t) numa vizinhanca de z;
(3) g H(t,z,q) é Lipschitz de constante #(t) numa vizinhanga de p;
(4) se (o, B) € OH(t,z,p), entdo B € OpH(t,z,p) e H(t,z,p) =8 - p;

(5) se (a,B) € OH(t,z,p), entdo para qualquer A > 0, (A, B) € H(t,x, \p); para
qualquer 8 € F(t,x) tem-se que (0,) € OH (t,z,0).

Nas condigGes (4) e (5) deste teorema, OH (t,z,p) representa, para cada t, o gradi-
ente generalizado da fungdo (z,p) — H (t,z,p), e BpH(t,x,p) representa, para cada
par (¢, z), o gradiente generalizado da fun¢do p = H(t,z,p).

Conjunto de estados atingfveis

Seja agora uma multifuncio F : [a, 8] xR™ =3 R™ e considere-se a incluséo diferencial
£(t) € F(t,z(t)). Sejam também to,t, € [a,b], com #o < ¢1, e 2o € R™ quaisquer.
O conjunto de estados atingiveis por F em t;, partindo de Zo em ip, define-se por

Rp(tl,to,zo) = {Z(tl) : .’E(to) =29 A Z(t) € F(t,.’l:(t)), Vt e [to,t1]} .

Se a multifungio F for convexa, fechada, mensuravel de Lipschitz e integravelmente
limitada, ent3o para quaisquer (t1,%0,70) como acima o conjunto Rp(ty,t0,z9) &
compacto.

2.5 Convexidade

O seguinte resultado sobre separacio de convexos disjuntos (ver [Smi94]) sers tam-
bém usado neste trabalho.

Teorema 2.5.1. Sejam X,Y C R" ndo vazios, convezos e fechados, com X limi-
tado. Se X NY =@ entio existem P € R™, ndo nulo, e ¢ > 0 tais que

P-rx+g<p-y VreXVyev.
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Capitulo 3

Controlo Optimo com
Restri¢ées de Estado

Neste capftulo apresenta-se o problema de controlo 6ptimo com restrigses de estado
que serd alvo de estudo neste trabalho. Para além de se enunciarem as hip6teses
bésicas que os dados do problema devem satisfazer, sdo apresentadas condicdes
necessarias de optimalidade, na forma de existéncia de um multiplicador, disponfveis
na literatura. Apresenta-se ainda uma discussio destag condicGes, nomeadamente
no que se refere a questdes de normalidade e degenerescéncia dos multiplicadores.

3.1 Formulacio do problema,

Nesta secgio 6 apresentado o problema de controlo Optimo com restri¢Ges de estado
a0 longo do tempo. Considera-se um problema em tempo fixo e com estado final
fixo.

A formulagio geral do problema considerado ¢ 3 seguinte:

(P) min g(xz(1))

sujeito a:
i(t) € F(t, z(t)), t€[0,1] - q.s., (3.1.1)
d(t,z(t)) <0, ¥t € [0, 1], (3.1.2)
z(0) = zq. (3.1.3)

Como ¢ habitual nestes problemas, a minimizagao ¢ realizada nas fungées z : [0, 1] -
R™ absolutamente contfnuag que satisfazem as condigges (3.1.1)~(3.1.3).

Neste problema, a dinamica do sistema é caracterizada, pela multifuncio F : R x
R™ =3 R", a fungdo objectivo a minimizar é definida por g : R™ — R, a funcio
d:RxR" 5 R caracteriza as restricées de estado ao longo do tempo, e 7o € R™ ¢
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0 estado inicial. O intervalo de tempo considerado &, por simplicidade de notacao,
[0,1], facto que nao constitui qualquer perda de generalidade uma vez que apenas
serdo considerados problemas em tempo fixo.

Ao longo do presente capftulo consideram-se validas as seguintes hip6teses sobre os
dados do problema

(H1) Vz e R* t F(t,z) é Lebesgue mensurével;

(H2) existe k, > 0 tal que F(t,z) c k,B" v, T) € Ritn;
(H3) Vte[0,1)z F(t,x) é Lipschitz de constante kr em R™;
(H4) z — g(z) & Lipschitz de constante k; em R";

(H5) a fungio d ¢ Lipschitz continua em [0, 1] x R",

3.2 Existéncia de solucao

Uma questdo que se coloca relativamente a qualquer problema de optimizacio é a
da existéncia de solugdo. Esta questio apresenta duas vertentes. Por um lado, hs

qualquer outro elemento admissivel.

As hipéteses acima apresentadas para o problema em anélise ndo garantem a exis-
téncia de arcos z que satisfacam as restrigGes (3.1.1)-(3.1.3). No entanto, garantem
que se existirem arcos admissfveis entio existe um arco 6ptimo. Para demonstrar tal
resultado basta considerar uma sucessao de arcos admisstveis com custos decrescen-
tes e convergentes para o custo 6ptimo. Tal sucessio ters forcosamente de existir,
pois por hip6tese existem arcos admissfveis e pela propria defini¢do de custo 6ptimo
existira tal sucessio. Uma aplicagdo simples do teorema 2.4.2 permite concluir que
existe uma subsucessio convergindo uniformemente bara um arco ainda admissivel.
A continuidade dg, fungio g permite concluir directamente que tal arco sers 6ptimo.

3.3 Condicées necessarias de optimalidade

A obtencio de condigbes necessarias de optimalidade para problemas de controlo
6ptimo com restriges de estado tem sido objecto de estudo por parte de diversos
autores: [VP82], [Cla83), [Loess], [CL87), [LCV8s], [RV93].

Tém sido abordadas diferentes variantes do problema, quer com a dinamica carac-
terizada por uma inclusio diferencial quer com a dindmica, caracterizads, por uma
equagio diferencial com termo de controlo.
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As condigdes necessérias de optimalidade na forma de inclusdo hamiltoniana, esta-
belecem a existéncia de um elemento, designado por multiplicador, que satisfaz um
conjunto de relagées. O interesse prético de tais condigées reside na possibilidade de
estas serem utilizadas para a resolugdo do problema de controlo 6ptimo, na medida
em que elas estabelecem um conjunto de relagdes que toda a solugio do problema
ter4 de verificar. Por um lado, tais relagses podem ser utilizadas na eliminacio de
elementos admissfveis mas que ndo satisfacam as condigdes de optimalidade. Por
outro lado, é muitas vezes possivel utilizar as referidag relagdes para obter uma
caracterizagio construtiva das solugdes do problema.

Seja z admissfvel para (P). Designa-se por multiplicador das condigSes necessarias
de optimalidade para z todo o elemento (1, 4, p) onde

¢ ) é um escalar nio negativo,
® ¢ € uma medida regular nio negativa em [0, 1], e

*p:[0,1] 5 R" & absolutamente continua,

€ para o qual existe v : [0, 1] — R", mensurével, tais que sdo satisfeitas as condigbes

=P~ [ 3du e Mrgaq), (33.1)
[0,1]

(—f)(t), x(t)) € 6H(t,:c(t),p(t) + ./[(‘) " 7dﬂ) te [0’ 1] —q.s., (332)

Supp(u) C {t € [0, 1]: d(t,2(t)) = 0}, (3.3.3)

V(t) € FFd(t,z(t)) u-— q.s.. (3.3.4)

Nas expressdes acima, Supp(u) Tepresenta o conjunto suporte da medida p, e
8% d(t, z) representa o conjunto

87 d(t,z) = coflim¢; : ¢ ¢ Ozd(ti, z:), (i, 25) — (2, z)}.

Teorema 3.3.1 (Condiges necessarias de optimalidade). Se ¢ solucdo
local de (P), entéo eziste um multiplicador (A, p, ) para z tal que

A+u([0,1)) > 0. (3.3.5)

O multiplicador das condicGes necessarias de optimalidade pode ser encarado como
um “multiplicador de Lagrange” de um problema de optimizagdo, em que os dife-



restrigoes de estado. A condigdo (3.3.3) que caracteriza o suporte de # pode ser en-
carada como uma generalizagdo da tradicional condi¢do de folgas complementares.
O elemento p resulta da restricdo imposta pela inclusdo diferencial que caracteriza
a dinamica.

é, diferente do elemento identicamente nulo. De facto, sem tal condi¢do o teorema
acima seria completamente trivial, pois sendo \ e # nulos, as condigbes (3.3.1) e
(3.3.2) implicam que o elemento p do multiplicador seja identicamente nulo.

Uma propriedade dos multiplicadores das condigdes necessarias de optimalidade re-
side no facto do conjunto de multiplicadores para uma dada solugio local constituir
um cone. De facto, sendo z uma solugdo local de (P), (A, 1, p) um multiplicador
para r e a um escalar positivo, facilmente se verifica que (a), oy, ap) é também
um multiplicador para z (ver [Cla83]).

Os multiplicadores para uma dada solucdo do problema (P) dividem-se natural-
mente em dois conjuntos distintos, conforme o elemento A seja nulo ou nio, No
primeiro caso, os multiplicadores nio possuem nenhuma informagio sobre a funcio
objectivo. A existéncia de multiplicadores com A > 0 & caracterizada na literatura
pela nogéo de normalidade ([Cla83], [Loes5]). Este conceito tem sido definido ng
literatura de vérias formas nem sempre coincidentes. Ag nogdes de normalidade e
normalidade forte que serio utilizadas neste trabalho constituem uma transposi-
¢80 para problemas com restri¢ées de estado daquelas utilizadas em [CV83], num
ambito de problemas apenas com restrigdes sobre o estado final.

Definicéo 3.3.1 (Normalidade). Seja = uma solugdo local de (P). Diz-se que
(P) € normal em = se existir um multiplicador para & com ) = 1.

Por simplicidade de linguagem, todo o multiplicador com XA > ¢ designa-se por
multiplicador normal.

Definicio 3.3.2 (Normalidade forte). Seja z uma solugio local de (P). Diz-se
também verifica y = 0.

Seguindo tais nogdes, é imediato conclyir que se (P) for fortemente normal numa
dada solugio entdo sers normal nessa mesma, solucao.

concentrada em {0} e p = —q, (0, 20), onde d, Tepresenta a componente segundo o
estado da derivada direccional da, fungdo d, que se supde continuamente diferencis-
vel. A existéncia de tais multiplicadores, ditos multiplicadores degenerados, retira
qualquer utilidade 3s condigdes necess4rias de optimalidade, tais como formuladas
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AL A

no teorema 3.3.1, uma vez que ela ¢ valida para qualquer trajectéria z admissivel
para (P).

Em [Fer94] e [FV94] sdo propostas condigdes de qualificacio das restrigdes que
garantem a existéncia de multiplicadores nio degenerados. No caso mais geral af
abordado sdo apresentadas qualificagdes das restricbes que garantem a existéncia
de multiplicadores tais que

A+ u(0,1)) > 0.

Séo também estudadas condigdes de qualificacio das restrigdes que garantem a
existéncia de multiplicadores normais.

Em [RV95] é também apresentada uma qualificagio das restrigdes que garante a
existéncia de multiplicadores normais. Esta qualificacio ser4 discutida no capftulo
4 pois também est4 relacionada com propriedades de continuidade da fungdo valor.

A problemitica da existéncia de multiplicadores degenerados é também analisada
em [AA97]. Nos problemas af tratados, as restri¢des de estado sdo invariantes no
tempo e a multifuncéo F depende de uma forma Lipschitz continua conjuntamente
no tempo e no estado. Tais caracteristicas permitem efectuar uma mudanga de
variével incorporando o tempo na varisvel de estado. Desta forma, na defini¢do de
multiplicador af utilizada, ¢ incluida a condicio de a fungéo h : [0,1] = R definida
por

H(t,z(t),p(t) + \ﬁo,t[ vdp) t€]0,1]

h(t) =
H(01 xO)p(O)) t=0

ser absolutamente continua em [0, 1]; a condigéo (3.3.2) ¢ substituida por

(h(t), ~p(1), £(2)) € OH(t, 2(t), p(t) + /[0 t['Ydu) te 0,1 -qs, (3.3.6)

¥

onde agora o gradiente generalizado é relativo aos trés argumentos do hamiltoniano
(que ser4 neste caso uma funcéio Lipschitz continua). A continuidade da fungio h
fornece uma caracterizacio adicional das singularidades da medida 4. Em parti-
cular, elimina em muitas situacdes os multiplicadores degenerados acima referidos,
uma vez que de um modo geral tais multiplicadores tornam a, funcdo h descontinua
em 0.
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Capitulo 4

Funcao Valor e Condicoes de
Hamilton-Jacobi

Neste capitulo ¢ feita uma revisio da literatura sobre funcao valor e condigdes de
Hamilton-Jacobi para problemas de controlo 6ptimo. Inicialmente aborda-se o caso
de problemas sem restri¢oes de estado ao longo do tempo (problemas de estado
livre), sendo depois tratados os problemas com restri¢des de estado.

Relativamente aos problemas com estado livre, é feita uma breve introducao so-
bre a fungdo valor para esta classe de problemas e as suas principais propriedades.
Segue-se uma apresentacao da equagio de Hamilton-Jacobi, que fornece uma ca-
racteriza¢do pontual da fungio valor, sendo apresentadas diversas generalizagdes do
conceito de solucdo desta equagio que tém vindo a ser propostas. Posteriormente
analisam-se alguns resultados sobre funcdes de verificagio e condicdes suficientes de
optimalidade. Estes resultados tém especial interesse em problemas com restri¢Ges
sobre o estado final.

Relativamente aos problemas com restri¢bes de estado, sao apresentados e discutidos
os resultados mais relevantes relacionados com condi¢3es que garantem propriedades
de continuidade da, fungdo valor. Sdo também analisados resultados que relacionam
a funcdo valor com a equagao de Hamilton-Jacobi. O facto do conjunto de estados
admissfveis ser fechado, levanta desde logo a questio de como definir o significado da,
equacao de Hamilton-Jacobi em pontos da fronteira deste conjunto. Neste contexto,
é de realgar a nocéo de solugdo viscosa restrita da equagio de Hamilton-Jacobi.

4.1 Problemas com estado livre
Considere-se o seguinte problema de controlo 6ptimo com estado livre, onde a dina-

mica ¢ descrita por uma inclusdo diferencial definida pela multifungio F : R x R® =3
R™, o custo a minimizar é traduzido pela fungéo g : R* — R, o estado inicial & fixo e
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representado pelo ponto zp € R, e o conjunto C C R™ traduz eventuais restri¢des
sobre o estado final.

(L) min g(z(1))

sujeito a:
z(t) € F(t,z(t)), te[0,1]—qs., (4.1.1)
z(0) = zg, (4.1.2)
z(l) e C. (4.1.3)

Na apresentagido que se segue, e excepto quando expressamente referido, conside-
ram-se validas as seguintes hip6teses sobre os dados do problema:

(H1) F(t,z) é ndo vazio, compacto e convexo para todo o (¢, z);
(H2) a multifuncdo F é mensurével de Lipschitz;
(H3) a funcio g é localmente Lipschitz continua;

(H4) o conjunto C é fechado.

Considere-se o problema (L) embebido numa familia de problemas (L,,;), onde
(s,9) € [0,1] x R™ representa a condigio inicial a que terdo de obedecer todos os
arcos admissiveis, isto &,

(Lsy) min g(z(1))

sujeito a:
i(t) € F(t,z(t)), te€l[s1]-qs., (4.14)
z(s) =y, (4.1.5)
z(l) e C. (4.1.6)

A fungdo valor associada ao problema (L) é definida por
V(s,y) =inf{L,,}  V(s,y) € [0,1] x R", (4.1.7)

onde inf{L, ,} representa o custo 6ptimo do problema (Ls,y), ver, por exemplo,
[FR75] ou [FS93]. Caso (L,,,) ndo tenha solugdes admissiveis, convenciona-se que
V(s,y) = +0co. Quando a condigio inicial & da forma (1,y) o problema de optimi-
zagdo correspondente serd trivial. Em tais casos, a fungdo valor sers, obviamente,

dada por
9(y), y€C,
V(Ly) = )
+o00, ye&C.

Partindo desta definigdo, facilmente se podem concluir algumas propriedades de
monotonia da fungdo valor (ver [FR75]) quando avaliada ao longo de trajectérias
da inclusdo diferencial.
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Facto 4.1.1. Seja x uma trajectéria de F num subintervalo de [0,1]. Entdo t —
V(t,z(t)) € crescente nesse mesmo subintervalo.

Facto 4.1.2. Seja (s,y) € [0,1] x R" e seja z* uma solugdo de (L,,). Entdo
t— V(t,z*(t)) € constante em [s,1].

Um dos tépicos que desde hd muito tem sido alvo de ateng¢io por parte de muitos
investigadores é a forma como os dados do problema influenciam as propriedades
da fungdo valor. Ou seja, de que forma propriedades da multifun¢do F, da fungio
g, € do conjunto C, afectam propriedades de continuidade e diferenciabilidade da
fungdo valor.

Suponha-se por agora que nao existem restri¢des no estado final. Neste caso, pode
concluir-se que a fungdo valor é finita. Esta afirmacio é uma consequéncia imediata
da existéncia de trajectérias da inclusdo diferencial, da continuidade da fun¢do g e do
teorema 2.4.2. E também possivel concluir que a fungao valor ¢ localmente Lipschitz
continua, resultado que se pode obter por aplicacdo directa do teorema 2.4.1 sobre
trajectérias da inclusao diferencial. Estas propriedades encontram-se demonstradas
em diversos trabalhos, como por exemplo [FR75], [Cla83] ou [VW90].

Relativamente a propriedades de diferenciabilidade da funcdo valor, e ainda no
caso sem restricoes sobre o estado final, verifica-se existirem muitos problemas de
interesse para os quais ndo é possivel garantir a diferenciabilidade da fun¢io valor
em todo o seu domfnio. Exemplos ilustrativos podem ser encontrados em [FR75]
ou [Cla83].

Considerem-se agora problemas com restrigGes no estado final. Em tais casos podem
existir condigbes iniciais (s,y) para as quais ndo h4 solugdes admissiveis para (L, ),
pelo facto de néo existirem trajectérias de F' em [s, 1] com condicdo inicial y e estado
final no conjunto C. Como j4 referido, em tais pontos atribui-se a V o valor +oo.
Assim, para problemas com restrigdes sobre o estado final, ndo é possivel, de uma
forma relativamente genérica, estabelecer condigdes sobre os dados do problema que
garantam a continuidade, quanto mais a diferenciabilidade, da funcdo valor. Nestes
problemas, pode ainda acontecer que o conjunto onde a fungio valor toma valores
finitos tenha interior vazio. E de referir que em alguns trabalhos, como [Fra89] ou
[Fra93], os problemas com restrigdes sobre o estado final séo reduzidos as problemas
com estado final livre, tomando como custo a fungio § : R® - R U {+00} definida
por

- 9(z) z€C,

§(z) =

+o00 xgC.

Para estes problemas, demonstra-se em [Fra93] que a fungio valor é semicontinua
inferior. Este resultado resulta de uma aplicacio simples dos teoremas 2.4.1 e 2.4.2
e do facto da fungdo § ser semicontinua inferior (uma vez que C é fechado).
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4.2 Equacao de Hamilton-Jacobi

As propriedades de monotonia da fungéo valor quando avaliada ao longo de trajec-
torias dinamicamente admissfveis constituem uma caracterizagao integral da fungéo
valor.

Sob certas hipéteses, é possivel substituir esta caracterizagio da fung¢do valor por
uma outra equivalente, mas de caricter pontual. Uma das hip6teses habitualmente
considerada na literatura ([Cla83], [Loe93], [FS93]) é a continuidade da multifuncao
F que define a dinamica. Em toda esta sec¢do ¢ admitida esta hipétese, excepto
quando expressamente se afirme o contréario.

Quando a fungdo valor ¢ diferencisvel num dado ponto (s,y) pode concluir-se que
nesse ponto se verifica a equagio

Vi(s,y) — H(s,y, ~Va(s,y)) = 0. (4.2.1)

Esta equagdo em derivadas parciais ¢ habitualmente designada por equagio de
Hamilton-Jacobi-Bellman ou simplesmente equagao de Hamilton-Jacobi, ver [FR75].
No caso da fung8o valor V ser diferenciavel em todo o (s,9) €10,1[ x R™, verifica-se
que satisfaz a equagdo de Hamilton-Jacobi com a condigdo fronteira V' (1,y) = g(y)
paratodooy e C.

Como j4 foi referido, de um modo geral a fungdo valor nio é diferencisvel, mesmo
em problemas sem restrigdes no estado final. Assim, a caracterizacio da funcao
valor como solugio da equacio de Hamilton-Jacobi (com a condigdo fronteira acima
referida) ndo pode, na maioria dos €asos, ser interpretada no sentido classico, mas
sim como sendo uma solugio generalizada de tal equagio.

O estudo de solugdes generalizadas da equagdo de Hamilton-Jacobi tem sido alvo
de diversos trabalhos, tais como [Cla83], [CL83], [CEL84], [Fra89], [VW90], [Frag3],
[FS93] e [CLSW95]. De uma forma geral, pode afirmar-se que os diversos conceitos
de solugéo generalizada propostos nos trabalhos referidos vao no sentido de substi-
tuir a equagdo (4.2.1) por outras condigdes que envolvem conceitos generalizados de
gradiente ou de derivada direccional da fungdo valor. Outro assunto que também
€ abordado em alguns destes trabalhos é a unicidade de solucdo (generalizada) da
equagdo de Hamilton-Jacobi com a respectiva condi¢do fronteira.

Em seguida é feita uma breve apresentacao dos principais resultados constantes dos
trabalhos acima referidos.

Solugédo quase-sempre

Uma funcao Lipschitz contfnua diz-se ser uma, solugdo quase-sempre da equacio de
Hamilton-Jacobi se esta for valida em todos os pontos (s,y) em que a funcéo for
diferencivel.

Como j4 foi referido, em problemas com estado final livre, a fungio valor V & local-
mente Lipschitz. O teorema de Rademacher permite afirmar que V é diferencisvel
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excepto num conjunto de medida de Lebesgue nula (em R1+7). Segue-se entdo que
V é solugdo quase-sempre da equacdo de Hamilton-Jacobi.

Quando aplicado a problemas com restricbes no estado final, este conceito nio se
revela muito interessante, pois podem existir diversas solugbes quase-sempre da
equagio de Hamilton-Jacobi satisfazendo a condi¢do fronteira V'(1,y) = 9(y) em C,
ver [FS93].

Solugéo estendida

Seja W uma funcio localmente Lipschitz. Diz-se que W é uma, solu¢do da equagio
de Hamilton-Jacobi estendida se

(a’ﬁ)gg%(t,z){a - H(t,z,~B)} =0 V(t,z)e 10,1] x R™. (4.2.2)

Este conceito de solugio ¢ apresentado em [Cla83] e nos trabalhos af referenciados.

Note-se que esta equagio se reduz a classica equagio de Hamilton-Jacobi caso a
fungdo W seja diferencidvel. Em particular, pode concluir-se que para qualquer z
trajectéria de F' e para qualquer W que satisfaca (4.2.2) a funcdo t —» W(t,z(t)) é
crescente (ver [Cla83]).

Pode ainda mostrar-se que se a fungdo valor for localmente Lipschitz, tal como se
verifica quando o estado final & livre, entdo ela ¢ solugio da equacao de Hamilton-
Jacobi estendida.

Solucéo viscosa

A nogdo de solugio viscosa, proposta em [CL83], constitui outra forma de generalizar
0 conceito de solugdo da equagio de Hamilton-Jacobi. Esta nogéo tem por base as
definicSes que se seguem ([FS93)).

Definigéo 4.2.1 (Subsolucio viscosa). Seja v : [0,1] x R® — R limitade. v
diz-se uma subsolugio viscosa da equacio de Hamilton-Jacobi se sempre que v — @
atinge um mdzimo, igual a zero, num ponto (s,y) €10,1[ x R*, parg alguma funcdo
©:[0,1] x R® = R suave, se verifica que

©i(8,y) — H(s,y, ~pz(s,y)) > 0.

Definicao 4.2.2 (Sobressolugao viscosa). Seja v : [0, 1] x R* —» R limitada.
v diz-se uma sobressolugio viscosa da equacdo de Hamilton-Jacobi se sempre que
v — ¢ atinge um minimo, igual a zero, num ponto (s,y) € ]0,1[ x R", para alguma
fungdo ¢ : [0,1] x R* = R suave, se verifica que

‘pt(sa y) - H(S, Y, _‘Pz(s’ y)) S 0.

Definicéo 4.2.3 (Solugio viscosa). Seja v : [0,1] x R® — R limitada. v diz-
-se uma solugdo viscosa da equacdo de Hamilton-Jacobi se y for simultaneamente
subsolugcdo viscosa e sobressolucdo viscosa.
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Caracterizagdes equivalentes da nog¢ao de solugdo viscosa podem ser encontradas
em [CEL84]. A importancia da nogio de solugio viscosa da equagio de Hamilton-
Jacobi reside num resultado de unicidade demonstrado em [CL83]. Este resultado
assegura que se a fungio valor for contfnua e limitada, entdo ela ser4 a tnica solucio
viscosa da equagdo de Hamilton-Jacobi com a respectiva condigdo fronteira. Um vez
que para problemas com estado final livre, a funcdo valor é continua, (e logo limitada
em qualquer conjunto limitado), este resultado garante uma caracterizacio pontual
tGnica da fungio valor, em qualquer conjunto limitado.

Solugao contingente

Em [Fra89] e [Fra93] sio abordados problemas cuja fungio custo g toma valores em
RU {+00}. Nestes problemas sers necessério considerar que a fungdo valor V pode
tomar valores infinitos. No entanto, considerando apenas os pontos onde V & finita,
€ possfvel estabelecer resultados de monotonia de V' ao longo de trajectérias, bem
como interpretar a funcao valor como solugdo da equagio de Hamilton-Jacobi num
sentido generalizado.

Em [Fra93] mostra-se que a fun¢do valor V ¢é semicontfnua inferior e que satisfaz
duas desigualdades em todos os pontos onde ¢ finita. Estas desigualdades envolvem
derivadas inferiores de Dini (também designadas por epiderivadas contingentes), sio
vélidas em todo o (s,y) € [0, 1] x R" e tomam a seguinte forma,

inf d~V((s,y); (1,v)) < 0, se s<1, (4.2.3)
vEF(s,y)

sup d"V((s,y);(~1,-v)) <0, se s>0. (4.2.4)
vEF(s,y)

Naturalmente que a fungdo valor continua a satisfazer a condigao fronteira terminal
V(L,y) = g(¥), Yy. E também mostrado que a fungéo valor é a tnica funcdo que
satisfaz a condi¢do fronteira final e as desigualdades acima. Note-se, mais uma
vez, que estas desigualdades se reduzem 3 equacio de Hamilton-Jacobi caso V seja
diferenciavel.

Em [Fra93] ¢ ainda estabelecida uma relagdo entre funcdes contfnuas que sejam
solugdo de (4.2.3)-(4.2.4) e solugdes viscosas da equagio de Hamilton-Jacobi.

Solugio proximal

Em [CLSW95] é efectuada uma caracterizacao da funcio valor como solugdo proxi-
mal da equagdo de Hamilton-Jacobi,

Para problemas com estado final livre, mas com fungéo custo 9:R* 9 RU{+o0}
semicontfnua inferior, demonstra-se que existe uma tnica fungio semicontfnua in-
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ferior ¢ : [0,1] x R® — R U {+00} que satisfaz
b+ EIgg-l ){C ’ ’U} =0 V(O’ C) € aP‘p(t’ 27) V(t, x) € ]0’ 1[ x R", (425)
v ¥
liminf o(t,z) = g(z) = p(1,2) Vz € R". (4.2.6)

tt+l,y—«c

Mostra-se ainda que tal funcio ¢ a funcéo valor.

Caso g seja continua, a condigdo (4.2.5) pode ser substituida pelas condig¢bes
6+ min {C . ‘U} <0 V(os C) € aPSD(ta :E) V(t,fl?) € ]01 1[ xR" e
vEF(t,x)

6+ Zin {¢-v}<0 V(,() €%(t,z) V(t,2)€]0,1[ xR,

Neste caso, é ainda mostrado que as nogdes de solucdo proximal, solugio contingente
e solugdo viscosa sdo equivalentes.

Problemas com dinfmica mensuravel

Uma anéalise dos mecanismos envolvidos na obtengdo da equacdo de Hamilton-
-Jacobi, na sua versdo classica ou em qualquer das generalizagdes apresentadas
atréas, permite constatar que o facto da dinimica ter uma dependéncia continua na
variavel independente desempenha um papel fundamental. Em [VW90] é apresen-
tada uma generalizacdo da equagio de Hamilton-Jacobi para problemas em que tal
dependéncia é simplesmente mensuravel. Af é demonstrado que a fungéo valor V
satisfaz a equacio

min d~V((s,y);(1,v)) =0 V(s,y) € J x R*,
vEF(s,y)

onde J é um subconjunto de [0, 1] de medida total.

4.3 Funcées de verificacdo e condigdes suficientes

A constancia da fungdo valor ao longo de uma trajectéria é uma condicio neces-
saria & optimalidade dessa mesma, trajectéria. No entanto, o conceito de fungio
de verificagdo (ver [FR75], [Cla83], ou [Loe93]), relacionado com o de fungao valor,
permite estabelecer condigdes suficientes de optimalidade.

Definigao 4.3.1 (Funcao de verificagdo). Seja (s,y) € [0, 1] x R® uma condigéo
inicial. A funcio W : [s,1] x R - RU {+00} diz-se ser uma funcéo de verificagdo
para esta condigGo inicial se W(1,z) = g(z), Vz € C, e se para todo o z trajectdria
de F, com z(s) =y, a fungdo t — W (t,z(t)) for crescente.

E de notar que a fungio valor ser4 sempre uma, funcio de verificagdo, para qualquer
condigdo inicial. No entanto, poderao existir condigdes iniciais para as quais existam
mais fungdes de verificagio, para além da funcdo valor. O seguinte resultado, ver
[FR75], exprime a forma como se podem obter condigdes suficientes de optimalidade
partindo de fungdes de verificacio, justificando o interesse deste conceito.
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Facto 4.3.1. Seja (3,y) uma condigdo inicial e W uma fungdo de verificagdo para
esta condigdo; seja x* uma trajectdria de F, com z(s) =y ez*(1) € C, e tal que
t = W(t,z*(t)) ¢ constante. Entdo z* ¢ dptima para (Ls,y). Tem-se ainda que
W(s,y) = V(s,y).

A propriedade de monotonia das fungdes de verificacdo quando avaliadas ao longo
de trajectérias de F pode, sob certas condigdes, ser caracterizada de uma forma
pontual. Esta caracterizagio pontual é descrita por uma desigualdade do tipo

Wt(s’ y) - H(s7 Y, “Wz(sa y)) >0 (431)
no caso da fungéo de verificagio W ser diferencisvel no ponto (s,y).

Em [Cla83] a condigdo (4.3.1) & substituida por
min a— H(s,y,— >0 4.3.2
@ an ol (s,9,-8)} (4.3.2)

para fungdes de verificagdo W localmente Lipschitz.

O facto da fungdo valor em problemas sem restri¢des de estado final ser localmente
Lipschitz assegura a existéncia de fungdes de verificagéo localmente Lipschitz para
tais problemas.

Em problemas com restricdes no estado final, a fun¢do valor nio 6, de um modo
geral, localmente Lipschitz. Em [CV83] (ver também [Cla83]) é apresentada uma
condigdo que garante a existéncia de fungdes de verificacdo localmente Lipschitz
para problemas com restri¢des no estado final. Esta condicéo est4 relacionada com
0 comportamento do custo 6ptimo do problema face a perturbagdes na restricio
sobre o estado final. Este comportamento é caracterizado pela seguinte nogao de
calma. Esta propriedade do problema ¢ uma forma de qualificagdo da restrigdo
sobre o estado final e caracteriza a sensibilidade do custo 6ptimo do problema face
a perturbagdes na restricio sobre o estado fina).

Definigdo 4.3.2 (Calma). Seja z* uma solugio de (L). (L) diz-se calmo se
3K >0,Yu e R", inf{L,}> 9(z*(1)) - K|u|
onde inf {L,} representa o custo dptimo do problema que se obtém substituindo no

problema (L) a restricdo no estado final por z(1) e C +u.

O resultado seguinte [CV83] relaciona a propriedade de calma com a existéncia de
fungbes de verificagio localmente Lipschitz, estabelecendo condigdes necessérias e
suficientes de optimalidade.

Facto 4.3.2. Seja z* edmissivel para (L).

Suponha-se que eziste uma fungdo W : [0,1] X R™ — R localmente Lipschitz tal que

@ ﬂ)ggg(w){a ~H(s,y,-f)} =0 V(s,y) €]0,1[x R", (4.3.3)
W(ly)=g(y) YyeC, e (4.3.4)
W(0,zo) = g(z*(1)). (4.3.5)
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Entdo z* € solugdo de (L) e (L) ¢ calmo.

Suponha-se que z* ¢ solugio de (L) e que (L) € calmo. Entio existe uma funcio
W :[0,1] x R® - R tal que as condigdes acima se verificam.

Também em [CV83] sdo apresentados resultados que relacionam os conceitos de
normalidade e de calma, estabelecendo uma ligagdo entre condigbes necessarias de
optimalidade na forma de principio do méximo e condigdes suficientes de optimali-
dade na forma de existéncia de fungdes de verificagdo Lipschitz continuas.

4.4 Condigdes necessarias e funcao valor

As condigdes necessarias de optimalidade para uma solugio z de (L) na forma
hamiltoniana (ver [Cla83], por exemplo) garantem a existéncia de um arco pede
um escalar A > 0 tais que

Ilpll + A > 0,

~p(1) € AdLg(z(1)) + LNo(2(1)),
(—[)(t),.’f(t)) € aH(t1 x(t)7p(t))’ te [01 1] —q.s..

A nogdo intuitiva de que em cada instante o valor p(t) caracteriza a variagdo do
custo 6ptimo em funcio de perturbagdes na varisvel de estado, é analisada num
contexto nao diferencisvel em alguns trabalhos.

Em [CV87] mostra-se que sob certas condigdes, de que C' = R™ é um caso particular,
existem um multiplicador das condigdes necessérias de optimalidade p e uma funcgio
de verificagdo W tais que a relagéo

~p(t) € 0: W (t,x(t))

se verifica num subconjunto de [0,1] de medida total e que contém os pontos Q e 1.

Em [Vin88] abordam-se problemas com ¢ = R”™ e mostra-se que a fungéo valor,
Lipschitz neste caso, é tal que para algum multiplicador das condicGes necess4rias
de optimalidade se tem que

= p(0) € 8;V(0,2(0)),
(h(t), —p()) € BV (t,2(2)), Vte]0,1],

onde h(t) = H(t,z(t), p(t)).

4.5 Problemas com restrigoes de estado

No caso de problemas de controlo 6ptimo com restrigdes de estado, formulados como
o problema (P) apresentado no capitulo 3, é também possivel construir uma famflia
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de problemas parametrizada pelas condigdes iniciais que tomara a seguinte forma:

(Pey) min g(z(1))

sujeito a:
&(t) € F(t,z(t), t € [s,1] — q.5., (4.5.1)
d(t,z(t)) <0, Vt € [s, 1], (4.5.2)
z(s) = y. (4.5.3)

As hip6teses sobre os dados do problema séo, no que respeita a g e a F, as mesmas
que se consideraram nos problemas de estado livre, continuando a supor-se que F é
contfnua. Assume-se também que a func¢do d que caracteriza a restrigio de estado
é localmente Lipschitz contfnua.

A esta familia de problemas pode igualmente associar-se uma fungio V, desig-
nada ainda por fungdo valor e definida por V'(s,y) = inf{P,,}. Mais uma vez,
considera-se que V(s,y) = +00 sempre que o problema (P, ,) nio tenha traject6ri-
as admissfveis. Tal acontece, em particular, quando d(s,y) > 0.

Esta defini¢do de fungdo valor constitui uma 6bvia extenséo para problemas com
restri¢des de estado daquela considerada em problemas com estado livre (ver [Son86]
ou [FS93], por exemplo). Em seguida apresenta-se uma revisio dos principais re-
sultados disponfveis na literatura sobre a fungio valor em problemas com restrigdes
de estado. Estes resultados podem dividir-se em dois grandes grupos. Por um lado,
tém-se procurado caracterizagdes das restri¢des de estado que garantam proprieda-
des de continuidade da fungio valor, encontrando-se os trabalhos [Son86], [RV95],
[FR99], e [Mot95] entre os mais significativos. Por outro, tem havido um esfor¢o no
sentido de relacionar a fungéo valor com a equagio de Hamilton-Jacobi, destacando-
se nesse topico os trabalhos [Son86], [Lor87], [IK96], [FS93]. Esta divisio nio & de
forma alguma estanque, até porque a interpretacio da fungio valor como solucao,
num sentido generalizado, da equagido de Hamilton-Jacobi exige em alguns casos
propriedades de continuidade.

Paralelamente ao que acontece em problemas de estado livre, a funcéo valor V acima
definida possui as propriedades enunciadas em seguida.

Facto 4.5.1. Seja = uma trajectéria de F' num subintervalo de [0,1] e satisfazen-
do af a condig¢do d(t,z(t)) < 0. Entio t — V(t,z(t)) é crescente nesse mesmo
subintervalo.

Facto 4.5.2. Seja (s,y) € [0,1] x R™ e seja z* uma solugdo de (P,,). Entdo
t = V(t,z*(t)) é constante em [s,1].

E de notar que a monotonia de V & agora valida apenas ao longo de trajectérias de
F que satisfazem a restricdo de estado. A consideragao de restrigoes de estado pode
ainda acarretar que a funcdo valor nio seja contfnua, ou mesmo finita, um pouco

a semelhanca do que acontecia em problemas com restrigdes apenas sobre o estado
final.
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Uma condi¢ao que garante a continuidade da funcao valor é a existéncia de trajec-
torias préximas admissiveis (ver [RV95], [FR99]). Esta hip6tese consiste em afirmar
que existe uma constante K > 0 tal que para qualquer (s,y) € [0,1] x R?, verifican-
do d(s,y) < 0, e qualquer z trajectéria de F' em [s, 1], verificando z(s) = y, existe
z, trajectoria de F em [s,1], verificando 2(s) = y,

dt,z(t)) <0 Vte[s1], e
)~ z(t)| < K d(t,z(t)) v 0).
max |lz(t) — 2(¢)] < t’é‘[?,’f]( (t,z(t)) v 0)
O facto da existéncia de trajectérias préximas admissiveis ser uma condigio sufi-
ciente para a Lipschitz continuidade local da fung¢do valor resulta de uma simples
aplicagdo do teorema 2.4.1.

Em [RV95] é apresentada uma qualificagdo das restriges de estado que garante a
existéncia de trajectérias préximas admissiveis. A principal limita¢io do resultado
af apresentado prende-se com a necessidade da fungio d ser duas vezes continua-
mente diferenciavel.

Em [FR99] ¢é apresentada outra qualificacdo das restrigdes que também garante a
existéncia de trajectérias préximas admissiveis. Tal qualificacdo generaliza a ante-
rior, na medida em que impde hip6teses mais fracas sobre a restricdo de estado.
Contudo, considera-se que a restrigio de estado ¢ independente do tempo. Af, a
restrigdo de estado é caracterizada por uma relagdo da forma z(t) € X, onde X &
um subconjunto aberto de R". A qualificagdo das restricbes consiste em afirmar
que o conjunto X satisfaz as seguintes condicdes:

e X = X;NX,, onde X, e X, sdo abertos que verificam as seguintes condicdes,
respectivamente;

e existem constantes 7, g e r, positivas, e a selecgio continua de F, definida em
[0,1] x 8X + nB™, tais que para qualquer (t,z) € [0,1] x (X; U (8X + nB"))
se tem

z + saft,z) + srB" C Xy, Vs€]0,q];

e V(t,z) € [0,1] x 8X; verifica-se que 0 € F(t,z); mais ainda, existe § > 0
tal que para qualquer (t,z) € [0,1] x 8X; existe um cone fechado C e uma
constante £ > 0 tais que

(z+C)N(z+B")NX; ={z} e F(s,y)CC,

¥(s,y) € ((t,z) + 6B*") N ([0,1] x X2), onde C, representa a ¢ vizinhanca
cénica de C.

O resultado af apresentado pode resumir-se na seguinte proposi¢io, adaptada para
as hipéteses sobre os dados aqui consideradas.

Proposigao 4.5.1. Suponha-se que @ restricio de estado é caracterizada pela con-
digdo z(t) € X onde o conjunto X satisfaz as hipdteses acima considerada. Entdo
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eziste K > 0 tal que, para quaisquer (s,y) € [0,1] x X e z, trajectéria de F em
[8,1] com z(s) =y, egiste z, trajectéria de F em [s,1] com 2(s) = y, verificando

z(t) € X(t) Vie([s, 1],

2(t) — z(t)| < K max dx(z(t))-

max [2(0) - 2(0)] < K o dx(o(0)
A principal dificuldade na interpretagao da fungéo valor como solugao da equagdo
de Hamilton-Jacobi resulta do facto de esta apenas estar definida no conjunto de
pontos (8,y) que satisfazem a restri¢do de estado. Em particular, serd necessario
definir o significado da equagdo de Hamilton-Jacobi nos pontos (s,y), com 8 € 10,1,
que estdo na fronteira do conjunto de pontos que satisfazem a restricdo de estado.

Em [Son86] ¢ introduzido o conceito de solugio viscosa restrita da equagdo de
Hamilton-Jacobi, que se apresenta em seguida (ver também [FS93]). Este con-
ceito encontra-se apenas definido para problemas em que as restri¢des de estado sdo
invariantes no tempo. £ também habitual que a restrigdo de estado seja caracteri-
zada pela relagdo z(t) € X, onde X C R" & aberto. Obviamente que tal conceito
pode ser aplicado a problemas com restrigoes variantes no tempo por inclusio da
varisvel independente no estado, isto se a dinamica for Lipschitz no tempo.

Definigio 4.5.1. Uma fungdo continua v diz-se uma solucdo viscosa restrita da
equagdo de Hamilton-Jacobi em 0, 1[xX sev for uma subsolugdo viscosa da equagdo
de Hamilton-Jacobi em 10,1[ x X e uma sobressolugio viscosa em ]0,1[ x X.

Em [Son86] ¢ demonstrado que se a funcio valor V for limitada e uniformemente
contfnua em X, entdo ela é a unica solugéo viscosa restrita da equagdo de Hamilton-
-Jacobi em ]0,1[ x X com a condigao fronteira V (1,z) = g(z) paratodoo z € X.
Neste trabalho é também considerada uma qualificagdo das restrigdes, semelhante
as acima referidas, e que garante as propriedades da func¢ao valor atras supostas.

Em [IK96] a nogao de solucdo viscosa restrita € estendida para fungdes possivelmente
descontinuas mas limitadas. Esta extensdo & efectuada recorrendo a conceitos de
envelopes semicontinuos superiores € inferiores. Af, & também considerada uma
qualificagdo das restrigoes, mais uma vez com grandes semelhangas com as acima
referidas, que garante a continuidade da fungio valor.
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Capitulo 5

Verificacao em Problemas com

Restricoes de Estado

Neste capitulo apresenta-se um conjunto de resultados sobre fung¢des de verificagao
para problemas de controlo 6ptimo com restrigdes de estado. Como ser& mostrado,
propriedades de monotonia de fungbes de verificagio avaliadas ao longo de trajec-
térias admissiveis podem ser utilizadas para estabelecer condicoes suficientes de
optimalidade. Desta forma, generaliza-se para problemas com restrigdes de estado
uma técnica comum nos problemas sem restrigdes de estado. Demonstra-se ainda
que toda a fungio de verificago Lipschitz continua satisfaz uma equacdo que se
pode considerar uma generalizagéo da equacao de Hamilton-Jacobi.

Mostra-se também que a existéncia de fungdes de verificagao Lipschitz continuas é
equivalente a uma determinada qualificagao das restrigdes de estado, expressa pela
nogio de calma. Esta propriedade caracteriza a variagio do custo 6ptimo face a
perturbagdes nas restrigdes de estado.

A existéncia de fungdes de verificagdo Lipschitz continuas, sob a hip6tese de calma,
& demonstrada de uma forma construtiva, uma vez que estas funcdes sao obtidas
como fungdes valor de famflias de problemas auxiliares.

5.1 Calma local e calma

O estudo aqui apresentado incidiré sobre problemas de controlo 6ptimo com restri-
¢oes de estado que se possam reduzir & formulagao indicada no capitulo 3. De um
modo geral, este problema ser4 ainda identificado por (P).

Em seguida ¢ apresentada a qualificagio das restrigoes de estado que ser4 utilizada
ao longo deste capitulo. Seja entdo T admissivel para (P) e seja € > 0. Considere-se
a famflia de problemas, Pz .(c), onde o é um escalar nao negativo, definida em
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seguida.

Pz (a) min g(z(1))

sujeito a:
z(t) € F(t,z(t)), t € [0,1] — q.s., (5.1.1)
z(0) = zo, (6.1.2)
d(t,z(t)) < a, Vt € [0,1], (5.1.3)
gr(z) C T(Z;¢). (5.1.4)

Para cada a > 0, inf{Pg ()} ira representar o custo 6ptimo de P; (a).

Designe-se ainda por (P,), onde a@ > 0, o problema que se obtém retirando a
restricdo (5.1.4) do problema P; .(a). Note-se que esta nova famflia de problemas
néo est4 relacionada com qualquer trajectéria admissivel para (P). De um modo
semelhante, inf{P,} representa o custo 6ptimo de (Fy).

A qualificacdo das restrigbes de estado é caracterizada pelas seguintes nogdes.

Definigao 5.1.1 (Calma local). Seja z* uma trajectéria localmente dptima para
o problema (P). Se ezistirem nimeros € e K, maiores do que zero, tais que

inf{Py+ (@)} > g(z*1)) - K-a Va>0 (5.1.5)
entio diz-se que (P) € localmente calmo (de constante K) em z*.

Definigao 5.1.2 (Calma). Se existir uma constante K > 0 tal que
inf{Pya} > inf{P}-K-a Va>0 (5.1.6)
entdo diz-se que (P) é calmo (de constante K ).

A nocao de calma é habitualmente utilizada em problemas de optimizagio para
caracterizar a variagdo do custo 6ptimo face a perturbagbes em algumas ou mesmo
em todas as restrigoes presentes na formulagdo do problema, tal como pode ser visto
em [Cla83] para problemas abstractos de programagdo matemaética.

As nogbes de calma acima apresentadas sao semelhantes aquela utilizada em [RV95]
(ver também [CV83] num contexto de restrigbes apenas sobre o estado final). Estas
no¢des caracterizam a sensibilidade do custo 6ptimo do problema relativamente a
perturbagbes nas restrigoes de estado. De um modo simplista, & possivel afirmar
que quando um problema é localmente calmo numa dada solugdo local, o valor do
custo 6ptimo local depende de uma forma Lipschitz continua num parmetro que
mede o relaxamento das restri¢oes de estado.

Note-se que se o problema (P) for calmo (de constante K) entio tem-se que (P)
é localmente calmo (de constante K) em toda a solugdo 6ptima. No entanto, a
implicagdo contraria ndo é necessariamente valida.

Como sera exposto em seguida, a qualificacdo das restrigées de estado expressa
pelas nogoes de calma local ou de calma permite obter condi¢bes de optimalidade
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na forma de uma equagao de Hamilton-Jacobi generalizada. Como é de supor, estas
condicdes terdo um caracter local ou global, conforme se postule a propriedade de
calma local ou a de calma.

Por forma a realcar o papel desempenhado pela qualificacdo das restrigoes, sao apre-
sentados em primeiro lugar os resultados obtidos assumindo a hipétese de calma,
que é uma no¢ao global. Posteriormente, serdo expostos resultados obtidos quando
a hipétese imposta é apenas a de calma local.

Considere-se, para cada s € [0, 1], o problema Q(s) definido da seguinte forma

Q(s) min g(z(1))

sujeito a:
z(t) € F(t,z(t)), t € [0,1] — q.s., (5.1.7)
z(8) = z*(s), (5.1.8)
d(t,z(t)) <0, vt € [0,1]. (6.1.9)

Nesta defini¢do, £* € uma solugio local de (P). Note-se que tal suposi¢do implica
que a:r[‘ . seja ainda solucdo local de Q(s).

O resultado seguinte afirma que a propriedade de calma de um problema se mantém
vélida (com a mesma constante) para subproblemas com condiges iniciais ao longo
da trajectéria 6ptima em causa.

Lema 5.1.1. Seja z* solugdo local de (P) e suponha-se (P) localmente calmo (de
constante K ) em z*. Entdo para Vs € [0,1], Q(3) ¢ localmente calmo de constante
K em :cl*h .

Demonstracgao.
Suponha-se que a conclusdao do lema nao é verdadeira. Entao para qualquer ¢ > 0
existem a > 0 e y admissivel para Q(s), com gr(y) C T(m’l"[‘ 0 €), tais que
d(t,y(t)) <o, e
9(y(1)) < g(=*(1)) - Ka.
Construa-se o arco § em [0,1] da seguinte forma:
. z*(t) te|o,s],
g(t) = )
y(t) tels1].

Facilmente se conclui que este arco é admissivel para o problema Py« (). Assim,
tem-se que

inf{Pze e (@)} < g(§(1)) = 9(y(1)) < g(z*(1)) - K - o,

contrariando o facto de (P) ser localmente calmo de constante K em z*. a

A manutencao da calma local ao longo de qualquer trajectéria localmente 6ptima
permite antever uma estreita relagao entre tal conceito e principios de programagao
dinamica.
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5.2 Hipo6teses sobre os dados

Enunciam-se em seguida as hip6teses de base sobre os dados do problema (P), no
que respeita 4 dinamica e & fungdo custo:

(H1) a multifuncdo F é continua e tem imagens, nio vazias, convexas e fechadas;
(H2) existe k, > 0 tal que F(t,z) C k,B" V(t z) € RM7;
(H3) Vt € [0,1] z — F(t,z) ¢ Lipschitz de constante kr em R";

(H4) z — g(z) ¢ Lipschitz de constante k, em R".

Relativamente s restrigoes de estado expressas pela condicao
d(t,z(t)) <0Vt e[0,1], (5.2.1)
tal como anteriormente apresentado, definam-se o conjunto X = {(¢,z) € R!*" :
d(t,z) < 0} e, para cada t € [0,1] o conjunto X; = {z € R": d(t,z) < 0}.
Obviamente que a restri¢io de estado representada pela condigdo (5.2.1) pode ser
substitufda por qualquer uma das expressoes equivalentes
z(t) e Xy Vtelo,1], (5.2.2)
(t,z(t)) e X Vvte]o,1]. (5.2.3)
Considerando a distancia com sinal de um ponto a um conjunto, estas condicoes
sao ainda equivalentes a
Ax,(z(t)) <0 Vtel0,1], (5.2.4)
Ax(t,z(t)) <0 Vtelo,1]. (5.2.5)
Nos resultados apresentados em seguida, considera-se que a restri¢io de estado &
representada por esta tltima condigdo. Uma vantagem em exprimir a restri¢do

de estado desta forma advém do facto da fungdo (¢,z) — Ax(t,z) ser Lipschitz
continua.

Considera-se ainda que as restri¢des de estado do problema (P) satisfazem as se-
guintes hip6teses:

(H5) o conjunto X C [0,1] x R™ é fechado;

(H6) existe kg > 0 tal que Vr € R" dx, (z) < krdx(1,z).

A primeira destas hip6teses é habitual na literatura. A sua consideragio torna pos-
sivel a aplicagdo do teorema 2.4.2 sobre compacticidade do conjunto de trajectérias
admissiveis para (P). Por outro lado, o facto de X°¢ C R!*" ser nio vazio permi-
te afirmar que Ax(¢,z) ¢ finito para todo o (¢,z). A relacio expressa pela outra
hip6tese sera fundamental para o estabelecimento de condiges fronteira para as
funcdes de verificacdo. Esta hipotese traduz uma condigdo sobre o comportamento
da restricao de estado em instantes vizinhos do instante final.
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5.3 Familia de problemas auxiliares

Ao longo desta secgdo, considera-se que o arco z* é uma solugao de (P) e que este
problema é calmo, de constante K.

Seja agora a seguinte famflia de problemas parametrizada por um elemento (s,y,7)
de [0,1] x R™ x R.

N(s,y,r) min g(z(1)) + K -w

sujeito a:
z(t) € F(t,z(t)), t € [s,1] — g8, (56.3.1)
z(s) = y, (5.3.2)
w > max{r,0}, (5.3.3)
Ax(t,z(t)) <w, Vt € [s,1]. (5.3.4)

Em cada um destes problemas, a minimizacio é efectuada nos elementos (z,w),
onde z € AC([s,1]; R™) e w € R, que satisfazem as condiges (5.3.1) -(5.3.4).

Segue-se um conjunto de resultados sobre existéncia e caracterizacdo de solugdes
para alguns destes problemas.

Teorema 5.3.1. V(s,y,r) € [0,1] X R® x R, o problema N(s,y,r) tem solugdo.

Demonstragao.

Em primeiro lugar, note-se que para qualquer elemento (s,y,r) existe (z,w) ad-
missivel para N(s,y,r). De facto, seja £ uma trajectéria de F em [s,1] com
z(s) = y; a existéncia de tal trajectéria estd assegurada pelas propriedades de
F; mais ainda, t ~ z(t) é continua, e logo limitada em [s,1]; assim, a fun¢do
t —» Ax(t,z(t)) é também limitada neste mesmo intervalo; fazendo w maior ou
igual a max{0,r, max;e[s,1){Ax(t,z(t))}} obtém-se um elemento (x,w) admissivel

para o problema.

A existéncia de solucdo para N(s,y,r) resulta agora de uma aplicacdo directa do
teorema 2.4.2 sobre compacticidade das trajectérias de F. (I

Seja [t1,t2] um intervalo real e z : [t;,22] = R™ continua. Por forma a simplificar a
notacdo, no que se segue, dX (11,t2, ) representara o valor

, erﬁfggﬂ{Ax (t,z(t)}. (5.3.5)

Teorema 5.3.2. Toda a solugdo de N(s,y,r) é da forma (z,w) onde z € uma
trajectoria de F em [s,1] com z(s) =y e w = max{r,dX (s, 1,z),0}.

Demonstragdo. A demonstragio deste resultado é trivial. O

Teorema 5.3.3. Vs € [0,1] (xi"[‘ 1],0) ¢ solugdo do problema N(s,z*(s),0).

Demonstragdo. A demonstragao deste resultado é trivial. O
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5.4 Funcao valor da familia de problemas auxiliares

Para cada (s,y,r) € [0,1] x R® x R defina-se a fungdo ¢(s,y,r) = inf{N(s,y,7)}.
Esta nao é mais do que a fung¢do valor associada a esta familia de problemas. Note-se
que o teorema 5.3.1 garante que ¢ esta bem definida.

Nesta seccao sdo apresentados e demonstrados alguns resultados sobre as proprie-
dades da fungio ¢.

Os dois resultados seguintes constituem aquilo que se pode designar por “princfpio
de programagio dindmica” para a familia de problemas N(s,y,r). Como se pode
verificar, este principio apenas pode ser aplicado localmente e em pontos (s,y,r)
tais que Ax(s,y) < r, pois como ¢é afirmado no primeiro resultado, a fungéo valor
é, no caso geral, decrescente ao longo de qualquer trajectéria 6ptima.

Lema 5.4.1. Seja (s,y,7) € [0,1] x R" X R e seja (x,w) uma solugdo de N(s,y,r).
Entdo

é(t,z(t),r) < @(s,y,7) VEE (s 1]
Demonstragao.

Seja (s,y,7) qualquer e seja (z,w) uma solucio de N(s,y,7). Seja também t > s
qualquer. Como dX (¢,1,z) < dX(s,1,z) conclui-se que (zy, ,,w) ainda € admissf-
vel para N(t,z(t),r). Logo &(t,z(t),r) < g(z(1)) + K - w = ¢(s,y,7). O

Lema 5.4.2. Seja (s,y,7) € [0,1[xR" x R tal que Ax(s,y) < r. Seja £ uma
trajectéria de F' em [s,1]. Entdo existe 8 > 0 tal que

¢(t, z(t),r) 2 é(s,y,7) Vi€ [s,min{s +5,1}].

Seja agora (z,w) uma solugcdo de N(s,y,r). Entdo existe 8 > 0 tal que
#(t, z(t),r) = ¢(s,y,7) Vi€ [s,min{s+5,1}].

Demonstragio.

Seja (s,y,r) como no enunciado e z uma trajectéria de F em [s,1]. A continuidade
da fungdo ¢ — Ax(t,z(t)) e a hip6tese sobre r permitem concluir a existéncia de
B > 0 tal que Ax(¢,z(t)) < r para qualquer ¢ € [s, min{s + 3,1}]. Escolha-se entio
t como indicado e seja (z1,w;) uma solu¢do de N(¢,z(t),r). O arco z : [s,1] = R"

definido por
o) = {z(r), r s,
z1(7), TE€It1]

¢ uma trajectéria de F. Como wy > r, a escolha de ¢ permite concluir que w; >
dX(s,1,2) e assim (z,w;) é admissivel para N(s,y,r). Logo

é(s,y,7) < 9(2(1)) + K - wy = ¢(t,(t),r),

demonstrando a primeira afirmacao.
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Seja agora (z, w) uma solugdo de N(s,y,r). Argumentando como acima e aplicando
o lema 5.4.1 demonstra-se a segunda afirmagao. O

Lema 5.4.3. Para qualquer (s,y) € [0,1] x R a fung¢do r — ¢(s,y,r) € crescente.

Demonstragio.

Seja (s,y) € [0,1] x R® qualquer. Sejam r; e r; tais que r; < 73. Seja (z,w)

admissivel para N(s,y,r). Entdo tem-se que w > r; e que w > dX(s,1,z). Logo
w > r; e portanto (z,w) é ainda admissivel para N(s,y,r1). Desta inclusdo conclui-
se directamente que ¢(s,y,71) < ¢(s,y,72), demonstrando o resultado. O

Lema 5.4.4. Seja (s,y) € [0,1] x R*. Entdo, para qualguer r < 0 tem-se que
¢(s,y,7) = ¢(3,9,0).

Demonstra¢do. A demonstracio deste resultado é trivial. O

Teorema 5.4.1. A funcdo ¢ acima introduzida é Lipschitz continua.

A demonstracdo do teorema 5.4.1 é consequéncia imediata dos trés lemas que em
seguida se apresentam e demonstram.

Lema 5.4.5. Para qualquer (s,y) € [0,1] x R™ @ fungdo r — ¢(s,y,r) € Lipschitz
continua (de constante K).

Demonstracdo.
Sejam (s,y) € [0,1] x R™ e 71,72 € [0, +00[ quaisquer.
Suponha-se por agora que r; < r;. Entao,
¢(ssya 7‘1) < ¢(s,y, T2)- (541)
Seja (z,w;) uma solugio de N(s,y,r1). Logo,
wy = max{r;,dX(s,1,z)}.

Defina-se wy = w; + r; — 1. E facil concluir que w; > dX(s,1,z) e também que
wy > ro. Estas duas desigualdades permitem concluir que (z,ws) é admissfvel para
N(s,y,72), 0 que implica que

#(s,y,72) < g(z(1)) + K - (w1 + 12 —11) = ¢(8,4,71) + K- (r2 —7m1).  (5.4.2)
De (5.4.1) e desta desigualdade conclui-se entdao que
’¢(3, ¥,r2) — ¢(s,9,m1)| < Klra — 1. (5.4.3)

No caso de r; < r;, um raciocinio andlogo permite concluir que esta Gltima condigdo
também se verifica, demonstrando-se assim a Lipschitz continuidade da func¢io r —
¢(s,y,7) quando r > 0. O lema 5.4.4 permite estender este resultado para todo o
reR. O
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Lema 5.4.6. Para qualquer (s,r) € [0,1] x R a fungdo y — ¢(s,y,r) é Lipschitz
continua.

Demonstragio.
Sejam (s,7) € [0,1] x R e y1,y2 € R® quaisquer.

Seja (x,w) uma solugio do problema N(s,y;,r). Entdo
¢(S, yl,"') = g(z(l)) +K - w, e

w = max{r,dX (s, 1,z),0}.

Uma aplicagdo do lema 2.4.1 garante a existéncia de z, trajectéria de F em [s, 1]
com z3(8) = y2, tal que

A |z2(t) — 2(t)] < €* |ya — 1.
A Lipschitz continuidade da fungéo distancia com sinal permite afirmar que
Vte[s,1] Ax(t,z2(t)) < Ax(t,z(t)) + |z2(t) — z(2)|.
Conclui-se entdo que
dX(s,1,29) < dX(s,1,2) + e*¥ |y; — 4.
Defina-se wy = w + €**|y; — y3|. Facilmente se conclui que ws > r, we >0,e
w2 > dX(s,1,z3).
Entéo, pode afirmar-se que (z2,w;) ¢ admissivel para N(s,yz,r) e logo
#(3,y2,7) < g(z2(1)) + K - wa.
Da Lipschitz continuidade de g e da definicdo de w; resulta que
$(s,92,7) < gz (1)) + kge*" |y1 — ya| + K - w + Ke*Fly; — ),

ou, equivalentemente,

¢(5,42,7) < 6(8,y1,7) + ¥ (K + ky)ly1 — pa-
Trocando os papeis de y; e y conclui-se, por um processo semelhante, que

¢(s,91,7) < B(3,y2,7) + €7 (K + ky)|y1 — wal-

Demonstra-se assim que y — ¢(s,y,r) & Lipschitz continua de constante ky =
ekF (K + k,). a

Lema 5.4.7. Pare qualquer (y,r) € R™ X R a fungdo s > ¢(s,y,r) é Lipschitz
continua.
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Demonstragao.
Sejam (y,7) € R™ x R e 81, 82 € [0, 1] quaisquer.
Suponha-se que s; < s5.

Seja (z1,w,) uma solugdo de N(s;,y,r). Entdo
¢(81,4,7) = g(z1(1)) + K - wy, e
wy = max{r,dX(s1,1,z1),0}.
Pelo lema 5.4.1 tem-se que
¢(82,Z1(82),7) < @(s1,9,7).

Das propriedades de F' conclui-que que |z1(s3) — y| < ky|s2 — s1| e entdo, o lema
5.4.6 permite concluir que

¢(82,21(82),7) > (82,9, 7) — Kyky|sz — 51],
Conclui-se assim que
$(s1,y,7) > #(s2,y,7) — Kyky|s2 — 34]. (5.4.4)
Seja agora (2, ws) uma solugdo de N(sz,y,r). Entdo
¢(s2,y,7) = 9(22(1)) + K - wy, e

wy = max{r,dX(ss,1,z2),0}.

Prolongue-se z; como trajectéria de F' a todo o intervalo [s;,1] (continuando a
designar o arco por z2). Da Lipschitz continuidade de ¢ — z2(t), tem-se que

Vte [81,82], I:L‘z(t) - yl < kvl82 - 81|.

Entdo Vt € [s1,83], Ax(t,22(t)) < Ax(t,y) + ky|s2 — s1]. Por outro, a Lipschitz
continuidade da funcdo valor com sinal permite concluir que

Ax(t,y) < Ax(s2,y) + |t — s9].

Pode entéo escrever-se que Vt € [s1,83], Ax(t,22(t)) < Ax(s2,y)+(1+ky)|32— 5 |
Conclui-se portanto que

dX(Sl, 1,12) < dX(.Sz, 1,.’172) + (1 + kv)l32 - 81'.

Seja w = wa + (1 + ky)|s2 — 81|. Entdow > r, w > 0ew > dX(s1,1,z2). Logo
(z2,w) € admissivel para N(s1,z(s1),r) e entdo

é(s1,22(51),7) < 9(x2(1)) + K - wa + K - (1 + ky)|s2 — 1]
Do lema 5.4.6 e da Lipschitz continuidade de ¢ — z(t) tem-se que

#(s1,4,7) < ¢(81,%2(81),7) + Ky - ky|sg — 51].
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Conclui-se entao que

b(s1,9,7) < B(s2,y,7) + (K - (1+ ko) + Ky - ku)lsy — 82|-
Esta expressao e (5.4.4) permitem agora afirmar que

6(s1,9,7) — B(s2,4, 1) < (K- (1+ ky) + Ky - ko)ls1 — 82l-

Aplicando um raciocinio semelhante no caso de sy > 89 fica demonstrada a Lipschitz
continuidade de s — 8(s,9 7). |

O teorema seguinte fornece uma caracterizagdo pontual da funcdo ¢.

Teorema 5.4.2. Seja (s,y,7) €10, 1[ x R* x R tal que Ax(s,y) < r. Entdo

o #°((s,y,7); (-1,-v,0)) =0 (5.4.5)

Demonstragio.

Seja (s,y,r) como no enunciado. Seja (z,w) uma solugdo de N (s,y,7)- Seja g>0
dado pelo lema 5.4.2. Escolha-se um ponto 7 € ], min{s + %, 1}{ tal que

t > o(t,z(t),7) € diferenci4vel em 7,
r & ponto de Lebesgue de t — (),
&(r) € F(r,2(7)),
e defina-se z = z(7). Seja também h € [0, %] qualquer. Entéo, do lema 5.4.2

conclui-se que
é(r +h,z(T + h),r) = ¢(1,2,7)-

As condigdes sobre o ponto 7 € 2 Lipschitz continuidade de ¢ permitem concluir
facilmente que

0 - 1im ¢(T + h’ x(T + h)’r) - ¢(T’z)r)
hi0 h
—lim ¢(r+h,z+ hi(t), 1) — ¢(7, 2, T)
[AT3) h

2 —(_¢)o((Ta Z,T); (l,a:(r),O))
= ¢0((T,Z,1’); (—1’_1&(7)’0))'

Conclui-se entdo que

ver%?i(,z){qso ((Ta Z, 1‘); (—17 —-'U,O))} 2 0.

Notando que para qualquer (s,y) o ponto (7, z) pode ser escolhido arbitrariamente
préximo de (s,y), & possivel definir sucessoes {si}, {yi} {v;} tais que 8;i = 3,
yi oy, vi € F(si, i) e

¢0((3i,yi,7')§ (—1, —’Ui,O)) 2 0.
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Como para todo o i se tem |vi] < kv, podem escolher-se subsucessoes tais que
{v;} converge para um dado limite v. A semicontinuidade superior da derivada

direccional generalizada permite afirmar que
$%((s,3,7); (-1,~2,0)) 2 0.
Das propriedades de F conclui-se que v € F' (s,y). Segue-se entdo que

max {¢0((8,y,1‘); (—1, -v, 0))} Z 0. (546)
vEF(s:y)

Considere-se agora um elemento (s,,7) como no enunciado, tal que ¢ & diferenciavel
em (s,y,7). Sejav € F(s,y) e defina-se no intervalo [0, s] a fungdo

z(t) =y + (t — 8)v-

A continuidade de F' nos seus argumentos permite afirmar que

Ry o
li - / " dpeep G003 =0 (5.4.7)

Seja agora {s;} uma sucessio em tal que 8; T s. Uma aplicagdo do teorema 24.1
garante a existéncia, para cada ¢, de um arco zi, traject6ria de F' em 81, 8], satisfa-
zendo zi(s) =y. Da condigdo (5.4.7) conclui-se que
1 8
hzn ;——‘31 " lii(t) - 'Uldt =0. (548)
A hip6tese sobre 7 permite afirmar que para i suficientemente elevado se tem que
dX (s:,8,2) <r. Uma aplicagdo do lema 5.4.2 permite concluir que para tais i se
terd
#(s,y,7) > B(8i, 2:(80),7)- (5.4.9)

A diferenciabilidade de ¢ em (s,y,7) e a condigao (5.4.8) garantem a existéncia de

o 8007) = (o0 50.7).

8§ — 8

As condigoes (5.4.8) e (5.4.9) e a Lipschitz continuidade de ¢ tornam possivel afirmar

que
0 S hm ¢(3, y,r) - ¢(3i1 zi(S»i,),’I')

1 8§ — 84
. ¢(sayi7‘) - ¢(3i1y - f:i 2',','(t)dt,'l‘)

=lim
i 8 — 8

~ lim #(s,y,7) — 9(80,y — (8 = 8:)v,7)
i 8 — 8

= Vd)(s,y,r) ) (1,’!),0).

Da arbitrariedade na escolha de v pode agora concluir-se que

Vd)(s,y,r) : ("13 _"U’O) _<_ 0 Wwe F(s,y).
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Utilizando a caracterizagio do gradiente generalizado dada pelo teorema 2.3.1¢

possivel afirmar que
(a,ba C) : (—1, —’U,O) S 0 Vv € F(s,y) V(a', ba C) € 3¢(s,y,r),

onde (s,y,r) satisfaz as condigdes do enunciado. A relagdo entre gradiente genera-
lizado e derivada direccional generalizada permite ainda afirmar que

max ¢0((siy,"'); (_17 —'U,O)) S 0’
vEF(s,y)

concluindo a demonstragao do resultado. O

A expressdo (5.4.5) ndo & mais do que uma equagao de Hamilton-Jacobi generali-
zada. Da relagao entre gradiente generalizado e derivada direccional generalizada
pode entéo concluir-se que a expressao (5.4.5) & equivalente a

i — H(s,y,—b =0.
(a.b,C)Ié%g(a,y,r){a S )

5.5 Condigoes necessarias de optimalidade

A propriedade de calma do problema (P) assegura a existéncia de uma fungao (ob-
tida como fungdo valor de uma familia de problemas auxiliares) que possui determi-
nadas propriedades, entre as quais o crescimento a0 longo de qualquer trajectoria
admissivel para (P). Quando esta fungdo € avaliada ao longo de uma qualquer
solugao 6ptima z* verifica-se que esta fungdo é constante. Desta forma, a existén-
cia de uma fungdo com tais propriedades aparece como uma condicio necesséria a
optimalidade de z*, como se mostra no resultado seguinte.

Teorema 5.5.1. Seja z* uma solugdo dptima de (P) e suponha-se que (P) € calmo.
Entiio existe uma fung@o ¥ :[0,1] x R™ x R — R, Lipschitz continua, que verifica
(‘) ’(/)(1,32,0) = g(x) Vz € Xa,
("') ¢(0’ Zo, 0) = g(fl,'*(l)),
(i5i) ¥(s,9,7) = ¥(3,9,0) V(s,y,7) € [0,1] x R*x ] — 00,0},
(i) ¢(t2,m(t2),dX(t1,t2,w)) > ¢(t1,z(t1),Ax(t1,m(t1))) para qualquer z trajec-
téria de F' em qualquer [t1,t2] C [0,1].
Demonstragado.

A funcdo ¥, cuja existéncia ¢ garantida por este teorema, & exactamente a fungéo
valor da famflia de problemas N (-,-,) definida anteriormente e representada por 0.
De facto, como j& mostrado, esta funcao ¢ Lipschitz contfnua.

A condigdo (i) obtém-se directamente a partir de problemas N(1,z,0) onde z € X.



A condigdo (ii) é uma consequéncia directa do teorema 5.3.3 € 2 condigao (iii) estd

demonstrada no lema 5.4.4.

Para demonstrar a condigao (iv), considere-se um subintervalo [t1, 2] de [0, 1] qual-
quer, e uma trajectéria z de F em [t1,t2] também qualquer. Seja (z2,wz) uma
solugao de N (t2, z(t2),dX (41,12, z)). Defina-se o arco # em [t1,1] da seguinte forma

f(t) _ I(t), te [tl,tz],
Iz(t), teE ]tz,l] .

Uma vez que wz > dX (t2, 1,z2) e que w2 2 dX (t1,t2,T), conclui-se que (&,w2) €
admissfvel para N(t1, z(t1), Ax (t1, z(t1))). Da arbitrariedade da escolha de [t1,t2)
e de z conclui-se (iv). O

A condicdo (iv) apresentada acima constitui uma versao integral de um principio de
programagcao dinamica que a fungéo ¥ satisfaz. Atendendo ao teorema 5.4.2 pode
ainda afirmar-se que esta funcdo satisfaz a equacio (5.4.5).

5.6 Condigdes suficientes de optimalidade

O teorema apresentado em seguida fornece condicdes suficientes de optimalidade, a
partir de uma fungao de verificagao Lipschitz continua.

Teorema 5.6.1. Seja T* um arco admissfvel para o problema (P). Suponha-se que
existe uma fungdo ¥ : [0, xR*xR = R, Lipschitz continua, que verifica:

L

(i) '(,L'(].,:l:,O) = g(x) vz € X,
(") 1[)(0,.’50,0) = g(x*(l))’
(iii) 1/1(3, y,r) = 1/)(s,y,0) V(s,y’r) € [0’ 1] x R"x ] - 00,0[,

(iv) W(tz, T(t2), dX (t1, b2, T)) > ¢(t1,z(t1),Ax(t1,z(t1))) para qualquer T trajec-
téria de F em qualquer [t1,t2) € [0,1]-

Entio z* ¢ solugdo dptima de (P). Mais ainda, (P) é calmo.

Demonstragéo.

Para cada (z,r) € R**! defina-se a funcio A(z,r) = ¥(1,2,7) — g(z). E obvio
que esta fungéo € Lipschitz. Seja K4 uma constante de Lipschitz de A, entdo para
qualquer (z,7) tem-se que

¢(1,:c,r) - g(Z) S 1,[)(1,:8,0) - g(z) + KA max{O,r}, (561)

uma vez que se r < 0 se tem que Y(l,z,7) = ¥(1,z,0).
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Seja agora ¢ € R” qualquer. Suponha-se que T ¢ X;. Entdo Ax, (z) = dx, (x) e
também Ax(1,z) = dx (1,z). Seja agora € € projx, () qualquer. De (i) e do facto
da fungado A ser Lipschitz tem-se que

"/’(17:”,0) - g(z) < ’(/)(1,6,0) - g(e) + KA'(E - Cl =Ka- dxl (x)

Das hip6teses sobre 08 dados do problema tem-se que dx,(z) < krdx (1,z), podendo

concluir-se que
1!1(1,2?,0) - g(x) S kRKAAX(laI)'

Como no caso de £ € X se tem ¥(1,2,0) = g(z) e Ax(1,z) <0, segue-se que
¥(1,2,0) — g(z) < krKa max{Ax(1,2),0}-
Combinando estas condigoes com (5.6.1) tem-se agora que
W(1,z,7) — 9(z) < Kamax{0,r} + krK 4 max{Ax(1,2),0});
ou ainda
¥(1,z,7) < 9(2) + (1 + kr)Ka max{r, Ax(1,2),0},
expressdo que € vélida para qualquer (z,r) € R,

Seja agora z uma trajectéria de F' com 2(0) = xo. Do exposto acima conclui-se que
¥(1,2(1),dX(0,1,2)) < g(z(1)) + (L +kr)Ka max{dX(0,1,2),0},
e aplicando a propriedade (iv) verifica-se facilmente que
(0, 20,0) < g(2(1)) + (1+kr)Ka max{0,dX (0,1,2)}.
Utilizando a propriedade (ii) pode-se ainda escrever queé
g(z(1)) > g(=*(1)) - (1 + kr) K A max{0, dX(0,1,2)}. (5.6.2)

Desta ultima condigéo conclui-se imediatamente que z* & solugao de (P), pois se 2
for admissivel para (P) tem-se que g(z(1)) 2 g(z*(1)). Conclui-se também que (P)
é calmo. 0

Este teorema apresenta condigdes suficientes para a optimalidade de uma traject6-
ria, com base na existéncia de uma fungao (designada fungao de verificagdo) que &
Lipschitz continua e satisfaz um conjunto de condigdes, nomeadamente uma pro-
priedade de monotonia quando avaliada ao longo de trajectorias dinamicamente
admissfveis. Note-se no entanto que esta monotonia & caracterizada de uma forma
integral, pois € feita utilizando trajectorias de F' em subintervalos de [0,1].

Uma questdo relevante & a de saber se existe uma caracterizagdo pontual para as
fungbes de verificagao que permita obter condigdes suficientes para a optimalidade
de uma trajectéria. O teorema que sé segue garante que existe tal caracterizagao.
Esta aparece sob a forma de uma equagio envolvendo as velocidades admissiveis e
elementos do gradiente generalizado da fungdo de verificagao. Tal equagdo ndo é
mais do que uma generalizacdo da equagdo de Hamilton-Jacobi.
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Teorema 5.6.2. O teorems 5.6.1 continua vdlido se @ condigdo (iv) for substituida

por

# a-H(sy,~A} =0 5.6.3
(a,ﬁ,‘Y)GBIilp(a,y,r){ ( Y ﬂ)} ( )

para qualquer (s,y,7) €10, 1[xR" x R que verifique Ax(s,y) <T, € por

r > Y(s,y,7) € crescente.

Demonstragéo.

Para demonstrar este teorema basta mostrar que a condigéo (iv) do teorema 5.6.1
& consequéncia das condigdes acima e das demais hip6teses daquele teorema.

Seja [t1,t2] C [0, 1] qualquer e seja T uma qualquer trajectoria de F em [t1,t2]- Seja
r € R tal que r > dX (ty,t2,T)-

Escolha-se um ponto s € [t1,12] tal que

t v P(t,z(t),7) & diferenciavel em s, (5.6.4)
s &6 um ponto de Lebesgue de t = &(t), (5.6.5)
i(s) € F(s,2(s))- (5.6.6)

A primeira destas condigbes permite escrever queé

"/)(3 + h,.’L‘(S + h)v"‘) - "/)(svx(s)"")
h .

d .
T ¢(ta$(t)a7')|¢=‘ = 1,}1%

A Lipschitz continuidade de i ede t > (t), e a condigdo (5.6.5) permitem escrever

este limite como

hm ’(/)(8 + h,x(s) + h"'i:(s)ﬂ‘) — ’QP(S,Z(S),T) .
hi0 h

Da definicio de derivada directional generalizada é facil concluir que

imPe h,z(s) + hi(s),r) = ¥(5,2(s),7)

im

hl0 h (5.6.7)
> —(=9)°((s,2(8),7); (1,2(5), 0))-

Uma vez que a condigao (5.6.3) & equivalente a

,,é%%zf,,)(-w)"((s,y,r); (1,v,0)) =0,

a condigdo (5.6.6) e a expressao (5.6.7) permitem concluir finalmente que

d
a—t"'/)(t’z(t),r)l >0

t=s

Notando agora que os pontos 8 que satisfazem as condicdes (5.6.4), (5.6.5) e (5.6.6)
constituem um subconjunto de medida total de [t1, t2), conclui-se entdao que

‘l/)(tz, :L‘(tz),f‘) 2 1/’(t1, z(tl)a ’I‘).
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Desta condig3o e do suposto para r tem-se ainda que
D(t, o(ta),r) 2 Y(t1,2(0), Bx (tr, z(t1)))s (5.6.8)

expressao que € vélida para qualquer r > dX (t1,t2,2)-

Considere-se agora uma sucessao real {r;} com 7 1 dX(t1,t2,2)- Uma vez que 8
expressao (5.6.8) continua valida ao substituir 7 por Ts, e sendo ¥ continua, tem-se

que
D(te, 2(t2), X (t1,82,2)) 2 Wty z(tr), Ax (b, ()

demonstrando o teorema. O

5.7 Funcoes de verificagao local

Nesta secgdo apresenta-se uma forma de obter fungoes de verificagdo para solugoes
locais de (P). Como seria de esperar, a existéncia de tais fungOes apenas estd
assegurada num tubo em torno da solugéo local em analise. A hipotese de base
para a existéncia de tais fungdes € propriedade de calma local.

A principal diferenca em relagdo ao €aso global, apresentado anteriormente, esté
relacionada com a definicio da familia de problemas auxiliares cuja fungéo valor
ser4 uma fungdo de verificagdo para a solugéo local do problema original.

Nesta sec¢io, £* seréd uma solucdo local do problema (P) e supde-se que este proble-
ma é localmente calmo nesta solugio. Desta hipotese pode deduzir-se a existéncia
de constantes positivas € € K tais que a relagdo

g(z()) + K trg[gﬁ]{Ax (t,z(8)) V 0} > g(* (1)) (5.7.1)

¢ valida para todo o z, trajectoria de F em [0, 1] que verifica z(0) = zo € g1(z) C
T(z*;€). As hipoteses sobre os dados do problema (P), nomeadamente a continui-
dade da fungdo g e o facto de F ser limitada, juntamente com a propriedade de
T(z*;€) ser limitado, permitem afirmar que existe um escalar G > 0 tal que

W) <6 vze |J ReLsy)
(8,9)ET(z*i¢)

Defina-se ainda a funcao I : R!+™ — R por intermédio de
I(t,) = max{}s - 2* () - 5,0}

Defina-se, para todo o par (z,w), onde T : [s,1] & R™ é um arco e W eR o
funcional J por

J(z,w) = g(x(1)) + Kw + L /1 I(t, z(t))dt,

onde L & uma constante positiva.

48



vk bt AR

Considere-se agora a seguinte familia de problemas auxiliares, parametrizada por
um elemento (8,¥,7) € [0,1] x R,

N(s,y,r) min J(z,w)

sujeito a:
i(t) € F(t,z(t), t € [s,1] — a8 (5.7.2)
z(s) = ¥, (5.7.3)
w > max{0,7}, (5.7.4)
Ax(t,z(t)) <w, VE € [0,1). (5.7.5)

Esta familia de problemas apenas difere daquela considerada anteriormente pela
inclusdo de um termo que penaliza o afastamento de z do elemento de referéncia
r*. Como argumentado anteriormente, facilmente se conclui para qualquer elemento
(s,y,r) 0 problema N(s,y,r) tem solugdo.

O resultado seguinte apresenta condigdes suficientes para queé todas as solugdes dos
problemas auxiliares estejam suficientemente proximas de (z*, 0).

Lema 5.7.1. Sejom a, 0 € L tats que

a>0, (5.7.6)

. (€ €
0<é< mm{i, 52;;}, (5.7.7)

L 16k gej2+26
>0 . (Ke/2+2G + a). (5.7.8)

Entdo para qualquer (s,y,7) € T(z*;68) % ]-9, 6] tem-se que todos os (z,w) que $Go
solugio de N(s,y,r) satisfazem

gr(z) C T(a*;e) e w<é (5.7.9)

Demonstragéo.
Seja (s,y,r) como suposto. Uma aplicagdo do teorema 2.4.1 permite concluir que

existe 7, trajectéria de F' em [s,1], com #(s) = y tal que

= X kr
tlél[?.,)f] |#(t) —z* () < e d<ef2.

A Lipschitz continuidade de constante 1 da fungdo z — Ax(t, z)ea admissibilidade

de z* para (P) permitem ainda afirmar que

trél[?,}i] Ax(t,E(t) < &/2.

Fazendo @ = max{0,r, maxte[,,ll{Ax(t,i(t))}}, tem-se que 0 < W < €f2e também
que o par (&,w) & admissivel para N(s,y,7). Segue-se que

inf{N(s,y,7)} < J(&,w) = g(8(1)) + K® < G + Ke/2.

Seja agora (z,w) um par admisstvel para N(s,y,r), tal que gr(z) ¢ T (z*;€).
A continuidade de t z(t) permite afirmar que existe um instante 7 tal que
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I(r,z(1)) = €/2. Como a fungdo t ~ I(t,z(t)) é Lipschitz de constante 2k,, fa-
cilmente se conclui que . \
€
> —
/a I(t,z(t))dt > Tok
Pode entdo afirmar-se que
1
J(@,w) = g(z(1)) + Kw+ L / I(t, z(t))dt
8

2

£
Z_G+0+L16k.,
>G+Kel2+ a

> inf{N(s,y,7)} + c.
Desta tltima relacdo conclui-se imediatamente que tal par (z,w) ndo pode ser so-
lugdo de N(s,y,r).
Para qualquer (z,w) solugdo de N(s,y,r) tem-se que

w = max{0,r, tlél[??lf]{Ax(t,m(t))}}-

Por outro lado, tem-se que Ax (¢, z(t)) < |z(t) — z*(t)|, concluindo-se directamente
que w < €. O

Escolham-se agora constantes a, d e L, de acordo com as hip6teses do lema 5.7.1,
e considere-se a familia de problemas N(s,y,r). Defina-se a funcio ¢ : T'(z*; §) x
0B — R como sendo a fungio valor da familia de problemas N (s,y,7), isto &,
‘;(3: Y, 7') = inf{N(s’ y’r)}'

Apresenta-se em seguida um conjunto de resultados que caracterizam a funcdo ¢.
Estes resultados sdo anslogos aos obtidos para o caso da optimalidade global, di-
ferindo no facto de apenas interessar definir a funcéo ¢ no conjunto T(z*;4) x 6B,

da optimalidade de z* para (P) ser local, e de se supor também uma condicdo de
calma local.

As demonstragdes destes resultados utilizam raciocinios em tudo anilogos aqueles
apresentados para o caso da optimalidade global. Assim, apenas se referem nestas
demonstragdes os pontos que resultam das diferencas entre a defini¢Ges da funcao
¢ e da fungdo ¢, considerada no caso de condigdes globais.

Lema 5.7.2. Vs € [0, 1] (zr[‘ 1],O) € solugio dptima de N(s,z*(s),0).

Demonstragao.

O tnico ponto a referir é que toda a solugio (z,w) de N (s,z*(s),0) satisfaz a
condigo (5.7.9). Desta forma, a condigio (5.7.1) é aplicsvel e conclui-se que

(s, 2*(),0) = J(z,w)
> 9(=(1)) + Kw
= g(=(1)) + thllfff]{Ax(t, z(t)) v 0}

2 g(z*(1)).
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Corolario 5.7.1. ¢(0,o,0) = g(z*(1)).
Lema 5.7.3. ¢(1,9,0) = g(y) Vy € X1 N (z*(1) + 6B").
O seguinte resultado estabelece um “principio de programacio dinamica” para a
familia de problemas N (s, y,r).
Lema 5.7.4. Seja (s,y,r) € T(z*,4) x IB.
Seja (z,w) uma solugio de N(s,y,r). Entdo
é(t,z(t),r) < P(s,y,7) Vi€ [s,1]. (5.7.10)

Seja x uma trajectéria de F em [s,1] com z(s) =y e suponha-se que Ax(s,y) <r.
Entao existe 8 > 0 tal que

#(t,z(t),7) > §(s,y,7) Vt € [s,1]. (5.7.11)

Demonstragéo.

A demonstragao deste resultado é em tudo analoga & demonstragdo dos lemas 5.4.1
e 5.4.2.

O tnico ponto a realgar é que sendo (s, y,r) € T(z*;6) x B e sendo (z, w) admissivel
para ¢(s,y,r) se pode concluir que existe 5 > 0 tal que

J(z,w) = J(m|[‘+ﬁ,_1],w).

Este facto resulta da Lipschitz continuidade da fungdo (t,z) + I(t,z) e do facto
desta fungdo ser nula em T'(z*;6). a

Os trés resultados que se apresentam em seguida obtém-se de uma forma comple-
tamente anéloga aos resultados homélogos apresentados na secgio 5.4.

Lema 5.7.5. Seja (s,y) € T(x*;0). A fungdo r = @(s,y,r) & crescente em 6B;
mais ainda, ¢(s,y,7) = ¢(s,y,0) para todo o r € 1-46,0[.

Lema 5.7.6. A fungio ¢ é Lipschitz continua em T(z*;6) x 6B.

Lema 5.7.7. Seja (s,y,r) € int(T'(z*,6)) x 6B tal que r > Ax(s,y). Entéo

o L o
venpg?fy)qﬁ((s,y,r),( 1,-v,0))=0

5.8 Condicoes de optimalidade local
Apresenta-se em seguida um resultado que relaciona a hip6tese de calma local numa,
solugao local de (P) com a existéncia de uma funcio de verificacio. De uma forma

semelhante ao que se mostrou para o caso de optimalidade global e calma, prova-se
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que a qualificagdo das restri¢des de estado expressa pela propriedade de calma local
é condicdo necessaria e suficiente para a existéncia de uma funcio de verificagao
local, ou seja, para a obtengdo de condigbes de optimalidade na forma de uma
equacdo de Hamilton-Jacobi generalizada.

Teorema 5.8.1. Seja z uma trajectoria admissivel para (P).

Suponha-se que x € localmente dptimo para (P) e que (P) € localmente calmo em
z. Entdo eristem 6 > 0 e uma fungdo v : T(z;0) x 6B — R, Lipschitz continua,
que verificem as condigdes

¥(0,z0,0) = g(z(1)), (5.8.1)
¥(1,y,0) = g(y) Vy € X1n(z(1) +B"), (5.8.2)
V(s,y) € T(z;0) a fungdo r — 1(s,y,r) é crescente, (5.8.3)
V(s,y,r) € T(z;6) x1-6,0] (s,y,7) = ¥(s,v,0), (5.8.4)

Y(s,y,r) € int(T(z;6)) x 6B

AX(S,y) <r= max T/’o((S,y,T); (_la —'U,O)) =0.
vEF(s,y)

(5.8.5)

Se ezistirem 6 > 0 e uma fungdo v : T(z;8) x 6B — R, Lipschitz continua, que
verifiguem as condiges (5.8.1) -(5.8.5) entdo z ¢é localmente dptimo para (P) e este
problema é localmente calmo em z.

Demonstragéo.

A primeira afirmagio do teorema é uma consequéncia directa dos resultados sobre
a fungdo ¢ apresentados na secgio anterior.

A segunda afirmagdo demonstra-se de um modo semelhante ao empregue na de-
monstragio dos teoremas 5.6.1 e 5.6.2. Note-se que o facto de a funcio ¢ apenas
estar definida numa vizinhanga de (z,0) implica que apenas se possam considerar
trajectérias de F préximas de z, pelo que apenas se pode garantir a optimalidade
local de z e a calma local de (P) em z. 0
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Capitulo 6

Calma e Multiplicadores

Neste capftulo sdo apresentados alguns resultados que relacionam as propriedades
de calma e calma local com a existéncia de multiplicadores das condigdes necessarias
de optimalidade em que o elemento que traduz a influéncia da funcdo custo é nao
nulo.

6.1 Multiplicadores normais e subproblemas

Seja z* uma solugdo local de (P). Considere-se a familia de problemas P(s), com
s € [0,1[, semelhantes a (P), mas em que a optimizagdo é feita no intervalo [s,1] e
a condigdo inicial de (P) é substitufda por z(s) = z*(s). Obviamente que :cr["u é
solugdo 6ptima para P(s), para qualquer s.

Uma questao relevante é determinar se ¢ possivel obter multiplicadores de condi¢des
necessérias de optimalidade para P(s) a partir de um multiplicador das condi¢des
necesséarias de optimalidade para (P). O seguinte resultado, de simples demons-
tracdo, afirma que tal é possivel sempre que o multiplicador para (P) verifique a
condigdo A > 0.

Teorema 6.1.1. Seja z* uma solugdo local de (P) e suponha-se que existe um mul-
tiplicador (A, 1, p), com A > 0. Seja s € ]0,1[. Entdo os multiplicadores (A, Higy.1y5 D)
e (A 2, p) onde

PO =p0)+ [ vdn Vi€ s,

0,8

B(t) = p(t) + A v Veefs,1,

B(A) = n(A\ {s}) VA C[s,1] de Borel,

sdo multiplicadores das condicdes necessdrias de optimalidade para P(s). (Nas ez-
pressoes acima, a funcdo v tem existéncia assegurads pela propria definigio de
maultiplicador.)
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Demonstragio.

E 6bvio que para qualquer s € [0,1], e considerando a fungao Vite.1)» 08 multiplicado-
res (A, py,, 1> P) € (A, fi, P) satisfazem a condigdo de transversalidade final, a inclusdo
hamiltoniana, bem como as condigdes relacionadas com a actividade das restrigoes
no intervalo (s, 1]. Uma vez que A > 0, a nio trivialidade destes multiplicadores fica
automaticamente satisfeita. 0

Este teorema estabelece um princfpio de “invariancia” dos multiplicadores ao longo
de uma familia de subproblemas, de um modo anélogo ao principio de programagio
din&mica.

E de notar que para multiplicadores de (P) com A = 0 este resultado podera nio
ser valido, uma vez que a medida p poder4 estar toda concentrada num intervalo
da forma [0, s] com s < 1, ou até mesmo no conjunto {0}.

A exigeéncia de supor que o multiplicador para z* satisfaca A > 0 & uma situagdo
intrinseca aos problemas com restrigdes de estado ao longo do tempo. Por exemplo,
em problemas com restrigdes apenas sobre o estado final, a “invariancia” de um
multiplicador ndo identicamente nulo ao longo de uma familia de subproblemas
como a aqui definida, é assegurada mesmo no caso do multiplicador nao ser normal.

6.2 Calma e normalidade

Nesta secgdo apresentam-se resultados que relacionam a qualificacdo das restrices
expressa pela nogio de calma e as propriedades de normalidade e normalidade forte.
A calma aparece como uma condigo intermédia entre as condigGes de normalidade e
de normalidade forte, pois é uma condigio necessaria & normalidade forte e suficiente
para a normalidade, como se mostrar4 em seguida.

O resultado seguinte & de alguma forma uma generalizacdo de um outro obtido em
[RV95], onde se mostra a existéncia de multiplicadores normais como consequéncia
da existéncia de trajectérias préximas admissiveis.

Teorema 6.2.1. Seja z* uma solugdo local de (P) e seja (P) localmente calmo,
de constante K, em z*. Entdo, eriste um multiplicador (X, u,p) das condicdes
necessdrias de optimalidade com \ = 1. Este multiplicador satisfaz ainda a condigdo
#[0,1)) < K.

Obviamente que sendo (P) calmo,(P) sers localmente calmo em toda a solugdo
global, pelo que este teorema assegura também, em tais casos, a existéncia de
multiplicadores normais.

A demonstragdo deste teorema baseia-se no resultado que se apresenta em seguida.

Lema 6.2.1. Sejam z* e (P) e K como no teorema 6.2.1. Entio (z*,w*), onde
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w* =0, € solugdo local do seguinte problema de optimizacio:

(Px) min g(z(1)) + K - max{0,w(1)}

sujeito a:
(£(t), w(t)) € F(t,z(t)) x {0}, t € [0,1] — q.s., (6.2.1)
z(0) = xo, (6.2.2)
Ax(t,z(t)) —w(t) <0, Vt € [0,1]. (6.2.3)

Demonstragdo.

Suponha-se que a concluséo deste resultado é falsa. Ent3o, para quaisquer K > 0e
€ > 0 existem z, trajectéria de F com z(0) = zo, e a > 0, tais que

gr(z) C T(z*;¢),
a <&,

<
[max, Ax(t,z(t) < o

e também
9(z(1)) + Ko < g(z*(1)).

Dada a arbitrariedade da escolha de K e, esta iiltima condi¢do permite concluir que
(P) ndo & localmente calmo em z* como suposto, ficando deste modo demonstrado
o resultado. a

Demonstragio do teorema 6.2.1.

Passo 1. Como é facil verificar, o problema (Pg) satisfaz as hip6teses basicas.
Assim, a aplicagdo das condigdes necessérias de optimalidade na solugdo 6ptima
(z*,w*), onde w* = 0, permite afirmar a existéncia de

e um escalar A > 0,
* uma fungdo (p,q) : [0,1] —+ R™*! absolutamente contfnua,
¢ uma medida x em [0, 1] ndo negativa, e

e uma funcéo (v,6) : [0,1) - R"+! mensuravel,

tais que
A+ u([0,1]) > 0, (6.2.4)
(—5(t), —4(2),3*(t), 0) € BH(t,2*(¢),0,5(¢), 4(t)), t € [0,1] —qs.,  (6.2.5)
((t),6(v)) € 8, r(t,2*(¢),0), p - q.s., (6.2.6)
Supp(p) C {t €[0,1] : r(t,z*(¢),0) = 0}, (6.2.7)
= (1) = v()u(1) € AdLg(z*(1)), (6.2.8)
— g(1) — 6(1)u(1) € A[0, K], (6.2.9)
q(0) =0, (6.2.10)
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onde

A(t) = plt) + / Yy,

0,

qt) = q(t) + fdp,
[0.¢]

T(t,z’y) = Ax(t, m) =Y

H(t,z,y,p,q) = {p-v1 +q-w).

max
(v1,v2)EF(t,z)x{0}

Passo 2. Da definigdo de H resulta directamente que ¢(t) = 0. Logo

q(t) =0 Vte[o,1].

Passo 3. Da definicio de r facilmente se conclui que 6(t) = -1, u—q.s.. Conclui-se
também que

(1) € 87 Ax(t,2*(8), 1 - qs.,
Supp(p) C {t € [0,1]: Ax(t,z*(t)) = 0}.

Passo 4. Suponha-se agora que A = 0. Dos passos 2 e 3 acima e da condigdo
(6.2.9) obtém-se que ([0, 1]) = 0. Desta forma, a condigdo (6.2.4) nio é satisfeita.
Assim ter-se-4 que A > 0. Efectuando um escalamento dos elementos p, g, e A
pode entdo considerar-se que \ = 1.

Passo 5. Da condigdo (6.2.5) e do passo 2 conclui-se facilmente que

(~B(t), 3(t)) € BH(2, a(t), p(t) + /[ 1% €01~ as.

Verifica-se assim que o multiplicador (A, 1,p), onde A = 1, satisfaz as condigbes
necessarias de optimalidade para (P).

Passo 8. A condigdo u([0,1]) < K resulta agora da expressio (6.2.9), do passo 2
acima e da escolha de A = 1. O

O resultado seguinte mostra que a normalidade forte é uma condicao suficiente para
a calma local.

Teorema 6.2.2. Seja z* solugio local de (P) e suponha-se que (P) é fortemente
normal em z*. Entdo (P) é localmente calmo em z*.

Nos argumentos que se seguem e que cConcorrem para a demonstracdo deste teorema,
considera-se que z* é solugdo local de (P) e que € > 0 & tal, que para todo o z
admissivel para (P), com gr(z) C T(z*;¢), se verifica que g(z(1)) > g(z*(1)).

Para cada i € N, sejam «;, &; e ¢; constantes positivas, e seja (P?) o seguinte
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problema de controlo 6ptimo

(P min Ji(z,w)

sujeito a:
(&(t),w(t)) € F(t,z(t)) x {0}, t € [0,1] — q.s., (6.2.11)
2(0) = o, (6.2.12)
w(0) > Ax(0,zy), (6.2.13)
Ax(t,z(t)) —w(t) <0, Vt €0,1], (6.2.14)

onde J;(z,w) representa o funcional
1
Ji(z, w) = Kig(2(1)) + max{w(1),0} + ai/ Li(t, z(t))dt,
0
e l; : [0,1] x R™ se define por

li(t, z) = max{|z — 2*(t)| - &, 0}.

Considere-se ainda uma constante G tal que
l9(2)| <G Vz € Rp(0,1,).

Lema 6.2.2. Escolhendo para cada i € N escalares positivos B;, a;, K; € €; tais que

Qg 6?

4k,

> 2k:G + B;, (6.2.15)

pode afirmar-se que toda a solugio (zi,w;) de (P*) satisfaz

gr(zi) C T(z*; 2¢;); (6.2.16)
mais ainda, se (P) ndo for localmente calmo em z* e ¢; < £ entdo também se
verifica que

w; > 0.
Demonstragao.

Em primeiro lugar ¢ de referir que, para qualquer 4, o par (z*,w*), onde w* = 0,
¢ admissivel para (P?). Assim, uma aplicagdo do teorema 2.4.2 garante que o
problema (P*) tem solugio.

Seja agora (z;,w;) uma qualquer solugio de (PH).

Suponha-se que a condigdo (6.2.16) ndo se verifica. Entio existe s € [0,1] tal que
[zi(s) — z*(s)| = 2¢;. O facto da funcdo ¢t — |z;(t) — z*(¢)| ser Lipschitz contfnua
de constante 2k, permite concluir que

2
€

1
/0 it )de > L.
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Tem-se entdo que

Ji(zi, wi) = Kig(xi(1)) + max{w;(1),0} + o4 /1 Li(t, z;(t))dt
a;e? ’

4k,

> —k:iG + 26:G + B

=KiG+5;

> kig(z*(1)) + B;

> Ji(z*, w*).

> kig(zi(1)) + 0+

Uma vez que esta expressdo contraria a optimalidade de (z;,w;) para (P*), conclui-
se que a condicdo (6.2.16) ¢ valida.

Considere-se que (P) ndo ¢ localmente calmo em z*, que ¢; < £, e suponha-se

também que w; = 0. Tem-se entdo que x; é admissivel para (P) e também que
gr(z) C T(z*;¢). A optimalidade local de z* permite afirmar que g(zi(1)) >
9(z*(1)). Da hipétese de (P) nio ser localmente calmo em z* deduz-se a existéncia
de (z,w) admisstvel para (P?) tal que

gr(z) C T(z*; €:),

#ig(z(1)) + max{w(1),0} < ;g(z*(1)).
Notando que ;(t,z(t)) = 0 em todo o intervalo [0,1], as afirmagdes anteriores
permitem concluir que

J,-(x, 'w) = K,,-g(:c(l)) + max{w(l),()} + o /1 l,r(t,:c(t))dt
0
< kig(z*(1))
< Kig(zi(1))
< Ji (Zi, 'UI.')-

Como esta condigéo contraria a optimalidade de (z;, w;) para (P*), conclui-se final-
mente que w; > 0. O

Demonstracao do teorema 6.2.2.
Suponha-se que (P) néo ¢ localmente calmo em z*.

Considerem-se sucessoes {e;}, {a:}, {8} e {x;} de ntmeros positivos e convergentes
para zero, tais que para cada i se verifica que €; < § e a relacdo (6.2.15) é valida.

Para cada 4, seja (z;,w;) uma solugio de (P*). Aplicando as condicGes necessérias
de optimalidade a esta solugdo, e notando que w; > 0, de acordo com o resultado
anterior, conclui-se a existéncia de

e um escalar A; > 0,

e um arco p; : [0,1] = R",
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¢ uma medida regular ndo negativa u;, e

e uma fungio v; : [0,1] & R™ mensurével,
tais que

(=pe(8), :(8)) €OH(t, z:(2), pit) + / )

[o.¢( (6.2.17)
- )\.-aiazl,-(t, Zi(t)) X {O} te [0, 1] —q.8.,
-2 = [ s € Nmidrgai(1), (6.2.18)
0,1

#i([0,1]) = Ay, (6.2.19)
Supp(p:) C {t € [0,1] : Ax(t,zi(t)) =0}, (6.2.20)
7i(t) € 3 Ax(t,i(t)) mi—aqs., (6.2.21)
i + pi([0,1)) > 0. (6.2.22)

Das condigdes (6.2.19) e (6.2.22) facilmente se pode concluir que )\; > 0. Efectuando
um escalamento dos elementos \;, p; e y; pode afirmar-se que ); = 1.

Fazendo agora i — +00, um processo de extracgio de subsucesses permite afirmar
que p; converge uniformemente para um arco p, r; converge uniformemente para
z* (note-se que gr(z;) C T'(z*;2€;) e ¢ — 0), p; converge fracamente* para uma
medida regular ndo negativa u, e y;u; converge fracamente* para -yu, onde v é
uma fungéo mensuravel. Atendendo a que a; — 0 e &; — 0, as propriedades dos
elementos envolvidos permitem afirmar que D, I e 7y satisfazem

(~5(), 5(2)) € BH (2, 2(t), p(t) + /[ [ te01-as,

p(1) +/ Ydp =0,

0,1
Supp(u) C {t € [0,1]: Ax(t,z(t)) = 0},
v(t) € 3F Ax(t,z(t)) u-qs.,
#([0,1]) = 1.

Como estas condigdes contrariam a normalidade forte de (P) em z*, o teorema fica
demonstrado. O

O resultado apresentado em seguida relaciona ainda a normalidade forte e a calma,
mas agora num cendrio de solugdes globais.

Teorema 6.2.3. Suponha-se que o problema (P) € fortemente normal em todas as
solugdes (globais). Entio (P) ¢é calmo.

Demonstragio.

A demonstragio deste teorema é semelhante 3 demonstragao do teorema 6.2.2. Para
tal basta construir uma famflia de problemas auxiliares semelhante & familia (PY),
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mas agora com o custo sem O termo integral. Efectuando uma anslise em tudo
semelhante & apresentada atras, pode concluir-se que cada um dos problemas auxi-
liares tem solucao e, tomando limites quando i — +00, & possivel concluir que existe
uma subsucessio ao longo da qual as solugdes dos problemas auxiliares convergem
para alguma solucio do problema (P)eos multiplicadores de cada problema auxili-
ar convergem para um multiplicador (X, g, p) do problema (P). Este multiplicador
satisfaz A = 0 e p([0,1]) = 1, contrariando a normalidade forte na solugao de (P)
obtida como limite. a
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Capitulo 7

Funcoes de Verificagao e

Multiplicadores

Neste capitulo é estabelecida uma relacao entre multiplicadores das condigdes ne-
cessarias de optimalidade e o gradiente generalizado de fungdes de verificagao, para
solugbes locais de problemas de controlo 6ptimo com restrigdes de estado.

A hipétese de base para obter esta relagdo & mais uma vez a condigdo do problema
ger localmente calmo na solugdo local em causa.

Continua a supor-se que as restricoes de estado estdo formuladas como no capitulo
5, assim como se supOem validas as hipGteses sobre os dados do problema entéo
postuladas.

7.1 Multiplicadores e gradientes de funcoes de ve-

rificacao

Considere-se uma solugdo local z* de (P). Suponha-se que 0 problema é localmen-
te calmo em z*. De acordo com o que foi apresentado anteriormente, & possivel
assegurar a existéncia de uma fungdo de verificagdo para esta solugao.

Por outro lado, a optimalidade local de z* garante a existéncia de um multiplicador
normal que verifica as condigoes necesséarias de optimalidade.

O resultado que se apresenta em seguida estabelece uma relagdo entre um multipli-
cador das condigdes necessérias de optimalidade para (P) e elementos do gradiente
generalizado da fungao de verificagao.

Teorema 7.1.1. Seja z* uma solugao local de (P), que se supde localmente calmo
em z*. Seja ainda ¢ uma funcio de verificagdo local para z*. Entdo eziste um
multiplicador das condigoes necessdrias de optimalidade (A, , p), com A =1, que
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verifica as condigdes
(0, - [
(hat9,-0) = [

ydp, p([0, ) € 99(t, 2" (1), 0) vt€0,1f, e (7.1.1)
t

ydp, w([0, 1)) € Be(t,z*(t),0) VEED, 1, (7.1.2)
t]

s

onde h(t) e hg(t) séo definidos por

hm=wammm+Aqwm

mw=Hmfmmm+Aﬂwm

1

As propriedades do gradiente generalizado da funcdo de verificagdo ¢, 0 facto do
hamiltoniano ser continuo nos seus argumentos, a regularidade da medida p do mul-
tiplicador, e a continuidade das fungbes z* € p, permitem concluir que a condicao
(7.1.2) € uma consequéncia imediata da condigdo (7.1.1). Por este motivo, na de-
monstragao apresentada para este teorema apenas se justifica esta altima condicdo.

7 2 Problema auxiliar

Nesta seccdo sera considerado um problema de controlo 6ptimo, baseado no pro-
blema (P), em z*, solugao local de (P), e numa fungdo de verificagdo local ¢. O
estudo deste problema servird posteriormente para demonstrar o teorema 7.1.1.

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, defina-se a multifungdo D, : [0,1] 3 RItn+1
da seguinte forma
D.(t) = @ {(a,,¢) € 8¢(s,y,7) : s €[0,1],
(,,7) € (t,2*(t),0) + €B x eB" x 2¢B}.

Sendo ¢ Lipschitz continua, as propriedades do gradiente generalizado de ¢ permi-
tem assegurar que existe uma constante L > 0 tal que Vt € [0,1], Vm € D¢(t), [m| €
L. Da defini¢do de D, e deste facto pode concluir-se que para qualquer ¢ € [0,1] o
conjunto D.(t) é ndo vazio, convexo e compacto.

Defina-se a fungdo I, para cada (t,u,v,w) € [0,1] x R**+1+1, por

(a,b,rcr;aenf)z(t){(a, b,c) - (w,—(1 +w)u,—(1+ w)v)}.

lE (t7 u, v, w) =
Defina-se também a multifungdo F : [0,1] x RrHI+1 3 RHF da seguinte forma

Fe(tazayaz) ={((1+w)(f+u)a(1+w)v,"7): fe F(taz),
—§5w_<_%,u€e_l§", —e<v<g,

l(t,u,v,w) <7 < 3eL}.
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Considere-se ainda o seguinte sistema dinamico, definido no intervalo [0,1],
(@(1), §(8), (1)) € Fe(t, z(t),y(t), 2(1)), L € [0,1] -as.
AX(t’z(t)) - y(t) S 0, Vte [0’ 1]1
(Se)  =(0) = 7o,
z(0) =0,
(z(t),y(t),2(t)) € (z*(t),0,0) + €B" x €B X eB, vt € [0,1].
O seguinte resultado sintetiza as propriedades fundamentais da multifungao que

caracteriza a dinamica das trajectorias de (S¢).

Lema 7.2.1. Para qualquer (z,y,2) € R @ multifungdo t = Fe(t,2,9,2) €
Lebesgue mensurdvel.

Para qualquer t € [0,1] @ multifuncdo (z,y,2) — F.(t,z,y,2) € Lipschitz continua.
Para qualquer (¢,7,y,2) € [0, 1) x R+1+1 o conjunto F.(t,z,y,2) € ndo vazio,
compacto e convezo.
Demonstragéo.

A mensurabilidade em ¢ de F. & uma consequéncia directa da continuidade em ¢ de F
e da semicontinuidade superior em ¢ da funcio I, a qual é por sua vez consequéncia
directa das propriedades do gradiente generalizado da fungao 0.

As demais propriedades de F, resultam directamente da sua defini¢ao e das hiptteses
sobre a multifungéo F. O

O resultado que a seguir se apresenta traduz uma propriedade de monotonia das
trajectorias de (Se)-

Lema 7.2.2. Seja (z,y,2) uma trajectéria para (Se)- Entﬁo, verifica-se que
¢(1) (L’(l), y(l)) + Z(l) 2 ¢(0,$0, 0)

Demonstragdo.

Seja (z,y,%) uma qualquer trajectoria de (S¢). Considere-se também um escalar
a €]0,¢el.

Tome-se um ponto s € [0,1] que verifique as seguintes condigoes:

t > ¢(t, 2(t),y(t) + @) & derivavel em s, (7.2.1)
s & ponto de Lebesgue de ¢ — (1), 9(t), 2()), (7.2.2)
(£(5),9(s), 5(8)) € Fe(s,2(s),4(8), 2(5))- (7.2.3)

De (7.2.1) tem-se que

%(—qs)(t,z(t),y(t) o)

— i (—¢)(s + h,z(s + h),y(s + h) + a) — (—¢)(s,2(s),y(s) + @)
= h
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A continuidade de Lipschitz de ¢ e a condicdo (7.2.2) permitem concluir que este
limite ¢ ainda igual a

L (= 6)(s+ () + hila).yle) +at b)) - (=9)(3,3(s), y(s) + &)
R0 h

Da definicio de derivada direccional generalizada, pode entdo afirmar-se que

%(—tb)(t,fv(t),y(t) + a)| ) < (=)°((s,(8), y(8) + @); (1,5(8), §(8)))-

A condicdo (7.2.3) garante a existéncia de f € F(s,z(s)), w € 5.5l ue B e
v € [—¢,¢€], tais que &(s) = L+ w)(f + u) e g(s) = (1 +wv. As propriedades da
derivada direccional generalizada permitem agora concluir que

%(—¢)(ta I(t), y(t) + a) |¢=-

< (=)°((s,3(s), y(8) + a); (1, A +w)(f + u), (1+w)))
= (—9)°((5,3(s),y(8) + a); (1 + w)(1, £,0) + (-w, 1 +wu, (1+w))
< (1+w)(—9)°((s,3(s), y(s) +); (1, £, 00)+ |

+ (=9)°((8,2(5),4(s) + @); (—w, (1 + w)u, (1 + w)v))-
(7.2.4)

Uma vez que Ax(s,z(s)) < y(s) + o, f € F(s,z(s)) e 1 +w > 0, o teorema 5.4.2
permite afirmar que

(1 +w)(—4)°((s,2(5),3(s) + a); (1, £,0)) < 0. (7.2.5)
Por outro lado, as propriedades do gradiente generalizado, o facto de
d¢(s,z(s),y(s) + @) C De(s)

e a condigdo (7.2.3), permitem concluir que

(=4)°((5,2(8),y(8) + )i (—w, (1 + w)u, (1 +w)v))
{p- (~w,(1 +w)u, (1 +w)v)}

= —_ . —_— 1 —_
pea(_¢)(’,?f(°§),,,(,,+a){( P (w, (1 +w)u, ~(1+wp)}

{p- (w,~(1 +w)u,~(L+ W)} (7.2.6)

= max
ped(—¢)(s,2(s).y(s)+)

= m
pedd(s,z(

s (p,q,lrl)lgalc),(a){(p’ g,7) - (w,~(1 +wyu, (1 + wv)}

ax
s),y(8)+a)

=l (s, u,v,w)

< #(s).

Combinando as expressdes (7.2.4), (7.2.5) e (7.2.6) obtém-se entao que

4 4(t,20),5(0) + o) +2(5) 20,
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As propriedades da funcio ¢ e das trajectorias de (Se) permitem afirmar que o
conjunto dos pontos s que satisfazem as condigbes (7.2.1), (7.2.2) e (7.2.3) é um
subconjunto de [0,1] de medida total. Notando que z(0) =0, € entdo trivial concluir

que
$(1,2(1),y(1) + @) + 2(1) = 6(0,z0,4(0) + a).

Uma vez que esta expressao & vélida para todo o @ € 10,¢l, a consideragdo de uma
sucessdo {a;} C ]0,€[ com 10, permite concluir, pois a fungao ¢ & continua, que

#(1,2(1), y(1) + 2(1) > ¢(0,20,3(0))-
Das propriedades de ¢ tem-se ainda que
(0, 70,y(0)) > $(0,20,0) se (0) 20, e
(0, zo,y(0)) = $(0,70,0) se y(0) <0
Conclui-se assim finalmente que
#(1,2(1),y(1)) + 2(1) 2 $(0,20,0);

como se pretendia mostrar. O
A incluséo diferencial que define a dinamica das trajectérias de (S,) permite concluir
facilmente o seguinte resultado.

Lema 7.2.3. Todo o arco (z,9,2), onde z ¢é admissivel para (P) e estd no e-tubo

em torno dez*, y=0, ez =0, é uma trajectoria de (Se).

Sendo ¢ uma fungdo de verificagéo, est4 garantida a existéncia de um escalar K >0
tal que
#(1,z,7) < g(z) + K max{0,, Ax(1,2)}, (7.2.7)

para todo o (z,7) € (z*(1),0) + eB" x 2¢B.

Considerando agora a constante K acima assegurada, defina-se o seguinte problema
de controlo 6ptimo

(R) min J(z,9,2) = g(z(1)) + Kmax{0,y(1)} + z(1)
sujeito a:
(z,y,2) & trajectéria de (Se)-
O resultado seguinte permite obter uma solugio 6ptima para o problema (Re).
Lema 7.2.4. O arco (z*,y*,2*), onde y* =0 e 2* =0, € solugdo doptima de (R).

Demonstragéo.

A admissibilidade de (z*,y*,2*) para (R.) ¢ assegurada pelo lema 7.2.3. Por outro
lado, tem-se que

J(z*,y*,Z*) = g(.’l:*(l)) = ¢(0,z0,0)'
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Seja agora (z,y,z) admissivel para (R.). O lema 7.2.2 e a relagio expressa por
(7.2.7) permitem concluir que

9(z(1)) + K max{0,y(1), Ax(1,2(1))} + (1) 2 ¢(0, 2o,0).

No entanto, a admissibilidade de (z,y, z) implica que y(1) > Ax(1,z(1)). Combi-
nando este facto com as duas tltimas condigoes obtém-se que

J(z,y,2) = g(z(1)) + K max{0,y(1)} + 2(1) > J(z*,y*, 2"),
demonstrando-se a optimalidade de (z*, y*, 2*). 0

O resultado que se apresenta em seguida estabelece a forma como as condigdes ne-
cessirias de optimalidade de (z*,y*, 2*), onde w* = 0 e z* = 0, para (R.) permitem
obter uma relacdo entre multiplicadores das condi¢bes necessarias de optimalidade
de z* para (P) e a fungéo de verificagdo ¢.

Lema 7.2.5. Eziste um elemento (p,u,v), onde p : [0,1] = R™ € absolutamente
continua, p é umae medida regular ndo negativa em [0,1], e v : [0,1] = R"™ ¢é

mensurdvel, que satisfaz as condigées

—p(1) - / ydp € Bpg(a*(1)) (7.2.8)
0,1

(=5(t)), 8(t)) € DH(t,2*(t), p(t) + / )+

[o,¢] - (7.29)

e- k- (1+|p(t)] + u([0,1))B™, te[0,1]-qs.
v(t) € 8F Ax(t,z*(t)), u —q.s. (7.2.10)
Supp(p) C {t €[0,1]: Ax(t,z*(t)) =0} (7.2.11)
((t), —p(t) - / ~ydu, ([0, t])) € D.(t), t € [0,1] - qs. (7.2.12)
(0.t[

onde h(t) = H(t,z*(t),p(t) + f[O,t[ vdp), e k é uma constante positiva.

Demonstragao.

Passo 1. A optimalidade de (z*,y*, z*), onde y* = 2* = 0, para o problema (R.),
permite afirmar a existéncia de

e um escalar A > 0,
e uma funcio (p, p2,ps) : [0,1] = R**+!+! absolutamente continua,
¢ uma medida regular u em [0, 1] ndo negativa, e

¢ uma fungio (v,72) : [0, 1] = R**! mensur4vel,
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tais que se verificam as seguintes condigoes

A+pu([0,1) >0 (7.2.13)
(-p(t), —Ifz (t), —ps(t), £%(¢),0,0) (7.2.14)
€ 0H,(t,z*(t),0,0,5(t), p2(t),p3(t)) t€]0,1] —qs.
(v(#), 12(8)) € F,r(t,z*(1),0) n—qgs. (7.2.15)
Supp(p) C {t € [0,1] : r(t,z*(t),0) = 0} (7.2.16)
— (1) —v(1)u({1}) € AoLg(z*(1)) (7.2.17)
= P2(1) — 72(1)u({1}) € A0, K] (7.2.18)
—ps(1) = A (7.2.19)
p2(0) =0 (7.2.20)

onde
T(t’xay) = Ax(t, x) =Y

p(t) = p(t) + / Ydp,

0,

P2(t) = p2(t) + /[ ¢ Tadp,

e H, designa o hamiltoniano correspondente a F..

Passo 2. O facto da fungdo H ndo depender de y nem de z tem como consequéncia
que os elementos pertencentes a H tenham as segundas e terceiras componentes
sempre nulas. Desta forma, a incluséo hamiltoniana (7.2.14) implica que

pa(t) = p3(t) =0, te [01 1] = q.8..
Verifica-se entdo que

p2(t) =0, Vte[0,1],
p3(t) =-}), Vi€ [0, 1]

Passo 3. Da definicio de r acima, conclui-se que todo o elemento (8,B2) €
OF,r(t,z,0) verifica as condigbes B € 9FAx(t,z) e By = —1. Assim, y(t) =
-1, u—q.s., e logo

P2(t) = u([0,¢]). (7.2.21)

Passo 4. Suponha-se que o escalar A ¢ nulo. As condigdes (7.2.18) e (7.2.21)
permitem concluir que

#([0,1]) =0.
Mas entdo ter-se-ia que A + p([0,1]) = 0, contrariando a condigio (7.2.13). Este

raciocfnio permite concluir que A > 0.

Passo 5. Uma vez que os elementos p, ps, ps, st e A podem ser definidos a menos de
um factor positivo, ir-se-4 considerar em seguida um escalamento destes elementos
de forma a que A = 1.
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Passo 6. Da defini¢do de r, do passo 3 acima, e das condigdes (7.2.15) e (7.2.16)
pode concluir-se que

V() € 8F Ax(t,z*(t) p—aqs., e
Supp(p) C {t € [0,1]: Ax(t,z*(t)) = 0}.

Passo 7. Sendo A igual a 1, a condigéo (7.2.8) obtém-se directamente de (7.2.17).

Passo 8. O passo 1 permite agora escrever que

(=p(2),0,0,£*(t),0,0) € H,(t,2*(t),0,0,5(t), p2(t), 1) t€[0,1] - q.s..
Desta condigdo conclui-se a existéncia de uma constante « > 0 tal que
(=5(t),&*(t)) € OH (¢, 2*(8), B(1)) +¢& - & (1 + |p(t)] + p((0,1]))B™" ¢ € [0,1] - g.s.,

que ndo ¢ mais do que uma versao relaxada da inclusio hamiltoniana das condigdes
necessérias de optimalidade de =* para (P).

Passo 9. Fixe-se agora um ponto ¢ tal que a condigdo (7.2.14) seja valida. Entio,
das propriedades do hamiltoniano resulta que

h(t) = He(t,2*(¢),0,0,5(), Ba(t), —1) = A(t) - 5*(2),

ou, ainda,
p(t) - (1 +w)(f +u) + 52(8)(1 + w)v — 0 < A(2),

expressio esta que € valida para todos os f € F(t,z*(t)), u € eB ", v € [~e,€),
w € [-%,5] e o € [l.(t,u,v,w),3¢L]. Tomando f = z*(t) e 0 = l.(t,u,v,w), esta
condi¢ao implica que

() - (1 + w)(#*(2) + u) + B2(t)(1 + w)v — (¢, u,v,w) < h(t),
0 que ap6s algum rearranjo resulta em
w-h(t) + (1 +w) p(t) - u+ (14 w) B (t)v < L (t, u, v, w), (7.2.22)

valida para todos os u € eﬁ", vE[-¢ce,ewe [_g, £].

Fixe-se agora (u,v,w) como acima e seja 7 > 0 qualquer. Da definicdo de I,
conclui-se a existéncia de um elemento (a,b,c) € D, (t), dependente de T, tal que

w-a—(1+wyu-b—(1+ww-c>L(¢tu,v,w) -7
Conjugando esta expressio com (7.2.22) obtém-se entdo que
(h(t) — a)w + (1 + w)(B(t) + ) - u + (1 + w)(Ba(t) + v < 7.
Fazendo agora 7 | 0 facilmente se conclui que

o, (t){(h(t) — a)w + (1 + w)(B(t) +b) - u + (1 + w) (B2 (t) + c)v} < 0.
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A arbitrariedade na escolha de (u,v,w) permite afirmar que esta desigualdade é
vélida para todo o (u,v,w) € B" x [-1, 1] x [-3,1].

Notando que 1 4+ w é sempre positivo, pode ainda concluir-se que

. . _ ' <
(a,b,cl)rgD;(t){(h(t) a,p(t) + b’pz(t) + C) (w7 ‘U,,’U)} = Oa

agora para todo o (w,u,v) € [-§, §] x eB" x [—€,€], conjunto este que contém uma

vizinhanca de (0,0, 0) elemento de R x R™ x R.

Esta desigualdade afirma a néo existéncia de qualquer hiperplano que separe o
ponto (h(t), —p(t), ~P2(t)) do conjunto D.(t). Uma vez que este conjunto é ndo
vazio, convexo e fechado, uma aplicagéo directa do teorema da separagio permite
concluir que

(h(t), —B(t), —P2(t)) € De(t).

A condigdo (7.2.12) obtém-se facilmente notando que os pontos ¢ para os quais a
condi¢do acima é satisfeita constituem um subconjunto de [0,1] de medida total,
substituindo 7(t) por p(t) + f[O,t[ vdp e pa(t) por —u([0, t[), como visto. Desta forma
fica concluida a demonstracio deste resultado. O

7.3 Demonstracao do teorema 7.1.1

Seja agora uma sucessao {e;} com ¢; | 0. Considere-se ainda para cada i o problema
(Re;). O lema 7.2.5 permite afirmar que para cada i suficientemente elevado existem

e uma fungdo p; : [0,1] = R" absolutamente contfnua,
¢ uma medida regular ndo negativa y; em [0,1], e

e uma fungio v; : [0,1] - R"™ mensursvel,

tais que as relagGes (7.2.8)-(7.2.12) séo satisfeitas, substituindo ¢ por ¢; e (p, u, v)
por (p;, i, %i)-

A demonstragio do teorema 7.1.1 é agora obtida por um processo de extraccido
sucessiva de subsucessdes quando i — 00, apresentado em seguida. De forma a

simplificar a notagdo, as sucessivas subsucessdes que vio sendo consideradas nio
serao alvo de indexagao.

Passo 1. O facto das medidas p; serem limitadas em [0,1] permite afirmar, even-
tualmente considerando uma subsucessdo, que existe uma medida nio negativa pu
em [0,1] tal que

fracamente™

pi ———

Uma vez que a condigéo (7.2.11) se verifica ao longo de toda a sucessio conclui-se
entio que esta mesma condigdo se verifica no limite.

Passo 2. Notando agora que a condigdo (7.2.10) ¢ satisfeita para todo o i e aten-
dendo as propriedades da multifun¢ao (¢,z) — 8} Ax (¢, z), o teorema 2.4.3 permite
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afirmar, eventualmente ap6s consideragdo de uma nova subsucessio, a existéncia de
uma funcio v : [0,1] & R™, mensuravel, que satisfaz

fracamente*

Yitki YW,
7(t) € a:AX(t: x*(t))’ u—q.s..

Passo 3. As propriedades do subgradiente limite de g, o facto desta fungio ser
Lipschitz contfnua, as condigdes sobre as fungdes 7; e a condigio (7.2.8), que &
satisfeita para todo o i, permitem concluir que {p;(1)} ¢é limitada. Uma aplicagio do
teorema 2.4.2 permite afirmar que existe uma fungio p : [0, 1] - R", absolutamente
contfnua, tal que, eventualmente considerando uma subsucesso,

fortemente
%

As propriedades do gradiente generalizado, o facto do subgradiente limite ter grafo
fechado, e o passo 2 acima, permitem concluir que no limite a condigdo (7.2.8) é
satisfeita e também que

(=p(t),*(t)) € BH(t,2*(¢),5(t)), t€[0,1] - qs..

Passo 4. Para terminar a demonstragio do teorema, falta ainda demonstrar a con-
di¢do (7.1.1). Uma vez que a condigdo (7.2.12) é satisfeita para todo o 4, facilmente
se conclui que no limite se tem

((t), =p(2), ([0, ) € (] Ds(t) (7.3.1)
>0

para todo o t € [0,1] — q.s.. Mais uma vez f(t) representa a quantidade p(t) +
f[o,t[ Ydu. Seja agora ¢ € [0,1] tal que (7.3.1) é valida. Suponha-se que para tal ¢ a
inclusédo

(h(t), —5(t), ([0, 2])) € Dg(t,*(t),0) (7.3.2)
néo se verifica. O facto de d¢(¢, z*(t), 0) ser um conjunto convexo e fechado permite
afirmar que existem (o, a2, 03), elemento de R1+7+1, ¢ 8 > 0, tais que

(a1’a2aa3) ' (h(t)7 _ﬁ(t)7 /-"([Ort[)) > (al,a2aa3) : (a7 b, C) +8

para todo o (a,b,c) € d4(t,z*(t),0). A relagio entre o gradiente generalizado e a
derivada direccional generalizada permite ainda escrever que

¢0((t,.'l7*(t),0); (a11a2,a3)) = {(01,02,(13) : (a’ bic)}'

max
(a,b,c)€do(t,z*(t),0)

Destas duas expressdes pode concluir-se que (o, as, as) e 8 > 0 sdo tais que

(01,02, 03) - (h(2), —P(t), 1([0,2D) > 6°((¢,2* (), 0); (1, a2, 03)) + B.

A semicontinuidade superior da derivada direccional generalizada garante a exis-
téncia de um escalar 6, > 0 tal que

(alaa2,03) : (h(t), _ﬁ(t)’ I"([O’t[)) > ¢0((3ay""); (01,02, az)) + g
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para todos os (s,y,r) € (t,2*(t),0) + 6B x 6,B" x 26,B, tais que 0 < s < 1.
Voltando a utilizar a relagio entre derivada direccional generalizada e gradiente
generalizado, esta wltima condigio pode ser escrita da seguinte forma

(e, 22,03) - ((8), =50, u(01D) > sup {(ar, ) 0,90} + 2, (7.89)
(a,b,c)€G(t)

onde o conjunto G(t) é dado por

G(t) ={(a,b,c) € 8¢(s,y,7): 0<s< 1,
(8,y,7) € (t,z*(t),0) + 6,B x 6;B" x 26,B}.

A expressdo (7.3.3) afirma que é possivel separar estritamente, por intermédio de um
hiperplano, o elemento (h(t), —5(t), #([0,t])) do conjunto do conjunto G(t). Segue-
se entdo que

(h(2), -p(t), u([0, 1)) ¢ TBG(2).

Uma vez que T0 G(t) = Dj, (t), esta condigao contradiz a expressio (7.3.1). Conclui-
se assim que a inclusdo (7.3.2) & valida, para todo o ¢ pertencente a um subconjunto
de [0, 1] de medida total.

Notando agora que as fungdes

t = u([0,t])

¢t p(t) +/ vdp

0.t

sao contfnuas & esquerda e relembrando que o gradiente generalizado possui grafo
fechado, pode concluir-se que o facto da condigao (7.3.2) ser vélida num subconjunto
de [0,1] de medida total implica que esta condigio seja ainda vélida para todo o
telo,1.
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Capitulo 8

Funcao Valor Estendida

Neste capitulo é apresentada uma defini¢do alternativa para a fungdo valor em
problemas com restri¢ées de estado. Esta nova, fungao ¢ designada por funcio valor
estendida e, tal como a funcéo valor habitualmente usada, é definida como o custo
6ptimo de uma familia de problemas que inclui, como caso particular, o problema
original.

A familia de problemas aqui considerada est4 parametrizada por trés elementos. Os
dois primeiros caracterizam a condicdo inicial de cada problema, tal como é habitual
na definicdo de funcGes valor. A diferenca entre a fungéo valor estendida e a fungio
valor habitualmente considerada reside na consideragdo do terceiro elemento da
parametrizacdo. Este elemento caracteriza o grau de satisfacio da restricio de
estado a que tém de obedecer as trajectérias admissfveis para cada problema. Esta
nova fungéo valor constitui uma generalizacio da fungdo valor classica na medida
em que esta Gltima se obtém tornando nulo o terceiro elemento parametrizador.

Ap6s a definigio da fungio valor estendida, é efectuada uma anslise das suas pro-
priedades elementares, nomeadamente as relacionadas com a sua, monotonia quando
avaliada ao longo de traject6rias admissiveis.

Em seguida, sob uma qualificacdo das restri¢Ges semelhante as que tém sido propos-
tas na literatura, demonstra-se que a fungdo valor estendida é Lipschitz contfnua.
Mostra-se também que a fungio valor estendida satisfaz uma equacao generalizada
de Hamilton-Jacobi sempre que for localmente Lipschitz contfnua. E ainda apresen-
tado um resultado que relaciona multiplicadores normais das condicOes necessarias
de optimalidade com gradientes da fungéo valor estendida.

Em todo este capitulo considera-se o problema de controlo 6ptimo com restrigoes
de estado apresentado no capitulo 3. Como entéo, este problema é designado por
(P). Supde-se ainda que a restri¢io de estado se encontra representada na forma
Ax(t,z(t)) < 0 e consideram-se validas as hip6teses sobre os dados do problema
formuladas no capftulo 5, no que respeita 4 dindmica e & funcdo objectivo. O
conjunto X C [0,1] x R” continua a supor-se fechado.
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8.1 Familia de problemas e funcao valor estendida

Seja (s,y,7) um elemento de [0,1] x R" x R e considere-se a seguinte famflia de
problemas, parametrizada por tal elemento.

(Pa,y,r) min  g(z(1))

sujeito a:
#(t) € F(t,z(t)), te€[s,1]-qs., (8.1.1)
z(s) =y, (8.1.2)
Ax(t,z(t)) < max{0,r,Ax(s,y)}, Vt € [s,1]. (8.1.3)

A fung8o valor estendida ser a fungdo V : [0,1] x R® x R = RU {400} definida
por V(s,y,r) = inf{P,, ,}.
Em seguida sdo enunciados e demonstrados alguns resultados sobre propriedades

da fungdo valor estendida. Alguns destes resultados nio sio mais do que meras
extensOes de resultados j4 existentes sobre a fungio valor.

Lema 8.1.1. Para qualguer (z,r) € R™! tem-se que V(1,z,7) = g(z).

Lema 8.1.2. Seja (s,y) € [0,1] x R™ qualguer. Entdo a funcdo r — V(s,y,r) €
decrescente.

Demonstragao.

Este resultado é uma consequéncia directa do facto de todo o z admissfvel para
P(,,y,r) também ser admissivel para (Ps,y,r), para qualquer 7' > r. 0

O resultado seguinte estabelece um principio de programagdo dindmica para a fa-
milia de problemas (P, ,,). E de notar o facto deste princfpio apenas ser valido
quando a condigdo inicial (s,y,r) satisfaz a condigio r > Ay (s, ).

Lema 8.1.3. Seja (s,y,7) tal que r > Ax(s,y). Seja x admissivel para (P, ).
Entio, para qualquer t > s tem-se que z),., € admissivel para (Pm(t),,). Conse-
quentemente, a fungdo ¢t — V(t,x(t),r) € crescente em [s, 1].

Demonstragio.

Seja (s, y,) como suposto e seja & admissfvel para (Ps,y,r)- A condigior > Ax(s,y)
implica que Ax(r,z(r)) < max{r,0}, para todo o 7 € [s,1]. Logo, para qualquer
t € [s,1] tem-se que Z|,,,,y € admissfvel para (P, ;) ). A segunda conclusio & agora
uma consequéncia imediata. O

Corolério 8.1.1. Seja (s,y,r) tal quer > A x(8,y). Seja z* solugio de (Ps,y,r)-
Entdo, a fungdo t — V (t,z*(t),r) € constante em [s,1].
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8.2 Qualificagao das restrigoes de estado

A fungéo valor estendida V/, anteriormente definida, nio é necessariamente finita,
pois, sob as hip6teses consideradas, poderdo existir condigdes iniciais (8,y,7) para
as quais o problema (P, , ) nio tenha traject6rias admissiveis. Pode também
acontecer que o dominio de V/, isto &, o conjunto de pontos em que V é finita, tenha
interior vazio, ou ainda que a restricio de V ao seu domfnio nio seja continua.

Repare-se que estas observagdes também se aplicam, em geral, A funcédo valor habi-
tualmente considerada.

Apresenta-se em seguida uma qualificagio das restri¢des de estado e mostra-se que
tal condigdo é suficiente para a Lipschitz continuidade da fung¢io valor estendida.

(QR) Existem >0, ¢ > 0, p > 0 e uma fungio o : [0,1] x R® — R™, continua e
satisfazendo a(t,z) € F(t,z) V(t,z), tais que

Vr20 VY(tz) € (B(X,r)nB(8(B(X,r)),n)N]0,1[ x R
tem-se que B((t + s,z + sa(t, z)),sp) C B(X,r) Vse€ 10,4].

Nesta expressao, B(Z, §) representa o conjunto {z : dz(z) < 8}.

Esta qualificagio das restricdes constitui de alguma forma uma extensio daquela
proposta em [FR99] (e referida na secgio 4.5), pois permite considerar diferentes
niveis de satisfacio das restricdes de estado, niveis esses determinados pelo para-
metro r acima. O seguinte teorema garante a existéncia de trajectorias préximas
admissiveis para a famflia de problemas (Ps,y,r), supondo valida esta qualificacio
das restriges.

Teorema 8.2.1. Suponha-se vdlida a qualificacio das restrigées (QR). Entdo, exis-
te K > 0 tal que para quaisquer (s,y,r) € [0,1) x R™*! e z, trajectéria de F em
[5,1] com z(s) = y, existe z, trajectéria de F em [5,1] com 2(s) =y, verificando

max Ax(t,2(t)) <m

te(s,1)
b |2(2) — 2(t)] < Kmax{trg[g]{Ax(t,x(t))} - m,0}

onde m = max{0,r, Ax(s,y)}.

Demonstracao.

Este teorema é uma consequéncia directa do teorema 4.1 de [FR99], apresentado
aqui na proposig¢ao 4.5.1. O

Teorema 8.2.2. Suponha-se vdlida a qualificacdo das restricées (QR). Entdo a
funcdo valor estendida é Lipschitz continua.

A demonstracgao deste teorema é uma consequéncia imediata dos trés lemas que em
seguida se enunciam e demonstram.
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Lema 8.2.1. Seja (s,r) € [0,1] x R qualquer. Entio a fungio y — V(s,y,r) é
Lipschitz continua em R™.

Demonstragio.
Seja (s,y) como acima e sejam y;,y2 € R™.

Definam-se m; = max{0,r,Ax(s,y1)} e my = max{0,r,Ax(s,y2)}. Note-se que
my <ma + |y1 — 3.
Seja z1 uma solugdo de (P, 4, ). Uma aplicagio do teorema 2.4.1 garante a exis-

téncia de z3, trajectéria de F' com z3(s) = g3, tal que

t) — 23(t)| < e*F |y, — o).
tg}i’ﬁlxl() z(t)| < € |y1 — o

Se max;¢[,,1) Ax (¢, 22(t)) < my, entdo z, & admissivel para (Py,yz,7), concluindo-se
que

V(s,y2,7) < 9(22(1)) SV (s,01,7) + kge*¥ |y1 - yo).
Caso maxe(,,1] Ax (t, 22(t)) > mg, uma aplicagio do teorema 8.2.1 assegura a exis-

téncia de z;, admissfvel para (P, 4, ,) tal que

[max |z2(t) — 22(t)| < K (tgl[g]{Ax(t, z(t))} — ma).

Segue-se facilmente que

o |z2(t) — 2z2(2)] < (K(1 + €¥F))jy1 — gal.

Uma aplicagdo da desigualdade triangular permite concluir que

V(8,y2,7) S V(s,41,7) + ky(€*" + K (1 + €*7)) [y — g

Partindo agora de uma solugio de (Ps,ya,r) € aplicando um raciocinio analogo
demonstra-se ¢ pretendido. [

Lema 8.2.2. Seja (y,r) € R™*! qualguer. Entio a fungio s — V(s,y,r) é Lipschitz
continua em [0, 1].

Demonstracdo.
Sejam (y,r) como acima, e 3y, 3, € [0,1].

Definam-se m; = max{0,r,Ax(s1,4)} e my = max{0,r, Ax(sz,y)}. Note-se que
my < ma + sy — 8.
Sem perda de generalidade, suponha-se que 8; < 8. Seja x; solugio de (Psy y,r)-
Uma aplicagdo do corolério 8.1.1, as propriedades de F, e 0 lema acima, permitem
concluir que

V(s1,¥,7) < V(s2,y,7) + koky|s2 — 8],

onde k; & a constante de Lipschitz assegurada pelo lema acima.
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Aplicando novamente o teorema 2.4.1 conclui-se que existe 2, trajectéria de F em
[s2,1] com z3(s2) =y, tal que

max [22(t) — z1(t)| < e¥F|z1(s2) — y| < €4k, |3y — 54).
t€[s2,1]

Se zy for admisstvel para (P,, 4 ) entdo conclui-se imediatamente que
V(s2,y,7) < 9(22(1)) S V(31,u,7) + kge* kys2 — 51].

Caso contrério, uma aplicagdo do teorema 8.2.1 garante a existéncia de z, admis-
sivel para (P, 4.r), tal que

- < ~my).
JJax [2(t) wz(t)l_K(tén[agﬁ]{Ax(t,zz(t))} ma)

Notando que max;e[s, 1) Ax (2, 22(t)) < my + e*Fky|sy — 51/, conclui-se facilmente
que
V(s2,y,1) S V(s1,9,7) + (K + (1 + K)(e* + ky))|s2 — 3],

ficando demonstrado o resultado. O

Lema 8.2.3. Seja (s,y) € [0,1] x R® qualquer. Entio a fungdo r — V(s,y,r) €
Lipschitz continua em R.

Demonstragio.
Sejam (s,y) como no enunciado e 1,75 € R quaisquer.

Definam-se m; = max{0,r1,Ax(s,y)} e mg = max{0,72, Ax(s,y)}. Note-se que
my <ma+|ry — 7o

Sem perda de generalidade, suponha-se que ry < ;. Entéo, do lema 8.1.2 conclui-se
imediatamente que
V(37 Y, 7'1) S V(S, v, 7'2)'

Seja z; uma solugio de (Ps,y,r1)- Se z; for admisstvel para (Ps,y,r;) entdo
V(S,y, 7'2) S V(s’y:rl)‘

Caso contrério, uma aplicagdo do teorema, 8.2.1 garante a existéncia de z,, admis-
sivel para (P, , ., ), tal que

ma 218~ 22(6)| < K(max {Ax(t,21(0)} - ma).
Segue-se que max;e(,,1) |21 (t) — 22(t)| < K|r; — 13/, do que se deduz que
V(s,y,72) < g(z2(1)) < V(s,4,71) + koK1 — 12,

demonstrando o pretendido. O
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8.3 Equac¢ao de Hamilton-Jacobi e condi¢es de op-

timalidade

Nesta seccdo assume-se que a fungéo valor estendida é localmente Lipschitz continua.
Neste caso, é possfvel concluir que a fungdo valor satisfaz uma equacio de Hamilton-
-Jacobi, semelhante aquela demonstrada no capftulo 5 para o caso de funcdes de
verificagdo Lipschitz contfnuas. Tal como entdo, esta equacdo ¢ valida apenas em
condigBes iniciais tais que Ax(s,y) < r. No entanto, no caso da fungdo valor
estendida é ainda possfvel mostrar que uma das desigualdades de Hamilton-Jacobi
permanece vilida mesmo quando Ax(s,y) =r.

Teorema 8.3.1. Seja (s,y,7) €]0,1] x R"™1. Ser > Ax(s,y) verifica-se que

0 (=1 — <
ver%e().a)fy)V ((s,y,7);(-1,-v,0)) < 0. (8.3.1)

Ser > Ax(s,y) tem-se ainda que

0 (-1, - > 0. 3.
verg?gfy)V((s,y,r),( ,=v,0)) >0 (8.3.2)

Demonstragdo.

A demonstragdo deste teorema é em tudo semelhante & demonstragdo apresentada
para o teorema 5.4.2, uma vez que o lema 8.1.3 e o corolério 8.1.1 asseguram agora
as propriedades de V' que entdo o lema 5.4.2 assegurava para a fungédo de verificagio
¢. A tnica diferenca reside no facto de agora ser possivel estabelecer a desigualdade
(8.3.2) mesmo em pontos onde r = Ax (s,y). Tal possibilidade resulta directamente
da validade do corolario 8.1.1 para tais condigdes iniciais O

Uma consequéncia da Lipschitz continuidade da fungdo valor estendida ¢ a calma
do problema (P). De facto, sendo a > 0, o problema P(a), considerado no capftulo
9, nao ¢ mais do que o problema (P s, ), concluindo-se entdo que

inf{P(a)} = V(0,20,a) > V(0,20,0) — Ka = inf{(P)} - Ka,

onde K é constante de Lipschitz de V. A implicacio contréria nio é de um modo
geral verdadeira, como se pode constatar pelo exemplo seguinte.

Exemplo 8.3.1. Considere-se o seguinte problema

min  z,(1) — 2z5(1)
sujeito a:
(£1(t),%2(t)) € F, te([s, 1] -qs.,
(21(0),22(0)) = (0,-1/2),
(z1(t),z2(t)) € X, Vte(0,1],
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onde
F:{(u,’u) €R2 : U2+'U2 <Lu<0,v Zo}a
X={(yg,2)€eR®: z<y ouz> -y}

Facilmente se conclui que o custo éptimo do problema é -—325. Sendo agora r > 0
e substituindo a restrigio de estado acima por

Ax(z1(2), z2(t)) > 1,

pode também concluir-se que o custo dptimo do problema que assim se obtém é, para
r suficientemente pequeno, dado por

-5 (1—\/%+27‘2) - V2r.

Desta expressio conclui-se que este problema é calmo. No entanto, a fungdo valor
estendida para este problema ndo é Lipschitz continua. Para verificar tal afirmagdo
basta considerar o problema que se obtém substituindo a condigio inicial por

(21 (0)1"1:2(0)) = (—61 _1/2))

onde € > 0 € suficientemente pequeno; o custo dptimo de tais problemas serd —3¢;
basta agora fazer € — 0 para concluir a ndo continuidade da funcio valor.

8.4 Gradientes da fungio valor e multiplicadores

O resultado que se apresenta em seguida estabelece uma, relagio entre um multipli-
cador normal das condigGes necessérias de optimalidade e o gradiente generalizado
da funcdo valor estendida, a qual se supde localmente Lipschitz. A relagio aqui
apresentada é semelhante & obtida no capftulo 7, ento no caso de fungdes de veri-
ficagdo.

Teorema 8.4.1. Seja z* solugdo de (P) e suponha-se que & fungdo valor estendi-
da € localmente Lipschitz continua. Entdo, existe um multiplicador das condigées
necessdrias de optimalidade (1, u,p) que verifica as condigdes

(h(t), -p(t) - /[0 " vdp, —u([t,1])) € OV (¢, 2*(t),0) Vt€]o,1[, e  (84.1)
(hd(t)a —p(t) - /[. q 7dﬂ'1 _/-‘(]t5 1])) € aV(t7 a:*(t),O) Vie ]0’ 1[, (842)

»

onde h(t) e hq(t) se definem por

B(t) = H(t, z(t), p(t) + /[ REON

ha(t) = H(t,2(t), p(t) + /[ 14

»
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As semelhangas entre este resultado e o teorema 7.1.1 permitem efectuar uma de-
monstragéo seguindo um procedimento anslogo ao empregue para demonstrar tal
teorema. Assim, a demonstragdo apresentada em seguida é propositadamente su-
cinta, de forma a nao repetir argumentos semelhantes aos anteriormente utilizados.

Demonstracio.

Passo 1. Tal como no teorema 7.1.1, facilmente se conclui que a condigdo (8.4.2)
se obtém directamente da condigdo (8.4.1).

Passo 2. Escolha-se £ > 0 qualquer.
Defina-se a multifungdo D, : [0, 1] =3 R1+"+! por

De(t) =6 {(a,b,c) € 9V (s,y,) : s €[0,1],
(8,9,7) € (t,2*(t),0) + B x €B" x 2¢B}.

Para (t,u,v,w) € [0,1] x R**!+1 defina-se a funcdo I, por

lE(t’ u,v, w) = {(a, ba C) : (’l.lJ, _(1 + w)u’ _(1 + w)v)}.

max
(a,b,c)€D. (t)
Defina-se também a multifungio F; : [0,1] x R*+1+1 3 Ro+1+1 da seguinte forma

F(t,z,y,2) ={(1 + w)(f +u),1 + w)v,n) : f € F(t,x),
——;-Swsg, uEeﬁn, -e <v<g,

le(ti u’ U’ w) S 17 S 36L}1

onde a constante L > 0 ¢ tal que V¢ € [0,1], ¥m € D,(t), |m| < L.

Considere-se agora o seguinte sistema dinamico, definido no intervalo [0,1],

(£(2),5(1), 2(t)) € Fe(t, (2),y(2), 2(2)), t € [0,1] - g.s.,
Ax(tz(t)) - y(t) <0, Vvt € [0,1],
(8)  2(0) = =o,
z(0) =0,
(2(t), y(t), 2(t)) € (z*(¢),0,0) + eB™ x B x ¢B, Vt € [0,1].

Passo 3. Por semethanca com a demonstragdo do teorema 7.1.1, conclui-se que o
lema 7.2.1, que sintetiza as propriedades da multifungao que caracteriza a dindmica
de (S;), continua valido.

Passo 4. E também possivel concluir que todo o (z,y, 2) trajectéria de (S, ) satisfaz
a relacao
V({1,2(1),y(1)) + 2(1) > V(0, 0, y(0)). (8.4.3)

O facto de (z*,y*, 2*), onde y* = 0 e z* = 0, ser uma trajectéria de (S;), bem como
as propriedades da fungédo valor estendida V, permitem afirmar que (z*,y*,z*) &
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solugdo do problema de controlo 6ptimo (R, ), definido como

(Re) min J(z,y,2) = g(z(1)) + 2(1)

sujeito a:
(z,y, 2) é trajectéria de (S;),
y(0) = 0.

Passo 5. A condigdo (8.4.3) permite concluir que o problema (R:) é localmente
calmo de constante K, onde K € uma constante de Lipschitz de V em T(z*;e) x
[—e, €]
Passo 6. Os dois pontos acima permitem afirmar a existéncia de

e uma fungéo (p, pz,p3) : [0,1] - R**+1+! absolutamente continua,

e uma medida regular 4 em [0, 1] ndo negativa, e

¢ uma funcéo (v,72) : [0,1] = R**! mensuravel,

que verificam as condi¢des
m[0,1) < K (8.4.4)
(—f)(t), _152 (t)a _ﬁ3 (t)’ "t*(t)’ Oa 0)

i (8.4.5)

€ 0H,(t,z*(t),0,0,5(t), p2(t), p3(t)) te]o, 1] —q.s.
(v(8),72(t)) € O, r(t,2*(),0) 1~ qs. (8.4.6)
Supp(p) C {t €[0,1]: r(t,z*(t),0) = 0} (8.4.7)
= (1) - y()u({1}) € drg(*(1)) (8.4.8)
- 12(1) - p(Mu{1}) =0 (8.4.9)
-ps(l) =1 (8.4.10)

onde
r(t,z,y) = Ax(t,z) —y,
50 =p(0)+ [ vda,

0,1
Ba(t) = palt) + / yadp,
[0,¢]

e H, designa o hamiltoniano correspondente a F.

Passo 7. Analisando as condicdes estabelecidas no ponto acima, e argumentando
de forma anéloga ao efectuado na demonstragdo do lema 7.2.5, pode concluir-se
facilmente que p(t) = u([t, 1)), ps(t) = —1, assim como
v(t) € 8 Ax(t,z*(t)) p-qs., (8.4.11)
Supp(s) C {t € [0,1] : Ax(t,z*(t)) = 0}, (8.4.12)
(—p(t),2*(t)) € OH(t, z*(t), p(t))+
—on (8.4.13)
e-x-(1+|p(®) +p(0,1]))B™, tel0,1]-gqs.,
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onde k é uma constante positiva. Argumentando ainda como na demonstragio do
lema 7.2.5 pode também concluir-se que

(h(2), —B(t), —P2(t)) € De(t) te€[0,1] - qs., (8.4.14)

onde h(t) = H(t,z*(t), p(t)).

Passo 8. Considere-se agora uma sucessdo {&;} com ¢; | 0 e, para cada i, o
problema (R,,). Do exposto acima pode concluir-se a existéncia, para cada i, de

e uma funcgdo p; : [0,1] & R™ absolutamente continua,
e uma medida regular ndo negativa y; em [0,1], e

e uma fungio 7; : [0,1] & R™ mensurével,

tais que as condigdes (8.4.8), (8.4.11) -(8.4.13) e (8.4.14) sdo satisfeitas, substituindo
€ por €; e (p,,7y) por (pi, 1i,7;). Notando que as medidas }4; sdo uniformemente
limitadas (pela constante K mencionada no passo 5), um processo de extraccao de
subsucessGes garante a existéncia de

¢ uma funcdo p: [0,1] = R" absolutamente continua,
¢ uma medida regular nio negativa y em [0,1], e

¢ uma funcio v : [0,1] = R™ mensuravel,

tais que as condigGes (8.4.8), e (8.4.11) -(8.4.13) séo satisfeitas. Argumentando
como na demonstragdo do teorema 7.1.1 pode ainda concluir-se que a condicio

(h(2), =p(2), —n([t, 1)) € BV (¢,2*(¢),0) Vte€]o,1]

é satisfeita, ficando assim demonstrado o teorema. O
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Capitulo 9

Controlo Optimo Impulsional

Neste capftulo ¢ apresentado o problema de controlo 6ptimo impulsional que sera
alvo de estudo neste trabalho.

E introduzido um conjunto de conceitos e nogoes que permitem uma definigio ade-
quada da inclusdo que caracteriza a dindmica impulsional considerada. Sio também
apresentados alguns resultados sobre propriedades das trajectérias dinamicamente
admissfveis, que sdo relevantes para o estudo aqui desenvolvido, bem como condigdes
necessarias de optimalidade para este problema. existentes na literatura.

9.1 Problema abordado

O problema de controlo éptimo impulsional abordado neste trabalho pode ser for-
mulado da seguinte forma

(P) min h(z(1))

sujeito a:
dz(t) € F(t,z(t))dt + G(t, =(t)u(dt), tel0,1], (9.1.1)
neK, (9.1.2)
z(0) = zo. (9.1.3)

Aqui, F': [0,1] x R* =3 R" ¢ uma multifuncio e G : [0,1) x R™ = R™*? um vector
de multifungGes. A fungio h: R® — R caracteriza o custo do problema, que apenas
depende do valor final do estado, e o elemento z, € R" representa o estado inicial.
K & o subconjunto do espago de medidas regulares C*([0,1]; R?) constituido pelas
medidas p tais que u(A) € K, para todo o A C [0, 1] de Borel, e onde K C R? é um
cone positivo, convexo, fechado e contendo a origem. Aqui, e por forma a simplificar
a exposigao, ndo ¢ feita qualquer distingdo entre os elementos de C*([0,1];R?) e as
medidas de Borel que os representam. O conjunto X ¢ por vezes representado por
c*([o,1]; K).
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Esta formulacio, apresentada em [PS00] no ambito da derivagdo de condigbes ne-
cessirias de optimalidade, constitui uma generalizagdo para o caso vectorial de
dinamicas descritas por inclusdes diferenciais com medidas, descritas em [SV9eg],
[SV97] e [PSV98]. Uma das caracteristicas mais relevantes desta formulagio advém
do facto do termo que caracteriza a dinamica impulsional ser dependente do estado
e de, simultaneamente, serem consideradas medidas vectoriais, isto sem que sejam
impostas quaisquer condi¢des de comutatividade sobre os campos vectoriais defini-
dos pelas colunas da multifungdo G. Esta formulagio, como realcado em [PS00],
é, por um lado, bastante geral, mas necessita que a nogao de trajectéria admissivel
seja convenientemente definida.

9.2 Reparametrizagao associada a uma medida

Uma das formas habituais de abordar problemas de controlo impulsional consiste
em efectuar uma mudanca de varisvel independente, de modo a que as trajectérias
dinamicamente admissiveis sejam absolutamente contfnuas, quando expressas como
funcdo dessa nova varisvel. Esta abordagem, inicialmente desenvolvida em [Ris65],
tem sido utilizada em diversos trabalhos, tais como [SV96), [SV97] ou [PS00]. Tal
abordagem é habitualmente designada por reparametriza¢do da varidvel indepen-
dente e ser4 também utilizada neste trabalho. A forma de definir a nova variavel
independente aqui utilizada é semelhante a empregue em [PS00].

Seja [a, b] um intervalo real, e considere-se y € C*([a,b]; K) como acima. Defina-se
a medida escalar positiva i como sendo a medida de variagdo total associada a u,
isto &, i(dt) = 3°1; p*(dt), uma vez que o cone K & positivo. Aqui, gt i=1,...,q,
representam as componentes da medida u. Definam-se também M : [a,b] > K e
7n: [a,b] = R por

M) = { Jiazy1(ds) ¥t € ]a,b]
0

set=a,
q .
n(t)=t-a+) M),
=1

Seja também a funcéo 6 : [0,7(b)] - [a, b] definida por

0(s) = sup{t € [a,}] : n(t) < s). (9.2.1)
Sejam ainda {t;})_; (onde N € No U {+00}) uma enumeragio dos 4tomos de i e,
para cada j, S; = 6-1({t;}).

A fungéo ), definida acima, designa-se por reparametrizagio associada & medida, .
Toda a fungéo (8,) : [0,n(b)] = R x R? onde & como acima e «y satisfaz

{ M(6(s)), se 0,70\, S;,
v(s) =

\ . rs _ (9.2.2)
M(t7) + frl(t’.—) vj(o)da, 8 € §;, para algum j
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onde para cada j, v; ¢ uma fungso de S; em K que satisfaz as condigdes

ivj"(a) =1, S;-gqs, (9.2.3)
i=1
[, vitodo = wits, (9.2.4)

é designada por fecho grafico da medida u. No exposto acima, sempre que tal
apareca, considera-se que a™ significa a.

E facil concluir que a funcio de reparametrizagdo associada a qualquer medida
# € C*([a, b]; K) esta bem definida e que existe sempre um fecho grafico (8,7). De
facto, no caso vectorial (q>1), para cada medida com &tomos existirdo sempre uma,
infinidade de fechos graficos a ela associados.

A principal diferenga entre a reparametrizagio acima definida e aquela empregue
em [PS00] consiste no facto de af ser efectuada uma normalizagio das fungGes de
reparametrizagdo de modo que o contradominio destas seja sempre o intervalo [0,1].

O seguinte resultado (ver proposi¢io 2.2 de [PS00] ou proposicio 2.1 de [SV97])
resume algumas das propriedades dos fechos graficos associados a uma medida.

Proposigdo 9.2.1. Sejam p € C*([a,b]; K), onde [a, b] ¢ um intervalo real e K é
UM cone como acima, e 1 a fung¢do de reparametrizagio associada a .

Seja (6,) um fecho grdfico de . Entio

1. 8 ey sdo fungdes Lipschitz continuas, ndo decrescentes e tais que
. q .
0(s) +3 %) =1, s€[0,n(b)] - qs.
i=1

2. Para qualguer f : [0,1] - R™, Lebesgue integrdvel, e qualquer S C [0,7(b)],
de Borel, tem-se que 8(S) é também de Borel e verifica-se que

/ £(6(s))8(s)ds = / f(t)dt.
) 8(S)

3. Para qualquer g : [0,1] - R™*9, y-integrdvel, e qualquer T C [a,d], de Borel,
tem-se que

.. s0)yeas = / o(t)u(d).
0-1(T) T

Seja {p:} C C*([a,b]; K) uma sucessio de medidas, tal que p; — p fracamente*.
Para cada i, seja (6;,7:) um fecho grifico de u;. Entdo, existe (6,7), fecho grdfico
de p, tal que para alguma subsucessio se tem que

(6i,7:) = (6,7) uniformemente,

(0i, %) — (6,4) fracamente em L.
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9.3 Trajectérias admissiveis

Nesta seccdo define-se o significado de trajectéria admissivel para a inclusdo dife-
rencial impulsional (9.1.1), sendo também apresentadas algumas propriedades que
resultam da definicdo utilizada. Os conceitos e resultados aqui apresentados seguem
os de [SV96] e de [PS00]. Por forma a tornar a notagdo mais leve, considera-se
sempre o intervalo [0, 1] para a definigdo da inclusio diferencial impulsional. Obvia-
mente que todas as definigSes e resultados abaixo se estendem para qualquer outro
intervalo, com as devidas alteracoes.

Definicao 9.3.1 (Trajectéria reparametrizada). Sejam zo € R® e uma me-
dida p € C*([0,1]; K). Seja ainda (6,7) um fecho grifico de p. A fungdo z €
AC([0,7(1));R™) designa-se por trajectdria reparametrizada de (9.1.1), correspon-
dente & condigdo inicial zo € ao fecho grdfico (6,7) de p, se for tal que

&(s) € F(6(s), 2(5))6(s) + G(8(s), 2(s))7(s), s € [0,n(1)] - qss., (9.3.1)
2(0) = xo, (9.3.2)
onde, como acima, 7 representa @ reparametrizacdo associada a . A expressio

(9.3.1) significa que ezistem f € L*([0,n(1)];R") e g € L'([0,7(1)]; R"%) tais que
f0 e g+ séo integrdveis e

#(s) = f(s)0(s) + 9(s)*(s), s € [0,n(1)] - gs.,
f(S) € F(O(S),Z(S)), s € [Ov 71(1)] —4q.,
9(s) € G(6(s), z(s)), s € [0,7(1)] — q.s..

A definicdo de trajectéria admissivel para a dinamica impulsional é dada pela no-
¢80 de solugdo robusta abaixo considerada. A nocio aqui utilizada constitui uma
extensdo directa para o caso de medidas vectoriais daquela introduzida em [SV98].

Contrariamente 3 defini¢éo introduzida em [PS00], a definicio de solucdo robusta
proposta neste trabalho néo entra em consideragio com a funcdo objectivo do pro-
blema. A definicdo de [PS00), ao considerar implicitamente uma minimizagdo da
funcdo objectivo, ndo é facilmente estendivel para situagOes em que se consideram
subintervalos de [0, 1], como ser4 frequente do decorrer do trabalho aqui apresenta-
do, nomeadamente no estudo de propriedades da fungédo valor

Definigéo 9.3.2 (Solugéo robusta). Sejam zo € R" e p € C*([0,1];K). A
fungdo z € BV*([0,1];R?) designa-se por solugdo robusta da inclusdo diferencial
impulsional (9.1.1), correspondente & condigdo inicial Zo e & medida u, se existirem
J:[0,1] = R", Lebesgue integrdvel, g : [0,1] & R™, i integrdvel, tais que

z(t) = zo +/0 f(r)dr + /[0 ] g(m)a(dr), vtelo,1],

z(0) = o,
.f(t) € F(t,z(t))a [O’ 1] - q.8.,
9(t) € G(t,z(t™); u({t})), B-—qs.,
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onde fi ¢ a medida de variagdo total de p e a multifungio G : [0, 1]xR* x K =3 R®
¢é definida por

{de(t) 1y € G(t, Z)}, se Iall =0,

all)—-y(0) . - .
Gt nsay = | LR £ 39 € Gu(a)3(0),

(0,7(3)) € Klss € [01 Iall] — a8,
¥(0) =270) = 0,1(lel) =a}, selaly > 0.

Agqui, |afy = 31, o, w:[0,1] = R? € a derivada de Radon-Nikodym de p relati-
vamente a fi, e K, € o subconjunto de R1* definido por

Ky ={(ro,7) €[0,1] x K : 7o +zq:r‘ =1}.

i=1

Novamente, 0~ significa 0.

Todo o elemento da forma (z,u), onde 4 € C*([0,1};K) e = € BV+([0,1];R")
é uma solugdo robusta de (9.1.1) correspondente a u, designa-se habitualmente
por processo admissivel para a dinamica impulsional descrita por (9.1.1)-(9.1.2).
BV+([0,1]; R*) representa o conjunto das funges de [0,1] em R" de variacdo li-
mitada e contfnuas & direita em ]0,1[. A variacio total de um elemento z €
BV*([0,1);R") é representada por ||z[lrv. A medida de Borel associada a um
elemento x € BV *([0, 1]; R™) representa-se por dz.

Tal como na definigdo de [PS00], para uma condigéo inicial zy e uma medida U, a
completa defini¢io de uma solugio robusta da dindmica impulsional necessita nio
86 da explicitacio de selecgdes das multifungées F e G, mas também da prépria
caracterizacio de G nos 4tomos de I, a qual tera de ser feita & custa de “controlos
adicionais”.

E de realcar que a nogao de solugdo robusta aqui proposta continua a gozar de
propriedades anélogas as da nogdo introduzida em [PS00], nomeadamente no que
respeita & relagdo entre solugSes robustas e trajectérias reparametrizadas e a propri-
edades de compacticidade, como se mostra nos dois resultados abaixo apresentados.

O seguinte resultado, ver [SV96] (teorema 4.1) e também [PS00], estabelece uma re-
lagdo de equivaléncia entre solugdes robustas e trajectérias reparametrizadas. Desta
forma, torna-se possivel, sob as hip6teses enunciadas, substituir o problema de con-
trolo impulsional (P) por um outro em que as trajectérias sao fungdes absolutamente
continuas.

Proposigio 9.3.1. Suponha-se que F ¢ G tomam valores conjuntos fechados, F
€ Lebesguex Borel mensurdvel e G é Borel mensurdvel. Sejam zo € R® e pu €
C*([0,1}; K) quaisquer, e n a funcio de reparametrizacio de p.

Seja = uma solugcdo robusta de (9.1.1), correspondente a zo e i. Entio eziste z,
trajectdria reparametrizada de (9.1.1), tal que

z(t) = z(n(t)), Vtelo,1). (9.3.3)
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Seja agora z uma trajectdria reparametrizada de (9.1.1), correspondente a zg e a
um fecho grdfico (6,7) de p. Entdo eziste x, solugio robusta de (9.1.1), tal que
(9.3.8) se verifica.

Sejam z uma solugdo robusta e z uma trajectoria reparametrizada de (9.1.1) tais
que (9.3.3) se verifica. Entdo tem-se que ||z||lrv < ||2||7v.

Seja (z,u) um processo admissfvel para (9.1.1)-(9.1.2). Diz-se que o elemento
(¥,6,7) € um processo reparametrizado de (9.1.1)-(9.1.2), correspondente a (z, ),
ou também que ¢ uma reparametrizagio de (z, u), se (6,7) for um fecho grafico de
4 e y for uma trajectéria reparametrizada de (9.1.1) correspondente a (6, ) tal que
a condicdo (9.3.3) se verifique.

Seja (z, 1) um processo admissfvel para (9.1.1)-(9.1.2) a que corresponde a repa-
rametrizagdo (y,0,7v). O fecho grafico de z, relativo a tal reparametrizacgio, é o
subconjunto de R!*+"

gr(z) = {(6(s),y(3)) : s € [0,n(1)]},
onde 7 é a fungdo de reparametrizagio associada & medida K.

Apresenta-se em seguida um resultado sobre propriedades de compacticidade de
conjuntos de solugbes robustas da equagio diferencial impulsional (9.1.1). Este
resultado é a extensdo natural para o caso de medidas vectoriais do teorema 5.1
de [SV96], e & de alguma forma anslogo & proposi¢do 2.5 de [PS00], mas agora
utilizando o conceito de solu¢ao robusta acima, introduzido.

Proposigao 9.3.2. Sejam F ¢ G como atrds e definam-se as multifuncées F; :
[0,1] x R® =3 R®, para i € N. Suponha-se que F', G e F;, i € N, tomam valores
conjuntos compactos e ainda que:

e F(t,") e Fi(t,), i =1,2,..., tém grafos fechados, Vt € [0,1];

* F(t,z) é convezo V(t,z) € [0,1] x R";

* G(-,) tem grafo fechado e G(t,z) é convezo Y(t,z) € [0,1] x R"*;

o F eF;,i€N, sio Lebesguex Borel mensurdveis ¢ G € Borel mensurdvel.
Suponha-se também que

o L({t: Fi(t,") # F(t,")}) > 0, quando i = oo.

(L(A) representa a medida de Lebesque do conjunto A C [0,1].)

Sejam {z}} uma sucessio em R" e {u:} uma sucessdo em C*([0,1); K), e sejam
To € R" e p € C*([0,1]; K) tais que =} — zo, e Wi = o fracamente*. Seja também
{z:} uma sucessdo em BV+([0,1]; R") tal que, para cada i, z; € uma solucio robusta
da inclusio diferencial impulsional que se obtém de (9.1.1) substituindo F por F;, e
correspondente ¢ medida p; e & condigdo inicial zi. Suponha-se ainda que eristem
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B € LY([0,1};R*) e c > 0 tais que para cada i se verifica que F(t, z;(t)) C B(t)B",
t € [0,1] — q.s. e G(t, z;(t)) C cB™ 9, Vt € [0,1].

Entdo, ezistem uma sucessdo {y;} C AC([0,7:(1);R"), y € AC([0,n(1)};R"),
z € BV*([0,1};R"), tais que, para cada i, y; é uma trajectoria reparametrizada
de (9.1.1), com F substituida por F;, correspondente & medida p;, ey € uma trajec-
toria reparametrizada e x uma solugdo robusta de (9.1.1), ambas correspondentes a
p e a xg. Estes elementos verificam as condigdes

zi(t) = yt(nt(t)) Vt e [Ov l]a
z(t) =y(n(t)) vte[o,1],

onde 11 € a reparametrizacdo associada a u e, para cada i, 7; € a reparametrizacdo
associada a L.

Ao longo de uma subsucessdo tem-se que

Yi = y uniformemente,
dz; — dx fracamente”,
zi(t) o =(t) Vte([0,1]\ Cu)U{0,1},

onde C,, representa o conjunto dos dtomos de p.

A nocéo de solugéo robusta de uma incluséo diferencial impulsional permite o esta-
belecimento de um quadro adequado 3 definigio de solugio de problemas de controlo
6ptimo impulsional como o problema (P) aqui abordado.

Assim, diz-se que (z,u), onde z € BV+([0,1;R") e p € C*([0,1]; K) & um pro-
cesso admissfvel para (P) se z for uma solugdo robusta de (9.1.1) correspondente
a condigdo inicial 2o e 4 medida p. Diz-se ainda que o processo admissivel (=, u)
é 6ptimo, ou que ¢ solucio de (P), sempre que para qualquer processo admissivel
(y,v) se tenha que h(y(1)) > h(z(1)).

9.4 Condicoes necessirias de optimalidade

O resultado apresentado em seguida, teorema 3.1 de [PS00], estabelece condigoes
necessarias de optimalidade para problemas de controlo impulsional.

Considere-se o seguinte problema de controlo impulsional

(@) min A(z(0),2(1))
sujeito a:
dz(t) € F(t,z(t))dt + G(t,z(t))u(dt), te [0,1],
peEK,
(=z(0),z(1)) € C.
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Neste problema, h representa a fungio objectivo, agora dependente dos valores
inicial e final do estado, F, G e K sdo como acima, e C C R?" é um conjunto
fechado. As nogdes de processo admissfvel e de processo 6ptimo para (Q) sdo
naturais extensdes daquelas para (P).

Proposicéo 9.4.1. Suponha-se que os dados do problema (Q) satisfazem as se-
guintes hipéteses:

(H1) A fungdo h é localmente Lipschitz continua;
(H2) A multifuncdo F é mensurdvel de Lipschitz;

(H3) Para cada t o multifuncdo = — G(t,z) é Lipschitz continua com constante
independente de t, e para cada = a multifungdo t — G(t, x) é continua;

(H4) F e G sdo multifunges com grafos fechados e que tomam valores conjuntos

converos.

Seja (z,u) uma solucio de (Q), e (8,7) o fecho grifico correspondente. Entdio
ezistem um escalar ndo negativo A e uma fungio p € BV*([0,1]; R") satisfazendo
A+ [Ipll > 0 e tais que

1. no intervalo [0,1], (x,p) € solugdo robusta da inclusio diferencial impulsional
(—dp(t), dz(t)) € BHF(t,2(t), p(t))dt + OHg (¢, z(t), p(t))u(dt),  (9.4.1)
correspondente ao fecho grdfico (8,7),

2. as seguintes condigbes sdo satisfeitas

(p(0), —p(1)) € A3 h(2(0),z(1)) + LNc((x(0), z(1)),
ox(Ha(t, z(t),p(t))) <0, Vie|o,1],
UK(HG(ta x(t)7p(t))) >0, p—qs,

3. para cada t € [0,1] tal que p({t}) > 0, existem &, 04 € AC([0, a({tD];R™) e
" € AC([0, A({t})]; R?) tais que

(=6u(s), 6(5)) € OHa(t, &(8), 04(8))e(s), 5 € [0, B({t)] — @5,  (9.4.2)

(=(t7), p(t7)) = (&(0), a:(0)), (9.4.3)
(=(8), (1)) = (&(B({t})), a:(B({t})), (9.4.4)
ok (Ha(t, &(s),a:(s))) > 0, s € [0, a({t})] - q.., (9.4.5)
7%(0) = 0, %(a({t})) = n({t}), (9.4.6)
(0,4¢(s)) € K1, s € [0, a({t})] - q.s.. (9.4.7)

Nas expressoes acima, Hr representa a fun¢ao hamiltoniano associada & multifuncio
F, Hg representa o vector de R? formado pelos hamiltonianos das multifuncées
componentes de G e, para cada r € R?, g (r) = Suppex{p-r} .
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Capitulo 10

Funcao Valor em Problemas

Impulsionais

Neste capitulo sdo apresentados e demonstrados alguns resultados sobre programa-
¢ao dindmica e também sobre a fung3o valor para a classe de problemas de controlo
impulsional apresentada no capftulo anterior.

Inicialmente é apresentada uma familia de problemas auxiliares, parametrizados
pelas condigdes iniciais da variavel independente e do estado, definindo-se a fungao
valor como o custo 6ptimo de cada problema. Em seguida sdo derivados alguns
resultados elementares que mostram que tal famflia de problemas satisfaz o princi-
pio da programagéo dinamica. E também apresentado e demonstrado um resultado
sobre aproximagédo de funcdes por trajectérias admissiveis reparametrizadas. Este
resultado serd posteriormente utilizado na derivagio de propriedades de continui-
dade da fungdo valor aqui definida, sob um conjunto de hip6teses consideradas.

10.1 Familia de problemas

A aplicagdo de conceitos de programagio dinmica a problemas de controlo impul-
sional tem sido alvo de diversos estudos, tais como os apresentados em [MR96],
[MR97], e [BJM93], este Gltimo num contexto de jogos diferenciais impulsionais.
Nestes trabalhos consideram-se famflias de problemas auxiliares, e fungbes valor,
que dependem ndo s6 do instante e estado iniciais, mas ainda de um parimetro adi-
cional que quantifica a variagio total permitida para o termo singular. Em todos
eles, mostra-se que as fungdes valor af definidas satisfazem condigGes que podem
ser encaradas como principios de programacio dindmica. Sdo também apresenta-
das equagGes generalizadas de Hamilton-Jacobi que as fun¢des valor satisfazem. No
entanto, a consideragdo de tal parametro adicional visa sobretudo garantir que ca-
da um dos problemas auxiliares est4, por construgio, bem formulado, no sentido
em que o seu custo 6ptimo ¢ limitado inferiormente e que existe pelo menos uma
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trajectéria admissfvel que permite atingir tal custo. E também de notar que tal
definigdo permite com alguma facilidade demonstrar propriedades de continuidade
das fungoes valor.

Contrariamente a estes trabalhos, é aqui explorada uma definicdo mais simples
de fungdo valor, considerando-se que a famflia de problemas auxiliares apenas se
encontra parametrizada pelos instante e estado iniciais.

Para cada (s,y) € [0, 1] x R® considere-se o problema de controlo impulsional (P, ;)
definido por:

(Ps,y) min h(z(1))

sujeito a:
dz(t) € F(t,z(t))dt + G(t,z(t))u(dt), tE€[s,1], (10.1.1)
u € C*([s, 1} K), (10.1.2)
z(s) = y. (10.1.3)

Em todos estes problemas, a fungio h, as multifun¢bes F e G, e o cone K sio
como na definicdo do problema (P), formulado no capitulo 9. Os conceitos de
processo admissfvel e de solu¢do para cada um destes problemas sio, obviamente,
considerados como as naturais adaptagGes dos correspondentes conceitos para o
problema (P). No que se segue, representa-se por X (s,y) o conjunto dos processos
admissfveis para (P; ).

A funcdo valor, V : [0,1] x R® = RU {-00} aqui utilizada ser4 entdo definida como

V(s,y)= inf  h(z(1)).
(9)=_ iof k(D)

10.2 Propriedades elementares

As propriedades elementares da funcgéo valor sdo consequéncia do designado princf-
pio de programagao dinmica e, em iultima anAlise, das propriedades de concatena-
¢do de trajectérias de sistemas dindmicos, também habitualmente designadas por
propriedades de semigrupo.

Para sistemas com trajectérias continuas, nio faz grande sentido falar em traject6-
rias definidas em intervalos triviais, isto é, s6 com um ponto, pois tais trajectérias
identificam-se com a prépria condigio inicial. Tal situagio pode j& ndo ocorrer quan-
do se trata de sistemas impulsionais, nomeadamente em pontos correspondentes a
Atomos da medida interveniente.

Sejam entdo t € [0,1], zo € R*, e u € C*([0,1]; K). Obviamente que u({t})
ser4 completamente identificado por um elemento do conjunto K). Defina-se a =
i ) dy’, onde pf, i =1,...,q, representam as componentes de y.

A funcio y € AC([0, o]; R™) designa-se por trajectéria reparametrizada da inclusio
diferencial impulsional em {t}, correspondente & medida u e & condigéo inicial z,
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se y(0) = zo e existirem fungdes g € L1([0, a); R**?) e v € L'([0, o}; K) tais que
¥(s) = g(s)v(s), s€[0,a]-qs,

Zq:v‘(s) =1, se€l0,a]—qs.,

=1

9(s) € G(t,y(s)), s€[0,a]-qs,
| vies = uiiep).

Por abuso de notagéo, mas de forma a tornar a nomenclatura uniforme, diz-se que o
elemento (z, 1), onde p € como acima e z : {t,t*} — R”, é um processo admissfvel
para a inclusao diferencial impulsional em {t}, correspondente a condigdo inicial zo,
se z(t) = To e se existir y, trajectéria reparametrizada correspondente a y (como
definido acima), tal que z(t*) = y(a). Em tal caso, diz-se ainda que o elemento
(y,0,7), onde 8 = 0 e 7(s) = [ v(r)dr, & um processo reparametrizado da inclusio
diferencial impulsional em {t}, correspondente a (z, ).

Lema 10.2.1. Considerem-se os subintervalos [a,b] e [b,c] de [0,1] e sejam (zy, 1)
e (z2, p2) admissiveis para a dindmica impulsional, respectivamente em [a,b] e [b, c].
Suponha-se ainda que z,(b) = z5(b). Entdo (z,u), com z € BV*([a,c];R") e
p € C*([a,c); K), definidos como

z1(t), set€[a,b],
z(t) = < z2(bT), set=0,
z2(t), sete€]b,c,
B(A) = p1(AN[a,b]) + u2(AN[b,c)), YA C [a,c] de Borel,

€ admissivel para a dindmica impulsional no intervalo [a, qd.

Demonstragdo.

Sejam 7; e 7, as fungOes de reparametrizagdo de p; e pg, respectivamente. Se-
jam ainda (y1,01,71,%1) e (y2,02,72) processos reparametrizados, correspondentes
a (1, 1) e (T3, u2), respectivamente, e cuja existéncia est4 assegurada pela propo-
si¢do 9.3.1. Definam-se 7 : [a,c] — R por

m(t) set € [a,b],
n(t) = S m(d) + (b)) set =4,
md) +ne(t) setelbd,
0 [0,m(5) +ma()] -+ R por

0(s) =

61(s) se s € [0,m ()],
02(s —m (b)) se s € [m(b),m(b) +m(c),
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v : [0, m(b) + m2(c)] = R? por

7(3) — 71(8) se s € [Oa nl(b)[a
Y2(8 = m (b)) + M (m (b)) se s € [m(b),m(d) +m(c)],

ey : [0,m(b) + n2(c)] = R” por

y(s) = v1(s) se s € [0,m (B)[,
y2(s —m(d) se s € [m(b),m(d) +ne(c))-
Entdo, é facil concluir que 7 é a fun¢do de reparametrizacio da medida p, acima
definida, que (6,) constitui um fecho grafico de y, e ainda que y é uma trajectéria
reparametrizada da inclusdo diferencial impulsional correspondente ao fecho grafico

(6,7). Uma vez que a fungdo z satisfaz a condicdo z(t) = y(n(t)) para todo o
t € [a,c], a proposi¢ao 9.3.1 permite concluir directamente este resultado. O

Apresentam-se em seguida alguns resultados que sintetizam propriedades elemen-
tares da funcdo valor acima definida.

Lema 10.2.2. Para qualquer y € R" tem-se que V(1,y) < g(v).

Demonstragio.

Este resultado & uma consequéncia directa do facto do par (y, 1), onde z é a medida
nula, ser admissivel para o problema (P, ,), qualquer que seja y € R™. O
Lema 10.2.3. Sejam (s,y) € [0,1] x R™ quaisquer e seja (z,u) admissivel para
(Ps,y)- Entdo para qualquer t € [s, 1] verifica-se que V(s,y) < V(t,z(t)).

Mais ainda, se (z, ) for dptimo para (P,,) entdo V(s,y) = V(t,z(t)) para qualquer
te(s1].

Demonstragio.

Este resultado € uma consequéncia imediata do lema 10.2.1. O

10.3 Trajectérias préximas reparametrizadas

Nesta sec¢do é apresentado e demonstrado um resultado sobre aproximagio de fun-
¢Oes por trajectérias reparametrizadas. Este resultado constitui, de algum modo,
uma extensido da proposicao 2.4.1 para o contexto de controlo impulsional, e sers
posteriormente utilizado no estudo de propriedades da fun¢éo valor em problemas de
controlo 6ptimo impulsional, bem como na caracterizagio de solucdes generalizadas
da equagdo de Hamilton-Jacobi para tais problemas.

Teorema 10.3.1. Seja um intervalo [a,b], e sejam F : RxR® 3 R" ¢ G : RxR® =3
R"*? tais que F(-,z) e G(-,x) sGo mensurdveis para Vz € R", e F(t,-) e G(t,-) sdo
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Lipschitz continuas de constante k para todo o t € R. Sejam ainda 6 : [a,b] > R e
v : [a,b] & R? Lipschitz continuas e tais que

6(s) + Xq: Ai(s) =1, (10.3.1)
i=1

Ai(s) >0, i=1,...q, (10.3.2)

é(s) > 0, (10.3.3)

para s € [a,b] — q.s.. Considere-se também z € AC([a,b]; R?) tal que
5(s) = #(5)8(s) + ¥(s)¥(s), ¢ € la,b] -qs, (10.3.4)
onde ¢ € L([a,b];R™) e ¢ € L!([a,b; R"*9). Seja p € L'([a,b]; R) tal que
dF(0(s),2(0)) ($(3)) S P(s), 6(s) #0—qs. (10.3.5)
dG(a(s),2(s))(¥(8)) < p(8), H(s) #0—qs. (10.3.6)

e Z9 € R qualquer. Seja a fungdo A : [a,b] = R definida por

A(s) = |z(a) — zole*(*=®) + / e**=9)p(o)do. (10.3.7)

a

Entdo, ezistem z € AC([a,b];R"), e f e g, selecgdes mensurdveis de F(6(s),z(s))
e G(0(3),x(s)), respectivamente, satisfazendo

#(s) = f(s)0(s) + g(s)3(s), s € [a,b] - qs. (10.3.8)

z(a) = zo (10.3.9)
e lais que

|z(s) — 2(s)| < A(s) Vs € [a,b] (10.3.10)

|£(s) — 2(s)| < kA(s) + p(s), s € [a,b] —q.s. (10.3.11)

[£(s) — ¢(3)] < kA(s) +p(s), 6(s) #0—qs. (10.3.12)

lg(s) — (s)| < kA(s) +p(s), 4(s) #0—qs. (10.3.13)
Demonstragéo.

Considere-se a multifungdo F : [a,b] x R* =3 R™ definida por
F(s,y) = F(8(s),y)8(s) + G(8(s), y)i(s).

Das propriedades das multifuncdes F e G e das funcdes 6 e +y facilmente se conclui
que F(-,z) & mensursvel para qualquer z € R” e que F(s,-) é Lipschitz contfnua
de constante k para quase todo o s € [a, b].
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Para s num subconjunto de [a, ] de medida total tem-se ainda que

di’(g,z(a))(‘é(s)) = dﬁ'(s,z(s))(‘ﬁ(s)é(s) + ¥(s)¥(s))
= min {lv+w — ¢(s)6(s) — ¥(s)¥(s)[}

vEF(0(s),2(s))é(s)
weG(6(3),2(s))7(s)
< min __ {|v— ¢(s)8(s)| + |w — ¥(s)%(s)|}
vEF(6(s),2(8))0(s)
weG(8(s),2(2))4(s)

= rerBi UV - aQUO R secain @ =26}

< p(s)8(s) +p(s) ) 4'(s)
i=1

= p(s).

Aplicando agora o teorema 2.4.1, sobre aproximagao por trajectérias de inclusdes
diferenciais, conclui-se a existéncia de z € AC([a, b]; R™) tal que

z(a) = o, (10.3.14)
i(s) € F(s,z(s)), s € [a,b]—q.s., (10.3.15)
|z(s) — 2(s)| < A(s), Vs € [a,b], (10.3.16)
|£(s) — 2(s)| < kA(s) + p(s), s€ [a,b]—qs., (10.3.17)

com A como definido acima. A demonstracdo fica agora completa notando que a
condigdo (10.3.15) garante a existéncia das fungdes f e g descritas no enunciado,
sendo as condigdes (10.3.12) e (10.3.13) uma consequéncia imediata de (10.3.17) e
das condi¢des (10.3.5) e (10.3.6). O

10.4 Continuidade da fungao valor

Em seguida apresenta-se e demonstra-se um resultado que garante a Lipschitz conti-
nuidade da fungéo valor acima definida. Este resultado constitui uma generalizaco
para problemas impulsionais de resultados semelhantes para problemas com trajec-
térias absolutamente continuas.

As hip6teses sobre os dados do problema consideradas na derivagio deste resultado
sdo a extensdo natural daquelas supostas para dindmicas ndo impulsionais (ver
capitulos 4 e 8). No entanto, ¢ também inclufda uma hipé6tese que visa garantir
que cada problema da familia considerada est4 bem definido. A necessidade de
inclusdo de uma hipétese desta natureza advém do facto de para cada problema
ndo ser imposta qualquer restrigdo a variagdo total da medida, o que se traduz na
possibilidade dos conjuntos de estados atingiveis serem, em geral, ilimitados.

Teorema 10.4.1. Considerem-se vdlidas as seguintes hipdteses:

(i) a funcio h € Lipschitz continua de constante ky, em R™;
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(#) a multifungdo F ¢é continua, e para cada t € [0,1] F(t,-) é Lipschitz continua
de constante k;

(i5) a multifungdo G é Lipschitz continua de constante k;

(iv) para qualquer r > 0 existe uma constante k,(r) € R, tal que existe uma solugio
(z,u) de (Py,y) que satisfaz ||ul] < ko(r), isto para todo oy tal que ly| <, e
para todo o s € [0,1].

FEntdo, a funcdo valor V acima definida é localmente Lipschitz continua.

No enunciado deste teorema e na demonstragéo que se segue, para u € C*([s, 1]; K),
sl representa o valor L, (s, 1]).

Este teorema é uma consequéncia imediata dos dois lemas abaixo apresentados e
demonstrados. Neles, continuam a supor-se validas as hip6teses acima postuladas.

Lema 10.4.1. Seja s € [0,1] qualquer. Entdo a fungdo y = V(s,y) € localmente
Lipschitz.

Demonstragao.

Sejam s € [0,1] e r > 0 quaisquer e escolham-se y;,y; € R" satisfazendo | <re
ly2| < 7. As hip6teses postuladas permitem afirmar que existem (z;, ) e (z2, u2),
respectivamente solugGes de (F,,y,) e de (P,,y,), tais que max{||p ||, ||u2ll} < ko(r).
Sejam ainda (21,61,71) e (22,02,72) reparametrizagdes de tais solugdes, respectiva-
mente. Uma aplicagéo do teorema 10.3.1 permite afirmar a existéncia de traject6-
rias reparametrizadas (%1,01,m) e (Z2,02,72), respectivamente para os problemas
(Ps.y2) € (Ps,y,), que verificam

5 (g) — < HUHka(),, _
,eféf,?ffl)llzl(s) z1(8)| <e lyz ~ wnl,

Sy < kU+E(T)}, _
ae{g}ﬁl)]ln(s) z(s)| Le lv1 - v2l,

onde 7 e 7 530 as fungGes de reparametrizacio associadas a H1 e a g, respectiva-
mente.

Destas expressdes conclui-se imediatamente que
[V(s,31) = V(8,32)| < kneFFk(Dy; — gy
demonstrando o resultado. O

Lema 10.4.2. Seja y € R™ qualquer. Entdo a fungdo s — V(s,y) é Lipschitz
continua em [0,1].

Demonstragio.

Fixe-se y € R" qualquer e escolham-se 51, s, € [0, 1] tais que s5; < s5. Seja (z2, 2)
uma solugéo de (Ps,,y). Seja &3 uma trajectéria de F em [s;, 35] e definam-se em
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[s1,1] a fungdo 3 por
~ Za(t) t€][s1,s2
Fa(t) = [s1, 82
z2(t) t € [sg,1]
e a medida fis por

f2(A4) = p(AN[s2,1])

para qualquer A C [s, 1] de Borel. E trivial que (&, ji2) é dinamicamente admissivel
e das propriedades de F tem-se que

|z2(81) — yl < klsa — s4).

Aplicando agora o teorema 10.3.1 conclui-se a existéncia de (z3, ji;) admissivel para
(Pay,y) tal que [23(1) — 22(1)] < ke(+*(M)|s, — 51|, onde r > |y| + 1. Entdo tem-se
que

V(s1,y) < V(s2,y) + khke(1+’°°(’))|sz - 81]- (10.4.1)

Seja agora (21, 1) uma solugdo de (P,1,) e seja (z1,6;,7) uma reparametrizacao
correspondente. Defina-se a = 7,(1), onde 7, ¢ a reparametrizagio do tempo as-
sociada a p;. Escolha-se p € 07'({s2}) e defina-se a funcéo § : [0,a] - R por
intermédio de

8(0) = max{sz,6,(0)}.

Defina-se também a fungéo ¥ : [0, ] - R? da seguinte forma

¥(0) =0,
hle) o€lpa],

Wo) = 2% oo, plnbi(o) #1,
¢ g €[0,p)Abi(0) =1,

onde ¢ € K étal que 3, ¢* = 1. Facilmente se conclui que (8,%) é o fecho gréfico de
uma medida em C*([s2,1]; K). No intervalo [0, p] também se verifica que §(c) = 0.
Parai=1,...,q, definam-se em [0, p] as funcbes I’ da seguinte forma,

(o) = { O+ (A1(0) ~gi(@)hi(0) sebi() #1,
fi(U) se 9'1(0') =1.

Entéo, verifica-se que #1(0) = ¥, I*(0)4*(0) para & € [0, p] — q.5.. Também se pode
concluir que

GGi(d(0),21(0)) (I'(0)) S k- (52— 81) + (2k)61(0) o € [0,p] — q.5..

Aplicando agora o teorema 10.3.1, garante-se a existéncia de z; € AC([0,p]; R™),
trajectéria reparametrizada correspondente a (4, ), tal que z2(0) =y e

max |21(s) — z2(s)| < e¥P - k- (p+2) - (32 — 81),
5€[0,p]
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ou ainda,

max |21(s) — 22(s)| < e¥P - k- (p+2) - (s5 — 51).
s€[0,p]

Defina-se agora em [p, a] o arco z3 de acordo com

23(0') = 21(0') - zl(p) + 22(])).
Entao, tem-se que

23(0) = z1(0), o €[p,a]—qs.e

max |z3(s) — z1(s)] < P k- (p+2) - (s2 — 81).
s€(p,a]

Aplicando novamente o teorema 10.3.1, pode afirmar-se a existéncia de um elemento
z4 € AC([p, o]), trajectéria reparametrizada correspondente a (4, 7), tal que z4(p) =

z3(p) = z2(p) e

max |24(s) — z3(s)| < e¥*-a-k-e*P k- (p+2): (s2 — 51).
€[p,a]

Entdo, verifica-se que o elemento (Z,4,7), onde % é o arco definido em [0, ] por

o 22(0) g€ [Oap[v
Z(o) = {
24(0) o € [p,q],

corresponde a uma trajectéria reparametrizada admissivel para o problema (Pag,y)-
Das condi¢Ges acima, pode ainda concluir-se que

|2(a) ~z1(@)| S (1 +k-a-e*) - e*P k- (p+2) (52 ~ &1).
A Lipschitz continuidade local da fungdo objectivo permite entdo afirmar que
V(s2,9) S V(s1,9) + k- (52 — 31),

onde k é uma constante que apenas depende de y e dos dados do problema. Esta
expressao e a condigdo (10.4.1) demonstram o pretendido. a
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Capitulo 11

Condicoes de Optimalidade em

Problemas Impulsionais

Neste capftulo sdo apresentadas e demonstradas condicdes de optimalidade para
problemas de controlo 6ptimo impulsional. E definido o conceito de fungao de veri-
ficagio para a classe de problemas abordados, e com base neste conceito sao obtidas
condicdes suficientes de optimalidade. Sdo também estudadas propriedades da fun-
¢ao valor para tais problemas, demonstrando-se que esta funcgéo satisfaz condigdes
generalizadas de Hamilton-Jacobi. S&o ainda obtidos resultados que permitem re-
lacionar multiplicadores das condigGes necessérias de optimalidade com gradientes
da fungéo valor.

11.1 Funcio de verificagao

A nogao geral de fungdo de verificagao est4 associada & obtencdo de condigdes de op-
timalidade envolvendo propriedades de monotonia destas fungdes quando avaliadas
ao longo de trajectérias dinamicamente admissiveis.

Nesta secgao ¢ definido o conceito de fungao de verificagao para a classe de problemas
de controlo 6ptimo impulsional abordada neste trabalho. Tal defini¢do constitui a
extensdo natural para o contexto de problemas impulsionais das definigGes habitu-
almente consideradas em problemas com trajectérias absolutamente contfnuas.

Definicdo 11.1.1 (Fungdo de verificagdo). Um fungio W : [0,1] xR™ = R diz-
-se ser uma funcdo de verificagio para o problema de controlo dptimo impulsional
(P) quando

1. W € localmente Lipschitz conlinua;

2. W(1,z) < h(z), VzeR?;
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3. W satisfaz as condigoes

( m)aé(K {WO((ti l‘); _(TO) .fTO + g’l‘))} S 0’ V(t, z) € ]Oa 1[ X Rn’ (1111)
FEF(t2)
9€G(t,z)

max {(Wg(z;—gr)} <0, ¥(t,z)€[0,1] x R, (11.1.2)
.‘JE’é(t’z)

Nesta definicdo, e ao longo deste capitulo, Wis) representa, para cada t € [0,1], a
funcdo de R™ em R definida por Wy (x) = W(¢,z), para qualquer z € R", onde
W :[0,1] x R* - R.

Contrariamente aos problemas nio impulsionais, onde a monotonia das fungdes de
verificaciio era traduzida apenas por uma condi¢ao diferencial, é necessario consi-
derar aqui ambas as condigdes (11.1.1) e (11.1.2). Esta tltima condigio destina-se
a garantir a monotonia ao longo de arcos singulares que correspondem a desconti-
nuidades na trajectéria. E de referir que estas condigdes nio sio completamente
independentes, verificando-se que a validade de (11.1.1) no conjunto indicado im-
plica a validade de (11.1.2) no mesmo conjunto. Contudo, é necessario considerar
esta dltima condigio para todos os instantes do intervalo [0,1] pois as trajectérias
admissfveis poderdo ser descontinuas em 0 ou em 1. De facto, uma pequena re-
formulagéo da familia de problemas, considerando valores da varisvel independente
inferiores a 0, permitiria que a condicdo (11.1.2) em pontos da forma (0,2), com
z € R", fosse obtida a partir da condic¢io (11.1.1), pois entdo esses pontos seriam
interiores ao conjunto onde esta tltima expressio seria valida.

11.2 Condigoes de Hamilton-Jacobi

O teorema seguinte apresenta condigdes suficientes de optimalidade na forma da
existéncia de uma fungio de verificagio.

Teorema 11.2.1 (Condigdes suficientes de optimalidade). Sejam (z,v) um
processo admissivel para (P) e W uma fungdo de verificagdo tais que h(z(1)) =
W(0,20). Entdo (z,v) € solugio de (P).

Demonstracao.

Seja (z, 1) um processo admissivel para (P) e seja (y,8,7) uma reparametrizacio
de (z,u). Sejam f e g mensuraveis tais que

(s) = f(2)0(s) + g(s)4(s), (11.2.1)
f(s) € F(8(s), y(s)), (11.2.2)
9(s) € G(6(s),y(s)), (11.2.3)

para quase todo o s € [0,7(1)], onde 1 é a fungio de reparametrizacio associada a
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p. Definam-se também

so = sup{s € [0,n(1)] : O(s) =0}, e
51 = inf{s € [0,9(1)] : 8(s) = 1}.

Seja s € [s9, 81] tal que

e 0 - W(8(c),y(o)) ¢ diferencisvel em s;
e s é ponto de Lebesgue de §, ¥, ¢, f e g;

e as condicdes (11.2.1)-(11.2.3) sao satisfeitas;
o (6(s),7(s)) € K.
Para tais pontos s, a condigao (11.1.1) permite afirmar que

ZWO@LWE)] 2 -WO(6(),u(6));~(6(), 5(s1) 2 0.

Uma vez que estes pontos constituem um subconjunto de [so, 3;] de medida total,
tem-se ainda que

[ Ewee),u6) s >0 (11.2.4)

80

Considerem-se agora pontos s € [0, so] tais que
e 0 = W) (y(0)) é diferencisvel em s;

® 3 & ponto de Lebesgue de 4, g e g;

e a condigdo (11.2.3) é satisfeita;
* ¥(s) € K e y(s) = g(s)¥(s).
Da condigao (11.1.2) conclui-se que para tais pontos se tem

d .
%W("’(y(”))l 2 -Wiy(u(s)i-i(s) 2 0.
Como tais pontos s constituem um subconjunto de [0, 80] de medida total, e 6(s) = 0
em [0, 80], pode a.ﬁgnar—se que
go d 890 d
/ 2 W(6(s),y(s)) ds = / £ Wioy(y(s)) ds > 0. (11.2.5)
0 ds 0 ds

Aplicando um raciocinio semelhante, pode também concluir-se que

(1) 4
[ W 0e).ue) ds 20

81

Esta condigéo e as condicbes (11.2.4) e (11.2.5) permitem concluir que w(,z(1) >
W (0, z0), ou ainda, que h(z(1)) > W (0, zo).

Conclui-se entdo que h(z(1)) > h(z(1)), ou seja, que o processo (z,v) & solugao do
problema (P). O
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O resultado seguinte apresenta a fungio valor como solugdo de uma equagio gene-
ralizada de Hamilton-Jacobi, obedecendo a uma determinada condigdo fronteira.

Teorema 11.2.2. Considere-se que a fungdo valor V ¢ localmente Lipschitz conti-
nua em [0,1] x R™. Entdo ela satisfaz as seguintes propriedades

(X {VO((5,9);~(ro, fro + gr))} =0, V(s,y) €]0,1 x R™, (11.2.6)
70,7 1
ng(’v!/)
9€G(s,y)

max {Vi5)(y;—9r)} <0, V(s,y) €[0,1] x R", (11.2.7)
9€G(s,y)
max{ max {V3(v;-9r)},V(Ly) - h(y)} =0, VyeR". (11.2.8)

9€G(l,y)

Demonstracéo.

Passo 1. Sejam s € ]0,1[ e y € R® quaisquer. Seja (z, ) uma solucio de (Ps,y), €
seja (z,6,v) uma reparametrizago correspondente. Entdo existem ¢ e v, mensura-
veis, tais que ¢(s) € F(6(s), 2(s)), ¥(s) € G(8(s), 2(s)) e 5(s) = $(s)6(s) +1h(s)(s),
num subconjunto de medida total de [0, n(1)], onde 7 ¢ a funcio de reparametriza-
¢do associada a p. O lema 10.2.3 permite afirmar que V(s,y) = V(6(0), 2(0)), para
todo o o € [0,7(1)].

Seja S o conjunto constituido pelos pontos T de [0,7(1)] tais que:

¢(7) € F(8(r), 2(7)),

¥(7) € G(8(r), 2(7)),

(1) = ¢(1)b(7) + Y(r)¥(7),

7 € ponto de Lebesgue de ¢,,9,4 e z,
(6(r),%(7)) € K,

o = V(6(o), 2(c)) & diferenciavel em .

Para qualquer 7 € S verifica-se que
0 = lim V(T +1),2(r +1)) - V(0(1), 2(1))
1o l
. V() + lé(‘r),z(‘r) +13(1)) = V(8(7), 2(7))
= lim ]
2 =(=V)°((8(r), 2(7)); (6(r), £(r)))
= =Vo((8(r), 2(r)); - (6(r), 2(1))).

Seja agora {r;} C S tal que 7; - 0. Obviamente que 8(1;) = s e z(r;) - y.
Uma vez que as sucessdes {é(r,-)}, {¥()}, {6(r:)} e {(r)} sdo limitadas, pode
escolher-se uma subsucessio i ; tal que as correspondentes subsucessdes acima, sejam

convergentes, respectivamente para ro, 7, f e 9. Tem-se ainda que #(1i;) = fro +
gr. Pelo exposto acima e pela semicontinuidade superior da derivada direccional
generalizada conclui-se que

VO((s,y); —(ro, fro + gr)) > 0.
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Como o conjunto K é fechado e as multifungdes F e G tém grafos fechados, pode
ainda afirmar-se que (rq,r) € Ki, f € F(s,y) e g € G(s,y). Tem-se entdo que

VO YY) — 3 2 0’
(ror,r:?gm{ ((8,9); —(ro, fro + gr))} >

fEF(s,y)

9€G(s,y)
para todo o (s,y) €1]0,1[ x R".
Passo 2. Escolha-se (s,y) € ]0,1] x R" tal que V seja diferencisvel em (s,y).
Escolham-se (ro,r) € Ky, f € F(s,y) e g € G(s,y) quaisquer e definam-se as
multifungdes Fy e G, respectivamente por Fy(t,z) = (—F)(s — ¢, z) e Gi(t,z) =
(-G)(s - t,z).

Escolha-se € > 0 suficientemente pequeno e defina-se a fungdo z; : [0,€¢] & R™ como
z2(0)=y—froo—gro.
Note-se que 21(0) = (= f)ro + (—g)r e seja p : [0, €] = R definida por

P(0) = max{dp, (ry5,21(0)) (— ), 4G1 (ro0,21(s)) (— 9) }-

Desta defini¢ao resulta que lim, o p(s) = 0.
Seja agora uma sucessio {a;} C [0, €] com o; = 0. Uma aplicagdo do teorema 10.3.1
permite concluir a existéncia, para cada i, de #;, oi e ; tais que

%i(0) = gi(o)ro + Pi(o)r,

2:(0) =y,

¢i(0) € Fy(roo, Z;(0)),

i(o) € Gi(roo, £;(0)),

lir,nal ' I:f:;(a) ~(=fro—gr)|do =0.
i i Jo

Para cada i, definam-se no intervalo [0, 5], as fungdes z;, ¢;, ¥i, 6; e 7y; por
zi(0) = &i(0; — o),
$i(0) = —¢i(0: — o),
%i(0) = —¢i(0i - 0),
0i(0) = s + (0 — a;)r0,
Yile)=or.
Facilmente se conclui que, para cada i, (:,0:,7:) € uma trajectéria reparametrizada

da dinamica impulsional, satisfazendo z;(s;) = y e 6; (0:) = s. Aplicando agora o
lema 10.2.3 verifica-se que

V(s,y) 2 V(6:(0),z:(0)),

expressdo que ¢ vélida para todo o i. Uma vez que 6;(0) — s e zi(0) 2y, eV &
diferenciavel em (s,y) conclui-se que
i V02) = V(6:0),2(0)

1 0',
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existe e também que

0 s i V(03) = V000
= lim V(s,y) - V(; - 0ire, %i(0;))
i o;
~ lim V(s,y)—V(s— as:),y + o' #i(0)do)
i Vo0 Vo~ "‘f,:’,’ y=(fra +g7)0)

=VV(3,y) - (ro, fro + gr).
A arbitrariedade da escolha de (ro,r), f € g permite ainda afirmar que

VV(S,y) : (_TO’ _f'rO - g’I‘) S 0: Vf € F(si y)vg € G(s,y), (1’0,7‘) € Kl-

Uma vez que a fungdo V' é localmente Lipschitz, a caracterizagdo do gradiente

generalizado dada pelo teorema 2.3.1 permite finalmente obter a condicio
(ro!,??éck,{vo((s’ y); _(TO1 ff‘o + gr))} < Ov V(S, y) € ]O, 1[ X Rn’ (11'2'9)
FEF(s,y)
9€G(s,y)

0 que juntamente com o passo 1 acima demonstra a validade de (11.2.6).

Passo 3. A condicéo (11.2.7) para s € ]0, 1] ¢ uma consequéncia directa da condicéo
(11.2.9) e do facto de

Vo ir) < VO((s,9); (0,r)),
que se obtém directamente da defini¢io de derivada direccional generalizada. A
demonstragdo de (11.2.7) para s € {0, 1} pode ser efectuada de uma forma comple-
tamente analoga aquela apresentada no passo 2 acima, considerando a fungio Vis)
em vez da fungéo V' e apenas trajectérias com componente singular.

Passo 4. Do lema 10.2.2 e da condigio (11.2.7) decorre directamente que

max{ max {V{(y;~gr)},V(L,y) - h(y)} <O, VyeR"
9€G(L,y)

Escolha-se agoray € R”. Se V(1,y) = h(y) a condigdo (11.2.8) fica automaticamen-
te satisfeita. Suponha-se agora que V(1,y) < h(y). Entdo, existe uma trajectria
reparametrizada z, associada a uma medida néo nula, que corresponde a uma so-
lugdo de (Py,y). Logo, existe a > 0 tal que #(s) = 9(s)¥(s) em [0,a] - q.s., onde
9(s) € G(1,z(s)) e (0,%(s)) € K, também em [0,a] — q.s.. Tem-se ainda que
V(1,y) = V(1,z(s)) em [0, ).

Suponha-se que existe £ > 0 tal que
Vi) —9p) < —e V(0,p) € K1 Vg € G(1,y). (11.2.10)
Notando que a func¢io
z+— max V((;)(z; —gp)

(oip)EKl
9€G(1,2)
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¢ semicontinua superior, facilmente se conclui que para quase todo o s suficiente-
mente pequeno se tem que

V) (a(s); —i(s)) < —e/2.

Entéo, para o > 0 suficientemente pequeno, tem-se que

VW) =VL2o) + [ (Vi) (a(e))ds
V2D + [ (Vi) (ala)s(o)ds
<V(1,z(0)) + o(—¢/2)
<V(1,z(0))
contrariando o suposto. Assim, a condigdo (11.2.10) ndo pode ser véalida, ficando
demonstrado o pretendido. 0

Este teorema apresenta a funcdo valor como uma funcdo de verificagio. De facto,
de todas as fungdes de verificagdo para o problema (P), a fungdo valor & aquela que
em cada ponto (s,y) € [0,1] x R® apresenta o maior valor, tal como se verifica em
problemas com trajectérias absolutamente contfnuas.

11.3 Funcao valor e multiplicadores

Em seguida é apresentado um resultado que permite relacionar o multiplicador das
condicdes necesssrias de optimalidade com a fungdo valor para os problemas de
controlo impulsional aqui abordados.

Teorema 11.3.1. Considerem-se as seguintes hipdteses sobre 0s dados de (P)

(H1) a funcio h ¢ localmente Lipschitz continua;

(H2) a multifunggo F ¢ continua, e para cada t g multifungio © — F(t, z) €
Lipschitz continua;

(H3) para cada t a maultifungio = — G(t, z) é Lipschitz continua com constante
independente de t, e para cada z a multifuncéo t — G(t,z) ¢ continua;

(H4) F e G sdo maultifungées com grafos fechados e que tomam valores conjuntos
convezos.

€ suponha-se também que a fungio valor V da familia de problemas (P, ) é local-
mente Lipschitz continua.

Seja (z*, u*) uma solugdo de (P). Entéo existe um multiplicador das condigées
necessdrias de optimalidade p que satisfaz

= p(0) € 8V{g)(z0) (11.3.1)
(h(), ~p(t)) € BV (t,2*(t), Vte]o,1], (11.3.2)
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onde h(t) = Hr(l z*(t), p(t))-

Demonstragéo.

A demonstragao deste resultado é em parte semelhante 3 demonstragao dos teoremas
7.1.1 e 8.4.1, pelo que a exposigao seguinte ¢ propositadamente sintética, dando-
_se relevo apenas aos pontos relacionados com o facto do problema possuir uma

dinamica impulsional.

No que se segue, considera-se que (y*,6*,7*) &€ uma reparametrizagao do processo
*

(z*,pu*), e que n* & a fungdo de reparametrizagao associada a p*. Sejam ainda 3o €
81 definidos por

s = sup{s € [0,7* (1)) : 6*(3) =0}, e

st =inf{s € [0,7*(1)) : 6*(s) = 1}.
Passo 1. Escolha-se € >0 qualquer e definam-se a multifungdo De : [0,1] 3 RI*™
por

D.(t) = @{(a,b) € 3V (7,€) : Ir — ] <&, (1,6) €BX(2) + Bt 0<T<1},
e a funcdo I : [0,1] x R* x R = R por
1. (t, u,w) = sup{(a, b) - (w,—(1 4+ w)u) : (a,b) € D:(8)}

Seja ainda a multifungdo F :[0,1] xR 3 R"+1 definida por

Rt z,2) = {({(Q+w)(f + )0 f € F(t,2),

-£<w< £, u€ eB™, L. (t,u,w) < €< 3cL},

onde a constante L > 0 & tal que vt € [0,1],Vm € De(t),Im| £ L, e G :[0,1] x
R = R(v+1)*4 ¢ definida por

G(t,:v,z) = {(gi,0)3=o : (gi g:o € G(t,.’t)}.

Considere-se também o sistema dinamico impulsional, definido no intervalo [0,1],

(dz(t), dz(t)) € Fe(t,z(t), z(D))dt + G(t, z(2), 2(t))u(dt), t €10,1]

(S.) p(dt) € K
z(0)=0
gi((z, z)) C E'f((z*,z*)) + eBln+!
onde 2* = 0.

Passo 2. Seja (z, z, ) um processo admissfvel para o sistema dinamico impulsional
(Se). Seja também (y,w,8,7) uma reparametrizacéo de (z,2,p) e sejana fungao
de reparametrizagao associada a p. Sejam ainda 8o € 51 definidos por

so = sup{s € [0,n(1)] : 8(s) =0}, e

s, = inf{s € [0,n(1)] : 8(s) = 1}.
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Da definigao de (Se) facilmente se pode concluir que D.(8(s)) D oV (6(s),y(8))
para todo o0 8 € ]%0,81(- Notando que em [0, 30] e em [s1,n(1)] se verifica que w é
constante, um raciocinio analogo ao empregue na demonstracdo do teorema 11.2.1
permite concluir que Vi (e(1) + z(1) 2 Vo) (2(0)). Aplicando o lema 10.2.2 pode
ainda escrever-se que

h(z()) + 2(1) = Vo (@(0)) 2 0-

£ também simples concluir que (z*, z*, u*), onde z* = 0, € um processo admissivel
para (St), correspondente ao fecho grafico (6*,7%)- Como h(z*(1)) = V(o) (z0),
conclui-se que 0 processo (z*, 2%, u*) & 6ptimo para o seguinte problema de controlo
impulsional.

(R;) min J(z,zp)=hD)+ 2(1) = Vo)(=(0))
sujeito a:

(z,z,u) & admissivel para (Se)-

Passo 3. As propriedades das multifungdes F. e G sdo tais que & possivel aplicar
a proposi¢io 9.4.1 e afirmar a existéncia de uma fungdo p € BVH([0, 1]; R") tal que

1. (p,pz,T", z*), onde p; = -1, & solugdo robusta da inclusdo diferencial impul-

sional

(—dp(t), —dp: (), dz*(t),dz*(t)) €
aHi“ (t z*(t), Z*(t)ap(t)a p(t))dt + (11'3'3)
aHé(ts IL'*(t), Z*(t)ap(t)apz(t))“*(dt)v te [01 1]a

correspondente ao fecho grafico (8%,7%),

2. as seguintes condigdes sdo verdadeiras

— p(1) € ph(z*(1)), (11.3.4)
— p(0) € LV(0)(=0), (11.3.5)
aK(H(;(t,a:*(t),p(t))) <0, vte(o,1], (11.3.6)
ox(Ha(t,z*(t),p(t))) 2 0, p* —qs., (11.3.7)

3. e, paracada t € [0, 1] tal que a*({t}) > 0, existem fungdes & e oy tais que as
condigdes (9.4.2)-(9.4.7) se verificam, com z substituido por z* e ju por p*.

O ponto 1 acima & equivalente a afirmar a existéncia de r € AC ([0,7*(1)], R") tal
que r(n*(t)) = p(t) para todoote[0,1]e

(+(s),0,9*(s),0) €
aHﬁ‘, (0*(3)) y*(s)’ 0, 1‘(3), —1) é*(s) +
BHG(O*(s),y*(s),O,r(s), -1)4*(s), s € [0,7*(1)] —as-
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Passo 4. Das propriedades da fun¢do Hamiltoniano e das definigoes de F.eG
conclui-se que (p,*) € solugdo robusta da inclusdo diferencial impulsional

(—dp(t), da* (1)) € OHp(t,z* (1), p(E)dt + - r- (L ¥ pODB"d+ ) g
8HG(t,2*(t), pHK"(d0)

no intervalo [0,1}, ou ainda que

(—#(s),5*(8)) € OHp(6*(5),y* (), r(8))6* (8)+

e - (1+|r(8))B6*(s) + OHG (6" (8),4"(8) r ()T (),
(11.3.9)

para s € [0,7*(V)] —as-, e onde & é uma constante positiva. Verifica-se assim que
a funcdo p, acima definida, satisfaz as condigdes necessérias de optimalidade de
(z*, p*) para o problema (P) de acordo com a proposigdo 9.4.1, com excepcao da
condicao (9.4.1), que & substitufda pela condigéo (11.3.8).

Passo 5. De uma forma anéaloga & demonstragdo do teorema 7.1.1, pode concluir-se
que a funcdo r satisfaz

(Hp(6*(s),y*(8),7(s)), —7(8)) € D.(6*(s), s€0,n*()]—as- (11.3.10)

Passo 6. Considere-se agora uma sucessdo {¢;}, onde, para cada i, se tem que €; &
positivo e suficientemente pequeno, € €; — 0. Pode ent#o afirmar-se que, para cada
i, o elemento (z*, 2%, p*) é solugdo do problema (Re,). Do exposto acima conclui-se
que para cada i existe p;, satisfazendo as condigdes necessérias de optimalidade,
com excepgio da condigao (9.4.1), que é substituida pela condigéo (11.3.8), ambas
com p substituido por pi, € correspondente a uma reparametrizagao r; que verifica
a condicdo (11.3.10), com 7, substitufdo por ;.

Como, para cada i, a condigdo (11.3.9) é satisfeita, com r substituido por i, tem-
-se que a sucesséo {ri} é uniformemente limitada e equicont{nua. Extraindo uma
subsucessdo (sem re-indexar) pode garantir-se que 7y = T, para alguma fungéo r
absolutamente continua. Facilmente se conclui que tal fungdo r verifica a condicao
(11.3.9), assim como

(Hr(6*(),y*(8), (), —r(#)) € [ Ds(6"(s) € s, 85 —qs.  (11.3.11)

>0

Definindo agora a fungéo p € BV+([0,1};R") por p(t) = r(n*(t)), para todo o
t € [0,1], é também possivel afirmar que esta fungio constitui um multiplicador das
condigdes necessérias de optimalidade de (z*, *) para (P), para além de verificar
as condicdes (11.3.4) e (11.3.5).

Passo 7. Tal como na demonstragio do teorema 7 .1.1, é possfvel mostrar que a
condigao (11.3.11) implica que

(HF(6*(s),y*(8),7(8)), —r(8)) € OV (0*(s),y*(s)), s € (85, 81] — a8~

Seja agora t € |0, 1{ qualquer. Entdo existe {0} C [$5,51] tal que oi 1 n(t). Como
6* & continua, y* e r sdo continuas e 0% (n*(t)) = t, a semicontinuidade superior do
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gradiente generalizado permite finalmente concluir que

(Hp(t,z*(2),p(1)), —P() € av (t,z*(t)-
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Capitulo 12

Conclusoes

O trabalho aqui apresentado consistiu no estudo de condigdes de optimalidade para
problemas de controlo 6ptimo com restrigoes de estado, e para problemas de controlo
impulsional com medidas vectoriais.

Problemas com restrigoes de estado

Uma das principais contribuigdes residiu na obtengdo de condigGes necessarias e
suficientes de optimalidade na forma de fungdes de verificagao. Estas fungdes sdo
obtidas como fungdes valor de uma familia de problemas auxiliares. Tais problemas
auxiliares possuem ainda restrigdes de estado. Contudo, supondo uma qualificagéo
das restricoes, materializada na nogao de calma, & possfvel garantir que tais funcdes
valor sio localmente Lipschitz continuas. O estabelecimento de um principio de
programagao dinamica para tal familia de problemas (algo diferente do tradicio-
nal) permitiu obter uma caracterizagdo pontual daquelas fungoes, a qual pode ser
interpretada como uma generalizacio da equagao de Hamilton-Jacobi, com uma de-
terminada condico fronteira. Mostrou-se ainda que a nogao de calma éa mais fraca
qualificagdo das restricdes que garante as propriedades acima enunciadas, na medi-
da em que é em si mesma uma consequéncia da existéncia de funcdes de verificagéo
com as referidas propriedades.

Foram também obtidos resultados que permitem relacionar a nogado de calma com
a existéncia de multiplicadores normais das condigbes necessérias de optimalida-
de. Estes resultados estendem outros existentes na literatura, demonstrando que a
calma é uma propriedades intermédia entre a normalidade e a normalidade forte.

A relag3o entre os conceitos de calma e normalidade deixa antever uma relagdo entre
fungdes de verificagao e multiplicadores das condigbes necessérias de optimalidade.
Nesta linha, foi demonstrado, assumindo mais uma vez a qualificagdo das restri¢oes
caracterizada pela nogo de calma, que 0 gradiente generalizado de uma funcéo de
verificagio contém um elemento que pode ser obtido a partir dos multiplicadores
das condigdes necessérias de optimalidade. Fundamental para o estabelecimento de
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tal relagao foi a forma como foram definidas as fungdes de verificagdo, em particular
a sua dependéncia num parametro que de alguma forma caracteriza o relaxamento

das restrigdes de estado.

Outra contribuigio deste trabalho consistiu numa defini¢do alternativa da fungio
valor para problemas com restrigoes de estado, aqui designada por funcio valor
estendida. De um modo algo anélogo ao que foi considerado para as funcdes de ve-
rificacdo, a fungao valor estendida depende, para além dos instante e estado iniciais,
de um parémetro adicional que estipula o grau de violagdo possivel das restrigoes
de estado. Esta definicdo surge de uma forma natural, na medida em que a fa-
mflia de problemas subjacente & defini¢ao desta funcdo satisfaz um principio de
programagao dinamica com uma formulagao tradicional. Foram ainda apresentadas
condigdes que garantem a Lipschitz continuidade da fungao valor estendida. Estas
condigdes constituem uma generalizagdo de outras existentes na literatura e que
garantem propriedades semelhantes para a funcgdo valor classica. As propriedades
de monotonia da fungao valor estendida, quando avaliada ao longo de trajectérias
admissiveis para o problema original, garantem que esta satisfaz uma equagao ge-
neralizada de Hamilton-J acobi sempre que for Lipschitz continua. Provavelmente,
a caracterfstica mais relevante da fungéo valor estendida é o facto do seu gradiente
generalizado (mais uma vez assumindo a Lipschitz continuidade) conter um elemen-
to obtido a partir de um multiplicador das condigdes necessarias de optimalidade.
Este resultado, inovador para problemas com restricdes de estado, constitui uma
extensdo de outros ja conhecidos mas para problemas com estado livre.

Problemas impulsionais com medidas vectoriais

Outra contribuigdo importante deste trabalho consistiu no resultado sobre aproxi-
magao por trajectorias admissiveis para a dinamica impulsional aqui considerada.
Este resultado constitui uma extensdo para inclusoes diferenciais impulsionais de
outros existentes na literatura mas apenas para inclusoes diferenciais. A sua rele-
vancia pode ser atestada pela forma simples como foi utilizado neste trabalho para
caracterizar propriedades da funcao valor.

A forma de defini¢do da fungao valor em problemas impulsionais aqui utilizada,
ao ndo considerar qualquer dependéncia em termos que limitem a variagdo total
do termo singular da dinamica, afigura-se mais intuitiva. No entanto, tal definicao
permite que cada um dos problemas auxiliares tenha conjuntos de estados atingf-
veis possivelmente ilimitados, podendo dar-se o caso do custo de tais problemas
nio estar limitado inferiormente. Desta forma, seré natural, e mesmo necessario,
impor hip6teses adicionais de boa definicdo de cada um destes problemas, tal como
considerado neste trabalho.

E também inovador o resultado que mostra que a funcao valor aqui definida, quando
Lipschitz continua, satisfaz um conjunto de condi¢des de Hamilton-Jacobi com uma
adequada condigdo fronteira. A identificagdo de condicdes suficientes de optimali-
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dade para estes problemas foi outro dos resultados aqui obtidos. Estas condigdes
estao ligadas ao conceito de fungéo de verificagdo para tal classe de problemas.

A relagdo entre um multiplicador das condigdes necessarias de optimalidade para
problemas impulsionais e a fungao valor obtida neste trabalho é idéntica a outras
ja conhecidas, mas para problemas sem impulsos. O facto da funcdo valor aqui
considerada satisfazer tal relagio justifica, de algum modo, a adequagdo da sua
defini¢do.
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