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RESUMO

Com base na teoria das placas delgadas de Kirchhoff, ¢ derivado um
elemento triangular, com 12 nds e 15 graus de liberdade, para analise de flexdo de
placas segundo o Método dos Elementos Finitos. As variaveis nodais estabelecidas
sio seis deslocamentos (nos vértices e a meio dos bordos) e nove rotagoes normais
(trés por cada bordo). O campo de deslocamentos & obtido por interpolagdo,
usando um polinémio completo do 4° grau. Define-se uma metodologia para o
calculo exacto da matriz de rigidez do elemento e do vector das forcas nodais.

S3o apresentados diversos testes e respectivos resultados, obtidos
numericamente, com a finalidade de aferir a validade da formulagdo, com especial
relevo para a prova de convergéncia e a comparagdo- de resultados com os obtidos
por outros autores e diferentes vias.
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INTRODUCAO

Todos os corpos se deformam, em maior ou menor grau, quando submetidos 4 acgdo
de forgas exteriores. Dentro de certos limites de intensidade das acgdes, a maioria dos corpos
deforma-se seguindo uma lei de proporcionalidade linear estabelecida pela primeira vez por
Robert Hooke, em 1678: "ut tensio sic vis", literalmente, “tal forca tal alongamento".

A teoria geral da elasticidade linear ensina-nos a relacionar deformagdes com
deslocamentos e tensdes com deformagdes. Estas relagdes traduzem-se por um conjunto de
equagdes diferenciais de derivadas parciais cuja solugdo deve satisfazer também certas
condigdes, ditas de fronteira, de restri¢es aos deslocamentos em dado sub-dominio.

Em geral, dada a complexidade geométrica dos corpos € a diversidade das acgdes, a
resolucdo de um problema de elasticidade ¢ impossivel seguindo a via da integragdo analitica.
A necessidade imposta pelo desenvolvimento tecnologico em dimensionar economicamente
pecas e estruturas tendo em conta o seu comportamento elastico e no Ambito das mais variadas
industrias (mecanica, civil, naval, automoével, aeronautica, militar, espacial, etc.), levou
inimeros investigadores a desenvolver métodos aproximados de integragdo das equacdes da
elasticidade.

O Método dos Elementos Finitos (MEF) foi gradualmente desenvolvido durante as
décadas de 40 ¢ 50 com o contributo parcelar de diversos fisicos, matematicos e engenheiros.
Segundo Burnnet [B1], o nome do método, "elementos finitos", apareceu pela primeira vez
numa publicagio de Clough [C1] em 1960. Nos finais dos anos 60 o método era ja
universalmente aceite como o mais eficaz para resolver os problemas praticos de elasticidade.
Note-se, contudo, que este método ndo € exclusivo da elasticidade, nem mesmo da mecanica
dos solidos em geral. Muitas outras areas técnicas € cientificas onde os fenémenos fisicos se
regem por leis da mesma natureza formal, como a mecinica dos fluidos, a transferéncia de
calor, o electromagnetismo, a acustica, etc., aplicam hoje em dia, e também intensamente, este
mesmo método.

O MEF pode ser utilizado em elasticidade, quer numa formulagio geral tri- ou bi-
dimensional de um meio solido continuo, quer aplicado as estruturas discretas ou aos sistemas
compostos por diversos corpos orientados de natureza distinta (estruturas reticuladas,
estruturas mistas de barras, cascas e placas, etc.).

No ambito do estudo das placas e cascas a flexdo, a primeira formulagdo
(embrionaria) de elementos finitos foi apresentada por Turner, Clough, Martin e Topp [T1],
em 1956, ao modelizar os painéis de geometria complexa das asas dos avides de alta

velocidade como um agrupamento de painéis mais pequenos de forma triangular simples.

Desde 1956 até aos nossos dias, foram apresentadas multiplas publicagdes onde
constam cerca de uma centena de diferentes formulagdes de elementos de placa, sendo
aproximadamente metade as que usam elementos triangulares [H1]. Isto demonstra, por um
lado, o interesse nesta area de investigagdo e, por outro, a dificuldade em obter o elemento
universalmente aceite como o "ideal" para a resolugdo dos problemas de placas.




O elemento finito que aqui formulamos ¢ um elemento de geometria triangular com
um conjunto de pontos e varidveis nodais nunca utilizado por outros autores. No trabalho
desenvolvido introduzimos ainda um método, que supomos inédito, de efectuar a integragdo
exacta, estendida a areas triangulares, de polindmios de qualquer grau.

Para a elaboragdo deste texto foi adoptada a seguinte orientagdo:

o No Capitulo I apresentamos a teoria geral de flexdo das placas delgadas. Com base nas
hipoteses de Kirchhoff, sdo aqui deduzidas as equagdes fundamentais que regem O
fenomeno da flexdo, nomeadamente as relacSes que envolvem as varidveis tipicas:
deslocamentos, rotagdes, momentos e curvaturas.

e No Capitulo II fazemos a apresentagao do Método dos Elementos Finitos aplicado a
analise de placas em geral e deduzimos a fundamentagdo do método.

e Nos Capitulos II e IV formulamos especificamente o novo elemento triangular e
apresentamos um conjunto de testes com 0s respectivos resultados que demonstram a
validade da formulagao.

o No final destes quatro capitulos tentamos extrair algumas conclusdes sobre o trabatho
desenvolvido e apresentamos algumas orientagdes para futuros desenvolvimentos.

« No Anexo I reproduzimos um formulario de placas extendido aos casos que foram objecto
de testes, nomeadamente de placas quadradas, circulares e triangulares.

o Na parte final deste trabalho apresentamos uma lista completa de todas as referéncias
bibliograficas que no texto sdo citadas entre paréntesis rectos.




Capitulo 1

TEORIA DE PLACAS DELGADAS DE KIRCHHOFF

1.1 - Definicdes e Hipoteses Fundamentais

No estudo do comportamento mecanico das estruturas, 0 termo placa ¢é utilizado para
referir um caso particular de outro mais geral das estruturas conhecidas como cascas.

Uma casca ¢ um corpo continuo relativamente ao qual uma das dimensGes que
caracterizam a sua forma - a espessura - € de uma ordem de grandeza significativamente
inferior as restantes outras duas. Uma casca fica geometricamente definida pelo conhecimento
da sua superficie média e pela espessura em qualquer ponto.

As placas sdo o caso particular das cascas cuja superficie média constitui um plano.

Considerando que sobre uma placa actua um qualquer sistema de for¢as € momentos,
representados genericamente na Figura 1.1, podemos sempre considerar agrupadas, por um
lado, a componente das forgas segundo o plano da placa Vi com a componente normal dos
vectores momento My, e, por outro, a componente normal das for¢as V, com a componente
dos vectores momento segundo o plano da placa, M. O primeiro destes grupos de
componentes origina um estado de tensdo-deformacio que é tratado basicamente no dmbito da
Elasticidade Plana Bidimensional. Quando uma placa esta submetida a um sistema de forgas e
momentos que se englobem no segundo daqueles grupos, entdo caimos no ambito da Flexdo de
Placas. Em geral, quando se usa o termo placa subentende-se que, para além de estarmos a
especificar uma forma geométrica propria, também estamos em presen¢a de cargas normais
e/ou momentos que provocam a sua flex&o. '

n V,.M; = Flex#o de Placas

-------------------- V, .M, = Elasticidade Plana

Plano médio = Plano xy

Figura 1.1




Existem diversas teorias de andlise da flexdo de placas. Consoante a natureza dos
problemas, umas s30 mais ou menos indicadas para o seu estudo. Por exemplo, quando a
espessura de uma placa € significativa (relagdo espessura/vao maior que 1:10) entdo a Teoria
de Mindlin fornece melhores resultados que a teoria de Kirchhoff [O1]. Também, se uma placa
for capaz de sofrer grandes deformacdes elasticas, as teorias de flexdo baseadas na analise ndo-
linear fornecem seguramente melhores resultados que os obtidos pela teoria de Kirchhoff.
Contudo, na maioria dos casos préaticos verificam-se as hipoteses fundamentais da teoria de
Kirchhoff, sendo por isso aquela que é a mais vulgarmente utilizada.

A teoria de flexiio das placas delgadas de Kirchhoff assenta nas seguintes hipoteses
fundamentais:

1) Os pontos do plano médio da placa s6 se deslocam segundo a normal ao plano e
os valores desses deslocamentos s3o pequenos com relagdo ao véo.

2) Todos os pontos contidos numa normal ao plano médio mantém-se, apds a
deformacdo, numa linha recta que permanece ortogonal a deformada.

3) A tensdo normal na direc¢do perpendicular ao plano médio € nula.

1.2 - Deslocamentos ¢ Deformacées

Consideremos um referencial, como indicado na Figura 1.1, em que o plano xy
coincida com o plano médio e o eixo do zz seja normal a placa e positivo para cima.

Sejam u,v,w os deslocamentos de um ponto qualquer da placa, segundo as direcgdes
dos 3 eixos coordenados x,y,z, respectivamente.

Consideremos, numa placa deformada, um ponto genérico P do plano médio e duas
seccdes de intersecgdo da placa com 2 planos verticais, a passar em P, paralelos aos planos xz
e yz. As duas secgdes assim obtidas estio representadas na Figura 1.2 (@) e (b),
respectivamente.

(@ Z,W () ﬂ Z,W
_ow _ow
(bx T ox ¢y T oy
=z =z
g ow J ow
0x oy
t P xu t P Y.V
Figura 1.2




Representando por w=w(x,y) o deslocamento segundo z do ponto P e tendo em
consideracdo as hipoteses 1 e 2 de Kirchhoff, entdo um ponto qualquer Q, & distancia z
segundo a normal tirada por P, sofre um deslocamento cujas componentes sdo, desprezando
infinitésimos de 2* ordem,

. ow )
u -z—
ox
{u}=<v$=1—-z%‘;—> com —-;—SZs+—;- (1.1
(W) | w

Pode assim ja verificar-se que o campo de deslocamentos no interior da placa fica
perfeitamente determinado com o conhecimento da fungio w=w(xy), que representa 0
deslocamento normal dos pontos pertencentes ao plano médio.

Com vista a obtencdo das deformagdes no ponto Q, recordemos agora as equagdes
diferenciais da analise linear elastica [T2]:

L
s Z"‘az
du v, ow. v ow (12)

— - oy =—+— .=
Yo o o T e kT e oy
em que €x,Ey,82,Yxy>Yxz>¥yz sio as componentes do tensor das deformagdes.

Substituindo (1.1) em (1.2) obtemos

(1.3)

As expressdes (1.3) mostram que sdo somente 3 as deformagdes relevantes na flexdo
de placas delgadas: as extensOes €4 € €y, 2 distorsdo ¥y .

Designando por {e} o vector dessas deformagGes relevantes num ponto qualquer

“

Ex

{8}= Ey (1.4)

v’

Yy |




e por {€} o vector das deformagGes géneralizadas definido por

’ o*w W

axz
R *w

{8}=+ el (1.5)

a2

| Oxdy |

entio as expressdes (1.3) podem reescrever-se na forma mais condensada de uma unica
equagdo vectorial

{e}=-z{g} (1.6)

Esta equagio evidencia que nos pontos do plano médio da placa a deformagdo € nula
e que a lei de variagdo da deformagdo ao longo da espessura ¢ de proporcionalidade com a
distancia z dum ponto genérico ao plano médio.

Ha também a notar que as componentes do vector das deformagGes generalizadas tém
um significado geométrico. A geometria diferencial mostra-nos que aquelas componentes sao
exactamente as 3 curvaturas da superficie deformada w(x,y) do plano médio [T3]. Por tal
motivo também se designa o vector das deformagdes generalizadas por vector das curvaturas.

Como se vera mais tarde, ha ainda toda a conveniéncia em expressar o vector {¢} na
forma matricial

{g}={L}w %)

utilizando o operador diferencial de 2° ordem

,

L= — ¢ (1.8)

1.3 - Tensdes. Lei de Hooke

Recordemos a lei de Hooke generalizada ao estado de tensdo-deformagdo triaxial
[T2]:




[ _ox_ v

EXZ—E—“E(GY+0’Z)

c \Y
8y=_E¥'_E(Cx+Gz)
el (19)
Szzg—g(ﬁx*‘cy)

T T 1 E

Xy XZ yZ

=—= =X =—— comG=
| YT T2 TG e TG 20+ v)

em que E ¢ o modulo de elasticidade longitudinal, ou médulo de Young, v o coeficiente de
Poisson, € 6y,6y,0;,Tyy,Tx,Ty; as componentes do tensor das tensdes, cujo significado,

segundo a convengdo de sentidos positivos, € o que a Figura 1.3 (a) representa.

Figura 1.3

Levando em conta os valores nulos das componentes da deformagio obtidos em
(1.3), e tendo em consideragdo que segundo a 3* hipotese de Kirchhoff 6, = 0, entdo a lei de

Hooke aplicada a um ponto qualquer da placa fica reduzida a:

,

Gy V
ex=Ex——cy

c
= F B

4 (1.10)
€, =0
E

Ty = Ty =0,1,, =0
Xy 2(1+v)yXy X ¥z

A conclusdo de nulidade da deformagdo normal €, e das tensdes de corte segundo a
normal t,, e Ty, D30 € exacta, contudo, resulta das hipéteses postuladas. Como se vera mais
adiante, existirio necessariamente tensdes de corte segundo a normal, por forga da existéncia
de esfor¢o de corte nessas direc¢es, indispensavel ao equilibrio de um qualquer elemento
infinitesimal de placa sujeito 4 acgio de cargas normais. O que as expressdes (1.10) denotam é




que somente as componentes da tensdo e da deformagdo no plano xy sdo significativas no
trabalho de deformac@io por flexdo. Uma vez resolvido um problema de placas delgadas
segundo a teoria de Kirchhoff com o conhecimento das componentes significativas, entfo as
componentes agora "nulas" poderdo ser calculadas a posteriori, como se indicara mais adiante.

As componentes da tensdo com significado no trabalho de deformacio da placa estdo
indicadas na Figura 1.3 (b).

A relagdo (1.10) entre as componentes da tensio com as da deformagéo pode ser
expressa da seguinte forma matricial condensada:

{o}=[D]{e} (1.11)
sendo {c} o vector das tensdes num ponto qualquer

( 3
CX

{o}={0o, T (1.12)

[ Txy |

e [D] a matriz de elasticidade num ponto

1 v 0
[D]=—= Slvo1 o0 (1.13)
1-v
0 0 1.;_"

A integracio das componentes da tensio ao longo da espessura da placa,
multiplicadas pela distdncia z & superficie média, fornece-nos os momentos por unidade de
comprimento, os quais, agrupados pela mesma ordem das tensdes sob a forma de um vector,

designaremos por tensdes generalizadas {6‘}:

(Mx‘ % ro'x‘
{6}=/¢ M, T:_J‘ 4 oy 2dz _ (1.19)
t
My) 2 {7

O sinal negativo na expressdo (1.14) justifica-se para permitir adoptar a convengio
habitual de sentidos positivos para os momentos que representamos na Figura 1.4.
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Figura- 1.4

O integral de (1.14) pode ser desenvolvido substituindo as tenses em fungdo das
deformagdes dadas pela lei de Hooke (1.11) e levando em conta & relagdo destas com as
deformagdes generalizadas (1.6),

{6}=- Jg{c}zdz— f{s}zdz D){&} J'z dz= {e}— (1.15)
2 2 2

Obtemos assim a relagdo de Hooke para as placas
{5}=[D]{z} (1.16)

em que {6} é o vector das tensdes generalizadas, ou momentos, {£}¢é o vector das

deformagGes generalizadas, ou curvaturas, as quais se podem expressar, como definido em
(1.5), pelas derivadas parciais de segunda ordem dos deslocamentos w em ordem a x e y e,

finalmente, []3] ¢ a matriz de elasticidade de flexdo, a qual possui a seguinte constitui¢do:

1 v 0
A1 t3 Et3
Di=—|D}]=——1} v 1 0 1.17
0 0 l—_v
R 2

Ao factor escalar que intervém na definicdo da matriz [13] ¢ habitual identifica-lo
como sendo o médulo de rigidez a flex3o, ou constante de placa, D:

3
Dziz_ (1.18)
12(1-v*)

11




1.4 - Equacées de Equilibrio

Consideremos isoladamente um elemento infinitesimal de placa € o conjunto de todas
as forgas e momentos que sobre ele actuam, Figura 1.5.

Para além dos momentos M, ,My eM,y, temos a considerar também os esforgos de
corte por unidade de comprimento, segundo a normal, Q, e Q, e, na superficie do elemento, a
carga normal exterior q.

Q, +

Figura 1.5

Aplicando a condi¢do de equilibrio estatico referente as projecgdes das forcas
segundo o eixo dos zz, obtemos

an aQY
- dxdy -——dydx+qdxdy=0 1.19
P y 5 y dx + qdxdy (1.19)
donde resulta
&_;_&:q (1.20)
ox Oy

Aplicando a condi¢do de equilibrio estatico referente as projecgGes dos momentos
segundo o eixo dos xx, e desprezando infinitésimos de ordem superior, obtemos

aMxy 6MY
% dXdy+——5y—deX—deXdy=0 (121)

donde resulta

A (1.22)
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Do mesmo modo, tomando o equilibrio das projecgdes de momentos segundo o eixo
dos yy, obtemos

(1.23)

Substituindo agora os valores de Q,e Qy das expressdes (1.22) e (1.23) na
expressdo (1.20), chegamos a equagio de equilibrio
M, 62 *M

= ay2 L2 axa;y =q (1.24)

1.5 - Solucio Analitica Geral de um Problema de Placas

As 3 equagdes representadas de uma forma condensada pela expressio (1.16),
juntamente com a equagdo de equilibrio (1.24), formam um sistema de 4 equagdes diferenciais
de derivadas parciais de segunda ordem em x e y nas incOgnitas w, M,.M, eM,,, que
permitem, com a introdugdo das condigbes fronteira especificas a cada caso, determinar
formalmente aquelas incognitas de modo bem definido.

Uma das vias de resolugdo analitica deste problema consiste em eliminar as incognitas
My,M, e M,, obtendo uma s6 equagdo diferencial em w. De facto, ao substituir as
componentes de {G} dadas por (1.16) na equagio de equilibrio (1.24), obtemos facilmente a

seguinte equac¢do diferencial de quarta ordem, conhecida como a equacdo diferencial da
superficie elastica, ou equagdo de Lagrange [T3]:

4 4 4
Iw, 0w ,OW_4 (1.25)
x? Toaxloy? oyt D

Considerando ser possivel integrar analiticamente esta equa¢io de modo a cumprir
todas as condigGes fronteira, entdo os momentos e os esforgos de corte ficario determinados
derivando a fungdo w(x,y) de acordo com as expressdes (1.16), (1.22) e (1.23).

As tensbes em qualquer ponto ao longo da espessura da placa ficam finalmente
definidas pela utilizagdo das expressdes classicas da Resisténcia de Materiais [T4]:

[ 12M, ([ 12M,,
TR T
12M 3Q, 2
{o,=——7Lz = ——[1 ] 1.26
y 3 152 =37 (1.26)
3Q, 2
720 vf‘aT[‘ ]
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1.6 - Energia de Deformacio Eldstica em Flexio

Como vimos, um problema de flexdo elastica de placas pode ser resolvido com o
estabelecimento das relagdes entre deslocamentos e deformagdes, destas com as tensGes e,
finalmente, com uma expressdo das condigdes de equilibrio de tensdes com as acgdes
exteriores.

Em alternativa as equagdes de equilibrio, é possivel estabelecer outras expressdes que
resultem da aplicagio de principios fundamentais da Mecanica dos Meios Continuos
envolvendo balangos energéticos entre o trabalho das forgas exteriores e a energia interna de
deformagdo da placa.

O processo utilizado na analise de placas pelo Método dos Elementos Finitos envolve
precisamente esse conceito de energia de deformag@o.

Recordemos da elasticidade triaxial [T2] a expressio da energia de deformagéo
elastica acumulada num elemento infinitesimal de volume:

1
du_—_-z—(o‘xsx +0y8y 10,8, + Ty Vuy T TV xz +ryzyyz)dV (1.27)

Como vimos no paragrafo 1.3, somente as componentes de tensdo-deformaggo axial
segundo 0s eixos xx e yy e de distorsdo segundo xy sdo relevantes na flexdo de placas
delgadas. Anulando assim os respectivos termos em (1.27) e usando a notagdo (1.4) e (1.12)
para representar os vectores das deformag3es e das tensdes num ponto qualquer da placa, a
energia elementar de deformagdo pode expressar-se por

du=—;—{8}T [c}dv (1.28)

ou, atendendo a relag@o (1.6) entre o vector das deformagdes num ponto {e} com o vector das
curvaturas {&},

du=- z—;—{é}T {c}dv (1.29)

Estando determinada uma lei de variagdo das tensdes ao longo da espessura da placa,
entdo & possivel desde ja efectuar sobre a expressio (1.29) uma integragdo na variavel z.
Passando a designar por du a energia de deformagio acumulada num elemento infinitesimal
com espessura t ¢ area dA= dx dy e tendo presente a definigdo (1.14) de vector das tensdes
generalizadas, ou dos momentos, entdo a expressio (1.29) pode desenvolver-se da seguinte
forma: ‘ '

t
2

du=%{§}T - j [o}zdz |dA =%{a}T {5}dA (1.30)
t

2
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Capitulo I1

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
APLICADO AS PLACAS

2.1 - Introdugao

Como vimos no capitulo anterior, a solugdo do problema de flexdo de placas passa
pela integragio de uma equacdo diferencial de quarta ordem ou, em alternativa, pela resolugdo
de um sistema de quatro equagdes simultdneas diferenciais de segunda ordem, devendo a
solugdo cumprir sempre as condigdes fronteira. A possibilidade de encontrar uma solugdo pela
via analitica encontra-se naturalmente restringida aos casos de geometria, condig3es fronteira e
carregamento nio muito complexos. Na pratica, surgem com frequéncia situagdes onde tais
condigdes ndo existem, sendo virtualmente impossivel encontrar solugGes analiticas
satisfatoriamente rigorosas para resolver os problemas de dimensionamento ou analise de
tensdes e deformagdes.

Para ultrapassar tais situagdes, e pondo de lado os métodos experimentais, a via passa
pela utilizagio de métodos numéricos, hoje em dia vulgarmente utilizados, também pela razdo
de existir um facil acesso a potentes computadores.

Dentro dos diversos métodos de analise numérica ressalta, pela sua versatilidade, o
Método dos Elementos Finitos (MEF).

O MEF ¢é um método numérico que assenta nas seguintes bases fundamentais:
e Discretizagio do meio continuo em elementos finitos.

e Definigio de um certo niimero de pontos nodais na fronteira (eventualmente, também
no interior dos elementos) e de varidveis associadas a esses pontos, as quais podem
ser deslocamentos ou tensdes, quer no sentido restrito quer generalizado, e que irdo
constituir as incognitas do problema.

o Estabelecimento de fung¢es aproximadas para o campo de deslocamentos e/ou de
tensdes no interior dos elementos, por interpolagio geométrica dos valores das
varidveis nos pontos nodais.

e Aplicagio de um principio fisico, geralmente energético, que permite ligar todas as

variaveis nodais e constituir um sistema de equagdes com igual nimero de incognitas.

O MEF pode ser classificado quanto a natureza das variaveis interpoladas no interior
dos elementos e a natureza das incognitas resultantes no sistema de equagdes final. De acordo
com Hrabok e Hrudey [H1] e Pian e Tong [P1], temos:
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e O método dos deslocamentos, quando as varidveis de interpolagdo sdo deslocamentos
e as incognitas finais s3o os deslocamentos generalizados.

e O método do equilibrio, quando as varidveis de interpolagdo sdo tensGes e as
incognitas finais sdo, quer os deslocamentos generalizados, quer os factores de
tensdo.

¢ O método misto, em que os deslocamentos e as tensOes aparecem, quer cOmo
variaveis de interpolagdo no interior do elemento, quer como incognitas finais.

e O método hibrido, em que as varidveis de interpolagéo podem ser os deslocamentos
ou as tensdes, mas um grupo delas ¢ eliminado ao nivel da formulagio do elemento,
ndo fazendo assim parte do grupo de incognitas finais.

Historicamente, foi o método dos deslocamentos o primeiro a ser utilizado na analise
de problemas de elasticidade. Actualmente, parece ser ainda o mais popular, nomeadamente
para a analise linear elastica de placas e cascas. E este o método que seguiremos.

Existem diversos fundamentos fisicos e matematicos que podem dar suporte ao MEF.
Aquele que usaremos baseia-se no conceito de energia de deformagdo elastica e no principio
da conservagio de energia.

2.2 - Discretizaciio. Deslocamentos Generalizados. Campo de Deslocamentos. Funcdes de -
Forma.

Seja uma placa com um geometria qualquer e divida-se o seu dominio em elementos
finitos com uma topologia definida, por exemplo, tridngulos ou quadrilateros. Considere-se um
niimero restrito de pontos de ligagdo entre elementos (e, eventualmente, de pontos do interior
do elemento), os quais genericamente designamos por nds, e associe-se a cada né um certo
ntimero de graus de liberdade, ou variaveis nodais, por exemplo deslocamento normal, rotagdo
segundo um dado eixo, etc. O numero e natureza das varidveis nodais n3o tém que ser
necessariamente igual para todos os nos.

Designemos por

{oc}={o5.55, .80} @1

o vector dos deslocamentos nodais generalizados do elemento, composto pelas n variaveis
nodais associadas a todos os seus nds, segundo uma qualquer ordem arbitraria, mas sempre a
mesma para todos os elementos.

O campo de deslocamentos w=w(x,y) relativo aos pontos da superficie média vai ser

tomado, por aproximagio, como uma combinagdo dos deslocamentos nodais generalizados,
afectados de coeficientes de combinagdo N;, fungdes das varidveis geométricasx e y.
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n
w(x,y)= Y Ni(x,y) 5 22
i=1 :
Os coeficientes de combinagdo N;(x,y), para i=1 a n, também se designam por
fungdes interpoladoras, fungdes de peso ou, mais correntemente, fun¢Ges de forma.

A expressio (2.2) pode tomar uma forma matricial mais conveniente
w=[N]{s¢} 23)

sendo [N] a matriz das fungdes de forma, constituida, no caso da flexdo de placas delgadas,
por uma Unica linha e n colunas:

[N]=[N; N, ... Nn] (2.4

2.3 - Energia de Deformacio Elistica no Elemento Finito. Matriz das Deformacdes e
Matriz de Rigidez.

A energia de deformacfo elastica acumulada num elemento finito, U®, calcula-se,
naturalmente, por integragdo da energia elementar infinitesimal obtida pela expressdo (1.30).
Sendo A a area do elemento, entdo

U = J'du %J'{é}T [6}dA (2.5)
e A
Levando em conta a relagio de Hooke (1.16), a expressdo anterior transforma-se em,

U° =%£ &} [D]{g}aa (2.6)

Por outro lado, tendo em conta (1.7) e (2.3), o vector das curvaturas {é} pode agora
Ser expresso por

{e}={Lhw = {Linifse = [B)fs°) 2.7
sendo esta nova matriz [B] designada por matriz das deformagGes cuja defini¢do €
[B]={L}{N] 2.8)

Substituindo em (2.6) o vector {£} pela relagdo obtida em (2.7), e tendo em conta
que {83} é independente das variaveis geométricas de integragdo, obtemos finalmente para U°

a seguinte expressao:
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T
Ue %{ae} [xe]{se} 2.9)
onde [K€] é designada por matriz de rigidez do elemento e a sua defini¢do €

[x°]=[[B]"[D](Blea (2.»10)

A

A matriz de rigidez [K€] é uma matriz simétrica. A prova desta sua caracteristica seria
facilmente deduzida a partir da definigdo (2.10) e da propriedade de igualdade de uma matriz
simétrica com a sua transposta.

2.4 - Trabalho Realizado pelas Forcas Exteriores

As forgas (no seu sentido generalizado, forgas e momentos) que actuam exteriormente
ao elemento sdo de duas naturezas diferentes: as que resultam da ligagdo mutua com os
elementos adjacentes, e as forgas propriamente exteriores  placa. Em virtude do principio de
reciprocidade dos efeitos de acgdo-reacgdo, o trabalho realizado pelas forgas de ligacdo sobre
um dado elemento é anulado pelo trabalho dessas mesmas forgas, mas com sentido inverso,
sobre os elementos adjacentes. Por este facto, omitiremos tais parcelas nas expressdes do
trabalho realizado.

Consideremos as seguintes forgas exteriores a actuar sobre um elemento:

q - Forgas distribuidas pela area, Fig. 2.1 (a)

p - Forgas distribuidas por um segmento recto, Fig. 2.1 (b)

M, - Momentos distribuidos por um segmento recto, Fig. 2.1 (c)
P - Forgas concentradas num ponto, Fig. 2.1 (d)

M - Momentos concentrados num ponto, Fig. 2.1 (d)

(a) b

Z,W

-
n

Z,W

Fig. 2.1
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Passemos a calcular o trabalho realizado por cada um destes 5 tipos de cargas:

a) O trabalho realizado pelas forcas q distribuidas pela area é

We =%J‘qwdA @.11)

Substituindo w pela interpolagdo (2.3) e desenvolvendo, obtemos

=_jq 1{s° dA—_fq s} [N]T dA— {5 jq dA 2.12)

expressdo esta que pode tomar a forma mais condensada
T
=%{5"} {f;} (2.13)

em que o vector {f;} é designado por vector das for¢as nodais equivalentes a uma carga

distribuida e a sua definig¢do é

{ee}= jq [N]FdA @)

b) O trabalho realizado pelas forgas p distribuidas por um segmento rectilineo €

1
WS =5_[pde 2.15)
Efectuando as mesmas operagdes que no caso anterior, facilmente se conclui que
1 T
we =§{ae} {£} 2.16)

em que o vector {f;’} é designado por vector das forgas nodais equivalentes a uma carga

distribuida segundo um segmento rectilineo e a sua defini¢do €

{esd=[p N a @.17)

¢) O trabalho realizado pelos momentos M, distribuidos por um segmento rectilineo é

e 1 ow
W, =;J“L—an dL (2.18)
L
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sendo n a variavel geométrica associada a normal ao segmento rectilineo.

Atendendo a que

22 ivifee ) - 2 fo 77 ) =foe b S @19)

entdo, a semelhanga dos casos anteriores, obtém-se

Wi =%{6°}T{f,ﬁ} (220)

em que o vector {fﬁ} é designado por vector das forgas nodais equivalentes a um momento

distribuido segundo um segmento rectilineo e a sua defini¢do é
T
o|N
{fi}=fm———[an] do (2.21)
L

d) O trabalho realizado por cada uma das forgas concentradas P ¢

Wg :—;—Pw (2.22)

De modo semelhante, pode concluir-se que
w; = {o} {e5] @23)
em que 0 vector {ff;} ¢ designado por vector das for¢as nodais equivalentes a uma carga
concentrada e a sua definicio é
{s5}=p[NT" 229)
¢) O trabalho realizado por cada um dos momentos concentrados M é |

1. ow
Wy =—M— 2.25
M= ™ on (2.25)

sendo n a variavel geométrica associada a normal ao vector momento M.

Atendendo ao que ja se demonstrou nos casos anteriores, pode concluir-se que

WE; =%{6"}T{f§4} (2.26)
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em que o vector {ff,;} ¢ designado por vector das forgas nodais equivalentes a um momento

concentrado e a sua definigdo é

oNT
on

{gg}=m 2.27)

Chegamos, finalmente, a conclusdo que o trabalho de todas as acgdes exteriores a um
elemento se pode resumir numa s6 expressao

we =-;-{56}T {£e} (2.28)

{eeb={eehe{agho{eg b {esho o) 2.29)

e cada uma das parcelas do segundo membro de (2.29) tem a defini¢do indicada em (2.14),
(2.17), (2.21), (2.24) e (2.27), respectivamente.
2.5 - Expressio do Equilibrio Energético Global

Supondo ndo haver perdas, o trabalho realizado por todas as forcas exteriores €

integralmente convertido em energia interna de deformag@o elastica em todos os m elementos
de uma placa, ou seja

e=1

iue = iwe (2.30)
e=1

Substituindo a energia acumulada pelo valor encontrado na expressdo (2.9) e o
trabalho realizado pelo da expressdo (2.28), obtemos

$ oot} S 20} i) e
e=1 e=1
condi¢io esta que se verifica sempre que
[K]{s}={f} (2.32)

em que:

. {6}={51,62,...,83}T é o vector global dos ¢ deslocamentos nodais generalizados
independentes da placa,
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e [K] a matriz de rigidez global da placa, cujas £ x £ componentes se obtém somando as

componentes referentes a deslocamentos comuns de todas as matrizes [Ke] , ©

.o {f } é o vector global de forgas nodais equivalentes, cujos ¢ elementos se obtém somando

os componentes referentes a deslocamentos comuns de todos os vectores {f ¢ }

A expressdo (2.32) representa, de uma forma muito condensada, um sistema global de
¢ equagdes simultineas e lineares nas incognitas que sdo todos os ¢ deslocamentos
generalizados nodais da placa.

Da mesma forma que as matrizes de rigidez dos elementos, também a matriz de
rigidez global [K] é uma matriz simétrica. Além disto, a matriz [K] é uma matriz singular, isto
é, o seu determinante ¢ nulo. De facto, podemos concluir que seria absurdo que aquela matriz
o ndo fosse, j4 que em tal caso haveria desde logo uma solugdo bem determinada para os
deslocamentos, quando, numa perspectiva fisica, as condi¢des de ndo imposi¢do de quaisquer
restricdes a deslocamentos tornaria a placa um corpo livre, passivel portanto de uma infinidade
de configuragdes de deslocamentos correspondentes a um movimento de corpo rigido.

O sistema de equag3es representado por (2.32) transforma-se num sistema bem
determinado quando se impde um determinado nimero de restrigdes correspondentes as
condicSes fronteira. O nimero minimo de restricdes é, obviamente, aquele que é o minimo
necessario para impedir movimentos de corpo rigido. Para a flexdo de placas este namero ¢,
em geral, de 3 deslocamentos generalizados nodais. -

2.6 - Deslocamentos, Deformacdes e Tensédes Finais

Com a resolugio do sistema de equagbes (2.32) ficam conhecidos todos os
deslocamentos generalizados nodais da placa e, por reagrupamento, ficam conhecidos os

vectores dos deslocamentos generalizados nodais 18° [ de todos os elementos. A partir destes,

e 0 deslocamento de um ponto qualquer no interior ou na fronteira do elemento calcula-se
recorrendo & expressdo (2.3), w=[N]{8° '

e a rotagio de um ponto qualquer em torno de um dado eixo de normal n calcula-se por
derivagdo de (2.3),

ow =§[1]{5e} (2.33)

e as deformacGes Teneralizadas, ou curvaturas, sdo calculadas por intermédio da expressdo

@7, {8}=[B]{s°}
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e astensdes generalizadas, ou momentos, s30 calculados pelas expressoes (1.16) e 2.7

{s}=[p}fs} =[p]{5°} (234

2.7 - Continuidade. Convergéncia. Patch Test

A continuidade de deslocamentos, deformagdes e tensdes na fronteira entre elementos
nio ¢ garantida, em geral, pelo MEF, excepto no que se refere as varidveis nodais €
unicamente nos pontos nodais.

Em problemas de flexdo designa-se por continuidade do tipo C® aquela em que o
deslocamento linear w é continuo em toda a fronteira, e por continuidade do tipo C! aquela em
que a derivada dos deslocamentos segundo a normal  fronteira, ou rotagdo normal, é continua
em todo o dominio dessa mesma fronteira. Um elemento de placa diz-se conforme quando
possui continuidade do tipo C!. Contudo, mesmo num elemento conforme, ndo existe
continuidade dos momentos, ja que estes sdo proporcionais as derivadas de segunda ordem dos
deslocamentos.

As condicdes de continuidade estdo directamente relacionadas com o estabelecimento
do niimero e natureza das variaveis nodais e com as fungdes de forma.

A procura de elementos triangulares conformes tem-se revelado dificil e levado alguns
investigadores em MEF a desenvolver formulagdes de certo modo sofisticadas. Também, com
a excepgdo dos elementos de elevada ordem, parecem revelar-se muito rigidos. Por outro lado,

alguns investigadores provaram a convergéncia de diversos elementos ndo conformes, nalguns

casos com elevada eficicia. Por este motivo, existe um cepticismo consideravel quanto a
necessidade de cumprir o requisito de continuidade C' [H1].

A convergéncia de um elemento finito pode ser testada por intermédio de um
procedimento muito simples, desenvolvido por Irons [I1] [I2], designado por "patch test". Este
procedimento, que poderiamos traduzir por teste da parcela ou teste do retalho, baseia-se na
seleccdo de um conjunto, ou parcela, de elementos e aplicar nos nés do seu contorno
deslocamentos prescritos correspondentes a um Campo de deslocamentos pré-fixados e
conhecidos no seu todo [O1]. Diz-se entdo que o elemento satisfaz o "patch test”, o que
garante a sua convergéncia, se a solugdo obtida para os deslocamentos € deformagdes no
interior da parcela coincidir com a que se deduziria analiticamente do campo de deslocamentos

conhecido [T5].

Do "patch test" podem deduzir-se duas importantes condi¢Ges para a convergéncia do
clemento: a condi¢io de movimento de corpo rigido e a de deformagdo constante. A primeira
condigdo esta associada ao facto do estado de deformagdo ser necessariamente nulo no interior
de um conjunto de elementos que ¢ submetido a um movimento de corpo rigido. A segunda
condigdo tem a ver com o facto das condigdes existentes no interior de cada elemento se irem
aproximando cada vez mais, 4 medida que se refina a malha de um corpo, com as de um estado

de deformag@o constante.
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2.8 - Revista dos Elementos de Placa Existentes.

No presente paragrafo iremos passar em revista os elementos de placa de geometria
triangular conhecidos. Serdo somente abordados aqueles elementos que, segundo o método
dos deslocamentos (veja-se paragrafo 2.1), sdo formulados segundo a teoria de placas delgadas
de Kirchhoff. Muitos dos elementos aqui referidos foram catalogados por Hrabok e Hrudey
[H1]. Nos textos de Holand e Bell [H2] e de Ofiate [O1] encontra-se também uma descri¢do
pormenorizada de alguns deles.

O elemento conhecido com menor nimero de graus de liberdade é o elemento de
deformacdo constante de Morley [M1] [M2] com 6 gdi, Fig. 2.2 (a). Usa fungdes de forma
derivadas de um polinémio completo do 2° grauemx ey (daqui a razdo de ser de deformagdo
constante, j& que esta é proporcional as derivadas de 2* ordem dos deslocamentos). E um
elemento nio conforme que se tornou bastante popular pela sua simplicidade. Passa pelo
“patch test", mas possui uma convergéncia muito lenta.

Um dos primeiros elementos de placa a ter sido desenvolvido foi, em 1961, o
elemento de Adini [A1] com 9 gdl, Fig. 2.2 (b). Neste elemento foi usado um polinémio
incompleto do 3° grau, tendo sido omitido o termo em xy. Ndo consegue, por isso, reproduzir
estados de curvatura de tor¢do constante. Também nio é conforme e a sua convergéncia &
erratea [H1].

Um segundo elemento deste mesmo tipo foi desenvolvido pouco tempo depois por
Tocher [T6]. Este autor propds que no polinomio do 3° grau se agrupassem num sO 0s termos

em x%y e xyz. Este elemento produz matrizes singulares para certas formas e orientagdes dos
elementos. E também um elemento ndo conforme.

Uma evolugio para um elemento conforme foi obtida por Clough e Tocher [C2] a
partir de uma ideia de Hsieh e Clough. Este elemento, popularmente conhecido por HCT,
possui ainda os 9 gdl assinalados na configuragdo da Fig. 2.2 (b). A base da sua formulagdo
assenta na divisio do dominio do elemento em 3 sub-dominios com eliminagdo final das
variaveis internas.

Bazeley, Cheung, Irons € Zienkiewicz [B2] desenvolveram um elemento com a
mesma configuracio de 9 gdl da Fig. 2.2 (b) usando uma abordagem bastante diferente no que
respeita as fungSes de forma. A aproximagdo dos deslocamentos consiste num polinomio
incompleto do 3° grau estabelecido em coordenadas de rea. Este elemento, designado por
CKZ, nio é conforme, pese embora convirja de maneira razoavelmente satisfatoria.
Posteriormente, quer Os seus criadores, quer outros investigadores, aperfeicoaram o elemento
CKZ. Uma evolugdo conforme deste elemento pode encontrar-se no texto de Zienkiewicz

[Z1].

Outros autores apresentaram ainda diferentes formulagdes para elementos com 0s
mesmos 9 gdl da Fig. 2.2 (b) [13] [R1] [C4] [S1][S2].

Com o objectivo de conseguir uma aproximagdo dos deslocamentos por intermédio de
um polinémio completo do 3° grau, Harvey e Kelsey [H3] tiveram a ideia de acrescentar ao
elemento anterior um né interior central ao qual associaram um deslocamento como nova
variavel nodal. Obtiveram assim o elemento com 10 gd! representado na Fig. 2.2 (c). Este
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elemento possui um mau comportamento de base, mas os autores demonstraram, introduzindo t
determinadas correcgdes a formulagdo, que 0 elemento satisfaz o "patch test" e converge 5
correctamente.
(@ 6gdl Modey | (0) 9 gdl HeT | © 10gdl 10
CKZ (nc) - !
CKZ () Q
4 O ;
1 2 5 2
(d) 12 gdi Lect-12 | () 15 gdl T-15 | (f) 18 gdl T-18
|
vl
4 5 |
2 2 3 :
(2 18 gdl o | () 21 gdl 721 | G 2lgdl  Coramantion :
6 4 7
'1
2 3 2 ‘,
1-w 5— w, gw_
on
ow ow ow O%w
2_ w, —_, — 6— w) _—, .
ox oy on onot
Ly O ow Pw Pw Pwo g e otw
3 ax b ay -] axz b axay 2 ayz b ax 2 ay 2 at
4 W
an |
!
Figura 2.2 |

Uma nova via para obter conformidade foi proposta por Clough e Felippa [C3]. A
partir do elemento CKZ, adicionaram as rotagdes normais a meio dos 3 lados do elemento,
obtendo desta forma o elemento com 12 gdl representado na Fig. 2.2 (d). A formulagdo
apresentada por estes autores constitui um refinamento do processo de divisio em sub-
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dominios, tendo sido usados polinémios completos do 3° grau e reduzido as variaveis, por
eliminagfio das internas, de um total de 30 para os 12 gdl finais. Este elemento é conforme
[Z1].

Um elemento nio conforme com 15 gdl ¢ formulado por Bell [B3] [B4] e Chu e
Schnobrich [C5], utilizando um polinémio completo do 4° grau e acrescentando as trés
variaveis dos vértices do elemento CKZ duas novas variaveis a meio de cada lado do tridngulo:
um deslocamento e uma rotagdo normal, Fig. 2.2 ().

Nova via de evolugdo para os elementos conformes surge com a introdugdo de
derivadas de ordem superior como variaveis nodais. Nesta linha, Cowper ef al. [C6] propdem
um elemento com 18 gdl, Fig. 2.2 (f), no qual o deslocamento dos vértices e todas as suas
primeiras e segundas derivadas cartesianas constituem as variaveis nodais. Referéncias ao
comportamento deste elemento podem também ver-se em Bell [B3] [B4] e Argyris[A2].

O elemento anterior pode melhorar-se adicionando ao meio dos lados as rotagdes
normais. Transforma-se assim no elemento de 21 gdi representado na Fig. 2.2 (h) em cuja
formulagdo ¢ usado um polinémio completo do 5° grau [B3] [A2].

B. M. Irons [I4] propde também um elemento conforme de 18 gdl que, como mostra
a Fig. 2.2 (g), usa a mesma quantidade de varidveis nos seus 6 nos. Nos nds laterais surge
como inovagdo, para além do deslocamento e rotagdo normal, a derivada cruzada de segunda

L

o“w

onot

ordem relativa as direcgdes do lado e da normal

Ha ainda a referir o elemento conforme de 21 gdl proposto por Caramanlian, Selby €
Will [C7] que representamos na Fig 2.2 ().

No catalogo anteriormente citado [H1] podem ainda encontrar-se elementos de placa
triangulares, desenvolvidos segundo o método dos deslocamentos e pela teoria de Kirchhoff,
com ainda maior nimero de graus de liberdade, nomeadamente elementos de 28 e 36 gdl [A2]
e de 33 gdl [S3].
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Capitulo II1

FORMULACAO DO ELEMENTO

3.1 - Definicdo do Elemento. Nés e Graus de Liberdade.

O elemento que iremos desenvolver & um elemento triangular com 12 nds e 15 graus
de liberdade. A localizagdo e referenciagdo dos nos e graus de liberdade é a representada na
Figura 3.1. O circulo com duas setas, indicando o sentido directo, estabelece a sequéncia pela
qual sio consideradas as variaveis nodais. Os nés intermédios 1b, 2b e 3b situam-se ao meio
dos respectivos lados. Os restantes nés intermédios sdo todos posicionados por um mesmo
parametro adimensional A €]0,1]. Em geral, utilizamos o valor A = J0.6 = 0.774597 usado

na formula da quadratura de Gauss unidimensional de 3 pontos [Z1].

simbolo  Parimetros

Figura 3.1

O vector dos deslocamentos nodais generalizados do elemento assume a seguinte

{oe}.
{se}=1f6cl, G.1)
{oel,

sendo os deslocamentos generalizados associados a cada lado genéricoj=1,2,3 dados por

forma
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T
ow ow ow
{Se}j= W][(—}n—) ,ij,[gn—') (5;—) (3.2)
1ja 1jb 1/je

onde w;e W;p S30 08 deslocamentos verticais nos nos j e jb, respectivamente, € as derivadas

ow , ow e ow sio as rotagdes segundo a direcgio da normal ao lado j nos
on; ) m; Jo \MiJje

pontos ja, jb e je, respectivamente.

3.2 - Referencial Global e Local . Transformacdes

Ha toda a conveniéncia em utilizar um sistema de eixos local para cada elemento
triangular com vista s integragdes necessarias 4 obtengdo da matriz de rigidez e do vector das
forgas nodais. Assinalaremos o refencial global pelo sistema de eixos XY (maiusculas) e o local
pelo sistema de eixos Xy (minusculas).

Conforme representado na Figura 3.2, o referencial local € definido com o eixo dos xx
orientado segundo a recta que une o vértice 1 ao vértice 2 e o eixo dos yy perpendicular a0
eixo dos xx e a passar pelo vértice 3. O eixo dos zz do referencial local e global sdo
coincidentes. ’

Figura 3.2

A transformacdo de coordenadas do referencial local para o global faz-se por

-l
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em que

sendy  cosdy

[1] =[ cosdg —send)o] G4)

e a transformacdo do referencial global para o local faz-se pela transformaggo inversa

e (B (-

Os valores de ¢ , Xy € Yo obtém-se facilmente por consideragdes geométricas a
partir das coordenadas globais dos vértices 1,2 e 3.

Assim, sendo
X2 - Xl i X3 - Xl
{Vip 1= e {Visl= (3.6)
Y2-Y Y;-Y;
entdo
cosdg
_ {Vsz} G.7)
sendg {Vi} {vi2}
e

X X T
oL +{V12} {Vla}{vlz} 3.9)

Y, ) Y; {Viz ' { Vi }

3.3 - Normais e Derivadas Normais

A derivada do deslocamento vertical w em ordem a normal ao lado genérico j-k pode
exprimir-se em fungdo das derivadas parciais relativas as coordenadas locais x e y e do angulo
d; formado pelo vector normal com o eixo dos xx. De acordo com a Figura 3.3, temos

= T+ ———-=——cosd; +%%send>j (3.9

Para garantir que a rotagdo de um mesmo n6 de um lado comum a dois tridngulos
tenha o mesmo sentido, quer quando a rotagdo € referida a um ou ao outro tridngulo adjacente,
torna-se necessario estabelecer uma convengio de sentidos para o vector normal
Adoptaremos aqui a convengdo de considerar o vector normal dirigido para o exterior do
elemento quando a numeragdo do né k for superior a do n6 j. O vector normal sera dirigido
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para o interior do elemento no caso contrério, isto €, quando a numeragdo do n6 j for superior
adono k.

O vector normal ao lado j-k pode
dx=dn; .cos §; expressar-se em fungdo do dngulo ¢;
dy=dn ;-sen ) j

cosd;
{nj}=i{ ’} (3.10)

send)J

em que o sinal positivo ¢ aplicado no caso do nd
k ter numeragio superior & do nod j e negativo
no €aso contrario.

Figura 3.3

O vector normal calcula-se a partir de relagdes geométricas simples, envolvendo as
coordenadas locais dos nés j e k

' Y=Y
{n;}=2 21 . J (3.11)
\/(xk_xj) +(Yk—Yj) Xj— Xk :

Finalmente, a expressdo (3.9) da derivada em ordem & normal, ou rotagdo normal,
pode assumir a forma definitiva e mais conveniente de produto matricial

ow _[ow owlr
= [,&.E]{nj} (3.12)

J

A Figura 3.4 elucida sobre a associagdo entre o sentido positivo das rotagdes e o
sentido do vector normal a um lado j-k comum a 2 elementos triangulares adjacentes.

CORTE A-A'

NUM (k) > NUM @)

Figura 3.4
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3.4 - Funcoes de Forma

O campo de deslocamentos w vai ser obtido por interpolagdo, usando um polindmio
completo do 4° grau em x e y. Um tal polindmio possui 15 coeficientes independentes,
exactamente tantos quantos os parimetros nodais existentes no elemento.

Assim, temos
W =0 + 0L, X+ 0,y + 0, X+ 0y + Oy +0X + 0 Xy +oxy’ +ouy’ +
+a, Xt o, Xy + 0 Xy o xy’ oyt | G139
Esta expressdo pode transformar-se na expressio vectorial
w ={a} {P} (3.14)
- fazendo
{oc}z{al,az,a3,a4,...,al4,aIS}T (3.15)
[P} = {1,y xy, 3% iy, xy e xy eyt (3.16)

Os elementos do vector {c} devem ficar univocamente determinados impondo a

- . . ow . .
condi¢dio dos deslocamentos w ¢ derivadas normais 2 satisfazerem os valores fronteira, ou

seja, igualarem os pardmetros nodais {8‘} nas coordenadas nodais respectivas.

Assim, substituindo (3.14) em (3.12), comecemos por exprimir a derivada normal ao
lado j-k na forma

%={a}T{Q3~} (3.17)

em que o vector derivado {Q j} ¢ definido por
0 0
{Qj}= [g{P}, 5{P}}{nj} (3.18)

e o vector normal {nj} é o definido por (3.10) ou (3.11).

Por deriva¢io obtém-se

%{P} ={0,1,0,2x,y, 0,3x2,2xy,y2,0,4x3,3x2y,2xy2,y3,0}T (3.19)
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%{P} ={0,0,1,0,x,2y,0,x*,2xy,3y*,0,x*,2x"y, 3xy’ ,4y3}T (3.20)

Aplicando agora (3.14) e (3.17) em (3.2) obtemos
{fo1 e} (o {Qu 1ot e Lla} {op (o {1} =
[{Pj b }’{ij}:{ij}’{Qjc }]T {a} (321

]

i}

que pode condensar-se na forma
€ —
{5} =[], {a} (3.22)
em que

[c], =[{p}.{Qu L{ps L1y R }]T (3.23)

Esta ¢ uma matriz de 15 colunas por 5 linhas cujos elementos estdo associados ao
lado j-k, sendo a 12 & 3" linhas referentes aos valores dos termos do polinémio {P} nos pontos
j e jb, respectivamente, e a 2° 4° e 5° linhas referentes aos valores dos termos de {Q;} nos
pontos ja, jb e jc, respectivamente.

Recordando (3.1) e tendo em conta (3.22) podemos agora exprimir que

{se}=[c){a} (3.24)

fazendo

[c]=|[c], (3.25)

Esta matriz [C] é, assim, uma matriz quadrada de 15 colunas por 15 linhas cujos
elementos sdo constantes que s6 dependem da geometria do elemento.

Resolvendo a equagio (3.24) por inversio da matriz dos coeficientes obtém-se
{a}=[T]{s°} (3.26)

expressdo esta na qual passamos a usar uma nova notagao

[C]=[c]" (327
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Estamos agora em posigdo de determinar as funges de forma. Retomando (3.14) e
tendo em conta (3.26) podemos deduzir que

w={a}"{p}= {P}" {a} = {p}"[C){5°} (329)

Por outro lado, a defini¢do das fungdes de forma, estabelecida no capitulo precedente
pela expressdo (2.3), ¢

w=[N]{s¢} (3.29)

Comparando (3.28) com (3.29) concluimos finalmente que a matriz das fungdes de
forma ¢é dada por

[N]={P}'[C] (3.30)
A matriz de fungdes de forma [N] é, assim, uma matriz de uma unica linha por 15

colunas, sendo cada elemento a fungdo de forma associada ao deslocamento generalizado da
mesma ordem na sequéncia dos elementos do vector |8° |.

3.5 - Grificos das Funcdes de Forma

Na Figura 3.5 apresentam-se os graficos das 15 fungdes de forma associadas a cada

um dos 15 parimetros nodais, segundo a ordem estabelecida, relativamente a um elemento
com a forma de um tridngulo equilitero. Nestes graficos usou-se A = 0,774597.

Os graficos mostram as curvas relativas ao desenvolvimento de cada uma das fung¢des
ao longo dos 3 bordos e das 3 medianas do tridgngulo. Dada a regularidade da geometria, 0s
grupos de fungdes N6 a N10 e das fungdes N11 a N15 sdo obtidos a partir do grupo N1 a N5
por uma rotagdo no sentido directo de, respectivamente, 120° e 240° em torno do centro do
tridngulo.
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Fungdes de Forma
Triangulo equilatero. A = 0.774597
6= ow |

on;

N11

ja

% & W
[FS]
g

NI12

Nl

ib

4%

Nl

ic

4

N15
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3.6 - Expressies Gerais dos Termos Polinomiais

E de toda a conveniéncia, para efeitos de programago, a utilizagdo de uma expressio
geral para as componentes do vector polinomio {P} e dos seus derivados.

A expressdo geral do termo de ordem i, para i=1, 2, ...15, do vector {P} € dada por
p; = x"y"® (3.31)
em que os expoentes m(i) e n(i) sdo fungGes inteiras de varidvel inteira dadas por

m(i) = 1+B(i) i

(3.32)
n(i) = a(i) - @) +i
sendo
ot = BT 63
B() = [o(i) +1][(i) +4]/2 (3.34)

Os valores gerados pelas expressdes anteriores, para i=1, 2, ...15, sdo apresentados na
seguinte tabela:

i o B m(i) n(i)
1 -1 0 0 0
2 0 2 1 0
3 0 2 0 1
4 1 5 2 0
5 1 5 1 1
6 1 5 0 2
7 2 9 3 0
8 2 9 2 1
9 2 9 1 2
10 2 9 0 3
11 3 14 4 0
12 -3 14 3 1
13 3 14 2 2
14 3 14 1 3
15 3 14 0 4
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O termo geral do vector {Q;} de ordem i, para i=1, 2, ...15, associado ao lado j-k do
elemento, pode exprimir-se por

em que m(i) e n(i) sio os numeros inteiros definidos em (3.32) e {n j} ¢ o vector normal
definido em (3.10) e (3.11).

Na expressdo (3.35) h4 que ressalvar os casos m=0 ou n=0, relativamente aos quais se
verifica que

se m(i)=0 = m(i) xMO-1yn® _ ¢
(3.36)
se n(i)=0 = n(i) xm® yn(l)—l -0

3.7 - Matriz [B]
Substituindo (3.30) em (2.8), podemos determinar a matriz de deformagGes na forma
[B]=[B'][C] (3.37)
fazendo
[B]={L}{P}' (3.38)

sendo [E] a matriz de elementos geométricos constantes definida em (3.27), {L} a matriz de

operadores diferenciais de 2* ordem definida em (1.8) e {P} o vector polinémio definido em
(3.16).

O resultado da multiplicagdo indicada em (3.38) leva & obtengio de uma matriz [B’]
com a seguinte composigao: '

0002006x 2y 0 0 12x* 6xy 2y> 0 0
[B]=|0 0 0 002 0 0 2x 6y 0 0 2x2 6xy 12y*| (3.39)
000020 0 4x 4y 0 O 6x> 8y 6y> 0

Os elementos desta matriz podem ser gerados por expressdes gerais. Assim,
representando por bf;, comi=1,2,3 ej=1,2,..15,0 elemento genérico da matriz [B'], entio
é possivel escrever

bf=r;x Ty (3.40)
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sendo as fungdes inteiras rjj , mj; € njj dadas por

(3.41)
i= Ijj= mjj= njj=
1 m(j) [m() - 11 =0 m(G)-2=>0 n(j)
2 n(j) [nG) - 1120 m(j) n()-220
3 2 m(j) n(j) m@(G)-120 n(j)-120

em que m(j) e n(j) sdo as fungdes inteiras definidas em (3.32).

3.8 - Matriz [K®]
Considerando a expressdo (2.10) de defini¢io da matriz de rigidez do elemento e

substituindo nela a matriz das deformacgdes obtida por (3.37), chega-se com facilidade a
expressdo

[x<]=[c] [x"]T] (3.42)

em que

Te A
LE J' [B7] [D][B"]dA (3.43)
A
sendo [ﬁ] a matriz de constantes definida em (3.27) e []3] a matriz de elasticidade da flexdo

definida em (1.17).

Como vamos ver, é possivel encontrar uma forma exacta para calcular a matriz [K"‘]
que dispensa a integragdo numérica.

Fazendo d;;, para i, =1, 2, 3, o elemento genérico da matriz [IS], entdo cada

elemento k{je, comi, j=1, 2, ...15, da matriz [K'e] pode obter-se por
3 3 3
Ki® = J' Z[b{(j ZbﬁdlkJ dA = J'[Z D bigbiidy [dA (3.44)
ALk=l 1=1 Alk=l 1=l

Substituindo agora (3.40) em (3.44) obtém-se

3 3
ki® = J[Z Zdlk i T x(mkj+m1i) y(nkj+"“)JdA (3.45)
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Sendo dprry; constantes, entdo a expressdo anterior pode ainda condensar-se na

forma
3 3
k{je = Z Zdlkrkjrli Jijkl (346)
k=1 1=1 '
em que
Yia = J‘ x(mkj“'mli) y(nkj+nu) dA (3.47)
A

Para avaliar os integrais de (3.47) utilizaremos a expressdo geral de calculo de

integrais do tipo J. xMy® dA extendidos a area de um triingulo, comm e n inteiros, citada em
A

[O1]. Deste modo, adoptando a presente notagao, obtém-se

m!n!
Jim = y3* (Xﬁn o xpt )(m (3.48)

em que os inteiros m e n valem agora

m = my; + My
{ P (3.49)

n =My + 0y

e X1, Xp € y3 sdo as componentes ndo nulas das coordenadas locais dos vértices 1, 2 ¢ 3,
respectivamente, conforme ja se referiu anteriormente e se elucida na Figura 3.2.

3.9 - Forcas Nodais Equivalentes

Do conjunto de forgas nodais equivalentes referidas no Capitulo I vamos abordar trés
casos importantes: as que sdo devidas as forcas de superficie ¢ as devidas as forgas e
momentos linearmente distribuidos. '

As forgas concentradas serdo consideradas sempre como aplicadas nos nos dos
elementos, pelo que irdo integrar directamente o vector global de forgas nodais. De notar o
facto do termo forgas ser usado no sentido generalizado (vectores forga e vectores momento),
sendo por isso possivel introduzir momentos concentrados nos nos laterais referenciados por a,
b e ¢ nas figuras, tendo sempre em atengéo, como vimos no paragrafo 3.3, 4 convengédo de
sentidos positivos que esté associada & numeragio dos nos e ¢ vilida, quer para as rotagdes,
quer para os momentos.
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3.9.1 - Forgas de Superficie

Iremos considerar unicamente a situagio da carga q ser uniformemente distribuida por
toda a area do elemento, conforme mostra a figura 3.6.

Fig. 3.6

O vector das forcas nodais equivalentes determina-se recorrendo & expresséo (2.14),
sendo que neste caso q € constante, € introduzindo a matriz das fungdes de forma dadas pela
expressio (3.30).

Assim temos
{te}= qJ'[N]T dA = p[é]Tj{P}dA | (3.50)
A A

ou ainda

{ee}=q[c] R} (3.51)
em que

{R}= I{P}dA 3.52)

A

Como vimos no paragrafo 3.6, cada elemento do vector {P} ¢ um termo do
polinémio completo do 4° grau em x e y, cuja expressao geral se definiu por (3.31). O integral
de (3.52) pode entdio ser calculado usando a mesma expressao (3.48) que ja utilizdmos no
calculo da matriz de rigidez.

Assim, cada elemento genérico Rj , para i=1, 2, ...15, do vector {R} € dado por

m!n!

_ontl{ m+l _ _m+]
Ri=y3 (x2 *1 )(m+n+2)!

(3.53)
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em que m=m(i) e n=n(j) so os inteiros definidos em (3.32) e x1, xp e y3 continuam a ser as
componentes nio nulas das coordenadas locais dos vértices 1,2 e 3, respectivamente.
3.9.2 - Forcas Linearmente Distribuidas

Vamos considerar somente o caso de uma carga linear p uniformemente distribuida ao
longo de um qualquer bordo do elemento triangular. Na Figura 3.7 representa-se, a titulo de

exemplo, a situagio de um elemento com carga distribuida pelo bordo 2-3.

p y

3 (0
(0.y3) (referencial local)

3a

3b 1c

3c 1b
la

! @™ x,0) 2 (x,0)

Figura 3.7

O vector das forgas nodais equivalentes determina-se agora pela expressdo 2.17),
sendo p constante, e utilizando a matriz das fungdes de forma dadas por (3.30).

Assim, sendo L o comprimento de um lado genérico do trifingulo, temos

{fg} = pJ[N]T dL=p [E]TJ{P}dL (3.54)
ou ainda

{ee}=p[C]' (s} (3.55)
em que

{s}= I{P}dL « (3.56)

O desenvolvimento do integral (3.56) conduz-nos a expressdes diferentes consoante 0
lado de aplicagdo da carga é o lado 1-2 (coincidente com o eixo dos xx) ou qualquer um dos
outros dois.
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Designando por S; , para i=1, 2, ...15, o elemento genérico do vector {S} e sendo x1,
Xy € y3 as componentes nio nulas das coordenadas locais dos vértices 1, 2 e 3,
respectivamente, e sendo ainda m=m(i) e n=n(i) os inteiros definidos em (3.32), entdo

e se a carga for distribuida pelo lado 1-2, a expressdo de S; é

senz0 §5;=0

X2m+1 _ le+1 (3.57)

m+1

se n=0 §;=

e sea carga for distribuida pelo lado 2-3, a expressdo de Sj é

‘ m!n!
caso geral S = x,0y3" X7 + y3 (m+ns1)l

m+n+1)! (3.58)

Si=Y3

se X, =m=0
n+l

e se a carga for distribuida pelo lado 3-1, € valida a expressdo (3.58) substituindo x, por xj.

3.9.3 - Momentos Linearmente Distribuidos

Vamos considerar somente o caso do momento M, ser linear e uniformemente
distribuido 20 longo de um qualquer bordo do elemento triangular, como ¢ exemplificado na
Figura 3.8 relativamente ao lado 2-3.

z,W ly

3 (0,
S (03) (referencial local)

1% =

\
\
=y

1(x,,0) 2 (x,,0)

Figura 3.8

Note-se que o sentido indicado para o momento I, na Figura 3.8 é positivo se,
conforme denota o sentido do vector 1, a numeragdo do né 3 for superior & do n6 2.

41




O vector das for¢as nodais equivalentes determina-se agora pela expressio (2.21),
sendo 1, constante, utilizando a matriz das fungdes de forma dadas por (3.30) e atendendo a

definigo (3.18) do vector derivado {Q; }.

Assim, sendo L o comprimento de um lado genérico do tridngulo, temos

&Mﬂtf%imm[ e’ a{P}dL n[C] f{Q, (3.59)

ou ainda
{ts =[] {v;} (3.60)

em que
= f QJ (3.61)

Recordando a expressio geral dos termos do vector {Q j} definida por (3.35) e

designando por V;; , comi=1, 2, ...15, o termo genérico de {Vj }, temos

Vii :J[iji, Vyji]{nj}dL (3.62)
L
sendo
Vi = J m(i) x®D1 i g7, (3.63)
L
€
= jn(i) xm0 y -1 gp, (3.64)
L

Para calcular estes integrais utilizamos agora a mesma técnica que a usada
anteriormente no caso de forgas linearmente distribuidas.

3.10 - Cilculo das Tensdes

Estando definidas as matrizes de rigidez locais de todos elementos, as mesmas sdo
agrupadas, como foi visto no Capitulo precedente, numa matriz de rigidez global, sendo que
ndo ha lugar, neste caso, a proceder a qualquer transformagdo de referencial, ja que o eixo z,w
¢ comum a ambos os referenciais, e que estd garantida, pela convengdio estabelecida no
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, . . . OwW ) , .
paragrafo 3.3, uma regra de unicidade para as rotagdes an relativas aos nos laterais comuns a

dois elementos adjacentes.

Fazendo também o agrupamento de todos os vectores de forgas nodais, € uma vez
fixados os deslocamentos nodais de valor prescrito, ficamos a conhecer, pela resolugdo de um
sistema de equagdes com o mesmo numero de incognitas, todos os deslocamentos nodais
generalizados. Por reagrupamento das incognitas entio ji determinadas, ficam assim

determinados todos os vectores {8°} dos deslocamentos generalizados associados aos

elementos.

Os momentos, ou tensdes generalizadas, sdo agora calculados por intermédio da
expressdo (2.34), o que podera ser feito em qualquer ponto de cada elemento. No programa
desenvolvido, calcularam-se momentos nos 4 pontos de integragio correspondentes &
quadratura de Gauss de terceiro grau para areas triangulares [Z1]. Na Figura 3.9 mostramos a
localizagio desses 4 pontos e os correspondentes valores das coordenadas de 4rea e das
coordenadas cartesianas locais.

y
Coordenadas Coordenadas
Ponto de area cartesianas locais
13 0y;) de

Gawss| L, | L, | L, X y
a | 13|18 |18 | (x,+x,)3 | v33
b | 06 ] 0202 ]06x,+02x, | 02y,
¢ {02]061 02 |02x,+06x, | 0.2y;
d 02 0206 102x,+02x, 0,6y,
Figura 3.9

Os momentos assim calculados vém referidos ao sistema de eixos local do elemenfo.
Para efectuar a conversio para o referencial global XY hia que aplicar a matriz de
transformagdo [ T], definida por (3.4), fazendo

Mx Mxy|_q[Mx My |ar
[Mxy M, }_[T][Mxy M, ][T] (3.65)
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Capitulo IV

TESTES DO ELEMENTO FORMULADO

4.1 - Introdugio

Neste capitulo apresentamos diversos testes realizados com o elemento triangular de
placa anteriormente formulado.

Os testes que efectudmos tiveram em vista:

Verificar que o elemento passa o "patch test".

Comparar resultados obtidos com valores determinaveis por via analitica.
Determinar o grau de convergéncia do elemento.

Comparar o comportamento do elemento com outros elementos de placa.

Foi uma das nossas preocupagdes testar o comportamento do elemento em situagoes
extremas de irregularidade de forma (tridngulos com ngulos muito agudos e muito obtusos) e
em situagdes diversificadas de alinhamento de malha com os eixos coordenados, quer globais
quer locais, e ainda verificar que o seu comportamento € independente do referencial
(propriedade de invaridncia geométrica).

Para realizar estes testes desenvolvemos especialmente um programa, escrito em
Fortran, que nos dispensamos de aqui reproduzir. A estrutura do programa foi estabelecida a
semelhanca do programa de Hinton ¢ Owen [H4]. Como se pode constatar nos desenhos das
malhas incluidos nas figuras que se seguirdo, sO sdo numerados os nds dos elementos
correspondentes aos vértices dos tridngulos, uma vez que o proprio programa efectua a
numeragio automatica dos 3 nos intermédios de cada lado. Com esta facilidade conseguimos
obter uma redugdo substancial de tempo na fase de introdugdo dos dados.

Tendo-se verificado que a precisio dos valores tedricos apresentados por
Timoshenko [T3]), referentes as placas rectangulares, sio insuficientes para o rigor da presente
analise (detectou-se um caso com 0,85% de erro), decidimos recalcular numericamente
deslocamentos € momentos em pontos tipicos, com base na solugdo analitica de
desenvolvimento em séries trigonométricas [T3]. No Anexo I apresentamos as formulas
utilizadas e as tabelas de valores correspondentes. Neste mesmo anexo inserimos ainda as
formulas referentes as solucdes analiticas conhecidas de placas circulares e triangulares,
obtidas a partir de [T3], relativas aos casos que também aqui foram tratados.

Em todos os problemas analisados adoptamos um valor J(L_—é para o pardmetro A
(veja-se o significado geométrico de A no paragrafo 3.1). No ultimo paragrafo deste capitulo
apresentamos um estudo de sensibilidade do elemento ao factor A e, de alguma forma,
justificamos a razdo de tomar por defeito aquele valor concreto.
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4.2 - Patch Test

Como referimos anteriormente (veja-se o parag. 2.7), ha duas importantes condig3es
que um elemento deve satisfazer para assegurar a convergéncia: a condigdo de movimento de
corpo rigido e a condigdo de deformagdo constante.

Como Timoshenko demonstrou [T3], um estado de deformagio (curvatura) constante
pode obter-se quando fazemos actuar um momento normal uniforme ao longo de toda a
fronteira de uma placa de geometria qualquer. Diz-se, neste caso, que a flexdo ¢ pura. Para
realizar os testes de condicio de deformagdo constante usimos precisamente esta técnica,
atendendo a facilidade com que neste elemento se pode introduzir um momento linearmente
distribuido (veja-se pardg. 3.9.3). A prescrigio de deslocamentos limitou-se, neste caso, a
fixarmos a zero o deslocamento de 3 pontos nio colineares de modo a impedir movimento de

corpo rigido.

Nos testes de movimento de corpo rigido, simplesmente foram impostos 3
deslocamentos diferentes em outros tantos nds ndo colineares, e ndo foi aplicada qualquer

carga.

(i) Elemento isolado

Testamos cinco configuragdes diferentes de elementos isolados com as geometrias e
condig¢des indicadas na Fig. 4.1.

@) ® © (@ ©
3
s 3 299! E=10E+]I
1 1 v= 0.3
2 3
1 2
Y | 2
‘ 1 2 3
X ) .
Movim. de corpo rigido
Coordenadas w, =0.04
dOS n()s (a) (b) (C) (d) (C) W, = 001
X| <10 | -0 | 00 | 05 | 60 =0.02
1 Y 00 | oo | 80 | 02 | 60 hERS
) X| 10| 10 ]-10]-10] 00 Deformagdo constante
Y| o0 | 0o ] 80 | 00 | 00 W =W, =W =0
X| oo ] 05] 00| 10|60 - Py
3 Y {1732051] 80 | 00 | 00 | 80 M =10 em1-2€2-3
M =-1.0 em 3-1

Figura 4.1
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Os resultados obtidos em todos estes casos, e referentes as componentes no
referencial global do vector momento em todos os 4 pontos de Gauss, foram:

Movimento de corpo rigido: Mx
My

=0.000000
= (.000000

Myy = 0.000000

Estado de deformagdo constante: My
My

= 1.000000
=1.000000

Myy = 0.000000

Vé-se assim que os resultados coincidem com os valores tericos esperados com uma

precisdo, no minimo, até a 6* casa decimal.

(i) Parcela com vérios elementos

Testamos seguidamente 6 parcelas quadradas com as malhas indicadas na Fig. 4.2.

No Quadro 4.1 apresentamos os resultados extremos obtidos para cada um destes
casos no que se refere s componentes no referencial global do vector momento em todos os 4

pontos de Gauss.

Desvios Extremos dos Momentos

min | 0.000000 | -0.000001

Fig. 4.2 (a)} Fig. 4.2 (b)] Fig. 4.2 (c) Fig. 4.2 (d)| Fig. 4.2 (¢) Fig. 4.2 (f)

Movim. de corpo rigido
Momento Mx max 0.000020 | 0.000348 | 0.001039 | 0.001331] 0.001136 | 0.000719
min | -0.000028 | -0.000482 | -0.000935 | -0.001322 | -0.002619 -0.000647
Momento My max 0.000091 | 0.0005141 0.001532| 0.001063 | 0.001112} 0.001075
min | -0.000099 | -0.000476 | -0.000630 | -0.001071 | -0.000541 -0.001060
Momento Mxy max 0.000047 | 0.000263 | 0.000792 | 0.000463 ] 0.000517 0.000348
min | -0.000048 | -0.000239 | -0.001169 } -0.000550 { -0.000665 -0.000467

Deformagdo constante

Momento Mx max 0.000000 | 0.000001 | 0.000005 | 0.000003 | 0.000005 0.000001
min 0.000000 | -0.000001 | -0.000002 | -0.000003 } -0.000003 -0.000001
Momento My max | 0.000001| 0.000001] 0.000001 | 0.000002] 0.000001 0.000002
min 0.000000 | -0.000002 | -0.000006 | -0.000004 | -0.000004 | -0.000003
Momento Mxy max 0.000000 | 0.000000 ] 0.000002 | 0.000001 ] 0.000001 ] 0.000002
-0.000001 | -0.000001 | -0.000001 { 0.000000

Quadro 4.1

No Quadro 4.2 apresentamos os resultados
nalguns pontos de referéncia.

dos deslocamentos e rotagdes obtidos
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@

\

Y E=10E+ll Movim. de corpo rigido Deformagdo constante
t=0.01 w,=0.01 M =10 (+/)emtodoo
a=20 w; =0.02 perimetro do quadrado

Figura 4.2
Deslocamentos ¢ Rotagdes
tedrico | Fig. 4.2 (a)| Fig. 4.2 (b)| Fig. 4.2 (c)| Fig. 4.2 ()| Fig. 4.2 (¢)| Fig. 4.2
Movim. de corpo rigido
(Factor 1.0E-2)
Deslocamento no n6 4 5 5.00000 | 5.00000 | 5.00000 | 5.00000 | 5.00001 5.00000
Desloc. no centro do quadrado 3 3.00000 | 3.00000 - 3.00000 | 3.00000 | 3.00000
Desloc. a meio do lado 1-2 25 2.50000 | 2.50000 | 2.50000 | 2.50000 | 2.50000 | 2.50000
Rotago normal a meio dolado 1-2 | -0.5 ]-0.500000 -0.500000 |-0.499999 - - -
Rotagdo normal a meio do lado 1-5 | -0.5 - - - -0.500000 {-0.500002 {-0.500000
Deformagcio constante
(Factor 1.0E-4) .
Deslocamento no n6 4 0 0.000001 | 0.000001 |-0.000004 {-0.000002 | 0.000000 |-0.000003
Desloc. no centro do quadrado -0.84 |-0.840000 |-0.839999 - -0.840000 {-0.839999 |-0.840000
Desloc. a meio do lado 1-2 -0.42 1-0.420001 |-0.419999 |-0.420000 |-0.419999 |-0.419999 |-0.420000
Rotagao normal a meio do lado 1-2 | 0.84 ] 0.839999 0.840000 | 0.840000 - - -
Rotagdo normal a meio do lado 1-5 | 0.84 - - - 0.840000 | 0.839999 | 0.840002
Quadro 4.2
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Os pequenos desvios verificados em todos estes resultados parecem ficar a dever-se
aos erros naturais de arredondamento dos calculos numéricos.

Concluimos assim que o elemento consegue reproduzir satisfatoriamente um estado
de deformagio nula devida a movimento de corpo rigido e um estado de deformagdo
(curvatura) constante provocado por um momento normal uniformemente distribuido ao longo
de toda a fronteira.

4.3 - Placas Rectangulares

Um dos casos tipicos de teste de um elemento de placa ¢ o da determinagdo do campo
de deslocamentos e momentos em placas quadradas sujeitas a carga uniformemente distribuida
e carga concentrada no centro, com condigSes fronteira de bordo simplesmente apoiado e
bordo encastrado, casos estes para os quais existem solugGes analiticas [T3]. Também com
estes casos & possivel efectuar comparagdes de comportamento, pois estes sdo normalmente os
utilizados por outros autores para verificar o grau de convergéncia de um elemento.

Os dados referentes 2 placa analisada estdo definidos na Fig. 4.3. As malhas que

usamos estio referenciadas por M1 a M5 e M8. Dada a simetria do problema, foi somente
analisado 1/4 de placa, excepto para a malha M8 onde se analisou 1/8 de placa.
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Figura 4.3
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No Quadro 4.3 e Fig. 4.4 apresentamos a evolugdo da convergéncia para zero do erro
relativo do deslocamento vertical no centro da placa para as 4 combinagdes de casos de carga

e condigdes fronteira referidas.

Placa Quadrada
Malha Deslocamento Central (Factor = -1E-3)
Carga Uniformemente Distribuida Carga Concentrada ao Centro
Ref | N|NELEM|GDL| Simpl. Apoiada Encastrada Simpl. Apotada Encastrada
w A (%) w A (%) W A (%) w A (%)
Ml |1 2 24 | 7.07186 | -036 | 2.18172 | -1.31 | 19.5259 | -3.67 | 9.01931 | -8.02
M2 12 3 73 17.10236 | 007 | 222676 | 0.72 | 20.1021 | -0.82 | 9.65773 | -1.50
M3 |3 18 148 [ 7.10056 | 0.04 | 221780 | 0.32 | 20.1997 | -0.34 | 9.74423 -0.62
M4 | 4 32 549 | 700940 | 002 | 221448 | 0.17 | 20.2318 | -0.18 | 9.77242 -0.33
M5 |5 50 376 [ 7.09887 | 002 | 221304 | 0.10 | 202462 | -0.11 | 9.78503 | -021
M8 |8 64 3771 7.00825 | 0.01 | 221127 0.02 {202671 | -0.01 | 9.80339 | -0.02
Valores Teoricos 7.09774 2.21077 20.2689 9.80521
Quadro 4.3
Erro no deslocamento central (%)
2
‘ i
0 . — — L
2 /
-3 ——{—— CDistrib/Placa Apoiada
a/ / A
-4 ~——C—— CDistrib/Placa Encastrad
5 ———/——— C.Convent /Placa Apoiada
. / ——O—— C.Congcent./Placa Encastrada
-6 /
7 M
-8 &
1 2 3 4 8
Tamanho da malha N
Figura 4.4
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Na Fig. 4.5 mostra-se 0 comportamento deste elemento comparado com alguns dos
elementos triangulares referidos no paragrafo 2.8. O pardmetro de comparagdo € o erro
relativo do deslocamento ao centro correspondente 20 Caso da placa quadrada com bordos
encastrados e carga concentrada central. O grafico aqui reproduzido foi obtido em [O1].

A: CKZ (nc) [B2]
B: Morley Mij
C: Cowper (&3]
D: HarveyeKelsey  [H3]
E: CKZ (c) 21
F: HCT [c21
G: Este elemento

Frro no deslocam. central (%)

Figura 4.5

Nas Figuras 4.6, 4.7, 4.8 e 4.9 mostramos outras comparagdes do comportamento
deste elemento, agora com relagéo a elementos rectangulares e quadrangulares de 12 gdl,
reproduzindo os graficos retirados de [J1]. O significado das referéncias dos elementos destes
graficos pode ser encontrado em [BS].

Nas Figuras 4.10, 4.11, 412 ¢ 4.13 apresentamos as curvas referentes a solugdo
analitica da variagio dos deslocamentos € dos dois momentos principais segundo,
respectivamente, as linhas AB e AC da Figura 4.3 e os valores obtidos com 0 elemento para as
malhas M1 (2 elementos) e M3 (18 elementos).
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Deslocamento ao longo de AB (x LE+3)

-1 /
-2 ;
-3 1/r* Valores tedricos

-4 ,p/ O FEM-MahaM3
-5 /U/ A FEM-MalhaM1
8 .

/

-7 ZF—J\'
0 0

8
0. 2 04 0.6 0.8 1.0

x (AB)

Momento principal maximo ao longo de AC

200
190 I——— 0o %

—

180 T
170

160 O~ <
150 -
140

130

120
0.0 0.2 04 0.6 0.8 x(AB) 10

Momento principal minimo ao longo de AC

200
150
100 T~ ~_
” -
: ~.
-50 v@
-100 ~oG ]
-150
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 x(AB) 1.0
q=-1000
a=20
E = 101!
v=03
t=0.01
BCD - Bordos apoiados
DAB - Bordos com simetria

Fig. 4.10 - Placa quadrada apoiada, carga distribuida.
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Deslocamento ao longo de AB (x 1L.E+3)

0.0

/

-0.5

Valores tedricos

-1.0

FEM - Malha M3

-1.5

/’ FEM - Malha M1

-2.0

- d

-2.5 —
0.0

x (AB)
0.2 04 0.6 0.8 1.0

Momento principal maximo ao longo de AC

100

=

0.2 0.4 0.6 0.8 x(AB) 1.0

Momento principal minimo ao longo de AC

100
80 "O\U%
™ N
20 \o\
0 -
o S~
-40 =
-60
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 x(AB) 1.0
by
\\'\\ a=20
N E =10l
& _x v=03
A B t=0.01
BCD - Bordos encastrados
DAB - Bordos com simetria

Fig. 4.11 - Placa quadrada encastrada, carga distribuida.
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Deslocamento ao longo de AB (x 1LE+3)

Valores teéricos

o FEM - Malha M3

15 /O’ A FEM-MalhaM1

-20 &=

-25 x (AB)
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Momento principal maximo ao longo de AC

1400
1200 \

1000 &
800 B\

N
o00 |————
400 & W
200 |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 x(AB) 10

Momento principal minimo ao longo de AC

1200
1000 \{
800 \
600 \
400 \&
200 S,
0 ~o{
-200
-400 !
0.0 0.2 04 0.6 0.8 x(AB) 1.0
Ay
D C P=
N \ﬁ\l a=20
. \ E= 1011
N X v=03
A B t= 0.01
BCD - Bordos apoiados
DAB - Bordos com simetria

Fig. 4.12 - Placa quadrada apoiada, carga concentrada ao centro.
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Deslocamento ao longo de AB (x LE+3)
0

-1
3 s

-3 Valores tebricos

-4
5 //@' O  FEM-MahaM3
A

:3 Jod A FEM-Malha M1
7
-8 —
-9
10 X (AB)
0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Momento principal maximo ao longo de AC

1200
1000 \\
800 —=C

600

400 \‘Q

200 ‘OE-bé
0 "‘*ﬁ-s:—ozr——o—o

-200
0.0 0.2 0.4 0.8 08 Xx(AB) 10
Momento principal minimo ao longo de AC
1000
800 \
600

400 \\\é
200 &

200 S o

0.0 0.2 04 0.6 0.8 x(AB) 1.0
by
D ¢ P = 4000
_‘ﬁ =
\ E = 10!
NN X v=03
A B t=0.01
BCD - Bordos encastrados

DAB - Bordos com simetria

Fig. 4.13 - Placa quadrada encastrada, carga concentrada ao centro.
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Outro problema analisado no dmbito das placas rectangulares foi o de uma placa
submetida a esforgos tipicos de torgdo. Na Fig. 4.14 mostra-se o esquema do caso estudado e

os resultados obtidos com este elemento comparado com os resultados obtidos por outros
autores com elementos diferentes.

O grafico reproduzido foi retirado da referéncia [J1] onde se pode encontrar o
significado das referéncias aos elementos de comparagao.

‘0 modelo que usamos foi criado com dois elementos triangulares.

42 Este elemento
- IDKQ & DKQ X/
36 } 3
flO 4
& Z N
0 ¢ e
7 \V}\% 2R s
£ - 1025 10 .
- 2| VvE 0. 7~
= 0.05 -
% h = 0.0 7% QUADA-MSC/NASTRAN
18 |-
12 —
A STIFF43-ANSYS Q19-SAP6
6 — _/:;:::;r__.,_., e
o "~ ~QDPLT-NASTRAN
Az LTI smm ool -Q15-SAPA
L TV T L

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 122 13 14

Figura 4.14

De acordo com a Fig. 4.14 verifica-se que o comportamento deste elemento ¢
perfeitamente linear ¢ que os valores encontrados para o deslocamento se encontram
satisfatoriamente ao mesmo nivel dos restantes.
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4.4 - Placas circulares

A reprodugio de um estado de tensdo-deformagio numa placa com fronteiras curvas
usando elementos de bordos rectos ¢ dificil dada a necessidade de usar um elevado nimero de
segmentos de recta para aproximar essa fronteira.

Um caso simples de placa com fronteira curva é o da placa circular com contorno
apoiado ou encastrado. Analisimos o comportamento do elemento numa situagdo de placa
circular com carga uniformemente distribuida e com carga concentrada ao centro, para ambas
as condigoes fronteira referidas.

A solugdo analitica destes casos é muito simples [T3]. No Anexo I reproduzimos as
expressdes analiticas usadas nos graficos de avaliagdo do comportamento do elemento.

Na Figura 4.15 estdo indicados os dados do problema e as malhas usadas numa
analise a 1/4 da placa. Além das malhas C3 a C6 ali referidas, analisimos ainda 0 mesmo
problema em 1/16 de placa com uma malha refinada. Esta foi refenciada por D6 e estd
reproduzida na Figura 4.16.

Os deslocamentos prescritos introduzidos foram:

Contorno circular:

o placa apoiada: w = 0 s6 nos vértices do contorno circular.

e placa encastrada: w=0¢ gzo em todos os nds do contorno circular (nds dos vértices e

n6s dos lados do contorno).

Eixos de simetria;

e placa apoiada e encastrada: 5n—=o nos noés dos lados de simetria.

No Quadro 4.4 e Fig. 4.17 apresentamos a evolugdo da convergéncia para zero do
erro relativo do deslocamento vertical no centro da placa para as 4 combinagdes resultantes
dos casos de carga e condigdes fronteira referidos.

Nas Figuras 4.18, 4.19, 4.20 e 4.21 apresentamos as curvas da solugo analitica da
variagdo dos deslocamentos e dos momentos radial e tangencial em fun¢do do raio, e os
valores obtidos com o elemento para as mathas C5 e D6. Os pontos marcados no grafico dos
deslocamentos referem-se aos nés da fronteira Y=0. Os pontos que representam 0s momentos
referem-se aos pontos de Gauss centrais dos elementos situados sobre a bissectriz do sector
circular.
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E=1.0E+11
v=0.3
t=10.01
a=1.0
Carga distribuida, q =- 1000
Carga concentrada
no centro, P = -4000 (360°)

Figura 4.15
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Figura 4.16

Placa Circular
Malha Deslocamento Central (Factor = -1.E-3)
Carga Uniformemente Distribuida Carga Concentrada ao Centro
Ref* [NELEM| GDL | GDL | Simpl. Apoiada Encastrada Simpl. Apoiada Encastrada
(360%) W A (%) w A (%) W A (%) w A%
C3 9 %2 | 265 | 7163721 298 | 154094 -9.69 | 22.4056 | 1.57 | 8.17200 ] -5.96
C4 16 135 | 457 | 705500 ] 142 | 161410] -5.40 | 22.2203 | 0.73 | 840450 | -3.28
C5 25 201 | 701 | 7.01279| 081 | 1.64787] -3.42 | 22,1510 | 042 | 851039} -2.07
C6 36 | 280 | 997 | 699256 | 0.52 | 166606 | -2.36 | 22.1183 | 027 | 856702} -1.41
D6 42 329 | 4769 | 6957311 0.02 | 1.70575| -0.03 | 22.0609 0.01 | 8.687941 -0.02
Valores Tedricos 6.95625 1.70625 22.0589 8.68986
Quadro 4.4
Erro no deslocamento central ( %)
5
D\\
s et
T —
0 "
| e ?
/
o
/f/ ;E/ ——O—— CDistrib/Placa Apoiada
=== C Distrib/Placa Encastrada
5 ,/
o ——f+—— C.Concent /Placa Apoiada
/ ——O—— C.Concent./Placa Encastrada
0 Z I |
100 1000 Graus de liberdade (360°) 10000
Figura 4.17
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Deslocamento vertical ( x 1.E+3)

0
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0 0.2 0.4 08 0.8 1 R
Momento Radial
250
200 F———t=O—-
150 \AU—\
100 \tb\\
50 o,
0
0 0.2 0.4 06 0.8 1 R
Momento Tangencial
250
200 =0 O]
\bo\m
150
\\
100 ~g
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0 0.2 04 0.6 0.8 1R
Ay
t
r
N\ q=-1000
R < a=10
- E = 10!
v=03
t=0.01
2a

Fig. 4.18 - Placa circular apoiada, carga distribuida.
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Fig. 4.19 - Placa circular encastrada, carga distribuida.

Deslocamento vertical ( x LE+3 ) |
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O o
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 R
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80 7T Oms
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-20 \C\A\x
-40
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 R
AY
t
iy
\ q =-1000
R < a=1.0
- E = 101!
v=03
t=0.01
2a |
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Deslocamento vertical ( x 1.LE+3)

Valores tedricos

/ﬁg A FEM-MalhaCs
15 /Q/;( O FEM-MalhaDé
-25

+—

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 R

Momento Radial

1400
1200 —
1000 \

800 A

600 \\L\Y)\ |
400
200 1
. mr\w !
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 R
Momento Tangencial
1600
1400 +—\
1200 -Ax
1000
800 S
600
400 =/ O]
200
0
0 0.2 04 06 0.8 1 R

P = -4000
a=1.0

E = 1011
v=0.3 ‘
t=0.01 , |

¥ x

Fig. 4.20 - Placa circular apoiada, carga concentrada ao centro.
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Deslocamento vertical ( x 1.E+3)

1 M
-2 /5(
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6 J 0 FEM - Malha D6
-7 /f
-8 V:r
0 0.2 04 0.6 0.8 1
Momento Radial
1000
800 \\A
600 \
400 oS
200 \%1\
0 \\&o\
-200 i
[ OO
-400
0 0.2 04 0.6 0.8 1
Momento Tangencial
1200
1000 \\
800 ‘27\
600 \L\\Cg
400
~
\
200 ~o]
0
-200
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Ay
t
\ P =-4000
R < a=10
- E =101
v=03
t=0.01
e 2a

Fig. 4.21 - Placa circular encastrada, carga concentrada ao centro.




4.5 - Placa triangular

Um caso simples de flexdo de placas com solugdo analitica conhecida € o de um
tridngulo equildtero com os trés bordos apoiados e submetido a uma carga uniformemente
distribuida.

No Anexo I reproduzimos de [T3] as expressdes analiticas referentes a superficie
deformada e aos momentos.

Na Figura 4.22 estdo indicados os dados do problema e as malhas usadas. As malhas
com as referéncias T1, T2 e T3 fazem a discretizagdo do tridngulo equildtero completo por
virtude de pretendermos as tensdes ao longo da linha Y=0. As malhas S1, S2 e S3 referem-se
somente a 1/6 da placa. ~

Os deslocamentos prescritos introduzidos foram w=0 ao longo dos 3 bordos da
“fronteira.

No Quadro 4.5 apresentamos os valores obtidos com as mathas S1, S2 e S3 para o
deslocamento vertical no ponto central da placa.

Malha NELEM | GDL w A (%)
S1 4 42 9.12469 0.27
S2 o 32 9.10921 0.10
S3 16 135 9.10474 0.05

Valor Teodrico 9.10000

(Factor = -1.E-3)

Quadro 4.5

Na Figura 4.23 apresentamos as curvas da solugdo analitica da variagdo dos
deslocamentos e dos momentos Mx e My ao longo da linha Y=0, e os valores obtidos pelo
MEF para as malhas T1, T2 e T3.
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Deslocamento segundo Y=0 ( x-1.E+3)

10
9
8 V-d N
7 /’/ \\ Valores tedricos
g C( ——O—— Matha T3
4 // ———4—— Malha T2
3 ™\ Malha T1
1/ AN
Vi A
T~
0 NN
1 05 0 0.5 15
Mx segundo Y=0
300
250
200 o
150 /| ‘%\\
100 //f \i
50
0
50 £
-100 X
| 05 0 0.5 15 2
My segundo Y=0
300
250
200 o
o
150
100 \Q i
50 -
- 05 0 0.5 1.5 2 1]

Figura 4.23 - Placa triangular apoiada, carga distribuida.
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4.6 - Valores proprios

Um outro tipo de teste que pode aferir a "qualidade” de um elemento consiste em
determinar os valores proprios ("eigenvalues") da matriz de rigidez.

Os valores proprios de uma matriz [K] de dimensdo n sdo as n raizes A; , para i=1,
2, ... n, da seguinte equagdo polinomial do n-ésimo grau em A

Det ([K]-A[1])=0
sendo [I] a matriz diagonal identidade de ordem n.

O namero de valores proprios nulos deve igualar o nimero de movimentos de corpo
rigido possiveis. Como vimos em (2.5) esse namero é de trés para o elemento formulado.

E sabido que, em certos elementos onde a matriz de rigidez ¢ obtida por integragdo
numérica em nimero limitado de pontos de Gauss, o niimero de valores proprios nulos excede
o nimero de graus de liberdade possiveis, daqui decorrendo a existéncia de modos proprios
correspondentes a configuragdes espirias [O2].

No Quadro 4.6 apresentamos os 15 valores proprios que obtivémos para cada um dos
cinco elementos isolados representados na Fig. 4.1.

Valores Proprios

Fig. 4.1 (a) Fig. 4.1 () Fig. 4.1 (¢) Fig. 4.1 (d) Fig. 4.1 (e)
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
0.00 0.00 0.00 0.00 0.00
5,315.39 463.54 234.18 654.87 219.85
5,315.39 1,289.64 768.69 2,396.30 696.43
6,168.27 4,854.64 2,547.43 4,879.41 2,830.57
10,795.40 5,602.86 3,993.94 6,450.55 3,460.37
28,534.60 11,717.70 18,203.50 40,188.90 14,334.80
28,635.70 21,661.30 45,007.70 48,621.70 20,694.10
28,635.80 64,148.20 129,015.00 08,748.50 61,990.10
70,248.30 146,983.00 334,730.00 196,843.00 96,756.30
70,248.30 271,980.00 1,219,690.00 247,561.00 242 639.00
261,623.00 467,429.00 2,625,630.00 358,814.00 290,157.00
976,343.00 1,112,690.00 6,590,370.00 4,933,800.00 1,365,450.00
976,343.00 15,651,400.00 | 320,024,000.00 76,980,400.00 3,106,910.00

Quadro 4.6

Confirma-se assim que s3o somente 3 os valores proprios nulos.
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Constata-se ainda que os primeiros valores proprios dos elementos correspondentes
as Figuras 4.1 (b), (c), (d) e (e) sdo bastante inferiores aos obtidos para o caso da Fig. 4.1 (a).
Este facto esta relacionado com a distorsdo acentuada daqueles elementos.

De notar ainda a ocorréncia de alguns valores proprios miltiplos no elemento de
geometria regular da Fig. 4.1 (a).

4.7 - Sensibilidade do elemento ao factor A

Uma questdo pertinente na formulagio deste elemento ¢ a da localizagdo dos nos
sobre os bordos do tridngulo, concretamente dos 2 nos de cada bordo que tém somente
rotag®es normais como variaveis nodais associadas. A localizagdo destes nos esta definida pelo
pardmetro adimensional A, conforme se mostrou anteriormente na Fig. 3.1.

Nos exemplos até aqui apresentados fez-se sempre A =+0.6 =0.774597 pelas razdes
que a seguir exporemos.

Note-se, desde ja, que um valor de A=0 corresponde a existéncia de um s6 no, o nd
situado a meio do bordo, ao qual estariam associadas 3 varidveis nodais repetidas,
nomeadamente, a rotagdo normal. Nestas circunsténcias, a matriz de rigidez do elemento ¢,
naturalmente, uma matriz singular com caracteristica superior a 3, pelo que aquele valor limite
de A é de excluir.

Comecamos por apresentar na Figura 4.24 os valores obtidos para o deslocamento
central na placa triangular analisada anteriormente, utilizando as malhas S2 e S3 (ver paragrafo
4.5 e Figura 4.22), fazendo variar A desde 0.1 a 1.0.

Deslocamento vertical ao centro ( x -1.E+3)

9.25 A Maas2
——O—— Malha §3
9.20
= = = = Valorteérico

9.15 L I

9.10

8.05

9.00 A
01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.24 - Placa triangular, carga distribuida.
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Verifica-se assim, para este caso de placa triangular de bordo simplesmente apoiado e
carga uniformemente distribuida, que a mefhor aproximagdo do deslocamento central se obtém
para um valor aproximado de A=0.84.

Na Figura 4.25 apresentamos os graficos da variagdo do deslocamento central como
funcio de A, agora relativos a uma placa quadrada submetida a carga uniformemente
distribuida e com condigBes fronteira de bordo apoiado e bordo encastrado. A anlise foi
efectuada considerando as malhas M2 e M3 (ver Fig. 4.3, paragrafo 4.3).

Deslocamento central (x-1.E+3)
7.14

ﬁK Bordo Apoiado
713
L\ ———— Malha M2
712 \( \ ——0O—— Matha M3
= = « = Valortedrico
711 \

|
7.10 .

7.09 A
0.5 06 0.7 08 09 1

Deslocamento central (x-1.E+3)
2.31 l T

299 Bordo Encastrado El
\ ——A—— Malha M2

227

——O—— Matha M3

225 <

\ - = ~ = Valorteérico

13 [ SR PR P Ao -t

219 N
05 06 0.7 08 09 1

Figura 4.25 - Placa quadrada, carga distribuida.

Nestes casos verifica-se ainda que a melhor aproximagdo do deslocamento central se
obtém para um valor aproximado de A=0.84.
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Analisamos a mesma situagdo de placa quadrada, mas agora com carga concentrada
ao centro. Na Figura 4.26 apresentamos os graficos correspondentes aos resultados obtidos.

Deslocamento central (x-LE+3)
2040

20.35 Bordo Apoiado f
) I

20.30
e L --.-3/.. ——— Malha M2
20.25

j\ ~J / ——0O—— Malha M3
2020 r

/ » = = = Valor tebrico
20.15

20.10 <=

20.05 A
05 06 0.7 08 09 1

Deslocanmento central {x-1.E+3)

995 I —T /A
9.90 Bordo Encastrado r /
9.85 L

9_30%\\--\-\: ----- ----------453/-- —A—— Malha M2
975 \ 4/0/ ——0—— Malha M3

) ] 7
9.70 \\ / - = = = Valor tedrico
965 —

960

9.55 A
05 06 07 08 09 1

Figura 4.26 - Placa quadrada, carga concentrada.

Notamos agora que a obtengdo do deslocamento central € pouco sensivel a pequenas
variagdes de A em torno de um valor fixo, compreendido entre 0.7 e 0.8, que parece ser
independente da matha utilizada.

Da analise de todos estes resultados, e tendo em conta a diversidade de situagGes,
concluimos, sumariamente, que um valor comprendido entre 0.7 e 0.9 possa ser 0 valor "ideal"
de . O valor A =+/0.6 = 0.774597 foi assim escolhido, quer por corresponder quele critério,
quer porque define os pontos de integragdo usados na quadratura de Gauss unidimensional de
3 pontos.
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CONCLUSOES

Baseando-nos na teoria de placas delgadas de Kirchhoff, formuldmos um elemento
triangular de 12 nos, ndo conforme, com 15 graus de liberdade, sendo usadas como variaveis
nodais 6 deslocamentos e 9 rotagSes normais aos bordos. Escrevemos em linguagem Fortran
um programa para testar este elemento. Estabelecemos uma série apreciavel de testes a que
sujeitamos o elemento, nas condigdes que relatamos pormenorizadamente no Capitulo IV.
Tentamos mostrar, quase sempre pela via grafica, os resultados mais relevantes obtidos
numericamente. Nalguns casos o significado dos resultados € absoluto, noutros ¢ relativo, quer
aos valores obtidos pela via analitica, quer aos obtidos por outros autores, também pelo MEF,
mas com elementos diferentes.

As conclusdes a que chegamos foram as seguintes:

‘e O elemento consegue reproduzr satisfatoriamente um estado de auséncia de tensdes-
deformagdes quando submetido a uma condigo de movimento de corpo rigido e reproduz
ainda satisfatoriamente um estado de tensdo-deformagdo constante ndo nulo.

« O elemento converge sempre para a solugdo exacta & medida que a malha ¢ refinada, sendo
o grau de convergéncia superior, em geral, 4 maioria dos outros elementos usados como
termos de comparagio. Nos casos de placas com fronteiras circulares a convergéncia ¢
comparativamente mais lenta do que nos casos de fronteiras lineares, como alias seria de
esperar para um elemento de bordos rectos. '

e Nio conseguimos encontrar quaisquer limitacSes ao seu uso, sejam de natureza
geométrica, de numeragdo dos elementos e/ou pontos nodais, da natureza das acg¢Oes
exteriores ou da fixacdo das condi¢des fronteira, salvo aquelas que sdo naturalmente
impostas pelas hipoteses de base da formulagdo e pelo método numérico usado.

Em face destas circunstancias, julgamos ser este um elemento valido para o uso pelo
Método dos Elementos Finitos na analise geral da flexdo de placas delgadas.

A reflexdo sobre as caracteristicas e o comportamento deste elemento, no tratamento
geral dos problemas praticos de flexdo, sugere-nos os seguintes melhoramentos, que poderdo

ser matéria para futuros trabathos de desenvolvimento:

o a generalizagdo das expressdes que permitem determinar as forgas nodais equivalentes aos
casos de solicitagdo ndo uniforme;

« aextensio da formulago a elementos triangulares de lados curvos;

« a exploragdo de um novo elemento rectangular com 20 graus de liberdade, usando 4 sub-
dominios triangulares constituidos por este elemento e eliminando variaveis internas;

o a exploragdo, nos mesmos moldes deste elemento triangular, de um outro com 21 graus de
liberdade, usando para o efeito um polinémio interpolador completo do 5° grau.
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Anexo I

FORMULARIO DE PLACAS

1 - Placa Quadrada

? E=10E+1
A 1 /B t=0.01
. a=20
Et3

Dzlzh—vzi

V:

Condigdes fronteira: (i) contorno apoiado
(i) contorno encastrado

Carregamento: (i) carga uniformemente distribuida q =-1000
(ii) carga concentrada ao centro =-4000
Variaveis determinadas:

(i) deslocamento vertical ao longo de AB w(n,E =0)
(ii) momento principal maximo ao longo de AC M (n,E=mn)
(ii) momento principal minimo ao longo de AC M, (m,E=n)

Notagdo geral usada nas placas quadradas:

m7 in
Um ‘—‘—3—, ou o; =—2— (1)
m-1 i-1
I,=(-1)72,uL=(-1)72 @)
Omp = NOm (3)
oy = (1-M)ey @
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1.1 - Placa Apoiada, Carga Distribuida

1
Notagdo: Ap=—g—""—
oy cosha

B, =-A, (o, tanha, + 2)

Fungdes de 1 (somatorios para m=1,3,5,... ®):

3
2+0,B
Wy :Z ——5— Iy costtyy

m Am

Dy = -—Z(Am Oy Senh ot + By coshocmn)lm COSO

m

D,, = Z[Am Oy S€nh +(2A,, + Bm)coshamn] I, cosotyy

m

Dy = Z[Ammm11 senht +(Am +Bm)senhocmn] Iyseno

m

Deslocamentos verticais:

4

qa
=2 _w
“(Tl,é ) 16D 0

Momentos principais:

2

2
a -1
Mi(n,§=n) =gz—[D11 +vDjy + 1

+(1-v)Dy, ]

2 2
a -1
M;(n,E= Tl)=——q4 [Dn +VDyy +- 5 ‘(I—V)Dlz]

®)

(6)

(M

@®

®

(10)

an

(12)

(13)
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PLACA APOIADA - CARGA DISTRIBUIDA

SOLUCAO ANALITICA TIMOSHENKO

N il w (x1000) Ml M2 @ @® (© @
1 0.000000 -7.097742 191.546 191.546 51 9 9 0
2 0.040000 -7.084872 191.416 190.636 25 9 9 13
3 0.066667 -7.062002  191.185 189.022 15 9 9 13
4 0.111111  -6.998503 190.542 184.561 9 9 9 13
5 0.133333  -6.954941 190.099 181.511 37 9 9 13
6 0.160000 -6.892249  189.462 177.145 31 9 11 11
7 0.200000 -6.776532  188.286 169.186 5 5 5 11
8 0.222222 -6.702176 187.518 164.053 41 11 11 9
9 0.240000 -6.636693 186.845 159.593 37 11 11 13
10 0.266667 -6.529239  185.737 152.331 41 11 11 13
11 0.333333 -6.217933 182.403 131.293 3 3 3 13
12 0.360000 -6.067259  180.937 121.902 25 13 13 11
13 0.400000 -5.829253 178.441 106.732 43 13 13 5
14  0.440000 -5.567940 175.704 90.461 25 13 15 15
15 0444444 -5537490 175.384 88.593 43 11 15 9
16 0.466667 -5.381058 173.741 79.084 15 13 15 13
17 0.533333 -4.871053 168.391 49.127 43 13 17 15
18 0.555556 -4.687775 166.480 38.766 9 9 9 17
19  0.560000 -4.650515 166.089 36.676 41 15 17 17
20 0.600000 -4.304204  162.438 17.630 5 5 5 17
21 0.640000 -3.935733 158.731 -1.516 39 17 21 19
22 0.666667 -3.680804  156.544 -14.688 53 19 21 3
23 0.733333 -3.010475 149.620 -45.707 15 15 15 19
24  0.760000 -2.730291 147.002 -57.812 25 25 25 21
25 0777778 -2.540180  145.252 -65.684 9 9 9 23
26  0.800000 -2.298512 143.330 -75.358 51 29 31 5
27 0.840000 -1.854566 139.462 -91.232 25 25 25 31
28 0.866667 -1.552840 137.153 -100.995 15 15 15 35
29 0.888889 -1.298352 135.443 -108.458 53 47 53 9
30 0933333 -0.782903 132.347 -120.754 59 59 83 15
31 0.960000 -0.470609  130.956 -126.106 51 93 101 25
32 1.000000  0.000000 129.929 -129.929 0 0 0 241

(a) - N de iteragdes efectuadas na expressdo (7) até atingir um termo < 1.0E-8 do valor acumulado
(b) - N° de iteragBes efectuadas na expressdo (8) até atingir um termo < 1.0E-7 do valor acumulado
(c) - N° de iteragdes efectuadas na expressdo (9) até atingir um termo < 1.0E-7 do valor acumulado
(d) - N° de iteragdes efectuadas na expressdo (10) até atingir um termo < 1.0E-7 do valor acumulado
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1.2 - Placa Apoiada, Carga Concentrada

FungGes de n (somatoérios para m=1,3,5,... «):

o cosa
WO :Z(tanham— ;n ) 3mr|
- cosh“ay, /] op

D = Z[a;m] coshotf, ~(1+a, tanham)senha;,m

- o, cosha,

D,, = [a’ senho’ o, tanho  cosha’ ] —senamﬁ
12 = z , -
—L mn o m ™M1 o, cosha,,

Deslocamentos verticais:

Pa’
w(n,E =0)=—W,
(n,&=0) 16D 0

Momentos principais:

M (& =m) =2 [(1+V)Dy; +(1- Dy, ]

M;(M,E=n) =§‘[(1+V)D11 -(1- V)DIZ]

] COSCL

(14)

(15)

(16)

)

(18)

(19)
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PLACA APOIADA - CARGA CONCENTRADA
SOLUCAO ANALITICA TIMOSHENKO

N n w (x1000) Ml M2 @ O (o
1 0.000000 -20.268867 0 © 241 0 0
2 0.040000 -20.149176 1329.593  1105.883 75 75 199
3 0.066667 -19.976951 1121.275 895.980 75 75 143
4 0.111111  -19.566151  912.007 682.332 63 63 87
5 0.133333 -19.313515  838.082 605.415 127 67 73
6 0.160000 -18.973787 764.818 527.871 119 57 61
7 0.200000 -18.399127 676.493 431.753 55 51 51
8 0.222222 -18.050433  635.505 385.749 1499 51 51
9 0.240000 -17.757470  605.942 351.833 121 51 51
10 0.266667 -17.296811  566.094 304.908 131 51 51
11 0.333333 -16.048209  484.818 203.289 51 51 51
12 0.360000 -15.514751  458.058 167.440 75 51 51
13 0.400000 -14.684133  422.786 117.659 183 51 51 ;
14 0.440000 -13.820811  392.485 71.968 75 51 51
15 0.444444 -13.723021  389.391 67.118 155 51 51
16 0.466667 -13.229138  374.667 43.500 75 51 51
17 0.533333 -11.702210  337.200 -21.459 137 51 51
18 0.555556 -11.179906  326.679 -41.273 63 51 51
19 0.560000 -11.074789  324.681 -45.129 141 51 51
20 0.600000 -10.118627 308.189 -78.261 55 51 51
21 0.640000 -9.146488  294.161 -108.575 139 51 51
22 0.666667  -8.490771  286.040  -127.212 257 51 51
23 0.733333 -6.829130  269.531 -168.175 75 51 51
24 0.760000 -6.157015  264.284 -182.241 75 51 51
25 0.777778 -5.706940 261.174 -190.860 63 51 51
26 0.800000  -5.142322 257.700  -200.764 259 51 51
27 0.840000 -4.121229  252.526 -216.101 75 51 51
28 0.866667 -3.437670  249.797  -224.506 75 51 51
29 0.888889  -2.866612 247.936  -230.374 269 51 51
30 0.933333 -1.721607  245.279  -238.957 269 51 51
31 0.960000 -1.033316  244.337 -242.061 299 51 51
32 1.000000 0.000000 243.811  -243.811 0 0 51

(a) - N° de iteragdes efectuadas na expressdo (14) até atingir um termo < 1.0E-7 do valor acumulado
(b) - N° de iteragdes efectuadas na expressdo (15) até atingir um termo < 1.0E-7 do valor acumulado
(c) - N° de iteragdes efectuadas na expressdo (16) até atingir um termo < 1.0E-7 do valor acumulado

Nota: Imposta a condi¢do do n° de iteragdes ser maior que 50,

78




1.3 - Placa Encastrada, Carga Distribuida

Notagdo:
E,, param=1,3,5,... o0, sdo as incognitas do seguinte sistema de o equagdes:
i tanha; +—a;—- +§lz = 5 =7% tanha; —;.L—;—— (20)
1 cosh” o; n 3 . \2 i cosh? o, _
m m’|1+ (%n)
Fm — SImzam Em (21)
n° m” cosha
Fungdes de 1 (somatoérios para m=1,3,5,... ):
W, :Z Fm[nsenhOLmTl —tanhocm(coshonInn +COS0 iy )] (22)
m
D, = Z Fp o coshop, cosa g (23)
m
D, = ZFmam[(l -0 tanhocm)senhamn + 0y cOshat ] senat ;q (24)
m
Deslocamentos verticais:
' 2qa?
w(n,g=0)= W(placa apoiada ) +_(})—-WO (25)
Momentos principais:
) _
Ml (Tl,§ = ﬂ) = Ml (placa apoiada) +16qa [(1 + V)Dll + (1 - V)DIZ] (26)
2
M (n,€ = M) = M3 (piaca apoiads) +1642°[(1+v)Dy; —(1-v)Dy, ] @7
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PLACA ENCASTRADA - CARGA DISTRIBUIDA
SOLUCAO ANALITICA TIMOSHENKO
N ! w (x1000) Ml M2
1 0.000000 -2.210765 91.620 91.620
2 0.040000 -2.204611 91.393 90.809
3 0.066667 -2.193685 90.989 89.373
4 0111111 -2.163399 89.865 85.428
5 0.133333 -2.142701 89.091 82.754
6 0.160000 -2.112975 87.974 78.956
7 0.200000 -2.058079 85916 72.132
8 0222222 -2.023448 84.571 67.799
9  0.240000 -1.992819 83.392 64.079
10 0.266667 -1.942804 81.452 58.112
11 0333333 -1.802536 75.652 41.479
12 0360000 -1.731443 73.049 34.408
13 0.400000 -1.625041 68.693 23.438
14  0.440000 -1.510331 63.919 12.356
15  0.444444 -1.497114 63.363 11.132
16  0.466667 -1.429721 60.508 5.062
17 0533333 -1.216342 51.280 -12.167
18  0.555556 -1.142110 48.012 -17.390
19 0.560000 -1.127287 47.347 -18.394
20  0.600000 -0.992584 41.205 -26.746
21 0.640000 -0.853693 35.002 -33.438
22 0.666667 -0.762250 31.183 -37.266
23 0.733333  -0.539447 20.476 -41.087
24 0.760000 -0.454747 16.549 -40.762
25 0.777778  -0.400502 14.021 -39.872
26  0.800000 -0.335138 11.254 -38.093
27 0.840000 -0.227527 6314 -32.155
28 0.866667 -0.164336 3.687 -26.804
29 0.888889 -0.117872 2.001 -21.611
30 0933333  -0.045265 -0.151 -9.971
31  0.960000 -0.016936 -0.425 -3.660
32 1.000000 0.000000 0.035 -0.035

Nota: Usaram-se 50 termos na resolug@o do sistema de equagdes (20) e
nos somatorios (22), (23) e (24).




1.4 - Placa Encastrada, Carga Concentrada

Notagdo:
E, param=1.3,5,... «, sdo as incognitas do seguinte sistema de oo equagdes:
. . : I o .
Bl b, +—% |+ By En Lo tanha, e
1 cosh“a; ] ™ 3 : 7\2 i cosha;
m m 1+(%n)
F,, = 3Im§‘mEm (29)
n” m” cosha
FungGes de 1 (somatérios para m=1,3,5,... 0):
W, :Z F, [n senh oty — tanham(coshamn +COSA iy )} (30)=(22)
m
Dy = Z Fyap, coshap, cosa (B1)=(23)

m

D12 = szam[(l"am tanham)senha'm"] _meﬂ COShamﬂ] Sen A my (32)=(24)

m
Deslocamentos verticais:
, Pa?
W(",§ = 0) = W(placa apoiada) +5‘I“)“Wo (33)
Momentos principais:
Pa? '
M; (M,€ = M) = M (placa apoiada) +T[(1+ v)Dy; +(1- V)DIZ] (34)
Pa?
M, (M,€ = 1) = M2 (placa apoiada) +T[(1+ v)D;; —(1-v)Dy, ] (35)
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PLACA ENCASTRADA - CARGA CONCENTRADA
SOLUCAO ANALITICA TIMOSHENKO
N n w(x1000) Ml M2
1 0.000000 -9.805206 © oo
2 0.040000 -9.699958 1114.564  891.117
3 0.066667 -9.553415 906.014  681.459
4 0.111111 -9214002 696.101  468.566
5 0133333 -9.010484 621.729  392.229
6  0.160000 -8.741546 547.819  315.607
7 0200000 -8297396 458295  221.457
8 0222222 -8.033880 416519  176.923
9 0240000 -7.815608 386263  144.416
10 0266667 -7.477960 345267  100.053
11 0333333 -6.595105  260.542 7.783
12 0360000 -6231564 232.171  -22.867
13 0400000 -5.681626 194231  -62.926
14 0440000 -5.130559 160.979  -96.224
15 0444444 -5.069447 157541  -99.515
16 0466667 -4.765004 141.049  -114.745
17  0.533333 -3.868414  97.898  -148.129
18 0555556 -3.577612 85398  -155.093
19 0560000 -3.520120  83.002 -156.232
20 0.600000 -3.012967  62.939  -162.651
21  0.640000 -2.527855 45466  -162.140
22 0.666667 -2.218997 35210  -157.980
23 0733333 -1.507662  14.439  -134.853
24 0760000 -1.251295 8.125  -120.998
25  0.777778  -1.090492 4572 -110.531
26 0.800000 -0.901702 0890  -96.291
27  0.840000 -0.599265  -3.561  -68.467
28 0866667 -0.426957  -4.955  -49.455
29 0888889 -0.302973  -5.178  -34.230
30 0933333 -0.113989  -3.396 -9.101
31 0960000 -0.042162  -1474 -0.507
32 1.000000  0.000000 0.038 -0.038

Nota: Usaram-se 50 termos na resolugdo do sistema de equagdes (28) e
nos somatorios (30), (31) e (32).
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2 - Placa Circular

Y.

a
t
3
D= Et
12(1-v?)
Condigdes fronteira: (1) contorno apoiado

(ii) contorno encastrado

Carregamento: (1) carga uniformemente distribuida q
(i) carga concentrada ao centro P

Variaveis determinadas:

(i) deslocamento vertical ao longo do raio w(r)
(i) momento radial ao longo do raio M, (r)
(i) momento tangencial ao longo do raio M; (1)

2.1 - Carga Distribuida

Bordos encastrados:

2
w=%(a2—r2) 36)
__917.2 .2
M,_—E[a (1+Vv)—r1 (3+v)] G7)
_ 42 2
Mt——g[a (+Vv)—r1 (1+3v)] (38)

Bordos apoiados:

22
w=q(a r )(S+va2_r2) (39)
64D I+v
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M, =—-1% (3+v)(a2 —r2)

M; = —% [a2 (3+v)—r2(1+3v)]

2.2 - Carga Concentrada

Bordos encastrados:

W= P [az—rz(l—ZIni)jl
16D a

M, =-—|(1+v) ln?-—l]
R r

M;=—— (1+v)1n3—v]
i r

Bordos apoiados:

we—1 [Eﬂ(az—rz)+2rzln£]
16D [ 1+vVv a

P a
M, =—(+V)In—
f 411:( ) r

M, =—£[(1+v) 1n3+1—v]
4n r

(40)

(41)

(42)

(43)

(44

(45)

(46)

(47)
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3 - Placa Triangular (Triingulo Equilitero)

zZ, W

\%1
| ES

a3
t
al/3 2a/3
a
p-_ E
12(1-v2)
Condigdes fronteira: (1) contorno apoiado
Carregamento: (i) carga uniformemente distribuida q

Variaveis determinadas:

(i) deslocamento vertical w(x,y)

(ii) momento segundo x M, (x,y)

(ii) momento segundo y My (x,y)

(iv) momento segundo xy Mxy (x,y)

q 3 2 2,2, 4 3|1(4.2 2 .2 :

= -3 —-a + +—a —a” —-x" - 48
v 64aD[x yroabe ey )y ](9 i y) @)

2
6_w= 9 (—20x3+12ax2 +§ a2x+12xy2+4ay2—2a3) (49)
ox2 64aD 3 27

2
oOw__4q (4x3+4ax2—E a2x+36xy2+12ay2-—2a3) (50)
52 64aD 3 27
Qzlzi 12xzry+8axy—§ a2y+12y3) (51)
oxdy 64aD 3




(52)

(53)

(54)




[Al]

[A2]

[B1]

[B2]

(B3]

[B4]

[B5]

[C1]

[C2]

[C3]

[C4]

[C5]

[C6]

[C7]
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