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Este & o tempo e o local dos agradecimentos, mas nao
vou agradecer a ninguém. N80 gque um homem viva sézinho, imune a
influéncias e ajudas. N80. Mas s80 muitas as pessoas e incontéa-
veis as formas com que a amizade ou a simples solidariedade
humana se mainfesta quotidianamente. Desde a contribuigdo direc-
ta, decisiva, do orientador, at& a conversa amena, mesmo que o
assunto seja o futebol, tudo conta.

Ndo sera necessaria, també&m, a pessoa que, detras do
balcdo me serve o cafézinho de que tanto dependo? E como &
importante quem me atura com paciéncia as mas disposigles...

E tem mais. Uma casa, uma estrada, uma mina, nascem
pelas suas circunstancias associadas a um conjunto de vontades.
Assim & com este trabalho. GQuem escreveu deixa a sSua marca, mas
n¥%0 passa do agente, do brago que executa, duma parte do todo.
£ esse conjunto de pessoas e as suas particularidades, que
todos os dias de um mocdo informal se juntam para trabalhar (mas
trabalhar mesmo...) e trocar ideias, seja a dar aulas, a limpar o
pd, ou a batucar nas teclas de um computador, que & o legitimo
proprietario deste trabalho.

Por isso, como uma parte de um todo, embora seja este o
tempo e ¢ local dos agradecimentos, n8o posso, nem vou agradecer

a ninguém.

Porto, 9 de Setembro de 1988



"As | drove | began to consider my new job.

A geologist who goes for volcanoes, | said to myself,
must be called a volcanologist... The idea of the mission pleased
me more and more, but | began to feel some uneasiness when |

thought of how little knowledge | had on the subject.

Still, | thought to myself, while the truck was conten-
ding with the most wanton corckscrew bends in the road, had it
not always been thus in any colony? There everyone learns for
himself, by sheer trial and error, how to do what, in theory, he
~ Knows nothing about, and nobody does the thing he has been
trained for. The mechanic builds houses, the prospector nurses
the sick, the retired sea-faring man plants cofee ... and in the
long run evéryone manages somehow. A geologist who has done some
surface-mining should be able to get along quite well in volcano-
logy!t"

Haroun Tazieff (1952): Craters of fire.
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s e A

Il ne faut pas laisser les intellectuels jouer avec les
al lumettes
Parce que Messieurs quand on le laisse seul
Le monde mental Messssieurs
N’est pas du tout brillant
Et sitdt qu’il est seul
Travaille arbitrairement
S’erigeant pour Soi-méme
Et soi-disant génereusement en 1’honneur des travail-
leurs du batiment
Un auto-monument
Répétons-le Messssssieurs’
Guand on le laisse seul
Le monde mental
Ment

Monumentalement.

Jacques Prévert (1948): Paroles (|1 ne faut pas |



"J5 semeei isto trés vezes. As terras foram passadas duas vezes.
E quando semeava, Vinham estas trovoadas de &gua, arrasavam isto
tudo com a Agua e matavam tudo. Neste momento continuamos a lutar

a ver o que isto vai dar."

Josd Manuel Cardoso, seareiro do Ribatejo, a propdsito das chuvas

de Julho de 1988.

0. INTRCDUSAO



A espantosa realidade das coisas

€ a minha descoberta de todos o8 dias.

Cada coisa & o que &,

E & diffcil explicar a alguém quanto isso me alegra,

E quanto isso me basta.

Fernando Pessoa (1915): Poemas de Alberto Caeiro

1. A proposta inicial de trabalho

O primeiro trabalho de doutoramento executado integral-
mente neste Departamento de Minas, foi o de M. R. Machado Leite
(1984) que, com base em dois anteriores trabalhos de Madureira e
Regueiras (1972a e 1972b), estudou a cindtica da moagem batch em
moinho de barras, através do ajuste de um modelo numérico ndo-li-
near.

para atingir esse fim, o autor desenvolveu um método
préprio de determinagao conjunta dos parametros cinéticos da
moagem e, através da analise dos resultados dos ajustes do seu
modelo, pdde identificar um certo nimero de efeitos ndo-1ineares

que crismou de: "escudo", "colchdo", "angulo mordente" e *calibre

critico”. O passo seguinte dado pelo mesmo autor, consistiu na

elaboragio sumaria de um "modelo de moagem contTnua, transporta-




dor perfeito, por andares e com 03 efeitos de percolagdo e

saturagdo incluidos".

Existia assim, pela primeira vez, dentro do Departamen-
to de Minas, um capital acumulado de conhecimentos tedricos e de
experiéncia de trabalho laboratorial que permitiria, a quem
retomasse o trabalho de investigagdo sobre a moagem, avangar com
muito maior seguranga sobre os caminhos que ja tinham sido
tragados.

Por isso, O tema de investigag3o que originaimente me
foi proposto consistia em retomar o trabalho de simulag¢do da
moagem no ponto em que Machado Leite o tinha deixado, explicitan-
do alguns aspectos marginais da moagem batch que ndo tinham
ficado completamente esclarecidos e seguindo de imediato para a
moagem em continuo,

O cerne do trabalho consistiria na obtengdo de um
modelo fenomenoldgico, a validar pela experimentaco fisica, que

esclarecesse o fendmeno do transporte diferencial da polpa que se

verifica dentro do moinho de barras.

Na verdade, sabe-se, desde os trabalhos de Myers e
Lewis (1946), que, na polpa que se encontra dentro de um moinho
de barras existe uma seriagdo granulomdtrica, decrescente da
alimentagdo do moinho até a descarga que, éegundo se cré, influ-

encia (e & influenciada), pelo bem conhecido efeito de acunhamen-

to das barras (Fig. 0.1). Estes autores amostraram e anal isaram
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Fig 0.1: Variagao da composigdo granulométrica da carga de um

moinho de barras - adaptado de Myers & Lewis (1946) .
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Fig 0.2: Acunhamento das barras no interior do moinho (esquema-

tico) - adaptado de Lynch, A. J. (1977).




granulométricamente © minério que se encontrava dentro de um
moinho de barras da Tenessee Copper Co. que, para o efeito, foi
paradoc a meio da laborag3o normal. Na Fig 0.2 apresentam-se as
composigstes granulométricas determinadas em quatro segmentos
sucessivos da carga do moinho 1imitados por secgbes rectas.

O estudo deste fendmeno &, sem sombra de davidas, uma
etapa indispensavel de investigagdo a cumprir antes de tentar
qualquer modelagem séria da moagem em continuo, porque & este
efeito simultaneo de classificaglio interna e fragmentagdo que
individual iza os moinhos de barras.

Obtido um modelo satisfatdrio do moinho continuo, ©
trabalho seria, muito provavelmente, rematado com uma primeira

tentativa de simulacso da moagem em moinho de barras trabalhando

em circuito fechado com um crivo, dado que a simulagdo de hidro-

classificadores ainda ndo esta satisfatdriamente resolvida. .,

De seguida, com a brevidade necessaria, vamos descrever
o modelo ndo-1inear de moagem batch de Machado Leite (1984), bem
como oS seus fundamentos conceptuais. Como & evidente, apenas
estamos interessados nos seus aspectos relevantes em relagdo ao
trabalho que por nds foi desenvolvido. Por isso, e pela concisao
que tentsmos imprimir ao texto, & natural que pormenores, porven-
tura muito importantes para o leitor, tenham sido del i beradamente
postos de lado. Se assim for, apelamos para a sua paciéncia e

recomendamos~lhe vivamente a leitura do original.




2. O modelo nao-linear da fragmentagao batch em moinho

de barras de Machado Leite (1984)

Leite, M. (1984, Cap. 11) utilizando os conceitos de
ponto de Bastenaire e de fragmentagdo de Bastenaire (1965),
desenvolvidos por Madureira, C. e Regueiras, P. (1972) (due'
abordaremos sucintamente em (1.2.3) e (1.2.4)), considera a

cominui¢do como um processo estocastico de nascimento e morte.

Baseado nestas consideragtes e apoiando-se na equagdo prospectiva
de Chapman- Kolmogorov-Smirnov (ver 1.2.5), passa a descrever a
fragmentaglio que se opera entre os instantes tp e ty= t+dt como a

composigdo de duas fungles: a destruigdo e a formagdo.

2.1. Fungdo destruigdo e fungdo formagdo

Dado que o calibre n3o & definivel tecnoldgi-
camente como varidvel continua, mas antes como uma sucessdo de
intervalos granulométricos (conceito de calibre equivalente por
tamisagem), o autor passa a representar a fungdo destruigdo e a
fungdo formagdo sob a forma matricial.

Entdo, para um conjunto de nl lotes granulométricos, o0s

elementos s;.dt, (i=t, ,2 ..., 0 da matriz destruigdo §

(matriz coluna), correspondem & probabilidade, ndo nula, de que




as particulas de um dado calibre g;, que se encontram dentro do
fragmentador, tenham efectivamente sofrido uma redugdo de calibre

no intervalo de tempo dt; os elementos b;; da matriz formagsdo B

(matriz triangular inferior), correspondem a probabi | idade que as
particulas de calibre ¢; tém, se sofreram fragmentacdo, de dar
“filhas" de calibre g; < #j.

Deste modo, a transig#o das composigtes granulométricas
que se opera dentro do fragmentador entre os instantes t e t+dt,

pode ser escrita sob a forma da equagdo matricial

C(t+dt)= T C(t) dt [0.1]
onde,
C(t) & o vector das composigbes granulométricas da carga do
fragnentador, tomado no instante t;
T & a matriz transiqgdo, que descende'em linha directa da
equagdo fundamental da fragmentagdo [1.22] (Madureira, C. e
Regueiras, P. (1972b)) e que pode ser definida através das

matrizes destruigdao e formagdo do seguinte modo (%)

0, se i > J
T =1|1-s, para izj [0.2)
iJ J
$.B , parai < J,
—J J com (i, g= 1, 2, ++»ey N,

(%) Os calibres mais finos correspondem aocs numeros designatorios
mais altos.

H
0
"



Esta formulagdo deve ser lida do seguinte modo: a

probabilidade instantanea de que uma particula de calibre g;,

durante a fragmentagao:

1. produza "filhas" de calibre superior ao_seu, & nula.

2. nd¥o veja o seu calibre reduzido, & igual ao complementar,

para a unidade, da sua probabilidade de sofrer fragmnentaggo.

3. produza “filhas" de calibre g, & igual ao produto da

probabilidade de sofrer fragmentag#io do lote a que pertence
(ue & i), multiplicada pela probabilidade condicional de
ocorréncia do calibre gj, se houve fragmentagdo.

Define-se, a partir de T a matriz alteragdo instantanea

das _composigles Qanulométr‘icas. F, através da expressao

T= 1 - F dt, [0.3]

o que significa que [0.1], pode assumir a forma

C(t+dt)= C(t) - F C(t) dt. [0. 4]

Integrando [0.4) em t obté&m-se a expressdo formal

-F.t
C(t)=e Cc(0), [0.5]

em que C(0) & o vector da composi¢do granulométrica inicial.

Note-se que, ao contrario dos modelos casuisticos, &

la Lynch, (1986) a equagdo [0.5] contém uma formulagdo expli-

cita do tempo de residéncia do miné&rio, o que advém do facto de



se tratar de um modelo de base fenomenoldgica (ver 1.3.4). Isso
permite que o modelo se aplique as condigles mais variadas, pese
embora a necessidade da redefinig#o dos elementos da matriz F a
cada mudanga de fragmentador e/ou de minério.

Existe, contudo uma dificuldade conceptual e experimen-
tal importante pelo facto de, a rigor, para conhecermos a cingti- -
ca da fragmentagdo, precisarmos de determinar todos 08 n¥(n+1)/2
elementos da matriz F. Ora, a existéncia desta multiddo de
parametros levanta de imediato uma s&rie de problemas:

- aumenta de forma exponencial o nimero de ensaios experi-
mentais a realizar para obter toda a informag#o necessaria
a essa determinagao;

- dificulta o dominio conceptual do modelo e do processo de
simulagao,

- ests em completo desacordo com © principio da mixima sim-
plicidade e, finalmente,

- pode tornar completamente ineficaz o método de ajuste mais
poderoso (ver 3.3.4).

Leite, M. (1984, pp,lll-8/l|l-23) pdde ultrapassi-10s
recorrendo ao principio da condensagdo de parametros de Madurei-

ra, C. (1988, pp. 84) (ver 1.3.6).



2.2 Condensagdo de parametros

Baseando-se no trabalho de Greenwood e Hiorns, (1967)
pode tomar os elementos b;j da matriz B iguais ac longo de linhas
paralelas & diagonal principal, ao mesmo tempo gue considerou que
cada coluna j da mesma matriz n#o & sendo a densidade de reparti-
¢80 granulomdtrica que se obfém. em cada instante, por fragmenta-

¢d0 do lote ,j. Estes raciocinios permitiram-ine representar toda

a matriz pelos dois parametros da "lei" de Harris das distribui-
¢Bes granulométricas que designou, para © seu caso, por:
Py - Qque comanda o tramo dos finos da curva cumu | ante;
PG - " >" " " *  graudos da mesma curva.
Utilizando o trabalho de Madureira, C. e Regueiras, P.
(1977), pdde utilizar uma formulaglo em progressdo geométrica

para os elementos da matriz destrui¢do, isto &,
§= 8o rd, [0.6)

com o0 que conseguiu representar toda a matriz destruigao $ por
dois parametros:
Pa - que corresponde ao valor da destruigdo para o lote mais
graado;
Pk - que & fungdio da razdo da progressdo geométrica.
Devido as particularidades da moagem batch, teve ainda

necessidade de introduzir o parametro



To - <que corresponde ao tempo de arranque necessario a ul-
trapassagem da fase inicial, transitdria, de arrumagéo da
carga no interior do moinho.

Ficaram assim reduzidos a ¢inco os parametros necessa-
rios 3 descri¢d3o da moagem batch desde que, na equagao [0.5], os
elementos de F ndo dependam, nem de t, nem de C(1), o que equiva-”
le a afirmar que a cinética de fragmentagso & linear.

Se assim for, é possivel prescindir da integragdo
numérica, dado que o sistema representado pela equagdo matricial
[0.4] tem integragdo analTtica, na forma [0.5] (Angot, 1965).

Contudo, @& fundamental a introduqéo de efeitos ndo-li-
neares nos processos que envolvem sistemas particulados (ver
1.2), o que foi feito por Leite, M. (1984, pp. VI-2/VI-5) ao
considerar dque os elementos da matriz F variam no tempo, por
serem fungbes da composiGdo granulométrica, ela propria variavel

ao longo da moagem.
2.3. N8o-linearidades: escudo e colchdo
Com esse fito foram introduzidos no modelo dois novos

parametros:

PE - efeito de escudo,

Pc - efeito de colchdo,




o primeiro dos quais corresponde ao facto de as maiores particu-
las protegerem as mais pequenas da acgfo dos agentes fragmentado-
res, diminuindo-lhes a velocidade de destruigdo, enquanto que 0
segundo, deve o seu nome ao facto de as particulas mais finas
poderem funcionar como amortecedores do choque dos agentes
fragmentadores sobre os calibres mais graidos, diminuido-ihes,
tambam, a velocidade de destruigdo.

Estes dois novos parametros fazem com a a destruigdo
dos lotes granulométricos que se opera dentro do moinho de barras
passe a ser influenciada pela composigto granuloméirica do modo

que a seguir se exprime:

' J-Jdo ni
S(JlC) = SJ -E“Cm PE SJ;=J.EH§"\ PC SJ {0.7)
com
i, J,m= 1, 2, ..., NI}
JoE 14, 2, ..y NI-AL
if 2, 3, ..., NI
sendo:

s(j|C) - a probabilidade de destruigdo do lote j, dada a
composigdo granulomdtrica;

s; - destruig#o do lote j no caso linear, dada por [0.6];
Cp - @ fracgdo granulométrica correspondente ao lote m;

jo - a diferenga entre o Tndice do lote protegido pelo

escudo dos graides e o do menor cal ibre dos seus protecto-

24



res; para cada calibre j sdo, portanto, seus protectores, 08
lotes de 1 a j-Joi

Pg - parametro escudo;

Pc - parametro colchao;

ig - a diferenga entre o indice do lote de maior calibre dos
amortecedores e o do lote amortecido (por efeito-colchdo);
portanto, para cada lote J» sdo seus amortecedores os lotes
de j+ig, até ao mais fino.

Deste modo, a destruigdo, que em [0.6] tinha uma forma
exponencial simples passa agora, no caso do moinho de barras, a
ter o andamento representado na Fig. 0.3.

Assim, o modelo ndo-1inear necessita do conhecimento de

nove parametros, a saber:

PA| PK' Pw: PGI TO: PE' Pcr iOt Jo: [0.8]

onde o8 primeiros quatro parametros representam a fragmentagdo
vsensu latu", o quinto introduz um efeito caracteristico dos
processos batch e, finalmente, sdo 0s quatro dgitimos que ddo ao
nbde{o a capacidade de simular especificamente (se bem que ndo
exclusivamente) a fragmentagdo em moinho de barras.

A introdusdo das duas n#o-linearidades acarreta o
inconveniente de j& ndo se poder passar sem a integracdo numérica
do sistema de equagtes representado em [0.5], o que Leite, M.

(1984) fez, utilizando um algoritmo de Runge-Kutta de 42 ordem,



Tabela O.1: Configuragdo de parametros ajusta
de calcareo: modelo nao-1inear com e

(adaptado de Leite, M. (1984)).

dos para as amostras
feito de escudo

ENSAIO Jo PA PK PW PG PE TO RM
CAi24 7 .038 10-4 .645 1.044 ¢.210 34.7¢ 2.8
CA221 6 .628 . 203 .623 1.070 2.015 40.08 4.4
CANZ221 6 . 056 .202 .543 0.664 1.383 30.33 3.3
CAN222 6 .097 .A74 . 710 1.656 4.479 37.79 2.6
CAi24 - ¢/ lote 15/25 mm, barras grossas, enchimento alto;
cA224 - s/ lote 15/25 mm, barras grossas, enchimento alto;
CAN221 - 8/ lote 15/2%5 mm, barras grossas, enchimento alto;
CAN222 - s/ lote 15/25 nmm, barras grossas, enchimento bai xo;
RM - resTduo médio por lote.
(o}
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O
o |
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Fig. 0.3: A destruigdo e as ndo-1 inearidades.
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2.4 O programa "NLINEAR"

A partir de [0.4) e de [0.7] Leite, M. (1984) produziu
um algoritmo de simulagdoc da moagem n4%o-1inear em moinho de
parras, que serviu de base a construgdo do programa "NL INEAR",
escrito em FORTRAN 5, para correr no computador Cyber 170/720 do'
Centro de Informatica da Universidade do Porto e que foi por nds
modificado e em seguida vertido para Pascal USDC, de modo a
correr num super-micro computador STRIDE 460. A listagem desta
versdo modificada pode-se ver no Anexo 0.1.

O Vprograna, que se representa em fluxograma sumario na
Fig. 0.4 & constituido por duas partes fundamentais: a integrasao
numérica do sistema de equagBes descrito matriciaimente em [0.4]
e o‘algoritmo de optimizagdao de Levenberg—Marquardt (ver Capitu-
1o 3).

Muito gené&ricamente, cada ciclo do programa *NL INEAR"

cumpre sequencialmente as seguintes tarefas:

- os parametros sdo determinados conjuntamente em R7, atra-
vés da pesquisa do minimo segundo Levenberg-Marquardt.
- a configurasdo de parameiros & introduzida na subrotina de
moagem, que calcula, para cada tempo de residéncia, as com-
posi¢les granulométricas que dela resdltan ao fim dos tempos
especificados pelos ensaios;

- calculam-se os residuos, que correspondem 3 diferenga en-




[

tre os valores calculados pelo algoritmo e 0S8 obtidos expe-
rimentaimente;

-~ a soma das quartas poténcias destes Gltimos vai constituir
a fungdo objectivo, cujo minimo o algoritmo de optimizagdo

tenta atingir em sucessivas iteragles.

2.5 Trabalho experimental

As composigbes granulométricas correspondentes a con-
juntos de ensaios de moagem batch com varios tempos de residéncia
do minério no moinho, foram efectuadas por Leite, M., (1984) uti-
lizando um tambor de ago com um dos tampos amovivel, de 285 mm de
comprimento por 305 nm de diametro, apoiado em dois rolos de bor-
racha que lhe transmitiam o movimento proporcionado por um motor
com variagHdo electrdnica continua de velocidade;

Foram ensaiados quatro tipos diferentes de material
(dois xistos e dois calcareos), cujas cargas de moagem foram
preparadas por fragmentagao num britador tipo "Blake". Do produto
britado apenas se aproveitaram, para constituir as cargas de
moagem, o8 lotes entre 15 mm e 1.5 mm.

A moagem foi conduzida nas seguintes condigbes operatd-
rias:

- wutilizagdo alternativa de barras grossas (35 mm de diame-




tro) e de barras finas (25 mm de diametro);
~ carga de s8dlidos correspondendo, em volume, a 25/ (enchi-

mento baixo) ou a 407 (enchimento alto) do total do moinho;

- velocidade do tambor mantida a 57 rpm (75% da velocidade
critica tedrica);

- relagBes volimicas minério:barras e agua:sdlidos mantidas

constantes, respectivamente a 1:4 e 1:2;

Cada conjunto de seis ensaios de moagem fisica (com
mais dois tempos replicados, para minimizar os erros experimen-
tais) foram submetidos conjuntamente por Leite, M. (1984) ao
algoritmo de ajustamento, Na Tabela 0.1 (Leite, M., (1984, pp.
V1-33)) reproduzem-se as quatro configurases de parametros mais
favoraveis obtidas pelo autor para cada um dos grupos de ensaios
efectuados sobre calcareos(¥),

O autor refere, finalmente, que, como consequéncia
directa da exploragio de seu programa "NLINEAR", para além do
escudo e do colchsio, detectou ainda outros efeitos n#do-1ineares
na cinética da moagem batch, dos quais o mais saliente, & o efei-
to de angulo mordente, que se discutird com um pouco mais de

pormenor em (0.3.4).

(¥) Apresentamos apenas 0S ensaios sobre calciareos porque o seu
comportamento, de entre 08 minérios ensaiados por Leite, (1984),
& 0 que mais se assemelha ao do nosso granodiorito.
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Fig. 0.4: Fluxograma sumdrio do programa NLINEAR.



3. Moagem batch: trabalho executado e conclustes

Como se disse em (0.1), a parte inicial do trabalho
consistiria em tentar esclarecer alguns aspectos deixados em
suspenso por Leite, M. no seu trabalho (1984, Cap.Vill), de modo
a formar um quadro conceptual da moagem batch que fdsse o maisl
completo possivel, antes de nos abalangarmos ao estudo do proces-

80 continuo.

3.1 0s objectivos da investigacdo preliminar

-

Seria portanto necessario investigar de que modo & que a
moagem em moinho de barras & influenciada pelos seguintes facto-
res, combinados ou nd3o entre si:

diametro das barras;

percentagem de enchimento;

diluigdo da carga de minério;

saturaglio/sobressaturasdo (*),

o que pressuporia, numa primeira fase, a execugdo de um minimo de
doze ajustes do programa "NLINEAR" de Leite, M. (1984) com as

correspondentes oito moagens fisicas por cada ajuste.

(*) sobressaturagdo: o facto de a carga a moer ultrapassar o
valor estritamente necessario ao preenchimento dos vazios entre

as barras.



Um outro ponto a investigaf prender-se-ia com a neces-
sidade de explorar outras formas para a lei da destruig8o, que
ndo a simples exponencial decrescente truncada (Fig. 0.3). Seria
necessiario aumentar a flexibilidade da fomula?;ao da lei de
destruigdo de modo a que, através de infiextes ascendentes da sua
curva exponencial (Fig. 0.5) se pudesse simular o efeito de grdo
detectado por Leife, M, (1984, pp. VI-40/V1-43) durante a moagem
de calcareos ooliticos.

Para esse fim seria necessario executar séries de
moagens, com tempos de residéncia muito curtos, sobre cada um dos
Jotes granulométricos tomados separadamente, obtendo, para cada
un deles, uma primeira aproximagdo da sua velocidade de destrui-
30, ao mesmo tempo que se tentaria fazer uma ideia prévia da lei
de formagdo seguida pelo miné&rio (Arbiter, N, & Harris, (1965)).

Uma terceira tentativa poderia ainda consistir no
estabelecimento de um modelo de moagem batch com duas matrizes de
destruicdo (a onze parametros), de modo a simular fragmentagles
bimodais.

Antes de mais nada, seria necessario cumprir as exigén-
cias do préprio modelo NLINEAR de Leite, M. (1984), isto &, in-
vestigar para o caso do min&rio escolhido, quais seriam os tempos
de residéncia mais indicados e de que modo & que se apresentariam

os efeitos ndo-lineares de escudo, colchdo e angulo mordente.

3a
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Fig 0.6: Composigcido granulométrica média das amostras moidas e

canal de confianga.



Em particular, considerou-se que seria interessante

saber se o efeito de colch8o descrito por Leite, M, (1984,

Pp. V-13/V-15) existiria mesmo ou n¥o, ja que ele 85 foi utiliza-

do como artificio por esse autor, para poder simular a fragmenta-
¢do diferencial de um xisto com fracgdo quartzosa., Foi por esta
gitima razdo que, ao invés do procedimento utilizado por Leite,

M. (1984) e que foi descrito em (0.2.5), a alimentaglio das

moagens que por ndés foram executadas continha todos os finos

naturais.

Depois de estabelecido o0 plano prévio dos ensaios
preliminares, a primeira tarefa a realizar consistiu na escolha
de um minéric que, tanto quanto possivel, n#o provocasse o

aparecimento de efeitos indesejados.

3.2 Escolha do minério

Un dos problemas mais dificeis com que nos defrontamos
todos 08 dias durante o trabalho de laboratério & o da reproduti-
bilidade experimental, que na fragmentagso assume propor¢des
inquietantes, porque, como 0S minérios sd0 heterogéneos em extre-
mo, ndo podemos garantir nunca que duas amostras, obtidas de modo
tanto quanto possivel idéntico, exibam comportamentos mecanicos

semelhantes. Este problema torna-se particularmente grave quando



a rocha mostra, em relagdo 3 fragmentacso, um efeito de gréo
myito nitido e abrupto, produzindo preferencialmente certas
granulometrias, como & o caso dos calcareos ooliticos (ilusdria-
mente homogéneos) que Leite, M, utilizou (1984, pp. IV-3/1V-33).

Por isso, resolvemos utilizar uma rocha de heterogenei-
dade aleatdéria que ndo exibisse comportamentos com viés marcado e
nos desse algumas g@garantias de s6 provocar na distribuigdo
granulométrica um ruido de fundo estatfstico. Por outras pala-
vras: seria desejavel que as flutuagles do comportamento mecanico
da rocha tendessem a anular as bifurcaglies caracteristicas da
fragmentagdo (ver 1.2.8).

Em consequéncia, decidimo-nos a utilizar na moagem uma
rocha intrusiva equigranular, de gr3do medio a fino, o que, na
zona em redor do Porto, corresponde inevitévellmente a um granito
ou a um granodiorito. Para a escolher, visitamos diversas pedrei-
ras num raio de cinquenta quilémetros, tendo sido escolhidq. como
o] mai's recomendavel, um granodiorito de grdo fino com duas micas,
praticamente isento de fenocristais e de "mulas" (xendlitos), que
& explorado pela Sociedade de Pedreiras do Marco, na zona de
Roriz-Sanfins (concelho de Pagos de Ferreira).

Por ser também muito importanté que todo o material
ensaiado provenha ndo s8d da mesma pedreira, mas também do mesmo
degrau e, se possivel, do mesmo bloco, foram desde 1ogo encomen-

dadas cinco toneladas de "mosaico de exportagdo" de dimensles



medias 4 cm * 6 cm, provenientes do degrau inferior da pedreira
(Fig. 0.7)

Note-se que ndo conseguimos detectar em toda a explora-
G3%0 quaisquer sinais de ruboriza¢#o e/ou saussuritizagdo. Aconte-
ce mesmo gque a rocha extraida do degrau inferior se encontrava
tdo pouco alterada que 08 sulfuretos (pirite) que nela preenchiam
algumas fissuras ndo apresentavam nenhuns indicios de oxidagdo.

Apds a recepg¢do, o0 mosaico foi todo lavado e triado 3
mdo, rejeitando-se 08 cubos que apresentassem & superficie
fenocristais em excesso, "mulas" ou, ainda, sulfuretos, o que
reduziu a quantidade de material a 95/ da primitiva.

Sob o ponto de vista que nos interessava,o Gnico
inconveniente que nesta altura se poderia apontar a rocha residia

no facto de a biotite ocorrer em percentagem muito elevada o que,

como & evidente, iria (como veio) dificultar a tamizagem,.

3.3 Determinagdo da al imentagdo do moinho

Escolheram-se inicialmente cerca de 100 Kg de mosaico,
73.5 Kg dos quais foram divididos em 14 lotes, que foram fragmen-
tados separadamente num britador "Blake" (100 nm * 200 nm),

regulado a 32 nmm (lado aberto).



O "minério" escolhido

Fig. 0.7



Irdonicamente, © minério éue tinha sido escolhido com
tanto cuidado, tinha um comportamento andémalo. Para nossa surpre-
sa, o0s fragmentos resultantes da britagem, em vez de serem
honestamente isomdtricos, tinham uma forma esquirolosa, perfeita-
mente semelhante & que resulta da passagem em maquinas estrangu-
ladas, o que de modo algum era o caso. Felizmente que as esquTr‘o-,
las estavam presentes em todos os calibres., Se ndo fosse o
evidente exagero, poder-se-ia dizer que durante a britagem a
rocha quase que "explodia". Supomos que este comportamento se
deve a presenga de zonas de fraqueza 3 escala do grdo mineral,
que se instalaram por via tectdnica na rocha e que se revelaram
durante a fragmentagdo ou, talvez, possa ser causado pela exis-
téncia de orientagties preferenciais de certos aspectos texturais
da rocha (assim um pouco como o "correr® da pedra dos montantes).

Cada uma das amostras assim constituida foi analisada
granulométiricamente, podendo ver-se 0s resultados no Anexo 0.2,

J3 nesta altura se comegaram a notar problemas na
precisdo das analises granulométricas que, como consequéncia,
levaram a longos tempos de operasdo. Para tentar fazer uma
primeira ideia dos tempos operatdrios convenientes realizaram-se
alguns ensaios da cindtica de tamizagem, ' que referiremos em
pormenor em (0.4) e que nos indicaram tempos de preparagdo da
amostra de minério a moer (Tab. 0.6) que, embora conservativos,

nos colocaram do lado da seguranga.




A grande variabilidade das composigles granulomstricas
que ja se notavam deixaram-nos um pouco receosos. Na verdade, o
minério tinha sido cuidadosamente triado, mas ndo poderiamos
asseverar nunca que ndo existissem "mosaicos" nitidamente dife-
rentes da média, porque © nosso critério de escolha se tinha
baseado apenas na inspec¢do visual da sua superficie.

Impunha-se saber até que ponto as composig8es granulo-
métricas determinadas para cada amostra de min&rio britado
pertenceriam ou ndc 3 mesma populagdo.

Para fins de teste estatistico consideramos a populaglo
formada pelo universo das amostras de granodiorito britado como
normal. Este procedimento foi legitimo, porque a aleatoridade das
composigles granulométricas tinha a ver fundamentalmente com a
amostragem e, també&m, porque cada um dos lotes fragmentados era
constituido por um nimero muito elevado de individuos (as parti-
culas). |

O teste estatistico foi conduzido por comparag#o das
curvas cumulantes e n3o dos histogramas. Embora 3 primeira vista
este proced i‘mento se deva considerar errado, por ndo estarmos a
trabalhar com valores independentes, existe uma razdo poderosa
para que assim tenhamos procedido.

€ que estamos a comparar distribuigtes de elementos
que sdo as particulas minerais e estas s8o muito mais numerosas

nos calibres finos que nos graudos. Por isso, e a rigor, cada uma




das classes granulométricas que formam o histograma deve, antes
da estatistica actuar, ser afectada de um peso inversamente
proporcional ao volume médio das particulas que contém (supondo
que . 0 material & de densidade uniforme). Ora, como este procedi-
mento, embora ndo seja impossivel tedricamente, & inexequivel na
pratica, & necessario encontrar um outro método de ponder‘aqao‘
mais expedito.

Ao mesmo tempo, a experiéncia, longa de anos, dos
"preparadores de minérios"(¥), tem mostrado que s& se conseguem
comparar cumulantes e nunca histogramas. Isto acontece porque a
soma repetida das fracgtes granulométricas introduz um efeito de
ponderagdo que diminui, na aparéncia grafica final da curva
cumutante, o elevado peso relativo que as fracgles graitdas, com
poucas particulas, mas com percentagem em massa elevada, tendem a
desempenhar,

Dadas estas consideragbes, efectuamos um teste estatis-
tico, do tipo "bootstrapping" (cujos resultados se podem ver no
Anexo 0.2) cotejando cada uma das composicles granulométricas,
tomadas isoladamente, contra o8 intervalos de confianga a 99.97 e
a 96/ construidos em torno da média aritmética das treze restan-

tes. N30 seria sensato, pela enorme variabilidade prépria das

composigles granulométricas que resultam dos processos de frag-

(%) Designagdo de H., S. Botelho de Miranda.



Tabela 0.2: Alimentagdo do 1€ moinho (285mm % 385 nm)

Malhas Cumu- Frac. Enchim,
lante gran. baixo
3 (rm.) infer. / (gr)
20 20.0 100,00
15 15.0 75. 11 24,89 497.8
8 8.0 36.33 38.78 775.6
4 4,75 24,26 12.07 241.4
6 3.35 19.94 4,32 86.4
8 2.36 17.37 2.57 51.4
12 1.70 16. 41 1.96 39.2
16 1.18 13.95 1.46 29.2
20 0.85 12.50 1.45 29.0
30 0.600 11.28 1.22 24.4
40 0.42% 9.64 1.64 32.8
50 0.300 7.97 t1.67 33.4
70 0.212 6.32 1.65 33.0
100 0.150 4,93 1.39 27.8
140 0.106 3.54 1.39 27.8
200 0.07% 2.54 1.00 20.0
270 0.053 2.01 0.53 10.6
-270 infra 1.99 39.8

menta¢8do graada, utilizar intervalos de menor amplitude.
Verificou-se que apenas a amostra L1 nd3o cumpria o
teste (Fig, 0.6), porque uma parte substancial dos seus pontos
ultrapassa ambos o0s intervalos de confianga. Por podermos assim
dizer que ndc & crivel que a amostra L1 pertenga 3 mesma popula-
¢d0, eliminamo-la e repetimos o procedimento para as treze
restantes: estas dltimas passaram todas no segundo teste. Segundo
cremos este facto pode explicar-se por diferengas de procedimento

experimental durante a fragmentagdo da amostra recusada.



Pudemos, deste modo, tGﬂéP a média aritmética das
composigles granulométricas destas treze amostras (?ig. 0.6) como
al imentagdo-padrdao do moinho batch, mas com uma modificag¢8o: por
temermos que se viessem a verificar problemas de deficiéncia de
angulo mordente, retiramos o lote 20/15 nm e redistribuimos a

parte que lhe cabia pelos restantes (Tab. 0.2).

3.4 As atribulagles da primeiras moagens

A partir do mosaico escolhido prepararam-se dez amos-
tras de 2000 gr. cada uma, com a composi¢Hdo granulométrica da
Tabela 0.2, que foram moidas no mesmo tambor utilizado por Leite,
M. (1984) (ver 0.2.5). Por o nosso minério ser muito resiliente,
escolhano; a 22 configuragdo de moagem mais energética utilizada
por Leite, M. (1984, pp.V-30), ou seja:

- barras de 35 nm de diametro,

- enchimento baixo (carga de 2000 gr de min&rio),
mantendo as relagtes (em volume) miné&rio/barras e 3gua/sélidos e
a velocidade de rotagdo referidas em (0.2.5).

Comegaram ent#do os problemas. Das dez moagens efectua-
das sd trés foram levadas a bom termo: duas com tempo de residén-

cia de 90 seg. e uma de 240 seg.. Guanto 3s restantes, em cinco

delas as barras atravessaram-se, enquanto que nas outras, o moi-



100

-]

cumulantes inferiores

20

10

[« ] v T T T v T ¥ T M 14 . T
20 8 335 1.7 Q.85 0.425% 0.212 0.108 0.053

Log do colibre (em mm)

a oalimentogoo 4+ omostra L2
© oaomowetra LS a omostre V2

Fig. 0.8: As primeiras moagens

100

80

cumulantes inferiores

=]

3/8v 4 ] 16 30 50 t00 200

Log do calibre (em maesh)

0 olimentogeo + 60 aeg. o 90 seq.
a4 120 weg. x 180 seg. v 300 seq.

Fig: 0.9. O segundo conjunto de moagens



nho perdeu a aderéncia com 03 rolos de borracha que the transmi-
tiam o movimento, parando por completo,

Un fendmeno constante ao longo deste grupo de ensaios
(mesmo nos que foram levados até& ao fim) foi o facto de o ruido
constante e cadenciado, caracteristico da queda das barras em
regime de catarata, ter dado lugar a um outro, muito mais ir‘regu-"
lar, que pressagiava a perda de aderéncia da carga em relagdo 3
parede do moinho. Muito provavelmente esta apenas oscilava para a
frente e para tras, ao ritmo da rotagdo do tambor, ao mesmo tempo
que, sintomaticamente, a velocidade de rotagdo acusada pelos
rolos de borracha aumentava.

Como seria de esperar, os resultados das irés moagens
sobreviventes (Anexo O0.3) espelham as dificuldades encontradas.
Em todas elas se verifica o aparecimento de uma distribuicdo
granulométrica bimodal dos moides onde, & presenca de finos
resuitantes da moagem, se alia a permanéncia de quantidades
4impor~tantes de graiddos com calibre superior a { mm, ao mesmo
tempo que o0s calibres intermédios deixam de existir quase por
completo (Fig. 0.8 e Anexo O0.3). A inspecgdo visual da carga
confirmou as nossas suspeitas: os graidos retirados do moinho
estavan completamente arredondados, o que nos leva a dizer que a
produgcdo de finos se deveu fundamentalmente a fendmenos de
atrito.

Estavamos portanto em presenga de um fenomeno idéntico,



mas de muito maior expressio, ao que Leite, M., (1984, pp.Vi-
-49/V1-52) detectou para o caso da moagem do primeiro calcareo.
Este autor considerou que a ineficiéncia da moagem que encontrou
se deveu 3 inexisténcia de angulo mordente suficiente das barras
em relagdo ao minério.

No nosso caso o fendmeno foi muito ampliado pelo facto
de o minério ser bastante duro. As barras foram assim impedidas
de seguir a trajectdéria mais correcta, ressaltando sobre os
fragmentos e, pelo facto de o moinho ser demasiado curto, atra-
vessavam-se quase inevitaveimente,

Enquanto Leite, M. (1984) detectou a auséncia de angulo
mordente nos seus calcareos para calibres compr‘eend‘i dos entre 25
mm e 15 mm, curiosamente, no nosso granocdiorito o fendmeno
manifestava-se ainda para o lote 15mm/8mm, embora as particulas
sejam esquirolosas. Por isso, acreditamos que este efeito ndo-1i-
near nao tem a ver apenas com os calibres ou com a forma dos
fragmentos, mas também com a resisténcia que 0 minério apresenta
a fragmentagdo.

Quer isto dizer que, provaveimente, o factor que deve

ser considerado relevante & o modo como 08 esforgos compressivos

se transferem das barras para as particulas, em relagdo ao qual o

dngulo mordente deve ser considerado, no caso da moagem em moinho

de barras, apenas como um aspecto parcial. Un minério fragil &

menos sensivel 3s deficiéncias na transmissdo de esforgos com-



Tabela 0.3: Alimentagdo do 22 moinho (464 mm. »* 309.7 mm,)

Malhas Frac. Cumu- Enchim. Enchim.

gran. lante baixo alto

#) (mm.) YA infer, {(gr) (gr)

3/8" 9.5 100
0.265" 6.7 51.66 48,34 1808.6 2842.1
4 4,75 16.07 32.27 562.5 883.9
6 3.35 6.01 26.26 - 210,14 330.2
8 2.36 3.44 22.82 120.5 189.4
12 1.70 2.65 20.17 92.9 146.0
16 1.18 2.00 18.17 70. 1 110.2
20 0.85 1.96 16.21 68.2 107.2
30 0.600 1.67 14,54 58.3 91.6
40 0.42% 2.22 12.32 T7.7 122.1
50 0.300 2.24 10.08 78.3 123.0
70 0.212 2.14 7.94 75.0 117.9
100 0.150 1.81 6.13 63.4 99.6
140 0.106 1.72 4,44 60.0 94.3
200 0.075 {.28 3.13 44.9 70.6
270 0.053 0.71 2.42 24.7 38.8
=270 infra 2.41 0.01 84,8 133.3
Totais 3.500,0 5.500.2 (gr.)

pressivos que

a deficiéncia

08 minérios resistente

8. Por isso, no primeiro c¢aso,

de angulo mordente que, ao fim e ao cabo,traduz o

modo como a compressdo se transmite, aparece a calibres mais

graiados que no

£ por

segundo.

isso que, no granodiorito, e nas condigles en-

saiadas, o esmagamento efectuado pelas barras @& pouco eficaz,

predominando o8 efeitos de cizalhamento entre a superficie das

barras e a das particulas, o que se traduz numa importante cominui-

G¢d0 por abrasdo.

Destes ensaios também ficou a impressdo, confirmada mais



tarde, que os tempos de moagem utilizados eram demasiado curtos
para o nosso granodiorito,
Para resolver o problema havia que tomar duas medidas
complementares:
- recalcular a alimentag8o (Tab. 0.3), retirando o calibre
15/8 nm, que & o causador de problemas;
- projectar e mandar construir um moinho que ndo causasse
problemas de perda de aderéncia e de atravessamento das

barras.

3.5 O novo equipamento laboratorial

Assim se fez e o novo tambor, (dimenstes internas: 464
mm de comprimento x 309.7 nm de diametro) foi construido na firma
Alberto Guimardes e Co. (Porto), sendo-lhe acrecentada uma pista
externa de borracha na EICHAP (S. Jodo da Madeira) (Fig. 0.10).

Para 13 das consideragtes relativas ao atrito com os
rolos de borracha e ao atravessamento das barras, o novo moinho foi
construido de modo a que, pela simples substituigdo da sua tampa de
fundo, fosse possivel utiliza-lo para oS ensaios em continuo, o que
trazia -consigo, desde logo, a vantagem de tornar possivel a compa-

ra ¢4o da cinética batch com a cinética em continuo.
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Fig. 0.11: Temporizador e dispositivo de descarga



Embora tivéssemos tido o cuidado de manter as dimensstes
do moinho no minimo estrito, a quantidade de min&rio necessaria a
cada ensaio passou a ser a seguinte:
- enchimento baixo: 3500 gr,
- enchimento alto: § 500 gr,
O que agravou muito, quer 0S tempos nNecessarios 3 preparacdo de
cada amostra, quer o0s da consequehte analise granulométrica do
moTdo, como Se verd mais adiante.
Ja& que tinha que se interromper a marcha dos ensaios
aproveitou-se o0 ensejo para proceder a mais alguns melhoramentos:
- O tempo de moagem, em vez de ser cronometrado 3 m#o, pas-
8ou a ser controlado automdticamente por um temporizador de
variagdo continua que comanda um disjuntor de arranque (Fig.
0.11);
- instalou-se um conta-revolugles no moinho;
- modificou-se o processo de descarga do moido (Fig. 0.11);
- foram adquiridas e montadas em molduras de madeira redes
metalicas de tamizagem, de luz compreendida entre 0.265" e
3", passando assim a tamizagem dos graiddos a ser feita
segundo a série ASTM (norma Eft).
Pronto que estava o novo dispositivo experimental,
recomeg¢aram as moagens. Os primeiros ensaios serviram para afinar
08 tempos de residéncia e para aquilatar da existéncia de "col-

chdo". Manteve-se a al imentagdo com finos naturais, embora corrigi-



da para evitar a falta de angulo mordente e recalculada de modo a
corresponder aos novos peneiros da série ASTM acima de 4 | mesh
(Anexo 0.4), bem como a configuragdo energética da moagem que ja
tinha sido utilizada nas moagens anteriores; apenas os tempos de

residéncia foram aumentados para valores ente os 90 e os 360 seg.

3.6 Resultados dos ajustes

Como se pode ver na Fig. 0.9, ndo existem agora os
problemas de baixa destruig¢8o, por auséncia de angulo mordente
capaz, com que nos defrontavamos. No total, foram efectuadas doze
moagens sucessivas, das quais oito (duas delas com tempos repli-
cados) foram submetidas em conjunto, no conputadpr‘ Cyber 170/720 do
Centro de Informatica da Universidade do Porto, a um ajuste do

programa NLINEAR de Leite, M. (1984), apenas com escudo. AsS curvas

granulométricas das moagens simuladas e a sua comparagio com os
€nsaios reais podem ser vistas no Anexo 0.4,

Durante os ajustes foram ensaiados varios valores de Jos
obtendo-se o valor mais baixo da fungdo objectivo para jg=7 (Tab.
0.4A). Em seguida, mantendo este valor, foi introduzido na simula-
¢do o efeito de colchdo, variando-se o valér de ig entre 3 e 13
(Tab. 0.4B). Repetiu-se o mesmo procedimento para Jo=8 (Tab. 0.4C).

Deste conJu'nto de ensaios puderam tirar-se algumas conclustes.,



£1°9¢ 0] 690G°E 812£°'G l€20°}1 61800°0 1620°0 09°'9 L°vg2gie £} L
Gl 9g (0] OLOS'E OLIE'S 6220°F 82800°0 2S20°0 09°'9 9°v8221i2 bl L
G1°9¢ 0 GYOS'e  2l2€°G 0£20°'+ 61800°0 1620°0 09°'9 2°'ve22ie 6 L
ti°9e 0 080G '€ IGPE"S €20t 06L00°0 1620°0 09°'9 tv've2eie L L
Gt 9t 0 911G'E L9E£'G  ££20°F 62800°0 2920°0 09°9 y'vg22ie S L
S 9¢ (0] gLIG'E  L22E’S 1€20°L G6L00°0 1G20°'0 09°'9 6°'€g22ie € L
£1°9¢ 0 2v0S°'E  O91£°'G  6220°F 06L00°0 16200 09'9 L'ggedie - L
(02} ‘100 *083 od Mmd xd vd ‘W'Y ‘fao *4 ol or
OBYUD 0D WOD O OpNIS3 Wod | otesu3l

‘o1 t1J401poueud o

« 0083 EWRJBoud

*0RUD 00 osjaueded wod ‘(oxieq ojudwWiydul 3 sessouB sedueq
eued Jeaui|-0BU o|dpow olad sopejsnfe souajaweged ap ogdeunBijuo)d 8y 0 BlageL

£€2°'61 - G996 °G 1024 ' v qletr’t 1094°0 £¥20°'0 g2y 09°'29LGE -- 6
v6 G2 - 008L" 1 92622 G200°2 82,0°0 0120°0 9lL'¢E Ly vveee -- ]
£1°9¢ -- 2vos ‘e 291€°S 6220t 61000 16200 9°'9 L'€822\2 -- L
8G6°l2 - GSY¥Gs0°0 862°.29 G060°2 £49G6°'0 £210°0 £1°9 1°9vegst -- 9
16° L2 - 2080°0 porg - qG8 Le6t ‘2 996¢ 'O 2L10'0 20°9 2 69t - [*]
86°GE | - 6E0L €LY 26L1°602 LLBL'Y 6£9€° 4 tLLL°O PS5 4 89°6G26E -- 14
68" IE - 62GL°12 1L0G2°'622 V£6S'} gEEY 'O 6.10°'0 G0'6 2 'EEVOSL - £
0} *100 *083 od md 3d vd ‘W 'Y ‘fao ° 4 (o] or
opnosa woo ¢S 2100S3. ewedboud | oresu3

‘ortJdoi1poueub o

*0BUD |02 oJiaugJsed wes ‘(oxieq ojuawiydua 3 spssodf seddeq

eJed Jeaul {-0gU o|3pow o|=d sopelsnlfe souiaueded ap ogheunBijuo) vy°O BidqeL

51



‘wobesad Jod o1pew onplsad -'W Y

oA110alfqo ogduny ep [euly Jo(eA -°q0™ 4

06°G2 (o] yll’) 13428 L1 GG00°2 1210°'0 120°0 QL€ 98 e £l 2]
26 °'Se o] 69LL} Liv e 6v00°2 810°0 120°0 9L € €1 'vveee cl 2]
G6'Ge 0 LEGL') e ] A 4 6500°2 vr10°'0 120°0 L€ 0ol 28gee (0] 8
v6°S2 0] { YN £8¢ ‘v2 2vo00°2 €10'0 120°0 9lL°'E t9°vveee 6 8
v6-°<2 0 108L°} €8¢ ‘b2 2v00°2 1€£L0°'0 120°0 9L°€ 96 'vved?e L g8
G662 0 g08L° 1} 9l€£°tv2 100’2 }€L0°0 120°0 qL'E G9°'vveSe € 8
v6°G2 0 c6LL’} £8E€ ‘¥2 2v00°2 €10°0 120°0 9L E 19°vveed - g8
01 ‘10D ‘083 od md ad vd ‘W 'Y ‘fqo ' 4 (0]} or
0BUD [0D WOD 3 OpNoS3 Wod 20053, eueuboud 1 otesul

‘0oBUD {02 OulaureJed wod

‘011J401poueub 0 eued ueaul | -0BU O|3pow olad sopeasnfe soujaweded ap oghdedn

¢ (oxi1eq ojuawiyoud 3 sessoub sedueq
B14uod :Ov'0 eBiSqel

52 =



Em primeiro lugar, o valor minimo da fung&do objectivo que
se obteve para o ajuste do modelo n3o-1inear de Leite, M. (1984) &
superior 3 maioria dos que este autor obteve com 08 minérios que
ensaiou, sendo s ultrapassado pelo valor obtido por esse autor

para a moagem n3o-1linear da amostra dé calcareo CAN221 (Tab. 0.1),

o que parece indicar que a resposta do modelo, no que se refere a

moagem de materiais bastante resilientes, pode ainda ser melhorada

significativamente.

Em segundo lugar, em todos os ajustes efectuados o valor
do parametro colchfio que se obteve foi invariavemente zefo. qUais—
quer que fossem oS valores de ip € jpo que se ensaiassem, sem que o
valor do residuo obtido diferisse significativamente dos que se
verificaran nos ajustes sd com colchdo. Podemos dizer, portanto,
que para a rocha ensaiada e nas condigtes experimentais seguidas,

ndo se observou qualquer amortecimento da_ fragmentagdo dos graudos

por acgdo dos_ finos, isto &, n8o se notou qualquer efeito de

colchdo.

Muito embora n%o existamn ensaios de moagem do NOSsSo
minério em nudmero suficiente para que possam ser comparados entre
si, podemos, apesar de tudo, comparar oS resul tados que obtivemos
com os de Leite M. (1984), que se apresentaram na Tabela 0.1.

verificou-se, invariavelmente, que os valores de Pa (que,
recordemos, correspondem a- velocidade de destruigao do lote mais

graddo) SH3o muito mais baixos que os correspondentes de Leite, M.



(1984), quer para o caso do calcareo, quer para o casc do xisto, O
que, devido aos calibres que por nés foram utilizados, ndo se pode
Jja atribuir a deficiéncia de angulo mordente, mas, antes pelo
contrario, 3 elevada resiliéncia do minério. Ao mesmo tempo, 0S
valores de Pk s#o semelhantes aos da Tabela O.1.

Enquanto que o0s valores encontrados para o parametro Py
s%0 bastante semelhantes aos seus homblogos de Leite, M. (1984),
peio contrario, os valores de’PG sdo0 muito mais elevados, o que
pode ser 1ido dizendo que a formagdo provoca o aparecimento directo
de calibres mais finos, sem que, intermédiamente, se formem quanti-
dades importantes dos lotes contiguos aos que estao a desaparecer
por fragmentagao.

Em consequéncia, podemos dizer que O grancdiorito que

elegemos para nosso minério & uma rocha que, embora resistente a

fragmentagdo, quando parte, esmilha-se, o que estd de acordo com as

observactes que fizemos em relagdo 3 britagem (ver 0.3.3).




4., Redefinigdo de objectivos

A partir deste momento, porque, apesar das precaugtes
tomadas, a capacidade do novo tambor aumentou bastante e, ainda,
devido 3 necessidade adicional de determinar as canposiqdes'
granulométricas do materiai retirado do moinho, agudizou-se um
problema que se vinha a sentir quase desde o inicio do trabalho:

o dos tempos requeridos pela tamisagem(¥),

4.1 O problema dos tempos de tamisagem

J3 durante as analises granulométricas referidas em
(0.3.3), se tinha notado que a cin&dtica da peneira¢do do minério
era bastante lenta. Nessa altura, para aquilatar dos tempos oper-
ratérios mais correctos foram feitos varios ensaios de tami sagem
sobre o produto britado, tendo sempre Como paradigma o critério
de Taggart (1948) de detemnihaqao do ponto terminal da peneira-
Gd0, que diz que: "a analise granulomdtrica executada num anico
peneiro deve considerar-se completa quando menos de 0.057 da

da massa original de particulas passar através do peneiro no es-

(¥) Quando nos referirmos 3 separagdo por calibres, descontinua,
efectuada em laboratdrio, utilizaremos sem distin¢do, 08 termos
tamisagem e peneiragdo. Reservaremos a designagdo de crivagem
para o processo industrial ou semi-industrial, '



Tabela O.B5A: Varia¢8o do infracrivo para os peneiros de luz
inferior a 3 mesh (Amostra L4).

Lotes granulométricos

-4 # -16 # -20 # -70 # -100# -270 #
tempo
(min.)

15 0.984 0.968 .98
30 0.992 0.983 .99
99

0 0.953 0.927 0. 381
o
45 0.997 0.992 0.
1
1
1
1
1

0.980 0.958 0.645
0.989 0.977 0.814
000 0.995 0.978 0.834
000 1.000 0.989 0.926
.000 1.000 0.996 0,960
000

000

©~

60 0.999 0.996
75 1.000 1.000
90 1.000 1.000

105 1.000 1.000 1.000 0.998 0.968
120 1.000 1.000 1.000 0.999 0.977
135 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000

.

pago de um minuto",

w & habitual proceder-se, dividimos 08 peneiros
redondos da séria ASTM E{1, de luz inferior a 4 mesh em irés
grupos de cinco peneiros cada um: O primeiro de 4% a 164, ©
segundo de 20t a 70 e o teréeiro de 100 a 200#. Utilizando cada
um destes conjuntos, fizemos tamisagens a tempos muito longos de
uma amostra de granodiorito moido (amosira L4) num vibrador
Retsch determinando, a cada 15 minutos, a massa de mindrio
presente sobre cada peneiro (Anexo 0.5).

pudemos assim estimar os tempos ao fim dos quais se
poderia dizer que 997 da massa de particulas de infracrivo tinha
passado através da malha dos tamises. Pode ver-se na Tabela 0.5A

que tal acontece, para o primeiro grupo de peneiros, ao fim de 30



minutos, para o segundo ao fim de 45 e, finalmente, para o ter-
ceiro quase que se poders dizer que a tamisagem estaria compieta
em 90 minutos.

Chegou-se assim & conclus#io de que, para nos aproximar-
mos do critdrio de Taggart (1948), e carregando o primeiro
con junto de peneiros apenas com um maximo de 2000 gr de produtov
britado, seriam necessarios, no minimo, os tempos de penéiraqao
que figuram na Tabela 0.5B. Permita-se-nos dizer, como comentario

breve, que, se o critério for correcto, duas hipsteses se ptem

intracrivo

o T T T T Y T T T 1

[ 3 5 7 10 12 20 23 30 40
Tempo (min.)
1  Amoatra V2 + Amoatra V3

Fig 0.12: Ritmo de variagdo do infracrivo (luz > 4 mesh).



Tabela 0.5B: tempos de tamizagem estimados

Peneiros Tempo de

utilizados tamizagem
> 4% 20

4#%a 16 30

20 # a O # 45

100 a 400 90

Tempo total= 2h:50 min.

quanto 3 maior parte do trabalho 1aboratorial que por esse mundo
fora se faz: ou se peneira sem critério nenhum ou se passa o
tempo todo a peneirar.

No que respeita 3s tamisagens em peneiros acima do n24
(peneiros rectangulares com malhas metalicas 'de fabrico nacio-
nal), embora se tenham feito alguns ensaios que figuram no Anexo
0.6, existe um problema adicional: o da precisdo das luies." Como
& evidente, n¥%o se pode exigir a um processo que fabrica em série
malhas para fins industriais, que cumpra as especificagbes em
vigor para a construgdo de peneiros }aboratoriais., As variagles
mixima e mddia das luzes dos peneiros acima do n? 4 sdo sempre
muito elevadas (o erro chega a atingir 13.4% da luz nominal e a
sua média rondarad os 10%), ndo permitindo a‘execuqao de ensaios
de cinética de peneiragdo com rigor experimental suficiente.

Entd4o ndo & de estranhar que o ritmo de passagem do

infracrivo (percentagem/unidade de tempo) ndo seja mondtonamente



decrescente (Fig. 0.12). Por isso, para 13 destes ensaios preli-
minares, que nos permitiram estimar o tempo de tamisagem acima de
4 mesh em 20 minutos, ndoc se voltaram a efectuar ensaios nestes
peneiros.

Como a alimentagdo do moinho, pelos problemas de
auséncia de angulo mordente, deve estar toda abaixo de 8 mm,
necessitamos de peneirar, para a sua preparagdo, cerca de 10.5 Kg
de produto britado no caso do enchimento baixo e 16.5 Kg no caso
do enchimento alto, o que significa que 0s tempos necessarios a
prepara¢doc de cada carga do moinho (sem incluir tempos mortos
para pesagef;l, 1 impeza dos peneiros, etc.), passariam a ser os que
se indicam na Tabela 0.6,

Quanto & analise granulométrica do produto moido, se
ndo se fizer amostragem e utilizando os mesmos tempos, mesmo sem
ljevarmos em Jlinha de conta. que a quantidade de finos & agora
muito maior, obtemos tempos de peneiragdo que chegam a 13 h 45
min., como se pode ver na Tabela O.7.

significa isto que apenas para preparar o material a
moer nos 12 ensaios preliminares de moagem batch, seriam necessa-
rias 4180 horas, enquanto que se lhe adicionarmos o tempo de
anal ise granulomdtrica do moido o total chegaria a 2236 horas.
Imagine-se entdo o© que irria acontecer durante os ensaios de

moagem continua. Claramente ndo estavamos dispostos a ir por ar.



Tab 0.6: Tempos de prepara¢do das amostras a moer

Preparacdo de amostra Tempo de
para moagem batch - tamisagem
Enchimento baixo com finos naturais 9h 10 min.
Enchimento alto com finos naturais 15h 25 min,
Enchimento baixo, desenlameada(¥) 5h 30 min.
Enchimento alto, desenlameada 9h

(%) - minério todo acima de 16 mesh.

Tab 0.7: Tempos necessarios as analises granulométricas

An3lise granulométrica Tempo de

do produto de moagem ) tamizagem
Enchimento baixo ~ 8h 15 min.
Enchimento alto 13h 45 min.

4.2 Redefinig8d0 dos objectivos

Por isso, a primeira hipdtese que pusemos foi a de que
o critério de Taggart (19485 era excessivanenf.e severo, Cabia-nos
entdo a tarefa de tentar encontrar na literatura uma outra norma
qualiquer que nos permitisse, com fundamento, reduzir os tempos de
tamisagem. Para nosso espanto a literatura técnica, embora tega

uma teia de lamentagles a propdsito do assunto, & quase comple-



tamente omissa sobre o modo de o resolver. Por exemplo a especi-
ficagdo ASTM-276 diz que "a analise grénulométrica se pode consi-
derar como completa quando periodos adicionais de peneiragdao ndo
produzem vériaqbes da massa inicial'de particulas contida sobre o
peneiro em mais de 3%". Visivelmente os redactores da norma nao
tinham o conceito da cinética do processo.

Una’ outra possibilidade existia ainda: seria que as
particulas que passavam ao infracrivo para tempos longos de
tamisagem n¥%0 resultariam da fragmentagdo por abrasdo dos frag-
mentos mais grosseiros?

Para eliminarmos a duavida adoptamos a seguinte rotina,
utilizando todos os peneiros até 20 mesh:

{. "Scalping" do material durante 5 min, no peneiro
imediatamente anterior ao que seria utilizadb na tamisagem, de
modo a eliminar todo o isocrivo;

2. peneiragdo sistemitica, com determina¢do da variagao
da massa do conjunto peneiro+minério de 15 em 15 minutos.

N30 se detectaram, por este processo, quaisquer frag-
mentagbes por abrasdo para os peneiros de luz inferior a 4 mesh.
Contudo, nos tamises montados em caixilhos de madeira, de juzes
iguais ou superiores a 9.50 mm,, notaram-se arredondamentos dos
fragmentos mais grauddos, para tempos de peneiragao longos, bem
como perdas por abrasdo (os finos produzidos eram, na sua larga

maioria, constituidos por biotite).



Porém, as perdas em massa por fragmentag¢do durante a
tamisagem, medidas para tempos de residéncia de 2 horas e meia,
nunca ultrapassaram, em qualquer circunstancia, os 0.6/ da massa
total langada sobre o peneiro. Note-se, contudo, que devido ao
modo de construg¢ao dos peneiros, nado podemos garantir que pelo
menos uma parte deste material, n#o fosse constituida por finos
que se soltassem das fendas das molduras. Umn facto & certo: as
perdas por abrasao nao sdao nunca significativas, para as condi-
c0es experimentais util izadas'e concentram-se, na sua totalidade,
nas classes granulométricas acima de 4 mesh.

Encontravamo-nos assim perante um dilema: diminuir aos
tempos de peneira¢do para tornar possivel o trabalho sobre a
moagem sem minorar a precisio experimental.

Ja que nao‘par‘ecia possivel a pr‘iméira vista qualquer
redugfio significativa nos tempos de preparagdo das amostras a
moer, o8 nossos esforgos centraram-se na obtengdo de um método
que, pelo menos, pudesse reduzir oS tempos da analise granuioméd-
trica do produto motdo.

Para esse fim, resolvemos fazer uma derivagdo, que se
julgava temporaria, no plano original do trabalho e construir um

modelo fenomenoldgico simples da tamisagem..



"Si le monde tends vers l’un}fonnits ce n‘est pas parce
que ses parties ultimes, d’abord dissemblables, tendent a devenir
de moins en moins différentes, c’est parce que, en se déplaqant'
au hasard, elles finissent pour se mé&langer. Pour un oeil qui
distinguerait tous les élenents. la variet& resterait toujours
aussi grande; chaque grain de cette poussidre conserve son
originalitd et ne se moddle pas sur ses voising; mais comme le
mélange devient de plus en plus intime, nos sens grossiers

n’aperqbivent plus que l'unifdnnité".

Henri Poincard (1909): La valeur de la science.

1. OBJECTO E METQDO



O Universo & feito essencialmente de coisa nenhuma.
Intervalos, distancias, buracos, porosidade etérea.
Espago vazio, em suma.

O resto & a materia.

Da7 que este arrepio,
este chama-10 e té-10, esquecé-lo e defronta-lo,
esta fresta de nada aberta no vazio,

deva ser um intervalo.

Anténio Gededo (1961): Maquina de fogo

1. Exordio

Para vencer as dificuldades que decorreram do facto de
.os raciocinios préprios da Preparagdo de Minérios me serem, no
infcio do trabalho, largamente estranhos, foi-me fundamental
estabelecer os fundamentos epistemolbégicos do trabalho que estava
a realizar ou, como se diz correntemente em psicanalise, raciona-
lizar a crise, integrando os conceitos tecnoldgicos que me eram
estranhos num conceito tedrico que ja possuia.

S%0 estas as raztes circunstanciais do aparecimento do

presente capitulo e nao, tailvez contra todas as aparéncias, a



pretensdo de fazer um pouco a gnoseologia da Preparagdo de
Minérios, objectivo que para mim sinto como ambiCioSO em excesso.
Da7 resulitou esta olhadela de passaro, obrigatdoriamente "de 1ado,

como olham as aves".



2. OBJECTO: Os sistemas particul ados

Tanto na natureza como na indastria estamos em cada
momento a deparar com massas de particulas, mais ou. menos
semelhantes entre si, cjue se submetem conjuntamente a processos
de transformagdo. Basta que nos |embr‘emo$ da carga sdlida trans- (
portada pelos rios ou dos miltiplos pds de que a indistria
farmacéutica t3do bem vive., Sd3o0 tamb&m conjuntos de graos minerais
que devemos processar no ¢aso que nos & mais familiar, o Trata-
mento de Minérios; e & deles que vamos tratar, muito embora a
larga maioria dos raciocinios que se seguem, ressalvando as
respectivas adaptagles, tenham uma‘ aplicabilidade muito mais
lata.

Na definigd0 de Madureira (1985) podemos, com toda a

propriedade, chamar a esses conjuntos de .graos minerais, quer

sistemas particulados, quer populagtes de particulas. A primeira

designagdo pYe em realce o facto de as particulas competirem ou
cooperarem entre sSi quando submetidas a um qualquer processo
colectivo de transformagao, enquantb que o0 apodo de populagdo
realga o caracter variavel das propriedades e do comportamento
dos constituintes individuais do conjunto. Isto significa, em
anbos os sentidos, que o comportamento de cada um dos elementos

do conjunto & ditado, ndo s pelas suas propriedades particula-

v=66



res(*), mas também pelo modo como elas se diétribuen pelos seus
vizinhos.

Se estamos interessados em estudar o comportamento
colectivo de uma populagso (finita ou infinita) constituida por n
gr80os minerais em face de um processo tecnoldgico, ﬁecessitanos
descrever de modo tdo completo quanto possivel, as caracteris-
ticas colectivas das particulas que consideramos importantes em
relag¢do ao dito processo.

Do ponto de vista estatistico, a escolha ao acaso de um

dos elementos dessa populag8o, & uma operagio que permite definir

uma variavel aleatdria multidimensional, com tantas dimenstes

quantas as propriedades das particulas relevantes para o fim que

temos em vista.

Desde j3 devemos fazer a distingdo entre as proprieda-
des definiveis univocamente (pelo menos em principio) para cada
particula, através de uma determinagdo empirica simples, como a
massa m;, a densidade d;, o volume v; e as outras, cuja defini-
¢Ho, frequentemente por conter elementos subjectivos, & ambigua,

como & o caso da forma e do tamanho.

Numa classe & parte, podemos colocar as propriedades
ditas tecnoldgicas que, sendo definidas através de normas de

ensaio mais ou menos rigidas, embora nao percam totaimente a am-

(%) particular = das particulas



biguidade, vém-na suficientemente atenuada para permitir a sua

determinagdo e utilizagdo na pratica corrente, como & ¢ caso do

calibre, seja ele definido por tamisagem, por técnicas de sedi-

mentagsdo, ou por qualquer outro processo.
Esta propriedade puramente geomdtrica que & o calibre,
apesar das dificuldades que existem quanto & sua determinagdo,
tem para nds a maior importancia. Por um lado, ja que representa
as dimenstes das particulas, da indicagbes directas sobre o modo
como decorre a cominuigdo; por outro lado, embora indirectamente,
através das suas ligagles ao "grau de libertagdo" do minério,
informa da adequas¥oc deste aos diferentes métodos de separagdo.
Por estas razbes, e ainda pelo facto de o equipamento
utilizado ser comparativamente barato e facil de utilizar (e os
fendmenos subjacentes serem ilusdriamente simples), a tamisagem &

o método universalmente aceite para estabelecer as distribuigles

granulométricas das popul agles.

2.1 Conceito de calibre: dificuldade da sua definigdao(x)

Ao conceito de classificagao por equivaléncia no seio

um fluido que se sabe que depende das propriedades volume, teor,

(%) Note-se, a propdsito, como & curioso o facto de a palavra

calibre (do arabe K3lib) se adequar muito melhor & descrigdo da



e forma das particulas, & habitual opdr-se o conceito de classi-

ficaglo dimensional, ou tamisagem, ao qual, regra geral, S0 se

associa a propriedade tamanho ou dimensdo. Mas 08 gr&os minerais

sdo de tal modo irregulares que, pela impossibilidade de atribuir

de modo inequivoco e expedito a cada partTculg uma dimensdo

caracteristica, qualquer processo de classificagdo dimensional
tera forgosamente que envolver n3o sd a.propriedade tananhd, como

a propriedade forma (para a qual, pelo menos de momento, ndo

dispomos dé nenhum descritor escalar, ou vectorial de baixa

diménsionalidade. que seja minimamente capaz).

Para ultrapassar este impasse seria razoavelmente
15gico que, para o estabelecimento das distribuigtes granulomé-
tricas se utilizasse como variidvel de referéncia quer o volume,
quer a massa (no caso de particulas monofasicas e com porosidade
bem determinada) dos elementos da popufacao. Contudo, a utiliza-
¢80 destas varisveis pressuple a execugdo de medidas particula a
‘partTcula o que, se ji seria uma tarefa ardua para as maiores
dentre elas, tornar-se-ia impraticavel para as mais finas. O
mesmo se passa com o esquema formal que Bastenaire (1965) conce-
beu para caracterizar a propriedade calibre. Este autor, para o

estabelecimento dos raciocinios tedricos que se abordardo em

propriedade do que a designagdo anglo-saxdnica "size" (= tamanho,
dimensdo), por implicar a comparagdo da particula com um estaldo
e a sua subsequente colocagdo numa dada categoria.



em (1.2.3), definiu univocamente o calibre de uma particula como
o diametro do orificio circular minimo através do qual ela ainda
pode passar.

Esta impossibilidade manifesta deve-se, uma vez mais,
ao facto de (como veremos mais adiante em 1.2.3, 1.2.4 e 1.3.1)
estarmos a lidar com populagtes e com as suas distribuigles de
propriedades e, em consequéncia, qualquer método de anaiise das

propriedades colectivas dos grdos minerais dever _ser um processo

colectivo que analise o comportamento do conjunto face a um certo

processo de separagdo.

Tal & o caso da tamisagem que efectua, através de um

processo c¢olectivo de 1indole estocistica, em que intervém as

dimensfes e a forma dos grdos, uma partigdo da populagdo em
varias classes limitadas por dois valores numéricos: os_calibres

supefior e inferior da fPaCan (habitualimente cada classe granu-

lométrica & designada apenas pela malha do peneiro que a retém).
As peculiaridades deste mé&todo laboratorial serdo referidas no
Capitulo 2.

Adiantemos apenas que ar tamisagem & um verdadeiro
método de analise granulométrica em que, tal como em qualquer
método de analise quimica, predominam os conceitos de qualidade
da separagio. No entanto distingue-se dos m&todos de anal ise
quimica por varias caracteristicas (Madureira 1985), a saber:

- reporta-se a uma propriedade de variagdo continua (o cali-



bre) e ndo de variagdo booleana (presenga ou auséncia de
dada espécie quimica);

- pode praticar-se nao-déstrutivanente sobre sistemas parti-
culados;

- presta-se extremamente mal a aplicagbes analiticas em con-

tinuo, isto &, do tipo "on 1ine".

2.2 Repartigtes de calibres{(®): significado e limites

Consideremos uma amostra constituida por N gréos
minerais com volume total V e massa total M. Fagamos sobre ela
uma analise granulométrica por tamisagem utilizando um conjunto

de nc peneiros cujas luzes nominais sdo os elementos do vector

#z {#y, ...$js -..» Pncll. Medindo a quantidade de material que

-

passa em cada um dos tamises da pilha e & retida no peneiro
seguinte, e considerando g; como sendo a luz nominal do peneiro

que detédm a fracgfo granulométrica em causa, podemos descrever

cada uma das nl fraceles (nl=nc+i) em que a populagio fica
dividida sob a forma de:
- n2 de particulas: N(Z;),

- volume das particulas: V(8;),

(%) na abordagem ingé&nua tradicional

T



- massa das particulas: M(g;), (i=t, 2, ..., N)
valores que podemos agrupar nos vectores N, Ve M, .

Com 08 valores obtidos constroem-se tabelas, (Tab. 1.1)
que vao servir de base a posteriores represehtaqdes graficas.

A partir destes dados empiricos podemos definir as

fung¢Bes cumulantes da reparti¢do de calibres:

- em numero: Fn(g#)= N(#)/N f[1.1]
- em volume: Fy(d)= V(#)/V {t.2]
- em massa : Fy(#)= M(#) /M [(1.3])

onde N, V, M, s#o, respectivamente, o nimero o volume e a massa
do total da amostra.

Como as determinagles em volume ou em namero de parti-
culas se tornam dificeis, ou mesmo impraticaveis, as distribui-
¢les granulométricas sdo quase sefﬁpr‘er descritas em massa de
particulas. Por isso daqui em diante, salvo indicagdo expressa em
contrario, apenas utilizaremos descrigfes em massa.

Das fun¢Bes cumuliantes conhecemos apenas um numero
limitado de valores F={F(#y), ..., F(#n) 17, C(izt, ..., nl) que
correspondem acs calibres de corte executados pela tamisagem. Se
sobre estes valores efectuarmos uma interpolagdo pelo ajuste de
uma fun¢do analitica, que derivamos em segu'ida. podemos obter as

functes densidade de repartigdo de calibre em massa de particulas

f(g )= dF (8 )/d8 (i= 14, ..., n). (1.4]
i i i :



Tabela 1.1: Al imenta¢do de um moinho de barras

Malhas Frac. Cumu- Cumu- Massa
gran. lante lante
(€23 (nm.) pA sup. inf. (gr)
20 20.0 100.00
15 15.0 28.79 28.79 71.24 597.8
8 8.0 37.79 66.58 33.42 784.6
4 4.75 11.82 78.40 21.60 245.4
6 3.35 2.72 81.12 18.88 56.4
8 2.36 2.28 83.40 16.60 47.4
1a» 13700 11883 85.29Y 1447¥1 3gw2:
16 1.18 1.69 86.98 13.02 35.2
20 0.85 1.40 88.38 11.62 29.0
30 0.600 1.18 89.56 10.44 24.4
40 0.425% i.10 90.66 9.34 22.8
50 0.300 1.61 92.27 7.73 33.4
70 0.212 2.17 94.44 5.56 45.0
100 0.15%0 1.34 95.78 4.22 27.8
140 0.106 0.91 96.69 3.31 18.8
200 0.075 0.96 97.65 2.35 20.0
270 0.053 0.57 98.22 1.78 11.8
-270 infra 1.78 100,00 -_— 36.8

Mas a forma analftica da fungdo interpoladora & livre-
mente arbitrada porque, para 15 de depender dos pontos-ancoragem
da interpola¢8o, depende tamb&m do m&todo numérico utilizado, o
que significa que nem sequer podemos garantir que a sua derivada
coincida com a fungdo densidade (dada por [1.4)) nos pontos (g,
veey  Ppl. Como ainda por cima n8o temos quaisquer indicagles se-
guras sobre a forma analTtica que a curva cumulante toma, ndo nos
& possfvel utilizar o conceito de densidade de reparticdo de ca-

libres, que abandonaremos em favor do de composigao granulomé




trica que & definida no universo dos calibres do seguinte modo:

¢i-1

f=|F) op=F8) -FB)=8F@). [1.5)
1 i [ B ! |

2i

(i= 4, 2, «.., NI)

Agruparemos estes valores sob a forma de um vector

= ['f"1, ve ey ‘Fn]T a que chamaremos composigdo granulométrica.

Os raciocinios anteriores traduzem-se no facto de a
cumulante da repartic8o granulométrica _ser a Gnica fungdo repre-
sentavel rafic nt Fig., 1.1 e apenas sob a f de uma

interpolagto efectuad sobre os % anostrais de o _vector

das luzes nominais dos peneiros).
Quanto 3 curva diferencial, esti-nos _vedado o seu

conhecimento no interior de todos os intervalos granulomdtricos.

Contudo, invocando o Axioma de Bayes, podemos perfeitamente
postular que a funglo densidade & uniforme dentro de cada inter-

valo. Entdo, e aplicando o segundo teorema da média,

Bi-1 Bi-1
Pz | d(#)= C | d(®)= C. (¢i:1¢i) [1.6]
Bi #i
com
C=f/B 1) [1.7
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ou seja, com:

Cz{c }= N; {1.8)
I
isto &, trata-se do vector das fracgtes granulométricas. Grafica-
nente{ isto traduz-se nos omnipresentes histogramas (Fig. 1.2)
2.3 O formalismo de Bastenaire

vamos analisar as fungles densidade f(#) e cumulante

F(#) da repartico de calibres, definidas sobre o conceito
empirico de analise granulométrica, de um modo muito mais fecun-
do, através do conceito de ponto amostral que se deve a Bastenai-
re (1965), Para esse fim langemos ao acasovna popula¢s#o cujas

propriedades de conjunto pretendemos descrever um ponto imagina-

rio P (ponto de Bastenaire) com probabilidade uniformemente

repartida no volume total da populagdo V. A probabilidade de ele

se encontrar na particula pi (com volume v;, massa m; e calibre

#;) & dada por
Prob [P € p ]J= v /V, , [(1.9]
B i i

de modo que a escolha aleatdéria de uma particula obtida por este
processo amostral & proporcional ao volume da particuta, Utili-

zando o axioma da probabilidade total, tira-se imediatamente que



a probabilidade de que o ponto tenha caido sobre uma particula de

calibre inferior a g* & dada por:

Prob [P € p : ¢ < g¥)= v /N= F . 1.10
5 #*] 2 ¥4 v(575) L ]

i ¢i<¢*|

Esta probabilidade coincide, qualquer que Seja o
calibre considerado g¥*, com a cunulante em volume da distribuigdo
granutométrica.

Se, em vez de o ponto de Bastenaire ser langado com
probabilidéde uniformemente distribuida em volume, fossé langado
com probabilidade unifornenenfe distribuida na massa total M do

sistema particulado, obteriamos do mesmo modo
Prob [P € p : ¢ < g¥]= 23 m /M= F (#), [1.11}
B i % | M
¢i<¢
valor que coincide com a cumulante ponderal da distribuigdo

granulométrica.
Ple-se assim em evidéncia o caracter aleatdrio das
distribuigles granulométricas das populagbes de particulas,

através da definigdc puramente formal de varidveis aleatdrias que

com elas coincidem, o que pode levar a pensar que a coincidéncia
encontrada & falaciosa. Por isso & necessario mostrar que os
processos f7sicos que levam 3 produgdo de conjuntos de particulas
éao, eles prdprios, geradores da incerteza que se vai reflectir

no caracter estocastico das distribuigles das propriedades



particulares, Para esse fim vamos utilizar o ponto de Bastenaire,
nao apenas como artificio amostral, mas também como marcador, o
que nos vai permitir seguir a evolug¢do da populagdo de graos

minerais durante a cominuigdo.

2.4 A cominuisdo: processo de Markov de 12 ordem

Tomemos © material que constitui o sistema particulado
num instante tg, @ que corresponde um dos seus estadios iniciais
de divis¥30. Langemos sobre esse conjunto de n particulas o ponto
de Bastenaire com probabilidade uniformemente distribuida no
volume total da populagdo V= E v; (i= {1, ..., n). Seja p;, com
calibre #; e volume v;, a particula onde ele caiu.

Cons ideremos agora‘ 0 sistema num estadio ulterior de
cominuigdo ou seja, no instante ty. Provavelmente p; fragmentou-
-se, dando origem a‘ m "filhas". Seja pgj, com calibre #,; e
volume vk (i= 1, ..., n K= 1, ..., m) a "particula-descendente"
de p; onde agora se encontra o marcador de Bastenaire, tal que se

verifica

m
y Vo=V [1.12]
K=



Chamemos A ao evento composto do langamento do ponto de
Bastenaire e da ulterior fragmentagdo a que as particulas p;
foram sujeitas. A probabilidade, condicionada ao acontecimento A,
de que o calibre da particula que contém o marcador seja inferior

a g%, & dada por

Prob [(P€ p :8 < ¢*)|A] E v Vs 18
B Ki Ki <¢, :
= F(¢|A)} [(1.14)

onde F(g| A) representé a cumulante inferior dos calibres,
condicionada ao acontecimento A. Como a probabilidade de um
acontecimento & igual 3 esperanca matematica da sua probabilidade
condicional, tomada sobre o total dos acontecimentos condicionan-

tes, podemos escrever:

Prob [PE€ p : # <g*l= E [%rob [((Pep: ¢ _<¢*)| A]]: [1.15)
B Ki Ki B Ki Ki

VKi )
= 2: — ., Prob [A] [1.16)
K:gT¢cg* V
Ki K
Como
Prob [Al= Prob [P € b.]= v /Y, {1.17)
} [}
vem:



n m
Prob [P € : <p¥)= _ —= 1.18
5 pki ¢Ki #*] i21 Kz_: . [ ]

{1.191]

M3
<|

'b:.lz
<

u
-t

= F (#). {1.20)
v

Confirma-se assim que a natureza aleatoria da distri-
buic8o de calibres se deve ao processo evolutivo a que a popula-
cd40 est3 sujeita. A este propdsito, a analise da expressio [1.16]
mostra claramente que a repartigao granulométrica em volume num
éstédio qualquer da fragmentagdo depende:

-~ da distribuigdo granuiométrica volimica do estadio ante-
riormente considerado, o que & o meano‘due dizer que a

fragmentagdo & um processo de Markov de 12 ordem;

- do modo como se processa a fragmentagdo, dado que depende
do evento A.

Tudo gque foi dito pode, sem dificuldades de maior, ser
transposto para a repartigdo dos calibres em massa, que & a que
habitualmente & utilizada, bem como para qualquer outra distri-
buigdo que possa ser univocamente definida em relagdo 3 populagdo
de particulas.

Pelo modo como © ponto de Bastenaire foi definido

parece que nos remetemos de novo ao velho problema da amostragem



das propriedades particulares, isto &, que em cada estadio de
cominui¢ao abandonamos a desériqao do sistema para seguir apenas
uma particula., Tal ndo & o caso, dado que, pelo modo como O ponto
marcador foi definido, ele pertence, em média, um pouco a cada
particuia do sistema. Permite, portanto, definir o estaddio de
evolugdo do sistema durante a cominuigdo.

Este conceito do ponto de Bastenaire, entendido como
marcador da populagdo, & de tal modo proficuo que permitiu a

Madureira, . C. e Regueiras, P. (1972) o estabelecimento da

equagdo fundamental da fragmentacgdo.

2.5 Equagdo prospectiVa da fragmentagao

Tomemos as densidades da repartigdo granulométirica
f(#;,t0) € f(#xij,ty) da nossa populagdo uma, tomada no instante
Ven que o ponto de Bastenaire foi langado e a outra, quando foi
feita a analise do resultado da fragmnentagdo. Pela definigdo de
processo markoviano de 12 ordem, a segunda depende da primeira,

pelo que & legitimo falar em probabilidades condicionais do tipo

Pt | #.t) [1.21)
Ki 1 i O

que exprime a probabilidade de encontrar, no instante ty uma

particula de calibre i, proyeniente da fragmentagdo de uma



outra, que no instante tg tinha o calibre #;.
Em termos de densidade de repartigdo granulométrica, e
com O tempo expresso explicitamente, a expressao [1.21), passa a

ter a formulagdo

o

f(g ,t)= P(@ .t | g,t). f(g ,t). dg [1.22}
Ki 1 kKi t' i O i O i

Q

Trata-se do que em teoria dos processos estocisticos &

conhecido por equagdo prospectiva de Chapman-Kolmogorov-Smirnov e

que, em Preparagdo de Minérios se pode designar por equagdo

fundamental da_ fragmentagdo, que nos diz que basta conhecer a

distribuigdo granulométrica no instante tg e a lei da fragmenta-
¢80 para podermos prever o estado futuro do sfstana particulado.
H3 a notar trés pontos_de particular importancia no que se refere
a esta equagdo:

1. como foi contruida através de uma andlise puramenté
formal, & valida qualquer que seja o processo de fragmentagao
considerado;

2. dado que as composigles granulomdtricas foram
definidas como densidades de probabilidade, a previsdo que a
equaslo proporciona assume sempre um caracter estocastico;

3. conjuntamente com o segundoc ponto, como O tempo

aparece como um factor explicito, a expressaoc afirma que a_frag-



mentagdo pode ser lida como a evolucdo no tempo de uma populagdo

de particulas. Vamos analizar de seguida este conceito.

2.6 A cominuigdo: processo irreversivel

A nossa incerteza quanto a localizagdo do ponto de
Bastenaire vai aumentando quando aumenta o estado de divisdo da
populagdo, o0 que & o mesmo que dizer que se vai perdendo informa-
¢80 & medida que a cominuigdo prossegue. Bastara |embrarmo-nos
que, se tivermos no instante t=0 apenas um fragmento, sd precisa-
remos de fazer uma determinagdo para termos o sistema definido
sob o ponto de v}sta do calibre; num estadio posterior de d{viséo
seremos obrigados a incontiaveis determinagles individuais.

Passando estes factos de observagdo simples para a
linguagem da Termodinamica, diremos que, com o aumento do ndmero
de particulas causado pela cominui¢do, vai aumentando tamb&m o
namero de configuragbes possiveis para o sistema, ou que, a3

entropia do sistema particulado aumenta com o grau de fragmenta-

g80. Trata-se, portanto, de um processo irreversivel, mesmo no
sentido comezinho do termo que & dado pelo facto de ja ndo ser
possivel a reconstituigdo da forma primitiva de um conjunto de
particulas que & passado por um britador.

Daqui decorre que as transformaglies que executamos SoO-



bre o038 fragnentos ndo sdo invariantes em relagdo ao tempo e, por
isso, pode-se dizer que 0s sistemas particulados, no que concerne
as operagtes da Preparacdo de Minérios, sdo sistemas ’em evolugdo,
0 que se deve reflectir em todas as distribuigbes das suas
propriedades caracteristicas: calibre, teor, propriedades

superficiais, volume, massa, ....

2.7 Os limites da descrigao dinamica

Se compararmos em detalhe o processo de fragmentagdo
que se desenvolve em duas maquinas distintas, alimentadas ao
mesmo ritmo, com uma mesma composi¢do granulométrica, retirada do
mesmo afloramento rochoso, verificaremos que, apés um curto
periodo de tempo de transformagdo (ainda que seja apenas o tempo
de residéncia dentro de um ?ragnentador‘ primario), as duas
popul a¢les resultantes passardo a diferir substancialmente, mesmo
que sd consideremos o sSeu aspecto macroscdépico. Essa diferenca
acentuar-se-a cada vez mais 3 medida que o tempo total de trans-
formagdo (que & o somatdorio de todos 0s tempos médios de residén-
cia nas diferentes maquinas que constimem a nossa instalagdo de
fragmentagdo) vai passando.

Mas existe aqui uma contradi¢dao fundamental: & que as
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leis gerais dque regem estes processos tecnologicos sdo as da
Mecanica Classica e entre as suas caracteristicas ndo cabe a
indeterminagdo que, provou-se atris, & uma consequéncia 15gica da
fragmentagao.

Na verdade, as equaqses da Mecanica Classica sdo
invariantes em rela¢8o ao tempo e, nessas circunstancias, dado um
sistema fisico qualquer, desde que conhegamos com exactiddo
suficiente as condigbes iniciais e as equagbes descritoras do
processo de transformagdo, podemos sempre determinar tanto o seu

estado futuro, como O seu estado passado; O_Universo & determi-

nistico.
Deste principio & paradigna a cé&lebre afirmagdo de
Laplace (1776):
"Q estado presente do sistema da natureza &, evidente-
mente, uma consequéncia do que era no momento prece-
precedente e, se concebermos uma inteiigéncia que, num
dado instante consiga abranger todas as relagles entre
as entidades do Universo, ela conseguira conceber as
respectivas posigtes, movimentos e relaglies gerais de

todas esssa entidades em qualquer momento do passado e

do futuro."

Como Bergson, entre outros, sublinhou, as transforma-

¢bes que a Mecanica Classica propfe ndo sdo sendo um desmentido



da evolugdo e o tempo passa, na sua descriqao. a ser um simples
parametro de escala. A dinamica de Newton e os trabalhos dos seus
grandes sucessores di3o-nos a imagem coerente de um mundo estavel,
mundo que escapa aos processos da evolugdo. GQuase por definigdo,
relega-se para a classe dos pseudo-problemas todas as questles as
quais a Dinamica classica n#o consegue dar resposta. O objectivo
principal da Fisica, nesta dptica, ndo & sendo a descrigdo de um
nivel microscdépico ao qual a dinamica possa ser aplicada e que
sirva de base 3 explicagdo de todos os fendmenos observaveis. Sob
este ponto de vista a mecanica ciassica reedita os atomistas
primitivos: "N3o0 hid sendo dtomos e o vazio".

Imbuidos deste mesmo “"orgulho cientffico". a maior parte
dos técnicos ligados ao Tratamento de Minérios acreditava (e em
larga maioria continua hoje a acreditar) que, com base nas curvas
caracteristicas dos aparelhos e dado o conhecimento do minério
Vobtido através dos ensaios laboratoriais, & sempre possivel fazer
Qna previsdo correcta do comportamento do minério na lavaria
industrial. Mesmo quando os calculos Ihesisaan furados, atribuem
o facto & falta de pormenor descritivo, quer doé processos de
transformacdo (os métodos de tratamento), quer das condigles
iniciais (as caracteristicas do minério).

Esta Gltima ideia, tdo divulgada, leva a acreditar que,

pela simples passagem da observagdo macroscdpica para o detalhe

do universo microscépico, quer no parametro tempo, quer nas



coordenadas espaciais, poderemos obter uma vis@o mais completa
dos fendmenos envolvidos e, por isso mesmo uma descrigdo mais
exacta dos processos e dos minérios. Poderiamos assim, com o
"avango da ciéncia", aproximarmo-nos do desiderato final, que & a
previsdao sem limite de tempo.

Assim se compreende a construgdo de aparelhqs de
separasdo em material transparente, para que se conseguisse
observar os fluxos de material no seu interior. Este refinamento
da observagdo permitiria, em tempo devido, aceder a esséncia dos
fendmenos.,

Pensamos que ficou patente, de modo claro, que este
tipo de abordagem, por ndo considerar o caracter intrinsecamente

estatistico dos sistemas de particulas que impedem a total

previsibilidade dos fendmenos, N3o serve 08 NOSSS0S propdsitos.

2.8 Evolugdo no tempo de Uma populagdo de particulas

A que se deve eﬁtao a variabilidade incontrolavel que
obgervamos na fragnehtaqao, que habitualmente consideramos que se
baseia apenas nos processos, ditos deterministicos, da Mecanica
Newtoniana?

Existem duas ordens de raztes para explicar este facto

que se ligam, umas, com a determinagdo das condigles iniciais e



outras, com as caracteristicas da propria cominuigao,

Em primeiro lugar, mesmo que o038 sSistemas com que
trabalhamos fOséem de mais facil descri¢do, existiria sempre um
limite finito para a precisdo dos nossos processos de medida. No
caso dos sistemas particulados a dificuldade & incomparavelmente
maior, porque nos restringimos a determinagtes colectivas que ndo
conseguem apreender as flutuagles das propriedades particulares.
Para nos assegurarmos da veracidade desta afirmagdo basta que
recordemos a infinidade de aspectos texturais que mesmo as mais
simplés paragéneses apresentam (Bromley, 1986).

Em segundo lugar, mesmo que pudé&ssemos determinar com
precisgdo  infinita as nossas condiqbeé iniciais, no que respéita
38 propriedades relevantes da al imentagdo, temos ainda que lidar:
com 08 pequenos acontecimentos fortuitos que ocorrem em sucessdo
e que levam as incertezas a cr‘esc'er‘ tdo ripidamente que ao fim de
pouco tempo 08 seus efeitos ja sejam do dominio do macroscdpico.

Consideremos um fragmentador de maxilas (para dque
resultem minimizados 08 aspectos colectivos da cominuigdo) e
suponhamos, por hipdtese, que duas particulas exactamente iguais
entram nele exactértente no mesmo instante. Bastar‘é,' por exemplo,
que o angulo de entr‘ada difira num infinitésimo de arco para que
as "particulas-filhas" que delas resultam J& ndo possam ser
exactamente iguais.

A entrada das particulas no fragmentador, o movimento



da maxila e o proprio processo de fragmentagho, sdo a parte do
processo que obedece a leis perfeitamente determinadas; os
minaGsculos acasos que sS30 o choque dos fragmentos minerais entre
si, o tempo diferido de entrada e um sem nimero de possibilidades
de varia¢d8o, introduzem o aspecto estocAstico que se traduz pelo
aparecimento de bifurcagles (bifurcagdo: existéncia de uma '
soluglio miltipla das varisveis definidoras do sistema para certos
valores criticos), isto &, aparece num dado i‘nstante. mais do que
uma possibilidade para a evolugdo do sistema.

Suponhamos que era possivel descrever a evolugdo do
sistema em fungdo do seu numero de particulas, ele proprio fungao

do tempo, através de uma duUnica variavel (Fig. 1.3). Entdo, a

solugbes
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Fig 1.3: As bifurcastes e a evolugdo de um sistema - adaptado de

Prigogine, . (1982).
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evolugdo do sistema de O a A obedece a leis deterministicas e nao
aparecem surpresas no comportamento db sistema. Na vizinhanga das
bifurca¢bes (pontos A, A’, B, B’) existe indeterminagdo quanto a
trajectdria a seguir, cuja escolha & fortemente influenciada pe-
las flutuagles das propriedades do sistema.

Mas & facto assente em Prepara¢do de Minérios que &
sempre possivel fazer previstes para tempos de transformagdo
razoavelimente longos, embora pof vezes com largas margens de
erro. Por isso deve existir (& necessario prova-io!...) um
cancelamento parcial das bifurcagbes causado pelas flutuaqbes,
substituindo-as por uma evolugdo gradual do sistema.

€ curioso verificar como, num certo sentido o concei-
to de bifurcag8o introduz a necessidade da abordagem hisidrica
dos acontecimentos em FTisica. Suponhamos que a observagdo nos
mostra que o sistema cujo diagrama de bifurcagtes esta represen-
tado na Fig. 1.3 se encontra no estado C. A existéncia deste
estado estd ligada a toda a historia anterior do sistema, que
teve de passar pelos pontos de bifurcagao A e‘B. Através do
conceito de processo de Markov utilizada em (1.2.4) somos levados
a aceitar um ponto de vista histdrico na Preparagdo de Minérios,
situagdo que até aqui parecia estar reservada apenas as ciéncias
que tém como objecto oS fendmenos bioldgicos, sociais e cultu-

rais.

AsSsim, aos Pprocessos caracteristicos da Preparagdo de



Min&rios estd associada a nogdo de evolug¥do, nossa conhecida de
longa data da Geologia, a que se liga o conceito de um sentido
privilegiado da seta do tempo. E este mesmo tempo que sé refere
quando, embora de um modo/inconsciente. se fala do tempo de resi-
déncia dentro de um fragmentador, Significa isto que a nogido de
evolugdo do sistema de particulas estd intimamamente 1ligada ao
somatdério dos tempos de residéncia necessarios para efectuar a
transformagdo. |

Por muito que se affrne o contrario, as margens de erro
com que somos obrigados a trabalhar nas nossas tentativas de
previsfo dos fendmenos da Preparagdo de Mindrios ndo sdo de molde
a que, com 08 conhecimentos que possuimos no presente sejamos
capazes de fazer o "scale-up", isto &, o dimensionanento‘de
aparelhos & escala industrial a partir de ensaios laboratoriais.

Por isso temos que deixar de lado um modelo do mundo
estritamente determinista e fica-nos vedada a capacidade futuro-
l1dgica do demdnio de Laplace. Resta-nos entdo a possibilidade de

formular predigCes estatisticas que conduzam a resultados "me-

dios",



3. Método

As peculiaridades que apontamos atrias ao objecto da
nossa atengao, o0s sistemas particuiados, tém que se reflectir,

inevitaveimente, nos métodos de abordagem utilizados,

3.1 Descrig8o de fendbmenos colectivos

Da prdpria definigdo de sistema particulado se retira
que, se na analise fenomenolidgica de un qualquer processo de
transformag8o colectiva tentarmos descer ao pormenor do comporta-
mento da particula isolada estamos a cometer um erro duplo dado
que:

1. N80 faz sentido analisar o comportamento de uma
particula isolada porque na verdade ele depende fortemente do
.canportanento interactuante das suas congéneres.

2. Ao tomarmos uma particula isolada, ou idealizamos as
suas propriedades (p. ex. consideramos o diametro de uma particu-
la idealmente esférica), o que sd vagamente faz recordar a
real idade, ou tomamos uma particula considerada como padrdo ou
média. Mas ao contrario do que & habitual considerar nas molé&cu-

las, as propriedades dos grdos minerais tém uma variabilidade que

estamos muito longe de controlar. Entdo, ao analisar o comporta-



mento da particula padrao (e falta saber qual & o padrdo corre-
cto) esta-nos a escapar toda a populagdo (%),

No que respeita & Preparagdo de Mindrios e, verosimil-
mente tamb&m em todas as outras diciplinas, a tentativa, tantas
vezes ensaiada, de reduzir a analise dos fendomenos colectivos a
descri¢8o mecanicista do comportamento de um individuo isolado,
tem sempre produzido analises que rog¢am a caricatura, isto S, ndo
se limitam a ser representagtes grosseiras, pecado que desculpa-
riamos, mas deformam de modo grotesco a real idade.

Tomando um exemplo geoldgico: a mim ndo me interessa em
nada o trajecto de um dado gr#o de quartzo desde a sua separagdo
da matriz rochosa até que chega (se chegar ...) ao oceano; pelo
contrario, estou profundamente interessado na distribuigdo de
calibres ao longo de todo o perfil longitudinal do rio e, se
possivel, que as minhas conclustes sejam extensiveis a todos os
oﬁtros cursos de 3Agua. Por outras palavras: devemos sempre
privilegiar as descrigles de conjunto, em detrimento das repre-
sentagtes individuais.

Existe ainda um outro problema relativo 3 particulari-
zagdo dos fendémenos: Se tentamos ir muito fundo na descrigao

atomistica dos processos colectivos, pormenorizando o comporta-

(%) Por isso ndo subscrevemos posigtes como a de Khilstedt, P. G,
(1962), que afirma ter obtido, apés longos anos de aturada
experimentagdo, uma relagao simples entre a superficie especifica

das particulas e o seu calibre.



mento individual dos grdos minerais, mergulhamos de cabega no
ruido estatistico que t8o dificil & de filtrar. Continuando com o
nosso exemplo fluvial, mesmo que fosse possivel acompanhar o
trajecto de uma amostira representativa das particulas transporta-
das pelo rio, ser-nos-ia indispensavel, por exemplo, que as
observacties se prolongassem por um periodo suficientemente longo
para que pudéssemos filtrar as variagtes de caudal decorrentes
das flutuagles metereoldgicas.

" No antigo atomismo de Demdcrito e Leucipo ja se admitia
que os processos de conjunto tém lugar gragas & concorréncia de
muitos pfocessos irreguiares de detalhe. Gue os factos se podem
passar assim em PpPrincipio, provam-no inumeros exemplos da vida
quotidiana. Ao agricultor, por exemplo, basta-lhe saber que uma
nuvem produz chuva que molha a terra, maé ndo lhe interessa em
nada saber como caem as gotas de dgua. Também todos nés sabemos
muito bem o que entendemos pela palavra "granito", apesar de ndo
‘conhecernns com precisdo nem a forma nem a composisHdo quimica de
cada cristal particular, ou sequer a sua cor. significa isto que,
repetidamente, usamos conceitos que se referem ao comportamento
de um conjunto sem gque nos interessem em detalhe o8 processos
individuais, ou Qque precisemos de nos debrugar sobre eles. O
mesmo se deve passar na descrigdo dos fendmenos colectivos que

sd0 proprios da Preparagdo de Minérios{



3.2 Dificuldades de amostragem

Todavia, a noghdo de populasdc que reivindicamos para 0S
nossos conjuntos de particulas implica: uma amostragem indivi-
dual, a deferminaqao das propriedades das particulas e, finalmen-
te, o estabelecimento das distribuigles das caracteristicas da
popula¢8do. Mas acabamos de dizer que ndo devemos ou, pelo menos,
que n¥o consideramos desejavel tal procedimento.

Esta nossa assun¢do deve-se ao facto de as caracteris-
ticas peculiares das populagles de graos minerais tornarem
extremamente diffcil uma anostragem‘consequente da populagdo e
com algumas perspectivas de sucesso, No que respeita a extracgdo
das tendéncias gerais ou das leis de comportamento do conjunto.
Para se aquilatar das dificuldades bastarsd compararmos a muiti-
plicidade de formas, calibres e teores presentes numa populagido
de grdos minerais com a razoavel homogeneidade de um conjunto de
moléculas gasosas.

E verdade que nd0 podemos negar a importancia dos
trabalhos laboratoriais em que se segue a evolugdo de um lote
restrito de particulas durante um processo de transformagdo
colectiva, que tém proporcionado indicagfes preciosas sobre
tendéncias de comportamento dentro dé sistemas particulados. Mas

em todos eles tem sido patente uma evidente desproporgdo entre os

meios materiais e financeiros empregues € a escassez de resulta-



dos, © que corresponde, na nossa optica, a casar ﬁoscas com
espingarda (note-se Qque a morte da mosca depende essencialmente
da pontaria do atirador). Para exemplificar este ponto de vista
pasta lembrarmo-nos dos trabalhos de marcagao rédioactiva dos
minérios sujeitos a cominuigdo (Gardner & Austin (1962)) e
comparemo-los com o trabalho de Leite, M. (1984) que se baseia
na técnica de marcagdo conceptual que foi detalhada em (1.2.3).
Portanto, existe aqui um paradoxo aparente que necessi-
tamos de resolver: por um lado, temos a necessidade de determinar
as caracteristicas da populagdo e, por outro lado, sabemos que

essa determinag8o & indesejavel, por excessivamente ardua e pouco

produtiva.

3.3 Modelo de base estatistica

Ora, tanto quanto sabemos, nem Boyle nem Mariotte,

fizeram qualquer amostragem estatistica para estabelecerem a

célebre equagdo

pv = cte, [1.23])

que representa © comportamento macroscépico da populagdo de

moléculas gasosas. Pelo contrario, todo o seu raciocinio, tal

como © do nosso amigo lavrador referido atras, se fundameniou



numa observagao cuidadosa do comportamento observavel dos
fendmenos naturais a que aplicaram um modelo, que estd resumido
na equagio anterior. E verdade que existem desvios comportamen-
tais dos gases reais em relagdo ao modelo representado por
[1.23], que sd podem ser resolvidos (et encore ...) por uma
abordagem do tipo atomistico. Todavia os desvios, na maior parte
dos casos, s830 de somenos importancia e, ainda, a abordagem
atomistica, muito posterior, apenas revelou o caracter estatisti-
co da equag¢so anterior. Podemos dizer que, tal como em tantos
outros ramos da ciéncia, o0 modelo sé revela as suas insuficién-
cias quando observado numa perspectiva para a qual ndo foi

criado.

Explicando os fendmenos perceptiveis pelos sentidos

mediante a acg¢do conjunta de muitissimos pequenos processos

individuais, torna-se inevit3dvel considerar as leis da natureza

Gnicamente como leis estatisticas, o que corresponde a_admitir

que os sistemas fisicos gque estudamos 85 se podem conhecer

incompletamente.

N3do podemos ter a pretensdo de aplicar ipsis verbis
o caso dos modelos moleculares aos sistemas particulados.mas,
ressalvando as devidas diferengas, a abordagem conceptual pode e

deve ser a mesma.

Temos a nossa disposigdo as medigles experimentais

(necessariamente com caracter macroscdpico) do processo colectivo



que pretendemos descrever. Com base nelas e nos principios gerais

da Fisica e da Quimica construimos representactes simbdlicas da

natureza a que chamamos modelos (que pretendemos sejam fenomeno-

156gicos), apoiando-nos constantemente em toda a nossa vivéncia
passada e nas experiéncias preté&ritas dos outros.

Por isso, a construgdo de um modelo &, antes de mais
nada, um acto cultural, entendendo como cultura todo o cdnjunto
de experiéncias fisicas e intelectuais que foram povoando a nossa
mente desde a concepgdo até ao momento presente. 08 NOSSOsS
modelos, peloc menos parcialmente, sdo o nosso passado.

Assim, n3do & para admirar que oS conceitos que um
aldedo utiliza para prever o tempo ndo tenham semelhangas nenhu-
mas com © modelo matematico delcirculaqao atmosférica utilizado
em Reading (U.K.) no European Meteorological Forecast Center.
Claro que neste caso & facil estabelecer comparagtes de qualidade
entre as duas representagles conceptuais e concerteza que 0 nosso
lavrador sai a perder. Mas o mesmo ji ndo se podera dizer se
pusermos em confronto as dores dos joanetes da tia Ricardina com
0s pretensos progndsticos metereoldgicos, ditos "dos americanos",
que para al se vendem. Do mesmo modo, devemos ter alguma relutan-
cia em preferir o modelo metalogenético do engenheiro de minas,

ou do gedlogo, ao "conhecimento da mina"™ do capataz experiente.



3.4 Criterios de validade dos modelos

£ tal a multiplicidade de representagtes conceptuais
que podem ser construidas, dependendo do nosso passado cultural,
da informag¢do recolhida e, ainda, do tipo de abordagem utilizado,
que se torna imperioso definir critérios que nos permitam quali-
ficar o seu grau de validade (Hertz, 1876).

Em primeiro lugar, para que as imagens ficticias que
construimos dentro de nds a propdsito dos objectos exteriores
sejam adequadas ao fim em vista (a previsdao e contfolo dos
processos naturais) & necessario que as consequéncias ldgicas do
que ideamos sejam sempre, por sua vez, imagens das consequéncias
naturais dos objectos representados.

Esta necessidade arrasta consigo a obrigagdo imperiosa
da verificagdo experimental. Nesse sentido os modelos nao verifi-
civeis s30 gratuitos, no que esta palavra possui de mais pejora-
.tivo e, por isso mesmo, carecem de quatquer utilidade. Por outras
palavras: os modelos hipotéticos que descrevem causaimente um

acontecimento, e com que pretendemos sintetizar os acontecimentos

naturais, devem mostrar-se utilizaveis na experiéncia empirica.

Mas, mesmo antes da confrontag3ao com a natureza, sbd
devemos aceitar o0S modelos admissiveis, ou seja, 0S8 que ndo

contradizem as leis do nosso préprio pensamento, muito em especi-

al no que diz respeito aos principios gerais da quimica e da fi-



sica. Embora perfeitamente v3lido, este princhié contém em 8i ©
perigo do preconceito, que tantas vezes nos impede de aceitar
ideias novas, SO por que as sentimos como estranhés. Pode nésnb
fazer cair 08 mais incautos em situagsles caricatas, como a do
engenheiro de minas, chefe de uma reparti¢ado do estado que, no
principio dos anos setenta se recusou a satisfazer o pedido de.
aquisigao de uma maquina de calcular por parte de um seu subordi-
nado, por ndo acreditar que ela fosse capaz de calcular fungles
matematicas.

Temos também que exigir dos modelos que se mostrem
adequados, ou, como se disse atras, que constituam uma imagem
adequada dos objectos reais. Mas dois modelos que, como descrito-
res e previsores, sejan idénticamente adequados e admissiveis
podem ainda diferir num outro nosso concejto fundamental que & a
utilidade.

sers sempre mais Gtil (e portanto mais "verdadeiro") o
que conseguir estabelecer com a natureza uma relagdo mais clara,
isto &, o que reproduza de um modo tanto quanto possivel exacto
um maior namero de comportamentos do fendmeno mpdelado. Podemos
entdo dizer que serada tanto mais valido um modelo, quanto mais
prolifico nas suas relastes com oS objectos se mostrar,

Este raciocinio leva-nos a recusar liminarmente os
modelos de simples ajuste estatistico, sem conteddo fenomenoldgi-

co, por nzo permitirem extrair outras relagtes que ndo sejam as

100 =



simples correlagles para que foram construidos. O mesmo se passa,
come ja referimos em (0.2.1), quanto aocs modelos matriciais em
Preparagdo de Minérios em que o tempo n3o & declarado como
varigvel explicita (Lynch, 1977) e que pertencem, tal como os

anteriores, & escola do pragmatismo absoluto. Os adeptos desta

corrente dirdo, na sua forma mais simplificada, e inconfessada-
mente: "Estou a construir um modelo para um fim ou uso especifi-
co; se cumprir esse propdsito & um modelo valido", afirmagdo que
de modo nenhum subscrevemos.

Pelo contrario, devemos real¢ar a espantosa adequagdo
multimoda de certos formalismos (frequentemente de Tndole matems-
tica) que, por analogia, € <¢om uma beleza extraordinaria, se
adaptam, com pequenas variagtes, a aspectos muito diferentes da
natureza. Por i8s0o sdo tdo proficuos oS raciocinios analdgicos
que s%o executados em regime de interdisciplinaridade, o que

tambem nos leva a recusar a estreiteza de vistas que & provocada
por uma especializacdo excessiva.

Como critério adicional de validade, podemos ainda
dizer que, em igualdade de circunstancias, sera mais atil a a

representagdo ideal que contiver menor ndmero de relagles supér-

fluas com os objectos representados, ou séja, a que for mais
simples. Este conceito n3o & mais do que uma outra forma de
enunciar o velhinho Principio da Parciménia que William de Ockham

descrevia sob a forma mais hermética: Entia non sunt multiplican-
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da praeter necessitatem.

Também este raciocinio nos permite efectuar uma nova
restrigdo aprioristica sobre o universo dos modelos possiveis,
por rejeigdo dos modelos do tipo "for¢a-bruta", em que os ajustes
830 conseguidos através da redundancia de parametros. Nestes
casos torna-se impossivel o seu controle conceptual, ja que n#o év
mais possivel manter separados os diferentes fendmenos f7sicos
envolvidos,

Nestes mesmos raciocinios se filia O principio da
condensagdo de parametros na experimentagdo numérica enunciado
por Madureira, C, & Soares, A, (1988, pp. 88), que se expora em
(2.3.6).

Resumindo, as proposi¢tes que estabelecemos sobre o
mundo fisico ndo tém a capacidade, e por isSso ndo podem ter a
pretensgo, de atingir a esséncia dos fendémenos naturais tal como
eles s¥% em si mesmos. Os modelos que construimos sdo apenas
imagensw ideais de que podemos afirmar a concordancia com 08
fendmeno naturais apenas num ponto: se as consequéncias 15gicas
do que foi ideado coincidem ou ndc com as consequéncias, experi-
nentalmenté‘ observaveis, dos fendmenos que tentam descrever. Por
isso as nossas hipdteses de trabalho devem sempre ser referenda-
das pelo recurso 3 experimentasdo e, quando se revelem insufici-
entes, devem ser modificadas. Através destas relagdo dialética

constante entre o processo de construgdo do modelo e a Sua con-
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frontagdo com a natureza vamos conseguindo uma melhor compreensaoc

dos fenomenos.

3.5 Dificuldades experimentais

Devemos pdr em evidéncia que, para além das dificulda-
des que se pSem a qualquer tarefa de aquisi¢do de dados, qualquer
que seja a area do conhecimento escolhido, que obrigam a uma
grande disciplina e rigor operatérios e conceptuais, a investiga-
G380 em Prepara¢do de Minérios reveste-se de problemas particula-
res s& ultrapassaveis através de métodos de abordagem correctos,

Podemos dar-nos conta das dificuldades intrinsecas ao
metodo experimental se nos lembrarmos que nao foi- por acaso que a
partir dos anos trinta se assistiu, com Fisher (1933), ao inicio
de uma abordagem sistematica do projecto experimental. Este
autor, tal como 0S8 seus seguidores, tinha em mente conseguir
elimiﬁar. ou pelo menos reduzir, o viés com que os factos experi-
mentais sH0 criados e interpretados e, através de um planeamento
racional, diminuir o trabalho necessario a obtengdo dos resulta-
dos pretendidos, aoc mesmo tempo que mantinha sob controle o erro
experimental. Se dissermos que mesmo neste momento esta multipli-
cidade de desideratos estad longe de ser conseguida, mesmo pelos

experimentadores mais calejados, realgaremos as enormes dificul-



dades que se plem a quem pretenda executar trabalho experimental
com um minimo de verdade.
Dessa dificuldade nos d30 conta as palavras de um dos

mais fecundos homens de }aboratdrio:

"] am very sorry Pyrophilus, that to the many (elsewhe-
re enumerated) difficulties wich you may meet with, and must
therefore surmount, in the serious and effectual prosecution of
experimental philosophy | must add one discouragement more, wich
will perhaps as much‘surprise and dishearten you; and it is, that
besides that vyou will find (as we elsewere mention) many.of the
experiments published by authors, or related to you by the
persons you converse with, false and unsuccessfull (besides this,
I say), you will meet with several observationé and experiments
which, though communicated for true by candid authors or undis-
‘trusted eye-witnesses, or perhaps recommended by your own expe-
rience may, upon further trial, disappoint your expectation,
-either not at all succeeding constantly or at least varying much
from what you expected."

Robert Boyle (1673): "Concerning the unsuccessfulness

of experiments"

No caso especifico da Prepara¢do de Minérios, a infe-

réncia indutiva tem dificuldades adicionais. Vimos que nao temos
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acesso observacional directo aos processos colectivos de Tndole
estocastica, mas sé os conhecemos pelos seus resultados macros-
copicos, sob a forma do produto das operagles unitirias. Particu-
larizando: num processo de estudo de uma moagem batch (Leite, M,
(1984)) conhecemos a composigdo granulométrica da alimentagdo e
a do produto final, bem como o tempo de residéncia do material’
dentro do tambor, mas renunciamos 3 descrig¢do da trajectdria de
cada particuia e da sua prole dentro do aparelho. Quereri isto
dizer que abandonamos a tentativa de interpretagdo dos mecanismos

internos dos processos tecnologicos?

3.6 Experimentagdo numérica

£ evidente que n%0. As representagtes ideais que s#o
08 modelos contém em si a inexcedivel vantagem de proporcionarem
'a real izag3o numérica de experidncias conceptuais a que chamamos
simulages. Na verdade, eles podem ser representados com toda a
exactiddo sob a forma de expresstes matemiticas que, por sua vez,
podem dar origem a algoritmos. Muito embora estes ndo sejam de
modo algum isomorfos dos sistemas reais, mas antes sigam as leis
neles contidas (que podem tomar qualquer forma com coeréncia
interna), através das suas propriedades operatoérias permitem que

trabalhemos com eles como se de verdadeiros aparelhos laboratori-
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ais se tratasse, comparando o comportamento do modelo com o do
fendmeno real e deduzindo, das discrepancias observadas, correc-
cbes ou refinamentos a introduzir na hipdtese de trabalho formu-
1 ada.

Nesse sentido, executar um programa coerente de simula-
¢ao fenomenologica da tamisagem & como trabalhar com um tamis
auténtico, o que significa que podemos utiliza-lo para investigar
o modo como o0 peneiro real se comporta,

Contudo, e ao invés do que ocorre nos sistemas reais, o
programa de simulagao ndo estad limitado pelas leis da natureza,
mas sim pela sua 1dgica interna, o que confere caracteristicas
peculiares 3 experimentagdo numérica a saber:

- a sua reprodutibil idade &€ absoluta: podemos sempre repetir

experiéncias exactamente nas mesmas circunstancias;

- ndo estid dependente do fluxo de tempo real: podemos parar

e recomegar uma experiéncia em qualquer instante;

- a variabilidade experimental est3d sob controle do opera-

dor: podemos executar analises de sensibilidade, investi-
gando as respostas do modelo 3s variagles dos parametros
que introduzimos controladamente;

- s¥%0 executadas num universo hipot&tico: ‘podemos proceder a

experiéncias a ruptura, atribuindo a8 variaveis valores
para 13 dos seus |imites fisicos sensatos;

Por outro lado, a experimentagdo em computador também



pode alargar © campo da ciéncia tedrica, por tornar possivel o
estudo de sistemas muito complexos, através de modelos em que se
conseguem produzir convergéncias assintdticas e, assim, produzir
novas leis tedricas que podem ser expressas de um modo simples e
tratavel analiticamente (Cavalheiro, 1984). Estes modelos, que
habitualmente trabalham com amostragem numérica (Monte-Carlo ou
semelhantes) implicam massas enormes de calculos que sd se
tornaram possiveis com o© aumento da velocidade e capacidade de
memdria que se tém verificado nos computadores na Gltima dezena
de anos.

Contudo, pelo menos no que toca & descrigdo dos
fendmenos c¢olectivos da Preparagdao de Minérios, estes métodos
devem ser evitados (veja-se 1.3.1) porque correspondem, ta] como
0s métodos de  marcagdo radioactiva referidos'em (1.3.2) a uma
amostragem particula a particula; devem por isso, tal como elas,
ser utilizados apenas para fornecer indicagles que permitam a
descoberta de leis mais gerais do comportamento das populagles de
particulas.

Mesmo no campo da propria matematica tém surgido
Gltimamente resultados surpreendentes pela utilizagdo da matema-
tica sob um aspecto estritamente heurTsticd e repetitivo, que
levaram 3 elaboragd3o de novos conceitos, como o de fractal

(Mandelbrot, 1983) ou mesmo o de atractor cadtico (Crutchfield,

1986) .



Embora a utilizagdo do computador na investigagdo
cientifica seja relativamente recente, ja mudou radicaimente o
ponto de vista com que muitas das disciplinas cientificas s#o
encaradas, enfatizando as abordagens quantitativas e, muito
particularmente, oS aspectos estatisticos dos fendmenos. Através
da introdugdo da experimentagdo numérica esti-se a introduzir

uma nova maneira de pensar a ciéncia.

Condensagado de parametros

GQuase sempre se nos depara uma dificuldade adicional
quando queremos passar do modelo tedrico ao algoritmo de simula-
¢d80: ©0 ndmero de variaveis necessirio 3 descrigdo quantitativa
revela-se muito elevado.

Esta redundancia de parametros para além de levar 3
.impossibilidade de controlo conceptual do modelo, como ja se
referiu, produz ainda instabilidades do modelo que se reflectem
no seu comportamento numérico durante o processo de optimizagdo
e, acarretam, também, o aumento da complexidade do programa de
simulagdo0 com © consequente crescimento exponencial do tempo de
calculo ("maldi¢d3o da dimensional idade" - ver 3.3.4).

Torna-se, por isso, imperiosa a diminuig¢do do numero de

graus de )iberdade do sistema. Como acontece que, regra geral, 0s
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parametros que assim impomos aprioristicamente ao nosso modeio
sdo, em geral, fungdo uns dos outros, podemos reuni-los pelas
suas afinidades funcionais e substituir cada um dos grupos assim
formados por um namero menor de variaveis, das quais os conjuntos
assim formados dependem funcionalmente. Esta implementa¢sio do
principio da parcimdnia foi designada por Madureira (1988) por

condensag¢do de parametros.

3.7 Estrutura do modelo numérico

Enquanto que o038 processos fisicos s80 inevitavelmente
complexos, a estrutura matematica dos modelos que oS representam
deve ser invariavelmente muito simples devido a dois motivos
pricipais: primeiro porque & necessario que assim seja para que
0 operador o0s possa manter sob o seu controlo conceptual e, em
vsegundo lugar, porque a descric¢ado matematica conceptual & neces-
sariamente sucinta.

No - caso espec?ficé dos processos tecnoldégicos, de que
temos vindo a tratar, o aspecto cinético & determinante. Por
isso, e colocando-nos sob o ponto de vista fenonenol§gico que
temos vindo a privilegiar, descrevé-l1os-emos através de sistemas

de equag¢bes diferenciais em que a variavel independente & o

tempo., Como no caso dos processos colectivos o aspecto nao-li-
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near & de extrema importancia, a possibilidade de tratamento
analitico anula-se completamente: a possibilidade que nos resta &
a da integragdo numérica das equagles descritoras, O modelo tem,
segundo a designagdo de Bard Y. (1974), uma estrutura de modelo

dinamico padrgo, em que as relag¢fes funcionais ligam entre si os

seguintes componentes:

o0 vector dos parametros: as variaveis do sistema a que o

algoritmo pode atribuir valores diversos;

o vector das condigfies iniciais: que, no nosso caso, corres-

pondem as frac¢les granulométiricas em massa, que, no instan-
te t=0, sdo lan¢adas sobre © primeiro tamis;

08 vectores das variaveis independentes: que contém as luzes

e diametros dos fios das malhas dos peneiros;

0 conjunto das constri¢Bes: as limitagfes impostas aos

dominios de variagdo dos parametros, quer pela necessidade
de coeréncia nas correspondéncias entre o modelo e o proces-
80 de tamisagem, quér por o préprio operador considerar
indesejaveis alguns conjuntos de valores que eles possam
tomar.

Externamente ao modelo propriamente dito situa-se a

matriz dos resultados experimentais que sdo comparados com oS

resultados produzidos pelo modelo para gerar uma fungdo critério

ou funcHo objectivo. Entdo, através de técnicas numéricas ditas

de optimizagdo, o algoritmo, em tentativas sucessivas, vai procu-
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rando a configuragdo de parametros que permita um ajuste capaz do
modelo aos resultados experimentais (Capitulo 3).

Mas o que & um ajuste capaz?

3.8 Validagdo do modeio

Avaliar um modelo significa desenvoliver um certo nivel
de confianga relativamente a poder dizer que as inferéncias que
dele retiranos sdo correctas e aplicaveis ao mundo real. O
conceito de validagdao implica assim uma apreciagdo qualitativa
graduada e nao uma resposta booleana de sim ou nao.

Deste modo, & de esperar que ndo exista um teste dnico
para assegurar a validade do modelo, mas antes o experimentador
deve, ao longo de todo o trabalho. ir verificando se o modetlo
estd ou nd3oc a corresponder 3as premissas que conceptualmente
colocouiquando estabeleceu 3 hipdtese de trabalho.

Utilizando o conceito de modelo que estabelecemos em
(1.3.4) podemos dizer que o primeiro passo a tomar para a valida-
G40 do modelo & o de nos assegurarmos que ele possui coeréncia
interna, ou validade a priori, o que facilmente pode ser com-
provado através de testes a ruptura efectuados sobre o algoriimo,

que consistem em assegurar que o modelo ndo produz resultados

absurdos quando os parametros sdo levados até aos seus |imites.



Precisamos tamb&m de verificar se o modelo & adequado
ou ndo. Uma verificagdo simples consiste em comparar, apenas "a
olho", 08 resultados calculados, com os resultados das experié&n-
cias fisicas reais, ou dizendo de outro mbdo, em Nnos assegurar-
mos que os valores dos residuos n#o paregam excessivamente altos.

Um dos metodos mais simples de, ao mesmo tempo, testar'
a adequagdo de um modelo e de ir executando experiéncias numéri-
cas, & o recurso a analise de sensibilidade, que pode ser feita
de modo sistematico com recurso a técnicas estatisticas (Espain
1984), ou informaimente, por simples variagdo dos parametros
dentro de certos limites, verificando em seguida se a resposta do
modelo & ou n3do a adequada. Uma outra técnica utilizada consiste
em introduzir na matriz dos dados um certo ruido estatistico
controlado e verificar as correspondentes evolugles da configura-
¢d0 de parametros. Estes tipos de teste tém, como ndo podia
deixar de ser, as suas implicagtes numéricas (que serdo analisa-
das, embora sucintamente no Cap. 3).

Un modelo de simulagdo tomado no seu aspecto mais sim-
ples & um transformador input-output da matriz das condigles
.iniciais nos resultados finais de cada ajuste. Por isso, um dos
métodos mais &bvios de validar um modelo & comparid-10 com O obje-
cto modelado apenas sob este ponto de vista, isto &, garantindo

que, quer num caso, quer no outro, a partir das mesmas condigles

iniciais, conseguimos produzir resultados finais similares.
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Para esse fim devem ser utilizadas técnicas estatisti-
cas que, para o nosso modelo, serdo descritas, e 0s seus resulta-

dos comentados, em (2.5.2).

1
W
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",.. we conclude by remarking that really efficient
high-speed computing devices may, in the field of non-linear
partial differential equations, as well as in many other fields
which are now difficult or entirely denied of access, provide us
with heuristic hints wich are needed in all parts of mathematics
for genuihe progress... This should lead ultimately to important

analytical advances."

John von Neumann (1946): On the principle of large scale compu-

ting machines.

2. O MODELO E AS
CONCLUSCES



vém-me 33 vezes dizer,
Talvez por pega de Entrudo,
Que o abade de Arcozelo
Depois de um profundo estudo
Fez um método-modelo.

A mim ndo me custa a crer:

Eu acho-0 capaz de tudo.

Joao de Deus: Campo de flores (1893)

1. Introdugdo

Como se viu no final do Capitulo O tinhamo-nos resolvi-

do a construir um modelo simulador da tamisagem que nos ajudasse

a minorar os enérnes tempos necessarios 3 execugdo das analises

granulométricas dos produtos moidos.
1.1 Propdsitos iniciais

O modelo foi organizado em torno de um numero de

parametros tanto quanto possivel diminuto, através dos quais se
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simula a cingtica da tamisagem gque ocorre nos conjuntos de
peneiros quando sdo agitados.

Os parametros foram recuperados por ajuste do modelo
sobre conjuntos de dados experimentais. Estes s3do constituidos
pelas massas de particulas presentes em cada peneiro e determina-
das a intervalos de tempo regulares (regra geral de 15 em 15
minutos) durante a tamisagem efectuada durante periodos muito
longos.

Apds a validagdo do modelo seria entidao possivel adoptar
a seguinte rotina, aplicavel n3d80 86 ao nosso granodiorito mas
também em qualquer outro caso de peneira¢ao dificil, desde que
fossem mantidas constantes ao longo do processo as caracteristi-
cas operativas:

1. Execu¢do de 3 a 5 (para minimizar o erro experimen-
tal) tamisagens com condigbes operatérias fixas e com tempos
finais muito longos; determinagdo, a intervalos de tempo
regulares, das massas dos lotes granulom&tricos resultantes,

2. Recupera¢ao, por ajuste do modelo, para o minério
analizado e para o agitador e peneiros utilizados, das con-
figurag¢les de parametros.

3. A durag¢do de qualquer analise granulométrica execu-
tada sobre o mesmo minério, mantendo as condigles operaté-

rias de i, poderia, entdo, ser reduzida para tempos bastante

curtos.



4, Em seguida, o modelo, utilizando a configuragdo de
parametros determinada em 2, conduziria a peneiragdo afé ao
seu ponto terminal.

Contdvamos que oS8 tempos de analise granuliométrica

pudessem ser assim substancialmente reduzidos, o que, se consti-‘
tuiria um ganho nitido de tempo, ndo resolveria -ainda o problema

-

mais grave que & o da preparagdao das amostras a moer.

1.2 O gue conseguimos aprender

Contudo, como © homem ple e os modelos dipbem, o0 que
n¥%o era sendo uma simples derivagdo do plano original de investi-
gag8o foi-se tornando, a pouco e pouco, no trabafho fundamentat.

Analisando retrospectivamente o sucedido; para 1a de
raztes idiossincraticas, o facto deveu-se a varias causas concor-
rentes.

Em primeiro lugar, aprendemos, pela pratica directa,
que construir um modelo com propdsitos muito direccionados e
impregnado de imediatismo &, concerﬁeza, construir um mau modelo.
Foi por iSso que renunciamos desde a partida ao pragmatismo abso-
luto (ver 1.3.4) e enveredamos pela construg¢do de um modelo feno-
meno15gico.

Mas, apesar de 0S8 processos fisicos de tamisagem se

1
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apresentarem despidos da complexidade que, por exemplo, assocCia-
mos & moagem em tambor, iSso N30 quer dizer que a sua descrigo
seja facil., Por outras palavras: uma coisa & a simplicidade dos
fendmenos e outra & o descrevé-los(*), Por isso o nosso modelo se
foi a pouco e pouco complicando e nisso, ao fim e ao cabo,
consiste a riqueza dos conceitos com que foi construido.

Acontece, também que, por paradoxal que pare¢a, que
escasseiam 0s artigos sobre tamisagem e sobre crivagem, ac mesmo
tempo que proliferam os que tratam da fragmentagdo, talvez pela
simplicidade que sempre & atribuida aos primeiros processos, o
que, Jlogo & partida, nos privou da base de apoio que j3 existia
no caso da moagem,

Ao mesmo tempo, como ndo dispanhamos de nenhuma rotina
numérica para a pesquisa de somatdrios de minimos quadrados e,
também, porque sentimos muitas dificuldades em aceitar a utiliza-
¢80 cega de programas do tipo "caixq negra", tivemos que constru-
ir (ou reconstruir) as rotinas de optimizagao. E isso leva o seu
tempo ...

Contudo, esta necessidade teve a virtude de nos mostrar

*a0 vivo"™ como & que 0s mé&todos de optimizagdo representam, embo-

ra com "refrac¢do", o comportamento do modelo,

(%) Lynch (comunicagdo pessoal) disse em 1986 que a modelagdo das
operagtes unitarias da Preparagdo de Minérios lhe nao oferecia
problemas de maior (afirmagdo de que, com o devido respeito,duvi-
damos muito ...) com uma Gnica excepgdo: a peneirasdo.
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Foi possivel, através da exploragdc do modelo, investigar os

conceitos de forma e de isocrivo das distribuig¢tes granulomé-

-

tricas e, assim, Jiludir a vigilancia tutelar que & imposta pelo

axioma de Bayes (Madureira, comunicagdo pessoal, 1988).

Conseguiu-se, ainda, lang¢ar bases para o estabeleci-

mento consequente do calibre equivalente por tamisagem como

propriedade total.

"Finalmente, com base nos conceitos da cinética da
tamisagem e na caracterizagdo do isocrivo pudemos estabelecer

bases normativas para a determinagdo do ponto final _da tamisagem

e para a estima do erro que lhe esta associado. Isto habilitou-

-nos a resolver o probiema que tinhamos detectado em relagsdo aos
longos tempos "necessarios" para a execugdao das analises granulo-
métricas, bem como a enfrentar quaisquer outros casos em que oS

peneiros funcionem como separadores.

1"
-
O
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2. Analise granulométirica por tamisagem

2.1 Ambito de utilizagso

A tamisagem & concerteza a té&cnica mais antiga e mais
simples de .analise granulométrica. Devido & sua simplicidade de
execugdo e baixo custo do equipamento iaboratorial & utilizada em
larga escala sobre todos os materiais pulverulentos ou granula-
res, apesar de todo o equipamento sofisticado que hoje em dia
esta disponivel. Com ela podemos facilmente classificar particu-
las desde os 125 mm até aos 20 pm, se utilizarmos redes de tecido
met3lico e mesmo descer até diametros de 5.5 pm, se usarmos
peneiros obtidos por electrodeposicdo.

A utilizagdo desta 1té&cnica para matériais com grande
percentagem de particulas de calibre inferior a 75 ym & encarada
normalmente com algumas reticéncias, devido ao elevado custo dos

peneiros com luzes muito pequenas e a dificuldade em obter malhas

uniformes.

-

Apesar de ser um mé&todo pouco sofisticado ainda &
Jargamente utilizado para calibrar outras té&cnicas, exigindo-se,

neste caso, que as analises sejam executadas com o maximo de

precisao.
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2.2 Equipamento e rotinas laboratoriais

Una descrigdo exaustiva do mé&todo Ilaboratorial de
tamisagem pode ser encontrada, por exemplo, na norma americana
ASTM E276, ou na norma inglesa BS1796, para onde remetemos o
leitor. Aqui preocupar-nos-emos, N30 com oS aspectos normativos,
mas com as caracteristicas fenomenoldgicas do processo, nomeada-
mente com as de indole estocastica.

Basicamente o método consiste em fazer passar (ou ndo
passar) uma amostra de gr8os minerais através de um conjunto de
nc tamises seriados por ordem decrescente das suas luzes l4, ...,
lne) admitindo-se que todos 08 graos retidos sobre o peneiro K+i
e que passaram através do tamis K tém o seu calibre compreendido
entre as luzes nominais desses tamises.

Na pratica corrente da Preparacdo de Minérios sdao quase
sempre utilizados peneiros de malha metalica com 8 polegadas de
diametro que obedecem 3 norma ASTM-E1{1 (Standard Specifications
for wire cloth sieves for testing purposes), ouré sua congénere
da série de Tyler. Estas especificagles, para onde uma vez mais
remetemos o© leitor, além de se referirem as caracteristicas
construtivas necessarias a que a estrutura do 'peneiro mantenha a
conveniente rigidez, a garantir que a malha se mantenha suficien-

temente esticada e, ainda, a n%o permitir que se percam particu-

las durante o processo, nhormalizam as luzes dos peneiros e 0s
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Tabela 2.1: DimensBes nominais e variagles permissiveis para
peneiros de malha metalica (norma ASTM Ef1) de luzes

inferiores a 4.75 nmm.

Peneiro Variagdo Luz Diametro
ne luz permissivel individual nominal
nomin, do fio
mesh (rrm) média maxima metalico
4 4.75 £0.15 mm 5.14 mm 1.54
6 3.3%5 0. 11 n'm 3.66 mMmm 1.23
8 2.36 10.080 mm 2.515 mm 1.00
12 1.70 $0.060 mm 1.820 mm 0.810
16 1.18 $0.015 mMm 1.270 mm 0.650
20 0.85 35 pm 925 pm 0.510
30 0.60 25 pm 605 m ' 0.390
40 0.425% 19 pm 502 um 0.290
50 0.300 t14 pm 363 m 0.215
70 0.212 10 pm 263 um 0.152
100 0.150 8 um 192 um 0.110
140 0.106 t6 un‘ 147 pm 0.076
200 0.075 5 pm 103 pm 0.053
270 0.053 - 13 pm 85 pm 0.041
400 0.038 12 pm 61 Lml . 0.025
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diametros dos fios metalicos que constituem o seu tecido (Tabela
2.1). Segundo as normas, aé luzes devem estar dispostas segundo
uma progressdao geométrica de razao 4((2). Na larga maioria dos
ensaios usa-se a série reduzida que consiste em tomar peneiros
alternados da série completa, de modo a que a razdo da progressdo
geométrica que oS une passa a ser T(a). As normas referem também
as variagles maximas admissiveis das luzes de tamisagem.

Em Preparag¢do de Minérios continua em vigor a antiga
designagdo de Tyler, que corresponde a nomear 0S8 peneiros pelo
namero de malhas quadradas (mesh) que um segmento com uma polega-

da linear consegue abarcar. Nesta designagdo, que aqui_ também

utilizaremos, o8 calibres mais finos correspondem aos peneiros de

maior namero designatdrio.

Embora n#o existam limites tedricos para o calibre das
particulas submetidas a peneiragdo, a boa pratica laboratorial
recomenda que n¥o0 se va acima do peneiro n24 (4.76 nm) ou abaixo
do ne 200 (0.074 mm). Este limite inferior & ditado, tanto pelo
facto de calibres inferiores serem j3 de passagem muito morosa,
tanto porque a partir daqui se torna cada vez mais dificil a
obtengdo de malhas com precisdo suficiente. O limite superior
deve-se ao facto de a introdugdc de calibres superiores a 4 mesh
ir concerteza falsear a representatividade de amostras ja de si
t40 reduzidas, como sS#o as que se submetem 3 tamisagem.

Regra geral, a peneiragdo & efectuada num agitador



mecanico onde o0s peneiros sioc colocados em pilha, por ordem
decrescente (de cima para baixo) dos valores das suas luzes
nominais, Jjuntamente c¢om um recipiente de fundo e com uma tampa
que cobre o conjunto (Fig. 2.1A).

O vibrador & ligado e a tamisagem decorre durante o
tempo julgado suficiente (em.regra, 0 periodo de tamisagem nao
vem especificado nas normas) para que as particulas se distribuam
pelos seus respectivos lotes, Em seguida, o material que se
encontra sobre cada um dos peneiros e no recipiente do fundo, &
recolhido com o0s indispensaveis cuidados (norma ASTM E276) e
pesado. Com os valores obtidos constrdi-se a respectiva tabela.

Como as luzes dos peneiros utilizados se encontram em
progress8o geométrica, a sua representagdo em escala directa
resultaria num congestionamento do namero de p&ntos do lado dos
finos. Por isso ée recorre 3 representa¢do das abcissas em escala
logaritmica, o que tem a vantagem de espagar equidistantemente os
calibres. Para o eixo das ordenadas, regra geral, contentamo-nos
com a escala directa,

Quanto ao tipo de curva, regra geral afirma-se que
podemos sempre escolher uma representagdo em fungado cwnulante
(inferior ou superior) ou em histograma. A fuddanentaqao tedrica

de ambas as representagfes e o0 seu campo de aplicagdo, foram

discutidos em (1.2.2).
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Fig. 2.1B: Agitador suspenso da Denver.



Analise granulométrica abaixo de 200 mesh

Abaixo do limite pritico de 200 mesh temos que passar a
utilizar um dos varios métodos especificos para os calibres
finos. Entre eles podemos citar:

- 08 métodos que se baseiam na lei de Stokes e que separam
0S8 grdos minerais em fungdo da sua velocidade de sedimentag¢do no
seio de um liquido. Existem miltiplios apareihos que aplicam este
principio, nomeadamente a habitual pipeta de Andreasen;

- 0S que se baseiam na separaglo em corrente de ar combina-
da, ou n#o, com um efeito centrifugo. £ o caso do elutriador
Bahco e o do "cyclosizer" Warman;

- 08 métodos particulares, tais como o do contador Coulter,
que mede as perturbagles de um campo eléctricd'provocadas pelas
particulas quando elas passam isoladamente por um orificio
mindsculo cuidadosamente cal ibrado;

- as medidas directas, por observagao e medida dos grios ao
microscoépio, em que o observador pode ser substituido vantajosa-
mente pelos métodos automaticos de analise de imagem;

- finalmente, o0s granuldmetros a "laser", que baseiam o seu
funcionamento na difracgao de um feixe de luz monocromatica por
uma dispersdo de particulas.

Como seria de esperar de uma tdo grande multiplicidade

de métodos dedicados a um anico fim, todos eles padecem de sérias
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desvantagens que ndo caberia mencionar aqui. Refirames, contudo,
que o granuldmetro a "laser" tem vindo a suplantar todos os

outros métodos, devido & sua simplicidade de operac¢8o, rapidez e

reprodutibilidade de determinag¢tes.

2.3 Factores da cinética de tamisagem

As distribuigies do calibre das popula¢les de particu-
las, quando efectuadas por peneirag¢ao sdo influenciadas por
varios factores operatorios dos quais destacamos, por mais

importantes:

a carga dos peneiros;

o tipo de agitagdo e a sua transmisséo aos peneiros;

0 erro da malha de tamisagem;

- 0 tempo de operagdo.

Este Gltimo & uma caracteristica intrinseca da cinéti-
ca, e, como tal, foi integrado directamente como variavel inde-
pendente no modelo.

Ao mesmo tempo, e como ndo podia deixar de ser, as
caracteristicas da populagdo infuenciam de modo decisivo a
cinética da tamisagem. De entre elas, as mais importantes sdo,
sem divida alguma, a prépria distribuigdo granulométrica (que

pretendemos determinar), a forma das particulas e, muito acesss-

"
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riamente, a distribuig¢do de teores (por infuenciar a densidade

das particulas).

Calibre e forma

Pomos em davida, no nosso estado actual de conhecimen-
tos a utilidade da introdugdo do conceito de forma das pariTculas
no estudo da cinética de tamisagem. Sendo vejamos.

A descrigao da forma das particulas & afectada por
varias dificuldades que ndo parecem ultrapassiveis a curto prazo.
isto traduz-se no facto comezinho de, mesmo em 1inguagem natural,
ser muito dificil, sendo mesmo impossivel, uma descrigao do seu
contorno que seja minimamente precisa e Gtil. Este obstaculo
deve-se, No nosso entender a duas causas principais.

Em primeiro lugar, como demonstrou Serra (1971) o
descritor da forma deve ser um vector de dimensdo tanto maior
quanto maior for a finura da analise que pretendemos.

Em segundo lugar, a forma das particulas ndo & univoca,
mas, pelo contrario, segundo Kaye (1984), que utilizou o trabalho
de Mandelbrot (1983), as particulas possuem diferentes contornos
fractais consoante a escala de observagdo,

Acrescentemos a estas duas observagtes o facto de que a

forma das particulas &, em geral, analizada no plano perpendicu-
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lar ao da sua menor dimensdo, quando & esta que & determinante na
definigdo do isocrivo (veja-se 2.6.3).

Por outro lado, temos que aceitar que, sob ¢ estrito
ponto de vista da tamisagem, a forma e o calibre das particulas
830 indiscerniveis. Se uma particula ndo passa através da malha
do tamis devido as suas dimensfes ou devido ao que sSe convencio-
nou chamar de forma n#c & relevante; o que & um facto & que ndo
passa e essa & a dnica indica¢80 que podemos retirar da peneira-
gdo.

Isto n¥%o significa de modo algum que estejamos a negar
a importancia da forma das particulas na ciné&tica do processo,

mas apenas afirmamos gque oS peneiros, como instrumentos de

anal ise, N30 conseguem separar particulas pela sua forma.

Erro das malhas

Quando executamos uma analise granulométrica por
peneiragdo consideramos que os calibres das particulas que assim
si0 separadas estdo contidos no intervalo J1i-4,1i(, emque 1; &
a luz do peneiro que retém o lote granulométribo.

Na pratica ndo & exactamente assim que acontece. Por um

Jado, os orificios. dos peneiros comuns (de tecido metalico) nao

s80, nem exactamente quadrados, nem todos exactamente iguais
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existindo uma tolerancia maxima dos erros de fabrico que & dada,
por exemplo, pela norma ASTM E11 (Tabela 2.1).

Assim, um dos erros introduzidos numa analise por
peneiragdo & o que se deve 3 variagao do diametro de corte que &
provocada, quer pelas tolerancias admissiveis no fabrico das
redes, quer pelas deformagties que elas sofrem apdsS UM USO MAis ou
menos prolongado. Este erro aumenta com a diminui¢80 das luzes
dos peneiros devido as dificuldades em manter as normas de
fabrico e pela acrescida deformabilidade e fragilidade dos fios
que formam as malhas.

Como se sabe, nos primeiros momentos da tamisagem as
particulas de dimensdo largamente inferior & luz do peneiro
passam na sua quase totalidade, ficando apenas sobre a malha as
que fazem parte do sobrecrivo e as que tém dificuldade em passar
(o isocrivo), Ora, a medida que o tempo vai decorrendo, assim
também vai aumentando (em mé&dia) o calibre das particulas que se
.encontran sobre a malha. Como para qualquer peneiro existe sempre
uma certa distribuigdo estatistica das luzes, também com o tempo
vai diminuindo © ndmero de orificios por onde essas particulas
podem passar. Deste modo, o desvio padrdo da distribuigdo das
luzes dos orificios atravessaveis reduz-se 3 medida que o tempo
vai passando. No limite, & a maior luz da malha que passa a

controlar a opera¢do e determina assim o calibre de corte. £

por isso que o calibre de corte dos peneiros naoc se mantém cons-

130



tante, aumentando ao longo da anilise (Fig 2.2), muito embora a
partir de certo momento a variagdo seja perfeitamente despreza-
vel.

Quanto ao erro que decorre das tolerancias de fabrico,
que se podem ver na Tabela 2.1, ignoramo-lo deliberadamente ao
considerarmos sempre que a malha dos peneiros era perfeita,

Com efeito, Panou et al (1966, pp. 87) fizeram algumas
medigles que nd¥o se enquadravam em nenﬁun dos esquemas tedricos
que propuseram para explicar a passagem das particulas indivi-
duais através das malhas de um peneiro e que suposeram correspon-

der a casos de passagem através de irregularidades da malha.

F(t) |

F(t)
#it)

Fig 2.2: Variagdo do calibre de corte com o tempo de residéncia:

#(t)- calibre de corte; F(t)- cumulante do infracrivo;

ts - tempo terminal da tamisagem.
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Pode verificar-se, através dos dados experimentais que
estes autores apresentam, que o comportamento dessas particulas
quase ndo difere do da maioria das suas congéneres, ao mesmo
tempo que o seu namero & apenas uma Tnfima por¢do do total.

Admitimos, portanto, que as variagtes do calibre de
corte que sdo causadas pelas imprecistes da malha ndo se conse-
guem distinguir das que resultam da variabilidade das particulas

e sdo bastante menores que as causadas por estas Gltimas.

Cegagem dos peneiros

um problené grave que surge frequentemente durante as
analises granulométricas & o da obstrugado dos orificios pelas
particulas que estdo a ser peneiradas. O ritmo a que a colmatagdo
se da depende da carga de minério que esti sobre o peneiro, da
forma das particulas e da luz do peneiro.

Como & evidente, no que respeita a carga, quanto maior
ela fo6r, maiores as quantidades de isocrivo e, consequentemente,
mais rapidamente se di a cegagem da malha. Por isso mesmo &
nabito em certas normas e recomendagtes de ensaio que se estipule
a massa maxima de material a submeter 3 peneiragdo. Cohtudo, a

limitag¢80o do tamanho das amostras tem alguns inconvenientes:

- exige amostragem, com a consequente introdugdo de no-



VOS erros;

- & impraticavel nos casos de preparag8o de amostras de
grande dimensao, quando 08 peneiros funcionam como
separadores;

- ndo deve ser levada aos |imites propostos por certos

autores, sob pena de retardar a cinética (ver 2.6.3).

Quanto a forma, quanto mais irregulares forem as parti-
culas tanto mais tempo demorarad a dar-se a colmatagdo das malhas,
0 gque se deve ao facto de as particulas deste tipo serem mais
f3cilmente desalojadas dos orificios; o material & peneirado mais
lentamente mas o© tempo que demora a dar-se a obstrugao aumenta
também.

Mas, segundo cremos, o factor mais imbortante a ter em
conta na preveng#o da colmatagdo & o tipo de vibragdo produzida
‘pelo agitador e modo como ela & transmitida acs peneiros,

Com efeito, no inicio do trabalho, por na altura nao
haver outra maquina disponivel, utilizamos um agitador suspenso
da Denver (Fig. 2.1B), velho de mais'de trinta anos. Rapidamente
nos demos conta que os peneiros abaixo do de 70 mesh ficavam
largamente colmatados ao fim de quinze minutos (se tanto) de
tamisagem. A colmatagdo aumentava, como ndo podia deixar de ser,
com a diminui¢dc da luz dos peneiros. Pelo contrario, a colmata-

¢%0 que ocorre no agitador da Retsch que foi utilizado em todos
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08 ensaios de tamisagem subsequentes & muito inferior.

Realmente, o movimento que o vibrador da Denver trans-
mite as particulas tem uma componente vertical diminuta enquanto
que o da Retsch, devido ao facto de o prato que suporta a pilha
de peneiros chocar constantemente contra dois batentes de borra-
cha, permite, para 13 do movimento vertical das particulas, a
vibragdo das malhas o que, certamente, tem um importante efeito
de descolimatagdo,

Mais tarde tivemos ocasido de comparar a cinética de
tamisagem dos dois agitadores (Tabela 2.2). Verificou-se que
existia um atraso consideravel no ritmo de passagem das particu-
las através das malhas quando era utilizada a madquina da Denver;
a cinética tornava-se mesmo insuportivelmente lenta para os
calibres mais finos. A nossa leitura dos acontecimentos leva-nos
a acreditar que & a cegagem das malthas que atrasa a tamisagem.

Porque o efeito de cegagem pode influenciar de modo tao
vvincado a cinética de peneiragdo & indispensavel entrar em linha
de conta com este efeito no modelo.

Note-se ainda, no que respeita ao modo como 0 movimento
& transmitido 3s particulas, que a maquina Retsch que foi por nés
utilizada n&do ests também isenta de criticas. ‘Na verdade, quer a
amplitude da vibragdo, quer a forga da pancada contra o batente
variam inversamente com a distancia ao prato do agitador. Por

isso, concerteza que a cinética da tamisagem deve variar também
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Tabela 2.2: Comparagdo de duas cinéticas de tamisagem: |- com
componente vertical da vibrag¢ao (vibrador Retsch); ||

- apenas com agitagao horizontal (vibrador suspenso

Denver);
|
tempo 10CH: 14CH 200 270 400H infra
15 33.3 32.8 32.4 10.5 28.9 6.6
30 31.7 32.5 31.5 8.3 25.5 15. 1
45 31.1 32.2 31.4 7.5 20.8 21.4
60 30.7 32.6 30.3 7.9 18.3 25.0
75 30.3 32.7 30.3 7.9 15.5 28.2
90 30.1 32.5 30.2 7.8 13.1 31.0
105 29.8 32.3 30.2 7.5 12.8 31.9
120 29.8 32.3 30.1 7.5 12.3 32.7
135 29.6 ' 32.5 30.2 7.4 1.7 33.4
1t . _
tempo 10CH 14CH 200H 2704 400t infra
15 54.3 40. 1 15.7 7.8 27.2 0.0
30 43.3 44.7 16,1 7.0 33.7 0.1
45 38.2 45,3 18.6 7.3 35.4 0.6
60 34.7 42.8 21.8 7.8 36.4 1.3
75 31.6 39.0 25.5 8.5 36.6 2.5
90 30.5 37.5 26.8 9.7 36.9 2.9
105 29.5 36.6 27.0 10.5 36.3 4.5
120 28.9 35.7 27.0 11.4 35.3 6.3
135 28.6 35.3 26.5 12.3 35.0 6.9

no mesmo sentido, facto que, a rigor, deveria também ser incluido

no modelo.
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2.4, Precisdo da medida e controlo do erro

Muito embora durante a moagem o problema ndo fosse
posto dessa forma, o problema que na realidade nos afligiu desde
o inicio foi o da precisdo da medida na analise granulométrica.
Trata-se, sem sombra de dividas, de uma questdo universal para
todos o0s ensaios sobre materiais particulados que esta longe de
se encontrar resolvida e que, regra geral, os técnicos de labora-

torio tratam com soberba indiferenga.

importancia do problema

Esta questd8c & crucial para a Preparagio de Minérios,
porque a variavel de referéncia com que trabalhamos sempre & o
calibre e, assim, o0s erros das analises granulométricas vdo
‘inevitévelnente repercutir-se, mais ou menos gravosamente, nos
resultados dos ensaios de fragmentagdo e de concentragdo.

E, apesar disto, & muito raro ver 08 preparadores de
minérios, mesmo ©0S mais experientes e responsaveis, a fazer
qualquer controlo, mesmo que sSumdrio, da precisdao da peneiragdo.
Em geral, baseados na sua experiéncia, postulam que um certo
tempo de residéncia do minério nos peneiros deve proporcionar a

precis8o suficiente. Mas o que & entao a precisao suficiente?
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Surpreendentemente (ou talvez n8o ...) Se passarmos em
revista algumas das recomendagles, mais ou menos oficiais sobre o
assunto, vemos que o panorama ndo € brilhante ¢ que, até certo
ponto, permite compreender as atitudes dos nossos homens de

"~ laboratsrio,

Taggart (1948), como se viu em (0.4.1), diz que 0 ponto
final da tamisagem & obtido quando menos de 0.05Z da massa
original deposta sobre o peneiro passa ao infracrivo durante um
minuto.

Pelo seu lado, Anderson (/n Rasteiro, 1984) afirma que
a peneiragdo se deve dar por concluida quando, durante o interva-
10 de um minuto, a quantidade de material que passa através da
matha do peneiro & inferior a 0.27 da massa inicial da amostra,.

Finalmente, a norma ASTM E276 esclarecidamente indica
que "o ponto final da peneiragdo foi encontrado quando periodos
adicionais de vibragdo dos peneiros ja nao conseguem modificar a
massa de qualquer um dos lotes granulométricos em mais de 0.34".

Como Se pode ver, estas propostas nao primam pela
concordancia nem, muito menos, podem ser consideradas como
modelos de sensatez. Experimente o leitor aplica-las sistemdtica-
mente e vera. E entdo se, em vez de um unico peneiro, utilizar
quatro ou c¢cinco dispostos em pilha?

un pormenor que nos intriga € o modo como foram obti-

das, pelos autores das propostas acima, o0s valores que indicam
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para limite do fluxo de infracrivo (0.05% e 0.2/, ambos por
minuto). Que fundamento & que poSSuUirio?

Por outro lado uma das chaves do &xito de qualquer
trabalho experimental & a capacidade de manter sob controlo os
erros experimentais cometidos. Por isso, no nosso entender, mais
grave ainda que ndo existir qualquer indicagdo segura sobre qual
deve ser o ponto terminal da tamisagem, & o facto de n¥o
possuirmos nenhuma estimativa do erro instrumental cometido
durante a an3lise granulométrica.

No hosso entender esta situagdo raia os limites do
absurdc porque ndoc acreditamos que 08 técnicos que com ela
convivem diariamente se resolivessem a comprar qualquer aparelho
de medida para o seu laboratdério, nem que de uma simples balanga
se tratasse, sem saber qual o seu grau de precisdo. Talvez por
causas analogas & que sempre tivemos a sensagdo difusa de que ha

qualquer coisa de errado no modo cCOMo 08 preparadores de minérios

encaram o trabalho |aboratorial.

GQual idade da separagdo

No que respeita a questdo da precisdo da medida, o
trabalho de Kapur et al (1977) fornece aigumas indicagles

sobre o modo c¢como o erro da analise granulométrica varia no
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tempo, 8Se aceitarmos as |imitagles do modelo que construiran
(sera sucintamente descrito em 2.4.1).

Assim, verificaram que a variancia do nimero de parti-
cutas de "undersize" remanescentes sobre o peneiro cresce inici-

almente, atingindo um maximo para
t= logn2/A 2.1}

e tendendo depois assimptdoticamente para zero (Fig. 2.3). Em
[2.1), 1 & o tempo de residéncia do minério e A & um parametro
tro que esta ligado 3 frequéncia dos choques das particulas com a
maiha do peneiro.

Mas mais significativo que a variancia & o quadrado do
coeficente de variagdo, ja que mede o erro relativo no namero de -
particulas do infracrivo que ainda ndo passaram ao lote seguinte
e que decresce mondtonamente com o temo de peneiragao (Fig. 2.4).

Mais tarde, Madureira, C. M, (1985) retomou estes resul-
'tados em termos de trabailho tedrico e pdde estabelecer a evolugdo
das curvas inferiores de partig8o da peneiragao em fungdo do
tempo (Fig. 2.95).

Os resultados deste Gltimo autor concordam com o que ja
& sabido, isto &, que as particulas do lote granulométrico que
tém dificuldade em passar se encontram na classe granulométrica
imediatamente acima do calibre de corte feito peio peneiro. Sdo

elas, em fungd3o do tempo, que vdo constituir os "misplaced" da
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Fig. 2.3: Evolugdo da variancia do infracrivo.

Fig. 2.4: Variagdo no tempo do C,Z do infracrivo.
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Fig 2.5: Evolugdo no tempo das curvas de partigdo.
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curva de Trompp (sobre a definigdo e papel da curva de Trompp,
veja-se Testut, R. J. (1955, pp. 32-415) e causam, por isso, 0
erro da separagao.

Habitualmente considera-se que o tramo superior da

curva de parti¢30 por tamisagem, ao contrario do que acontece com

08 outros processos de classifica¢do, corresponde a um degrau de

Heaviside. Isto &, oS "misplaced"” s& ocorrem no sobrecrivo e
nunca no infracrivo, porque, como as partfculas de calibre

superior ao da luz do peneiro ndo conseguem nunca passar ao lote

100°%/s o

508 f——mmmmmmmmmmf e e

b - — —— — —_——

0%/e $p Calibre

Fig 2.6: A curva de Trompp da tamisagem;

: "misplaced"” apenas no sobrecrivo;

------ —: "misplaced” no infracrivo.
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granulométrico imediato (desde que a malha esteja em boas condi-
¢8es), a peneiragao produz sempre um corte exacto.

Contudo, se levarmos em |inha de conta o facto de que o
calibre de corte varia no tempo durante a peneiragao (Fig 2.2),
concluir-se-a que também se podem considerar "misplaced" no

infracrivo (Fig., 2.6)

Duas questfes

Este problema da precisdo da tamisagem pode revestir-
-se de duas formas, tal como aconteceu no nosso caso, ja que a
tamisagem pode ter dois propdsitos distintos: a simples analise
granulométrica que se pode (e deve) efectuar sobre amostras
representativas de dimensao tanto quanto possivel reduzida e a
preparagfio de amostras com vista a posteriores ensaios de frag-
mentagdo ou de concentragdo.

No primeiro caso, estamos interessados em ter um
controlo eficaz sobre a precis8o com que a peneiragao esti a ser
conduzida, de modo a que, idealmente, apenas existam em cada
infracrivo as particulas que na realidade 13 devem estar. Esta
preocupasdo pode ser resumida numa Gnica pergunta: "Quando & que

devo parar?"

No segundo caso as coisas tomam uma forma ligeiramente



diferente. Agora j3d ndo podemos trabalhar com amostras de pequena
dimensdao mas, pelo contrario, estamos a utilizar os peneiros como
separadores (de alta precissdo, espera-se .,.) manipulando,
frequentemente, amostras com varios quilogramas. Entdo, se
quisermos levar a separagdo em lotes granulomé&tricos aos extremos
da precisdo, vamos ter que nos defrontar com tempos de peneiragao
que sdao perfeitamente incomportiaveis. Aqui a pergunta deve ser

posta de outro modo: "Como € que poSSO reduzir responsivelmente o

tempo de preparag¢ao da amostra sem que oS resul tados dos meus
ensaios de fragmentagdo ou de concentrag¢ado sofram com iSso?

S5 podemos dar uma resposta cabal a estas duas questles
se possuirmos um conhecimento razoavel dos factores que determi-
nam a cinética de tamisagem e, ainda, do modo como 0OS erros

instrumentais influenciam o processo,
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3. Trabaiho experimental

3.1 08 ensaios

Os ensaios fisicos consistiram em tamisagens efectuadas
sobre amostras provindas de materiais diversos que foram executa-
das numa série completa de peneiros ASTM (norma E11-70) da marca
Retsch com as luzes seriadas em progressdo geométrica de razdo
(2)1/2, 0 erro no calibre de corte que se pode atribuir & defor-
magdo da malha metalica foi minimizado pela utilizagdo exclusiva
de peneiros novos.

Os peneirog foram colocados num agitador Retsch (Fig.
2.1A) em trés grupos de cinco: o primeiro de 4 a 16 mesh, o
segundo de 20 a 70 e o terceiro de 100 a 400 mesh. Procedeu-se a
an3alise granulométrica dos materiais a tempos totais longos que
variaram, consoante a finura das particulas entre 90 e 360
minutos., Os lotes granulométricos foram pesados sistematicamente
a intervalos de 15 minutos numa balanga Mettler PC 4000 de
precisdo 0.1 gr.

Os ensaios (e respectivos ajustes) foram designados

pelas iniciais(*) do material que foi analizado granulométrica-

(%) VGN significa: minério de Vale de Gatas, nova toma.
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mente, seguidas por um ordinal que corresponde ao namero de ordem
(cronolégica) do ensaio e ainda por um outro, retirado do
conjunto {1,2,3] Qque designa o grupo de peneiros utilizado.
Assim, por exemplo, U23, significa minério da Urgeiriga, segunda
amostra, terceiro grupo de peneiros,

Com os valores assim obtidos formaram-se as matrizes
dos dados experimentais que foram introduzidas, como "input", nos
programas de simulagdo.

As versbes iniciais destes dltimos foram desenvolvidas
em BASIC, num computador Cyber 170/720, no Centro de Informatica
da Universidade do Porto e em Pascal HiSoft, corfendo num Sin-
clair Spectrum 48K,

A versdo final dos programas foi desenvolvida em
TurboPascal (vers8o 3.008) num compativel IBMl(com processador
intel 80O86). Os programas forma depois transpostos, através de um
_protocolo de ligagdo -Kermit- para um minimicro Stride 460 (com
processador Motbrola 68020), onde, depois de alguns acertos de
compatibilizagdo, se efectuaram as corridas finais de ajuste,
correndo em Pascal USDC, sob Unix.

Foram produzidos os seguintes programas relativos a

tamisagem:

CRM2N1.PAS - recupera os vectores dos parametros para cada

ensaio f1sico;

TEMPO.PAS - versao do programa anterior que determina o
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ponto final e o erro da tamisagem;

NOSTRADAMUS.PAS - versdo de CRM2N1.PAS que actua como
previsor (veja-se 2.7.1);

GRAF.PAS -~ programa auxiliar de execugdo dos graficos de
ajuste.

Finalmente, transferiram-se os resultados dos ajustes
de volta para o compativel IBM, onde as tabelas e uma parte dos
graficos foram executados com o software integrado Symphony
(versao 1.1). Os testes estatisticos foram feitos no compativel
IBM, com o utilitario StatGraphics.

O presente texto foi escrito em IBM PC com o editor de
texto DisplaywriteAssistant (vers®o 1.5), enquanto que 0s grafi-
cos que ilustram os ajustes foram executados num "plotter" Epson

H1-80,

3.2 As amostras de minério

Como o nosso propdsito inicial se centrava na utiliza-
¢%0 do granodiorito, as quatro primeiras amostras foram obtidas a
partir do mosaico de exportagdo descrito em (1.3.2), pelo mesmo

processo que serviu para produzir as cargas do moinho.

Mais tarde surgiu-nos a necessidade de obter novos

dados com outros materiais. Para esse fim utilizamos alguns miné-
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rios Jja fragmentados (naturalmente ou n¥o) e que se encontravam
armazenados no Departamento de Minas. Vamos passar a descrevé-1los
muito sucintamente, apenas no que interessa mais directamente ao

presente trabalho.

Min&rio de Vale de Gatas: amostras VG e VOGN

Trata-se de um minério filoneano de estéril quartzoso e
com encaixe de xisto bastante metamorfizado e mineralizado em
volframite e cassiterite. A quantidade de mica (verosimilimente
derivada das salbandas) & diminuta.

Aparecem particulas esquirolosas de guartzo, mas sio
curtas e em escassa percentagem. Pelo seu lado, o0 xXisto ndao da
fragmentos muito alongados, mas sim predominantemente tabulares.
Ocorrem ainda algumas particulas quase esféricas que sdo, segundo

todas as evidéncias, concregfes de 1imonites.

Minério da ENU (mina???): amostras U
Trata-se de um micaxisto pouco metamorfizado (ou

retrometamorfizado?) com quantidades importantes de mica e

mineralizado em torbenite.

As particulas entre 43 e 50#, quando vistas 3 lupa,
apresentam-se achatadas, equidimensionais em planta e praticamen-

te sem esquirolas. Abaixo dos 100 acentua-se um pouco a irregu-

laridade das formas.



Areia de duna (praia de Miramar): Amostras A

Como nos interessava testar o modelo com um material de
caracteristicas peculiares escolthemos uma areia de duna por se
tratar de um sedimento muito maduro. Segundo as evidéncias
disponiveis as particulas foram classificadas pelo menos duas
vezes; a primeira pela acgdao da agua, na linha de mare e a
segunda, durante a construg¢do da duna, por acgdo edlica. Por isso
ndo admira que a quase totalidade das particulas se concentrem
nos lotes +40 e +50 mesh.

Os grdos sao largamente equidimensionais, com uma
grande percentagem de arredondados e polidos (%20%). Mineraldgi-
camente, o material & constituido, na sua quase totalidade, por
quartzo, mas abaixo dos SO comegam a aparecer densos (principal-
mente magnetite) em proporgao elevada. Abaixo de 704 aparecem
micas em grande quantidade, oriundas dos micaxistos proximos e as

esquirolas tornam-se agora muito mais abundantes.



4. O modelo de tamisagem

4.1 Un pouco de histdria

Na dltima dezena ¢ meia de anos tem-se vindo a assistir
em quase todo o mundo a um importante esforgo colectivo na
tentativa de aplicar modelos numéricos as operagtes unitarias da
Preparasdo de Minérios, chegando-se mesmo a propor "packages"
para projecto integrado de lavarias (Lynch & Narayan, 1986).

Embora ndo emitamos quaisquer juizos de valor sobre
este tipo de abordagem, uma certeza nos fica: preferem-se
aspectos mais espectaculares e apelativos (como a filutuagdo ou a
moagem) em detrimento de outros que, por serem mais obscuros (mas
N30 menos importantes), sé de longe em longe sdo contemplados com
a esmola de um artigo.

£ nesta Gltimé situagdo que se encontra a analise
granulométrica por tamisagem, base de todo o trabalho laboratori-
al. Na verdade, so temos conhecimento de trés trabalhos relevan-
tes éobre o assunto, embora ja um pouco antigos: wWhitby, K. T.
(1958); Kaye, B. K. (1962) e Kapur et al (1977). Vamos passa-los

em revista muito sucintamente.
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whitby, K. T. (1954).

Trata-se de um trabalho muito curioso onde o autor,
eng® mecanico, utiliza a analise dimensional para estabelecer um
modelo da tamisagem descontinua que valida através de té&cnicas
estatisticas diversas.

Com base no seu préprio trabalho experimental e num
anterior artigo de Fagerhoit (1945), afirma que o processo de
peneiragdo se divide em dois periodos distintos, mas consecutivos
no tempo, separados por um periodo de transigdo (Fig.2.7).

Para descrever o primeiro, prope uma cin&tica linear
de 12 ordem e para o segundo, afirma que se pode ajustar com

sucesso uma lei log-normal a cumulante do infracrivo.
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Fig 2.7: Duas fases sucessivas na peneiragdo - adaptado de

whitby, K. T. (1954).



Para 15 de quaisquer reparos que ¢ tipo de abordagem
seguido pelo autor hoje em dia poderia suscitar, s8o de notar
algumas das suas conclusles:

1. O ritmo da peneiragdo depende fortemente da carga de
particulas sobre o peneiro e & tanto mais alto quanto mais arre-
dondadas forah as particulas e mais 1iso 0 seu contorno.

2. O tipo de agitador utilizado na tanisagem tem um
papel decisivo na cinética do processo. ‘isto mesmo pudemos
comprovar as nossas custas gquando, nos ensaios iniciais, utiliza-
mos um agitador suspenso da Denver.

3. O autor indica que a duragdo do primeiro periodo da
tamisagem & muito variavel, indo desde menos de {1 minuto para as
"pé&rolas" de vidro, até cerca de 30 minutos para particulas de
farinha,

4, O aumento da carga de particulas a analizar atrasa

de modo substancial a passagem do primeiro periodo de peneiragao

para o segundo.

Kaye, B. H. (1962).

O autor, fisico de formagdo, dirigiu o seu trabalho no

sentido da analise do erro associado as analises granulométricas

feitas por tamisagem.
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Para esse efeito desenvolveu um modelo da peneiragdo
(cinética 1linear), bastante mais limitado que o de whitby, K. T.
(1958) que & aplicavel, segundo o autor, apenas i parte terminal
da separasdo e ao caso de particulas esféricas. Confrontou este
modelo com resultados experimentais obtidos a partir de peneira-
cles feitas 3 mdo sobre um material constituido por esferas de
bronze.

Em seguida, desenvoliveu e aplicou um processo grafico
de determinacdo do valor do "oversize" para tempos de residéncia
infinitos a partir de quatro tamisagens feitas a mdo sobre
amostras retiradas do mesmo material. Finalmente, comparou os
seus valores com oS que sdo obtidos quando & utilizada a norma
BSS 1796 (analise granulomé&trica por peneiragao).

Como seria de esperar, pelas datas de publicagdo,
nestes dois trabalhos naé 880 utilizadas quaisquer técnicas
numéricas. O mesmo j3 ndo se dira do artigo que descreveremos de

seguida e que, tanto quanto julgamos saber, &, a data, o anico

caso de produgdo de um modelo numérico de tamisagem.
Kapur, P. C. et al (1977)
Os autores consideram que a passagem das particulas de

infracrivo atraves da maltha de um Gnico peneiro obedece a uma ci-
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nética tinear de 12 ordem, desde que, como eles, possamos admitir
que as particulas sdo morfoldgicamente idénticas e n¥o interac-
tuam entre si. Em seguida utilizam as condigtes mais ou menos
evidentes a que deve obedecer a probabilidade de passagem de uma
particula de infracrivo -"processo de morte simples"- para
estabelecer uma equagdo diferencial em t e as diferengas finitas
em N (n2 de particulas de infracrivo que ainda se mantém sobre o

peneiro), que integram analiticamente, resultando

no
PIN(t)= nl= ¢ n) PN (1-p)NO-n (2.11

Esta equag¢do afirma: a probabilidade de que o namero de

particulas de infracrivo N(t) que ainda se encontram sobre o
peneiro seja igual a n, ao fim do tempo t, corresponde a uma
distribuigdo binomial, de parametros:

no - n2 de particulas de infracrivo sobre o peneiro para o

instante t= O;

pz e-M, onde t & o tempo e A § uma constante de proporcionali-

dade que representa a frequéncia dos choques das particulas

com a malha do peneiro.

Posteriormente, introduziram no modelo o efeito de

cegagem da malha, que consideraram que correspondia a um simples

processo de Poisson.

Os autores informam que obtiveram com este modelo ajustes



razoaveis para tamisagens feitas com um "sonic sifter", enquanto
que ja ndo puderam dizer o mesmo para o caso da utilizagdo de um
agitador de peneiros do tipo "RoTap".

O modelo de Kapur et a/ (1977) & criticavel nos seguin-
tes aspectos:

1. Ndo & tomado em consideracdo o facto de a peneiragdo
ser um processo colectivo em que existe interacgdo entre as parti-
culas. Foi por isso que os autores apenas o testaram para muito
pequenas dimensties amostrais (em massa).

2. Consideram que todas as particulas do "undersize" tém
a mesma probabilidade de passagem, © que constitui, evidentemente,
uma aproximagdo grosseira.

3. N30 foi tomada em consideragdo a existéncia de isocri-
vo, o que levou os autores a sd utilizarem nos seus ensaios fisicos
amostras muito bem calibradas.

4, Finalmente, como as condigles a que supliem que deve
obedecer a probabilidade de passagem de uma particula isolada sb
840 validas para At-> O, n3o & possivel a sua implementagao dire-

cta em casos mais complexos que tenham que fazer apelo a integragao

numérica (veja-se 3.8 e 3.10).
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4.2, Cinegtica linear de primeira ordem

Consideremos que, apds inspecgao visual, decidimos
utilizar na analise granulométrica um conjunto de nc peneiros que,
se forem bem escolhidos, repartirdo a nossa amostra em nl=nc+1
lotes de particulas. Fagcamos uma piltha com 0SS peneiros seriando-os,
de cima para baixo, por ordem crescente do seu namero de ordem
(isto &, com o de maior luz no topo e o de menor 1uz no fundo), e
coloquemo-10s, com o respectivo recipiente do fuhdo. no vibrador,

Partamos do principio que o ritmo de passagem das parti-
culas através da malha do peneiro & em cada intervalo temporal
suficientemente diminuto (ver 3.8.2), proporcional ac seu ndmero

sobre o peneiro. o que & o mesmo que propdr uma cinética de primei-

ra ordem para a tamisagem batch.

Tomemos © peneiro Kk da nossa pilha e anal isemos o modo

como varia com o tempo, durante a tamisagem, a quantidade(¥) m¢, de

particulas pertencentes ao lote granuloméirico 1 que sobre ele se

encontra. Essa variagdo & dada por

d

¢ = [2.2]
dt Kl

c + 1 o
K1 Kl K-11 K-11

(K=1, 2, ..., nc); (I=K, ..., nc+i)

() A quantidage de material pertencente a cada lote granulomé-
trico, embora tenha sido determinada em massa nas tamisagens reais,
foi depois transposta para namero e/ou area ocupada pelas parti-
culas, devido ao modo como 0 modelo foi construido.
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onde a constante de proporcionalidade ¢y}, & o coeficiente cingtico
do lote granulométrico 1, quando se encontra sobre o peneiro K., A
primeira parcela representa a quantidade do lote 1 que, no interva-
lo temporal dt, passa ao peneiro imediatamente inferior, enguanto
que, simétricamente, 3 segunda parcela corresponde o namero de
graos minerais que, nNo mMesmo fntervalo de tempo, chegam ao peneiro
K, vindas do que lhe fica imediatamente acima. Como & evidente,
esta parcela aditiva & a simétrica da parcela subtractiva para o
peneiro Kk-1. Por isso, tanto no que respeita a integrag¢do (ver
3.10) como no que respeita 3 propria cindtica, basta-nos tomar a

fracgdo de cada 1ote que passa ao peneiro que esta por baixo, ou

seja, considerar apenas (nc+1).nc/2 equagltes cinéticas da forma

d

—m = - m [2.3)
dt Kl Kt Kl

(k= 1, 2, ..., NC); (1= K, ..., NC+l)

e proceder, para cada tempo t, as respectivas adigles e subtrac-

sles,
Considerando © caso de um Gnico peneiro e supondo que oS
coeficientes cinéticos sfo invariaveis no tempo, ou seja, que a

cinadtica de 12 ordem & linear, a integra¢do de qualquer uma das

equagties do tipo [2.3] resulta em

m =m0 Exp (-¢ 1) {2.4]
K1 Kl Kl
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onde MmOk} & o numero de particulas do lote | que se encontram sobre
o peneiro K no infcio da tamisagem. Nestas condigles, a variagdo da
massa dos lotes granulométricos contidos sobre um GNiCo peneiro

teria a forma de uma exponencial decrescente (Fig 2.8).
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Fig. 2.8: Duas cinsticas simultaneas de tamisagem.
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4.3 Probabilidade de passagem

Seja a cin&tica linear ou ndo, precisamos de saber que
forma tomam o0s coeficientes cinéticos ck). Numa primeira analise,
devem depender ndo sé das distribuigbes das propriedades da popula-
¢d0 que sejam relevantes paré O caso da tamisagem,

distribuigdo granulométrica,

forma das particulas,

quant idade de material,

mas também das condi¢les operatdérias em que ela décorre isto &:

agitagdo conferida ao material,

area dos _peneiros,

estado de colmatag¢do das malhas de tamisagem,

crivos utilizados (luzes e diametros dos fios).

Mas quando afirmamos que a peneiragdo depende da quanti-
dade de particulas e do estado de colmatagdo das malhas, estamos
implTcitamente a considerar gque 'O processo & ndo-1l inear, porque
estes dois factores variam no decurso da operagdo. Realmente,
trata-se de um processo de separagdc que actua sobre sistemas
particulados e, forgosamente, existe interacgdo entre os graos
minerais, tanto mais intensa quanto maior for a agitagdo do meio e
quanto maior o nimero de particulas. Entdo, o ritmo a que a tamisa-

gem vai decorrer, mesmo que Sé consigam manter fixas as caracteris-

ticas operatdérias do agitador dos peneiros, n3o se mantém constan-
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te, ou seja, o processo & n3do-linear: o modelo grafico linear, que
apresenta na Fig. 2.8, para o infracrivo, n#o passa de uma primei-
ra aproximagdo.

Por outro lado, temos de levar em |linha de conta que a
tamisagem &, intrinsecamente, um processo estocistico de tentativa
e erro, porque as particulas, a cada um dos impulsos a que sab
submetidas pelo mecanismo de vibragdo, adquirem uma certa proba-
bilidade de passagem ao infracrivo, que depende tanto das suas
préprias propriedades como das caracteristicas (varidveis) do meio
circundante: entdo os coeficientes cindticos podem (e devem) ser
formulados como probabil idades (de certo modo ligadas 3 lei binomi-
al).

Para descrevermos convenientemente o mecanismo interno da
tamisagem, atentemos no facto de podennos decompor cada tentativa
bem sucedida de passagem de uma particula ao lote inferior, por
parte de uma partfcula, na ultrapassagem de duas barreiras suces-
sivas:

- a primeira, criada pela presenga dos outros graos, que ihe
impedem o acesso 2 malha do peneiro;
- a segunda, que & formada pela prépria malha de tamisagem.

Quer isto dizer que a probabilidade instantanea dé

passagem de uma partfcula deve ser escrita como o produto de dois

factores:

- a probabilidade de a particula entrar em contacto com a ma-
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lha de tamisagem, que & devida ao caracter colectivo (e

ndo-1inear) do processo de tamisagem;

- a probabilidade de o fragmento passar ao infracrivo, se en-

trar em contacto com a malha, que representa o comportamento

da particula e depende apenas das suas propriedades indivi-
duais.

Resumindo o que foi dito sob a forma de uma expressdo:
P [pass.}= Pl[contacto] * P'[pass.|contacto], {2.5]
|

em que P| designa a probabilidade instantanea.

Vejamos primeiro como & que P'{passagan contacto}] deve
ser descrita. Para isso tomemos uma Unica partTcula na populagao
que se encontra sobre o peneiro e observé-mo-la durante um interva-
lo de tempo suficientemente curto (da ordem de um ciclo de vibragdo
do agitador dos tamises) para que, verosTmi Imente, a sua trajectd-
ria n% seja pertubada pela interacgdo com qualquer uma das suas
vcongéneres. Nessas condi¢les, ela sd passari ao lote imediato se a
sua trajectéria intersectar a malha de tamisagem, sem que toque no
tecido metdlico.

Olhando para a Fig. 2.9., verifica-se que, nessas.condi-
¢Bes, uma particula que incida sobre a malha de tamisagem segundo

um angulo préximo da normal, tem 3 sua disposigdo para passar uma

irea que & dada por
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2
Uk-91) [2.6)

K= 1, 2, ..., Nc); (1= K+1, ..., Nnl);

que corresponde apenas a uma fracgdo da srea total ocupada por cada

malha do tecido de tamisagem, que, por sua vez, & expressa por

2
O-f)» 2.7
K= 1, 2, ..., nc); (V= K+t, ..., nl);
com: 1k - luz nominal do peneiro; fik - diametro do fio da malha de

tamisagem; @) - diametro nominal das particulas do lote 1.

Fig 2.9: Passagem de uma partTcula através da malha do tamis;

£- diametro nominal do fio; 1- luz nominal; g- calibre da

partfcula.
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A determinagdo do calibre nominal das particulas 1, in-
dispensavel ao calculo da probabilidade de passagem a posteriori,
bem como 3 determinagdo dos valores a; e npij (respectivamente a
3rea da secgdo recta nominal das partfculas do lote 1 e o nGmero de
particulas do lote granulométrico 1) contradiz frontalmente o
princifpio de ndo-ingeréncia dentro do fnterva]o granulométrico qde
foi enunciado em (1.2.2). Porém, como se vera mais ad?ante em
(2.6.4), ¢, sb6 tem valor operacional, por ser sempre possTvel
atribuir-lhe novos valores dentro do intervaio }1y_4 j)[, limitado
pelas luzes nominais dos peneiros, sem que 0S raciocinios que
envolvem o estabelecimento do modelo percam a sua val idade.

Assim sendo, a probabilidade de a particula passar,

quando entra em contacto com a malha de tamisagem, & dada por(*)

( -d)2
K com ! < Ki

V)= 1 - f [2.8)
PK, 1] (- f)

] , com 1 2 K.

Note-se, a propdsito, que as razbes entre areas ocupada
por aberturas e areas totais dos peneiros da série de Tyler, que
correspondem ao !imite superior da probabil idade de passagem 3 pos-
teriori para as particulas de cada calibre, & muito menor do que se

suporia 3 primeira vista, como se retira da Tabela 2.3.

(*) Os calibres mais finos s80 os de ndmero de ordem mais alto.
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Tabela 2.3: Probabil idade de passagem a posteriori para particu-

las de calibre desprezivel.

a4 6 84 124 163
0.570 0.535 0.493 0.459 0.416
204 304 404 508 708
0.387 © 0.367 0.353 0.339 0.339
1008 1408 2008 210% 400K
0.333 0.339 0.343 0.347 0.364

4.4 A n8o-linearidade

A probabilidade de a particula entraf em contacto com a
malha de tamisagem, dada a competig@o entre as particulas, deve
ser inversamente proporcional 3 carga presente sobre o peneiro.

Consideremos a populag8io de grdos minerais presente
sobre o peneiro. Se as partTculas n8o forem excessivamente leves
em relagdo 3 agitagdo que lhes & transmitida pelo aparelho para
que o© efeito de levitagdo das particulas seja menosprezavel
forma-se sobre o peneiroc um meio multi—canadé. Nessas circunstan-
cias, a probabilidade instantanea de uma partTcula aceder a rede

de tamisagem & igual ao inverso do nimero de camadas formadas:
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1
Plcont= ' [2.9)
Ne

com

Pleont— Probabilidade instantanea de contacto com a malha;

Ng- nimero de leitos de partfcuias sobre a malha.

£ de esperar que a carga se distribua assimdtricamente

sobre o peneiro e, tambdm que, no decurso do processo, as particu-
las com dimenstes criticas tendam a colmatar as malhas, diminuindo
o namero de aberturas disponfveis. Esfes dois factos fazem com que
nem toda a superficie do peneiro possa ser efeétivanente aproveita-
da. Por isso, no cAlculo do ndmero de camadas nao pode figurar
explTcitamente a Area total do peneiro, mas sim uma sua restrigdo,

a que chamaremos Srea atil de tamisagem e designaremos por Sat.

Como & evidente, verifica-se Sat=Sat(t), isto &, a area
atil de ianisagem varia no tempo. Como n3o podemos ter a pretensdo
de representar o fendmeno modelado em toda a finura da analise
vatanfstica mas, pelo contrario, estamos interessados principalmente
em que exista concordancia entre oS valores experimentais e o0s
valores calculados, desde que esta premissa seja satisfeita por um

wyalor mddio" de Sat, isso bastar-nos-i. Deste modo, Sat, constante

durante toda a tamisagem, seria tomado como parametro a ajustar.

Entdo, sendo:
K- n? de ordem do peneiro;

1- n@ de ordem do lote granulométrico;
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NPk} - N2 de partfculas do lote | presentes sobre 0 peneiro K;
ay - area nominal (*¥) da secGgdo recta das particulas do lote 1}
Sat - a area de tamisagem atil,
o namero de camadas que se formam 3 superficie do- peneiro & dado
pela expressdo

Sat
Nc= (2.10)

nl
2: a np
|=KI !

Dizer-se que a probabilidade de contacto com a malha de
tamisagem & o inverso do ndmero de camadas, & estritamente verdade
apenas para o acontecimento instantaneo. Como o nosso modelo feno-
menolégico vai tomar a forma de uma sistema de equagles diferenci-
ais (em que a variavel independente & o tempo), isso nao deveria
constituir dbice, porque & sempre possivel considerar intervalos de
tempo infinitdsimos. Contudo, as equagles diferenciais [2.3) sdo
n%o-1ineares e, por isso,temos que recorrer 3 integragdo numérica.
Ora, qualquer que seja o mdtodo numdrico utilizado, o incremento
At da variavel independente que utilizarmos tem forgosamente que

ser, por diversas raztes, (veja-se 3.10) varias vezes superior ao

(*) No seguimento do raciocinio estabelecido em (2.4.3), a propdsi-
to da determinag8o do calibre nominal, note-se que a utilizagdo de
uma Area nominal da secgdo recta para cada calibre n8o implica, de
modo algum, O estabelecimento de qualquer pressuposto relativamente

a forma das partfculas.
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ciclo de funcionamento do vibrador. Por isso, e sem diminuir no que
quer que seja a validade do modelo, tomaremos a probabilidade de
contacto como inversamente proporcional ao namero de camadas, © que

significa que a expressido [2.9) passa a tomar a forma

Peont= Ver . [2.11)

onde a constante de proporcional idade, VCr, & designada por veloci-

dade de tamisagem e passa a ser 0 segundo parametro a ajustar.

Na primeira versdo do algoritmo de ajuste ndo se intro-
duziu este parametro. Imediatamente se notou que a cin&tica do
modelo era bastante mais lenta do que a3 real, ao mesmo tempo que se
descobria que a qualidade do ajuste melhorava com a diminuigdo do
intervalo de integragdo At, o que na altura, se nos afigurou como
sendo um absurdo. Viu-se mais tarde (3.8.1) que tal ndo era o caso.

A necessidade de "acelerar" a cindtica do modelo e de o
tornar, atd certo ponto, independente de At, levou-nos a intro-
duzir VCr, que 3 altura, tinha um caricter puramente heuristico. Sd
mais tarde se encontrou a razdo tedrica que justificava a utiliza-
G40 do parametro. Verificou-se assim, mais uma vez, que "o modelo
tem sempre razdo".

O parametro VCr representa, pelo modo como foi introdu-
zido, o namero de tentativas de passagem ao infracrivo que, em

média, cada particula & capaz de fazer em cada intervalo de tempo
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da integragdo numdrica, ou seja, constitui uma medida do estado de

agitagao do meio separador.

Sendo assim, © modelo passa a ser representado por

(nc+1) .nc/2 equagles diferenciais da forma

d sat vcr (Ik- #1)2
- - , [2.12)
at nl (k- f) 2 ‘
anp
1=K

que devem ser integradas, para cada configuracdo de parametros, ao

longo de todo o intervalo [tg, tgina)l.

4.5 O isocrivo

Com este primeiro modelo, a aderéncia do modelo 3 tamisa-
gem ffisica & bastante razodvel, para t=tp;ns). Contudo, como se
pode ver no exemplo de Tabela 2.4, estes resul tados conseguem-se a
custa de um estrutura dos resfduos em que 0s maiores valores se
concentram, de longe, nos primeiros instantes da tamisagem: o mode-
lo n¥%0 poderia nunca cumprir eficazmente a sua fungdo de previsor
e, consequentemente, ndo teria a utilidade necessaria.

Pela analise passo a passo do funcionamento do modelo
("tracing") e do modo como 08 resTduos se iam formando, chegou—ée

entdoc 3 conclusdo de que, para O peneiro de ordem K, enquanto que
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Tabela 2.4: Ensaio Gi1: resultados do ajuste do modelo a quatro

parametros e respectiva matriz dos residuos.

Tamisagem numér-ica

tempo 44 (5522 8t t2H 164 infra
15 111.16 161.85 97.72 75.84 56.78 499.15
30 110.65 152.00 97.86 75.79 56.85 499,35
45 110.22 152.13 97.97 75.79 56.91 499,49
60 ~109.88 ~ 152.24 98.04 75.80 56.93 499,60
75 109.59 152.34 98.09 75.82 56.94 499,70
90 109.36 152.43 98.12 75.86 56.94 499,78

Tamisagem fisica

tempo 44 6% 8t 124 16  infra
15 115.2 155.6 98.0 75.2 57.3 491.6
30 113.3 153.6 98.6 75.0 57.4 494.9
45 112.3 152.6 98.7 75.6 - 57.2 496.9
60 111.1 152.3  98.3 76.1 56.8 498.0
75 109.2 153.3 97.8 76. 1 56.8 499.2
90 108.3 152.9 98.0 76.3 56.7 500.3

Matriz dos resfduos

tempo 44 64 8 128 164 infra
15 4.0 -6.3 0.3 0.6 0.5 -7.6
30 2.7 1.6 0.7 -0.8 0.5 -4.5
45 2.1 0.5 0.7 -0.2 0.3 -2.6
60 1.2 0.1 0.3 0.3 -0.1 -1.6
75 -0.4 1.0 -0.3 0.3 -0.1 -0.5
90 -1.1 0.5 -0.1 0.4 -0.2 0.5
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as particulas pertencentes a, pelo menos dois intervalos granulo-
métricos adiante, passavam ao infracrivo a uma velocidade que
concordava com a do caso real, as do lote K+i passavam excessi-
vamente depressa.

Quer isto dizer .que a peneira¢8o das partfculas do lote
K+1 tomadas sobre o peneiro K, & frequentemente mais lenta que a
que se verifica no caso geral, o que esti de acordo, quer com as
curvas de partigdo da Fig. 2.5, quer com as observagles de

whitby, K. T. (1954), que referimos em (2.4.1).

Por isso, e mais uma vez apenas como necessidade heurTfs-

tica, tornava-se imperiosa a introdugdo de um efeito retardador
neste lote, o que correspondia a admitir que existiam, para cada
peneiro, pelo menos duas cin&ticas de tamisagem concomitantes (Fig.
2.8), uma mais rapida e outra mais lenta. Enquanto que a primeira
se esgota rapidamente pelo desaparecimento das particulas a que diz
respeito, a segunda prolonga-se no tempo. A passagem de uma cinédti-
ca a outra deve real izar-se através de um perfodo de transig#o.
Para esse fim consideramos que em cada lote existe uma

certa fracgdo de isocrivo, cuja velocidade de passagem, através

da malha que o limitara superiormente, & menor que a que ocorre
para as restantes particulas (note-se que 85 consideradmos o "iso-
crivo superior", isto &, as partTculas que, apesar das dificulda-

des, para t-> ® acabam por passar ao lote seguinte).

Introduzimos assim dois novos parametros no nosso



modelo:

- Flso[l] - frac¢do de isocrivo;

- Plsopl] ~ parémetro multiplicador, contido no intervaio
[0,1), que tem por objectivo a diminuigdo da probabilidade total de
passagem das particulas do isocrivo.

Assim, em cada ciclo de ajuste, para t= O, cada um dos

lotes & decomposto em duas partes através da expressdo

m .Fiso
K1 |

m = : (2.13)
Kl

m .(1-Flso ),
Kl 1

com Flso[l1}€ [0,1], o que faz com que, para cada peneiro K, a
equaglo diferencial que rege a passagem do lote kK+1 seja desdobrada

em duas: uma para as particulas "normais" e outra para o isocrivo,

isto &, respectivamente:

4 sat vCr (k- #))°
— -PiSO] ' [2.14)
dt nl (k- )8
a npI
1=K
d sat. vCr (k- #1&
- - , [2.15]
dt ni “K_ 'Fk)a
2: alnpl
1=K
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Como, em cada tamisagem real, foram normalmente utiliza-
dos 5 peneiros, isto significa que na verdade estamos a construir
um modelo que simula o funcionamento simultaneo de cinco meios de
separag8o, cada um dos quais com as suas particularidades. Entdo, e

a rigor, cada um dos parametros referidos

sat[!]), vCr{l], PiIso[l}, Fiso{l], [2.16]

(=1, 2, ..., nl)

deve ser tomado como dependendo do peneiro considerado, e, conse-
quentemente, deve ser afectado de um Tndice. Passariamos assim a

ter que contar com 4.nc¢ parametros para ajustar.

4.6 Configurag8o operativa minima de parametros

Se bem que todos os parametros possuam conteddo fenome-
nolégico, conceder: uma tal liberdade de movimentos ao modelo, faria
com que ele deixasse de ser controlavel conceptualmente.

Ou seja: embora os resfduos provenientes do ajuste numédrico
resultassem provavelmente muito reduzidos, tanto o caminho seguido
pelo algoritmo de pesquisa, como também o' seu "ponto &ptimo" de

paragem seriam largamente indiferentes a variagles importantes dos

valores dos parametros; a solug8o encontrada seria numéricamente

instivel. Deste modo tornar-se-ia impossivel qualguer tentativa de
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interpretagdo dos valores dos parametros e a comparagdo entre
ajustes (veja-se Madureira, C. (1§88) e Leite, M. (1984)). Ao
mesmo tempo, o aumento inconsiderado do ndmero de variiveis
conduziria a tempos de ajuste numdrico incomportiveis (ver 3.3.4).

Era por isso indispensavel que decidissemos, com base no
nosso conhecimento directo do processo de peneirag¢do e apoiados no
bom senso, quantos parametros diferentes se deveriam considerar
para obter um ajuste de boa qual idade, sem que com isso se impedis-
se a interpretagdo fisica dos resultados da modelagdo.

Muito embora seja de esperar que a3 superficie Gtil de
tamisagem e a agitagdo conferida 3 carga que se encontra sobre cada
peneiro dependam da distancia ao contrapeso do vibrador e ao ponto
onde s¥o0 aplicadas as pancadas, considerimos que seria legftimo
tomar VCr e Sat como invariiveis de peneiro para peneiro.

O mesmo se ndo poderi dizer dos dois restantes parame-
tros, a n3o0 ser que acreditassemos que a forma das partfculas se
manteria imutivel de classe granulom@trica para classe granulomé-
trica e que a distribui¢do de calibres dentro de cada intervalo
granulomdtrico seria uniforme. Por isso, numa primeira aproximagio,
consideramos que F|86 ‘e Plso podian tomar valores diferentes de
lote para lote.

Contudo, verificou-se que, se tomassemos o mesmo valor de
Plso para todos os lotes, o valor da fungdo objectivo ndo piorava

apreciavelmente. Ao mesmo tempo, através da analise de sensibili-
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dade concluimos que, nestas circunstancias, a resposta do modelo
as variagles exdgenas das matrizes dos dados, ou 3 introdug8o de
pequenas perturba¢lies dos parametros, era muito mais pronta.

Em consequéncia, a configura¢do final de parametros
escolhida e que foi implementada no programa CRM2Nt.PAS(¥) foi a
seguinte:

Sat, VCr, Plso - iguais para todos os lotes,

Fiso - um para cada lote.

Entdo0, para o nimero habitual de cinco peneiros passamos
a dispdr de um conjunto de oito parametros o que, permitindo que o
modelo gozasse de uma certa flexibilidade, ndo negava o principio
da condensa¢8o de parametros (Madureira (1988)).

A qualidade da aderéncia do modelc aos resultados
experimentais e a evolugdo dos residuos com 6 tempo de residéncia
pode ser vista, para cada ajuste no Anexo 2.3, sob a forma de
.tabelas e graficos. Apenas com intuitos ilustrativos, escoihemos

alguns exemplos mais significativos que se apresentam nas paginas

seguintes.

(¥) A listagem deste programa apresenta-se no Anexo 3.2,
enquanto que o seu fluxograma sumario pode ser visto na Fig. 3.2.
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5. Validagd0 do modelo

Até que ponto se pode afirmar que os ajustes que
obtivemos sdo ou ndo de boa qual idade?

Esta pergunta corresponde a uma atitude anti-natural do
investigador porque o© obriga 3 posig80 esquizofrénica de tentar
encontrar, a todo o custo, brechas no edificio mental que t¥%o
laboriosamente construiu, isto &, a constituir-se como implacivel
polfcia de si mesmo. Contudo, a validag8o do trabalho & indisso-
cidvel da fase de implementagdo do modelo e, se possivel, & ainda
mais importante para o bom sucesso do trabalho do que esta
altima,

A pergunta anterior, sobre a qualidade dos ajustes,
pode responder-se através de processos de Tndole muito diferente
que, se forem utilizados conjuntamente, se potenciam uns aos
outros, aumentando muito as nossas certezas sobre as capacidades
(ou incapacidades) que o modelo possui Qquanto 3 representagdo
correcta dos fendmenos que estamos a modelar.

Contudo, & sempre bom ter presente que a nossa resposta
3 quest¥ que acima foi enunciada ndo pode ser dada em termos
absolutos, mas antes deve revestir-se de.um aspecto gradativo:
nd%o existem modelos bons em absoluto ou completamente maus. Da

nossa parte s pretendemos que o leitor considere o modelo que se

abresentou em (2.4) como adequado 3 obtengd3o de novos pontos de
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vista sobre as analises granulométricas efectuadas por tamisagem.

£ o préprio valor que a fungdo objectivo vai tomando
durante o processo de pesquisa que indica ao método de minimiza-
G40 o caminho para o ponto de paragem(*) e indica tambsm (pelo

menos & esse O nosso desejo confessado) a_configuragdo de para-

metros que, dentro das limitagles impostas pelo modelo, melhor

descreve a cindtica do processo.

E por isso que o valor que a fungdo objectivo toma no

ponto de paragem constitui o primeiro critério da qualidade do
ajuste. Contudo, ndo constitui sendo uma sua condigd80 necessiria
(mas nunca suficiente). Pormenorizemos. Muito embora ndo possamos
asseverar que um valor baixo da fungdo objectivo corresponde a um
bom ajuste, &, pelo menos, um indicador fortissimo nesse sentido;

ao mesmo tempo, um valor alto da fungdo objectivo corresponde,

com toda a certeza, a um mau aJuste do modelo.

Embora a nossa crenga na adequagdo do modelo quanto ao
'nndo como representa os factos experimentais ndo seja nunca
absoluta, ela pode ser muito aumentada. Existem varios métodos
que podemos utilizar com esse intuito.

Para além das t&cnicas estatisticas habituais em casos

semelhantes, que ser#o tratadas em (2.5.2), precisamos de verifi-

(¥) No capftulo 3 discutiremos os métodos que se
utilizaram (ou que se poderiam utilizar) para nos assegurarmos de
que o ponto de chegada & um ponto de minimo.
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car se O modelo reage correctamente a diversas situagllies e se a

sua reacgdo, analisivel através da estrutura dos resfduos e da

configuragdo dos parametros, & passivel de leitura fisica.

Un outro caminho que podemos tomar & o da anilise da

sensibil idade, té&cnica que pode ser encarada de um modo tedrico

profundo, tal como fez Espain, C. (1984, pp. 183-209) ou, no
sentido muito mais imediato da simples investiga¢ado heurfstica
sobre 0 modo como a introdugdo de perturbagfies na matriz dos
dados influencia os parametros e a estrutura dos resfduos, o que
se fara no Capftulo 3.

Finaimente, a verificagdo mais sblida '(no sentido
pragnitico do termo) que se pode conceber para um modelo de
simulag¢8o, ocorre quando demosntramos que cqn ele podemos prever

com sucesso eventos que ainda ndo aconteceram. Recordemos que foi

com este intuito que o modelo de tamisagem laboratorial foi
criado.

Mas o papel do modelo ndo pode ficar por aqui. Tambdm
deve ser Gtil (no sentido utilizédo em 1.3.4) por ndo ser defini-
tivo, isto &, através da anilise das suas deficiéncias devemos
poder partir para descrigbes mais aperfeigoadas do objecto

modelado. Por outras palavras: se com ele pudermos aprender.
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5.1 Os residuos

Ndo vamos preocupar-nos com a fungdo objectivo, porque
o ndmero de pesagens & variavel de amostra para amostra. Debru-
¢ar-nos-emos antes sobre um valor dela derivado, que & muito mais

significativo: o resfduo médio por lote e por medida, que desi-

gnaremos por R.M..

Como se pode ver na Tabela 2.5, o R.M., varia entre 0.11
gr.*(loteutempo)“' para VGi2 e 23.64 gr.x(lote*tempo)—1' para a
anostra U23 (veja o Anexo 2.3).

Com a exceps8o dos ajustes das amostras U11, U13 e U23,
caso que trataremos mais adiante, os valores do resfduo mé&dio
quase nunca ultrapassam 1.5 gr~.at(lote«temp-o)“1 (ressalve-se 0s
casos das amostras VGNI3 e VON15) e, em 57/ dos casos & mesmo
inferior ao grama.

O R. M. mé&dio, exceptuando os ensaios Ui, Ui3 e U23, &
de 0.8 gr.n(loteutenpo)", 0 que pensamos que se pode considerar

como satisfatdrio.

Contudo os valores de R. M. resultantes dos ajustes
sobre as amostras U11, U13 e U23 (minério da Urgeiriga), sdo
demasiado elevados. Seri que este facto deve'ser considerado como
relevante para a avaliagdo da qualidade do modelo?

Em. primeiro lugar, se reduzirmos a massa deste minério

a niveis razoaveis, como acontece para U31,/032/U33, verificamos
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que os valores dos resfduos médios se situam ao mesmo nivel da
quase totalidade das amostras restantes.

& que 08 ajustes de ma qual idade foram feitos com o
propdsito de investigar se o modelo conseguiria repr§duzir a
cinética fisica paﬁa condigtes muito desfavoriveis, ou seja: com
0S peneiros a "deitar por fora". Podemos confirmar este facto se
compararmos a massa total de partTcuias que foram peneiradas para
as amostras Ul e LF3 (respectivamente de 1995.6 gr, para Ut e‘de
1822.6 gr para U23), por exemplo, com o que Pryor(*) (1965, pp.
155) recomenda sobre a dimensdo maxima da amostra é peneirar.

O que podemos concluir & que o modelo nd3o se encontra
bem adaptado 3 simula¢do da tamisagem com excesso muito marcado
de material, o que n3c lhe afecta em nada a val idade, porque
corresponde a con&iqoes de trabalho que devemos sempre excluir na
pratica.

Pior seria se os resfduos se distribuissem assimétrica-
.nente, com os maiores valores nas primeiras pesagens, COmoO acon-
tecia quando utiliz&vamos um modelo a quatro parametros (Tabela
2.4), dado que, nessas circunstancias, o modelo ndo poderia nunca
funcionar eficazmente como previsor. Felizmente que nao & esse o

caso.

Quanto ao modo como os resTduos se distribuem pelos di-

(%) Para este autor as cargas mdximas a utilizar s3do de
200 gr e 30 gr, respectivamente para os peneiros de 4 e de 200,



ferentes lotes granulométricos, nos casos em que as amostras
foram passadas através dos trés conjuntos de peneiros nota-se que
os valores mais altos sdo o8 dos lotes de +100# a -4004 e nestes,
" para os lotes +400# e -4004# (como, aliss, seria de esperar, dado
que eles j3 se encontram fora do dominio pratico da tamisagem).
Un pouco mais surpreendente & o facto de os resTduos
mais baixos corresponderem, como regra geral, ao segundo conjunto
de peneiros. Cremos que isso se deve ao maior nimero de partlTcu-
las envolvidas na cin&tica (em comparagao com o primeiro conjunto
de <cinco peneiros) o que dilui umn pouco a aleatoridade da passa-
gem através das malhas dos tamises que & causada pela variagdo da

forma das particulas.

5.2 Técnicas estatisticas

Como fizemos ajustes em norma euclidiana (veja-se 3.2),
o teste estatfstico mais bem adaptado a esta circunsténcia seri o
Qui-quadrado de Pearson e Fischer que determina a qualidade do
ajuste da distribuigdo de uma populagdo obtida experimentalmente
sobre uma distribuig8o tedrica. No caso presente tenps em con-
fronto, para cada tempo de tamisagem, pares de distribuigBes da
varisvel calibre: uma produzida experimentalmente e a outra

gerada pelo modelo. Para verificar se os resultados do modelo e
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as analises granulométricas fisicas podem ser consideradas ou ndo
amostras retiradas da mesma popula¢do, devemos considerar que o
dominio da variadvel aleatdria (o calibre) & dividida em nl
intervalos (as c¢lasses granulométricas). Ent8o utilizando a bem
conhecida formulagdo do Qui-quadrado (Sachs, L. (1978)), podere-
mos comparar a frequédncia esperada (distribuigdo produzida pelo
modelo) com a frequéncia observada (probabilidade de uma observa-
¢do experimental cair no intervalo granulométrico).

Mas, se estamnos a comparar duas distribuiglies da

variavel calibre, o nimero de observaglies que referimos acima, &
nada mais nada menos que o nimero de partTchas que caem em cada
lote granulométrico. Significa isto que, para aplicarmos o teste,
temos que passar da distribuigdo em massa que foi utilizada no
ajuste para uma distribuigdo em ndmero. Aqui- comegaram as difi-
culdades que nos levaram a rejeitar a utilizagdo deste teste.

Na verdade, mesmo quando o Qui-quadrado foi aplicado as
distribuigbes de baixo resfduo médio, como & o caso do ensaio
G42, verificou-se a rejeigado do ajuste (Anexo 2.1). Os valores
obtidos no teste ultrapassaran sempre oS seus correspondentes da
distribuic8o do Qui-quadrado, mesmo que se utilizasse apenas o
nfvel de significado de 5%. Contudo, se olharmos para os
histogramas reais e calculados da amostra G42, verifica-se que
eles s#o0 praticamente indiscernfveis (Anexo 2.3). Serd que esta

rejeigdo por parte do Qui-quadrado significa realmente que todos
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Tabela 2.6: Resultados do teste Qui-Quadrado para a amostra G42

tempo 6 lotes 5 lotes

15 353.3 28.2
30 135.9 41.9
45 30.4 19.3
60 184.0 35.3
75 111.6 44.2
90 3913.6 22.9
105 4728.8 191.9

0s ajustes que obtivemos sdo mesmo de mid qual idade? Certamente
que ndo.

Em primeiro lugar lembremo-nos que, devido a enorme
variabilidade na forma das partifculas & virtuaimente impossivel a
obtengdo de estimativas das distribuigbes em ndmero com um minimo
de verosimilhanga. Este facto & confirmado bela comparagdo dos
resultados do Qui-quadradoe obtidos para o total dos seis lotes ou
para os cinco lotes mais grossos (Tab. 2.6): nesta Glitima
hipdtese a rejeigsdo ndo & tdo categéﬁica. Ora as maiores dificul-
dades na estimativa do nimero de particulas ddo-se para os lotes
mais finos,

Em segundo lugar, podemos dizer que, quer sob o ponto
de vista industrial, quer mesmo sob o ponto de vista do trabalho
de laboratdrio, a utilizaglio das distribuigbes em ndmero carece

de qualquer sentido. Sendo vejamos.

A precisfio da balanga com que trabalhamos & da ordem do
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decigrama, valor que corresponde, por exemplo, para o lote
granulomé&trico entre -270f e +400 a bem mais do que 100 000
particulas. Nestas circunstancias, mesmo que oS residuos difiram
apenas num valor da ordem de grandeza da precisdo experimental, o
Qui-quadrado resultante, sera, concerteza, extremamente elevado.

Por outro lado, o evento singular "aparecimento de uma
partTcula num lote granulom@trico (0 que corresponde a uma
observasdo independente da distribuig¢dao em nimero e que, por
isso, conta para a elaboragdo do teste do Qui-quadrado) sd deve
ser tomada de per s/ estivéssemos interessados em jogos de
probabil idades de passagem das partfculas , o que ndo & o nosso
caso.

Se se acrescentar é estas objecgles ainda o facto de
este teste ser excessivamente "miudinho", comprazendo-se em
verificar as irregularidades locais do ajuste das.distribuiques.
compreende-se por que raz3c ndo ficamos alarmados com os resulta-
dos que obtivemos.

Poderiamos ultrapassar este inconveniente através do
recurso ao teste n%do-paramétrico de Kolmogorov-Smirnov que, ao
invés do anterior, se preocupa mais com o andamento geral das
curvas do que com os seus valores locais. Mas, pelo facto de ser
tamb&n wum teste para distribuigles em‘ namero, 0s principais

dbices apontados ao teste do GQui-quadrado mantinham-se també&m

para ele.
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'Tanbém ndo nos foi possivel utilizar o teste (nd8o-paramé-
trico) do U de Wilcoxon, Mann & Whitney, porque ndc & aplicivel a
pequenas dimensfies amostrais.

Restou-nos a utiliza¢do do‘coeficiente de correlagao
(entre nameros de ordem) de Spearman. Trata-se de um teste ndo
paramé&trico menos potente que os anteriormente citados, mas, como

se costuma dizer, quem ndo tem cao caga com gato.

Coeficiente de correla¢do de Spearman

No caso de duas distribuiglies contTnuas quaisquer pode
medir-se a dependéncia entre as duas varidveis aleatdrias de cada
unma delas através do coeficiente de Speannén. Para o calcular
seriam-se por ordem crescente os valores de cada uma das amos-
tras, atribuindo a cada um deles o seu respectiyo nimero de
ordem. Calculam-se as diferengas (D) entre os elementos das duas
amostras com o mesmo namero de orden; que em seguida se quadram e

somam, obtendo-se a seguinte expressdo

rg = 1 - _ [(2.17)

onde: D - & a diferenga entre os elementos das duas amostras, nl-
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€ o nimero pares de elementos formados e rg & o coeficiente de
Spearman. O valor de rg calculado por [2.17] mantém-se dentro do
intervalo [~1,1]. Como acontece com o coeficiente de correlag8o
comum, quanto mais préximo o valor de rg se encontrar da unidade,
mais forte & a possibilidade de existir depend&ncia funcional
ente as duas variaveis aletdrias o que, no nosso caso, pode ser
lido dizendo que as duas amostras pertencem a mesma popula¢do.

No Anexo 2.2 apresentamos os valores do coeficiente de
correlagdoc de Spearman e O Seu nivel de significado, para os
pares de amostras constituidos pelos lotes granulémétricos que se
obtém para cada amostra crivada, cada conjunto de 5, 4 ou 3
peneiros e cada pesagem. Estes valores foram obtidos através do
utilitario StatGraphics™ (sob MsDOS).

Como seria de esperar e devido 3 fraca poténcia do
teste, 58 foram rejeitados (e estes apenas parcialmente) os

ajustes sobre Uit1, U13 e U23.
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6. Os parametros e os seus valores

6.1 O parametro vCr

Relembremos que este parametro est3 relacionado c¢om a
frequéncia de contacto das particulas com a malha do peneiro.
Tem, portanto, muito mais a ver com o regime do agitador de
peneiros do que com as caracterTsticas do material que & analisa-
do. Seria de esperar, por isso, que 0s valores que toma fossem
bastante concordantes entre si para ajustes compariaveis, isto &,
para tamisagens executadas sobre o mesmo min&rio, com 0sS mesmos
crivos e nas mesmas condigBes operatdrias{(*). £ o que acontece
com os ajustes relativos & areia de duna (amostra A) ou com o
minério de Vale de Gatas (amostras VG e VGN).

Mas o mesmo j& ndo se poderd dizer para os ajustes das
amostras de granodiorito, j& que os valores de Gi1 e Gat, por um
lado e de Gi13 e G23, por outro, sdo larguissimamente superiores
aos restantes, acontecendo o inverso com Gi2. Curiosamente,
trata-se dos dois primeiros ensaios de tamisagem em que, tanto
quanto nos lembramos, procedemos a diversas modificagbes da

amplitude e da frequdncia de vibragdo do agitador, de tal modo

(%) Consideraremos, como comparaveis, caso ndo se diga nada em
contrario, apenas OS ensaios que cumpram estas condigles.
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que o aparelho chegou a entrar frequentemente em ressonancia
(pouco tempo depois partiu-se uma mola ...). Embora sem o intuito
de explicar cabalmente estes valores aparentemente andmalos,

pensamos que os dois factos devem estar !igados entre si.

6.2 O parametro Sat e a n#o-linearidade

£ este o paranetrorque esta ligado directamente as
ndo-1linearidades do processo, porgue comanda o nimero de camadas
monogranulares que idealmente se formam sobre cada peneiro. Por
isso, "mede"™ o grau de dificuldade no acesso das particulas 2
malha do tamis.

Numa primeira fase tentou restringir-se o démrnio de
variagdo do parametro, impedindo que ele tomasse valores superio-
res a 3area (em ana) dos peneiros. Assim, tornar-se-ia possivel
uma leitura directa do seu valor fisico, que seria interpretado
como uma fungHdo da Area ocupada pelo minério e da irea da malha
que se manteria livre (isto &, que ndo se encontraria obstruida
pelas partfculas encravadas).

Contudo, o8 ajustes que resultaram da introdugdo da
constri¢8o sobre o parametro Sat tinham resfduos muito elevados,
0 que nos obrigou a permitir que o parénetro variasse |ivremente

no intervalo [0, +o[. Entd0 os resTduos puderam descer para oS
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valores que se podem ver na Tabela 2.5.

Significa isto que, por um lado, o parametro deixou de
ter leitura directa e, por outro, que o nimero de camadas mono-
granulares que se formam a superficie de cada "peneiro numérico"
diminui cohsiderévelmente.

Realmente, na larga maioria dos casos, a partir do
momento em que a cindtica predominante passa a ser a do isocrivo,
o ndmero de camadas torna-se pouco superior a unidade. Por isso,
a diminuigdo da probabilidade de passagem que resulta da formag8o
das diversas camadas apenas & sensivel, sob o ponto de vista do
modelo, para os peneiros mais carregados e, preferencialmente,
enquanto a maior parte do infracrivo ainda ndo tiver passado
através da malha, isto &, nos primeiros minutos da tamisagem.

£ o modelo que nos est3d a tentar dizer que a condigdo
de ndo |inearidade 56 & valida para os primeiros minutos da
tamisagem, e que, em regime de isocrivo, o que condiciona a
probabilidade de passagem da particula ja ndo & a interferédncia
com as suas congéneres, mas antes o seu calibre.

£ fscil compreender que a passagem das particulas do
isocrivo &, em primeira aproximasdo, muito mais influenciada pelo
acaso (a orientag8o da partfcula em relagdo 3 abertura da rede)
do que por quaisquer mecanismos de competigdo com és suas congé-
neres. Esta afirmacdo & ficil de aceitar se nos lembrarmos de que

todas as particulas de isocrivo tém, praticamente, a mesma capa-
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cidade de passar através da malha, o que se traduz no predominio
da influéncia do parametro Plso no cilculo da probabilidade de
passagem, em detrimento de Sat.

Por isso o modelo ajusta muitas vezes um Sat apenas
marginalmente significante, que s satisfaz a n#3o-)inearidade do
processo na estrita medida do que & necessirio, isto &, sb& para a
primeira ou, quando muito, para as trés primeiras pesagens (tal
como &, alisds, a sua obrigagdo).

Tanto assim & que, sintomiticamente, nos casos em que
oS peneiros estavam sobrecarregados e em que, por isso, 0s
ajustes foram de baixa qualidade, os valores de Sat ajustados n#o
foram t80 altos quanto se podia esperar, proporcionando assim a
formag8o de varias camadas. O modelo informa-nos que o excesso de
carga .leva a que o regime ndo-linear se mantenha muito tempo para
13 do que & habitual.

At& certo ponto pode dizer-se que os ajustes quase que
rejeitam a3 condigd8o de n#¥o-linearidade que impusemos desde o
infcio ao modelo. Sersd que, ao invéds do que acreditavamos, o
processo & mesmo |inear?

N%0 & esse o caso. Como o objectivo inicial com que foi
empreendida a construgdo do modelo foi a previsao das distribui-
¢8es em massa para t -> o, O espagamento no tempo das pesagens
foi tomado como constante e igual a 15 minutos. Mas este interva-

lo aumenta muito o peso relativo, na criagao da fungao objectivo,
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dos processos que envolvem a passagem das particulas do isocrivo,
em prejuizo do regime ndo-1inear.

Este & um aspecto da implementag8o experimental do
modelo que devera ser corrigido em exploragles futuras, se com
ele pretendermos estudar o8 mecanismos internos da interacgdo
entre elementos do sistema particulado, como & o caso da estrati-
ficagdo inversa e da crivagem interna que se verificam, ainda que

transitériamente, nos estigios iniciais da peneiragdo.

6.3 Parametro Flso[l]

Este parametro informa-nos, para cada lote granulomé-
trico, da percentagem de particulas que tém dificuldade em passar
através da malha do peneiro. Como tal, a sua interpretagdo &
_imediata: & a fracgdo de cada lote granulomdtrico que, de acordo
com o modelo, pode ser considerada como isocrivo.

Como se retira da analise da Tabela 2.5, na maioria das
amostras (na realidade em 60/ dos casos) o parametro toma valores
inferiores a 207%. Verifica-se tamb&m que, em situagles compara-
veis (mesmo minério, mesma massa da amostra e mesmo lote ghanulo-—
métrico) os valores que o parametro toma sdo semelhantes entre

si, haja em vista o que ocorre nas amostras A (areia de duna) e

VG/VGN (minério de Vale de Gatas).
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Para dizer a verdade, os valores de Flso[l]) que se 1&m
na Tabela 2.5 n3do sdo iguais nem para 148 caminham, mas, se nos
lembrarmos da enorme variag8o em calibres, forma e composig8o

litoldégica em que se incorre ao passar de anostra para amostra,

dentro do mesmo minério, N30 Nos parecem excessivas as diferengas

que se observam no valor do parametro.

Contudo, de novo se voltamn a notar discrepancias
importantes para as amostras de granodiorito que, tal como no
caso do parametro Sat, formam dois grupos: um constituido pelas
amostras G1 e G2, com valores relativamente baixos para Flso[!],
enquanto que nas duas restantes, G3 e G4, os valores s80 um pouco
mais altos.

De todo o material crivado, s6 a areia de duna tinha
obrigac¢8o de apresentar um Flso[l]) semelhante em todos os ensai-
os. Na realidade assim acontece, o mesmo se passando, embora de
forma bastante mais atenuada para as amostras VG e VON.

Se analisarmos o modo como os valores de Flso[l) se
distribuem para cada amostra, ao longo dos diferentes lotes
granulométricos, verificamos que neles ndo & possfvel detectar
qualquer comportamento consequente, o que ndo & para admirar,
porque nada nos garante que a distribuigdo do "teor" em isocrivo

tenha obrigatériamente que ser homog&nea ao longo de todos os

calibres.
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Forma e isocrivo

Had uma pergunta que, nestas circunstancias, surge
inevitavelmente:

Serd que a forma das particulas dos diferentes
minérios e nos diferentes Jotes Jjustifica os valores que o
pardmetro Fliso[l] toma, Jj& que ele "mede" a dificuldade na
passagem das particulas, que ests, também, |igada 3 sua forma?.

A resposta & simples e, 3 primeira vista &, també&m
desanimadora:

Nfo sabemos, nem temos, num futuro préximo, grandes
esperangas de vir a saber.

Muito embora uma espreitadela curiosa ao minério,
através da lupa, seja sempre inevitivel nestas circunstancias,
ela &, regra geral, bastante improdutiva e ndo priveligiamos, de
modo nenhum, esse métédo de analise das caracteristicas dos
sistemas particulados (veja-se 1.3.1).

Realmente n&%oc conseguimos, para nenhum dos miné&rios
estudados, estabelecer qualquer correlagdo entre a forma das
particulas observadas a lupa e a bercentagem de isocrivo _detecta—
da pelo ﬁ\odelo. Querers isto dizer que o significado que atribui-
mos ao parametro & perfeitamente i lusdrio? De modo nenhum.

Para podermos ficar com uma ideia, ainda que algo

imprecisa, das formas que causam dificuldades a passagem das par-



Fig. 2.11: Tempo de residéncia =2 min.



Fig. 2.12: Tempo de residéncia = 15 minutos
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Fig. 2.13: Tempo de residéncia = 30 minutos



Fig. 2.14: Tempo de residéncia =45 minutos
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Fig. 2.15: Tempo de residéncia = 60 minutos
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Fig. 2.16: Tempo de residéncia = 240 minutos.

Fig. 2.17: Tempo de residéncia =405 minufos.
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ticulas, executdmos ensaios sobre os diferentes minérios segundo
a rotina que se descreve de seguida.

Submetemos a anilise granulomé&trica num dnico peneiro
de 100 uma peguena amostra de minério {(de modo a, sem diminuir
muito a sua representatividade, minimizar os efeitos n%o-1inea-
res) e procedemos a recolhas sucessivas do infracrivo para
diversos tempos de residé&ncia, seriados aproximadanehte em
progressdo geomé&trica. Em seguida, observamos 3 lupa as partfcu-
las que foram sendo separadas ao longo do tempo.

Para um caso tipico, o do minério de Vale de Gatas,
fotografamos sob luz polarizada as silhuetas das partifculas
obtidas para tempos sucessivos de tamisagem, numa lupa binocular
Nikon. Elas podem ser vistas, sob uma escala aproximada de 62:1
nas Figuras 2.10 a 2.17. Embora, como & evidente, ndo possamos de
modo algum garantir a total auséncia de viés na escolha das
particulas que foram fotogra?adas, pensamos que as que surgem na
fotografia s8o representativas do tempo de residéncia a que
correspondem.

Para todos os minérios as observagfes coincidiram nos
seguintes pontos:

1. Nota-se que as particulas que passam Nos primeiros
instantes s8o razoavelmente equidinensionais‘e de calibre nitida-
mente inferior 3 luz do tamis. A medida que o tempo de residén-

cia vai decorrendo vai tambd&m aumentando a percentagem de parti-



culas esquirolosas, atingindo-se um maximo para um certo instan-
te, que depende do min&rio (cerca de 30 minutos para o minério de
Vale de Gatas).

2. Curiosamente, verifica-se que as partlculas que
ainda conseguem passar para tempos muito longos, n#o s83o muito
alongadas, ao contrario do que se poderia esperar. Pelo éontré—
rio, sdo partfculas que, embora honestamente isomédtricas sio
bastante mais volumosas Qque as que conseguiram passar nos primei-
ros instantes. Significa isto que elas ultrapassam dificultosa-
mente a barreira da malha do peneiro porque, como as suas dimen-
stes s%0 todas muito semelhantes, priticamente s5 uma posig¥o em
relagdo 3 abertura da malha lhes garante a passagem.

Esta observag8o esta de acordo com o trabalho de Panou
Tilld e Doyen (1966) que definiram varios esquemas tedricos que
explicam o modo como os grdos isolados, assimilados a elipsdides,
conseguem passar através de uma malha de aberturas quadradas.
Segundo estes autores, um grao mineral passara ao infracrivo
essencialmente de dois modos distintos: mantendo o eixo menor
perpendicular 2a superficie da malha e basculando ao longo do seu
eixo maior, colocado segundo a diagonal da abertura; introduzindo
o seu eixo maior através da malha, desde que.a secgdo recta (eixo
menor x eixo interm&dio) lhe permita passar através da abertura.

Significa isto que, relativamente 3s partifculas cujas

dimensles j3 estdo bastante préximas da luz do peneiro e apenas



para efeitos da sua classificag8o quanto 3 dificuldade de passa-

gem, sb6 devemos dividi-las em: em esbeltas e macicas., Enquanto

que as primeiras (primeiro_isocrivo, ou isocrivo de tempo curto),

com um pequeno jeitinho, que pode ser proporcionado pelas suas
companheiras que se encontram nos leitos superiores, conseguem
penetrar f3cilmente com o seu eixo maior através da malha, o

mesmo . j3 se nd8o0 passa com 3s segundas (segundo isocrivo ou

isocrivo de tempo longo(*)) que se vém e desejam para conseguir

passar. Estas consideraglies levam-nos também a admitir que a
passagem do isocrivo & facilitada se o peneiro ndo estiver
excessivamente descarregado.

O isocrivo de tempo curto sera, pois, tipicamente
constitufdo por parffculas alongadas, mas que conseguem introdu-
Zir-se através das malhas do tamis. Na pratica, o seu comporta-
mento pouco diferird do que & caracteristico do infracrivo
tipico. Por isso acreditamos que sado predominantemente estas
partfculas que causam a zona de transigdoc da cindtica de tamisa-
gem que & referida por wWhitby, K. T. (1954), (Fig. 2.7).

N#o & pelo facto de um minério apresentar grande nimero
de grdos alongados ou aciculares (desde que O Seu eixo maior ndo

seja varias vezes maior que qualquer um dos outros dois) que

(x) Daqui em diante, salvo indicagdo expressa em contrario,
quando nos referirmos ao isocrivo tout court sera deste

isocrivo que estaremos a falar.



ocorrerd uma frac¢do importante de isocrivo de tempo longo. Ela
acontece, outrossim, quando os trés eixos principais diferem pou-
co entre si. Como consequéncia do trabalho de Panou et al
(ibid) e das nossas prdprias conclustes, podemos afirmar que,

na larga maioria dos casos, a dimensdo critica para decidir se
uma particula vai pertencer ou ndo ao isocrivo & a do seu eixo

menor que, regra geral, & perpendicular 3 linha de visada da lupa.

Isto significa, na pratica, que nao conseguimos distinguir entre

o_infracrivo de tempos curtos e o isocrivo de tempos longos.

DaT a nossas reluténcia em aceitar de boa mente as conclus8e
do tH80 conceituado Meloy, T. (1985), quando ele afirma que &
posssivel medir(?) a forma das particulas utilizando um dispo-
sitivo experimental que baptizou pomposamente de cascaddgrafo e
que consiste, nada mais nada menos que numa pilha de 20 peneiros
ASTM E11-70, todos com a mesma luzZ nominal que sdo colocados num
agitador do tipo "Rotap". Sobre a rede do primeiro tamis deposi-
tam-se com cuidados superlativos, segundo este autor, menos de
2.5 gr. de material que ird posteriormente ser recolhido em
tempos sucessivos como infracrivo da pitha total de peneiros.

Verifica-se, segundo Meloy, que h3 um gradagdao contfnua
na forma das partfculas versus tempo. O autor, que apresenta a
silhueta de algumas particuilas para tempo=7 horas, afirma que
elas s8o mais alongadas para os mais longos tempos de residéncia.

Pelas evidéncias expostas atris ndo podemos acreditar



nas conclustes de Meloy que, tanto quanto podemos adivinhar
através da leitura de outros artigos seus, & muito dado a tiradas
bombiasticas e precipitadas.

N3o acreditamos que a cinética de tamisagem possa
servir para separar particulas pela sua forma, como pretende
Meloy. T, (1985). Para isso & necessfrio recorrer a outros apare-
lhos que, embora extremamente simples no seu funcionamento e nos
seus fundamentos, se adaptam particularmente bem a esse fim como,
por exemplo, os que sdo propostos por Waldie, B. (1973) ou por
Aravamudhan, S. et al (1984).

O nosso modelo serve para separar as particulas de
infracrivo das particulas de isocrivo através das duas cinéticasv
de tamisagem que ple em evidéncia: sbd isto & que se lhe pode

pedir. Isto &, o nosso conceito de isocrivo ndo _se baseia nas

tentativas de medig80 da forma ou da dimensdo das particulas,

como, por exemplo, sugere a norma DIN 52114 mas, pelo contrario,

'corresponde a uma anal ise comportamental do minério em relagdo ao

método de separagdo utilizado.

O axioma de Bayes

Utilizando o parametro Flso[l}, deixamos de ser obriga-

dos a aceitar, como afirma o Axioma de Bayes e como tem vindo a
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ser impchitamehte dito pela generalidade dos preparadores de
minérios, que a distribuigtdo da varisvel calibre & uniforme
dentro de cada lote granulométrico.

Apresentam-se nas Figuras 2.18 e 2.19, para comparagdo,
0os histogramas sem isocrivo e os histogramas com isocrivo para
uma das amostras que passaram através de todos os peneiros.
Relembra-se que cada conjunto de duas barras foi gerado apenas

por um Gnico calibre de corte.

'6.4 Parametro Plso

Este parametro n#do & sendo a razdo entre a probabilida-
de de passagem do isocrivo e a probabilidade de passagem do
infracrivo médio, e & assim que deve ser |ido directamente.

Se ja se notava uma certa homogeneidade de comportamen-
to para o parametro Flso[l]), entdo ela & agora muito mais notd-
ria, com a costumeira excepgdo das amostras G13 e G23 (Tabela
2.5). Agora, apenas 207 dos valores do parametro se situam acima
de O.1{.

Como se disse atras, em (2.4.5), antes de nos decidir-
mos pelo modelo a oito parametros (para cinco peneiros), tentamos
o ajuste do modelo a doze parametros, que diferia do actual peio

facto de se definir um Plso para cada lote granulométrico, dado
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que nao tinhamos nenhuma raz#o para admitir que os calibres do
infracrivo e os do isocrivo se mantivessem numa relagdo constante
para todos os lotes que sdo crivados simultaneamente.

Contudo, 08 ajustes do modelo a doze parametros ndo
foram significativamente melhores que 0s do modelo com oito, ao
mesmo tempo que o aumento do ndmero de parametros nos agitava
diante dos olhos o fantasma da "maldi¢80 da dimensional idade"
{(veja-se 3.3.4). Acrescente-se ainda que aumentar o numero de
parametros sem a0 mesmo tempo aumentar o ndmero de medidas &
quase sempre maA polftica, porque pode retirar significado ao
ajuste.

Realmente, podemos ter uma ideia do tipo de erro
introduzido por esta simplificag8o se, na Tabela 2.5 analisarmos
os valores de PlIso que se obtiveram para um mesmo min&rio, mas
para cada conjunto de cinco peneiros. Vé-se que as diferengas
entre os valores do parametro &, no miximo, de 78%Z7Z do seu valor
o que, sendo significativo em termos de probabil idade de passa-
gem, j5 ndo o & em quanto 2 anadlise granulométrica.

A utilizag8o deste parametro permitiu-nos definir um
calibre do isocrivo, por comparagdo com o calibre nominal do lote

granulométrico arbitrado a priori, como se veri de seguida.



Calibre equivalente por tamisagem

€ habitual contrapdr ao conceito de classificagdo
dimensional, que se obtém pela partigdo do material por tamisagem
e que se considera que envolve um UGnica propriedade da populagsdo
(o calibre), o conceito de classificagdo por equivaléncia,
originario da teoria da hidroclassificagdo, em que se combinam
numa propriedade nova (3 equivalédncia) o calibre e a densidade
aparente das partfculas.

Define-se, entdo a equivaléncia, através da expressao:
' m
e= (p - P ) 2 (2. 18]
m

com p - massa especifica da partfcula;

Pm - massa especifica do meio fluido de separagdo;

# - calibre da particula,

'e onde n & uma constante que toma o valor i para o regime de
Newton e 2 para o regime laminar, ou de Stokes.

Trata-se, segundo Madureira, C. (1985), de uma proprie-
dade total cuja definigdo para um dado mindrio e um dado aparelho
(ou conjunto de aparelhos), constitui un4 delicado .problena
tedrico ainda sem solugdo na maior parte dos casos.

Contudo, como temos vindo a evidenciar ao longo deste

trabalho, para 14 dos problemas da definig80 univoca da proprie-



dade calibre (que sb5 podemos efectuar, mas num plano puramente
tedrico, se recorrermos a definigd0 de calibre de Bastenaire
(1965) dada em nota de rodap& na secsdo 1.2.1) a separagdo das
particulas por tamisagem n#8o depende apenas das dimens8es das
partfculas. Na realidade, ela di-se no seio de um éistema parti-
culado cujos elementos dificultam uns aos outros o acesso a3 malha
do tamis de um modo perfeitamente equivalente ao que ocorre num
meio de separagHo (como uma jiga ou um separador de meios den-
sos), onde s#80 criados leitos fluidos, de densidade vériével no
tempo e no espago, que constituem tamb&m um obstaculo na progres-
s80 das partfculas do "sink" em direcgdo 3 zona de ndo-retorno.

Se considerarmos, como alias comega ja a ser norma, que
os meios particulados de separas8o hidrogravitica funcionam
exactamente como un‘meio denso onde a densidade do meio & propor-
cionada pela presenga das particulas mais densas, independente-
mente do seu calibre, a analogia entre a equivaléncia das partl-
.culas na classificagdo hidrogravitica em queda perturbada e a
probabilidade instantanea e total de passagem da particuia ao
lote granulométrico imediatamente inferior (na tamisagem),
resultard completa.

Parece assim ser legftimo tomar, em cada instante, para
cada lote granulom&trico, para cada amostra e para cada peneiro,

a probabilidade instantanea de passagem das suas partfculas e

converté-la no diametro respectivo (considerando, tal como se faz
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no conceito de classificagdo por equivaléncia, que a particula &

esférica) e passar a chamar a essa dimensdo calibre eqguivalente

por_tamisagem.

Trata-se, sem sombra de davida, de uma propriedade
total, no sentido em que mede o comportamento de uma classe
granulométrica em relag8o a um dado processo de separagdo, mas
. que, a rigor, s& fars sentido definir para regimes contfhuos de
trabalho, em que a n#8o-linearidade do processo esteja sempre
presente, o que n8o & exactamente o nosso caso.

Realmente, como se disse em (2.6.4), o modo como foi
feita a implementag8o experimental impede que o0s valores que Sat
toma tenham uma correspondéncia directa e imediata com a area do
peneiro. Tal facto inibe a definig¢do consequente do calibre
equivalente por tanisagem, por ndo permitir que sobre o "peneiro
numérico® se formem varias camadas monogranul ares. € por isso
que os calibres equivalentés de cada lote que se retiram dos
parametros recuperados pelos ajustes sao, praticamente para todas
as amostras, os valores funcionais que foram introduzidos como
"input" nos programas e que se podem ver na Tabela 2.7.

A partir do momento em que este aspecto seja modifica-
do, sers possivel o estudo mais correcto do qomportanento das
particulas no seio dos sistemas particulados, o que constitui

passo imprescindfvel a dar antes de qualquer tentativa de simula-

¢d30 dos meios particulados de separag8o hidrogravitica.



Tabela 2.7: Calibres nominais

+44 +6H +8# +iei +164
5.691 4.013 2.872 2.037 1.414
+204 «308 +404 +508 +708
1.018 0.719 0.509 0.359 0.254
+1008 +1408 +2008 +2708 +4008
0.180 0.127 0.090 0.063 0.046

Mas o mesmo problema ja ndo acontece com o isocrivo,
pois através dos parametros e do valor do calibre nominal arbi-
trado & sempre possivel definir a relaglo: calibre do isocrivo/
/cal ibre nominal do lote granulom&trico (Tab. 2.8).

Note-se, a propdsito, que muito enﬁora parega arbitri-
ria a atitude de, a partida, atribuir os valores da Tabela 2.7
aos calibre nominais de cada lote, a nossa atitude & perfei-
tamente justificada.

£ que, como se retira do Axioma de Bayes que ndo é
possTvel fazer qualquer jufzo sobre a forma que a distribuigado da
que & o calibre toma dentro de cada intervalo

variavel aleatdéria

granulométrico, a n4o ser o pressuposto de que a distribuigdo &

uniforme, somos levados a adimitir como representativos quaisquer

calibres que se encontrem no intervalo definido pelas luzes dos

tamises superior e inferior.

"
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O leitor poderd agora notar através do conceito de
calibre equivalente por tamisagem, que existe uma certa latitude
na escolha do calibre nominal de cada classe granulométrica,
quando integrado no modelo. Quer isto dizer que os calibres
definidos em (2.4.3) e cujos valores se representam na Tabela
2.7, n¥%o constituem uma propriedade da distribui¢do granulomé-
trica (n3 se trata de uma propriedade total) mas tdo sdmente

possuem valor funcional, desde que utilizados em conjunto com oS

parametros que foram ajustados.

Para conseguir que o calibre nominal aparega em pleno
com o valor de uma propriedade total, sers3 necessario obté-lo
através de ajuste. Fica deste modo ultrapassada a arbitrariedade

que estava associada ao conceito de calibre nominal, tal como

apareceu em (2.4.3).



Tabela 2.8A: Calibres do isocrivo- Granodiorito.

G

Ga1

G31

Ga1

Gia

G32

G4

G13

Ga3

G33

+64
4,638
4.620
4.806

4,590

+30H

0.811
0.819
0.810

0.818

+140#
0. 143
0.143
0. 142

0.142

+8
3.271
3.258
3.248

3.237

+40H

0.573
0.579
0.572

0.578

+200¢
0.10t4
0.104
0.101

0.101

+128#

2.311
2.303
2.297

2.290

+50#

0.406
0.409
0.405

0.409

+270H
0.071
0.072
0.071

0.072

+16¢

1.657
1.650
1.644

1.638

+7CH

0.286
0.289
0.286

0.289

+20H

1.155
1.152
1.148

1.145

+1004
0.202
0.204
0.202

0.204
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Tabela 2.8B: Calibres do isocrivo- Minério de Vale de Gatas.

+64 +8f +124 +164 +204%
VGi1 4.516 3.184 2.257 1.609 1.129
VG2 4,543 3.203 2.269 1.620 1.135
VGN1 ¢ 4,559 3.215 2.276 1.626 1.138
VGNZ1 4,495 3.169 2.248 1.601 1.124
VGN3 1 4.472 3.153 2.238 1.592 1.119
VGN4 1 4,473 3.154 2.239 1.892 1.119
VGNS 1 4,533 3.196 2.265 1.616 1.132

+304 +40H +5CH +704# +100t
vGta 0.823 0.581 0.412 0.291 0.205
vGaz2 0.810 0.572 0.405 0.286 0.202

Tabela 2.8C: Calibres do isocrivo- Areia de duna.

+30d +40H +50¢ +704 +100H#
Al2 0.810 0.572 0.405 0.286 0.202
Ac2 0.809, 0.574 0.404 0.286 0.202
A32 0.808 0.571 0.404 0.285 0.202
A82 0.808 0.5T71 0.404 0.285 0.202
A52 0.810 0.572 0.405 0.286 0.202




Tabela 2.8D: Calibres do isocrivo- Minério da Urgeiriga.

+63¢ +8 +12t +16¢ +20t
Ut 4.634 3.267 2.309 1.655 1.154
u3i 4,595 3.240 2.292 1.640 1.146
+30H: +40H +50i +708 +1004t:
uta 0.829 0.586 0.415 0.293 0.207
u3a 0.822 0.581 0.411 0.290 0.205

+1404 +200t +2704 +40CH

u13 0.145 0.103 0.073 0.052
uz23 0.144 0.102 0.072 0.051
u33 0.144 0.102 0.072
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7. O modelo como previsor

Relembremos, mais uma vez, que o primeiro objectivo que
se teve em mente para a construgdo do actual modelo foi a redugdo
dos longos tempos de tanisagan necessarios a estabilizagdo das
massas de particulas de granodiorito presentes sobre os peneiros.

A pergunta &bvia &, pois: Foi cumprido o objeétivo

inicial do trabalho?

7.4 Capacidade de previsdo do modelo

Para avaliar da capacidade previsional do modelo

considerou-se necessario o estabelecimento da seguinte estraté&gia

algorTtmica:

{. Considerar em separado todos OS ajustes que se

efectuaram para o granodiorito e para cada conjunto de peneiros.

Pondo de lado, de cada vez, um destes ajustes, determinar, para

os restantes, as mé&dias artiméticas dos parametros.
2. Do ajuste que ndo entrou para o chilculo das médias,

reter as suas duas primeiras determinastes experimentais (15 e 30

minutos), para os dois primeiros grupos de peneiros e as trés

primeiras (15, 30 e 45 minutos), para o grupo restante.

3. Em seguida, para prever as distribui¢tes granulomé-



tricas a tempos muito longos, implementar-se-ia um algoritmo
baseado no programa CrMZNt, mas com as seguintes modifica-
cles:

- o0s parametros cin&ticos da tamisagem manter-se-iam
constantes em cada ajuste e seriam as médias determinadas do modo
indicado em {;

- o "guess" dés distribuiges granulométricas em massa
para t-> o, seria constituldo pelos valores determinados experi-
mentalmente para 30 minutos (12 e 22 pilhas de peneiros) ou para
45 minutos (32 grupo de peneiros).

- a funglo objectivo seria constitufda pelo somatério
dos quadrados dos residuos que resultam das diferengas entre o0s
valores calculados experimentaimente para os dois ou trés primei-

ros tempos e os que foram determinados pelo modelo.

- os valores das distribui¢les granulométricas dados
como "guess" devem variar, com uma certa latitude, em cada

iteragdo do algoritmo de Levenberg-Marquardt, admitindo que cada

um deles pode estar afectado, no maximo, de um erro de 157 em

massa, ou seja:

m ()€ [m (t)x0.85, m (t)=1.15], [2.19)
K K K

(K= 1, 2y oo nl)

iro K, com
com: me(t) - massa que S encontra sobre o pene K,

t€ {30,45}. Queremos com isto dizer que sé verifica
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m (o)=m (t)t x, )
 @=m (1)L x, (2. 20

ou seja, que consideramos que {mc(t)} (com t€ {30,45]) representa
fme ()} com um erro {x}. Esta Gltima matriz-coluna, cujos
valores podem variar no intervalo [-0.15% me (t), +0. 15% me ()1,
constitui o vector dos parametros de pesquisa do algoritmo de
Levenberg-Marquardt contido no programa. Pelo facto de a soma dos
valores dos lotes granulomé&tricos obtidos por simulagdo ndo poder
ultrapassar nunca a massa total analisada granulom&tricamente, ©s

valores do vector x tém que estar ligados entre si pela

constrigdo

xm (t) +... +x m (t)= 0. [2.21)
11 nt ni

Mas, como j& se disse nas duas questles postas em

(2.2.4), o verdadeiro problema ndo & o da previsdo das massas dos

lotes granulométricos para t -> o, mas sim a determinagdo e

controlo da precisdo da analise granulométrica. Executar a

estratégia algorftmica nos estritos termos em que foi descrita

acima j5 sb teria interesse com o Gnico intuito de validar o

modelo.

Contudo, foi possfvel, de um modo muito mais expedito,

fazer uma ideia razoavelmente precisa das capacidades previsio-

nais do modelo.
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Tomando o vector dos parametros calculado do modo
descrito nos passos | e 2 e a matriz dos dados experimentais do
ajuste que n¥o entrou para o cilculo das médias, recuperamos sem
ajuste, os seus lotes granulonétﬁicos em massa para t -> . Os
resultados desta nossa diligéncia podem ver-se na Tabela 2.9.

Como era previsivel, dada a variabilidade que se
detecta (Tabela 2.5) nos valores dos parametros para as amostras
de Granodiorito e de minério de Vale de Gatas, a concordancia
entre os valores produzidos pelo programa € 0S valores fisicos
ndo & das melhores.

E mal seria se assim n8o acontecesse porque isso
significaria | que a cindtica da peneiragdo era }argamente
indiferente aos valores que os parametros tomam, ou de modo mais
sucinto: o modelo seria excessivamente robusto.

Mas o mesmo j5 n8o acontece com a areia de duna (Tabela
2.9). De facto, as capacidades de previsdo do modelo sdo, neste
caso, perfeitamenta convincentes. Como & evidente, isto deve-se a
que as amostras de areia que foram crivadas s8o0 muito semeinantes
entre si, o que, alias, permitiu que as configuragtes de parame-

tros que resultam do ajuste ndo diferissem muito de amostra para

amostra.
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Tabela 2.9A: Recuperag¢ao dos lotes granulométricos (em massa) para
tempos muito longos - Areia de duna

20t 30 40k SCi TOH - 704 R.M.

M. 2.202 19,782 331.963 381.120 53.196 13.337 0.468
R. 2.200 19.700 331.300 380.900 54.100 13.400

M. 2.203 19.929 330.879 384.346 52.813 12.329 0.571
R. 2.200 19.800 329.900 384.400 53.800 12.400 '

M. 2.103 24.635 351.249 359.595 49.900 14.018 0.518
R. 2.100 24.500 350.300 359.800 50.700 14.100

M. 2.604 33.840 388.621 326.500 39.887 9.448 0.635
R. 2.600 33.700 387.400 327.300 40.400 9.500

M. 2.602 27.15¢ 359.846 356.291 45.876 9.934
R. 2.600 27.000 358.900 356.600 46.600 10.000 0.507

M - valor produzido pelo modelo
R - valor do ensaio fisico

R. M. - residuo médio
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Tabela 2.9B: Recuperagdo dos lotes granulométricos (em massa) para
tempos muito tongos - Granodiorito

i 6% 8 124 164  -16% R.M.
Gi1
M. 111.729 152.103 99.006 75.182 57.692 496.888  2.132
R. 108.3 52,9  98.0 76.3  56.7  500.3
ca1
M.  142.313 192.638 121.853 94.075 73.042 644.879  2.730
R. 138.5 192.8 120.6  95.7  71.4  649.7
631
M. 193.331 91.215 53.891 42.738 32.985 279.541  1.841
R. 190.7 91.2 53.6 43.3 32.4 283.1
G4t
M. 67.410 97.701 57.502 44.792 33.774 301.622 1.657
R. 64.9  98.7  S57.0  45.3  32.8  304.4

204 30 Aok 504 T0H -T0H R.M.
F
M.  56.162 44.885 68.841 61.377 57.999 220.937  1.53
R. 54,2 44,2  59.1 60.0  59.1  223.5
a2
M. 72.918 58.272 76.362 T77.443 78.869 285.636 2.076
R. T70.2 S7.8 163 765  78.7  289.8
632
M. 32.449 26.981 35,330 35.535 33.704 119.800 0.823
R. 31.9  26.5  34.8 355  33.6 121.6
42
M.  33.828 27.389 36.317 37.403 36.621 132.640  0.974
R. 32.7  2T.1 3.0 3.8  36.8 134.6

joof 140 2004  -200% R.M.
G13
M. 51.600 48.492 39.334 84.073 3.874
R. 50.7 47.6 34.9 90.3
ce3
M. 68.118 65.028 51.603 104.652 8.183
R. 64.4 61.8 44.6 118.6
633 -
M.  27.610 26.311 19.707 . A47.673 0.651
R. ar.a 26.3 19.2 48.8
43
M. 30.509 30.312 22.727 51.352 1.573
R. 29.1 29.3 22.1 53.9

:226=



Tabela 2.9C: Recuperagdo dos lotes granulométricos (em massa) para
tempos muito longos - Minério de Vale de Gatas

4 6% & 124 16# -163 R.M.
VG1t :
M 71.181 223.467 297.992 417.944 67.4104 153.108 2.640
R 69.8 222.4 294.5 420.4 66.8 157.6
vGat
M 68.650 219.650 312.176 409.479 61.931 157.416  2.804
R 66.5 220.8 307.8 411.6 61.7 161.6
VGN1 1
M 149.997 485.231 332.628 181.077 45.1646 27.101 1.520
R 147.0 486.2 331.8 182.6 45.5 28.0
vGeNa1
M 158.453 450.778 338.040 195.033 53.465 25.232 1.962
R 154.5 452.0 337.8 197.0 53.9 26.6
VGN31
M 170.736 495.080 330.530 172.753 42.153 11.0478 1.830
R 167.8 495.0 329.0 175.4 43.%5 11.6
VGN4 1
M 181.476 489.036 323.460 174.423 43.684 10.322 2.552
R 176.3 492.2 323.2 175.5 44.2 11.2
VGNS1
M 166.589 481.434 323.498 186.035 49.88 16.968 6.418
R 155.7 489.4 323.0 178.1 50.8 © 18.0
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7.2 O ponto de paragem e o erro

Retomando as duas questles levantadas em (2.2.4),
diremos que n¥o devemos estar interessados nas previstes das
massas dos lotes granuliométricos para tempoé de residéncia muito
longos por duas raztes:

- porque & impossivel fazer previstes desse tipo (haja
em vista a variabilidade dos parametros), pelo menos sem que
sejam analisadas granulomédtricamente um namero importante de
amostras, o que retira todo o interesse 3 operagdo;

- porque, a partir de um certo momento as particulas
que passam sdo apenas as do isocrivo que, tanto podem ser consi-
deradas como pertencendo ao sobrecrivo, como 3 classe granulomé&-
trica seguinte.

A rigor, se tomarmos como definig8% de calibre a que &
proposta por Bastenaire (1965), ao mesmo tempo que aumenta a
massa do infracrivo, vai também aumentando o calibre de corte que
& feito pelo peneiro (Fig. 2.2), como se viu, quando em (2.2.3)
se tratou do erro das malhas. Por isso podemos dizer que, ao
aumentarmos inconsideradamente O tempo de residéncia do minério,
estamos a permitir que passem ao lote granulomdtrico seguinte
partfculas que nele nao deviam figurar.

A questdo, tal como foi dito em (2.2.4), deve ser posta

sob a forma de duas interrogastes complementares:
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"Quando & que a tamisagem deve ser dada por concluida?*®
*Se acabarmos 3 lamisagem para um dado 1 camo é que podemos

obter uma estimativa razodvel do erro em que incorremos?™

Podemos dar resposta a estas duas questSes. Na verdade,
se detectamos duas cinéticas concorrentes para cada classe
granulométrica, pasta-nos simplesmente tomar comc ponto de
conclus¥o da anslise o tempo tal que, para ele, todas as partfcu-
las do infracrivo tenham j& passado. O erro que se comete ao
proceder assim corresponde a quant idade dg isocrivo que entretan-
to conseguiu passar.

Na Tabela 2.10 apresentam-se, para cada amostra, oS
tempos finais assim determinados, bem como os respectivos erros.
Entdo vé-se que a peneiragao do granodiorito devja ser dada por
conluida cerca dos:

12 minutos para 0s cinco primeiros peneiros;
15 minutos para os segundos;
25 minutos, para os trés restantes.

Da an3alise dos resultados da tabela 2.10 podem retirar-
-se as conclusBes que se seguem.

{. Os tempos finais de de tamisagem calculados para
cada minério e para cada peneiro sado sempre pastante semelhantes.

2. Mas o nesnb j& nado se poders dizer dos tempos

finais, mantendo constante o minério e variando de peneiros.
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3. Em consequéncia, verifica-se que & dificil
determinar o tanpo de tamisagem dptimo quando, como é-habitual,
trabalhamos com pilhas de peneiros, ja que, quando optimizamos o
tempo em relagdo a um deles, estamos a aumentar ao erro dos
outros.

4. Contudo, a execugdo prévia de ensaios de aJuste; do
género dos que fizemos, permite ficar com uma ideia bastante
razoavel do erro cometido e, em consequéncia, poder passar a
utilizar um tempo de tamisagem que O minimize.

5. Vé-se tambdm que OS erros causados pela passagem
indevida do isocrivo em 30% dos casos sdo superiores a 10%,
chegando mesmo a ultrapassar oS 100/. Quer isto dizer que as
representagtes em histograma das distribuig¢tes granulométricas
podem ser afectadas por erros vul tuosos; portaﬁto, s8o0 sempre de
evitar. Devemos preferir, outrossim, as representaglies em cumu-
lante, dado que elas minoram a influéncia do erro éausado pelo
isocrivo no andamento da curva, permitindo assim as comparagfes
entre populagles.

6. Finalmente, devemos ainda referir que tanto &
a dos peneiros como a utilizagdo de

incorrecta a sobrecarg

anostras muito reduzidas. No primeiro caso, como nos aconteceu

nas amostras Ul e U3, existe uma predominancia excessiva de

efeitos ndo -lineares que n&o conseguimos  controlar

conceptualmente. No ségundo caso, n¥o existe a possibilidade de



as particulas serem mantidas junto a malha do peneiro e serem
"orientadas" em relag¢8o 3s aberturas pelas suas congéneres que se
lhes sobreptem.

N80 podemos ainda afirmar com certeza inequivoca quais
s%0 as gamas de tamanho das amostras (em massa) que se devem
considerar como correctas. Contudo, e em fungdo dos resultados
que obtivémos propomos tentativamente as seguintes:

600/800 gr - para os peneiros de 4 3 16 mesh;

300/400 gr - " " " " 20a 70 ;

200/300 gf‘ - " " " " 100 a 400



Tabela 2.10A: Tempos finais de tamisagem e erros -~ Granodiorito

Crivo 1 Crivo 2 Crivo 3 Crivo 4 Crivo 5

Gt
Tfinal 10 10 12 13 18
Erro 2.38% 5.85% 4,287 12.93% 0.70%
G21
Tfinal 10 10 12 13 18
Erro 3.56% 8.57/ 6.92/ 25.507 1.15%
G31 .
Tfinal 11 10 14 12 22
Erro 4,887 10.13% 8.847 29.00% 1.02%
G41
Tfinal 11 11 15 12 22
Erro 5.047 8. 34/ 5.88% 18.90% 11.10%
Gte
Tfinal 10 10 15 12 a1
Erro 19.86% 12.88/% 14.0T7% 19.95% 2.827%
Ga2
Tfinal 9 10 12 15 19
Erro 5.13% 0.00% 4,40/ 6.27% 2.487
G32
Tfinal 10 10 i2 16 21
Erro 21.93% 20.074 20.877% 19.50% 5.086%
Gae
Tfina!l 9 10 12 14 18
Erro 9.37% 9.56% 11.78% 17.32% 3.82%
G13
: Tfinal 21 21 38
Erro 19.05% 117.00% 41.677%
Ge3
Tfinal 23 23 39
Erro 20.81% 66.17% 21.657%
G33
Tfinal 21 21 32
Erro 25.40% 104. 207 65. 10%
G43
Tfinal 27 23 36
Erro 20.417 98.62% 26.T1%
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Tabela 2.10B: Tempos finais de tamisagem e erros - Minério de

vale de Gatas.

VG11
Tfinal
Erro
vGa1
Tfinal
Erro
VGN1 1
Tfinal
Erro
VGN2 1
Tfinal
Erro
VGN31
Tfinal
Erro
VGN4 1
Tfinal
Erro
VGNS 1
Tfinal
Erro

VGia
Tfinal
Erro

vGaa
Tfinal
Erro

Crivo 1

19
4,557

16
4.47/

23
7.447

28
8.72%

a3
21.21%

36
9.15%

25
10.574

4. 7174

13
10.88%

Crivo 2

18
8.56%

16
5.05%

a1
5.16%

26
T.767%

a1
16.267%

32
8.60%

23
T.247

12
16.34%

Crivo 3

29
6.95%

a7
5.80%

29
5.95%

36
4.617

29
15.347%

44
7.187%

32
6.31%
9

10.44%

14
19, 247%

Crivo 4

18
123. 114

16
122.467%

16
29.98%

19
38.854

14
282. 747

a2
51.14%

18
36.05%
12
10.957%

17
24.69%

Crivo 5

26
4,607

a4
3.33%

25
7.35%

30
0.00%

19
120.36%

29
54.07/

25
19.29%
17

1.29%

26
2.087




Tabela 2.10C: Tempos finais de tamisagem e erros - Areia de duna

Crivo Crivo 2 Crivo 3 Crivo 4 Crivo 5

Atl2
Tfinal 26 36 40 43 36
Erro 0.00/4 - 0.84% 8.867 8.55/ 2.04/
A22 ‘
Tfinal 16 =4 29 36 23
Erro 0.00% 1.36%4 7.047 T7.747 5.17%
A32
Tfinal 18 24 32 38 25
Erro 0.32ax 1.407 5.31% 6.02% 4,987
Ad2
Tfinal 17 21 28 27 22
Erro 0. 40/ 2.25% 8.23% 10.787% 6.97%
A52
Tfinal 16 a2 a9 32 22
Erro 0.63% 1.01% 6.44/ T.13% 2.417

"

234 =



Tabela 2.10D: Tempos finais de tamisagem e erros - Minério da
Urgeiriga

Crivo 1 Crivo 2 Crivo 3 Crivo 4 Crivo 5

U1

Tfinal 12 13 15 23 45

Erro 6.124 8.65%4  T.2%/ 20.00% 1.23%4
U3t

Tfinal 12 11 16 13 a3

Erro 1.63% 2.997 3.89/4 6.77% 0.465%
uie

Tfinal 13 13 15 19 25

Erro 11.72% 12.647 13.42/% 10.82% 1.874
(UET-3

Tfinal 9 10 12 14 19

Erro 4,40/ 5.27%4 3.967% 2.95% 0.767%
u13 :

Tfinal 38 43 43 111 104

Erro 3.08% 4.81% 11.31% 5.81% 253.167%
uz23

Tfinal 158 178 167 258 118

Erro 5.947% 13. 90/ 19.85/4 13.41% 290. 104
U33 :

Tfinal 15 16 21

Erro 7.19% 8.83% 6.997




8. O que h3 ainda a fazer

Viu-se em (2.6.4) que os calibres nominais que
foram arbitrados para cada lote granulométrico através de uma
interacg4o com os parametros do modelo, podem ser transformados
nos calibres equivalentes por peneiragdo, que medem a dificuldade
total que as partfculas de uma classe granulométrica experimentam
em passar 3 classe seguinte, o mesmo se passando, de modo andlogo

em relagHo ao calibre equivalente do isocrivo.

8.1 os calibres nominais como parametros

Levando esta operagdo 2as suas’ altimas conse-
quéncias & nossa convicgdo que o modelo deve ser reformulado

utilizando como parametros

vcr, sat, #[1), Fiso[l], Plso (2.22]

(=1, 2, ..y nc),

que obedecem 3s seguintes constrigtes:

1. 0¢ vCr [2.23)
2. 0¢ sat ! Smax [2.24]
3. luz[1]¢ #011¢ 1uz(1-1] (2.25)
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4, 0¢ Fiso[l) ¢ 1 [2.26]

A probabilidade de passagem a posteriori agora ja ndo
sera fixada pelo operador no infcio da corrida, mas torna-se
varisvel com o valor que g[l] vai assumindo durante o ajuste.
Pensamos que assim se conseguird uma legibilidade fTsica mais
facil é imediata do parametro gf{1] que correspondera, na pratica,
a uma verdadeira propriedade global.

Contudo, ser3 necessario ainda proceder a duas altera-
qtes fundamentais: uma no algoritmo de Levenberg-Marquardt e
outra na rotina experimental.

Na rotina de Levenberg-Marquardt & necessario imple-
mentar a descrigdo explicita das constrigtes nos paranétros, como
se indica no fluxograma da Fig. 3.5, de modo a eliminar os
inconvenientes descritos em (2.6.2).

Na rotina experimental & imprescindivel aumentar o
namero de medidas (pesagens) efectuadas nos primeiros instantes
da tamisagem, para assim acentuar O peso da componente n#o-1linear
no processo de simulac8o. Esta medida permitira, assim o cremos,
o ajuste de um parametro sat mais racional o que levara, segura-
mente, a3 definigdo de um meio multicamada em cada peneiro.

Por outro ltado, O aumento do namero de pesagens
minimizars, concerteza, O inconveniente causado pela elevagdo do

nimero de parametros a ajustar.

Como & evidente, tudo o que foi dito pode ser (e deve!)
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ser transcrito, numa primeira fase, para o caso de um Gnico

peneiro.

8.2 Eliminagdo do factor forma

Numa segunda fase, seri possfvel retirar a cinética da
peneirag8c a componente que lhe & conferida pela forma das
particulas o que, sSe as nossas conjecturas de (2.6.3) forem
correctas, permitirad definir mais claramente o pontb de intersec-
¢4%0 das duas cinéticas,por eliminar a zona de transigdo (Fig
2.9). Para tal propomos que se sSiga a seguinte estratégia experi-
mental.

{. Tamisagem cerrada da alimentas8o (peneiros seriados
segundo 2!/4), para minimizar os efeitos do calibre na fase
vseguinte de separagdo.

2. Passagem de cada uma das fracg¢bes granulométricas
asim obtidas através, por exemplo, do dispositivo experimental
descrito por Aravamudhan, S.et al (1984) que separara as
partfculas em fungdo da sua forma.

3., Recompdr, com os lotes "mono-forma® assim aobtidos, a
composigdo granulométrica aque irs servir de alimentagdo as

ansl ises granulométricas.

4, Finalmente, proceder aos ajustes do modelo cinético
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- para recuperagdo dos parametros.

8.3 Cinética em regime continuo: perspectivas

Se a cindtica da crivagem em continuo correspondesse a
uma simples transposigdo do processo descontfnuo, entdo o dimen-
sionamento dos crivos seria imediato. Com efeito (Fig 2.18),
considerando com Leite, M. (1987b) que a velocidade de deslocagdo
v das particulas sobre a malha & constante ao longo de todo o

crivo, resulta a transformag8o de varisveis
Xx= v t [2.27]

que nos permite obter, a partir do tempo final da tamisagem (7€),
um Xf, que & o comprimento atil do crivo que corta a alimentagdo
no fim da cindtica do infracrivo.

Muito embora ndo seja de esperar que as caracteristicas
do processo laboratorial possam ter transposi¢do imediata para a
crivagem continua, a mudanga de varidveis [2.27) permite, em
principio, utilizar as equasltes [2.1@] e [2.15) para a simulagdo
de um crivo industrial, desde que mantenham os. seguintes pressu-
postos:

- a composigao granulométrica da alimentag8o (do crivo

ou do circuito fechado) & constante e foi determinada a partida;
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- nas equagles [2.14] e [2.15) os valores my; (K=1,
1€ {1,2}) n8o representam agora massas, mas sim as fracgles
granulométricas do infracrivo que passam através da rede de um
crivo de largura unitaria.

Do nosso trabalho resulta ainda uma conclusdo com
aplicagdo industrial. Verificou-se que, apesar da propriedade
tecnolégica calibre ser a mesma para todas as partfculas de uma
dada classe granulométrica, se assimilarmos as particulas a
elipsdides podemos afirmar (revejam-se as fotografias das FigS.

2.10 a 2.17) que existem diferengas sensTveis nas dimenstes dos

Alimenta¢do=100

-2

Sobrecrivo

Fig. 2.20: Crivo ideal em regime estabil izado com percurso 1 inear

das partfculas



raixos" das particulas que passaram para tempos curitos (o infra-
crivo) e das que passaram para os primeiros tempos longos (pri-
meiro isocrivo). Por isso, o seu comportamento durante 0s proces-
sos de concentragfo sera concerteza diferente, isto &, ndo sdo
equivalentes sob o ponto de vista do pfocesso de concentragdo.

Assim, para diagramas de tratamento de minérios.,
(nomeadamente por via hidrogravitica) em que a fase anterior a
concentracdo pode ser terminada por uma crivagem, seria atil a
utilizag8o de dois crivos em série: o primeiro, de comprimento
dimensionado pelo processo indicado atras, para separar o infra-
crivo e o segundo, de tempo de residéncia mais longo(*®), para
separar o isocrivo de tempo curto (as duas malhas podem ser
ligeiramente diferentes). Os dois lotes seriam tratados separa-
damente.

Relembremos ainda que tudo leva a crer que 08 Crivos
trabalhem mal quando descarregados. Acreditamos que é de toda a
conveniéncia que se formem leitos plurigranulares durante a
crivagem, mesmo na parte terminal do aparelho. Por isso conside-

ramos que & sempre preferivel trabalhar com crivos estreitos e

alongados.

(x) Relembremos a nossa observagdo de (2.6.3), onde dissemos que
a passagem das particulas de isocrivo depende essencialmente do
seu posicionamento em rela¢do a malha, o que as leva a tempos de
residéncia mais longos.



"Computers have made this the goliden age of model ing.
Easy access to desktop computers and modern software allows
people with modest statistical and programming backgrounds to
construct and test elaborate formal models. Analysis that might
have been considered dissertation topics fifty years ago can be
completed in a few hours or days. Our current technology far
surpasses that of earlier generations of students. We have
reached the point where we just drop our data into the computer
and push the button, right?

Wrong."

T. R. Houston (1986): wWhy models go wrong

3, 0OS METODOS NUMERICOS



The Waterbeetle

The waterbeetle here shall teach
A sermon far beyond your reach
He f)abbergasts the Human Race
By gliding on the water’s face
with ease; celerity and grace;
But if he ever stopped to think

Of how he did it, he would sinK.

Hilaire Belloc: Cautionary Verses

1, Exérdio

A decisdo de escrever um capitulo que descrevesse em
profundidade os mé&todos numéricos utilizados durante o trabalho
foi uma decis8o tardia, dolorosa e arriscada. Deixem-me explicar-
-lhes porqué.

Sempre me encontrei, relativamente 3 matemitica, na
situaglo do aprendiz de feiticeiro que nem sequer sabe como pegar

na varinha de conddo, com medo gque O feitigo 1he rebente na cara.
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Este estado de espirito foi criado, como em tantos outros de nds,
pela classica formas8o matemdtica "apreendida" nos Preparatorios
de Engenharia, que rapidamente enferrujou pela falta de uso e sb
deixou a veneragdo beata, ji insinuada no Secundario, por tudo
quanto fosse ndmero, pela infalibilidade magica da ciéncia e
pelos raciocinios profundos daquelas mentes poderosas que se
aventuravam a mexer-lhe. A passagem para a Faculdade de Engenha-
ria, no terceiro ano da licenciatura destruiu-me o ediffcio das
certezas determinfsticas que com tanto gostinho me tinham ajudado
a construir. Fui entfo merguihado violentamente no dominio do
possivel e aprendi a repudiar o exacto. Ensinaram-me, com sbélido
bom senso, que a solugdo tedéricamente correcta podia nao ser a
mais oportuna, ou nem sequer a que conduzisse ao maior lucro. E,
talvez por gue nas minas a previsdo era uma utopia e o improviso
era a Santa Barbara de todos os dias, muito subl iminarmente
foram-me dizendo que isso da matematica sd servia para floreados
intelectuais Jja que uma boa regra de trés resolvia todos os
problemas. |

Quando peguei neste trabalho de doutoramento, todo o
meu passado e ignorancia matemitica se conjugaram para que
aceitasse de boa fé& servir-me, sob a forma de "“caixa preta", de
um algoritmo ja testado. S5 que o mundo da muitas volfas e um
doutoramento feito por um cabegudo como e€u, també&m. A curto

prazo, o objectivo inicial do trabalho foi completamente modifi-
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cado e assim surgiyu a necessidade de abrir a "caixa negra",
espreitar 13 para dentro e, a pouco e pouco, ir descobrindo como
& que as coisas se faziam (ou se n3o deviam fazer).

E qual ndo & o meu espanto quando um dia dou comigo a
ler matemdtica a um ritmo perfeitamente convincente. Aprendi,
maravilhado, que 08 métodos que eu utilizava estavam ainda em
construgdo e, até que nem sequer era pacifico que tal ou tal
estratégia algorTtmica fosse a mais correcta. Como era inevita-
vel, perdi o respeito a matematica.

Mas toda a bela tem sendo. Ao espreitar para dentro do
desconhecido passei, de executante, a c¢ritico do prdéprio traba-
lho. E que quantidade de errcs eu ndo cometi ...; davam, assegu-
ro-o, para tornar mais humanos uma dGzia de primeiros ministros.
Assim, este capftulo é, em si, uma histdéria de descoberta e, em
consequéncia, o relato de uma sucessdo de erros que, nem por o

serem, S#o menos assumidos. Tenham a bondade de 1&-lo como tal.



2. Estabelecimento da fungdo objectivo e caracterizagao

do minimo em RN,

De posse de um modelo que, a partir de um conjunto de
parametros passiveis de interpretaglo fisica, "efectua uma
tamisagem" sobre uma alimentag8o com composigdo granulométrica
pem conhecida, pretendemos minimizar o desvio que os resultados
assim obtidos apresentam em relag8io 3o caso real. Se n(t)
representar a massa que, ao fim de um dado intervalo de tempo 1
(expresso em minutos), Sse encontra sobre o crivo de ordem K e
sendo m¢(t, x) a massa calculada pelo modelo, que & fungdo de:

K, 0 n2 de ordem do crivo,

t, o tempo decorrido desde o inTcio da crivagem,

x, O vector dos parametros do modelo,

a nossa tarefa resume-se a minimizar globalmente, e em relagdo

aos parametros, os resfduos que tomam a forma
fi(x)= ri (L) -m; (L, %) (i=z 1, 2, ..., M), (3.1)

representando % = {Xq, Xz, .0, xn}T o vector dos paréametros a
ajustar, n , o n? de parametros presentes na nossa configuragdo e
m o n2 de residuos (igual ao n2 de determinagles experimentais).

Utilizando a notagdo matricial,

r= {F‘KJ'] [3.2]



m = {mgj] [3.3)

K= 1, 2, ..., Nc; j= 1, 2, ..., NV)

s30 as matrizes de dimens#o nc¥ny, respectivamente, dos dados
experimentais e dos resultados calculados, com K como n2 de ordem
do crivo e com _j como n? de ordem do tempo decorrido desde o
infcio da crivagem até ao momento em que se efectuou a pesagem.

Pelo seu lado

f= (fq, f2, «ovy fm ] (M= Ng*ng) [3.4]

& o vector dos residuos,
Existem diversos modos de agrupar esties altimos valores
de modo a obter uma fungdo a minimizar, real da variavel vecto-

rial F(x), definida num esSpaso n—dimensional. que passara a

constituir a nossa fungdo objectivo. Caso se pretenda utilizar um
teste final de aderéncia entre a matriz dos dados reais € a dos
valores calculados, apenas se pode pensar em duas alternativas
para a escolha da fungdo objectivo:

- ou um somatdrio de minimos quadrados {minimizagdo em
norma euclidiana), para o qual o teste & o Qu i —quadrado;

- ou o residuo de maior valor absoluto (minimizagdo em

norma infinita), cujo teste especifico & © Ko Imogorof-smirnoff.

Apenas por ser o critério mais habitual de ajuste,
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decidimo-nos pelos minimos quadrados. Em boa hora o fizemos, dado
que isso possibilitou, como se vera mais adiante, a utilizagdo de
um método optimizador especifico, com todas as vantagens dai
decorrentes.

A fungHo a minimizar passa entdo a ter a forma

m 2
F(x)= 2: [f (x)] [3.5)
i

i=1

Note-se que, no caso presente, a fungao & nZ%o-linear e continua-
mente diferencisvel em ordem aos parametiros, como Se€ pode
retirar da leitura da secgdo (2.4.2).

¢ condigdo essencial para que um modelo numérico
possua validade que o valor de "f(x)". tomado no minimo, seja
pequeno e ainda que n, O numero de valores a ajustar seja, no
maximo, igual ao namero de residuos, m. Se esta Gltima condigdo
se n%¥o cumprir, corre-se o risco de tomar como validas interpre-
tagtes perfeitamente arbitrarias. De qualquer modo, & sempre
preferivel, sob um ponto de vista estatistico, que exista redun-
dancia quanto ao numero de determinagtes experimentais, isto &,
que m seja substanciaimente superior a n.

Vemos assim que existem & partida duas componentes
principais do problema 'de optimizagdo: as variaveis que, regra
geral designaremos por parametros € que S€ agrupam sob a forma do

vector x, e a fungao a minimizar, a que chamamos fungdo objectivo




e que, no nosso caso, & um somatdrio de minimos quadrados.
Acrescente-se que, devido ao facto de os parameiros nao poderem
tomar certos valores, fisica ou matematicamente sem sentido,
existe um conjunto de condig¢bes, as constrigles, que restringem
os seus dominios de variagd#o. Contudo, e porque as constricbes
apenas foram explicitamente introduzidas numa fase posterior do
trabalho, vamos atacar o problema da minimizagao da fungao
objectivo como se o seu dominio fosse todo © RN (minimizagdo sem
constrigtes). Posteriormente daremos conta das diligéncias

tomadas para lidar com elas.



3. A primeira tentativa de minimizagdo - o politopo

Muito embora sejam bem conhecidos métodos especificos
que "pegam" neste tipo de problemas, © primeiro caminho de que
langamos m4o para resolver o problema da minimizagdo da fungdo
objectivo foi © que & habitualmente conhecido por Simplex. Dado
que esta designagdo conduz a confusties com O método de programa-
G40 linear com o mesmo nome, na discussao que se segue utilizare~
mos o termo politopo (poli- + ~topo= Varios locais), particu-
larmente bem adaptado por o método utilizar, para poder progre-
dir, a determinagdo da fungdo em diversos pontos.

As raztes que nos levaram a este caminho, € que na
altura se nos afiguravam mais que razoaveis, eram de ordem
pragnatica. Em primeiro lugar, o problema que nos propinhamos
resolver, a optimizagdo da tamisagem era apenas um problema
vicinal, ou se se quiser, um desvio no plano inicial de trabalho.
Por isso ndo pareceu aconselhavel a utilizagdo de artilharia
pesada em caso de tdo pouca monta, virando- nos para um metodo
que pudesse ser levado a cabo sem grande esforgo. Em segundo
lugar, como o doutorando ndo possuia quaisquer inclinagtes”o
especificas no campo das matematicas, seria sempre preferivel a
construg¢do de um algoritmo baseado em conceitos heuristicos, o
que lhe permitiria "ver" mais facilmente como a pesquisa iria

decorrendo.



Em suma, para a resolugl3o de um problema que se presu-
mia simples e secundario, colocado nas m#os de um ndo-matematico,
a solugHo correcta passaria sempre pela utilizagdo de um método
"simples". Foi, sem sombra de dividas, um erro de principiante.
Rapidamente se chegou 3 conclus3o de que, nem o problema era de
£5cil abordagem, nem o método de minimizagdo era satisfatorio
(sobre a discuss#o das virtual idades do método veja-se 3.3.5.).

Agora, a distancia no tempo e no itrabalho, vemos que as
razbes que nos levaram a esta nossa primeira escoiha foram
fateis, resultado da tentativa de encurtar caminho, através da
escolha de métodos que pudessem ser postos em pratica rapidamen-
te. A este propdsito podemos citar Gill, Murray & Wright (1981},
quando escreveram: "...modern numerical analysis has shown that
even apparently simple computations must be implemented with
great care, and that naive implementations are subject to a high

probability of serious error and numerical instability".

3.1 Descri¢8o do algoritmo (Fig. 3.1)

No c¢aso de uma pesquisa a n-parameiros podemos assimi-

lar o politopo a uma aranhigo com n+i patas telescépicas que se
desloca sobre uma superficie (definida por F(x)) situada num

espago n-dimensional. Este bicharoco tem uma idiossincrasia
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curiosa: tem um medo enorme das alturas. Por isso, sempre que
muda de local, o seu primeiro cuidado & o de avaliar a cota de
cada um dos seus pontos de apoio. Logo que determina qual & o
mais alto, tira de 13 a patinha e, com o maior método, procura na
vizinhanga préxima um outro que nd3o esteja tdo alto. Encontrando-
o, aceita-o de imediato, em prejuizo do que o afligia, mantendo
todos os restantes. Mas, para mal dos seus pecados, verifica
sempre que ainda hid uma patita que estsd mais alta que as outras e
153 recomega o processo. Consegue assim, a pouco e pouco, baixar o
seu centro de gravidade. $& se da por satisfeito quando, repetin-
do-se paciente e ordenadamente, sente (a sensibilidade & 0 NoOsSsoO
critério de paragem) as pafinhas encostadas umas as outras. Sabe
que encontrou por fim um ponto estacionario da fungdo e, emitindo
para o exterior um suspiro de alivio, descansa enfim.

Vejamos agora quais sdo 0S processos numéricos que
fazem com que O nosso bichinho se mova.

De cada vez gque o polTtopo-aranhigo muda de posigdo,
verifica as cordenadas e as "cotas" da fungdo objectivo em cada
um dos n+! pontos de apoio (X4, Xz, eey ¥pp xn+1) e anota quais

sd80 aqueles em que a fungdo objectivo toma os valor mais alto

(Xn+1) segundo mais alto (xp) e mais baixo (xq). Em seguida

calcula o centrdide dos n "melhores pontos", dado por

n

c = 1/n . 3.6
% 2-e)
J=1
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Fig 3.1: Fluxograma sucinto do algoritmo Simplex.
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Finalmente, retem as "cotas" e as "coordenadas topogra-
ficas" dos n+i1 pontos, juntamente com as coordenadas do centrdi-
de, numa matriz {B}, de (n+1) linhas por (n+2) colunas.

No infcio de cada ciclo, a2 primeira atitude que toma,

para poder mudar de local, & a produgdo de um ponto tentativo Xp

por reflex8o da sua estrutura, através da expressdo

Xp=CHX(C=Xn4q) s [3.73

sendo o (> 0) o© coeficiente de reflex#o, determinando também

F (%), o valor da fungdo no novo ponto.
0O bicharoco pode encontrar-se em trés situagles distin-

tas:

1. F(x ) > F(x)
r 1

Encontrou um novo "melhor ponto" (melhorlno sentido em
que nele a funglo possui um valor mais baixo que em todos o0s
outros) e, presumindo que a linha gue o une ao ponto de cota mais
alta & uma direcglo de descida, tenta expandir-se nessa direcgao

através da relagdo
Xe=C+B(Xp-C), . {3.8)

sendo B (B> 1) o coeficiente de expans8o. Se a expansdo for bem

sucedida, isto &, se F(xg) < F(xp), o algoritmo substitui Xp44

por Xa OU, NO caso contrario, por X..
e r



2. F(x ) £ F{x) ¢ F(x)
i r n

Ngo obteve nem um novo "melhor ponto", nem um Novo

"pior ponto" e, portanto, opta por substituir Xpnsq PO Xp,

3. F(x ) 2 F(x)
C N

-

O ponto tentativo & pior que o segundo "pior ponto" ja
existente e, por isso, a direcgdo definida por ele € POr Xn4q é
desfavoravel. Tem que arrepiar caminho, o que sb consegue enco-
lhendo uma das suas patas telescopicas (redugao). Dois casos

podem ocorrer:

a. F(x ) < F(x )
r n+1

Produz-se um novo ponto entre C€ € X, através da

relagdo

Xc=C+0 (Xp-C)} [3.9]

b. F(x ) > F(x )
| n+4

A reducsdo & feita encontrando um novo vértice entre ¢ e

Xn+qs PElA relagao

Xc=c+6 (Xn+1"c) ? [30 10]

comd (0 < d < {) como coeficiente de redugao.

Em seguida, se verifica que F(xg) < min {F(Xp), F(Xneyd s
considera a contracgdo como bem sucedida. No caso contrario nao

tem outro remédio sendo encolher-se, mantendo apenas uma pata em
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X4, OU seja, usa a relagdo de contracgdo

X = Xp+B’ (Xj-%q), {3.11}

sendo B’ (0< B’< 1) o coeficiente de contracgso e com i#1, E de

novo recomega o seu fadario, até& que se dé por satisfeito.

3.2. Modificagles possiveis

Diversos autores tém sugerido algumas modificagbes ao
esquema genérico proposto acima que corresponde, grosso modo, ao
de sSpendiey, Hext & Himsworth (1962), modificado por Neider &
Mead (1965). Em particular, Gill Murray & wright (1981, pag. 95)
sugerem que a contracglio deve ser executada por geragdo de um
ponto enviesado em direcgdo a x4. Embora fundamentaimente corre-
cta, na pratica, esta modificagdo nao nos levou a resultados
visivelmente melhores. Contudo, esta medida acarreta consigo o
perigo de alongar o politopo, fazendo tender os vértices para a
coplanaridade, o que forg¢a inevitavelmente o abortamento da
pesquisa. A mesma critica se pode fazer quanto aos algoritmos
onde se ndo resiste 3 tentagdo de proceder a reflexdo entre Xy e
Cc e ndo entre ¥Xn4qy € C.

Nash (1979, pag. 145) indica que O’Neil (1971), no

seguimento do trabalho original de Nelder e Mead (1965), propte
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que para cada um dos parametros, na geragdo do politopo de
arranque, Se usem incrementos diferentes e proporcionais ao seu
domTnio de variagdo, 0 gue permitiria, no seu entender, melhorar
a sua velocidade de convergéncia. Claramente, este caso resolve-
-se correctamente com um conveniente escalamento das variaveis
(veja-se 3.7.2) e n4% com o método proposto, que sb actua no
arranque da pesquisa. Em particular, caso existam diferengas
notérias de escala entre oS parametros, corre-se mais uma vez o
risco de as variaveis se aproximarem da dependéncia linear. £

que, nestas circunstancias, quando se di a expans#do ou a refle-
x80, as coordenadas do novo ponto de apoio podem diferir muito
entre si e ent#o o polTtopo resultard muito alongado segundo um
dos eixos: os pontos x; correm o risco de se aproximar da copla-

naridade.

3.3 As constrigles

O método que originalmente foi seguido para assegurar a
viabilidade fTsica do problema (por exemplo, para impedir que as
probabil idades ultrapassassem a unidade) foi © "m§todo do pontapé
para cima". Quando oS parametros penetravam numa zona de impossi-
bilidade, fazia-se simplesmente a fungdo objectivo arbitrariamen-

te muito elevada, ou, utilizando uma analogia topogréafica, intro-
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duzia-se uma escarpa em F(x), due o aranhigo ndoc tinha capacidade
de escalar (sugestfio de Nash(1979, pag. 145) . A primeira vista,
dado o caracter heuristico do algoritmo, uma solugl8o deste tipo
parece perfeitamente adaptada. Contudo, e mais uma vez, se
verifica que uma anadlise ingénua neste tipo de problemas resulta
quase sempre em‘ asneira. Na verdade, ao utilizar a escarpa
estamos a introduzir uma singularidade que corresponde a uma
descontinuidade logn na primeira derivada. Embora, ao contrario
da maior parte dos outros métodos, O politopo parega nao se
preocupar absolutamente nada, nem com a informagao de primeira
ordem nem com a informagdo de ordem superior, n¥o & insensfvel a
estas habilidades. Caso o minimo numérico a atingir x* se encon-
tre na zona de impossibilidade fisica, © aranhigo & inevitavel-
mente atraido para a base da escarpa € rapidamente todos o8 Seus
vértices se sobrepem no sopé, tornando-se quase colineares e,
dal em diante, sb& se consegue progredir ao longo do timite da
constrig8o. Por outras palavras, © algoritmo aborta.
Curiosamente, muito embora este método de rejeigdo dos
pontos sem significado fisico ocorra imediatamente ao optimizador
mais incipiente, por mais que pesquisassemos a literatura da
especial idade nao encontramos qualquer tratanen;o tedrico deste
processc. Apenas Swann (1972) indica, sem aduzir quaisquer raztes
tedricas, que, para que um algoritmo dé pesquisa directa possa

progredir ao longo da fronteira da constrigdao, O Passo da



-

progress#o deve ser de tal modo reduzido que & muito provavel que
os critérios de convergéncia sejam rapidamente satisfeitos e
ent8 a pesquisa se dé por terminada, sem que se verifique
qualquer progresso sensivel em direcg8o ao minimo.

Keefer (1973, in Swann, (1972b)) propds um m&todo
de pesquisa que, utilizando o polTtopo na sua versdao original,
lida com as condigles de constrigdo, no caso de simples
limitagbes do intervalo de variagdo dos parametrocs, através de
uma pesquisa axial auto-1imitada. Para esse fim dividem-se 08
parametros em duas matrizes: uma constitufda pelas variaveis
adstritas ao polftopo e a outra, pelas que s80 utilizadas na
pesquisa axial. Consoante as constrigles se tornam ou ndo
activas, os parametros sdo transferidos de uma para outra matriz.

A utilizag8o deste mdtodo ou de qualguer um outro que
utilizasse fungBes de penalizagdo ou fungbes-~-barreira, aumentaria
muito o esforgo de programagdo para um método que, a partida, se
pretendia que fosse simples. Por isso, a nossa preferéncia
dirigiu-se para a utilizagao de mudangas de variaveis que trans-
formaram © nosso problema de minimizag80 com constrigfes num
problema de pesquisa de minimos sem constrigles, o que resolveu o
problema da convergéncia extemporanea do algoritmo. Estas fun-
Gbes, bem como as vantagens € inconvenientes resultantes da sua
utilizaglo, serdo analizadas em (3.8.3), a propdsito da discussao

do algoritmo de Levenberg-Marquardt.
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3.4, Critérioc de paragem e precisdoc da solugao

Nelder & Mead (1965) sugerem a utilizagao de um crité-
rio de paragem do tipo estatTstico, baseado numa espécie de "erro
padrgo® dos valores que a fungldo objectivo toma nos vértices do

politopo, isto &, o algoritmo para quando o valor

n+4 n+i 1/2
e - [ ( J-E=1[F(xi) - §1F(xJ)/(n+1)])/n] [3.12)

se torna menor que um valor pré-estabelecido. Nash (1979, ppP.
144) indica que critérios deste tipo podem levar a paragens
prematuras do algoritmo em "planaltos" (zonas de insensibil idade
3s variagbes dos parametros) e pretere-o em favor de um critério
"mais matemitico" e "menos estatistico", ou seja, © algoritmo sd
devers parar quando a fungao objectivo toma o mesmo valor em
todos os pontos, a menos da imprecisdo da maquina. Critério a
todos os tTtulos semelhante & o indicado por Gill Murray & Wright
(1981, pp. 307-308), ou seja, a fungdo deve parar quando numa
qualquer iteragdo se verifique que a diferenga entre os valores

mais alto e mais baixo que a fungdo. toma nos vértices do polTtopo

& inferior a uma fungdo de 7T,

F -F 1+|F , 3,13
CHRIELICRIEE M LICRIY (3.13]

-

onde g & a aproximagdo (ndmero de algarismos significativos



correctos) estipulada para a fungdo objectivo. Alternativamente,
poder-se-ia utilizar como segundo membro de [3.13) a expressao
TF |F(x1)|. Porém, se |F(x1)| se aproximasse de zero (por exem-
plo, devido a erros de cancelamento) o teste resultaria excessi-
vamente rigoroso, levando a que a pesquisa se eternizasse sem
sentido.

Recorrendo 3 metafora anterior, o aranhigo s& se
sentirs feliz quando sentir todas as patinhas a mesma cota. Dado
que o algoritmo converge a uma velocidade extremamente baixa,
qualgquer esforgo no sentido de de obter mais do que uma precisdo
rudimentar, n#3o0 & justificavel, haja em vista o elevado esforgo
computacional necessario. Por isso, mesmo quando o polTtopo &
aplicado a uma funglo "bem comportada", n3o vale a pena utilizar
uma precis#o relativa vg inferior a 10-3.

£ evidente que, dependendo da precisdo da solugdo
final, corre-se o risco de que o processo de pesquisa se dé por
concluido com um polTtopo de dimenses generosas, de "cotas"
iguais para todos os pontos e, eventualmente, com o minimo num
ponto mais baixo, local izado no seu interior. Por isso & tamb&m
necessario acrescentar ao critério baseado na precisdo com que a
fun¢do objectivo & calculada, um outro, que controle o tamanho do
polTtopo. Este teste deve ser aproveitado para nos assegurarmos
que, apds uma contracgdo, houve efectivamente uma diminuigdo de

tamanho, © que pode nao ocorrer quando se trabalha com baixa
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precisso (levando, em consequéncia, a iteragbes desnecessarias) .

Numa primeira aproximagdo, parece que este Gltimo

controle da precis8o da solugdo &, alé&m de necessario, també&m

suficiente. Por isso foi este o critério por ndés utilizado, ou

seja, o algoritmo para quando o "perimetro" do polTtopo desce

abaixo de um valor pré&-determinado. Faz-se, entdo

s= [3.14)

™Ms

<

onde s & o "tamanho" actual e T & O "t amanho" minimo do politopo
que estipulamos. Isto &, calcula-se a soma das normas unitarias
dos vectores-distancia entre cada um dos vértices e O de cota
mais baixa, parando o algoritmo quando s se torna menor que um
valor fixado préviamente.

Contudo, a utilizagdo de um tal critério sd & defensa-
vel se a fun¢do a minimizar for contTnuamente diferenciavel, o
que era o nosso caso. No caso de fungfBes com a primeira derivada
descontfinua, ou quando F(x) & ela prdpria descontinua, caso a que
o método de pesquisa estad particularmente bem adaptado, esta
estratégia leva inevitavelmente a falhar o minimo se este se
encontrar num ponto de descontinuidade.

Apesar de tudo o algoritmo & bastante robusto e, se lhe

£6r permitido continuar a pesquisa por tempo suficiente, acaba

e62 =



sempre por encontrar o ponto estacionario mais proximo e/ou mais

evidente.

3.5 RazBies do abandono do método

Apesar da sua pertindcia, o0 noOsSso amigo aranhigo &
muito pouco eficaz na sua locomogao. Como sb sabe o que sdo cotas
e ndo possui o conceito de gradiente nem o de curvatura, & muito
curto de vistas, ndo chegando nunca a utilizar a informagado
"topografica" que a fungdo proporciona.

Na verdade, os m&todos que, como o politopo, se baseiam
na comparagdo de valores que a fungdo objectivo vai tomando, sao
apropriados apenas aos problemas em que F(x) & descontfTnua, ou
quando o gradiente & descontinuo na vizinhanga da solugdo ou,
ainda, guando tem tantas descontinuidades que um mé&todo que se
aplique ao caso de fungBes diferencisveis, falhard quase concer-
teza. Um método genérico, aplicavel a fungles "n¥o-suaves" sera,
em geral, ineficaz, quando a fungdo a minimizar possuir alguma
continuidade. Se se decide utilizar um método deste tipo apenas
devido & sua simplicidade e enganosa latitude de campos de
aplicag8o, pagar-se-& sempre um elevado prego em velocidade e
precis8o. Poder-se-2 erradamente pensar que, devido a sua genera-

lidade, estes métodos s30 muito robustos. Muito embora ndo

0
1]
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sofram da doenga dos erros de arredondamento que aflige 0s
processos mais elaborados, deve-se salientar que aplicagtes
correctas de m&todos mais sofisticados s#o também muito robustas,
Uma outra grande desvantagem de métodos como O politopo & que nAo
se pode garantir nunca (tedricamente) que o método possua conver-
géncia global, e, portanto o objectivo d§ mé&todo & mais produzir
uma "boa solugHo" do que uma dptima solugdo, mas na secreta
esperanga de que, em termos préaticos, "hoa" signifique "dptima".

Contudo, e no nosso entender, o dbice principal que se
pode levantar a métodos de pesquisa directa & o que & habitual
designar-se por "maldig3o da dimensionalidade": quando o espago
dos parametros aumenta de dimensdo, o numero de avaliacles da
funcdo objectivo necessarias para que O algoritmo progrida,
aumenta quase que exponencialmente com ela.

Muito embora se tivesse iniciado o processo de optimi-
zag30 da crivagem apenas com trés parametros para cada conjunto
de cinco crivos laboratoriais, bem cedo as necessidades de
refinar o modelo impuseram um drastico aumento GO Seu namero,
que, numa versdo intermé&dia, chegou a atingir os doze. Significa
isto que o politopo passa a ter treze vértices. Portanto, para
cada mudanga completa de posigdo do "bicharoco", .S30 necessarias
treze avaliagtes da fungdo objectivo em pontos distintos. Dizendo
de outro modo: se considerarmos que se estd a tentar um ajuste do

modelo ao conjunto dos cinco crivos mais finos, sendo o tempo de



crivagem experimental de 135 minutos e © passoe de integracio
numérica de 1 minuto, cada mudanga completa de posicdo do "ara-
nhigo" corresponde a 52 500 iterages simples da subrotina de
integragdo. Para um algoritmo que pretendia fundamentalmente
poupar tempo de crivagem, os tempos de corrida correspondentes
podiam, no minimo, ser descritos como ridiculos!

Como ja foi dito atras, o problema a tratar & um caso
classico de minimizacdo de uma soma de quadrados. Por 1SS0, e
como devia ter sido feito desde o inicio, passou-se para um

método especifico: o0 método de Levenberg-Marquardt.

H
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4, A 22 tentativa: o algoritmo de Levenberg-Marquardt

Em contraste com o politopo, que & completamente
indiferente & forma da fung#o que tenta minimizar, o algoritmo
que a seguir se discute baseia-se na aplicagdo de um modelo
quadratico & fungHio objectivo. Existem duas justificagtes princi-
pais para esta escolha: a simplicidade do modelo e, mais impor-
tante ainda, o sucesso e a eficiéncia pratica dos métodos que
nele se baseiam. No caso particular em que a fungdo objectivo &
constituida por um somatdrio de quadrados, existe a razdo adicio-
nal de terem sido desenvolvidos métodos de minimizagdo Proprios
que aproveitam as suas caracteristicas especificas, em particu-
lar, o facto de as "linhas de nivel" de F(x), tomadas em relagdo
aos parametros, terem a forma de elipsdides na vizinhanga do
minimo (embora bastante deformados no caso da ndo-1inearidade).

A eficiéncia deste tipo de médtodos baseia-se no apro-
veitamento das informagbes de primeira e\de segunda ordem que a
funglo transporta consigo, Sem que Seja necessario o recurso ao
cslculo, quase sempre moroso, das suas segundas derivadas. Como
veremos, o método de Levenberg-Marquardt faz a aproximagdo da
informagdo de segunda ordem através do produto matricial JTJ (a
matriz J ests definida mais adiante na expressdo [3.24)), com a
diagonal principal transformada por um parametro real e positivo,

que & determinado neuristicamente pelo proprio algoritmo.
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Input:
n, Naxiter, plil

tol:i=1.0 E-6 g:

up: 10 down=0.14
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Executa a 'crivagem numérica’, calcula
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do sistema de eq. lineares

a X : -V

A

varConti:= Haxiter
?

Fig. 3.2: Fluxograma sumario do algoritmo de Levenberg-Marquardt
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Un fluxograma sumario que ilustra as relagbes do algo-
ritmo de Levenberg-marquardt com as rotinas de Choleski de facto-
rizag8o matricial, com a rotina Crivo'e, ainda, com o procedimen-
to que calcula as aproximagbtes 3 hesseana e ao gradiente, pode

ser visto na Fig. 3.2,

4.1 Fundamentagdo tedrica

Analogamente ao que acontece no caso das fungbes
monovariadas, sabemos (& facil verifica-lo através de raciocinios
que envolvem a expansio de Taylor em torno do minimo) que &
necessario e suficiente para que um ponto x¥, seja minimo sem
constrigtes de uma fungdo F(x), escalar da variavel vectoriai,
definida em RN, que se cumpram as duas seguintes condigtes:

{. O gradiente de F(X) (definido mais adiante em

{3.25)) deve anular-se no ponto de minimo
g(x*) = 0, {3.15]

0 que & o mesmo que dizer que x* & um ponto estacionario.

2. A Hesseana (definida mais adiante em [3.29)) de F(x)
tem também que ser ai definida positiva.

Devido ao facto de a fungao ser, pelo menos, duplamente

diferenciavel, & possivel definir em torno do minimo x¥* da fungdo
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objectivo uma vizinhanga, €, mais ou menos lata, consoante as
caracteristicas de "suavidade" da fung¢do, onde & legitimo proce-

der ao seu desenvolvimento de Taylor

F(x+€v)= F(X) + €g0OVT + 172 €2vTH(x)v + R(€D), [3.16]

-

em que X & o ponto do espago n-dimensional onde estamos a CONsi-
derar a fun¢d0; €v, & 0 passo de itera¢8o, que se supbe tomado
em direcgdo ao minimo (sendo v um versor definidor da direcgdo e
€ um escalar que constitui uma medida do passo da expansdo de
Taylor); @ e H representam, respectivamente, o gradiente e a

hesseana de F(x), tomados no ponto Xx; R(€3) & o residuo formado

pelos termos de ordem superior.

M&todo de Newton-Raphson

Como se sabe, devido as caracteristicas da fungdo
objectivo junto do minimo, oS termos superiores aos de 22 ordem
no desenvolvimento de Taylor s3o desprezaveis e, por isso ,
podemos aceitar uma aproximagdo quadratica da fungao objectivo,

ou seja,
' T
F(x+p)® F(X) + g(x) p + 1/2 PTH(X) P, [3.17]

com p=€v. Tomando como variavel desta expressdo 0 seu passo de

1"
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iteragdo, p, verifica-se que o minimo do seu segundo membro se

obt&m para o valor que minimiza a fungdo
3(p)= g(x)p! + 1/2 pTH(x)p* [3.18)

que sabemos ser quadritica, dado que H(x), a hesseana da fungdo
objectivo, & positiva definida (e constante, quando consideramos
% 0 ponto corrente do processo iterativo).

Ora a primeira derivada de 3(p) anula-se no seu ponto

de minimo e, portanto,
* *
Grad d(p)= H(x ) p + g(x ) = Q. [3.19]

Significa isto que o minimo x¥ da fung¢8o F(x), tomando como ponto
de partida um ponto situado numa vizinhanga restrita desse mesmo
minimo, pode ser atingido através do passo p que minimiza [3. 18]}
o qual se pode obter pela resolug8o do sistema de equagles

I ineares
H(x*) p= -g(x*) [3.20]

con a Hesseana definida positiva. A direcg8o definida pelo

vector soluglo de [3.20) dai-se o nome de direcgso de Newton. Se o

modelo oauadratico representar, sem erro algum, a nossa fungdo
objectivo, a solugdo do sistema de equagles lineares [3.20]
corresponde ao passo Gnico necessario para chegar do ponto de

partida ao minimo. Como a probabilidade de ocorréncia deste caso
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& nula, precisamos de encontrar um processo iterativo que 13 nos
conduza, mesmo que a representacao [3.17) da fun¢8o objectivo nao

seja perfeita. Ora garante-se, através do Teorema de nNewton-Kan-

tarovitch (Ortega & Rheinboldt, 1970, pp. 421) que, mantendo as
condigles enunciadas atr3s quanto 3s caracteristicas da fungdo e
partindo de um ponto situado na vizinhanga préxima de x*, pela
resolugao iterativa do mesmo sistema, utilizando o resultado de
cada iteragfio como ponto de partida para o passo seguinte, ou

seja, com

H = -g(x 3.21
(XK) PK+1 a( K) C ]

(sendo kK o© n2 de ordem da iteragdo), podemos sempre atingir o

minimo da funcao.

Na aplicaglo deste método iterativo (Newton-Raphson) a
uma funclo ndo-1inear genérica, com ponto de partida situado numa
vizinhanga suficientemente proxima de x*, para que ai a a hessea-
na seja sempre definida positiva e utilizando um passo de itera-
¢80 que converge para a unidade,verifica-se que (Ortega & Rhein-

pboldt, 1970, pp. 313)

R
0f 1im < 0 [3.22]
K=>0 || % = x* &
K

ou seja, a convergéncia & quadratica, o que, grosso modo, corres




ponde a duplicar o nimero de algarismos correctos a cada itera-

G40,

Somatorio de minimos quadrados

No nosso caso particular, dado que a fungdo a minimizar
& constituida por um somatorio de minimos quadrados, © gradiente

e a hesseana tém formas particulares. Sendo vejamos.

A nossa fungdo objectivo, como ficou dito em (3.2), tem

a forma
m 2
F(x) = [f (x)] [3.23]
23 i '
i=1
com X= {xJ} (j=1, 2, ..., Nn) o vector dos parametros e
f= {f;} (i=1, 2, ..., M) o vector dos residuos.

Defina-se o jacobiano como sSendo a matriz n _x m das

derivadas parciais dos residuos em ordem aos parametiros, ou seja:

of  af af
Jix) = | — — ., -1 [3.24)
ax ax dx
1 2 n
af af af
—_m _m _,_ _m
ax  ax ax
B 1 2 n
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Por definigdo de gradiente de uma fungdo escalar F(x),

T
[Grad F (X)) =

aF (%) oF (x) oF (%)
= gx)T= , v e [3.25]

(s} ax X
1 i 1

Dado que F(x) & o somatdorio dos quadrados do vector dos

residuos, vem:

m 3t (%)
2 g (%) =22f,(>()—' [3.26]
) izt 3x j
O que se reduz a
m
9. (x) = T F 00 I 0, [3.27]
J izt ! H
ou SeJa.
gx) = JTe, (3.28]

Por seu lado, a Hesseana € a matriz, quadrada e simé-
trica, das segundas derivadas em ordem aos parametros, da fung¢do

escalar da variavel vectorial, F(x), ou seja:



AF {x) IF (X) aF (X) ]
H(x) = ey ———
ax ¢ ax ox X Ox
1 12 1 n
aF (x) AF (x) 3F (x)
3xX 9x ax & 3ax ax
12 2 2 'n
3F (%) 9F (X) 3F (x)
L X 9% ax Ax ax 2
1 2 2 n n B

o que corresponde 3 divergéncia do gradiente:

3g (%) ) m 3f ()
! = Py —— =
ax Ix ! Ix
K K i=1 J
m f (%) Of (%) 3%f (%)
= Y i i + (%) ——
3 x Ix ! ax dx
i=1 K J J K
(J, K= 4, 2, vo0ey, Ny 124, 2, .00,y m).
Entado:
m O2F ()
HO= JTJ + FIF 00
i=1' OX jO%k

m
= JlJ + Y f 0 H (),
} |
i=1

[3.29]

[3.30]

[3.31])



sendo H; (x) a hesseana do residuoc de ordem i. Fica, entdo

H(X)= JTJ + Q(x), [3.32)
com
m
GQ(x)= £ H 3.32}
(%) Z i(x) i(><) [ }

i=4
Assim sendo, o sistema [3.21] transforma-se em
W04 T I 000 4 Q0%)) Py = ~G0%) [3.34)
ou, atendendo a [3.28]}, vem

W) T J0O4) HQ0K) ) Peg = ~J (%) TF (%) [3.35)

Embora, como se pode ver, a hesseana de um somatdrio de
minimos quadrados seja formada por informagdo 'de primeira e
informagdo de segunda ordem, sabe-se que ( Gill, Murray & Wright,
1981, pp.134), o termo de 12 ordem sera largamente predominante
desde que os valores dos residuos sejam suficientemente pequenos,
isto &, tenham uma ordem de grandeza inferior ao maior valor
préprio de J(x¥)TJ(x¥). Consequentemente, se If|| -> © quando x ->
x*, a matriz G -> 0 e, entdo, podemos aproximar a hesseana por

JTJ e a direcgdo de Newton passsa a ser dada pela solugdo do

sistema

JTup=-JT ¥+, [3.36]
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ou, sob a forma iterativa,

Jx )T u = =J Ty 3,37
(J( K) (XK)) PK+1 (XK) [ ]

em que Xy & o ponto corrente no processo iterativo.
O vector solugdo da equagdo anterior, Pgs+i: & comummen-

te designado por direcgdo de Gauss-Newton e constitui uma boa

aproximag8o da . direcgdo de Newton, quando os termos de 22 ordem
880 negligencidveis, 0 que sempre acontece desde que as diferen-
Gas entre os valores experimentais e os valores calcuiados tendem
para zero (em boa verdade, o Gnico caso em que faz sentido tentar

um ajuste dos minimos quadrados).

Verifica-se assim__que, num processo de minimizagdc de

uma funcdo somatdrio de minimos quadrados, dado um ponto de

partida situado numa vizinhanga restrita do minimo (a restrigdo

da vizinhanga depende das caracteristicas de "suavidade" e

n4o-1inearidade da func8o), onde a hesseana & definida positiva e

"f" seja largamente inferior ao maior valor préprio de JT J,

garante-gse a existéncia de um processo _iterativo [3.37] que

converge para o minime a uma velocidade quadratica, apesar de

apenas serem utilizadas primeiras derivadas no cilculo do vector

direccdo de Gauss-Newton.




Convergéncia global

Contudo, fora dessa vizinhanga restrita a conversa muda
de figura, Jja que, regra geral, nac se pode garantir uma boa
aderéncia da aproxima¢8o quadratica 3 nossa fungdo ndo-tiinear.
Precisamos, portanto, de encontrar um meio de 13 chegar, partindo
de um ponto gendrico xg (0 "guess" inicial). Podemos garantir a
chegada a tal vizinhanga desde que o método seja globalmente
convergente mas, para que isso acontega, & necessario garantir,

além da dupla diferencialidade da fungdo, que F(X) decres¢a a

cada iteragdo, ou seja, que

F(xk+1) < F(x), [3.38]

0 que se consegue desde que pk4q, €m [3.37), seja sempre uma
direcgdo de descida.

Provemos que a direcgdo de Gauss-Newton durante a minimiza-
¢40 de uma fun¢do quadratica &, para todo o x € R™, uma direcgdo
de descida. Resolvamos [3.21) em ordem a pg € projectemos o

vector de descida sobre a direcgdo do gradiente

a0x) POK+1)= -9 (%) HO%) 90%) [3.39)

onde a hesseana & obtida-através do produto JTJ. Como J & inver-
tivel (n¥%o-singular) a matriz JTJ & definida positiva (Nash, J.

1979, pp. 17) e o segundo membro de [3.37) & negativo. Entdo
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verifica-se que

gixK) P(Xk+1)< O, [3.40]

isto &, a projecglo da direcsdo pk+4 Sobre o gradiente local da
fung8o objectivo & negativa (independentemente da disténcia ao
minimo), 1ogo Pk+y & uma direcgso de descida local da fungdo
objectivo,

infelizmente n%0 ha nunca a garantia de que durante uma
iteragdo qualquer n%o venha JTJ proxima da singularidade (com
condigHo excessivamente alta), pela existéncia de instabilidades
numéricas intrinsecas ao processo, o que leva, inevitavelmente,

ac problema das perturbages na resolugido do sistema [3.37],

tornando-se a direcglo P44 Perfeitamente arbitraria.

Mesmo que este G1timo probiema seja ultrapassado € Py4i
seja efectivamente uma direcg¥o de descida, isso nac basta para
assegurar que a sequéncia {xk} convirja para o minimo. Primeiro,
o passo de iterag#o pode ser, como no método de Cauchy, tal que o
valor da fungido objectivo decresga cada vez menos a cada itera-
¢H0, tornando-se o processo agonizantemente lento, ou entdo, se o
passo for excessivamente longo, pode ser ultrapassado o "talve-
gue", subindo-se no valor da fungdo pela "encosta” fronteira
acima. Segundo, a sucess¥o de direcgbes de descida pode ser de
modo a que os valores que F(x) toma descrevam uma linha quase

paralela a uma sua "curva de nivel" (F(x)=const), com g(xk) € Pk



quase ortogonais entre si.

Para evitar estas duas situagles & necessario que o
método que nos vai permitir chegar junto da vizinhanga restrita
do minimo exerga um controle eficaz sobre: a condigdo da aproxi-
macdc 3 hesseana, o passo de iterag8o e a direcgdo de descida, de
modo a que:

- o0 sistema [3.37] tenha sempre solugdo bem definida;

- ¢ valor da fungdo objectivo seja "suficientemente

diminuido" a cada iteragao;

- a direcgdo de descida se mantenha "razoavelmente"

afastada da ortogonal idade ao gradiente.

Para além destas condicionantes & também necessario que
o contradominio de F(x) esteja limitado inferiormenie e que a
fungdo ndo se mantenha estritamente decrescente quando |x|| -> ®.

A primeira condigdo & sempre verificada por, no limite, o somatd-

rio dos minimos quadrados ser nulo. Quanto & segunda, se o minimo

se encontrar no infinito, entdo o problema esta numéricamente mal

formulado.,
O parametro de Marquardt
Estes problemas foram resolvidos com uma elegancia

espantosa por Marquardt (1963), no seguimento de um anterior

trabalho de Levenberg (1944), e aproveitando teoremas enunciados



por Morrison (1960). A esséncia do método consiste em substituir
a matriz aproximadora da hesseana, JlJ, por uma outra JlJ+ol, com
o € RY, sendo | a matriz identidade de ordem n.

Deste modo, a equagso [3.37] escreve-se-a agora

P =x -x=z-WTy +on-t JT ¢ [3.41)
K K K K

A Pks+t d3-se agora a designagdo de direcgdo de descida

de Marquardt. Note-se que, quande ¢ -> 0, a equagdo anterior

reduz-se & do mé&todo de Gauss-Newton,

p = Tyt JT ¢ [3.42]
kel K K K K

enquanto que, gquando ¢o-> ®, obtemos a equagdo da descida segundo

o gradiente local, ou seja,
xa1- Xk = -0 1ag = -0~ 1T (%0 . [3.43)

Dado que, pela sua prdpria definigdo, os valores
préprios de uma matriz A sd0 as raizes em © da equagdo caracte-

ristica
A-61 =0, [3.44)

constata-se imediatamente que os valores prdprios de JTJ+ ol sao

os valores proprios de J! J, adicionados de g. Entdo, mesmo que J
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seja singular, existe pelo menos um o) O tal que todos os valores
préprios de JTJ+ ol sd3o positivos, ou seja, & sempre possivel
obter uma matriz definida positiva. Por outro lado, segundo Fox
(1964), uma medida da condig¢do de uma matriz, se eta for simétri-
ca (o0 que & o caso de JTJ+ o!) & o quociente entre os seus maior
e menor valores préprios e, assim, o real g controia a condigdo
da matriz, que seri tanto menor quanto maior fér g. Fica assim
assegurado o afastamento da direcgdo local de descida em relagao
3 ortogonal ao gradiente local.

Mas nd40 & pelo facto de a direcg8o definida por Py+1
ser uma direcglo de descida que se pode garantir que a fungao, no
novo ponto, tenha um valor inferior ao do ponto de partida. Na
verdade, uma fung#o que desce localmente pode, posteriormente, e
ao longo da mesma direcgdo, voltar a subir; um passo tomado
segundo uma direcgdo de descida nd3o conduz obrigatdriamente a um
decréscimo da fungao.

Para esclarecermos este ponto fagamos pk= OkVk, COM OkE

R e chamemos-lhe o passo escalar da iteragdo, sendo v, o versor

da direcgfo de pesquisa. Reparemos, em primeiro lugar, que oy nem
sequer figura na equagdo [3.41].

Na verdade, o método de Levenberg-Marquardt toma sempre
o igual a unidade em cada iterag8o, como convé&m a30S métodos de
Newton para que a convergéncia junto do minimo seja quadratica.

Mas uma necessidade fundamental de qualquer método de pesquisa &
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a de assegurar, através do comprimento do passo, que a fungdo
objectivo & suficientemente decrescida a cada iteragdo. Sera que
0 nosso algoritmo cumpre essa condigao?

Notemos, em primeiro lugar, que no caso multivariado
ndo existe apenas um valor de o que produza a diminuigao do
valor da fun¢#o objectivo, mas sim todo um feixe de valores. A um
deles correspondera ¢ maior decréscimo de F(x): & o passo escalar
dptimo. Contudo, a maior diminuigdo do valor de F(x) que se
consegue com este ok Sptimo raramente pagara o esforgo supiemen-
tar necess3rio & sua obtengdo. Por isso, no cdlculo do passo
escalar tende-se habituaimente para a utilizagdo de solugles de
compromisso que dependem largamente do método de pesquisa utili-
zado.

Uma das técnicas com mais sucesso consiste em interpre-
tar a pesquisa de og como se estivéssemos a tratar de um caso de
minimizagdo monovariada. Isto &, tenta-se que o passo escalar que
& utilizado provoque a aproximagdo do ponto seguinte da iteragdo
do minimo de F(x) tomado ao longo do vector de pesquisSa Pyk4i:
Daqui se pode retirar um critério pratico que consiste em exigir
que o valor da derivada segundo a direcgdo de Pg4q, NO NOVO ponto

de iteragHo xk+ Ok Vk,» Sofra uma reduqdo "suficiente" em relagdo

5 mesma derivada direccional tomada em Xy:

5 T ¢ T
X +Q vV t€ g 'p, [3.45)
lg( K K K) pK' K K
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sendo ¢ © passo do método segundo a direcgdo de pesquisa, com
0¢ € ¢ 1 (O valor € determina a precisdao com que O permite
obter um ponto estaciondrio de F(x) ao longo da direcgdo definida
por pk). Ora o algoritmo de Levenberg-Marquardt funciona interpo-
lando, através do real g, entre a descida de Cauchy e a descida
de Gauss-Newton. Quando a direcg8o de descida tende para a de
Cauchy, estamos num caso em que, na pior das hipdteses, se
verifica a igualdade da derivada direccional, erguanto que no
caso do ajuste da quadrica, estamos a progredir para um ponto em
que a curvatura da fungdo & menor, o que significa, nada mais
nada menos, a diminuig®o da derivada direccional. Na verdade, o
passo de descida & controlado pelo préprio g, variando inversa-

mente com este (Marquardt, 1963, pp. 435).

Portanto, o algoritmo de optimizag80c de Levenberg-Mar-

quardt, &, no caso em anilise, globalmente convergente, com

velocidade de convergéncia quadratica na_vizinhanga imediata do

minimo.

4.2 Estratégias na determinagao de ©

P8e-se agora o problema da determinag8o do parametro g.

A estratégia de Marquardt consistiu em escolher em cada iteragdo,

valores de g que, Sem negar as condigbes enunciadas atras quanto
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ao passo, a direcgdo de descida e 3 condiglio da hesseana, aproxi-
mem o vector pk da descida segundo Gauss-Newton (O deve tomar,
tanto quanto possivel, valores baixos). Os valores do parametro
sdo determinados heuristicamente do modo seguinte:

1. o processo parte de um valor arbitrariamente esco-

lhido para g e resolve a primeira iteragdo,
- T 1y-1 T ¢.:
xq-%0= (S ro) ™t geT s [3.46]

2. Se daT n#o resultar uma dimuigdo do valor da fungdo
objectivo, refaz-se o passo anterior, mas com ¢ multiplicado por
uma constante g. O passo repete-se at& que, através da aproxima-
¢d0 do vector de pesquisa & descida de Cauchy, venha a fungdo
objectivo diminuida.

3. Quando a iteragdo & bem sucedida, g & dividido por

Salta imediatamente aos olhos que, quaisquer tentativas
de melhoria do método devem comecar, antes de mais nada, pela
optimizag8o da determinagdo do real g.

Na verdade Fletcher (1974) criticou muito justamente a
anterior estratégia de determinagdo do parametro, com base no
facto de o seu intervalo de variagao ndo ser.l}imitado, o que
significa que, quando g se torna muito alto ou muito baixo, o seu
regresso a valores mais sensatos s6 se verifica apds uma série de

divistes ou multipicagbes sucessivas, com as correspondentes e



arrastadas iteragles (este sendo foi ultrapassado com extrema
elegancia por Espain, C. (1984) como se vera em (3.5.2)). O
proprio Fletcher desenvolveu uma série de modificacles de base
heuristica ao algoritmo original de Marguardt, no sentido de
resolver esta dificuldade, das quais resultou um programa que,
quer o proprio, quer Nash J. (1977, pag. 177) consideram eficaz.
Contudo este daltimo autor informa, embora baseado num conjunto
limitado de corridas efectuadas, que o algoritmo de Fletcher tem
custos computacionais mais elevados que a sua prépria versdo do
algoritmo de Marquardt.

Marquardt afirma explicitamente que, apesar de F(Xk.4).
tomado como fungdo de g, possuir pelo menos um minimo, a escolha
desse valor corresponde a uma m3 estratégia global, dado que o
valor de ¢ assim obtido &, regra geral, substancialmente mais
alto do que © que seria necessario para que se verifique F(Xc+4)
< F(%). Corresponde, portanto, a uma aproximagdo da descida de
Cauchy, o que, segundo os conceitos do autor, & de evitar sempre
que possivel. Contudo, Smith & Shanno (1971), baseados em extensa
argumentagdo tedrica (Shanno (1970)), utilizam precisamentie este
tipo de estratégia para produzir um valor optimizado do parame-
tro. Note-se que nesta implementagdo permite-se que ¢ tome
valores negativos, variando dentro do intervalo [-p, of (P € ©
menor valor prdprio de JTJ), obtendo-se o minimo em g por simples

pesquisa binadria combinada com O método da falsa posigdo., Nao
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pPOSSuUimoOs quaisquer indicagdes sobre as capacidades deste algori-

tm'

Jones (1970) propds uma alternativa (algoritmo espiral)

ao meétodo de Levenberg-Marquardt, baseado no facto de, com inicio
no ponto corrente, ¢ extremo do vector pg descrever uma espiral 3
medida que varia ¢. O seu método, de concep¢do perfeitamente
experimental, pesquisa diversos pontos situados ao longo de uma a
quatro espirais que se desenvolvem entre a direc¢s8o de Cauchy e a
direcgdo de Gauss-Newton. Segundo o seu autor, a vantagem princi-
pal deste método sobre o de Marquardt, reside no facto de o novo
ponto tentativo ser gerado por adi¢ao vectorial, em vez de
decomposigdo matricial, com a consequente robustez numérica e
poupanga de esforqo de calculo. Quer segundo o proprioc Jones,
quer na opinido de Nash J. (1977), ¢ algoritmo possui excelentes
rendimentos.

O c¢aminho por nds seguido foi ¢ de evitar aventuras,
Por isso se utilizou um algoritmo suficientemente comprovado.
Decidimo-nos pela implementasdo de Nash, J. na versdo de Reguei-
ras escrita em FORTRAN 77 (/n Leite, M. (1984)), cujas dife-
rengas em relagdo ao algoritmo original de Marquardt szo:

- os factores de incremento e de decremento de g s&o cons-
tantes e iguais, respectivamente, a 10 e a 0.4;
- & incluida uma constante aditiva que impede a anulagdo de

0|
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Este algoritmo foi por nds vertido para Pascal USCD

nele sendo introduzidas as seguintes modificagles:
- as derivadas parciais que figuram no jacobiano sdo

aproximadas através de diferenciagdo numérica (ver

(3.6.1));

- faz~se um controlo do intervalo de variagdo do pars-

metro ¢ (ver (5.3)).
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5. A decomposigdo de CholesKi

Em cada uma das iteragles do mé&todo de Levenberg-Mar-
quardt, dadas pela express8o [3.41]}, para obter Pk+1 & necessario

resolver um sistema de equag8es lineares do tipo

AXx=zop, [3.47)
com

A=JU+o 1 [3.48)

X = B {3.49)

b = -JVf. {3.50)
Por . isso, precisamos de factorizar a matriz A = JTJ + 01, que &

simétrica e definida positiva. A rigor, o algoritmo ndo necessita
de se preocupar com 0 mau condicionamento da matriz JTJ dado que,
em caso de dificuldade o sistema de equagles ndo & resolvido e @
é aumentado tantas vezes quantas as necessarias para que a
aproximag8o da hesseana se torne definida positiva. Consequente-
mente py, a direcgdo de descida local, aproxima-se da descida de
Cauchy, a amplitude do passo & diminuida e, finaimente, a condi-
¢do de JTJ baixa. Contudo. se este modo de proceder garante uma
seguranga de marcha inexcedivel, a sua utilizagdo repetida leva a

perdas de tempo perfeitamente escusadas, 0 que pode ser evitado

com um mé&todo de decomposigdo matricial numéricamente robusto.
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5.1 Descrigdo do algoriimo

A decomposicdo de Choleski &, dentre as factorizagles
ortogonais, a que se nos afigurou mais praticavel, isto &, a que,
sem descurar um controle eficaz da condigdo de J'J, requer menor
espago de memdria e menor esforgo computacional. Por isso, em
problemas anilogos, tem sido largamente preferida pela generali-
dade dos autores. Foi esta a factorizagdo por nds utilizada e que
passamos a expor.

Sendo A uma matriz siméirica e definida positiva,
demonstra-se que (Dahlquist, Bjorck & Anderson, pagS. 162-164,
1974) existe sempre uma Gnica matriz triangular superior, com o8

elementos da diagonal principal estritamente positivos, tal que
A = RT R, | [3.51]
0 que também pode ser escrito sob a forma
A=LLT, [3.52)

sendo L uma matriz triangular inferior, R uma matriz triangular
superior.

O algoritmo de Choleski rectira-se directamente da equagdo [3.52)
(Wilkinson, 1965), ou sejd,

min(i,j) T min(i,d)

a = z: 11 = 2: 1 1 [3.53]
iJ Kot iK Kj Ko 4 iK JK



com i, j=14, 2, ..., n. A coluna de ordem j da matriz L & calcu-

lada pela seguinte relaggo:

J...
1 =4/ (a - 1 1 3.54
. , ) I [3.54)
K=
(com i=1, ..., n; J=i+t, ..., Nn) onde o elemento da diagonal
principal foi calculado préviamente através da expressio
, , E‘la)va
= a - ) [3.55]
N Ko K
Prova-se que expressidao [3.55] ¢ segundo membro & sempre
positivo (Nash, J. 1979, pag 71), nao se formando nunca raizes
quadradas de nameros negativos,
Uma propriedade notivel da factorizagdo de Choleski & o
facto de o modo como & executada assegurar a estabilidade numé-

rica dos seus resultados. Na realidade, dado que 05 elementos

das matrizes A e L estdo ligados pela seguinte relagadao

e 2 2

]1K+|ak+...+lkk = Ak K=1, ..., M, [3.56]

os elementos da matriz resultante da factorizagdo sdo |imitados

a priori pelos elementos da diagonal principal da matriz A, o
que impede o seu crescimento, ou seja, limita a condigdo da
matriz,

Mal a factorizagdo de Choleski seja executada, 0 Nnosso
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sistema
AX=Db, isto &, LLT x=Db [3.57]

pode ser resolvido através de uma combinagado de substituigles a

esquerda e 3 direita, ou seja,

Lv=b, (3.58])
seguido por

LT x = v [3.59]

Desenvolvendo a notaggo matricial, obtemos como resolu-

<30 para [3.58],

vyz b4/ [3.60]
e
J-1
v= (b- VP ov )/ [3.61}
J J 2; JK K JJ
K=1
com j= 2, 3, ...,n. De idéntico modo os elementos de x em [3.59]

s¥0 obtidos por ordem inversa, ou seja

n
x= (V=1 X/ [3.58]
SN I LS JJ

a9



i § =2 N
iz ie(i-1)/2+

Y siz aln]

Kiz | =) j-o

3:: s-aim-K}+a[q-k]

afmji: s

12 ) =) B
ni:ir(i-4)/24)
4

alwj:: a[m)/s

Eniram o3 elementos de A (matriz triangular
inferior), de modo a que a(ix(u-l)/2+j]:Aij.

D3 o indice ao elemenio da diagonal na linha j.

S¢ j=1, ndo & necessiria a subtrac¢do para a 12
coluna da matriz,

tste ciclo em K calcula o denominador do membdro
da direita da equagdo [3.50)

Em caso afirmativo, a matriz & definida
positiva.

Supde-se que a matriz & definida ndo-negativa.

Em caso afirmativo azeram-se os elenenios das
colunas: a mailriz & singular,

Fig. 3.3: Fluxograma da decomposigdo de Choleski



Entram: os elementos de IL;;lz afil,
preduzidos peia sybrotina da Fig. 3.3A ¢ o8
nesbros da direita das equagoes {3.39].

Em caso afirmativo, a matriz é singuiar,

Se n:4, a substiluscdo 3 esquerda estd completla
(caso trivial).,

Inicializa o indice dos elementos da matriz
reseltado.

e Este ciclo exscuta a substituicdo 3 direita
o 0ol (expressdo (3.53]).
q=q¢t

xivf: xlaf-algqlex|j}

Se & verdade, irata-se do caso singular.

Se § verdade, a solucdo estd encontrada: caso
trivial,

1020 =) 2 (-1) Intcia-se a substituicdo 3 esquerda (expressio

" [3.54)).
g:r-11/2 forma o indice da linha i da matriz solucdo.

1=4 to (i-1)

xil=xlil-xlilsalee)]

Se & verdadeiro, trata-se do caso singuiar.

[x0-1=xli-v1/2la) |
—_

{END

Fig. 3.4: Substituicdo (3 esquerda) de CholesKi, para
resolugdo de sistemas de equagles |ineares
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Nas Figs. 3.3 e 3.4 apresentam-se o0s fluxogramas
detalhados, respectivamente, da decomposigdo de Choleski e da
substituigdo (3 esquerda) de Choleski para a resolu¢8o de siste-
mas de equag¢fes |ineares, com matrizes AdOS coeficientes simétri-

cas.

5.2 Contrclo do parametro de Marquardt

As vantagens de compacidade e rapidez do algoritmo de
Choleski tém-se vindo a esbater nos G1timos anos, com o progresso
que se tem verificado nos meios de c¢ilculo, nomeadamente devido
ao aumento de velocidade e de memdria de que 0S sistemas de
pequeno porte tém beneficiado. Neste momento, embora a contragos-
to, consideramos que, apesar de a decomposi¢do utilizada ser
eficiente e de confianga, teriamos ficado muito mais bem servidos
se a nossa escolha inicial tivesse recaido sobre um método que
permitisse obter informagles mais detailhadas sobre F(x).

Como se sabe, & muito Gtil a informagdo adicional sobre
0 comportamento da fung¢3do objectivo em volita do minimo, que s6 &
acessivel pelo conhecimento da estrutura da hesseana nesse ponto.
Esta Gltima fica perfeitamente determinada através dos seus
valores préprios e vectores proprios. Note-se que, no nosso caso,

em que a matriz & simétrica, resultam os valores proprios todos
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reais e o©0s vectores proprios formam uma base ortonormada no
espago vectorial dos parametros.

Este conhecimento permite uma analise séria da sensi-
bilidade da solugdo encontrada em rela¢do 3 introdug¢8o de pertur-
bastes na matriz dos dados. £ assim possivel avaliar de que
modo a estrutura dos dados influencia a configuragdo dos parame-
tros, nomeadamente indicando quais sS80 0S mais 1axos em relagdo
as medidas experimentais e quais o0s que mais rigidamente sdo
determinados por elas.

Sabe-se, por exemplo, que, quando a condig¢do da hessea-
na & unitadria, ¢ contorno das "linhas de nivel" da fungdo
objectivo, em volta do minimo, & circular, ou seja, ndo ha
preponderancia de nenhum dos parametros, QGuando a condigdo
aumenta, a fungdo afasta-se do modelo quadratico puro,
apresentando uma anisotropia de comportamento cada vez mais
acentuada e as variagdes no valor da fung¢do objectivo passam a
depender da direcsdo em que a perturbagdo & adicionada. As
direcges segundo as quais se produzem as maior € menor
modificagles s#0 as dos maior e menor vectores proprios da
hesseana. DaT a utilidade do seu conhecimento.

Mas, para isSso necessitivamos de proceder a decomposi-
G¢430 espectral da hesseana, o que envolve um esforgo computacional

muito extenso (16/3*[13 {adigbes+multiplicagties] para uma matriz

n¥n) que ndo estivamos, nem em condigtes, nem na disposigdo de
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executar, Devemos lembrar-nos, contudo, que a maior parcela do
esforgo de calculo reside na obtengdo do valor da fung¥o objecti-
vo (devido 3 necessidade da integrac¢do numérica das equagles
[2.14] e [2.15]) e, por isso, qualquer processo que jeve a uma
diminui¢do do numero de iteragles constitui sempre um progresso

importante no que respeita 3 eficiéncia do algoritmo.

Espain C. (1984, pp. 109-119), utilizando uma rotina
desenvolvida por Golub e Reinsch (1979), mostrou que, muito
embora em cada iteragdo, a decomposigdo da hesseana em valores
singulares corresponda a um trabalho de calculo um pouco mais
elaborado que aquele de que necessita o algoritmo de Choleski, na
pratica, corresponde a importantes economias de tempo de calculo.
Na verdade, pelo facto de a hesseana ser simétrica e definida
positiva, & possivel obter os seus valores prdprios através dos
valores singulares, .sem que para isSso seja necessario executar o
moroso trabalho da decomposigHo espectral. Entdo, através dos
valores préprios da hesseana, & possivel exercer um controlo
eficaz sobre o intervalo de variagdo do real g impedindo, deste
modo, iteragtes improdutivas. Acrescente-se a ndo menos importan-
te vantagem de se poder partir (Lawson & Hanson, 1974, pp. 199)
para a analise das componentes da matriz de dados e do vector de
parametros, retirando conclustes sobre:

- a influéncia, na configuragdo final dos parametros, da
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introdugdo de perturbagtes na matriz dos dados experimen-
tais;

- a importancia relativa dos parametros no andamento da fun-
¢80 objectivo;

- a sensibilidade da soluglio & introdugdo de perturbagtes
nos parametros,

As conclustes a que Espain chegou, gquanto ao parametro
de Marquardt, sdo as seguintes:

1. N30 ha interesse algum em diminuir ¢ muito abaixo do
menor valor préprio da hesseana, dado que, abaixo desse valor a
direc¢so de descida, que ja era a de Gauss-Newton, bréticanente
ndo sofre alteragdo, o mesmo acontecendo quanto ao passo.

2. Guando g sobe muito acima do maior dos valores
proprios da hesseana, a direcgdo da solugdo, que ja era a de
Cauchy, permanece inalterada, diminuindo apenas o passo.

Deste modo, as criticas de Fletcher (1971) quanto a

falta de controle sobre o parametro o, que se referiram em

(3.4.2), ficam ultrapassadas.

Muito embora n#o tenhamos implementado o controlo de ¢
proposto por Espain consideramos extremamente atil que, tal como
aquele autor se considere como seu dominio de variagdo do inter-
valo [p4/10, 100%u,), em que Yy e Yy s#o, respectivamente, o

menor e o maior dos valores préprios da hesseana.

1]
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Quanto ao modo de fazer variar ¢ real g dentro do seu
dominio, adoptou-se a estrat&gia seguida por Nash (1979, pp.175),
que consiste em modifica-10 através do produto por dois factores
constantes: 0.4 para o decremento e 10 para o incremento, © que,
segundo este Gltimo autor, di bons resultados. Acrescente-se que
o valor de arranque de o, na dptica de Espain (que perfilhamos)
deve ser tal que previna os problemas inerentes & escolha de um
ponto de partida de m3 qualidade, ou seja, cautelarmente, é
conveniente que o primeiro valor de pg coincida com o gradiente
local. Por isso, ao invés de ¢ ser dado como "input", sd deve ser
obtido apds a estimativa dos valores proprios da matriz hesseana
em Xo.

Dado que a nossa preferéncia, pelas razbes atras
indicadas, se dirigiu para a factorizagdo de Choleski, a solugdo
que nos restava era "escorropichar" as suas possibilidades.
Embora marginalmente, este método permite obter, com esforgo
reduzido, uma aproximagdo de boa qualidade dos maior e menor
valores préprios da hesseana e, através deles, da condiqao desta
gltima (Gill, Murray & wWright, 1981, pp. 321-322).

Em primeiro lugar, em vez da factorizagdo de Choleski

dada pela expressdo [3.52), utilizemos uma sua variante do tipo
A= L* DL'T, [3.64]

com L* matriz triangular inferior e D, matriz diagonal de elemen-
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tos estritamente positivos. Sendo 8 e r 0s Tndices do maior e do
menor dos valores da diagonal de D, um minorante da condigdo da

hesseana pode ser obtido através da expressdo

min {Cond H} = — , [(3.65]

e, o gque & mais importante ainda, este valor constitui uma boa
estimativa da condig8o de H, no sentido em que & da mesma ordem
de grandeza que a condigdo da hesseana. Mas, com um pouco mais de
trabalho computacional, & possivel obter informagao adicional.

Sejam os vectores
Q.= LN~ v e Q3= L vg [3.66)

sendo Vv, € Vg as colunas de ordem r e s(sHo vectores unitarios)

da matriz unitaria de grau igual ao da hesseana. Pode-se demons-

trar que (Gill, Murray & wWright (1981) e Cline et al (1979))
dr
{ — e Q d ¢y {3.67]
pn "Q “ ” 3"2 8 1
rt2

em que U4 € pp Sdo, respectivamente, o menor e o maior valores

préprios da hesseana. Consequentemente,

U e Q| d
cond Hy —L 21 Balz % (3.68]
Pn dr-

Note-se que embora estejamos a obter uma estima da
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ordem de grandeza dos valores prdprios, contudo ela & suficiente
para proceder ao controio de g, mantendo-o dentro do intervalo
{pq710, 100%pn]. Ao mesmo tempo & possivel exercer um controlo
constante sobre a condig¥o da hesseana que, como veremos, influ-
encia decisivamente o comportamento de F(x) em torno do minimo e,

consequentemente, a precisdo do ponto de minimo encontrado.
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6. Cilculo das derivadas

O sistema de equagles nos parametros [3.41], que produz
o vector de descida segundo Levenberg-Marquardt, pressuple a
formag8o dos dois produtos matriciais J'J e JTf. As caracteristi-
cas da fungdo objectivo, nomeadamente o facto de ser nao-linear
nos parametros, impedem o seu calculo através da determinagdo
analTtica do gradiente de F(x). Por isso, seguiu-se a estratégia
habitual em casos semelhantes, de o aproximar através da dife-

renga finita de primeira ordem a direita
gj(x¢)=1/hj F (xq+hje ) -F () 1, [3.68)

sendo QJ, o intervalo das diferengas finitas associado 2 compo-
nente de ordem j de x e e;, o versor da direcgdo relativa a mesma
componente. O intervalo das diferengas finitas foi calculado pela

expressdao

h = |x |%€+€, [3.69)
J J

(com €= 10-3), o que leva a que o incremento nunca se anule e
seja sempre proporcional 3 dimensdo de cada parametro. Esta
pritica, que se torna simpitica pela sua simplicidade e por
recorrer apenas a um calculo adicional da fung3o objectivo para
cada componente do vector gradiente, produz, em geral, resultados

de precisdo satisfatoéria.
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Contudo, por tras desta simplicidade enganosa fica por
resolver o problema de garantir precisfio suficiente a um método
de pesquisa que vive fundamentalmente da informagdo produzida
pelas derivadas. Lembremo-nos que, se o calculo do gradiente for
muito impreciso, ndo podemos garantir a obtusidade do angulo que
ele forma com o© vector de Levenberg-Marquardt e ent8o, adeus
direcgdo de descida (ver 3.4.1.). Ainda, como o gradiente se
desvanece junto do minimo, se a curvatura da superficie de F(x)
fOr muito té&nue ao longo da direcgdo de pesquisa o uso sem
cuidados de precisdo da férmula das diferengas finitas pode levar
3 produgdo de um ponto de paragem erratico.

Vejamos quais sd80 o0s problemas que afectam a nossa

derivagdo numé@rica e o tratamento que eles exigem.

6.1 Erro de cancelamento e erro de truncatura

O cslculo das derivadas & afectado por dois erros
principais (isto menosprezando os erros de arredondamento causa-
dos pela imprecisfo da maquina com que se trabalha): o erro de
truncatura e o erro de cancelamento. O primeiro deve-se ao facto
de, no calculo das derivadas, ignorarmos os termos do desenvolvi-

mento de Taylor de ordem superior 3 primeira, isto &,

(F (%c+h &) -F () 1/hi- 904 Tej = R(hj) [3.70]
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em que R(hJ) & o residuo da truncatura, que depende de QJ e que
cresce com a amplitude do intervalo. Pelo contrario, o erro de

-

cancelamento, que & provocado pela precisdo finita dos nossos
cilculos numéricos, & inversamente proporcional 3 amplitude do
intervalo das diferengas finitas, como iremos ver de seguida.

Na verdade, quando a diferenga entre os dois valores
sucessivos da fun¢8o que s#3o utilizados no calculo de [3.68] se
torna excessivamente pequena, o erro de cancelamento pode aumen-
tar tanto que invalide completamente o resultado obtido. Consi-

deremos duas avaliagles sucessivas da fung8o objectivo, F(xy) e

F{%¢4+q9) cujas representages em virgula flutuante tomam a forma
fk = F (%) (1+€K) [3.71}
Fert = F¥e) (14€K41) : [3.72)

sendo €, e €+ valores majorados pela precis8o relativa do
computador. O calculo da diferenga exacta entre os dois valores

da fungdo, pode ser escrito sob a forma

Af= f1—f8: F(XK)(1+€K) - F(XKH"IJ'GJ) (1+€K+1)=

= F (%) -F (xcthje) (1+0) [3.73]

de modo a que © represente o erro relativo de Af em relagdo
ao seu valor exacto. O erro relativo da diferenga, pode ser

majorado do seguinte modo. Dado que
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€ F(x )-€ F
l K ( K) K+ (XK+h iei)l

18|= [3.74)

IF(x Y-F(Xx +h e )|
K K JJ
entao,

oy
|e|s € 1+ 2 . [3.75]
M F(x +h e )-F(x )
l , |
K o JdJ K

sendo €y a precisao relativa da maquina com que estamos a traba-
thar.

Em [3.75) vé-se facilmente que o erro relativo que &
introduzido no calculo do gradiente através de uma diferenga
finita de primeira ordem, a esquerda ou A direita, quando oS
valores da fungHo objectivo ja diferem muito pouco entre si, ndo
consegue ser da mesma ordem que a precis8o relativa da maquina,
crescendo muito rapidamente 3 medida que o pendor local da fungdo
se desvanece, ou que a imprecisdo do calculo aumenta: ou seja,
aumenta com a diminuig8o do intervalo das diferengas finitas,
enquanto que o erro de truncatura & directamente proporcional a
este Gltimo.

Resumindo, dado que oé dois erros variam em sentidos
contrarios, interessar-nos-ia, em principio, ‘saber qual & o
intervale das diferengas finitas, h, que minimiza a sua soma.

Ora, se utilizarmos a férmula das diferengas finitas a

esquerda (ou a direita) o erro total & majorado pela expressao
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1 1

—H) h + 2 € . [3.76]
M@y n 2,

- |

J
onde, 3 primeira parcela corresponde o erro de truncatura, 3
segunda o erro de cancelamento, e em que H & a hesseana, h o
intervalo das diferengas finitas, L€ [x, x+heJ] e €EA & um
majorante do erro computacional no cilculo de F(x).
Verifica-se que o valor que minimiza a expressdo

[{[3.76] & dado por (Lyness, J. N. (1971)).
h=2 V(€ H . 3.77
= 2 T(€ /R [3.77)

Contudo, como n#o conhecemos f, nem podemos saber
a priori valor da Hesseana, &-nos impossivel calcular hm,
Desde que F(x) n#o se anule (o que quase sempre se cumpre), e que
"F(x)“ e "H(x)“ sejam da mesma ordem, sSe exprimirmos EA sob a

forma de erro relativo, €R= EA |F(x)|, podemos escrever

hp = V(€ER). : [3.78)

Através de raciocinio analogo verifica-se que, no caso
das diferengas finitas centrais, o h &ptimo, mantendo as condi-

g¢bes enunciadas acima, & dado por

5 .
hpm = V(€ER), [3.79]

sendo € a precisdo relativa no calculo de F(x).
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Por aqui ja se pode ver que no nosso caso temos que nos
defrontar com um problema adicional devido ao facto de a fungdo
objectivo ser calculada pela integragdo numérica de um sistema de
quages diferenciais: a exactiddo da integragdo vai ditar a
precisfo do calculo das derivadas.

Foi o que nos aconteceu quando, numa primeira fase,
langamos corridas em precisdo simples num computador Stride 460.
Verificou-se que, para varios ajustes sucessivos de uma mesma
matriz de resultados experimentais, que diferiam entre si apenas
no "guess" inicial, muito embora as sucessbes {F (%)} convergissem
para o mesmo valor, O mesmo se n¥d0 passava com as sucessfes {x}.
Poder-se-ia argumentar que, se o algoritmo conseguiu encontrar
uma zona de insensibilidade 3 variag8o do valor da fungdo, entdo
encontrou um minimo e, por isso, preocupagles adicionais quanto a
precisdo do ponto de paragem s¥0 preciosismos. Trata-se de um
erro. Na verdade, em tais condigtes a tarefa de recuperagdo dos
parametros, de uma corrida para a seguinte, fica sériamente
prejudicada e a possibilidade de comparagdo dos resultados de
duas corridas torna-se impossfvel; & um caso nitido de abortamen-
to do algoritmo de pesquisa, como alias, se referira em (3.9.2).

Na nossa interpretagio, o problema devia-se ao facto de
o minimo se situar numa zona achatada de razoaveis dimenstes, o
Ggue acarretava problemas de precisdo no calculo do gradiente o

que, em consequéncia, levava o algoritmo a errar o ponto final da
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corrida. Na altura, este problema foi expedita e facilmente
eliminado pelo recurso 3 dupla precis#io. Contudo, um tal modo de
actuagl8o n¥o & defensavel, se se tornar numa regra habitual, dado
o enorme aumento de esforgo computacional que envolve. No nosso
caso verificou-se que o tempo de calculo, para cada ajuste,
aumentou de quatro a cinco vezes.

A simples utilizagdo de intervalos de diferengas
finitas reduzidos, para diminuir o erro de truncatura da deriva-
¢% numérica, evitando, ao mesmo tempo, © aumento do erro de
cancelamento, pelo recurso & dupla precisdo, pode ndo ser um
método eficaz de ataque do problema por a precisdo no calculo de
F(x) dependeir, antes de mais nada, dos erros de truncatura
causados pelo método de iniegraqao numérica. Por isso ndo vale a
pena definir com todo o desvelo o h dptimo quando o problema j&
vem de tras, isto &, da aplicag8o de um método desajustado de

integragdc numérica e/ou sem controlo do erro (ver 3.10.2.).

6.2 Calculo das derivadas junto do minimo

Mesmc que utilizemos o intervalo das diferengas finitas
mais bem ajustado que se possa conceber, quando nos encontramos
na vizinhanga do minimo, ou de um qualquer outro ponto singular

onde o gradiente se desvanece e as diferengas entre dois valores
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consecutivos da fungHo objectivo sdo td3o pequenas que ja estao
dentro da gama da precisfo da miquina com que estamos a traba-
lhar, os resultados deixam de merecer confiansa, crescendo muito

’

rapidamente o erro com a diminuigdo do pendor local da fungdo.

Em tais circunstancias & entdo preferivel utilizar a

f5rmula das diferengas centrais de primeira ordem, ou seja,
g (%) =1/(2nj) {F (xc+hje ) -F Ogc-hje;) ] [3.80]

que tem associado um erro de truncatura proporcional a Qja,
mantendo-se o erro de cancelamento proporcional a QJ'1. Deste
modo, para diminuir o erro de cancelamento, mantendo o erro de
truncatura dentro de limites aceitaveis, basta, quando se passa
para a aproximagdo do tipo central, aumentar a amplitude do
intervalo das diferencas finitas, utilizando a expressdo [3.79].
O método que propomos & precisamente esse: mudar das
diferengas finitas no limite do intervalo para as diferengas
finitas centrais, aumentando o valor de h, quando uma das compo-
nentes do gradiente se tornar excessivamente pequena. Dado que ©
erro relativo de cancelamento, ©, & majorado pela expressao
[3.75], para que ele venha dentro da ordem de grandeza da preci-

sH40 relativa da maquina, & suficiente que se verifique a seguinte

condigado

[FO)-Fx +h e )] 22 [F) ] [3.81]
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que passa a constituir o nosso critério de mudanga para a formula
(3.80].

Como se pode ver, a aproximagdo da derivada através da
f5rmula das diferengas centrais requer, para cada componente do
vector gradiente, dois cilculos sucessivos da fungdo objectivo.
Por isso, sempre que a férmula das diferengas finitas a direita
fornega valores de confianga, deve ser mantida, sb se mudando

quando isso se justifique. Por isso, caso se verifique a condigdo

F(dcthje ) -F ()% 1/2 {F (xc+hjej) -F (x¢-hjej) 1, [3.82)

retornaremos entdo 3s diferengas finitas a direita.
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7. O escalamento em RN

£ frequente que os parametros tomem valores dispares
que influenciam de modo diverso, por terem pesos diferentes, a
estrutura dos residuos. Para o bom funcionamento numérico do

algoritmo de optimizag8o & importante que os remetamos a compor-

tamentos mais uniformes. Dal a necessidade do escalamento.

7.1 Escalamento nas derivadas

A deficiéncia de escalamento que mais problemas costuma
causar & a que corresponde ao desequilibrio entre as variagtes da
fungdo objectivo e as correspondentes mudangas em X . Isto
acontece quando o gradiente toma valores extremos, ou muito
baixos ou muito altos, ao longo da direcg8o de descida produzida
pela equagdo [3.41). Em ambos os casos podem ocorrer erros
numéricos que levam o algoritmo a perder completamente o norte.

Madureira (comunicag8o pessoal) ao efectuar, em Ra, uma
corrida experimental de uma pesquisa de Marquardt, verificou que
X« descrevia espirais que cruzavam a anterior trajectdria da
pesquisa e que, para cimulo, quando chegavam ao ponto de inter-

secgdo ndo retomavam o caminho anterior, mas antes seguiam uma

trajectéoria completamente diferente. Esta anomal ia de comporta-



mento, provaveimente devida a problemas de precisdo no calculo
das derivadas, foi eliminada por um escalamento de R2 em fungdo
do valor do gradiehte local. Mais concretamente, este autor
escalou RZ de modo a que, em cada iterag8o, as componentes do
gradiente no ponto corrente da iteragdo tivessem todas o vailor
unitario.

Este escalamento de base heuristica, muito embora Gtil, nao
possui os fundamertos, nem cobre a gama de efeitos de um outro
proposto pelo préprio Marquardt (1963). Dado que as propriedades
relevantes do vector de descida de Marquardt na equagdo [3.41]
s480 invariantes em relagdo ads transformagbes lineares operadas
sobre o espaso n-dimensional em que se move a pesquisa, este
autor propds que o espago n-dimensional fosse escalado, utilizan-
do como factor da escala, variavel de iteragao para iteragao, os
desvios-padrio das derivadas dos resTduos em ordem a0s parame-
tros, of;/adx%x;. Este procedimento faz com que a matriz hesseana
seja muito simplesmente transformada na matriz dos coeficientes
de correlag8io entre os valores de 8f;/dx;, o que uniformiza os
valores da derivada e do gradiente de F(x).

Esta estratdgia corresponde a definir uma matriz H' e
um vector g’ que estdo 1igados & aproximagdo a hesseana produzida
por JTJ e a aproximag8o ao gradiente, de, através de uma trans-
formag8o linear efectuada sobre RN, cujos coeficientes sdo

constitufdos pelos elementos (estritamente positivos) de uma



matriz diagonal D, ou seja:

H* = DWTUD + o | [3.83]
e

g' = D JTF, [3.84)
sendo D;; = 1/(hii)% (hj ;- elemento da diagonal principal da

hesseana), o que faz com que os elementos do vector de Marquardt

venham também escalados:
P'Kki= Pki/( hjjp#. [3.85)

Passaria ent8o a ser a seguinte a equagdo de Levenberg-

-Marquardt:
H .p= -€°, [3.86]

com H* e g* dados, respectivamente, por [3.29] e (3.25). Note-se
também que uma condig8o muito aita da hesseana corresponde, na
pratica, a um defeito de escalamento, dado que a fung38o objectivo
varia muito mais rapidamente ao longo de certas direcgtes prefe-
renciais. Em casos |imite, quando um dos valores préprios da hes-
seana se aproxima de zero, a variagdo de F(x) ao longo do corres-
pondente vector préprio pode ser tao lenta que modificagles que
significativas se perderdo no meio dos erros de arredondamento.
Através do escalamento proposto por Marquardt & possi-

vel melhorar este comportamento se a matriz D puder produzir uma



nesseana transformada H’ com uma condig¢80 baixa, 0 que acontece
se os coeficientes de correlagfo entre as derivadas dos residuos
em ordem aos parametros ndo se afastarem muito da unidade. Ora
isto & o mesmo que dizer que n¥3o existe preponderancia do efeito
exercido por nenhum dos parametros sobre o vector dos residuos.
Dizendo de outro modo: esta transformagdo permite um excelente
condicionamento da hesseana no caso de o modelo ter sido bem
formulado (ja estar, por si préprio, bem condicionado). Apesar da
ironia, podemos dizer que o escalamento da matriz diagonal D
permite uma homogeneizagdo do comportamento dos parametros, mesmo

quando se trate de um problema de tratamento numérico dificil.

7.2 Escalamento dcs parametros

Com um bom condicionamento da hesseana, modificacbes de
idéntico valor nos parametros produzirdo, em geral, variagtes
semelhantes na fungHo objectivo. Contudo, se as variaveis diferi-
rem entre si de varias ordens de grandeza, surgem problemas de
definig8% no <calculo de p. Uma pequena, mas significativa,
modificag8o num parametro de baixo valor mé&dio, pode ficar
completamente abafada no meio do ruido numér{co, quando compete
com um enorme aumento, em valor absoluto (eventualmente com pouco

significado), de um outro parametro. Por isso, um dos propdsitos



do escalamentio deve ser o de manter as variaveis dentro da mesma
gama de valores.

Ndo & isso que acontece com as transformagbes de
variaveis que utilizadmos para transformar o nosso problema
original num caso de pesquisa de minimo sem constrigbes. Atente-
mos em [3.121) que transforma o intervalo natural de variagdo das
probabilidades, [0, 1}, , em }J-o, +o[ quando se passa para dentro
da rotina de tLevenberg-Marquardt. Se, por exemplo, © paréametro
Plso encostar 3a unidade, o que acontece no caso de particulas
finas que se encontram sobre peneiros de malha larga, dentro do
algoritmo de pesquisa, o seu valor transformado rondari o limite
de ‘"overflow" (1037 em Turbo Pascal a correr num 16 bits); ao
mesmo tempo o parametro multiplicativo VCr, ndo tomari, em geral,
valores superiores a 50.

Este & o principal vicio que se deve apontar 3s trans-
formaglles de variadveis por nds utilizadas para "simplificar" o
problema. Acrescente-se ainda que, em principio, podem ocorrer
erros no caiculo das derivadas do Jacobiano por se ter permitido

que os parametros variassem no intervalo ]-o, +of.

Assim, o0 conjunto de medidas que propomos para tratar
este caso e outros que se lhe assemelhem & o seguinte:
{. Caso as diferengas nos intervalos de variagdo dos

parametros sejam muito acentuadas utilizar, antes da entrada no
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Levenberg-Marquardt, uma subrotina de escalamento que lhes
uniformize os dominios, c¢oadjuvada por uma outra que contém as

fungles inversas e que restitui os intervaios naturais de varia-

gdo de x;.
Una hipdtese seria a de utilizar uma transformagaoc do
tipo
Exi ]ii+‘si
X'jz — - — (3.87)
ISi—.lli ‘Sinlii
em que li; e 1s; sd0 os iimites de variagdo (supostos razoaveis e

realistas) que impomos aos parametros naturais x;. Notemos que,

se tomarmos a transformac¢do [3.87] sob a forma matricial

x'=Dx +cC [3.88])

podemos escrever

g'=D g [3.89]
e
H’= D H D, [3.90)

o que corresponde a um escalamento do gradiente e da hesseana,
que pode preparar excelentemente o caminho ao escalamento.

2. Escalar internamente as derivadas.parciais de F (%)
segundo o esquema proposto por Marquardt.

3. N8o transformar o problema num caso de optimizagdo

sem constrigfes.



8. As constrigqles nos parametros

No processo de construgdo de modelos descritores os
parametros que surgem preconcepbem-se com significados bastante
precisos (mal seria se assim ndo acontecesse!). Posteriormente,
para que ¢ ajuste melhore, acrescenta-se um parametro aqui,
reajusta-se um outro acolia, o que até pode tornar momentaneamente
o seu sentido um pouco enigmatico. Mas mantém-se inviolavel o
principio de associar a cada um deles um certo significado bem
definido, afinal o UGnico meio de conferir legibilidade 3s expe-
riéncias exploratérias feitas sobre o modelo.

No caso de descritores de fendémenos fisicos, os parame-
tros tém tamb&m forgosamente que ter significado fisico e, por
isso, & muito frequente que lhes estejam vedados certos valores
reais, o que implica como domfinio para x apenas um restricdo de
RN, Ora, como se retira da analise feita em (3.4.1), o mé&todo de
Levenberg-Marquardt, aplicado directamente, pesquisa a solugdo em
todo espago n-dimensional o que o leva muitas vezes a encontrar o
minimo numa zona inexequivel de RM. Por isso, temos que arranjar
um processo gqualquer de lidar com as constrigfes, sob pena de a
solugdo encontrada ndo possuir sendo significado matematico, mas

ndo significado flsico.



8.1 Subrotina Saturagdo

vamos em primeiro lugar determinar quais sao as cons-
trigBes em jogo. Como se sabe, o modelo de tamisagem & construido
a volta de quatro tipos de parametros, a saber:

- uma "velocidade" de tamisagem (VCr);

- uma "area Gtil " de tamisagem (Sat);

- uma probabil idade de passagem do isocrivo (Piso);

— uma fragd%o de isocrivo (Fisof[i), 1=2, 3, ..., nl).

Os trés primeiros parametros s3c comuns a todos oS
peneiros e a todos os lotes presentes na operag8o, enquanto que
os nc (nc= ni-1) parametros do dltimo tipo podem tomar diferentes
valores, consoante o lote granulométrico a que pertencem.

Em primeiro lugar, e decorrendo do seu proprio signifi-

cado, os parametros estao sujeitos a limites, isto &:

0 ¢ VCr [3.91]
O ¢ Plso ¢ 1 [3.92)
0 ¢ Flso(l) ¢ 1 (=%, 2, ..., ni}). (3.93)
Numa primeira fase, o parametro Sat foi limitado

superiormente, passando a cumprir a condigao

0 ¢ Sat ¢ Smax. (3.94)

em que Spax: 3 srea maxima dos peneiros, era introduzida no



programa como "input" (veja-se 2.6.2).

Mas & também necessario assegurar que a probabilidade
de passagem de uma qualquer particula, numa qualquer malha de
tamisagem, em cada intervalo de tempo dt da integragdo numérica
(¢ a nossa menor unidade de tempo).lseJa sempre ndo negativa e
inferior 3 unidade. Considerando um estadio inicial, quando ainda
existe saturagdo da area Gtil de peneiragio, (existe competigao
entre as particulas) a probabilidade instantanea de passagem ao
infra-crivo & dada pela expressfo [2.5], isto &: & a probab{lida—
de de passagem da particula sem gue no seu trajecto se dé qual-
quer interacgdo com as suas semelhantes, condicionada & probabi-
lidade de contacto com a matha de tamisagem.

De [2.5], {2.10]}, [2.11]) retira-se que a probabilidade

de passagem das particulas do lote 1 que se encontram sobre o

peneiro K em cada intervalo de tempo da integrac¢8o numérica sera

dado por
Sat
P|pass. % dt= VCr % ——————— prob(k,1) x dt, [3.95)
nl
a np
1=K
sendo:

K ~ 0 n2 de ordem do tamis considerado;
a)- area da secqdo recta da particula pertencente ao lote 1;

NPy - N2 de particulas do lote | que estdo sobre o tamis K,



VCr - "velocidade de tamisagem";

Sat - 3area 0til de tamisagem;

prob(K,1) - a probabilidade de passagem a posteriori da
particula do lote 1 no peneiro K.

~

Este resultado deve obedecer 3 condigdo

O ¢ Ppass. % dt ¢ 1. {3.96]

Esta desigualdade levou & introdugao, no algoritmo de
simulagd%o de tamisagem, da subrotina Saturacgdo que, permitindo
uma variagfo livre dos parametros VCr e Sat, qualquer que seja
dt, permite o cumprimento da condig¥o [3.96]. Sob o ponto de

vista fisico, a subrotina corresponde & afirmagdo: Se o calculo

da probabilidade de passagem de_um tipo determinado de particulas

d5 um valor superior 3 unidade, ent8o isso significa que a

passagem ao_peneiro inferior de todo o lote a3 gue essa partfcula

-

pertence precisa de menos tempo do que o que & representado pelo

intervalo temporal de integragdo; tudo se passa, portanto, como

se todo o lote passasse exactamente em dt.

Esta estratégia pragmatica corresponde a uma heterodo-
xia: a introdug8o de uma constrigao composta dos parametros no
corag#o do préprio modelo. Daf advém alguns problemas, nomeada-
mente, a perda de tempo causada pela obriga¢do de passar por um
conjunto de instrugfes (com um IF) em cada passo de integragdo

numérica. Para ultrapassar esta situac8o, procurou determinar-se



a constrigdo de modo a gque o controlo sobre os parametros pudesse

ser feito fora do modelo.

8.2. Problema do intervalo temporal

Un majorante de P pass » dt corresponde ao valor da
probabilidade que & obtido para a partfcula mais fina, quando
estd sobre o peneiro de menor luz e este estd o mais descarregado

possivel, ou seja,

Sat
Max{P|passx dt] ¢ VCr¥ ———— prob(i,nl)xdt [3.97}

3 NPk
com:
K=1 - 0 n2 de ordem do primeiro peneiro,
nt - o N2 de ordem do Gltimo infracrivo;
VCr - a constante de proborcionalidade relativa a
probabil idade de contacto;
prob(1, nl) - a probabilidade de passagem & poste-
riori no primeiro tamis, de uma partifcula pertencente
ao lote mais fino.

Se tomarmos

Kz ———— prob(1, nl), 13.98)
ay npy



-

que & constante para uma dada al imentagdo, para um dado conjunto
de peneiros e para um dado incremento de tempo, a composigao das

expresstes (3.96] e [3.97) reduz-se a:

O ¢ K VCr Sat dt ¢ 1 [3.99)
O limite 3 esquerda &, como se verifica facilmente,
sempre verdadeiro. Quanto ao limite 3 direita, vé-se que a

tamisagem serd tanto mais rapida quanto maior for VCr, o qual,
pelo seu lado, pode crescer apenas na medida em que dt (o inter-
valo de integra¢8o) o permita. Chega-se assim & situagdo curiosa
de uma variidvel s&é com caricter numérico, dt, condicionar a

solugl8o do problema de minimizag8o. Se assim &, o intervalo de

integrac8o numérica deve ser considerado como um parametro.

Note-se que dt possui duas 1imitagbes:

- n3% deve ser excessivamente alto, sob pena de se
perder a precis#o na integra¢do numérica, por aumento do erro de
truncatura;

- nd% deve ser demasiado pequeno, sendc a integragdo
torna-se agonizantemente lenta e podem ser introduzidos, a partir
de certa altura, elevados erros de cancelamento (ver 3.10.2).

Resumindo, a constrig3o composta que pode actuar sobre

oS parametros & a seguinte:

a) 0 ¢ K VCr Sat dt ¢ 1 (3.100]
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b) K= ~———— prob(i, ni) [3.101)
ay npy

c) lg ¢ dt ¢ ug, [3.102)

em que Ig e up S30 determinados com base em consideragtes de
eficiéncia e precisdo do algoritmo de integragao numérica.

Como ndo & muito plausivel a presenga de particulas tdo
finas quanto as o lote nl quando o peneiro estid descarregado,
numa segunda fase poder-se-3 diminuir ao valor de K, aumentando,
em consequéncia, as possibilidades de variagdo conjunta de VCr,
dt e Sat. Se assim se proceder, deve manter-se a subrotina
Satura¢do, mas funcionando apenas como valvula de seguranga, isto
&, caso se ndo verifique ([3.96), a corrida aborta.

O facto de uma variavel numérica afectar os resultados
do ajuste constitui uma anomalia preocupante porque, a primeira
vista, parece dque dela vai depender ndo sb6 o valor da fungdo
objectivo, como a prépria posigao do minimo. Mas, se pensarmos
bem, vemos que a interferéncia de dt & indécua em dois sentidos
diferentes: por um lado, qualquer que seja o seu valor, e manten-
do constante a3 configurag¢do dos restantes parametros, as quanti-
dades gque passam por unidade de tempo s3do sempre as mesmas; por
outro tlado, dt afecta sempre de igual modo todos os parametros.

Ent8oc por que & que o dt aparece vestido com atributos que lhe

ngo pertencem?



O problema reside no facto de a introdugdo de um dt
corresponder a discretizar muito grosseiramente (tdo grosseira-
mente quanto maior o intervalo de tempo) eventos que, na real ida-
de, se sucedem num fluxo contfnuo no tempo: mais uma vezZ aparece
a oposiglo dialé&ctica entre a realidade contTnua e as dificulda-
des da sua descrigao.

Desde o principio o modelo foi concebido como previsor
da peneiragfio para tempos muito longos, sem nos preocuparmos em
obter resultados crediveis para tempos 3 escala do dt. N&o nos
parece ser possivel, no nosso estado actual de conhecimentos,
obter um descritor razodvelmente preciso para duas escalas de
tempo que, apesar de complementares, sdo tdo distintas: a da
tamisagem exaustiva e a da passagem da particula. Como ficou dito
em (1.3.1), no nosso método de abordagem dos sistemas particula-
dos temos que priveligiar larguissimamente a descrig¢ao fenomeno-
16gica, em detrimento da descric8o atomistica. O que pretendemos
obter & um modelo que consiga interpretar coerentemente 0s
resultados da tamisagem; nunca foi nosso objectivo mergulhar na
descric¢8o, a pequena escala, dos fendmenos extremamente complexos
que a comptem. Contudo, quanto mais n#o seja sob o ponto de vista
formal, existe uma dificuldade que & necessario tentar resolver,

Pode agora o leitor aperceber-se do modo como uma

exigéncia da rotina da integragdo numérica, isto &, a utilizagao

de um incremento constante da variavel independente (o tempo),



traz problemas de dificil solugdo gquando se pretende simular
eventos (a passagem das particulas) de ocorréncia aleatéria.

Se atacarmos o problema por uma via ligeiramente
diferente verificamos que as nossas preocupaglies com o papeil do
dt, embora legitimas, felizmente eram infundadas. Sendo vejamos.

Lembrando-nos de ([3.9%5], podemos escrever

dt
P = YO gt = YO gy, (3.103)
at o Nc Ne

sendo Pgyy a probabilidade de contacto de uma particula durante o
intervalo dt. Para que a particula passe & necessario gue, pelo
menos uma vez, entre em contacto com a malha. do tamis. Aplicando

3 probabilidade de contacto, no intervalo temporal dt, a lei

binomial, retira-se que

P (cont. 2 1)

n
t - P(cont. 2 0) =1 - () pQ gh-©
o}

1-(1-p N, (3.104]

A probabilidade de sucesso, evidentemente, & a probabi-

lidade de um contacto da particula com a malha do peneiro, ou

seja,

vCr
[3.108]

Nc

Iguaiando © segundo membro de (3.104) ao 22 membro de
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(3.105) multiplicado por dt, obtém-se

vCr
dt= 1-(1-p)"°, (3.106]
Nc
ou seja,
pdt = - (4-p)", [3.107)

em que p & dado por [3.105]).Por isso, o n2 de vezes que a parti-
cula tenta entrar em contacto com a a malha de tamisagem em cada
dt & dado por

g (1-pdt)

ns= [3.108]
g (1-pP)

=

que deve obedecer 3 condigao
pdt ¢ 1, [3.109])

Pelo facto de p ser uma probabilidade e tomando o caso
mais desfavoravel (p=1), entdo, para que {3.108] se mantenha

sempre possivel, & necessario que se cumpra a condigao
dt € 10, ). (3.110)
Substituindo agora o valor de n em [3.104}, fica
tg(1-pdt) /1g(1-p)

Pat (cont 2 1)= 1-(1-p) (3.113)

que, por sua vez pode ocupar 0O seu lugar, obtendo-se finalmente

325 =



1g(1-pdt) /1g(1-p)

Pgt= t1-(1-p)} prob (K, 1) [3.117)
com: p=VCr/Nc [3.118]}
ni
2: al np]
1=Kk
N¢z —mm ——— [3.119)
Sat

e as condig¢des iniciais ({3.110] e (3.111], sendo:

- Sat e VCr dois dos parametros a ajustar;

- 8) a area da secgdo recta da partfcula do lote [

- npy o N2 de particulas do lote | sobre o peneiro;

- K 0 n2 de ordem do peneiro;

- nl o n2 de lotes presente na tanisagany

- prob(K, 1) a probabilidade de passagem (se contacto)
da particula 1 no peneiro K;

Verificou-se assim que, tal como se concluiu anterior-

mente, a dependéncia do nosso modelo, da amplitude do intervalo

de integracio numé@rica & apenas aparente. Na verdade, s6 precisa-

mos de cuidar que o valor deste Gltimo n&o ultrapasse a unidade,
isto &, que o nosso "periodo amostral" ndoc seja superior 3 nossa
unidade de tempo (o0 minuto, no nosso caso). Retomando a argumen-

tagdo0 utilizada atras, sob o ponto de vista da descrigdo da

tamisagem para tempos médios e longos, temos 3 nossa disposigao

trés alternativas equivalentes:
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- utilizar a nova formulag¢dc dada por [3.117) que ndo exige
um tratamento especifico ae dt;
- utilizar [3.100}, considerandoc dt caomo mais um parame-
tro a ajustar,
- utilizar [2.10), limitando internamente a probabili-

dade de passagem 3 unidade.

Devido & mais facil legibilidade desta Gltima hipdtese,

foi por ela que optamos.

8.3 Transformagfes de variaveis

A colocagdo em obra da constrigdo respeitante ao
intervalo temporal estad resolvida. Trata-se agora de adaptar o
Levenberg—Marquarqt 3s constrigbes restantes, (3.91), [3.92),
(3.93), que ndo passam de 1imitagbes dos dominios de variagdo dos
parametros. Seguindo o exempio do algoritmo escrito por Reguei-
ras, P. (inlLeite, M. 1984) efectuadmos as apropriadas trans-
formagbes de variaveis que permitiram que o intervalo natural de
variagdo dos parametros, vigente fora da subrotina de optimiza-
¢%0, fosse transformado no intervalo ]-®, +®[, o Gnico utilizavel
dentro do algoritmo de pesquisa. Como & evidente, no transporte

dos valores dos parametros para fora da subrotina de optimizagdo



sdo wutilizadas as fung¢les inversas das anteriores, ¢ que permite
recuperar os intervalos naturais de variagao dos parametros.

Sdo entdo as seguintes as fun¢les directas utilizadas

Xtz — (3.147)

N [ R — [3.118)

que correspondem a uma aplica¢ao em )-w, +o[ ,respectivamente,
dos intervalos )0, +of e ]0,1[.

Também Espain, C. (1984, pp. 127-130) seguiu a mesma
estratégia no tratamento de um problema semelhante, quadrando os
seus parametros, para impedir que tomassem valores negativos.

Como se verifica por [3.117] e (3.118] as fungbes por
nés utilizadas s830 mondtonas e possuem derivadas continuas e, por
isso, se a fungdo objectivo original ja era "suave", a sua
transformada continuara a sé-lo, muito embora a sua "super?fcie
topografica" possa resultar consideravelmente distorcida. Mas,
mesmo com esies cuidados, a eliminag8o das constrigfes através de
mudangas de variaveis, embora possa parecer a pFimeira vista um
método expedito leva, regra geral, a adicionar dificuldades a uma
questdo que de si ja ndo & simples.

Por cutro lado, a estratégia da utilizagdo das mudangas
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de variadveis que permitem a transformac8o de um problema de
minimizagdo com constrigles numa pesquisa sem constrisBes,
poderia ser defensivel ha aiguns anos atras. Nessa altura, os
algoritmos de minimizag%0 sem constrigfes eram mais numerosos e
mais eficazes que os que lidam com os problemas em que elas
existem. Contudo, do fim dos anos 80 para ci progrediu-se muito
nestes daltimos e, hoje em dia, pode dizer-se que sHo0 ji tH0
eficazes como os algoritmos de pesquisa de minimos ndo restringi-
dos (embora existam ainda sérios problemas no tratamento das
contrigles ndo-1ineares). Por isso, e regra geral, sob o ponto de
vista da eficacia do algoritmo, J& ndo vale a pena utilizar
fungbes de transformagso.

Mesmo nos raros casos em que ndo decorre do préprio
modelo qualquer limitag8io dos parametros, & sempre bené&fico
introduzir constrig¢les nos parametros. £ que a presenga de tais
limites funciona como uma verificag8o quanto 3 boa ou ma formula-
¢d0 do problema, porque a presenga de uma variavel sobre o seu
limite pode revelar deficiéncias de formulagdc do modelo. Em
segundo lugar, através das limita¢Bes ao dominio de variagdo,
podemos impedir que a fungdo objectivo seja avaliada numa zona
que, a partida, se sabe possuir uma configuragdo de parametros
desinteresssante. Contudo, & sempre bom |embrar que uma estraté-
gia deste tipo acarreta riscos: n3o sabemos nunca, a partida, o

que sera uma zona desinteressante (veja-se 3.11).
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8.4 Explicitag8o das constrigfes

Vimos anteriormente a fundamentagdo tedrica do método
de Levenberg-Marquardt. Contudo, e como se disse, & necessario,
no caso da existéncia de constirigles, adicionar-lhe rotinas que,
trabalhando por fora do algoritmo, permitam restringir o dominio
de variag8o de F(x), sem que com isso seja afectada a eficiéncia
do método.

Se as constrigBes fossem apenas igualdades gque 1igassem
os parametros entre si, o problema resolver-se-ia muito simples-
mente diminuindo 3 dimensionalidade do problema e efectuando a
pesquisa ndo constrangida no espago n-K dimensional, sendo K o
ndmero de parametros n#%o independentes definido pelas constri-
¢Bes. A sua presenga corresponderia, ao fim e ao cabo, a uma
simplificag8o no processo de pesquisa do minimo.

O mesmo j3 N80 se passa quando, total ou parcialmente,
elas s¥%c desigualdades lineares, o que corresponde a considerar
como dominio de variagdo de F(x) uma restrigdo de RN, limitada
por hiperplanos definidos pelas constrigBes. Tal & o caso presen-
te, dado que todas as constrigfes sdo desigualdades que efectuam
uma 1imitag8o sobre o intervalo de variagdo dos parametros.

Se o minimo que pretendemos se encontra dentro da
zona viavel de Rn, a introdug8o de constrigtes ndoc modifica

acentuadamente o comportamento do algoritmo de pesquisa, mas



apenas impede que a fung¢do objectivo tome valores sem interesse.
Neste caso, o nosso algoritmo de Levenberg-Marquardt continua a
ter exactamente o mesmo comportamento gue no caso de uma pesquisa
sem 1imitages (note-se que o caminho tomado pelo algoritmo de
optimizagdo pode situar-se, mesmo gue parcialmente, sobre o
limite do dominio de F(x)). Contudo, acontece muitas vezes nestes
problemas que o minimo n3o constrangido se situa na zona proibi-
da, o que & o mesmo que dizer que o minimo com constrigfes se vai
encontrar sobre um dos hiperplanos imitadores do dominio de
F(x). Dail os acrescidos problemas e as redobradas cautelas que
uma pesquisa com constrig¢les acarreta.

Existe um método, cujos fundamentos se devem a Rosen
(1960) e que posteriormente foi desenvolvido por Gill e Murray
(19743), entre outros autores, que, com um pouco de trabalho,
permite resolver elegantemente o problema.

Na sua esséncia baseia-se no facto de que uma constri-
¢do que ndo seja violada pode pertencer a duas categorias dife-
rentes: o das constrigdes activas, quando o ponto corrente da
iteragao se situa sobre o hiperplano definido pela constri¢do, e
O das constrigfies inactivas no caso ccntrario. A entrada de uma
condigao constritora no grupo das activas leva, obrigatériamente,
a que a dimensionalidade do problema seja diminufda de uma
unidade, enquanto que, no caso inverso, a nossa configuragdo de

paradmetros fica com mais um grau de |iberdade.
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A partir do momento em que se sabe quais sdo os n-K
parametros que podem variar livremente, podemos aplicar o algori-
tmo de Levenberg-Marguardt 3 minimizag8o da fungdo definida no
espago (n-K)-dimensional. Todo o problema consiste agora em saber
como & que se determina quando & que uma constrigdo entra ou sai
do grupo das activas.

Dado que & de esperar que o minimo com constrigbes se
situe sobre um dos hiperplanos !imitadores, vamos em primeiro

lugar definir quais as condigbes necessarias e suficientes para

que exista um minimo em tais condigbes.

8.5. Caracterizag¢do em R? do minimo com constrigdes

O nosso problema & entdo o de de minimizar F(x), com
x€ RN e sujeita a 1; ¢ x ¢ 1g, sendo 1g e 1; os vectores dos
limites superiores e limites inferiores, respectivamente, a que
os parametros est#o sujeitos. Para simplificar o tratamento
consideremos neste momento que as constrigbes obedecem a forma

genérica

A x )2 Db, . {3.119]

em que A & a matriz cujas linhas sdo constituidas pelos coeficien-
tes de cada uma das constrigbes, ou seja, a linha A; da matriz

{npxnci(np -~ N2 de parametros; nc - n2 de constrigles), contém os
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coeficientes da constrig#o |inear de ordem i,

T T T
Ajy X+ Ajp xp + L + Ain *n ) bi- {3.120]

Mais tarde passaremos ac caso particular das limitag8es simples
dos parametros.

Em relagdo ao ponto corrente, X, dividamos em primeiro
lugar as constrigties em activas, gue s30 as que verificam a

condi gao

T
A X = by [3.121])

e as inactivas, para as quais

T
Ai X > bi . (3.122]

T
A partir de um ponto em que se verifique A; x = by,

o algoritmo pode mover-se de dois modos diferentes: ou sobre o
hiperolano definido pela constrigdao, verificando-de, entdo

T

Aj b = by, [3.123]

ou em direcgdo ao interior da zona exequivel, ou seja,
T
A; p > by, . [3.124)
sendo py © vector necessario para nos movermos do ponto corrente
até a préxima paragem da iteragdo.

Enquanto que no primeiro c¢aso a dimensionalidade da



pesquisa se manté&m inalterada, o cumprimento da condigdo [3.124)
aumenta de uma unidade o ndmero de graus de |iberdade do sistema.

Tomemos a matriz [ cujas 1 linhas s&o constitufidas
pelos coeficientes das 1 constrigles activas no ponto corrente X,
tomando-se uma conveng8o semelhante para T, vector que contém os

termos independentes das constriges activas,ou seja

Fx = [3.125]

[ &, portanto, uma restri¢3o de A.

Como estas t constrig8es correspondem a um sistema de t
equac¢Bes lineares, e dado que, devido A linearidade das constri-
gles, se pode escrever [* (x -x*)= 0, (JBgue"x =be x* =b),
entdo, um passo p (a que retiramos o iTndice para simplificar a
notagdo) que una um ponto possivel X a outro ponto possivel x*

deve satisfazer a igualdade

rpe-=o. (3.126]

A igualdade anterior significa, nada mais nada menos,

que gualquer direcgdo exequivel que se tome a partir do ponto

corrente x deve ser ortogonal ao semi-espa¢o definido pelas

linhas de ['. Ao mesmo tempo, podemos sempre garantir que a

restrigio sobre RN efectuada pelas constrigbes |ineares & sempre

convexa, isto &, que qualguer ponto situado no segmento que une

dois pontos exequiveis & exequivel também (Gill & Murray, 1974b,



pp. 4t) e aque, portanto, o percurso entre o0s pontos x e x* se
inscreve apenas na regido permitida.

Cra sabe-se que (Nikolsky, 1977, pp. 170) dado um
sub-espago L de RN & sempre possivel definir o complemento
ortogonal L’ de L em RN, definido de modo a que os seus vectores

Y Sejam sempre ortogonais aos vectores x de L, ou seja,
xl y = 0. [(3.127)

Os dois sub-espagos s3o completamente disjuntos e se a
dimensdo de um deles & K, a dimens#o do outro sera n-K. Prova-se
ainda que qualquer vector do espaso n-dimensional pode ser
escrito como uma combinagdo linear de vectores de L e de L’, de
modo a gque as bases combinadas dos dois semi-espagos di juntos
cubram todo o RN,

Seja Z a matriz cujas colunas constituem a base do
semi-espago ortogonal e disjunto de RM em reta¢dao ao conjunto dos
vectores definido pelas linhas de [, isto & " Z2 = 0. Qualquer
passo p que possa ser descrito por uma combinag¢fo 1inear das
colunas de Z satisfaz a condig%o [ p= 0 e pode ser escrito sob a

forma ZTp, a que daremos o nome de passo de Levenberg-Marquardt

projectado sobre 2.

Consideremos o© minimo com constrig¢Bes x* e expandamos
em torno dele, segundo Taylor, a fungdo objectivo, tomando apenas

as direcgtes permitidas



F(X*+€2Zp) = F (x*)+€pTZTg(x*) +1/2€CpTZTH(x*+€mp)Zp, (3.128]

enmque Ofm ¢ 1 e€ >O0.

Usando argumentos em tudo semelhantes aos que se
utilizam no caso da existédncia de mTnimo sem constrig¢bes, verifi-
ca-se que no ponto dptimo de minimizagdo com constrig¢lies se deve

observar
ZT gx* = o. [3.129])

Devido 3 partic8 de RN em dois sub-espagos complementares e
ortogonais, um definido a partir das linhas de [' e © outro pelas
colunas de Z, a condig8o anterior equivale a afirmar que g(x)
pode ser escrito como combinag8o linear das linhas de [ (Bertse-

kas, D. P. 1982, pp. 248),

g(x*) = T A [3.130]

-

em que A & o vector dos multiplicadores de Lagrange, que & dGnico
se e s5 se as linhas de [ s3o |inearmente independentes (o que
acontece sempre se tivermos cuidado na formulagdo das constri-
c8es). Ao vector ZTg(x*), di-se habitualmente o nome de projecgdo

do gradiente de F(X), tomado no ponto X, sobre os hiperplanos que

definem a constirigao.

A condigdo [3.129] significa que F(x) & estacionaria em

x*, qualquer que seja a direccdo tomada sobre os hiperplanos
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constritores. Contudo, ela & omissa quanto 3s constric¢es ndo
actuantes e, portanto, nada nos garante que F(x) n#8o0 desg¢a, se o
algoritmo de minimizagdo resolver dar um passo que, respeitando
as constrigbes actuantes, modifique os parémetros livres. Para

que iss0 ndo0 aconte¢a & necessario garantir que para cada qual-

quer passo tal que, "p 2 O, se verifique que
g(x*Tp2o [3.131)

isto é{ que qualiquer que seja a direc¢80 que se tome a partir de
x¥®, ela sera sempre uma direcgdo de subida.

Dado que g(x*) pode ser descrito como uma combinagdo
linear das linhas de [, a condigdo de descida general izada em

direcg8o a x* pode ser escrita como
gx)Tp=rTa2o0 [3.132)

Esta condigdo sé& se verifica quando todos os multiplicadores de
Lagrange s8o ndo-negativos (Gill, Murray & wright, 1981, pp. 72).
Para que o ponto estaciondrio seja um minimo, por ana-

logia com a minimizagdo sem constri¢Bes, & necessirio ainda que a

hesseana de F(x) em x* projectada sobre os hiperplanos definidos

pelo conjunto das constricles seja definida positiva.
Resumindo, as condi¢les necessirias e suficientes para
que um ponto seja minimo no caso de existirem constri¢Bes consti-

tufTdas por desigualdades |ineares sdo:
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x x

1.AX:bcom[ x =7 [3.133)
2. 2T g(x% = 0© [3.134)]
3.6 20 (iz1, 2, ..., t) [3.135)

4. Que ZVTH(x*)Z seja definida positiva.

Regra geral, dado um ponto de partida do algoritmo (o
nosso '"guess") a primeira tarefa a empreender deve ser a de de
seleccionar a totalidade das constrigfes activas nesse ponto.
Contudo & possivel, e mesmo freguente, que as constrig¢les sejam
t30 complexas e tHo numerosas que se torne impossivel, de um modo
expedito, seleccionar, para um dado ponto todas as constrigles
activas e, mesmo, saber se uma dada constrig8c & ai actuante ou
ndo. Por isso, & habitual que estes métodos Qe optimizagao
arrastem consigo a necessidade de resolver o subproblema: dada
uma matriz A' contida em A encontrar um primeiro ponto exequf-
vel que satisfaga plenamente o conjunto de constrigtes que ela
contém, mas apenas esse conjunto, situagdo que muitas vezes se
reveste de uma certa canplexidéde. Felizmente gque nNo NOSSO Caso,
em que as constrigtes sado simples |imitagtes aos intervalos de

variag8o dos parametros, & muito facil decidir se um ponto

satisfaz tal ou tal constrigdo e, por isso a quest8o ndo se pbe.



8.6 Limites simples do dominio dos parametros

Vamos agora tratar da implementac3o da subrotina que,
trabathando por fora do algoritmo de Levenberg-Marquardt, permi-
te, para o caso particular das ! imitages simples dos parametros,
obter o minimo constrito.

Repetindo-nos, o problema que temos entre m#os & o de

Minimizar F(x) , com x € RN
{3.136]
sendo Ig ¢ x ¢ 1

Dividamos, em cada iteragdo o vector X Nnas suas
componentes livres x; e nas suas componentes fixadas pelas
constrigfes activas xg, (as componentes da direcgdo de pesquisa
que correspcndem 3as variaAveis fixas sdo nulas). Consideremos que
lx & o ndmero de componentes fixas, [K & a matriz cujas |inhas
agrupam os coeficientes das constrig¢es activas em cada iteragdo
e Z, a base que lhe & ortogonal. No nosso caso particular, [k € a
matriz unitsria de dimenstes {ty*tk}, tendo os elementos da
diagonal principal! afectados de sinal. Este ser3d positivo, se o
limite actuante para o parametro f6r o inferior, e negativo no
caso simétrico. Quanto a 4, serad a matriz identidade de dimen-
stes n-tx. O algoritmo de minimizagdo apenas proporcionara
modificag8oc nas n-K componentes que ndo sdo compulsivas e,

tomando o Tndice L como indicando as componentes livres, a



equagao de Levenberg- Margquardt passa a ter a redacgao

WTy +ol)y p =-JT ¥ 3.137
L L L L ( ]

-

Como @& por demais evidente, a cada itera¢8o & necesss-

rio actualizar a matriz [, fixando um parametro, quando um dos

limites & atingido, ou libertando-o, gquando a constric8do deixa de

ser mandatoria.

GQuando uma constrigcdc & adicionada ao conjunto das
activas, isso traduz-se no acrescento de uma nova linha a [,
passandc-se © inverso quando o ndmero de graus de |iberdade do
problema aumenta de uma unidade. Claramente, seria ineficiente
recalcular completamente todas as matrizes. Nesta anilise, ja de
si densa, ndo teria cabimento a descrig¢do daé estratégias de
actual izagdo das matrizes da equagao [3.137]). Caso o leitor nelas
esteja interessado, sugerimos-lhe a leitura de Gill & Murray
(1974Db) .

Anal isemos em primeiro lugar as possiveis estratégias a
seguir para libertar um dos parametros.

O processo mais simples & o da retengdo de todas as
constri¢bes activas definidas para o "guess" in{cial na matriz [,
até que seja encontrado um minimo em relagao ao subespago por
elas definido. Durante este processo serdo adicionadas as cons-

trig8es que forem consideradas necessarias. A partir do momento



em que © ponto corrente, X, Se torna um ponto estacionario de
F(x) para a restrigdo de Rn definida pelo conjunto das constri-
gbes activas, sabemos que os multiplicadores de Lagrange que dat

decorrem s8o as soluglies do sistema

g(x)= Tk A [3.138)

-

Se qualquer um dos valores do vector A & negativo, 1880
significa que F(x) pode decrescer por variag8o ao longo do
parametro que 1lhe diz respeito (eliminando essa constrigdo da
matriz [). Mudando-se de subespago repetir-se-a o processo, até
que ja ndo seja necessario eliminar mais constrigles, o que seri
sempre possivel porque o nimero de pontos estacionarios &, regra
geral, finito, tal como os subespagos possiveis para a evolugado
da nossa fungdo objectivo.

Esta abordagem do problema traz consigo a desvantagem
da grande quantidade de trabalho necessaria para chegar a cada um
dos ponto estacionarios que se irdo encontrando pelo caminho e
que, muito provavelmente, se encontrardo ainda a boa distancia da
solug8o pretendida.

A alternativa consiste em calcular os multiplicadores
de Lagrange em cada uma das iteragbes do processo de minimizagao.
Contudo eles sé se definem para pontos estacionarios e, dado que
% ndo &, em geral um ponto estacionsario, e, provavelmente nem

sequer se encontrara "suficientemente préximo" da solugdo de



(3.137)], nada nos garante que os valores dos multiplicadores que
obterfamos possuissem sequer o sinal coirrecto. Utiiizandc este
processo, seria frequente que uma constrigao fosse errdneamente
eliminada, tendo gque ser adicionada de novo no passo seguinte.
Isso levaria a um comportamento ziguezageante da pesquisa, com a
correspondente ineficiéncia do algoritmo (note-se, a propdésito
que nestas circunstancias n#¥o se poderia numca garantir que o
namero de mudang¢as de base provocadas fosse sequer finito e, por
isso, o algoritmo poderia, na pratica, nem sequer convergir).

Este problema pode ser ultrapassado mediante uma
estratégia proposta por Zoutendjik (1960), mediante a qual uma
constri¢8o gque tenha sido eliminada e, na iteragdo seguinte,
retomada de novo, deve ser mantida na matriz [ até que seja
obtido um primeiro ponto dptimo num subespago qualquer.

Existem ainda alguns problemas relativos ao calculo dos
multiplicadores de Lagrange que & necessario resolver. O primeiro
diz respeito 3 ineficiéncia que decorre da resolugdo do sistema
[3.130] se for utilizado para obter oS multiplicaderes. Claramen-
te, dado que estamos longe do minimo, ndo faz sentido tentar
calcular A com uma precisfo iluséria. Por outro lado, como
desconfiamos que & necessario eliminar uma constrigao, o problema
de optimizag8o que estamos a tentar resolver ndo & concerteza o
que & definido por [3.137). Ser&, por isso, mais sensato conten-

tarmo-nos com uma simples avaliagdo dos multiplicadores de



Lagrange e n3o com o seu c3lculo exacto.

A forma especifica de [k, NO Nosso caso, leva a3 que 0S
estimadores de primeira ordem dos multiplicadores de Lagrange
sejam particularmente ficeis de determinar ja que sdo, nada mais
nada menos, que as componentes do gradiente de F(x), afectadas de
sinal. Assim, se a variavel se encontra sobre o hiperplano

definido pelo seu limite inferior,

T
Ax-g (x )= -d f.7 [3.139]
i i K K

Se, pelo contrario, ela se situa no limite superior, entao,

T
Axg (x)=d £.7 [3.140]
i i K K

O que fazer com estas estimativas se elas sao, na
verdade, inexactas? Felizmente que se prova {Gill, Murray &
wright, (1981, pp. 171)) que, mesmo que O ponto corrente se
situe a boa distancia de um qualquer ponto estacionario (o que
pode fazer com que a semelhanga entre o multiplicador de Lagrange
e a sua estima possa n#o passar de mera ilusdo), a el iminagao de
uma constrigHo por a sua estima ser negativa, leva a que a fungdo
objectivo venha efectivamente diminufda. Como medida cautelar,

deve-se sempre adoptar a estralé&gia de Zoutendjik descrita atras.



8.7 As constrigtes e o algoritmo de L.-Marquardt

Precisamos de definir a estratégia relativa 3 adigao de
constriges & matriz [. Se o vector de Levenberg-Marquardt tem
como extremo um ponto situado no sub-espago ndo admissivel, isso
significa que pelo menos uma das constrigtes foi violada. Seja i
0 n2 de ordem da constri¢3o violada que se encontra mais prdéxima
do ponto corrente. Entao, ao invéds de tomarmos um passo unitario,
como & definido pelo algoritmo de pesquisa original [3.137],
utilizamos o passo o’ tal que, mantendo a direcg3o e o sentido da
pesquisa, ©0 ponto Xxg ;4 Se situe exactamente sobre o hiperplano
definido pela constrig8o. Caso o novo ponto, Xk 44, nNao correspon-
da a uma diminuig8 da fung3o objectivo, recorremos ao método
drastico, ou seja, por aumento de o, vamo-nos aproximando cada
vez mais da descida segundo o gradiente local, até& que o extremo
do vector de pesquisa corresponda efectivamente a um valor de
F(x) mais baixo. Se o ponto obtido sobre a constri¢do & retido,
como & dbvio, esta & adicionada a matriz [.

Muito embora deste modo de actuar se possa dizer que
desperdi¢a uma avaliagdo da fungao objectivo por cada constrigao
violada, tal n3oc & grave, dado que s8%0 relativamente poucas
durante uma corrida as circunstancias em que isso ocorre. O mesmo

se pode dizer quanto ao facto de o passo unitario ndo ser assegu-

rado, uma das grandes vantagens do processo de Levenberg-Marquar



dt, o que diminui, necessariamente, a velocidade de convergéncia.
Em geral, a principal critica que se pode aplicar a esta estraté-
gia refere-se ao facto de o ponto tomado sobre a constriqdo ao
longo de pK poder ndo corresponder a um descida de F(x). Contudo
esse problema fica imediatamente ultrapassado devido ao método
particular de superar as tentativas falhadas que & caracteristico
do algoritmo de Levenberg-Marquardt.

Um problema que muitas vezes & tratado nestes casos das
minimizasdes com constriges & o facto de as estimativas dos
multiplicadores de Lagrange poderem tomar valores muito préximos
de zero. Dada a incerteza na avaliag8o dos multiplicadores e o
facto de existirem erros numéricos no calculo do gradiente pelas
férmulas das diferengas finitas, nunca poderemos ter a certeza,
nessas condig¢les, mesmo junto de um ponto &ptimo, se a constri-
¢%0 a que dizem respeito deve ser activa ou ndo. Contudo, no caso
vertente, e dado gque as estimas dos multiplicadores sao as
respectivas componentes do vector gradiente afectadas de sinal, a
existéncia de valores quase nulos ndao & para assustar desde que
exista a precis#o desejada na diferenciag8o numérica, porque isso
significa que a funqéo objectivo & quase indiferente &s variagbes
segundo aquele parametro e, portanto, tanto faz deixar ficar a
constrigdo como elimina-la. Optamos pelo caminho mais cémodo e

mais seguro de a considerar activa. De gqualquer modo & mais um

teste a incluir no algoritmo.



Dada toda a discuss8o que até aqui se arrastou, apre-
sentamos na Fig 3.5, em 1linguagem natural, o fluxograma sumario
do método que propomos para }idar com as constriges simples que
actuam sobre os parametros. Note-se que al ndo se pretende
descrever o método em toda a sua mindcia (p. exp. nele nao figura
o critério de Zoutendjik (1970)), mas apenas pretende dar uma

visdo integrada dos passos 18gicos envolvidos.
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Fig 3.5: Fluxograma (em 1 inguagem natural) do algoritmoc de

Levenberg-Marquardt, com limites simples nos parametros.



g, Critério de paragem

Sabemos que o critério de paragem de qualquer algori-
tmo, para além da sua estrita obrigagdo de fazer parar a corrida
guando uma solugdo adequadamente precisa &, melhor ou pior,
encontrada, deve ainda perseguir os dois seguintes desideratos:

- impedir convergéncias extemporaneas, isto &, ndo
permitir que o algoritmo dé a corrida por terminada quando ©
minimo ainda estad a uma distancia do ponto corrente superior a
nossa tolerancia;

- opdr-se a que o algoritmo continue insensatamente a
tentar optimizar o resultado, Qquando & atingido o limite de
precisfo que impusemos.

Mas, no caso especifico do ajuste de um modelo fenome-
noldgico a um conjunto de dados experimentais, & imprescindivel
que o critério de paragem tenha ainda outra fung#o: a de avisar o
operador quando ndo se conseguiu obter nenhum ponto com as

caracteristicas requeridas, isto &, informar que a corrida

abortou.

9.1. Papel do critério de paragem

-

Un mau comportamento numérico pode, como & evidente,



ser devido a implementages menos correctas do algoritmo de
optimizag80, como a baixa precisao no calculo das derivadas, 0
mau condicionamento da hesseana e mais uma longa procissdo de
outros factores. Mas nunca devemos perder de vista que, muito
embora se possam corrigir os defeitos agindo sobre o algoritmo de
optimizagdo, eles sdo sempre um reflexo das caracteristicas do
modelo. & papel do operador estar sempre atento aos desvios
comportamentais e por isso deve pdr de pé mecanismos auxiliares
que lhe permitam efectuar essas verificagles. £ esta, mais do
que qualquer outra, a fungdo primordial do critério de paragem.

Esta necessidade ndo & satisfeita pelo critério do tipo
"forga bruta" sugerido por Nash (1979, pp. 177) na sua implemen-
tag8o do algoritmo de Marquardt. O teste, tamb&m por nds utiliza-
do, faz com que a corrida seja dada como conclulda quando todas
as n componentes do vector py calculado pelo algoritmo se encon-
tram abaixo da precis#o que esta a ser utilizada. Por outro lado,
n4o toma em consideragdo as propriedades de F(x) na vizinhanga
préxima do ponto de minimo. Muito embora ndo possamos esquecer
que as quaiidades que definem a solugfo analitica de um probiema
n4o se mantém necessariamente na soluglo numérica, o critério de
paragem deve sempre verificar se o gradiente se desvanece e se a
hesseana se mantém definida positiva junto do ponto de paragem.

A proposta de Nash também esquece completamente as

caracteristicas proéprias do método de optimizagdo. O Levenberg-



-Marquardt converge globalmente e com velocidade quadratica junto
do minimo, o que ndo se traduz s& em vantagens. Na verdade, mesmo
que n3do haja nenhum ponto de minimo a jeito, considera ser sempre
sua obrigag¢do ir convergindo. E que tenta convergir, 13 isso
tenta, mas para onde & que nds ndo sabemos. Foi o que aconteceu
em alguns dos primeiros éJustes de um algoritmo de interpretaga3o
de sondagens eléctricas verticais, como ir3d ser descrito em
(3.11.), em gque a tentativa de convergéncia se arrastava desespe-
radamente; a corrida sé parava quando se atingia o limite maximo
de iteragles imposto a partida. ldéntico comportamento foi
constatado por Machado Leite (comunicag8io pessoal) durante a
utilizagao do Levenberg-Marquardt na interpretag8c de sismica de
refracgdo.

Das idiossincrasias do método tamb&m se pode tirar uma
boa regra pratica: a de verificar se a velocidade de convergéncia
nos passos anteriores aoc ponto de paragem &, pelo menos, superli-
near. Se tal ndoc acontecer, & francamente provavel que o ponto
final da corrida seja tudo, menos um ponto de minimo.

Poder-se~ia a primeira vista dizer que o critério de
paragem adoptado tem uma virtude em relagdoc a mdtodos mais
elaborados e que se baseiam no ritmo de diminuigdo da fungdo
objectivo: a de ser indiferente a semelhanga dos valores que F(x)

toma nos pontos da vizinhanga do minimo quando este se encontra

numa "zona de planalto". Alegadamente seria possivel, mesmo
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nessas circunstancias, obter uma determinagdo precisa de x* e,
com ela, garantir a capacidade de recuperar a configurag¢do final
de parametros. Contudo a imprecisao na determina¢do de x* que se
di em tais casos deve-se, antes de mais nada, a0 mau condiciona-
mento da hesseana e/ou a falta de escalamento e a possivel
vantagem do critério de paragem &, afinal de contas, uma camufla-
gem que nos impede de constatar um problema do algoritmo. Note-se
que, mesmo no casd> do mau condicionamento, & sempre possivel
utilizar em paralelo um critério de convergéncia para a sucessdo
{xkl e outro para {F(xk)1}.

Ainda em relagdo ac critério de paragem que adoptamos,
& facil de ver que, regra geral, levara longe de mais a tentativa
de ajuste, com o correspondente desperdicio de esforgo computaci-
onal. Contudo, a utilizag8o de um critério exigente deste tipo
n4 constitui obrigatdriamente uma desvantagem. Em primeiro
lugar, torna muito mais dificil a convergéncia extemporanea do
algoritmo e, por outro lado, di ao operador maior confianga na
precisd3o da solugado encontrada (o que & muito importante). Em
segundo lugar, o ndmero de tentativas extra n&o & nunca desmesu-
rado, dada a convergéncia quadratica junto do minimo.

Apesar das justas criticas expostas nao & forgoso que
da utilizag®o deste critério de paragem resulte asneira. Na
verdade, mesmo em condi¢Bes alegadamente adversas, como no caso

da minimizagdo da fungao "hanana-val ley" de Rosenbrock



F{X) = 100 (xp - x18) + (1-x4)&, [3.141)

cujo dGnico minimo se encontra no fundo de uma depressdo alongada
e empenada (dai a designag8o da fung8o), o algoritmo encontrou
sempre o minimo exacto, fosse qual fosse o ponto de partida, apés
uma rapida convergéncia do tipo quadriatico. O mesmo comportiamento
foi descrito por Leite, M (1984, pp. |V-13) durante as corridas
de ajuste de um modelo de moagem batch ndo-l1inear.

N&6s préprios também n&o nos podemos queixar no que
concerne ao ajuste do modelo de tamisagem ndo-linear. Q algoritmo

sempre mostrou convergir honestamente para um minimo. Se em

seguida fosse largada nova corrida com _um "guess' um pouco

diferente, o minimo obtido era sensivelmente igual. O mesmo se

passou quando, apds a convergéncia, se iniciava nova corrida apds

a introdug8o de uma perturbagao no vector final dos parametros.

Parece-nos poder dizer que, guando a fungdo F(x) &
razoavelmente bem comportada, a utilizagdo do critério da preci-
s¥0 maxima do computador n#o constitui inconveniente de maior,
mas o mesmo n¥3o se passa quando o problema matematico se revela
diffcil. Nessa altura, o critério utilizado ndo fornece quaisquer
indicagbes sobre a exceléncia do ponto final da corrida.

Por isso consideramos preferivel .a utilizagdo do
critério fundamentado e coeso que foi desenvolvido por Gill
Murray & wright (1981, pp. 306) que faz depender os diferentes

critérios de paragem apenas da precisao dos dados,



9.2. Critério de paragem proposto

Seja rr o nimero de algarismos significativos correctos
que pretendemos que figurem em F(x*) e €a UM majorante do erro
absoluto de F(x). Convertendo Ty numa medida da precisdo absolu-

ta, definida sob a forma

8 = (1+lF(x )I) (3.142])
K F K

pode-se afirmar que o algoritmo deve parar, por convergéncia,
quando s3c cumpridas simultaneamente na mesma iteragdo as condi-

cles

1. Flxgoq) - FO%) < & [3.143]
| -x || < (v Y SRt . [3.144)
k-1 K F K
1/3
3, “g(xK)" ¢ (‘I‘F) / (1+|F(xK)|) [3.145)

ou, se se verificar a condigao

4, "g(XK)" < €A [3.146]

Caso n3o0 utilizemos mudangas de variaveis para el iminar
as constrigdes nos parametros sera necessario, nos testes 3 e 4,
substituir o gradiente pela sua projeccgdo sobre os hiperplanos

definidos pelas constrigtes activas e, ainda, acrescentar a

condigdo



%
5. N2 (7 )'(1+|F(x nE [3.147)
min F K

em que \Apin € © menor valor obtido para as estimativas dos
multiplicadores de Lagrange.

Precisamos de saber como determinar € € Tp.

Espain, C. (1984, pp. 131) wutilizou a regra de bom
senso que consiste em n¥o tentar ir buscar a precisdo onde ela
ndo existe e, por isso, considerou gqgue o limite a exigir do
algoritmo de pesquisa & dado pela prépria precisao com que 0S
resultados experimentais s#o obtidos. Como & evidente, esse valor
é, por direito prdéprio, o erro experimental, que sb correra o
risco de ser suplantado pelas imprecistes de calculo se 0s
algoritmos utilizados forem numéricamente débeis. Entdo, se a
precis8c relativa obtida na determinag8o experimental for rg, uma
regra de bom senso & a de considerar, para que o ajuste tenha
sido bem sucedido, que o algoritmo de pesquisa nos cologue os
valores calculados numa vizinhanga dos valores experimentais, com
raio n&o superior a Tg/10, ou, pondo-nos do lado ca seguranga, a
menos de TR/100.

A ser assim, Tp vem dado pela express8o ([3.142}, fazendo

TRE nt nc+1 o
r (v [3.148]
K

t=1 k=t

K B 103

e, pelo seu lado,



TRE nt nc+t
€ =« m (1) {3.149)
A 103

tz1 K=1

sendo ryi(t) e mg(t), respectivamente, os valores determinados
experimentaimente e calculados pelo modelo, nc e nt o nimero de
peneiros e o nimero de pesagens, enquanto que « € € [0, 1].

Mas o nosso modelo & uma representagdo tentativa do
evento fisico, provavelmente até bastante grosseira. tEntdo parece
que o critério adoptado & demasiado estrito. Ndo & verdade. O que
realmente nos deve interessar, para 13 de um baixo valor de ”f“a,
& que o seu valor seja maioritariamente atribuivel as deficién-
cias do modelo e 3 imprecis#o experimental e ndo aos métodos
numéricos envolvidos.

O conjunto de critérios acima descrito baseia-se num
conhecimento minucioso da precis#o com que F(x) & calculado o gque
& Gtil por duas ordens de razao:

- & muito mais simples para o utilizador determinar
qual a precisdao que pode pedir ao algoritmo se souber qual & a
precisio que pode esperar;

- a comparasdo da precis#o final com a que foi predita
através de uma analise prévia da uma indicagdo valiosa sobre o
comportamento quer do algoritmo de minimizagdo, quer do préprio

modelo.

Pelo que foi dito, consideramos que o critério mais
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justo e que pode fornecer mais informagbes & o que acabou de ser
descrito. Pode ainda, como foi proposto anteriormente, ser
completado com um teste relativo 3 velocidade de convergéncia do
algoritmo.

Note-se, contudo, que o valor €,, & por definigdo, um
majorante do erro com que & calculada a fungdo objectivo que
Espain considerou, no seu caso particular, que n8%o era afectada
pelo erro introduzido no calculo das derivadas. Contudo, no nosso
caso nHo sera necessariamente assim, dado que F(x) & obtida por
integrag8o numérica de um sistema de equagles diferenciais
simultaneas. A obteng#o de um majorante do erro produzido durante

a integrac8o numérica &, portanto, da maior importancia.

356



i0. A integragdo numérica

Como se viu em (2.4.2), para obter a fungdo objectivo &
necessario integrar um sistema de (nc+1)xnc/2 equagles diferenci-
ais simultaneas da forma [2.3}, no intervalo [0, tfinal]. Vamos
de seguida discutir os méritos relativos dos processos de inte-
gragido numérica que se podem utilizar.

Agui se poderd ver, com toda a nitidez, como a aplica-
¢80 ingénua dos métodos numéricos, utilizados como simples
receitas, levou a ops¢Bes de qualidade inferior que diminuiram

sériamente as possibilidades dos aigoritmos utilizados.

10.1 Os métodos utilizados

0] primeiro método wutilizado, "apenas para ganhar
sensibilidade " quanto & resposta das equagles 3 variagado da
ampl itude do intervalo de integragdo, foi uma simples integragdo
de Euler. Trata-se de um método explfcito de primeira ordem que
sd requer o conhecimento do valor que a fungd3o toma na origem
D(to) e que se baseia na utiliza¢do da expgnsao de Taylor a
direita do ponto inicial, truncando-a a partir do termo de 22

ordem e substituindo y’ pelo valor dado pela prépria equagdo

diferencial, ou seja,



m(to+dt) = m(tg)- ¢ m(tg) dt [3. 150}

onde, para simplificar, omitimos os Tindices respeitantes ao
peneiro e ao lote granulométrico.

Como seria de esperar, esta simplicidade toda paga-se
em termos de eficiéncia e de precisf#io. Assim, verificou-se que O
maximo intervalo de integragso dt (sh) que se podia utilizar sem
que houvesse distorg8o acentuada da precisdo dos resultados
finais era de 0.05 minutos (tempo fisico). Com quinze equastes
diferenciais simultaneas, tempos finais de tamisagem de 135
minutos e configuragtes do modelo com cinco parametros, 0s tempos
de corrida resultantes eram perfeitamente incomportaveis (entre
36 e 72 horas, utilizando um ajuste com o politopo, a correr num
minimicro ccmputador Sage V).

Sem sacrificar a precisfio, tornava-se necessario obter
tempos de calculo mais sensatos. A nossa escolha recaiu no
Runge-Kutta de 42 ordem.

A filosofia que lhe estad subjacente & a de produzir
quatro estimativas do valor da derivada da fung&o, tomadas para
trés abcissas diferentes contidas no intervalo [t, t+dt). Em
seguida, o método calcula uma média pesada do pendor da fungdo e
usa-o para progredir para t+dt, sem duvidar um instante da
precisdo do seu calculo. Na pratica, cada uma das iteragles do

método & constitufda pelos seguintes passos:



1. A custa do valor do gradiente em t, no centro do
intervalo de integragao gera-se uma primeira extrapolagao
my (t+dt/2);

2. A partir do valor da funcao diferencial neste novo
ponto (t/2, m,(t+dt/2)) faz-se uma nova estimativa ma(t+dt/a).
conservando o valor da abcissa;

3. Utilizando o valor do gradiente no novo ponto (t/2,
me(t+dt/2)), extrapcla-se, obtendo o ponto (t, m3(t+dt)) e calcu-
la-se ai pela quarta vez o gradiente.

4. Finalmente, utilizando uma média pesada das quatro
determinagtes executadas, determina-se a variagdo de massa que O
lote granulomdtrico sofreu de t a t+dt.

O erro de truncatura local deste método em relagdo ao
desenvolvimento de Taylor & de 48 ordem, desde que o valor que a
aproximagao toma no ponto de partida tenda para o valor exacto da
fung8o quando dt -> O, ou, como & habitual dizer-se, desde que ©
método seja consistente com os valores iniciais da integragao.

Classicamente, a escolha do intervalo de integragao
apropriado & feita através de varias corridas experimentais para
ajuizar da variag8o, em fungdo de dt, do ndmero de algarismos
significativos presentes no cdlculo dos m¢;: Fixamo-nos em dt= |
minuto, valor para o qual, com dupla precis#o, em Pascal USDC, se
obtinham habituaimente num SAGE IV sete algarismos significativos

correctos. Iintervalos de tempo menores ndo levavam a aumentos de
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precis#o significativos, principalmente se tomarmos em linha de
conta o incremento do tempo de calculo. Contudo, como os valores
tomados pelos coeficientes da equagao diferencial [2.3) durante o
ajuste mudam com a alteragdo do ponto x€ R, nada nos garante que
n%o ocorram pontos para os quais o valor de dt escolhido se ndo

revele inapropriado.

10.2 Controlo do erro de truncatura

Infelizmente o Runge-Kutta ndo possui nenhum método
intrinseco de estima do erro de truncatura local. Por isso, se
formos cautelosos, inevitavelmente iremos utilizar um dt exces-
sivamente pequeno para ter a certeza de que os resultados a que
chegamos s#o correctos, pagando um preso elevado em termos de
tempo de calculo; se formos incautos (ou apressados) aplicaremos
alegremente o dt que julgarmos apropriado e obteremos, em contra-
partida, a precisdao que merecermos.

Embora exista uma rotina de calculo que se deve a
Rosser (in AtKinson & Harley, (1983)) com que se pode proce-
der a umz estimativa do erro de truncatura, ndo se pode dizer que
ela seja muito simpatica porqgue, de cada vez que & utilizada
necessita de uma iteracgao completa a mais. De facto, & necesséa-

rio calcular dois valores de m(t): um, para um passo de 2xdt e
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outro, para dois passos sucessivos de amplitude dt. A diferenga
entre estes dois valores, dividida por 85—1. constitui uma
estimativa do erro.

A inexisténcia de um processo simples e seguro de
avaliagloc do erro de truncatura que nos permitisse controlar a
ampl itude do intervalo das diferengas finitas e, através dele, a
precisdo do caAlculo da hesseana e do gradiente, chamou-nos a
atengdo, mais que qualquef outro facto, para a inedequasao do
Runge-Kutta ao nosso problema.

Num processo experimental classico uma das chaves da
reprodutibilidade experimental, ela mesma condigao essencial do
bom &xito da tarefa, & a capacidade de determinar com precisdo
quais os momentos, ao longo do processo, em que eventualmente sdo
introduzidos erros experimentais e, aoc mesmo tempo, a capacidade
de os controlar com eficacia, normalmente através de um Seu
majorante. £ por isso gue ndoc passa pela cabega de um quimico,
por exemplo, adicionar um reagente as colheres de sopa, guando
n4% se pode saber, 2a partida, se o seu doseamento & ou nzo
relevante para a experiéncia que temos em vista. Do mesmo modo se
deve proceder nas experimentagies numéricas e, assim, ndo faz
sentido nenhum ter um subrotina que produz resul tados de erro
desconhecido.

Essa & a nossa situagdo, por caricata que possa pare-

cer, no que respeita ao método de integrag8c numérica. E ainda
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com uma agravante: & que no caso da experiéncia fisica a detecgdo
dos maus resultados causados por uma falta de cuidado é muito
mais simples que no caso da modelagem. Esta Gltima quase sempre
produz um resultado; o bico de obra & saber se & valido ou ndo.

Como se retira de toda a discussdo havida até agora,
s30 trés os momentos em que o conhecimento da precisdo disponivel
no calculo de F(x) & decisivo:

{. Na diferenciac8o numérica, devido & sua influéncia
sobre os erros de cancelamento e, consequentemente, na determina-
c¢4%0 do intervalo das diferengas finitas;

2. No critério de paragem, impedindo convergéncias
extemporaneas e permitindo formular um critério decisdrio sobre o
abortamento das corridas;

3. No escalamentc correcto do espago n-dimensional,

através da sua influéncia no calculo das derivadas e da hesseana.

10.3 Controlo do intervalo de integragao

Para além do conhecimento de um majorante do erro
numérico de F(x) pte-se também o problema de lhe determinar um
limite superior aceitdvel. Como & evidente, esse valor &, por
direito préprio, o erro experimental, gue s& correri o risco de

ser suplantado pelas imprecistes de c3lculo, se os algoritmos



utilizados forem numéricamente debeis. Nesse <Caso, se ¢ erro
experimental absoluto for €4, uma regra de bom senso & a de
considerar gque o erro absoluto introduzido pela integragao
numérica n% deve ultrapassar, para nos mantermos do lado da
seguranga, €pa/10. Se, desde o ponto inicial até& ao outro extremo
do intervalo de integrag8o, forem necessarias n;t i teragbes
sucessivas da subrotina de integragdo e sendo € o erro local de
truncatura associado a cada iterag3o, entdo, um seu majorante €

dado por

Max{€Tl= €A/ (10%n;¢) (3. 151)

Notard o leitor gue que o Gnico erro que consideramos
relevante & o que & causado pela truncatura local. Com efeito,
segundo Dahlquist, Bjork & Anderson (1974, pp. 335), a fracgdo do
erro total que & causada pela propagagdo do erro de truncatura,
tem ordem de grandeza inferior a do somatério dos erros locais de
truncatura, desde que o sistema de equagles diferenciais seja de
1@ ordem, o0 que & O caso.

Guanto aos erros de arredondamento, gque por vezes podem
levar a graves instabil idades numéricas, podem ser ignorados,
dado que recorremos sistematicamente 3 dupla precisdo.

Portanto, se o mé&todo de integragdo utilizado possuir

um mecanismo intrfnseco de controlo do erro local de truncatura,

este resultado permite-nos obter um controlo eficaz da amplitude



do intervalo temporal de integragdo o que, sSe nos d3 algumas
garantias quanto ao erro total introduzido pela integragdo
numdrica, por outro lado pode levar a economias substanciais no
tempo de calculo.

Tal & o caso dos métodos do tipo Preditor-Corrector.
Como sabemos, as rotinas deste tipo dividem-se em duas partes
complementares:

1. Uma extrapolag8o do valor tomado pela fungao no pon-
to de partida da iteragao, obtida através do ajuste de um polind-
mio (regra geral uma parabola) aos Gltimos pontos calculados; com
pase no resultado obtido anteriormente segue-se uma integraggo,
que produz uma ordenada-tentativa no ponto extrapolado.

2. Em seguida ajustamos de novo um polindmio as deriva-
das neste novo ponto e aos dois imediatamente anteriores para,
sem extrapolagdo, gerar uma ordenada corrigida.

¢ entd3o possivel, através do processo de Milne
(Atkinson, L. V. & Hartey, P. J. (1983), pp. 269), produzir um
controlo do erro local de truncatura pela expressdo

7,7,
€r ¢ ¢ bl [3.152]
v
sendo Y. 4 ordenada corrigida, yp a ordenada tentativa e onde
podemos tomar 20 como valor conservativo para V.

Se o erro obtido na iteragdo £6r excessivo, divide-se O
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intervalo de iteragdo a meio o gue, pelo facto de o termo correc-
tor ser proporcicnal a ho, deve diminuir o erro cerca de trinta e
duas vezes. Se, por outro lado, o erro for desnecessariamnente
paixo, pode-se duplicar a amplitude do intervalo, produzindo o
efeito diametralmente obosto.

Para alam da falta de mecanismos de controlo do erro,
uma medida concreta do prego pago pela utilizag8o do Runge-Kutta
em relacdo aos Preditor-Corrector com a mesma precis8o, & o facto
de estes qltimos necessitarem de duas avaliagles da equagdo
diferencial por cada iterag3o, enquanto que o Runge-Kutta de 42
ordem precisa de quatro. Dado que, em ambos 0S métodos, a maior
fatia do tempo dispendido se concentra no calculo das equagles
diferenciais [2.3), podemos resumidamente dizer que um Runge-
-Kutta precisa do dobro do tempo de cilculo de um Preditor-Corre-
ctor para produzir um resultado com a mesma precisdo.

O facto dos métodos do tipo Runge-Kutta nao necessita-
rem de informagdo prévia para O arranqgue & sem diavida uma vanta-
gem no que respeita ao infcio da integrag#o, o que se traduz em
algoritmos mais simples. Contudo ndo faz sentido deixar de lado
toda a informagdo existente sobre a evolugBo da fungdo, quando
ela estid disponivel. £ a sua utilizag8o que faz com que 0S
m&todos Preditor-Corrector se revelem numéricamente mais estéa-
veis. Resumindo, OS Runge-Kutta sé devem ter um papel a desempe-

nhar: o da inicializagao dos Preditor-Corrector.
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11. A existéncia de minimos miltiplos

Apesar das criticas expostas, a_implementacdo do

algoritmo de Levenberg-Marquardt que por nés foi utilizada, desde

que se trabalhasse com precisao suficiente, sempre mostrou um

comportamento aceitavel. Na verdade, oS grandes problemas de

indefinig8 do minimo sd surgiram quando se tentou a precisdo

simples. Apesar do critério de paragem ndo ser mu:to feliz se,

apdés um ajuste, fosse langada nova corrida na vizinhanga proéxima

do minimo obtido, o ponto era recuperado, comportamento _este gue

nos transmitiu uma certa confianga no modelo.

Uma "doen¢a" que aflige todos os métodos de optimizagdo
e para a qual n8o existe terapéutica de confianga € o facto de o
ponto de paragem da pesquisa poder ser sSempre um minimo local. O
modelo de tamisagem ndo foge a regra.

Para 13 do minimo absoluto que pretendemos atingir
existem sempre, pelo menos, os minimos locais cujos vectores de

-

parametros figuram na Tabela 3.1 e que correspondem, como &
evidente, 3 cinética sem isocrivo, ja que s 0S valores de VCr e
de Sat s8o significativos.

Devido 3 existéncia destes pontos, foi, sempre necessa-
rio escolher criteriosamente o "guess" dos parametros, sendo a

pesquisa acabava inevitivelmente num deles, porque funcionam como

verdadeiros atractores do ponto corrente da itera-
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Tabela 3.1

Minimos locais: vectores dos parametros

vCr ajustado ajustado ajustado
Sat ajustado ajustado ajustado
Flsof{2) 0 1 indiferente
Fiso[3]} 0 i "
Flso[4] (o] 1 "
Flso[5] o} i "
Flso[6] O 1 "

Piso indiferente i 0

¢80 de Levenberg-Marquardt.

Embora fosse possivel eliminar este inconveniente
restringindo o dominio de variagao dos parametros Filsof{l] e Plso,
isso n&oc seria de modo nenhum recomendiavel. Ao eliminarmos um
minimo local isolando-o através da introdugdo de uma constrigdo,
estamos, neste caso particular, a substituir um ponto de paragem
facilmente idéntificével (basta olhar para a Tabela 3.1) por um
ou mais minimos locais contidos num hiperplano, que Jja ndo
reconheceremos tH3o facilmente e que poderemos sempre tomar pelo
desejado minimo absoluto.

Por isso nunca Nos preocupamos muito com a existéncia
destes pontos, tanto mais que, para 13 deles, nunca encontramos
mais do que um ponto de minimo, onde, alias, a funqao objectivo
toma um valor muito mais baixo que nos minimos locais.

Para nos asseguramos deste facto efectuamos varias

corridas em alguns dos ajustes, mantendo a matriz dos dados
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experimentais e variando cuidadosamente (por causa dos "atracto-
res") o ponto inicial da pesquisa: foi sempre recuperado, com
variag¢tes desprezaveis, o mesmo ponto de minimo.

Por isso, pensamnos poder dizer gue 0S vectores dos
parametros que figuram na Tabela 2.5 correspondem, verosimil-
mente, aos pontos de minimo absoluto.

Ja o mesmo aconteceu na utilizag8o da mesmissima imple-
mentacdo para proceder a0 ajuste de toda uma campanha de sonda-
gens eléctricas verticais (Rocha, Cavaiheiro, Leite, 1987). Para
podermos dar conta das dificuldades detectadas descrevamos, ainda
que resumidamente, o encadeamento dos algoritmos utilizados, que
corriam em TurboPascal num (BM-PC compativel

- criagdo de um ficheiro com os valores de campo, a
partir de uma base de dados;

- visualizag8o do grafico log-log que 0s dados propor-
cionam, o que permite fazer uma ideia prévia do ponto de partida
do algoritmo de ajuste;

- langamento de uma corrida de ajuste, com acompanha-
mento do modo como vai decorrendo, através de "outputs" periddi-
cos de F(x) e de x, que termina; quando se cumprir o critério de
paragem (precisdo da maguina);

- visualiza¢8o da qual idade do ajuste por sobreposigao,
num grafico log-log da curva calculada sobre os pontos experimen-

tais;
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- aceita¢80 dos resultados, se o ajuste for considerado
satisfatdério ou, em caso negativo, langamento de nova corrida,
diferindo da anterior no ponto inicial.

Devido aos métodos de controle interactivo que foram
utilizados pdde verificar-se que o algoritmo convergia frequente-
mente para minimos esparios que correspondian a um ajuste de
baixa qualidade, Qquer sob o ponto de vista numérico, quer sob o
ponto de vista geoffsico e geoldgico. Curiosamente, estes minimos
funcionavam como auténticos atractores do ponto corrente Xk, dado
que, por mais que langassemos a corrida de pontos diferentes, 13
famos de novo parar. $6, quando, pog um bambirrio, consegufamos
um "guess" mais jeitosinho, & gque lhe conseguiamos escapar e
atingir um resfduo final de melhor qual idade. Note-se ainda que a
distancia entre o ‘'bom" ponto inicial e os outros era muitas
vezes diminuta. A este caso estavam quase sempre associados
problemas de convergéncia.

SituagBes houve em gque detectdmos a presenga de varios
minimos locais, que correspondiam grosso modo 30S mMesmos residuos
finais (regra geral baixos), mas em que apenas uma das solugles
tinha credibilidade geoldgica.

0 segundo caso descrito acima revela, tal como Jja foi
detectado por Espain, (1984) gue o problema da interpretagdo de
sondagens el&ctricas verticais tem realmente, para terrenos

n"dificeis", varias solugbes possiveis {(portanto, varios minimos) .



Isto significa que o método j& esta nos limites do seu campo de
aplicabilidaage.

O. primeiro dos casos revela um desenvolvimento tormen-
toso da superficie de F(x) que se pode dever, quer 3 presenga de
diversos minimos reais, quer a problemas de indole numérica. Na
verdade o "enrugamento" de F(x) pode ser exacerbado pela auséncia
de escalamento, pelo mau condicionamento da hesseana, pela
utilizagdo das transformagbtes de variévgns ou ainda pela introdu-
¢80 de descontinuidades numéricas provocadas por insuficiente
precisso de calculo.

No caso das sondagens el&ctricas verticais podemos
obter, através de sondagens mecanicas, informagdo fidedigna sobre
a estrutura do terreno. Por isso serad sempre possivel, embora
arriscado, introduzir constrigbes "sensatas" sobre os parametros
que impegam o algoritmo de procurar © minimo numa zona geoldgica
e geofisicamente inverosimil. Esta estratégia corresponde, em
tragos gerais, 3 separag8oc de zeros que & habitual fazer-se para
as fun¢Bes monovariadas.

For analogia com estas, podemos dizer gque uma optimiza-
¢4 em que se detectam varios minimos locais &, sob o ponto de
vista pragmdtico, um problema mal posto e, em tais casos, sera
sempre aconselhavel a reformulagdo do modelo de modo a que ©

namero de minimos detectaveis venha diminuido. E evidente gue

casos ha, como o das sondagens eléctricas em terrenos de inter-



pretacao dificil, em que is30 n¥0 & possivel. Mas sob o ponto de
vista da modelagdo e do calculo numérico este caso ndo se distin-
gue em nada do de um problema mal posto. De novo se deve referir
gue, se a implementagldo numérica de um modelo tiver sido executa-
da com cuidado e, mesmo assim, o modelo apresentar um comporia-
mento deficiente durante a optimizag3o, isso significa, inevita-
velmente, que o modelo precisa de ser revisto.

De tudo o gque ficou exposto se pode retirar a seguinte

ilacgdo: o _ método de minimizag8o segundo Levenberg-Marquardt &

extraordinariamente robusto, mesmo quando trabalha sob condigtes

que ndo _sao  as mais favoridveis. As faltas de cuidado na sua

implementagdo  numérica sé se revelam decisivas quando o modelo a

-

ajustar &, ele préprio, fonte de problemas o que, segundo toda a

probabilidade nd30 & o caso do modelo de tamisagem.

FIM

= 371



No meio do caminho tinha uma pedra
tinha uma pedra no meio do caminho
tinha uma pedra

no meio do caminho tinha uma pedra.

Nunca me esquecerei desse acontecimento

na vida das minhas retinas tao fatigadas.
Nunca me esquecerei que no meio do caminho
tinha uma pedra

tinha uma pedra no meio do caminho

no meio do caminho tinha uma pedra.

Carlos Drummond de Andrade (1962): Tentativa de exploragdo e de
interpretagdo do estar-no-mun-

do (No meio do caminho)



Saiba vocemecé que leva o pensamento deles muita

lonjura para que a minha ideia o possa alcangar.

Sr. José&, pastor alentejano, poeta e, por acaso, doente mental.

(citado por Jaime Cortesao em 1987)
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