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A memdria de minha Avé materna, exemplo
de perseveranga e espirito de sacrificio



OMO adiante se documentard, o equilibrio limite dos macigos
terrosos em geral, e a capacidade de carga das fundacdes em
particular, foram dos primeiros problemas a atrair a atencdo

das mais destacadas figuras da Engenharia Civil. Apesar disso pode
dizer-se que ainda hoje a grande maioria dos colapsos em obras de
engenharia civil se deve a cedéncia das fundagdes.

As razdes pelas quais a maioria das cedéncias ou roturas se si-
tua nos macicos terrosos ou rochosos de fundagdo sdo vdrias e de
ordem vdria. Em primeiro lugar os macigos terrosos ou rochosos sdo .
corpos naturais cujas caracteristicas variam de ponto para ponto de
maneira frequentemente imprevisivel. Mesmo quando seja possivel pre-
ver as variacdes das propriedades desses macigos, 0s seus efeitos na
estabilidade do conjunto nem sempre podem ser correctamente ava-
liados, tanto mais que, muitas veses o proprio estabelecimento da
obra altera as caracteristicas de resisténcia da fundagdo. Em segundo
lugar os coeficientes de seguranga que se usam na pratica sdo na
generalidade maiores para as estruturas do que para as fundagdes.
Assim, por exemplo, enquanto que as tensdes de seguranca dos betdes
sdo de 13 a 1[5 dos walores da sua resisténcia a compressdo simples,
no cilculo da capacidade de carga das fundagdes usam-se coeficientes
de seguranca de dois ou mesmo menos. Na estabilidade de taludes
chegam a aceitar-se coeficientes de seguranca de 1,2 inadmissiveis em
qualquer hipdtese em estruturas. No entanto, as caracteristicas dos
materiais utilizados nestas podem ser facilmente controladas durante

a execugdo das obras e a previsdo da distribuiciio das tensdes e defor-



magdes pode realizar-se para elas com grande aproximagdo, quer atra-
vés do cdlculo, quer por ensaio em modelos redusidos. Na andlise da
estabilidade das fundacdes e das construgdes de terra, pelo contririo,
as caracteristicas dos macicos ndo podem ser controladas, os métodos
de cdlculo das tensdes e deformagdes oferecem resultados com grandes
variagies entre si e em relagdo aos valores medidos, e o uso de mo-
delos reduszidos ndo tem oferecido sucesso.

Dai que o problema mantenha actualidade e a maneira.de o atacar
seja dos assuntos mais controversos em todas as reuniGes internacionais
de Mecdnica dos Solos.

Ndao se conhecendo solugbes analiticas rigorosas para a grande
maioria, para ndo dizer de todos os problemas que se poem na prdtica,
foram desde o inicio procuradas solugdes baseadas na ideia de uma
superficie de escorregamento tnica. Essa superficie é determinada pela
condigdo de fornecer os wvalores mais desfavordveis *. O cdlculo foi
sempre baseado numa condicdo de equilibrio limite, o que implicita-
mente leva a admitir que o solo plastifica, pelo menos nas visinhangas
da superficie de escorregamento. A determinagdo da distribuigdo das
tensGes no interior dos macigos na fase de equilibrio limite ndo tem
sido abordada a ndo ser muito esporadicamente, em problemas muito
elementares, e compreende-se porqué. Efectivamenie se o problema
eldstico correspondente ainda hoje tem resolucdo apenas num redusido
niimero de casos, compreende-se que mais reduzido seja o niimero dos

* Valores minimos no caso da capacidade de carga de fundagdes,



problemas elasto-pldsticos ou o dos problemas visco-elasto-pldsticos
tratados na literatura técnica internacional. '

Antes do mais a dificuldade é a do volume de cdlculo a efectuar. Se
o calculo pelos méiodos cldssicos, que apreciam apenas a estabilidade
global dos macigos, é jd bastante moroso, é de esperar que o cdlculo
das tensbes no interior se torne, dum modo geral, tdo moroso que
seja proibitivo efectud-lo. o

Nestas condigbes, é natural que para o desenvolvimento dos méto-
dos de calculo das tensdes no interior dos macigos em estado elasto-
-pldstico se tenha de recorrer ao uso de calculadoras automdticas,
que jd em tantos outros dominios possibilitaram o ataque de proble-
mas inatacdveis antes do seu aparecimento. S

Aconteceu, porém, que as calculadoras automdticas vieram mostrar
as reais dificuldades matemadticas de certos problemas, considerados
tedricamente simples. E o caso da integragdo do sistema de equagdes
diferenciais de tipo hiperbdlico, a que conduz o problema que nos vai
ocupar, quando hd discontinuidades no interior (camadas com caracte-
risticas diferentes). E ainda o caso de se procurar conhecer a relagdo
entre os erros cometidos na integragio numérica e o espacamento es-
colhido para os pontos de cdlculo, avaliagdo da estabilidade e conver-
géncia das solugdes, da influéncia da distribuicdo das tensdes na fron-
teira, etc., etc. Como adiante se mostrard ndo hd, em geral, solugdes
analiticas para o problema em cuusa. O método proposto é, pois, 0
da integragdo numérica. Por essa via pudemos tratar uma certa gama
de casos particulares que conduziram & elaboracdo de tabelas para o



cdlculo de fundagbes com dimensdes wvdrias, a vdrias profundidades
e diversas condicdes de fronteira.

Como se referiu as solugdes obtidas tém necessariamente wvalor
aproximativo, mas a comparagio de resultados com outros obtidos
pelas vias classicas, mostrou que os novos valores se situam entre o0s
antigos. Por outro lado o cdlculo feito variando o niimero de pontos
calculados, dd-nos a ideia de que os erros cometidos ndo irdo em
média além de 29,.

Mais grosseirva serd necessirianiente a aproximacio quando se pre-
tenda comparar os resultados de cdlculo com os valores verificados
na prdatica. Com efeito, as dificuldades de obtencdo duma solugdo
matemdtica vigorvosa juntam-se questdes de principio como sejam a
validade do critério de rotura ou da condigdo de plasticidade de Mohr
Coulomb, a impossibilidade cinemdtica dalgumas solucées, o facto de
que os solos sdo dos corpos reais que mais se afastam de qualquer dos
corpos ideais: o corpo eldstico de Hooke, o corpo plistico de St. Ve-
nant e o liquido viscoso de Newton, participando ao mesmo tempo de
todos eles.

Terd com mais rasdo lugar aqui, o que Otto Mohr a respeito da
resisténcia de materiais afirmava em 1901 na «Zeitung Ver. deut. Ing.»
p. 740%:

«Em discussdes com profissionais de engenharia, de bom
senso, encontrei ndo infrequentemente a opinido de que seria

* Cf. Nadai, 1950, p. 3 (Vidé referéncias no fim do volume).



desperdicar vdos esforcos em procurar obter uma teoria
na qual a resisténcia dos materiais pudesse ser baseada
cientificamente. Corpos de materiais homogéneos — dizgem-
-me — ndo existem, estados homogéneos de tensdo ndo se
encontram. Parece, portanto, completumente impossivel de-
duzir wma lei da naturese da experiéncia. Visto que as irre-
gularidades existentes sdo além disso duma tal naturesa
que quase completamente obscurecem qualquer comporta-
mento ordenado, tem pouco interesse procurar descobrir
os tragos meio apagados de tais leis. Nestas circunstdncias
nada mais resta do que realizar ensaios especiais em cada
caso importante ¢ ndo se preocupar com a interpretagdo dos
resultados. Tive de admitir em cada caso que nada podia
dizer-se contra esta maneira de racionar; e contudo durante

mais de wma centeng de anos, houve tentativas repetidas
para se estabelecer uma ordem entre a confusa abunddncia

de experiéncias. Se se conseguisse encontrar algumas re-
gras as quais muitas experincias pudessem ser subordi-
nadas —— regras nas quais evidentemente alguma confianga
possa ser depositade — nenhuma lei da naturesa teria sido
dedusida, mas ter-se-iam encontrado alguns meios para se
julgar a probabilidade de novos resultados da experiéncia.»



CAPITULO 1

INTRODUGKO A MECANICA DOS MEIOS CONTINUOS

1. Modos de encarar o comportamento mecinico dos corpos reais

A previsio do comportamento mecanico dos corpos reais pode ser
encarada do ponto de vista atémico e molecular, do ponto de vista
microscépico e do ponto de vista macroscépico ou fenomenologico.
Dos dois primeiros pontos de vista se ocupam disciplinas como a
fisica do estado sélido, a quimica-fisica, a quimica coloidal, a crista-
lografia, a metalurgia e a reologia estrutural. No que vai seguir-se refe-
rir-nos-emos ao aspecto macroscopico (fenomenolégico) do comporta-
mento dos corpos reais.

Um corpo real serd, dum modo geral, um corpo deformavel, onde
coexistem as trés fases, solida, liquida e gasosa, estas duas ultimas
circulando, por hipétese, nos intersticios dum esqueleto visco-elasto-
-plastico. O corpo admite-se ligado de qualquer forma a um meio
exterior e sobre ele actua um sistema de forcas, momentos, variagdes
de temperatura e assentamentos de apoios, além das forgas de massa.

Dum modo geral um tal corpo seria ainda sede de fenémenos electro-
-magnéticos que criam acgdes de massa, mas esses fendmenos néo sdo,
em geral, considerados na mecénica dos corpos reais.

2. Os macicos terrosos como meios continuos

Os corpos reais sio como se viu dum modo geral heterogéneos e
anisotrépicos isto €, as suas propriedades variam de ponto para ponto
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¢ no mesmo ponto variam com a direcgio que se considera. Além disso,
admitimo-los pordsos o que implica haver neles descontinuidades ou
pelo menos variagdes bruscas nas suas caracteristicas, em particular
na densidade. No entanto, se admitirmos que os poros tém secgles
reduzidas e se tomarmos volumes elementares de grandeza suficiente,
poderad supdr-se que, estatisticamente, o corpo se comporta como um
meio continuo e que os efeitos da percolagdo se reduzem a uma pressdo
interna (pressio neutra) que serd um tensor esférico e uma forga de
massa (o gradiente da tens3o neutra) que se adicionard vectorialmente
a gravidade.

Embora nos macigos terrosos, especialmente nos incoerentes, exis-
tam particulas solidas discretas cuja forma de empacotamento pode
variar durante a aplicagio das cargas, o modelo de corpo real que se
acaba de descrever €, talvez, o que mais se pode aproximar dos ma-
cigos terrosos.

Pretende-se assim reduzir o estudo do comportamento mecénico
dos macicos terrosos ao estudo do comportamento mecinico dos meios
continuos.

3. Nogdes fundamentais de calculo tensorial

Para o estudo dos meios continuos as principais nogées de cilculo
tensorial sdo fundamentais e vamos passa-los em revista.

Escalar — é um nimero tal como a distincia entre dois pontos ou a
energia cinética duma particula que nio depende da escolha
de qualquer sistema de coordenadas.

Vector — ¢ uma entidade que associa um escalar a cada direc¢do no
espago por meio duma expressdo que ¢ linear e homogénea
nos cosenos directores da direcgdo escolhida.

Um vector v (por exemplo o vector velocidade) associa um
escalar v com cada direc¢do n do espago pela relagdo

V™ =v, cos (n, X,) 4 v, cos (n,X,) -+ v; cos (n,X,), (1.1)
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Tensor —

ou seja vW=v.c * (i=1, 2, 3) 2.1)

onde Xx;=X, X,=1Yy € Xz=Z sd0 0s eixos coordenados e ¢,
os cosenos directores da direcgdo n.

Os valores das constantes v, obtém-se da propria expres-
sdo (1.1).

Se n for por exemplo a direcgdo do eixo dos xx, vird em (1.1)
cos (n,x;)=1 e cos (nXp)=cos (n,x;)=o0 ¢, portanto
v =v, . v, & pois, a componente do vector v na direccdo
do eixo dos xx. Sera indiferente designar o vector por v
ou pelas suas componentes V..

O produto dum escalar A pelo vector v, serd por definicdo
0 vector o, = Av;.

O produto escalar de dois vectores u; € ¥; serd por defini-
¢io o escalar a=uy,.

O quadrado da grandeza ou do médulo dum vector € por
defini¢do o produto escalar do vector por si préprio:

vi=vy,=v®+ Vo2 4 Vit . 3.1

O vector unidade é o vector de grandeza 1. As suas com-
ponentes 7, s30 0S COSENOS directores da direcgdo n que ihe
estd associada

= cos (n,x) - 4.1)

é uma entidade que associa um vector v; a cada direcgdo
do espago por intermédio duma expressdo que € linear ¢
homogénea nos cosenos directores da direcgiio escolhida.**

* Usar-se-d em todo este trabalho a convengio dos indices mudos, isto §,
um mondmio com um fndice repetido significa uma’soma de monoémios em rela-
¢do a esse indice.

** A nogdo de tensor generaliza-se facilmente:
Um tensor de ordem m ¢ uma entidade que associa um tensor de ordem (m—1)
a cada direcgdo do espago por intermédio duma expressdo que € linear e homogénea
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Pode demonstrar-se facilmente a partir desta definicfo
que numa transformagdo ortogonal definida por

X, =a, + Z’c‘.jxj 5.1
ji=1,2,3

as componentes T;; dum tensor (de 2.* ordem) se transfor-
mam segundo as relagdes

T’rs:ZTijcricsj . (6.1)
i, j=1,2,3

Por exemplo, o tensor T;; (tensdo) associa um vector g;
(vector de tensdo) a cada direcgdo do espago pela relagio

p;=(T;c0s(j,xy) + (Tz)jcos (J,x2) + (T3); cos (j,x3) (7.1

Se a direcgio j coincide com o eixo dos xx, cos(j,x;)=1
e cos(j,xp)=c0s(j,xs)=0. Portanto, p;=(T,); é o vector de
tensdo aplicado a uma faceta cuja normal tem a direcgdo
do eixo dos xx. Esse vector terd trés componentes, T4,
T, e Ty3 que sdo as componentes da tensio na direcgdo
dos trés eixos de referéncia. * Um tensor de 2. ordem serd
assim definido por 9 escalares T;; que sio as suas com-
ponentes,

* Desta definigdo se conclui que o primeiro indice indica a direc¢io da normal
3 faceta considerada e o segundo indice a direc¢dio da tensdo: Tij seria uma tensdo
na direcgdo j aplicada a faceta cuja normal tem a direcgdo i. Haveria aqui que definir
os sentidos positivos, o que sera feito mais tarde.

nos cosenos directores da direcgdo escolhida. Um escalar seria um tensor de ordem
zero ¢ um vector um tensor de primeira ordem.

Um tensor de 3.* ordem tem 33=27 componentes € um de 4.® ordem tem 3% =81
componentes.

O produto de dois tensores R,.j ¢ Sy € a totalidade dos produtos que contém uma
componente de cada um dos tensores dados.

Tijk =Rij Sy (um tensor de 2.* ordem Rij multiplicado por um vector S, da
o tensor de 3. ordem Ty;).
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T, =

ij

Ty Tas Tos | - 8.1)

<T11 T12 T13
\T31 T32 T33

O tensor unidade serd definido pela matriz

100
5= (010 ©.1)
001

em qualquer sistema de coordenadas.

4. Decomposi¢io dum tensor de 2.* ordem na soma dum tenser si-
métrico com outro hemi-simétrico

Um tensor diz-se simétrico se T;;=Tj; (10.1)
e anti-simétrico ou hemi-simétrico se T;=—T; (11.1)
A identidade Tj;=1/2(T;; + Ty +1/2 (T; — T (12.1)

mostra que um tensor ndo simétrico se pode sempre decompor na soma
de um tensor simétrico com um hemi-simétrico.

5. Direcgées principais dum tensor simétrico

Os tensores de 2.2 ordem simétricos tém trés direcgdes principais
normais entre si. Uma direcgdo v; é considerada principal em relagdo
ao tensor simétrico Tj; se o vector Tj;v; ¢ paralelo a v, isto é, se o vec-
tor T;;v; toma a forma

ij Vi
TVj-—‘—-_‘TijVi (13.1)

onde T é um escalar.
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Entdo, Tjvi —Tv; =0 (14.1)
ou seja (T;; — T3y =0 (15.1)

(15.1) forma um sistema de 3 eqs. homogéneas a 3 incognitas v;. Ex-
cluida a solugdo v; = 0 por ser incompativel com a condigio v;v; =1,
tera de ser

T;j—T3g; | =0 (16.1)

6. Invariantes de um tensor

O determinante (16.1) conduz a uma equagdio cibica da forma
T LT +1,T—1, = 17.1)

onde I,, I, e I; sdo fungdes das componentes T;; do tensor. Visto que
as raizes da eq. (17.1) terdo de ser independentes do sistema de coor-
denadas, os coeficientes I;, I, € I; também o terdo de ser e consequen-
temente sdo invariantes do tensor T;;.

Desenvolvendo (16.1) poder-se-d concluir que

L, =Ty + Ty + Ty =T, (18.1)

Ly =TuTys + TopTag + Tas Ty — (Tro? 4 Tag? + Tyy2) =
= 1/2 (T;T;; — T,;Ty) (19.1)

Iy =T Tes s + 2T15Te T — T1yTop? — Ty, Ty, 2 —TgeTp* =
= 1/6 QT Ty Ty; — 3T, T, Ty + T;T;Ty) (20.1)

7. O estado de tensdo é representado por um tensor simétrico
Admitindo que o elemento dS de superficie que limita o volume do

tetraedo elementar P Q; Q, Q, niio transmite momentos ao interior

desse volume e que além disso a tensdo na superficie dS depende so-

mente da posi¢io de P mas ndo da forma da superficie dS ou da forma
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da superficie S da qual dS faz parte, demonstra-se [ 17 1* que o estado
de tensio no ponto P é representado pelo tensor de 2.2 ordem o;; que

FiG.(1.1)

associa a cada direccio n do espago um vector ¢ cuja componente
segundo n é a tensio normal o,, € cuja componente no plano de dS €

a tensdo tangencial o, = 7.
Aplicando a um paralelipipedo elementar as leis de Newton com

as forgas de inércia incluidas nas forgas de massa, as equagdes de equi-
librio da estdtica sio as seguintes:

Equllibrlo de deX dC;yx O‘sz
Forgas [ dx dy Tz T Gy =0 @L.D
1 etc.
Equilibric de | 6,y = 0y @2.1)
Momentos | etc.

Na notagiio de Prager [ 67 1** (21.1) e (22.1) escrevem-se

* Correia de Aratjo (1961, p. 60). Ver Bibliografia no fim do volume.
** 1962,
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dio;; + G; =0 (23.1)
€ Gjj = Oj G=/=j) (24.1)

onde o operador ¢; significa derivada parcial em ordem x;. Como se
v€ o tensor das tensdes € simétrico e portanto s6 seis das suas compo-
nentes sio distintas. Para determinagdo dessas seis incdgnitas tém-se
apenas as 3 eqgs. (23.1), o que mostra que o campo das tensdes dos
meios continuos € estaticamente indeterminado. H4 que juntar mais
equagOes para tornar o problema determinado. Adiante se vera como
obter essas equagdes. De momento vamos discutir algumas proprie-
dades dos tensores simétricos.

8. Parte isotrépica e parte distorcional do tensor das tensdes

Os tensores simétricos podem decompor-se em dois: um dito volu-
métrico, isotrépico ou esférico T;™ = o, e outro distorcional ou
desviatérico T{® = o,(@.

As expressdes destes dois tensores sdo:

’TO 0 0 Tll_TO T12 T13
T = (0 To0)=TJd; e T, W= Ty Twu-T, T, | (23.1)
00T, Ty Tae  TapT,
onde
To = 1/3 (Tu + Tzz + Tas) = ]/3Tkk- (24-1)

Os trés invariantes do tensor distorcional, obtidos como no caso
anterior sio:

LO=0,1,9=1,—1/31% e O=1,—1/31,(I, —2/9 1,2 (25.1)

9. Tensdes principais. Os valores maximos das tensdes tangenciais

Como antes se referiu existem para os tensores simétricos pelo menos

trés eixos normais principais. Para elementos de superficie normais
Ay
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a esses eixos nio existem tensdes tangenciais, designando-se as
tensdes normais por tensdes principais o , oy € os.

De acordo com a Fig. (1.1) em certa faceta cuja normal tem a di-
recgiio n esta aplicado um vector de tensdo o™ cujas componentes nor-
mal o e tangencial o,, se podem calcular em fungdo das tensdes prin-
cipais o, , 6, € 65, Com efeito, se forem ¢;, ¢, € €308 cosenos directores
da normal n, as componentes do vector p™ sdo

01C1 , G5Cy € OgCy;
portanto
Opn = 01C1% + 62C,% + 05C5% (26.1)

Como as componentes o,, € o, S30 normais entre si, segue-se que

2 __ oM () 2
o ! i ~ — Oan
ou 6,2 =0,%¢;% + 06,%¢,% + 65%cs? —
— (01612 + 05, + 05C57)? (27.1)

Substituindo ¢, pelo seu valor 1— ¢, —c,?, derivando sucessi-
vamente em ordem a ¢, € a ¢, € igualando a zero, obtém-se duas equa-
¢des donde se deduzem alternadamente os trés valores maximos das
tensdes tangenciais

T =1/2 | 65— o (28.1)
para as direcgdes (0, 4= v/2/2, + 1/2/2),

T, =121 6,—0, (29.1)
para as direcgdes (;{;\/2 [2,0,-£ 4/2/2)

T —=1/2| 6,—o, | (30.1)

para as direcgdes (& 1/2/2, £+ 4/2/2,0)

T, , T’ ¢ T, sdo chamadas tensdes tangenciais principais.
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10. Tensdes octaedrais normais e tangenciais

A vpartir das expressdes (26.1) e (27.1) podem ainda calcular-se as
tensGes octaedrais respectivamente normal e tangencial. Estas sdo,
por defini¢do, as componentes normal o, e tangencial o,, do vector
de tensdo relativo a uma faceta inclinada em relagdo aos eixos princi-
pais como as faces dum octaedro em relacio aos seus eixos. Como 0Os
cosenos directores da face do octaedro, pertencente ao primeiro octante
880 ¢} =Cy =C3 =1/4/3 segue-se de (26.1) e (27.1) que

S =1/3 (64 + 0, -+ 655) =1,/3 (31.1)

o =1/3[6,% + 0, + o3> — 1/3 (61 + o, + a3)? ] =
=1/9[(c; — 65)% + (6, — 03)? + (03— oP?l =
=4/9 [(T',)? + (T", )2 + (T )21 = 2/3[,@ (32.1)

11. Deformagdes em termos de coordenadas de Lagrange e em termos
de coordenadas de Euler

Os deslocamentos #; dum ponto material dum corpo que se defor-
ma sdo definidos pelas relagdes

u; =x’i——xi 33.1)

onde x’; sdo as coordenadas do ponto material do corpo no estado
deformado e x; as coordenadas do mesmo ponto no estado inicial
nio deformado.

Ha duas maneiras de definir a deformagio dum corpo. Em termos
das coordenadas de Lagrange as varidveis independentes sio as coor-
denadas x; dos pontos materiais no estado niio deformado. Os deslo-
camentos e suas derivadas sdo fungdes de x;. Em termos das coorde-
nadas de Euler as varidveis independentes sio as coordenadas dos
pontos materiais no estado deformado; os deslocamentos e suas deri-
vadas sdo fungdes de x’;. Como sé depois da deformagdo se atinge o
equilibrio das forgas aplicadas a um corpo, as tensdes o;; deveriam ser
referidas as coordenadas dos pontos do corpo no estado deformado
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e, consequentemente, as coordenadas de Euler seriam as mais indica-
das para definir quer o estado de tensdo quer o estado de deformagio
que dele é, em geral, dependente. Contudo, como «apriori» sé as coor-
denadas dos pontos do corpo no estado inicial ndo deformado sdo
conhecidas, compreende-se que seja mais facil tratar o problema em
termos de coordenadas de Lagrange. Em todo o nosso trabalho utili-
zam-se, pois, as coordenadas de Lagrange.

Se as deformagdes do corpo forem muito pequenas e as derivadas
dos deslocamentos muito menores que a unidade os erros cometidos
sdo despreziveis [ 17 1*.

12. Deformagdes finitas e deformagdes infinitesimais

O estudo da deformagio dum corpo é considerdvelmente simpli-
ficado se se considerarem apenas deformagdes infinitesimais. Com
efeito, esse estudo em termos de deformagdes finitas, implica, antes
de mais, que em vez das extensdes em sentido usual, se considerem as
chamadas extensdes «naturais» que passamos a dzfinir.

Seja r a distAncia entre dois pontos materiais O ¢ P dum corpo no
estado nio deformado e seja r' = O'P’, a distAncia entre as mesmas
particulas do corpo no estado deformado. Define-se como extensdo
natural na direcgio O’ P’ (O’ e P’ sio as posi¢des dos pontos materiais
depois da deformagfo) o integral [ 64 1**

- dr’ r’
:— — =log, — =log (1 + ¢ (34.1)
r

r
T

onde ¢ é a extensdo em sentido usual definida por

e 1T (35.1)
iy

* Correia de Aragjo, 1961, p. 117.
** Nadai, 1950, p. 131.
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Dada a complexidade das relagdes de tipo (34.1), compreende-se que,
em geral se admita que as deformacdes dos corpos sdo tdo pequenas
em relagdio s suas dimensdes, que s€ podem tratar com infinitesimais.

A simplificagdo agora enunciada encontra justificagdo no facto de
que o funcionamento da maioria das obras de Engenharia Civil impde
deformacdes méaximas que sdo pequenas cm relagdo s menores dimen-
soes dos seus orgdos.

13. Estado de deformagio homogénea

Uma deformagio diz-se homogénea quando os deslocamentos de
cada ponto material sdo fungdes lineares homogéneas das coordenadas
do ponto considerado. Se forem x; as coordenadas do ponto antes da
deformagdo, serdo

X', =a; + g% (36.1)
as coordenadas depois da deformagio.
a; e c; sio constantes.
E ficil ver em face de (36.1) que numa deformagio homogénea os
pontos materiais que pertencem a um mesmo plano no estado néo

deformado, pertencem ainda a um mesmo plano no estado deformado.
Com efeito, a equagdo dum plano €

Ax;+B =0 37.1)
os pontos desse plano depois da deformacdo estardo sobre uma super-
ficie que se obtem substituindo x; em (37.1) pelos seus valores tirados

de (36.1), obtendo-se por virtude da linearidade de (36.1) e de (37.1),
uma expressdo da forma

A’x', +B =0 (38.1)

a qual representa ainda um plano.
Seria também ficil concluir que as rectas se transformam em rectas,
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os planos paralelos em planos paralelos e as rectas paralelas em rectas
paralelas. Um paralelipipedo rectingulo transforma-se, pois, num para-
lelipipedo, mas ndo ji em geral rectingulo. Uma esfera transformar-
-se-4 num elipsoide.

14. O tensor das deformagdes infinitesimais homogéneas. Sua decom-
posig¢do

Se admitirmos que os deslocamentos sdo fungdes continuas das
coordenadas, quando se passa do ponto de coordenadas x; para o seu
vizinho de coordenadas x; + dx;, cada componente u; do vector des-
locamento sofrerd o incremento

Jdu;
du, — Z o dxi. (39.1)
. n
O tensor ¢ = d_xj = d;y; (40.1)

serd dum modo geral ndo simétrico, mas poder-se-4 decompdr na sua
parte simétrica

g; = 1/2 Gu; + 4;u7) 41.1)
¢ na parte hemi-simétrica

= 1/2 (Gu; —d;u) 42.1)

171

15. Significado da parte simétrica e da hemi-simétrica do tensor das
deformagdes. Deformagdo pura e rotagdo

Demonstra-se [ 67 1* que se for nula a parte simétrica ¢;; do tensor

i =9 ;5 isto é, se sé existir a parte hemi-simétrica, entdo a v1zmhan<;a

do ponto P (x, y, z) considerado sofre uma rotagiio como se fosse um

*  Prager, 1960.
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corpo rigido, isto €, um tridingulo formado por trés pontos P PP’
manteria a sua forma durante a deformagdo. Inversamente, se um tal
triangulo mantiver a sua forma, entio ¢; =0ce¢; = o

Por outro lado se o =0, g; =¢;. A deformagdo serd entdo irro-
tacional, isto é, tratar-se-4 duma deformagdo pura.

16. Exemplos. Corte simples e corte puro. Extensdo volumétrica e
extensdo distorcional

Supunhamos uma deformagdo, dita de corte simples, representada
na Fig. (2.1) e definida pelas equagdes

— L

u, =cy, u, =0, u, =0, ovnde ¢ é uma constante. Aplicando (40.1),

obter-se-a o tensor
000"
€ = (c 0 0)
000

Como se vé ¢; ndo € simétrico. E, pois, composto duma deformagio
pura
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000 0c0y /0 /2 0
sij=1/2<000>+1/2<000)=\c/2 0 0),
000 000 L0 0 0

a qual estard associada a rotagdo

000 0cO 0 —c/2 0y
o)l-j=l/2(c00>——l/2(000)=<c/2 0 O)‘
000 .0 00, 0O 0 O

Nio se trata portanto duma deformagdo pura. Ja o caso representado
na Fig. (3.1) e definido pelas equagdes

u, =¢y , U=CX , u, =0,

¢ um caso de deformagdo pura, porquanto o tensor

0c, O
e; =1¢ 00) ¢ simétrico. A constante c,; serd aqui igual a
\ 000/

metade da deformagdio angular v, =v,,. No
exemplo que acabamos de referir ¢; =0, isto é, a componente volu-
métrica do tensor das extensdes é nula e é por isso que esse estado de
deformagiio se designa por corte. Dum modo geral e por semelhanga
com o que se disse para o tensor das tensdes, O tensor das deformagdes
puras por ser simétrico terd duas componentes. A componente volu-
métrica, deformagdio volumétrica* ou cibica serd dada por

e, 00
EW— <0 £, O) = £,3; 43.1)
00 e,

* Em rigor a deformagdo volumétrica é
dvjv=0 + g, ) (1 + eyy) A+ e, )—1 =g, F+ 5y 5y +

termos de ordem superior em €, ,&.., € (46.1)
Portanto ¢;; sO representa a dilatagdo cuabica quando as deformagdes forem
infinitesimais. '



onde e, = 1/3 &; (44.1)
A componente distorcional terd por expressdo
Ex % ny/z Yzx /2
Yij = ( ny/z gy & Yzy/z > (45'1)
sz/z ‘sz/2 €28

Um caso de deformagio distorcional pura (corte puro) é aquele em que
um rombo seria transformado noutro rombo com os dngulos agudo
e obtuso permutados. As componentes do vector deslocamento seriam

c
u, = CX, uy=——1+cy,uz=0
Aqui
c 0 O
—c
€; = 01+CO =e;
0 0 O

a extensdo volumétrica tal como é definida por (44.1) ndo € nula, mas
segundo a expressdo mais rigorosa (46.1)

dv c
v-tto(1—r)aro—1=o

Efectivamente este ¢ um caso de corte puro mesmo em termos de
deformagdes finitas.

Ainda um outro caso de corte puro ¢ o da extensdio sem variagdo
de volume definida por

1
u, =cx, u, =u, = ﬁ—l.
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O caso da extensfio unidireccional

u, =cx , u, =1u, =0, é composto duma

¢/3 0 0
extensdo volumétrica| 0 ¢/3 0)
0 0 O

2¢/3 0 0
e duma distorgdo 0 —c¢/3 0
0 0 —c/3

17. Homologia de propriedades entre os tensores das tensdes, das
extensdes ¢ das velocidades de extensdo
Sendo o tensor das extensdes e; um tensor simétrico possui pro-
priedades homoélogas ao tensor das tensdes. Bastara mudar a notagio
para se obterem as expressdes para os invariantes, para as extensoes
octaedrais, etc.
Uma outrd varidvel cinematica ¢ a velocidade de deslocamento

S — (47.1)

onde ¢ é o tempo.

Da mesma maneira que se obteve o tensor das deformagdes e;;,
assim se obteria o tensor das velocidades de deformagdo ¢;;. Se as vizi-
nhancas de certo ponto material ndo rodarem como corpo rigido o
tensor ¢; reduzir-se-4 & componente simétrica ¢;, que possuird por
consequéncia todas as propriedades de ¢ é“ é pois, a velocidade de
extensdo.

18. Aspectos energéticos associados as tensdes, as extensdes e velo-
cidades de extensdo

Concomitantemente com as tensdes, extensdes e velocidade de
extensio podem existir num corpo variagdes de temperatura com elas

associadas. Importa, pois, referir alguns aspectos deste problema.
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A energia contida no volume elementar dV do corpo, pode ser con-
siderada composta da energia interna dU e da energia cinética dk.
Se as deformagdes sofridas pelo corpo se derem de maneira suficien-
temente lenta, poderd admitir-se que ¢ nula a energia cinética dK.

A energia interna poderd por sua vez considerar-se composta da
energia intrinseca, associada ao estado de coacgdo do corpo [ 17 1%,
energia potencial eldstica, associada ao estado de deformagdo recupe-
ravel ¢ energia térmica, associada A temperatura e capacidade calo-
rifica do corpo.

Se o corpo é homogéneo e simplesmente conexo, se as temperaturas
sdo fung¢des lineares das coordenadas e se a isso se ndo opuserem as
ligagdes exteriores, poderdo existir deformagdes térmicas no corpo,
mas as correspondentes tensdes serdo nulas [ 17 1**. O problema da
determinagio das deformagdes reduz-se entio ao problema da deter-
minagio da distribui¢io das temperaturas no espago e no tempo, isto
¢, ao problema da condugdo do calor. A equagio que governa a con-
dugdo do calor é, em coordenadas cartesianas,

d d()) J 40 3 40\ 40
i K"d—)z —{—8; Kya +52 sz_z =g 3 (48.1)

ou seja d; (K;9,0) = gcd b/t (49.1)

onde K; ¢ a condutibilidade térmica na direcgdo do eixo x;, g a massa
especifica, ¢ o calor especifico da substincia e § a temperatura.

A equagio (48.1) devem ser associadas as condigdes de fronteira
para que o problema fique definido.

Por outro lado se as ligagdes exteriores do corpo impedem a sua
deformagdo de origem térmica, se as temperaturas ndo sio fungdes
lineares das coordenadas ou se o corpo é heterogéneo, as deformagdes
térmicas produzirdo alteragdo do estado de tensdo do corpo.

* Correia de Aragjo, op. cit., p. 197.

** Idem, idem, p. 184.
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19. Transformagdes adiabaticas e transformagdes isotérmicas, Dois
exemplos de efeitos termo-eldsticos

Do ponto de vista térmico as transformagdes por que passard um
corpo dum estado inicial ndo deformado para um estado final defor-
mado poderdo ser fundamentalmente de dois tipos: adiabdticas e iso-
térmicas. No primeiro caso o corpo ndo troca calor com o meio ex-
terior; no segundo caso a transformagdo supde-se suficientemente
lenta para que ndo haja alteragdo na temperatura do corpo.

Uma experiéncia onde figuram transformagdes adiabéticas publi-
cada por Lord Kelvin em 1890, a qual evidencia os efeitos termo-elds-
ticos, é descrita [ 651* nos termos seguintes: «Coloquemos uma tira
de borracha em leve contacto com os ldbios e estiquemo-la repenti-
namente — torna-s¢ perceptivelmente mais quente; mantenhamo-la
por algum tempo esticada préximo da rotura e deixemo-la repentina-
mente encolher — torna-se nitidamente mais fria, sendo o arrefeci-
mento perceptivel ndo s6 aos 1dbios mas aos dedos que seguram a tira».
Na primeira parte da experiéncia, quando a tira de borracha € repen-
tinamente esticada, ndo hd tempo para troca de calor com o meio ex-
terior: trata-se, portanto duma transformagdo adiabdtica. Como parte
do trabalho realizado em esticar a tira é transformado em calor, a tem-
peratura sobe. Nesse momento a energia do corpo ¢ em parte energia
elastica e em parte energia térmica. Pelo primeiro principio da Termo-
dinamica o trabalho das forgas exteriores dW realizado a esticar a tira
tem de ser igual 4 variagdo dU da energia interna do sistema, se se
admitir que é desprezivel o trabalho dW’ das forgas de massa, uma vez
que ndo houve calor d0 nem cedido nem recebido ¢ que os estados
inicial e final sdo ambos de repouso. Assim, a equagdio geral que ex-
prime o primeiro principio

dW + dW’' 4+ dQ =dU +dK (50.1)
transforma-se em

dW =dU (51.1)

* Nadai, 1963, 11, p. 4.
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com dU =do’ 4 do” (52.1)

onde d®’ é a variaciio da energia potencial elastica e d®” ¢ a variagdo
da energia térmica do sistema.

Enquanto a tira de borracha permanece esticada hd dissipagdo do
calor acumulado, uma vez que a temperatura exterior é mais baixa que
a do corpo.

Quando se deixa a tira encolher repentinamente volta a dar-se nova
transformacdo adiabdtica, mas agora em sentido inverso. O trabalho
das forcas exteriores é agora negativo, mas em moddulo superior ao
decréscimo de energia eldstica, pelo que o excedente ¢ gasto em dimi-
nuir a temperatura do corpo. Devido & diferenca de temperaturas em
relagio ao ambiente, a tira comeca entdo a receber dele calor, resta-
belecendo-se o equilibrio ao fim dum tempo que depende das caracte-
risticas de condutibilidade, massa e calor especificos da substincia,
nos termos da equacio (48.1) e das condigdes de fronteira que lhe estdo
associadas.

Nadai [ 65 1* cita ainda outra experiéncia devida. a Gough e refe-
rida por Lord Kelvin onde figuram transformagdes isotérmicas que
também evidenciam os efeitos termo-eldsticos. Gough suspendeu um
peso duma tira de borracha. Aproximando bruscamente um corpo ao
rubro da tira de borracha, verificou que o peso subia., O fendmeno
explica-se pela forma seguinte: 4 aproximagio repentina do corpo ao
rubro o sistema ndo teve tempo de aumentar a sua temperatura (trans-
formagdo isotérmica), e, portanto, de aumentar a sua energia térmica
(d®” =0), mas recebeu a quantidade de calor dQ. Como o trabalho
dW realizado pelas forgas exteriores € nulo, e nio houve variagio sen-
sivel da energia elastica (d®’ = 0), segue-se que para satisfazer a equa-
¢80 (50.1) terdo as forgas de massa de realizar um trabalho dW = — dQ,
isto é, o peso subira.

20. O problema geral de mecinica dos meios continuos. As equagdes
reolégicas de estado

Acabidmos de referir os dois tipos de transformacdes de energia
fundamentais. No que vai seguir-se supdem-se transformagdes isotér-

* Op. cit. p. 4.
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micas. A temperatura funcionard como parametro ¢ as varidveis serdo
apenas as 6 componentes g;; do tensor das tensdes, as 6 componentes
g; do tensor das extensdces ¢ as 3 componentes u; do vector desloca-
mento. Ao todo 15 incognitas, fungdes das coordenadas do espago
e do tempo. Para resolver o problema dispde-se das 3 equagdes de
equilibrio (21.1), das 6 equagdes (41.1) que relacionam as componentes
do tensor das extensdes ¢; com as componentes do vector dos deslo-
camentos. Faltam portanto 6 equagdes para que o problema seja de-
terminado, uma vez que se acrescentarmos as 6 incognitas &; das velo-
cidades de extensio, teremos de acrescentar as 6 equagdes

de..
. ij
S gt (53.1)

o que mantém o numero de incognitas em 6.

A indeterminagio levanta-se por intermédio das equagdes de cons-
tituicdo ou equagdes reoldgicas de estado [ 30 1* que reflectem as carac-
teristicas de constitui¢io do corpo e podem ser obtidas por via expe-
rimental.

Essas equagdes t€ém a forma

F (ij, Eijs éjj) =0. (54.1)

21. O problema da elasticidade caso particular do problema geral da
mecanica dos meios continuos

=0 e em que Ftem a forma

Suponhamos o caso particular &

6 — Cijey; =0 (55.1)

onde ¢, ¢ um tensor de 4. ordem cujas componentes seriam as cons-
tantes definidoras das caracteristicas do material que constitui o corpo.
Sendo 6 o numero de equagdes (55.1) ficariamos, portanto, ao todo
com 15 equagdes a 15 incognitas ¢ o problema seria determinado.

*  Folque, 1961, p. 16.



Todavia as dificuldades matemdticas para resolver um tal problema
(o problema geral da elasticidade) seriam insuperaveis [ 17 J*. O nu-
mero de constantes ¢, seria de 9 X 9 =81, mas sendo o =o),
esse nimero reduz-se logo a 6 X 6 =36. No sistema (55.1) em que
por isso cada equagdo tem 6 parcelas € ainda (cy);; = ¢, =c; por-
tanto o nuimero de constantes eldsticas baixa para 21. Quando haja
simetria eldstica em relagdo a um plano o numero de constantes baixa
para 13 e quando a simetria for em relagio a dois planos, em parti-
cular dois planos ortogonais (corpos ortotropos), o nimero de constantes
¢ apenas de 9.

22. As constantes definidoras da constitui¢do dos corpos eldsticos e
isétropos

No caso mais simples de simetria eldstica em todas as direcgdes
(corpos isétropos) o numero de constantes € apenas de duas. Essas
duas constantes sfio, em principio, as duas constantes de Lamé, defi-
nidas pelas equagdes

o;; = Ae'8; -+ 2ue; (56.1)
onde " =¢; é a extensdo volumétrica.

O mddulo de elasticidade longitudinal £ (médulo de Young) e o
coeficiente de Poisson v estdo relacionados com X e p pelas expressdes

#(3n 4+ 2u) A
E=—r" ¢ v=— -
A+ 200 +w

(57.1)

que se deduzem facilmente de (56.1) atendendo as suas defini¢des. O
médulo de compressibilidade volumétrica K e o médulo de elasticidade
transversal ou médulo de Coulomb G estio também relacionados com
A e u pelas relagdes

* Correia de Aratjo, op. cit. p. 151. O problema da elasticidade foi também

tratado com toda a generalidade por Campos e Matos [91], 1950.
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I 42
K:T—” e u—G (58.1)

E claro que de (57.1) e (58.1) se podem obter as seguintes novas rela-
cOes entre as constantes A, u, E, v e K, mas no conjunto s6 duas sdo
independentes:

E . E
3 (1—2v) 2(1 +v)
vE

R
(1—=2v) 1+

(59.1)

O sistema de equagdes (56.1) pode ser substituido pelo seguinte onde
figuram separadas as constantes K ¢ G:

6y =K, (60.1)
¢ o, =2G; 61.1)
com Yij = &~ €0 € Tij = i Gy (62.1)
onde go=&;/3.

y;; ¢ o tensor das distorgdes € 7; ¢ o tensor das tensdes de desvio.

No sistema (60.1) temos agora mais uma incégnita (a tensdo média
o,) em relagdo ao sistema (56.1), mas também temos mais uma equa-
¢do (60.1).

O corpo cujas equagdes de constituigdo sdo as equagdes (55.1),
que exprimem a lei de Hooke generalizada é chamado corpo de Hooke.

23. Os corpos ideais simples. O corpo rigido de Euclides, o liquido
de Pascal e o liquido de Newton

Outro caso particular da equagido reolégica geral (54.1) seria

g, =0 63.1)

1]
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Tratar-se-ia de um corpo cujas deformagdes seriam nulas quaisquer
que fossem as tensdes a que fosse sujeito. Um tal corpo & dito rigido
ou euclidiano.

Ainda um outro caso particular da (54.1). Aquele em que a tensdo
distorcional € nula

Ty = G} — GOSij =0. (64.1)
Seria um corpo incapaz de mobilizar tensdes tangenciais quaisquer
que fossem as deformagdes que the fossem impostas. O liquido de Pas-
cal que por defini¢do ndo tem viscosidade, ¢ um corpo que satisfaz a
equagido (64.1).
Finalmente mais uma particularizagdo de (54.1): o corpo de Newton
que satisfaz as equagdes

Ty = zﬂéoij (65.1)
oy = Key; + 1,65 (66.1)

onde 1 e 7, sdo viscosidades respectivamente distorcional ¢ volumé-
trica.

Por integragio de (66.1) obtém-se [ 30 ]*, atendendo a que
(&) =0 =0

o,— Ke;

K
exp**(— — t) = =1 (67.1)
nv 60

Z4. Corpos ideais compostos. O liquido de Maxwel e o solido de
Kelvin. Sua representagdo por modelos

Com base nos corpos de Hooke e¢ de Newton podem conceber-se
corpos complexos que se assemelthariam aos corpos reais e que teriam
um comportamento em parte eldstico, como o corpo de Hooke, e em
parte viscoso como o corpo de Newton. Para facilitar o estudo de tais

* Folque, 1961, p. 23. **  No que se segue empregaremos «exp x» signi-
ficando exponencial de x, ou seja expx =e€*.
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corpos imaginam-se modelos figurativos designados por modelos reo-
logicos®.

Num modelo reoldgico a parte elastica ou hookeana do comporta-
mento dum corpo seria representada por molas eldsticas e a parte vis-
cosa por amortecedores contendo liquidos viscosos.

O corpo composto mais simples seria o chamado liquido de Max-
wel, representado por uma mola em série com um amortecedor (Fig. 4.1).

!

G

T
%G‘
| [n |2,
W /e
FIG. (&.!) FIG.(5.1)

A tensdo seria a mesma para a mola e para o amortecedor; a ex-
tensio do sistema seria igual 3 soma das extensdes da mola e do amor-
tecedor. Teriamos entdo

—2Gmn (68.1)
T = 2055, (69.1)
com Y =Y+ Yo (70.1)

onde = ¢ a tensdo (de corte) e y a deformagdo do sistema.

* Scott Blair 1944, Reiner 1949 e muitos outros.
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Derivando (68.1) e (70.1) em ordem ao tempo e fazendo as conve-
nientes substituigdes, obtém-se a equagdo diferencial que rege o modelo

T T

Y=+ — (71.1)
2G, 2,
d ok
onde Y= Toe 1=
dt dt

A equagdo (71.1) pode ser imediatamente integrada quando seja
T =c®, ¢ =c', em particular v = 0. Neste ultimo caso a que corres-
ponde uma deformagdo fixa do corpo, verifica-se por integracdo de
(71.1) que a tensdo baixa exponencialmente com o tempo, traduzindo
o conhecido fenémeno da relaxa¢do das tensdes.

Se em vez de associarmos a mola em série, com o amortecedor,
fizermos a associagio em paralelo (Fig. 5.1) a deformagdo seria cons-
tantemente a mesma para ambos os elementos, mas a tensdo seria a
soma das tensdes. E o que se traduz pela equagdo seguinte

T =2Gy + 20,y (72.1)

A integracio de (72.1) é imediata no caso em que 7 ==c'*. Se em
particular for = =0, tratar-se-ia do caso em que depois de aplicada
uma tensdo durante certo tempo, se procede repentinamente a descarga
e se aguarda a recuperacdo da deformagfio. Ao fim dum tempo teori-
camente infinito a deformagio voltard a ser nula.

Outro caso particular seria aquele em que v =y, =c'. As tensdes
seriam proporcionais as deformagdes, com um valor inicial 7, o= 2v,.

25. Modelos de corpos complexos. Modo de estabelecer a equagdo
diferencial que rege qualquer modelo linear. Aplicagdo ao corpo
de Burgers

Tratamos de modelos reoldgicos com dois elementos associados
em séric e em paralelo. Compreende-se que a semelhanga das impe-
dancias eléctricas se poderd fazer uma variedade infinita de associa-
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¢des. Exactamente baseados na nogio de dmpedancia mecanica equi-
valente» e no uso da transformada de Carson-Laplace apresentdmos
em 1962 [ 59 ]* uma forma de estabelecer imediatamente a equagio
diferencial que rege qualquer modelo linear.

A

7,

= |

07000 7
FIG.(c.)

Assim, a equagdo do modelo de Burgers (Fig. 6.1) usado no estudo
da deformagiio e fluéncia dos macigos terrosos [ 30 J** e dos macigos
rochosos [ 53 ]***, pode facilmente ser deduzida considerando que
entre a velocidade de deformagiio ¢ e a tensdo o aplicada ao sistema
existe a relagdo

¢ =Zo (73.1)

* Martins, 1962, p. 92. ** Folque, 1961, p. 63. *** B. L_opes, 1964, V, p. 2
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semelhante 3 lei de Ohm, onde Z desempenharia o papel duma «mpe-
dancia mecinica equivalente», o o papel da intensidade da corrente e
e o do potencial. As impedédncias elementares seriam estabelecidas pela
forma seguinte: as molas de médulo de elasticidade E teriam a impe-

d
dancia Z_, = -, onde p representa o operador 5 Os amortecedores
t

eolilee)

. A 1
7 teriam a impedancia Z, = —.
ki

Portanto a impedancia equivalente do modelo da (Fig. 6.1) seria:

z— 2 + 1 + ___1_____, (74.1)
E, K3 Ez/p +

Substituindo (74.1) em (73.1), notando que &= pe e simplificando

vem

K/ E N E
N1 Uit

1 1

Na forma usual escreve-se:

. . N2 - E, KE , Eo
mi kB — g e (14 0 2 e a6
1 1 h 1
. d2 d . d% do
com E= —,8= _— 6= —— € 0= —.
dt dt ét? dt

(76.1) coincide com a equagio do modelo de Burgers deduzida por via
classica [ 53 ]*.
26. A inclusdo de elementos de St. Venant. O corpo de Bingham

Um outro corpo complexo de interesse é o de Bingham, cujo modelo
se representa na (Fig. 7.1).

* B. Lopes, 1964, V, p. 2.
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O amortecedor s6 entra em funcionamento quando for excedida
a resisténcia de atrito o® do corpo A, dito elemento de St. Venant. Até
14 o corpo actua como corpo rigido. A deformagdo do sistema serd
entio o—a° =2r.c. (71.1)

FIG.(7.1)

E evidente que a equagdo diferencial que rege a deformagio uni-
direccional dum sistema complexo contendo elementos de St. Venant
nio é tdo simples de estabelecer como nos casos anteriores.

27. Interpretagio do fenémeno da rotura em termos de modelos reo-
logicos. Insuficéncias dessa interpretagdo

Os modelos acabados de referir aplicam-se a corpos estaveis,
isto &, a corpos antes de atingirem a rotura [ 30 ]*. Esta sé surgiria
quando a energia armazenada nos elementos hookeanos do modelo
ultrapassasse certo limite. Haveria assim uma interpretagio simples
para a rotura dos corpos de Hooke, de Maxwel e de Kelvin: o primeiro
romperia quando fosse excedida uma certa tensdo, a que corresponderia
uma extensdo bem definida (ou vice-versa); o segundo romperia quando

*  Folque, op. cit. p. 36.
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fosse atingida uma certa tensio a que corresponderia a energia limite
de deformagdo da mola (Fig. 4.1), mas a extensio poderia ser qualquer
devido & presenga do amortecedor em série; o terceiro corpo romperia
para certa extensdo, dependendo a tensdo da «histéria» da deformacdo
do sistema.

Estas interpretagdes da rotura, simples nos casos apontados, com-
plicam-se quando no sistema existam molas vérias, amortecedores
varios ¢ varios elementos de St. Venant, com caracteristicas diversas
¢ associados de maneira qualquer. Maior complicagdo surgird ao pre-
tender-se tratar por essa via problemas bi e tridimensionais.

Além disso sendo grandes as deformacdes viscosas e plasticas, um
estudo rigoroso exigiria a consideracio de estados de deformagido fi-
nita de tratamento muito mais complexo que o anterior.

28. O postulado da estabilidade ou de Drucker

A questdo ¢é delicada mas parece-nos que os melhores critérios de
encarar a rotura, ou, melhor, a instabilidade dos corpos visco-elasto-
-platicos, decorrem da aplicagio do postulado da estabilidade ou de
Drucker [ 27 ]*.

T; Ti + AT
Ui\ Oij L) Vit A1 Gy AT A
(a) - B
Fic(8.!)

Sejam (Fig. 8.1.a) T; as tensdes na superficie dum corpo inicial-
mente em equilibrio e F; as forcas de massa, todas funcdes do tempo.

* 1959, p. 102,
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Os deslocamentos u;, as tensdes o;; ¢ as extensdes g; sdo de modo
semelhante funcdes do tempo. Por adi¢do de forgas na superficie e de
forcas de massa devidas a uma causa exterior o corpo passa ao estado
representado na (Fig. 8.1.b). Os incrementos AT e AF; variam com o
tempo e bem assim os incrementos nos deslocamentos, tensdes € exten-
soes, Ay, Acy; e Ag, o0 quais resultam da acgfio da causa externa,
sobreposta a série de forcas existente. Excepto para o caso muito es-
pecial de inteira linearidade, nio se verificaria que AT ¢ AF, actuando
sozinhos, produzissem Au;, Acy, e Ae;. Sdomente T; + AT; ¢ F; + AF;
é que produzirio u; + Au, o + Ag;; e g5 + Ag;. Nestas condigdes
¢ enunciado o postulado seguinte:

«Se um corpo é materialmente estdvel o trabalho realizado
por uma causa externa na variagdo dos deslocamentos que
produz tem de ser positivo ou nulo».

Este postulado aplica-se a qualquer intervalo do tempo, mas ainda
se restringe a deformagdes pequenas que ndo causem fenomenos como
os de encurvadura ou enfunamento. :

O postulado é traduzido matematicamente pela expressdo

At
/ * | s AT, AugdS + Jy AFAudv [ dt= 0 (78.1)
ot

=0

29. Derivagdo do postulado da estabilidade das equagdes que regem
o corpo elasto-plastico

Se nos restringirmos a corpos elasto-plasticos, ¢ possivel a partir
do postulado de Drucker e das diversas condi¢des de plasticidade,
obter as correspondentes leis gerais para esses COrpos segundo os
véarios autores.

As condi¢des de plasticidade exprimem, dum modo geral, que uma
certa porgio dum corpo eldstico ¢ isétropo esta plastificada quando se
verifique em todos os seus pontos certa relagdo entre as seis compo-
nentes das tensdes, expressa pela equagdo

f(o) =0 (79.1)
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Quando seja <0, o corpo ou por¢io dele estard em regime elds-
tico, quando for f —0 estard em regime pldstico e nunca poderd ser
f=0.

A superficie definida pela equagdo f (o;;) =0 designa-se por super-
ficie de cedéncia.

Por aplicagdo do postulado da estabilidade ou de Drucker pode
deduzir-se uma equagdio geral para o corpo elasto-plastico da qual se
tiram as teorias de cedéncia ou escoamento pldstico de Prandtl-Reuss,
de von Mises e as teorias de deformacio pldstica de Henky e Il’yushin.

Com efeito, o teorema dos trabalhos virtuais estabelece que o tra-
balho realizado pelas forgas externas € igual ao trabalho interno de
deformagdo e, portanto, em vez de (78.1) podemos escrever

/ oy 4 dt S 0 (80.1)
t—=

Considerando as tensdes o;;' num dado instante e num certo ponto
interior m' infinitamente vizinho da superficie de cedéncia f (o) =0,
e as tensdes o; no instante seguinte ji sobre a superficie de cedéncia,
seria ficil demonstrar [ 17 ]* a partir do postulado de Drucker que o
vector generalizado D, =¢;;, seria normal a- superficie de cedéncia
¢ entdo ter-se-ia

R i (81.1)

onde s'”,-j ¢ a velocidade de deformagiio pldstica.

O escalar 2, que se demonstra ser sempre positivo, depende do es-
tado inicial de tensdo e de deformacio da variagdo de tensio e do
tempo; ndo caracteriza, portanto, qualquer propriedade do corpo e,
entrard por isso, dum modo geral, como varidvel a determinar no pro-
blema geral da plasticidade.

* Correia de Araujo, op. cit., p. 291.
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30. Aplicagdo a dedugdo das equagdes fundamentais da teoria de
Prandtl-Reuss. Extensdo i teoria de Von Mises e a das pequenas
deformacdes elasto-plasticas

Se admitirmos como condi¢io de plasticidade
f=7J,—k2=0, (82.1)
onde Jo =1/2 735 (83.1)

quando, como no caso presente, se supde que ndo intervem a parte
isotrépica do tensor das tensdes (7; =0), nem a do das deformagdes

(" =0),
vem

e (84.1)

e de (81.1) se tira para este caso,
" = AT (85.1)

ij

onde ¥";; ¢ a velocidade de distorsdo plastica.

Se a (85.1) se juntar a expressdo diferencial da lei de Hooke
7 = 2GY', - (86.1)

onde y’; ¢ a velocidade de distorsdo elastica,
. A
vem fazendo » = —-
2G

3, n 5y =2Gy; (87.1)

onde v; =v'; + 7% ¢ a velocidade de distorsdo total.
Como em regime pléstico se verifica (82.1), vem também
f=J,== 1. =0) (88.1

ij "ij
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Multiplicando (87.1) por =;; e atendendo a (88.1) vem

1

= T (89.1)

Sendo a energia potencial eldstica dada por

O =124, ¢, (90.1)

ij ~ij

a velocidade do trabalho das tensdes ser

O =r.c. . (91.1)

ij “ij

A velocidade do trabalho das tensdes decompor-se-4 na velocidade
de trabalho de extensdo velumétrica

@', =303, , (92.1)

onde o, ¢ ¢, s30 os valores médios das tensdes e das extensdes respec-
tivamente, e na velocidade de trabalho de distor¢do

Oy =v;7; . (93.1)

Substituindo (89.1) em (87.1) e atendendo a (93.1) vem a expressio
da teoria de Prandtl-Reuss

’

7; =2G (‘}ij_ ﬁ Tij) 94.1)

De modo andlogo se deduziria a partir da relagio geral (81.1) a
teoria de plasticidade de Von Mises, cuja diferenca essencial da de
Prandtl-Reuss ¢ a de que von Mises considera as deformagdes elasticas
despreziveis perante as deformacdes pldsticas, e portanto as relacoes
caracteristicas da teoria de von Mises sdo

ko,
T, = —=

ij \/T eij 4 (951)
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com I=1/2¢;¢ . (96.1)

A teoria da plasticidade de St. Venant e Lévi obter-se-ia de (81.1)
com a condicdo de plasticidade de Tresca, que na sua forma geral se
exprime por

£ = (33— 09* —4K* | [ (s — 0)* — 4k*] [ (51— )" —
—4k?| =0 , (97.1)

onde a,, 5 € 0, sd0 as tensdes principais e k = g, /2 é metade da tensdo
normal do limite de elasticidade em tracgdo ou compressdo simples.

A condigfio (97.1) no espago (o, 65, 03) exprime-se por 3 pares de
planos paralelos aos 3 bissectores, definindo assim um prisma exa-
gonal regular de cujo eixo éa equissectriz do triedro definido pelos eixos
64, Gy € 63 Ndo permite como a condigiio  de plasticidade (82.1) de
von Mises eliminar a varidvel 2, tornando a solugdo de problemas
plasticos tridimensionais mais complicada.

Ainda na mesma expressdo (81.1) se enquadrariam as «teorias de
deformagdio plastica» ou «eorias de pequenas deformagdes elasto-
-plasticas» de Henky, Nadai e II’yushin, que admitem que se mantém
paralelos os tensores das tensdes € das extensdes o que implica serem
as velocidades de deformagdo constantes.

Partindo por exemplo, da relagdo (85.1), j4 deduzida de (81.1),
desprezando as deformacdes elasticas, admitindo {,ij constante num
certo intervalo de tempo At, poder-se-ia escrever esse intervalo

= =21, (98.1)
com 20 = !
" a AL

Nas teorias das pequenas deformagoes elasto-plasticas sdo as ten-
sdes relacionadas com as deformagdes e ndo com as velocidades de
deformaciio mas o parametro u é entdo variavel durante a deformagio.
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31. Problema geral da plasticidade

O problema geral do corpo plastico isotrépo envolve a determina-
¢do das seis componentes o do tensor das tensdes, as seis componentes
s'ij da velocidade de deformagdo e as trés componentes do vector velo-
cidade de deslocamento. Além destas h4 ainda a terminaciio da varia-
vel A que figura na equagfio (81.1) e que nem sempre & possivel eliminar
a priori, como ji se viu. Sfo pois 16 as incdgnitas, funcdes das coorde-
nadas do espago e do tempo.

Para a sua determinagdo dispde-se das trés equagdes de equilibrio
(21.1), das seis equagdes de constituicdo (81.1), das seis relacdes

g = 1/2(3u; + duy) , (99.1)
du, du.
onde Gu= e gu=Y, (100.1)
dxj dx;
com Li=1,23 e X =x,X3=yY € Xy=12,

e da condigdo de plasticidade f (o) =0.

Temos assim 16 equagdes a 16 incdgnitas, as quais adicionadas das
condi¢bes de fronteira tornariam o problema determinado.

No entanto, como afirma Correia de Aratjo [17]* «as dificul-
dades de indole matemética sdo no entanto ainda maiores do que no
problema eldstico e s6 em muito poucos casos particulares e i custa
de hipoteses simplificadoras, de legitimidade algumas vezes discutivel,
€ possivel chegar a solugdes praticas aceitdveis».

32. A teoria de Mohr e a condigdo de plasticidade de Mohr-Coulomb
generalizada

A teoria de Mohr sob a forma geral [ 65 ]**, estabelece que o didmetro

*  Op. cit. p. 296. **  Nadai, 1961, I, p. 216.
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méximo do circulo de Mohr é, na rotura, uma fungdo da distancia do
seu centro a origem (Fig. 9.1).

E1G.(o.1)

0 que se exprime por

N =f<61 1 G“) . (101.1)
2

A tensdio principal intermédia o, ndo teria, portanto influéncia na
rotura do material, sendo indiferente quanto a rotura que o estado de
tensdo no ponto considerado seja representado pelos tridngulos curvi-
lineos da (Fig. 9.1) ou pelos casos limites 6, = o3 ou 6, =&, em que
um dos circulos interiores se confundiria com o circulo mdximo ¢ o
outro circulo teria um raio infinitamente pequeno.

Um caso particular de (101.1) ¢ aquele em que o didmetro do cir-
culo maximo de Mohr na rotura é fungio linear da distancia & origem

o — 03 =C; + C2 (01 + 03 . (102.1)

A envolvente dos circulos de Mohr na rotura é entdo constituida
por um par de rectas simétricamente dispostas em relagdo ao eixo dos
oo (Fig. 9.1).
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A relagdo (102.1) € a condigdo de plasticidade de Mohr-Coulomb,
a qual costuma ser escrita sob a forma

Ty = C + 6,.t80, (103.1)

¢ (coesdo) e ¢ (ngulo de atrito) substituem as constantes ¢; € 5. T,
e c,, sdo Tespectivamente a tensdo de corte e a tensZo normal 4 faceta
de escorregamento (Fig. 9.1).

Quando em vez de tensdes totais se consideram tensdes efectivas
(isto €, se deduzem as tensdes neutras), que sdo as que efectivamente
condicionam o comportamento dos solos na rotura (103.1), escreve-se

2 =¢ + o' tge’ (104.1)-

onde ', e o', sdo tensdes efectivas, ¢’ a coesdo e ¢’ o angulo de atrito
efectivos.
Como adiante se verd é ficil exprimir a condigio (102.1) quer sob

a forma (103.1) quer como uma relacdio entre as tensdes Gy

Uma generaliza¢io da condi¢cio de Mohr-Coulomb foi apresentada
por Drucker e Prager [ 28 ]* sob a forma
f=al, +J,'2—k =0 (105.1)
onde I; =0y é o primeiro invariante do tensor das tensdes e
Jo =1, =1)27;1, (106.1)

¢ o segundo invariante das tensdes de desvio, sendo por isso
i =0 — (11/3),8“- . (107.1)
33. Deducdo das relagdes entre velocidades de extensio e tensges mno
problema geral do equilibrio limite dos macigos terrosos
Aplicando a (105.1) a equagio (81.1) vem

&y =2 ady + 72T, 2| (108.1)

* 1952,
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No caso de deformacio plana e tomando X, =z, €3 = &',
", seriam nulas e portanto de (108.1) se concluiria
que t,, e 7, seriam também nulas e

cn e . —
€99 = € 4 €39 = €

Ty = 0,,—1;/3 =—2aJ,". (109.1)

Portanto 1, =3/2 (o, + o,,) — 3,2 (110.1)
XX yy

e 7, = {(S{%"y)ﬂﬁyx]/(l—w) (111.1)

Substituindo (110.1) e (111.1) em (105.1) tira-se

2
Gy~ Oyy 2 4 1 3a 9 Gex T Oy -
(=37) =] ™

k
_ _ 112.1
(1 —3a2)'? (12D

o que, com escolha apropriada das constantes « € k, poderd sempre
colocar-se sob a forma

Gy — Opy \ 2 Gy T O 2
f:<____25£’> +Txy2_senz@( - y—’+H> —0 (3.

onde H = c X cotge sendo ¢ a coesdo € ¢ o &ngulo de atrito interno.
Passando em (113.1) o terceiro termo para O segundo membro,

extraindo a raiz quadrada e identificando com (112.1), obter-se-iam as

relagdes entre as duas constantes ¢ € ¢ € as duas outras « ¢ k.
Calculando de (113.1)

of O T Opy
o 1/2 (o, — syy) —sen?p —2' +H (114.1)
of . Oex T Oyy
-d——=——1/2 (64 — Oyy —sen?g s + H (115.1)
Oyy
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o (116.1)

d1,, ¥
e substituindo na equagdo (81.1) vem
-0

0-xx—+—6
é”xx=x[c“—2ﬂ—sen2<p (——2 4 —|—H>} (117.1)

| Gy — G, Gy, 1+ O
&y =1 {_ =¥ sen? (—” +H )} (118.1)
é”xy =2, (119.1)
De (117.1) a (119.1) tira-se

(s.”xx - é"yy ? + é”zxy = }‘2 [ (cxx - ny)2 + 4TZX)’ ] (1201)

Atendendo a (113.1) obtém-se o valor da varidvel

e \/(é”xx - S.:”)Z + é”2xy
) seng (o,, +- o,, -+ 2H)

(121.1)

As relagdes (117.1) a (119.1) e (121.1), foram apresentadas sem
dedugdo por Tsitovich * [ 84 ]** no seu relato geral ao 5.° Congresso
Internacional de Mecénica do Solo. Nesse mesmo relato patenteia o
autor as dificuldades de ordem matemadtica de encontrar solugdes para
o equilibrio limite dos macigos terrosos que satisfacam simultinea-
mente condi¢des de compatibilidade estdtica e cinemdtica.

34. O problema do equilibrio limite dos macigos terrosos como um

problema da determinagdo de estados de tensdio estaticamente
admissiveis

Nos problemas de equilibrio limite dos macicos terrosos que vamos
tratar s3o impostas condigdes de fronteira apenas em termos de tensdes.,

* A segunda expressio apresentada por Tsitovich tem (o, + o.y)/2 em vez de

— (oxx—9,)/2, supondo nos tratar-se dum erro tipografico. ** 1961, II, p. 825

52 —




As duas equagdes da estatica deduzidas de (21.1) para o plano, aliadas
4 condi¢do de plasticidade de Mohr-Coulomb (113.1) tornam, em
geral, o problema determinado.

Contudo, é evidente que se na fronteira existirem condi¢des cine-
maticas, o problema seria mais complexo, envolvendo necessaria-
mente nfo s as equacdes da estdtica ¢ a condicdo de plasticidade de
Mohr-Coulomb, mas também as relagGes entre velocidades de exten-
s3o0 e as tensBes, contidas nas equagdes (117.1) a (119.1).
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CAPITULO 11

REVISTA DOS CONHECIMENTOS EXISTENTES SOBRE 0 EQUILIBRIO
LIMITE DOS MACIGOS TERROSOS E O CALCULO DA CAPACIDADE
DE CARGA DAS FUNDAGOES

35. Resenha historica e posi¢do actual do problema

O estudo do equilibrio limite dos macigos terrosos foi iniciado por
Coulomb [ 18 J* o qual apresentou & Academia Francesa de Ciéncias
a sua célebre memdria cuja principal finalidade foi mostrar que os
métodos matemdticos de obtengdo de mdximos e minimos podiam ser
utilizados na determinagdo da superficie plana de rotura que define
o impulso dum macigo terroso contra o respectivo muro de suporte.
Na determinagdo desse impulso Coulomb diz supor a resisténcia de-
vida ao atrito proporcional a pressdo, «comme Monsieur Amontons
a trouvé» (Golder, [ 39 ]**), e a coesdo total ser proporcional & drea
da superficie de rotura. Estava assim estabelecida a conhecida lei de
Coulomb

T =¢ + o ,tge’ (104.1)

De entdo até ao presente tem este tema, talvez pela sua complexi-
dade, atraido por toda a parte a atengdo de engenheiros ¢ homens de
ciéncia, mesmo daqueles ndo directamente ligados a problemas de
fundagbes ou projecto de obras de suporte de macigos terrosos. Os
autores franceses foram, pelo menos no inicio, os que maior niimero

* 1776. ** 1948, p. 67.
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de trabalhos trouxeram 4 literatura técnica; além dos de Coulomb sio
notdveis os trabalhos de Frangais (1820), St. Venant (1870), Boussi-
nesq (1876), Résal (1903, 1910), Frontard (1922 a 1954), Caquot (1934
a 1956), Keérisel (1935 a 1962), Bonneau (1938), Mandel (1942) e Biarez
(1961). Na Alemanha e Austria sobressaem os nomes de Culmann
(1866), Rebhann (1871) Kotter (1888 a 1909), Prandtl (1920 a 1927),
Reissner (1924), von Karman (1926), Krey (1912 a 1936), Frolich (1934
a 1953), Ohde (1938). Terzaghi de origem hiingara, publica o primeiro
trabalho na Austria em 1919 e emigra para os Estados Unidos onde
publica a partir de 1934 a maior parte dos seus trabalhos.

Na Holanda hd a assinalar Buissman (1940), Josselin de Jong (1959).
Na Belgica De Beer € seus colaboradores (1945 a 1961). Na Dinamarca
Brinch Hansen (1946 a 1961), Damgaard (1951), Lundgren e outros
(1949 a 1953), e Bent Hansen e outros (1960).

Na Inglaterra e paises de lingua inglesa depois de Rankine (1857
a 1862), vém Golder (1941), Skempton e seus colaboradores (1946 a
1953), Meyerhof (1948 a 1962).

Na Hingria hd a referir Jaky (1936 a 1948) e Kézdi (1961). Na
Russia os primeiros trabalhos datam de 1909, mas s6 a partir de 1938
se nota uma verdadeira explosio de artigos ainda sé conhecidos no
ocidente numa infima parte. Destacam-se os nomes de Sokolovky
(1939 a 1961), Berezantzev e colaboradores (1948 a 1961), Tsytovich
(1951 a 1961), Zaharescu (1961).

Na Peninsula o primeiro estudo sistematico sobre o equilibrio
limite’ dos macigos terrosos de que temos conhecimento foi o do
Prof. Correia de Araujo (1942).

Numa tentativa para seguir o desenvolvimento das ideias soreb
este assunto podemos talvez estabelecer duas etapas. Na primeira até
St. Venant (1870) e Kotter (1888) a superficie de rotura & apenas obtida
por consideragdes de maximos e minimos. Com St. Venant e Kgtter
estabelecem-se equagdes gerais de equilibrio estitico vilidas para toda
a massa em estado de equilibrio limite.

As solugdes tedricas «rigorosas» do problema sdo umas vezes (Pran-
dtl 1920, Reissner 1924, Mizuno 1948) obtidas a partir duma fungio
potencial pldstico (fungdo de Airy) outras vezes obtidas pelo método
das caracteristicas (Mandel 1942, Lundgren e Mortensen 1953, Soko-
lovski 1960 e toda a escola russa) ou ainda arbitrando uma superficie
cilindrica de rotura de directriz em geral composta de um arco central
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em espiral logaritmica tangente na extremidade a tramos rectos, e apli-
cando as equagdes equilibrio ao solo sobrejacente a referida superfi-
cie por via analitica ou grafica (Ohde 1938, Caquot 1953 ¢ 1956, Ter-
zaghi 1943, Buissman 1940, Andersen 1946, Meyerhof 1948 a 1961,
Bala 1962).

Drucker (1953) mostrou que a aplicagio da teoria dos potenciais
plasticos ao célculo da distribuigdo de tensdes nos corpos providos de
atrito em equilibrio limite € susceptivel de conduzir a resultados irreais,
porquanto uma tal teoria envolve necessariamente a condi¢io de que
durante a deformagdo pldstica o solo se mantenha em expansio per-
manente, o que € contririo 4 experiéncia.

Sokolovski (1960) apresenta o tratamento tedrico provivelmente
mais completo para o problema de equilibrio limite plano, cingindo-se
apenas as distribuigdes de tensdo estaticamente admissiveis.

No 5.2 Congresso de Mecanica do Solo (Paris, 1961, III, p. 326)
Sokolovski exprimiu a convicgdo de que o problema da determinacio
da distribuicdio das tensdes em equilibrio compativel com as condig¢des
cinemdticas de fronteira poderd ser resolvida por métodos matemd-
ticos analdgicos.

A par dos métodos de célculo A rotura apoiados em teorias da plas-
ticidade, tém aparecido outros, em pequeno nimero apoiados na teo-
ria da elasticidade. Como exemplos cita-se Boussinesq (1876), Hayashi
(1921) e Weiskopf (1945). Um tipo misto de elasticidade e plasticidade
¢ o método de Frolich (1936).

O problema do equilibrio limite dos macicos terrosos, mesmo na
sua forma mais simples de equilibrio no plano, é um problema complexo,
como se acaba de ver, para o qual ainda ndo existe solugio «igorosa»
na maioria dos casos de interesse pratico. Por este motivo usam-se
ainda actualmente variados métodos todos eles com base na condi¢do
da plasticidade de Mohr-Coulomb. Porém, mesmo quanto a estes
e apesar de todos os autores tomarem como hipétese de partida a lei
de Coulomb sob a forma (104.1) ou sob a forma de condicdo de plas-
ticidade de Mohr-Coulomb

oJxx —q’ 2 o-,xx +c’
<,kﬁ‘_._yy) + 7, = senZp’ <j_1¥ + c'cotgcp') (113.1)

os resultados sio por vezes bastante dispares. Assim, por exemplo,
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De Beer (1952, p. 373) encontrou para o factor Ny* de capacidade de
carga duma fundagdo continua, devida ao peso préprio do solo des-
locado, valores que no célculo a Caquot sdo cerca de 1/4 dos valores
correspondentes do cdlculo & Terzaghi e 4 Buissman. Ainda sobre a
determinagdo deste mesmo valor, H. Lundgren (1953, III, p. 153)
afirma «.. it seems that today we know only that the value of Ny is
probably somewhere between 14.8 and 36.0...» Mais adiante Lundgren
demonstra que os cdlculos de Caquot ¢ Meyerhof sdo incorrectos**.
Quatro anos mais tarde no relatério geral sobre fundacoes (actas do
4.0 Congresso de Mecénica dos Solos, II, p. 442, Londres, 1957) Brinch
Hansen afirmava «E um facto deploravel que, logo que as condigdes
Y # 0*** e ¢’ # 0 sdo apliciveis, ninguém conseguiu ainda indicar
a figura de rotura que se possa provar ser estitica e cinematicamente
possivel».

E pode dizer-se que até ao presente as condi¢des ndo melhoraram
sensivelmente. Assim, por exemplo, recentemente Feda (29) (1963)
numa critica ao trabalho de Bala (1962) publicado nas actas da A. S.
C. E. apresenta um grafico reproduzido na Fig. (1.2), onde se mostra
que para um mesmo angulo de atrito e densidade do solo sobrejacente
os valores da capacidade de carga obtidos podem estar na razio de 1:3
conforme os autores. Todavia, as diferencas registadas no grifico pu-
blicado por Feda e noutros publicados por outros autores (De Beer
1952, Ladanyi 1960/61, Skempton e outros, 1953) advém em parte de
se pretender comparar no mesmo grafico resultados de solugdes para
problemas com condigdes de fronteira e outras hipdteses diferentes.

36. Comparag¢do de solugdes para o problema do macigo sem peso

Procuremos comparar as solugdes dos diferentes autores para o
problema mais simples: capacidade de carga duma fundagdo continua
de base lisa e horizontal apoiada num macigo sem peso, sem coesdo

* Ny (notagdo de Terzaghi) -=s, (notagdo de Caquot) = 2vg (notagdo de
Buissman).

** Adiante se verd este assunto em maior detalhe.

*#**  Macigo com peso.
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O problema foi tratado usando a condi¢io de plasticidade de Cou-
lomb (104.1) entre outros por Rankine (1857), Prandtl (1920), Reissner
(1924), Buissman (1940), Terzaghi (1943), Meyerhof (1948 e 1951),
Mizuno (1948), Caquot e Kérisel (1956), Sokolovski (1960) e¢ Biarez
(1961).

Rankine apresentou a conhecida formula

q' =p'tg*(v/4 +¢'/2) =p". K2, (1.2)

onde K, € o coeficiente de impulso passivo das terras, g’ a tensio limite
sob a fundagdo e p’ a pressdo lateral.

Esta férmula foi obtida admitindo que sob a fundagdo (4B) reina
um estado de equilibrio limite inferior e do lado de fora da fundagdo
um estado limite superior, havendo transi¢io brusca entre os dois [16]*
Rankine tratou implicitamente do caso particular de nfio existir atrito
entre a base da fundagfio e o macigo terroso, niio tendo tomado cons-
ciéncia de que se existisse atrito o resultado poderia vir modifi-
cado [15] **.

Os restantes autores cujas solugdes tém uma 3.2 zona de corte ra-
dial (CAD), apresentam resultados concordantes entre si para o caso
de macigos sem peso e atrito nulo na base da fundagio, embora a apre-
sentagdo dos resultados seja por vezes variada §.

E a seguinte a equagio comum que exprime a tensdo média limite
q’ = Q/b sob a fundagdo em funciio do dngulo de atrito ¢’ e da coesdo ¢’:

-, , | 1+ seng’ ,
q' =c' X cotge’ | | e X exp (vtge”) —1 | +
, 1 4 sen o’ ,
tPX T o, OP (vtge) 2.2)

A dedugio desta equagfio sob forma geral serd apresentada mais
adiante (20.2).
Para o caso da base rugosa (Fig. 2.2.b), apresenta Terzaghi [ 83 §§

* Correia de Aragjo, 1942, p. 360 (ed. da Revista «Engenharia», 1958/9).
** Gilbert Cook, 1951, II, p. 271.  § Veja-se Apéndice (1.1I). §§ 1943, p. 127.
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uma férmula que com uma pequena transformacdo trigonométrica
toma a forma-

@’)tg@’]—l} +

- 1
q' =c’ X cotge’ {m X exp [ (3/2=

m, x exp [ (3/2r —o9)tgo’]. 3.2)

+p’ X

Terzaghi apoiado nos trabalhos de Prandtl (1920) e Reissner (1924)
supde que, sendo a base rugosa, existe uma cunha ABC (Fig. 2.2.b)
sob a fundagfo que se mantém em regime elastico funcionando como
parte integrante da fundagdo. Essa cunha é definida pelos angulos

Y =¢’. (Fig. 2.2.b).
' Esta hipétese € equivalente a considerar BC (ou AC) como para-
mento perfeitamente rugoso de um muro que suporta o impulso passivo
do macico BCDE. »

Como se mostra no Apéndice (2.II), as férmulas de Meyerhof,
Caquot ¢ Kérisel e Sokolovski, quando convenientemente adaptadas
a hipotese de Terzaghi ddo o mesmo resultado (3.2) .

Esta hipétese de existéncia duma cunha em estado eldstico sob a
fundagdo tem apoio experimental mas o 4ngulo que a fronteira BC da
zona eldstica faz com a horizontal nfo ¢ igual a ¢', mas igual a =/4 4
+ ©’/2 como no caso da base lisa. Doutro modo as curvas de escorre-
gamento (caracteristicas) das duas metades da fundagdo nfo teriam
a mesma tangente no ponto comum C (Fig. 2.2.b). A unica diferenca
entre a base lisa e a rugosa é a de que no caso da base rugosa o volume
de solo que plastifica € muito maior, mas como por hipéitese o solo
ndo tem peso esse facto ndo se traduz por uma maior carga de rotura.

37. Comparagio de solugdes para o macico com peso. Fundacdo su-
perficial

Vejamos agora o outro caso extremo duma fundagio continua num
macico com peso, mas sem carga lateral p’ (fundagfio superficial).
A sua capacidade de carga é, portanto, essencialmente condicionada
pelo peso do solo deslocado. Como ndo se conhecem solugdes anali-
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ticas rigorosas para o problema do equilibrio limite dos macigos terro-
$0s com peso, as solugdes propostas por vdrios autores apresentam
para este caso as maiores discrepincias.

O problema foi sucessivamente atacado por Buissman (1940), refe-
rido por De Beer e Wallays [23]*, Terzaghi [83]**, Caquot e Kérisel
[12]¥**, Meyerhof [60/2]§, Lundgren, Mortensen [56]§§ e Kopadzi
[50]§8$, para citar apenas aqueles que deram a este problema parti-
cular tratamento mais profundo.

Sem perda de generalidade pode tratar-se o caso do macico sem
coesdo. O valor médio da tensdio sob a sapata ser entio

" ! b
P'=Y" - Ny (4.2)

E para o factor Ny, fungdo do dngulo de atrito ¢, que os vdrios
autores apresentam diferentes solugdes, sintetizadas no Quadro (1.1I)
onde se fizeram figurar os valores de Ny em fungdo de ¢’, variando este
de 0° a 50°, (5°). Assinalemos as hipéteses fundamentais por cada
um deles formuladas.

De Beer e Wallays [23]f apresentam para Ny a férmula:

Ny =

L
4

L ALy ,
[ oy || 8 R O/m 021 [exp (3/2mtge) +

+3ge" +tg (=4 +9/2) ) + 2exp (3/2ntge’) tg? (x4 + 9’'[2) —

—2tg (/4 +<,o'/2“ (5.2)

* 1948, p. 63. ** 1943, p. 126. *** 1948, p. 273; 1956, p. 386-388.
§ 1948, p. 242; 1951, p. 308; 1955, p. 231.  §§ 1953, 1, p. 410.  §§§ 1961, p. 650
t op. cit. p. 63.
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Estes autores dizem ter a expressdo (5.2) sido obtida por Raes*
€ ser baseada na hipotese de Buissman, que teria admitido que a forma
da superficie de deslisamento de Prandtl (espiral logaritmica) nio se
altera quando v” # 0. E, portanto, de admitir que (5.2) foi obtida da
equagio de equilibrio de momentos em relagio ao ponto A suposto
centro da espiral (Fig. 3.2). Ndo se conhecem, porém, que hipdteses
teriam sido feitas acerca do angulo ¢ e da rugosidade da base. Os
valores dados por (5.2) representam-se na coluna (2) do Quadro (1.1I).

BASE LISA p=Tl/4-ip/2 )1( )]

BASE RUGOSA p=Tl/4-/2

FIGe(3:2) - Soperfirie Lo ox % y
(2:2)- Syperfiie & excocreggrend nio caso oo macico com peso

Terzaghi [83]** indica os valores de N, =f(¢'), que se reprodu-
zem na coluna (3) do Quadro (I.II), num grafico obtido a partir das
hipédteses seguintes:

a) A superficie de deslisamento é uma espiral de centro
sobre a recta BD (Fig. 3.2);

b) A base é rugosa de modo que a cunha ABC, suposta de
lados rectilineos, faz parte da fundagio, sendo ainda ¢ —o’;

¢} Calculam-se os momentos das forgas em jogo em relagio
ao centro da espiral, arbitrado sobre a referida recta BD.

* Nio se indica o trabalho de Raes onde vem deduzida a expressdo (5.2), mas
supomos ser um trabalho desse autor de 1941. **  op. cit. p. 125.
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QUADRO (1.1II)

VALORES DE N, QUE ENTRAM NA FORMULA qQ’'=y’ W Ny RELATIVA AO PROBLEMA
DO MACICO COM PESO E FUNDACAO A SUPERFICIE

|

!

|

i | A w
wﬁ_wﬂﬁw: Terzaghi _mew.%oﬁ ?Mvwmmwg Meyerhof | Meyerhof | Meyerhof| Mizuno OMMM.MM_@ OMMMMM_Q, OMMMMMM_@__ Kopadzi

(De Beer | (1943) _ Tabela | Tabela | (1951 (1955) | (1955) (1948) (1956 (1956) | (1956) (1961)
o<‘<. 1948)| Grafico ‘ p. 242 p. 242 Griéfico | Grafico | Grafico | Grafico Tabela Tabela ' Tabela Foérmula

_uAMMMWE p. 125 _m. correc. | €. correc. | p. 308 p. 231 p. 231 p. 48 p. 386 p. 388 p. 389 (6.2)

' |

* | Base | Base ! ! Base ﬂ Base

| ﬂ _ I Base . . W:moomw Rugosa wmwm _wﬁo wmma Base AW:moomw _W:mog
Rugosa v HAM\N.T v=1.2¢" Lisa Lisa Lisa Rugosa | HAM\N.T v HAMMN.T
o _ 2 3 4 5 M | 7 8 9 ' 10 1 wm rl-l_wll

] 1 H '

0° 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 0,0 | 0,0 0,0 _ 0,0 0,0 0,0 _ 0,0
5° 0,5 0,5 0,1 0,1 0,1 — _ — 05 | — — — 0,5
10° 1,4 1,0 0,6 0,6 0,6 - = 1.2 0,3 0,9 1,6 _, 1,4
15° 3,4 2,0 1,8 1,8 1,8 L1 06 2,3 0,8 1,7 30 | 3,3
20° 6,9 4,5 4,9 4,8 48 | 2,8 ‘ 1.4 | 4,8 1,7 3,5 57 | 7,0
25° 13,6 10,0 11,1 10,7 11,0 6,5 3,3 93 | 3,5 7,2 | 1,3 | 14,3
30° 30,4 21,0 24.0 22,9 23,0 16,0 8,0 18,5 | 7,4 14,8 22,7 30,4
35° 67,7 42,0 51,8 48,4 51,0 390 | 19,5 38,0 16,4 33,3 49,1 67,7

40° | 166,0 138 | 128 116 115 97,0 | 48,5 78,0 39,3 78,1 14 | 164

(44°) 260 _ (44°) 140 _
45° 4447 | — 355 305 300 255 R 128 | — 105 — 300 | 443
| (48°) 780 | | (46°) 205
50° — 1800 ‘ 1455 830 750 m 375 | — 327 606 916 1413
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Do equilibrio de momentos obtém-se o impulso P nas faces AC
e BC. O menor desses impulsos, obtido apds varias tentativas,
considera-se o impulso passivo Pp. Entrando com este equili-
brio da cunha ABC obtém-se q" (4.2) e dai Ny.

Nenhuma das hipdteses de Terzaghi é, em rigor, correcta como
mais tarde se verd. Meyerhof [ 60]* seguindo os passos de Terzaghi
produziu uma expressdo analitica para N, extremamente complicada
cujos valores apresentados por ele num quadro sdo reproduzidos no
Quadro (1.1I). Tendo em atengfio que podera haver espirais com centros
fora da recta BD dando valores menores para o impulso Pp e conse-
quentemente para Ny, Meyerhof apresenta valores da sua autoria que
se reproduzem nas colunas 4 ¢ 5 do Quadro acima indicado. Verifica-se
que a partir de ¢” — 30° os valores de Meyerhof sio um pouco infe-
riores aos de Terzaghi. Mais tarde Meyerhof [61]** apresentou novos
valores de Ny praticamente coincidentes com os anteriores até o’ — 40°
e mais baixos para dngulos superiores. Para ¢’ = 50° Ny— 830 enquanto
que anteriormente atingia 1455.

Apods as discussdes de Lundgren no terceiro Congresso em Zurich
(1953) Meyerhof publicou novos valores para Ny [62]***, Estes valores
referidos nas colunas 7 e 8 no quadro (l.Il), sdo substancialmente
menores que os publicados pelo mesmo autor anteriormente. Meyerhof
depois de declarar que devido a dificuldades matemdticas naquela
altura (1955) os valores de Ny s6 poderiam ser obtidos por métodos
aproximados, faz a hipétese de que a cunha 4ABC (Fig. 3.2.b), tem faces
AC e BC planas e varia o angulo ¢ de modo a que ¢” seja minimo.

E vilida para as solucdes de Meyerhof a critica da solugio de Ter-
zaghi.

Mizuno [63]§ apresenta um grafico (Fig. 1.1.1I) donde se construiu
a coluna 9 do Quadro (1.II).

Admitindo que a cunha ABC (Fig. 3.2.b) tem forma triangular com
faces planas em que ¢ =x/4 +¢'/2 e =n/4—o¢'/2 e que na
zona de corte radial as tensdes derivam de um potencial (funcio de
Airy) Mizuno determina, por divisio da zona de corte radial em n

* 1948, p. 248.  ** 1951, p. 308. *** 1955, p. 231. § 1948, p. 48.
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sectores clementares e resolugdo de 8n - 2 equagdes lineares simul-
tineas, a directiz da superficie de deslizamento ¢ a distribui¢do das
tensdes nos planos radiais. Conhecidas as tensdes no plano BC e esta-
belecendo o equilibrio da cunha 4BC logo se determina q" e portanto Ny.

Também as duas primeiras hipéteses de Mizuno sio incorrectas
e a terceira discutivel.

Caquot e Kérisel [11 [21* apresentam valores de Ny, para trés
hipéteses distintas.

Na primeira hipdtese admitem que a base da fundagdo € lisa e que
as superficies de deslizamento partem do centro da base simétricamente
nos dois sentidos de refluéncia do solo. A zona de corte radial estende-
-se da linha AC a recta AD (Fig. 3.2.a) que faz um dngulo p =n/4 —
—¢'/2 com a horizontal. Os valores de Ny sio reproduzidos na co-
luna 10 do Quadro acima referido.

Na segunda hipétese Caquot e Kérisel admitem a base perfeita-
mente rugosa sendo as tensdes nas duas meias sapatas inclinadas de
¢’ sobre a vertical, mas em sentidos opostos. A ultima superficie de
deslizamento BC (Fig. 3.2.b) coincidiria com a base da fundacio.
Os valores de Ny sdo reproduzidos na coluna 11 do Quadro supra
indicado. Nesta solugio de Caquot e Kérisel ¢ incorrecta a hipotese
de que a 1ltima superficie de deslizamento radial coincide em toda a
sua extensdo com a base da sapata. O ponto C coincidiria com o ponto
O no centro da sapata e nele haveria discontinuidade nas tensdes
tangenciais, o que acarreta impossibilidade de satisfazer as equagdes
da estitica. Ndo se formaria a cunha triangular curva 4BC, o que ¢
contra a evidéncia tedrica e experimental.

Na terceira hipétese Caquot e Kérisel admitem que se forma uma
cunha ABC de solo em regime elastico que actua como fazendo parte
da fundagdo. O angulo ¢ seria de 74 +o'/2 e =7/4—¢'/2.

Os valores obtidos por Caquot e Kérisel nesta hipétese sio bas-
tante superiores aos das duas outras hipéteses. A razio & a de que na
terceira hipotese se supde interessado na resisténcia da sapata um vo-
lume de solo muito superior ao abrangido nas duas hipéteses ante-
riores, porquanto nessas hipéteses, por simetria, s meia sapata actua

* 1948, p. 273; 1953, p. 336; 1956, p. 386-388.
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de cada lado. A critica a esta solugdo de Caquot e Kérisel reside no
facto de que as faces da cunha eldstica ndo sio planas e dngulos Y e p
nio tém os valores acima indicados.

Uma solugdo recente para o problema em causa é apresentada por
Kopadzi [48]*. Aplicando o calculo das variagdes ao problema do
impulso passivo dum macigo terroso com peso contra um paramento
com uma dada inclinagdo sobre a vertical, Kopadzi particulariza a
solugdo encontrada para o caso duma fundagdio continua superficial.
Kopadzi como outros autores (v.g. Buissman, 1940), apesar de usar o
célculo das variagdes, s6 conseguiu obter uma solugiio analitica para
Ny num macigo com peso, admitindo que a superficie de deslisamento
na zona de corte radial tem por directriz uma espiral logaritmica e que
as faces AC e BC da cunha ABC (Figs. 2.2.a ¢ b) sdo planas e o
angulo ¢ tem o valor =/4 -+ '/2. Porém, como adiante se verd, num
maci¢o com peso as faces AC e BC sdo curvas e a superficie de desli-
samento na zona de corte radial no tem por directriz uma espiral,
mas uma curva que s6 se pode obter por métodos numéricos.

A férmula apresentada por Kopadzi para N+ é

, (I + 3seng’ + 2sen?p’) exp (3/2wtgo’) + (1 —2seng’) cose’
(I —seng’) (I + 8senZp’)

Ny=2sen¢

(6.2)

Esta férmula encontra-se tabelada no Quadro (1.II), juntamente
com a de Buissman e os valores referidos pelos outros autores. Embora
0 aspecto de (6.2) ndo seja andlogo & expressio de Buissman (5.2) nem
tenha sido igual a técnica da solugdo em ambos os casos, verifica-se
que os valores sdo praticamente iguais, o que niio admira por serem
também iguais as hipoteses de partida.

A férmula obtida por Kopadzi para N é

1 +seng’

7

N, =cotgo’

exp (rtgoe’) — 1 (7.2)
1 —sen : .

* 1961, p. 650.
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Esta expressio ¢ identicamente igual ao correspondente valor
contido na expressdo (2.2).

Biarez recentemente [4]*, usando fundamentalmente as hipéteses
do terceiro caso tratado por Caquot e Kérisel [11]** e antes referido,
estuda as variagdes da capacidade de carga duma fundacio de base
rugosa em fungdo do angulo das faces AC e BC (Fig. 3.2.b), supostas
planas, com a vertical. Tem aqui lugar, portanto, critica igual a
efectuada para a solugdo de Caquot e Kérisel.

O tratamento mais rigoroso que aparece na literatura para o equi-
librio limite duma fundacdo a superficie do macigo com peso ¢ o de
Lundgren e Mortensen [56]***, Estes autores definem a cunha eldstica
ABC pela condigdo de que no ponto C haja continuidade nas tangentes
as caracteristicas das duas metades do maci¢o. A curva BC ¢ a ul-
tima caracteristica radial que no ponto C satisfaz a condi¢io acima
indicada. Sdo assim satisfeitas as equagdes da estdtica e a condi¢io de
plasticidade de Mohr-Coulomb em todo o dominio plastificado. Estes
autores apresentam, no entanto, a solugdo sé para o caso de ¢’ = 300.
Recentemente Biarez [41§ fez o célculo para e’ = 26° e varios valores
da carga lateral.

38. Solugdes para o caso do maci¢o com peso. Caso geral

Os problemas representados na Fig. (3.2.a e b) abrangem como casos
particulares limites os problemas relativos a Fig. (2.2). Com efeito,
quando a razio p’/y'b é grande (v. g p’/y¥'b> 10, Mizuno, 1948)
as superficies de deslizamento aproximam-se das representadas na
Fig. (2.2), tornando-se rectilincas as arestas AC e BC, porque nesse
caso, por definicdo, a pressio lateral P’ ¢ grande relativamente ao peso
proprio do solo multiplicado pela largura b da base da fundacio.

Pelo contrério, se b & grande, sendo dai y’b grande em relagio a

p’, entdo a razio p’/¢'b € pequena e os problemas aproximam-se dos
duma fundagdo superficial.

* 1961, p. 176. ** 1953, p. 336, *** 1953 b 409-412. § 1961, p. 197.
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A capacidade de carga nos casos intermédios, representados pela
Fig. (3.2) € obtida pelos diferentes autores com excepgio de Lundgren
€ Mortensen (1953) e Biarez (1961) adicionando as capacidades de carga
do problema relativo a Fig. (2.2) ¢ a dada pela férmula (4.2). Assim

~ ’ ’ b ’
Q" =N +pN, -+ =Ny (1.2)

onde N, e N, sdo obtidos para vy’ =0 [egs. (2.2) e (3.2)] e Ny ¢ obtido
para p’ =c’ =0 [eq. (4.2)].

E evidente que nio sendo a superficie de deslizamento a mesma para
os dois casos (y' =0 e p’=c’ =0), ndo ¢ vélida a sobreposicio
indicada pela formula (7.2). ‘

E f4cil ver que para cada valor de p’/y'b > 0 o valor de Nv real,
serd maior que o obtido para p’/y’b =0 [férmula (7.2)]. Por outro
lado para cada valor p’/y'b < oo o valor de N, real, serd menor que
o obtido para p’/y'b = oo (y' =0), 0 qual é o usado na citada for-
mula. Daqui resulta que (7.2) nfo se afasta muito do valor real, dando
em qualquer os casos intermédios valores do lado da seguranca. Para
@’ =30°, Lundgren e Mortensen [ 56 ]* verificaram que o valor real
é 179 superior ao dado pela férmula (7.2) quando p’/y’'b = 0,40.
A direita e a esquerda deste valor as diferengas sio menores tornando-
-se nulas nos casos limites p’/y'b =0 e p’/y'b = oo, como seria
de esperar.

Se ndo se quizer adoptar a formula (7.2) com N, N, e Ny, dados
pelas formulas e grificos anteriores, havera que resolver o problema
nos casos intermédios por métodos numéricos rigorosos como os su-
geridos por Lundgren e Mortensen, Sokolovski [81]** ou por mé-
todos graficos «rigorosos» Josselin de Jong [25]***. Nos calculos
que se irdo efectuar usar-se-4 o método numérico de Sokolovski por
ser adaptavel ao uso do calculo automatico.

* 1953, p. 411, **1960. *k%k 1959,
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39. Contribui¢do da resisténcia das camadas superiores para a capa-
cidade de carga duma fundacio

Se o solo acima da base da fundagdo tiver caracteristicas de resis-
téncia semelhante ao solo que fica por debaixo, nio hd razio para que
ndo seja considerada a sua contribuigio para a capacidade de carga
da fundagdo. O problema foi tratado por Meyerhof nas hipdteses re-
presentadas na Fig. (4.2).

FIG.(4.2)

O caso representado na Fig, (4.2.2), com BC rectilineo refere-se a
um maci¢o sem peso e fundagdo a pequena profundidade. Meyerhof
substitui a cunha de solos B’BE por uma tensio normal p’; e uma
tensdo tangencial =, =<’), uniformemente distribuidas na superficie
BE e estaticamente equivalentes A resultante do peso préprio da cunha
B’BE de solos * e da reacgdo da parte enterrada do fuste B'B.

*

Meyerhof admite implicitamente que 0 macico sé nio tem peso abaixo
de BE.
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Obtidos assim p’, € 7, ficam definidos dois circulos de Mohr tan-
tentes a recta de Coulomb Fig. (5.2). Desses dois circulos deve tomar-
-se 0 que G4 tensdes de deslizamento mais altas porquanto, como ¢é
evidente, na cunha BDFE reina um equilibrio limite superior (estado
passivo de tensdo).

l_P, _119'0 P’xxo Qs
o

#1G.(5.2)

FIG.(8.2)

Definido o circulo de Mohr, poderd facilmente determinar-se as
tensdes p’; e 7, na faceta de deslizamento e bem assim o Angulo g que
essa faceta faz com a faceta BE conhecida, em fungdo de 74 ¢ ¢’ tam-
bém conhecidos. .

Com efeito € sabido que o ingulo P,Q,P, Fig. (5.2) ¢ igual ao an-
gulo ¢ de duas facetas cujos pontos representativos no diagrama de
Mohr sdo P, e P,.

Por outro lado, vé-se nessa figura que PyP'y ==, PP'1=1,
¢ o angulo P’Oi’OO tem o valor 2u + ¢,

Portanto,

7o = OPg cos (2p +¢") (8.2)
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e . 7, = OP, cos ¢’ 9.2)
mas, OP, = OP,

€ T =c¢ +p’itge’

e dai, por substitui¢io se tem:

, Tg COS @’
cos (2 +¢7) = _ 050

e (10.2)
¢ +p'ytge

Nesta férmula poderemos substituir ainda =, pela expressio

To =m(c" +p'ytge’) (11.2)

m serd, assim um pardmetro que define o grau ce mobilizagdo da
resisténcia ao corte do solo ao longo de BE.
Vird entdo

m(c’ + p'ytge’)cose’
¢ +pitge’

cos (2u + ') = (12.2)

Fazendo m =0 em (12.2), isto ¢, admitindo que € nula a tensio de
corte ao longo de BE, conclui-se que p —=/4 —o¢'/2.

Quando m =1 a superficie BE é uma superficie de escorregamento
e consequentemente confunde-se com BD, serd entiio @ =0,

Da (Fig. 5.2) tira-se ainda

oP'y = 613(Lsen Qu 40"
6p,1 = OT’] sen (PI

Atendendo a que OP, =OP, ¢ que OP’'y— OP’, —p’, —p
e ainda a que OP, = ¢ +p'rtge’
cos o’
teremos

¢+ Py tge

P1—Ppo= - coso’ sen (2u + ') — sen o (13.2)
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As equagoes (12.2) e (13.2) definem a tensfio p’, e o angulo p logo
que sejam conhecidos os outros pardmetros p’q, m, ¢’ ¢ ¢’. Serd, por-
tanto, conhecida a posigdo de BD em relagdo a BE e a tensdo de corte
=, =¢' 4+ p’;tge’ na faceta BD.

Se for conhecido o Angulo CBD = 0, a tensdo de corte ao longo
de BC serd dada por [ 61 ]*

', =(c" +p'itge)exp(20tge’) (14.2)

Como BC ¢ também uma faceta de deslizamento

’

vem p', = (7', —c’) cotge’ (15.2)

Conhecidas as tensdes normal p’, e tangencial =’ ao longo de CB
e arbitrado o Angulo ABC =1, a tensdo limite g’ na base da sapata
logo se obtém estabelecendo as equagdes de equilibrio da cunha 4ABC**
(Fig. 6.2).

Vird q' =p', +,tgd (16..2)
Atendendo a (15.2) sera ainda
c—l’ =7’ (cotg e’ + tgd) —c'cotg e’ (17.2)
E ainda (4.2)
q' = +pitgp)exp(20tgy) (cotgy’ + tgy) — c'cotge’  (18.2)

Das equacdes (12.2) e (13.2) obtém-se apos algumas transformagdes
a expressdo seguinte:

) ’ PPN ' ’ ’
¢ pitge’ — c’'cos®e’ + p'ycosp’sen (19
P8¢ P ; . ;
cos?p’ —[sen 2u +¢') —sen¢’] sen¢g

* Meyerhof, 1951, p. 305.
**  Meyerhof considera a cunha ABC como parte integrante da fundagio o
que $6 se verificaria sendo a base rugosa.
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Introduzindo esta expressio na equagdo (18.2) simplificando e sepa-
rando, vem finalmente

& — o cotge | NEOST (cotge’ + gD exp @ 0tee) |
I —seno’sen 2u +9)

seno’ coso’ (cotge’ 4+ tgd)exp (2 0tgo’) 20.2)
1 —sene¢’sen 2u + ¢) '

‘*‘p’o[

Esta expressdo € mais geral que a estabelecida por Meyerhof e coin-
cide com ela no caso particular ¥ ==/4 4 ¢’/2 implicito na dedugio

de Meyerhof.
Vejamos agora como poderd ser determinado o angulo 6 conhecidas

a largura b e a profundidade /4 da fundagio e arbitrado o angulo .
Sera 0=n—¢+ag—p. (21.2)

Porém, o ¢ fungio de b, A, 0, ¢ e u como se vai ver.
Deduz-se da (Fig. 4.2.a) que

c—_°
2cos ¥

Por outro lado sendo a curva CD uma espiral logaritmica como
sempre acontece quando se considera o maci¢o sem peso, vem por
defini¢do:

exp (Otg ¢"). (22.2)

2cos?

No tridngulo BDEB sdo portanto conhecidos o lado BD e os an-
gulos BED ==/2—9"—yu e BDE ==/2 +¢'. Serd, pois
BD . BE
sen (/2 —o'—up)  sen(x/2 +9)
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Vira, portanto, sucessivamente

[ T2 4o’ — 4
LRy W— |
sen(n/2—9¢"—u)  —cose’ cosu + seno’ sen
- BD
BE= =~ (32
cos (u +¢°)
Por outro lado h = BE sena,, (24.2)

Substituindo (22.2) em (23.2) e o resultado em (24.2) obtém-se

__bsen «ycose’ exp (Otge)
2coscos (u +0')

h

(25.2)

Temos em (25.2) e (21.2) duas equagdes a duas incdgnitas 0 e o,
visto que os restantes pardmetros sfio conhecidos*.
Se for & =0 (fundagdo superficial), entio «, =0 e portanto

0=m—d¢—up

Supondo p =n/4 —¢'/2 (m =0) e ¢ =n/4 +0¢'/2 temos
0 =mn/2. Substituindo estes trés valores em (20.2), obtém-se (2.2)**,
como seria de esperar.

Por outro lado, tomando p=x/4—0"/2(m =0) e ¢ —=¢’
(base rugosa segundo Terzaghi) vem 0 = 3/47—¢’/2. Substituindo
os trés valores em (20.2) obtém-se (3.2).

A certa profundidade a superficie de deslisamento BE ji nio atinge
a superficie livre B"E (Fig. 4.2.b). Para esse caso (fundagiio profunda)
®y ==7/2 e portanto

0=3/2r—{—u (26.2)

* h, be ¢’ sio dados, ¢ ¢ arbitrado e u é deduzido das equagdes (12.2) e (13.2).

**  Meyerhof (1951) calcula a capacidade de carga da fundagio a partir das reac-

¢0es do solo nas faces BC e AC da cunha ABC. Admite, portanto, implicitamente

que a base da fundagio ¢ rugosa. Se a base fosse lisa a cunha de solos ABC também

plastificaria, mas neste caso o volume total de solo plastificado (Fig. 2.2 a) seria
menor.
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Se o fuste for liso e a base rugosa ter-se-d p =x/4 —9'/2 (m =0
em 12.2) e  =n/4 + /2, ¢ serd entdo O —=. Se o fuste e a base forem
rugosos, ter-se-d u =0(m=1) e ¢ =n/4d+¢'/2 e portanto
0=5/4r—q’/2.

Substituindo estes valores de y, ¢ e 0 em (25.2) obtém-se para cada
uma destas hipéteses a altura h’ = BE’ do bolbo em estado pléstico
acima da base da fundagio.

Substituindo esses mesmos valores em (20.2) obtém-se para cada
uma das hipéteses citadas a carga limite q

A expressdo (20.2) tem a conhecida forma

q’ =c'N, -+ PN, (27.2)
onde
N, — cotg’ sen¢’cos ¢’ (cotg e’ + tgd) exp (2 0 tgo’) 1 (28.2)
1l —sene’sen 2 + o)
e
N, — seng’cos ¢’ (cotgp’ + tg ) exp (2 OE@ (292)

I —seno’sen (2p +¢)

Tomando ¢ =w/4 - ¢’/2 e fazendo sucessivamente w=mu/4—0'/2
(m=0) e up=0(m =1), obter-se-d0 para cada valor de a4* com-
preendido entre 0 (fundagdo superficial) e 7/2 (fundacio profunda)
ou entre 0 e — /2 (ensaio de compressio simples), os valores de N,
e N, em fundagdo do 4ngulo de atrito ¢’, os quais s3o apresentados
nas Figs. (7.2) e (8.2) [61] **.

* ao define, através de (25.2), a razio h[b entre a profundidade ¢ a largura da
fundagio.

** Meyerhof, 1951, p. 306.
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A parte as variagbes que os factores N, e N, podem apresentar
por virtude das diferentes hipéSteses que se podem fazer icerca de p,
o factor mais preponderante na determinacio da carga limite q, é
a pressdo lateral p’,. Esta pressdo depende fundamentalmente do aperto
das terras de encontro ao fuste, o qual pode criar um estado de tensdo
variando entre o estado activo e o estado passivo, fornecendo esses
estados valores de p’, que para o caso por exemplo de ¢’ = 30°, estdio
entre si na razio de 1:9. Esta grande amplitude de resultados possiveis
levou autores como De Beer e Wallays [24]* a afirmagdes tais como
a seguinte:

«Comme malgré tout Iétat des contraintes le long du fut
n’est pas exactement connu, lextréme sensibilité de Ia formule
indique la quasi impossibilité de determiner avec un degré d’éxac-
titude raisonable la force portante limite d’un pieu a partir
d’une formule. Seuls des essais directs, notamment des essais
de pénétration, peuvent nous renseigner i ce suget»,

E fécil ver que o valor de P'o, MO caso de «, =n/2 (fundagio pro-
funda), de aderéncia nula entre o solo ¢ o fuste e sendo m =0, ¢ dado

por p'o =K<+ (h—h'/2) (30.2)

onde

K ¢ o coeficiente de impulso de terras contra o fuste,
h € a profundidade da base da fundagiio,

h' ¢ a altura do bolbo plastificado dada por (25.2),
v’ a densidade aparente do solo.

Se por exemplo ¢’ =30° K varia entre K,=1/3 g K, =3,
como ja se frisou. Meyerhof aconselha tomar K =0,5 para solos nio
compactos ¢ K = 1,0 para solos compactos. Estes valores parecem
estar do lado da seguranca, pois como se acaba de Ver, mesmo para
angulos de atrito baixos (fraca compacidade) o méximo valor de K

* 1955, p. 24,

78 —




sugerido por Meyerhof é a terca parte do maximo tedricamente possi-
vel. Tomando K = 1,0 os valores de carga limite duma fundagio pro-
funda, calculada a4 Meyerhof estdo em geral bastante acima dos indicados
por outros autores, o que nio admira por considerar Meyerhof que
os solos acima da base da fundagfio sdo interessados na capacidade
de carga desta. Serd, portanto, de interesse verificar qual a ordem de
grandeza do encastramento minimo da fundagdo na camada resistente
para que tenha lugar a hipdtese de fundagdo profunda. Tomando por
exemplo ¢ =30° supondo ¢ =mw/4—¢'/2 e b =wn/449¢/2
(fuste liso) a férmula (25.2) da 5= 10,62.  Quer dizer nas con-
di¢des apontadas para se obter a resistdncia prevista por Meyerhof a
fundagfio teria de estar encastrada no solo resistente uma distdncia
de cerca de dez vezes a largura da base. Se a camada resistente ndo tiver
bastante espessura a hipotese de Meyerhof de fundagdo profunda ndo
podera ser aplicada. Haveria entdo que tomar o valor de «, correspon-
dente 3 possanca de solos resistentes acima da base da fundagio e tomar
os restantes apenas como peso morto.

Considere-se agora a contribui¢io do peso préprio dos solos para
a capacidade de carga da fundagio. Meyerhof, como a maioria dos
autores, considera a carga limite da fundagio para o caso geral, igual a
soma das cargas limites obtidas para as duas condigdes extremas:

¢ e pouy#0 e v =0 (macigo sem peso) e
¢ =py=0 e <+ #0 (macigo n3o coesivo, sem carga na
superficie divre»).

A carga limite da fundagdo teria entdo por expressio
Py i ’ ’ b ’
q" =¢'N, 4+ p'oN; + 5 ¥'Ny (31.2)

Os factores N, e N, sio os dados pelas equagdes (28.2) e (29.2)
respectivamente, em fungdo de p, ¢, 0 e ¢’. Fixados ¢ e ¢, por questdes
de rugosidade na base e na superficie «ivre equivalente», vem 0, fun-
¢do de o, isto ¢, em fungdio da profundidade relativa da fundagio.
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Meyerhof considera ¢ ==/4 +¢'/2 e faz sucessivamente y —x/4 —
—9/2 (m=0) e u=0(m=1) quer na obtengio de N, e N,
quer na de Ny. Além destas hipéteses e da condigdo p’y = 7, — 0 na
superficie livre equivalente BE (Fig. 4.2), Meyerhof fez mais as seguintes
hipéteses para obter Nvy:

a) A face BC da cunha ABCA é plana;

b) A directriz da superficie de escorregamento CD é uma
espiral logaritmica de equagdo r =r, exp. (0tge’) com origem
no ponto C (conhecido) e fim no ponto D sobre a recta BD
(conhecida);

¢) O centro da espiral O é escolhido por tentativas de forma
a que o impulso P', na face BC seja minimo;

d) O tridngulo BEDB é isésceles, sendo DBE — BED.

Meyerhof calcula o valor P’ estabelecendo o equilibrio de mo-
mentos de P’ e das forgas relativas ao peso do volume de solos
BCDEB, em relagdo ao centro O da espiral. As forgas distribuidas ao
longo do arco de espiral CD ndo produzem momentos porque passam,
por defini¢do, pelo centro O.

Conhecido P’, em BC e por simetria em AC, o valor da carga li-
mite g" obtém-se do equilibrio da cunha ABCA, considerando o seu
peso proprio

, b |4 P/ sen(z/4 +0'/2)

ST e V284 972, (32.2)

Q' =v
¥'b?

__ 4P’ sen(n/4 4+ ¢'/2)
Ny = P g ey (332)

Ny assim calculado ¢ representado na (Fig. 9.2).
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As hipéteses de Meyerhof contém algumas aproximagdes e incon-
sisténcias que convém referir:

a) A face BC da cunha ABCA é curva e ndo plana. No
entanto, esta aproximagio introduziria pequeno erro se o 4n-
gulo ¢ = ABC fosse correcto. Terzaghi [83 ]* toma ¢ =¢’,
Meyerhof [ 61 ]** toma ¢ ==/4 +¢'/2. Lundgren e Mor-
tensen [ 56 1*** mostraram que BC € curva e ¢ € varidvel con-
soante a razdo y'b/p’, podendo para valores elevados desse
cociente haver plastificagio total nas vizinhangas dos bordos
da fundagio e a zona eldstica restringir-se a uma pequena
cunha nas vizinhangas do centro da base da fundagdo. Como,
no entanto, tanto Terzaghi (que admite a base rugosa) como
Lundgren e Mortensen encontraram valores da carga limite

* 1943, p. 125. ** 1951, p. 306. *rr 1953, p. 410.
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inferiores aos de Meyerhof, esse autor em 1955 reviu a sua teo-
ria para o cdlculo de Ny mantendo BC plana, mas determi-
nando ¢ pela condi¢do de ser

' L’ !
Ny — 4Ppcos(w %’) . tgd (4.2)
v'b? 2

minimo a respeito de ¢. (34.2) como (33.2) deduz-se do equili-
brio da cunha ABCA (peso préprio incluido). O autor obteve,
entdo, valores sensivelmente inferiores aos de 1951, sendo
aproximadamente ¢ = 1,2¢’.

Meyerhof [ 62 J*, no entanto, sugere a férmula geral:

b =n/4 +¢'/2—1/2 [8 + arcsen (Sgli” (35.2)
seng

onde 0 < 8 < ¢’ seria o angulo de atrito entre a base e o solo.
Esta férmula ¢ inconsistente porquanto quando a base fosse
lisa (3 =0), tomar-se-ia a figura da rotura correspondente ao
caso da base rugosa e macico sem peso.

Note-se, que a correcgiio apresentada por Meyerhof em 1955
se refere apenas ao caso «, =0 (fundagdo superficial). O autor
sugere, no entanto, que quando a razdo A/b entre a profundi-
dade e a largura da fundacdo for menor que 1 se usem para
Ny graficos da Fig. (10.2), que apresenta para fundagio super-
ficial, e se admita para N, e N, valores calculados «@ Terzaghi,
isto €, admitindo nula a resisténcia dos solos acima da funda-
¢do (p’o=p =v'h) e & —==/4 +¢’/2. Este procedimento
leva a novas inconsisténcias pois se toma Y =1,2¢’ para o
célculo de Ny (Fig. 10.2) e ¢ =7/4 +¢'/2 para o de N.e N,
quando os trés valores teriam de corresponder & mesma super-
ficie de escorregamento;

1955, p. 42-43.




b) Como o provaram Lundgren e Mortensen [ 56 J* ¢ Soko-
lovski [80]** a superficie CD (Fig. 4.2.a) ndo tem por direc-
triz uma espiral logaritmica no caso v’ # 0. Além disso como
Meyerhof determina um centro para a espiral que estd fora de
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B, em geral fora da recta BD, AC ndo é tangente A espiral em
C, nem DE em D, resultando dai um trabalho de deformacio
interna, incompativel com o principio de trabalho minimo a
que deve obedecer o equilibrio limite do macigo;

c) De Beer e Wallays [24 ]*** mostraram como & estati-
camente impossivel Aque o tridngulo BEDB seja isdsceles excepto
quando «, = 0. E também evidente que com as hipGteses postas
por Meyerhof para o célculo de Ny o ponto E pode nio ficar
a superficie do terreno, como devia.

* 1953, p. 410. **1960. w1955, p. 42-43.
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Os comentdrios que se acabam de fazer as hipéteses de Meyerhof
para o célculo de Ny, no caso da fundagio superficial ou a pequena
profundidade tém cabimento no caso de fundagiio profunda, repre-
sentado na (Fig. 4.2.b). Simplesmente, nesse caso o chamado «termo
de superficie» Ny, tem valores muito pequenos quando comparados
com N e N, e, portanto, as aproximagdes feitas pouco pesam na carga
limite calculada para a fundacio.

Apesar das criticas que acabamos de formular a solugio de Meyerhof
tem o mérito de considerar a resisténcia prépria das camadas de solo
acima da base da fundacdo, as quais 0s outros autores consideram
apenas como peso morto. Além disso como j4 se viu grande parte dessas
inconsisténcias &, também vélida para as teorias de Caquot e Terzaghi.
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CAPITULO III

0 PROBLEMA ESPECIFICO

40. Particularizagdo das equagdes gerais

Na (Fig. 1.1) do Capitulo I representdmos as tracgdes como tensdes
positivas seguindo a regra geral na mecanica dos meios continuos.
Contudo, nos macigos terrosos predominam as compressdes sendo por
isso natural que se adoptem convengdes contrdrias as representadas
naquela figura.

Para fixar ideias representam-se na (Fig. 1.3) as novas convengdes
que passamos a discriminar:

=G-U.3)
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Seja o;; uma componente da tensdo actuando numa faceta normal
ao eixo dos i e tendo a direcgdo j. Convenciona-se que serd o; >0
quando o sentido de o;; € 0 oposto ao sentido positivo do eixo j, apon-
tando a normal exterior 4 faceta no sentido positivo do eixo i, ou
ainda o;; > 0 quando o sentido de o;; ¢ igual ao sentido positivo do
eixo j, apontando a normal exterior a faceta no sentido oposto ao
sentido positivo do eixo /.

Serd o;; < 0 nos casos contrarios.

Na (Fig. 1.3) representam-se os o;; positivos. As tensdes <
€ T, Serdo oy nos quais i # j.

O tensor o; € um tensor simétrico como ja se viu no Capitulo I.

}
Entdo a equacdo (16.1) toma para este caso a forma desenvolvida

Xy? Tyz

Oxx —— O Tyx Tx
Tyy Oy —C Tay =0. (1.3)
| Txz Tyz Gz O

Definindo equilibrio plano como o equilibrio duma massa pris-
matica sob a acgdio de forgas normais as generatrizes do prisma uni-
formemente distribuidas ao longo do comprimento, sera

xz = Ty, =0, (2.3)

Se o eixo dos zz se tomar paralelo is generatrizes do prisma, subs-
tituindo (2.3) em (1.3) vem

(GZZ - 6)

(3.3)

T G,,— G

As trés raizes da equagio (3.3) sdo as trés tensdes principais. Resol-
vendo (3.3) obtém-se para elas as expressdes:

]

S Oyx — Gyy \ 2 .1 1/2
o { =1/2 (0)x + 0,)) + K "T) + 1y ] / (4.3)

e Gy = 0, (5.3)
com 015 6, 065 . (6.3)
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A componente o, da tensdo segundo a normal a certa faceta, cuja
normal exterior tem por cosenos directores ¢;, ¢, € c3, estd relacionada
com as tensdes principais pela expressdo

6, = 61C1% + 6,C,% + o537 (26.1)

como ja se viu.
E também se viu que a componente tangencial s, se pode tirar de

2 o 222 2. 2 20 2.
Opt” = Tp® ==01°C;* + 0,%°C,* + o3%Cs

; — (61,2 + 65C,% + 65¢5%)2 7.0
ou seja
T2, + o%,, = 6,52 + 0,%c,? + aj%cs? (7.3)
com
24 c24ct=1 8.3)

Das equagdes (26.1), (7.3) ¢ (8.3) obtém-se, resolvendo em ordem
a ;% c,% e c4?, as equagdes

c,2 — (Gnn - 62) (cnn - 63) + Tznt (9 3)
' (61 —03) (61— 03) .
022 _ (Gnn - O-3) (Gnn - 0-1) + Tznt (103)
(6;,— a3) (6, —0y)
J— J— -2
C32 — (Gnn Gl) (Gnn 62) + ' nt (113)

(63— 0y) (65— 03)

Como os segundos membros de (9.3) a (11.3) t&m de ser positivos
e como por hipdtese o, = 6, = o5, terdo de verificar-se as desigual-
dades

(Gpn —62) (G —03) + 7%, 5 0 (12.3)
(Opg — 03) (pn—01) + 7%, <0 (13.3)
(6 — 01) (Opq—02) + 7% +50 (14.3)
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ou seja, depois de transformadas,

[ 60— 1/2 (65 + 65) 12 + 12, S 1/4 (5, — o) (15.3)
[0 — 1/2 (03 4 6) |2 + 2%, = 1/4 (05— o)) (16.3)
[6mn—1/2 (0, + 0) 2 + 72, = 1/4 (5, — 5,)?

(17.3)

E evidente que os pontos que satisfazem simultineamente as trés
desigualdades (15.3) a (17.3) s3o os dos tridngulos curvilineos som-
breados na (Fig. 2.3).

Tar Tt
ﬂﬂﬂﬂw \ Onn c’ o
3% |9 BRI o P E
%3 : l oy o, ——+
FIG.(2.3) FIG.(3.3)

No caso do equilibrio limite o maior dos circulos da (Fig. 2.3),
circulos de Mohr, serd tangente a recta de Coulomb (Fig. 3.3).

41.

As equagdes de equilibrio no plano xy. Introduc¢de das tensges
neutras

Do equilibrio dum paralelipipedo elementar deduzem-se sob forma
geral as equagdes (21.1), que segundo as novas convengdes se escrevem

O Iy T
éx dy dz ‘X
d< do d<
S Ty Ty
ax oy | dz 'Y (18.3)
Ty T 00
ox dy dz ‘




onde v',, Y’y € Y', s80 as componentes do peso especifico nas direcgdes
dos eixos dos xx, dos yy e dos zz, respectivamente.
No caso particular do equilibrio limite no plano as equagdes (18.3)

tomam a forma

x4 STy
dx é *
y (19.3)
d‘rxy I dcyy o
dx dy T
Visto que t,, = 7,, (19.3) constitui um sistema de duas equagdes

diferenciais a trés incognitas (s,,, o,, € t,). Porém, adicionando a
(19.3) a condigdo de plasticidade de Mohr-Coulomb o problema fica
estaticamente determinado como ja se tinha visto (pag. 48). A condi-
¢do de Mohr-Coulomb em termos de o, o, € 7,, obtém-se do modo

seguinte:

T

F16.(43)

FIG.(5.3)
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Seja A'P'B’ (Fig. 4.3) o circulo de Mohr em termos de tensdes
totais a que corresponde o circulo APB em termos de tensdes efectivas.
Sejam o, € 7, as coordenadas do ponto P’ correspondente ao ponto
P de contacto de Mohr em termos de tensGes efectivas com a recta

de Mohr-Coulomb.
Vé-se da (Fig. 4.3) que em termos de tensdes totais

6un = 1/2 (61 + 63) + 1/2 (6, — 03) cos2w (20.3)

— 1/2 (6, — 63) sen2e (21.3)

=
Procurando o « que torna mdxima a diferenca

]'Tnt ! _(Gnn + GIO) tgcpl =

1
1

= [(o,—o03) sen Quw—¢’)—sen¢’ (o, 4 a5 + 26"y), (22.3)

~ ’
2cos @

encontra-se 2w = — 2u, onde 2p =mw/2 —¢o’ (23.3)
que define a posigdo da faceta de escorregamento.

Na expressio (22.3) 6’y =c'cotge’ —u, (24.3)
onde u é a pressdo neutra.

Conclui-se de (23.3) que a faceta de escorregamento forma com a
faceta onde actua a maior tensio principal ¢;, um angulo =/2 — 1 ou
seja um angulo p com o vector representativo da propria tensdo. Do
circulo de Mohr verifica-se que ha dois angulos que podem verificar
essa condi¢do e que podem ser designados por + .

Substituindo os valores encontrados para o (23.3) nas equacgdes
(20.3) e (21.3) obtém-se

( <ynn)rot = 1/2 (61 + G-3) - 1/2 (0‘1 _ 53) sen CP/ (25.3)
(Tnt)rot = 1/2 (Gl - 0'3) cos (19’ : (263)
(Gnndror = 1/2[ 0y (1 —sen9’) + o5 (1 + seng’) | (27.3)
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De (25.3) e (26.3) e da condicdo de plasticidade de Mohr-Coulomb

(Taddror = (Gun + 0'0) 1O’ (28.3)
tira-se a relagdo

seng’

1/2 (6, — 63) = (6, & 654 26"y). (29.3)

Substituindo em (29.3) os valores de o, € o5 pelos seus valores (4.3)
obtém-se a condi¢do de plasticidade de Mohr-Coulomb em termos de
G

o Tyy € Tyy'

. _ 2 . A 2
(T> R (—}—« +o0) G0y

expressdo idéntica a (113.1) quando as tensGes neutras sdo nulas.

12. Relagdes entre as tensdes o (i, j = x, y), a tensdo efectiva
média o’ € o dngulo. @ da tensdio principal maxima com o eixo
dos xx

Seja x,y (Fig. 5.3) um sistema cartesiano de referéncia. As tensdes
num ponto qualquer do macigo a respeito deste sistema serdo o,
o,y € T,, = g, = o, com as convengdes de sinais antes citadas.

Tome-se um outro sistema também ortogonal n,f em que o eixo dos
nn esteja rodado de o, [«, positivo quando tenha o sentido indicado
na Fig. (5.3)] em relagdo ao eixo dos xx.

O circulo de Mohr dd para férmulas de transformacio

G"“} = Ixx —2+_ Ty 4 xx ; %yy cos2uy -+ T,,8en2u, (31.3)

T =— 1/2 (6, — ny) sena, + T,yC0820t,. (32.3)
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Sejam 1,3 os eixos principais no ponto de macigo cujo estado de
tensdo se considera. Seja @ o dngulo que o eixo na direcgdo do qual
actua a tensdo principal madxima o,, faz com o eixo dos xx. Entio,
por conveniente mudanga de notagdo obtém-se das férmulas gerais
(31.3) e (32.3)

cos2 @ (33.3)

o | __ 01+ 03 61— 03
J- e

G}’ y

Gy —— 03

=5 sen2 @ . ' (34.3)

Ty
Faga-se

. c,l + IG3
6 =

+ C/cotgq’:: 531 + O3

: oy (35.3)

Introduzindo (29.3) e (35.3) em (33.3) ¢ (34.3), obtém-se

Fxx } =o' (1 £ seng’cos2 ®) — g’y , (36.3)

Oyy

Ty =0'seng’sen2 @ (37.3)

Xy

43. Redugdo do problema a um sistema de duas equagdes diferenciais
de tipo hiperbdlico. O gradiente das tensdes neutras como forga
de massa

Das equagées (36.3) e (37.3) tira-se

d do’ g ’
Oxx %9 (1 -+ seng’cos2®) — 26'sen ¢’sen2 G g —_ d_ﬂ’ .
dx Ch'¢ ox dx
dc)’y do, ’ ’ dQ) dclo
S = 5 (I —seng'cos2 @) + 2s'sengp’sern2d — — 0,
dy dy dy dy

dey dg’ @

x = o seng’sen2® + 2q’cos2 @ i

dt de’ d

¥ — 2% sen ¢’sen2 ® + 20'cos2 @ 2
9y  dy dy
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Substituindo estes valores nas equagdes (19.3) e atendendo a que

da’y du do’y Ju
V=" e —2=__,vem
ax dx dy dy
do’ <D
o (1 + sen ¢'cos2®) — 2s'sen ¢'sen2d o +

i do’ ) , © b o du
W (sen ¢’sen2 @) + 2¢'cos2 d_y— Y x ax
do’ L1
—-— sene’sen2® + 26’ cos2® — +
dx dx
+ dcl ’ ’ ’ d(D du
d_y (1 —sen¢’cos2®) + 26'sene’sen2 ® 5; =y, — @ .

(38.3)

No sistema de equagdes (38.3) ¢’ € uma tensdo efectiva e ® o ingulo
que faz o eixo principal de o, com o eixo dos xx. Como a tensdo neutra
nfo altera a posi¢do dos eixos principais ® é também o dngulo que faz
o eixo de ¢’ com o eixo dos xx. Vé-se, portanto, que o efeito das tensGes
neutras nio € mais do que o de deduzir o peso proprio do macigo atra-

vés do gradiente dessas tensdes.

Se nas equagdes do sistema (19.3) fizermos o, =o', + u;

o, =0"y, +U €& 7T, =7, O sistema fica escrito em termos de
tensdes efectivas.
Viria
d':”)(x dT’yx ’ du
_ —
dx dy * dx
(39.3)
87y do’y, , du
,,,,,, T == \( —_—
dx dy Yoy
com
’J,X I GI 2 ’ + cI
( - Ly) + ='%,, =sen?o¢’ <~ﬁ s H’) , (30.3)

H’ =c'cotgo’.
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Se a condi¢do de plasticidade e todas as outras equagdes se escre-
verem em termos de tensdes efectivas, obter-se-4 exactamente o mesmo
sistema (38.3) em termos de ¢’ ¢ ® 0 que nfio nos deve admirar visto
que um tensor esférico u adicionado (ou subtraido) ao maci¢o nio
altera as direcgSes das tensdes principais.

Fazendo

cotgo’ ¢’
L= 5 log, — (40.3)

g

onde ¢® ¢ uma constante arbitriria com as dimensdes duma tensio.

dy d ! do’
Calculando i3 e *X, resolvendo em ordem a - e 22 e substi-
dx dy dx dy
tuindo em (38.3) obtém-se
. dy , 9y
(I +seng’cos2®) _~ 4 seng’sen2 @ _~. —
dx dy
el e[} !
—cose’ {sen2d — —cos2d | = cotgcp_ &'i— —di
dx dy 26’ dax

, . Sy
(sen ¢’sen2 @) ox T (I —seng’cos2 d) By +

d ’
-+ coso’ (cos2(D _q_) -+ sen2 @ :3(_1)) — Coﬁq’<y'y_ i‘i)

dx dy 26; dy
. du du
Supondo as derivadas % e —d§ fungdes de x e y conhecidas,

como ¢’ se exprime em funcdo de 7 (41.3) constitui um sistema de
duas equagdes diferenciais a duas fungdes desconhecidas % (x, »)
e d (x, y).

O sistema (41.3) pode ainda simplificar-se fazendo

E=y7+0
=y — (43.3)
. 2y =E+4n
ou s¢ja 20 —F—q (42.3)
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T ¢
Sendo _—— (23.3

BTy 2 )
multiplicando a primeira das equagbes (41.3) por sen (® —yu) [ou
sen (P + u)] e a segunda por —cos (@ —p) ou [—cos(® + )] e
adicionando vem

J d
D rg@—p L —A
dy

dx

oF oF (44.3)
— +tg(@+w -~ =B

ox dy

com

, du , du
A (Yx—~—>Sen(q):}:u)——(*{y——)cos((bip)
} Y % dy 45.3)
2 g'sen¢’cos (@ F p)

Pode demonstrar-se [79]* que o sistema (44.3) de equacoes diferen-
ciais é do tipo hiperbélico, isto ¢, existem duas familias de curvas reais
(caracteristicas) ao longo das quais o sistema (44.3) e outro constituido
pelas diferenciais totais das fun¢des & e v, fornecem valores indeter-

‘ . dE  dE  dq oy
minados para as quatro derivadas — s — » — € - Nesse caso
dx dy ax dy
E e n serdo fungdes das caracteristicas

a(X,y)=k; e B(xy =k, da forma
H-rlatnl=elsen]. 6.3

Isto quer dizer que ao longo das caracteristicas tanto £ como de v
sdo fungdes apenas dos valores pelos quais vai passando outra familia
de caracteristicas. .

No caso presente uma primeira familia de caracteristicas (B) € de-
terminada pelas equagdes

dy _ tg (O — w), A (47.3)
dx dx

* Sokolnikof, 1958, p. 504-521.
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A segunda familia («) € determinada por

d d
Y@+ =B (48.3)
dx dx

44. Redugdo do sistema a forma canoénica

O sistema de equagdes (47.3) e (48.3) € equivalente ao sistema ini-
cial (44.3) e pode ser reduzido a chamada forma canénica. Com efeito,
ao longo de cada caracteristica 8, v sera fung¢do apenas de «, bem como
das coordenadas x e y.

Entdo (47.3) toma a forma

dy dx o) gx
— =tg(®—p)-—— e —L=A " 49.3
da e( ®) da da de ( )

Analogamente ao longo de cada caracteristica o, £ serd apenas
fungdo de P e bem assim as coordenadas x e y.
Entdo:
dy dE ax

dx
= (] — PR
58 tg ( +g) 58 € B

n m (50.3)

45. Resolu¢do do sistema por métodos numéricos. As férmulas de
recorréncia para os trés problemas fundamentais

Se 4 e B ndo forem ambos nulos o sistema de equagdes diferenciais
(49.3) e (50.3) sé podera resolver-se em geral por métodos numéricos
[80]*. Na resolugdo numérica do sistema determinam-se as incégnitas
x, y, £ e 7 num dado ponto a partir do conhecimento dos valores das
mesmas incognitas conhecidas em dois pontos vizinhos 1 e 2. As deri-

.. 9x dy dE . o
vadas parciais , , — » © — sd0 substituidas pelas diferengas
da da ca da

finitas equivalentes

* Sokolovski, op. cit. p. 30.
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X“—X1 Y—w E—&, N—"M

Ax Ax Ax Aw.

O mesmo em relagdo a B.
O sistema (49.3) e (50.3) toma entdo a forma

y—y1=(x—x1)tg((l>1——p.) ¢ "’1_‘7]1=(X—‘X1)A1
Y_Y2:(X~x2)tg(q’2 + ) ¢ E—E =(x—x)B;

ou seja

x=X1tg(®1—9)_}’1—‘xztg(®2+H) + ¥
tg (O, —w) —tg (@, + 1) (51.3)
y=Y2+(X'—X2)tg((D2_P~)

=" + & —x) A

52.3
E=E& +(x—xy)B, . ( )

H4 trés tipos de problemas gerais a resolver.

No primeiro sdo dados os valores de X, y, £ e n ao longo do arco
BD do plano («, ). Nessas condigdes demonstra-se que 0s valores das
ditas incégnitas sio determindveis no tridngulo BCD.

Divida-se o arco BD em vdrios segmentos ¢ estabelega-se a rede
indicada na (Fig. 6.3).

»)

ol
2IG.(&.3) FIG.(73)

As relagdes de recorréncias (51.3) e (52.3) permitir-nos-ao preencher
o quadro da (Fig. 7.3).
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No segundo problema os valores de x, y, £ € 4 sdo dados ao longo
das caracteristicas AB e AD do plano (o, p). Os valores das incdgnitas
sdo entdo determinados em todo o rectingulo (4BCDA).

Estabelega-se a rede de pontos da (Fig. 8.3).

w
Ry

. D C
FIG.(8.-3) FiG.(9.3)

Também pelas férmulas de recorréncia (51.3) e (52.3) se podem
determinar os valores de x, y, £ ¢ n no interior do rectingulo e assim
preencher o quadro da (Fig. 9.3).

No terceiro problema ao longo do segmento de caracteristicas AB
(Fig. 10.3) ou AD (Fig. 12.3) sdo dados os valores de x, y, £ e v ¢ ao

A 8
e c'c
-
A P
A B
o < c’
Fic.(10.3) = FIG.(11.3)
AG
D c
Cl

A >
°l me.(23) =

longo do arco AC’ as relagdes y=mx-+n ou x=— e
® = = const. (53.3)

98 —




Os valores de x, y, B e n poderdo desde logo ser inscritos na banda
superior da (Fig. 11.3). Os valores das incognitas nos pontos nodais
do arco AC’ serdo determinados a partir das seguintes equagdes

Y — Y2 =X —Xp) tg (@5 + 1), E—E,=(x—x)B; (54.3)
com as condigdes (55.3) ao longo do arco AC'.

Resolvendo (53.3) e (54.3) em ordem a x e y temos

()] .
zxztg(2+ﬂ)+n Y2’ y =mx 4+ n

tg (®y +p) —m (55.3)
Y =Y — Xotg (@ + 1), x=0
e também
£ =18 +(x—xp By, n=8—20, . (56.3)

Mutatis mutandis se x, y, & e n forem dadas ao longo da caracteris-
tica AD (Fig. 12.3) com as relagdes (53.3) vélidas ao longo do arco
AC’, entdo, serd possivel determinar x, y, & e v nos pontos nodais de
AC’ pelas relagdes de recorréncia

_ Xtg (@, —p) +n—y,

s y=mx-+n
tg (®; —p)—m (57.3)
Yy =y1— X3tg (®; —p), x=0
e também
n =17 + (X —XxDA,, E=mn+20, (58.3)

46. Aplicagdo ao problema da capacidade de carga das fundagdes con-
tinuas

Apliquemos o método que acabamos de expdr a determinagio da
capacidade de carga das fundagdes continuas.
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Representa-se na (Fig. 13.3) uma fundagfo continua apoiada num
solo homogéneo e isotropo*.

“G.(2.3)

No sentido de incluir na capacidade de carga da fundaciio a resis-
téncia do terreno acima da base da fundagdo, admitiremos como Meyer-
hof [ 61 ]** que, dum modo geral, existem duas «uperficies livres equi-
valentes» a direita e a esquerda da fundagfo, constituindo dois taludes
de inclinagfo «, sobre o horizonte.

O angulo do talude serd fungdo da profundidade da fundacio.
Para fundagdes superficiais serd «, =0. Para fundagdes profundas
serd «y = 90°. Com certas limitagdes quanto a estabilidade dos taludes,
que adiante se estudardo em detalhe, poderd ser o, < 0, caso duma
fundagfo superficial & beira dum talude.

Supdr-se-4 ainda que actua sobre os taludes uma tensdo unifor-
memente distribuida, cuja componente normal & p’y. A carga total Q
na fundagfio supde-se centrada e vertical.

* Veremos oportunamente o efeito da existéncia dum nivelfreatico e, dum modo
geral, o caso das forgas de massa e caracteristicas do solo serem varidveis por
camadas ou de ponto para ponto.

** 1951, pp. 305-312. Meyerhof calculou a capacidade de carga da fundagiio
supondo uma superficie de escorregamento Unica com a forma duma exponencial
logaritmica; nio determinou as tensdes no interior do macigo. Viu-se no Capitulo II,
pag. 81 as inconsisténcias que resultam dessa e doutras hipoteses feitas,
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47. Determinaciio de o' e ¢ na superficie livre equivalente

Tratar-se-30 os dois casos seguintes: primeiro a base da fundagio
¢ perfeitamente lisa ¢ a carga lateral é normal a superficie livre equi-
valente (Fig. 13.3.a); segundo a base é completamente rugosa e a tensio
lateral tem uma inclinagdo tal que as suas componentes p’, e t', estdo
ligadas pela relagdo

o =(p'o + H)tgd; , (59.3)
com H’ =c'cotge’ . (60.3)

A componente t’, terd o sentido representado na (Fig. 13.3.b)
e portanto, de acordo com a convengio estabelecida (pag. 86) 7'y < 0
e dai §; < 0. Tomar-se-4 8; ——¢'/2.

Analisem-se em mais detalhe as condig¢des de fronteira. No macigo
com peso o problema sé é resoluvel por métodos numéricos como jai
se referiu. Toma-se na primeira fronteira (y > 0 Fig. 13.3) um certo
nimero de pontos, e caminha-se para o interior do dominio de inte-
gragio satisfazendo em cada ponto equagdes em diferengas finitas do
tipo de (51.3) e seguintes. Para isso € necessario, antes de mais, calcular
em cada ponto escolhido na fronteira, além das suas coordenadas, os
valores de ‘

, /
o — 11 % ;L L Rt (34.3)

e do angulo ® que a tensfio principal mdxima ¢’; forma com o eixo
dos xx.

Em termos de tensdes efectivas as equagdes (31.3) e (32.3) tomam
a forma:

2 ’

5 == 5 5 ¥ cos2ug & 7’ ysen2ag (61.3)

I3 GXX

A _.;LYY_ sen2uy + 7',,C0820 (62.3)
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De modo andlogo vem para (36.3) respectivamente

l"" ‘ = ¢’ (1 + sen¢’cos2®) — H’ (63.3)

p24

G

G

’

', = o’seng’sen2d (64.3)

Xy
Substituindo (63.3) e (64.3) em (61.3) e (62.3) vem

o } =o' [l +sen¢gp'cos2 (P —«y ] —H’ (65.3)

e
', =o’'seng’sen2 (O — o) . (66.3)
Por outro lado a equagfio (59.3) escreve-se, dum modo geral,
e =" T H) 18 3y, . (67.3)
com |3, | =9
De (65.3), (66.3) ¢ (67.3) tira-se
o' [1 4 sengp’cos2 (@ + x,) Jtg 3, = o'seng’sen2 (P -+ «,).

Transpondo e simplificando, obtém-se

sen2 (q) - oc0) cos 81 — cos2 ((D — o(o) sen 81 J— sen 81 ,
sen o’
e daqui
sen &,
sen [2(@—a) =8 ]= "0 (68.3)
sen ¢

Ha dois angulos entre O e m que satisfazem a equagdo (68.3), a
saber:
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5
2 (@ — og) — 3, — arc sen <Se“ f) (69.3.2)
sen ¢

2 (@ — ag) — 3, —m — arc sen (Sen 8{) (69.3.b)
sen @

E facil ver que (69.3.a) corresponde ao macico no estado activo
e (69.3.b) ao macigo no estado passivo de tensdio. Como na fronteira
em questio o estado de tensdo € passivo hd que tomar (69.3.b).

Entdo

5
2<I)=2a0+81—|—w—arcsen(sen j). (70.3)
sene

Introduzindo (69.3.b) em (66.3) e atendendo a (67.3) viria, depois
dalgumas transformagdes*

o == O HH [cos 8; + (sen2o’ —sen? 87 . (71.3)
cos 3,cos?¢’

G, + H) sen ¥ _ srseng’ [sen (31 + =) cosf —
cos 8,
—cos (= + §;) X0 8', (71.3.2)
sen o

2 1/2
onde B == arcsen (SeLS‘) . Mascos 8 = (1 —sen®p)!/? = (1 _ sen 8‘) .
seng’ sen’p’

Portanto

’

, ~ o send; ., , sen’o; L sen 3t
(¢’ + H) 5 = g’seng’ | —send; { 1 — + 2= cosd, |,

[ sen?o’ sene
s’ + H’
ou o — omn 1 ,
cos3, cos8; — (sen2p’ — sen23,)L1/2
ou seja
o o’nn + H’ % cos8; + (senp’ — sen231)!/2
COSd; [cos8; — (sen2p’ — sen?8;)!/2] [cos8, + (sen?p’ — sen2d;)1/2] ’

e daqui se obtém (71.3).

— 103



No primeiro caso que se pretende tratar ndo hd tensdes tangenciais
na fronteira (3; = 0) ¢ portanto de (70.3) e (71.3) vem, respectivamente,

® = % + aq (72.3)

G,:G’nn+H’_ plo_l_Hl

= . (73.3)
1 —seng’ 1 —seno’

No segundo caso a tratar, os valores de ® ¢ de ¢" obtém-se de (70.3)

e (71.3) fazendo nessas equagdes 8§; = —q’/2.
No caso extremo de §; =—¢’, viria
O =uy + 3n/4—o’ (74.3)
’ HI
o = Fm TH (75.3)
cos?o’

48. Determinagio de 5’ e @ na segunda fronteira (sob a base da
fundag¢do)

Se a base da fundag¢do for suposta de extensdo infinita e limitadas
as tensdes p’, na primeira fronteira, a plastificagio atingird a base da
fundagio (x =0, y<0) e nesta segunda fronteira reinario em geral
as condigbes

o =q’ (76.3)
'y = (0’ + H)tg 3, (77.3)
com | 3, = e

Por raciocinio igual ao anterior e atendendo a que sob a base da
fundagiio ha geralmente um estado activo de tensio, haverd que tomar
a equagdo (69.3.a) com 3, no lugar de 3,.
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Sera entdo:

20 = 3, + arc sen ( sen 8%) (78.3)
sen ¢

A partir desta equagdo e por dedugdo andloga a que foi feita ao
fundo da pdg. 103, obter-se-ia

! H’ |
o = T P HY . (193)
cos 3, cos 3, + (sen?¢’ — sen2d,) !

Nio existindo atrito na base da fundagdo 3, =0 e portanto

®—0 (80.3)
f T+ H (81.3)
1+ seng’

No caso extremo da base da fundagio completamente rugosa,
3, = —¢’ e portanto

O =—(n/4 +9'/2) (82.3)
o = St H (83.3)
cos?¢’

Na dedugiio que se acaba de fazer supds-se a base infinitamente
larga, mas na pratica as fundagdes t€ém largura limitada.

Se a base for lisa (primeiro caso a tratar) nenhuma dificuldade
surge visto que a plastificacdo atinge toda a base da fundagio*.

Se a base for rugosa (segundo caso a tratar) ja assim ndo acontece.
Forma-se entdo sob a sapata uma cunha ABC de solo em estado elds-
tico, cujas faces AC e BC sdo as ultimas superficies de deslizamento
radial (caracteristicas) que separam o dominio elastico do dominio

plastico.

* Porém, por simetria o calculo é feito s6 para meia sapata (Fig. 13.3 a).
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De acordo com a discussdo realizada no Capitulo II (pdg. 68) no vér-
tice C tem de haver continuidade nas tangentes as caracteristicas que
se cruzam nesse ponto e sdo relativas as duas metades do macigo. Esta
condi¢iio define a posi¢io das faces AC e BC e portanto a cunha elds-
tica ABC. Por simetria essa condigdo € equivalente a estabelecer que
no ponto C tem de ser

D, =0 . (84.3)

Fis aqui outra condigdo de fronteira para o caso de base rugosa.

49. Condigdes de estabilidade na superficie equivalente

Veja-se agora que condigdes hd ainda a estabelecer na primeira
fronteira para que o problema fique bem formulado.

Para angulos a, < ¢’ e talude (y > 0) € estdvel ainda que p’y +
4+ H’ =0. Porém se «, > ¢’ hd entdo que estabelecer um valor mi-
nimo de p’y, + H' > 0 para conseguir estabilidade.

Considere-se, pois, em separado (Fig. 14.3), a estabilidade dos ta-
ludes laterais do macigo.

Y
ST
x
FIG.(14:3)
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Suponha-se que as tensdes na fronteira tém distribuigdo uniforme
e componentes

o' =P (85.3)
T =70 =+ H)tg?, (86.3)

com |3 =9
As equagdes diferenciais de equilibrio escrevem-se para este caso

’
96 nn

’ dT’nt
= v'cos %, e

= —v'sen «, , 87.3
dn dn Y 0 ( )

onde v’ é o peso especifico do solo.
Integrando e atendendo 3s condigbes de fronteira (85.3) e a (86.3),
vem

o', =p'o+ 7Y ncosa, (88.3)
T =1 —y nsena, . (89.3)
Como a condigio | v/ | = (¢'yn + H) tgo’ (90.3)

tem de ser sempre satisfeita, vird
| *o—v'nsena, | = (p’y +yncosa, + H)tge"
Esta desigualdade desdobra-se nas duas seguintes

1’y — Y nsen o,

- = tge’ (91.3)
plo 1 ncosay +H

7'y —y nsen e, - tgo’ ©92.3)

p’o + Y ncosag + H
Como n e y' sdo sempre = 0 e tomando « >0 a primeira desi-
gualdade (91.3) é sempre satisfeita. J4 o mesmo ndo acontece com a

segunda desigualdade. Existe de facto um valor n, limite de n# além
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do qual a condigfio fundamental (90.3) deixa de ser satisfeita. O domi-
nio de integracdo é pois limitado por uma faixa paralela ao talude
cuja largura n, se deduz de (92.3)*:

_ po +H’ « sen (3 +¢')

. (93.3)
y'cos 3 sen (og — @)

0

Desta equagido se v& que para o == ¢’, 0 = n < co. Mas para
ay > ¢’ € para um solo de caracteristicas dadas ¢’, ¢’ ey’ a largura
da faixa de integracdo dependerda das tensbes normal p’y e tangencial
<’y aplicadas na primeira fronteira.

No primeiro problema a tratar, § = 3§, =0 e portanto

_PofH | seng’

ng - — . (94.3)
Y sent (e —9°)
“No segundo problema 3 =3, ——¢’/2 € entio
potH o sen(¢'/) 95.3)

°T y'cos (97/2)  sen(xg—9’)

Nos problemas em causa, quando for &, > ¢’ importa, pois, que
para cada comprimento de integragcio tomado arbitrariamente na
primeira fronteira y > 0 se estabelega um valor minimo de p’, por forma
a que durante o cdlculo nenhum ponto saia da faixa de integragio.
A forma que julgamos mais pratica de satisfazer esta condi¢do é por
tanteios, a menos que se utilize uma solugdo analitica, possivel nessa
regido como vamos ver,

send

M m, (0’0 + H' + y'necosxg) = (p's + H) — —y'ngsen a,,
cos cosd
, ’ ’ _ p'o‘*‘ H’ 5 ’ ,
v’ o (S€N 2)COS 9” — SEN 'COS @) = 5 (send cos ¢’ 4 sen¢’cos §),
cos
v’ nesen (xp — 9°) = ‘—’—",ﬂ % sen (8 + 9).
vy'cos 8

Donde (93.3).
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50. Calculo na regiio ADE (Fig. 13.3). Solugdo numérica e solugdo
analitica

Satisfeita a condicdo de que para nenhum dos pontos calculados
na regido ADE (Fig. 13.3) é n > n, o que pode verificar-se pelo menos
@ posteriori», determinam-se, pelos métodos numéricos expostos a
pag. 92 e seguintes (problema do primeiro tipo), os valores de x, y,
£, n, o', A e Bsobre AD, tltima caracteristica radial dessa regido.

Veja-se agora uma outra maneira de encarar o problema.

Com efeito, como se demonstra no Apéndice (1.III) existem ex-
pressdes analiticas que ddo, sob forma geral, directamente os valores
de ¢’ ¢ ® e ainda os das coordenadas # ¢ ¢ (Fig. 14.3) nos nés da rede
de caracteristicas da regiio ADE. Em particular, podem obter-se di-
rectamente os valores de ¢, ® ¢ as coordenadas n, ¢ sobre AD, ultima
caracteristica radial atras referida.

Com o conhecimento do angulo «, ¢ das coordenadas n, ¢ imedia-
tamente se passa as coordenadas x e .

51. Calculo na regidio ADC (Fig. 13.3) — regido de corte radial

Obtidos por um processo ou por outro os valores das variaveis
sobre a tltima caracteristica radial AD (Fig. 13.3) da regido ADEA,
veja-se como se efectua o cdlculo para a regido de corte radial ACDA.
Nessa regido as caracteristicas da primeira familia todas irradiam do
ponto A. Nas vizinhangas de 4 a influéncia do peso especifico v/, €
¥’y é desprezivel e, portanto, o', £ e 7 sdo definidos tomando y', =
=+v', =0. Substituindo este valor em (44.3) e supondo nulo o gra-
diente das tensdes neutras obtém-se B =0, e da equagdo (48.3) se tira
dt/dx =0 isto é, ao longo das caracteristicas da segunda familia infi-
nitamente vizinhas de A, & = const. Como 20 = § — v vé-se que ao
longo dessas caracteristicas v tem incrementos iguais ¢ de sinal con-
trario a 2®. Ora o angulo ® tem valor conhecido @ | , (dado por
70.3) a direita de A. A esquerda de 4 o valor de ® depende da rugo-
sidade da base. No caso de base lisa (primeiro caso a tratar) serd @ _ 5
=0. E, pois, conhecido o decréscimo de ® quando se passa da direita

— 109



para a esquerda de 4. Uma vez que & se mantém constante a este de-
créscimo corresponde um acréscimo

N a=Npa=2@rp.—D_,) (96.3)

Como 7, , era ji conhecido obtém-se assim o valor de v__,. Com
E_a=2E& s € n_, calculase o'_, = o%xp [(E_, +n_tge’]
Visto que x =y =0 tém-se, pois, definidas todas as varidveis a es-
querda de A.

Ao longo da caracteristica transversal infinitamente vizinha de A4
poder-se-4 tomar um certo numero de pontos a que correspondem
outras tantas caracteristicas irradiando de 4. Em cada um desses pontos
todas as varidveis sdo conhecidas: x;=y; = 0. n; =14 , + An; =
= Ny — 200, § =&, , e consequentemente o’; = o’exp[(§; +
+ n)tge’). Em geral divide-se o incremento total ®_, — d
num certo nimero de partes iguais 3@ de modo que AD; =j X 30,

Conhecem-se assin;gs\valores das varidveis ao longo da caracte-
ristica transversal — A -+ A e da caracteristica longitudinal AD. Esta-
-se, pois, nas condigdes do segundo problema tratado a pag. 98. Os
valores das varidveis em todos os nés da regiio ACD (Fig. 13.3) sio,
pois, calculdveis pelas relagdes de recorréncia (51.3) e (52.3).

52. Calculo na regidio ABC. Implicagdes da rugosidade da base

Se a base € lisa (primeiro caso a tratar, 3, =0 Fig. 13.3.a) o «triln-
gulo» ACB’'A também plastifica. Sobre AB’ conhece-se @ =c'°* =0
e x =0. Como se conhecem x, y, £ e 1 ao longo de AC, estd-se nas
condi¢des do terceiro problema geral (pag. 98). Pelas férmulas de
recorréncia (55.3) e (56.3) calculam-se os valores das varidveis em
todos os nds de ACB'A.

Quando a base da fundagio ¢ rugosa (segundo caso a tratar, Fig.
13.3.b) forma-se uma «unha» elastica ABCA sob a fundagio cuja
face AC (ou BC) tem por directriz a caracteristica radial calculada.
Se a tensdo p’y + H’' na fronteira AE for suficientemente grande, a
caracteristica AC emerge de A com inclinagdo inferior em mddulo
3 que corresponde a 3, =—¢’, isto ¢, a Gltima caracteristica 4C da re-
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gido de corte radial ndo sera tangente a base da fundagfo. A condigdo
que ird definir a caracteristica AC ¢ a de que no ponto C terd de ser
@, =0 como ja se discutiu no Capitulo II.

Como anteriormente se referiu no célculo das varidveis ao longo
da caracteristica transversal A_ A, infinitamente vizinha de 4,
progride-se de A, para A_ por incremento 3@ iguais. O angulo @,
no tultimo ponto de cada caracteristica radial calculada ird decrescendo
até que para um certo (3®); passa de positivo a negativo. Ha entdo
que voltar atras e empregar por tentativas um incremento (3®); menor,
até que ®, =~ 0.

No caso da tensdio p’y + H' na fronteira AE ser pequena atinge-se
a caracteristica de corte radial tangente 2 base da fundagio em A 3, =
=—¢') sem que ®, mude de sinal. H4 entdio que entrar na terceira
regidio sob a sapata, utilizando as férmulas de recorréncia (55.3) €
(56.3) (pag. 99) com x =0 e @ =—x/2 4 p=—7/4—0¢'/2 =
— c'*. sob a base da fundagdio. A cunha eldstica neste caso restringe-se
a um nucleo central 4”B"CA” (Fig. 13.3.b"). A caracteristica A"C (ou
B"C) continua a ser definida pela condi¢io &, =0.

No célculo por métodos numéricos quando se passa de certa ca-
racteristica 1C’ para a caracteristica 3C” o 4ngulo @, passard de positivo
a negativo. Havera entdo que voltar atrds e, por interpolagfio obter as
coordenadas e varidveis no ponto 2 que fazem @, =0 na caracteris-
tica 2C (Fig. 13.3.b").

53. O problema sob forma adimensional. Exemplo

Estio analisadas as condi¢des de fronteira e como delas e das for-
mulas de recorréncia (51.3) a (58.3) se calculam os valores das variaveis
nos pontos do interior. A marcha do calcuto também ja foi definida
quando se trataram os problemas sob forma geral (pag. 109).

Para que cada solugdio a obter convenha a varios problemas pra-
ticos importa obter a solugdo com as variaveis sob forma adimen-
sional. Bastara para isso dividir as coordenadas por uma dimensdo
padrio [ e as tensdes por uma tensdo padrio o°

As varidveis sob forma adimensional virdo
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, , \ (97.3)
"o s yy + H "o Txy
o T T —

Substituindo estes valores nas equacgdes (38.3) e (39.3) em termos
du du

de tensdes efectivas e com y', =v', v/, =0, — = —
ox dy

0,

vem
do_l/xx + d‘r" _ Yll )

ox' 9y’ o
, , (98.3)
dz xy do 7 gy
dx’ dy’
com a condigio de Mohr-Coulomb
G”XX + G” 2 G”XX + cl/
— ) 4 1,2 =sen%q’ (*—*—-2 z (99.3)

E evidente que para todos os problemas com diferentes valores das
caracteristicas do solo ¢’ e v’, diferentes dimensdes ¢ tensdes na fron-
teira, a solugdo sob a forma adimensional ¢ a mesma desde que se conser-

f)
vem para todos eles os pardmetros adimensionais ¢’ e Y_O € sejam na
[0

n” "

fronteira as mesmas coordenadas x’, y’ e as tensdes o, ¢”,, € 7
forma adimensional (97.3).
No que vai seguir-se tomar-se-4 sempre para dimensdo padrdo

0
)

I = — o que dard para as varidveis ¢ equagdes sob forma adimen-
Y

sob

XX

sional as expressdes

! ’
’ X ' y ” __cxx+H
X = A y = ° ,’GXX_’ﬁoy
o/ o’/ o
’ ” 100.
) o, + H . (100.3)
Oy = ———(— > Txy—‘"o_
g9 c
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dg” dr”

xX ¥y o1
dx’ dy’

, , (101.3)
w4 9w g
ox’ dy’

com a condi¢fio de Mohr-Coulomb (99.3).

Veja-se agora em mais detalhe como se poderd aplicar uma solugdo
sob forma adimensional a um problema real.

Suponha-se que para o dngulo de atrito ¢’ — 45° se faz na primeira
fronteira (AE, Fig. 13.3), ¢", =15 ¢ ",, —0. Na segunda fronteira
AB obter-se sob forma adimensional tensdes (q",,) em vdrios pontos
de coordenadas (0,"). Suponhamos uma sapata real de semilargura
b/2 = 1,20 m, apoiada num solo com o mesmo angulo de atrito, mas
com coesdo ¢’ =2 tm~2 e peso especifico vy’ =1 tm~ tendo na fron-
teira uma tensdo ¢’,, = 2,2 kgem™2

De acordo com (100.3), ter-se-d

_22tm™2% 4 2tm~2% cotgd5®

15 ' 6% = 1,60 tm~2,
gV
Substituindo ¢% b/2 e Y’ em y' = Y vem
/Y’
y=— LM _ g5

1,60 tm—2 : 1 tm—3

Haveria, pois, que procurar nos valores calculados para a sapata
adimensional, o valor ¢”,, correspondente ao ponto (0, 0,75) e passi-lo
a forma real q',, =q",6*—H'".

Por este exemplo é ficil ver que por um lado convird que a sapata
adimensional a calcular tenha a maior largura possivel para que nela
caibam todas as sapatas reais correntes depois de reduzidas a forma
adimensional. Por outro lado, para sapatas reais a que correspondam
sapatas adimensionais muito pequenas quando comparadas com a
calculada, poucos pontos de calculo se aproveitardo, a menos que o
espagamento entre esses pontos se tome muito pequeno, o que também
convém i diminuicdo dos erros no processo de diferengas finitas. Toda-
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via, o tempo de célculo aumenta com o quadrado do nimero de pontos
tomados nas fronteiras. E, pois, necessdrio estabelecer um compro-
misso entre estas razdes por forma a que o tempo de calculo seja
razoavel, mas os erros nio sejam grandes e sejam abrangidas as sapatas
¢ solos de uso corrente.

O exemplo dado acima refere-se a sapatas de base lisa. Se a base
for rugosa forma-se uma cunha eldstica como ja se viu, e, para uma
carga uniforme de valor constante na fronteira AE (Fig. 13.3.b), a ca-
racteristica AC, que separa a regido eldstica 4BCA da regido pldstica
e na qual se satisfaz a condi¢do ®, =0, emerge de 4 com uma inclina-
¢do que depende do comprimento tomado sobre AE. A caracteristica
AC muda, pois, de posi¢do conforme o tamanho da sapata. Para que
a um mesmo céalculo para uma sapata adimensional suficientemente
larga se possa aplicar a vdrias sapatas reais, hi que pesquisar entre as
caracteristicas emergentes de 4 segundo vérias direcgdes aquelas para
as quais ®, =0.

54. A programagdo do problema para a calculadora Elliot 803-B

Um programa ¢ um conjunto de instrugdes que se ddo a maquina
num determinado cédigo que lhe € «intelegivel». No nosso caso usdmos
o «auto-c6digo», o mais apropriado a Elliot 803-B.

Antes de apresentarmos o programa propriamente dito, convird
rapidamente indicar as conveng¢des fundamentais do auto-codigo.

No programa podem usar-se dois tipos fundamentais de varidveis:
as variaveis inteiras e as varidveis em virgula «flutuante». As varidveis
inteiras sdo em geral varidveis de contagem de ciclos de célculo a efec-
tuar. As varidveis em virgula flutuante sio quantidades mistas-deci-
mais quaisquer, escritas com um ndimero de algarismos significativos
até ao limite de 9, o que indica a precisio com que a mdquina efectua
as operagoes.

No inicio do programa tem de imediatamente se¢ estabelecer quais
as letras que significam varidveis inteiras e quais as que significam va-
ridveis em virgula flutuante. As letras podem ser afectadas de indices
que se escrevem entre paréntesis ( ). Assim a expressdo «SETS IJK»
significa que as letras 1JK representam em todo o programa quanti-
dades inteiras. «SET A(80), X (20), Z» significam que as letras A,
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Ay ..., Ags Xy Xy ..., Xy € Z representam no programa
quantidades em virgula flutuante.

Também no inicio do programa se tem de indicar as operagdes es-
peciais que a maquina tem de efectuar. «SETF LOG TRIG INT» signi-
fica que no programa figurardo além das quatro operagoces elementares
as operagdes de extrair logaritmos na base e, tomar senos, cosenos
e tangentes e extrair inteiros.

Na execugiio do programa a maquina pode saltar dumas para outras
partes do programa que sdo assinaladas por numeros de referéncia.
Daqui que também no inicio do programa se tenha de «declarar» o
nlimero méaximo a atingir pelos niimeros de referéncia. SETR 30, signi-
fica que nenhum numero de referéncia serd maior que 30.

A primeira operacio da mdquina ao ler o programa ¢ verificar se
as varidveis «declaradas», incluidas as necessrias as operagOes com-
plexas, LOG, TRIG, etc., ndo excedem a sua capacidade.

A instrucio «(READ A» implica que a mdquina deia» o valor 4
que lhe é fornecido a parte como dado numa segunda fita. Pela ins-
trugio A10 = B5 a maquina elimina o conteudo da «memoria» Al0
e substitui-o pelo da meméria B5, ficando a memdria B5 inalterada.
Pela instrugio A — B + C a mdquina soma o conteiido da memoria
B com o da meméria C e guarda-o na memoria 4, destruindo o que
J4 tinha antes. Compreende-se, assim, que seja possivel a instrugdo
B =B 4 C com C # 0. De modo andlogo para a subtracgdo (A =
=B — C), para a multiplica¢io (A =B X C) e para a divisdo (A =
= B/C). Por meio da instrugio B = SIN A a mdquina calcula o seno
do numero que tem na memdria 4, o qual deve estar escrito em
= radianos, servindo-se automaticamente duma série apropriada e
guarda o resultado na memdria B.

Pela instrugdo

—> VARY [I=J:K:L
Al =B 4+ C
C —=EXPD \ ciclo a repetir para dife-
rentes valores de I.

——— REPEAT I
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a maquina executa o ciclo de operagdes contido entre as expressdes
«VARY » ¢ «(REPEAT» num niimero de vezes indicado por L com I =
=1, J4+K J+2K, ..., T+@L—DK

Pela instrugdo

—~ CYCLE I =J:K:L
BI=CI—D
E =SIN E ciclo a repetir para dife-
rentes valores de I.

——REPEAT I

a maquina executa o ciclo de operagdes compreendidas entre as ex-
pressdes «CYCLE» e «(REPEAT» o nimero de vezes (L —1J)/K + 1
comI=J,J+K J+2K, ... , L

Pela instrucio «JUMP@n» a mdquina salta para a instrugdo assi-
nalada com o numero de referéncia n e continua as operagdes dai em
diante. Pela instrucio JUMP IF A =B@n» (salto condicionado) a
méquina verifica se o contetido da memoria 4 €igualao da Beem caso
afirmativo salta para a instrugdo assinalada por n e continua dai em
diante; se A # B, a maquina ignora a instrugfio de salto e segue o seu
curso normal. Ha vérias outras instrugdes de salto condicionado como
por exemplo JUMP IF A > B»* JUMP IF A <B» «JUMP UN-
LESS A =B@ny».

Pela instrugdo «SUBR #n» (sub-rotina) a mdquina salta para a ins-
trucdio assinalada pelo niimero de referéncia n e continua dai em diante
até encontrar a instru¢io «EXIT» que a obriga a regressar ao ponto
de partida, reentrando na instrugdo imediatamente a seguir a «SUBR n».
Pela instrugio «CHECK Al» a mdquina em condi¢des fixadas pelo
operador imprime o valor do contetido da meméria 4;, o que servird
mais tarde como verificagdo.

* O sinal < era representado pelo de %, e o sinal > pelo de §.
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Pela instrucdo «LINES #», a maquina deixa n linhas de intervalo
entre o que vai imprimir e o que tinha impresso antes. Pela instrugdo
PRINT XI, n/» a miquina imprime o contetido da memoria X; com
n algarismos significativos (n < 9).

H4 ainda varias outras instru¢des que ndo sdo, no entanto, essen-
ciais & compreensio do programa que executdmos. Para ndo sobre-
carregar o texto apresentamos esse programa em Apéndice (2, III).
L4 se indicam também os dados necessarios ao calculo e modo de os
apresentar 3 maquina.

55. Dificuldades na execugdo do programa

As dificuldades que podem surgir na execugdo dum programa sao
de duas ordens: a primeira diz respeito ao programa propriamente
dito, a segunda diz respeito aos métodos matematicos utilizados.

Sabe-se que a maquina para ao encontrar uma divisdo por zero*,
ao encontrar o logaritmo duma quantidade nula ou negativa ou quando
o argumento da exponencial for superior a 254 log. 2.

A divisdo por zero pode advir, entre outras causas, de se tornar
nula durante o calculo qualquer fungio ou combinagdo de fungdes
trigonométricas que esteja a ser utilizada. Como se vé nas formulas
de recorréncia (51.3) a (58.3) e nas fracgdes (45.3), hd multiplas possi-
bilidades de durante o calculo se tornar nulo alguns dos denominadores
das fracges. Faz-se face a esta situagdo quer provendo o programa
de instrugdes de salto apropriadas, quer evitando valores exactos dos
angulos (30°, 60° e 90°), introduzindo voluntariamente erros de 1% 400
ou 1°/,, inferiores aos erros proprios do método das diferengas finitas.

Estas e outras dificuldades surgem em geral em todos os programas
e exigem um programador experimentado para que a «afinagdo» dum
programa extenso ¢ complexo como 0 nosso nio se torne excessiva-
mente morosa. Para citar um exemplo doutras dificuldades deste mesmo
tipo que podem surgir referiremos o caso de se ter imposto no programa,
que a maquina deveria, na pesquisa por aproximagdes sucessivas da

* Na Elliot 803-B toda a quantidade menor que 4,3 x 10~ ¢ reduzida auto-
maticamente a zero.
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caracteristica que faz ®_, =0 (base rugosa, pig. 110), continuar o cil-
culo ¢ imprimir os resultados finais quando fosse |®, | < 0,01 radia-
nos. Porém, num caso as diferengas proprias do método das diferengas
finitas e do tipo de interpolagio utilizado nfio permitiam que aquela
condigdo se satisfizesse; | @, l passava por um minimo, mas superior
a 0,01; dai que a maquina trabalhasse indefinidamente sem fornecer
resultados.

Nas dificuldades devidas aos métodos matemdticos utilizados ha
a referir em primeiro lugar o facto de as solu¢Ges dos sistemas hiper-
bodlicos ndo serem em todos os casos determinadas. Além disso, dum
modo geral, os métodos numéricos exigem frequentemente condiges
de méximo espagamento entre os pontos de cdlculo quer para que as
solugBes sejam estdveis, quer para que os erros ndo sejam grandes.
Quanto aos sistemas de tipo parabdlico, como o caso da equagdo de
Fourier sob a forma

d2 1 ¢
cm_ 1t (102.3)
dx?, ¢ ot

ou sob a forma (49.1) do Capitulo I, verifica-se que o método das «di-
ferencas a frente» da solugSes estdveis qualquer que seja o espagamento
entre os pontos de célculo, o que ji nio acontece com o método das
«diferengas atras» [ 59 J*. Quanto aos sistemas de tipo hiperbdlico a
questio é mais complexa e Forsythe ¢ Wasow [ 31 J**, apresentam
o seu método de redugdo dos erros no cilculo numérico dos sistemas
hiperbdlicos sem qualquer justificacdo tedrica, dizendo apenas ser o
resultado da experiéncia. Sobre a mesma questio da relagdo entre os
erros € o espacamento dos pontos na solugio numérica de sistemas
hiperbélicos Collatz [ 14 ]*** apresenta um exemplo em que a redugio
do espacamento a metade trouxe leve ganho na precisio dos resul-
tados. Em qualquer dos casos o erro médximo era de cerca de 2,5 % e
os erros mais frequentes a volta de 1,5 %.

Por nossa parte experimentdmos dois critérios de redugio dos erros:
o de Forsythe e Wasow e o de Hajal [40 1§ que ndo diferem grande-

*  Martins (1962, p. 22). ** 1960, p. 65. 1960, p. 327-328.
§ 1961, p. 5.
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mente e dio praticamente os mesmos resultados. O critério € o seguinte:
a partir dos valores das varidveis (xy, 1, &1, 1) € (X3, Y2, &2y ) ObtEm-
-se pelas formulas de recorréncia (51.3) a (58.3) os valores das mesmas
varidveis no ponto vizinho (x, y, &, n). Repete-se depois o cilculo to-
mando (x; + x)/2 em vez de x;, (y; + »)/2 em vez de y,, (§, + &2)/2
em vez de £; e (v -+ 1)/2 em vez de v; € 0 MESMO para X,, ¥y, &2 € 1o
mantendo-se neste caso os coeficientes 4, B, tg(® +p) e tg(® —up)
antes usados nas férmulas de recorréncia.

Quanto 2 estabilidade Hajal diz que o método das diferengas finitas
pode falhar quando nas caracteristicas existam pontos de inflexdo,
mas ndo justifica nem concretiza a questdo.

Se quanto ao espagamcnto entre pontos de cdlculo ndo surgiram
dificuldades j4 o mesmo nio sucedeu ao tentarmos distribuigGes ndo
uniformes de tensdes na primeira fronteira ou for¢as de massa varia-
veis de ponto para ponto de forma a abranger o caso da existéncia
dum gradiente de tensdes neutras no macigo*.

Quanto a este ultimo ponto a experiéncia mostrou ser mais conve-
niente elaborar dois programas: o primeiro apenas com duas camadas
de pesos especificos diferentes, correspondendo ao caso da existéncia
dum nivel freatico abaixo da fundagdo. O segundo programa consi-
derando entdo a existéncia de forgas de massa varidveis de ponto para
ponto. Verificou-se neste caso que quando a distribui¢io de forgas de
massa é continua nio ha dificuldades de maior. Porém, quando as
foras de massa sdo descontinuas, como no caso de existéncia no in-
terior do macio de camadas delgadas drenantes de areia, nas quais
o gradiente das tensdes neutras toma sentidos opostos dum e doutro
lado da camada, surgem dificuldades. A experiéncia parece mostrar
que essas dificuldades podem em parte ser vencidas reduzindo conve-
nientemente o espagamento entre os pontos de célculo.

*+ £ o caso dum maci¢o em consolidacdo devido as proprias cargas a ele apli-
cadas (aumento de resisténcia duma fundacgdo durante a construgdo). Ha ainda ou-
tros casos de possivel aplicagdo e de grande interesse: estabilidade das barragens de
terra e dos taludes do vale durante o enchimento e esvaziamento da albufeira.
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A distribuicio nio uniforme de tensdes na fronteira também pode
trazer dificuldades*. No fim deste trabalho é sugerido um método de
tratamento do assunto e dos casos da existéncia de varias camadas com
angulos de atrito e coesdes diversas. Porém, devido 4 necessidade de
regressar urgentemente 4 nossa actividade de rotina em Mogambique,
o programa ndo pdde ser adaptado a esses casos.

* De troca de correspondéncia com o Prof. Kravtchenko soubemos que a
questdo de for¢as de massa varidveis foi tratada recentemente numa conferéncia
em Lodz (Poldnia), mas até agora ndo conseguimos obter as actas. A questido da
distribui¢io ndo uniforme de tensdes na fronteira remeteu-a Kravtchenko aos seus
colaboradores para estudo. Kravtchenko ¢ Director do Laboratério de Mecanica
de Fluidos da Universidade de Grenoble e rege um curso de matemadticas aplicadas
a4 Mecinica do Solo, onde se faz especial referéncia ao método das caracteristicas
para solugdo dos problemas de equilibrio limite dos macigos terrosos. Virias teses
(Hajal, Wack, Biarez e outros) sobre este assunto foram elaboradas sob orienta¢io
de Kravtchenko.
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CAPITULO IV

RESULTADOS E SUA APLICAGAO

56. Os casos abrangidos pelas tabelas. Formulas pela qual se obteve
a tensdo média sob a sapata

Nas tabelas em apéndice (1, IV) apresentam-se os resultados dos
calculos efectuados.

Nas primeiras paginas sdo dados os resultados para base lisa,
3, =0 (5, =0), com valores de «, = 30°, 60° ¢ 90° para o dngulo de
inclinacdo da superficie livre equivalente (Fig. 13.3), correspondendo
a varias profundidades da base da fundagdo, e para valores do angulo
de atrito o’ = 15°, (5°), 45°. Os valores de (p’y + H')/s® na fronteira
escolheram-se de forma a convirem aos problemas préiticos mais cor-
rentes, uma vez que, como se viu (pigs. 112/3) eles influem nas
proprias dimensdes das sapatas reais as quais as solugBes calculadas
sdo aplicaveis.

b/2
ad
onde b é a largura da fundagio, v’ € o peso especifico do solo, ¢® uma
constante com as dimensdes duma tensdo; as diferentes abcissas y
correspondem outras tantas ordenadas x’ =0 correspondentes a
pontos sob a sapata adimensional, cada um fornecendo valores para

(1.4)

Na primeira coluna é dada a abcissa —y' =

uma sapata real.
Nas colunas seguintes apresentam-se os valores da tensdo média

adimensional

v (G’xx + G,yy)/z +H 2.4)

o
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e os de q" =(q' -+ H")/s% que ¢ o valor médio da tensdo adimen-
sional ¢",, calculado pela férmula

i i
” d ’ Z " ><
=./ oy’ B (), X

/ldy’ %‘ (y,i'—yli—}—l)

r—_—

7Y+

~

(3.4)

onde (a"yy); 412 € igual ao valor de ¢”,, no ponto de coordenadas
(yﬁgl_t& , 0) isto ¢,

cﬂi + Glli ,
@ hipip =y (Lt seng) (44)

A férmula (4.4) obtém-se de (36.3) com ® =0, ¢';,=H’ ¢
o"i p12 =(6"i 46" 4 1) /2]. Todos os valores que figuram nas tabelas
sdo dados sob forma adimensional.

Nas paginas seguintes das tabelas sio dados os resultados para

sapatas de base rugosa.

Na primeira coluna indica-se a abcissa —y’ = r;bo—/<,27 (1.9
do ponto de cada caracteristica no qual € satisfeita a condigdo ®; =0
(Fig. 13.3.b) isto é, na qual a tensdo principal maxima o, tem a direcgio
do eixo dos xx, como se exige (pag. 111).

Na segunda ¢ dada a tensio média ¢” de expressdo (2.4).

Os valores da tensio média q” —(q’ -~ H")/s® sob a sapata foram

obtidos pela férmula

; =_/ R T L G L G I )

dy ‘;:(yi—yl_+) (5.4

Glli + Gﬂi ,
("t 12 = _T—ﬂ [1 +seng’cos (¥; + ;)]  (6.4)

caso particular de (36.3),
(a1 =011 SEN QOS2 D (7.4)

caso particular de (37.3).
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No caso de base rugosa forma-se uma cunha eldstica 4BC (Fig.
13.3.b) e s o ultimo dos D, é nulo.

A formula (5.4), que abrange como caso particular (3.4), € equiva-
lente a outra apresentada por Biarez [ 4 ]*. Embora com aspectos di-
ferentes ambas ddo os mesmos resultados.

57. Exemplo. Sapata superficial. Base lisa ¢ base rugosa. Compa-
ragdo dos resultados com os dos calculos a Terzaghi, & Meyerhof
e a Caquot

Vejam-se alguns exemplos de aplicagdo e comparem-se os resul-
tados com os obtidos segundo os principais autores.
Seja dada uma sapata continua ** de largura b = 1,50 m fundada

a profundidade # — 1,00 m num solo de peso especifico v’ = 1,80 tm™,

com o Angulo de atrito ¢’ =30° e coesdo ¢’ = 1,0 tm ™.
Pretende-se a capacidade de carga da fundagfo.

A fundagio pode tomar-se como superficial e portanto «, = 0***,

* 1961, p. 195.
**  Quando o comprimento duma sapata for superior a trés vezes a largura
a sapata pode considerar-se continua. Por outro lado, o ¢dlculo para uma fundagido
continua aplicado a uma fundagdo que o nido seja dd, em geral, resultados do lado
da seguranga. (L’Herminier et alg., Proc. ICSMFE, 1961, 1, p. 717).
*** Ffectivamente se fosse por exemplo x,= 30° a fundagio deveria ter a base
a profundidade

} — sen 30°cos 30° exp (27/3 tg 309 « b —2,94b — 4,40 m,
2 cos 60° cos (30° + 30°)

segundo a férmula (25.2)

sen agcos @’ exp (0 tgo’) %< b

h —
2cosdvcos (e +9)

No entanto esta férmula so6 é rigorosamente vélida para o macigo sem peso. Se
considerarmos o macigo com peso, para uma fundagdo a dada profundidade A,
s6 por tentativas se poderia, em cada caso particular, obter o valor de «,. Todavia,
afigura-se que, de ponto de vista pratico, (25.2) dar4 valores para «, suficientemente

aproximados.
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Desprezando, portanto, a resisténcia das camadas superiores a4 base
da fundag¢io tomar-se-a

p'o = 1,00 x 1,80 = 1,80 tm~2,
Como H' = 1,0 X cotg 30° == 1,73 tm™2
vem Po’ + H =3,53tm™2,

No caso da base lisa foram calculadas as capacidades de carga de
sapatas adimensionais com valores de p” =(p’, + H')/s® iguais a
0,45, 1, 2 e 5. Como adiante se verd usando o primeiro ¢ o segundo
destes valores a sapata real cabe entre o primeiro € o segundo ponto
calculados para a sapata adimensional. Daqui j& se vé que com os
primeiros dois valores o cdlculo tem de fazer-se utilizando apenas
dois dos valores calculados adimensionalmente o que se traduz numa
evidente perda de precisdo. No entanto, verificar-se-4 que basta que
sejam aproveitados alguns valores dos calculados para a sapata
adimensional para que os «erros» cometidos sejam pequenos. Esta
verificagio d4 ao mesmo tempo indicagio da ordem de grandeza dos
«erros» envolvidos no método de diferencas finitas que se empregou.

Para o primeiro valor vem*

(p’s + H)/s® =0,45. Donde ¢° = 3,53/0,45 = 7,85 tm~2,
Portanto —y’ = (b :2)/(c?:v') = (1,50 :2)/(7,85 : 1,80) =0,172.
Para o ponto origem a tabela d4 ¢" = 5,52, portanto

q" =¢" (1 +seng’) =5,52 x 1,5 =38,28.

Para o ponto em que —y’' =0,951 a tabela dd& q" = 14,95.

Ao valor —y’=0,172 corresponderia por isso q" =9,48.

* Todos os valores e interpolagdes que se seguem foram calculados com
régua de calculo de 15 cm; além disso algumas interpolages foram feitas em grafi-
cos com escalas logaritmicas. Dai que o ultimo algarismo escrito e, eventualmente
o penultimo, ndo possam ser garantidos.
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Como q'=(q' +H")/6® vem q =948 x 7,85—1,73 =
= 74,3 tm™. : :

Para o segundo valor p" =(p’y + H')/s®=1. Entio ¢ =
=3,53tm~? e portanto —y’' =(1,50:2)/(3,53 : 1,80) = 0,3825.

Para a origem temos, da tabela, q’ =12,27(1 + seng’) =18,41
e para —y' =0,655 q" =24,8; portanto para —y’ =0,3825
temos q" =(q’ + H")/s® =22,14, ou'seja q’ =22,14 x 3,53 —
— 1,73 = 76,4 tm~2,

Para o terceiro valor p”" =(p’e + H')/¢® =2. Daqui
69 = 1,765 tm—2, e portanto —y’ = (1,50 :2)/(1,765 : 1,80) = 0,764.

Das tabelas, tem-se para —Yy =0,530, q" =43, e para
— vy’ =1,092, q" =49,6.

Portanto para —7y' =0,764 vem q" =(q' -+ H')/c® =459
ou seja  q' =459 X 1,765 — 1,73 = 79,3 tm2,

Para o quarto valor (p’y + H')/e® =35. a® = 3,53/5 = 0,706
1,50 :
e portanto —y' = —’5—2—— ==1,913.
0,706 : 1,80
Das tabelas tem-se para —Yy’ = 1,455, q" = 111,3 para

—y' =12,010, g’ =112,1.

Portanto para —y’ =1913 vird q" =(q’ + H')/s* =116,9
ou seja q’ =116,9 x 0,706 — 1,73 = 80,8 tm—2.

Uma vez que os valores vdo crescendo ¢ natural que o valor «xacto»
seja superior a  q' = 80,8 tm—2 Todavia, como a diferenga entre os
dois ultimos valores o primeiro dos quais envolve apenas dois pontos
do calculo adimensional é apenas de 1,8% em valor relativo € de es-
perar que, desde que se tomem dois ou mais pontos do calculo adi-
mensional os «erros» sejam despreziveis € em geral no sentido da se-

guranga.
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Para o caso da base rugosa o célculo adimensional realizou-se para
P’ =p'g + H/c® =045 5¢ 7.

J4 se viu que para o primeiro valor vem ¢® =7,85tm-%e —y' —
==0,172. Observando a tabela respectiva verifica-se que este valor cai
entre a origem e o primeiro ponto.

Na origem tem-se q" = 6,250 (1 + sen 30°) = 9,375.

Ao primeiro ponto —y’ = 0,375 corresponde  q” = 15,86. Por-
tanto vem, interpolando linearmente, para —y’'=0,172, q" =
=q’' + H/c® = 12,34,

Daqui, q =12,34 x 7,85 — 1,73 — 94,8 tm 2,

Para p"=(p’y + H)/c®=35 vem, como antes, o° — 0,706 tm—2
e —y' =1,913.

Das tabelas tem-se para —y’'=1,757, q" =150,1 e para
—y' =2097, q" =1579.

Interpolando, vem para —y’ =0,1913, q" =(q’ + H')/a® =
—153,7 ou seja  q = 153,7 X 0,706 — 1,73 — 106,6 tm—2.

Para p" =(p’y + H')/c®* =7 vem  ¢°=13,53/7 =0,503 tm—2

) 1,50 : 2

e portanto —y' =T _""" =268
y 0,503 : 1,80
Nas tabelas encontra-se para —y’ = 2,66, Q" =2150 e
para —y’' =3,00, q" =2228.
Interpolando vem para —y’' =268, q' =(q X H")/s® =

=215,5, ou seja q' =215,5 x 0,503 — 1,73 = 106,6 tm~2.

Como se vé a diferenga entre os dois tltimos valores obtidos para
g’ ¢ nula embora no calculo do primeiro se tenham utilizado seis e no
cilculo do segundo onze pontos da sapata adimensional. A diferenca
no cdlculo com p” =(p’y, X H')/s® = 0,45, que aproveita apenas
um ponto do cilculo da sapata adimensional ndo € desprezivel, mas
ndo excede muito os 10%.
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Comparem-se agora os valores encontrados com os valores segundo
outros autores.

Os 4bacos de Terzaghi [ 83 ]* sé se referem a base rugosa.

Os factores de capacidade de carga tirados dos dbacos para o caso
de deslizamento geral sio: N_ =36, N, =215 e Ny=2L

Como se disse (Capitulo II) Terzaghi e os autores subsequentes
admitem que a capacidade de carga da fundagio é a soma das capaci-
dades de carga devidas aos trés factores considerados separadamente.
Portanto

- b
q =c¢'N, -+ 5 p’oN, + y'Ny (40.3)

No caso presente, tem-se, pois
q =1 %36 + 1,80 x 21,5 4 1,50/2 x 1,80 x 21 = 103,0 tm2,

Meyerhof (1953) faz o cédlculo admitindo a formagdo duma cunha
de faces planas sob a fundagdo a que corresponde, portanto, uma
base rugosa. Considera ainda os casos extremos de na «uperficie
livre equivalente » mobilizar todo o atrito do solo (8; =—¢") ou ndo
mobilizar atrito algum (8, = 0). Como nas tabelas se toma &, =—o"/2,
para a comparagdo ser mais legitima tomar-se-4 para N, N, ¢ Ny os
valores médios entre aqueles casos extremos tirados dos dbacos apre-
sentados pelo autor [Figs. (7.2), (8.2) e (9.2)]. N, =355, Ny =22,
Ny =25. Vira portanto q' =1 X 355 4 1,80 x 22 -+ 1,50/2 x
x 1,80 x 23,5 = 106,9 tm—2.

Em 1955 o mesmo autor apresenta novos valores para os factores
de capacidade de carga de fundagdes superficiais, um tanto mais redu-
zidas especialmente no valor de Ny. Para uma fundacio de base rugosa
ter-se-ia pelo dbaco da Fig. (10.2), N, =30, N, =19 e Ny = 16. Por-
tanto

q =1 x 30 + 1,80 x 19 + 1,50/2 x 1,80 x 16 = 85,7tm~?

* 1943, p. 125.
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No caso de base lisa Meyerhof toma Ny/2 em vez de Ny mantendo
os outros factores. Para este caso vird entdo a Meyerhof (1955) q’ =
=1 x30+4 1,80 x 19 4+ 1,50/2 x 1,80 x 8§ = 74,9 tm—2.

Por ultimo vejamos os cdlculos & Caquot e Kérisel (1956).

Para o caso de base lisa os autores ddo (p. 386), Ny =7,39 e N, =
=20,4. O valor de N_ calcula-se pela férmula

_lﬂ exp(ntgcp')—-l
N — Sg— 1 I —seng (8.4)
© g’ tgo’
30 x 6,14 —1

Com ¢’ = 30° obtém-se N, = - = 30,1

0,511
Portanto
q’ =1 x 30,1 +1,80 x 20,4 + 1,50/2 x 1,80 X 7,39 = 76,7 tm—2.

No caso de base rugosa Caquot e Kérisel admitem para o termo de
superficie Ny duas hipdteses ji discutidas (pdg. 66).

Na primeira hipdtese para ¢’ =30° tomam Ny =14,8. Como
admitem também a sobreposi¢io de estados de equilibrio limite, vira

I

q’ =1 X 30,1 + 1,80 x 20,4 4 1,50/2 x 1,80 x 14,8 — 86,8tm~2

Na segunda hipotese os autores tomam Ny = 22,7 e portanto
q' =1 x 30,1 4 1,80 x 20,4 + 1,50/2 x 1,80 X 22,7 = 97,4tm2

No quadro seguinte resumem-se os valores em tm-? obtidos para
a carga limite segundo os vérios autores:

Terzaghi Meyerhof Caquot e Kérisel Nossas

(1943) (1951) (1955) (1) (1956) (2) Tabelas
Base lisa ... — — 74,9 76,7 — 80,8
Base rugosa 101,7 106,9 85,7 86,8 97,4 106,6.

Como se vé os valores segundo as tabelas por nds elaboradas con-
cordam razoavelmente com os de Terzaghi e Meyerhof (1951). No caso
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de base rugosa os valores de Meyerhof (1955) e Caquot e Kérisel sdo
relativamente baixos, o que é admitido por estes tltimos autores. (1956,
p. 434).

Como as maiores diferencas sio devidas ao termo Ny € evidente
que para uma sapata mais larga as diferencas seriam maiores.

58. Exemplo. Fundagdo a profundidade média. Comparagio de re-
sultados

Veja-se agora a influéncia da profundidade. Viu-se antes que para
ter ay = 30° a base de fundagdo deveria estar & profundidade de 4,40 m
o que implicaria um maior valor para p’,. No entanto, para se observar
o efeito devido apenas 4 profundidade vai-se continuar a tomar p’y —
= 1,80 tm—2, Y =1tm™® e ¢ =30° Sé ®o toma agora o valor
de 30°.

Para base lisa temos nas tabelas p"=(p’, + H) ¢* =1,73, p" =6
e p’ =15.

Com o primeiro destes valores obtém-se

0:
¥ = 3,53 = 2,04 tm—? ¢ —y'= ii—zﬁ = 0,663
1,73 2,04 : 1,80 ,
Nas tabelas tem-se para —y’ = 0,509, Q" = 72,23; e para

—y' =1073, q —89,13.

"

Interpolando linearmente obtém-se para —y’ =0,663, qQ" =
=(q' +H)/6*=7692 ou seja q =7692 x2,04—1,73 =
=155 tm~2,

No segundo caso o° = 3,53/6 = 0,588 tm~2 e

g 150:2 oo
0,588 : 1,80

Nas tabelas temos para —y’ = 2,216, Q" = 285,2; e para
—y’ =12,784, q" = 303,5.

FL 9 — 129



Interpolando vem para —y’ =2295, q" —=(q’ X H')/c" =
=287,7, ou seja q’ =287,7 X 0,588 — 1,73 = 167,5 tm™2,

No terceiro caso 6% =3,53/15 = 0,235 tm™2 ¢
Cy = 022 oo
0,235 : 1,80

Este valor € superior ao maior valor das tabelas, mas por extra-
polagdo poderd obter-se para —y' = 5,725, Q" =(q’ + H)/s*= 725
ou seja  q' =0,235 X 725 — 1,73 = 168 tm—2*,

No caso de base rugosa tem-se nas tabelas p” = (p’y + H')/a® =
=5, o que implica ¢°=3,53/5=0,706 tm 2 e

—y = *1’50%2 = 1,913. Das mesmas tabelas se tira para
0,706 : 1,80
—y' =1922, q" =3226 e —y' =1,582, q" =3024.

Interpolando para —y’ =1913 vem q" =(q’ + H)/s® =
=322,1, ou seja  q' =332,1 x 0,706 — 1,73 — 225 tm~2.

Comparem-se agora os resultados obtidos com outros segundo os
diferentes autores. Terzaghi ¢ Caquot ndo consideram este caso, sendo
para cles o acréscimo de resisténcia em profundidade apenas devido ao
aumento de sobrecarga, isto ¢, devido ao aumento de p’,. Meyerhof
(1957) s6 considera, como antes se viu, o caso da base rugosa (5, =
=—¢’) com 3, =0 ou &, =—¢’. Para o caso intermédio
By =—9" e & =—0¢'/2) por nés tratado tira-se por interpola-
¢80 nos abacos de Meyerhof os seguintes valores para os factores de
capacidade de carga: N, =63, N, =40 e Ny =757. Portanto

q =1 x 63+ 1,80 x 40 -+ 1,50/2 x 1,80 X 57 = 212 tm™®.

Este valor é ligeiramente inferior ao que acima obtivemos para o
mesmo caso.

* Este ultimo valor € 7 a 8 % superior ao primeiro — o que ndo admira pois
para o primeiro aproveitarem-se apenas dois pontos do célculo da sapata adimen-
sional — mas muito pouco difere do segundo valor.
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Como se vé& com «, = 30° a capacidade de carga mais do que du-
plica. No entanto a fundagio tem de estar enterrada no terreno resis-
tente quase trés vezes a sua menor dimensdo. Para «, = 60° a capaci-
dade de carga seria ainda muito maior, mas entdo a fundagio teria
de estar enterrada no solo resistente 6,8 vezes a sua menor dimens3o*.

Pela formula (25.2) se v& que a profundidade da fundagio necessd-
ria para que se estabeleca certo valor para «, cresce exponencialmente
com tgp'. Dai que, por exemplo, para se poder tomar o valor de oy =
= 90° (fundagdo profunda) para um solo de ¢’ = 45° a fundagio teria
de estar enterrada no solo resistente cerca de 50 vezes a sua largura,
o que nunca se verificaria na pratica.

Como aplicagdo destas conclusdes vejamos ainda uma modificagdo
do exemplo anterior: a sapata de 1,50 m de largura esta fundada a
4,40 m de profundidade, estando enterrada 1,00 m no solo resistente
de coesio ¢’ =1 tm-2 e 4dngulo de atrito 9’ =30° e sendo a pri-
meira camada, de 3,40 m de possanga, constituida por um solo cuja
resisténcia por ser baixa se considera desprezivel. O nivel fredtico si-
tua-se ao nivel da base da fundacfo; o peso especifico da camada su-
perior € de 1,50 tm”s, o do solo resistente acima do nivel fredtico é de
1,80 tm™® ¢ abaixo do nivel fredtico de 1,00 tm™>,

Neste caso apesar da fundagdo estar apoiada a profundidade sufi-
ciente para se poder fazer o, = 30°, ndo seria acertado tomar este
valor porquanto o solo superior ndo € resistente. Tomar-se-4, portanto,

ay =0. Vird
p’ =3,40 x 1,50 + 1,00 x 1,80 == 6,90 tm™2
e H' =1,0tm~2 X cotg 30° =1,732 tm™2.

Tomando o caso de p” =(p'y + H')/6? =5 terse-ia ¢° =
= 8,632/5 =1,726 tm=2 e —y’ =(1,50:2)/(1,726 : 1,00) =
= 0,435.

* Com efeito, de (25.2) tira-se para este caso

sen 60° cos 30° exp (2=/3 tg 30°) b —6.80 b.

b= = o8 60° cos (30° + 307
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Nas tabelas para base rugosa encontra-se para
—y' =0,250, q" =114,4 e para —y =0,515 q" = 119,4.

Interpolando vem para —y’ =0,435, qQ" =(qQ'; + H)/c® =
=117,6 ou seja q’ =117,6 x 1,726 — 1,73 =200 tm™2.

Se tentdssemos o valor p” =(p’, + H')/c®* =7 da tabela viria
sucessivamente 6 =8,632/7 = 1,233 tm—2,
y' = (1,50 : 2)/(1,233 : 1,00) = 0,609.

Para —y’ =0,499, q”" = 160,6.

Para —y’ =0,773, q" = 168,3.

Interpolando para —y’ =0,609 vem q" =(q’ + H’)/s® = 163,7,
ou seja q’ =163,7 x 1,233 — 1,73 = 200 tm~2,

valor que confirma o primeiro.

Segundo Terzaghi para ¢’ =30° N, = 36, N, =215 e
Ny =21, portanto

qQ’ = 1,00 x 36 + 6,90 x 21,5 + 1,50/2 X 1,00 X 21 =201 tm~2,

Segundo Meyerhof (1951)

I

q' =1,00 x 355 4+ 6,90 x 22 + 1,50/2 X 1,00 x 23,5 =205 tm~2.

Segundo Meyerhof (1955)

[

q’ =1,00 x 30 + 6,90 x 19 + 1,50/2 x 1,00 X 16 = 174 tm™2,

Segundo Caquot e Kérisel

[

q =1 x 30,1 46,90 x 20,4 + 1,50/2 x 1,00 x 14,8 — 182 tm~2.

ou g9’ =1 x 30,1 4+ 6,90 x 20,4 + 1,50/2 x 1,00 x 22,7 = 188 tm™2

Mais uma vez os valores calculados segundo as tabelas que ela-
bordmos se aproximam bastante dos valores calculados segundo as
formulas dos outros autores.
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59. Exemplo. Fundag¢do enterrada em solo resistente a profundidade
média. Influéncia do aperto das terras contra o fuste,

Veja-se agora o caso em que a fundagio estd enterrada 4,40 m no
solo resistente e o nivel fredtico abaixo da mais profunda superficie
de deslizamento (Fig. 1.4), continuando a supor-se ¢’ =30° e vy’ =

Fic.(1.4)

— 1,80 tm—3, mas arbitrando ¢’ =0. E entio legitimo tomar «, — 30°.
A dificuldade estd agora em calcular p’,. Terzaghi e Caquot continuam
a considerar o solo sobrejacente a base da fundagdio como sendo apenas
um peso morto. Portanto, estes autores tomam

' dre =440 X 1,80 = 7,92 tm™2,

Nés, como Meyerhof (1951) consideramos o solo abaixo de AE
interessado na capacidade de carga da fundagdo e portanto p’, serd
obtido a partir do equilibrio da cunha AEA’A. Nesta cunha estio em
equilibrio o peso préprio W, o impulso do fuste Py e aderéncia C,,
e a reacgdio na superficie livre equivalente Fy, cuja componente normal
a AE é P,

A profundidade z junto ao fuste a tensdo horizontal no elemento
dz é o, = Ky'z onde K ¢ o coeficiente de impulso de terras cujo valor
pode variar entre o coeficiente em estado activo
K, =(1 —seng’)/(1 +senp’) e o coeficiente em estado passivo,
K,=1/K,, dependendo o valor real de Kdo aperto das terras contra o fuste.
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Temos, portanto,

b , h?
Hsz/ Ky'zdz — Ky’ & .
Jo 2
Se o dngulo de atrito entre o fuste e o solo for 3 serd P, = H; : cosd
ou seja

2

P, =Ky’ . 9.4
* T 2cosd ©-4)

A forga de aderéncia entre o fuste e o solo sera
C, =c, x h, (10.4)

sendo ¢, a aderéncia unitdria, uma fun¢fio da coesido do solo. O peso
préprio terd por expressdo

W =+ h?/2 cotg o . (11.5)

A resultante do W, P e C, seria a forca F,, na superficie AE cuja
componente normal seria P,

Se admitirmos C, =0 e 3§ =0 e que em condi¢des médias de
aperto do solo seja K =1, vem

P, =y'h%/2 e W =+v"h?/2 cotg «,.

Como
, Pysens,
P, =P senz, + Weosay, € (PO = o
vem
h? h? seno v'h
Pom =& 5 senx, + v’ 5 cotga, COSxy) - 9= (2 (12.4)

Quer dizer, se o fuste for liso e com K =1, o valor a tomar para
p’, serd exactamente metade do valor admitido por Terzaghi e Caquot,
e nota-se que esta conclusio ¢ independente de «,. Conclui-se entdo
que o que se ganha em considerar a resisténcia do solo abaixo de AE
se perde em parte ou grande parte* por se tomar um menor valor para

* Dependendo de «,.
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D’o- Se se tomar o fuste perfeitamente rugoso (8§ —¢’) pouco se aumenta
o valor de p’y; o aumento substancial provém, como j4 se disse, do valor
de K o qual para ¢’ = 30° teria o valor méximo de 3. Nio serd, porém,
na pratica razodvel tomar K muito superior a 1, porquanto ainda
que de momento se obtivesse um aperto do solo que desse K préximo
de 3 ¢ de supor um relaxamento das tensdes ao longo do tempo.

Assim, tomaremos p’y = 7,92 tm2 no calculo a Terzaghi e 4 Caquot
e Kérisel e p’y =3,96tm™2 no calculo & Meyerhof e no que efectuar-
mos a partir das nossas tabelas.

Supondo a base rugosa viria para p” = (p’y + H')/s® =5,

1,50 :
¢ = 3’2_6 = 0,792tm—2 e —y = # = 1,705.
5 0,792 : 1,80
Nas tabelas encontra-se para —y’ = 1,583, q =302,4 e
para —y =1922, g —=3226.
Interpolando vem para —y’ — 1,705, q"=(q’ + H")/6® =

=309,7, ou segja q' =309,7 X 0,792 =245tm™2,

No cilculo & Meyerhof (1951) teriamos N, =40 e Ny =57
ou seja g’ =3,96 x 40 + 1,50/2 x 1,80 X 57 =235 tm™2,

No cdlculo a Terzaghi teremos p'o =7,92tm~? N, =21,5 e
Ny =21 e portanto q =792 x 21,5 + 1,50/2 x 1,80 x 21 =
=200 tm™2,

Segundo Caquot e Kérisel ha duas hipdteses, uma com Ny = 14,8
e outra com Ny =22,7. Teremos assim

1)) q =792 x 20,4 + 1,50/2 x 1,80 x 14,8 =181 tm™2,
2) q =792 x 20,4 + 1,50/2 x 1,80 x 22,7 =192 tm™2,
Como vemos apesar de se tomar p’, duplo nos cilculos a Terzaghi
e 4 Caquot ambos estes ddo menores valores que 0 nosso ou o de
Meyerhof. As diferengas nio sdo, contudo, muito aprecidveis.
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60. Exemplo. Fundagdo superficial ¢ 4ngulo de atrito interno baixo

Vejamos agora como varia a capacidade de carga quando o 4ngulo
de atrito passa de 30° para 20°, mantendo-se tudo o mais igual ao do
exemplo inicial (¢’ =1,00tm=2, ¥’ = 1,80 tm™®, profundidade 1,00
e largura da sapata 1,50).

Continuemos a tratar a fundagdo como superficial («, — 0) e para
abreviar restrinjamo-nos ao caso da base rugosa.

Serd agorap’y, + H' = 1,00 x 1,80 + 1,0 cotg 20° — 1,80 +- 2,74 =
=4,54 tm—2,

Nas tabelas encontram-se os dois valores p” = (p’ ++ H’)/a® = 0,9
e p"=(p'y + H)/c®=12. Pelo primeiro teriamos ¢°® =4,54/0,9 —
=35,03tm™® e —y’ =(1,50:2)/(5,03 :1,80) =0,268.

Na tabela encontram-se os valores para —y’ = 0,000, q’
=4,73 (1 + sen 20°) = 6,36; para —y' =0,659, q" =9,36.

Interpolando temos para —y’' =0,268, Q" =(q + H")/6" =
=758 ousea q =758 x 5,03 —2,74 =2355tm2,

Calculando pelo segundo valor teriamos o = 4,54/12 — 0,378 tm™—2
e —y =(1,50:2)/(0,378 : 1,80) = 3,57.

Na tabela encontra-se para —y’ =349, q" =107,31; para
—y' =4,06, q" =190,6.

Interpolando vem para —y’ = 3,57, q" =(q' + H')/s* =
=107,8tm™2 ou seja q' = 107,08 x 0,378 — 2,74 — 37,7 tm™2.

De acordo com Terzaghi (1943, p. 125), N, = 17,6, N, =176
e Ny =4,5.

Portanto
El’ =1,00 x 17,6 4- 1,80 x 7,6 + 1/2 x 1,80 x 4,5 = 37,3tm™2.

A Meyerhof (1951) tertamos N, =17, N, =73 e Ny-=
=48, o que daria

q =1,00 x 17 4 1,80 x 7,6 + 1/2 x 1,50 x 1,80 x 4,8 = 36,6 tm==2.
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A Meyerhof (1955) teriamos, N, =14, N =63 e Ny =238.
Portanto

q =100 x 14 + 1,80 x 6,3 +1/2 x 1,50 x 1,50 x 1,80 x 2,8 =
=129,1 tm™,

A Caquot e Kérisel (1956, p. 388/9, 398 e 392), teriamos os dois
casos
L seny exp (rtge’) — 1
1 —seng’

) N, =667, Ny=35¢ N, = - —14,8,

o0 que daria

q’ =1,00tm=2 x 14,8 4+ 1,80 tm—2 X 6,67-+1,50/2 x 1,80 tm™® x 3,51 =
= 31,5 tm—2, €

2) N, = 6,67, Ny =5,70 e N, = 14,8.
0 que daria
q’ = 1,00 x 14,8 + 6,67 + 1,50/2 x 1,80 x 5,70 = 34,5 tm~2.

Também para este caso os valores obtidos segundo as nossas ta-
belas se ndo afastam dos outros autores.

61. Fundagdo superficial e 4ngnlo de atrito elevado

Resolvamos ainda o mesmo problema mas para ¢’ =40°. Os
valores mais convenientes das tabelas serdo os correspondentes a p” =
=(p’y + H')/s® =4, o que daria no nosso caso  (p’y + H' = 1,80 +
+ 1,0cotg 40° = 1,80 + 1,19 = 2,99 tm~%) ¢° =2,99/4 = 0,748 e
—y’ =(1,50:2)/(0,748 : 1,80) = 1,805.

Nas tabelas encontra-se para —y' =177, q" =528,4;
para —y’ =196, q" =549,7.
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Interpolando obtém-se para —y’ = 1,805, q' =(q’' + H')/c® =
=532,3 ou seja

q’ =532,3 x 0,748 — 1,19 =398 tm™2,

Segundo Terzaghi, N, =93, N, =77 e Ny =138,
o que dard q =1,00 x 93 4 1,80 x 77 + 1/2 x 1,50 x 1,80 X
X 138 =418 tm~2,

A Meyerhof (1951) teriamos, N, =90, N, =76 e
Ny = 115,0, o que daria

q =1,00 x 90 + 1,80 x 76 + 1/2 x 1,50 x 1,80 x 115 = 382tm~2
A Meyerhof (1955), N, =72, N, =62 e Ny =97.
Portanto

q =100 x 72 + 1,80 x 62 4 1,50/2 x 1,80 x 97 =315 tm—2,

A Caquot e Kérisel, terfamos como anteriormente os dois casos

1 + sengp’

’

exp (ntge’)— 1
I —sene

1) N,=786 Ny=781 ¢ N = . —103,5

¢ daqui

" =1,00 x 103,5 + 1,80 x 78,6 + 1/2 x 1,50 x 1,80 x 78,1 =
=351 tm~2%

2) N, =178,6, Ny =114 e N, = 103,5. Daqui

q’'=1,00 x 103,5 + 1,80 x 78,6 + 1/2 x 1,50 X 1,80 X 114==399 tm~2.

62. Fundagio larga e angulo de atrito baixo

Tomemos por Bltimo uma fundagdo larga (b = 8,00 m) num terreno
de fracas caracteristicas de resisténcia (o’ = 20°, ¢ =1,0tm2
v = 1,0tm™®) e a pequena profundidade (h = 1,00 m), admitindo-se
a base rugosa.
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A fundacio deve tomar-se como superficial (o == 0).
Nas tabelas encontra-se solugdo para P’ =('¢ + H)/oy =09.

Teremos entdo

~ L00m X 1,0tm=> + 1,0tm=2 X cotg 20° 1,00 + 2,74

a® =4,16 tm—2.
0,9 0,9
E ainda
= 8,00:2 — 0,962,
4,16 : 1,00
Nas tabelas encontra-se para —y’ =0,659, q' =9,36;

para —y’ =1,418, q" =12,45.

Interpolando linearmente viria q" =(q' 4+ H")/e* =10,59, e
portanto, qQ’ =10,59 x 4,16 tm™2 — 2,74 tm~? = 41,3 tm~2

A Terzaghi, teriamos N_=17,6, N, =7,6 e Ny=45, ¢ dai
q'=1,0tm™2x 17,6 + 1,00tm—2 x 7,6 4 8,00/2 % 1,00 tm =432 tm™2.

A Meyerhof (1955), N,=14, N, =63, Ny =28 e dai
—1,0tm—2x 14 + 1,00 tm~2 X 6,3 4-8,00/2 X 1,00 tm™ x 2,8 =31,5 tm—2,

A Caquot e Kérisel, teriamos como anteriormente

) N,—667, Ny=351 ¢ N,=148 edaiq =10tm™ X
% 14,8 % 1,00tm™2 x 6,67 + 8,00/2 X 1,00tm™® x 3,51 — 35,5 tm—=.

2) N, =667, Ny==569 e N,—148 ¢ dai q =1,0tm=2 x
x 14,8 + 1,00 tm™~2 x 6,67 + 8,00/2 x 1,00 tm™2 X 5,69 = 44,2 tm™2,

Como se vé ainda neste caso os valores das nossas tabelas nio se
afastam dos valores dos outros autores, embora tenham sido obtidos
por método bastante diferente. Os valores das tabelas cstdo frequen-
temente entre os mais elevados, o que nio admira dado que admitimos
" 0s solos sobrejacentes a base da fundagdo interessados na sua capaci-

dade de carga.
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CAPITULO V

EXTENSKO DOS METODOS A OUTROS PROBLEMAS ESPECIFICOS

£3. Os casos abrangidos pelo programa, mas ndo incluidos nas ta-
belas. Alguns resultados

Acabamos de apresentar e fazer aplicagdo dos calculos efectuados
e de comparar os resultados com outros obtidos a partir das solugdes
classicas.

Importa agora dizer que o programa foi preparado para outros
casos além dos referidos nas tabelas. Os casos tratados envolvem «su-
perficies livres equivalentes» com inclinagio compreendida entre «, = 0
(fundagio superficial) e o, = 90° (fundagdo profunda), por incrementos
Axy = 30°. Qualquer solucdo intermédia (x, =10°, por exemplo)
pode ser obtida ou directamente com 0 mesmo programa ou por in-
terpolagdo entre os casos contiguos tratados nas tabelas. Na (Fig. 1.5)
apresenta-se a rede de caracteristicas para o caso de ay = 45° (¢’ =20°,
¢ =0, 8 =—¢'/2, §=—¢ e p’ =25=c"). Como a in-
clinagiio da superficie livre equivalente é superior ao angulo de atrito
a segunda familia de caracteristicas apresenta pontos de inflexdio ao
entrar na zona de corte radial. Essas curvas tém o aspecto doutras
4 apresentadas por Biarez (1961, p. 132) para um problema de impulso
" passivo num maci¢o também com éngulo de inclinagdo do talude su-

" . perior ao dngulo de atrito.

Também como exemplo foi estudado o caso duma fundagdo nas
vizinhangas da aresta dum talude (¢ < 0). Ddo-se abaixo os valores
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30° (¢ == 30°,
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’ " G’XX I3

y q
.00000/00 .33528/02 .50292/02 .50292/02

—.55453/00 35414/02 53121/02 51707/02
—.11023/01 37199/02 .55799/02 .53075/02
—.16513/01 .38902/02 58352/02 .54405/02
—21996/01 40533/02 .60799/02 .55694/02
—.27461/01 42102/02 .63152/02 .56944/02
—.32901/01 43616/02 .65424/02 .58158/02
—.38310/01 45082/02 67622/02 .59339/02
—.43684/01 46504/02 .69756/02 .60490/02
—.49024/01 A7887/02 .71830/02 61612/02
—.54326/01 49233/02 .73850/02 .62708/02

Estes resultados sio todos dados em virgula flutuante. O numero depois do
trago / indica o mimero de algarismos da parte inteira.

Como era de esperar os valores obtidos sdo substancialmente in-
feriores ao correspondente caso para «, =0, isto €, com a superficie
do terreno horizontal de ambos os lados da fundagdo™®.

O programa foi ainda preparado para o caso em que haja uma
redugdo (ou aumento) do peso especifico do solo a certa profundidade
' (caso da existéncia dum nivel fredtico). A titulo de exemplo recal-
culou-se o caso incluido nas tabelas, ¢’ =30°, ¢’ =0, 8§, =38, =0,
2y =0 e p" =045, admitindo que além da profundidade h’ =3
o peso especifico seria reduzido de 1,0 para 0,5.

Apresenta-se abaixo os valores de ', o, o', e q**:
v’ o o %
.00000/00 .55203/01 .82805/01 .82805/01
—.87950/00 .12896/02 .19344/02 .13812/02
—.16183/01 .21600/02 .32400/00 .19318/02
—.24644/01 .30783/02 .46175/02 .26174/02
—.33195/01 .40034/02 .60051/02 .33114/02
—.38339/01 .43377/02 .65065/02 .37064/02
—.45960/01 .48837/02 .73256/02 .42386/02
—.53654/01 .54385/02 .81577/02 .47410/02
—.60477/01 .58842/02 .88263/02 .51642/02
—.67529/01 .63218/02 .94828/02 .55809/02
—.74734/01 .67708/02 .10156/03 .59895/02

*  Vejam-se as tabelas (Apéndice 1.IV).
**  Resultados em virgula flutuante como acima.
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Verifica-se, comparando estes valores com os seus correspondentes
das tabelas, que apesar de se tratar dum caso com predominincia das
forcas de massa, por ser p” = (p’y + H’)/c® muito abaixo, ¢ de se ter
fixado o nivel fredtico a menos de um quarto da largura da base da
fundagdo, a redugdo da resisténcia média ndo foi além de 20 %.

Estd-se, no entanto, a admitir, é bom lembri-lo, que a existéncia
dum nivel fredtico ndo reduz as caracteristicas de resisténcia do solo,
0 que poucas vezes acontece.

A introdugdo de uma ou mais camadas com variagio do angulo
de atrito e da coesZo do solo, ja envolve um tratamento mais delicado,
porque entdo a tensdo média ¢’ o angulo @ de inclinagio da maior
tensdo principal com o eixo dos xx e a inclinagio muitua das facetas
de escorregamento 2u (n =m/4 + ¢'/2) variam bruscamente ao atraves-
sar as camadas. Adiante se verd, no entanto, um método para vencer
estas dificuldades.

64. For¢as de massa varidveis de ponto para ponto. O caso dos ma-
cicos em consolidagdo '

Continuando a referir-nos ao caso de variar apenas o peso especifico
do solo, ou dum modo geral de variarem de ponto para ponto as for¢as
de massa, tem grande interesse o caso do equilibrio limite dum macico
em vias de consolidagdo. Em geral o célculo da capacidade de carga
ou da estabilidade dum macigo terroso, faz-se admitindo uma das
duas hipéteses extremas: ou se admite que durante a aplicagio das
cargas nfio hd dissipa¢fio das tensdes neutras (analise ¢ = 0), admitindo-
-s¢ entdo que o solo € apenas provido de coesdo, obtida esta em ensaios
de compressio ndo drenados; ou se admite nfio haver gradiente das
pressOes neutras no macigo durante a aplicagdo das cargas e o cdlculo
efectua-se tomando a coesdo ¢’ e dngulo ¢’ de atrito efectivos do solo,
obtidos portanto em ensaios de compressdo triaxial com drenagem
completa (suficientemente lentos). O cdlculo na primeira hipétese da
valores vdrias vezes inferiores aos obtidos na segunda. A experiéncia
laboratorial* e de campo mostra que durante a aplicagdo das cargas

* Ensaios realizados no Laboratério de Ensaios de Materiais e Mecanica do
Solo em Lourengo Marques, ¢ ainda ndo publicados, mostram o rapido incremento
na resisténcia dos provetes quando a velocidade de aplicagdo das cargas diminui
¢ a drenagem é permitida.
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a capacidade de carga do macico pode aumentar substancialmente.
Importa encontrar um método para tomar este facto em devida conta.
J4 a isso nos referimos em trabalho anterior* sugerindo um método
semi-empirico. Para tratar um tal problema sob forma mais rigorosa
ndo hi, em principio, mais do que escrever as equagdes da estdtica e
a condigdo de plasticidade de Mohr-Coulomb, em termos de tensdes
efectivas, vindo entdo, como ja demonstrdmos (pag. 94) as compo-
nentes do peso especifico diminuidas das componentes du/dx e du/dy
do gradiente das tensdes neutras. Se houver um meio de calcular du/dx
e du/dy em cada ponto do macigo podera obter-se a carga limite da
funda¢fio em certo instante ¢, correspondente a certo grau de conso-
lidagio média (.

65. Caso duma fundacdo continua num macico argiloso com camadas
drenantes delgadas e horizontais

Seja o caso duma fundagdo continua superficial num solo argiloso
disposto em camadas horizontais de possanca 2k, com intercalagio
de laminas arenosas, permitindo** a dissipagdo das pressdes neutras
(Fig. 2.5).

5

/C
iy

ANt ~E

-
i
[

[l

J

x

\
x F1G.(2.5) FIC.(3.5)

Suponha-se aplicada verticalmente a pressdo efectiva uniforme p’y
correspondente ao peso das terras sobrejacentes e suponha-se ainda

*  Martins, 1961, p. 58 (The Primary Consolidation of Fine Grained Soils).
**  H4 casos (quando ndo estdo ligadas a uma toalha aquifera livre) em que
apesar da existéncia de camadas arenosas ndo hd dissipagdo de tensdes neutras.
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que o valor médio g do acréscimo de tensio sob a sapata aumenta
linearmente com o tempo e que a base da fundagdo ¢é lisa.

Fazendo-se a hipdtese usual de que antes de atingida a fase de es-
corregamento, o macigo trabalha em regime eldstico, a cada valor
médio g corresponde em primeira aproximag¢do um valor da tensdo
octaedral normal no ponto genérico P de coordenadas x,y igual a
(Frocht, 1948, II, p. 60)

Go = (GL + 63)/2 = (Gxx _|'_ ny)/z = CT (0(2 - O(l)/TC =
— q {arctg [(b + y)/x] — arctg y/x }/= 1.5)

De acordo com Biot (1941)[ 5], a equagdo de difusdo da agua no
interior dum solo saturado, admitindo a dgua incompressivel em
face da estrutura granular, seria

k dA
g4+ — =0, 2.5)
Tw ot
onde k é o coeficiente de permeabilidade do solo, v,, 0 peso especifico
da agua,

42 42 a2

e b,
V= T e

u a pressio neutra e ¢ o tempo. A = 3v/v ¢ a varia¢do unitdria de
volume, tomada positiva quando o volume decresce. Skempton e
Bishop admitem (Gibson e¢ Henkel, 1954, p. 8)

A =B [5¢"; + A 5’y — 36'5) | (3.5)

onde A e B seriam constantes caracteristicas do solo.
De forma mais geral e apropriada seria

A= ﬁ = B'3¢’ o + A'87 ., 4.5)
v
onde 86’ ooy = 8 [(1 + 03)/2] — du (5.5)
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é o incremento de tensdo octaedral normal efectiva.

5 oy = 5 [(5 — 03)/v/6]* (6.5)

é o incremento de tensdo octaedral tangencial ¢ du o incremento da
tensdo neutra.

Admitindo, em face da disposi¢do dos drenos, que a drenagem se
faz apenas verticalmente, a equagio (2.5) escreve-se

Ko s 5
Yw o 92° ot
Supondo-se que no inicio as tensdes sio todas nulas e fazendo
- ot =T, Serd o =c—u ¢ =7 (8.5)
visto que a pressdo neutra ndo afecta a tensio tangencial.
Vira entfio sucessivamente

=g, T

g2 do’ dr’
L VL AV (9.5)
v, 9z2 dt dt
. k
ou seja, fazendo —— = ¢ (10.5)
Yw
onde ¢ é o coeficiente de consolidago, e atendendo a (8.5)
g2 d ! é
AL L A I T)+_“ (11.5)
dz? dt B dt

Pondo r(zt) = + (A/B)r ¢ r'(zt) =1r(zt) —u(zt) em
(11.5) vem

a2y dr’
c — =— 12.5)
dz2 dt (

* Com efeito, num estado de deformagdo plana (Nadai, 1950, p. 528)
o= (o + oy}/2 ou seja também 6, = (o, 4 o3)/2. Portanto
0ot =01+ (01 + oy) : 2 + 6,]/3 = (o; + 03)/2. De modo andlogo

Voot = 113 V oy — (o1 + 9)/2]* + [(01 + 69)/2 —33)* + (51 —33)* =(o,— o)/ lg
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Como o e T crescem, por hipétese, linearmente com o tempo e A’
e B’ sdo constantes, 1(t) tomard a forma da (Fig. 3.5). O valor de r,
serd atingido ao fim dum tempo t, para o qual, por hipoétese, se atin-
gird o equilibrio limite do solo.

Considerando apenas a camada de possanga 2h, as condi¢des de
fronteira para a equagdo (12.5) sdo

z=nh u==0
7 —0 du/dz=0}t>0 (13.5)

Pode demonstrar-se (Carslaw Jaeger, 1959, p. 130) que a solugdo
de (12.5) com as condig@es (13.5) é

2T, h?
32 n nz  (2n + )22 (14.3)
— — (=D _cos [(Zn + 1)-‘—} exp [— “’
7 2n + 1)° 2h 4
n=—0
ct cty
Sendo os factores de tempo T = " e To= 2 s (15.5)

Calculando o valor médio u de u por integragdo de (14.5) no inter-
valoz =0 a z=h e definindo o grau médio de consolidagdo por

U=1— ri , (16.5)
0

vird para T =T,

oo
o Y I (2n+1)=2
U= ‘0113422 0 _ et ey
- { 3+ Z Gn T [ y ] (17.5)
n:-=0

epara T > T,

U=1—

exp l——
L

i e )
-0

n

bt : 2
32 1 o {_ (_gntl)z T} {
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Os valores de U em fungdo de T e T, sio dados no Quadro (1.5)
e foram obtidos analiticamente a partir das expressdes (17.5) e (18.5)
por Lumb (1963) e confirmados por nds numericamente pelo método
de relaxagdo que desenvolvemos noutro local*.

QUADRO (1.5)

VALORES DO GRAU MEDIO CONSOLIDACAO U CALCULADO
A PARTIR DAS EQS. (17.5) E (18.5)

0,005( 002| o100 02 | o4 | 08 | 12| 16 | 20

—
™

0,005 | 0,056 | 0,025 | 0,005 | 0,002 | 0,001 | 0,001 0 0 0
0,01 0,104 | 0,040 | 0,008 | 0,004 | 0,002 | 0,001 | 0,001 0 0
0,02 0,156 | 0,115 0,021 | 0,010 | 0,005 | 0,003 | 0,002 | 0,00l | 0,00t
0,05 0,248 | 0,229 | 0,075 | 0,038 | 0,019 | 0,009 | 0,006 | 0,005 | 0,004
0,10 0,356 | 0,340 | 0,245 | 0,122 | 0,061 | 0,031 | 0,020 | 0,015 | 0,012
0,2 0,503 | 0,493 | 0,434 | 0,341 | 0,168 | 0,084 | 0,056 | 0,042 | 0,034
0,3 0,612 | 0,604 | 0,560 | 0,496 | 0,309 | 0,155 0,103 | 0,077 | 0,062
0,4 0,698 | 0,692 | 0,658 | 0,611 | 0,485 | 0,236 | 0,158 | 0,118 | 0,094
0,5 0,764 | 0,758 | 0,732 | 0,695 | 0,597 | 0,328 | 0,219 | 0,164 | 0,131
0,6 0,816 | 0,811 | 0,790 | 0,762 | 0,685 | 0,426 | 0,284 | 0,213 | 0,171
0,8 0,887 | 0,885 | 0,872 | 0,855 | 0,808 | 0,647 | 0,427 | 0,320 | 0,256

1,0 0,931 | 0,930 | 0,922 | 0,911 | 0,883 | 0,784 | 0,578 | 0,434 | 0,347
1,2 0,958 | 0,957 | 0,952 | 0,946 | 0,928 | 0,868 | 0,740 | 0,552 | 0,442
1,4 0,974 | 0,974 | 0,971 | 0,967 | 0,956 | 0,919 | 0,841 | 0,674 | 0,539
1,6 0,984 | 0,984 | 0,982 | 0,980 | 0,973 | 0951 | 0,903 | 0,802 | 0,637
1,8 0,990 | 0,990 | 0,989 | 0,988 | 0,984 | 0,970 | 0,941 | 0,879 | 0,735
2,0 0,994 | 0,994 | 0,994 | 0,992 | 0,990 | 0,982 | 0,964 | 0,926 | 0,837
2,5 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,998 | 0,997 | 0,995 | 0,990 | 0,979 | 0,952
30 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,999 | 0,998 | 0,997 | 0,994 | 0,986

Calculando du/dx e du/dy a partir de (14.5) fazendo r, (2,t,) =
=g, + (A’/B’)1, = c,** ¢ atendendo a (1.5), obtém-se

du q [ b4y _L,y ]{1_2_2_

9 2T, | x2+(b+y?  x*+y? h?

oo

32 (—n"
= Cn +1)°
n==0

2

exp | — (2n + 1)? % To | +

Tz
2n 1) —
[cos( + )2h

*  Martins, 1962.

*+  Verifica-se, de facto, experimentalmente em ensaios em que se deixa con-
solidar a amostra primeiro sob uma tenséo hidrostética e em seguida sob uma tensdo
de corte pura, que ndo h& praticamente variagio de volume nesta ultima fase, isto
é A’~0, seatendermos a defini¢do de A’ dada em (4.5).
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q b+y y 2z
4 (=0 9 (aretg 20 aret k‘>{—ﬁ +
(=1 2=hT, . s h

X X

o0

16 (—ne iz =2 }

+ — ——Z2—sen | 2n+1) — | exp |—(2n+1)2— T 19.5

=2 Gy {( )Zh} pl— @0l Tl § (195)
du q X _ox {1 z?
dy 21T, |X24(b+y)? x*+y? h

32 (—1)°

nZ 7 2 l
— . — —2 2 .
= pa on Ty 1)3cos [(Zn—}—]) o }exp { (2n+1) i TOL (20.5)

Em (19.5) e (20.5) m = inteiro de x/h,
z=|x—h[m+ (cosmr/2)?] |. (21.5)*

As expressdes (19.5) e (20.5) apresentam a particularidade de terem
valores diferentes na origem (0,0) conforme a direc¢io ao longo da qual
se caminha para esse ponto. Este facto levou a necessidade de introdu-
zir no programa alteragdes apropriadas®*.

* Para verificar a expressdo (21.5) o melhor meio é experimentar varias po-
sigdes dum ponto (vérias coordenadas x) para camadas de vdrias possangas A.
**  Com efeito, supunhamos que se caminha para a origem ao longo da recta

y =xtgh.
Vird entdo em (19.5)

Su a [_ b+xtgp + xtg B }{1__33__
¢x  2nTo | x*+(b+xtgB)®  x*+ (xtgp) he
32 =n" nz 2
-5 (2n+l)5cos{(2n+1)ﬁ]em[_(zn*—l)z"‘fﬁro]} 4

414 { g OEX8B _ et ] _ 2z
+ (1) 2Toh arctg < arctg (tg B) o +

16 N7 [ 4 [_ . 7 ]
=+ et o+ 1) sen | 2n + 1) I exp 2n+1) 2 T, (22.5)




Nas expressdes (19.5) e (20.5) g ¢ o valor numérico da tensdo limite
sob a fundagio g’ diminuido da pressdo p’, das terras, suposta efectiva
antes da aplicacio das cargas. Teriamos pois q =q’ —p, (25.5)

Como porém ¢’ € a carga limite que se procura, a solugfo tem de
ser obtida por aproximagdes sucessivas, arbitrando inicialmente a sen-
timento um valor para ¢’ ¢ no final repetindo os cdlculos com o valor
encontrado ou com a média entre esse e o valor inicial. O processo sera,
em geral, convergente, mas devido ao facto de que o gradiente das
tensGes neutras varia bruscamente nas mudangas de camada e de que
no processo passo a passo e por diferencas finitas que utilizamos ndo
¢ possivel fixar «a priori» as coordenadas dos pontos a calcular, ndo
se poderd exigir uma aproximagdo de valores muito grande, sendo do
ponto de vista préatico vantajoso que o valor de ¢’ arbitrado se mantenha
inferior do verdadeiro. Uma outra razdo para ndo se poder exigir muito
rigor no resultado é a de que na aplicagio da férmula (1.5) se supde
a distribui¢io uniforme de ¢, o que ndo se verifica. As consequéncias
deste facto para o cdlculo do gradiente das pressdes neutras em cada
ponto também ndo sdo facilmente previsiveis. Talvez uma melhor

Tomando o limite de (22.5) quando x — 0 ¢ levantando a indeterminagdo pela
regra de I'Hospital, vem

im% _ _ @ (= _ ted ){__2
x—0 dx 27:hT0<2 B+ 1+ tg2p +
(y=xtgp
16 -n" = =2 .
= nt sen (2n+ 1)3- exp [—(Zn—}— 1)? TTO]} (23.5)
n=0

Como se vé de (23.5) du/dx tem limites diferentes conforme se caminha para a
origem, por exemplo ao longo do eixo dos xx (B =0) ou do eixo dos yy (B ==/2).
De molo analogo se obteria

2 - ) |20
x—> 03y  2zhT, \ 1 + tg* B

(y =xtgp)

(24.5)

(o]

16 (=n° bid _ 23~2 ]}

+ ?2(211—*-1)2 sen(2n + 1) 5 exp [ @n+1) . T,
n=—:0
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solugdo fosse calcular o valor médio da tensio o,, geradora das ten-
sGes neutras em regime eldstico, admitindo rigida a base da fundagio.
Todavia, este método tornaria muito mais complicadas as expressdes
(19.5) e (20.5) que ja de si ndo sdo simples.

Com as limitagdes que acabamos de referir calculou-se o seguinte
exemplo tedrico:

angulo de atrito interno efectivo ... ... ¢’ =30°
COESTO terreenereitetiitetieieeeetieieereninennnas ¢ =
tensdo efectiva ao nivel da fundagdo antes

da carga ...cooeevieeiiiiiii e, p'o =50
semi-possanga das camadas .................. h =2,25
peso especifico efectivo do solo ............ v =1
largura da base da fundagdo ............... b =10

Foram calculados os casos seguintes 1) T =T, = 1000 = oco;
)T=T,=12;3) T, =0,4; 9T =T, =0,1. Estes casos correspondem
respectivamente a consolidagio médias de 100 %, 74 %, 48,5 % e
24,5 9 segundo os valores contidos no Quadro (1.5). Os valores apro-
ximados da tensio média limite g’ sob a fundagdo obtidos foram os
seguintes

1200 para 100 9 de consolidagio média,
620 para 74,0 % de consolidagio média,
400 para 48,5 % de consolidagio média,
250 para 24,5 % de consolidagio média,

66. Mdétodo de calculo quande haja varias camadas de solo com &n-
gulos de atrito, coesdes e pesos especificos diferentes

Finalmente vejamos como poderia ser tratado o caso em que exis-
tam duas* camadas de solos com dngulos de atrito, coesdes e pesos
especificos diferentes. Suponha-se ainda que existe uma carga unifor-
memente distribuida dum e doutro lado da fundagio correspondente

* A extensio do método propostc a macigos com mais que duas camadas

¢ imediata,
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as camadas sobrejacentes (Fig. 4.5). O método sugerido por Sokolo-
vski (1960, p. 104) para o cdlculo do impulso num muro de suporte
atrds do qual existem duas camadas de solo com caracteristicas desiguais

BT
QNN
%@3&

@ <y ‘Fla Y:l

x 5'6.(4.5.a)
l(c.:a,
L+2 ol - [ (-1 @ (O"ﬁ)‘ |_—.%Tx'd)1 5 )1 @
ST e @ (c:;),—".__l(;;_\’)f"w)a@
leion,
FIG.(4.5.b) FCn (450

ndo ¢ aplicdvel aqui, visto ndo existir um paramento que intercepte
a superficie que divide as camadas.

Propomos entdo o método seguinte:

Por calculos prévios tanteados obter-se-d4 a zona plastificada cuja
cuja caracteristica inferior é tangente em F a linha de separagdo das
duas camadas.

Conhecem-se entdo todos os pontos dessa caracteristica os valores
das variaveis, x, y, £ e » e consequentemente o valor da tensdo média
o', do 4ngulo @, etc. Calculam-se depois as mesmas varidveis para
a caracteristica vizinha 1’, 2’, ..., 29, por prolongamento das carac-
teristicas calculadas anteriormente. Assim os valores das varidveis em
2' calculam-se a custa dos valores conhecidos nos pontos 1 e 1’, pelas
formulas de recorréncia (51.3) e (52.3). Os valores das varidveis no
ponto 3’, calculam-se a partir dos valores conhecidos no ponto 2 e dos
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que se acabaram de calcular para o ponto 2’. E assim sucessivamente.
Escolhendo convenientemente o intervalo entre os pontos 1 ¢ 1’ conse-
guir-se-4 que um certo ponto i’ (Fig. 3.5.b) caia sobre a linha de des-
continuidade e nele serdo obtidos os valores de x, y, £ e e a partir
destes se obterd ¢’ e @ e dai o'y, o', € 7', pelas formulas (36.3) e (37.3).
Nesse ponto haverd descontinuidade nas tensdes. Porém para satis-
fazer as equagdes da estdtica s a tentdo o’,, pode ser descontinua*.
Entrando entdo com os valores de ¢’ ¢ =, e os de ¢’, e H’, nas for-
mulas (36.3) e (37.3), podera resolver-se o sistema resultante em ordem
a (co'y);, e (P'y);**. Com estes valores obter-se-4 por (40.3) e (43.3) os
valores de (£,);, € (o). Com (o'y);, (®'y);r @5 € v’y Obter-se-a por
(23.3) e (45.3) os valores de (A,);. e (B,);.. Tratamento andlogo se po-
deria dar aos valores das varidveis nos pontos i ¢ i + J da caracteris-
tica anterior que, por serem vizinhos do ponto de tangéncia F estido
necessariamente muito proximos da linha de descontinuidade. Tendo
agora os valores das varidveis nos pontos i ¢ i* do meio 2 poderdo
calcular-se pelas féormulas de recorréncia (51.3) e (52.3) os valores das

* Considere-se, com efeito, um elemento de dimensdes dx x dy (Fig.
4.5.c) que ¢é atravessado pelo trago da superficie de separagdo dos dois meios 1 e
2 e cuja faceta dy ¢ paralela a essa linha de descontinuidade. E evidente que para
satisfazer as equagdes da. estitica terd de ser (o', );=1(0"y )2 © (-r’xy)l = ('rxy)2
mas nada obsta a que seja (s'yy); #* o'y )2

**  Efectivamente dum modo geral a partir de (36.3) e (37.3) poder-se-4 obter
(64 + H’)/-r’xy = (1 + sen¢’cos 2 P)/seng’sen 2 @ (25.5)

Fazendo (¢',, + H')/-r’xy =K  vird sucessivamente:
Kseng’sen2® =1 4 seng’cos 2®, (Kseng’sen 2 ®— 1)? =sen?q’ (1 — sen?2 @),
Donde sen?¢’(K? + 1)sen®2® — 2K seng’sen2 @ + cos?o’ =0. (26.5)

(26.5) é uma equagdo do 2.° grau em sen 2 P. Para que as suas raizes sejam
reais terd de ser K2 (K?+4 1)cos?¢’, ou seja cos?¢’ = K2/ (K2 + 1) ou
ainda 14+ 1/K2=1 + tg2o’. (27.5)

Como ¢ necessariamente  1/K =7, '/ (5, + H) 2 tg9” a condigio (27.5)
¢é sempre satisfeita e as raizes de (26.5) sdo sempre reais.
sen2 O— (K +4//K2— (K2 + 1)60529'))/Sentp' K2+ 1) (28.5)

Das duas raizes de (28.5) deve escolher-se a que mais se aproxima do valor
de @ antes calculado no mesmo ponto mas do outro lado da linha de descontinuidade.
Entrando com o valor de ® assim obtido em qualquer das equagdes (36.3) ou
(37.3) tirar-se-ia o valor de o',
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varidveis no ponto i’ + ] ¢ com estes valores e os do ponto i + 7, cal-
cular pelas mesmas férmulas valores no ponto i’ + 2. No ponto
i’ + 3 far-se-ia a operagfo inversa da que se efectuou no ponto i’ de
entrada no meio 2, isto &, calculavam-se os valores de (Py); 4 5 e
(6'1);- 4 3 a partir dos valores de (a'y);r 3 € (T'yylis 4 » que t€m
de ser iguais para os dois meios. Uma vez de novo no meio J seguia-se
a aplicacdo das formulas de recorréncia até atingir o ponto 29’ sob a
fundagdo como anteriormente. Uma nova caracteristica poderia entdo
ser calculada seguindo exactamente o mesmo processo. E assim suces-
sivamente até se obterem os valores das tensdes ao longo de toda a
semi-base da fundagio.

68. Caso da distribui¢do ndo uniforme de tensdes na fronteira

No caso da distribui¢do de tensdes na fronteira nio ser uniforme,
poderia adoptar-se um procedimento semelhante ao da existéncia de
camadas com diferentes caracteristicas de resisténcia. Poder-se-ia pro-
gredir por degraus como mostra, a Fig. (5.5). Assim, em vez de se cal-

m ————————

. =1G.(5.5)

cularem imediatamente os valores das varidveis em todos os pontos
da regiio AED, como sugere Sokolovski, calcular-se-ia em primeiro
lugar a caracteristica da segunda familia, infinitamente vizinha da ori-
gem, que no limite coincide com a prépria origem e na qual se ndo faz
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sentir o peso especifico do solo. Em seguida calculava-se a outra carac-
teristica da mesma familia que comega no ponto 2 e assim se ird expan-
dindo sucessivamente a rede por sec¢Ges em forma de casca. O valor
a tomar para p” no célculo no ponto inicial de cada caracteristica seria
a média entre os valores nesse ponto e no anterior.

E natural que este método traga um andamento regular as carac-
teristicas e os valores das varidveis variem monotonamente, o que n3o
acontecia para este caso com o método anteriormente exposto.

156 —




APENDICE (1.II)

Formas apresentadas por vérios autores para a solugdo do problema da capacidade
de carga duma funda¢do continma de base horizontal assente num macigo
sem peso no caso de base lisa

A férmula
G’ =c X cotgo’ 1 + seng’ exp (rtge)—1] +
1—seng’
, 1 ! ’
+p7 x F TSNP exp (rtg o) 22)
1 —seng

é apresentada por Sokolovski [ 80 ]*.
A mesma férmula tinha sido apresentada por Terzaghi [83 ]** apenas com
1 4+ seng’
1—seng’’
Terzaghi diz ter derivado a referida equagiio das que foram publicadas por Prandtl
(1920) e Reissner (1924). De Beer ¢ Wallays [23]*** citando Buissman (1940) e Prandtl
apresentam (2.2) sob a forma

tg? (/4 + 9’/2) no lugar de que como se sabe sdo idénticos.

i =c o rtee) 20T+ expl (rtge) — lcotes’ | +

+ p’tg? (x/4 + 9’/2) exp (ztg o) 2'.2)

Desenvolvendo o colchete de (2°.2) e atendendo ao que se disse para tg? (z/4 -+
+ ©’/2), obtém-se a expressdo (2.2).
Meyerhof [61]§ apresenta uma expressdo que particularizada coincide com (2.2).

* 1960, p. 59.
** 1943, p. 128.
*x 1048, p. 63.

§ 1951, p. 305.
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Mizuno [63]* apresenta um grafico (Fig. 1.1.II) onde se registam os valores de
2q’/by’ em fungdo de 2p’/by’ para diversos valores de ¢’ entre ¢” — 0 ¢ ¢’ —45°,

9-caPACIDADE DE CATCA

P'- SOITECARCA LATERAL
LEET - peso EsPECEKO DO S0L0
b - LAZLUZA DA FUNDAGCAD
P~ ANGULL DE ATRMO INTERA

[N w

° [}

EqEEay. i
4

[AE]
oh 1208214 1000 L0022 OO 100
G SIRSTEEeH LOE OB LIeab AT
sttt e R
3
° - -] © 7 =] =] 10

DIAGCEAMA DE CAPACIDADE DE CATRGA

i =u.(|.m§

Calculando pelas féormulas anteriores, com ¢ = 0, o valor de %Q_, para
Y

2p — 10 (valor maximo do grafico) que é o caso em que a influéncia do peso

by’
especifico v’ € pequena por ser p’ » by’, verificou-se que os valores coincidem com

os do grafico de Mizuno, para os diferentes angulos de atrito ¢’. A introdugio de

* 1948, p. 48.
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¢’ far-se-ia pelo teorema dos estados correspondentes, tomando no grifico p’ +
+ ¢’ cotge’ em vez de p’ e correspondentemente q” + ¢’ cotge’ em vez de q”.
Caquot e Kérisel [12]* apresentam a foérmula

p’coso’

T "r  exp(ntgo’ 1.1.I!

r c0sd; — sen o’cosd’ p(rige) ( )
onde send’ = Sens’/
seno

que da a tensdo na face BC dum macigo terroso sem peso em estado passivo quando
na fronteira actua a carga p’ inclinada de 8; sobre a superficie livre (Fig. 2.1.1I).

’

Vi 8

T - Pf2

x

FIG.(2.1.0)

No nosso caso 8, =0 e 6 =mr/2.

p’coso’

Portanto r= . exp (~tgo’) (2.1.11)
1—sene

Do equilibrio da cunha ABC deduz-se sucessivamente

3’ X AB —21c0s (=/4 + ¢’/2—¢") x AC —r S M4 —/2)
a’ X AB =4 +9¢'12—09) X AC rcos(ﬁ/4+?,/2)
ou ainda

N cos o’
1—seno’

’

q’ =p’ x X tg(r/4 + 9'/2) exp (F 1g9") 272
expressio que com pequena transformagdo trigonométrica se verifica ser idéntica
a (2.2) para ¢’ =0. Quando ¢’ # 0, aplicando a (2".2) a transformagdo citada,

e em seguida o teorema dos estados correspondentes obtém-se exactamente (2.2).

* 1956, p. 356-358.
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APENDICE (2.11)

Capacidade de carga das fundagdes continuas. Macico sem peso. Demonstragdo
_de que as formulas apresentadas por Meyerhof [61]%, Caquot e Kérisel [12]**
e Sokolovski [80]*** podem ser adaptadas de forma a coincidirem com a férmula
de Terzaghi

A formula de Terzaghi, base rugosa, escreve-se

q’=c’cotgo’ { :

1 —- xexp[(3)27—o¢) tge]— 1 }+
s€n o

Fp X — 1 Xexp[(2r—o)tgeT] G2
1 —sene
a) Meyerhof apresenta a formula §

- , , [(1 +seng)exp (20tge’) ]
=c cot h —1
d { g% [ 1—sen¢’sen 2u + ¢') +

, 1+sen<p’eXp(29tg<P')] 1.2.11
+p [l—senqa’sen Q2u + ¢) (21

A formula (1.2.1I) refere-se a uma fundagdio num macigo terroso com taludes
inclinados lateralmente a fundagdo dum angulo

g =0—m+pu+d (2.2.1I)

sobre a horizontal.
Em (2.2.11) ’ w=ml4—q’[2 (3.2.11)
e Y =n/d +o[2. (4.2.1D)

No Capitulo II foi deduzida uma outra formula para ¢ qualquer (20.2).

Na hipoétese de Terzaghi  «, =0 (talude horizontal), ¢ =¢’ e p ==n/4—
—o’/2. Portanto, 0 = 3/4x—¢ /2. Substituindo este valor em (2.1.1I) obtém-se
a expressdo (3.2) de Terzaghi.

* 1951, p. 305. ** 1956, p. 355-358. **x 1960, p. 101.
§ Notagido conforme a (Fig. 4.2.), Cap. II.
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b) Caquot e Kérisel. A equagdo (1.1.1I) (Apéndice 1.1I) escreve-se para este caso
(3, =0 e 06=3/4x—0')2),

r= PO oxp (327 —o0)] (5.2.11)
1—senco

Do equilibrio da cunha ABC (Fig. 2.1.1[), onde agora o angulo A§C ¢ igual
a o', tira-se
a'ﬁ —2r x BC.
Portanto q’ =r/cose’. (6.2.1D
Introduzindo o valor de r dado por (5.2.1I) em (6.2.1]) obtém-se

= . 1

q =p X - X exp [B2=—o)tge’]. (7.2.11)
1—seng

’

Aplicado o teorema dos estados correspondentes a (7.2.11), ter-se-d a equagdo
(3.2) de Terzaghi.

¢) Sokolovski.
De acordo com a equagdo (6.2.11) temos

g = "m oy L 8.2.11
c_o_s?’ cos ¢’ (3.2.11)

onde o, € a componente normal do vector de tensdo r.

Substituindo em (8.2.II) o valor de o, dado por Sokolovski [ 80 ]* para o caso
¢’ =0, temos:

-, p’ cosd [cosd + (sen?q’ — sen?3)!/2] y
9 7 costo’ 1 —seng’

X eXp { [ZB + 3 4 arcsen (ss::z/ )] tgo’ } (9.2.11)

No caso em questio 8 =9’ ** e B ==n[2—0o"

Portanto:
2 (2 o) e+ T e !
[ (2 <?)+<?+2]g<9}

Simplificando e aplicando o teorema dos estados correspondentes vem de novo
a equagdo (3.2) de Terzaghi.

} , 2.
§ = p x €089 oo
cos?o’ 1—seng’

* Op. cit. p. 101.

** Conhecida a tensdo =, 3 obtém-se da equagdo

nt?

T = (o, T ¢’cotgo’) tg 3.
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APENDICE (1.IIT)

Equilibrio limite dum macigo limitado por um plano inciinado de «, sobre o
horizonte (Fig. 14.3)

Suponha-se como se indicou no Capitulo III que as tensées na fronteira tém dis-
tribuigdo uniforme e componentes

6’ =D" (85.3)
e =" =( + H’)tgd. (86.3)

J4 se tinha visto que para este caso as equagdes diferenciais do equilibrio se es-
creviam
, ,
de de’,

d:“ =vy'cos a, , i = —y’sen o, (87.3)

as quais quando integradas e satisfazendo as condigdes de fronteira (85.3) e (86.3)
ddo '

6’ n =P’ + Y ncosx (88.3)
T/, =1’y —y’ nsenx,. (89.3)

Também se viu que o dominio de integragdo é limitado, dum modo geral, pela
recta .
_b +H « sen (3 + @) (93.3)

n=n
y'cosd sen (ag — ')

que ¢é paralela ao trago da superficie do talude.

Veja-se agora como obter as tensdes o’ ¢ 0 dngulo @ e, bem assim, as equagdes
das familias de caracteristicas no espago assim definido.

As equagdes :

% nn . ’ ’
b o [ 14 seng’ cos2 (® —ap) ] —H (65.3)
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’,
€ Tnt

=go’'sen¢’sen2 (O — =x,) (66.3)

sdo gerais e portanto, validas para este caso.
Igualando estas expressdes as respectivas expressdes (88.3) e (89.3) e fazendo
=0 —uq (1.1.IID)

vem (1 +seng’cos2y) =p’y + H 4+ v’ ncosx,,
cs’seno’sen 2 — 1’ — vy’ nsenx, (2.1.111)

Destas duas equagdes poder-se-3o tirar ou n € ¢’ em fungdo de » ou v € 6" em
funcdo de n.
Para n em fungio de ¢ ter-se-ia de (2.1.11I)

seng’sen2y  (p’o + H') (send/cosd) —y ' nsenz, .

3.1.11I)
1 + seng’cos2 ¢ p’o + H + vy ' ncosa,
ou seja v’cosd (cosagsen ¢’sen2 ¢ + sen o, + Senax, sen ¢'crs2 y) =
=(p’ + H’) (send + send sen ¢’ cos2 ¥ —cosd sen <p’sén2 ). Donde se tira
’ ’ ’ A
n— Pl +H send — sen ¢’sen (29 — 3) @111
y'cosd senxy, + sene’sen (2y + «)
Para o’ ter-se-ia
'’ (1 + seng’cos2 ) — (p’y + H') __ Cosag (.1.110)
a’seng’cos2 ¢ — (p’y + H’) (sen 8/cos 3) sen oy
e daqui .
o’ [sen xycos3 (1 + senq’cos2y) + COs xcosds2ne’sen2 ) ] =
=(p’s + H’) [cos 2, 5end +4- sen «, cosd],
e ainda
a’cosd [sen oy + sen¢’ (sen ay cos2 v + cos aysen2y) ] =
=(p’y + H’)sen (x; + 3). Donde se tira
o= Pt H sen (2, + 3) (6.1.111)
cosd - senx, + sen ¢’sen(2y + a;)

Procure-se agora exprimir ¥ ¢ ¢’ em fungio de n. Fazendo o segundo membro
g P ¥

de (3.1.111) igual a K, vem sucessivamente _sene’sen2y =K, donde

1 + sen ¢’cos2y
seng’sen2 ¢ — K (1 4+ seng’ 4/ 1 —sen? 2¢)
e ainda (seno’sen2 y — K)? = KZ%eng¢’? (1 —sen?2 y),
ou seja (1 + K?)sen®q’sen®2y — 2K sen¢’sen2 4 — K2cos?p’ = 3. (7.1.111)
Para que a equagdo (7.1.111) em sen2 tenha raizes reais torna-se necessario que
A =K==enzo’ — (1 + K2)sen?e’. K%0s?9’ = K?sen?¢’ [ — (1 4+ K?) cos?*¢’] S 0,

ou seja 1— (1 +K?*»cos?9p’'s0
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" ou ainda K=tgo" (8.1.I1I)
Verifiquemos se ¢é satisfeita esta condigio.
Sehdo

K — (Pt H) tg 3 —y nsens, (9.1
p’s -+ H 4" ncosx,

uma fungdo de «, monotonamente decrescente no intervalo 0 = «y = n/2 basta
' (P +H)tgd
po+H +vn’
Com 8 =9 e ¥'n= 0 vem necessariamente K = tgo’.

A equagdo (7.1.1II) tem, pois, duas raizes reais a saber

fazer a verificagdo para «, =0. Para este valor de «, vem K =

sen2 oy } Kseno’ F 4/ Kiseng’ [1-—(1 +K?) cos?e)]

sen2 ¢, (1 + K?) sen?o
ou seja
sen2 ¢y K 7
- > | 17F 1—(1 + K2 cos? 10.1.1IT
sen2 Y, (1 + K?)seng’ \/ (4 +K9 i ( )

Vé-se ainda de (10.1.ITI) que as raizes de (7.1.I11) sdo ambas do mesmo sinal que
¢é o sinal de K. A estes dois valores das raizes correspondem os dois estados possiveis
do macico: estado activo ou limite inferior, estado passivo ou limite superior. Apli-
cando a formula a casos particulares vé-se rapidamente que para o caso em questio
(estado passivo) deve tomar-se o sinal — para o radical de (10.1.11I). H4 pois que
escolher

sen2f, = (1 A/ T—(1 + K¥cos? ) . (1101
N A Kz) seng’ ( ) ? ( )

H4 ainda dois angulos 2 ¢, que satisfazem (11.L.IIT). Sabe-se, porém que na
fronteira em questdo quando «, — 8 =0 ¢ portanto K =0, hd-de ser ¢; —=/2.
Ha, pois, que escolher -

K
24=n—arcsen |-—— — 1 — 1—(1 4+ K?cos?o’ 12.1.1I1
- (1+K2)Sen?/( VI—A+KY qa)] (12.0.111)
Calculado o angulo ¢ = ¢, pela férmula (12.1.I11) a tensdo média ¢’ obtinha-se
de qualquer das equagdes de (2.1.11I), por exemplo da primeira:

o' = Dot H' +y'ncosz (13.1.1ID)
1 4+ seng’cos2y

Vejamos agora como calcular as coordenadas das caracteristicas.
Sabe-se que as equagdes das caracteristicas poderdo sempre obter-se a partir das

equagdes diferenciais g_ = tg (® F ) ou duas suas equivalentes para o caso
X . :

presente

& T (14.1.111)
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Por outro lado # é dado em (4.1.111) em fungdo de . Temos pois a relagdo

dt dn

= o= g (¢ 15.1.111

@@ gy +w ( )
onde dn/dy ¢é dado pela expressdo*

dy po+H’ , cos2 ¢y 4+ seno’
T =_2%0%T " sene¢’sen (ap 4+ 3) X . (16.1.111
dn Y’cosd ? (@ ) [senog + seng’sen (24 + «g)]? ( )

Introduzindo este valor em (15.1.111) e simplificando obtém-se**

sen2y F cos ¢’

seng’ sen (xg + 3
® (o ) [sena, + sen¢’ sen (24 + ag) ]2

’
[
’

dd Y c

— Pt H
o5 (20.1.111)

A funcio primitiva t =f(}) + C.te do segundo membro de (20.1.III) ¢ facil-
mente exprimivel em fungdes elementares. Para isso faga-se

o Pt H o sen (o 4+ 8) =C (21.1.110)
v’ cosd
A— / sen 2y o (22.1.110)
[senaz, + seng’sen (29 + ap) 12

F coso’
B = di. 23.1.111
¢ [[senoz0 + seng’ sen (29 + xg) I? Y ( )

Teremos entdo t =C(A +B) =Cite ' (24.1.110)
*  Com efeito derivando (4.1.1I1) vem sucessivamente
(‘E _ Pt H’ — 2sen¢’cos (éx{J — 8) [senx, + seng’sen (29 + 2g)]
dy Y'cosd [sen ay + seng’sen (29 + a,)]®
— 2seno’cos (29 + a,) [send — sen¢’sen (2¢ — §)] } _
[senz, + seng’sen (24 + ) J?
p’o + H’ | senag cos (29— 8) + seno’ sen (2¢ + o) cos 2y —3) +
y'cosd [sen ag + seng’sen (2 + o) ]2
cos (29 + o) send — sen ¢’ sen (2y — 3) cos (29 + ay) } _
[senx, + seno’ sen 2y + x,)]?
, p’o + H’ sen¢’sen (« + 3) + senx, cos2y —cosd + senxgsen2isensd +
y'cosd [senx, + sen¢’sen (29 + o) J?

=—2sen¢’

+

=—2seng

+

send cos2y cosx, — send sen2yP sena,
[senz, + seng’ sen (29 + «g)1?
Daqui se tira (16.1.11I).

** Das formulas trigonométricas elementares sabe-se que

sena 1 + cos2a
sen2a =2senacosa =2 ——. cos?a. Mas cos?fa = __+2_.
cosa
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Para calcular 4 faz-se a mudanga tgy =2. (25.1.1II)

1
Dond dy = ——— dx 26.1.111
e A ey ( )
e também
' ' ' 2tg ’\;l 2%
sen2y = 2seny cosy =2 tgPcosty = = = 27.1.111
v p COSYy gyeosty = e T T e ( )
cos2y = cos?y — sen?y = cos?y (1 —tg?y) = i : iz (28.1.111)
Substituindo estes valores em (22.1.1IT) vem
2
A= e X T
lsenazo + seng (1 Y cosey + e Senao)]
_ / 20 dx
{(1 + »?) senx, + seno’ [2A cosxy + (1 — A2) senx}}? )
Desenvolvendo e ordenando, tem-se
A= / 2. dx (29.1.111)
[senx, (1 — seno’) A% + 2sen ¢’ cosay A +- sena, (1 + seng’) J*

Se 0 binémio descriminante do denominador do integrando for A = 0 esse de-
nominador tem 4 raizes reais iguais duas a duas. Se A < 0 ha também 4 raizes iguais
duas a duas mas sio imaginarias. Veja-se o que implica a condigio A = 0. Ter-se-4

A ==(sen ¢’ cosxg)? — senxy (1 — sen’) [sena, (1 + sen ¢ ] =
=sen?g’ cosla, — senlx, (1 —sen®¢’).

Portanto tga — %22 ¢ também tga— 1—cos2a
1 + cos2a sen 2a
—_ !
Assim @@ Fw— T CSET 2 (7.1

sen (29 F 25
Substituindo (16.1.1II) e (17.1.II1) em (15.1L.1III) e notando que  sen o’ =cos2u

obtém-se
dt _ 2 p’s + H’

— seng’sen {x, + &) X
dd v'cosd 0

(cos2y + cos2y) (1 — cos2y cos2u F seny sen2y) (18.1.111)
[senx, 4+ sen¢’sen (29 + @) 1% sen (29 £+ 2} ° o

Desenvolvendo o numerador da fracgdo, tem-se

cos2y + €082y — cos22ycos2u T sen2y sen2y cOs2y — cos2y cos2u F
F sen2d sen2u cos2u — sen®2 cos2u F sen2y sen2y cos2y + cosly sen®2u I
F sen2y sen2u cos2u = sen2y (sen2y + cos2u F cos2y sen2u) + sen2y (sen2pcos2y -
F sen2d cos2y) = sen2y [sen (24 F 2u) | F sen2u [sen2y F 2u] =
= (sen2y F sen2y) [sen 2y F 2u) ] (19.1.111)

Substituindo este valor no numerador de (18.1.11I) e atendendo a que sen2y =
= cos 9’, vem finalmente (20.1.I1I).
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Se A < 0 vird sen2 o’ cos?ey — senxy cos?¢’ S 0
ou seja tg2o’ < tgiu,,

o que implica ¢’ = |, I. Isto €, a inclinagdo «, do talude tem de ser em méddulo
menor ou quando muito igual ao dngulo de atrito do solo. Vejamos em primeiro
lugar qual a expressdo de A para o caso de «, < 9.

A expressdo entre colchetes de (29.1.11I) tem por raizes,

L | —sene’ cosx, + \/ sen?o’ cosa, — sen’u, cos?e’ (30.1.111)
senax, (1 — sen ¢’) o

com u, < ¢’ estas raizes serdo reais ¢ desiguais.
Entdo A4 toma a forma

C C Cy
A 2 3
/[(x—xl)z purell erw R —

} & (31.1II)

onde as constantes Ci sdo definidas pela identidade
D=Ci0—2)? + Co — 2 (A —29)? + Cs (A — 2 + Ca(—21)? (A — 1),

que fornece o seguinte sistema de equagdes lineares

0 1 0 1 c, 0

1 —@ut+r) 1 —@ny+ 2 c| (o
— 2y Ou® 4200 —20 (A 4 2000 c 1 {2 (z.1.1D*

2? — AAg? 22 — A Cs 0

Resolvido este sistema obtém-se as constantes Ci . Atendendo a que por (32.1.11I)
se verifica C; =— C,, viria
—Cy —C;

—
A= C,1 1 te, ALIIT
x—).1+x—x2+ 2loge 221 %, +C (33.1110

com A =tg.

Veja-se agora o caso de ser o, > ¢’. As raizes (30.1.III) sdo agora imaginérias.
(29.1.11I) toma a forma

2xda
= 34.1.111
/[(x—w Yo @4.L1D

* O sistema (32.1.11I) pode simplificar-se.reduzindo-se apenas a 3 equagdes
visto que C, = — C,. Portanto,
Ci+Ca+(—22—2+ 20 +23)C, =0

— 23, C;— 2%, Cg + (052 + 202y — 22— 20,2)) C, =2
7\22 C,+ 7\12 Ca + (— )\1)‘22 + 7\27\12) Cz2 =0

1 M — Ag 1 C, 0
—2, Mi—22 —2 x| l=]2 (32.1.1ID
Aﬂz Al)‘2 ()‘l—)‘i) Al2 C3 0

ou seja
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. ’ 2 2’ 2
com _ sen g cosao_/ e q— 4/sen%x, cos?o’ — sen?e’ cos® %0 (35,1.111)
senx, (1 —seng’) senx, (1 —seno’)

O integral (34.1.11I) calcula-se pela substituigdo

A—p =qs, donde dx =qde. (36.1.111)

Substituindo, vem sucessivamente

/ 2xdx — [2(p+qge)qde _ 2p + 2qe qde —
X — 2 + 2]2 2,2 )2 4 2 1 2
(> —p)* +qf E (qe +q) a*(e2 + 1) (37,11
_2 / 2e de )
(2 + 1)? 1)2 q? / (e + 1)?
2ede —1
/(:-: 1) = ST (38.1.11T)
O integral ] (?% calcula-se por partes e d4
€ arctge .
= . 39.1°11
ferm 1w * (911D
Substituindo (39.1.III) e (38.1.111) em (37.1.11I), vem
_bp e 1 1
A= & (52__*_ i + arctgs) q—2 X ori (40.1.11T)

Mas de (36.1.1II) tira-se e =(—p)/qg com A =tgl.

Logo, para este caso (x, > ¢”)

(tgy—p) x q (@v m” 1
+ arctg — (40.1.1I1).a
q“ (tgb—p)®+ q? q (tey—p)? +q*

Veja-se agora que expressdes vém para B nos dois casos tratados.

B — F coso / dy . @3.1.11)
] [senxy, 4+ seng’sen (24 + «,) ]2
Faca-se tg( 33 ;,,‘,"9_) ) — (41.1.111)
ou seja 2y + o, =2arctgr” e, diferenciando, d¢ = 1—_?_)‘;\,2 .

* Também se poderd transformar o integrando de (23.1.11I) em fracgdio racio-

nal fazendo sen (2y + ap) = (22— 1)/A"® + 1), mas a integragdo seria, eventual-
mente, mais longa. )
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Mas

sen (2 $+a4)=2sen ( (24 + o) )cos ( @ ;_ %) ) =21tg ( (_2%_“_0) ) cos? (@_}“_")\):
2

(29 + =) 2% + ag 2y
=2t LA 4 1+4+tg® | & 22 = <7
o) e (B2 -

Substituindo em (23.1.1IT) vem

1 a
_ ’ X .
B —Fcose [ seng Fseng’. 21+ W) 1+ aF

Simplificando, tem-se

) [ (4 + 23 dn’
B —=F 059" | {11 2% senuy + 21 seno ]t

e ainda

(1 + »3Hdal

B = F coso¢’ . 42.1.111
? / [senay . A2 4+ 2seng’. 17 + senxg)? ( )

As raizes do denominador do integrando serdo reais quando for A —sen2¢’ —
—sen?, S0 ouseja seng’ SO0fsenx,|, e ainda o' > o] .

Considere-se em primeiro lugar o caso ¢y <o’
Entiio as raizes do denominador de (42.1.III) serdo reais e desiguais e dadas pelas
expressoes

2y } _ —seng’ 4 4/ sen?q’ — sen%;, (43.1.11)
2y sen aq
B tomara a forma
(o C’,

B ~——-¥cos<p’[[ Ch 4 _Ch }dx' (44.1.111)

L + +
e N L N T N ) L T
As constantes Ci calculam-se a partir da identidade

[—w2= 0" — 2P C L+ (=) (V=2 Cl + 0V — 27)*Cls +
+ O =) — W) Ca

Esta identidade fornece um sistema de 4 equagdes lineares semelhantes a (32.1.111),
que agora se escreve

0 1 0 1 C’, 0
1 — (2% + 3'y) 1 — 22y + 1) C’, 1

— 45.1.111

o, v — 2 Ot 42wy ] (] le) @M
o ey S &\
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Visto que C+ = — C; (1.* equagio), também este sistema se reduz a um de 3

equagdes:
1 Ay— Ay 1 C’y 1
— 20, 22— 02 — 22 ( Cy|=(0 (45.1.111)
22 MM (V1 — W) NP C, 1

O integrando (44.1.1II) tem entdo por expressdo

—cy ,—CI“,
Vi M —

B —F cos¢’ [ . + Cyloge X =1 +cm.] . (4611
A — N—12

Do caso de «, > ¢’ as raizes 3", (43.1.11[) s3o imagindrias e entdo (42.1.1I))toma
a forma

, (1 + Vady
B = F cose [ - . - (47.1.111)
JIW—p)+aq?l®
Com
pr o =Sone’ o g v/ sen’a, — sen’y’ (48.1.11D)
senux, sen «q

Decompondo o integrando de (47.1.I11) tem-se ainda

, 2p'2 4+ (1 —p’2— q’3)ldry’ dx’
B = F cosg { ( + f . } (49.1.11I)
J {2 —p) +q" —=p)+q

Fazendo A’ — p’ = q'¢’, e daf d)* = g’de’, a expressio entre colchetes vem

f [2p' (0’ +q'¢)+ (A —p?—ag?la'de’ / q'de’
(@=)* +q"*) (@) +q”
p?+1—gq

2 [ 2e’de’ l de’
q’® (e? + 1)2 (e 1)2 e+ 1

O dltimo integral da 278 o segundo da 2. x —1 ¢ o primeiro da*
’ q/z e’2 + 1
1+ p2—q”? e’ + arctgs’]
q° 2%+ 1) 2

Vem, pois

2’2 ’ ’
B=j:cosq3'{1+p2 q [ € +arctge]_

q3 2’2+ 1) 2
p’ arctge’
+ 50.1.111
q/z (svz + 1) ql } ( )

* Conforme (39.1.11I).
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Com e — 7\'—113' __tg(v + %n)—P' (51.L.II0)
q q

O sinal de — nas expressoes (46.1.111) e (50.1.1I1) correspondem as caracteris-
ticas de equagdo dt/dn =tg(y —u) e o sinal de + as de equagio dt/dn =
=tg (4 + ). Como as caracteristicas radiais corresponde o menor angulo com o
eixo dos nn (ou dos xx), ha que tomar para elas o sinal —.

Resumindo, dir-se-4 que o problema do equilibrio limite do maci¢o com peso
¢ em talude com carga uniforme na fronteira tem solugdo analitica. O valor da tensdo
média o’ é dado pela expressdo (6.1.111) ou (13.1.1II).

As caracteristicas s3o dadas em forma paramétrica em fungio de ¢. A sua coorde-
nada n tem por expressdo (4.1.II1) e a coordenada ¢ tém expressdes diferentes con-
forme oy < @’ OU a5 > @*.

Se oy < @’ vem

‘o + H’ —C —C A— 2
t——2 Pt H o osen (o + 8 1+ 3 lo 1
Y'coss @sen (x +8) {5 M A— + log, A— %y
Feoser | =€ 4+ =€ 4 loge X2 || 4 ce. (s2.1.1m)
V—3  W—x, N — N,

As constantes Ci e C’i obtém-se dos sistemas de equagdes lineares (32.1.11La)
e (45.1.11La) respectivamente. Aj e A’j sdo raizes de equagdes do 2.° grau dadas por
(30.1.1I1) e (43.1.H1) respectivamente. A ¢ A’ sdo fungdes de y:

L =tgy e Vo=tg (¥ + x/2) .

Para o caso de ser «, > ¢’ vem

o+ H’ f1p c 1 1
t=—2p"+ - sen g’sen (2 + 3 ‘—(——+arct — X
Y'cosd ® (@ ) l qs e+ 1 g q? e2 4+ 1
, | 1+p2—q’? [ e’ arctge’
¥ cos —_—
¥ { s WrEn 2
p’ arctge’
Tt s T o H}+ Cte (53.1.111)
onde e = A—p com h=1tgy
q
e ¢ = »W—p com Wo=tg (v + 20/2).

p, q € p’, q' sio dados por (35.1.111) e (48.1.11I) respectivamente.

*  Para o caso limite @, — ¢’ viriam expressdes para ¢ diferentes de quaisquer
das anteriores, mas facilmente dedutiveis pelo mesmo processo. O interesse, porém,
de as deduzir é reduzido. porquanto com pequeno erro se pode sempre tomar o, < ¢,
ou 2y > ",
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J4 se viu que os sinais de (52.1.111) e (53.1.11I) definem os dois tipos de caracte-
risticas. A constante que figura nessas equagdes define a caracteristica particular que
se deseja. Assim, se se quere a caracteristica que passa na origem das coordenadas,
faz-se n =0 em (12.1.III) e dai tiramos ¢ que, substituido em (52.1.I1II) se =, < 9,
ou em (53.1.1IT) se o, < ¢/, com t =0, d4 o valor da constante em cada caso.
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APENDICE (2.III)

Capacidade de carga das fundagdes. Programa em «Auto-cédigo» para a calcula-
dora «Elliot 803-B»

A pég. 114 a 117 do Capitulo 1II foram apresentadas as convengdes fundamentais
necessdrias a compreensio do programa. Abaixo vamos reproduzir o programa
propriamente dito mas, embora ele se explique por si préprio, convém dar algumas
indica¢des complementares.

Comecemos pelos dados.

A méquina «&» sucessivamente na fita de dados* o espacamento entre 0s pontos
de célculo (As = D34) medido na primeira fronteira (ao longo darecta AE, Fig. 13.3);
a componente do peso especifico do solo na direcgdo, do eixo dos xx (y'x = D35);
a profundidade (h = D37) 4 qual se situa o nivel fredtico, ou seja a profundidade a
qual as componentes y'x € Y’y tomam o valor ky’x e ky’y onde a constante de redugio
(ou aumento) é k = D38. Se ndo ha variagdes no peso especifico do solo basta fazer
h grande (1000 por exemplo) efou k = 1. Em seguida a maquina 1& 16 valores (D1
a D16). D1 é o dngulo ¢’ em graus. D2 ¢ a coesdo ¢’ que € expressa na mesma unidade
da tensdo normal na fronteira p’, € em consisténcia com as unidades tomadas para
+’x € Y’y € para a dimensdo As. Assim se As for tomado em metros, y'x € Yy tomados
em tm—2, a coesdo ¢’ € a tensdo normal p’, tém de ser tomadas em tm—2**. D3 é o
angulo 8, em graus o qual indica a inclinagdo do vector tensdo na primeira fronteira
no caso de ¢’ = 0 e ¢ dum modo geral definido a partir da equagio (67.3) (Cap. ).
D4 é o Angulo 8, (em graus) que estd relacionado com a rugosidade da base, equagio

* A fita de dados é «lida» apds a leitura da fita com o programa. Ambas as
fitas sdo de papel e perfuradas em* «inguagem» bindria. Tém transversalmente um
maximo de 5 furos correspondentes 2 um namero compreendido entre 1 e 25 =32.
A cada um desses nimeros faz-se corresponder uma letra, um algarismo ou um
simbolo (+, — @, *, %, etc.).

** O programa também trabalha sob forma adimensional nas condigdes re-
feridas no Capitulo III (pag. 111). Nesse caso deve fazer-se ¢’ = D2 =0 mas em
contrapartida em vez de p’, tomar-se-d p” = (p’y + H') a% onde H’ =cotge” €
o é uma constante arbitraria com as dimensdes duma tensdo.
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(77.3). D5 € a inclinagio «, da «superficie livre equivalente» (Fig. 13.3) sobre o
plano horizontal. Os dados D6 a D16, inclusivé, sio os valores da tensio normal
P’o na primeira fronteira, nos sucessivos pontos cujas distancias a origem sdo 0,
As, 2 X As, ..., 11 x As. Para angulos de atrito até ¢’ = 30°, ndo sdo precisos
mais dados que os cinco primeiros (D34 a D38) e os dezasseis nltimos (D1 a D16),
sendo (D6 a D16) os valores de p’, sempre iguais, por se supor a tensfo uniforme
na primeira fronteira. Se ¢” < 30° ha que juntar mais valores de P’y iguais aos ante-
riores. O nimero de valores de p’, a juntar é dado por

M — inteiro de “L‘z_”f (1.2.111)

Assim, para ¢’ — 35° hd que incluir na fita de dados 13 valores de Po(ll +2)
visto que M =2. No programa nio estd estabelecido nenhum limite superior de ¢’.
Porém nos cdlculos que efectudimos o maior valor do angulo de atrito
considerado foi ¢’ =45°, a que corresponde M = 7. Houve, pois, que incluir
nos dados um nuimero de valores de p’, varidvel entre 11 e 18, conforme
o valor de ¢’; esse numero € igual ao nimero de pontos de calculo tomados
na primeira fronteira (AE, Fig. 13.3). Como se vé o comprimento total tomado
sobre essa fronteira varia entre 11 X As e (11 + M) X As, Portanto, quanto maior
for o valor de As arbitrado, maior serd o comprimento total tomado sobre a primeira
fronteira e consequentemente maior o valor da abcissa — v do ultimo ponto calcu-
lado sob a base da fundagdo. Esse valor de — y deveria coincidir com a semi-largura
b/2 da base da fundago mas s6 por acaso isso acontecerd no primeiro célculo efec-
tuado. Para o maci¢o sem peso pode calcular-se 0 comprimento a a tomar sobre a
primeira fronteira* e consequentemente o valor de As a incluir nos dados de
forma a que a abcissa — y seja igual a b/2, como convém. Porém, nos macigos com
peso, o valor de a (ou de As) que faz —y = b/2, ndo é conhecido «a priori», mas
pode obter-se por tanteios. Uma primeira boa aproximagio ser4 a de supor o macico
sem peso € calcular a pela férmula (2.2.11I) abaixo indicada. Os valores de @ assim
calculados sdo, em geral, em excesso em relagio aos correspondentes valores para
os macigos com peso. E claro que se o valor de — y calculado for maior que b/2
haverd apenas que tomar nos resultados finais o valor de g’ correspondente ao
ponto de abcissa — y = b/2, obtido se necessario por interpolagdo.

Vejamos agora os resultados.

Quanto a apresentagdo de resultados foram elaborados dois programas:

No primeiro a maquina perfura ou imprime uma primeira série de 5 colunas de
valores, das variaveis independentes x,y e correspondentes valores das varidveis

* Nos macigos sem peso por serem exponenciais logaritmicas as caracteristicas

da segunda familia, seria possivel demonstrar que para satisfazer a condjqio —y =
= b/2 sob a fundagdo no caso de base lisa se teria de tomar sobre a primeira fronteira
um comprimento
a=Db/2cotguexp[7/2 + «,tge’] (2.2.111)
onde ¢ ==/4 —¢’/2,
Para base rugosa haveria que tomar para a o dobro do valor calculado segundo
(2.2.111).
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dependentes £ € n* e da tenso média o’. Esta primeira série de 10a 10 + M linhas,
conforme o angulo de atrito ¢’ serve sé de verificagdo e refere-se aos pontos da ca-
racteristica infinitamente vizinha da origem, pontos esses que no limite se acumulam
na propria origem (0,0).

No caso da base lisa a maquina além desses s6 imprime mais os valores finais
em duas séries: a primeira com os valores de x, y, £, 1 e ¢’ respectivamente na 1.2,
2.8, 3.8 4.8 ¢ 5.8 colunas, para os pontos da base da fundagdo; na segunda série im-
prime os valores da tens3o média sob a fundagio ¢’, da tensdo tangencial -r'xy, tensdo
normal ¢’,, e coordenadas x e y respectivamente na 1.%, 2.8, 3.5, 4.2 ¢ 5.2 colunas,
para os mesmos pontos da base da fundacio. E claro que neste caso sera para todos
0s pontos x = T/xy = 0. Também serd necessariamente para todos eles y < 0.

No caso de base rugosa a maquina imprime séries multiplas dos valores x, y,
£, 1,06 ¢€q’, ‘r’xy, o'y, X €y, Mas para virias caracteristicas satisfazendo a condigdo
®. = 0 (pag. 111) no seu ultimo ponto (Fig. 13.3.b).

E claro que s6 nos interessa os valores da caracteristica cuja abcissa — y do tltimo
ponto coincide com o valor b/2 da semi-largura da fundagdo.

O segundo programa, que é o que apresentamos, ¢ em tudo igual ao primeiro.
Apenas tem a mais instrugdes para a maquina imprimir com duas colunas os valores
das coordenadas** x (1.2 coluna) ¢ y (2.2 coluna) dos nos das redes de caracteristicas,
permitindo assim o seu tragado.

Apresentam-se abaixo as folhas do programa, a dos dados e a dos resultados.

PROGRAMA
SETS IJ(10)K(10)LMN 29) C =CJ/5.0
SETV A(80)B(30)CD(80) C =2.5*C
EFG(80)HPQ(80)R(80)S(80) K —INT C
T(80)U(80)V(80)X(80) JUMP IF K =027
Y (80)W(80)Z(80) VARY I —=1:1:K
SETF LOG EXP TRIG INT READ D (16 + 1)
ARCTAN SQRT REPEAT 1
SETR 50 27) LINES 20
1) READ D34 VARY 1 =1:1:80
READ D35 OUTPUT 0
READ D36 REPEAT I
READ D37 D29 — D1/180
READ D38 . D30 — TAN D29
VARY T —1:1:16 D31 = SIN D29
READ DI D =D29/2
REPEAT [ D32 =025 —D
C =DI— 30.0 D3 = D3/180
JUMP IF C%0&29 D4 = D4/180
C=0 D5 = D5/180

* Para a definigdo de % e 1 veja-se (43.3), Cap. 1II.

** Esses valores, precisamente por estarem apenas em duas colunas, distinguem-
-se dos restantes que estdo em cinco colunas.

FL 12 — 177



C =D34
R=—C
M=11+K
VARY I =1:1:M
R—R+C

D —=COS D5

YI =R*D
CHECK YI

D =SIN D5

XI = — R*D
CHECK XI
REPEAT I

T —2*D5
T=D3+T
T—1+T

C —SIN D3

C =C/D31

D —=C*C
D=1—D

D —SQRT D
C=C/D

C —ARCTAN C
CHECK C
T=T—C
T=T/2
CHECK T

T = T*3.14159265
M=11+K
VARY I =1:1:M
C =D2/D30
S—=DI+5+C
C =COS D3

S =S/C

D —COS D29
D =D*D

S =S/D

D —SIN D3

D =D*D

E — D31*D31
E—E—D

E —SQRT E
C—C+E

SI = S*C

U =LOG SI
U=Up2

U = U/D30
UL=U+T
VI=U—T

U =UI

V =VI

S —SI

SUBR 7

WI =W

QI =Q

Al —A

BI —B
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REPEAT 1
—11+K
X(52 —J) = X1
Y(52—J) = Yi
U(s2—1J) = Ut
V(52 —J) = VI
S(52 —1J) =Sl
W(s2 —1J) =WI
Q52— =Ql
A(52—1J) = Al
B(52—J) =Bl
VARY I =1:11J
LINE
PRINT XI, 5/
PRINT YI
REPEAT 1
J=10+K
10)VARY I —1:1:J
X21 = XI
X2 =X(I+ 1)
Y21 =YI
Y22 =Y(I+ 1)
Q21 =QI
W22 =W{I + 1)
A2l = Al
B22 =B(I + 1)
V21 = VI
U22 =U( + 1)
L=1
8)SUBR 2
JUMP IF L —0a9
X21 =X21 + X

X21 — X21/2
X22 = X22 + X
X22 —X22/2
Y21 = Y21 + Y
Y21 =Y21/2
Y22 =Y2 4+ Y
Y22 = Y22/2
W22 =W

Q21 =Q

A2l =A

B22 —B

V2l =V21 4+ V
V21 =V21/2
U22=U2+U
U22 — U222
L=0

JUMP@s8

9XI =X
YI=Y

Ul =V

WI =W

QI =Q

SI=§

Al =A




BI =B P=D/2

REPEAT 1 CHECK P

X(52 —J) =XI1 P — P*3.14159265
Y(52—1J) = Y1 D=P—-T
U(s2—1J) = Ul ~ C =STAND J
V(52 —1J) = Vi C =D/C

W52 —J1) =WI D28 = — 2*C
Q(52—1J) =Ql CHECK D28

S(52 —J) =Sl N =1

A(52—1J) = Al K2 =1

B(52—J) =Bl 14) JUMP IF D4 = 0@30
VARY I =1:11J M =11 +K
LINE VARY [ =1:1:M
PRINT XI X(30 + I) = XI
PRINT YI Y(30 + 1) = YI
REPEAT I U(30 + I) = UI
J=J—1 V(30 + I) = VI
JUMP IF 1%0@10 W30 + 1) = WI
J=40—K QG0 + 1) =QI
MI1 + K S(30 + I) =SI
VARY I = 1:1:M AG0 + 1) = Al
XI =X(J +1) B(30 + I) = BI
UL=UJ +1) G(30 + I) = UL — VI
VI =V(J +1) REPEAT I

WI =W(J + 1) 300U = Ul
QI=QU +1) VI =VI1 + D28
SI =S + 1) vV =Vl

Al =AU + D 38) SUBR 6

BI =B(J + I) Wl =W
CHECK XI : Q1 =Q

CHECK YI S1 =$S

CHECK Ul Al =A

CHECK VI Bl =B

CHECK SI CHECK W
CHECK BI JUMP IF N%l@44
REPEAT 1 LINE

C =D5—D4 PRINT X1, 5/

C =183*C PRINT Y1
C=C+10 PRINT U
J=INTC PRINT V

C =SIN D4 PRINT S

C =C/D3l 4)M =10+ K
D =C*C VARY T =1:1:M
D—=1—D X21 = XI

D —SQRT D X22 =X(I + 1)
JUMP IF D =0a21 Y21 = YI

JUMP @23 Y22 = Y( + 1)
21) JUMP IF C$0&22 Q21 =QI

D =0.5 W22 = W( + 1)
JUMP @24 A2] = Al

22) D =—0.5 B22 = B( + 1)
JUMP @24 V21 = VI

23) D =C/D U22 =Ud + 1)
CHECK D L—1

D — ARCTAN D 11) SUBR 2

24) D =D4 + D JUMP IF L —0@13
CHECK T X21 =X21 + X
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X21 =X21/2
X22 =X22 +X

X22 = X222
Y21 =Y21 + Y
Y21 =Y21/2
Y22 =Y2+ Y
Y22 —Y22/2
W2 =W

Q21 =Q

A2l =A

B22 —B

V21 =V21 + V
V21 =V21)2
U2 =U2+U
U222 =U22/2
L=0

JUMP @11

13) XA + 1

Y(I + 1) = Y
Ui+ 1) =U
VI+1) =V
WI+ 1) =W
QI+ 1)=Q
Sa+1) =S
AT+ 1) =A
BI+1) —B
REPEAT 1
VARY [ =1:1:M
LINE

PRINT X(I 4 1)

PRINT Y0 + 1)

REPEAT I

JUMP IF D4 =0a25

JUMP UNLESS K2 =1@37

M=11+K
VARY I—l 1 M
X(55 +1) =
Y55 + 1) =YI
UG5 + 1) =

V(5 +1) =

W5 + 1) = WI
QG55+ 1) =QI
S(55 +1) =S1
A(55 +1) = Al
B(55 + 1) =Bl
REPEAT I

K2 =0

399 M=11+K
VARY I =1:1:M

—UGS + D
—=V(SS + 1)
XI =X(55 + D)
—Y(55+1)
SI =S(55 + I)
WI —=W(55 + 1)
QI =QGB5+ 1)
—A(BS+ 1)
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—BG5+ 1)
REPEAT 1

37) G80 =GN
GN = UN— VN

JUMP UNLESS GN§ — 0.02@26

JUMP IF G80% — 0.02@48

G79 = GN — G80

JUMP IF G7930426

48) C =G(@30 + N) — GN

C =G(30 + N)/C

CHECK C

D33 = D28*C

3 M =11 +K

VARY 1 =1:1:M
—X(30 + 1)
—=Y(30+ D
—UGO0 + 1)
—V@E0+ D)

WI =W@30 + 1)

QI =QB0+ D

SI =S(30 + 1)
—=A(30+ D

BI —=B(30 + 1)

REPEAT 1

U =Ul

V = VI + N33

Vi =V

JUMP @38

26) H — 1

JUMP IF GN$0.02&20

K2 =1

M =11 +K

VARY 1 =1:1:M
XG5+ 1)
Y55+ 1D
—UGs + 1)

VI = V(55 + 1)

WI = W5 + 1)

QL =Q(5 + 1)

SI =S(55 + 1)
—AGS+ D)

BI = B(55 + 1)

REPEAT I

25 =1 —1

JUMP IF J%0a@14

Z1 =Sl

Rl = Y1

K3 =3

J=2

18) JUMP IF D4 =033

M=11+K

CYCLE I =J:1:M




G(30 + 1) =UI— VI
REPEAT 1

33) D =TAN WJ
D — XJ*BJ
UJ=YJ—D

D — XJ*BJ

Ul =UJ—D

C =2*P

CHECK C
VI=UJ—C
U=UJ

V =VJ

XJ =0

SUBR 6

ST —S$

WI =W

QI =Q

CHECK Q

ZJ =SJ

RI —YJ

Al —A

BJ —B

M =10 + K
H=0

JUMP IF J%M@20
CYCLE I =J:1:M

X21 =XI

X2 =XI+1)
Y21 =YI

Y2 =YI+1)
Q21 =QI

Q2 =QI+1)
W22 =W(I + 1)
A2] = Al

B22 =B(I + 1)

V21 = VI

U2 =uld+1
L =1

15)SUBR 2

JUMP IF L =0a17
X21 =X21 + X

X21 =X21/2
X22 =X22 + X
X22 =X22/2
Y21 =Y21 +Y
Y21 =Y21/2
Y22 =Y224Y
Y22 =Y22/2
W22 =W

Q21 =Q

A2l =A

B22 =B

V21 =V21 +V

V2l =V21)2
U22 =U22+U
U22 =U22/2
L=0
JUMP @1
1HXAT + 1
Y{I + 1)
ua+1
V(I + 1)
W + 1)
QI +1
S + 1
Al +
B(I + 1
REPEAT
M=11+K

CYCLE I =J:1:M

LINE

PRINT XI

PRINT YI

REPEAT I

JUMP IF D4 = 0@31

JUMP UNLESS K2 —1@36

w

X

—

~ oy
w>mO€<c<“

M=11+K
VARY I =1:1:M
X(55 + 1) =XI
Y554+ 1) =YI
UG5 + 1) =UI
VG5 4+ 1) =VI
W5 + 1) =XI
QG55+ 1) =QI
S(55 + I) =SI
A(S5 + 1) =Al
B(55 + I) =BI
REPEAT I

K2 =0

40) M =11 +K
VARY I =1:1:M

UL =U(G5S+ D
VI =V(GES5 + 1)
XI =X(55+1)
YI=YGS5+D)
SI =S(55+1)
WI =W(5 4+ 1)
QI =Q(55 + D
Al =A(55 + 1)
BI =B(55 + 1)
REPEAT I
36)G80 = GN

GN =UN—VN

JUMP UNLESS GNMNS$ — 0.02@32
G79 =GN —G80

JUMP IF G79%0@32

C =G(30 + N) —GN

C =G(30 + D)/C

CHECK C

39OM =11 + K
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CYCLE I =J:I:M

XI = X(30 + I
YI — Y(30 + 1)
UI =U(0 + )
VI = V@30 + 1)
WI = W30 + 1)
QI =Q@30+ 1)
SI =S(30 + I)
Al —AG0 + 1)
BI —B30 + 1)
REPEAT I

D=XJ—X(J—1I)
D =D*C
XJ] =X(J—1)+D
D=YI—Y(J—1)
D =D*C
Y] =Y(0—1)+D
D=VI—V@—1)
D =D*C
V=VJ—1)+D
D=UJ—UJ—1)
D =D*C
U=UJ—1+D
SUBR 6

Ul =U

V] =V

SJ =S8

W =W

QI =Q

Al =A

BJ =B

JUMP @33
32)H =2

JUMP IF GD$0.02@20
K2 =1
M=11+4+K
VARY I =1:1:M
XI=X(5+4+1)
YI=Y(55+1)
Ul=UG5+1)
VI =V(5 + 1)
WI =V(G5S + 1)
WL =W(GS5+1)
QL =Q(5+ 1
SI=S(54+1)
Al =AGS+ D)
Bl =B(55 + 1)
REPEAT I

IS =J+1
JUMP @18
20)LINES 2
M=11+K

JUMP IF D4 =0z41
M =N

41)VARY I =1:1:M
LINE

PRINT XI
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PRINT YI
PRINT Ul
PRINT VI
PRINT SI
REPEAT I

455M =10 + K
R =Ul—V1

R = R/3.14159265
Z =SIN R

Z =D31*Z

Z =S1*Z
C=COSR

C =D31*C
C=1+C

R =S81*C

C =D2/D30
R=R—-C

D =Y2 + .0000001
D =X2/D

D =D*Z
T=R—D
LINES 2

PRINT T
PRINT Z

PRINT R
PRINT X1
PRINT Y1
JUMP IF D4 =0a42
M=N-—1
JUMP IF M =0a43
42)R =0

F=0

VARY I =1:1:M
E = COS D29

C =COS W1

D =SIN QI

C =E*C
F=C/D

F =F*SI

C =COS W( + 1)
D =SIN QI + 1)
C =E*C

C =C/D
C=C* S(I+1
C=F+C
C=C/J2

D =Y+ 1)—YI
C =C*D
R=R+C

T = —R/YU + 1)

RI=UI+1)—VI+ 1)

RI = RI/3.14159265
ZI =SIN RI

ZI = D31*Z1

ZI =S + D*21
CHECK ZI

C =COS RI




C =D31*C
C=1+4+C

RI =S(I + D*C

C =D2/D30

RI =RI—C

LINE

PRINT T

PRINT ZI

PRINT RI

PRINT X(I + 1)
PRINT Y + 1)
REPEAT 1
43)JUMP IF H =081
N=N-+1

GN =10
M=11+K

JUMP IF N%M@l
JUMP IF H = 1@39
JUMP IF H = 2@40
2)D =TAN Q21

X =X21*D
X =X—Y21
E = TAN W22
CHECK E
D=D—E
C =X22*E
X=X—-C
X =X4+Y22
X =X/D
CHECK X
Y =X —X21
E =TAN Q21
Y =Y*E

Y =Y214+Y
CHECK Y

V =X—X21
V = V*A2l
V=V2i+V
CHECK V
U=X—X22
U =U*B22
Uu=U22+1U
CHECK U
6S=U+YV
S =S8*D30

S =EXP S
NC=U—V

C — C/3.14159265
CcC=Cp2

W =C + D32
CHECK W
Q—=C—D32
CHECK Q

JUMP IF D38 = 1@46
JUMP IF X$D37a46

A —=SINW
A = A*D35
A —A*D38
D =COS W
D — D*D36
D —D*D38
A=A—D
A—=AJ2

A —A/S

A —A/D31
C =CO0s Q
A =A/C
CHECK A
B —=SIN Q
B — B*D35
B —B*D38
D—=CO0S Q
D —D*D36
D —D*D38
B—B—D
B =—Bj2
B — B/D3!
C —=COS W
B =B/C
CHECK B
JUMP @47
46)A =SIN W
A — A*D35
D —=COS W
D - D*D36
A=A—D
A =AJ2

A —=A/S

A —A/D31
C =COs Q
A =A/C
CHECK A
B =SIN Q
B —B*D35
D —COS Q
D —D*D36
B=B—D
B —=B/2

B ——B/S
B —B/D3l
C —COS W
B —B/C
CHECK B
47T)EXIT
28)STOP
START 1
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DADOS

As =1.73205 =0 p’s =35 .
Y= . =0 Mo =5
vy =0 0o =0 p7 =35
h =100 p”1 = 5% p's =5
k=1 p’s =S5 P’y =S5
¢’ =30 p’s =5 P’ =35
¢’ =0 pa =35 P’ =35
RESULTADOS |
x/ yl E _r] c’l
*x 00000/ 00 .00000/ 00 .35649/ 01 73746/ 00 11989/ 02 |**
.00000/ 00 .00000/ 00 .35649/ 01 10516/ 01 14373/ 02
.00000/ 00 .00000/ 00 .35649/ 01 .13658/ Ot 172317 02
1.00000/ 00 .00000/ 00 .35649/ 0t 16799/ 01 .20658/ 02
{00000/ 00 .00000/ 00 .35649/ 01 19941/ Ot 24766/ 02
.00000/ 00 .00000/ 00 .35649/ 01 .23083/ Ot 29692/ 02
.00000/ 00 .00000/ 00 .35649/ 01 26224/ 01 .35596/ 02
.00000/ 00 .00000/ 00 .35649/ 01 .29366/ 01 42675/ 02
.00000/ 00 .00000/ 00 .35649/ 01 .32507/ 01 S1162/ 02
\00000/ 00 .00000/ 00 .35649/ 01 .35649/ 01 61337/ 02
X’ y’ £ 7 o ‘
.00000/ 00 .00000/ 00 .35649/ 01 .35649/ 0t 61337/ 02
.00000/ 00 — .45305/ 00 .36744/ 01 .36744/ 01 69607/ 02
.00000/ 00 — .93323/ 00 37724 01 37724/ 01 779421 02
.00000/ 00 — .14548/ 01 38612/ 01 38612/ 01 86364/ 02
.00000/ 00 —.20102/ 01 .39425/ 01 .39425/ 01 94859/ 02
.00000/ 00 — .25943/ 01 40173/ 01 40173/ 01 .10342/ 03
.00000/ 00 —.32028/ 01 40866/ 01 40866/ 01 ©.11203/ 03
.00000/ 00 — .38327/ 01 41510/ 01 41510/ 01 ..12069/ 03
.00000/ 00 — .44811/ 01 42113/ 01 42113/ 01 12939/ 03
.00000/ 00 — .51459/ 01 42679/ 01 42679/ 01 13813/ 03
.00000/ 00 — .58253/ 01 43213/ 01 43213/ 01 .14690! 03
a” Ty e X y'
.92006/ 02 .45700/-06 192006/ 02 .00000/ 00 .00000/ 00
.98208/ 02 .00000/ 00 10441/ 03 .00000/ 00 — .45305/ 00
.10462/ 03 .00000/ 00 11691/ 03 .00000/ 00 -—.93323/ 00
11129/ 03 .00000/ 00 12955/ 03 .00000/ 00 — .14548/ Ot
.11809/ 03 .00000/ 00 14229/ 03 .00000/ 00 — .20102/ 01
.12499/ 03 .00000/ 00 15512/ 03 .00000/ 00 — .25943/ Ot
.13194/ 03 .00000/ 00 16804/ 03 .00000/ 00 — .32028/ 01
.13894/ 03 .00000/ 00 .18103/ 03 .00000/ 00 — .38327/ 01
.14598/ 63 .00000/ 00 .19409/ 03 00000/ 00 — .44811/ 0l
.15304/ 03 .00000/ 00 20720/ 03 .00000/ 00 — .51459/ 01
16012/ 03 .00000/ 00 22036/ 03 .00000/ 00 — .58253/ Ol

* Se for o’ > 30°, o niimero de valores p’y 2 incluir nos dados ¢ dado por
M =11 +inteiro de (¢ — 30/2).

** (Os valores entre { } servem apenas de verificagdo do funcionamento do
programa, ’
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APENDICE (1.1V)

Tabelas para o cilculo da capacidade de carga das fundacdes *

8, inclinagdo do vector de tensdo em relagio & normal & superficie livre equivalente

8, inclinagdo do vector de tensio sob a fundagio em relagdo & normal a base.
[Base lisa, 8, =0, (8, =0). Base rugosa 8, =—o’, (8; =—9¢’/2)];

@, inclinagio da superficie livre equivalente em relagio ao plano horizontal (z, =0,
fundagio superficial, «, = 90°, fundagdo profunda),

@ angulo de atrito interno;
p” tensdo normal adimensional uniforme na superficie livre equivalente,

” v
ot o . . .
¢ = _’Lz—yy tensdo média adimensional,

q média das tensdes verticais sob a fundagio entre o ponto de abcissa O (aresta
da fundagio) e o ponto de abcissa — y’.

* Consultar dum modo geral os Cap. I1l e IV e ver em particular a Fig. (13.3),
o N.° 53 do Cap. III e os exemplos de aplicagdo do Cap. 1V.
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| 3,=238,=0 a, =0
o = 15° ¢ = 15° @ = 15°
p’ =14 p’ =2 p” =13
‘ ‘ = _
J— y’ o’ i q” y/ \ 5" t q” . yr o q;/
0,000 | 4,383 — 0,000 | 6,262 — 0,000 | 9,393 —
1,794 | 6,926 7,119 1,482 1 8,717 9,428 1,261 | 11,79 13,33
3,539 | 9,542 8,720 3,035 11,24 11,03 2,632 | 14,23 14,92
5,617 | 12,33 10,59 4,871 | 13,89 12,84 4,232 | 16,78 16,66
7,833 | 15,19 12,49 6,868 | 16,64 14,69 .5,991 | 19,40 18,45
10,17 18,13 14,44 8,994 | 19,45 16,59 7,880 | 22,09 20,29
12,59 | 21,12 16,42 11,22 | 22,32 18,51 9,875 | 24,83 22,15
15,09 | 24,15 18,41 13,53 | 25,23 20,46 11,96 | 27,61 24,05
17,64 | 27,21 20,42 15,91 28,19 22,43 14,12 | 30,44 25,96
20,23 30,29 22,44 18,34 | 31,17 24,41 16,34 | 33,31 27,89
22,86 | 33,40 24,48 20,82 | 34,19 26,40 18,62 | 36,20 29,83
o’ = 15° ¢ = 15° o’ = 20°
p’ =15 p” = 100 p” =09
v | - | o - ‘ P — I ” % p
0,000 | 46,96 — 0,000 | 313,1 — 0,000 | 4,292 —
0,943 | 49,26 | 60,57 0,881 | 3154 395,6 1,524 | 8,204 8,38
1,931 51,58 62.05 1,769 | 317,7 397,0 2,832 | 12,18 10,83
2,991 53,92 | 63,59 2,670 | 319,9 398,4 4,383 | 16,35 13,77
4,116 | 56,28 65,17 3,582 | 322,2 ¢ 399,9 5,994 | 20,60 16,73
5,302 | 58,66 | 66,78 4,506 | 324,5 | 401,4 7,665 | 24,90 19,74
6,547 | 61,07 68,41 5,441 1 326,8 | 4029 9,376 | 29,25 22,77
7,846 | 63,50 | 70,06 6,388 | 329,1 404,3 11,12 | 33,63 25,81
9,195 | 65,94 71,74 7,347 | 331,4 | 405,8 12,88 38,03 28,86
10,59 68,41 73,43 8,316 | 333,7 | 4073 14,67 | 42,45 31,92
12,04 70,89 75,14 9,297 | 336,1 408,8 16,47 | 46,88 34,99
I
o = 20° o’ = 20° ¢ =20°
pr =2 p” =10 p” = 100
J— yl cll a’/ J— y’ 5” ‘l q'l - yl 0_” !‘ qll
0,000 | 9,537 — 0,0001 4769 | — 0,000 | 4769 —
1,037 113,20 15,28 0,750 t 51,25 | 66,38 0,688 ‘ 480,4 | 6423
2,124 |17,01 | 17,84 1,539 1 54,84 ‘ 68,84 1,382 i 483,9 | 644,7
3,376 120,91 i 20,66 2,391 . 58,46 ( 71,40 2,083 | 487,4 | 647,1
4,727 124,89 | 23,54 3,298 1 62,13 | 74,02 2,791 | 491,0 | 649,5
6,155 28,95 ‘\ 26,46 4,255 . 65,82 I 76,68 3,506 i 494,5 651,9
7,643 33,06 29,41 5,257 1 69,55 ‘ 79,38 4,229 | 498,1 654,3
9,178 137,22 32,38 6,300 73,30 = 82,11 4,959 | 501,6 | 656,7
1075 41,41 ' 3536 7.382 77,08 . 84,86 5697 5052 | 659,2
1236 45,63 3836 8.498 80,89 . 87,64 6,441 . S08,8 | 661,6
13.99 49,88 ' 41,36 9.646 84,72 90,44 7.192 5123 | 664,1
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B’ = 25° » = 25° ¢’ = 25°

p” = 0,65 P’ =15 p’ =2
— y/ o \ qft — y/ 0'” i q/r . y/ 5// q/l

|

0,000 | 4,872 — 0,000 11,24 | — 0,000 | 14,99 | —
1,195 | 10,71 | 11,09 0,812 16,82 | 19,96 0,740 | 20,51 | 25,25
2,139 | 16,60 | 14,77 1,640 | 22,49 \ 24,00 1,520 | 26,13 | 29,32
3,264 | 22,70 | 19,31 2,582 28,31 | 28,42 2,402 | 31,87 | 33,70
4417 | 2888 | 23,85 3,585, 34,23 | 32,92 3,347 | 37,71 | 38,16
5,605 | 3511 | 28,44 4,635! 40,22 | 37,46 4,342 1 43,61 | 42,67
6,814 | 41,38 | 33,05 5,720 | 46,26 | 42,02 5,374 | 49,58 | 47,21
8,039 | 47,67 ‘ 37,67 6,832 | 52,34 | 46,60 6,437 1 55,58 | 51,76
9,276 | 53,99 | 42,29 7,966 | 58,47 ‘ 51,18 7,525 | 61,63 | 56,33
10,52 | 60,32 ] 46,91 9,118 | 64,62 | 55,78 8,633 | 67,71 | 60,91
11,78 | 66,66 | 51,54 10,29 70,79 | 60,38 9,758 | 73,81 | 6549

¢’ = 25° ¢’ = 30° ¢’ = 30°

p’ = 100 p’ = 045 p” =1
—y L o ! T —y o ’ & —y o %
0,000 | 749,5 — 0,000 5520 | — 0,000 | 12,27
0,531 | 754,8 | 1070 0,951 | 14,41 | 14,95 0,655 | 20,79
1,066 | 760,2 | 1074 1,626 | 23,29 | 20,48 1,290 | 29,44
1,605 | 7655 | 1078 2,446 | 32,40 | 27,62 2,008 | 38,28
2,149 | 770,9 | 1082 3,279 | 41,60 | 34,70 2,764 | 47,23
2,698 | 776,3 | 1085 4,131 50,84 | 41,84 3,547 | 56,26
3,251 | 781,6 | 1089 4,995 | 60,12 | 49,00 4,350 | 65,34
3,809 | 787,0 | 1093 5,867 69,42 | 56,16 5,168 | 74,46
4371 | 7924 | 1097 6,747 | 78,74 | 63,32 5,998 | 83,62
4,938 | 797,8 | 1101 7,630 | 88,07 | 70,48 6,837 | 92,80
5,509 | 8032 | 1105 8,518 97,42 77,63 7,684‘102,0

9’ = 30° o’ = 30° ¢’ = 30°

P =2 p’ =S5 p” = 100
-y’ ’ a” { q” —Y} a” l qQ” —y | l
0,000 | 24,54 | — 0,000 6134 | — 0,000} 1227 -
0,530 | 32,91 | 43,09 0,453 | 69,61 ' 98,21 0,403 | 1235
1,092 | 41,40 ; 49,59 0,933 77,94 | 104,6 0,808 | 1243
1,718 | 50,04 | 56,52 | 1,455! 86,36 ' 1113 1,216 | 1251
2,387 ' 58,78 ‘ 63,55 2,010 94,86 | 118,1 1,627 | 1260
3,089 | 67,60 | 70,65 2,594 | 1034 | 1250 2,041 1268
3,815 : 76,49 | 77,77 3,203 112,0 ' 1319 2,458 1276
4,562 8542 | 84,92 3,833 °120,7 ¢ 1389 28771 1284 °
5325 | 94,40 ' 92,08 | 4,481 1294 1460 3,300 ¢ 1292
6,102 1 103,4 99,24 5,146 1 138,1  153,0 3,726 1301
6,800 ' 112,4 1064 5,825 146,9 ' 160,1 4,154 1309
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:P/ — 350 ‘19, i 350 o - 350
p* =04 p” =1 P =2
—y ‘ o l ¥ —y \ o ‘ T —y o \ ¥
! ]
0,000 | 8464| — 0,000 | 21,16 | — 0,000 | 42,32 —
0,653 | 22,24 | 24,15 0,450 | 34,48 43,77 0,376 | 5548 76,94
1,134 | 3599 | 33,34 0,900 | 47,96 | 54,30 0,776 | 68,78 | 87,67
1,707 .| 50,03 | 44,87 1,402 | 61,68 65,75 1,218 | 82,26 | 98,98
2,292 ‘ 64,17 | 56,35 1,930 | 75,54 77,32 1,689 | 95,87 | 110,5
2,890 | 7838 | 67,90 2,478 | 89,49 | 8892 2,182 109,6 | 122,0
3,496 | 92,64 | 79,45 3,039 | 103,5 | 100,6 2,691 | 1234 | 133,6
4,107 11069 | 91,00 3611 117,6 | 112,2 3,215 137,2 | 1453
4723 121,2 | 102,5 4191 | 131,7 | 1238 3,750 | 151,1 | 156,9
5342 11356 | 1141 4777 | 1458 | 1354 4294 165,1 | 168,5
5964 |149,9 | 1256 5,369 | 160,0 | 147,0 4,846 | 179,0 | 180,2
6,588 |164,2 | 137,1 5965 174,2 | 158,6 5,404 | 193,0 | 191,8
7,214 [178,6 ~l48,6 6,565 | 188,4 | 170,2 5969 | 207,1 | 203,4
@ = 35° @ = 35° @’ = 40°
p =5 p” = 100 p’ = 0,35
J— yl G” all —_ yl Gfr qll — yl 0'” q;y
I S S
0,000 | 1058 — 0,000 | 2116 — 0,000 | 13,68 —
0,329 | 118,83 | 1767 0,298 | 2129 | 3340 0,448 | 36,33| 41,08
0,676 | 131,9 | 1873 0,598 | 2142 | 3350 0,786 | 58,94 | 57,08
1,050 | 1452 | 198,2 0,899 | 2155 | 3360 1,184 81,94 | 76,80
1,446 | 158,5 | 209,4 1,203 | 2168 | 3371 1,590 | 1051 | 96,45
1,861 | 171,9 | 220,6 1,508 | 2181 | 3381 2,006 | 128,3 | 116,2
2292 | 1853 | 232,0 1,815 | 2194 | 3391 2,426 | 151,6 | 1359
2,737 | 198,8 | 2434 2,124 | 2207 | 3401 2,850 | 1750 | 155,6
3,194 | 212,4 | 2549 2434|2220 | 3412 3,278 | 1984 | 1753
3,663 | 2260 | 2664 2,747 | 2233 | 3422 3,707 | 221,7 | 1950
4,141 | 239,7 | 2779 3,061 | 2246 | 3433 4,138 1 2452 | 214,6
4,628 | 253,4 | 2895 3377|2259 | 3443 4,571 | 268,6 | 234,2
5,123 | 267,1 | 301, 3,695 | 2272 | 3453 5,004 | 292,0 | 253,8
’ 5,439 3155 | 2734
5,875 | 338,9 | 2930
6,311 | 362,4 | 312,6
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o = 40° o’ = 40° @’ = 40°
p” =075 p’ =2 p’ =4
f _ ] _
—_ y/ s” ! q” _ y/ | ” q/r —y 5" ar/
\
0,000 2931, — 0,000 78,15 — 0,000 | 156,3 —
0,333 51,421 66,31 0,261 99,97 | 146,3 0,237 | 178,0 | 274,6
0,657 73,77 | 84,33 0,539 | 122,0 | 164,9 0,488 | 199,8 | 293,0
1,019 96,46 | 104,0 0,844 | 144,2 | 184,3 0,759 | 221,8 | 312,0
1,397 | 119,3 | 123,9 1,169 | 166,7 | 204,1 1,045 | 2439 | 331,3
1,787 | 1424 | 1438 1,509 | 189,2 | 223,9 1,345 | 266,1 | 350,8
2,186 | 1654 | 163,7 1,861 | 211,9 | 243,9 1,656 | 288,4 | 370,5
2,591 | 188,6 | 183,5 2,221 | 234,6 | 263,8 1,976 | 310,8 | 390,2
3,001 | 211,8 | 2034 2,590 | 257,4 | 283,8 2,305 | 333,3 | 410,1
3,415 | 2350 | 2232 2,965 | 280,3 | 303,8 2,642 | 355,9 | 4299
3,831 | 258,3 | 243,0 3,346 | 303,3 | 3238 2,985 | 378,4 | 449,8
4,251 | 281,5 | 262,8 3,731 | 326,2 | 343,7 3,334 | 401,1 | 469,8
4,672 | 304,8 | 282,5 4,120 | 349,2 | 363,7 3,688 | 423,8 | 489,7
5,096 | 328,2 | 302,2 4,513 | 372,3 | 383,6 4,047 | 446,5 | 509,7
5,521 | 351,5 | 321,9 4909 | 3954 | 403,5 4,410 | 469,3 | 529,7
5,947 | 374,9 | 341,6 5,308 | 4184 | 423,4 4,777 | 492,1 | 549,6
o' = 40° o’ = 45° o' = 45°
p” = 100 p” = 0,25 p" =05
. yl O_/I qll —_ y/ O_/I [ q” —_ y G/I q’/
0,000 | 3908 — 0,000 19,75 — 0,000 39,50 —
0,214 [ 3929 | 6437 0,327 60,79 | 68,74 0,247 79,22 | 101,3
0,428 | 3951 | 6455 0,554 | 101,1 | 97,20 0,474 | 119,3 | 134,0
0,644 | 3972 | 6473 0,828 | 142,1 | 133,7 0,729 | 1599 | 170,5
0,860 | 3994 | 6491 1,106 | 183,3 | 170,0 0,994 | 200,9 | 207,1
1,078 | 4015 | 6508 1,389 | 224,7 | 206,3 1,266 | 241,9 | 243,8
1,298 | 4037 | 6526 1,676 | 266,1 | 2427 1,543 | 283,1 | 280,4
1,518 | 4059 | 6544 1,964 | 307,5 | 279,0 1,823 | 324,4 | 3170
1,739 | 4080 | 6562 2,255 | 349,1 | 3152 2,105 | 365,8 | 353,6
1,962 | 4102 | 6580 2,546 | 390,6 | 351,4 2,390 | 407,1 | 390,1
2,185 | 4123 | 6598 2,839 | 4322 | 387,6 2,677 | 448,6 | 426,5
2,410 | 4145 | 6616 3,132 | 473,7 | 4237 3,964 | 490,0 | 462,8
2,636 | 4167 | 6634 3,426 | 5153 | 459,8 2,253 | 531,5 | 499,2
2,863 | 4188 | 6652 3,721 | 556,9 | 495,8 3,543 | 573,0 | 535,5
3,091 | 4210 | 6670 4,016 | 598,5 | 531,9 3,834 | 6144 | 571,7
3,320 | 4231 | 6689 4,311 | 6402 | 5679 4,126 | 656,0 | 608,0
4,607 | 681,8 | 603,9 4,418 | 697,5 | 644,1
4,903 | 723,4 | 639,8 4,710 | 739,0 | 680,3
|
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(P/ — 45° C?/ — 45° (?r — 450
p =2 p” =13 p” = 100
—y o q —y [ o l q —y ] o ] q
|
0,000 | 158,0 — 0,000 | 237,0 — 0,000 | 7901 —
0,174 | 197,1 | 303.1 0,165 | 276,0 | 437,9 0,146 | 7939 | 13520
0,360 | 236,5 | 337,7 0,340 | 3152 | 4723 0,293 | 7978 | 13553
0,564 | 276,2 | 373,8 0,530 | 354,7 | 507,9 0,441 | 8017 | 13587
0,781 | 316,2 ; 410,4 0,732 | 394,4 | 544,1 0,589 | 8056 | 13620
1,007 | 356,4 | 4472 0,942 | 434,3 | 580,6 0,738 | 8094 | 13653
1,241 | 396,8 | 484,1 1,161 | 4743 | 617,2 0,887 | 8133 | 13686
1,482 | 437,3 | 521,1 1,386 | 514,5 | 654,1 1,038 | 8172 | 13720
1,728 | 477,9 | 558,1 1,616 | 554,8 | 691,0 1,189 | 8211 | 13753
1,979 | 518,6 | 595,1 1,852 | 595,2 | 728,0 1,340 | 8249 | 13787
2,233 | 559,3 | 632,2 2,092 | 635,7 | 7650 1,493 | 8288 | 13820
2,491 | 600,2 | 669,1 2,335 | 676,3 | 802,0 1,646 | 8327 | 13854
2,751 | 641,1 | 706,! 2,582 | 716,9 | 839,0 1,799 | 8366 | 13888
3,014 | 682,0 | 743,0 2,832 | 757,6 | 876,0 1,954 | 8404 | 13921
3,280 | 723,0 | 780,0 3,084 | 7983 | 913,0 2,109 | 8443 | 13955
3,547 | 764,1 | 816,8 3,340 | 839,1 | 9500 8,264 | 8482 . 13989
3,816 | 805,2 | 853,7 3,597 | 880,0 | 987.0 2,420 | 8521 | 14023
4,087 | 846,3 | 890,5 3,856 | 920,8 | 1024 2,577 ‘ 8560 | 14057
3, =38,= o, = 30°
9 = 15° @ = 15° o = 20°
p” — 15 p’ = 100 P =6
_y [ o 4 q l —y i o i q —y l o q
|
0,000 | 62,16 l — 0,000 | 414,4 — 0,000 41,87 ‘ —
0,912 67,33 81,50 0,777 | 4194 | 524,8 0,773 49,96 | 61,62
1,951 | 72,68 85,03 1,574 | 424,5 | 528,0 1,683 58,46 | 67,64
3,168 | 78,24 | 88386 2,398 | 429,6 | 531,3 2,784 67,40 1 74,29
4,557 | 84,00 92,90 3,249 | 4348 | 5346 4,049 ! 76,71 i 81,29
6,114 | 89,94 97,12 4,128 | 439,9 | 538,0 5,462 86,37 | 88,57
7.833 | 96,07 101,5 5033 | 4451 | 5414 7,008 ’ 96,331 96,08
9,709 | 102,4 | 106,0 5.966 | 450,4 | 544,9 8,674 | 106,6 | 103,8
11,74 | 108,8 | 110,7 6.925 | 4556 | 548,4 | 1045 117,01 | 111,6
13.92 | 1155 | 1154 7911 | 4609 | 5520 | 1232 | 1278 | 119,6
16,24 | 122,3 120,3 8,924 | 466,3 | 555,6 14,29 l 138,7 | 127.,8
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@ = 20° o = 20° = 25°

p’ =15 p” = 100 —6
—y \ o [ q —y ‘ o ‘ q —y o T
0,000 | 104,7 — 0,000 | 697,8 — 0,000 | 73,24 —
0,642 | 112,5 | 1458 0,574 | 705,6 | 941,7 0,521 85,67 | 113,0
1,346 | 120,6 | 151,4 1,158 | 713,3 | 946,9 1,113 | 98,52 | 122,6
2,138 | 1289 | 1573 1,756 | 721,2 | 9523 1,804 | 111,8 | 1330
3,012 | 1373 163,5 2,368 | 729,0 | 957,6 2,579 | 125,6 | 143,7
3,965 | 1459 | 169,9 2,994 | 736,9 | 963,1 3,428 | 139,6 | 1549
4,994 | 154,7 | 176,4 3,634 | 7448 | 968,5 4,343 154,0 | 166,2
6,093 | 163,7 | 183,1 4,287 | 752,7 | 974,1 5,318 | 168,7 | 177,8
7,261 172,8 | 190,0 4,954 | 760,7 | 979,7 6,346 | 183,6 | 189,6
8.495 | 182,1 | 197.0 5635 | 768,7 | 9853 7423 | 1988 | 201,6
9791 | 191,5 | 204.1 6,329 | 776,77 | 990,9 8,543 | 2141 | 213,7

o’ = 25° o = 25° = 30°

p” =15 p” = 100 = 1,73205
Sl o | o] « ]« | ]«
0,000 | 183,1 — 0,000 | 1221 — 0,000 | 38,88 —
0,454 | 1953 | 269,2 0,418 | 1233 1745 0,509 | 59,74 | 72,23
0,942 | 207,7 | 278,2 0,842 | 1245 1754 1,073 | 81,74 | 89,13
1,476 | 220,3 | 287,7 1,273 | 1257 | 1763 1,743 | 104,8 | 108,0
2,053 | 233,1 297,5 1,712 | 1269 | 1771 2,481 128,6 | 1274
2,671 | 246,1 307,5 2,158 | 1281 1780 3,271 153,0 | 1473
3,328 | 259,3 | 317,8 2,612 | 1294 | 1789 4,104 | 177,8 | 1674
4,021 | 272,6 | 328,2 3,073 | 1306 | 1798 4,971 | 203,0 | 187,7
4,750 | 286,2 | 338,9 3 541 1318 1807 5,865 | 228,5 | 208,2
5,512 | 299,8 | 349,6 4,017 | 1331 1816 6,783 | 254,3 | 228,8
6,305 | 313,7 | 360,6 4499 | 1343 1825 7,721 | 280,3 | 249,5

@’ = 30° o = 30° — 30°

p’ =6 p” = 15 = 100
— yl ' G'I ' q” - y GII q” —_ y 6” q/!
0,000 | 134,7 — 0,000 | 336,6 — 0,000 | 2244 —
0,353 154,5 | 216,9 0,318 | 356,2 | 519,7 0,298 | 2264 | 3381
0,746 | 174,9 | 232,8 0,654 | 376,1 534,9 0,600 | 2283 | 3396
1,192 | 195,8 | 249,7 1,016 | 396,2 | 550,6 0,905 | 2303 | 3410
1,684 | 217,1 | 267,2 1,401 | 416,5 | 566,8 1,215 | 2322 | 3425
2,216 | 238,9 | 285,2 1,808 | 437,0 | 5833 1,529 | 2342 | 3440
2,784 | 261,0 | 303,5 2,237 | 457,7 | 600,1 1,846 | 2362 | 3455
3,384 | 283,5 | 322,1 2,686 | 478,7 | 617,2 2,168 | 2381 3470
4,013 | 306,2 | 340,9 3,154 | 499,8 | 634,5 2,494 | 2401 3486
4,668 | 329,3 | 360,0 3,639 | 521,1 652,0 2,824 | 2421 3501
5,347 | 352,5 | 379,2 4,142 | 542,6 | 669,7 3,158 | 2441 3516

192 —




o = 35° o — 35 — 350

p =5 p” = 15 = 100
P y’ s’ q/' . y/ ‘ s t q// —y P q/r
0,000 | 220, — 0,000 | 660,3 — 0,000 | 4402 —
0,242 | 253,9 | 3729 0,217 | 693,6 | 1065 0,207 | 4435 | 6953
0,510 | 288,4 | 401,1 0,444 | 727,3 | 1092 0,415 | 4468 | 6979
0,812 | 323,6 | 4309 0,686 | 761,2 | 1120 0,625 | 4502 | 7005
1,141 | 359,5 | 461,7 0,940 | 794,5 | 1148 0,838 | 4535 | 7032
1,496 | 396,0 | 493,2 1,207 | 829,9 | 1177 1,053 | 4568 | 7058
1,872 | 4329 | 525, 1,486 | 864,7 | 1206 1,270 | 4602 | 7085
2,267 | 470,4 | 557,5 1,775 | 899,7 | 1236 1,490 | 4635 | 7112
2,679 | 508,2 | 590,1 2,076 | 9350 | 1266 1,712 | 4669 | 7139
3,107 | 546,4 | 623,1 2,386 | 970,4 | 1296 1,935 | 4702 | 7166
3,548 | 584,9 | 656,3 2,706 | 1006 | 1327 2,162 | 4736 | 7193
4,001 | 623,7 | 689,7 3,034 | 1042 | 1358 2.390 | 4769 | 7220
4,466 | 662,7 | 723,2 3,372 | 1078 | 1389 2,620 | 4803 | 7248

|

o’ = 40° o = 40° — 40°

p’ =4 p’ =15 = 100
-y’ c” q’ -y’ o’ q’ -y’ " q’

]
0,000 | 376,0 — 0,000 | 1410 — 0,000 | 9401 | —
0,161 | 438,1 | 668,7 0,143 | 1471 | 2367 0,137 | 9462 15493
0,339 | 501,3 | 722,7 0,291 | 1533 | 2418 0,275 | 9523 | 15544
0,539 | 5658 | 779,7 0,447 | 1595 | 2471 0,415 | 95841 15594
0,756 | 631,3 | 838,2 0,611 | 1658 | 2525 0,555 | 9645 15645
0,989 | 697,7 | 8979 0,781 | 1721 | 2579 0,697 | 9707 | 15696
1,235 | 7649 | 958,3 0,957 | 1784 | 2634 0,840 | 9768 | 15747
1,492 | 832,8 | 1019 1,140 | 1847 | 2690 0,984 | 9829 15798
1,760 | 901,2 | 1081 1,320 | 1911 | 2747 1,130 | 9891 15850
2,036 | 9702 | 1143 1,523 | 1976 | 2803 1,276 | 9952 15901
2,321 | 1040 | 1205 1,723 | 2040 | 2861 1,424 | 10014 | 15953
2,613 | 1110 | 1268 1,927 | 2105 | 2919 1,573 | 10076 | 16 005
2,911 | 1180 | 1331 2,137 | 2170 | 2977 1,723 | 10138 | 16057
3215 | 1251 | 139 2351 | 2235 | 3035 1,875 | 10199 | 16 106
3,525 | 1322 | 1457 2,569 | 2301 | 3094 2,027 | 10261 | 16162
3,839 | 1393 | 1520 2792 | 2367 | 3153 2,181 | 10323 | 16214
— 193
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o' = 45° o = 45° o' = 45°

p’ =4 p’ =15 p” = 100
—y ! o 1} T —y o // —y o L T
0,000 | 899,6 —_ 0,000 | 3374 — 0,000 | 22491 —
0,098 | 1026 | 1644 0,089 | 3499 | 5866 0,086 | 22616 38 501
0,206 | 1154 | 1757 0,181 | 3625 | 5975 0,173 : 22741 | 38 608
0,325 | 1284 | 1876 0,277 | 3751 | 6086 0,260 | 22866 | 38715
0,455 | 1416 | 1998 0,377 | 3878 | 6199 0,348 | 22991} 38823
0,592 | 1549 | 2122 0,480 | 4006 | 6313 0,436 | 23116 | 38931
0,737 | 1684 | 2247 0,587 | 4134 | 6429 0,525 | 23241 | 39039
0,889 | 1819 | 2374 0,698 | 4263 | 6545 0,615 | 23367 | 39147
1,046 | 1956 | 2502 0,811 | 4392 | 6663 0,706 | 23492 | 39 256
1,209 | 2093 | 2630 0,928 | 4522 | 6782 0,797 | 23618 | 39 365
1,376 | 2232 | 2759 1,047 | 4652 | 6901 0,888 ' 23744 | 39475
1,548 | 2371 | 2888 1,169 | 4783 | 7022 0,981 | 238701 39 585
1,723 | 2510 | 3018 1,204 | 4914 | 7143 1,073 | 23996 ‘ 39 695
1,901 | 2650 | 3149 1,421 | 5045 | 7264 1,167 | 24122 | 39 805
2,083 [ 2791 | 3279 1,551 | 5177 | 7387 1,261 | 24248 | 39915
2,268 | 2933 | 3410 1,683 | 5310 | 7510 1,356 | 24374 | 40026
2,455 | 3074 | 3541 1,818 | 5442 | 7633 1,451 | 24 500! 40137
2,645 | 3217 | 3672 1,954 | 5575 | 7757 1,547 | 24627 | 40248

i |
5y —=8,=0 o — 60°
o = 15° o = 15° o == 20°
p” =35 p” = 100 p’ = 35
. A

__y/ ‘ 0'” ’ q/r _y/ 1 G” ‘ " __y/ G” | q”
0,000 | 192,0 ‘ — 0,000 l 548.4 l — 0,000 | 3574 —
0,735 ! 199,7 | 246,5 0,683 | 556,1 | 6952 0,500 | 369,6 | 487,9
1,543 | 207,5 | 251,6 1,391 | 563,8 | 700,! 1,034 | 382,0 | 4964
2,451 | 215,6 . 257,1 2,133 | 571,6 | 705,2 1,612 | 394,5 | 505,2
3,460 | 223,8 | 262,8 2,910 | 579,4 | 710,3 2,235 | 407,1 | 514,3
4,571 | 232,1 | 268,6 3,721 | 587,2 | 715,5 2,903 | 420,0 | 523,7
5,783 | 240,6 | 274,7 4,568 | 5952 | 720,8 3,614 | 4329 | 5332
7,099 | 249,3 | 280,9 5,449 | 603,2 | 726,3 4,368 | 446,1 | 543,0
8,517 | 258,2 | 2874 6,365 | 611,2 | 731,7 5,165 | 459,4 | 553,0
10,04 | 267,1 ' 2939 7,317 1 6193 | 7313 6,005 | 472,8 | 563,1
11,66 | 276,3 ‘ 300,6 8,304 ‘} 627,5 | 7429 6,887 | 486,4 | 573,4
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o’ = 20° @' = 25° o' = 25°

p” = 100 p” =20 p” = 100
—_ yl G/l a’/ — y 0_/! qlf - yl l cll . q/'
0,000 | 1021 — 0,000 | 397,7 — 0,000 | 1988 —
0,477 | 1033 | 1379 0,353 | 417,7 | 580,0 0,328 | 2008 | 2843
0,965 | 1046 | 1387 0,733 | 438,0 | 594,8 0,662 | 2028 | 2857
1,469 | 1058 | 1395 1,151 | 458,6 | 610,4 1,003 | 2048 | 2871
1,989 | 1070 | 1404 1,604 | 479,4 | 626,4 1,352 | 2068 | 2886
2,525 | 1082 | 1412 2,092 | 500,6 | 642,9 1,709 | 2088 | 2901
3,076 | 1095 | 1421 2,615 | 522,0 | 659,8 2,073 [ 2108 | 2916
3,644 | 1107 | 1430 3,170 | 543,7 | 677,0 2,445 | 2129 | 2930
4,227 | 1120 | 1439 3,758 | 565,6 | 694,5 2,825 1 2149 | 2946
4,825 | 1132 | 1448 4,377 | 587,8 | 7123 3212 | 2169 | 2961
5439 | 1145 | 1457 5,027 | 610,2 | 7304 3,606 | 2190 | 2976

@’ = 30° 9’ = 30° o = 30°

p” =10 p” = 21,732 p” = 100
—y | o ‘ T —y o l T —y o 1 q
0,000 | 410,6 — 0,000 | 891,5 — 0,000 | 4106 —
0,248 | 4452 | 641,8 0,231 | 9259 | 1361 0,220 | 4140 | 6184
0,522 | 480,5 | 669,4 0,475 | 960,6 | 1388 0,443 | 4174 | 6210
0,830 | 516,4 | 698,5 0,736 | 995,6 | 1415 0,670 | 4209 | 6236
1:171 553,0 | 728,6 1,013 | 1031 | 1444 0,901 | 4243 | 6262
1,541 | 590,1 | 759,6 1,306 | 1067 | 1472 1,135 | 4278 | 6289
1,940 | 627,8 | 791,3 1,614 | 1102 | 1501 1,374 | 4312 | 6315
2,367 | 666,0 | 823,5 1,937 | 1139 | 1531 1,616 | 4347 | 6342
2,819 | 704,6 | 856,3 2,275 | 1175 i 1561 1,861 | 4382 | 6369
3,296 | 743,7 | 889,6 2,628 | 1212 | 1592 2,111 | 4416 | 6396
3,796 | 783,2 | 923,2 2,994 | 1249 | 1623 2,364 | 4451 | 6424
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o' = 35° T =35° o' = 40°
p’ =10 " = 100 p’ =5
_ o @ —y P . .y o e
0,000 | 915,7 — 0,000 {9157 — 0,000 | 1131 |
0,156 | 9798 | 1491 0,143 | 9221 | 14460 | 0,101 | 1262 | 1966
0,325 | 1045 | 1544 0,287 | 9284 | 14510 | 0215 | 139 | 2080
0,511 | 1110 | 1599 0,433 | 9348 | 14560 | 0,343 | 1532 | 2202
0,713 | 1177 | 1656 0,581 | 9412 | 14611 | 0484 | 1670 | 2327
0,930 | 1244 | 1714 0,730 | 9476 | 14662 | 0,637 | 1810 | 2454
1,161 | 1312 | 1773 0,882 | 9540 | 14714 | 0801 | 1952 | 2585
1,405 | 1381 | 1833 1,035 | 9604 | 14765 | 0975 | 2095 | 2717
1,663 | 1450 | 1894 1,190 | 9668 | 14817 | 1,159 | 2240 | 2850
1,932 | 1520 | 1956 1,348 | 9732 | 14869 | 1,351 | 2386 | 2985
2,213 | 1591 | 2019 1,506 | 9797 {14921 | 1,551 | 2533 | 3121
2,505 | 1662 | 2082 1,667 | 9861 | 14974 | 1,758 | 2681 | 3258
2,808 | 1734 | 2145 1,829 | 9926 | 15027 | 1,972 | 2831 | 339
2,193 | 2982 | 3535
2,420 | 3133 | 3674
_ 2,653 | 3286 | 3814
1 !
o' = 40° T = 45° o' = 45°
p” = 100 =5 p” = 100
-y’ o q’ —y o” '1 q -y, \ 4"
1
0,000 | 22615| — 0,000 | 3201 — 0,000 | 64024 | —
0,088 | 22744 | 37258 | 0057 | 3506 | 5725 0,051 | 64326 | 109 550
0,177 | 22874 | 37365 | 0,119 | 3815 | 5999 0,101 | 64 628 | 109 810
0,266 | 23004 | 37472 | 0,188 | 4128 | 6286 0,153 | 64931 110070
0,356 | 23135| 37580 | 0,264 | 4444 | 6581 0,204 | 65234110330
0,448 | 23265| 37689 | 0,345 | 4764 | 6883 0,257 | 65537 | 110 590
0,540 | 23395 | 37798 | 0432 | 5087 | 7189 0,309 | 65840 | 110 860
0,633 | 2352637907 | 0,523 | 5413 | 7499 0,362 | 66144 {111 120
0,727 | 2365738017 | 0619 | 5742 | 78I3 0,415 | 66448 | 111380
0,822 | 23788 | 38127 | 0,719 | 6073 | 8130 0,469 | 66752 | 111 650
0,918 | 23919 | 38237 | 0,823 | 6407 | 8449 0,523 | 67056 | 111910
1,014 | 24050 | 38348 | 0931 | 6743 | 8770 0,578 | 67360 | 112180
1,112 | 24181 | 38459 | 1,043 | 7080 | 9093 0,633 | 67665 | 112450
1,210 | 24313 | 38571 | 1,157 | 7420 | 9419 0,688 | 67970 | 112710
1,309 | 24444 38683 | 1,275 | 7762 | 9745 0,744 | 68275 | 112980
1,404 | 24576 | 38795 | 1,395 | 8105 | 10073 | 0,800 | 68 581 | 113250
1,519 | 8450 | 10402 | 0,857 | 68886 | 113520
1,644 | 8797 | 10733 [ 0,914 | 69192113790
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3, =3,=0 o = 900 !

o = 15° o = 15° @ = 20°

p” = 40 p” = 100 p’ = 40
—y o l 7 —y ]l o 1 Q" —y | i
0,000 | 290,4 — 0,000 | 7259 — 0,000 | 597,8 —
0,630 | 299,2 | 371,1 0,593 | 734,6 | 919,3 0,408 | 612,0 | 811,8
1,318 | 308,1 | 376,9 1,209 | 743,4 | 924,9 0,839 | 626,3 | 82,6
2,087 | 317,1 | 383,0 1,856 | 952,3 | 930,7 1,303 | 640,7 | 831,8
2,935 | 326,2 | 389,3 2,535 | 761,2 | 936,5 1,799 | 655,3 | 842,2
3,865 | 3355 | 3959 3,245 | 770,1 | 942,5 2,327 | 669,9 | 852,9
4,878 | 344,9 | 402,6 3,986 | 779,1 | 948,5 2,887 | 684,6 | 863,7
5,973 | 354,4 | 409,5 4,760 | 788,1 | 954,7 3,479 | 699,4 | 874,8
7,152 | 364,0 | 416,5 5,565 | 797,2 | 960,9 4,102 | 714,3 | 886,0
8,415 | 373,6 | 4237 6,403 | 806,3 | 967,3 4,757 | 129,2 | 897,4
9,763 | 383,4 | 431°0 7,273 | 815,5 | 973,7 5,443 | 744,2 | 908,9

9’ = 20° ¢ = 25° @ = 25°

p” = 100 p” =30 p’ = 100
. y, 0,, El// . y/ O‘” ” . y/ 0’” q/r
0,000 | 1494 — 0,000 | 971,5 — 0,000 | 3239 —_
0,393 | 1509 | 2015 0,266 | 9956 | 1399 0,256 | 3263 | 4624
0,795 | 1523 | 2025 0,546 | 1020 | 1417 0,516 | 3287 | 4641
1,210 | 1537 | 2034 0,844 | 1044 | 1435 0,782 | 3311 | 4659
1,639 | 1551 | 2044 1,160 | 1069 | 1454 1,053 | 3335 | 4676
2,079 | 1566 | 2054 1,495 | 1093 | 1472 1,330 | 3359 | 4694
2,533 | 1580 | 2065 1,847 | 1118 | 1491 1,612 | 3383 | 4712
3,000 | 1595 | 2075 2,217 | 1142 | 1511 1,900 | 3407 | 4730
3,479 | 1609 | 2085 2,604 | 1167 | 1530 2,193 | 3432 | 4748
3971 | 1624 | 209 3,008 | 1192 | 1550 2,492 | 3456 | 4766
4476 | 1638 | 2106 3,430 | 1217 | 1570 2,796 | 3480 | 4784
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<P/ _ 300 <?l — 300 ?l J— 350
p” =20 p” = 100 p” =15
—y o q” —y o ] i —y o g
0,000 | 1502 — 0,000 | 7511 —_ 0,000 | 2858 —
0,169 | 1546 | 2286 0,162 | 7554 | 11299 0,103 | 2943 | 4564
0,348 | 1589 | 2319 0,326 | 7598 | 11332 0,211 | 3029 | 4633
0,539 | 1633 | 2354 0,492 | 7641 11 364 0,326 | 3114 | 4703
0,741 1677 | 2389 0,661 | 7685 | 11398 0,448 | 3200 | 4775
0,955 | 1721 | 2425 0,832 | 7728 11431 0,576 | 3286 | 4848
1,180 | 1765 | 246l 1,005 | 7772 | 11464 0,711 | 3372 | 4922
1,416 | 1809 | 2498 1,181 | 7815 | 11498 0,852 | 3458 | 4997
1,663 | 1853 | 2534 1,360 | 7859 | 11532 0,999 | 3543 | 5072
1,921 1898 | 2572 1,541 | 7903 | 11566 1,152 | 3629 | 5148
2,190 | 1942 | 2610 1,724 | 7946 | 11 600 1,311 | 3715 | 5224
1,475 | 3801 | 5301
1,645 | 3886 | 5378
of = 35° o = 40° o = 40°
p’ = 100 p” = 10 p’ = 100
-y o q” —y a’ \[ q” I -y’ l o | [
1
0,000 | 19050 — 0,000 | 5440 — 0,000 | 54403 —
0,098 | 19135| 30044 | 0,059 | 5628 | 9091 [ 0056 | 54591 | 89527
0197 19221 ] 30111 | 0,122 | 5816 | 9250 | 0,113 | 54778 89 681
0297 | 19306 30179 | 0,189 | 6003 | 9412 [ 0,170 | 54966 | 89 836
0,399 | 19391 | 30247 | 0,260 | 6191 | 9578 | 0227 | 55153 | 89992
0,501 | 19477| 30315 | 0,335 | 6379 | 9745 | 0285 | 55341 | 90147
0,604 | 19562 | 30384 0,413 | 6566 9914 0,343 | 55528 | 90304
0,709 | 19648 | 30452 0,496 | 6753 | 10085 0,402 | 55716 | 90 460
0,814 | 19733 | 30521 0,582 | 6940 | 10257 0,461 | 55903 | 90617
0,920 ; 19819 | 30590 0,672 | 7126 | 10431 0,521 | 56091 | 90774
1,028 | 19904 | 30 660 0,765 | 7312 | 10605 0,581 | 56278 | 90932
1,137 | 19990 | 30729 0,862 | 7497 | 10779 0,642 | 56466 | 91 090
1,246 | 20075 | 30799 0,962 | 7680 | 10954 0,703 | 56 654 | 91 249
1,064 | 7863 | 11129 0,764 | 56 841 | 91408
1,170 | 8045 | 11304 0,826 | 57029 | 91 567
1,279 | 8225 | 11479 0,888 | 57217 | 91726
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o' — 45° o' — 45° APTS
pP =35 p” = 10 7 = 100
—y { o J g | —y f o | @ —y ‘ o \ —
0,000 9113 — 0,000 | 18219 — 0,000 | 182250 —
0,032 9591 | 15965 0,031 18 697 | 31510 0,030 | 182730 | 311 540
0,067 10069 | 16 389 0,063 19176 | 31927 .| 0,059 |183210]|311950
0,105 10 546 | 16 826 0,097 | 19654 32352 0,089 | 183690 | 312 360
0,146 | 11022 17271 0,132 | 20131 | 32783 0,119 | 184170312770
0,190 | 11495 | 17722 0,169 | 20608 | 33219 0,150 | 184650313 180
0,236 | 11966 | 18177 0,208 | 21085 | 33659 0,180 | 185120313590
0,286 | 12434 | 18 634 0,248 | 215611 34103 0,211 | 185600 | 314 000
0,337 12898 | 19092 0,290 | 22036 | 34 550 0,242 | 186 080 | 314 420
0,391 13356 | 19 550 0,333 | 22510 35000 0,273 | 186560 | 314 830
0,447 13 809 | 20 006 0,378 | 22984 | 35452 0,304 | 187040315 250
0,506 | 14255 20460 0,335 | 187 510 315 660
0,565 14691 | 20910 0,367 | 187990 | 316 080
0,627 15117 | 21355 0,398 | 188470316 500
0,690 | 15529 | 21792 0,430 | 188950 | 316920
0,753 15924 | 22219 0,462 | 189 430 | 317 340
0,817 16298 | 22 633 0,494 | 189910317 760
0,881 16 644 | 23 030 0,527 | 190380 318 180
Si=—09'2 Sa=—¢ =0
o — 15° o = 15° C— 20
b — 14 p’ — 15 * — 0,9
A A AR
|
0,000 ‘ 5,193 — 0,000 | 50,86 — 0,000 | 4,733 —
0,981 8,851 8,466 0,541 54,12 | 66,07 0,659 | 9,389 | 9,356
Y052 | 1105 | 1042 | 1121 | 5737 | 6817 | 1418 | 1399 | 1245
Teoo | 165 | 1304 | L743 | 60063 | 7029 | 2,259 | 18,60 | 1564
290 | 2138 | 1560 | 2400 | 6391 | 7243 | 3,162 | 2307 | 1851
004 | 2454 | 1837 | 3094 | 67,17 | 7459 | 4064 | 27,69 | 21,81
9900 | 2790 | 2046 | 3821 | 7044 | 76,75 | 4,998 | 3238 | 2516
60 | 3314 2342 | 4580 | 7372 | 7893 | 5946 | 3699 | 28,48
%8 | 3801 | 2665 | 5369 | 7700 | 8112 | 6844 | 41,79 | 31,32
’ i 6,187 | 80,30 | 83,31 7,796 | 46,44 | 34,51
7,049 | 83,69 | 85,54 8,764 | 51,12 | 37,72




o = 20° 1= 25° = 25°

p =12 " — 0,65 =9
—y % o ¥ | & T — - >
0,000 | 63,11 — 0,000 | 5,452 — 0,000 | 75,49 —
0417 | 67,61 | 87,76 0,495 | 12,01 | 12,12 0,320 | 82,08 | 112,1
0,863 | 72,29 | 90,92 1,039 | 18,54 | 16,80 0,659 | 8830 | 116,9
1,338 | 76,88 | 94,13 1,628 | 25,10 | 21,63 1,025 | 9524 | 121,8
1,840 | 81,48 | 97,38 2247 | 31,64 | 26,50 1,409 | 101,8 | 126,7
2,366 | 86,09 | 100,7 2,889 | 38,07 | 30,81 1,810 | 1084 | 131,7
2,915 | 90,71 | 104,0 3,523 | 44,57 | 35,71 2,227 | 1150 | 136,8
3,494 | 9556 | 107,3 4,164 | 51,08 | 40,61 2,657 | 121,6 | 141,8
4,064 | 99,96 | 110,6 4,815 | 57,63 | 45,52 3,100 | 128,2 | 146,9
4,665 | 104,6 | 1139 5474 | 64,22 | 50,45 3,568 | 1354 | 152,1
5,283 | 109,2 | 117,2 6,143 | 70,86 | 5541 4011 | 141,4 | 1569

o = 30° ’ = 30° = 30°

p’ — 045 v —5 -7
— yl G” ‘ (—l/t _— y/ Gll ‘ q’f P y’ Gll 1 al/
0,000 | 6,250 — 0,000 | 69,45 — 0,000 | 97,22 —
0,375 | 15,73 | 15,86 0,247 | 79,19 | 111,4 0,241 | 107,0 | 153,1
0,776 | 2543 | 23,12 0,515 | 88,89 | 119,0 0,499 | 116,7 | 160.6
1,192 | 34,79 | 30,47 0,804 | 98,60 | 126,7 0,773 | 1264 | 168,3
1,623 | 44,36 | 37,87 1,104 | 107,7 | 134,4 1,062 | 136,1 | 176,0
2,066 | 53,88 | 4529 1,426 | 118,0 | 142,3 1,363 | 1459 | 183.8
2,517 | 63,43 | 52,73 1,757 | 127,7 | 150,1 1,671 | 1554 | 1915
2,971 | 72,84 | 59,32 2,097 | 137,4 | 157,9 1,992 | 165,1 | 199.3
3,423 | 82,32 | 66,74 2446 | 147,1 | 165,8 2,321 | 174,8 | 2072
3.877 | 91,80 | 74,16 2803 | 156,7 | 173,6 2,657 | 184,5 | 215,0
4333 | 101,3 | 81,56 3,167 | 166,4 | 181,4 3,001 | 1943 | 222.8
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@’ = 35° ¢’ = 35° = 40°
p” = 04 p” =5 = 0,35
_ T - ”
—y o T —y ‘ o ‘ ¥ —y o ‘ bt
0,000 | 9,756 — 0,000 | 122,0 _ 0,000 | 15,71 —
0,264 | 24,17 | 25,49 0,178 | 135,8 | 201,8 0,185 | 39,35 | 43,19
0,540 | 38,74 | 37,12 0,370 | 150,8 | 214,0 0,376 | 63,08 | 63,06
0,836 | 53,40 | 49,25 0,574 | 165,7 | 226,4 0,584 | 87,97 | 84,12
1,134 | 67,96 | 61,13 0,790 | 180,6 | 238,9 0,787 | 110,7 | 104,0
1,442 | 85,27 | 73,11 1,014 | 195,6 | 251,5 0,999 | 1344 | 1244
1,754 | 97,22 | 85,09 1,246 | 210,5 | 264,2 1,214 | 158,2 | 144,7
2,060 | 111,7 | 96,71 1,483 | 225,0 | 276,7 1,425 | 182,0 | 164,6
2,374 | 126,3 | 108,5 1,726 | 240,3 | 289,3 1,641 | 205,7 | 184,7
2,690 | 140,9 | 120,3 1,975 | 255,1 | 301,9 1,859 | 229,3 | 204,7
3,007 | 1555 | 132,1 2,228 | 269,9 | 3144 2,077 | 253,0 | 224,7
3,327 | 170,1 | 143,9 2,485 | 284,8 | 327,0 2,296 | 276,7 | 244,7
3,647 | 184,7 | 1557 2,746 | 299,6 | 339,6 2,516 | 300,5 | 264,8
2,735 | 324,2 | 284,7
2,938 | 343,6 | 303,1
3,166 | 371,5 | 323,7
o’ = 40° @' = 45° = 45°
p” =4 p” = 0,25 =3
—y o T —y o T —y o i
0,000 | 179,5 — 0,000 | 22,75 — 0,000 | 273,0 —
0,127 | 204,1 | 314,8 0,129 | 64,23 | 69,70 0,087 | 316,5 | 502,6
0,264 | 228,5 | 335,7 0,259 | 105,9 | 1057 0,181 | 359,8 | 541,2
0,410 | 252,9 | 356,9 0,398 | 147,8 | 1434 0,283 | 403,0 | 580,4
0,563 | 277,3 | 378,2 0,540 | 189,8 | 181,0 0,389 | 446,2 | 619,9
0,723 | 301,6 | 399,7 0,682 | 231,7 | 217,6 0,503 | 494,9 | 660,9
0,889 | 3259 | 421,1 0,826 | 273,6 | 254,7 0,613 | 532,3 | 698,8
1,058 | 350,2 | 442,6 0,972 | 315,5 | 291,6 0,730 | 575,2 | 7383
1,232 | 374,5 | 464,1 1,119 | 357,4 | 328,5 0,850 | 618,0 | 777,7
1,409 | 398,7 | 485,5 1,265 | 399,3 | 3654 0,972 | 660,9 | 817,1
1,588 | 422,9 | 507,0 1,413 | 441,2 | 402,2 1,096 | 703,6 | 856,4
1,771 | 447,1 | 528,4 1,549 | 475,2 | 436,3 1,222 | 746,4 | 895,6
1,955 | 471,3 | 549,7 1,702 | 524,9 | 474,1 1,349 | 789,1 | 934,7
2,142 | 5954 | 571,1 1,850 | 566,7 | 510,4 1,477 | 831,7 | 973,8
2,332 | 520,4 | 592,7 1,998 | 608,5 | 546,8 1,606 | 874,4 | 1013
2,515 | 543,7 | 613,1 2,146 | 650,4 | 583,2 1,737 | 917,0 | 1052
2,295 | 692,2 | 619,6 1,868 | 959,6 | 1091
2,443 | 734,1 | 655,9 2,000 | 1002 | 1129
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) =—¢'[2 Jy=—0o’ o =300
o = 15° o = 20° o — 25°
p” = 15 p’ = 12 p’ =29
_y v _y ” ‘ v v e v
i
0,000 ; 67,31 — 0,000 | 92,35 — 0,000 | 1230 —
0,512 | 73,51 | 88,64 0,369 | 101,4 | 130,0 0,265 | 136,7 | 184,7
1,110 | 79,89 | 92,86 0,788 | 110,7 | 136,6 0,565 | 150,8 | 195,2
1,798 | 86,23 | 97,31 1,265 | 120,3 | 1434 0,901 | 1652 | 206,1
2,597 | 93,33 | 102,1 1,795 | 130,0 | 150,6 1,271 | 179,8 | 217,5
3,483 | 100,4 | 106,9 2,376 | 140,0 | 158,0 1,672 | 194,7 | 229,1
4,462 | 107,6 | 112,0 2,999 | 150,2 | 165,5 2,101 | 209,9 | 241,0
5,517 | 1150 | 117,1 3,670 | 160,6 | 173,2 2,556 | 2252 | 253,2
6,665 | 122,5 | 122,4 4,384 | 171,1 | 181,1 3,029 | 240,8 | 2653
7,900 | 130,3 | 127,9 5,138 | 181,8 | 189,1 3,528 | 256,5 | 277,7
9,223 | 138,2 | 133,4 5932 | 1927 | 1973 4,048 | 2724 | 2902
o = 30° ¢’ = 35° o = 40°
p” =5 pP =35 p” =4
— y/ ’l qll qll — y G)I ' q” —_ y/ c/l i q”
i
0,000 ‘ 1280 | — 0,000 | 251,3 — 0,000 | 431,8 —
0,195 | 149,1 206,9 0,129 | 2858 | 424,1 0,086 | 499,4 | 764,1
0421 | 171,6 | 224,8 0,275 | 325,8 | 4553 0,182 | 567,7 | 823,2
0,677 | 194,6 | 2435 0,438 | 364,0 | 487,6 0,288 | 637,0 | 884,5
0,957 | 218,1 262,7 0,615 | 402,6 | 520,7 0,400 | 698,1 | 945,6
1,260 | 2419 | 2824 0,804 1 441,7 554,4 0,526 | 777,8 | 1010
1,583 | 266,0 | 3024 1,003 | 481,3 588,6 0,655 | 849,1 | 1075
1,922 | 290,5 322,6 1,210 | 521,1 622,8 0,789 | 920,9 | 1139
2,277 | 3152 | 343,1 1,427 | 561,3 657,5 0,929 | 993,1 | 1204
2,623 | 3364 ' 362,6 1,651 | 601,7 692,4 1,073 | 1066 | 1270
3,018 1| 3653 | 384,1 1,882 | 642,4 | 727,5 1,220/ 1139 | 1335
: 2,120 | 683,3 762,7 1,371 | 1212 | 1401
| 2,362 | 7244 | 798,1 1,539 | 1306 | 1473
| 1,671 | 1343 | 1528
“ 1,838 | 1433 | 1598
i ‘ 2,000 1507 : 1664

202 —




—y - &
0,000 | 777,1 —
0,054 | 914,4 | 1442
0114 | 1053 | 1567
0.182 | 1194 | 1696
0254 | 1335 | 1829
0332 | 1478 | 1962
0,409 | 1594 | 2091
0496 | 1766 | 2231
0583 | 1912 | 2366
0,673 | 2057 | 2502
0765 | 2204 | 2639
0,859 | 2350 | 2775
0954 | 2498 | 2912
1,051 | 2645 | 3048
1,150 | 2;793 | 3185
1249 | 2'941 | 3322
1,350 | 3090 | 3460
1,452 | 3238 | 3597
I 81=—¢'[2 d,=—1¢' a, = 60°
o' = 15° = 20° —25°
p” = 40 — 40 =30
_yll GIV l afr __y G’V l q/’ _y cll q”
0,000 | 237,6 — 0,000 | 4505 | — 0,000 | 667,7 —
0415 | 246,2 | 304,5 0282 | 463,7 | 6134 0,192 | 688,8 | 964,8
0,870 | 2549 | 310,2 0,582 | 4770 | 622,6 0,396 | 710,3 | 980,4
1.373 | 263,8 | 316,1 0,903 | 4904 | 632,0 0,613 | 731,9 | 996,4
1924 | 272,8 | 322,2 1,245 | 504,0 | 641,7 0,842 | 753,7 | 1013
2,522 | 282,0 | 328,6 1,607 | 517,8 | 651,6 1,084 | 7757 | 1030
3.170 | 291,4 | 335, 1,983 | 5304 | 661,5 1,338 | 797.9 | 1047
3.867 | 300,9 | 341,8 2,390 | 5457 | 671,9 1,604 | 820,2 | 1064
4616 | 310,7 | 348,7 2812 | 559,8 | 682,3 1,882 | 842,8 | 1082
5399 | 320,4 | 355,6 3,254 | 5741 | 692,9 2,189 | 872,4 | 1100
6240 | 3304 | 362,8 3.716 | 588,5 | 703,7 2,459 | 884,0 | 1117
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:P/ — 300 [ 350 o 400
p’ = 20 =15 p’ = 10
y o 7 .y " ., v e
0,000 | 929,7 — 0,000 | 1569 — 0,000 | 2597 —
0,129 | 966,1 | 1422 0,083 | 1636 | 2521 0,051 | 2734 | 4379
0,265 | 999,6 | 1450 0171 | 1703 | 2576 0,106 | 2872 | 4496
0,412 | 1040 | 1479 0265 | 1772 | 2632 0,165 | 3012 | 4616
0,567 | 1077 | 1509 0364 | 1840 | 2689 0,227 | 3152 | 4739
0,731 | 1115 | 1539 0,467 | 1901 | 2747 0,293 | 3293 | 4864
0,903 | 1153 | 1570 0,578 | 1979 | 2807 0,363 | 3436 | 4991
1,083 | 1191 | 1601 0,693 | 2049 | 2867 0,436 | 3579 | 5120
1,272 | 1229 | 1633 0,813 | 2120 | 2928 0,512 | 3723 | 5251
1,467 | 1268 | 1665 0937 | 2191 | 2989 0,591 | 3868 | 5382
1,671 | 1307 {1697 1,066 | 2262 | 3051 0,673 | 4014 | 5516
1,199 | 2334 | 3114 0,757 | 4160 | 5650
1,337 | 2406 | 3177 0,848 | 4,336 | 5791
0,928 | 4410 | 5912
1,025 | 4604 | 6056
1,119 | 4753 | 6193
8, =—79'/2 Sg=—2¢'
o' = 45°
7 = 10
P 2, —90°
—y’ ’ o’ ‘ q”
0,000 | 7353| —
0029 | 7692 12858 o — 15°
0,059 | 8012 13138 P — 70
0,091 | 8334 13425
0125 | 8658 | 13717 — i —,
0161 | 8983 14014 y q
0198 | 9311 14315 i
0237 | 9640 | 14620 0,000 | 550,3 _
0277 | 9970 14928 0,348 | 559.5 | 698,5
0319 | 10302 15238 0,717 | 5688 | 7045
0362 | 10635 15552 1,112 | 5792 | 7107
0.406 | 10970 | 15867 1,524 | 5877 | 7170
0452 | 11306 | 16185 1,963 | 597,2 | 723.4
0499 | 11644 | 16 505 2426 | 606,8 | 729.9
0,547 | 11982 | 16827 2913 | 616,5 | 736.6
0,596 | 12322 17151 3425 | 6262 | 743.4
0.646 | 12663 | 17476 3,961 | 6360 | 750.2
0,697 | 13005 | 17 802 4,521 | 6459 | 7572




812_(?,/2 82=—<PI 0(0:900
o = 20° o’ = 25° o’ = 30°
p” =50 p” = 40 p” = 30
_ | [ _
—y ‘ o \ T —y o \ T —y o a
0,000 ‘ 824,1 — 0,000 | 1450 — 0,000 | 2551 —
0,230 | 8386 | 1116 0,148 | 1474 | 2080 0,093 | 2594 | 3859
0,471 | 853,1 1126 0,302 | 1498 | 2097 0,189 | 2637 | 3892
0,725 | 867,8 | 1136 0,463 | 1522 | 2115 0,289 | 2680 | 3925
0,992 : 882,5 | 1146 0,630 | 1546 | 2133 0,393 | 2723 | 3959
1,272 | 897,3 | 1157 0,804 | 1571 | 2151 0,501 | 2766 | 3993
1,565 l 9121 1168 0,985 | 1595 | 2170 0,616 { 2826 | 4028
1,871 1 927,0 | 1178 1,172 1 1619 | 2188 0,727 | 2847 | 4061
2,189 i 941,9 | 1189 1,366 | 1644 | 2207 0,839 | 2869 | 409
2,520 | 956,8 | 1201 1,567 | 1668 | 2226 0,968 | 2937 | 4131
2,864 | 971,9 | 1212 1,773 | 1692 | 2245 1,004 | 2980 | 4166
o = 35° o’ = 40° = 45°
p” =25 p” =20 =15
—y o i T —y ‘ o ’ T —y o q
0,000 | 5438 —_ 0,000 | 12496 — 0,000 | 31486 —
0,056 | 5522 | 8624 0,032 | 12678 | 20677 0,016 | 31950 | 54 145
0,113 | 5606 | 8690 0,064 | 12861 | 20829 0,034 | 32927 | 54 564
0,172 | 5689 | 8758 0,097 | 13043 | 20983 0,051 | 33161 | 54962
0234 | 5772 | 8826 0,132 | 13225 21138 0,069 | 33392 55362
0,297 | 5856 | 8895 0,167 | 13406} 21294 0,087 | 33622 | 55765
0,362 | 5939 | 8964 0,204 | 13587 | 2145l 0,105 | 33850 56171
0,429 | 6022 | 9034 0,241 13768 | 21 609 0,124 | 34075 | 56 580
0,498 | 6105 | 9104 0,279 | 13948 21767 0,145 | 35171 | 57018
0,568 | 6187 | 9174 0,318 | 14128 | 21927 0,165 | 35626 | 57437
0,640 | 6270 | 9245 0,359 | 14308 | 22087 0,186 | 36079 | 57 858
0,715 | 6352 | 9316 0,400 | 14486 22248 0,208 | 36531 | 58280
0,790 | 6434 | 9388 0,441 14 665 | 22 409 0,229 | 36981 | 58703
0,484 | 14842 | 22570 0,251 | 37429 | 59126
0,528 | 15019 22732 0,274 | 37874 | 59550
{ 0,572 | 15195 22894 0,297 | 38318 | 59975
: 0,320 | 38759 | 60399
0,344 | 39197 | 60 824
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(cos n/4d —o’'(2) —
. cos (wf4 + 9'/2
o’ (1 4+ sengp’cos2y) = .
ny’cos3 (cosagsen @’sen2 ¢ + )
(... + senayseng’cos2 §) =

s’sene’sen 24 — ... -

. Kgcos 2’ =0
dt
aT = d\,; tg(,a Fw
" dn
@~

t=C(A + B) + C.te
% et sena,cos2ycosd + ...

..sen (20 F 2w)
.. = sen2y (sen2 $eos2u F ...)
... F sen2p [sen QY F 2w =

(32 1.I1L a)
fdl_J
J Isenep + senq; .,2>\

1+

@s.1.0La)

B = F cosgp’ i‘

p’=(+ H’)/s’onde H'=cotge’
tenteios
D = X¥*D
Y] =YJ—D
GN =0.02@20
C =COSWI
GN =—10
B =B/S

(" —30)/2
—y’

2,264
2,390

16 109

et

oy = 60°

oy = 90°

752,3



Pag.

201

" 201

202

204

207
214

Linha

3

33{

16{

” =0,4
coluna ¢”
p” =4
coluna ¢”

p’ =10
coluna o”

43

onde se 1€

85,27

595,4

deve ler-se
82,57

4954

o« =30°

a, =30°

4,336
Eng.
Implicagido

4336
Eng.°
Implicagdes
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