ANTONIO JOAQUIM MENDES FERREIRA

MODELOS NUMERICOS PARA A ANALISE DE
ESTRUTURAS LAMINADAS COMPOSITAS E SANDWICH

FACULDADE DE ENGENHARIA
UNIVERSIDADE DO PORTO
1996



ANTONIO JOAQUIM MENDES FERREIRA

MODELOS NUMERICOS PARA A ANALISE DE
ESTRUTURAS LAMINADAS COMPOSITAS E SANDWICH

FACULDADE DE ENGENHARIA
UNIVERSIDADE DO PORTO

1996



ANTONIO JOAQUIM MENDES FERREIRA

MODELOS NUMERICOS PARA A ANALISE DE
ESTRUTURAS LAMINADAS COMPOSITAS E SANDWICH

Dissertacio apresentada A Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto para a
obtengio do grau de Doutor em Engenharia Mecéinica

oI

ety Tera 00D

L A3453

o34 d1 97
FACULDADE DE ENGENHARIA

* UNIVERSIDADE DO PORTO

1996



A minha familia



RESUMO

Neste trabalho de investigagio desenvolvem-se vérias teorias de deformagfo de corte na

andlise por elementos finitos de cascas laminadas compdsitas ou sandwich.

Compara-se o seu desempenho em diversas situagoes ndo lineares estéticas. Em particular
compara-se 0 comportamento destas teorias na andlise de estruturas compostas de
materiais comp6sitos de matriz polimérica, estruturas sandwich com nicleos poliméricos
ou ninhos de abelha, laminados de borracha reforgada e laminados sandwich borracha-

compdsito.

Analisam-se, com base nas hipéteses cinemdticas de 1% e 32 ordens a resisténcia de resinas
reforcadas com fibras, com base em modelos materiais independentes para a matriz e para

os reforgos.

E ainda avaliado o desempenho relativo das teorias de deformagdo propostas na andlise de

estruturas de betdo reforcadas com laminados compésitos.

Realiza-se neste trabalho a andlise linear de estruturas tipo casca laminada compésita ou
sandwich através da discretizagdo por elementos finitos de casca espessa. Aplicam-se as
teorias de deformacdo de corte mencionadas e ¢ realizada a comparago da sua resposta

em alguns exemplos de laminados compdsitos e sandwich.

Realiza-se também a analise ndo linear geométrica destas estruturas com base numa

formulacfo lagrangiana total e em suposi¢des de Von Karmén.

Realiza-se ainda a analise ineldstica de laminados compdsitos e sandwich, tendo em conta
a aplicagdo de diversas teorias de deformagao de corte e a aplicag@o de uma regra de fluxo

associativa.

Estuda-se o comportamento de estruturas sandwich, através da utilizagdo de elementos
finitos tridimensionais. E apresentado um estudo de estruturas sandwich com ninhos de
abelha.

Analisa-se também o comportamento de cascas laminadas sandwich, cujo nicleo é
composto de borracha e cujas peles sdo genéricamente eldsticas ou elasto-pldsticas

ortotrépicas. .



S3o ainda formulados os elementos de placa e viga laminada compdsita e sandwich,
através das teorias de deformagio de 1* e 3 ordens e layerwise. Estes elementos sdo

variacGes simples dos elementos de casca implementados anteriormente.

Realiza-se a andlise i rotura de cascas laminadas aplicando critérios de rotura e modelos
degradativos das caracteristicas eldsticas do material dessa camada. Realiza-se ainda uma
andlise ndo linear pés-rotura de laminados resina-fibra, considerando o comportamento
de cada fase material em separado. Na resina sdo distinguidos os comportamentos a
tracgdo e & compressdo, enquanto que nas fibras se considera genéricamente um
comportamento eldstico até & rotura ou um comportamento elasto-pldstico (fibras
termoplésticas). Para as resinas termopldsticas considera-se um comportamento elasto-

pldstico em trac¢do € compressao.

Estudam-se, finalmente, os laminados de betdo reforgados com camadas de compdsito
nas faces sujeitas predominantemente 3 tracgdo. Pretende-se averiguar do efeito

reforcador dos materiais compositos.



RESUME

Dans ce travail on a developé des théories de deformation de cisaillement pour I’analyse

des elements finis de coques stratifiés composites ou sandwich.

On compare sa performance dans plusiers situations nonlinéaires statiques.
Particulierment on compare la performance de ces théories dans 1’analyse de structures de
matériaux composites polimériques, structures sandwich avec dmes polimériques ou nid-

d’abeilles, stratifiés de cautchou renforcés et finalment sandwich cautchou -composites.

1l est aussi analisé la resistance des resines renforcés avec fibres, avec les hipothéses

cinématiques de 1¢f et 3 ™ ordre, et des modéles biphase.

C’est aussi discuté la performance des trois théories de deformation proposés pour

I’analyse de structures de béton renforcés avec stratifiés composites.

Dans ce travail on a essay¢ I’analyse linear de structures type coque stratifié composite ou
sandwich. Sont appliqués les théories de deformation de cisaillement et c’est realizé la

compairison de sa response en quelques exemples.

L’analyse geométrique nonlinear c’est aussi discuté, bien aussi comme 1’analyse
inelastique de stratifiés composites et sandwich. Dans cette analyse on a consideré
plusiers théories de de formation de cisaillement et ’application d’une régle de flux

associative.

On a etudié le comportement mecanique et structurel des structures sandwich, avec
elements finis tridimensionels. Cet analyse c’est dirigé aux structures sandwich avec nid-
d’abeilles.

On a aussi etudié coques stratifiés sandwich cautchou-composite ou simplement coques

stratifiés cautchou-composites.

Les elements de plaque et poutre stratifié composite et sandwich sont formulés, avec les

deformations de 1¢f et 3 em¢ ordre, et layerwise.

Onha fait ’analyse a la rupture des coques stratifiés avec I’utilization des critéres de
rupture et des modéles de-degradation des characteristiques du materiel des couches. On a
analysé le comportement non-linéaire aprés rupture des structures resine-fibre avec un
modéle biphase. Dans ce modéle, sont distingués le comportement en traction et

compression de la resine thermodurcissable. Les fibres sont considerés linéaires jusqu’a



rupture. Les resines thermopldstiques sont considerés elasto-parfaitement-plastiques en

traction et en compression.

Finalment on a etudié des stratifiés de béton renforcés avec couches composites dans les

faces en traction. On veut evaluer I’effect renforgant des composites.



ABSTRACT

In this work several shear deformation theories were developed and discussed for the

analysis of sandwich and composite laminated shells by finite elements.

Their performance is compared in the analysis of polymer-matrix composite structures,
sandwich structures with polymeric or honeycomb cores, fiber-reinforced rubber and

rubber core-composite skin sandwich structures.

It is also analysed the strength of fiber-reinforced resins, based on the 1st and 3rd order
kinematic approaches, and on a bi-phase material approach.

It is as well analysed the performance of such theories on concrete structures reinforced
with composite materials. In this work, the linear, geometric and material non-linear
analysis are performed, through the discretization on thick shell finite elements.
Tridimensional finite elements are also used on the analysis of thick sandwich structures,

particularly with honeycomb cores.

The finite element formulation of composite and sandwich laminated plates and beams is
performed, based on the 1st and 3rd order and layerwise theories. The strength analysis
of composite material structures is performed, based on failure criteria and properties

degradation.

The analysis of fiber-reinforced resins is performed with a bi-phase material model,
where the resin has different traction and compression behaviour (elastic and elasto-
plastic). The thermoplastic resins are supposed to behave elasto-perfectly plastic both in

traction and in compression.

The concrete structures are reinforced in the traction side with unidireccional composites.
It is investigated the reinforcing effect of composites in these structures.
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matriz de transformagio de coordenadas
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matriz jacobiana

matriz de tensdes

vector de residuos

tensdo efectiva

pardmetros de anisotropia .
matriz de pardmetros de anisotropia

potencial pldstico

energia de deformagao

invariantes de deformagio

X,Y,Z,S tensdes limite a tracg@o de uma camada de material compdsito

X’,Y’,Z’,StensOes limite & compressdo de uma camada de material compdsito
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pardmetros interactivos do critério de rotura
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CAPITULO 0

INTRODUCAO AO TRABALHO DE TESE

0.1 - INTRODUCAO

As estruturas de materiais compdsitos mais frequentes aparecem na forma de placas e
cascas laminadas, compostas por camadas de resinas reforgadas com fibras. As fibras de
reforgo sio frequentemente orientadas de forma optimizada, tendo em vista a obtengdo de

ricios resisténcia/peso e rigidez/peso médximos.

A utilizagio destes materiais em diversos sectores industriais conduziu a economias
sensiveis em peso relativamente as estruturas metilicas convencionais. Em muitos casos
estes materiais sio os Gnicos capazes de sustentar simultaneamente 0s requisitos
estruturais, de corrosdo e de funcionamento. No entanto, os modos de rotura tipicos
destes laminados, em particular a delaminagem, tornaram-se um problema significativo
para os projectistas. O inicio e a progressdo de roturas deve-se, em muitos casos, as
tensdes interlaminares através da espessura. Torna-se necessdrio a consideragdo de
teorias que possam prever o comportamento complexo destas estruturas, em particular
para os mecanismos de rotura e resisténcia. Esta andlise reveste-se de grande dificuldade,
dada a multiplicidade de tipos de rotura e da sua interactividade.

O projecto de estruturas com estes materiais é complexo e de grande espectro, dada a
grande variedade de materiais candidatos e as numerosas opg¢des de orientagdes de fibras
e de sequéncias de empilhamento. No dmbito do cdlculo estrutural de materiais
compdsitos, os métodos numéricos sio os mais capazes (sendo os Unicos) de resolver as
diversas complexidades de carga, geometria, apoios e materiais. Neste trabalho utiliza-se
o método dos elementos finitos para a discretizagdo da estrutura e para a resolugdo das
equagOes de equilibrio da estrutura. |

Sdo consideradas na maioria deste trabalho as placas e cascas laminadas compésitas ou
sandwich. Em termos de modelagdo matematica, cada camada individual € considerada
homogénea e ortotrépica, enquanto que o laminado é heterogéneo através da espessura e
genéricamente anisotrépico. A andlise de vigas é também considerada, embora o seu
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campo de aplicagdo seja mais reduzido. Esta andlise tem particular interesse para as
estruturas pultrudidas.

Na maior parte dos laminados compésitos, a grande diferenga entre os médulos el4sticos
das fibras e das matrizes conduz a ricios elevados do médulo de elasticidade do plano e
do médulo de corte transverso. Nos laminados sandwich as caracteristicas mecénicas do
nicleo sdo muito inferiores a das peles, o que inviabiliza o uso da teoria cldssica dos
laminados, que despreza o efeito das deformagdes transversas. Tendo em vista um
projecto capaz e seguro destas estruturas, torna-se necessario utilizar teorias em que as
deformagdes de corte sejam consideradas. Neste contexto, foi anteriormente realizada
considerdvel investigagio dos efeitos da deformagéo de corte e dos efeitos da inércia de
rotagdo, conduzindo a chamada teoria de deformacgio de corte de 1* ordem. Estas teorias
assumem uma rota¢do de corte constante através da espessura do laminado, requerendo,
por isso, o uso de factores correctivos do corte. Estes factores correctivos de corte sdo
muitas vezes determinados sob condi¢Ges que ndo representam a realidade do seu
funcionamento. Neste contexto sdo de considerar as teorias de deformagio de corte de
ordem superior onde os factores de correc¢do de corte ndo existem. Neste trabalho foram
desenvolvidos elementos de casca degenerada de elementos tridimensionais para a anélise
ndo linear de laminados compdsitos e sandwich. Estes elementos foram formulados com
base em trés teorias: uma teoria de deformacdo de corte de 1* ordem, uma teoria de
deformagdo de corte de 3* ordem e uma teoria de aproximagio por camadas, em que 0s
campos rotacionais sdo definidos por camadas. Nas teorias de ordem superior, ao invés
da teoria de deformagdo de 1* ordem, os factores correctivos de corte sdo desprezados, e
é obtida directamente da formulagdo uma distribuicio bastante coerente das tensdes de
corte transverso. Nos elementos finitos escolhidos € utilizada uma formulagdo que
representa fielmente, pensa-se, a maioria das cascas laminadas, quer compésitas, quer
sandwich. A teoria de deformagio de primeira ordem € desenvolvida numa versdo que
conduz a uma redugido de custos computacionais habitualmente presentes nestas
formulagdes. Esta abordagem € essencial em andlise ndo linear de laminados com um
nimero de camadas materiais superior a 10, o que é muito frequente em laminados
compdsitos avangados (com a utilizagio de pré-impregnados, por exemplo)*.

% Um pré-impregando UD de carbono pode ter espessuras da ordem dos 0.1-0.2 mm, o que torna necessdrio um
nimero elevado de camadas para a realizagdo de pegas.
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A teoria de deformagdo de 3* ordem utilizada pretende ser aplicada sobretudo em
laminados monoliticos espessos, em que o fendmeno da deformacgio de corte transverso
seja pronunciado. Nesta teoria, tal como na teoria de deformagio de 1* ordem, considera-
se que o deslocamento transverso € constante. A-teoria de 3* ordem proposta tem a
particularidade de produzir directamente deformagdes de corte parabélicas, o que é uma
vantagem relativamente a teoria de deformacgdo de 1° ordem, em que as deformagdes de
corte sdo constantes através da espessura do laminado. A teoria de aproximagdo por
camadas, denominada neste trabalho como layerwise, € uma teoria em que se afectam
campos rotacionais a cada camada, embora considerando apenas trés componentes
translacionais para o laminado. Esta constri¢do de deslocamentos generalizados permite
também considerar esta teoria como uma extensdo da teoria de deformacgéo de 1* ordem a
cada camada do laminado. Esta teoria tem o seu principal campo de aplicagdo nos
laminados sandwich, em que a diferenca de caracteristicas mecé@nicas das camadas
exteriores (peles) e interior (niticleo) € muito acentuada. Ao contrdrio dos laminados
compdsitos, em que € frequente a utilizacdo do mesmo material, embora orientado de
forma arbitraria, conduzindo a caracteristicas eldsticas proximas de camada para camada
em eixos do laminado, nos laminados sandwich o niicleo € habitualmente constituido por
um material muito leve e fraco mecanicamente. As fungdes do nticleo sio a transferéncia
de esforgos entre peles, estas muito rigidas e resistentes, que absorvem os principais
esforcos de membrana, e a absor¢io de esforgos de corte transverso. A teoria layerwise
pode, no entanto, ser aplicada, com sucesso, a laminados constituidos por sub-
laminados¥®. Nesta teoria, as deformagdes de corte transverso sdo constantes em cada
camada, mas com uma evolugdo coerente através das camadas do laminado.

0.2 - OBJECTIVOS E AMBITO

Um dos principais objectivos deste trabalho é o de desenvolver estas teorias de
deformac@o de corte na andlise por elementos finitos de cascas laminadas compdsitas ou
sandwich.

Um outro objectivo € o de comparar o seu desempenho na andlise linear eldstica,
geométrica e materialmente ndo linear.

As estruturas consideradas sdo os laminados compdsitos e sandwich, onde os niicleos
poderido ser constituidos por espumas poliméricas, borrachas ou ninhos de abelha.

Sub-laminado: sub-conjunto de camadas adjacentes do laminado com as mesmas caracteristicas de orientagio,
espessura e material
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Pretende-se ainda estabelecer um novo modelo bi-fisico, tendo em conta o
comportamento a rotura de materiais compdsitos de matriz polimérica.

Pretende-se avaliar, também, do desempenho dos materiais compésitos, enquanto
elementos reforgadores de estruturas de betdo ou betdo armado.

Na maioria dos casos, sdo utilizados os elementos de casca degenerada. Em algumas
estruturas, pretende-se comparar a resposta estrutural obtida por simulagio com
elementos tridimensionais. E o caso das estruturas sandwich espessas, onde a
comparagio dos elementos de casca com elementos tridimensionais tem relevancia.

Um outro objectivo deste trabalho € o de obter a formulagio ¢ a sua implementa¢do em
c6digos de elementos finitos, de elementos de placa e viga laminada, baseados em teorias
de deformagdo de corte de 1% ¢ 3* ordens e na teoria layerwise. Dado que nestes casos a
formulagdo matricial pode ser explicitada, sio detalhadamente apresentadas as matrizes
elementares.

0.3 - APRESENTACAO RESUMIDA DO TRABALHO

A investigacdo levada a efeito, tendo em conta os objectivos genéricos mencionados, esti
planeada da seguinte forma:

No capitulo 1 apresentam-se resumidamente os materiais compésitos e as estruturas
sandwich, tendo em vista o seu enquadramento no trabalho de investigagio.

No capitulo 2 realiza-se a andlise linear de estruturas tipo casca laminada compdsita ou
sandwich. Aplicam-se as teorias de deformagdo de corte mencionadas e ¢ realizada a
comparagdo da sua resposta em alguns exemplos de laminados compésitos e sandwich.
Descreve-se o elemento de casca utilizado, apresentando a sua formulagio bésica. Este
elemento € utilizado em quase todos os capitulos, daf a necessidade da apresentacio da
sua formulagio.

No capitulo 3 realiza-se a anélise ndo linear geométrica destas estruturas. Utiliza-se o
elemento de casca espessa degenerada e aplicam-se as teorias propostas. Apresentam-se
os principais métodos de solugio dos problemas ndo-lineares.

No capitulo 4 realiza-se a anlise ineldstica de laminados compésitos e sandwich, tendo
em conta a aplicagdo de diversas teorias de deformagfo de corte e a aplicagio de uma
regra de fluxo elasto-pldstica associativa. Esta abordagem € relevante para os materiais
compdésitos de iltima geragdo como sdo os compésitos de matriz termopléstica e ainda
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para as sandwich com nicleos de matriz polimérica. E utilizado o elemento de casca

degenerada.

No capitulo 5 estuda-se o comportamento de estruturas sandwich, através da utilizagdo de
elementos finitos tridimensionais. Esta andlise € particularmente dirigida & andlise de
estruturas sandwich. O objectivo deste capitulo € o de comparar a solugio por elementos
s¢lidos com os elementos de casca apresentados. E apresentado um estudo de estruturas
sandwich com ninhos de abelha.

No capitulo 6, analisa-se o comportamento de cascas laminadas sandwich, cujo nucleo é
composto de borracha e cujas peles sdo genéricamente eldsticas ortotrépicas, como sejam
os materiais compdésitos. Tem-se em conta o comportamento hipereldstico da borracha. E
adoptada a lei de comportamento de Mooney-Rivlin, e descreve-se a deformagao através
duma formulagio Lagrangiana Total. A condi¢o de incompressibilidade € introduzida via
um procedimento que evita a utilizagio de mais graus de liberdade, em particular da
pressdo. Verifica-se a qualidade da solugdo das teorias de deformagao vdrias, na andlise
do comportamento das cascas. Sdo ainda consideradas as estruturas laminadas de
borracha reforgada com fibras, através do estudo em separado das duas fases materiais.
Considera-se uma teoria de deformagdo de corte de 1* e 3* ordens, € o elemento de casca
degenerado.

No capitulo 7 formulam-se os elementos de placa e viga laminada compdsita e sandwich,

através das teorias de 1° e 3* ordens e layerwise.

No capitulo 8 realiza-se o estudo da rotura de cascas laminadas. Tem-se em conta que
cada camada é um material homogéneo anisotrépico cujo comportamento € genéricamente
eldstico ou elasto-pldstico. Ao atingir a superficie de cedéncia (ou rotura), aplica-se uma
degradagio das caracteristicas eldsticas do material dessa camada. Considera-se, dado o
niimero elevado de camadas habitualmente presentes, apenas as teorias de 1* e 3* ordens.
Estas teorias e esta abordagem sio implementadas no elemento de casca degenerada.
Realiza-se, ainda, uma andlise ndo linear até A rotura de laminados resina-fibra,
considerando o comportamento de cada fase material em separado. Na resina sdo
distinguidos os comportamentos 4 tracgdo € 2 compressdo, enquanto que nas fibras se
considera genéricamente um comportamento eldstico até€ a rotura ou um comportamento
elasto-pldstico (fibras termopldsticas). Consideram-se, também devido ao nidmero
elevado de camadas presentes, as teorias de deformagio de 1* e 3* ordens. Para as resinas
termopldsticas considera-se um comportamento elasto-pldstico em tracgdo € compressao.
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No capitulo 9 estudam-se cascas laminadas de betdo reforcado com camadas de
compdsito nas faces sujeitas a tracgio. Pretende-se averiguar do efeito reforgador dos
materiais compdsitos. Estas estruturas podem ser consideradas como casos particulares
de estruturas sandwich, com algumas expectativas industriais futuras. Pretende-se
comparar, neste contexto, as trés teorias de deformacio apresentadas no capitulo 2.

No capitulo 10 apresentam-se as principais conclusdes e sugestdes para investigagio

futura.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO AOS MATERIAIS COMPOSITOS E AS
ESTRUTURAS SANDWICH

1.1 - INTRODUCAO AOS MATERIAIS COMPOSITOS

Um material compésito pode ser definido como uma combinagdo macroscépica de dois
ou mais materiais distintos, com uma interface definida entre eles. Uma boa parte dos
materiais compésitos sdo utilizados para aplicagdes estruturais. Assim, esta defini¢do
pode ser limitada aos materiais que contém um reforco (fibras ou particulas) suportadas

por uma matriz.

Os materiais compdsitos tém tipicamente um reforgo continuo ou descontinuo, que € mais
rigido e mais resistente que a matriz, esta continua. Para a fungdo de reforgo ser efectiva,

as fibras tém de possuir uma fracgdo volimica substancial (superior a 10%).

Os compésitos podem ser divididos em compésitos reforgados com particulas ou
reforcados com fibras. Neste trabalho concentramo-nos no segundo caso. Assim, 0S
compésitos reforgados com fibras contém reforcos com comprimentos muito superiores a
dimensao da sua seccdo transversal. Podem ser reforgados com fibras descontinuas ou
continuas. Muitas pegas em comp0sitos contém fibras cujo comprimento € da ordem da
dimensio da pega.

Algumas referéncias [1-3] costumam designar os compésitos laminados como uma classe
A parte, para além dos compdsitos de particulas ou fibras. Esta distingdo nao nos parece
correcta, porque de facto, sdo compositos reforcados com fibras, mas empilhados uns
sobre os outros, nio havendo modificagdo do tipo de material. Neste trabalho serdo
tratados estes laminados em particular nos compdsitos de fibras longas, habitualmente
com matrizes poliméricas e fibras de alta resisténcia como as fibras de vidro e as fibras de
carbono.

-

Os materiais compdsitos foram desenvolvidos, tendo em conta a dificuldade de encontrar
um material homogéneo que pudesse satisfazer, simultaneamente, um conjunto alargado
de caracteristicas mecénicas e quimicas para uma dada aplica¢do. Na industria
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aerondutica, os aluminios e suas ligas foram utilizados como materiais de alta resisténcia e
boa rigidez com baixo peso, constituindo os materiais de elei¢do das estruturas de
aeronaves por muitos anos. A resisténcia a corroso e a fadiga sdo alguns dos problemas
que estes materiais enfrentam. A Segunda Guerra Mundial suscitou a necessidade de
evolugio para novos materiais, surgindo, entre outros, 0s materiais compésitos de matriz
polimérica, habitualmente designados por plésticos reforcados com fibras. Foram
comercialmente utilizados a partir dos anos 50, sendo ainda hoje considerados como uma
boa escolha em termos de custos e comportamento mecinico e quimico.

E possivel encontrar um nimero muito alargado de materiais compésitos no mercado,
dado que um material deste tipo resulta, por defini¢@o, da combinagio de uma matriz com
fibras. Na esmagadora maioria, sdo habitualmente comercializados trés tipos de fibras
(vidro E, carbono e aramida), em pelo menos trés tipos de configuragSes (mantas, tecidos
e rovings), para além dum niimero enorme de resinas. Pode dizer-se, entdo, que existem
no mercado um conjunto muito alargado de materiais compdsitos. Na realidade, podem
ser definidos comercialmente os compésitos de grande consumo (baixo custo) que sdo
constituidos por fibra de vidro e resina poliester ou vinilester, e os compdsitos avangados
tipicamente de fibras de carbono ou aramidas com resinas de epéxido. Os compdsitos de
grande consumo tém menores propriedades mecénicas que os compdsitos avangados,
menor custo e em geral maior peso. No entanto, representam cerca de 90% em massa das
aplicagdes actuais. Pode também considerar-se que a inddstria tecnolégicamente mais
avancada consumird mais compdsitos avangados € que a restante consumird mais
comp6sitos de menores prestagoes.

Os compésitos tém boas caracteristicas mecanicas, devido a um conjunto variado de
factores. Um deles é a capacidade das fibras de resistir a fendas, dado que as fibras tém
menos riscos nesta drea que um material sob forma volimica. Para além disso, uma fenda
numa fibra ndo é necessiriamente conduzida para outras fibras, como acontece nos
materiais tradicionais com continuidade do material. Outro factor de grande relevancia € a
possibilidade de orientar as fibras de acordo com as necessidades previstas em termos das
solicitacdes externas sobre a peca. E possivel, em casos bem definidos, conseguir
médulos eldsticos e particularmente resisténcias i rotura, muito superiores as dos
materiais isotrGpicos, em direcgdes escolhidas ou preferenciais. Outra possibilidade éade
empilhar sucessivamente camadas finas de compdsito, combinando-as para que a rigidez
de flexdo e corte seja adequada, dado que a componente de membrana € habitualmente
bem estabelecida.
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A combinagcio de elevadas propriedades mecinicas com baixo peso evidencia um grande
potencial para estes materiais, com vantagens nas relagdes rigidez/peso e resisténcia/peso
sobre os materiais convencionais. Na figura 1.1 apresentam-se as resisténcias
especificas, bem como 08 médulos especificos destes materiais reforgados a 65% em
volume com uma matriz de epdxido, e sio comparados com as respectivas caracteristicas
do ago macio e do aluminio 2024 [1].

_§ ° carbono (T1000) 3
= =]
Q 17}
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b= ]
- °Vidro S C°carbono (T300) = ° Aramida (Kevlar 49)
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Médulo 4 tracgdo especifico Médulo 4 tracgdo especifico
Compdsito quasi-isotropico Compésito unidireccional

Figura 1.1 - Resisténcia especifica e médulo especifico de compésitos de matriz de
ep6xido reforgados a 65% em volume. Comparagio com materiais metdlicos
correntes.[1]

Os compésitos de matriz orginica reforgados com fibras de vidro sdo os mais populares e
mais utilizados e existem extensas aplicagdes nos mercados industrial, de consumo,

militar e aerospacial.

Os compésitos de fibra de carbono sdo de longe os mais utilizados como comp0sitos
avancados, dado que oferecem elevadas propriedades especificas e sdo facilmente
encontrados no actual mercado internacional. Outros compésitos, baseados em fibras de
aramida e boro, sio também utilizados.

“

Existem disponiveis um conjunto de formas materiais para os reforgos, quer com resinas
liquidas, quer sob a forma de pré-impregnados. Genéricamente, os reforgos sdo usados
sob a forma de filamentos continuos longos (rovings), filamentos curtos dispersos

(mantas) e filamentos cont{nuos longos entrelagados (tecidos). A escolha de compésitos
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com resinas liquidas ou pré-impregnados depende em larga medida do processo a usar e
do tipo de pega a realizar. Os pré-impregnados permitem uma melhor colocagio das
fibras, sio mais rdpidos a laminar, mas exigem habitualmente temperaturas de
processamento mais elevadas e sdo mais caros. S3o habitualmente usadas em aplicagdes
mecinicamente avancadas. Nas formas descontinuas, realgam-se os compostos de
moldagdo (SMC, BMC) e as pré-formas para uso em processos de injec¢do, como 0
RTM (Resin Transfer Molding).

Sob o ponto de vista mecinico, os compésitos com rovings sdo claramente materiais
ortotrépicos, com elevada rigidez e resisténcia  tracgdo na direcgao das fibras e rigidez e
resisténcia A tracgfio muito baixa na direcgdo transversal as fibras (da ordem da resisténcia
da resina). As mantas podem ser consideradas materiais isotrépicos, enquanto que o0s
tecidos t8m um comportamento quasi-isotrépico, com caracteristicas de corte
independentes das de membrana. Os tecidos sdo conjuntos de rovings cruzados,

possuindo caracteristicas biaxiais.

Os comp6sitos com reforgos descontinuos t8m caracteristicas mecanicas inferiores as dos
compdsitos com reforgos continuos, dado que naqueles, as cargas sao sustentadas em
parte pela matriz na transferéncia de esforgos em corte dumas fibras para as outras. Para
além deste facto, a frac¢io volimica de fibras nos compdsitos de fibras descontinuas €
bem menor do que nos compdsitos com fibras longas. E, no entanto, um factor de
preferéncia por muitos projectistas, pelo facto do projecto de materiais isotrépicos ser

préximo do projecto com materiais tradicionais.

Uma das caracteristicas dos materiais compositos € a sua flexibilidade de fabrico. Existe
um nimero alargado de possibilidades de fabrico de compésitos, todos eles conduzindo a
aplicagio de pressdo e temperatura. Assim, distinguem-se pela sua maior utilizagéo os
processos de moldagdo manual, moldagdo por projecgdo simultinea, prensagem
(habitualmente a quente), enrolamento filamentar, moldagdo por vécuo e forno, moldagao
por autoclave, RTM (“Resin Transfer Molding”-Transferéncia de resina) e pultrusio.

A escolha do processo de fabrico estd ligada  série e ao tipo de pegas a fabricar. Assim,
enquanto que a moldagiio manual e a projecgdo simultdnea estdo vocacionadas para
pequenas séries ou pegas de grande dimensdo, o enrolamento filamentar esté ligado a
produgio de pegas de revolugdo, como tubagens ou reservatdrios. A pultrusdo permite
produzir perfis de secgio constante em continuo, quer apenas com rovings, quer com
rovings e mantas, com comportamentos tipo viga. A prensagem a quente estd
intimamente ligada a grandes séries, quer com SMC, BMC, termopldsticos reforgados,
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ou ainda pré-impregnados. A moldagdo por vacuo, o RTM ou a moldagdo por autoclave
estio associadas a pecas hibridas ou seja pegas de alta ou média qualidade e séries
médias. A escolha de um ou outro processo reside fundamentalmente na economia do

processo face i série em causa ou relativamente ao tipo de qualidade exigida.

Uma camada de material compdsito resulta da associagao de uma matriz a um reforgo.

Dado que as fibras utilizadas comercialmente possuem pequena espessura, pode
considerar-se que a camada de material compdsito é o elemento bdsico, para efeitos de
defini¢do do seu comportamento mecanico. A camada é habitualmente considerada um
material equivalente homogéneo, ortotrépico no plano, nio se fazendo distin¢do, para
efeitos de cdlculo, da matriz e do reforgo. Num dos capitulos da tese, far-se-d uma

abordagem em sentido oposto, ou seja, analisa-se o compésito nas suas fases distintas.

Dado que as camadas tipicas de material compésito, nomeadamente as de resinas
termoendureciveis, tém espessuras da ordem dos 0.1 mm até 0.5 mm, torna-se evidente
que as pegas reais tm de ser realizadas por empilhamento de diferentes camadas até se
atingir a devida espessura. A este empilhamento ordenado de camadas do mesmo ou de
diferentes materiais chama-se laminado. Este novo material poderd ter um nimero
indeterminado de camadas materiais, que por sua vez poderao ter os seus eixos principais

materiais orientados & escolha do projectista.

O empilhamento das camadas é um processo de projecto e concepgio do material, em que
os responsaveis pelo projecto estrutural escolhem ndo somente as secgdes a utilizar, mas
também o préprio material que serd concebido a medida e ndo ser4, assim, escolhido por
catdlogo ou tabela. Apenas os materiais bésicos, as resinas e as fibras, sdo escolhidas

desta forma.

Os laminados sdo assim constituidos por n camadas, formadas por diferentes materiais e
orientadas de forma qualquer. Por orientagio de camada entende-se o sistema de eixos
local material, correspondente aos eixos principais materiais de ortotropia, habitualmente

ligados a disposi¢ao das fibras unidireccionais (fig.1.2).

Da necessidade de empilhamento de camadas resulta um "material” que ¢ homogéneo ¢
ortotrépico por camadas, mas heterogéneo ao longo da espessura do laminado (fig.1.3).
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Figura 1.2 - Orientagdo de uma camada relativamente a um laminado
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Figura 1.3 - Construgido de um laminado por empilhamento de camadas
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Uma consequéncia directa do processo de fabrico dos laminados é a existéncia de
interfaces inter-camadas, que por efeito de Poisson, quando solicitadas, enfrentam
tensdes de corte elevadas nessas interfaces e podem descolar umas das outras
(delaminar). Este efeito € agravado junto a descontinuidades ¢ ndo ¢ visivel em materiais
homogéneos como os metais. Podem ainda construir-se laminados simétricos ou ndo
simétricos (fig.1.4). Nos laminados ndo simétricos (material ou de orientagdo), sdo
habitualmente verificados efeitos de ligagdo, interagdo ou acoplamento entre os esforgos
de membrana e flexdo, que podem mesmo existir 1ogo no processo de fabrico, por efeito
térmico, o que pode constituir um conjunto de tensdes residuais iniciais ou uma
modificacio geométrica inicial ndo prevista no projecto. Este facto € relevante, quando se
projecta, pois muitas formas indesejdveis e imprevistas poderdo ser evitadas por
construgdo adequada dos laminados. Este efeito de acoplamento ndo se verifica em

laminados simétricos ou materiais homogéneos.

0

L5 45

0 30
simétrico ndao simétrico

Figura 1.4 - Laminados simétricos € nao simétricos

Genéricamente, os laminados mais usados sdo finos, ou seja, uma das dimensdes da
pecas é muito inferior as outras duas (normalmente considerada a direccdo da espessura).
Este facto conduziu desde o primeiro momento 2 utilizagdo de métodos de célculo
considerando que o laminado tinha um comportamento tipo placa ou casca. A menos das
vigas obtidas por pultrusdo, ou de pegas de geometria particular, esta op¢do estrutural
pode ser considerada realista no dmbito do actual panorama dos compdsitos. Nesse
contexto, este trabalho de investigagio incide particularmente na simulagdo numérica do
comportamento de placas e cascas de laminados compdsitos e sandwich, cuja

caracterizagio é seguidamente exposta.
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1.2 - INTRODUCAO AS ESTRUTURAS SANDWICH

Uma das principais tarefas do projectista € o de substituir os elementos mecinicos ou
estruturais cldssicos, por elementos novos, nos quais se pode tirar partido das elevadas

propriedades mecanicas.

Nas duas dltimas décadas fizeram-se grandes esforgos no sentido de aproveitar as
caracterfsticas dos materiais avangados, tal como os materiais compgsitos e as estruturas
sandwich. Estes materiais permitiram a introdug@o de novos produtos e processos, que
dependem largamente de propriedades como a elevada rigidez especifica ou a elevada

resisténcia especifica, sem prejuizo de viabilidade econémica.

O conceito de estrutura sandwich € relativamente antigo. O seu uso em larga escala
industrial s se tornou relevante com o surgimento de novos materiais ou processos. As
construgdes sandwich sdo utilizadas na construgdo aerospacial hd cerca de 40 anos.
Priticamente todas as aeronaves actuais dependem da integridade e da fiabilidade
estrutural das estruturas sandwich. Este conceito estrutural estd amplamente verificado.
Como resultado deste sucesso, foi desenvolvido um interesse crescente no uso de
estruturas sandwich de nicleo de ninho de abelha ou espumas poliméricas. Uma
estrutura sandwich tipica é composta por trés camadas: duas faces finas de alta rigidez e
resisténcia, separadas por um ndcleo espesso de baixa densidade (fig.1.5). Registe-se
que esta configuragdo sandwich ndo € unica, podendo encontrar-se entre outras,

sandwich multi-niicleo e sandwich abertas (uma tinica pele).

A separagio das camadas faciais pela espessura do nicleo aumenta substancialmente o
momento de inércia A flexdo. SimultAineamente, o peso da estrutura ¢ aumentado de forma
irrelevante pelo niicleo. Como consequéncia directa deste facto, € possivel combinar uma
elevada rigidez  flexdo (considerdvelmente superior & dos elementos isolados), com um
ligeiro aumento de peso. Por analogia com as vigas tipo I, as faces da sandwich sdo os
banzos da viga I, enquanto que o nicleo da sandwich € compardvel com a alma da viga
(fig.1.6).

Uma vantagem das estruturas sandwich relativamente as vigas tipo I € a estabilizag@o
mais uniforme das peles ou faces. Esta estabilizagdo ndo invalida, no entanto, que para
sandwich com niicleos de baixa densidade se verifique elevada sensibilidade as cargas de
compressao (instabilidade global ou local) e a deformacio de corte.
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Construgao de sandwich” em ninho de abelha

\deleo ( ninho de abetha )

Painel "sandwich“

.
. .
13 . .« *

sandwich viga [

Figura 1.6 - Comparagdo entre uma estrutura sandwich e uma viga tipo I

No seguimento de métodos cldssicos analfticos, derivados para vigas, placas e cascas
sob cargas e apoios especificos, é desejdvel desenvolver novos métodos de célculo de
tensdes, deformagdes e cargas criticas sob condi¢bes de carga e apoios genéricos ou
arbitrarios. Através do correcto conhecimento do comportamento em deformagio e
estabilidade da estrutura & possivel optimizé-la tendo em vista uma redugdo de peso.
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Dado que esta redugfio de peso implica a diminui¢do de espessuras e consequentemente o
surgimento de estruturas finas, que estdo sujeitas a grandes deformagdes, a andlise
geométricamente nfo linear & essencial para determinar os limites de projecto. Um meio
apropriado de célculo destas estruturas € 0 método dos elementos finitos (MEF)[4] que
pode ter em conta ndo linearidades geométricas e materiais. No presente trabalho serdo
desenvolvidas formula¢des de elementos finitos, que permitem uma melhor anélise de
cascas sandwich sob grandes deformagdes e instabilidades globais.

Admite-se, de uma forma geral, que as faces das camadas s@o bastante menos espessas
* que o nticleo e que as interfaces faces/nicleo sio perfeitas, ou seja que a colagem entre as

peles e o nucleo é suficientemente rigida para prevenir delaminagens.
1.2.1 - Materiais de estruturas sandwich

Neste trabalho despreza-se o efeito do material de ligacdo entre o micleo e as faces, pelas

seguintes razdes:

a) o material de ligacdo, ou adesivo, é habitualmente muito fino, ndo contribuindo
praticamente para a rigidez em flex4o e ,dada a sua espessura, torna-se dificil a sua
correcta modelagio;

b) estes materiais sdo habitualmente a prépria pele, em particular quando a pele € de
material compésito de matriz polimérica, tipo poliester ou de epéxido;

¢) quando se utilizam ndcleos de ninho de abelha, a modelagdo do adesivo € dificil,
porque o filme de adesivo penetra nos alvéolos, constituindo uma camada de
geometria mal definida;

d) nas teorias layerwise, a consideragdo da camada de adesivo implicava um acréscimo

de graus de liberdade.

Importa, no entanto, referir que o comportamento das sandwich € dependente do bom
funcionamento do adesivo. Em seguida, apresentam-se os principais materiais das peles e

do nicleo.
1.2.1.1 - Materiais das peles

As camadas finas das peles terdo de suportar os esfor¢os de membrana da estrutura. Por
esta razo, os materiais das peles apresentam elevadas caracteristicas mecanicas (médulos
eldsticos, tensdes de rotura ou de cedéncia). Presentemente, utilizam-se duas grandes

familias de materiais.
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a) metais-ligas de aluminio, ago ao carbono, ago inoxidavel, ligas de titinio;

b) materiais comp@sitos-compositos termoendureciveis e termoplasticos.

As ligas de aluminio sdo os metais mais utilizados como peles de sandwich, dado que
combinam baixo peso com boas caracteristicas mecinicas. O seu custo é moderado e a
sua presenga no mercado € constante. As suas propriedades a corroso sdo médias. Os
acos s6 sdo utilizados quando o peso ndo é um factor fundamental e quando as
caracteristicas mecAnicas sdo muito relevantes. Outros metais, como as ligas de titdnio, s6
si0 encontradas em industrias ou aplicagdes muito particulares (defesa ou aerospacial).

Estes materiais apresentam um comportamento elasto-pldstico, na maioria dos casos.

Os materiais compésitos sdo muito utilizados em estruturas sandwich, porque combinam
elevada r1g1dez e resisténcia com baixo peso. As caracteristicas mecanicas sdo
direccionais e a resisténcia A corrosdo € habitualmente elevada. Tém sensibilidade a
temperatura e & humidade e as resinas tém de ser modificadas para resistir ao fogo e
reduzir a toxicidade. Este factor € relevante para painéis no interior de edificios ou de

veiculos.
1.2.1.2 - Materiais para niicleo de sandwich

Devido ao conceito fundamental das estruturas sandwich, os materiais do niicleo devem
possuir baixo peso. Habitualmente, sao utilizados como niicleos de estruturas sandwich

os seguintes tipos de materiais:

a) ninhos de abelha;
b) espumas;
¢) madeira de balsa;

d) metais enrugados ou ondulados.
1.2.1.2.1 - Ninhos de abelha

A forma hexagonal do ninho de abelha mais comum representa uma estrutura optimizada,
em termos estruturais, porque combina uma pequena quantidade de material num elevado
volume estrutural, suficiente para resistir a esforgos de compressao ou de flexdo. Nos
ninhos de abelha, combina-se uma elevada rigidez transversal (quando em
funcionamento) com baixo.peso. Por forma a atingir a estrutura éptima, foram
desenvolvidos vérios métodos para a produgdo de ninhos de abelha técnicos [5]:

a) perfis enrugados - obtidos por prensagem de folhas finas num perfil hexagonal, em
que as folhas enrugadas sdo coladas umas as outras;
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b) expansio de tiras coladas- neste processo aplica-se cola em tiras paralelas de folhas
planas, as tiras sdo empilhadas numa forma adequada e os ninhos de abelha obtidos
por expansdo das folhas;

¢) vazamento de borracha num molde;

d) extrusio de ninho de abelha cerdmico.

Devido ao processo de fabrico, o comportamento da célula de ninho de abelha é
ortotrépico. De qualquer forma existem caracteristicas vantajosas que sdo baseadas na
forma hexagonal da célula de ninho de abelha:

- 0s récios resisténcia-peso e rigidez-peso actualmente mais elevados;
- ricio drea de material-volume varidvel;

- resisténcia uniforme ao esmagamento.

Devido ao excelente peso especifico, os nicleos de ninho de abelha permitem o projecto

de estruturas de elevada rigidez com peso minimo.

Por estas razdes, os ninhos de abelha foram aplicados com sucesso nos seguintes

campos:

- cargas térmicas-em particular aluminio ou ag¢o para ambientes de alta temperatura;
- propriedades eléctricas-os ninhos de abelha de pléstico reforgado com fibras s3o
habitualmente utilizados em radares devido & baixa distor¢do de transmissao:

- resisténcia a fadiga-as estruturas de ninho de abelha aumentam o tempo de vida;

- estabilidade estrutural-camadas de revestimento proporcionam o aumento de
resisténcia quimica;

- absor¢do de energia-os ninhos de abelha de aluminio e agco podem ser usados
eficazmente em sistemas de seguranca, dado que as cargas de compressdo na fase
pés-critica sdo mantidas constantes relativamente ao valor da carga critica inicial.

A forma prismdtica das células de ninho de abelha origina problemas quando sio coladas
As camadas das faces, dado que as dreas de colagem sdo muito pequenas. Por esta razio,
em aplicagdes de alguma responsabilidade, € necessdrio colar em autoclave a alta
temperatura, por forma a obter boas interfaces entre o nicleo de ninho de abelha e as
camadas das faces. Este processo tem como inconveniente principal o custo de produgao.
Para a anilise do comportamento em flexdo e compressdo das estruturas sandwich de
ninho de abelha, é necessdrio conhecer as propriedades mecénicas do nicleo. Devido ao
processo de fabrico, a espessura das paredes pode variar € 0 seu comportamento global
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serd aproximadamente ortotrépico. As propriedades materiais duma célula de ninho de

abelha so utilizadas para obter propriedades materiais globais.
1.2.1.2.2 - Espumas

O desenvolvimento de materiais tipo espuma com rigidez melhorada e boa resisténcia a
cargas térmicas ddo origem a uma vasta gama de aplicagdes destas espumas no projecto
de estruturas sandwich. Comparativamente a0s ninhos de abelha, podem enumerar-se as

seguintes vantagens € inconvenientes:
- Vantagens:

baixo custo

estruturas 3D ficilmente moldédveis
boa capacidade de absorgdo de energia
boa insulagdo

razodvel capacidade de amortecimento

- Inconvenientes

maior peso especifico

variagio das caracteristicas mecAnicas

comportamento material ndo linear, em particular para grandes deformagoes
sensibilidade a temperatura

baixa resisténcia térmica

flamabilidade

libertagio de gases em espumas de célula aberta

O fabrico de espumas pode ser levado a cabo de vérias formas:

a) introdugdo de bolhas de gds num polimero quente;
b) mistura de agentes quimicos (no caso dos poliuretanos-isocianato e poliol).

As espumas sdo habitualmente polimeros, podendo ser divididas em trés grandes grupos

[6]:

- termoplésticos lineares-polietileno, poliestireno, polimetilmetacrilato, cloreto de
vinil, cujas densidades rondam 1;

- termoendureciveis: de ep6xidos, poliesters insaturados, fendlicas, cujas densidades
variam entre 1.2 e 1.5;
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- elastémeros: borracha natural ou polibutadieno, que podem atingir grandes
deformagdes eldsticas, e cujas densidades rondam 1.

As espumas poliméricas tém baixa densidade e baixa conductividade térmica. As
propriedades eldsticas dos polimeros dependem fortemente da temperatura. A medida que
esta aumenta, o0 médulo de Young diminui e aumenta a possibilidade de fluéncia. A
qualidade do adesivo em estruturas sandwich niio pode ser melhorada pelo aumento de
temperatura por muito tempo. Recentemente, o aparecimento de novos polimeros e novas
técnicas de criagdo de espumas, possibilitou o aumento de temperatura € 0 aumento

¢

consequente da qualidade do adesivo.

H4 pouca informacdo relativamente as propriedades microscépicas das espumas. Os
pardmetros materiais habitualmente utilizados sdo os fornecidos pelos fabricantes. Estes
sdo obtidos por ponderagdo sob certas condigdes de carregamento e podem ser assumidas

como isotrdpicas.

Tensao
de compressao
Densificagdo

"plateau”

Linear elastico

I I
0.1 0.5

Deformacido nominal

Figura 1.7 - Comportamento material elasto-pldstico duma espuma polimérica sob
compressio[6]

Na figura 1.7 apresenta-se simplificadamente um esquema de comportamento tipico de
uma espuma sujeita a cargas compressivas. Como se pode verificar, 0 comportamento €
linear eldstico apenas nos primeiros 10% de deformagdo, seguidas de um longo patamar e
de um endurecimento por densificagdo da espuma. Muitas das espumas correntemente
usadas tém, na maior parte do espectro de deformagdo, um comportamento tipicamente

elasto-pldstico, o que serd tido em conta no capitulo 4.
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Existem outros nicleos com interesse, ja mencionados, a balsa e os ndcleos enrugados.
Os primeiros foram utilizados na construcdo de aeronaves apds a 2* Guerra Mundial.
Actualmente, a balsa nio é muito utilizada devido ao facto da sua densidade e das suas
caracteristicas mecanicas variarem considerdvelmente. Devido 2 estrutura celular da
madeira, as propriedades materiais sdo anisotrépicas. Dado que estas dependem
fortemente do contetido aquoso, deve ser evitado um ambiente himido. Devido a estas
caracteristicas, a balsa ndo serd considerada neste trabalho. Registe-se, no entanto, algum

interesse recente por parte de alguns industriais neste dominio.

Os nicleos enrugados sdo sobretudo utilizados como materiais de embalagem. As sua
propriedades mecanicas sio fortemente ortotrépicas, sendo unicamente utilizadas se a
estrutura for optimizada para cargas especiais. Os nicleos enrugados néo serdo
igualmente considerados neste trabalho.

1.2.2 - Interface nicleo-pele

Os requisitos de qualidade das estruturas sandwich s6 se tornaram possiveis com 0
desenvolvimento de novos adesivos € novos processos de colagem. A resisténcia da
interface influencia a capacidade resistente da estrutura sandwich. As tensdes limites
desta interface representam um importante critério de projecto. Se houver separagdo fisica
entre o nicleo e as peles, as fendas podem propagar-se pela interface e reduzir
substancialmente a rigidez da estrutura sandwich. Neste trabalho supde-se que a interface
¢ perfeita, ou seja, assume-se que a resisténcia da interface & igual ou superior & dos
materiais do nicleo e das faces. Importa, no entanto, reconhecer a importincia da
interface no comportamento global e local da estrutura. Tém sido realizados esforgos de
anslise nesse contexto [8-10].

1.2.3 - Aplicacdes das estruturas sandwich

As aplicagdes técnicas das estruturas sandwich tiveram algum significado a partir da 1*
Guerra Mundial onde painéis sandwich foram utilizados na construg¢do de aeronaves.
Estas estruturas tendiam a empenar para Cargas relativamente pequenas, originando a
necessidade de rigidificadores caros. Nessa altura as estruturas sandwich s6 eram
utilizadas em construgdo de baixo peso e eram muito caras.

Durante a 2* Guerra Mundial,wo aparecimento de melhores nicleos e adesivos permitiu a
construgio de aeronaves para maiores velocidades com componentes sandwich. O
desenvolvimento de novos materiais para as faces, bem como de melhores técnicas de
fabrico, aumentaram a importancia das estruturas sandwich.
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A medida que os métodos de andlise do comportamento em flexdo e estabilidade
evoluiram, estabeleceu-se suficiente confianga nos componentes sandwich ndo somente
como estruturas secunddrias, mas também como estruturas primérias. Como
consequéncia, as estruturas sandwich sio actualmente aplicadas na engenharia
aeroespacial, mas também em muitos outros campos do projecto mecanico ou estrutural
[6,7].

Os seguintes exemplos evidenciam algumas caracteristicas do projecto com sandwich:

- estruturas aeroespaciais-asas, fuselagem, componentes, de satélite, suporte de
radares;

- constru¢do de navios-iates, barcos de corrida, aplicagdes militares, como os
cacadores de minas;

- industria dos transportes-paredes de vagdes, chdo de comboios;

- industria de embalagens-insulagio, amortecimento;

- inddstria da construgio-paredes, portas;

- indstria automével-estruturas de seguranga, amortecimento, absor¢io de energia;

- equipamento desportivo-esquis, pranchas de surf, rodas de bicicleta.

Neste trabalho serd tido em conta o estudo de placas e cascas sandwich, um pouco por
todos os capitulos.
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CAPITULO 2

ANALISE ESTATICA LINEAR DE CASCAS LAMINADAS
SANDWICH E COMPOSITAS

2.1 - INTRODUCAO

O desenvolvimento de teorias de cascas e métodos numéricos para a resolugdo de
problemas de cascas tem sido objecto de longa e interessante investigagdo, sendo ambos
os campos sujeitos a dificuldades virias e apresentando numerosos desafios aos
projectistas e engenheiros.

Ao contrdrio das placas, as cascas sdo curvas por defini¢do, sendo necessdrio descrever a
sua geometria em coordenadas curvilineas, elevando a complexidade matematica da sua
defini¢do. As equagdes de derivadas parciais dai resultantes sdo de dificil resolugio,
mesmo em casos simples como as cascas axissimétricas.

A resposta estrutural das cascas divide-se entre uma parte de membrana e uma parte de
flexdo. A captura deste balango fisico ¢ um problema complexo, em particular quando a
modelagio € aproximada como, por exemplo, quando se utiliza a técnica dos elementos
finitos. Esta resposta pode ainda ser mais complexa em laminados ndo simétricos, onde
ocorrem acoplamentos de membrana e flexdo.

Embora as teorias de casca estejam ji estabelecidas hd bastantes anos, as solugdes
analiticas existentes s6 permitem resolver alguns casos simples em geometria e
carregamento. Nas Gltimas décadas, os métodos baseados em elementos finitos tornaram-
-se os mais usados para a resolu¢io de problemas de cascas. Apesar dos primeiros
elementos se desenvolverem em torno das teorias cldssicas de cascas, estas tentativas
resultaram inadequadas, devido a necessidade de usarem elementos com continuidade
CI[1]. A incorporagdo dos movimentos de corpo rigido tornava-se complexa, quando
aqueles eram formulados em termos das coordenadas de referéncia da casca.

-

No sentido de evitar estas dificuldades, foi desenvolvido por Ahmad, Irons e
Zienkiewickz [1] um elemento de casca a partir dum elemento continuo tridimensional, A
importéncia deste desenvolvimento (ainda no contexto linear) resulta da capacidade de
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evitar as complexidades inerentes as teorias das cascas, dado que a formulagfo cinemitica
da casca pode ser obtida através das equagdes do meio continuo, com continuidade
CO[1]. As dificuldades intrinsecas deste elemento estdo ligadas & inclusdo da deformagio
de corte, dado que, por um lado as interpolagdes sdo de menor ordem e por outro, em
aplicagdes de casca fina, € introduzido um modo de deformagio rigido adicional, ou
"modo de corte”, que pode estar presente mesmo em placas. Existe ainda a possibilidade

de reten¢do de membrana, devido aos modos extensionais.

Na andlise de laminados multicamada e sandwich, estes elementos foram sobretudo
utilizados através do uso de teorias de 1* ordem, ou seja, com fungdes de 1° ordem
relativamente & coordenada da espessura. Devido s caracteristicas particulares dos
laminados, nomeadamente 2 possibilidade de serem constituidas por materiais muito
diferentes em rigidez e resisténcia, surgiram, h4 alguns anos, diversas aplica¢des de
teorias de ordem superior e "layerwise" em placas e cascas.

A formulagio de elementos tendo em conta a solugdo destes dois problemas é ainda
objecto de longa discussdo, tendo sido apresentadas numerosas alternativas. Neste
capitulo far-se-4 uma revisdo dos desenvolvimentos em elementos finitos de placa e
casca. Far-se-4 também referéncia a teoria de degeneragio de s6lidos. Sdo desenvolvidas
as teorias de deformago de corte de 1° ordem, ordem superior e layerwise e comparada a
sua performance no contexto da andlise linear de cascas laminadas compdésitas e
sandwich. Neste trabalho estas teorias sdo desenvolvidas no contexto do elemento de

casca degenerado.
2.2 - ELEMENTOS FINITOS DE PLACAS E CASCAS

O comportamento complexo das cascas e a dificuldade de resolver as equagodes
definidoras conduziram a uma variedade de métodos de solugio. Os métodos analiticos
s0 conseguiram resolver alguns problemas simples, enquanto que o método dos
elementos finitos € mais genérico e versétil. No entanto, muitas das dificuldades
encontradas nos elementos de casca tém de ser resolvidas num dnico elemento ou em
poucos elementos. Espera-se, portanto, que o mesmo elemento de casca,
independentemente do tipo de problema em andlise, ou independentemente da sua posi¢do
na malha, possa representar estados de membrana pura, ou estados de flexdo pura, bem
como representar adequadamente a regido da fronteira. O desafio é complexo, dado que
para além destes argumentos, hd uma tendéncia actual de simplificar o mais possivel os
elementos, particularmente para a anélise nio-linear dinAmica explicita. Por outro lado,
seria desejdvel que o elemento finito pudesse ter suficiente qualidade de solugdo sem
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malhas excessivamente finas. As principais abordagens de elementos finitos de casca

podem ser divididas em duas grandes categorias:
- formulacdes directas, baseadas em teorias de casca;
- formulagdes baseadas em elementos degenerados, iniciados por Ahmad et al [1].

Investigagbes recentes [2] mostraram a proximidade entre as teorias de casca e 0s
clementos de casca degenerados. Mostraram ainda que € igualmente dificil produzir bons
elementos finitos quando se compara com a dificuldade de implementacdo da teoria de
cascas. Uma das principais dificuldades é a de incorporar flexdo inextensivel num tnico
elemento quando ¢ usado na andlise de casca onde a flexdo inextensivel & possivel. Na
maior parte dos elementos esta questdo € aproximadamente resolvida na formulagdo ou na
interconectividade dos elementos. E o caso dos elementos de casca plana, cujos modos de
flexdo sio inextensiveis. No entanto, quando se usam estes elementos para analisar
cascas em que as acgdes de membrana dominam, conseguem-se resultados satisfatérios.
Estes elementos tém alguns problemas, nomeadamente a ocorréncia de momentos
espireos junto das fronteiras (com descontinuidade das tangentes) ou a inexisténcia de
acoplamento membrana-flexdao num tinico elemento. Assim, em geral, sdo preferiveis
elementos curvos correctamente formulados. A maior parte dos elementos de casca mais
recente inclui as deformagdes de corte. Por um lado, estas possibilitam a andlise de cascas
finas ou moderadamente espessas e, por outro lado, impde-se uma simplificacdo da
descri¢io cinemdtica na compatibilidade interelementar, dado que s6 € exigida
continuidade C°, enquanto que nos elementos formulados com base nas suposi¢des de
Love-Kirchhoff é necesséria a continuidade C!. A presenga das deformagdes de corte
origina um modo rigido de corte, que se junta a0 modo rigido de membrana, naturalmente
presente nas cascas. Mesmo em elementos de placa, estes modos rigidos de corte poluem
a solugio, produzindo erros mais ou menos graves. Virias alternativas foram propostas

para a resolugdo deste problema.

As principais linhas de investigagdo propostas na literatura para obviar ao problema da
retengio de membrana e de corte podem ser classificadas de acordo com a seguinte

descrigao:

1. Métodoé de“sub-integragﬁo iniciadas por Zienkiewickz et al [3], e continuadas por
Hughes et al [4] para a integragdo selectiva. Nestes métodos utiliza-se uma ordem de
integragio uniforme ou selectivamente reduzida para o cdlculo da rigidez. Baseiam-se no
facto de que as deformagGes de corte se anulam nos chamados pontos de Barlow [5]. Por
exemplo, num elemento de viga de 2 nds, a deformagio de corte anula-se em =0,
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evitando-se a retengdo de corte se o campo de corte for tinicamento interpolado nesse

ponto.

2. Elementos baseados na imposicao das condicoes de Kirchhoff, de forma
discreta ou integral. Nestes métodos, a ideia bdsica € a de impor em pontos discretos ou
linhas, a condi¢do de que a normal indeformada permanece normal a superficie média
apés deformagdo. Inicialmente introduzida por Oden[6], teve o seu maior sucesso nos
elementos triangulares de Batoz [7] e Dhatt [8]. Estes elementos utilizam campos de
rotagdes e deslocamento transversal independentes. No tridngulo, iniciam com 2 campos
0 quadriticos e um campo w cubico definido ao longo dos lados. As relagbes de
Kirchhoff sdo impostas nos nés de canto e nos pontos médios em direc¢des tangenciais.
O elemento passa a ter 9 graus de liberdade ¢ a sua performance em situag¢des de placa
fina é considerada excelente [8]. Estes elementos s6 sdo usados em placa fina, dado que
ndo consideram deformagdes de corte. Mais tarde, Batoz e Lardeur [9] combinaram a
formulagio discreta com flexibilidade de corte, conduzindo a um elemento que possibilita
a andlise de cascas finas e espessas. Refira-se também, na mesma linha de investigagio,
os elementos de casca e placa semi-loof [10-13], em que novamente se introduz as
suposi¢des de Kirchhoff em elementos de casca curva quadritica. Estes elementos
aplicam-se, com 6ptimos resultados, a cascas finas mas a sua formulago € considerada
complexa, tendo em conta as actuais tendéncias de simplifica¢@o para andlise dinimica.
Refira-se, no entanto, que Oliveira [13] desenvolveu elementos mais simples baseados
nos mesmos principios. Esta ¢ uma linha de investigagdo promissora, na mesma linha de
[9], e que poderia ser objecto de posterior investiga¢do, conduzindo a elementos com
deformagio de corte, alargando assim o seu campo de interveng@o a laminados espessos.

3. Elementos baseados em métodos de estabilizacao da matriz de rigidez. A
abordagem de estabilizagio consiste em adicionar a um elemento sub-integrado, uma
rigidez adicional, tal que os modos de rigidez espureos sejam suprimidos. As duas

motivagdes originais [14] foram :
- desenvolver elementos rdpidos para programas de integracdo explicita;

- tirar partido da auséncia de tensdes parasitas de membrana e corte nos pontos de
Barlow e atingir assim a ripida convergéncia do elemento sub-integrado, sem as

desvantagens inerentes.

Os métodos de estabiliza¢do foram propostos inicialmente por Belytschko et al [14] na
estabilizagio de elementos de placa, por supressdo dos modos w no elemento de placa de
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4 nés, baseado em integragao selectiva [4], através da perturbagfo da rigidez de corte, na

forma

K =K + oK -K) @.1)

Onde o ¢ um pardmetro de estabilizagdo, SRI refere-se a integracio selectiva-reduzida e
os indices referem-se A ordem de integracao. Belytschko et al [15,16] e Liu et al {17]
estenderam o método aos elementos de casca de 4 e 9 nés de Hughes e Liu [18], para
problemas lineares ¢ ndo lineares. Mais tarde, Belytschko e Tsay [19] desenvolveram
uma estabilizagdo baseada em Flanagan e Belytschko [20] para o elemento tridimensional.
A matriz estabilizadora y € ortogonal a qualquer campo linear, ou seja, ngi_ =0 para
qualquer conjunto de deslocamentos lineares d, correspondentes a um campo linear. Este
elemento passou a ser utilizado em programas explicitos como 0 DYNA3D [21];

4. Elementos baseados em deformacdes assumidas (assumed-strain
methods)

Nos métodos baseados em deformagdes assumidas, a matriz de deformacdes-
deslocamentos é construida através do ajuste de uma interpolagdo das deformagdes
desenvolvidas a partir do campo de deslocamentos em pontos especiais. Estes pontos e as
interpolagGes sdo escolhidos de forma a que as partes que causam a reten¢do sejam
omitidas. A matriz de deformagdes-deslocamentos assim obtida, denominada substituta,
vai ocupar o lugar da matriz original. A matriz de rigidez € calculada de forma habitual, 0
que confere ao método vantagens computacionais. Entre os trabalhos mais significativos,
refira-se os de Hughes e Tezduyar [22], Macneal [23], Wempner[24], Dvorkin e Bathe
[25], Huang e Hinton[26] e Onate et al [27]. Ao desenvolverem em [25] um elemento de
4 nds, interpolaram as componentes covariantes da deformagio de corte transverso
usando as deformagdes de corte calculadas nos pontos médios dos lados do elemento.
Huang e Hinton [26] desenvolveram elementos de placa e casca de 9 nds baseados nos
mesmos conceitos de [25]. Onate et al [27] desenvolveram o conceito das deformagdes
assumidas, com base numa metodologia genérica, sendo aplicada em elementos de placa
e casca em [28].

Simo e Hughes [29] evidenciaram que 0 principio de Hu-Washizu de trés campos pode
ser considerado como a base de todos os métodos de deformagdes assumidas se a tensdo

interpoladora for ortogonal 2 diferenga entre a deformagio interpolada e aquela que €
derivada dos deslocamentos, ou seja, se gT(g—ng) for nula na equagio de Hu-

Washizu
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SWit (u,g,5) = j[Sg:g(g) - 5{g; (e- ng)}] dQ (2.2)

A grande vantagem desta abordagem € a de que as equagdes de elementos finitos dai
resultantes tém a mesma forma das baseadas em deslocamentos assumidos (método dos

deslocamentos).

Neste trabalho estamos particularmente interessados na andlise de cascas laminadas
compésitas e/ou sandwich. Estas cascas caracterizam-se pela existéncia de um laminado,
composto fisica e mateméticamente por camadas com materiais eventualmente distintos e
com orientagdes eventualmente diferentes. Os laminados comp®sitos s3o, na sua grande
maioria, finos, enquanto que os laminados sandwich sdo geralmente espessos. Em
ambos 0s casos, a considera¢io da deformagéo de corte € fundamental. Neste capitulo
abordamos as diferentes teorias utilizadas para a simulagdo de tais cascas, bem como a
sua representago por elementos finitos de casca. Utiliza-se o controlo de reteng¢do de
corte por sub-integragdo uniforme ou selectiva. Sdo utilizados elementos de interpolagdo
Serendipita, Lagrangiana e Heterosis.

2.3 - TEORIAS DE DEFORMACAO DE CASCAS LAMINADAS
2.3.1 - Introducao

As teorias aplicadas na andlise de placas e cascas laminadas podem ser classificadas

genéricamente em quatro classes:
- teorias cl4ssicas de placas laminadas (baseadas nas suposi¢ges de Kirchhoff);

- teorias de deformacdo de 1* ordem (baseadas nas suposi¢des de Mindlin-

Reissner);
- teorias de ordem superior;
- solugdes exactas baseadas na teoria tridimensional.

Devido 2 sua inerente complexidade, sdo dificilmente encontradas solugdes analiticas para
estruturas arbitririas. Em muitos casos, a teoria tridimensional foi abandonada em
detrimento da teoria das placas laminadas. Neste teoria sdo assumidas uma variagdo linear
do deslocamento através da espessura do laminado, bem como a anulagio da deformacgio
de corte transverso[30-32]. Esta teoria é razoavelmente correcta para a andlise de
laminados monoliticos finos, em que os efeitos da deformagdo de corte sdo prdticamente
desprezdveis. Esta condicio € relaxada nas teorias de deformagdo de corte, em que estes
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efeitos nio sdo desprezados. As teorias de deformacdo de corte sdo divididas em teorias
de 1° ordem, tipo Mindlin[33]}-Reissner[34], em que se assume um campo rotacional
tnico para todo o laminado, e em teorias de ordem superior, em que 0S campos
rotacionais variam em fung@o da espessura, com formas diferentes, conforme a teoria.
Neste trabalho sdo consideradas as teorias de deformacdo de 2* e 3* ordem e uma teoria
de deformagdo por camadas, denominada layerwise, cujos graus de liberdade rotacionais
estio afectos a cada camada. Nesta tltima teoria, é possivel analisar um laminado com n
camadas, embora nos limitemos a laminados com 2, 3 4 ou 5 camadas, por motivos de
capacidade de memoria e CPU. Como se verd mais adiante, devido 2 fraca prestagao da
teoria de 2* ordem, apenas se aplicardo na maioria dos exemplos numéricos deste

trabalho, a teoria de 1* ordem, de 3* ordem e layerwise.
2.3.2 - Equagdes genéricas

Apresentam-se algumas das principais equagdes resultantes da elasticidade linear sob

condi¢Ges materiais homogéneas.
2.3.2.1 - Relacgoes tensao-deformacao

As relagdes genéricas tensio-deformacio de uma camada de material anisotropico sao

expressas por
o; =Dijgea  bpk1=123 (2.3)

em que Gy € £y sdo respectivamente, 0S t€Nsores lineares de tensdo e deformagdo e Dijki

¢ o tensor de 4* ordem dos médulos el4sticos, ou tensor de elasticidade.
2.3.2.2 - Relagoes deformacio-deslocamento

O tensor de deformagdo infinitesimal & definido em termos dos deslocamentos como

1
eij = 'z—(ui'j + uj,i) (24)

em que a virgula representa a derivada parcial relativamente i coordenada do {ndice a

seguir & virgula.
2.3.2.3 - Relacdes de equilibrio

As equagdes de balango da quantidade de movimento podem ser escritas como
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azui(xk,t)

Gij,j(xkvt)'*'Fi(xk:t) =P atz

(2.5)

em que p é a massa volimica e Fj as componentes do vector das forgas de corpo.

2.3.2.4 - Condicoes fronteira

O célculo das equagdes governantes necessita da adequada defini¢do das condigGes
fronteira. Estas sdo habitualmente prescritas da seguinte forma:

.1 tracgBes prescritas na fronteira

Tni = Gij nj (2.6)

.2 deslocamentos prescritos na fronteira

u; = Uy 2.7)
Estas condigdes sio aplicadas, tendo em conta as particularidades de cada caso.
2.3.2.5 - Energia de deformacgao

Apesar da defini¢do das equagdes governantes e das condigdes fronteira, torna-se dificil
em casos praticos a obtengdo da solugdo sob a forma analitica. O principio dos trabalhos
virtuais e abordagens de energia potencial sdo habitulamente introduzidos. A energia
potencial num volume Q e numa fronteira I pode ser expressa por

= jQ (Gijui'j - fiui )dQ —jl-TniuidS (2.8)

Minimizando 7 para um campo de deslocamentos assumido, e para um conjunto de
condiges fronteira, pode ser encontrada uma solugao aproximada.

2.3.3 - Teoria classica das placas e cascas laminadas

Na teoria das placas laminadas, sio impostas as hip6teses de Love-Kirchhoff. Estas
hipéteses sugerem que as secgdes planas indeformadas permanecem planas ap6s
deformagdo, e que as normais indeformadas permanecem normais ap6s deformagio.
Baseiam-se na teoria de pequenos deslocamentos, usam equagdes constitutivas lineares,
desprezam a tensdo normal A superficie média da placa e supdem que a espessura das
camadas é uniforme e que as caracteristicas eldsticas ndo variam com a posi¢do na
superficie de referéncia. Esta teoria despreza a deformagio de corte, impondo
directamente nas relagdes deformagdo-deslocamento as suposigdes de Love-Kirchhoff.
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Embora apresente resultados satisfatérios em rigidez para placas e cascas finas, os niveis
de tensdo apresentados apresentam alguns desvios (ver [35] na aplicacdo desta teoria a0
elemento de casca Semi-Loof). Esta teoria ¢ manifestamente incorrecta para laminados
espessos, em particular em laminados sandwich, onde os efeitos de corte sdo mais
pronunciados. As principais referéncias sdo por estas razdes j4 relativamente antigas,
sendo de referir os trabalhos de [36-38]. Na figura 2.1 apresenta-se uma ilustrac@o desta
teoria para um laminado multicamada.

D

113

d

Figura 2.1 - Teoria de deformag@o cléssica. Nustragiio da deformagdo tipica para um
laminado multi-camada, caso 1-D.

2.3.4 - Teoria de deformacio de 1* ordem

Os laminados compdsitos ou sandwich, em particular estes (ltimos, apresentam materiais
cujos médulos eldsticos transversos sdo relativamente baixos comparativamente ao
médulos eldsticos do plano. Os efeitos das deformagdes de corte sdo entdo mais
pronunciados nestes laminados espessos que em placas ou cascas espessas isotrépicas,
em que os médulos de corte sdo fungio directa dos médulos eldsticos. Foi desenvolvida
por Yang, Norris e Stavsky [39] uma teoria de deformagdo para placas laminadas
anisotrépicas, através da extensdo do conceitos de Mindlin [33] e Reissner[34] para
placas isotrépicas homogéneas. Esta teoria relaxa a condi¢io de anulamento das
deformagGes de corte transverso, € utiliza as mesmas hipéteses da teoria cldssica das
placas laminadas, a menos da hipétese da normal indeformada permanecer normal apds
deformagio.

Considere-se uma placa de espessura uniforme h constituida por um nimero arbitrério de
camadas anisotrépicas com diferentes orientagdes. O sistema coordenado é escolhido por
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forma que a superficie média da placa coincida com o plano x-y, sendo z o eixo normal

a0 plano médio.

O campo de deslocamentos baseado na teoria de deformagéo de 1* ordem [35,39], € dado
por ’
u(x,y,z) = uy(X,y) + 204 (X,y)
V(X,¥,2) = Vo (X,y) +28,(%,Y) (2.9)
w(X,¥,2) = Wo(X,Y)
em que u,v,e w sdo os deslocamentos segundo as direcgdes X,y ¢ z, respectivamente. As

varidveis up e vo sio os deslocamentos do plano médio nas direcgdes x e,
respectivamente ¢ 8, e 0, sdo as rotagdes da normal. As relagdes deformagéo-

deslocamento sdo dadas por

EX 82 KX
£, |= ey [+7] Ky |=€°+2K (2.10)
ny Y(x)y ny

Yxz | _| Wox +6x

[YYZ}—[WJ +9y:| @10

onde

o _ o _ o _
€x = Uox » 8y - Vo,y ’ ny = Vox +uo,y (2 12)

Ky =0xx > Ky = By,y » Kyy = Bx,y +6y'x

sdo, respectivamente, as deformagdes do plano (membrana) e as curvaturas do plano.
Em cada camada k do laminado, as relagdes tensdo-deformagio sdo expressas por
on i1 12 Ci3||€&n

Gy | =|C12 €22 C23||%22

[ T12 C13 €3 Ca3 | [Y12
k kLTS (2.13)

T13] =[°44 °45] [713]
[ T23l,  LCa5 ©Css i Y23 )y

onde os componentes eldsticos cjj serdo definidos mais adiante e onde {1,2,3}

representam as direcgdes principais do material da camada k. Note-se que devido a
relaxacio da hipétese da normal deformada se introduzem as deformagdes de corte nas
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relagdes (2.13). Estas teorias sdo habitualmente as mais usadas pelos investigadores na
discretiza¢do por elementos finitos na anélise linear ou nio linear, estdtica ou dinimica de
estruturas laminadas. As principais razdes da intensa utilizagdo desta teoria sdo a
simplicidade de aplicagdo e a economia resultante da formulacdo, dado que esta teoria
implica a utilizagdo de 5 graus de liberdade por né, num elemento de placa ou casca.
Estas teorias ndo representam correctamente a energia de corte e por isso é necessario
corrigir os termos de corte da matriz de elasticidade[35,52,54], como se verd mais
adiante. Esta situagdo é indesejdvel sob o ponto de vista pritico e representa uma das

desvantagens desta teoria. Na figura 2.2 apresenta-se a ilustragdo desta teoria.

u - Cawnades

Figura 2.2 - Teoria de deformagdo de corte de 1* ordem. Nustragdo da deformagdo tipica

para um laminado multi-camada, caso 1-D.
2.3.5 - Teorias de deformagido de ordem superior

As teorias de deformagdo de ordem superior evitam a utilizagao de termos correctivos de
corte, através dos desenvolvimento do campo de deslocamentos com termos de ordem
superior relativamente 4 coordenada da espessura. Existem diversas teorias para placas
isotrépicas homogéneas. A teoria de Lo at al [40] de placas isotrépicas homogéneas foi
aplicada pelos mesmos autores para placas laminadas [41]. Neste modelo assume-se 0

seguinte campo de deslocamentos
U, 32) = Uy (%,Y) + 20, (%,Y) + 220 (%,9) + 205 (x,Y)
V(X,y,2) = Vo (x,y) + 28, (x,y) + zz(py (x,y)+ z3¢y (x,y) (2.14)

W(X,¥,Z) = Wo (X,y) +20,(X,¥) + 229, (%,y)
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Outra teoria de interesse foi desenvolvida por Whitney [42]. Os deslocamentos sdo
obtidos pelas seguintes expressoes

2
u(x,y,2) = U, (x,y>+zex<x,y>+%cpx(x,y>

2
V(%,,2) = Vo (1,9 + 28, (1) + 0y (%,5) (2.15)

W(X,y,2) = Wo(X,¥) +20,(x,y)
Esta teoria representa uma teoria de ordem imediatamente inferior a de Lo et al.

Reddy [43] apresentou mais recentemente uma teoria préxima de (2.14), mas reduzindo-a

a um estado plano de tensdo, na forma

u(x,y,z) = uy(X,y)+ 20, (x,y) + Zz(px(x, y)+ 23¢x(x,y)
V(%,Y,2) = Vo (%, Y) + 28, (X, ) + 2205 (X, 3) + 20y (x,¥) (2.16)

W(X,Y,Z) = W, (X,¥)

Reddy impde a condigdo de anulamento das deformagdes de corte transverso Yy, € Yy,

nas superficies superior e inferior do laminado, para determinar as fungoes de ordem
superior. O campo de deslocamentos fica entdo expresso na forma

w=uy + 20, =5 (O, + w0
; 2.17)
v=v,+2[0 —5(-1-21-)2(9,, +wy)]

Esta abordagem tem a particularidade de incluir no campo de deslocamentos primeiras
derivadas do deslocamento transversal, reduzindo o nimero de graus de liberdade nodais
a 5. Assim, hd que utilizar elementos finitos com continuidade C! o0 que implica uma
complexidade processual importante. Reddy e Putcha resolveram a questio utilizando
uma formulagdo mista[44-46]. No entanto, a formulagdo mista implica cdlculos mais
pesados na formulagdo da matriz de rigidez, sendo habitualmente preterida em favor das
formulagGes de deslocamentos ou deformagGes assumidas.

Outra abordagem dentro deste segmento de teorias foi protagonizado por Kant, Owen e
Zienkiewicz [47] para placas espessas isotrépicas. Mais tarde Kant et al. [48]
desenvolveram esta teoria para placas e cascas laminadas. O campo de deslocamentos
utilizado € semelhante ao desenvolvido em (2.16), mas relaxam as condigdes de
anulamento das deformagdes de corte nas superficies superior e inferior do laminado.
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Assim, esta teorias necessitam de um nimero superior de graus de liberdade na sua
representagdo por elementos finitos, mas apresentam a vantagem de ndo necessitarem de
factores correctivos de corte. Na figura 2.3 apresenta-se uma ilustragio desta teoria.
Note-se, no entanto, que tal como nas teorias de deformagfio de 1* ordem, quer as
rotagdes de 1* ordem, quer as rotagdes de ordem superior estdo afectadas ao laminado e
ndo as camadas, ou seja, todas as camadas possuem 0Os Mesmos graus rotacionais, 0 que
poderd ser uma desvantagem em laminados cujo "empenamento” da normal seja muito
diferente de camada para camada, devido as caracteristicas eldsticas (suas e das camadas

adjacentes).
P
VAN
1/3 - M*M°+&e+iae'
A /
/? N %
® ‘ _J o Covadan

Figura 2.3 - Teorias de deformagdo de corte de ordem superior. Hustracdo da deformagéo
tipica para um laminado multi-camada, caso 1-D.

Neste trabalho sio consideradas duas teorias de ordem superior baseadas na filosofia de
Kant, uma de 2° ordem e uma de 3* ordem. Na teoria de 2° ordem, e para um elemento de
placa, o vector de deslocamentos para um ponto genérico do laminado é representado por

g:go+z_9_+ 720" (2.18)

em que u® e § tém um significado semelhante 2 teoria de 1* ordem e 8 representa o
vector das rotagdes de ordem superior. A teoria de 3* ordem utilizada tem uma expressao
semelhante

u=u"+28+ 226" (2.19)

O termo de 2° ordem nao é incluido em muitas das teorias, dado o maior nimero de graus

de liberdade que essa abordagem produziria.
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Note-se que em ambas as teorias se considera que o deslocamento transversal da placa é

constante através da espessura.

Em estruturas sandwich, ou em laminados em que as caracteristicas eldsticas de camada
para camada sejam muito diferentes, esta abordagens revelam dificuldades no cdlculo das
tensdes. No sentido de obviar estas questdes, foram introduzidas as teorias de
deformagio por camadas (na literatura inglesa-layerwise theories).

2.3.6 - Teorias de deformaciao por camadas (layerwise)

As teorias de deformagdo por camadas sdo caracterizadas pela associagdo de um campo
rotacional a cada camada ou sub-laminado. Uma das abordagens mais simples nesta
teoria & a de impor campos de deslocamentos de 1* ordem a cada camada ou sub-
laminado. A continuidade dos deslocamentos tem de ser assegurada em cada interface do
laminado. Neste trabalho utilizam-se os conceitos inicialmente propostos por Manewya e
Davies [49] para placas laminadas. Este conceito foi posteriormente explorado por Al-
Quarra [50] e reconduzido pelo autor e seus supervisores para placas sandwich [35] e
cascas sandwich [51]. Registe-se que esta abordagem pode ser utilizada para laminados
compdsitos, embora a sua principal utilizagdo seja as cascas sandwich. Estas teorias s&o
bastante genéricas, podendo ser exploradas conjuntamente com o conceito de sub-
laminado (conjunto de camadas adjacentes, com caracteristicas semelhantes). Nesta
abordagem considera-se um laminado sandwich com n camadas, figura 2.4. De acordo
com o niimero de camadas, n, o campo de deslocamentos para uma camada genérica

apresenta-se na seguinte forma:

u® =D 4 265(“)

v(® = D 4 zﬂg,“) (2.20)
w® =w,
O campo de deformagdes associado com a camada n € obtido pela expressao
-1

€y ! €x ’ k, ¥

gx| =|ex| TtYkig

'ny ny kxy
Yol | 0x 7 2.21)

ow :
Yyz 04 e(n)
dy 7

As relages constitutivas da camada n sdo semelhantes as apresentadas na expressao
(2.9), com a particularidade de ndo ser necessdrio corrigir 0 corte transverso.
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Relativamente a esta questdo refira-se que esta suposicdo se baseia no facto da
aproximacdo sugerida nesta abordagem poder simular com bastante correc¢ao o

empenamento da normal.

M= {(2:ea~w~.)

—

/ x

<« camados

Figura 2.4 - Teoria de deformagdo de corte por camadas. Ilustragio da deformagio tipica
para um laminado multi-camada, caso 1-D.

2.4 - O ELEMENTO DE CASCA DEGENERADO
2.4.1 - Generalidades

" Ao longo de praticamente todo o trabalho desenvolvido, utiliza-se o elemento de casca
degenerado de elementos sélidos. Nesta sec¢do pretende-se apresentar O Seu
desenvolvimento' e formulacio, tendo em vista as alteragoes produzidas no elemento
original para ter em conta as teorias de deformagio de corte estudadas. A descrigdo de
[52] é adoptada, neste trabalho, para o elemento de casca degenerada. as principais
alteragdes produzidas t8m que ver com a teoria de 1* ordem, onde se introduz uma
simplificcio do cdlculo da matriz B. E ainda introduzida neste trabalho a teoria de
deformagdo de 3* ordem neste elemento, bem como a teoria layerwise. Do conhecimento

do autor, nenhuma destas abordagens foi alguma vez implementada, neste contexto.

O elemento ¢ obtido por "degenera¢do” de um elemento tridimensional, baseado num
campo de deslocamentos quadrético (Fig. 2.5). Se se assumir que as normais a superficie
média da casca permanecem rectas, mas nao necessiriamente normais 2 superficie média
deformada, entdo o campo de deslocamentos do elemento pode ser definido a partir dos
deslocamentos da superficie média e das componentes do vector rotagdo associado com a

rotagio da normal nos nos.

As tensdes normais a superficie média sio supostas nulas e 0 facto de que as "normais”

ndo permanecem necessariamente normais, permitida pela independéncia das rotagdes,
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torna possivel a consideragio de deformacdes de corte transverso. Esta abordagem €

equivalente as hipdteses de Reissner [33] e Mindlin [34] para placas.

a)

Camada j

Sistema coordenado
nodal no ponto K

A

Sistema de coordenadas
globat

b)

Direc95° das Camada
tibras de reforgo

Figura 2.5 - Elemento finito de casca degenerado de Ahmad-Sistemas coordenados
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2.4.2 Sistemas coordenados
Consideram-se quatro sistemas coordenados na formulagdo deste elemento:

a) Sistema de coordenadas globais - Xj

Este ¢ um sistema cartesiano usado para definir a geometria da estrutura no espago. As
coordenadas nodais, a rigidez global e em geral as forgas e deslocamentos estdo referidos
a este sistema. Se se usarem fronteiras inclinadas, as forgas e deslocamentos ligados aos

n6s sio referidos aos sistemas de fronteiras locais.

b) Sistema de coordenadas nodais - Vi

Este sistema é definido em cada né K. A origem estd localizada na superficie média
(Fig.2.5). A defini¢do dos vectores bésicos é feita da seguinte forma:

xtop — xbot

Vo = M (2.22)

ou seja, este vector € obtido pela diferenga entre 0s vectores positivos das projecgdes da
"normal" superiores e inferiores no n6 K. E assim assegurado que nio existirdo falhas ou

sobreposigdes ao longo das fronteiras dos elementos.

O vector Vi é normal a Vag € definido como

(V3,0,=Viy)

vl v2 Vi) =
Vi = Vi Vie Vi) = m (2.23)
ou se Vi esté na direcgdo Xa
Vi = (V3,0,0) (2.24)
( Note-se que os superscritos se referem as componentes no sistema X; )
Finalmente sz ¢ obtido a partir do produto vectorial de Vik € Y1k como
Vo = Vo X ¥k (2.25)

As componentes do vector rotagdo associado com a rotagio 'normal’ em cada camada,
Bix € Pox sdo definidos neste sistema coordenado como ilustrado na figura 2.5.
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¢) Sistema coordenado curvilineo - £,

Este € o sistema coordenado no qual as integragcdes numéricas sdo realizadas. As
coordenadas & e 1 sdo curvilineas e estdo ligadas a superficie média { = 0. A coordenada
€ é linear e normal & superficie média.

d) Sistema coordenado local- X

Este sistema coordenado € definido localmente nos pontos de integra¢io onde as
deformacoes e tensodes sdo calculadas. Os vectores da base X'; e X'; sdo respectivamente
tangentes as direcgdes & e 1) nos pontos de integragio, ou seja,

&

d& on
oX 0X
X)=|=2| and X,=|—2 2.26
e T and & n (2.26)
0X3 0X3
L 98 L on |
e X'3 € obtido pelo produto vectorial de X'; e X', como
X3=X;xX, (2.27)

Este sistema € usado como referéncia para a consideragio de direc¢Ges materiais.
2.4.3 - Definicao geométrica

As coordenadas globais dum ponto do elemento sdo obtidas a partir das coordenadas
globais nodais como

n n h ,

X; = YN Xy + TN ELVy, (2.28)
k=1 k=1 2

em que n € o nimero de nds, N sdo as func¢des de forma em termos de § e  para { =

constante e hy € a espessura da casca no né K.
2.4.4 - Campo de deslocamentos

O campo de deslocamentos do elemento de casca € definido a partir dos deslocamentos
nodais da superficie média e dos componentes do vector rotagdo da 'normal’ nos nés em
cada camada. A forma como este campo de deslocamentos € definido depende da teoria
utilizada. Assim apresentam-se neste trabalho as formulagdes utilizadas, todas elas
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derivadas da formulagdo bdsica de Ahmad, através das suposi¢des apresentadas nos
pardgrafos 2.3.4 a 2.3.6.

2.4.4.1 - Campo de deslocamentos para a teoria de deformacao de 1°

ordem

O campo de deslocamentos do elemento de casca para a teoria de deformagéo de 1* ordem
¢ obtido por 5 graus de liberdade, correspondentes a trés deslocamentos do ponto na
superficie média e duas rotagdes do laminado (ver fig.2.5). O campo de deslocamentos

pode assim ser eXpresso por
n n h
u= YN ufd+ ZHkC'?k'[Vlb_VZk]{E;i} (2.29)

Este campo de deslocamentos corresponde a aplicagdo dos conceitos de Mindlin-Reissner
para cascas, e corresponde essencialmente ao trabalho de [1]. Embora se apresentem
modificacdes na obtengdo de algumas matrizes do elemerito (2.4.9), faz-se uma
abordagem préxima de [52] e [55]. Na sec¢do 2.4.9 ilustram-se as principais
modifica¢des & formulagio de [52] e [55].

2.4.4.2 - Campo de deslocamentos para a teoria de deformagao de ordem

superior

O campo de deslocamentos do elemento de casca para a teoria de deformagio de ordem
superior é descrito por 7 graus de liberdade, correspondentes a trés deslocamentos do
ponto na superficie média, duas rotagdes de primeira ordem e duas rotagdes de ordem
superior do laminado (ver fig.2.6). O campo de deslocamentos pode assim ser expresso

por
n n h n h 2 *
u= YNufd+ ZHkC‘L[Vlk’“VZk]{Elk}*’ ZEK(C'}') [Vie =V Blk (2.30)
k=1 k=1 2 2k) k=1 2 Pax
para a teoria de deformagio de 2* ordem, e
n n h n h 3 *
u= ¥ Npuped+ E_NkC'L[Vlk"Vzk]{glk} + ZNk(C —k') [Vie=Va] Bik (2.31)
k=1 k=1 2 2k) k=1 2 Box

para a teoria de deformagio &e 3* ordem.
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Este campo de deslocamentos corresponde a aplicagdo dos conceitos de Kant [47,48]
para placas, implementados aqui em elementos de casca degenerada. Esta formulagio, tal
como ¢ aqui descrita, ndo foi encontrada em nenhuma referéncia.

2.4.4.3 - Campo de deslocamentos para a teoria de deformacao de

aproximaciao por camadas

O campo de deslocamentos do elemento de casca layerwise [51] € definido a partir dos
deslocamentos nodais da superficie média e dos componentes do vector rotagdo da
'normal' nos nés em cada camada, fig.2.7. A defini¢io é realizada para n-camadas,
apresentando-se aqui o caso de trés camadas, correspondente a uma sandwich uni-

nicleo. Assim, para a primeira camada, o campo de deslocamentos € expresso por

) méd
u; n uy n hD ()]
u = uyp = XNgu + ZNkCL[Xlk’_-YZK] BH{) (2.32)
k=1 2 Bok

U3 k=1 Ujg

CAMADAS

[ 3
2,u VJ
v :
’ \ererepyy f
%’ (;“' k
A - \ VI
x, M

Figura 2.6 - Elemento de Ahmad-Geometria e graus de liberdade para a teoria de
deformagio de ordem superior

enquanto que para a camada n, esse campo pode ser expresso em fungdo das n-1

camadas, da seguinte forma:
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(n) med(n)
o (117 e [ g ol iy
u =4qUy = sz U,y + ZNkC ) [\—-/'lk’_y-Zk] (n) (233)
u3 k=1 u3 k=1 BZk
em que
u med(1) u med(n—1) (a=1) (n-1)) -
m _ ] e n o he” K
HI:nt’,d =4qUy = ZNk Uy + ZNk k2 [y—lk’—XZK] %1;_1) +
Uy k=1 Uq k=1 BZk

(2.34)

ST
+ ZN I _\_/ 7_\_/.
< k 7 1k 2k B({Q

Esta configuragio de deslocamentos é a implementagdo da teoria apresentada em 2.3.6
para o elemento de casca de n-camadas, com n-campos rotacionais. Estas expressoes sdo
obtidas por imposigdo de continuidade dos deslocamentos nas interfaces do laminado.
Esta imposicio representa a sugestio de que ndo hd escorregamento entre as diferentes
camadas. Outros autores [53] relaxam esta condi¢o, mas acredita-se que esta relaxagio
ndo corresponde fisicamente  realidade, dado que, na maioria dos casos, a camada
adesiva transfere completamente os esforgos, sem escorregamento. O escorregamento
pressupde uma situagdo de rotura da interface, o que implicaria outro tipo de andlise
bastante mais complexa. Note-se que outros autores [59] apresentaram uma formulagéo
préxima desta, mas em que 0s campos rotacionais sdo abandonados, em detrimento de
deslocamentos translaccinais nas interfaces das camadas. Em [59] aplicou-se a técnica da
substruturagio através da espessura como forma de reduzir o nimero de graus de
liberdade por né, que é fungio do nimero de camadas nas teorias layerwise. Na
abordagem que defendemos, o problema ndo se coloca, dado considerarmos apenas 3
camadas com 9 graus de liberdade por nd.

2.4.5 - Determinacgio das deformagoes

As componentes de deformagio sdo definidas no sistema de eixos local {x'}(figura 2.5),
assumindo as suposigdes de casca habituais 6,.=0. Esta hip6tese permite a eliminagdo da
deformagio local €, da equagdo constitutiva, expressa em eixos locais. Assim, o vector
das deformagdes locais € obtido por

“
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@,_ 5
ox'
(e, v
AT
u' \'
€ =<Yx'y >=ﬁ-a—}7+5;¥ (2.35)
Yz ou'  ow'
Yyz) |9z  ox
o o
| dy' 07|

em que u',v' e w' sdo as componentes de deslocamento no-sistema coordenado local

{x'}. Essas derivadas locais sdo relacionadas com as derivadas globais através de

v W) [ w
z X% 123
u T\ ou
el & 2 Ze
a,yl 3}" 9}" [ ] ay ay 8}’ [ ]
oy ow| | w o

| d7 d7 07 .  dz Jdz dz.

(2.36)

onde [0] é a matriz de tranformagdo de eixos locais e globais. As derivadas dos

deslocamentos com respeito as coordenadas globais s3o dadas por

~ -

(u v ow] du dv dw

rxz J3%%

u -1| U

2L ZonE E X 237
> o | o o om @37
d dow| |H » ow
| dz 0Jz dz] 198 3¢ If ]

em que [J] € a matriz Jacobiana da transformagdo x — €.

A matriz de deformagdes B’, relacionando as componentes de deformagdo no sistema
coordenado local com as varidveis nodais elementares, ¢ obtida através da relagio

g=Bd (2.38)

A matn'zB’ para cada uma das teorias € calculada tendo em conta a derivagdo apropriada
dos termos dos campos de deslocamento das equagdes (2.29) a (2.34).
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CAMADOS

¢ Squ.r 4(;::.
media

Figura 2.7 - Elemento de Ahmad-Geometria e graus de liberdade para a teoria de
deformagio por camadas aplicado a um laminado com trés camadas

2.4.6 - Relacdes constitutivas elasticas

Considerando que o deslocamento transversal w' € constante através da espessura e tendo
em conta a suposigdo habitual das cascas de que a tensio ¢;' =0, sdo consideradas como

componentes de tensdo no sistema coordenado local

xo

Y o,
={0_p,} (2.39)

y
7
'z

o)
o
1

g:

Aada qd
A

«

onde op' e o¢' sdo os vectores de tensdo de plano e de corte, respectivamente. A relagio
p P ¢

entre tensdes e deformagdes pode escrever-se, no sistema coordenado local, na forma

-

g=D'¢ (2.40)

Para a obtengiio da matriz constitutiva local, supde-se que o material da camada tem um
comportamento ortotrépico. Esta € a situacido mais frequente em materiais compdsitos,
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sobretudo os de matriz polimérica. Se o sistema coordenado local for paralelo ao dos

eixos principais materiais x;,X2,X3, podemos escrever [52], para cada camada k,

{01,2,3}k = Ek{£1,2,3 }k (2.41)
onde
T
{0'1,2,3}k = {51’02”512’113/523}1; (2.42)
T
{31,2,3}k ={e1.82. Y12, Y13 Y3 Jy (2.43)
(D, D, 0 0 0]
_ IDp D, 0 0 0
D,={ 0 0 Dy 0 0 (2.44)
o 0 0 D, 0
|0 0 0 o0 D)

Para a teoria de deformagio de 1* ordem, as constantes eldsticas sdo obtidas da seguinte
forma

= B, = By = _ Vo By

Dy, Dy, (2.45)

= D,, = =
k4 k _ b _
1=V, Va1, 1=viy, Va1, 1=vy3, Va1,

D3, =Gy, , Dy, =KGy3, . Ds, =K;Go3,
em que Eix, Eoxs Vi2ks Gi2k, Gisk € Gy3k, sdo, em relagﬁo a camada Kk,
respectivamente, os médulos eldsticos longitudinal e transversal, o coeficiente de
Poisson, o médulo de corte do plano e os médulos de corte transversais. Os factores K

e K, sdo factores de correcgio de corte transverso, associados a4 formulagdo de
deformacdo de corte de 1* ordem [52].

Nas teorias de deformagdo de ordem superior ou com aproximagdo por camadas, as
constantes eldsticas sio obtidas por

Ey = By = _ Vo, By

D, = D,, 12, (2.46)

b 5 -
1=vip, Va1, 1=Vi3, Va1,

b
1- Vlzk V21k

D;, =Gy, ;D4 =Gz, ,Ds, =Gp3,
k

Note-se que os termos de corte transverso ndo sdo corrigidos. Em qualquer das teorias
aplicadas, se os eixos principais do material 1,2 ndo coincidem com os eixos locais X',
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y', antes estdo desfasados de um dngulo 6, a nova matriz de elasticidade Dk ¢

determinada a partir da seguinte transformagao
D' =Ty D, T, (2.47)

em que a matriz de transformag@o € definida por

T 0
Ty=|"0 ] 2.48
Ty [ 0 T, (2.48)
cos> @ sin*0 sinBcosO
Ti= sin”@ cos 0 —sinBcosO (2.49)

—2sinBcos® 2sinBcos® cos?O—sin0
Tox= [fggnee gglslg] (2.50)

As componentes de tensio para uma camada particular k pode ser escrita em termos das
deformagdes locais €', e da matriz de elasticidade D'y como

dkzD'kg'k (2.51)

2.4.7 - Matriz de rigidez e vector de forcas nodais equivalentes

Pode escrever-se, para um elemento de casca, a expressdo do Principio dos Trabalhos
Virtuais (PTV), como [55]:

. T
[8eTg dv= ISQTQ dv+ ngTL ds + §[6§§°)] q®
i=1 -

vi® y(® st (2.52)

onde o primeiro membro da equagio representa o trabalho virtual interno, em fungdo das
deformagdes e tensdes locais, e em que

T T
bz[bX’bY’bZ] ’£=[tX’ty’tZ] . Ege)=[xi’Yi’Zi’M1i,Mzi]T (2.53)

sdo respectivamente os vectores de forca mdssicos, de superficie e pontuais de equilibrio
e onde V. e S; sdo o volume e a drea do elemento.

De acordo com a forma habitual [52,56], encontra-se a equagio matricial de equilibrio do
elemento

K®a® - (&) =g (2.54)
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onde a matriz de rigidez K., e o vector de for¢as nodais equivalentes f. sd0 expressos por

K{) = jBTD'B dv (2.55)
£ = jNT bdv+ [NTtds (2.56)
S(C)

O célculo dos integrais do elemento efectua-se sob forma numérica, habitualmente através
da quadratura de Gauss-Legendre

KO =3 3 SETDE; 1] )pqeWW,W, 2.57)
p=lq=1r=1
= Pgl qzlz'l(NTb' 1] p.qc WpWW, (2.58)

onde ng e ny sio o nimero de pontos de quadratura Gaussiana bidimensional sobre a
superficie -1 e ng o nimero de pontos da quadratura unidimensional na direc¢do da
espessura {. A integragdo na espessura ¢ habitualmente resolvida pela regra de integragao

da ordenada média [51,52,54-56], ou pela regra de Simpson.

2.4.8 - Esforgos

Uma vez obtidos os deslocamentos nodais, podem calcular-se as deformagdes e tensoes
locais. A partir dessas tensdes, podem calcular-se os esforgos locais em cada ponto da
superficie de referéncia, por integragio das tensdes ao longo da espessura do laminado.

2.4.9 - Uma formulacao alternativa de 1° ordem

A formulagio utilizada por Ahmad [1] e Figueiras [52] & essencialmente tridimensional.
Devido 2 presenga da coordenada de espessura "pseudo-normal” z, nas equagdes
linearizadas do processo ndo-linear, ndo foi ainda conseguida completamente a redugio a
duas dimensdes dos problemas de cascas. Pretende-se reduzir neste capitulo essa

dependéncia, tendo como objectivo a economia computacional.

Na andlise de estruturas laminadas, como aquelas que sdo constituidas por materiais
compdésitos ou em estruturas sandwich, dada a variagdo das caracterfsticas materiais
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através da espessura, hd necessidade de utilizar um nimero elevado de pontos de
integragdo, tipicamente 1 ou 2 por camada. Mesmo em estruturas nio laminadas,
sobretudo em processos ndo-lineares, € também habitual [51,52,54-56] utilizar um
conjunto de camadas matematicas ou um conjunto de pontos de integragdo na direcgdo da

espessura, para capturar 0 comportamento nao-linear da cedéncia.

Se tomarmos em consideragio que a espessura duma camada de compdsito epdxido-
carbono pré-impregnado ¢ tipicamente da ordem dos 0.125-0.2 mm, e supondo que a
espessura da casca serd superior a 2mm, teremos necessidade de utilizar cerca de 16
camadas. Na maior parte dos casos préticos, em particular na inddstria aerondutica, o
nimero de camadas é bastante superior a 16. Assim, o0 nimero de pontos de integragao
serd pelo menos igual ao nimero de camadas, tornando a integragdo numérica bastante
pesada. Neste capitulo apresenta-se uma formulagio de 1* ordem, modificada de [52],
que pretende diminuir esse custo computacional, através duma simplificagdo das
suposicdes cinematicas. A presente formulagdo tem custos aproximadamente constantes e
independentes do ntimero de camadas. As simplificages cinemdticas assumidas neste

trabalho sdo as seguintes:

a) supde-se que a variagdo da matriz jacobiana e da sua inversa através da espessura €
linear;

b) supde-se que hd uma evolugdo linear do sistema coordenado local através da

espessura, num dado ponto de integragao

Como consequéncia destas suposigdes, a deformagdo g, no sistema local, para uma dada

camada k, pode ser linearmente interpolada através das componentes de deformagdo em
duas superficies escolhidas ( em particular, através das superficies média e superior).

As consequéncias matemdticas destas suposi¢des sao as seguintes:
A matriz jacobiana para uma superficie (camada) k, & obtida na formulagdo original como

-

-axk axk axk

d aag Ban aaC
_OXg _|9Ykx 9¥k Yk
I = ot %k om o (2.59)

aZk aZk azk

RS
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Note-se que esta matriz € utilizada para o célculo das derivadas nas camadas e para o

cdlculo dos integrais.

As derivadas relativamente as coordenadas globais sdo obtidas por

90 _5-190)
e dxy dyy dz, =|T,| d§ dn d¢ (2.61)

onde (°) representa uma fungéo genérica de & = (§,n,0).

Note-se que a matriz jacobiana Jx varia linearmente através da espessura, tendo em conta
a suposi¢do empregue por Ahmad[1] de normais rectas

XEMY) =506+ s (2.62)

onde V3 é o vector definidor da "pseudo-normal" 4 superficie média da casca.

A inversa da matriz jacobiana J ;l varia ndo-linearmente através da espessura [56]. A

variacdo dos deslocamentos relativamente ao referencial global, conduz a uma
dependéncia ndo linear com §, impedindo a pré-integragdo na espessura.

No presente trabalho utilizou-se uma simplificagdo no cdlculo das matrizes de
deformagio-deslocamento, supondo-se que a matriz de deformagde-deslocamentos B’
varia linearmente através da espessura. Esta suposi¢do € tanto mais correcta, quanto
menor for a variagio da espessura no elemento e quanto menor for a curvatura da casca,
ou seja quanto mais constante for o comprimento das fibras.

A matriz B' para a camada k é assim obtida através da interpolagdo linear das
correspondentes B'sup e B'inf, que sdo respectivamente a matriz de deformagdes-
deslocamentos nas superficies superior ({ =+1) e inferior ({=-1), pela seguinte

expressio, em que intervém as sub-matrizes de plano B,' e corte B’

B, =Bn +{xB; (2.63)
B, =B, +{B, (2.64)
BSW 4+ Binf B - B inf
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representam, respectivamente, as matrizes de deformagio de membrana e flexdo. De igual

forma se explicitam B, e B..

Onate [55] refere que se pode considerar B'Ck = I_B'C tendo em conta estas suposigdes,

podemos obter a matriz de rigidez linear como

11 , , , , . , .
K = | J[zﬁ,ﬁgml_smngf Qcﬁc+-§-§? Qfﬁf] ol d€ dn  (2.65)
-1-1

Neste trabalho, ndo é considerada a hipétese (2.65), dado que com o processo indicado
ndo h4 alteracdo significativa do cédigo original. Esta nova formulagio € de simples

implementagdo, representa um ganho significativo em custos computacionais, e apresenta
resultados muito préximos a [52].

Este tipo de abordagem foi implementado por Stanley [58] nos elementos finitos de casca
de Hughes et al. [4,18], conduzindo ao que foi designado por “Continuum-Based
Resultant Shell Elements”. Esta abordagem pode ser considerada semelhante a que foi
aqui utilizada, embora se creia que a filosofia implementada é mais simples de programar.
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2.5 . EXEMPLOS NUMERICOS

Apresentam-se um conjunto de exemplos numéricos, por forma a verificar a qualidade da
solugdo obtida com as diferentes formulagdes e para a sua representagdo por elementos

finitos. Estes exemplos referem-se, neste capitulo, apenas a andlise linear eldstica.

2.5.1 Placa sandwich com trés camadas, simplesmente apoiada, sob

pressao uniforme

Neste exemplo comparam-se as formula¢Ses apresentadas com os resultados de
Srinivas[57] (solugdo analitica considerada como solugﬁq exacta). Uma placa quadrada,
simplesmente apoiada, é analisada para diferentes configuragdes materiais e espessuras.
A placa ¢ carregada transversalmente sob pressao uniforme (q=1.0). Utiliza-se, em todas
as formulagdes, o elemento de 8 nds, calculando-se o deslocamento transversal maximo
no centro da placa e as méximas tensdes nos pontos de gauss. O comprimento
adimensional da placa é a=10.0, a espessura adimensional € h=1.0, sendo a placa
modelada com uma malha 2x2 num quadrante, devido & simetria. As espessuras das trés
camadas sio respectivamente hy, hy hs. As caracteristicas adimensionais do nicleo sdo

3802 0879 0 0 0

D 0'%79 1'9096 100 8 8 (2.66

mdcleo = 0 0 0608 0 -66)
0 0O 0 0 1015

As caracteristicas das peles (camadas superior e inferior) sdo proporcionais as do ndcleo,
sendo calculadas através dos factores Csup € Cinf, sendo definidas como

= Dfacesup Coe = Dfaceinf
sup D' » Yinf T ]
nicleo nicleo

c (2.67)

Estudaram-se 5 casos diferentes, tendo em vista a simulagio de vérios tipos de sandwich,
tais como um laminado homogéneo isotrépico (caso 1), sandwich simétricas (casos 2 e 3)
e sandwich ndo-simétricas (casos 4 e 5). Apresentam-se nas tabelas 1 os resultados
obtidos, relativamente ao deslocamento transversal. Na figura 2.8, apresenta-se a
geometria da placa e a malha utilizada, e ilustram-se para o caso 5 as tensGes normais e de

corte transverso.

Devido 2 fraca resposta estrutural da teoria de 2* ordem, quer em deslocamentos, quer em
tensdes, decidiu-se nio continuar a investigar nem a apresentar resultados neste capitulo,
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conforme se poderd também verificar no capitulo 3, na andlise geométricamente ndo
linear. Os resultados estio, naturalmente, & disposigdo dos interessados.

Tabela 1 - Deslocamento transversal, para diferentes casos e teorias

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso$
Srinivas 181.05 41.906 16.753 28.297 34.549
1* ordem 186.3 42.97 17.09 28.93 35.42
2" ordem 198.3 51.15 22.26 33.34 35.66
3* ordem 186.9 41.46 14.31 26.38 31.06
Layerwise 185.4 42.81 17.10 28.59 35.24

h1/h h2/h h3/h C1 C3
Caso 1 0.1 0.8 0.1 1 1
Caso 2 0.1 0.8 0.1 10 10
Caso 3 0.1 0.8 0.1 50 50
Caso 4 0.1 0.8 0.1 10 50
Caso 5 0.3 0.6 0.1 10 10

Note-se que a teoria de 2* ordem apresenta valores bastante diferentes das outras teorias e
ser4 abandonada neste trabalho. A teoria de 3* ordem comega a afastar-se dos valores
exactos 2 medida que os factores Csup € Cinf (2.67) aumentam.
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Figura 2.8 - Placa laminada sandwich - caracteristicas geométricas ¢ malha
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Figura 2.9 - Caso 1 - tensdes normais x
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Figura 2.23 - Caso 5 - evolugdo do deslocamento u na espessura
Dos resultados obtidos neste exemplo, pode conluir-se que:

- para laminados isotrépicos, como é o caso 1, as teorias estudadas apresentam resultados
préximos umas das outras, particularmente em relagdo as tensoes normais; a teoria de
deformacio de 2* ordem apresenta resultados bastante incorrectos;

- verifica-se uma grande proximidade entre a teoria de 1* ordem e layerwise em termos
das tensdes de corte transverso;

- quando as diferengas de médulos se acentuam, a teoria de 3* ordem apresenta variagoes
significativas em termos das tensdes de corte;

- a teoria de deformacio de corte de 3* ordem parece ser uma boa alternativa i teoria de 1?
ordem quando as diferengas de médulos ndo sdo acentuadas. Aquela teoria proporciona
directamente tensdes de corte parabélicas, enquanto que na teoria de 1* ordem, aquelas
tém de ser corrigidas;

- enquanto as teorias de 1* e 3* ordem apresentam tensdes varidveis na espessura, a teoria
layerwise apresenta uma variagio com patamares, o que advem do facto desta formulagio

apresentar deformagdes de corte constantes em cada camada.
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2.5.2 - Placa compésita em flexdo cilindrica

O problema em causa consiste numa placa com 2 e 3 camadas sujeita a um carregamento
transversal sinusoidal como descrito por Pagano[30]. As tensdes de corte transverso €
axiais sio comparadas com [30]. Um modelo esquemdtico ¢ apresentado na figura 2.24.
A estrutura ¢ uma placa compgsita constituida por camadas ortotrépicas de igual

espessura. Cada camada modela um compdsito fibroso com as seguintes propriedades:

E,=172.4 GPa ; E,=6.90 GPa ; Gy, =3.45 GPa
G23 =138 GPa s Vi =V =0.25

Uma carga distribuida com uma evolugio sinusoidal p=pyg sin(zli) ¢ aplicada no topo

da placa compdsita.

So consideradas trés placas neste exemplo. A primeira € uma placa unidireccional com
as fibras orientadas segundo o eixo dos x. A segunda € uma placa com duas camadas
orientadas paralelamente ¢ ortogonalmente ao €ixo dos x, nas camadas superior e inferior,
respectivamente. Na terceira placa, que tem trés camadas de igual espessura, as fibras nas
camadas externas sio orientadas paralelamente ao eixo dos X, enquanto que as fibras na

_ . . ~ . L
camada central sio ortogonais ao eixo dos Xx. A razio comprimento/espessura S =— das

placas varia de 4 a 20. Utiliza-se uma malha de elementos finitos de casca Lagrangianos,
para a modelagdo da placa. Na figura 2.25 ilustra-se a influéncia da deformagdo de corte
para o primeiro caso. Na figura 2.26 a 2.60 sio comparadas as tensdes normais e de
corte transverso para as trés teorias de deformagéo. Quando seja possivel, comparam-se
os resultados com a teoria de [30].

— T

L=10 1

——
-

Figura 2.24- Placa compdsita sujeita a carregamento distribuido sinusoidal
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Fig.2.35 - Comparagio das teorias para o caso 1, tensdo normal x, razdo L/h=4
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Fig.2.39 - Comparag@o das teorias para o caso 2, tensdo de corte xz, razio L/h=20
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Anilise linear de laminados

0.5 ; :
e
- «
.
S i @
3 ] :
§ 0.0 i
° . - :
3 4 12 ordem | B
Q 4 , :
i layerwise :
. 32 ordem ' ®
: . | | s
-0.5 !7! T 1 T :i 1] T T T i T T T T i T T T T i T T T T i T T 1 L]
-300.0 -200.0 -100.0 0.0 100.0 200.0 300.0

tenséo normal x

Fig.2.49 - Comparagio das teorias para 0 ¢aso 3, tensdo normal x, razio L/h=20

0.5
N 1 i
8 . o 12ordem \Y
g 0.0 i * 32 ordem
2 . + layerwise /l
3 | '
: * /
. //
h O/ +
-0.5 T T T T T T T T T T T T
0.0 2.0 4.0 6.0 8.0

Tensao de corte xz

-

Fig.2.50 - Comparagdo das teorias para o caso 3, tensdo de corte xz, razao L/h=20

10.0

2.55




2.56

0.6

0.4

. +

0.2

o 1%ordem

32 ordem

- e layerwise

0.0

Coordenada Z

-0.4 : // O./ :

'0.6 Xllrllllilflfillllillll
-200 -150 -100

-50

0

50

Deslocamento u

IIIIIIIIIIIII

150 200

100

Capitulo 2

Fig.2.51 - Comparagio das teorias para o caso 3, deslocamento u, razio L/h=20
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A teoria layerwise € a que se aproxima mais dos resultados de Pagano [30], quer em
termos de tensdes normais, quer em termos de tensdes de corte, particularmente com
ratios L/h menores. H4 que registar, no entanto, que todas as teorias apresentam valores
préximos, o que se pode explicar pelo tipo de laminado em estudo, com pouca diferenca
de médulos e pela espessura de cada camada. A teoria layerwise € aquela que apresenta

uma evolucio mais real do empenamento da normal.
2.5.3 - Placa quadrada encastrada em flexao

Uma placa quadrada encastrada (fig.2.61) homogénea ou laminada € sujeita a pressdo
uniforme. Pretende-se avaliar a resposta linear eldstica da estrutura quando se utilizam as
teorias de deformagio mencionadas, em vdrios tipos de laminados:

a) laminado homogéneo, E=30000, v=0.3

b) laminado sandwich simétrico, Epele=30000, v=0.3, Enicleo=Epele/10,

Espessura da pele=0.1xh, espessura do nicleo=0.8xh

¢) igual a b) mas Enyicleo=Epele/100

d) igual a b) mas Engicleo=Epele/1000

e) b) laminado sandwich ndo simétrico, Epele=30000, v=0.3, Endcleo=Epele/100,

Espessura da pele superior=0.1xh, espessura do niicleo=0.6xh, Espessura da pele

inferior=0.3xh

Sio testadas vérias espessuras: h=1.0, 0.5, 0.25, 0.15, correspondentes a razdes
comprimento/espessura de 6, 12, 24 e 40. Nas figuras 2.62 a 2.121, apresentam-se a
variagdo de 6x(0,0), Txz(0,0), u(0,0) com as teorias de deformagdo e fungdo dos

laminados a) a €).
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Figura 2.61 - Placa quadrada encastrada - geometria, apoios € carregamentos
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Figura 2.98 - Epele/Enticleo=1000, h=1, tensdo normal x
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Figura 2.101 - Epele/Entcleo=1000, h=0.5, tensdo normal x
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Figura 2.102 - Epele/Enticleo=1000, h=0.5, tensdo de corte xz
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Figura 2.104 - Epele/Endcleo=1000, h=0.25, tensio normal X
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Figura 2.116 - Laminado e, h=0.25, tensdo normal x
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Figura 2.117 - Laminado e, h=0.25, tensdo de corte xz
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Figura 2.118 - Laminado e, h=0.25, deslocamento u
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Figura 2.121 - Laminado e, h=0.15, deslocamento u
Da andlise dos resultados deste exemplo, pode concluir-se que :

- para a placa quadrada homogénea, as trés teorias apresentam valores muito préximos,
quer em tensdes normais, quer em tensdes de corte. Mesmo varindo as espessuras, nio
se registam grandes alteragdes;

- & medida que os rdcios modulares aumentam verifica-se que as trés teorias apresentam
uma evolucdo semelhante da tensdo normal 6x, a menos de ricios muito elevados;

- 0s deslocamentos apresentam uma evolugdo bastante diferente de teoria para teoria,
particularmente com rdcios modulares elevados;

- as tensdes de corte transverso apresentam variagOes significativas, particularmente para
ricios modulares elevados. As teorias de 1* ordem e layerwise tém alguma proximidade,
particularmente nas tensdes do niicleo.

2.5.4 - Casca cilindrica laminada simplesmente apoiada sujeita a pressao

uniforme

Na figura 2.122 esquematiza-se uma casca cilindrica simplesmente apoiada nos bordos
rectos, sujeita a carga pontual. Tal como no exemplo 2.5.3 foram testados v4rios
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laminados e em cada caso verificado o desempenho das teorias de deformag@o. Nas
figuras 2.123 a 2.182 apresenta-se um conjunto de figuras comparativas do desempenho
das teorias apresentadas neste capitulo. Foram testadas as espessuras 6.35, 12.7 e 25.4

mm.
Figura 2.122 - Casca cilindrica simplesmente apoiada, sujeita a carga pontual
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Figura 2.123 -Laminado isotrépico, espessura 6.35, tensdo normal x
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Figura 2.124 -Laminado isotrépico, espessura 6.35, tensdo de corte xz
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Figura 2.125 -Laminado isotrdpico, espessura 12.7, tensdo normal x
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Figura 2.126 -Laminado isotr6pico, espessura 12.7, tensio de corte xz
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Figura 2.127 -Laminado isotrépico, espessura 25.4, tensdo normal X
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Destes resultados no exemplo de casca, verifica-se que:

- para laminados isotrépicos, as trés teorias apresentam tensdes normais e de corte muito

préximas;

- A medida que os rdcios modulares vio aumentando, a variagdo de resultados aumenta,
embora na zona do nicleo, a variagio seja muito menor do que nas peles-hd que ter em
conta que a espessura das peles é pequena e que a correcgdo de corte pode ser por 1SS0
influenciada;

- a variagfo de resultados em termos das tensdes normais € menor do que em termos das

tensdes transversais;

- verifica-se uma maior variacio dos resultados das trés teorias neste exemplo,
comparativamente ao exemplo da placa, tendo em conta a interpretagdo dos efeitos de
membrana e de corte.

2.6 - CONCLUSOES

Neste segundo capitulo, realizou-se a andlise linear eldstica de placas e cascas laminadas
compdsitas e sandwich. Utilizaram-se os elementos de casca degenerada de elementos



2.106 ’ Capitulo 2

sélidos. Foram utilizadas as teorias de deformacio de 1* e 3® ordens e ainda a teoria
layerwise preconizada pelos autores em [51]. Foram ainda utilizados os elementos de
casca Serendipita, Lagrangiano e Heterosis. Foi apresentada a formulagio genérica dos
elementos, tendo em conta as relagdes cinemadticas de cada teoria de deformagio. Foram
executados alguns exemplos numéricos, em que se pretendem avaliar da resposta
estrutural das trés teorias, quando na andlise de vdrios tipos de
laminados.Particularmente, hd interesse em avaliar laminados sandwich cujas

caracteristicas eldsticas s3o muito diferentes das caracteristicas das peles.

Estes elementos finitos, baseados nas deformacgdes de corte que apresentamos sdo
capazes de simular com boa qualidade um amplo espectro de situagdes estruturais, desde
estruturas isotrépicas, até laminados sandwich assimétricos.

A teoria de deformacdo de 1* ordem necessita da correc¢do do corte transverso, para que
as tensdes de corte possuam um “perfil” adequado através da espessura do laminado. Foi
implementada uma nova versdo da formulacdo de 1* ordem, que permite uma grande
redugdo de custos de cédlculo, dado que apenas calcula a matriz B’, em cada ponto de
integragdo, nas suas superficies superior e inferior. Nas restantes superficies, os termos
da matriz B’ sfo obtidas por interpolagdo linear.

Foi ainda implementada a formulagio de 3* ordem que produz directamente deformagdes
de corte transverso parabdlicas. Com esta formulagdo obtém-se bons resultados em
estruturas isotrépicas e em laminados compdsitos. Lamentavelmente, a qualidade da
solucdo degrada-se em laminados sandwich, particularmente naqueles cujos médulos das
peles e do nicleo sejam muito diferentes.

Finalmente, implementou-se a formulagdo layerwise, especialmente dedicada a laminados
sandwich com pequeno nimero de camadas. Em laminados sandwich cujos médulos de
peles e nicleos sejam muito diferentes, esta formulagdo revela-se particularmente
adequada. |
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CAPITULO 3

ANALISE NAO LINEAR GEOMETRICA DE CASCAS
LAMINADAS SANDWICH E COMPOSITAS

3.1 - INTRODUCAO

Na maioria das estruturas, ndo é suficiente considerar apenas o comportamento linear
eldstico, tendo em conta as condi¢des de carga em servigo. A andlise do comportamento
até a0 colapso, ou perto do colapso, € considerada actualmente como uma necessidade
tecnolégica e econémica, tendo em conta as vantagens de aproveitamento da estrutura
para além da cedéncia ou para além de instabilidades.

Assim, elementos cada vez mais esbeltos s3o utilizados no projecto das estruturas, com
vista 3 poupanga de material, sendo também mais frequente a utilizagdo de materiais de
maior resisténcia. Dentro destes materiais, os agos de elevada resisténcia, € 0S
compdsitos de vidro e carbono assumem, entre outros, papel de relevancia cada vez mais
acentuada. Os fenémenos de instabilidade sdo assim cada vez mais frequentes e o estudo
no comportamento nio linear estrutural representa um factor de interesse por um nimero
crescente de investigadores. As ndo linearidades habitualmente presentes € consideradas
na anlise estrutural sdo de dois tipos: uma de cardcter geométrico, envolvendo grandes
deslocamentos, rotagdes ou deformagOes e uma outra, envolvendo efeitos ndo lineares no

comportamento do material, como por exemplo elasto-plasticidade ou dano.

0 método dos elementos finitos, logo ap6s o seu aparecimento, foi extendido & andlise de
problemas ndo lineares [1]. A nio linearidade geométrica foi posteriormente incluida nos
métodos de elementos finitos [2,3]. E actualmente, ainda, uma das dreas de grande
desenvolvimento e investigagdo na engenharia estrutural e computacional. Duma forma
genérica, adopta-se na andlise ndo linear de elementos finitos uma formulago incremental
com ciclos de correcgdo, por forma a garantir a estabilidade da solugo das equagdes de
equilibrio linearizadas e por forma a garantir a'convergéncia para o "caminho" da solugdo.

Duma forma geral, as equagdes discretizadas de equilibrio ndo sio passiveis de resolugdo
directa. E, no entanto, possivel lineariz4-las, tendo em conta que as varidveis estejam
referidas a uma dada configuragdo de equilibrio. A carga, no processo incremental-
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iterativo, é sucessivamente aplicada e em cada incremento de carga procura-se obter uma
solucdo dentro dum intervalo de convergéncia, através dum ndmero determinado de
iteragcdes. As varidveis do problema sdo entdo actualizadas em cada incremento, até que se

obtenha uma resposta suficientemente correcta para a solugio.

Os problemas nio lineares complexos podem assim ser resolvidos pelo método dos
elementos finitos, sem grandes dificuldades tedricas, devido ao cardcter numérico do
procedimento. As questdes que se levantam ao analista s30 o consumo de tempo (cada
vez menor devido A crescente performance dos processadores), € os algoritmos mais
adequados para ultrapassar algumas dificuldades fisicas ou numéricas em alguns

problemas de engenharia [4]. ‘

Neste capitulo realiza-se a andlise ndo linear geométrica de placas e cascas laminadas
compdsitas e sandwich, através do método dos elementos finitos. Ndo sdo consideradas
as questdes das grandes deformagdes, nem das instabilidades geométricas. Sdo
considerados problemas de pequenas deformagdes e grandes deslocamentos. Adopta-se
em todo o capitulo a formulagio lagrangeana total, no contexto das suposigdes de Von
Karman [2], na descri¢do da deformagio da estrutura. Comparam-se neste contexto, as
trés teorias de deformagdo de corte apresentadas no capitulo 2, quer em laminados
compésitos quer em laminados sandwich. Apresentam-se resumidamente algumas
técnicas de solugio numérica e sdo discutidos alguns exemplos.

3.2 - FORMULACAO GEOMETRICAMENTE NAO LINEAR
3.2.1 - Formulagao lagrangeana total e actualizada

Tendo como objectivo a solugdo das equagdes de equilibrio e compatibilidade da estrutura
deformada, e usando o método dos elementos finitos, é conveniente aplicar o principio
dos trabalhos virtuais com uma formulagio de deslocamentos ou deformagdes assumidas.

O desenvolvimento das equagdes linearizadas necessita do conhecimento prévio das
configuragdes de equilibrio. As tensdes e deformagdes sdo entdo referidas a essas
configuragdes. Na prética utilizam-se bdsicamente duas opg¢des: a formulagdo
Lagrangeana Total (FLT) e a formulagdo Lagrangeana Actualizada (FLA). Na FLT todas
as varidveis estdticas e cinemdticas estdo referidas a configuracdo inicial, enquanto que na
FLA aquelas estio referidas 2 configuragio imediatamente anterior. Em qualquer dos
casos, o principio dos trabalhos virtuais escreve-se na forma

{o'ij Seij dv = oW : (3.1)
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em que 8W ¢ o trabalho virtual as forcas exteriores, obtido pela equagio

oW = j biSuidV + §ti6uids (32)
v S

onde bj e tj sdo, respectivamente, as componentes das forgas voliimicas e de superficie, e
$u; a componente do vector dos deslocamentos virtuais.

Tanto na FLT como na FLA se incluem os efeitos cinemdticos ndo lineares devidos aos
efeitos dos grandes deslocamentos e das grandes deformagdes. A sua correcta aplicagdo
a0 caso das grandes deformagdes depende em grande medida do modelo constitutivo
utilizado.

3.2.2 - Equagdes incrementais de equilibrio e sua solu¢ao pelo método
dos elementos finitos

Apresenta-se o desenvolvimento da forma incremental das equagGes de equilibrio da
estrutura deformada nas FLT pelo método dos elementos finitos. Ndo se utiliza neste
trabalho a FLA. Toma-se como ponto de partida para este desenvolvimento a equagio do
principio dos trabalhos virtuais para uma dada configuragdo. O método mais habitual para
obter essa forma incremental das equagdes de equilibrio na solugdo de problemas néo
lineares & o de linearizar as equagdes de equilibrio pelo principio dos trabalhos virtuais.
Este procedimento supde que o incremento de deslocamentos entre duas configuragdes €
pequeno, conduzindo A expressio cldssica da matriz tangente, utilizada em métodos de
solugio do tipo Newton-Raphson completo ou modificado [2,3,5,6].

A utilizagdo da configuragio original para referéncia das varidveis do problema tem
algumas vantagens sob o ponto de vista da formulagdo de elementos de casca
degenerado. Dada a complexidade e o custo de cdlculo da matriz das deformagGes, com a
FLT, calcula-se apenas uma vez a sua componente linear e apenas se realiza a actualizagio

da sua componente néo linear.

Tendo em conta o equilibrio da estrutura numa dada configuragdo, pode escrever-se a

€quacio bésica de equilibrio como

£ = p(a) (3.3)

em que f é o vector das forgas exteriores aplicadas e p(a) o vector das forgas nodais
equivalentes, fungio do vector de deslocamentos a , e expresso na forma
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p(a)=[BTg dv (3.4)

em que a matriz das deformagdes incremental € agora fun¢do do campo de deslocamentos
corrente e deve ser actualizada durante o processo nio linear. O campo de deformagdes
em problemas geométricamente nio lineares € composto por uma parte linear ¢ outra néo
linear, e de igual forma a matriz B pode ser considerada como a soma de duas matrizes

B=B,+B; (3.5)

onde B, representa a parte linear de B usada em andlise linear de pequenos deslocamentos
e By a parte ndo linear, fun¢do dos deslocamentos correntes.

Aplicando variagOes a équagﬁo (3.4), relativamente as variagdes de deslocamentos da,

obtem-se

dp=[BTdg dv+/dB"g dv=K da (3.6)
v v

onde K representa a matriz de rigidez tangencial para a configurago corrente([7].
Tendo em consideragdo que

do=D de =D B da 3.7

em que D & a matriz de elasticidade, ou a matriz elasto-pléstica para problemas de elasto-
plasticidade (ver capitulo 4), e

dBT =dB} (3.8)
e assumindo ainda que
[dBf o dv=Kg da (3.9)
v
pode finalmente obter-se a matriz de rigidez tangencial como
K=K+K, (3.10)

em que

IR
1l
{os)

-1
|w]
o
[oN
<

(3.11)
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e K ¢ denominada habitualmente como matriz de rigidez geométrica, cuja forma serd

definida mais adiante.

Assume-se neste trabalho as suposi¢des de Von Karman que usou as seguintes hipoteses
para grandes deslocamentos de placas [8]:

1 - a espessura h é muito inferior 2 dimensio tipica da casca L (hip6tese néo

restrictiva);

2 - os deslocamentos transversais w sdo da mesma ordem de grandeza de h;

3 - as inclinagGes das tangentes sdo pequenas

—{«1 } l«l

4 - os deslocamentos tangenciais u e v sdo pequenos - nas relagdes deformagéo-

ow  ow
deslocamento apenas oS termos -a— e — sdo retidos, enquanto 0s outros sao
X

desprezados;
5 - todas as componentes de deformagéo sdo pequenas.

As deformacdes de Green-Lagrange, neste contexto sao expressas em (ermos das
derivadas locais dos deslocamentos. Para elementos de casca essas deformagdes, depois

de introduzidas as suposi¢des de Von Karman, s&o obtidas como

([ ou

% |G

Ex P
y
Ex ou' oV l(__aw )
—_— + —

§_= 'Yx'y' =j : "+ﬁ2 ayl \
el | | XY
¥ owl |
0z dy' | ) ’
As deformagGes sdo assim separadas nas suas componentes linear e nio linear
. =& TEL (3.13)

bem como nas suas componentes incrementais

de =dg, +dgp (3.14)
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A matriz das deformacdes B pode entdo ser calculada. O cdlculo da parte linear foi
referido no capitulo 2. A parte ndo linear do vector de deformagGes pode ser calculado a

partir da equagdo (3.12):

1(5&) o o]
2\ ox ox' _
1(aw')2 . 0 aa_w_ _aalv_
= 71 3¢ - yI X"
EL=120 ) =90 ow  aw | oW G-
W W > ¢ |3y '
ox dy A
0
| o ] LO ..
ou e =>A R (3.16)

As derivadas de w' podem ser relacionadas com as varidveis nodais a como
aw
R=| S |=G 2 (3.17)
ay'
Tendo em conta a variagdo da equagio (3.16) obtem-se
ey =dAR+ AR = AJR = AG (3.18)
e entdo, por defini¢do, obtem-se
BL.=AG (3.19)

Note-se que os termos de corte transverso ndo sdo afectados pela presente formulagéo.
Conhecida a matriz B falta explicitar a matriz de rigidez geométrica

K,da = [dBTodv =[GTdAT odv (3.20)
v v

em que dATo pode ser expresso por

1 ] G t (] {
%Y,— %—W,— 0 olf oy d%i'o'x. +dgl,rx.y
dATg=dl . 3% Tey (=] Y |62
A —aw 0 Of{Txy d—aw Oy +d—aw Tey'
dy' ox 1:” dy 7 ox 7

yv Zv
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Arranjando este vector
aw'
dATg = d['cii. Tg’;'] ] S\’,‘é (3.22)
oy'
¢ usando dATc=[0] G da (3.23)
com [o]= [:fy Tg’;’] (3.24)

obtem-se assim a matriz de rigidez simétrica geométrica K.
3.3 - TECNICAS DE SOLUCAO

Na aplicaciio do Método dos Elementos Finitos & resolugdo de problemas estruturais nao
lineares, hd necessidade de resolugdo de um conjunto de equagdes nio lineares de
equilibrio, ndo sendo possivel aplicar os métodos de solugdo directa. Existem publicados
um conjunto de alternativas para a resolugdo destes problemas. Os algoritmos
habitualmente considerados so os métodos incrementais e os incrementais-iterativos que
constituem a base do método de Newton-Raphson. Em ambos os casos, o problema ndo
linear é reduzido a uma sequéncia de solugdes lineares, substituindo a carga total por
incrementos de carga até se atingir a carga final. Enquanto que nos métodos incrementais
puros existe a possibilidade de acumulagdo de erros e desvios da solugdo correcta, 0s
métodos incrementais-iterativos consideram um processo iterativo em cada incremento de

carga, corrigindo assim os erros a transmitir ao incremento seguinte.

0 método de Newton-Raphson (NR) puro [5,7] constitui um método dispendioso, dado
que implica a reformulagdo da matriz de rigidez da estrutura em todas as iteragdes do
processo incremental. Foram desenvolvidas por diferentes autores diversos métodos de
reduzir o custo computacional deste método na andlise ndo linear de estruturas. Foram
considerados, entre outros, os métodos de Newton Modificados, os métodos Quasi-
Newton e Secante-Newton e do Gradiente Conjugado [2,9,10].

Estes métodos apresentam dificuldades para ultrapassar pontos limite na curva de
equilibrio da estrutura em estudo. Exemplos destes fendmenos sdo os comportamentos
tipo "snap-back" e "sna:p-through", muito frequentes na andlise de instabilidade
geométrica de cascas finas. Em ambos os casos, verifica-se que com os métodos
anteriores ndo € possivel conhecer o comportamento completo da estrutura, sendo
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necessdrio recorrer a outros métodos. Os métodos de Controlo do Comprimento do
Arco[9-13], sdo habitualmente usados com sucesso para contornar estas dificuldades.

Neste capitulo, apresentam-se os diversos métodos a disposig¢do do projectista para a
andlise ndo linear de estruturas, bem como se estuda o comportamento de estruturas tipo
casca, com materiais compdsitos ou sandwich. Estes métodos representam uma
capacidade acrescida e uma grande flexibilidade para qualquer c6digo de elementos
finitos, tendo sido adoptados neste trabalho. De acordo com as caracteristicas da andlise a
realizar, poderd o utilizador, em qualquer momento, optar por um dos métodos.

3.3.1 - O método de Newton-Raphson

<

Em qualquer problema de andlise estrutural, procura-se obter a solug¢do de um sistema de
equacdes de equilibrio. Adoptando a formulagdo de deslocamentos do método dos

elementos finitos, esse sistema de equacdes tem a forma
Kd=f (3.25)

em que K & a matriz de rigidez global da estrutura, simétrica, nio singular, obtida a partir
da contribuigio dos diferentes elementos ou macro-elementos da estrutura [1]; d é o
vector dos deslocamentos nodais (solugdo); e f é o vector das forgas nodais exteriores.

A solugdo linear deste sistema é obtida directamente, a partir da inversa da matriz de
rigidez. Se o problema € ndo linear, no entanto, a matriz de rigidez € dependente de d e os
métodos de solugdo directa ndo sdo aplicdveis. Os métodos incrementais-iterativos
passam entdo a ser os mais indicados, em particular o método de Newton-Raphson (NR)
pela sua simplicidade e pela sua capacidade.

Tendo em conta que a carga total se encontra dividida num determinado nimero de
incrementos, e para um dado incremento de carga n, pode escrever-se o sistema de

equagdes nio linear, sob a forma linearizada como

o(d")=r@d")-£"=0 (3.26)

z

em que " é o vector das forgas nodais aplicadas exteriores, associado ao incremento de
carga n; d" é o vector dos deslocamentos nodais a encontrar; r(d")€ o vector das forgas

nodais equivalentes internas (equivalentes  distribui¢do das tensdes) encontrada no final

do incremento de carga n e cujo valor é definido por

= [(B") g"aV (3.27)
v
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¢ finalmente @(d™) é o vector das forgas residuais ou ndo equilibradas associado a0

incremento de carga n.

Designando por dP uma estimativa do vector de deslocamentos para o incremento
corrente € para a iteragdo i, & qual corresponde um vector de forgas residuais _(g(g?) =20
pode obter-se um valor mais correcto dos deslocamentos, di,, através do
desenvolvimento em série de Taylor limitada de @(df,;) na vizinhanga de dj' ou seja,

do@)["
o(di ) =od)+ d 8di! =0 (3.28)
2 b
Esta equagfo pode ser reescrita, na seguinte forma:
0(d%1) = 0(d") + K} 8dP =0 (3.29)

onde K%i representa a matriz de rigidez global tangencial da estrutura em andlise. O

vector da variagiio dos deslocamentos 3d}' pode ser obtido, modificando (3.29) na forma
-1
sdr =—-{K%, | e@h (3.30)

A solugdo pode entio ser corrigida, obtendo-se o novo vector dos deslocamentos como

dr,, =d? +5d? (3.31)

1

Estas equagbes apresentadas constituem a base do método NR, para a solugdo de
sistemas de equagdes ndo lineares. A sua representacao esquemdtica para um sistema
unidimensional € ilustrada na figura 3.1. Refira-se que, em cada incremento de carga, 0
némero de iteragdes a efectuar depende de um determinado critério de convergéncia.

Para sistemas em que as forgas sdo conservativas, ou seja em que 0 vector das forgas
exteriores aplicadas na estrutura ndo depende do vector dos deslocamentos, a matriz de
rigidez tangencial pode ser calculada como

Jdp or
Kr==-=2= (3.32)



3.10 Capitulo 3

W
ks - ="
y‘ — - — -— -
I ;
3 e T . h_iwz
Ly ‘ |'I Y,
|
R
L, \/ | } : :
|
I l P
S
ad A S |
O sy L s ) osa
[ |
| 48
! Ads -t |
. N |
. ady . |
L ~ — —t -
4 adr 4 a 4y a*tt d
bt}

Figura 3.1 - Tlustragdo do método de Newton-Raphson para um sistema unidimensional
3.3.2 - Os métodos de Newton-Raphson modificados

O método de NR na andlise nfio linear de estruturas envolve, em cada incremento de carga
e em cada iteracdo, o cdlculo da matriz de rigidez tangencial e a sua inversa, tal como
indicado na expressdo 3.30. Dependendo do nimero de elementos da estrutura e do
ndmero de incrementos de carga, este clculo pode significar um enorme esforgo de
célculo. Em materiais compdsitos ou sandwich esta questdo é ainda mais relevante, dado
tratarem-se de estruturas laminadas multicamadas, sendo necessdrio recorrer a uma
discretizagdo verdadeiramente tridimensional, aumentando assim o tempo de célculo.
Existem diversas formas de diminuir esse esforgo de célculo, através da modificagio do
método de NR, em que a matriz de rigidez é mantida constante em parte do processo €
actualizada apenas noutra parte. De acordo com os métodos em causa, esta actualizag@o
varia e vai ser explicada de seguida.

3.3.2.1 - O método da rigidez inicial

Neste método, apresentado por Zienkiewicz et al. [14], utiliza-se a matriz de rigidez
eldstica inicial, em todo o processo incremental-iterativo. Esta matriz € calculada na
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primeira iterag@o do primeiro incremento de carga, como € ilustrado na figura 3.2. Esta
abordagem reduz dristicamente o cdlculo da matriz de rigidez, mas tem como
desvantagem a menor velocidade de convergéncia do processo [15]. O esfor¢o de
computagdo passa entdo a ser importante, dado o nimero de iteragdes necessario para se

z

atingir a convergéncia. Este método é muitas vezes denominado Ko. Devido as
caracteristicas deste método, foram encontradas alternativas, em que a matriz de rigidez é

actualizada apenas uma vez em cada incremento de carga.
3.3.2.2 - Os métodos KT1 e KT2

No método KT1 a matriz tangente € actualizada na primeira iteragdo de cada incremento
de carga, figura 3.3, enquanto que no método KT2 a actualizagdo se faz no inicio da
segunda iteragdo e apGs a aplicagdo do incremento de carga na primeira iteragio, figura
3.4.

Aequagio 3.30 passa a ter a forma seguinte, de acordo com o método

Método

-1
KT1 8dP , =_[go] o(dr,); i21 (3.33)
KT2 odiL, = —[_%1 ]_lg(g{‘_l ), 122 (3.34)

t
]
]
—
= - :}w-;
i
<
=

40 dn'l d

Figura 3.2 - O método da rigidez inicial para um sistema unidimensional
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Figura 3.4 - Método KT2 para um sistema unidimensional
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Estes métodos conduzem habitualmente a uma diminui¢do da velocidade de convergéncia,
que é quadritica no método de NR [15], ou até a divergéncia do processo iterativo. A
primeira situagdo ocorre sempre que haja diminuigdo da rigidez e a segunda pode ser
contornada aplicando incrementos de carga menores. Estes métodos podem ainda ser
complementados com esquemas aceleradores de convergéncia do tipo Aitken [16-18], ou
Alpha-Constant [18]. Em alternativa aos métodos anteriores, existe também o método de
Line-Search, que consiste na correcgdo do vector da variagio dos deslocamentos
calculados, por forma a minimizar a energia potencial do sistema [15]. Este método nao
serd explicado, podendo os interessados consultar [15], como uma boa referéncia nestes

métodos.
3.3.3 - Métodos de controlo do comprimento do arco

Em comportamentos nio lineares extremos como no caso de "snap-back” e "snap-
through", frequentes na anélise da instabilidade geométrica de cascas finas, os métodos
iterativos convencionais sdo inadequados para a definigdo completa da curva de
equilibrio, cujo completo conhecimento é essencial para a obtengdo do colapso da
estrutura. Na figura 3.5 apresenta-se um exemplo de uma curva caracteristica onde se
evidenciam as dificuldades mencionadas. Numa formulagdo incremental pura para as
cargas aplicadas, a solugdo passaria do ponto B para o ponto D, ignorando o
comportamento do sistema relativamente ao segmento BD da curva de equilibrio. Esta
passagem & referida na literatura como "snap-through", ou seja um salto da solugdo para
um novo estado de deslocamentos a carga constante, podendo ser solucionada se na
andlise os deslocamentos forem prescritos incrementalmente. Outro problema ocorre com
o salto de E para F, com variagdo de carga a deslocamento constante, fen6meno
designado por "snap-back”.

Os métodos de controlo do comprimento do arco tornaram possivel a completa definicdo
da curva de equilfbrio, para além dos pontos limite, permitindo assim definir os pontos de
colapso da estrutura. Estes métodos permitem ainda uma melhoria das caracteristicas de
convergéncia dos métodos iterativos convencionais, como 0s métodos de NR
modificados.

Registe-se que estes métodos t&m maior interesse na andlise nao linear de laminados
compésitos monoliticqs do que em laminados sandwich, pela pequena espessura dos
Primeiros e pela maior espessura dos segundos. Os fenémenos indicados na figura 3.5
ocorrem com maior probabilidade em estruturas de casca fina.
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Figura 3.5 - Curva de equilibrio tipica em regime nfo linear geométrico
3.3.3.1 - Formulacio genérica

A principal caracteristica destes métodos € a introdugdo de uma condi¢do de constrigdo
extra no comprimento do vector iterativo (Ad;,AA;). O vector de forgas residuais toma a

forma
¢=p- kg (3.35)

onde g é um vector fixo de carga apliccada e A, uma varidvel extra, representa o factor de
carga. Pode escrever-se, para qualquer ajuste de carga 6);

@, (A +8h) =@, (A;) - 3hig (3.36)

Pode entio corrigir-se os deslocamentos correntes como

onde 81 =K7iq (3.38)

Conhecendo dA;, pode calcular-se
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A forma como se ird calcular 8A;, o ajuste do nivel de carga, depende do método de

constricdo usado para o vector iterativo.
3.3.3.2 - Método da formulagdo esférica

Neste método, a equagio de constri¢do € dada por
2
AdTAd, +bAN; = AL? (3.40)

onde Al é um valor prescrito do comprimento do arco para o incremento de carga corrente

[11]. O termo esférico resulta do facto das iteragdes, na satisfagdo das equacdes de
constri¢do, se enquadrarem numa esfera n-dimensional de raio Al. O processo € ilustrado
na figura 3.6 para diferentes valores de b. Ao substituirmos (3.39) em (3.40) o factor 6,

pode ser calculado a partir da equagdo quadrdtica resultante

;002 +a,0\; +a; =0 (3.41)

onde a; =878 +b (3.42)
a, = 2[(Ad; +8,) 81 + bAN] (3.43)

a; = (Ad; +8,)T(Ad; +8,) +bAAY — A1 (3.44)

Estas equagdes fornecem duas solugbes, sejam (Adyyy 1, Ak 1) © (Adjy9,AN 412)-

Escolhe-se o vector iterativo que & mais préximo ao anterior. Os cosenos dos angulos que

estes dois vectores formam com o anterior, ou seja,

_ AdE A + AN + 8\ 1AM

N (3.45)

cos9,
AdL, ,Ad; + AN + 8\ AN

2 (3.46)

cosf, =

fornecem a informagdo necesséria para o critério de escolha. Se estes valores tiverem
sinais diferentes, escolhemos o 8; que implica um coseno positivo, dado corresponder a

um 4ngulo agudo [11]. Se ambos os cosenos forem positivos, Crisfield[11] propde a

. . 1 a L
escolha do §A; mais perto da solugdo linear 6A; = -3, Este processo ¢ equivalente a
- 8.2

escolher o §A; com o menor valor absoluto [12]. Para o primeiro incremento de carga,
impomos um determinado parimetro de carga Ak, ap6s convergéncia calculamos 0

113 . .
Comprimento’” do incremento como
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Al' = ALy +/8181 +b (3.47)

Para todos os incremento de carga além do primeiro, o parmetro de carga inicial é

definido como
AU

AN, =
\/§¥§T +b

Habitualmente[11], em vez de se usar Ali-! na equagdo (3.48) o comprimento de arco é

(3.48)

escalado por forma a usar menores comprimentos em nao linearidades severas e maiores
incrementos noutras regioes. Isto é possivel fazendo
i1 At [l
Alnovo - Alvelho I (3.49)
j-1
onde I4 é o niimero ideal de iteragdes necessdrias  convergéncia e Ij.; € o o nimero de

iteragdes do ultimo incremento.

A
&1“ M
QO
R N

T
T

J—:A)\; T\

AN
AN,
AN

I 4 | |
g, Ad-

84,

| I
Ad, SA 87

Figura 3.6 a-Formulagdo esférica com b=1 Figura 3.6b - Formulagio esférica com b=l
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33.3.3 - Método do plano normal

Nestes métodos, o comprimento do arco inicial é definido como no método anterior, mas
as equagdes de constrigdo sdo diferentes [35]. No chamado método do plano normal fixo
(figura 3.7), impde-se um caminho normal ao vector iterativo inicial por

(Ad,, AN, )(Adyy; — Ad;,00) =0 (3.50)
sendo entio 6A,; calculado como

AdT 3,

SA; =~
PTOAdS 8y + AR,

(3.51)

No método do plano normal actualizado (figura 3.8) o processo ¢ similar, mas neste caso
para cada itera¢do o caminho ¢ constringido a ser normal ao vector iterativo anterior e

assim a equagdo de constrigdo vem dada por

(Ad;, AN )(Ady — Ad;,00)=0 (3.52)

AdT3;
btendo- O\, =— =1 =1 3.53
obtendo-se =T+ AN, (3.53)

Em [12] S4 corrige o “comprimento” incremental por forma a diminuir os comprimentos
excessivos que tornam a convergéncia lenta. Ap6s o célculo de OA;, calcula-se um factor

correctivo de acordo com

K= \/K(_i;r+lAQi+l + (AN +80)?

(3.54)
\/ZQ?AQi +(AN)?
sendo o vector iterativo definido agora como
d;,q = k(Ad; +9; +0M;97) (3.55)
Mg =K(A; +8Ay) (3.56)

Para b=1 a iteragdio toma o lugar duma esfera n-dimensional (figura 3.9).



Figura 3.7 - Método do plano normal

Figura 3.8 - Método do plano normal

actualizado

Figura 3.9 - Método do plano normal
actualizado com “correcgdo” do comprimento
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33.3.4 - Método de controlo do deslocamento

Este método, em que se seleciona uma dnica componente de deslocamentos como 0
parimetro de controle do método, foi inicialmente introduzido por Argyris [36] mas foi
posteriormente modificado [34,37-39]. Regista-se, em particular, as modificagdes de
Batoz e Dhatt[34] que colocam este método no conjunto dos anteriores. A condi¢do de
constrigio consiste em tornar a componente iterativa do deslocamento escolhido Qﬁl

igual a um certo valor d, tal que
adk,, = Ad¥ +8f +81 87 =d (3.57)

_d-(dE+3H)

(3.58)
ok

¢ assim, neste caso A4

Este método tem particular interesse em problemas onde um determinado grau de

liberdade tenha relevancia.
3.4 - EXEMPLOS NUMERICOS

De seguida apresentam-se dois exemplos numéricos da andlise geométricamente nio
linear de placas e cascas laminadas compésitas e sandwich. No primeiro exemplo, uma
placa quadrada encastrada sujeita a carga uniformemente distribuida é analisada. No
segundo exemplo, uma casca cilindrica simplesmente apoiada € sujeita a carga pontual
central. Em ambos os exemplos sdo estudados vérios laminados e sdo comparadas as

respostas estruturais das trés teorias de deformagao apresentadas no capitulo 2.
3.4.1 - Placa quadrada encastrada sob carga uniformemente distribuida

Uma placa quadrada encastrada sujeita a uma carga uniformemente distribuida ¢
analisada. A geometria e as propriedades mecAnicas estio especificadas na figura 3.10.
Um quarto da placa é dividido em 9 elementos de 8 nés. E utilizada a integragio reduzida.
A tolerancia utilizada para verificar a convergéncia do processo néo linear € de 0.25% em

termos das forgas residuais.
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Figura 3.10 - Placa quadrada encastrada - geometria, malha e materiais
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Figura 3.11 - Curva carga-deslocamento central transversal, laminado (a), L/h=20
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Figura 3.12 - Laminado isotr6pico (a), L/h=20, tensdo normal x
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Figura 3.14 - Laminado isotrépico (a), L/h=20, tensdo de corte xz, (L2,0)
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Figura 3.15 - Laminado isotrGpico (a), L/h=6, carga-deslocamento central
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Figura 3.17 - Laminado isotr6pico (a), L/h=6, tensdo de corte xz, (0,0), carga =1400
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Figura 3.23 - Laminado (b), L/h=6, curva carga-deslocamento
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Figura 3.31 - Laminado ndo simétrico (e), L/h=6, tensdo normal x
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Figura 3.33 - Laminado nio simétrico (e), L/h=6, tensio de corte xz (L/2,0)

Neste exemplo verifica-se boa aproxim¢io das trés teorias para o caso isotrépico,
enquanto que & medida que na estrutura sandwich as razdes dos médulos se tornam mais
acentuadas, verificam-se variagdes mais ou menos pronunciadas nas tensdes de corte
transverso e no deslocamento central. Esta variagio € eventualmente devida as diferentes
interpretagtes das deformagdes de membrana em cada teoria. Pensa-se que a formulagao
layerwise, pela forma como representa a evolugdo da normal através da espessura, €
consequentemente as deformagdes de corte, € aquela que apresenta uma solugio mais
coerente com a deformacio real dos laminados sandwich.

3.4.2 - Casca cilindrica sujeita a carga central pontual

Uma casca cilindrica simplesmente apoiada nos bordos rectos ¢ sujeita a carga central
pontual. A geometria e as propriedades mecénicas estdo especificadas na figura 3.34.

Neste exemplo verifica-se que, logo que a razio do mddulo das peles e do nicleo atinge 0
valor de 100, h4 uma variagiio na resposta das trés teorias de deformaciio. A grande
disparidade verificada para razdes de 1000 pode eventualmente residir na instabilidade
numérica do sistema global de equagdes a resolver.
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3.4.3 - Casca cilindrica sujeita a carga central pontual-anilise da resposta

inelastica até 2 instabilidade e pods-instabilidade

Este exemplo ilustra a utilizagdo do método de controlo do comprimento o arco, para
obter a resposta em equilibrio estitico instdvel duma casca eldstica. A casca em questdo €
rebaixada, simplesmente apoiada nos bordos rectos e sujeita a uma carga pontual central.
Dado que este exemplo foi estudado por muitos autores, a verificagdo desta andlise ¢ feita
por comparagdo com os resultados publicados.

As dimensdes da casca sdo ilustradas na figura 3.38. O material € linear eldstico com um
médulo de Young de 3.103 GPa e um coeficiente de Poisson de 0.3. Supondo que a
casca deforma duma forma simétrica, discretiza-se um quadrante, com 16 elementos de 9

nds Heterosis.

Na figura 3.39 ilustra-se o deslocamento vertical (para baixo) do ponto sob a carga e do
ponto médio sob o bordo livre da casca, em fungdo da carga aplicada total. A casca
colapsa instdvelmente para uma carga de cerca de 600 N, com um abaixamento acentuado
da carga até um valor de cerca de -380N ("snap-through"). No final desta fase de "snap-
through", o ponto médio da casca movimenta-se para cima ligeiramente ("snap-back")
dum deslocamento de cerca de 16.8 mm para 14.1 mm mesmo antes do fim do "snap-
through". A casca rigidifica-se rapidamente a4 medida que a carga aumenta. Na
configuragio indeformada, o ponto central da casca estd cerca de 12.7 mm acima dos
bordos rectos. Da figura 3.39 pode ver-se que a instabilidade ocorre quando o ponto
solicitado tem um deslocamento para baixo de cerca de 14.4 mm, quando estd logo
abaixo do plano horizontal definido pelos bordos rectos. No entanto, neste ponto de
instabilidade, o ponto no centro do bordo livre s6 se deslocou para baixo cerca de 3 mm.
No fim do "snap-through”, o ponto sob a carga deslocou-se cerca de 16.3 mm, enquanto
que o centro do bordo livre se deslocou cerca de 26.3 mm. Assim, durante este "snap", 0
ponto sob a carga s6 se movimenta num total de 2 mm, enquanto que o centro do bordo

livre se movimenta de 23.3 mm.

Virios autores investigaram este mesmo problema [11,39,40] ¢ os seus resultados sdo
muito préximos dos aqui obtidos (teoria de 1* ordem). Na figura 3.40 ilustra-se a
Compafégao das vdrias soluges para a variagdo da carga com o deslocamento do ponto
central (sob a carga). ~
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Figura 3.39 - Resposta carga-deslocamento para uma casca cilindrica
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Na figura 3.41 apresenta-se a influéncia do nicleo na resposta, para o elemento de
Ahmad. Aqui os mddulos de Young e de corte sdo uniformemente reduzidos a 10% dos
das peles.

12.0 ; : :
10.0 _: ........ —o0—h=6.35, Ahmad, isotropic
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8.0 /
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Figura 3. 41 Comparagio entre um material homogéneo e uma sandwich com razio de
caracteristicas =10, espessura =6.35 mm

[
74

Na figura 3.42 ilustra-se o mesmo caso que na figura 3.41, mas alargado a vdrias razGes

de médulos das peles vs. médulos do ntcleo.

Na figura 3.43 ilustra-se o caso da figura 3.41, mas com razio de 1000, onde se pode
observar a deformagdo com vincos bastante pronunciados no “snap-back”. Refira-se que
adeformagdo ¢ praticamente ndo linear até 3 instabilidade e que, a partir desse momento,
ainstabilidade & bastante vincada. Na figura 3.44 ilustra-se a comparagdo das teorias de
deformagio de 1* e 3* ordem para a situagio isotrépica.



3.40

Capitulo 3

—o—h=6.35, Ahmad, isotropic
——E/E=10, ahmad, 6.35

—ae—h=6.35, Ahmad, E/E=100

—a—h=6.35, Ahmad, E/E=1000

(.

carga
a0
o ©
111 1

./
f////

-4.0 Illli’l(lllllli

T 1 1T 1T 3717 1T r1tTrr g rrrr

-10.0 0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0. .60.0
deslocamento central

Figura 3.42 - Comparagio entre um material homogéneo e uma sandwich com razio de

caracteristicas varidvel, espessura =6.35 mm
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Figura 3.43 - Comparagio entre um material homogéneo e uma sandwich com razdo de

caracteristicas de 1000, espessura =6.35 mm
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Figura 3.44 - Comparagio para um material homogéneo , das teorias de deformagéo de
1% e 3* ordens, espessura =6.35 mm

Verifica-se que as teorias de 1* e 3* ordens apresentam respostas muito préximas e que o
niicleo influencia significativamente a deformaggo instalada, a carga de instabilidade e o

"snap-back".
3.5 . CONCLUSOES

Neste capitulo realizou-se a andlise geométricamente ndo linear de estruturas tipo casca
laminada compésita e sandwich. Foram apresentadas a formulagdo lagrangeana total e as
equagBes incrementais de equilibrio, bem como a sua solugdo pelo método dos elementos
finitos. As técnicas de solugio mais correntes, em particular os métodos de Newton-
Raphson e do controlo do comprimento do arco, foram também discutidos e formulados.
Foram ainda executados alguns exemplos numéricos, relativamente a placas e cascas
laminadas, onde se procurou estudar o desempenho dos elementos finitos de casca, bem
como das teorias de deformacio de corte. Foi verificado que para placas e cascas
isotrépicas, as trés teorias estudadas (1* ordem, 3* ordem e layerwise) apresentam uma
resposta semelhante, quer em termos de deformagio, quer em termos de tensdes normais
e de corte transverso. Algumas variagdes mais ou menos significativas sdo registadas,
entre estas teorias, quando se estudam laminados sandwich. Neste dmbito, pensa-se que
a formulagdo layerwise representa adequadamente a deformagio e as tensoes no
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laminado, dado considerar localmente a possibilidade de rota¢des de cada camada do

laminado.

Com a implementagdo no elemento de casca degenerada dos métodos de controlo do
comprimento do arco, torna-se possivel ultrapassar alguns pontos criticos da resposta da
estrutura e obter, assim, uma resposta completa em deformacio. Neste contexto, foi
estudado o comportamento duma casca cilindrica em flexdo, sujeita a uma resposta
instdvel, onde se pode averiguar do efeito do laminado na resposta global. Foi comparada
a resposta do elemento de casca degenerada aqui implementado, com outras referéncias.
A resposta obtida pelo método proposto € muito semelhante ao apresentado noutras
referéncias. Dado o tipo de casca em estudo, a resposta de ambos os elementos € muito
semelhante. Para cascas mais curvas, pensa-se que a resposta serd algo diferente. Foi
ainda implementada a teoria de deformacdo de corte de 3* ordem, neste contexto. No
exemplo de casca isotrépica, tal como seria de esperar, esta formulagio tem uma resposta
semelhante 3 teoria de deformagio de corte de 1* ordem.

Como conclusio final, poderia afirmar-se que estas formulacdes fornecem ao projectista
um valor acrescentado na andlise de estruturas tipo casca sujeita a instabilidades. As
teorias de deformagio de corte, por seu lado, constituem alternativas interessantes para
essa analise. Dos resultados obtidos, pensa-se poder afirmar que a teoria de 3* ordem €
uma boa alternativa i teoria de 1* ordem na andlise de casca isotrpicas, enquanto que a
teoria layerwise deverd ser a escolhida para a andlise de estruturas sandwich,
particularmente as mais espessas e aquelas onde os rdcios modulares pele/nicleo sejam

mais elevados.
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CAPITULO 4

ANALISE INELASTICA DE PLACAS E CASCAS
LAMINADAS ANISOTROPICAS

4.1 - INTRODUCAO

Os corpos s6lidos podem ser considerados eldsticos apenas em zonas limitadas da sua
resposta estrutural. A partir de determinados limites, desenvolvem-se deformagdes
permanentes, independentes do tempo. Este tipo de comportamento enquadra-se na

chamada teoria matematica da plasticidade.

Muitos componentes estruturais sdo supostos permanecer eldsticos durante a sua vida
itil. A previsio do seu comportamento préximo da rotura pode, no entanto, resultar num
projecto mais seguro e potencialmente mais econémico. Para além disto, muitos
processos de fabrico actuais fazem uso da fase pldstica ou ineldstica dos materiais, como

por exemplo a estampagem de chapa metilica ou de compdsitos termoplésticos.

Os compésitos reforgados com fibras exibem comportamento nao linear, especialmente

os de matriz metdlica e os de matriz termopléstica.

A maior parte dos materiais compésitos tem um comportamento praticamente eldstico até
arotura quando sdo solicitados em tracgdo na direcgdo das fibras, quer possuam matrizes
termopl4sticas quer possuam matriz termoendurecivel. No entanto, existe um numero
aprecidvel de materiais compdsitos que ganham alguma expressdo nos mercados actuais,
cujo comportamento\ material pode ser considerado ineldstico. Entre os mais significativos
encontram-se os materiais compésitos de matriz metélica e os de matriz termoplastica,
cujo desenvolvimento recente arrasta a necessidade de anilise elasto-pldstica, visco-
eldstica e visco-plastica de estruturas laminadas reforgadas. Os ‘compdsitos de matriz
polimérica exibem um comportamento ineldstico quando sdo solicitados na direcgdo
dominad;i pela matriz, ou seja, quando a direcgdo de solicitagdo € desviada da direcg¢do
das fibras de pelo menos 5°, ngulo para o qual j4 se regista elevada ndo linearidade.

Neste capitulo analisa-se por elementos finitos de casca o comportamento elasto-pldstico
de estruturas laminadas (sandwich ou ndo), tendo em conta trés abordagens cinemdticas e
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uma teoria de fluxo associativa. Nas abordagens cinematicas, consideram-se as teorias de
deformagdo apresentadas no capitulo 2, em particular as teorias de 1%, 3* ordens e
layerwise. Considera-se ainda o comportamento de estruturas sandwich onde o nicleo €

elasto-pldstico, como & o caso de espumas poliméricas.
4.2 - COMPORTAMENTO INELASTICO DE MATERIAIS COMPOSITOS

Na figura 4.1 apresentam-se as curvas carga-deslocamento de ensaios de tracgio
realizados no INEGI-CEMACOM [2] em compésitos epdxida-carbono UD, com
variagdes de Angulos de fibras relativamente aos eixos estruturais. Na figura 4.2
apresenta-se a curva carga-deslocamento referentes a ensaios de trac¢o realizados por

Brito [3], em compdsitos de matriz termoendurecivel reforgados com mantas e tecidos.
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Figura 4.1a-Curvas carga-deslocamento de compésitos de matriz termoendurecivel{2]-
angulos de [0°],
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Na figura 4.3 apresenta-se as curvas tensdo-deformagdo de compésitos poliester-tecido
de vidro de 300g/m2 [3], sujeitos a trac¢do, onde se pode verificar a anisotropia do

material e o efeito da matriz sobre o comportamento global da estrutura.
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Figura 4.3 - Curvas tensdo-deformagao para compésitos de tecido de 300g/m2 [3]

Na figura 4.4 apresentam-se curvas semelhantes para tecidos de 800g/m2. A resina
parece ter uma influéncia pronunciada no comportamento estrutural, embora em direcgdes
de predominancia de resina, as fibras apresentem alguma reserva de resisténcia, como

ilustrado na figura 4.5 [3].
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Comprova-se que estes compdsitos, tipicamente lineares at€ a rotura quando solicitados
na direc¢do das fibras, exibem comportamento ineldstico, mais ou menos marcado de

acordo com a predomindncia da matriz.

Os compdsitos de matriz termopldstica sdo mais recentes que os de matriz
termoendurecivel, tendo particular interesse pelas suas possibilidades de fabrico, pela
maior tenacidade e pela sua maior ductilidade. Na figura 4.6 apresenta-se a curva tensao-
deformagdo do compdsito AS4/PEEK, em ensaios de trac¢do [4]. Registe-se a forte
presenga de ndo-linearidade exibida a partir de cerca de 30% da carga de rotura.

Outros compdésitos ainda mais recentes possuem matrizes termoendureciveis, como por

exemplo a ep6xida e sdo reforcados com fibras termopldsticas. Os compdsitos reforgados

com fibras de polietileno tém também comportamento tipicamente ineldstico, conforme €
. apresentado na figura 4.7 [5].
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Figura 4.6 - Curvas carga-deslocamento de compdsitos de matriz termopléstica [4]
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Figura 4.7 - Curvas carga-deslocamento de compdsitos de matriz termoendurecivel e
fibras termoplasticas [5]

43 . COMPORTAMENTO INELASTICO DE ESTRUTURAS SANDWICH
As estruturas sandwich foram resumidamente apresentadas no capitulo 2.

Estas sdo vulgarmente constituidas por peles rigidas e resistentes e por ndcleos macios.
Entre outros nicleos, as espumas poliméricas sdo bastante usadas pelo seu baixo custo e
pela suas boas capacidades de isolamento actistico e absorgdo de choque. Como nicleos
estruturais, o seu comportamento pode ser considerado ineldstico [6]. Na figura 4.8
apresenta-se a curva carga-deslocamento medida num ensaio de compresso no ENSAM
(Franga)[7] para as espumas Dyvinicell 80 ¢ AIREX.

Regista-se uma marcada linearidade e apés a cedéncia um patamar bem marcado. Pode,
entdo, considerar-se este comportamento como linear-perfeitamente pldstico.

No contexto da andlise ineldstica destes materiais far-se-4 por issouso da chamada teoria
matem4tica da plasticidade [8]. Considerar-se-do apenas neste capitulo situagdes de casca
¢ procurar-se-4 comparar as teorias de deformagio de ordens virias, tendo em conta que
as caracteristicas eldsticasdas peles e do nicleo sio tipicamente bastante diferentes.
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Figura 4.8 - Curvas carga-deslocamento de espumas estruturais [7]
4.4 - TEORIA DE FLUXO DA PLASTICIDADE

Supde-se nesta fase do trabalho que o comportamento dos materiais em causa pode set
modelado através de uma teoria elasto-pldstica. Para que se possa formular uma teoria
que modele a deformago elasto-pldstica do material € necessdrio que se cumpram trés
requisitos [9,10]: a) Deve estabelecer-se uma relagdo constitutiva; b) tem de ser postulada
um critério de cedéncia indicando o nivel de tensdo para o qual se inicia o fluxo plastico;
¢) deve desenvolver-se uma relagio tensio-deformagdo para o comportamento pos-

cedéncia.
Um critério de cedéncia define o inicio de plasticidade e pode ser escrito na forma
F(o,0)=f(c)-Y(x) =0 4.1

em que o nivel de cedéncia Y pode ser uma fungdo do pardmetro de encruamento X € fé

uma fung¢do qualquer dos invariantes de tensdo desvio.
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4.4.1 - O critério de cedéncia de Huber-Mises

Ao definir um potencial pldstico, ou tensdo efectiva, 6, duma forma similar & fungéo de

cedancia de Huber-Mises para materiais isotrépicos, pode escrever-se

—-52 = 2 2 2
f(0) =G~ = 015 (011 —O22)” +0p3(T2 = O33)" +0y3(C33 = Oy)" + 42)
+3oc441:122 + 3oc551:123 +30c661%3
em que Gy s3o as componentes do tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff, os o;; sdo

parimetros de anisotropia e os indices 1,2,3 reportam as direccdes dos eixos principais
de anisotropia. Considerando a suposi¢do habitual das cascas G33 =0, =0, pode

desenvolver-se a expressio (4.2), obtendo-se
=2 2 2 2 2 2
o = alcll + 2312011022 + 32022 + 33112 + 34113 + 35123 (43)

onde aj sdo os parimetros anisotrépicos que deverdo ser determinados experimentalmente

[10]. No caso mais geral, em que os eixos principais de anisotropia ndo coincidem com
os eixos de referéncia x,y, mas estdo desfazados de um certo Angulo 0, os parimetros de

anisotropia sdo modificados por transformagdo tensorial.

Na forma matricial, (4.3) pode escrever-se como

cr=0{,3 AO|;3 (4.4)
a, 3, 0 0 0
i, 3, 0 0 O

onde A=[0 0 3 0 O (4.5)
0 0 0 3 O
0 0 0 0 as

Aequagio de transformagio € a seguinte:

G,,5=Tg (4.6)

—=X, Y1z

em que T ¢ a matriz de transformagdo definida nos capitulos anteriores. A tensdo efectiva,

expressa no referencial x,y,z, € entio,

Gl=0l,, AC 4.7

em que A € a matriz dos novos pardmetros de anisotropia, obtida por
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(4.8)

4.4.2 - Parametros de anisotropia

Segundo Figueiras [10], os pardmetros de anisotropia podem ser calculados através de
ensaios independentes, do tipo trac¢do uniaxial. Por exemplo, num teste de tracgdo

uniaxial na direc¢do 1, obtem-se

A= —- 4.9)

em que G ¢ a tensdo uniaxial de cedéncia na direc@o 1 e o indice "0" indica valores antes

do endurecimento. Tomando a direc¢do 1, como a direccdo de referéncia, entio
;0 = 1.0. Da mesma forma, podem definir-se os restantes pardmetros de anisotropia

=2 =2 =2 =2

_ Gy - _G; - _ G - _ G

="7 > B=77 » W=7 BT 7 (4.10)
G20 T2 T3, 123,

Para se obter 3;, € necessdrio um outro teste de trac¢dio uniaxial, em que o material €
129

retirado do plano 12 [10]. Se o eixo do provete estiver rodado de um &ngulo 0,
relativamente ao eixo 1, é assumido Gy, como a tensio uniaxial de cedéncia obtida no

ensaio, podendo escrever-se
o, = 0'9000526 , Oy = Geosinzﬂ , Tig =0gosinBcosd , T3 =Ty =0 (4.11)

Substituindo estes componentes de tensio em (4.3), e assumindo, por exemplo 6=45°,

obtem-se o parimetro adicional

2
= [} 1.
3120 = =0 ——(1+320 +a30) (412)
c 2
Para um material isotrépico, Ggg =Cp , A0 =1.0 ¢ T3, =3.0 e assim &j,, toma O
valor -0.5.

Estes parAmetros sdo funcdes das tensdes correntes de cedéncia, variando, portant0,
durante o fluxo pldstico para um material endurecivel. Os seus valores subsequentes [10]
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sio obtidos, introduzindo os valores das tensdes de cedéncia correntes em (4.10) e
(4.12).

4.4.3 - Relagdes elasto-plasticas tensao-deformacgao

0 incremento total de deformagdo local de é a soma dos componentes eldstica e pldstica,

tal que
de'=de® + deP (4.13)

Oincremento de deformacio eldstica dg° pode ser obtido pela forma incremental habitual

e o incremento de deformagdo pldstica pela regra de fluxo [9,10]

deP = dA ZQ (4.14)

em que Q é denominado potencial plastico e dA é uma constante. A suposi¢io Q=f

toma possivel a formulagdo de uma teoria de plasticidade associada, na qual a expressdo

(4.14) é denominada condigio de normalidade [9,10], dado que a%f; ¢ um vector normal
A superficie de cedéncia numa interpretagdo geométrica do espago d_a-s tensdes.
A forma diferencial de (4.1) pode ser escrita como

aldo—-A dA=0 (4.15)

em que o vector de fluxo a € definido por

,T=2E (4.16)
80'
__LE
e dA ay (4.17)

Através das equagdes (4.13) a (4.17), pode estabelecer-se a relacdo tensdo-deformagio
incremental elasto-pléstica [1,9,10]

do= Depdg (4.18)

®m que a matriz constitutiva elastopléstica é dada por [1-4]:

Daa'D
D,, =D-—=SF== 4.19
Dep=D-"77TD 4 (4.19)
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O parimetro de encruamento A pode ser deduzido de ensaios uniaxiais, como

_ds
dEp

A=H (4.20)

Assim A é a inclinagio da tangente A curva tensdo efectiva-deformagdo pldstica e € fungdo
da deformagio pldstica efectiva acumulada €; [1,9,10]. A matriz de rigidez tangencial do

material pode ser obtida por

B dv (4.21)

4.4.4 - O critério de Sun/Chen

Sun e Chen [11] formularam um critério de cedéncia baseado no critério de Huber-Mises,
com o objectivo de analisar compdésitos termopldsticos. Foi considerado que os
comp®sitos unidireccionais, quando solicitados em tracgdo na direcdo das fibras t€m
comportamento linear até 2 rotura. Nesse contexto assume-se que a deformagao pléstica
na direcgdo 1 € zero

def =0 (4.22)
0 que conduz a ay1=a12=0 (4.23)

Pode entdo considerar-se que o potencial pldstico é definido como fungdo dum s

parimetro
=2 _ 2 2,2 2
G =03+ b(TIZ +1T13+ 123) (424)

onde b é um parimetro que ¢ determinado por ensaios uniaxiais fora dos eixos (off-axis
tests). Em [11] obteve-se os valores de b=3 para o AS4/PEEK e b=4.0 para oS

compdsitos Boro/Aluminio.

Neste trabalho foram implementados ambos os critérios de cedéncia, embora o critério de
Huber-Mises seja o mais utilizado.

De seguida, apresentam-se ¢ discutem-se alguns exemplos numéricos em que diversas
estruturas sio sujeitas a carregamentos que originam comportamento elasto-plastico.
Comparam-se as teorias de deformagio apresentadas no capitulo 2.
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45 - EXEMPLOS NUMERICOS

Através de exemplos numéricos pretende-se comparar o desempenho relativo das teorias
de deformacdo de corte, em particular nos valores de cedéncia, e ainda estudar o
comportamento elasto-pldstico de estruturas sandwich, cujo comportamento possa
eventualmente ser considerado como elasto-plastico. Consideram-se nestes exemplos as
teorias de deformacdo apresentadas no capitulo 2 e o elemento de casca jd apresentado
[10,12,13].

4.5.1- Ensaio de traccio de compdsitos termoplasticos

Na figura 4.9 ilustra-se um provete sujeito 4 trac¢do [11]. O material deste provete €
compdsito termoplastico reforgado com fibras de carbono AS4/Peek, cujas caracteristicas
sio também apresentadas na figura 4.9. Na figura 4.10a apresentam-se as curvas
experimentais [11]. Verifica-se uma forte influéncia da orientagdo das fibras no
comportamento elasto-pldstico do material. na figura 4.10b compara-se a resposta
experimental e numérica para 8=90°. Nota-se uma boa concordancia da teoria de 1* ordem
com os resultados experimentais. As alteragdes propostas por Sun [11] revelam-se
demasiado rigidas, quando implementadas neste elemento. O critério de Huber-Mises
revela-se mais adequado para representar, neste exemplo, o comportamento elasto-

plastico destes compdsitos termopldsticos.

P

i V
|
8
F/
- /
oo; - - -
- |
19
|
E, =127.6 GPa
- E,=10.3 GPa
* P Gy, =6.0 GPa
- V12 = 0.3
X =2130 MPa
Y =95 MPa
S=82 MPa

Figura 4.9 - Ensaio de tracgo a termopldstico reforgado AS4/PEEK
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4.5.2- Ensaio de flexdo em viga isotropica

Na figura 4.11, considera-se uma viga simplesmente apoiada, sujeita a carga central

pontual, sirmilanc_io um ensaio de flexio em 3 pontos. Considera-se um material
isotrépico, com E=10 GPa , v=0.3, o, = 120 MPa , E,=0.

Verifica-se uma boa concordincia entre todas as teorias de deformagdo, com curvas
carga-deslocamento muito préximas umas das outras. Este tipo de resposta vem
confirmar resultados anteriores, onde se verifica que para estruturas isotrépicas, as trés
teorias sd0 muito proximas.

25

" 292 o125
I g

Figura 4.11 - Viga simplemente apoiada, ensaio de flexdo em tr€s pontos
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Figura 4.12 - Curva carga-deslocamento para a viga isotrdpica.
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4.5.3- Ensaio de flexdo em viga sandwich

Na figura 4.14, apresenta-se a curva carga-deslocamento referente 3 mesma viga da

figura 4.11, mas com um novo laminado, ilustrado na figura 4.13.

L mm O E=10GPa,cy=120MPa
23 mm}| E=20MPa, 6y=1MPa
1 mm

Figura 4.13 - Laminado sandwich, compésito-espuma de AIREX

4200
aQ a
{00 3r ordem 1 :rdtn Lagerwige
N 800 -
2
\J
\J
660
\g’ flhamentd
Fridivmen sional
400
o
e T 4 T ] 1

0 20 4% 60 & o 40 1o

Deslocarmento @nlral Cvamn)

Figura 4.14 - Curva carga-deslocamento para o laminado da figura 4. 13
Comparam-se as teorias de deformagio com uma formulagdo tridimensional [14].

Comparam-se, neste exemplo, as teorias de deformagio de 1* e 3* ordens, bem como a
teoria layerwise, com uma formulagio tridimensional [14]. A teoria de 3* ordem
apresenta-se demasiado rfgida, confirmando asdificuldades de adlise deste tipo de
laminados. Verifica-se uma grande proximidade entre as teorias de 1* ordem e layerwise:
o que poderd ser explicado pela simetria do laminado. Os resultados tridimensionais 530
muito préximos das anteriores teorias. A varia¢do na cedéncia deve-se ao facto de [14
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usar um critério diferente do Huber-Mises, o que poderd ter influenciado a forma da

curva elasto-pldstica.
4.5.4 Placas anisotropicas nao laminadas

Estuda-se o comportamento elasto-pléstico de uma placa quadrada encastrada sob pressao
uniforme, figura 4.15. Um quarto da placa ¢ discretizado com 9 elementos Heterosis. O
ndmero de camadas é fungdo do tipo de formulagdo usada. As seguintes caracteristcas

materiais foram usadas:
E, = Ey =30000, v=0.3

Gyz = Gy, =Gy, =11540
Oo =0y = Oy = Gys0 =30 (4.22)
Tro = Tyo = Taso =17.32
E, =300, G, =100
com as outras caracteristcas constantes. Caracteristcas geométricas: espessura h=0,20;

vio a=6.0, quantidades em MN e m.

Figura 4.15 - Placa quadrada encastrada

Na figura 4.16 ¢ ilustrada a variagdo do deslocamento transversal do ponto central para
diferentes niveis de carga para ambos os materiais, assumindo a linearidade geométrica.
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Figura 4.16 - Curvas carga-deslocamento para placa quadrada isotrGpica, a/h=30
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Figura 4.17 - Curvas carga-deslocamento para placa quadrada isotropica, a/h=10
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Nas figuras 4.16 a 4.18 revela-se que as trés teorias apresentam resultados muito

semelhantes, para qualquer das relagdes a/h. Como a deformagao € sobretudo de flexdo e

corte, estas componentes sdo interpretadas de forma semelhante em todas as teorias,

confirmando resultados anteriores. A interpretagdo do comportamento elasto-pldstico ndo

éalterado pela definigdo da deformago, sendo independente da teoria apresentada.

4.5.5 Placas anisotrépicas laminadas

Na figuras seguintes estuda-se o mesmo problema de 4.5.4, para laminados sandwich,
ilustrados na figura 4.19.

h=6.35

h=12.7

Figura 4.19 - Laminados a estudar para a placa qua'drada
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Figura 4.20 - Curva carga-deslocamento, laminado a, L/h=6, Epele/Enticleo=10
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Figura 4.21 - Curva carga-deslocamento, laminado b, L/h=6, Epele/Eniicleo=10
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Figura 4.22 - Curva carga-deslocamento, laminado ¢, L/h=6, Epele/Enticleo=100
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Figura 4.23 - Curva carga-deslocamento, laminado d, L/h=6, Epele/Enticleo=100
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Neste exemplo, onde a relagio vdo/espessura € pequena - 6, os efeitos da deformagdo de
corte sio relevantes. Nota-se que a resposta das tr~es teorias diverge, para relagdes de
médulos de 10 eu 100, particularmente em laminados ndo simétricos ([a] ou [d]). Em
laminados simétricos, onde o acoplamento membrana-flexdo ndo existe, esta variagio é

menor.
4.5.6 Cascas anisotropicas nao laminadas

Analisa-se o comportamento elasto-pldstico de uma casca quadritica encastrada nao
laminada sujeita a carga pontual central, para demonstrar a aplicabilidade dos modelos
para estas situagdes. A casca é discretizada num quadrante com uma configuragio 3x3x6.
Utiliza-se o elemento Heterosis e as caracteristcas dﬂa equagdo (4.22). As caracteristcas
geométricas consideradas sdo: espessura h=0.2, vio L=6.0, parametros C1=C2=C=L/10

e as coordenadas da superficie média z =(—E/9272-(x2 +y2), como ilustrado na figura

4.24. As caracteristicas de carga/deslocamento sdo apresentadas na figura 4.25. Sgo
comparados nesta figura os diferentes modelos cinemdticos utilizados neste trabalho, ou
seja, o modelo de 1* ordem, o modelo de terceira ordem ou refinado e o modelo
layerwise. Nota-se uma boa correlagio entre todos eles, para este exemplo, embora 0
elemento layerwise seja mais flexivel, o que é de esperar, dado o seu maior niimero de

graus de liberdade por né.

C= c1= [z:%

e
2= -t XY

Figura 4.24- Casca anisotrpica ndo laminada- geometria e caracteristcas
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Figura 4.25 - Curvas carga-deslocamento para o comportamento elasto-plastico de uma
casca nio laminada quadritica encastrada. Comparagio de vérios modelos cinem4ticos.

4577 - Casca cilindrica sandwich, sujeita a carga pontual

Considera-se neste exemplo uma casca cilindrica, figura 4.26, simplesmente apoiada

sujeita a uma carga pontual central. Sdo analisadas as espessuras de 6.35, 12.7 ¢ 25.4.

Figura 4.26 - Casca cilindrica simplesmente apoiada, sujeita a carga pontual
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Figura 4.27 - Espessura, h=6.35 mm, laminado assimétrico, h1=0.1h, h2=0.6h,

h3=0.3h, Epele=3102.8, Enticleo=31.028, opele=30, oniicleo=30
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Figura 4.28 - Espessura, h=12.7 mm, laminado assimétrico, h1=0.1h, h2=0.6h,

h3=0.3h, Epele=3102.8, Enticleo=3102.8, Gpele=30, oniicleo=30
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Figura 4.29 - Espessura, h=12.7 mm, laminado assimétrico, h1=0.1h, h2=0.6h,
h3=0.3h, Epele=3102.8, Entcle0o=310.28, opele=30, onicleo=15
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Figura 4.30 - Espessura, h=6.35 mm, laminado assimétrico, h1=0.1h, h2=0.6h,

h3=0.3h, Epele=3102.8, Enticleo=31.023, opele=30, onicleo=30
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Deste exemplo conclui-se que a combinagdo de uma espessura elevada, um laminado nio
simétrico e de um rdcio modular elevado, conduz a varia¢des significativas na resposta
das trés teorias de deformagio. A teoria de 1* ordem e a teoria layerwise t€s respostas
mais proximas, sendo habitualmente a teoria de 3* ordém a mais rigida. Note-se que nio
foram impostas orientacdes as camadas, o que poderd influenciar ainda mais os
resultados.

4.5.8 - Flexao de vigas sandwich

Na figura 4.31 ilustra-se uma viga sandwich simplesmente apoiada e sujeita a uma carga
pontual central, conforme se pode visualizar na fotografia 4.1. Foram ensaiados um
conjunto de vigas com comprimentos de 160, 260, 400 e 550 mm. Nas figuras 4.32 a
4.35 apresentam-se as curvas carga-deslocamento obtidas nos ensaios de flexdo em trés
pontos. Foram utilizados os elementos de casca com as teorias de 1* ordem 3* ordem e
layerwise. O material das peles da estrutura sandwich € um compésito de poliester-fibra
de vidro quasi-isotrépico com E=10 GPa, v=0.3, 6y=120 MPa.A espuma de PVC tem
um médulo de 20 MPa, v=0.3 e oy=2 MPa. Na figura 4.36 apresentam-se as curvas
carga-deslocamento para a viga de 160 mm. Verifica-se uma boa concordancia com os
valores experimentais com as teorias de 1* ordem e layerwise, enquanto que a teoria de 3°

ordem se revela muito rigida.

3D
o~

L 25
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Peles: E=10 GPa, 6y=210 MPa
w0k |— . L _ Nicleo: E=20 MPa, oy=1 MPa
elementos finitos

251 oo SECIEREIEeE |

Figura 4.31 - Viga sandwich comp6sito-espuma de PVC
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Fotografia 4.1 - Viga sandwich
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Figura 4.32 - Curva carga-deslocamento para viga sandwich, L=160 mm
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carga (N}
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Figura 4.33 - Curva carga-deslocamento para viga sandwich, L=260 mm
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Figura 4.34 - Curva carga-deslocamento para viga sandwich, L=400 mm
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Figura 4.36 - Curva carga-deslocamento para viga sandwich, L=160 mm- Comparagdo
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Na figura 4.36 comparam-se a curva carga-deslocamento experimental com as curvas
obtidas pelas trés teorias de deformagdo, implementadas no elemento de casca
degenerado. Verifica-se uma boa concordincia com a teoria layerwise. A teoria de 3°
ordem apresenta-se demasiado rigida, confirmando a sua difiuldade em analisar estruturas
sandwich com ricios modulares elevados (neste caso, 500).

Refira-se, ainda, que foi escolhida a viga de 160 mm, para comparagdo de resultados,
porque, de acordo com o observado nas figuras 4.32 a 4.35, é aquela onde os efeitos da
deformagdo de corte sdo mais relevantes, dada a relagdo comprimento/espessura (inferior
a 10). Neste exemplo, verifica-se uma grande interveng@o do niicleo, em termos do seu
comportamento ao corte. Daqui, pensa-se, a boa correlagio da teoria layerwise com os

resultados experimentais.
4.6 - CONCLUSOES

Neste capitulo foram analisadas vigas, placas ¢ cascas laminadas compdsitas e sandwich.
Consideraram-se elementos de casca degenerada, nos quais foram implementadas as
teorias de deformagdo de corte de 1* e 3 ordens e ainda a teoria layerwise. O
comportamento ineldstico dos materiais foi tido em conta, através duma formulagio
elasto-pldstica. O critério utilizado foi o de Huber-Mises, tendo sido comparado com um
critério alternativo [11]. Foram ensaiadas estruturas isotropicas e laminadas e comparado
o desempenho das teorias de deformag@o.

Foram realizados ensaios de flexdo em tr€s pontos em vigas sandwich, com peles de
compésito e niicleo de espuma polimérica, e apresentados os resultados para diferentes
comprimentos de viga. Para um desses comprimentos (L=160 mm), foram comparados
os resultados numéricos e experimentais. Registou-se uma razodvel concordancia entre
estes resultados, sendo de realgar a proximidade entre os resultados da teoria layerwise e
os resultados experimentais. Nos restantes ensaios, verifica-se que, para os exemplos
considerados, as teorias estudadas apresentam valores muito préximos. A razio deste
facto pode residir na ndo consideragdo, nestes ensaios, da nio linearidade geométrica.
Regista-se, também, a capacidade dos elementos para simular, em simultineo, vigas
espessas, placas e cascas, finas ou espessas. A inclusdo do comportamento inel4stico do
ntcleo torna-se relevante, e consegue-se evidenciar o efeito da sua baixa tensio de

cedéncia.

Realizou-se ainda um ensaio de trac¢do em compdsitos termoplédsticos € comparou-se 0s
resultados experimentais [11] com a teoria de 1* ordem, sendo a concordincia muito boa.
Estes modelos permitem, assim, aproximar com boa qualidade, os resultados
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experimentais dos novos compdésitos termoplésticos, chamados de compdsitos da nova
gerago, bem como laminados sandwich cujo ndcleo possua um comportamento elasto-
pldstico.
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CAPITULO 5

ANALISE NAO LINEAR DE ESTRUTURAS SANDWICH
COM NUCLEOS DE NINHO DE ABELHA

5.1 - INTRODUCAO AOS NINHOS DE ABELHA

As estruturas sandwich sdo escolhidas para um grande niimero de aplica¢des estruturais.
A sua leveza e elevada rigidez conferem-lhe interesse para um conjunto alargado de novas
aplicagOes ou para substituigdo de anteriores conceitos.

Entre as numerosas possibilidades construtivas das estruturas sandwich, uma das mais
inovadoras (embora j4 antiga) constitui o conjunto das sandwich com nicleos de ninho
de abelha.

Um ninho de abelha consiste num conjunto regular de células hexagonais prisméticas.
Habitualmente com sec¢io hexagonal, os ninhos de abelha podem genéricamente tomar

outras geometrias, como se ilustra na figura 5.1 ¢ na fotografia 5.1.

Os ninhos de abelha sio habitualmente realizados em materiais poliméricos, metilicos ou
“cerdmicos. Aqueles que sdo constituidos com materiais poliméricos ou metélicos sdo
utilizados em aplicagdes tdo diversas como painéis de paredes até componentes para
estruturas aeroespaciais. Dada a sua utilizagdo crescente como nicleos de estruturas
especiais, torna-se importante o estudo do seu comportamento estrutural e mecénico.

Gibson e Ashby [1] apresentam um conjunto de expressdes para a definigdo do

comportamento mecanico dos ninhos de abelha que, referem, poderd também servir de

base para o comportamento de espumas tridimensionais complexas.

Dado que os ninhos de abelha tém uma estrutura geométrica regular, as suas deformagdes

poderdo ser aproximadamente analisadas no sentido de descrever as suas propriedades

mecanicas. Estas propriedades s3o0 fundamentais para qualquer analista, quer como

recurso simples para o projecto, quer como base para o método dos elementos finitos.

Neste trabalho, estamos particularmente int
{sticas mecanicas dos ninhos de abelha para

estamos interessados em conhecer as caractert .
a anilise nio linear de estruturas sandwich. Por outro lado, como serd descrito mais

eressados na segunda opgdo. Por um lado,



Figura 5.1 - Ninhos de abelha com geometrias varigveis
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Fotografia 5.1 - Ninhos de abelha ( nomex ) e sandwich aluminio/aluminio

O método dos elementos finitos, enquanto ferramenta de célculo de estruturas foi

amplamente descrito em indmeras referéncias, das quais destacamos [2-6].

Neste capitulo serdo descritas as expressoes analiticas do comportamento dos ninhos de
abelha; ser apresentado um estudo por elementos finitos dos ninhos de abelha e por

tltimo serdio analisadas placas e cascas com €stes materiais.

5.2 - MECANISMOS DE DEFORMACAO DE NINHOS DE ABELHA

Os ninhos de abelha podem, como muitas outras estruturas, experimentar deformacdes
em vdrios planos. Quando um ninho de abelha é comprimido no seu plano (X-Y na
s inicialmente flectem sob deformagao eléstica, até que se atinge 0
rrer por instabilidade eldstica, cedéncia pléstica ou fractura fragil,

figura 5.2) as célula
colapso que pode oco
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conforme o tipo de geometria e material das paredes da célula [1]. Esta fase de
deformagdo € interrompida quando as células se tocam. A estrutura densifica-se e a sua
rigidez aumenta. Caso o material da célula ceda pldsticamente, o ninho de abelha pode
apresentar uma extensa plasticidade ou, em caso de materiais frdgeis, apresentar
fracturas.

Figura 5.2 - Ninho de abelha com células hexagonais

Em carregamentos transversais (direc¢do Z da figura 5.2) o ninho de abelha pode sofrer
compressdes ou extensdes. Os mddulos e as tensdes de cedéncia nesta direcgiio sdo
superiores as correspondentes do plano.

Quando o ninho de abelha & utilizado como niicleo de estrutura sandwich, o seu
comportamento fora do plano é o mais importante, ¢ é aquele que nos interessa. O
comportamento no plano X-Y serd descrito tendo em conta o enquadramento do
comportamento global, e tendo ainda em conta que ¢ habitualmente aquele que é utilizado
nos elementos de casca.

5.2.1 - Deformacao do plano

Na referéncia [1] estdo descritas algumas curvas de comportamento dos ninhos de abelha
sob compressao no plano X-Y. Na figura 5.3 ilustra-se esse comportamento para a) e b)
ninhos de abelha poliméricos; ¢) e d) ninhos de abelha elasto-pl4sticos e ¢) e f) ninho de
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abelha frdgeis. E not6ria, na maioria dos casos, a fase eldstica, um patamar de cedéncia e
uma fase de densificacio.

5.2.2 - Deformacgao transversal

O comportamento mecanico transversal € muito mais rigido e resistente do que o
correspondente comportamento no plano, conforme se pode observar na figura 5.4,
descrevendo uma curva tipica do ninho de abelha em a) compressio e b) tracgio.

() ()

( C(cd

(e) (€]

Figura 5.3 - Curvas tensdo-deformagio para ninhos de abelha sujeitos & compressao

(@ (ol

-

Figura 5.4 - Curvas tensio-deformagdo para o ninho de abelha sujeito a deformagdes
transversais
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5.3 - CARACTERISTICAS MECANICAS DOS NINHOS DE ABELHA
5.3.1 - Deformacao do plano

5.3.1.1 - Deformacao linear elastica

Na referéncia [1] considera-se que a resposta no plano do ninho de abelha &
convenientemente descrita através de cinco constantes (tal como num material
ortotrépico): dois médulos de Young E; e E,, um médulo de corte Gj, e dois
coeficientes de Poisson Vrz e v;l, que ndo sdo independentes, antes ligados pela

seguinte expressio:
* K * % ’
Eyvy =Epvyp (5.1)

Estas caracteristicas podem ser calculadas em fung@o da geometria da célula basica do
ninho de abelha (figura 5.5), da seguinte forma [1,7]:

Ei_(if cosB (5.2)
E, 1 (? + sene)senze
h
* —+ sene)
&=(z)3(1__ 5:3)
E, \l cos> 6 ’

em que Eg representa 0 médulo de Young do material da célula do ninho de abelha.

2Lcos @
>
|«

i
an

Figura 5.5 - Geometria da célula basica do ninho de abelha

h+Lsend | h %
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Caso o ninho de abelha tenha células hexagonais de espessura uniforme, obtem-se a
expressio

E; E, )
b=t =2-3(—) (5.4)

Os coeficientes de Poisson sdo obtidos pela expressdo

2
* £ cos“ 0
Vip=——%= (5.5)

& Gl— + sinﬂ)sine

O mdédulo de corte € obtido através duma simulagio analitica dum ensaio de corte na
célula

h .
R £\ T+sm9
Grz =—=ES(T) Nz - (5.6)
Y (—) (1 + 2-—)c056
1 1
Para hexdgonos regulares, a expressio (5.6) reduz-se a:
Gi, (tT 1E
=0.57 <] ==— 5.7
E 1 4 E (>.7)

S

Gibson[8] obteve um conjunto de resultados experimentais que confirmam as expressoes
anteriores, embora demonstrando sensibilidade a qualidade do ninho de abelha.

5.3.1.2 - Deformacao elastica nao linear

Para a curva tensio-deformagdo em compressdo, o patamar, para ninhos de abelha

elastoméricos, é causado por instabilidade eldstica das paredes da célula [1]. De acordo

.-, ’, « * rd
com a carga de Euler, é possivel obter a tensdo critica elastica (G“'l)z para hexdgonos

regulares como

(o4), _ 0. 22(2)3 | (5.8)

5.3.1.3 - Colapso plastico

Os ninhos de abelha construidos com materiais metdlicos ou poliméricos t€ém a

possibilidade de ceder pldsticamente, sempre que o momento flector da parede da célula



5.8 Capitulo 5

atinga o momento pldstico. Pode obter-se uma expressdo para a tensdo de cedéncia da
parede em fungio da geometria da célula e da tensdo de cedéncia do material [1]:

0*1 2
il =(5) _— (5.9
Oced 1 2(T +sen® )sene
Para hexdgonos regulares uniformes, esta expressio reduz-se a
G*l 2
(o), - Z(E) (5.10)
Oed 31

na direc¢@o 2 € possivel encontrar uma expressao semelhante a (5.9). De qualquer modo,
para hexdgonos regulares a expressdo da tensdo de cedéncia na direcgdo 2 € igual a

expressdo (5.10).

Quando o ninho de abelha & solicitado em corte puro, podem também formar-se rétulas
pldsticas nas paredes. Supondo que o ninho de abelha sofre plasticidade no corte, a sua
tensdo de cedéncia € obtida como

(), _ 1(2)2 . 1 (5.11)

Cced 4

ou, para hexdgonos regulares

(5.12)

(1:;1)12 1 (t)Z

o.ced =2\/§ T

5.3.2 - Deformacoes transversais no ninho de abelha
5.3.2.1 - Deformacgdes elasticas

Os ninhos de abelha s3o frequentemente usados como nicleos de estruturas sandwich, o
que alids é o interesse principal para este trabalho. A fung¢do do niicleo de ninho de abelha
¢ a de transferir as cargas normais e de corte na direccdo z da figura 5.6.
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Figura 5.6 - Ninho de abelha

Quando solicitadas na direc¢io Z, as paredes da célula expandem ou contraem (mais do
que flectem), e os médulos, para hexdgonos regulares sdo muito superiores aos obtidos

para solicitagdes do plano X-Y.

O médulo de Young na direcgio Z ¢ obtido por relagdo directa do médulo do material
s6lido Eg, tendo em conta a secgdo resistente:

*

Es
E,

==

(5.13)

el Kl

. * * - s . .
Os coeficientes de Poisson v3; € Vi3 sdo iguais ao correspondente coeficiente de

Poisson do material sélido

Vi1 =Va =V, (5.14)

Os médulos de corte sdo de célculo complexo, dado que a distribuicdo ds tensdes resulta
das acgdes exteriores, bem como da interac¢ao das células vizinhas. Os cdlculos mais

exactos resultam de métodos numéricos [9].

Na referéncia [1] sugere-se que para hexdgonos regulares, esses médulos podem ser

obtidos por

S _ 0.577(5) (5.15)
- GS 1

Gis =Gi3 (5.16)
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5.3.2.2 - Deformacoes elasticas nao lineares

Estas propriedades sdo relativamente escassas, encontrando-se na literatura as seguintes
propriedades [1]:

(G:1 )3

Eq

)3
= 5.2(-1-) (5.17)

para hexdgonos regulares e v=0.3. Refira-se que esta expressio corresponde a tensdes

cerca de 20 vezes superiores as da correspondente tensio para solicitagio do plano.
5.3.2.3 - Cedéncia

A tensdo de cedéncia da parede € obtida como [1]:

(on), _p

(5.18)
Gced Ps

em que Gceq € Ps S30, respectivamente, a tensdo de cedéncia e a densidade do material

base. Este tipo de cedéncia foi estudado por [10] e [11], obtendo-se para hexdgonos

t 2
= 2(-1-) (5.19)

tendo em conta a formagdo de rétulas pldsticas por compressdo das paredes.

regulares uma outra expressio

(081,

o

ced

Tendo em conta ndo apenas uma célula isolada, como na expressio (5.19), [11] obteve a
expressdo seguinte, que considera alguma interferéncia das células vizinhas

* 5
——(691)3 =5. 6({)A (5.20)

Olced

para hexdgonos regulares, com espessura uniforme, ou

(oh)y

5/
3 _ ty/3
- —6.6(1) (5.21)

ced
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para células em que duas das faces tém espessura dupla. Refira-se que esta situagio é
muito frequente, dado o método de fabrico corrente de colagem de folhas, com
subsequente expansio [12].

Rasmussen [13] sugere as seguintes caracteristicas para o ninho de abelha, cuja
geometria € ilustrada na figura 5.7:

8L
681 _»
Gz =z G =Gy (5.23)

onde uma vez mais E* e G* representam, respctivamente, o médulo de elasticidade e o
médulo de corte do material das paredes das células do ninho de abelha.

Figura 5.7 - Ninho de abelha hexagonal [13]

O célculo dos médulos eldsticos, particularmente dos médulos de corte, revela-se

fundamental para o cdlculo de estruturas, em particular pelo método dos elementos

finitos. Dependendo do tipo de andlise e do tipo de elemento a utilizar, serdo necessirias

diferentes caracteristicas. Grediac [9] apresentou um estudo por elementos finitos de uma
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célula de ninho de abelha (estudo local) em que os médulos Gxz € Gyz sdo obtidos como
fungdo linear da espessura das paredes das células. Este estudo nio tem em conta a

interac¢@o das Células vizinhas. Nas figuras 5.8 e 5.9 apresenta-se os grificos dos
principais resultados obtidos em [9].

432 +

2% T

T

Gyz , MPaaté - experiéncia (]

148 1

72 T

; + + +

0.025 0.050 0.073 0.100 0.125

espessura,nm

Figura 5.8 - Médulos de corte transverso em fungio da espessura das paredes das células
do ninho de abelha de aluminio [9]

740 +
Gz

teoricos,
mnimo e maximo

S92 Tt

444 +

296 +

modulo Gy , MPa

148+

N It n 3 3

0.025 0.050 0.075 0.100 0.125

espessura, mm

Figura 5.9 - Evolugdo teérica e experimental de Gxz em fungdo da espessura das paredes
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5.4 - MODELO DE ELEMENTOS FINITOS PARA CALCULO DE
CARACTERISTICAS ELASTICAS

O cidlculo das caracteristicas eldsticas tem sido realizado, como vimos, por meios

analiticos ou numéricos em células isoladas. Pretende-se averiguar da qualidade destes
procedimentos.

Neste estudo, pretende-se atingir dois objectivos principais:

1 - a partir do método dos elementos finitos, concluir sobre quais os médulos
equivalentes dos ninhos de abelha a utilizar no cdlculo de estruturas;

2 - a partir do conhecimento dessas caracteristicas, realizar a anélise ndo linear de
estruturas sandwich com ninhos de abelha.

5.4.1 - Modelo multicelular

Considerando o 1° objectivo, estabeleceu-se inicialmente a criagdo de um modelo de
elementos finitos, tendo por base a célula base da figura 5.10 e a geragdo automitica

através de dum pré-processador.

2t

Figura 5.10 - Geometria da célula base do ninho de abelha
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Esta célula prevé que as paredes horizontais tenham o dobro da espessura das paredes
inclinadas, o que € corrente no mercado actual dos ninhos de abelha.

O programa de geragio [14] cria automdticamente a malha, as condi¢des fronteira, as
cargas especificadas e executa o célculo, ou seja, realiza uma sessdo completa de
elementos finitos linear. O programa aproveita as capacidades do c6digo I-DEAS [15].

Pode estudar-se o comportamento estrutural do ninho de abelha através do material das
paredes das células, tendo em conta que o ninho de abelha é uma estrutura regular. Dado
que o aluminio é um material muito usado nos ninhos de abelha e que as suas
caracteristicas sdo isotrépicas e bem conhecidas, foi eleito como o material de base para

as células, com as seguintes caracteristicas
E=70 GPa, v=0.3 (5.24)

Solicitando o ninho de abelha, enquanto estrutura, em vérias direcgdes ou planos, pode
obter-se uma resposta global que define o seu comportamento estrutural. Queremos
conhecer as caracteristicas homogeneizadas globais desta estrtura, para poder ser utilizada
como camada (nicleo) de um laminado sandwich tipico. Realizaram-se entio um
conjunto de testes simples, tracgdo, compressdo, flexdo e corte, com o objectivo de
determinar as caracteristicas eldsticas dessa camada em fung¢fio da geometria e do material
das células. Quando solicitado em tracgdo, figura 5.11, por exemplo, pode-se determinar
o médulo eldstico longitudinal dessa camada, através da deformagio da estrutura de
ninho de abelha.

2
I h 4 i L 1
—
Z Forca total=P
b Z
— *
Z —

Figura 5.11 - Ensaio de trac¢do ao ninho de abelha
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Por igualdade de deslocamentos entre esta estrutura de ninho de abelha e uma outra
estrutura homogénea ficticia de material a conhecer, pode encontrar-se a caracterfstica
equivalente de interesse [16]

PL

By=sy (5.25)

Outros exemplos foram testados, conforme se pode ver na figura 5.12. Em cada caso
pretendeu-se, dentro do possivel, representar estados de tens@o uniaxial, dos quais se
possa retirar uma tunica caracteristica. Em alguns casos desprezou-se efeitos de
acoplamento entre modos de deformagio, considerando-se apenas o modo principal.

2 1 Sl tuacao Estado ObJecttvo
7 —— Traccao/compressao El
Z, (o —_— 1 pura no planc
Z -
2
(UL L, Traccao/compressao EZ
< pura no plano
—1
2
I, Corte puro G.
< no ptano
—1

—— e

Corte transverso Gu

orte transverso Go

Figura 5.12 - Estudos simples do comportamento estrutural de ninhos de abelha
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Na figura 5.13 apresenta-se um ninho de abelha sujeito a corte transversal e
correspondentes deformacdes e tensdes.

Figura 5.13 a - Geometria de ninho de abelha hexagonal
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Figura 5.13 b - Ninho de abelha hexagonal sujeito a deformagdes de corte transverso-
evolugdo de deformagdes
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cortexsz

LORD SET: | —~ LOMD SET
FRAME OF REF: GLOBFAL SHELL a.namqﬁ

STRESS ~ VON MISES MIN: 4. 14E+@8 MAX: 1. 11E+@7

Figura 5.13 ¢ - Ninho de abelha hexagonal sujeito a deformagdes de corte transverso-
evolugio de tensdes
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5.4.2 - Modelo unicelular

Por comparag@o com o modelo de elementos finitos em que se consideram um conjunto
de células hexagonais, foi também tido em conta um modelo de célula isolada (unitéria).
Pretende-se averiguar qual o médulo de corte tendo em conta determinadas caracteristicas
geométricas. Na figura 5.14 apresenta-se a geometria e as condigdes fronteira aplicadas.
Foi considerada uma forga de corte na face superior, enquanto que na face inferior da
célula se impGem restrigdes as translacgdes. Considera-se que a tensio de corte pode ser
calculada pela razdo entre a forga total e a 4rea da célula. Foi estudada a influéncia da
espessura das paredes e do didmetro da célula nos médulos de corte Gxz e Gyz (figuras
5.15 ¢ 5.16). E curioso registar que esta simulagdo encontrou valores de médulos de
corte priticamente iguais aos da simulagdo multicelular. Para um ninho de abelha de 25
mm de altura, espessura 0.2 mm (dupla espessura nas faces longitudinais) e didmetro
1/8’7, obteve-se para o modelo uni-celular um médulo de corte Gxz de 1316 MPa,
enquanto que no modelo multicelular se obteve o valor de 1385 MPa, o que nos parece

suficientemente préximo.

"
—

\
LI A

Figura 5.14 - Modelo uni-celular de ninho de abelha, para simulag@o do corte transverso
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diametro da célula = 1/8 pol.
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S 4000.0 - Gxz :
> ]
= .
o -
S 3000.0
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e ;
3 20000 -
= ] . .
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0,0-llllixlffi*frTIinfT—:rT[1; rl(lillllillll
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45
espessura da parede da célula (mm)
Figura 5.15 - Dependéncia dos médulos de corte com a espessura
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Diametro da célula (pol.)

Figura 5.16 - Dependéncia dos médulos de corte com o didmetro da célula, para
espessura constante
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5.5 - MODELO TRIDIMENSIONAL (3D) PARA A ANALISE NAO
LINEAR DE ESTRUTURAS LAMINADAS SANDWICH

5.5.1. INTRODUCAO

O conceito de estruturas sandwich tem como base a utilizagio de niicleos espessos e peles
finas. Os niicleos sdo tipicamente pouco rigidos e pouco resistentes, relativamente as
peles, habitualmente altamente rigidas e resistentes. Tendo em conta a flexibilidade do
nicleo, € possivel a ocorréncia de deformagdes localizadas, quer com nticleos de espuma,
quer com nicleos de ninho de abelha. Existe ainda a possibilidade de ocorrer efeitos de
bordo, junto a descontinuidades geométricas.

Os elementos de casca, mesmo os espessos, t8m a dificuldade de modelar tais parimetros
localizados. Estes elementos sio constituidos por um conjunto de camadas, cada uma
delas supostamente em estado plano de tensdo. Os elementos de casca possuem um

conjunto de dificuldades a seguir enumeradas:

- dado que a regra de quadratura necessdria para integrar as forgas residuais e a rigidez
tangencial através da espessura tem alguns problemas de capturar todos os modos de
deformacdo, € necessério usar bastantes camadas matemadticas para se obter a qualidade

de solucdo desejada;

- o nimero elevado de pontos de integragdo em cada elemento torna o cédlculo da matriz de

rigidez e do vector de forgas internas bastante caro em termos computacionais;

- a suposicio de estado plano de tensdo na casca laminada implica que a tensdo normal a
superficie média seja desprezada, o que com laminados compésitos e sandwich pode
inviabilizar o estudo de delaminagens-em muitos modelos h4 ainda a registar a forma

inconsistente de tratar em separado as tensdes de plano e transversais;

- sdo habitualmente usados elementos baseados nas suposi¢des de Mindlin, o que
provoca desde logo uma distribui¢do uniforme de deformacgdes de corte através da
espessura. Registe-se que a inclusdo de termos de deformacdo de ordem superior ji

apresentados no capitulo 2, representam um acréscimo mais ou menos importante de

graus de liberdade por nd;

- nas cascas torna-se muito dificil a representagdo de fenémenos localizados pela

dificuldade de c4lculo da tensdo normal transversal, mesmo a posteriori.
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Por estas razdes, desenvolveu-se um elemento finito sélido tridimensional, baseado numa
formulag@o elasto-pldstica, tendo como alvo as estruturas sandwich espessas, cujas
caracteristicas materiais das peles e do niicleo sejam bastante diferentes. Foram
desenvolvidos os elementos de 8 e 20 nés. Em seguida, apresenta-se a sua formulagao.

5.5.2 - TEORIA
5.5.2.1 - Campo de deslocamentos

Considere-se um sélido tridimensional, como consta na figura 5.17. O movimento de um
ponto no espago pode ser definido através do vector de deslocamentos

u .
g={v} (5.26)
w

onde u, v € w sdo os deslocamentos dum ponto genérico segundo os eixos cartesianos

Xy e z.

o % 0

oy

Figura 5.17 - S6lido tridimensional. Vector de deslocamentos de um ponto genérico.
5.5.2.2 - Campo de deformacoes

O vector das deformages dum ponto € definido por seis componentes, segundo a teoria
cldssica da elasticidade tridimensional, como

[
Il

Z3 (5.27)
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onde

du ov ow ou ﬁ du ow ov

=_98 ’ ’ P > = =
Ex ox Y 9y’ * 9z Txy 8y+8x Txz az+8x’yyz oz

+ 2% (528)
dy

onde €,, €, ¢ €, sdo as deformagdes normais e Txy » Yxz © Yy S0 as deformagdes

tangenciais.

5.5.2.3 - Campo de tensoes

O vector das tensdes dum ponto contém seis componentes de tensdo, associadas As
correspondentes componentes de deformacdo, na forma

Ox

Oy

c

c=1." ' (5.29)

xy
TXZ

Tz

onde 6, Gy e G, sdo as tensdes normais € Ty , Ty, € Ty, as tensdes tangenciais. Na

figura 5.18 apresenta-se a convengio das tensdes positivas.

2
ZY
Tay
Zn”| Ga
Taxe | z,./t_.’i
L____ e
az )—» y
';-/, Z'.’ Jl
,/
4y

Figura 5.18 - Convengdo de sinais para as tensoes de um elemento diferencial de um
s6lido tridimensional

5524 - Relagoes tensio-deformacgao

-

A relagio entre as deformagdes € as tensbes para um material anisotrépico vem expresso

em eixos principais materiais COmo
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- Mu _Vva
El EZ E3
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(€ E, E E,
g, Vi3 _Vaa 1
Jes|l_| B, E, E,
Y12
0
Y13 0 0
Y23
2200 0 0
0 0 0

0 0
0 0
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1
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onde s6 intervém 9 constantes materiais, dada a simteria material

Eiva1 =Evyp 5 Egvsy =E3vys ;5 E3vis =Eyvyy

0
0
.
0 |}92
| 53
0 T12 F
13 (5.30)
(723
0
1
23 |
(5.31)

A partir das relagdes (5.31) em eixos locais materiais, pode transformar-se (5.30) para

eixos globais, de acordo com procedimentos andlogos aos apresentados no capitulo 2 para

cascas. Nos materiais isotrépicos, as constantes materiais reduzem-se a duas: o médulo de
Young E e o coeficiente de Poisson v. Neste caso a equagio constitutiva pode escrever-se

directamente em eixos globais, como

c=Deg
€ a matriz constitutiva eldstica vem dada por
[ ! \% \J
I-v 1-v
1 Y
I-v
1
D= E(1-v) '
= 1+ v)(1=-2v)| S

(5.32)

0 0

0 0

0
(5.33)

1-2v
21-v)
1-2v
2(1-v)

Esta matriz € modificada quando houver lugar a plasticidade, de forma semelhante 3

referida no capitulo anterior.
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5.5.2.5 - Principio dos trabalhos virtuais

A equagdo do principio dos trabalhos virtuais escreve-se da seguinte forma, tendo em
conta o cardcter tridimensional da anilise

Ify8e"s av=[j,8uTb dV+[jsuTt dA+ >.8afq, (5.34)
A i -
onde V e A sdo o volume e a drea do corpo sobre o qual actuam as forgas volimicas b, as
forgas tractivas t, e pontuais g;, respectivamente.
5.5.3 - FORMULACAO DE ELEMENTOS FINITOS
5.5.3.1 - Discretizacdo do campo de deslocamentos

Considere-se um elemento finito de 8 ou 20 nés, conforme ilustrado na figura 5.19.

Figura 5.19 - Elemento finito tridimensional de 8 ou 20 n6s

A geometria do elemento fica definida através de fungdes interpoladoras e pela posigdo

global dos nés, de acordo com

x="3 N;ERD 5 (5.35)
=1

3 of 30, de acordo com a expressio
onde Nj representa a fungido de forma para o né j em questao, P

N; = (L BB+ )+ EG) (5.362)

-

para o elemento de 8 nds e
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Né6s de canto N;= %(1 +EE )L+ M) (1 + LG )EE; +mm; +68; - 2)
C (5.36b)

P _1
Nés de meio N;= , 1-eHa+ )1+ LE; ){§ —lm, =
para o elemento de 20 nés, em fungdo das coordenadas naturais do elemento.

O campo de deslocamentos no interior do elemento fica aproximado da seguinte forma
[2,3]

D Rl G N o
={ve=2XN;a;"” =Na (5.37)

w i=1

onde nn representa o n° de nés do elemento, e onde

N, 0 0
N=[N;, Np, ..Nu|. N;=[ 0 N; 0 (5.38)
0 0 N,
a{®
(@) - Jal® a® di
e al® = ; af® ={v, (5.39)
a(®) Wi

=nn

sdo, respectivamente, a matriz das fung¢des de forma e o vector de deslocamentos do

elemento e de um né.
5.5.3.2 - Matriz de deformacoes

Substituindo (5.37) em (5.27), obtem-se a deformagio para um elemento arbitririo de nn
nés [2,3]

£= Z< Z > = gB.age) =RBa®)
aN aNl =11 ==
i=1 v. +—=—y i=1

ox ay (5.40)
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5.27
onde B € a matriz de deformagdes do elemento dada por
B=[B; B, .. By (5.41)
onde B; € a matriz de deformagio correspondente ao né i, com
[ ON, ]
— 0
ox 0
o N
dy
0 0 E%Nl
_ zZ
BlaN aNy
dy ox (5.42)
oN; oN;
Zio g 24
oz 0x
0o M N
i Jdz  dy |

5.5.3.3 - Matriz de rigidez do elemento

Tendo em conta a expressdo do principio dos trabalhos virtuais, obtem-se a equagdo de
equilibrio estdtico do elemento
K®a(®) _fle) = q(e) (5.43)

onde K® é a matriz de rigidez do elemento, ft) € o vector das forgas equivalentes nodais e

g® o vector das forgas nodais de equilibrio [2,3].
5.6 - PLASTICIDADE ANISOTROPICA

Considerou-se um modelo de plasticidade de Hill para comportamento anisotrGpico
[4,5,17]. A fungido de tensdo de Hill € uma extensao da fungdo potencial de Mises para

permitir 0 comportamento anisotrpico. Esta funcfo é expressa por

2 2 2 2
£(0) =+[F(o, — 65)” + G0, = 0,) +H(0, = 0y)” + 2Ly, +2Mry + 2Nty (5.44)

em termos das componentes de tensdo rectangulares Cartesianas, onde as constantes
materiais F,G,H,L,M e N sio obtidas por ensaios mecanicos em diferentes orienta¢des
2 b .

[17]. Estas constantes sd0 definidas como

11 1
(‘-‘7*“27‘27) (5.45)
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G=—2| ooy (5.46)

H=2% — e (5.47)
2\t &5 of
2
L=2Te (5.48)
213,
2
M=2% (5.49)
2105
3 12 .
N=2-¢ 5.50
213 (5-50)

- = = = = - . - 1 c
onde Gy,01,52,03,T12,T13 € 123 540 especificadas pelo utilizador do cédigo e Tp = Tg.

5.7 - MODELOS DE CASCA VERSUS MODELOS 3D

Os elementos finitos tridimensionais possuem a caracteristica de poderem considerar na
sua formulagio o0 médulo transversal E3, bem como a tenso normal o3. Os elementos de
casca, por seu turno apenas consideram as tensdes de corte transverso. Pode, no
entanto, considerar-se que quer os elementos de casca, quer os elementos 3D sio validos
na andlise nio linear de estruturas sandwich com niicleos de ninhos de abelha, dada a
importincia dos médulos de corte transverso. Serdo comparadas as respostas de ambas
as filosofias, tendo ainda em conta que, nos elementos de casca, serdo utilizadas as
teorias de corte refinadas. Na figura 5.20 ilustram-se algumas das deformagdes potenciais
das estruturas sandwich com ninhos de abelha. Desta figura infere-se a necessidade de
utilizagdo de diferentes abordagens de elementos finitos, dada a complexidade potencial
da deformagio evidenciada pela influéncia do ntcleo.

Compara-se nesta seccdo, para situagdes de viga em flexdo, os elementos de casca
[capitulo 2], os elementos de viga [5] e os elementos 3D deste capitulo.

No primeiro exemplo, simula-se a viga apresentada por Owen e Hinton [5], apresentada na
figura 5.21.
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Figura 5.21 - Viga isotrépica em flexdo [5]

Q

N o casca 12 ordem
] ¢ [5] solugdo sem camadas
(5] solugdo com camadas
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Figura 5.22 - Viga simplesmente apoiada [5]- comparagio com elementos de casca

Da figura 5.22 conclui-se que os elementos de casca sdo adequados para a discretizagdo de
vigas isotrépicas. Poderd inferir-se que dada a formulagio para laminados, que os
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elementos de casca serio também adequados para a simulagido de vigas laminadas
compdsitas e sandwich.

Na figura 5.23 apresenta-se uma simulagio similar, mas para uma viga sandwich com
ricio modular entre as peles e o nicleo de 100. Na figura 5.24 apresenta-se a curva carga-
deslocamento para diferentes elementos e teorias. Refira-se que quer os elementos 3D,
quer os elementos de casca apresentam deformagio similar, a menos do elemento de casca
de 3* ordem, que, como j4 se tinha constatado, sofre perturbagtes em situagSes deste tipo,
ou seja, quando o mddulos do niicleo sio muito inferiores ao das peles.

Ninho de abelha

em aluminio E-=70GPa

E—ﬂzGSS Aluminio ' F=120MPa
= a

1
mj
1

25
292 ol |

Figura 5.23 - Viga simplesmente apoiada laminada sandwich
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“Deslocamenio @niral Cvaw)

Figura 5.24 - Curva carga deslocamento para uma viga sandwich
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5.8 - COMPARACAO DE RESULTADOS EXPERIMENTAIS E
NUMERICOS

Tendo em vista a comparagdo destes modelos com alguns resultados experimentais,
decidiu-se sujeitar algumas vigas sandwich a ensaios de flexio em 3 pontos [18]. Estes

ensaios foram realizados em vigas de peles e ninho de abelha de aluminio, conforme
esquematizado na figura 5.25.

Na figura 5.26 apresenta-se uma curva tipica obtida, sendo de registar a cedéncia e o
comportamento tipicamente elasto-pléstico destas estruturas.

Na figura 5.27 apresentam-se algumas curvas carga-deslocamento com resultados
experimentais e numéricos. Verifica-se uma boa concordancia geral com os resultados
experimentais, particularmente para os elementos de casca layerwise. Os elementos 3D
apresentam-se um patamar de cedéncia superior ao encontrado pelas formulagdes de casca.

P ¢ 20
ninho de abelha de aluminio ’

X 1
3

23

P 1
pele de aluminio/
010 292 25

-

..:E.

’. Ui Y
(5 ni |
FECRRRALES

L 4

.t..',l"?.a

———
——
~——
gr——
B

Figura 5.25 - Viga sandwich [pele de aluminio/ninho de abelha de aluminio]
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Figura 5.26 - Curva carga-deslocamento tipica
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Figura 5.27 - Comparagdo dos resultados experimentais com as solugdes numéricas
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5.9 - CONCLUSOES

Neste capitulo pretendeu-se realizar a andlise ndo linear de estruturas sandwich com
nicleos em ninho de abelha.

Foram inicialmente apresentadas as principais expressdes analiticas de calculo de médulos
e tensdes de cedéncia.

Foram em seguida apresentados dois modelos de determinagdo de caracteristicas eldsticas
de ninhos de abelha através da simulag¢do por elementos finitos. O modelo multicelular e o
modelo unicelular apresentaram valores préximos e coerentes com o esperado, o que
permite considerar que estes modelos possibilitam o célculo de caracteristicas eldsticas para
um dado ninho de abelha. Estas caracteristicas el4sticas tém interesse para a simulagdo por
elementos finitos, em que hd necessidade de introduzir caracteristicas mecanicas
equivalentes as de um ninho de abelha.

Foi, em seguida, apresentada a formulagdo de um elemento finito tridimensional que,
baseado numa formulagdo elasto-pléstica, representa uma alternativa aos elementos de
casca na andlise de estruturas sandwich, particularmente as mais espessas.

Foram ensaiadas vigas sandwich com peles em aluminio e ninho de abelha igualmente em
aluminio. Foi considerado o ensaio de flexdo em 3 pontos e os resultados foram
comparados com os resultados computacionais. Verificou-se que a teoria layerwise é
aquela que mais se aproxima dos resultados experimentais.
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CAPITULO 6

ANALISE POR ELEMENTOS FINITOS DE PLACAS E
CASCAS DE BORRACHA REFORCADA COM FIBRAS

6.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo descreve-se a aplicagdo de técnicas numéricas para a solugdo de problemas
de borrachas, borracha reforgadas com fibras (tecidos ou rovings) ou estruturas
sandwich em que o micleo € composto de borracha e as peles sdo de material compdsito.
As estruturas e os componentes na forma de cascas de borracha refor¢ada e na forma de
sandwich compdsito/borracha sdo bastante utilizadas em aplicacdes industriais. A
previsdo do seu comportamento € complicada pela anisotropia e pelo empilhamento dos
laminados compdsitos e pela natureza incompressivel da borracha. Desenvolveu-se um
elemento finito de casca laminada degenerada de elementos tridimensionais, baseados nos
conceitos de Ahmad. Sdo utilizadas uma teoria simplificada de 1? ordem e uma teoria de
3% ordem. A borracha pode também ser reforcada, sendo consideradas duas fases
materiais bem distintas em que a matriz de borracha € reforgada por fibras unidireccionais
ou tecidos (telas). A contribui¢do para o comportamento da estrutura € tida em conta em
separado, ou seja, introduzem-se dois modelos materiais distintos, um hipereldstico
incompressivel (borracha) e outro linear eldstico até a rotura (fibras). A solugdo numérica
tendo em conta a incompressibilidade é baseada numa formulaggo "single-field", por
eliminagdo, em cada ponto de interpolagdo, do multiplicador de Lagrange utilizado para a
imposigdo de incompressibilidade. O comportamento em grandes deslocamentos &

considerado, por adopgao do processo de solugdo lagrangiano total.

Apesar de se ter atingido bastantes progressos na tecnologia de computadores € na
modelagio matemdtica dos fenémenos fisicos, as estruturas de borracha reforgada, tais

como os pneus, barcos, edificios insufldveis, entre outros, ainda requerem ensaio de
’

protétipos ou a escala natural. Ainda ndo existe um conjunto de valores experimentais
suficientemente validos e vastos que permitam estabelecer um modelo constitutivo

adequado, em particular para grandes elongagdes. Foi realizado algum trabalho no
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sentido de estabelecer simulagdes numéricas vélidas de estruturas de borracha simples ou
reforcada[1-6].

A associagdo de borracha e compésitos, na forma de cascas laminadas sandwich, na qual
a borracha representa o nticleo e os compésitos as faces da sandwich, ainda néo constitui
um campo de investigacdo muito aberto. Introduz-se neste trabalho um modelo
cinemdtico de 3* ordem. Este modelo é comparado com o modelo de 1* ordem
apresentado em [5,6], modelo este simplificado de acordo com o que foi exposto no
capitulo 2. As complexidades do fendmeno a estudar advém da necessidade de considerar
simultineamente um modelo constitutivo e um modelo cinemético adequados, bem como
grandes deformagdes, estrutura de material compésito e sandwich compésito/borracha.
Este trabalho deverd ser comparado com resultados experimentais e industriais, que se

esperam obter no futuro.
6.2 - ANALISE DE GRANDES DEFORMACOES
6.2.1 - Definicao de deformacoes e tensdes

A nido consideragdo das variagdes geométricas num corpo é suficientemente vilida
quando grandes deslocamentos ou grandes deformagGes ndo estdo presentes. No caso
das borrachas, borrachas refor¢adas ou sandwich compdsito/borracha, mesmo sob
condi¢Ges normais de carregamento, hd que ter em conta a variagdo continua da
configuragdo geométrica do corpo. Esta andlise pode ser realizada por defini¢io de
tensoes e deformagdes auxiliares, tal que, em qualquer momento, o trabalho virtual possa
ser definido relativamente a uma configuragdo conhecida.

Pode definir-se o tensor de deformagdes de Green-Lagrange como [8]
| 1
Yij = E(gij -8 = E(Ui,j +uj; Uy Uy ) (6.1)

em que u; 30 os deslocamentos e g;; € o tensor de deformagdo de Green.

Os trés invariantes de ¥jj sdo habitualmente utilizados na formulacio da lei constitutiva
i ¢

para a borracha. Estes podem ser escritos em fungdo das deformagdes de Green-

Lagrange como [9]:

[;=3+2yy (6.2)
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Lo=3+4vi+2 (viyYi-Yiyvsn) (6.3)
L= 1429 2 (it Vi Vi) +4/3 €l emst iy cviee (6.4)
em que ik e 5% 530 os simbolos de permutagio.

Se dVo for um elemento de volume na configuragio de referéncia e V o volume do

mesmo elemento na configuragio corrente, pode mostrar-se [9] que

av
— =1
dv, 3 (6.3)

€ assim para um material incompressivel, obtem-se

I3=1 (6.6)

As tensdes conjugadas energéticamente das deformagdes de Green-Lagrange na
configuragdo de referéncia [10] s@o as segundas tensdes de Piola-Kirchhoff Sy;. Estas
podem ser relacionadas caso seja necessdrio, com as tensoes reais oy (ou tensdes de

Cauchy) na configuracdo deformada por

P X o X

lj p axI IS axs (6.7)

S
em que p,/p € a razdo entre as densidades nas duas configuragdes e Xj e xj sdo as

coordenadas nas configuragoes de referéncia e deformada, respectivamente.

6.2.2 - Equacgdes incrementais de equilibrio

Para ter em conta as nio-linearidades originadas pela formulagdo de grandes
deformacdes, acrescidas pelo comportamento ndo-linear material, hd necessidade de
estabelecer uma forma incremental do principio dos trabalhos virtuais (PTV). Este pode

ser escrito, se se considerar o carregamento conservativo como [11]:

[(ASyBy; + Sy¥AYy)dVo = [Ad8u,dSy + [AbISudV, (6.8)
Vo ! So Vo
- aSU
ASj = =AY = Dy AYy (6.9)

M
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1
AYlJ = E(Aui,j + Auj,i + uk,iAuk,j + uk’jAuk.i + Auk,iAuk,j) (6 10)

1
SA'YIJ = E(SUk'iAuk'j + Suk'jAuk,i) = A8Y1J (6.1 1)

em que At? e Ab? $ao respectivamente as pseudo forgas volimicas e as pseudo tracg¢oes

superficiais, na configuracio de referéncia, definidas por
At)dS, = At,dS (6.12)
Ab)dV, = Ab,dV (6.13)
Os termos At; e Ab; sdo as forgas reais referidas A configuragio deformada.

6.3 - TEORIA DE BORRACHAS

Apresentam-se as principais caracteristicas das borrachas. As caracteristicas dos materiais
compdsitos foram descritas no capitulo 1.

6.3.1 - Caracteristicas da borracha

As borrachas sintéticas sdo materiais poliméricos caracterizados por suportarem grandes
deformagdes eldsticas e por as recuperarem de forma quase instantinea. Esta propriedade
de alta recuperagdo eldstica advem da estrutura molecular [12,13]. Na figura 6.1 ilustra-
se a resposta de uma borracha tipica [12], que apesar de eldstica é marcadamente nio
linear. Apesar das elongagdes sob tracgdo poderem atingir 500 ou 600%, elongagdes
superiores a 100% sdo raramente encontradas na pritica. A ligacdo aos materiais
compdsitos, sob a forma de micleo de sandwich, limita ainda mais as elongagdes.

6.3.2 - Teorias de elasticidade das borrachas

A borracha pode ser considerada como um material hiperel4stico incompressivel. No
conceito de hiperelasticidade, € tida em conta a reversibilidade da deformagio eldsticae a
independéncia da histéria da deformacdo, através da definicdo das tensdes como
gradientes de uma fungio potencial, a energia de deformagdo [5,9].
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g

Figura 6.1 - Comportamento tipico das borrachas

Adopta-se a teoria fenomenoldgica das grandes deformacgdes eldsticas [12,14], que se
baseia na teoria cldssica da elasticidade. Utiliza-se uma defini¢do da energia da
deformacio, adoptada por Mooney [15] e desenvolvida por Rivlin [16]. Para um material
isotrépico, a energia de deformagdo por unidade de volume indeformado pode ser

considerado como uma fun¢ido dos invariantes principais do tensor de deformacgdo de

Green, na forma

w=W(1,12,I3) (6.14)

Para um material incompressivel, tal como a borracha, a fun¢io de energia de deformagao
deve ser independente de I3 de acordo com Oden [9]. A equagio (6.14) pode entdo ser

reescrita, como uma série de potencias em I; e I,

W=3 ¥Cud -3, -3, with Coo=0 (6.15)
1=0m=0

onde Cj; sdo parametros a determinar experimentalmente.

A forma mais utilizada da equagdo (6.15) para borrachas foi proposta por Mooney e €

conhecida com a lei de Mooney-Rivlin:

W=C1(I;-3)+C2(I2-3) : (6.16)
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Esta lei € considerada aceitdvel para elongacdes até 450-500%, sendo portanto suficiente
para este trabalho. As duas constantes da expressdo (6.16) podem ser determinadas
experimentalmente para cada tipo de borracha.

6.3.3 - Determinacao das tensdes

As tensOes sdo determinadas, por definig¢io, como derivadas da fung¢io de energia de
deformag@o. Para um material incompressivel, as deformagdes ocorrem sem variagdes de
volume e qualquer estado hidrostdtico de tensdo pode ser adicionado sem variagdo de
volume e consequentemente da sua energia de deformagio. Isto implica que as tensdes
calculadas a partir da fun¢do da energia de deformacdo sio desviadas [6]. Se
adicionarmos um funcional constringido 2 energia de deformagio, obtem-se uma nova
fun¢io [9]

W =W(y3)-MyT; - 1) = (6.17)

em que A é um multiplicador de Lagrange que ao impor a condi¢io de

incompressibilidade (6.6) pode ser identificado com a pressdo hidrostatica [6,9].

O tensor das tensdes € entdo calculado, tendo em conta que em cada ponto se impde
Iz=1, como

s..=—7_—-—— A Ew (6.18)

6.3.4 - Tensdes numa casca

Em estruturas tipo casca, assume-se que a tensio normal ao plano médio da casca é
desprezdvel, ou seja, S33=0, podendo estabelecer-se algumas simplificagdes. A
contribuigdo explicita do multiplicador de Lagrange pode ser eliminada ao nivel do

elemento, evitando uma formulagao mista ou penalizada na solu¢do numérica.

O funcional constringido e as tensdes podem ser escritas numa forma mais conveniente
[6]. Supoe-se que S;j=S;; e &;5=¢;;, de acordo com a mecanica dos meios continuos. Os

invariantes de deformagdo podem ser escritos como
I1=3+2 J1 (6.19)

[2=3+471 +4 ]y , (6.20)
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[3=142 J1+4 J2+3 I3 6.21)

T1=v11+Y22+733 (6.22)

T2=v11Y22 2233 + Y11¥33 - 1/4 (Y122+Y1324+Y232) (6.23)
I3=vnv22133+ V412113723 - 1/4 (1117232 +7201132+Y337122) (6.24)

Assim o funcional constringido (6.17) pode ser expresso como

W=CJ,+C,J, -2 1 (6.25)

em que C,=2C, +4C, (6.26)
C,=4C, (6.27)

A=2A (6.28)

I=J,+2],+4], (6.29)

As tensGes sdo0 entdo expressas como

— 9], =9I, = ol
S.=C,—L+C,—%2-A 6.30
; : i 2 i aYij ( )

e 0 tensor constitutivo material (6.9) para a solugdo incremental € obtido pelas derivadas

das tensdes relativamente as deformagdes

3S;: — = 23 —~ = 0] = 9%
2 o P =(C A ——+(C - M —4A—32 (6.31
My Klj ! oy maYij 2 N Yoy ij )

Se S33 for zero, como se supde nas cascas, pode ser eliminada na equagio (6.8). O valor
de Y33, nio necessiriamente nulo, € dependente dos valores das outras deformagdes, e
mesmo que nas equagdes (6.30) e (6.31) S33 e v33 nio forem consideradas

explicitamente, a contribuic¢do de Y33 deve ser incluida. De acordo com [5], considera-se
v33 como uma fungdo implicita das outras deformagdes, quando calculamos as derivadas

em (6.30) e (6.31)-ver tabela 1. Pode calcular-se, através da equagdo de condigdo de

incompressibilidade, o valor explicito de 733

I;-1 =R+Sy33=0 (6.32)
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em que

R=Yi+922+ 2 1Yoz - 172 (1122 4+¥132+Y23 D)+ Y12¥13Y23- Y11Y232YaoYiz?  (6.33)

S=1+ 2(Y11+Y22)+ 4( V11722 )-Y122 (6.34)
ou seja
Y33=-R/S (6.35)

A suposi¢io S33=0 permite o célculo do multiplicador de Lagrange em cada ponto. De
(6.30) obtem-se '

T 0733 9733
A T R | R (6.36)
Ly =2 4423

0Y33 0Y33 Y33

Assim estabelece-se um processo iterativo usando uma formulagio de campo tinico, em
que o multiplicador de Lagrange é constantemente actualizado a partir da solugdo do
campo de deslocamentos, de acordo com a equagio (6.36). Note-se que este processo,
embora elimine a necessidade de métodos mistos, resulta num processo altamente nio

linear.
6.4 - BORRACHA REFORCADA
6.4.1 - Caracteristicas e aplicacdes

Em muitas aplicagGes, a borracha é reforcada com fibras (nylon, poliester, ago ou
Kevlar) [13,17]. Combina-se assim a resisténcia do refor¢o com a capacidade de suportar
grandes deformagdes da borracha. Exemplos de aplicagdes podem encontrar-se nos
pneus, diafragmas, barcos, dirigiveis, hovercrafts, telas transportadoras, entre outros.

As diferentes camadas de reforgo podem ser orientadas predominantemente numa
direc¢do na qual uma dada rigidez possa ser necesséria. O corpo deixa entdo de ser
considerdvel como homogéneo ou isotrépico. Estes materiais sio integrdveis na classe
dos materiais compésitos e tém o seu comportamento definido nos capitulos 1 e 2.

Os laminados sandwich compésito/borracha tém interesse em algumas aplicagdes onde
seja necessdrio combinar as caracterfsticas de rigidez e amortecimento, como por
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exemplo, em chdo de comboios. Nestes casos o comportamento mecéinico destes
laminados pode ser descrito por uma abordagens cinemiticas de 1* ordem, 3° ordem e do

tipo layerwise [7], por forma a capturar as diferentes propriedades eldsticas e a evolugio
da "normal" deformada.

Cada camada de um material compdsito (matriz reforcada com fibras) é habitualmente
anisotrpico, em muitos casos ortotrépico, ou seja, possuindo trés planos ortogonais de
simetria. Para caracterizar a anisotropia do laminado, é antes de mais necessario
caracterizar a anisotropia de cada camada. No capitulo 2 foram abordadas as relagGes

tensdo-deformagdo de um material anisotrépico.

Neste trabalho foi ainda implementada uma nova formulago, em que se consideram dois
modelos materiais para a andlise de borrachas reforgadas com fibras unidireccionais ou
tecidos. No primeiro modelo material (borracha) considera-se um material
incompressivel, cuja formulagdo foi anteriormente discutida. O segundo modelo material
diz respeito as fibras, consideradas linear eldsticas até a rotura. Dado o elevado niimero

de camadas de fibras, adoptaram-se somente as teorias de 1* € 3 ordens.

6.5 - SOLUCAO POR ELEMENTOS FINITOS NA ANALISE DE
GRANDES DEFORMACOES

Na aplicagdo do método dos elementos finitos em problemas de grandes deformagdes
adoptam-se habitualmente duas abordagens diferentes: A formulac@o Lagrangiana Total e
a formulagio Lagrangiana Actualizada [10,20]. Na formulagdo Lagrangiana Total a
configuracio de referncia a qual todas as varidveis sdo referidas, € a configuragao
inicial. Na formulagio Lagrangiana Actualizada a configuragdo de referéncia € a ultima
obtida, ou seja, a malha é constantemente actualizada em cada iteragdo e assim o
referencial ligado a cada elemento move-se de acordo com as variagdes geométricas.
Ambas as formulagdes sdo tedricamente correctas € assim equivalentes, embora uma
possa ter vantagens sobre as outras, dependendo das aplicagtes [10,20]. A formulagio

Lagrangiana Total é adoptada neste trabalho.
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TABELA 1
1. Derivadas de Jq, J; ¢ J3
para m=1,3
para k,i=1,2
para 1,j=1,3
Jm = £ (Vi ¥33(Y55))
aJm afm afm a'Y33 a'Y33
= + =2m (Vi V33 (Vi) 5 = (V)
Yy 9y V33 9 e ! Y;; !
azJm =agm + agm aY33 + 82’Y33
i N 933 N IVudYj
2. Derivadas de v33
para k,i=1,2
para L,j=1,3
y __Riyy)
7Sy
Y33 _ 18R+R oS
TR 2
9Y;; Soyy S° 9v;
9*Y33 _110S R R 10R 3 _R 3S 35S R 3%

aYija”Y Kkl S

SOV OV OYif¥ SOV dYy STy dy; Sy i9Yx1

)

6.5.1 - Formula¢ao Lagrangiana Total

6.5.1.1 - Discretiza¢do por elementos finitos e equacgdes basicas

As equagdes a serem resolvidas podem ser derivadas da equagio (6.8). Seguindo o
procedimento habitual do método dos elementos finitos, os deslocamentos sdo obtidos

por
u=Nd

(6.37)
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Au=N Ad (6.38)

O vector de deformagdes de Green-Lagrange y pode ser escrito como a soma de dois
vectores, correspondentes as partes linear e ndo linear de acordo com a equagio (6.1).
Y=EL+ENL (6.39)

ou, expresso como uma fungdo dos deslocamentos nodais

¥=Bd = (Bp+1/2 Bnp) d (6.40)
em que e=Brd (6.41)
ent=12BnLd (6.42)

e By é a matriz tradicional B para pequenas deformagdes [20-22]. A matriz Bny, pode ser

escrita como

o
0X
ou
[ ou ov ow 15y

- - =~ 0 O
x 0 0 X ao 0 X 5 oJu
aV A" W aZ

— — 0 — O
0% ° % & ao oY 5 ov
au vV w aX

— — 0 0 —
UL 7 9z || 9v.
§NL=EAI__'I—_2—_a_u_ du , 9 v 4 W Iw )3y
Y 09X Y 09X Y oX v
du du dv , OV W, 9w gZ
9z X oz X 9Z X || ow

oz du du o, v I ow  ow || 9x (6.43)

O % o Z oY 9z aY v
) | oY
ow
0Z

em que X=X1, Y=X2, Z=X3, u=uj,v=u2,w=u3.

A equagdo (6.43) pode também ser escrita na forma

-

en= 12 AG d (6.44)
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em que G € uma matriz composta das derivadas espaciais das funcdes de forma e assim
BniL=AG (6.45)

O incremento das deformagdes de Green-Lagrange pode ser obtido a partir da equagio
(6.10) como

Ay=Agp +Agn (6.46)
Na equagio (52)
AenL=B1 Ad (6.47)
e
AgnL= AeINL+AEPNL=BNL Ad + 1/2 AByi, Ad (6.48)
em que ABnL=AAG (6.49)

¢ AA ¢ uma matriz idéntica & matriz A mas com componentes como derivadas espaciais

dos incrementos em lugar dos deslocamentos totais.
A variagdo das deformagdes de Green-Lagrange pode ser expressa como
&y=bg +0enr= (BL+1/2 Bnr) 8d (6.50)

A varia¢do do incremento das deformagdes de Green-Lagrange € obtido, de acordo com

(6.11) como
OAy=8

A G Ad (6.51)
O incremento das tensdes € obtido a partir da equagfo (6.9) como
AS=D Ay (6.52)
em que D € a matriz constitutiva do material. Usando a aproximagio
Ay= Agr+Ag!np=(BL + Bnr )Ad (6.53)

pode finalmente obter-se a seguinte equagdo do movimento:

[(8dTBTDBAG + STSAGAd)dV, = [8dTNTAL%S, + [8dTNTALAV,, (6.54)
Vo So Vo
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O produto 6ATS pode ser escrito como

SATS =1 G &d (6.55)
onde
S 00
=0 S O (6.56)
0 0 S
Sxx Sxy sz
e S= Syx Syy Syz (6.57)
Sx Sy Sz

Dado que os deslocamentos virtuais em (6.54) sdo arbitrdrios, esta equagdo pode ser

escrita como
Kr=Ad=Af N (6.58)

em que Kt € a matriz de rigidez tangencial e pode ser considerada como a soma de trés

matrizes da seguinte forma
Kr=KL+KnL+Ks (6.59)

Em (6.63) K1 é a matriz de rigidez "linear" relevante para uma formulag@o de pequenos
deslocamentos, Knr. é a matriz de rigidez de "grandes deslocamentos”, e Ks € a matriz de
rigidez das "tensdes iniciais" ou matriz de rigidez geométrica, que depende dos valores

correntes das tensdes. Estas trés matrizes t8m as seguintes formas explicitas:

K; = [BLDB;dV, (6.60)
Vo
Ky = (BRLDBy +B{ DBy )dVo (6.61)
Vo
Kg= I_QT’_C GdV, (6.62)
Vo

6.5.1.2 - Calculo de deformagoes e tensoes

Apés o cdlculo do incremento Ad pela equagdo (6.38) os deslocamentos nodais totais

podem ser actualizados

—d+Ad (6.63)

[N}
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e as deformagdes totais podem entéo ser calculadas como

— | -
Y=(By+ EBNL )d (6.64)

Alternativamente, pode-se calcular o incremento de deformagdo usando as equagdes
(6.39) e (6.40), como

A7 =By +§NL+-§-ABNL)AQ (6.65)

e eventualmente determinar a deformacio total como

F=y+Ay (6.66)

O cdlculo das tensdes depende das relagdes constitutivas dos materiais. Se estas existirem
na forma incremental, as tensoes deverdo ser actualizadas, por soma as tensdes anteriores
o incremento de tensdo, tal como em materiais hipoeldsticos ou hipereldsticos. Em
materiais eldsticos ou hipereldsticos, a tensdo total pode ser directamente calculada a partir

das deformagdes totais.
Sij = Si5(vy) (6.67)

6.6 - O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS NA ANALISE GERAL DE
CASCAS

O método dos elementos finitos provou ser particularmente itil na anélise de estruturas
tipo casca, dado que as solugdes analiticas estdo habitualmente restrictas a geometrias
simples e a comportamento linear. Numerosos elementos de placa e casca para diferentes
aplica¢cdes foram propostos na literatura, durante os tltimos 20 anos. Descri¢des e
referéncias podem ser encontradas nas Refs.[22-29]. De qualquer forma, continuam os
esforgos para melhorar o seu comportamento [25-28].

O elemento de casca degenerado [29], apresentado no capitulo 2, é adoptado neste
capitulo. A inclusio de propriedades dos materiais varidveis através da espessura ¢
tornada possivel, através duma abordagem discreta na defini¢io do elemento [21,22].

Neste capitulo consideram-se as trés teorias de deformagio apresentadas no capitulo 2.
Em primeiro lugar apresenta-se uma modifica¢io da teoria de deformagio de 1* ordem,
anteriormente apresentada pelo autor na sua tese de mestrado [30], em que se reduzem os
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custos da integragdo por camadas, por uma simplifica¢do no cdlculo da matriz de
deformagdes. Considera-se também uma teoria de deformagdo de ordem superior &
primeira, nomeadamente uma teoria de terceira ordem, anteriormente apresentada por
Kant e sua equipa [31,32]. A formulagio usada em termos de deslocamentos,
deformagdes e tensGes corresponde dquela que foi apreentada no capitulo 2 e 3, com as
devidas modifica¢Oes para o material hipereldstico.

6.7 - MODELO BI-FASICO BORRACHA-FIBRAS DE REFORCO

Tem sido pratica habitual na modelagdo por elementos finitos de borrachas reforgadas
com fibras, a consideracdo desta combina¢do material como um material compdésito
homogéneo ortotrdpico linear [5,6,11]. A suposi¢do de comportamento linear do
conjunto borracha-fibras pode ser considerada razodvel para fracgdes voliimicas de fibras
elevadas. No caso inverso, o comportamento mecinico da borracha tem grande
relevancia. Propde-se, neste contexto, um novo modelo que considera ambos os
comportamentos materiais: o da borracha, enquanto material hipereldstico,
incompressivel e isotrépico; o das fibras enquanto material unidireccional ou

bidireccional (tecido), eldstico até a rotura (figura 6.2).
Borracha

}!
+

Compé6sito borracha-fibras . -

~
Fibras ~

Figura 6.2 - Representagdo do modelo bi-fasico borracha-fibras

m a hiperelasticidade da borracha e a possibilidade de constituigio de

Este modelo reté . i
s da consideragdo de camadas de fibras de espessura equivalente. Esta

laminados, atravé



6.16 Capitulo 6

combinag¢do permite um melhor conhecimento do efeito reforgador das fibras num meio
hipereldstico. A rigidez do conjunto € obtida por sobreposi¢do de efeitos, da borracha e
das fibras. Foram implementadas as teorias de 1* ¢ 3 * ordens, tendo em conta, que em
muitos casos, a espessura da casca pode ser considerada espessa. A teoria de 3* ordem
tem a vantagem de produzir directamente deformagdes de corte transverso parabélicas,
embora a custa de mais graus de liberdade.

6.8 - EXEMPLOS NUMERICOS
6.8.1 - Viga em flexao

Considera-se neste exemplo uma viga em flexdo, conforme ilustrado na figura 6.3.
Considera-se a espessura de 25 mm. Analisam-se uma viga de borracha, uma viga de
borracha com fibras e uma viga sandwich borracha-compésito. Compara-se a
performance da teoria de 1* e 3* ordens, conforme ilustrado na figura 6.4.

1P

b 292 - e e

25

Figura 6.3 - Viga de borracha em flexio
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Figura 6.4 - Carga-deslocamento central para a viga de borracha

No laminado de borracha reforgada, os reforgos sdo colocados simétricamente e todos na
direcgio da viga (fibras UD), conforme apresentado na figura 6.5. Consideram-se fibras

de vidro com didmetros de 1.2 mm.

fibras unidireccionais

vidro E /
....K.. [ ]

borrya

Figura 6.5 - Laminado de borracha refor¢ada com fibras de vidro
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Figura 6.6 - Carga-deslocamento para borracha refor¢ada com fibras de vidro

Na figura 6.7, considera-se um laminado sandwich em que as peles sdo de compésito
UD de poliester-fibra de vidro e o nicleo de borracha.

L ———
i =

(@]
23 ] FE]
=R
O n
(3] o]
o Q,
N\ E
(@] (@]
0 Q
13 E/
T

| 25 '

Figura 6.7 - Laminado sandwich compdsito - borracha

Na figura 6.8 apresenta-se a resposta estrutural da viga tendo em conta ambas as teorias

de deformacgao.
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Figura 6.8 - Carga-deslocamento para a viga sandwich borracha-compésito

Na tabela 6.2 apresentam-se as caracteristicas da borracha (Mooney-Rivlin) e do

compdsito UD.

Tabela 6.2
Caracteristicas Borracha Compésito
A (MPa) 0.55 -
B (MPa) 0.138 -
El (MPa) - 10000
E2 (MPa) - 10000
v12 - 0.3
G12 (MPa) - 3900
G13 (MPa) - 3900
G23 (MPa) - 3900

6.7.2 - Flexido e insuflamento de uma placa circular de borracha

Este exemplo refere-se & andlise do comportamento de uma placa circular simplesmente

apoiada sujeita a uma pressdo externa crescente (Fig. 6.9). Esta carga aplicada é néo-
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conservativa dado que as superficies de carga do elemento esticam e mudam de
orientagdo. Este fenémeno envolve grandes deformag@es e rotagdes e pode ser um bom
teste a formulagio apresentada.

Para uma grande parte do caminho de carga, a ac¢io de membrana é predominante e o
comportamento da placa aproxima-se do de uma membrana insuflada. Este exemplo ¢
referido em literatura diversa, quer sob o ponto de vista experimental como numérico
[11,36-40]. As solucdes numéricas para as equagdes diferenciais resultantes foram dadas
por Adkins e Rivlin [37] e Yang e Feng [38]. As solugdes de elementos finitos foram
também exploradas. Oden e Key [39] usaram uma malha de 80 elementos de membrana
triangular, enquanto Tang [40] usou 32 elementos lineares. Mattiasson [11] usou uma
malha de 97 elementos de membrana triangulares e relatou que os resultados com 13
elementos diferiam de 17% relativamente aos anteriores.

No presente estudo, o exemplo das referéncias [11, 38, 40] foi resolvido usando os
mesmos elementos de casca como foi referido. A malha de 13 elementos utilizada &
ilustrada na figura 6.10. Apenas se considera um sector de 22.5° devido s condicGes de
simetria. As dimensdes, propriedades dos materiais e valores de pressio sio dados na

figura 6.9.

Na figura 6.10 os resultados obtidos sdo comparados com os das referéncias [11,38,40].
A concordancia de resultados € tida como boa e o processo foi terminado para um factor
de carga de 17.3 dado que a convergéncia se tornou muito lenta.

6.9 - CONCLUSOES

Neste capitulo foram analisadas as estruturas tipo casca, particularmente as cascas de
borracha, cascas de borracha com fibras e ainda as cascas sandwich com niicleo de
borracha e peles de material eldstico ortotrépico. Foi usado o elemento de casca
degenerado e foram implementadas as teorias de deformagio de 1* e 3 ordens. Para
borracha reforgada, foi considerado um modelo bi-fisico que se pensa traduzir mais
fielmente o comportamento deste tipo de compésito, do que um modelo homogeneizado.
A modela¢do do comportamento eldstico ndo linear da borracha é feita, recorrendo a uma
formulagio de campo dnico, por eliminagio ao nivel do ponto de integracio do
multiplicador de Lagrange que impde a condi¢io de incompressibilidade.

Foi apresentada a formulagdo geométricamente néo linear e foi apresentado o modelo de
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determinagio das caracteristicas eldsticas da borracha, baseado nos modelos de Mooney e
Rivlin. Foi ainda apresentado o processo iterativo de eliminagdo do multiplicador de
Lagrange.

Foram ensaiados alguns exemplos numéricos, com vigas de borracha, laminados de
borracha com fibras, laminados sandwich com nicleos de borracha e placas de borachas.

Foram comparadas as teorias de deformagdo de 1* e 3* ordens, sendo os resultados
obtidos bastante préximos. O modelo apresentado permite simular placas e cascas
laminadas de borracha com boa aproximagio, conforme se pode verificar no dltimo

exemplo.

e

N O A A I A R

R =190.5 mm

C1 =06205 MPa
Cz: 006205MPa
po: 001MPa

-

Fi 6.9 - Placa circular de borracha, geometria, material ¢ malha de elementos finitos
igura 6.9 -
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Figura 6.10 - Carga deslocamento para placa circular de borracha
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CAPITULO 7

ANALISE DE PLACAS E VIGAS LAMINADAS COMPOSITAS
E SANDWICH ATRAVES DE TEORIAS DE DEFORMACAO
DE CORTE DE 1* ORDEM, 3* ORDEM E LAYERWISE

7.1 - INTRODUCAO

Embora a maioria deste trabalho se debruce sobre problemas de cascas, apresenta-se
neste capitulo a formulagdo de elementos finitos de placa e viga laminada compdésita ou

sandwich.

As estruturas tipo placa e viga s3o bastante importantes na mecinica estrutural, com
intimeras aplicagbes, como € o caso das lajes, painéis, vigas caixdo, perfis de pultrusio,

etc..

Neste capitulo realiza-se o estudo do comportamento ndo linear de placas e vigas, com a
apresentacdo dos conceitos cinemdticos e estdticos relevantes para a definicdo dos
elementos de placa e viga. Definem-se, assim, os campos de deslocamento e deformagdo,
as relacOes constitutivas (com comportamento eldstico linear do material) e os esforgos

que actuam na sec¢do de cada elemento estrutural.

Sio consideradas as trés teorias de deformagdo que ja foram discutidas no capitulo 2, em
particular, a teoria de deformagcio de 1* ordem, a teoria de deformagéio de 3*ordem e a
teoria layerwise. A teoria de deformagdo de 1° ordem confunde-se com a teoria de

Mindlin para placas e Timoshenko para vigas.

Nestes modelos de placa e viga, tal como nos modelos de cascas sd3o consideradas a
as ao longo da direcgdo da espessura, permitindo a varia¢io de

discretizagdo em camad | .
0 que se reveste de particular interesse nos laminados

propriedades mecanicas, .
compésitos € sandwich. Na teoria layerwise sdo apenas consideradas 3 camadas,

correspondentes ao nicleo € as duas peles.
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7.2 - PLACA

Considere-se uma placa (figura 7.1) definida pelas suas dimensdes (x,y) no plano médio
da estrutura e pela espessura na direc¢do normal (z) a0 plano médio. Admite-se que a
placa € constituida por um nimero arbitrério de camadas de espessura varidvel. Supde-se
em cada camada um comportamento material constante, e supde-se ainda que o estado de
tensdo e deformagdo € representado pelo valores da superficie média da camada. Estio
ainda representados na figura 1 os graus de liberdade do elemento de placa.

ws
7 § )
S, - —cmeee o E—vo-e——
J 8 7
8 L
I 4
l” ‘
! - >
K — / N A L%
U 2 \
v
" &y camada K

Figura 7.1 - Geometria, graus de liberdade e camadas duma placa genérica
7.2.1 - Formulac¢ao de 1* ordem

Histéricamente, a primeira teoria para a anlise de placas [1,2] baseava-se nas hipéteses
de Love-Kirchhoff, onde os pontos colocados inicialmente na normal 4 superficie média
da placa se mantinham na normal na configuragdo deformada. A rotagdo sofrida pela
secgdo transversal da placa € entdo igual 2 inclinagdo da superficie média, ndo sendo
considerados, assim, os efeitos da deformacio de corte transverso. Estas teorias, que
foram também aplicadas em laminados compésitos [3] revelaram-se inadequadas,
particularmente em laminados espessos ou sandwich [4]. Quando se aplicam estas teorias
na formulagdo por elementos finitos, por efeito da continuidade dos deslocamentos e das
suas derivadas, entre elementos adjacentes, torna-se necessdrio utilizar funges de forma
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do tipo Cl, o que implica habitulamente elementos de ordem elevada ou elementos nio
conformes [1,5].

Na denominada teoria de Mindlin-Reissner [1,6,7], consideram-se os efeitos da
deformagdo de corte, uma vez que se admite que a rotagdo da normal a superficie média
da placa € independente do deslocamento transversal. E, entio, possivel utilizar fungdes
de forma do tipo C9, para assegurar a continuidade do campo de deslocamentos através
dos elementos finitos considerados. Esta teoria, que se pode considerar de 1* ordem,
dada a dependéncia dos deslocamentos com z, € a mais utilizada quer para materiais
isotrdpicos, quer para laminados compésitos ou sandwich [6-8].

As hip6teses da teoria de Mindlin para placas sdo as seguintes:

1) os deslocamentos de qualquer ponto da placa sdo pequenos quando comparados

com a sua €spessura,

2) as tensOes normais a superficie média da placa sio desprezdveis qualquer que

seja o tipo de carregamento existente;

3) as normais a superficie média antes da deformagdo mantém-se rectas, mas nio

necessdriamente normais aquela superficie apds a deformagéo.

Tendo em atencdo a anterior discussdo, o vector deslocamento em qualquer ponto de
coordenadas (x,y,z) pode ser expresso em fungdo das translac¢des ug,vo € wg da
superficie média (z=0) e das rotagGes da normal aquela superficie nos plano xz e yz, 6x e

By, respectivamente, conforme esquematizado na figura 7.2. Obtem-se entfio

U(X,y, Z) U, (X, Y) - ZGX(X, Y)
u= V(X, va) = VO(X,Y)"ZBY(X, Y) (71)
w(X,y,2) W, (X,Y)

Note-se que este campo de deslocamentos ¢ um caso especial do campo correspondente

para cascas.

perficie média antes da deformagdc ndo o sdo apds esta ter

Dado que as normais a su e R .
sdo0 iguais & soma algébrica das inclina¢Ses do eixo neutro

ocorrido, as rotagdes Ox e Oy

com as rotagdes devido as deformagcGes de corte transversais, ou seja, de acordo com a

-

figura 7.2,

o, =Moo (71.2)
*oox
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ow,,
By =55- % (7.3)

A ndo consideragiio de ¢x e ¢y corresponde 2 teoria de Kirchhoff para placas.

3

[3] campo de deslocamentos

o (1

[b] deformagdo da secgdo da placa
no plano x-z

{c] deformagao da secgio da placa
no plano y.z

Figura 7.2 - Campo de deslocamentos para a teoria de deformagio de 1* ordem (Mindlin)

O campo de deslocamentos é construido a partir do tensor de deformagdes de Green e
com base nas hipéteses de von Kédrmdn, obtendo-se

T
E= {Ex’ey’ny’sz’sz} =

Ju 1(8w)2 v 1fowY ou ov ow ow ou  ow ow dv
—t= = | =t — | o ——— = T
dx 2\0dx) dy 2\dy ) dy ox dxdy 9z ox dy oz

- (7.4)
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Este vector pode também ser expresso por

€= {gm s +§L} = {5" } (1.5)

=C Ee

onde g, e £ representam, respectivamente, as deformagdes de plano e de corte. As
deformagdes de membrana, flexdo e no lineares sdo representadas, respectivamente, por
Em, & € &1 - Estas componentes de deformagio podem, entdo, ser expressas por

T
du, dv, du,  dv
e et 7.6
Em {ax dy 8y+ax} (7.6)
T
£, = _ 98 _aey _ 98, _aey a7
...f ax ? ay b ay ax
T
1{ow,\* 1(ow 28w08w0 ..
eL =515 ) 5l 5o ) (7.8)
= 120 ox ) 2\ dy ox dy
T
ow ow
=15~ 0,—=>-9 7.9
Lo {8}( %y Y} (7.9)

As hipéteses de von Kdrmén, junto com a formulagdo Lagrangeana Total, s6 poderdo ser

validas para rotagdes pequenas ou moderadas [10].

O vector das segundas tensdes de Piola-Kirchhoff associado com o vector das

deformacdes de Green definido em (7.4) a (7.9) € obtido por

T
6={04,6yTxys Tz Ty} (7.10)

Este vector pode ser obtido, para um material ortotrépico como

c=Dg (7.11)

onde D é a matriz constitutiva [ver expressoes (2.44) a (2.50)]. Se se admitir um dado

. . . ) y
do li erial, a matriz constitutiva D terd de reflecti
comportamento ndo linear do mat ,

zidequadamente esse comportamento.

A ideragdo de camadas materiais através da espessura da placa necessita da defini¢do

consi ' ' i

das deformagfes ¢ tensdes nessas camadas. Admite-se que o estado de tensdo e
as defo

deformacdo € constante em cada camada e referidas ao seu plano médio.
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Os esforgos generalizados na secgdo da placa, figura 7.3, podem ser calculadas
integrando explicitamente o vector das tensdes, g, através da espessura t da placa. O

vector dos esforgos generalizadas € dado por
T
g, ={N.M,0} (7.12)

onde os esfor¢os de membrana, N, flexdo (momentos), M, e de corte, Q, sio,
respectivamente, obtidas por

T T
N={N, Ny, N 1 = | {05,014} dz (7.13)
y _
%
M={M MM} = Jj 2{0,,6,.1, ) dz (7.14)

9={Qx,Qy}T= Jy {sz’Tyz}TdZ (7.15)

/2

Tendo em conta a distribuigdo de tensdes, adopta-se a regra da ordenada média nos
integrais indicados.

Figura 7.3 - Esforgos generalizados no elemento de placa
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7.2.2 - Formulag¢io de 3* ordem

Tal como no capitulo 2, para cascas, formula-se nesta sec¢do a teoria de deformagéo de 3*
ordem para placas. Esta teoria tem por base uma evolugio de 3* ordem de deslocamentos
com a coordenada z, correspondente a direcgio da espessura.

Nesta teoria, o campo de deslocamentos é obtido por

u(X,y,2) = uy(X,y) =20, (x,y) — 239',( (x,y) (7.16)
V(%,¥,2) = Vo (%,y) — 20, (x,y) — 2°0, (x,y) (7.17)
W(X,y,2) =W, (X,y) (7.18)

Esta teoria €, assim, uma extensdo da teoria de 1* ordem, com inclusdo de termos de
ordem superior, em que intervém as rotagdes de ordem superior 8’y e 0’y. As ‘

deformacdes de Green sdo obtidas, nesta teoria, como

3

. g€

¢ =JEm T2 +ZZ & +E ={—P} (7.19)
= E.+27gy €

=C

onde gn, , £ ,Ec € £L ,s80 descritos por (7.6) a (7.9) e as deformagdes de ordem superior

£p € £ sdo obtidas por

' T
_[-39x %y o0, _aey} (7.20)
S I dy = dy  ox
T
g ={-30,-30, ] (7.21)

Esta teoria origina directamente deformag@es de corte parablicas, enquanto que a teoria
de 1* ordem produz deformagGes constantes. A teoria de 3* ordem ndo necessita, entdo,

de factores correctivos de corte.

onstitutivas sdo igualmente obtidas por (7.11), sem correcgdo de corte,

As relagdes ¢ . .
aos esforgos expressos por (7.13) a (7.15) hd a adicionar os momentos e

enquanto que .
esforcos de corte de ordem superior

% T

T

M = {M'x My ,M’xy} = jyﬁ{cx,cy,’cxy} dz (7.22)

-

~/2

—
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%
9'={Q'X,Q’Y}T= 5 ZZ{TXZ,TyZ}sz (7.23)

/2
7.2.3 - Formulaciao layerwise

A teoria layerwise € aqui formulada tnicamente para placas sandwich com duas peles e
um nucleo. Ndo sdo consideradas as sandwich multi-niicleo. Neste contexto, o campo de
deslocamentos € descrito como (figura 7.4):

u* =, —2,0,, — (z—2)0% (7.24)

vE=v, - 248, — (2~ 7 )0% (7.25)

wE =w, (7.26)

onde z] = %ﬁ (7.27)
7y =titha ol h22 —h (7.28)

z, =0 (7.29)

As rotagdes Oy e Oy sdo as rotagdes respeitantes A camada k. Neste trabalho sdo apenas

consideradas trés camadas, conforme esquematizado na figura 7.4.

Camadas

Figura 7.4 - Placa com formulagdo layerwise- deslocamentos e rotagdes




Elementos de placa e viga laminada compdsita e sandwich 7.9

De acordo com este campo de deslocamentos, as deformagdes de Green, para cada
camada k, sdo obtidas como

Em +2Ef +E5, + 5
§k = {_m ngekg’.mf gL} = {ip} (730)
=c =C
onde . _Jdu, av, 8u0+8v0 ! (731)
Mo 9x "9y 9y ox '
+ 00 « 36 « 00, « 00, + 00 » 00 « 00, *aekT
k _J_ x2+ xk’_ y + y - x2+ xk _ y + Y
Emf { KTox Tk Tox TR gy THR TGy TRy TR TR T e
(7.32)
k ae)(k aayk aexk aeyk T (7 33)
87179 oy oy ox ‘
1(ow, \? 1{dw, } aw, ow '
== —2| = —2| ,—2—=2 7.34
fL {Z(BX) Z(By) ox ay} 739
T
ow ow
k °©._g ,—°_g (7.35)
=° {ax % 3y yk}
As relagdes constitutivas para cada camada k sdo obtidas por
c* =D*g" (7.36)

seguindo a mesma formulagdo de (7.10) e (7.11), mas onde ndo se aplicam factores de
correcgdo de corte. Os esforgos na placa sio obtidos de igual forma as expressdes (7.13)

a (7.15), mas tendo em conta as tensdes em cada camada, ou seja,

t
T/ T, 3,
N = {No Ny Ny =_{2{GX’GY'TX)’} dz= Tteg (7.37)
% Td iz:}m { V42(7.38)
= = 2{0x,0y,T z(7.
M:{MX,My,Mxy} —_jt/zz{cx,oy,txy} z zl Oy T b

-

t

Q= {QX,QY}T - {; {te 1y} dz= él et Ty (7.39)
h /2
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7.3 - VIGA

Tal como no caso da placa, sdo apresentadas para a viga as teorias de 12 ordem, 3% ordem

e layerwise.
7.3.1 - Teoria de 1* ordem

O comportamento de vigas & flexdo pode ser basicamente estudado de acordo com a teoria
de vigas de Euler-Bernoulli ou com a teoria de Timoshenko. A teoria de Euler-Bernoulli &
equivalente a teoria de Kirchhoff para placas. Nio considera, assim, o efeito da
deformagdo de corte transverso, uma vez que as normais ao eixo neutro antes da
deformagdo mantém-se normais a esse eixo apés a ocorréncia de deformagdo. Apresenta
pois o inconveniente de exigir fungdes de forma C! para assegurar a continuidade do
campo de deslocamentos entre os elementos finitos considerados. A teoria de
Timoshenko [6,11,12], por seu lado, considera o efeito de deformacdo de corte
transverso admitindo a independéncia da rotagdo da normal ao eixo héutro em relagdo ao
deslocamento vertical. Assim, tal como na teoria de Mindlin, necessita apenas de fungdes
de forma CO para garantir a continuidade do campo de deslocamentos. A teoria de
Timoshenko € aquela que se apresenta coerente com a teoria de placa de Mindlin e

portanto serd aquela que serd desenvolvida.
As hipéteses de base da teoria de Timoshenko sdo as seguintes:

1) os deslocamentos verticais em qualquer ponto da viga sdo pequenos quando
comparados com a sua espessura;

2) as tensGes normais ao e€ixo neutro sio desprezdveis;

3) as normais ao eixo neutro antes da deformagio mantém-se rectas, mas nio
necessdriamente normais aquele eixo apés a deformagio.

Para além destas hipGteses, consideram-se ainda as seguintes simplificagdes:
1) a viga € simétrica em relagdo ao plano xz, figura 7.5;

2) a tor¢do de empenamento da secgdo da viga é desprezdvel em relagdo A torgdo de
St. Venant;

3) a rigidez & flexo no plano xy é considerada nula.
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Néo se considera, simplificadamente, a tor¢do, considerando-se apenas a deformagio
axial e a flexdo.

O campo de deslocamentos de 1* ordem é exposto como
u=u,-z0, (7.40)

W=Wo (7.41)

onde u € o deslocamento axial e w o deslocamento transversal. A semelhanca da placa, a
rotag@o Oy € obtida como

aWO
= o Oy (7.42)
ou seja, € igual 4 soma algébrica da inclinagdo do eixo neutro com a rotagdo devida i

deformagdo de corte transversal, figura 7.5.

plano de referéncia

z}
/\—plano de simetria

X
referencial global

[a] campo de deslocamentos; referenciais local e global

9((‘ 7

[b] deformagio da seccio da viga no plano x-z

Figura 7.5 - Campo de deslocamentos para a viga de Timoshenko-1* ordem

Tal como na placa, as hipéteses de von Kdrmén e de Timoshenko permitem obter as

deformagdes de Green como



8={ep}={gx}= En F28 + €L
- E¢ Yxz €,

onde Em =

As relagdes constitutivas, em cada camada k do laminado, sdo obtidas por

Gk = _lek

k k k
ox1° _[E 0 £
onde =[5 oYl {5}

Capitulo 7

(7.43)

(7.44)

(7.45)

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)

onde o € um factor de correcgdo de corte. Para secgGes homogéneas aplica-se o factor 1.5

[6,12]. Para secgdes laminadas, haverd que aplicar um procedimento semelhante ao

apresentado no capitulo 2 [13], para calcular o factor de corre¢io de corte.

Os esfor¢os actuantes na secg¢do da viga, figura 7.6, poderio ser determinados,
integrando o vector g em toda a sec¢do da viga. Assim, os esforcos de membrana, flexio

¢ corte sdo obtidos respectivamente por

N, = [0 dA
A

M, = [zo,dA
A

Q= jtxsz
A

(7.50)

(7.51)

(7.52)
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>
Nx
z
X \
o I
L
Figura 7.6 - Esforgos no elemento de viga
7.3.2 - Teoria de 3* ordem
Na teoria de 3* ordem considera-se o seguinte campo de deslocamentos
u=uy—2z0, —2°0', (7.53)
w =W, (7.54)
As deformagdes de Green sdo obtidas como
3
€ £ €, +2€,+2€p +E
3Pl xL-/J"m f f L 7.55
& {Sc} {sz} { g+ 2280- } ( )
du,
= 7.56
onde Em =~ (7.56)
00,
=- 7.57
Ef X (7.57)
29’4
'=— ‘ 7.58
£ 9 ) ( )
1{dw, )2
== 7.59
“ eL =7 ( . (7.59)
e, = g, (7.60)
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£ =30, (7.61)

As relagdes constitutivas, em cada camada k do laminado, sio obtidas pelas expressdes
(7.48) e (7.49), sem incluir o factor o, enquanto que os esforcos sio €Xpressos por

(7.50) a (7.52) e os esforgos de ordem superior por

M, = [2%c,dA (7.62)
A

Qy = [21,,dA (7.63)
A

7.3.3 - Teoria de viga layerwise

Na teoria layerwise, considera-se uma viga sandwich com 3 camadas, conforme ilustrado

na figura 7.7.
Mo
T = 3]
2 *
ha Sx2 B 3
£ - J‘_Z?
) ?é.g“ 1
_‘_ P
Carmadas

Figura 7.7 - Elemento de viga sandwich. Consideragdo de deslocamentos e rotagdes para
a teoria layerwise
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O seguinte campo de deslocamentos para a camada k & obtido como

uk = U=z 0,, —(z- Z )0 (7.64)

wi=wy (7.65)

As deformagdes de Green em cada camada sdo obtidas como

e85 (e E Em +Emp + 26 +E 8
&= {sp} = {y‘ } = (7.66)
[ Xz ec
onde e = ag; (7.67)
ef %‘& (7.68)
2

ef = %(aav; °) (7.69)
k- O (7.70)

€ = ox —exk .

(7.71)

As relagGes constitutivas, em cada camada k do laminado, s3o obtidas pelas expressdes

(7.36) ¢ (7.49), ou seja,
k k k
Oxl =B Bl = 7.72)

i ° a icam factores correctivos de corte.
Note-se que, tal como na teoria de 3 ordem, ndo se aplic

Tal como no elemento de placa, podem obter-se os esforcos para a viga, de acordo com

esta teoria. O esforgo de membrana € obtido como

3
N, = [0,dA = SA.0f : (1.73)
A k=1

onde Ay é a drea respeitante 3 camada k. O momento flector € obtido por
k

M, = [zo,dA (7.74)
A
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No célculo dos momentos pode seguir-se 0 mesmo procedimento de (7.38). O esforgo de
corte € obtido como

Qx = [ 1, dA (1.75)
A

7.4 - EQUACC)ES DE EQUILIBRIO NAO LINEARES
7.4.1 - Placa

A expressdo dos trabalhos virtuais para a placa toma a forma, considerando apenas cargas

de corpo,
[(5e)"s dv = [(5u)"b dv (7.76)
\' \'
T
onde 8 = {8t 8,875y 8,8y, | (7.77)

€ o vector das deformagdes virtuais e
T
8u = {8ug, 8vy, 3w, 565,80, | (7.78)

€ o correspondente vector de deslocamentos virtuais. Podem construir-se de igual forma a
expressdo dos trabalhos virtuais para outras teorias. A dnica diferenca € a da alteragio no
vector dos deslocamentos virtuais, cujo nimero de componentes é de 7 para a teoria de 3*
ordem e 9 para a teoria layerwise.

7.4.2 - Viga

Tal como no elemento de placa, a expressio dos trabalhos virtuais para a viga toma a
forma, considerando apenas cargas de corpo, € para a teoria de 1* ordem,

[(8e)Ta Vv = [(5u)"b dV (7.79)
v \'%

onde 8 = {885,875, (7.80)

¢ o vector das deformagdes virtuais e

Su = {8uo,8w,,50, ) (7.81)

€ o correspondente vector de deslocamentos virtuais.
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Serd realizada, em seguida, a descrigdo da aplicagdo do Método dos Elementos Finitos no
tratamento das equagdes de equilibrio ndo linear, consideradas numa forma incremental.

7.5 - FORMULAGCAO DE ELEMENTOS FINITOS
7.5.1 - Introducao

Pretende-se apresentar uma descri¢do detalhada da aplicagio do Método dos Elementos
Finitos no tratamento das equagdes incrementais de equilibrio para cada um dos
elementos estruturais desenvolvidos neste capitulo, tendo ainda em atencdo as diferentes
teorias de deformagdo. Neste contexto, destacam-se a defini¢do da matriz de rigidez
tangencial dos elementos e a defini¢do do vector das forgas nodais equivalentes ao estado
de tensdo, essencial para a determinagdo das forgas residuais nas equagdes de equilibrio

ndo lineares.
7.5.2 - Elemento de placa de 1° ordem

a) Representacdo de deslocamentos

Considerando um elemento finito de n nés, os deslocamentos podem ser obtidos como

y_={u} I N;u,; + zN z{ g;‘;} (7.82)

w i=1

onde N; é a matriz de fungdes de forma do elemento para o nd em questdo, u € o vector
de deslocamentos dum ponto genérico no interior do elemento finito e uo; 0

correspondente vector relativo no folheto médio no né i.

b) FungGes de forma (representagao isoparamétrica)

Sio usadas as fungdes de forma correspondentes nos elementos de 8 nés de Serendipity,
de 9 nés de Lagrange e de 9 nos Heterosis, conforme descrito no capitulo 2 e em

[1,4,6,7,10-14]. Tendo em conta a representagio isoparamétrica, as fungGes de forma

podem ser usadas para definir a geometria da estrutura:

g )b

onde x e y sdo as coordenadas cartesianas de um ponto gencrico no elemento.

A matriz Jacobiana pode entio ser obtida a partir de (7.83) como
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ox dy n N, n 9N,
=2 Y—1ix;, Y—1ty,
o oF|_|Zog  Zae?

ok oy|TIaoN,  aaN 789
on on i=1 ON S '
O elemento de volume discretizado é obtido uma
dV =dxdydz = dAdz = (det] d&dn)dz (7.85)

onde det J é o determinante da matriz Jacobiana.
¢) Representagio das deformagdes

O vector de deformagdes de Green pode ser escrito em termos do vector dos
deslocamentos generalizados nodais u do seguinte modo

1
e= {gp} = i[gm e +55L} y; (7.86)

£ .
i=l1 BC

=C

onde B, By e B, sdo as matrizes de deformagdo correspondentes s deformacdes de
membrana, flexdo e corte, respectivamente, ¢ B; a matriz correspondente s

componentes ndo lineares do vector das deformagdes. Para um né genérico i tem-se,

entao,
- -
oN; 0 000
ox N
B=| 0 — 0 0 0 (7.87)
dy
N A
ay aX |
- -
000 -2 0
0x N
B=|0 0 0 0 -— (7.88)
dy
oN; oN,
0 00 —— =1
. dy ox |
00 % N, 0
B = . al\’}i . (7.89)
N
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B =AG; (7.90)
—awo ]
0
ox 3
onde A =| 0o Wo
= 3y (7.91)
ow, dw,
| dy  Ox |
0 0 aaﬁ 0 0
G; = N (7.92)
00 — 00
dy

As derivadas cartesianas das fun¢des de forma podem ser obtidas através das fungdes de
forma em coordenadas naturais (§,1), como

IN; oN;
ox |_ 1) 0
AR (193)
ady on

d) EquagGes de equilibrio nfo lineares

As equagdes de equilibrio ndo lineares podem ser expressas, para um dado elemento,

como

(32)" JBTg dV - (82)'£=0 (7.94)
A%

onde o vector das forcas nodais equivalentes f devido as forcas exteriores aplicadas é

obtido como
f=[NTb dV (7.95)
v

para cargas de corpo.

Uma vez que (7.94) se deverd verificar para quaisquer deslocamentos virtuais da, as

equagdes de equilibrio pdssam a escrever-se

y(a)=[BTg dV-£=0 (7.96)



7.20 Capitulo 7

Sendo estas equagdes nio lineares em a, ndo é possivel utilizar métodos directos de

solugdo, como jd vimos no capitulo 3 e 4.
e) Matriz de rigidez tangencial

Para o elemento de placa, a matriz de rigidez tangencial pode ser determinada através da
variagdo de (7.96) em relagdo 4 variagdo dos deslocamentos generalizados da, ou seja,

dy(a)= [B'ds dV+[(dB)'c dV =Ky da (7.97)
- \% v

Como apenas a componente ndo linear de B depende de a, pode considerar-se que
(dB)" =(dBy)" (7.98)
Tendo em conta que ¢ = D¢, pode obter-se
dg=D de=D B da (7.99)

cescrever-se  dy(a)= [BTDB dV da+ [(dB;)"s dV =Ky da (7.100)
- A A

Pode escrever-se (dEL)T o [13,14] da seguinte forma

T T Ox T
(4BL) o =GT(dA,) §=QT[TX’; ;ﬂg da (7.101)

pelo que a matriz de rigidez tangencial Kt pode ser escrita como
Kr=Ki +K4 (7.102)

onde Ky toma a forma K. = [BTDB dV (7.103)
v

e Ko , a matriz de rigidez geométrica, € obtida por

(0
KO’ = I.C_}.T[T X

T
"Y}g dv (7.104)
\'A

xy Oy

A matriz de rigidez Ky, pode ser obtida discretizando em fungio dos termos de membrana,
flexdo, corte e ndo linear:

TP
K, = i[Bm+zBBf+BL] [D Q}[Bm+%§f+BL}dV (7.105)

=c
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A contribui¢do para a matriz Ky, do agrupamento de dois nés i e j genéricos do elemento é
definida da seguinte forma

Ky )ij = (Kmm + Konp +Kune + Kip +Kig +Kgp Koo )ij +(Kmp + Kpng + K¢ ):f (7.106)

Considerando a integragio na espessura da placa através da regra da ordenada média,
podem obter-se as expressdes das sub-matrizes

(Km); = [(Bn); D (Bn); 4V = [(Bn) StDE(Bn), dA  (7.107)

A k=1

<

(Kunw )y = [(B); DP(BL), 4V =](Bn); kthka(BL) dA  (7.108)
Vv A

(Kmf)ij=I(Bm)iTDP(Bf)j dvV = [(By); Ztkszk(Bf) dA  (7.109)
Vv A k=1

3
(Kff)ij=J(Bf)iTD.P (B;), dV= J(Bf) P (I‘;ﬂitk}gi’(gf)j dA  (7.110)
Vv =

(Keo)y = J(B )QP(BC)J- dv=j(B )kgltkD°( c); dA (7.111)

(Kpe), = J(Br); D°(By); dV= J(BL) StznDY(B), dA  (1.112)
1y ! k=1

(KLL)ij ={[’(—B-L)1TD-P(BL) dv = I(BL) kgltka(BL) dA (7.113)

onde m designa o nimero de camadas consideradas enquanto que para uma camada

genérica k, t 6 a sua espessurae zx € a distancia do folheto médio da placa ao folheto
2]

médio da camada.

A matriz de rigidez geométrica Kq ¢ definida pela contribui¢do dos nés i e j, por

G, T
= [T * V|G, 7.114
(Ko )ij =]G; [Txy oy ]QJ dv ( )
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—(aT v | Ox  Txy _
(Ko), = IS k{:ltk[TXY o) | G dA=
ou (7.115)
N, N
=GTI " NG dA
/{_1 l:ny Ny }_J

Existe apenas um termo ndo nulo correspondente ao terceiro grau de liberdade de cada

nod, ou seja,

oN. aNj ON. aNj ON. aNj oN. aNj
Ko )., = ]| LN iN N | i d .
(Ko)s3 /{[ R M\ ML vl | LS CARE)

f) Forgas nodais equivalentes ao estado de tensio

O vector das forgas residuais y(a) € fungdo do vector das forgas nodais equivalentes ao
estado de tensdo instalado em determinada configuragio de equilibrio, r(a), cuja

defini¢do é dada por

r(a)=[BTo dV (7.117)
v

Substituindo na expressdo anterior a matriz B, e integrando ao longo da espessura, pela
regra da ordenada média, o vector r(a) é obtido por

6= [[Bn +BLL N dA+[[BJ'M dA+[[B'Q da  (7.118)
A A A -
onde N, M e Q sdo, respectivamente, os esforgos de membrana, flexio e corte, cujos
valores passam a ser definidos como (7.13) a (7.15).
7.5.3 - Elemento de placa com teoria de 3* ordem
a) Representagdo de deslocamentos

Tendo em conta a teoria de 3* ordem atrds exposta, o campo de deslocamentos, para um
elemento finito com n nés, pode ser obtido como

u n n _exi n 3 xi
g:{v}: 2Nu, + Z_N_iz{_e .}+ XNz {_9. } (7.119)
wl
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b) Fungdes de forma

Sdo usadas as mesmas funcdes de forma que na teoria de 1* ordem.

¢) Representacio de deformacdes

O vector de deformagdes de Green, na teoria de deformagdo de 3* ordem, pode ser

escrito em termos do vector dos deslocamentos generalizados nodais a do seguinte modo

u; (7.120)

i

{gp}= | By, + 7B, +2°B; + By

i=] BC + ZZEC

onde as matrizes de deformagio sdo explicitamente definidas para um né genérico i como

N 9 0000 0
ox
g =l o N go9o00 o0 (7.121)
Ni N 490 0 0
| dy  ox j
0 00 _N; 0 00
Jx N
B=0 00 0 =-5100 (7.122)
ON. oN,
i L0 0
0 00 » — _
00000 N
ox N
, AT 123
B;=/0 0000 0 % (7.123)
oN; _dN;
0000O0O % =
i N, ]
Ny N 0 00
s 0% T (7.124)
i ox -

B"=[8 8 8 8 8 8Ny 0 (7.125)
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A matriz By; € construida de igual forma a (7.91) e (7.92) respeitando os graus de

liberdade por né que nesta abordagem sio 7, {uo, Vor Wo, By, By, 0y, B’Y}T.
d) Equagdes de equilibrio ndo linear

Estas equag0es t€m a mesma formalidade que nas expressoes (7.94) a (7.96).

e) Matriz de rigidez tangencial

A matriz de rigidez tangencial € regida, nesta teoria, pelas equagdes (7.97) a (7.104). A

expressao (7.103) € modificada, nesta teoria, para )
3 T P 3o

KL = J‘ .B.m +ZBf +ZZ B%f +BL} [D Qc:”:Bm +ZBf +ZZ BTf +BLJdV (7126)

v B, +2°B 0 D B, +2°B,

A contribuicdo para a matriz K; do agrupamento de dois nésie j genéricos do elemento é

definida da seguinte forma

(Kp )ij = (Kmm + K + K + Ky + K + K + Koo + Koo +Kpp + Kep +Kps +Kp +Koo)

(Kmp + Kpg +Kpg + Kpne + K +Kpp + Koo ):f
(7.127)

Para além das sub-matrizes de rigidez expressas por (7.105) a (7.111) h4 a considerar
ainda as matrizes

(Kng )y = J, (By); D 2’(By), v (7.128)
(Ker ), = é(Bf)iTDPZ"(Bf')j dv (7.129)
(KPL)iﬁ‘J](Bf)iTQPZa(BL),- dv (7.130)
(Kep )y = \{(Ef')iTQPZ‘S(Bf')j dv (7.131)
(ch-)f\{ (Bc)iTQ%Z(BCv)j dv (7.132)
(Koo, = I (B<); DZ*(B.), dv (7.133)

ij
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A matriz de rigidez geométrica K € definida, nesta teoria, de igual modo A teoria de 1?

ordem, por nio intervirem termos de rotacao, ou seja, pode ser definida por (7.114) a
(7.116).

f) Forcas nodais equivalentes

O vector de forgas nodais equivalentes ao estado de tensio, r(a) € obtido, nesta teoria

el

por

1= [[Ba+BUIN dA+[[B]'M dA+][B.]7Q da
A A A (7.134)

Ty\n T~
+[[Bp ] M dA+[[B.]. Q dA
A A
onde M’ e Q’ sdo definidos por (7.22) a (7.23).
7.5.4 - Elemento de placa com teoria layerwise

a) Representacdo de deslocamentos

Tendo em conta a teoria layerwise atrds exposta, o campo de deslocamentos, para um

elemento finito com n nés, e para uma camada k, pode ser obtido como

- w 1 y

u k n n —Bxk n * —9x2 n * Oxk
uk =<v = ZNiy-oi + E_NiZ{_e }‘I‘ ZHiZk -0 + Zﬁizk 0 (7.135)
i= i=1 vk) i=1 2) =1 vk

b) Fung¢des de forma

Sio usadas as funces de forma da teoria de 1* ordem.

c) Representagdo de deformagdes

O vector de deformagdes para uma camada k, pode ser obtida como

k
Kk 1
gk = {gp} = ﬁ[ﬁm 2B+ Bug +'2'§L} Y (7.136)

£ i=1 Ec ;

onde as matrizes de deformagdo sao explicitamente definidas para um né genérico i como
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oN
ox

0

i

— 0 0 0 0 0 0O

dy
a—N—i 00 0 0O0O0O0
ox |
—a—-N-i- 0 0 000
ox 5
0 —ﬁ 0 000
dy
_i& _% 0 00 0
ay ox |
00 -—% 0 00
ox
0 0 0 —a—Ni— 00
dy
0 0 _% __8& 0 0
ay ox ]
0 0 00O —a—Ni— 0
ox
0 0 00O 0 —%
dy
0000 - _N
dy ox |
oN; T
—+ -=N. 0O 0000
o
—X 0 =N, 0 0 00
ox ! ]
N0 N 0 00
ox
N0 0 N, 0 0
ox J
Nov 000 -N o
~
—~ 0000 0 -N
ox 1]

0 000 O0O0O0OO
AN,
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(7.137)

(7.138)

(7.139)

(7.140)

(7.141)

(7.142)

(7.143)
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[ oN ]
000 %% _* 9N
* ON; " .
Bl.=0 0 0 o a5t 0 —zl%& 0 0| (7.144)
y
0 0 0 z—~ —t N _rON
I 1 Jy 15, Z; 3 7 x 0 OJ
Bls =[0] (7.145)
I ON N ]
0000 0 —z;—L 0 3} —L
“ ox 5 “ ax 0
Bl.=|0 0 0 0 0 0 —z;—Ni 0 z;‘Q& (7.146)
oN aalz ON aay
« ON. «ON. +0N. «9N.
00000 —z3—b — i i i
] 3 dy “ ox “ dy 3 axj

As componentes nio lineares sio obtidas de igual forma a (7.90) a (7.92).
d) Equagdes de equilibrio ndo lineares

Estas sio formalmente iguais as contidas nas expressoes (7.94) a (7.96).
e) Matriz de rigidez tangencial

Substituindo as matrizes (7.137) a (7.146) em (7.103) pode reescrever-se a expressio da

matriz de rigidez tangencial para o elemento de placa layerwise como

k
K= § [P 7By B +BLJT[QP 0 ] [Bot BB By,
L = c B
LTS Vi = L@ D =
(7.147)
Tomando BY =By, +By + By (7.148)
pode escrever-se
3 k kT
(-KL)ij = kZl (Kaa +Kap + K¢ + -Iscc)ij + (Kaf)ij (7.149)

f) Forcas nodais equivalentes

O vector de forgas nodais equivalentes ao estado de tensdo, r(a) é obtido, nesta teoria,

por
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3 T T T
=3 {I[.Bm+BL]i o* dVi+ | [Bf] o* avi+ [ [BE] 2 de} (7.150)
k=1 | v, Vi Vk

7.5.5 - Elemento de viga de 1* ordem (Timoshenko)
a) Representagdo de deslocamentos

Os deslocamentos generalizados para um elemento finito de viga com n nés, pode ser
obtido como

u= {v‘;} = iﬁi{fﬁ } + iEiz{'gxi‘} (7.151)

b) Fungdes de forma

As fungdes de forma correspondem s de um elemento de viga de 2 ou 3 nés [1,6,7,10-
12,14]. A matriz jacobiana do elemento € obtida por

ox L
J=—"== 1
TR (7.152)

onde & € a coordenada natural do elemento, figura 7.8 e L é o comprimento do elemento.

Figura 7.8 - Elemento de viga de 3 nés
¢) Representagio de deformagdes

Seguindo um processo semelhante ao elemento de placa, o vector de deformagdes de
Green, definido em (7.43) a (7.47) pode ser apresentado em fungio do vector de
deslocamentos nodais da seguinte maneira:

i=1 B

=C

1
3 -
e={yr}=gBnteBregBe) (7.153)
Yez |
1
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onde as matrizes de deformagio sio explicitamente definidas para um né genérico i como

gmi:[% 0 0] (7.154)
_gﬁ=[o 0 -88—1:?-] (7.155)
_gd=[ %in —Ni] (7.156)
1_3L=[ %1\%38% 0] (7.157)

As derivadas cartesianas % podem ser obtidas a partir de
X

N, ON, 9 1 aN;

3x  OF 9x  det] o€ (7.158)
d) Equagdes de equilibrio
Podem escrever-se as equagdes de equilibrio ndo lineares como
(62)" [BTg dV —(32)"£=0 (7.159)
\4 ,

onde o vector das forgas nodais equivalentes f devido as forgas exteriores aplicadas é
obtido como

f=[NTh dv (7.160)
\'

para cargas de corpo.
A aplicagio do principio dos trabalhos virtuais torna possivel reescrever a equagio

(7.159) como
y(a)= J’ng dv-£f=0 (7.161)
- \
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e) Matriz de rigidez tangencial

Para o elemento de viga, a matriz de rigidez tangencial pode ser determinada através da
variagdo das forgas residuais em relagio a variacio dos deslocamentos generalizados, ou

seja,

dy(a2)= [BTdg dV + [(dB)'s dV =K da (7.162)
Vv A\

A matriz de rigidez toma a forma
Kr=Ki +K4 (7.163)

onde Ky toma a forma K; = [BTDB dv (7.164)
A\

e Ko , a matriz de rigidez geométrica, é obtida por
K; = [GT0,G dV (7.165)
\%

A matriz de rigidez K;_ pode ser obtida discretizando em fungdo dos termos de membrana,
flexdo, corte e ndo linear:

B +zB;+B; T B, +zB. +B
O e e R LA g IV

\Y =c =¢

A contribui¢do para a matriz K do agrupamento de dois nésie j genéricos do elemento é
definida da seguinte forma

(KL)ij = (—Kmm +I—<mL +—I§mf +KLL +K_Lf +Kff +ch)ij +(KmL +Kmf +KU);(7-167)

Considerando a integragio na espessura da viga através da regra da ordenada média,

3
(KM)ij ={£(Bm)iTE(Bm)j dv = I{(Bm)?kz:«lAkEk(Bm)j dL (7.168)

onde Ay e Ey representam a 4drea e o médulo da camada k. As outras sub-matrizes sio
obtidas de forma semelhante,

(Kmc ) = J(B); B(BL); 4V (7.169)

(Kgr), = é (B;), Ez*(B;), dV (7.170)
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(Ko )y = ‘j,(gf)iTEz(gL)j dv (7.171)
(K ); = \j,(_B_m);rEz(Ef)j dv (7.172)
(Kee) = \j{(Bc)iTG/oc(Bc)j dv (7.173)
(Ker )y = J(BL) B(BL); av (7.174)

A matriz de rigidez geométrica K € definida pela contribuigdo dos nés i e j, por

_ T
(Ko)y = [GloxG; av (7.175)

Existe apenas um termo nio nulo correspondente ao terceiro grau de liberdade de cada

né, ou seja,

(Ko)ys = { o N5 dL (1.176)

f) Forcas nodais equivalentes ao estado de tensio

O vector das forgas residuais _\E(g_) é fungio do vector das forgas nodais equivalentes ao

estado de tensdo instalado em determinada configuragdo de equilibrio, r(a) é obtido por

[ = I{[gm@L]iTNx dL+{[_B_f]iTMx dL+[[B.JIQ, dL  (7.177)
L

onde Ny, My e Qx s@o, respectivamente, o esforgo axial, o momento flector e o esforgo

de corte, definidos em (7.50) a (7.52).
7.5.6 - Elemento de viga de 3* ordem

a) Representagdo de deslocamentos
O campo de deslocamentos para um elemento finito de viga de n n6és pode ser descrito

como

u= {U} = iﬂi{ “oi}+ f‘,miz{‘exi}+iﬁiz3{'%xi} (7.178)

=1 Woil =1 i=1
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b) Fung¢des de forma
Utilizam-se as mesmas fun¢des de forma do elemento de 1* ordem.
¢) Representagio de deformagoes

O vector de deformagdes de Green, para a viga de 3* ordem, pode ser apresentado em
fun¢do do vector de deslocamentos nodais na seguinte forma:

Im

u (7.179)

i

3 1
={£X}= % B, +zB;+2°Bp +5§L
Y] = B, +2°B,

¢

onde as matrizes de deformag@o sio explicitamente definidas para um né genérico i como

oN;
B .=|—% 0 .
B, {ax 0 0] (7.180)
N,
B.=|0 0 -—L 0 .1
Bj [ . J (7.181)
oN; |
Bp.={0 0 0 —=—i .
Bg, [ x| (7.182)
Bciz[ N -N; 0 (7.183)
ox i
B.;=[0 0 0 -3N;] (7.184)
ON. ow
B, ={0 —="2 ¢ o .
=L [ 9x 0x ] (7.185)

As derivadas cartesianas -a;l—‘ podem ser obtidas a partir de (7.158).
X

d) Equagdes de equilibrio
As equagdes de equilibrio nio lineares sdo obtidas por (7.159) a (7.161).
e) Matriz de rigidez tangencial

Para o elemento de viga de 3° ordem, a matriz de rigidez tangencial pode ser determinada
através de (7.162) a (7.165). A expressdo (7.161) é modificada para
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3 T
K, = J{I_Bm +2B¢ +2”° By +§L] [18 8][Bm +zB; +Z3Br + B,

dV (7.186
\' Bc + 221_30' Bc + ZZBC' jl ( )

A contribuig¢do para a matriz Ky do agrupamento de dois nés i e j genéricos do elemento é
definida da seguinte forma

(KL)ij = (Ko + K, + Kpng + KL +Kpnp + Kgp + Koo + Koo +Kpp +Kpp + K¢ +Kge + .Iicc)ij '

T
(KL + K +Kp¢ +Kppp + Ky +Kpp + Koo )i
(7.187)

Para além das sub-matrizes de rigidez expressas por (7.168) a (7.174) h4 a considerar
ainda as matrizes

(Kmng )y = \f, (]—Bm)iTEZB(Ef')j dv (7.188)
(Ker ), = [ (B¢); E2*(By); dV (7.189)
(ee)y=J(Be )i E2’(BL); dV (7.190)
(Kf'f-)ij=‘f/(Ef-)iTEZ6(Bf-)j dv (7.191)
(Kee )ij={, (B.); G2*(B.), a4V (7.192)
(Kee); = J(Be); 02 (Be); 4V (7.193)

A matriz de rigidez geométrica Kg € definida, nesta teoria, de igual modo a teoria de 1*

ordem, por ndo intervirem termos de rotagdo, ou seja, pode ser definida por (7.175) a

(7.176).

f) Forgas nodais equivalentes

O vector de forgas nodais equivalentes ao estado de tensdo, r(a) € obtido, nesta teoria,

por
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= {[Bo+ B Ne L (B M, L+, oL

- (7.194)

Ty n T~
+[[Be |; M'x dL+[[B.]. Q) dL
L L

onde M’y e Q’x sdo os esfor¢os de ordem superior definidos por (7.62) e (7.63).
7.5.7 - Elemento de viga layerwise

a) Representacdo de deslocamentos

O campo de deslocamentos para um elemento finito de viga de n nés pode ser descrito,

¢

para uma camada k, como
k o . n _ n Y (=
u* = {V‘i} = _zmi{fvm } + ZNiZ{ %"“} + ZNizk{ 6"20+ exk} (7.195)

b) Fungdes de forma
Utilizam-se as mesmas fungdes de forma do elemento de 1* ordem.
c¢) Representagio de deformacgdGes

O vector de deformagdes de Green, para a viga layerwise, pode ser apresentado em
fungdo do vector de deslocamentos nodais na seguinte forma, para cada camada k:

k

k 3 _1_

gk = { % } = Z[Bm *2Bg + Bone + zBL} y (7.196)
Yxz i=1 B

=C i

onde as matrizes de deformagdo sdo explicitamente definidas para um né genérico i como !

g{;i:[% 0 0 0 o] (7.197)

ox

BL=[0 0 N g (7.198)
L ox |

Bi={0 0 0 N, (7.199)
X ox

B={0 0 0 0 -2 (7.200)
i ox |
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§£i=_0 % -N; 0 0: (7.201)
Eé=:0 %Iii 0 =N, o: (7.202)
521=:0 %% 0 0 —Ni: (7.203)
Bgﬁ{o 0 (4‘—1)% z*a; 0} (7.204)
BZ. =[0] (7.205)

B, = [o 00 z aaN (23—1)8;1 ] (7.206)
§L=[o %%%2 0 0] (7.207)

As derivadas cartesianas %N—‘ podem ser obtidas a partir de (7.158).
X

d) Equagdes de equilibrio ndo lineares
As equag@es de equilibrio néo lineares sao obtidas por (7.159) a (7.161).

¢) matriz de rigidez

A matriz de rigidez para a viga layerwise segue as expressoes (7.162) a (7.165). A

expressio (7.166) € modificada para

=C =C

3 +B; T X[B_ +2zB; +Bc+BL ]
Z I[Em'*'ZB_f'*'-Bmf —L] [Ig 8] [—m Z—fB Zmf —L} dV, (7.208)
k=1 Vy

A contribui¢io para a matriz K do agrupamento de dois nésie j genéricos do elemento é

definida da seguinte forma

Tomando Bk =B, +By +Bk¢ (7.209)

pode escrever-se

3
(_KL)ij =3 (Ko + Ko +Ker + Kee )E + (Ko );T (7.210)
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A matriz de rigidez geométrica pode ser obtida genéricamente como (7.175) e (7.176).

f) Forgas nodais equivalentes

O vector de forgas nodais equivalentes ao estado de tensdo, r(a) é obtido, nesta teoria,
por (7.150).

7.6 - EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo consideram-se dois exemplos: a placa de Srinivas [15] e a viga de Pagano
[16].

7.6.1 - Placa sandwich ¢

Neste exemplo comparam-se as formulagdes apresentadas com os resultados de
Srinivas[15] (solugdo analitica considerada como solugdo exacta). Uma placa quadrada,
simplesmente apoiada, € analisada para diferentes configuragdes materiais e espessuras.
A placa € carregada transversalmente sob pressdo uniforme (q=1.0). Utiliza-se, em todas
as formulagdes, o elemento de 8 nés, calculando-se o deslocamento transversal maximo
no centro da placa e as ‘mdximas tensdes nos pontos de gauss. O comprimento
adimensional da placa € a=10.0, a espessura adimensional é h=1.0, sendo a placa

modelada com uma malha 2x2 num quadrante, devido & simetria. As espessuras das trés
camadas sdo respectivamente hy, hy hs. As caracteristicas adimensionais do nicleo sio

3802 0879 0 O 0
. 0.879 1996 0 0 0
D ieteo = 0 8 100. 0008 8 (7.211)
0 0 0 0 1015

As caracteristicas das peles (camadas superior e inferior) sdo proporcionais s do niicleo,
sendo calculadas através dos factores Csup € cinf, sendo definidas como

Dy D, .
sup - D'acesup , Cinf = Dfacemf (7212)

niicleo

C
niicleo

Estudaram-se 5 casos diferentes, tendo em vista a simulagio de vdrios tipos de sandwich,
tais como um laminado homogéneo isotrépico (caso 1), sandwich simétricas (casos 2 e 3)
e sandwich ndo-simétricas (casos 4 e 5). Apresentam-se na tabela 1 os resultados
obtidos, relativamente ao deslocamento transversal. Na figura 7.9, apresenta-se a
geometria da placa e a malha utilizada, e ilustram-se as tensdes normais e de corte
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transverso, para os casos 2 e 3. No caso 2, Csup=Cin=10 € no caso 3, csup=cin=50. Em
ambos 0s casos, as relagdes de espessuras sao as seguintes: hy/h=hs/h=0.1, ho/h=0.8.

Tabela 1 - Deslocamento transversal, para diferentes casos e teorias

Caso 1 Caso 2 Caso 3 Caso 4 Casod
Srinivas 181.05 41.906 16.753 28.297 34.549
1% ordem 186.3 42.97 17.09 28.93 35.42
28 ordem 198.3 51.15 22.26 33.34 35.66
3% ordem 186.9 41.46 14.31 26.38 31.06
Layerwise 185.4 42.81 17.10 28.59 35.24

hl/h h2/h h3/h Cl1 C3
Caso 1 0.1 0.8 0.1 1 1
Caso_2 0.1 0.8 0.1 10 10
Caso 3 0.1 0.8 0.1 50 50
Caso 4 0.1 0.8 0.1 10 50
Caso_5 0.3 0.6 0.1 10 10
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Figura 7.9 - Placa laminada sandwich - caracteristicas geométricas e malha
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Figura 7.10 - Caso 2 - tensdes normais x
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Figura 7.11 - Caso 2 - tensdes de corte Xz
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| Figura 7.12 - Caso 3 - tensdes normais x
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0.5 ] " : e
] . @ +
4 +® :
i o 12ordem
: + 3%ordem
N I —
0.0 | : o layerwise
i IP
)
+ ‘ ce i :
-0-5 llllllll[l(l!lolllllllllllllllYlIlIlIT

-15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
Tensdo de corte xz

Figura 7.13 - Caso 3 - tensdes de corte xz

7.6.2 - Viga sandwich

O problema em causa consiste numa viga com 2 e 3 camadas sujeita a um carregamento
transversal sinusoidal como descrito por Pagano[16]. As tensdes de corte transverso e
axiais sdo comparadas com [16]. Um modelo esquemdtico € apresentado na figura 7.14.
A estrutura € uma placa composita composta de camadas ortotrépicas de igual espessura.
Cada camada modela um composito fibroso com as seguintes propriedades:

E;=172.4 GPa ; E;,=6.90 GPa ; Gj; =3.45 GPa

(7.213)
G23 =1.38 GPa ; Vip = Va3 = 0.25

o A . L (mxY .
Uma carga distribuida com uma evolugdo sinusoidal p = pg sm(Tx) ¢ aplicada no topo
da viga compébsita.

Sdo consideradas trés viga neste exemplo. A primeira € uma viga unidireccional com as
fibras orientadas segundo o eixo dos x. A segunda é uma viga com duas camadas
orientadas paralelamente e ortogonalmente ao eixo dos x, nas camadas superior e inferior,
respectivamente. Na terceira viga, que tem trés camadas de igual espessura, as fibras nas



Elementos de placa e viga laminada compésita e sandwich 7.41

camadas externas sdo orientadas paralelamente ao eixo dos X, enquanto que as fibras na
camada central sdo ortogonais ao eixo dos x.

< . L : . o
A razdo comprimento/espessura S = I das vigas varia de 4 a 20. Utiliza-se uma malha de

elementos finitos de casca Lagrangianos, para a modelagdo da viga. Na figura 7.15 a

7.16 sdo comparadas as tensdes normais e de corte transverso para as trés teorias de
deformacio.

—

L=10 i

——

Figura 7.14 - Viga compdsita sujeita a carregamento distribuido sinusoidal
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Figura 7.15 Comparagdo das teorias para o caso 1, tensdo de corte xz, razdo L/h=4
1 . -
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Figura 7.16 - Comparagdo das teorias para o caso 2, tensdo normal x, razdo L/h=4

7.7 - CONCLUSOES

Neste capitulo foi apresentada a formulagdo para elementos de placa e viga, baseados em
teorias de deformagdo de 1* e 3 ordens e ainda na teoria layerwise. Estas formulagdes sio
exemplos mais simples das formulag¢des de cascas apresentadas no capitulo 2. Sdo, no
entanto, lteis pela sua simplicidade e pela maior velocidade de cdlculo, quando se
analisam estruturas planas tipo placa ou viga.

Foram apresentadas quer as teorias, quer a sua implementa¢do em elementos finitos.

Tal como nas cascas, verifica-se que a teoria de 32 ordem apresenta dificuldades
numeéricas no tratamento de estruturas sandwich, particularmente naquelas com récios de
caracteristicas eldsticas elevados.

A formulagdo layerwise € a mais indicada para analisar placas e vigas laminadas
sandwich. Esta formula¢do € naturalmente mais elaborada e tem a particularidade do
nimero de graus de liberdade ser fungdo do niimero de camadas. Assim, advoga-se que
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seja utilizada apenas em estruturas sandwich com 3 camadas, 0 que é o caso mais
representativo das estruturas sandwich.
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CAPITULO 8

ANALISE DO INICIO E PROGRESSAO DA ROTURA EM
ESTRUTURAS DE MATERIAIS COMPOSITOS

8.1 - INTRODUGCAO

Os materiais compdsitos sdo cada vez mais utilizados em aplica¢des estruturais, em que
a seguranga nos laminados é fundamental. E necessrio, em termos de projecto, prever
o comportamento em resisténcia dos compdsitos. A maior parte da informagdo baseia-
se em testes uniaxiais, embora na maioria dos casos as solicita¢cdes sdo pelo menos
biaxiais. Os laminados compdsitos estruturais podem ser considerados como um
conjunto de camadas anisotrépicas coladas em orientagdes diferentes. Ao contrario dos
materiais isotrépicos, a resisténcia dos materiais compdsitos ¢ dependente da direc¢io
de solicitagio ¢ do seu empilhamento. A rotura de algumas camadas pode néo
representar a rotura do laminado, dado que as camadas remanescentes podem

redistribuir as tensoes.

A previsio da rotura através de um dado ou conjunto de critérios pode ser considerado

econémico, tendo em vista o esfor¢o que representa um projecto experimental de

ensaios de materiais.

Neste capitulo faz-se uma revisdo das teorias de resisténcia mais conhecidas e

implementam-se €stes critérios nos elementos finitos de casca apresentados no capitulo
. . . a

2 Considera-se, dado o potencial nimero de camadas, as teorias de deformagdo de 1°e

3? ordens.

ura apresentados tém a limitagdo de considerarem o material
terial homogéneo ortotrépico. Quando se verifica a rotura do
avés destes modelos, prever qual das fases materiais €

Os critérios de rot
compdsito como um ma
material, ndo ¢ possivel, atr

atingida e como ¢ que a rotura evolui nessa fase material.

Propoe-se, também, neste capitulo um modelo bi-fasico onde as duas fases materiais
ro “oL, ’

sdo consideradas ¢ onde se investiga a rotura de cada fase material em separado.
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8.2 - CRITERIOS DE ROTURA

A previsdo da rotura € importante no projecto de estruturas sujeito a uma combinacio de

carregamentos normais ¢ de corte.

Muitos dos critérios de resisténcia anisotrépicos sdo extensdes dos critérios de cedéncia
isotrépicos. Grande parte do trabalho inicial (antes de 1950) foi realizado em madeira e
metais [1]. A investiga¢do nos metais foi aparentemente realizada em paralelo a
madeira, embora de forma independente. A teoria de energia de distor¢do de Von Mises
[2] influenciou significativamente a base de muitos critérios de resisténcia em
compdsitos. Em 1950, Hill [3] generalizou a formulagdo de Von Mises, incluindo a
anisotropia. A teoria de Hill foi adoptada por Azzi e Tsai [4] como um critério de
resisténcia para compdsitos. Hoffman [5] alterou o critério (fe Hill para ter em conta a
diferenca de resisténcia a trac¢@o e compressdo. Foi proposta por Stowell e Liu [6] uma
variacdo do critério de tensdo méxima, em que a tensdo limite das fibras seria a tensio
limite da camada na direccdo das fibras, enquanto que a tensio transversal e a tensdo de
corte Ultimas seriam as da matriz. Este critério ignora qualquer interabé;ﬁo fibra-matriz.

A teoria da mdxima deformac@o de St. Venant foi ampliada para incluir anisotropia por
Petit [7], Reed [8], e Petit e Waddoups [9].

Tsai e Wu [10] e Tennyson et al [11] desenvolveram teorias que sdo invariantes
relativamente ao sistema coordenado.

Nio existe aparentemente nenhuma teoria que se adeque perfeitamente aos resultados
experimentais [1]. As teorias de Tsai-Hill e Hoffman séo relativamente ficeis de usar,
mas sfo vélidas apenas em casos especiais de ortotropia. Os critérios de Tsai-Wu e
Tennyson sdo mais abrangentes, dada a sua invaridncia, mas estio limitados pelos
coeficientes de interac¢io em estados biaxiais de tensdo.

8.2.1 - Critérios de rotura isotropicos

Tendo em conta que muitos critérios anisotrépicos se baseiam em critérios isotrépicos,
apresenta-se um resumo das principais teorias. Muitas das teorias apresentadas sdo
referidas em revisdes bibliograficas [1] e livros bésicos [12].

Os critérios isotrépicos sdo mais simples que os correspondentes anisotrépicos, dada a
independéncia dos primeiros relativamente a direc¢do. E ainda possivel exprimir o
critério em termos das tensdes ou deformagdes principais.
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Teoria de Galileo, 1638

A realizar experiéncias em rochas 2 tracgiio, Galileo observou que a resisténcia dependia
da drea da sec¢do transversal, mas era independente do comprimento. Concluiu entio
que a rotura acontecia quando uma tensdo critica ("resisténcia absoluta 2 fractura") era
atingida. Aparentemente esta foi a primeira sugestio da teoria da tensio normal mdxima
para materiais frageis.

Teoria de Coulomb, 1773

N

Trabalhando também em rochas, mas & compressdo, Coulomb verificou que se
desenvolviam fendas inclinadas relativamente ao eixo de carregamento. Sugeriu entfo
que a rotura acontecia quando a tensio de corte T num dado plano se tornava igual a
soma da resisténcia coesiva do material c, e a forga de fric¢io, em que p € o coeficiente
de atrito e ¢ a tensdo normal no plano,

|=c—uo .. (8.1)

Teoria da tensdo normal mdxima- Rankine, Lamé, Clayperon, 1858

Esta teoria postula que a rotura sucede quando as tensoes principais G, G4 O;

satisfazem

(cg - oﬁ)(ofl -~ 0'(2,)(03 - cg) >0 (8.2)

acteristica do material, obtida por um ensaio de tracgio uniaxial. A
=6, Ou O, =0,, separadamente.

onde G, € uma car
rotura é prevista para G, =0, Ogq

Teoria da deformagdo principal mdxima -Saint Venant, 1837

Esta teoria prevé que a rotura (cedéncia ou fractura) ocorra sob qualquer estado de

tensdo, quando a maxima deformacdo atinge um valor critico.

Teoria da mdxima tensao de corte - Tresca, 1870

Nesta teoria, prevé-se que a cedéncia se inicia quando

(I ) R B R

S a déncia obtida em carregamento uniaxial. Este critério
em que Oy ¢ a tensdao de ce

ta trés conjuntos de planos paralelos, em que cada conjunto é normal a um
n

represe
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plano coordenado. Estes 6 planos definem um prisma hexagonal no espago

Gp, Og» Oy Este critério € bem aceite para agos macios.

Teoria de Mohr, 1900

Mohr avancou a hipétese de que de todos os planos com a mesma tensdo normal, a
rotura deve acontecer naqueles com maior tensdo de corte. Esta teoria € menos usada

que a de Tresca para metais, mas parece ser bem aceite em mecanica de solos.
Teoria de energia de distorgdo - Huber, Von Mises, Hencky, Nadai , 1920

Neste critério postulou-se que a cedéncia ocorre devido & energia de distor¢do. Nao

considerando a contribui¢do hidrostética, o critério pode ser escrito como
2 2 2 52
(cp —cq) +(o'q —cr) +(c>'r —cp) =20y (8.4)

em que, novamente, Gy € a tensdo de cedéncia sob trac¢do uniaxial. Em estado plano

de tensdo, 6, =0¢

2 2

c G,0 c

2 __i.z_q_+ 11 =1 (8.5)
Oy Sy \Y

Como se verd mais adiante, muitos dos critérios anisotrépicos de rotura sio baseados
em (8.4) e (8.5).

8.2.2 - Critérios de rotura anisotrdpicos

Nos laminados compdsitos ou sandwich, os critérios sdo aplicados camada a camada,
ponto a ponto. A rotura de uma camada nio representa, necessiriamente, a rotura do
laminado. Por outro lado, a rotura transversal ou por corte da camada nfo invalida a
retengdo de alguma resisténcia longitudinal. Embora os critérios sejam aplicados em
metais, tendo em conta a cedéncia, nos materiais compdsitos eles sio normalmente
aplicados tendo em vista a rotura. De seguida sdo apresentados alguns critérios
frequentemente usados.

Teoria da mdxima deformagao

Este critério é a extensdo do critério de St. Venant aos meios anisotrépicos. Numa
camada ortotrépica, os componentes de deformacdo t€ém de estar referidos aos eixos
principais materiais. Se numa camada, qualquer dos componentes de deformagio
atingir os valores limites especificados por ensaios uniaxiais, entdo essa camada é
suposta ter rompido. A envolvente de rotura do laminado consistird na sobreposigdo
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dos diagramas de rotura de todas as camadas, todas referidas aos eixos principais
materiais.

Teoria da mdxima tensdo

O critério da mdxima tensdo para materiais ortotrépicos foi utilizado por Jenkins [11]
para a madeira. As tensGes sdo referidas aos eixos principais materiais. Postulou-se que
a rotura sucede quando qualquer das componentes de tensio atinge valores limites:

-X €06;,<X;-Y £0,<Y; S<1,<8 (8.6)

onde X, X', Y, Y' e S sdo, respectivamente, as resisténcias uniaxiais & trac¢io e
compressdo longitudinal e transversal e a resisténcia ao corte. Ndo existe qualquer
interacgio entre os modos de rotura.

Teoria de Hill

Hill [3] propds um critério de cedéncia ortotrépico. Sob estado plano de tensio, esta

teoria prevé o inicio da cedéncia quando se respeite a seguinte condigdo

2 2 1 1 T, \2
S + E;) _(_2+_7)0102+(—&) =1 (8.7)
X Y X“Y S
Hill assumiu que as resisténcias em tracgao € compressdo sio iguais, ou seja, ndo
considerou o efeito de Bauschinger. Este critério, incluindo as tensdes de corte
transverso, foi usado por Figueiras [13] e Owen e Figueiras [14] na andlise de

estruturas tipo casca laminada. Foi também usado no capitulo 4 desta tese, tendo em

conta as teorias cinemdticas de 1* € 3* ordens e ainda a teoria layerwise.

Se se considerar a isotropia, entdo X =Y =Gy € a equagao (7.7) reduz-se a

2 2

1 15 V
S| 4|2 -|= 0'10'2+(—§2—) =1 (8.8)
Cy Gy Cy

que é igual & teoria de cedéncia da energia de distorgdo de Von Mises. Ao contrério das
teorias de tensdo € deformagdo
entre tensoes, envolvendo portanto

méximas, esta abordagem contém termos de interacg¢do

modos combinados de rotura.

Teoria de Norris -
Norris [15] apresentou um critério semelhante ao de Hill [3] para o estudo de madeira.
orris

Considera o seguinte sistema de condigdes
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S
] (X 21 (8.9)

Teoria de Tsai-Hill

Tal como muitas outras teorias, a teoria de Tsai-Hill considera a camada como a
unidade bdsica da tecnologia do laminado. Esta andlise ndo € invariante com respeito a
rotagdes de coordenadas. Tem algumas dificuldades na aplicag:ﬁo directa a laminados. A
rotura de cada camada € entdo avaliada pela expressdo

A e
X Y x? S '

Esta teoria € muito semelhante 4 de Norris.
Teoria de Tsai-Wu

Tsai e Wu [10] propuseram uma teoria que esperavam poder representar melhor os
resultados experimentais. Assumiram uma superficie de rotura no espago das tensdes

na forma

Sob condi¢Ges de estado plano de tensio, este critério de rotura torna-se em

F,0; + F,0, + F¢tyy + F; 167 + F5,05 + 2F,0,0, =1 (8.12)
onde
g=t_1 _1_1 -1
I"x x "7y vy UYixx
(8.13)
1 1
F,,=—— F, =—
22 Y'Y 66 Sz

A dificuldade de aplicagdo deste critério reside na determinacdo de Fy,, que dever4 ser
obtido em testes biaxiais. Wu [16] cons_idera que Fi; pode ser considerado nulo no
intervalo [-0.6E — 4, 0.6E — 4]. A teoria de Tsai-Wu ¢ mais abrangente que a de Tsai-

Hill, dado que inclui a invaridncia relativa aos sistemas de coordenadas [1].
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Teoria de Tennyson
Tennyson et al [11] extenderam a an4lise de Tsai-Wu, e incluiram termos ciibicos
14)

2 2 2
3F}126107 +3F;5,06507 + 3F; 47,0, + 3F2661122°2 =1

Os coeficientes Fy, F,, F;; e F,, sdo obtidas por (7.13) e os restantes coeficientes
por testes biaixiais.

Teoria de Hoffman

Hoffman [5] prop0s uma teoria semelhante 4 de Tsai-Hill que prevé a rotura de
materiais ortotrépicos frageis e que tem em conta diferentes resisténcias de traccio e
compressao:

010,

+Fegtiy =1 (8.15)

Flcl + cmz + F“Glz + Fzzﬁ% -

8.3 - DEGRADACAO DE CARACTERISTICAS ELASTICAS

E conhecido que num meio bifdsico como os materiais compdésitos de matriz polimérica
(particularmente 08 de matriz termoendurecivel) com diferentes resisténcias das fases
materiais, a fase menos resistente (matriz) € a que terd maior probabilidade de rotura.
Este facto é constatado por ensaios mecanicos, verificando-se que na maioria das
direcgdes de solicitagdo a matriz rompe em primeiro lugar e s6 mais tarde ocorre a

rotura das fibras.

s modos de dano, tendo em conta a homogeneizagao realizada ¢
sta abordagem nio se faz a distingdo das fases materiais. A

A avaliagido do
complexa, dado que ne
camada de material compdsit

resisténcia varidveis de acordo co

0 & assim composta dum tdnico material com rigidez e
m a direcgio de solicitagdo. Neste trabalho supGe-se,

dada a menor capacidade da matriz, que sempre que se verificar a condi¢go do critério

de rotura, ocorre rotura da matriz. Neste contexto, sabendo que as propriedades
sversais dé um compdsito unidireccional sdo inﬂuenciadas. sobretudo pela matriz,
se as propriedades transversais (Ez, G12 € vi2) sempre que se verificar um
critério de rotura. Quando ocorrer rotura de fibras, afectam-se, para além
ades, o médulo longitudinal E;. Esta afectacdo de caracteristicas €
ca vez em cada camada, em cada ponto de gauss. Supde-se que a

tran
afectam-
determinado
destas propried
realizada duma dni
camada rompida perd
para efeitos de andlise do

e todas as caracteristicas de rigidez e resisténcia. Considerou-se,
s exemplos seguintes, 0 critério de Huber-Mises para materiais

ortotrépicos.
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8.3.1 - Exemplo numérico de degradaciao das caracteristicas elasticas

Estuda-se o comportamento elasto-pldstico de uma placa quadrada encastrada sob
pressdo uniforme, figura 8.1. Um quarto da placa € discretizado com 9 elementos
Heterosis. O nimero de camadas € fung¢do do tipo de formulagio usada. As seguintes

caracteristicas materiais foram usadas:

E, =E, =30000 , v=0.3
Gy, =Gy, =G,y =11540

Go = Oy, = Oy = Gy5, =30
Tro = Tyo = T4s0 = 17.32
L}
E, =300, G, =100
com as outras caracteristicas constantes. Caracteristicas geométricas: espessura h=0,20;
vdo a=6.0, quantidades em MN e m. Supde-se neste exemplo um comportamento
elasto-fragil, com degradacdo das caractersitica eldsticas nas direc¢des afectadas 4

matriz.

Na figura 8.2 ¢ ilustrada a variagio do deslocamento transversal do ponto central para
diferentes niveis de carga para ambos os materiais, assumindo a linearidade geométrica,
e o0 material indicado em (8.16).

Figura 8.1 - Placa quadrada encastrada
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Na figura 8.3 apresenta-se a curva carga deslocamento refernte a placa da figura 8.1,
mas com um laminado sandwich, cujo médulo é 1000 vezes inferior ao da pele e com

tensio de rotura 10 vezes inferior a da pele.
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Verifica-se que o comportamento eldstico se mantem até que se d4 a rotura da primeira

camada, o que inicia a ndo linearidade material ilustrada nas figuras 8.2 ¢ 8.3.
8.4 - MODELO CONSTITUTIVO BI-FASICO FIBRA-RESINA
8.4.1 - Introducao

Os materiais compdsitos de matriz polimérica subdividem-se em dois grandes grupos,
no tocante ao tipo de matriz: os compdsitos de matriz termoendurecivel e os compdsitos
de matriz termopldstica. Embora os compdsitos de matriz termopldstica sejam mais
recentes e com ainda pequena expressio no mercado global, revelam-se de
extraordindrio interesse para a industria de grande produtividade, como por exemplo o
mercado automével. Acresce o facto desta matriz ser recicldvel, o compdésito ser
estampdvel, e a matriz ser bem mais ductil que as correspondentes termoendureciveis.
Os compdsitos podem distinguir-se entre compdsitos de elevado desempenho, com
elevadas percentagens de fibras e os compdsitos de grande difusdo, com baixas
percentagens de fibras, qualquer que seja a matriz. No segundo caso, em particular para
percentagens da ordem dos 30-45 %, ocorre a existéncia duma elevada percentagem de
resina, podendo considerar-se que existe uma interfase entre reforgos, constituida
exclusivamente por resina. Na figura 8.4 representa-se esquemdticamente a disposigio
de fibras unidireccionais numa matriz polimérica. Verifica-se a existéncia de camadas

constituidas por resina e fibras e camadas de resina apenas.

As resinas termoendureciveis foram discutidas no capitulo 1. O seu comportamento
mecanico 2 tracgdo e & compressio foi caracterizado por ensaios realizados por Brito
[17], conforme ilustrado nas figuras 8.5 e 8.6. Em trac¢do as resinas t€m um
comportamento elasto-frdgil, enquanto que em compressio, o seu comportamento pode
ser considerado elasto-pldstico. Este comportamento dual serd tido em conta no modelo
proposto.

Figura 8.4 - Comp6sito resina-fibras unidireccionais; esquema de corte transversal
duma secgio tipica
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As resinas termopldsticas t€m um comportamento elasto-pléstico, quer em tracgio, quer
em compressdo. Considera-se que ambas as respostas sdo semelhantes. As fibras
unidireccionais sdo consideradas como materiais elasto-fradgeis com elevadas tensdes de
rotura e elevados médulos longitudinais, como indicado na tabela 8.1 [18].

Tabela 8.1 - Caracteristicas das fibras de refor¢o

Carbono alta| Carb. alto Kevlar 29 Kevlar 49 Vidro E Vidro S
resisténcia médulo
Densidade 1.8 1.9 1.4 1.4 2.6 2.5
Médulo, GPa 230 370 83 124 72 87
Resisténcia, MPa 2480 1790 2270 2270 1720 2530
Elongagdo a tracgdo| 1.1 0.5 2.8 1.8 2.4 2.9
(%)

Na tabela 8.2 apresentam-se caracteristicas tipicas das resinas habitulamente presentes
em materiais compdésitos [18].
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Tabela 8.2 - Propriedades tipicas das resinas  temperatura ambiente (sem cargas)

Resina Tipo Densidade Médulo a tracgdo, | Resisténcia 2
GPa trac¢cio, MPa

Epéxida Termoendurecivel 1.1-1.4 2.1-5.5 40-85

Fendlica Termoendurecivel | 1.2-1.4 2.7-4.1 35-60

Poliester Termoendurecivel | 1.1-1.4 1.3-4.1 40-85

Acetal Termoplastico 1.4 3.5 70

Nilon Termopléstico 1.1 1.3-3.5 55-90

Policarbonato Termoplistico 1.2 2.1-3.5 55-70

Polietileno Termopldstico 0.9 0.7-1.4 20-35

Poliester Termopldstico 1.3 2.1-2.8 55-60

E pritica habitual considerar a camada de compésito como um material homogéneo
anisotrépico onde as caracteristicas da camada sdo supostas serem o resultado da
associagdo da fibra e da matriz. Os métodos micromecanicos [17-21] aproximam as
caracteristicas desse "material” a partir das caracteristicas da resina e das fibras. A titulo
de exemplo, 0 médulo de elasticidade longitudinal desse compdsito pode ser calculado

através da lei de misturas [17-21], como uma combinagdo do mddulo das fibras, Ef, e

da matriz, Em, e das correspondentes frac¢des volimicas.

Ep =EfVf+EnVm (8.16)

onde f representa o indice das fibras e m o indice relativo 4 matriz.

a tem a vantagem de alguma simplicidade, € coerente em
uldades de interpretagéo em termos de resisténcia

Esta abordagem aproximad
termos de rigidez, mas apresenta dific
). Torna-se dificil distinguir entre a rotura da matriz e a rotura das fibras. A

(rotura _ X
fibras € dificilmente tida em conta. Prop0e-se neste

importancia das interfaces matriz-

capitulo um modelo bi-fsico em que se consideram as fases materiais distintas, se

aplicam modelos materiais di

Consideram-se, dado o nimero poten
ordens. Utiliza-se o elemento de casca degenerado,

stintos e se avalia em separado a rotura de cada fase.
cialmente elevado de camadas, apenas as teorias

de deformagio de 1* € 3*

resentado no capitulo 2, nas versoes Serendipita, Lagrangiano e Heterosis. E
ap



8.14 Capitulo 8

considerado o efeito dos grandes deslocamentos, no contexto das suposi¢des de Von
K4rman e numa descri¢io de deformacgdes Lagrangiana Total.

8.4.2 - Modelo material a compressao para as resinas termoendureciveis

Verificou-se experimentalmente [17] que a deformagdo em compressdo da resina é
ineldstica, podendo as relagdes tensdo-deformacdo ser divididas em componentes
recuperdveis e irrecuperdveis. Enquanto que as primeiras componentes podem ser
tratadas através da teoria da elasticidade, as segundas podem ser consideradas pela
teoria matematica cldssica da plasticidade. Na andlise de estruturas tipo casca de resina
reforgada com fibras, considera-se para o comportamento em compressdo da resina,
quer uma abordagem perfeitamente pléstica, quer uma abordagem com endurecimento.
Considera-se, ainda, um critério dual para a cedéncia e para o e%magamento em termos
de tensdes e deformacdes, complementado por uma representagio de anulamento de

tensodes.

Ao estabelecer um conjunto de relagdes lineares tensdo-deformagio, tendo em conta a
teoria de fluxo da plasticidade, hd que considerar a condi¢do de cedéncia, as regras de
fluxo e endurecimento e ainda a condigdo de esmagamento.

8.4.2.1 - A condi¢ao de cedéncia

Na presente andlise de estruturas tipo casca considera-se o critério de Huber-Mises em
que a superficie de cedéncia € expressa por

1
£0,) = (1) 2 =, (8.17)
onde 0g ¢ a tensio efectiva equivalente a tens3o de compressdo dum teste uniaxial.

No modelo perfeitamente pldstico 6o € a tensdo ultima a compressido f'¢c obtida por um
teste de compressdo uniaxial. Assume-se neste modelo uma resposta eldstica até que a
tensdo efectiva atinja f'c, a partir do que se assume um comportamento perfeitamente
pldstico até que a superficie de esmagamento seja atingida. No modelo de encruamento,
a superficie inicial de cedéncia € atingida quando a tensio efectiva atinge 30% da tensio
iltima f'c. As superficies de carregamento subsequentes f(c,y) sdo fungdes do
pardmetro de encruamento ¥ definido pela regra de encruamento (ver capitulo 4).
Quando a tensio efectiva, definida pela tensdo de cedéncia, atinge a tensdo iltima a
compressio f'c, assume-se uma resposta perfeitamente pldstica até que a superficie de
esmagamento seja atingida. Na figura 8.7 ilustra-se a representa¢do unidimensional dos
modelos perfeitamente pldstico e de encruamento. Representa-se também o modelo de
tracgdo, a ser discutido mais adiante.
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Figura 8.7 - Representagio unidimensional do modelo constitutivo da resina

termoendurecivel

A representagao bidimensional no espago das tensdes principais € ilustrado na figura
8 8. Para o modelo com encruamento, a partir do momento em que a superficie de
cedéncia inicial seja atingida, carregamentos subsequentes produzirdo deformagdes
as que caracterizam 0 correspondente nivel de tensdo efectiva. No
sidera-se o médulo eldstico e decorrem respostas eldsticas para

pléastic
descarregamento con
carregamentos subsequentes até que se atinga novamente a correspondente superficie de

carrcgamento.
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8.4.2.2 - A regra de fluxo

No estabelecimento das relagdes tensdo-deformagdo, assume-se habitualmente a
normalidade do vector de deformagao pldstica relativamente a superficie de cedéncia.
Considera-se para o modelo de compressio da resina a regra de fluxo associativa, tendo
em conta que ndo temos dados experimentais que permitam escolher doutro modo. O

incremento de deformagdo pldstica € definido como
df
def = 0,31 (8.18)
dGij

onde dA é uma constante de proporcionalidade que determina a intensidade do

) . . df(c ) . .
incremento de deformagdo plastica e ) define a sua direc¢do perpendicular a
(o} ij
superficie de cedéncia. A fungdo de tensdo corrente (o) € a condicdo de cedéncia, ou as

funcdes de carregamento subsequentes no modelo com encruamento.

As derivadas da funcdo de cedéncia que definem o vector de fluxo a tém as seguintes
expressoes relativamente & superficie de cedéncia (8.17) [13,14]

r [or af af o of
96, 00, 3T,y 0Ty, 0Ty,

(8.19)

onde a of 20x - Oy
n = =
! d0y const.

_of 20y-0y
acy const.

a2
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.1

33 = af = 6txy
OTyy  const.
0Ty,  const.
of 6Ty,
Az = = —
> dty,  const. (8.20)
1/2
onde const.= 2[6)2( + G%, — 0,0, + 3(‘c)2(y + ‘(:,2(Z + T%,Z )] (8.21)
O factor dA pode ser obtido como [22]
T
D
dr = _—é—_-_.__d
(H+a'Da) * 8:22)

onde D é a matriz de elasticidade para a resina el4stica, dg € o vector de incremento de

deformagio total, H é 0 médulo de encruamento, H= E—. Os incrementos elasto-
de,
pldsticos das tensdes totais podem ser calculadas, somando as componentes de

deformagio eldstica e pldstica,

de = dg® +deP =D‘ldo'+d}»—£=D“dc+——§£— € (8.23)
=T T 7 93¢ — — H+aT™ba .
obtendo-se a relagio elasto-plastica de tensdo-deformacio habitual

dg =D.,de (8.24)
onde a matriz elasto-pldstica Dep € obtida por

Daa'D
=D —-————
Dep - H+§TD_§ (8.25)

8.4.2.3 - A regra de endurecimento

A regra de endurecimento define o movimento das superficies de’ cedéncia subsequentes

e a deformagdo plastica. Determina a relagdo entre as superficies de carregamento

durant j
eformagio pldstica acumulada (ou deformagio

f(c,y) (ou tensoes efectivas) € a d
plastica efectiva). O conceito de tensio efectiva torna possivel a consideragdo de

situagdes multiaxiais. Ne
da a partir de relagdes tensido-deformacdo uniaxiais pela relagdo

ste trabalho a relagdo entre tensdo efectiva e deformacio

efectiva é extrapola
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c=E.t —1&82
2

o]

(8.26)

onde Eg é o0 médulo de elasticidade inicial, € é a deformagdo corrente total, €g € a

deformagio total para a tensdo tdltima, f'¢c. Substituindo a componente de deformagio

eldstica g, = —g— em (8.26) obtem-se
0

6=-Eyg, +(2E2e,€,) ; 0.3 <o<f' (8.27)

onde &p € a componente de deformag@o plastica e £g € tomado aproximadamente igual a

<. Esta regra de endurecimento teve boa aplicagdo noutros materiais [13].

o] ¢
8.4.2.4 - A condicio de esmagamento

Considera-se que o tipo de esmagamento da resina € um fenémeno controlado pela
deformagdo. Devido & pouca informagéo existente sobre o assunto, decidiu-se converter
directamente o critério de cedéncia de tensdes para deformagdes. Assim, obtem-se

3,=¢2 (8.28)

onde J'2 é um invariante de deformagao e &y € a deformagao total tltima. Esta condicdo

pode ser expressa em termos das componentes de deformago total como

2 2

Ex TEy —E(E T+ 0.75(\(}2(y + 7,2(2 + ygz) = aﬁ (8.29)

Quando &y atinge o valor especificado como sendo a deformagio ltima, o material €

suposto perder todas as caracteristicas de resisténcia e rigidez.
8.4.2.5 - Comportamento a compressao de resina com fendas

Assumem-se dois tipos de roturas para a resina termoendurecivel: fendas e

esmagamento.

O aparecimento de fendas est4 ligado a trac¢do e € suposto acontecer quando a méxima
tensdo principal atingir a tensdo resistente especificada para a resina. Considera-se entdo
um plano de fractura normal 4 direcgdo da tensdo principal em questdo e a resina perde a
sua rigidez na direcgdo dessa tensdo principal. A tensdo normal ao plano de fractura e as
tensdes de corte nesse plano sdo reduzidas a zero ou a outro valor especificado.

O esmagamento é uma fractura associada & compressdo e € suposta ocorrer quando a
deformagio total efectiva, dada pela expressdo (8.14), atingir o valor limite da mdxima



Andlise do inicio e progressdo da rotura 8.19

deformagio de compressdo. A partir do momento em que o esmagamento suceda, a
resina perde todas as suas caracteristicas de rigidez e resisténcia no ponto em questio.
A correspondente matriz de elasticidade D passa a ser uma matriz nula e o vector das
tensdes totais € reduzido a zero.

A fractura por trac¢do da resina € uma fractura parcial, dado que a rigidez e a resisténcia
em direc¢des paralelas ao plano de fractura ndo sdo directamente afectadas. Nessas
direc¢des pode formar-se um segundo plano de fractura, ou pode ocorrer cedéncia
pldstica se estiverem activos os efeitos de compressio, ou ainda neste caso, pode
ocorrer uma fractura do tipo esmagamento. Tal como em pontos ndo fracturados,
realiza-se uma andlise elasto-pldstica em pontos com roturas numa direc¢do. Em cada
iteracdo do processo ndo linear, o nivel de tensdes € comparado com possiveis fracturas
e em seguida o critério de cedéncia € verificado. Se ocorrer fractura, entdo as
componentes de tensdo total sio modificadas, ou seja, o nivel de tensdo € reduzido para
o dominio da condi¢do de cedéncia. Os componentes de tensdo modificados sdo entdo
utilizados para calcular a tensdo efectiva. Sio ainda reduzidos a superficie de cedéncia,
caso ela tenha sido atingida. Na figura 8.9 ilustra-se o comportamento descrito no

espaco das tensdes principais biaxiais.

Note-se que a descontinuidade da condigdo de cedéncia, devido as intercepgGes dos
planos de anulamento das tensdes, ndo causa dificuldades na definicdo dum caminho
dnico de transferéncia de tensdes, dado que a fractura € verificada em primeiro lugar.
Por outro lado, a descri¢io de rotura descontinua fornece informagao adicional no tipo
de rotura (fractura em tracgao, cedéncia ou esmagamento) e a direc¢do da fractura.
Quando se aplica a condicio de esmagamento (8.29) em conjunto com um plano
fracturado devem tomar-se alguns cuidados. As componentes de deformagio ficticias
directamente afectados pela fractura a tracgdo néo devem entrar na equagio (8.29), ou
seja, 0S componentes de deformagio normal ao plano fracturado e os componentes de
deformagdo de corte nesse plano, que sdo deformagdes ficticias usadas no modelo de
fractura distribuida, devem ser anuladas quando se usa a condi¢do de esmagamento.
Quando a resina estd fracturada em duas direcges diferentes, a cedéncia e o

esmagamento s30 SUpostos ndo sucederem.
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Figura 8.9 - Redugio das tensdes incrementais a superficie de cedéncia para a resina

fracturada numa direcgdo

8.4.3 - Comportamento a trac¢ao da resina

A menor capacidade de resisténcia em trac¢do da resina (relativamente i capacidade em
compressdo) e a fractura associada influenciam o comportamento ndo linear das placas e
cascas de resina reforgada com fibras. A rotura por trac¢io € assim um factor de
interesse na andlise da deformacdo deste tipo de estruturas. Assume-se que quando a
resina € sujeita a uma tensdo tractiva comporta-se como um material linear eldstico-
fragil. A formagio de fendas € um processo frigil e a resisténcia da resina neste

contexto cai abruptamente a zero (figura 8.10).
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Figura 8.10 - Comportamento linear eldstico-fragil da resina em tracg@o

A rotura por tracgdo ocorre quando a méxima tensio tractiva atinge o valor especificado
como a tensdo de tracgdo ultima f'¢ .

8.4.4 - Modelo de fractura distribuido

Considera-se um modelo de rotura em que se assume que a resina mantém a sua
continuidade material. Nio sdo tidas em conta quaisquer descontinuidades materiais,
como por exemplo, em modelos de mecanica da fractura. A medida que o dano
produzido no material vai evoluindo, as propriedades da resina vao sendo modificadas.
A partir da primeira rotura, a resina torna-se ortotrépica com 0s ¢ix0s materiais
alinhados com as direcgdes de fractura, conforme ilustrado na figura 8.11.
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Figura 8.11 - Modelo de fractura distribuido e correspondente eixos materiais para a
resina fracturada numa direcgio

Na direcgio perpendicular ao plano de fractura anula-se 0 médulo de elasticidade e
despreza-se o efeito de Poisson correspondente. O médulo de corte paralelo ao plano da
fenda G, é reduzido a um valor BG, em que o factor B varia entre zero e um. Este
modelo tem vantagens computacionais sobre os modelos discretos, dado que a
topologia da estrutura idealizada permanece intacta. Antes da rotura, a resina € suposta
isotrépica com uma relagdo tensdo-deformagio expressa por

Gy E_ Y 0 0 0|fe,
1-v* 1-=v
g €
y vE 0 y
i 0 I S i
T o
100 0 0 0 oG] Ty

em que X € y sd0 os eixos estruturais e E € o médulo de elasticidade da resina, v o

coeficiente de Poisson, G o médulo de corte, G = -2—(—1+—), e o o factor de corregdo ao
\%

corte transverso. Na teoria de deformagdo de corte de 1* ordem utilizada, ®=5.0/6.0,
enquanto que na teoria de deformagio de corte de 3* ordem 0=1.0.

Tomando 1 e 2 como as duas direcgGes principais de tens3o, no plano da estrutura, a
relagdo tensdo-deformagdo para a resina fracturada na direc¢do 1 (plano de fractura
normal a direc¢io 1) € dada por
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o, 00 0 0 0 g
(o 0 E 9: 0 0 £,
=0 0 Gz 0 0 Ky, (8.31)
T3 |0 0 0 Gp 0 {113
T3 0 0 0 0 oG Y23

onde G€ é o mdédulo de corte reduzido da resina fracturada, a ser discutido adiante.
Quando a tens@o tractiva na direcgdo 2 atinge o valor f't, assume-se que se forma um
segundo plano perpendicular ao primeiro, passando a relagdo tensdo-deformacgio a
tomar a forma

00 0 0 0
Gl O 0 O O 0 81
G2 G2 €
=0 0 55 0 0 by, (8.32)
31 100 0 Gf 0 ||¥3
T23 ¢ (Y23

00 0 0 G%]

A resina reforgada toma-se entdo anisotropica e estas relagdes devem ser transformadas
para os eixos de referéncia (ver capitulo 4). Assume-se que os médulos de corte da

resina fracturada sdo fungdes da tensdo normal ao plano de rotura.
8.4.5 - Médulo de corte da resina fracturada

Considera-se que alguma for¢a de corte pode ser transmitida através da resina
fracturada, particularmente porque quando a resina fractura danifica as interfaces fibra-
matriz e essas fibras soltas induzem alguma resisténcia.

Como nio temos resultados experimentais que permitam caracterizar o modelo de
redugio dos médulos de corte, decidiu-se adoptar o modelo de Figueiras na anélise de
betdo [13] em que se supde que a redugdo de médulos de corte € fun¢do da deformagio

normal ao plano de fractura (figura 8.12).

Para a resina fracturada na direcg¢do 1, os mddulos de corte sdo reduzidos segundo as

expressoes
1- €1

0.004

G12 = OZSG( ), GIZ =0 se € 20.004

5 (8.33)
Gi3 =Gz s Gi3 =G

emque G€o mdédulo de corte da resina intactae €; a deformacdo de tracgdo na direacio

1. Se houver rotura em duas direc¢Ges, entdo os médulos de corte sio reduzidos de

acordo com
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Figura 8.12 - Mdédulo de corte reduzido para a resina fracturada
8.4.6 - Modelo para matrizes termoplasticas

Como j4 foi referido os compésitos de matriz termopldstica sdo actualmente usados em
indmeras aplicagdes industriais, particularmente na indudstria aerondutica. Sao aqui
consideradas as matrizes termopldsticas como materiais isotrépicos, com
comportamento elasto-perfeitamente-pldstico. De facto, a grande maioria dos
termopldsticos usados como matrizes de compdsitos (polietileno, polipropileno,
polieterimida), ttm um comportamento tipicamente desse tipo, quer em trac¢do, quer
em compressio (figura 8.13)[23].
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Figura 8.13 - Comportamento tipico das matrizes termopl4sticas

Verifica-se através da figura 8.13 que estes materiais apresentam elevada ductilidade,
nio apresentam esmagamento, ao contrdrio do que pode suceder com matrizes
termoendureciveis frageis, e podem ser modeladas através de modelos elasto-pl4sticos
tradicionais, como jd acontecia com os materiais metilicos. Sdo consideradas neste
modelo, de forma semelhante ao que sucedeu nas matrizes termoendureciveis, as
matrizes termopldsticas, com as seguintes diferengas:

- ndo se considera o esmagamento em compressio;
- ndo se considera a fractura frigil em tracgio;
- supde-se igual comportamento em trac¢do € compressao;

- ndo sdo supostas fracturas, daf ndo haver lugar a redugio dos médulos de corte.

Este modelo &, entdo, mais simples do que o correspondente modelo de matriz
termoendurecivel.



8.26 Capitulo 8
8.4.7 - Modelo material para as fibras em traccao e compressao

A enorme maioria das fibras de refor¢o para compdsitos existente no mercado tem um
comportamento elasto-fragil. Comecam a surgir, no entanto, algumas fibras
termopldsticas, cujo comportamento a trac¢do € elasto-pldstico. Nesta formulagio
considera-se a elasto-plasticidade das fibras, dado que representa uma maior
generalidade. As relagOes bésicas para o comportamento elasto-plastico uniaxial e a

correspondente formulagdo numérica podem ser consultadas em [22].
8.5 - EXEMPLOS NUMERICOS

Consideram-se alguns exemplos numéricos de ilustragdo do modelo de elementos
finitos. Importa reconhecer a necessidade futura de validar estes'resultados com valores

experimentais.
8.5.1 - Viga em flexdo-matrizes termoendureciveis

Considera-se na figura 8.14 uma viga em flexio de trés pontos, constituida por resina
de ep6xido reforgada com fibras de carbono unidireccionais de alta resisténcia. Nas
figuras 8.15 a 8.17 apresenta-se a curva carga-deslocamento central da viga, onde se

pode verificar a ndo linearidade provocada pela degradagio da matriz.
lP
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Figura 8.14 - Viga em flexdo de tr€s pontos
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Na figura 8.15 apresenta-se o comportamento ndo linear da viga da figura 8.14, tendo
em conta as teorias de 1° e 3* ordens com as fibras dispostas longitudinalmente [0°]. As
teorias apresentam uma resposta muito semelhante.

Na figura 8.16, e condiderando a teoria de 1* ordem, regista-se a influéncia da
orientagdo das fibras na resposta estrutural.

Na figura 8.17 ilustra-se o comportamento dum compdsito de matriz termopldstica. A
nio linearidade ¢ muito esbatida, dado que as fibras estdo dispostas

unidireccionalmente.
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Figura 8.15- Curva carga-deslocamento para a viga em flexdo-resina termoendurecivel
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Figura 8.16- Curva carga-deslocamento para a viga em flexdo-resina termoendurecivel
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Figura 8.17- Curva carga-deslocamento para a viga em flexdo-resina termopléstica
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8.5.2 - Placa simplesmente apoiada sob carga uniforme-matrizes
termoendureciveis

Na figura 8.18 considera-se uma placa simplesmente apoiada, sujeita a uma carga
uniforme, constituida por resina de epdxido e fibras de vidro unidireccionais. Na figura
8.19 e 8.20 apresentam-se as curvas carga-deslocamento, tendo em conta a teoria de 1°
ordem e considerando, respectivamente, 0 compdsito € apenas a resina.
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Figura 8.18 - Placa simplesmente apoiada
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Figura 8.19 - Curva carga-deslocamento para compdsitos termoendureciveis
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Figura 8.20- Curva carga-deslocamento para compdsitos termoendureciveis-sé resina

8.5.3 - Placa simplesmente apoiada-matrizes termoplasticas

Considera-se o mesmo exemplo da figura 8.18, mas em que a matriz € um

termopldstico com caracteristicas elasto-pldsticas. Na figura 8.21, apresenta-se a curva
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carga-deslocamento, em que se pode verificar o efeito da elevada ductilidade do material

de base. A curva é marcadamente nio linear.
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Figura 8.21 - Curva carga-deslocamento para os compdsitos de matriz termopléstica

Na figura 8.23 compara-se a solugdo actual com a solugio dita homogénea, apresentada
no capitulo 2, para a teoria de deformacio de 1* ordem. Na figura 8.22 apresenta-se o
laminado sandwich estudado. Refira-se que o comportamento € aproximadamente
semelhante, mas dada a forma diferente como € encarada a rotura da matriz, esta

aparece mais cedo no modelo actual.

O modelo bi-fasico, ao considerar modelos materiais distintos para a matriz e para as
fibras permite avaliar mais adequadamente a rotura de cada fase em separado, em
particular da matriz, sendo esta a fase mais susceptivel de romper. Os modelos
homogéneos t€m maior dificuldade em estabelecer a rotura de cada uma das fases
materiais, sendo portanto mais adequados para compdsitos dse elevada percentagem de

fibras, onde os efeitos da matriz sdo mais difusos.
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_"‘5 o V£=70%, Compésito UD, T300/5208
Resina termoendurecivel
E=3GPa, fy=120MPa
41 mm
T300/5208 (Epéxido-carbono)
E1=181GPa, E2=10.3 GPa, v=0.28
G=7.17, X=1500, Y=40, S=68
5 mm

Figura 8.22 - Modelo de estrutura sandwich
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Figura 8.23 - Curva carga-deslocamento para uma estrutura sandwich- comparagio do
modelo bifdsico com 0 modelo homogéneo [24]

8.6 - CONCLUSOES

A maioria das teorias e formulagdes de estruturas laminadas compésitas, considera a
camada de material compésito como um material equivalente & associacdo de fibras e
matriz. O laminado é considerado como a associa¢gdo de um conjunto de camadas.
Torna-se dificil aplicar, neste contexto, critérios de rotura ou mesmo de dano a
materiais equivalentes. Em todo o caso, foram apresentados neste capitulo, os
principais critérios de rotura e discutida a sua implementagio no elemento de casca. Foi
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ainda apresentado um modelo simples de degradac@o das caracteristicas elasticas a partir
dos critérios de rotura.

Dado que na realidade o comportamento da matriz e das fibras € bastante diferente,
parece l6gico diferenciar essas fases materiais, particularmente no tocante ao
comportamento em resisténcia. Considerou-se, entdo, um modelo que considera as
fases materiais em separado, no qual sdo introduzidos modelos materiais para a matriz e
para as fibras. A matriz € considerada como um material elasto-pldstico até a rotura
fragil em trac¢do, quando se considera uma resina termoendurecivel. Quando se
considera uma matriz termopldstica, tem-se em conta um comportamento elasto-
pldstico, quer em tracgdo, quer em compressdo. As fibras sdo consideradas como
materiais eldsticos até a rotura. Chamamos bi-f4sico a este modelo, que consegue
representar correctamente a rigidez do conjunto matriz-fibra, mas permite detectar com
maior rigor as roturas da matriz, que sio frequentemente os primeiros a ocorrer. Foram
estudados alguns exemplos, onde se pode verificar que o modelo permite simular um
comportamento dual elasto-pléstico e eldstico-fragil. Foram implementadas no elemento
de casca degenerada as teorias de deformagdo de 1* e 3* ordens. Nos exemplos

apresentados a sua resposta foi muito semelhante.
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CAPITULO 9

ANALISE NAO LINEAR DE ESTRUTURAS TIPO CASCA EM
BETAO REFORCADO COM COMPOSITOS - AVALIACAO
DO COMPORTAMENTO DAS TEORIAS DE DEFORMACAO
DE 1* E 3* ORDENS E LAYERWISE

9.1 - INTRODUCAO

As estruturas de betdo armado e pré-esforgado representam um sector industrial
importante na construgdo civil.

A anilise de estruturas de engenharia civil foi baseada durante muitos anos em leis
empiricas e equagdes de equilibrio. Os actuais c6digos, embora continuem a basear-se na
anterior experiéncia, reflectem um melhor conhecimento sobre a acg¢o compdsita do
material [1]. O betdo armado apresenta um comportamento complexo [1], como a
fissuragio, rigidificagdio em tracgdo, propriedades ndo lineares multiaxiais e interfaces
complexas. Os métodos numéricos, particularmente o método dos elementos finitos,
permitem uma melhor abordagem destes fendmenos.

Apesar do excelente comportamento do betdo armado, a corrosio instala-se dada a
porosidade do betdo e é possivel a ocorréncia de corroso das armaduras de ago. Existe
um interesse actual em corrigir esta situagdo, através da reabilitagdo das estruturas de
betio. Uma das formas de o fazer é a de colar a estrutura de betdo materiais compdsitos
de elevado desempenho, em particular nas faces sujeitas a tracgdo. Este tipo de reforgo
apresenta um conjunto de vantagens, particularmente a sua elevada rigidez e resisténcia a
tracciio nos materiais unidireccionais, e a sua boa resisténcia a corrosao.

H4, no entanto, que ligar este material & estrutura de betdo, 0 que nem sempre & fdcil,
dada a eventual complexidade geométrica da estrutura a reabilitar e dada a necessidade de
aplicar um adesivo entre a camada de compdsito e o betdo.

Neste capitulo pretefide-se estudar o comportamento de estruturas de betdo ou betdo
armado, reforgados nas faces em trac¢io com camadas finas de materiais compdésitos
unidireccionais. Pretende-se realizar uma primeira avaliagio sobre a capacidade e
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influéncia do reforgo, e pretende-se comparar a performance das trés teorias de
deformagdo aplicadas em capitulos anteriores. A andlise serd restrita aos elementos de
casca, expostos no capitulo 2. Sdo considerados o comportamento ndo linear geométrico
e material no contexto elasto-pldstico e elasto-pldstico-fragil, para os comportamentos em
compressdo e trac¢do do betdo. Os materiais compdsitos de refor¢o sdo considerados
eldsticos até A rotura. Sdo apresentados, de forma reduzida, os modelos materiais de

interesse.

9.2 - FORMULACAO DOS ELEMENTOS DE CASCA DEGENERADA
CURVA PARA A ANALISE DE ESTRUTURAS DE BETAO REFORCADO

O elemento finito de casca utilizado neste capitulo segue a mésma formulagio apresentada
no capitulo 2, com as devidas modificagdes para as teorias de 1* ordem, 3* ordem e

layerwise.

O objectivo de introducdo das teorias de ordem superior, em particular no que toca a
teoria layerwise, € a suposi¢do de que a matriz (betdo) e o refor¢co (compdsito) t€m
caracteristicas mecinicas suficientemente dispares para justificar uma andlise de ordem
superior, particularmente em zona de elevados gradientes de tensdo. Neste trabalho
utiliza-se uma teoria de ordem superior baseada em campos de deslocamentos de 1* e 3*
ordem, jd apresentados no capitulo 2. Na teoria layerwise, considera-se um campo de
deslocamentos afectos as camadas, em que se considera que as duas primeiras camadas
representam as de compdsito e a terceira a de betdo, conforme esquematizado na figura
9.1. Com esta configura¢do de laminado, permite-se a colocagdo de reforgo [0/90] ou
[45/-45], por exemplo, em placas ou cascas de betdo em que se estime necessirio o

reforgo bidireccional.
9.3 - SOLUCAO NAO LINEAR POR ELEMENTOS FINITOS

A andlise ndo linear & realizada através da considera¢io do comportamento nio linear
geométrico sob uma abordagem lagrangiana total tendo em conta as suposi¢des de Von
Kéirman. E ainda considerado para o betdo um modelo material elasto-pldstico com
avaliacdo da fendilhagdo e da consequente redugdo de rigidez. O reforgo € considerado
como um material unidireccional com comportamento elasto-fragil, correspondente a uma
camada de material compdsito.
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Figura 9.1 - Esquema de laminado tipico para andlise com a teoria layerwise

A anilise geométricamente ndo linear ¢ a andlise elasto-pldstica sdo formalmente
semelhantes 3 apresentada nos capitulos 3 e 4. H4 unicamente a registar que no cédlculo
das tensdes, se verificam algumas correcgdes, que sdo indicadas a seguir:

a) Para as camadas de betio:

- No modelo elasto-pldstico-fragil que serd apresentado mais adiante, sdo calculadas as
tensOes principais oj;

- se o for superior & mdxima tensdo de trac¢do (f'y) ou se o betdo jd rompeu, usa-se 0

modelo de trac¢io que serd apresentado mais adiante;

- a partir das tensdes o; actualizadas, calcula-se a tensdo efectiva ¢ de acordo com a

funcdo de cedéncia;

- se o for superior A tensdo de cedéncia inicial da camada, ou se esta camada j4 tiver
apresentado cedéncia, as tensdes sdo corrigidas de acordo com a formulagdo elasto-
plastica;

b) Para as camadas de material compdsito:
- a partir das tenses @j actualizadas, calculam-se as tensSes nas camadas de reforgo;

- se a tensdo efectiva for superior A tensdo de rotura do material, ou se a camada ja tiver
rompido, a rigidez é reduzida a zero.
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9.4 - MODELO MATERIAL PARA O BETAO

O modelo material escolhido para o betdo foi tratado por Owen e Figueiras [2] e serd
designado por modelo elasto-pldstico-frégil. Este modelo corresponde as seguintes

suposigoes:

- comportamento 4 compressio

0 betdo é suposto comportar-se em compressdo como um material elasto-pldstico e as
deformagdes elevadas em compressdo induzem a rotura por esmagamento do betéo,

sendo necesséria a sua consideragdo no modelo;

- comportamento em traccao

Supde-se um comportamento linear eldstico até que a mdxima tensdo de trac¢do seja

atingida.
9.4.1 - Comportamento a compressao

O critério de cedéncia, as regras de escoamento pléstico, endurecimento e a condigdo de
rotura sdo condicdes necessdrias a formulagdo das relagOes tensdo-deformagdo néo

lineares. E considerada adequada a dependéncia da fungdo de cedéncia na tensdo normal
média I,(6,) € no invariante da tensdo de corte J,(Toce) [2].

Sio considerados os efeitos de corte transverso e daf se considera que um critério de

cedéncia triaxial seja necessério para a fungfo de cedéncia

V2 _

£(1,,7,) =[B@BI) + o]~ =0 (9.1)

onde o ¢ B sdo parimetros materiais ¢ Gp a tensdo efectiva obtida por um ensaio de
compressdo uniaxial. A expressdo da cedéncia pode ser apresentada em termos das

tensdes principais da seguinte forma
2,2, <2 _ 2
[3[01 + 05 + 03 — 0,0, — 0103 — 0203] +0(0; + 0, +03) =(0p) 9.2)
Pode encontrar-se a condigdo de cedéncia de Huber-Mises tomando o =0 e f =1.

O estado de tensdo em cascas e placas moderadamente espessas pode ser considerado
biaxial, dada a habitual suposi¢do ¢',=0.
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E possivel encontrar, em termos priticos, uma relagdo entre a tensdo de cedéncia biaxial e

a tensio de cedéncia uniaxial, 0 que permite reescrever a equagio de cedéncia
(1.355]62 + 62 + 0,0, +3(12, + 12, +1%,)|+0.3556,(0, + 5, * =c 93
: x T Oy T OxBy xy T txy T lxy : 0{Ox + 0y =0 (9.3)

Esta expressdo ¢ ilustrada na figura 9.2. No modelo eldstico-perfeitamente pldstico, Gy €
igual A tensdo dltima de compressdo f', obtida por um ensaio de compressdo uniaxial.

Assume-se um comportamento eldstico até que a tensdo efectiva Gy atinga o valor {', a

partir do qual se segue um comportamento perfeitamente pldstico até que se atinga a

superficie de rotura. No modelo com encruamento, a superficie inicial de cedéncia €
atingida quando a tensdo efectiva 6 atinga o valor de 30% de f'...

superficie de cedéncia,

perfeitamente plastico

superficie de cedéncia inicial

tracgao

Figura 9.2 - Condig3o de cedéncia para a andlise elasto-pldstica do betdo

Na figura 9.3 apresenta-se a representagio unidimensional do modelo perfeitamente
pldstico e com encruamento, enquanto que na figura 9.4 se apresenta a representagio

bidimensional.
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plastica sdo definidos [3-6] como

Considera-se uma lei associativa de escoamento pléstico. Os incrementos de deformagio

Capitulo 9
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of (o)
def = dh——=
ef 3, (9.4)

onde dA € uma constante de proporcionalidade que determina a intensidade do
f(o)

ij

. o g . d . .
incremento de deformagio pléstica e o gradiente define que a sua direc¢do seja

perpendicular A superficie de cedéncia ou as subsequentes superficies de carregamento no
modelo de encruamento. A formulagio da matriz constitutiva elasto-pldstica D', segue

uma formulagdo idéntica 2 apresentada no capitulo 4. As derivadas da fungio de cedéncia
que define o vector de escoamento a tomam as seguintes expressdes explicitas para a

superficie de cedéncia dada por (9.3)

r ot af of af o

- ’ ’ ’ ’ 95
- 00y 0Gy 0Ty, 0Ty, 0Ty, ©-3)
2(c? +B)o, +(2c2 -P)o
onde a1=af= (" +Pox + (3¢ B)y+c
00, const.
of _ 2 +B)oy +(2¢® —P)o,
ady = = +C
doy const.
of _ 6B«
a3= =__Y_
0Ty,  const.
2, = of =6thz
ot,, const.
6Bt
as = of =__Bl. (9.6)
dty, const.

o - A -
onde ¢ = T e onde o e B sdo parAmetros materiais €
Go

const.= 2[(c? +B)o? +(c* +B)aj +(2¢7 =BT, +3B(c7, + 15, + 2] 01

A regra de encruamento define a evolugdo das superficies de cedéncia subsequentes
durante a deformacie pldstica. Aquela determina a relagio entre as superficies de carga
f(c,x) (ou tensdes efectivas) e as deformagdes pldsticas acumuladas (ou deformagao
pldstica efectiva). O conceito de tensido efectiva e de deformagio pléstica efectiva torna
possivel a extrapolagdo de testes uniaxiais a situagSes multiaxiais. A relagdo entre a tensdo
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efectiva e a deformacio pldstica efectiva € extrapolada a partir da relacido tensdo-
deformagio uniaxial usando

c=E. —1&82
2

o]

(9-3)

onde Eq é o mddulo de elasticidade inicial, € € a deformac@o total € € € a deformagio

total para a tensfo f'.

o L - c N
Substituindo a componente eldstica de deformagéo €, = B em (9.8) obtém-se
o]

0 =-E,e, +2E,€E, ; 0.3f <o<f, (9.9)

l

onde gp € a componente de deformagfo plistica, e €g pode ser tomada igual a 2%—° para
o]

betdes correntes [2,7].

A fractura do betdo por esmagamento em compressdo é um fendmeno controlado por
deformagdo [2,7]. Por dificuldades em encontrar resultados experimentais, estes
investigadores transformaram o critério de cedéncia em tensGes para o equivalente em

deformagdes. Assim
BT, )+ol =¢2 (9.10)

onde I'1 e J'2 sdo, respectivamente, os invariantes de deformagdo [8] e gy € a
deformacdo total dltima extrapolada a partir de resultados de ensaios uniaxiais. A
expressdo usada para a condicdo de esmagamento [2,7], a partir dos resultados de
Kupfler[9], € a seguinte:

(13552 + &5 — g8, +0.75(Y2y +72y + ¥i)|+0355, (e, +e 2 =] (9.11)

Quando gy atinge o valor especificado como deformagio tltima, € suposto que o material

perdeu todas as suas caracteristicas de rigidez e resisténcia.
9.4.2 - Comportamento elasto-plistico-fragil

O comportamento do betdo sob tensdes de tracgdo € suposto ser linear eldstico até que se
atinga a superficie de fractura. A fractura ou rotura € governada por um critério de tensao
tractiva méxima. E suposto que as fendas se formam em planos perpendiculares a
direc¢io das médximas tensdes principais de tracgdo, logo que estas tensdes atingem a
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resisténcia especificada em tracg¢do do betdo f't. As fendas sdo supostas acontecerem
apenas em planos perpendiculares ao plano estrutural (x', y'). Apés a fendilhagdo, o
mddulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson sio reduzidos a zero na direcgio
perpendicular ao plano de fendilhagdo, sendo utilizado um médulo de corte reduzido.

Tomando 1 e 2 como as duas direc¢Ges principais no plano da estrutura, a relagio tensao-

deformagdo para o betdo fendilhado na direcgdo 1 € obtida como

[0 0 O 0 0
G 0O E O 0 0 &
G2 {0 0 Gj, O 0 || &
121=lop 0 o0 G5 0 Y12 (9.12)
T3 5 Y13
Ta] (00 0 0 -6-G Y23

Quando as tensOes tractivas na direcgio 2 atingem o valor f't., forma-se um segundo

plano de fendilhagdo perpendicular ao primeiro. A relagio tensdo-deformagéo € entdo

obtida como
00 0 0 07
o] (6006 0 0 0 [g
o, Gi, €2
(=0 0 55 0 0y, 9.13)
;13 00 0 G5 0 |
sl lo0 0 0 Gu'2

O betdo fendilhado é anisotrépico e estas relagdes devem ser referidas aos eixos x'y'.

Mais do que a resisténcia & trac¢do do betdo, normalmente pequena, importa analisar a
influéncia do betdo fendilhado no comportamento estrutural. Utiliza-se uma representagio

distribuida de fendas numa regido do elemento finito.

O modelo de fendilhacdo distribuido atribui um valor estimativo para o médulo de corte
fendilhado GC. Adopta-se [2,7] um mddulo de corte que € fungdo da deformagio de
tracgdo corrente. Na direcgdo 1
c =0 25(}(-1"—81) . GS, =0 se g 20.004
1277 0.004) 0 T !

Gf3=GT2 ; G§3=%G

(9.14)

-
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em que G é o médulo de corte do betdo intacto e g1 € a deformagdo de trac¢io na direcgdo

1. Em ambas as direcgdes

1-¢
c, =0.25(3(0'002) . G% =0 se g 20.004
- (9.15)
G§3=0.2SGG) ngl) . G%, =0 se &2 0.004

GfZ = OSG‘1:3 ou sz = OSG;:; se Gf3 = G‘2:3

9.5 - MODELO MATERIAL PARA O MATERIAL COMPOSITO
UNIDIRECCIONAL .

No modelo presente, considera-se um comportamento elasto-fragil uniaxial. Quando se
atinge a superficie de fractura do compdsito, a rigidez € reduzida a zero. Supde-se que
este material s6 absorve tensdes na direcgdo das fibras.

9.6 - EXEMPLO NUMERICO

Considera-se uma placa quadrada simplesmente apoiada sujeita a carga uniformemente
distribuida, testada por Taylor et al.[10] e estudada em [2]. A placa tem 198 x 198 cmZe
¢ simplesmente apoiada em todos os bordos, com vdo de 183 cm. A espessura da placa €
de 5.1 cm. Reforca-se a placa de betdo com material compésito na face inferior. A
espessura do laminado compésito é uma varidvel de estudo, no sentido de observar a
influéncia da espessura na resposta estrutural do laminado. Aplicam-se laminados [0/90]
e [45/-45] com espessuras entre 1 ¢ 5 mm. Comparam-se os resultados com os
apresentados por Figueiras [2] com armaduras de ago. Este investigador aplicou barras de
reforco em ago inclinadas a 45/-45 graus e paralelas aos lados [0/90]. Os reforgos
considerados sio vardes de aco redondos com didmetros de 0.476 cm, diferentemente
espacados em cada direcgdo, por forma a proporcionar 0 mesmo momento em cada
direcgiio. A geometria da placa e dos laminados de reforgo usados sio representados na
figura 9.5. Na tabela 9.1 apresentam-se as caracteristicas materiais dos materiais usados

em [2] e os actuais.

Em [2] considerou-se um comportamento elasto-pldstico para os vardes de ago. Na
representagio actual utilizam-se materiais frdgeis do tipo epéxida/vidro ou

epéxida/carbono unidireccionais.

Na discretizagdo por elementos finitos utiliza-se uma malha num quarto de placa, com 9
elementos heterosis. Considera-se uma discretizagdo de 10 camadas de betdo e duas
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camadas de vardes de ago [2]. O laminado de betdo com compdsitos considera, para as
teorias de 1* ¢ 3* ordens, um laminado com 6 camadas de betio e 2 de compdsito,
enquanto que na teoria layerwise € suficiente considerar um laminado com 3 camadas de

betdo e 2 de compdsito.

Pretende-se também comparar, neste exemplo, a resposta estrutural do reforgo em
compésito, comparativamente ao reforco em ago. Pretende-se ainda comparar a
performance das trés teorias de deformagdo, e verificar se ocorrem diferengas
significativas entre elas. Importa também referir que foi implementada a teoria de 3

ordem para o caso de estruturas de betdo com armaduras de ago.

Os resultados sdo tnicamente apresentados em termos de curvas carga-deslocamento,

dado que a distribui¢do de tensdes se assemelha ao verificado em [2].
y

i Unidades : cm

!
| 9 elementos,
]
2x2 Pontos de Gauss
. X
— o — - - - - - - - - - - »
Malha de elementos finitos
I t
91.p '
]
15 -
[7.5] 91.3
1
51 ; ' 10 camadas de betdo
]
t [ “1-2 camadas UD.
- \ de material compGésito

Figura 9.5a - Placa quadrada simplesmente apoiada. geometria, reforgo e malha de

elementos finitos
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}3 Unidades : cm
Reforgo
Malha de elem. finitos
Placa S1
' E.8lcm/m
' / ] F\\\ 9 Elem.
| | 3 22 ¢.4.
i {
, ' 2.35 cm /A
! x
rPlaca 52 ‘
: 2.35cm/m
i
—
2 I
| 2.0lcm/m
o | L
N
7.5 [ 91.5
T
. Secgdo Laminado i
W0 8 10 camadas
— .
o ™ h de betdo
'3 < E=§E{::::LT:;T::—;: _
L \ : = T

Figura 9.5b - Placa quadrada simplesmente apoiada. geometria, reforgo e malha de
elementos finitos, para o betdo reforgado com armadura de ago
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Tabela 9.1 - Pardmetros materiais para o problema da placa simplesmente apoiada

Propriedades materiais [ecm, kN]

Betao Compésito UD
Maddulo de Young [S5) 3242 Modulo E 7000
Coeficiente de Poisson \ 0.18f [Tensaode rotura {UD 1000
Tensdo de rotura a compressédo f'c 3.5 Angulo das fibras 8 varidvel
Tensao de rotura a tracgdo f't 0.379
Def. rotura & compressao eu 0.0035
Coef. enrij. trac¢do o 0.6] Ago
em 0.002
Mddulo de Young Es 20691
Tensdo de cedéncia fy 37.59
Mddulo de cedéncia E's 3000
5.0 ] i
E H
] , , . o5°F
4 : i i ea
4.0 : «©
} e
3.0 ™
o 7 i
8 A @ : A B H
(&) 20 i ; o 12ordem
. @ E feee
4 o 32ordem
1w e Layerwise
1.0 - ' '

[ |

0.0 llllillllillllillllillllill)l

0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00
Deslocamento central

Figura 9.6 - Reforgo de compdésito, lmm espessura, [0/90], E=180 GPa, 6y}t=1000

MPa, comparagio das trés teorias.
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5.0 :
: :
] 0

40 __ .................................................. .......................................... [0 T L TR
] »

3.0 e
1 - | |

2.0 ] e e o Compdsito, E=70 GPa, 12 ordem
] m 70 GPa, 32 ordem
1* ® 70 GPa, Iayerwisé

1.0 : .

0.0 -’ T T T T T T T T i T T T T i T T T T i T T T T |

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

Deslocamento central

Figura 9.7 - Reforgo de compdsito, lmm espessura, [0/90], E=70 GPa, cult=1000
MPa, comparagao das trés teorias.

Nas figuras 9.6 e 9.7 verifica-se que as teorias estudadas apresentam respostas muito

semelhantes, em termos das curvas carga-deslocamento. A resposta elasto-pléstica,

dependente da deformagdo e das tensGes & assim interpretada de forma muito semelhante.

Carga

5.0

4.0

3.0

2.0

1.0

0.0

: OO |
O a
] 0 »
I IS o .
1 o . f
b o E=180GPa
O...‘. .........................
B . u E=70 GPa
i® 1 mm de compésito, Médulo varidvel
AL T T T T T T T T T T T T T i T T T T T T T T
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

Deslocamento central

Figura 9.8 - Efeito do médulo de elasticidade do reforgo, 1 mm espessura [0/90]
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Registe-se que o médulo de elasticidade do material compdsito tem um efeito significativo
na resposta da estrutura. Assim, os compdsitos de carbono (E=180 GPa), permitem uma
resposta bem mais rigida do que os de fibra de vidro (E=70 GPa).

5.0 :
1 O . *°
§ o i
40 L SO T T B T @ W
] o} A »
3.0 o ‘»
s, b
5 ] o ]
O 4 H :
2.0 p-o-® Compésito, E=180 GPa ™~
] ° m  Compésito, E=70 GPa
10 4 e Armaduraemago
0.0 _’ T 1 T T T T T T ‘ T T T T | T T T T t T T T T
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00

Deslocamento central

Figura 9.9 - Comparagio entre o reforgo de compdsito e armadura de ago, lmm de
espessura de compdsito, teoria de deformacéo de 1* ordem

Reportando-nos s figuras 9.9 e 9.5, verifica-se que o reforgo de compésito de fibra de
vidro com apenas 1 mm de espessura, terd um efeito proximo do reforgo de ago. Note-se
que este reforgo de compdsito estd mais afastado do eixo neutro do que os reforgos de

aco.

Na figura 9.10 apreserita-se o efeito da orientagdo dos reforgos. Os reforcos a [45/-45]
apresentam uma resposta mais rigida do que os correspondentes a [0/90].



Carga

a®

» O & O

12 ordem, [45/-45]
32 ordem, {45/-45]
12 ordem, [0/90]
32 ordem, [0/90]

1.0

2.0 3.0

4.0 5.0

Deslocamento central transversal

Capitulo 9

Figura 9.10 - Armadura de aco, diferentes orientagSes dos vardes de ago- comparagio da

Carga

15.0

10.0

o
o

o
o

teoria de 12 e 3* ordem

G Y S I O

o
o

__‘11:111111

>» @ ¢ O

12 ordem, s compésito
Layerwise, s6 compésito
12 ordem, ago e compdsito
3% ordem, ago e compdsito

1.0

2.0 3.0
Deslocamento central

T T i T T T T |

4.0 5.0

Figura 9.11 - Comparagio de diferentes ordens para a) refor¢o em compdsito [0/90] 2
mm de espessura ou b) reforgo em compésito e vardes de ago [1]
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Verifica-se, na figura 9.11, que as teorias layerwise e as de 1* e 3* ordens tém um
comportamento préximo. Verifica-se ainda que o refor¢o de ago e compdsito em

simultdneo apresenta uma resposta algo superior.

200.0 :
160.0 — PSP P S—
] ° o
4 ® L Jo]
. é ‘@ o]
120.0 ; @@
s 1 i :
5 1 ° @
O 7 H
80.0 e @@
j PEY o 12ordem
7 ¢ 3%ordem
40.0 —f T
4 ® 12 com armadura e comp.
e : ; i { i
0.0’hflIIIIIlflillllilI|Ii|lllil|llillIl

0.0 05 1.0 15 20 25 3.0 3.5 4.0
Deslocamento central

Figura 9.12 - Comparagio da resposta para placa de 151mm. Refor¢o apenas com
compdsito ou com compdsito e armadura de aco

Para uma placa mais espessa (151 mm) o efeito do refor¢o de compdsito (1* e 3* ordem) €
comparado com o efeito do reforgo de compdsito a betdo com armadura. Verifica-se uma
boa concordancia relativamente is duas teorias e um aumento da rigidez para estruturas ji

reforgadas.



carga

Figura 9.13 - Comparacio da resposta para placa de 8lmm. Refor¢o com

carga distribuida (kN/cm2)

10.0

8.0

6.0

4.0

60.0

50.0

40.0

30.0

20.0

10.0

o
o

T,

J .

! O « ®
1.s0.®

1 i ;

i o e layerwise :

—Ho ¢ 3%ordem ]
© o 1%ordem

5 B L I B L L AL L
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Deslocamento central

compésito.[0/90], espessura 3mm.

] ' A

1 o 3mm Poa

=4 ® 6mm A >

E m  sO betado é .

- A 10mm .. A ........... - -0
] e | o

: & ¢ OO O

B * O

 — P — :

E . Espessuré da placa = 81mm

e Lo E E
ﬁ"""'!""l""l"“
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

deslocamento central (cm)

comp6sito.[0/90], espessura varidvel.

Figura 9.14 - Comparagio da resposta para placa de 81 mm. Reforgo com

Capitulo 9
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Na figura 9.13 € possivel verificar que as trés teorias de deformagio apresentam
resultados préximos no regime elasto-pldstico. A teoria layerwise € aquela onde a
cedéncia ocorre mais cedo.

Na figura 9.14 verifica-se o importante efeito da espessura de material compdsito

unidireccional na resposta carga-deslocamento do betio reforgado.

Estuda-se agora a influéncia de uma camada adesiva na lage de betdo reforcada com
material compdsito UD [0/90].

Laje com 81 mm de espessura, betio + compédsito [0/90}

A

70.0

111

60.0

50.0 //
40.0 5

s

[ I

carga incremental distribuida

30.0 — /
20.0 : WA —o—com adesivo (5mm)
b —e—sem adesivo
10.0 - : ;
] adesivo: epdxida, ft=55MPa, fc=95MPa
0.0 T T T T T T T T I T T T T I T T T T l T T T T
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

deslocamento central

Figura 9.15 - Comparagio da resposta para placa de 81mm. Refor¢o com
comp6sito.[0/90], influéncia da camada de adesivo.

Nio se verifica uma grande influéncia, com este modelo, do adesivo na resposta da
estrutura. De qualquer maneira verifica-se que havendo uma camada de adesivo, haverd
uma cedéncia mais cedo. O mais importante seria simular o descolamento, para 0 que
seria necessdrio incluir elementos de interface. .

9.7 - CONCLUSOES

-

Foi realizada a andlise nio linear material e geométrica de estruturas tipo casca de betdo
armado ou ndo, com reforgo de materiais compdsitos unidireccionais na face de tracgdo.
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Foi considerada uma abordagem bi-fésica para o betdo refor¢ado, em que o betdo (matriz)
tem um comportamento dual elasto-pldstico em compressio e eldstico com rotura frigil
em tracgdo. Os refor¢os de ago t€ém um comportamento unidimensional elasto-pldstico em
tracg¢do. Os reforgos de compdsito unidireccional so considerados eldsticos em tracgdo

até & rotura fragil.

Com estes modelos pretende-se averiguar do efeito que os refor¢os de compdsito, nas
faces da estrutura sujeitas 2 tracgdo, poderdo ter, tendo em vista a reabilitagdo de

estruturas ou o reforgo para maiores cargas.

Considerou-se que a interface entre o betdo e o compdsito era perfeita e portanto nio se
considerou o descolamento do adesivo, o que deverd ser tido em conta no futuro.

Foram implementadas as teorias de deformagdo de 1* e 3* ordens e ainda a teoria
layerwise, no elemento de casca degenerada,  luz do que foi descrito no capitulo 2.
Torna-se assim possivel analisar uma ampla gama de estruturas tipo casca, reforgadas ou
nio com materiais compésitos. A formulagio geométricamente ndo linear foi exposta no
capitulo 3, enquanto que a formulagio materialmente ndo linear (elasto-plistica) foi

exposta no capitulo 4.

Verifica-se que os materiais t8m um efeito reforgador no beto, préximo do reforgo do
aco, pelo menos nas configuragdes estudadas. Registe-se que, para além do compdsito
poder ser aplicado em qualquer altura, permite uma melhor protecgdo a corroso.
Verifica-se, como seria de esperar, uma melhoria significativa da resposta estrutural do
betdo reforgado com compdsitos, 2 medida que a espessura destes aumenta.

As trés teorias de deformacdo de corte apresentam respostas semelhantes para o exemplo
estudado.

Uma potencial vantagem futura da aplicagio do materiais compdsitos reside no facto de
ser hoje possivel encontrar um elevado nimero de combinagGes de matrizes (resinas
termoendureciveis ou termopldsticas) e reforgos (fibras de vidro, carbono ou aramidas).
Os novos compdésitos termoplésticos, muito usados na inddstria automdvel, pelo facto de
poderem ser transportados secos A temperatura ambiente e pelas suas elevadas prestagdes
mecénicas, poderdo ser uma alternativa comercialmente vidvel aos actuais compdésitos

termoendureciveis nestes mercados.



Andilise de betdo reforcado com compdsitos 9.21

REFERENCIAS

1-

J.A Figueiras, Ultimate load analysis of Anisotropic and Reinforced Concrete
plates and shells, Ph. D. Thesis, ¢/ph/72/83, University College of Swansea,
1983.

D.R.J.Owen, J.A Figueiras, Ultimate load analysis of reinforced concrete plates
and shells, i_,r'l Finite Element Software for Plates and Shells, E.Hinton e
D.R.J.Owen (Eds.), Pineridge Press, 1984

2-D.R.J.Owen, E.Hinton, Finite Elements in Plasticity, Theory and Practice,
Pineridge Press, 1980

0. C. Zienkiewicz, The Finite Element Method, McGraw-Hill, 1991
K-J. Bathe, Finite element procedures in engineering analysis, Prentice-Hall, 1982

M.A. Crisfield, Non-linear finite element analysis of solids and structures, Vol.1,
John Wiley, 1991

E.Onate, Lectures on nonlinear finite element analysis of concrete shells,
Monografia n° 7, CIMNE, 1992

W.F.Chen, Plasticity in reinforced concrete, McGraw Hill Book Company, 1982

H.Kupfler, K.H.Hilsdorf e H.Rush, Behaviour of concrete under biaxial stresses,
Proceedings, American Concrete Institute, Vol.66, n° 8, 656-666, 1969

R. Taylor, D.R.H. Maher, B. Hayes, Effect of the arrangement of the
reinforcement on the behaviour of reinforced concrete slabs, Magazine of Concrete
Research, Vol.18, n° 55, 1966, pp.85-94



CAPITULO 10

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA DESENVOLVIMENTOS
FUTUROS

10.1 - CONCLUSOES
10.2 - SUGESTOES PARA DESENVOLVIMENTOS FUTUROS



Conclusdes e sugestSes para desenvolvimentos futuros 10.1

CAPITULO 10

CONCLUSOES E SUGESTOES PARA DESENVOLVIMENTOS
FUTUROS

10.1 - CONCLUSOES

Foi realizada a andlise de estruturas tipo casca laminada sandwich ou compdsita, através
de elementos de casca degenerada e de teorias de deformacio de corte de 1* ordem, 3*

ordem e layerwise.

Foi realizada a andlise linear eldstica, a andlise geométrica e materialmente nio linear de

estruturas laminadas compdsitas ou sandwich.
Foram ainda estudados laminados de borracha refor¢cada com fibras.

As resinas termoendureciveis e termoplasticas reforcadas com fibras foram estudadas
através de um modelo bifdsico, em que as caracteristicas de cada material se

evidenciaram.

Foram aplicados critérios de rotura a camadas de materiais compdsitos, e foi
implementado um modelo degradativo das caracteristicas eldsticas do material logo que,

num determinado ponto, se verifique esse critério.

Analisou-se, por fim, estruturas de betdo reforcado (no contexto da reabilitagdo) com
materiais compdsitos unidireccionais. Pretende-se avaliar do efeito reforgador dos
compdsitos em estruturas de betdo, quando este refor¢o € colocado sobretudo em faces

sujeitas a tracgdo.

Neste trabalho foram implementadas as teorias de deformagdo de 1* e 3* ordens e ainda a
teoria layerwise. As duas primeiras recorrem de graus de liberdade translacionais e
rotagdes afectas ao laminado, enquanto que a tltima recorre a graus de liberdade
translacionais do laminado, mas de rotagdes afectas as camadas. Enquanto as duas
primeiras se destinam principalmente & andlise de estruturas monoliticas compdsitas, a
terceira tem como alvo principal as estruturas sandwich, onde se verifica uma separagio ¢
identificagdo muito nitida das fases materiais das peles e do niicleo. Como contrapartida a
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uma melhor definicio das deformagdes e tensdes de corte transverso através da
espessura, as teorias de 3* ordem e layerwise apresentam maiores custos de computagio,
devido ao maior nimero de graus de liberdade por nd. Em particular, a teoria layerwise
apresenta-se como demasiado cara para mais de 5 camadas. Dado o niimero de camadas
tipicamente envolvidas nos laminados compdsitos, esta teoria fica restrita a laminados

sandwich. TP R LR T

Foi verificado que as teorias nio apresentam grandes diferencas em termos de rigidez e
tensdes normais, embora se revelem algo distantes na interpretagdo das tensdes de corte
transverso. A teoria de 1* ordem apresenta deformagdes de corte constantes no laminado,
enquanto que na teoria de 3* ordem, estas deformag('“)ésr"s'é'c’)""ﬁ?zfr;iibélicas Na teoria
layerwise, as deformagdes sdo constantes em cada camada mas diferentes de camada
para camada. ' S
A B PL R
Foram utilizados os elementos de casca degenerada (conhecidos na Mecénica
Computacional por elementos de Ahmad ou elementos continuos de casca degenerada),
nas versdes Serendipita, Lagrangiana e Heterosis. Estes elementos foram formulados
com base em deslocamentos assumidos, ndo sendo ‘utilizadas as mais recentes
formulagdes em deformac@es. As razdes principais da néo inclusdo destas novas linhas
de formulacio residem principalmente no bom dese‘mpenhobglobal dos elementos
utilizados, particularmente o elemento de casca de 9 nés Heterosis, e ainda pelo facto de
se ter como alvo principal os laminados espessos, quer monoliticos compdsitos, quer

sandwich.

Verificou-se que as formulagdes de elementos finitos apresentadas sdo capazes de
moedelar com razodvel acuidade os problemas lineares ou ndo lineares geométricos, bem
como a linearidade material e a inelasticidade prépria destes materiais a partir de

determinados niveis de solicita¢do.

Foram apresentados modelos cldssicos de formulagdes elasto-pldsticas que foram
bdsicamente modificadas para incluir as teorias de deformagio de ‘ordem superior. Foram
também apresentados modelos bifdsicos em que se faz a distingdo do efeito da matriz e do
reforgo, compatibilizando a sua ac¢io de deformagdo. Este novo modeld foi aplicado a
resinas termoendureciveis e termopl4sticas, com reforgos unidireccionais representativos
das fibras. Uma das grandes vantagens destes modelos e a representagao do
comportamento em rotura, que pode ser melhor discretizado. Em particular,
consideraram-se para as resinas termoendureciveis comportamentos dual em tracgéo e
compressdo, em que se supds que o comportamento a tracgdo era eldstico até a rotura
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fragil e a compressdo elasto-pldstica até ao esmagamento. Nas resinas termopldsticas
considerou-se comportamento elasto-pldstico da matriz em tracgdo e em compressiao, sem
esmagamento nem rotura, tendo em conta o comportamento habitual dos termopldsticos.
Considerou-se para os refor¢os um comportamento eldstico até a rotura. Estes modelos
carecem até ao.momento de validagdo experimental, constituindo no actual momento

apenas uma ferramenta ao dispor de grupos de trabalho nesta 4rea.

Neste contexto de imodelos:bifdsicos foram estudados laminados cuja matriz € de
borracha, em que sé faz,_intervir,o cardcter hipereldstico e a incompressibilidade.

SRAC L0
Por dltimo consuieram -Se. 1am1nados de betdo refor¢cados Unicamente na face em tracgio

com compositos, umdlreccmnms Nio foram considerados reforgos tipo fibras longas
unidireccionais dentro da matriz porque este caso nio corresponde a nenhuma realidade
industrial do momento (0 CEM-FIL consiste em fibras curtas dispersas), € porque se
pensou sobretudo na reabilitagdo das estruturas de betdo. Foram consideradas estruturas
-de betdo reforcado com comp6sitos € de betdo armado refor¢ado com compdsitos.

10.2 - SUGEST()ES P,AVRA"DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

No decurso deste trabalho foram 'sufgihdo ideias e dificuldades que permitem
perspectivar algumas 4reas de trabalho futuro :

- desenvolvimento das teorias de deformagdo de ordem superior no contexto das

formulacdes de deformagdes assumidas;

- implementagdo -destas teorias em cédigos de andlise dindmica, particularmente em
andlise explicita, no contexto do amortecimento de ruido e vibragdes e no choque a alta

velocidade; .7 i

- implementagdo em cédigos dinimicos implicitos para fendmenos de menor velocidade,
como o impacto:de baixa -velocidade, considerando -particularmente as. estruturas
sandwich, relativamente pouco estudadas neste contexto; '

ﬁ.r;r',w : ='
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- desenvolvimento de elementos de mterface casca-sohdo paraa modelagao de estruturas

sandw1ch, .

ot S R RV ' T S

- desenvolvimento e aper'fei‘(}oamento dos modelos bifdsicos a luz de teorias
micromecanicas, que permltam assegurar dos efeitos das interfaces fibra-matriz, aqui ndo

considerados;
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