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II. Resumo

Neste trabalho, considera-se um teste para a igualdade de espectros
de k séries cronologicas. Este teste, proposto por A. da Silva (1994),
baseia-se na funcao de densidade espectral, pelo que nao é necessario
fazer qualquer tipo de suposicao sobre as séries em estudo.

E feito um estudo da poténcia do teste, que revela que € competitivo
com outros testes propostos na literatura, mas que impdem a condigao de
linearidade das séries.

O teste é aplicado as concentracdes da hormona luteina em
diferentes fases do ciclo menstrual. Esta hormona tem um papel muito
importante no sistema reprodutivo e € sabido que ndo é segregada como
uma corrente constante, mas de uma maneira irregular. Com este
trabalho, conclui-se que existem diferencas no padrao de secrecdo da

hormona luteina nas referidas fases.

Palavras-chave: Espectro, Biespectro, Séries Cronolodgicas Hormonais,

Testes de Hipoteses.




III. Abstract

In this thesis, we consider a test for the equality of spectra of k time
series. This test, proposed by A. da Silva (1994), is based on the spectral
density function and therefore no assumptions on the series under study
are necessary.

A study of power of the test is done and we conclude that it is as
powerful as others tests proposed in the literature. '

We apply the test to the series of luteinizing hormone
concentrations in different phases of the menstrual cycle. This hormone
has an important role in the reproductive system and it is well known that
it is secreted in an irregular pulsatile fashion, rather than in a steady
stream. We conclude that the release pattern is different in the two phases

of the cycle.

Keywords: Spectra, Bispectra, Hormonal Time Series, Test of Hypothesis.
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1. Introducao

1.1 Tépicos considerados nesta Tese

No capitulo 1 sdo apresentados os conceitos basicos da analise de
séries cronolégicas, s@o definidos o espectro € biespectro, e € descrita a

estimacao de cada um deles.

No capitulo 2 sdo descritos, brevemente, os testes propostos por
Coates e Diggle (1986) e Diggle e Fisher (1991} para determinar se duas
séries cronologicas lineares sdo realizagoes do mesmo pProcesso
estacionario.

Descreve-se, em seguida, o teste proposto por A. da Silva (1994)
para a igualdade dos espectros (momentos de 2* ordem) de k séries
cronologicas estacionarias e apresentam-se 0S resultados do estudo da

poténcia do teste.

No capitulo 3, sao apresentados os resultados da aplicagao do
teste, descrito no capitulo 2, as concentragoes da hormona luteina em
duas fases do ciclo menstrual, de forma a saber se as caracteristicas da

frequéncia de secrecdo da hormona luteina é diferente nas duas fases

foliculares do ciclo menstrual.
O capitulo 4 contém as conclusoes deste trabalho.

No apéndice, descreve-s€ a generalizagdo do procedimento proposto
por A. da Silva para testar a igualdade dos biespectros (momentos de 32
ordem) de k séries cronolégicas, sobre a suposicdo de que a estrutura de

22 ordem, das k séries, € a mesma.
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1.2 Conceitos Basicos

Um processo estocastico é uma familia de variaveis aleatdrias
{X, :teT}. Se o parametro t representa o tempo, entdo {X,}, com
t=0,+1,+2, ..., diz-se uma série cronolégica.

Assim, uma série cronologica é um registo de valores de uma

qualquer quantidade flutuante medida ao longo do tempo.

Um processo estocastico diz-se completamente estacionario se a
distribuicdo conjunta da variavel aleatoria {Xt} nao se altera ao longo do
tempo, i.e., para quaisquer inteiros k e N e para qualquer conjunto

admissivel t;,...,ty, tem-se que

Ft1+k,...,tN +k (Xt1+k e XtN+k ) = Ftl,...,tN (th 2 XtN )

Mas a estacionaridade completa é um requerimento muito forte,
portanto, se um processo € tal que, para qualquer inteiro k e para
qualquer conjunto admissivel ti,...,ty, todos os momentos conjuntos até a

ordem m de {th ,...,XtN} existem e sdo iguais aos de {th+k,...,XtN+k}, entao

diz-se estacionario até a ordem m ou, simplesmente, estacionario.

Uma série cronolégica {X,} diz-se Gaussiana se {th ,...,XtN} tem

uma distribuicdo conjunta multivariada normal para todos os valores de N
e para todas as escolhas possiveis de t;,..., ty.

Uma série cronologica Gaussiana que seja estacionaria até a 2°
ordem é completamente estacionaria, visto que a distribuicdo multivariada
normal estd completamente caracterizada pelos momentos de 1% e 27

ordem, i.e., pela sua média, variancia e covariancia.

Uma série cronologica Gaussiana é sempre uma se€rie cronologica

linear, e portanto pode ser escrita como



X = Z Buft-u
u=0

onde & € uma sucessao de variaveis aleatérias independentes e

identicamente distribuidas, N( pg,cf), e {gu} é uma dada sucessao de

constantes, que satisfazem a seguinte condigao

+a0
S gt <.

u=-o

Dada uma série cronolégica estacionaria de 2% ordem, {X,}, com

u=E[X,] ,a sua funcéo de autocovariancia ¢ definida por

R(k) = cov(Xp, Xeoi) = E[(Xe )X -1)]s k=0, £1, £2,...

e a funcédo geradora de cumulantes € dada por

K(m):ln(E[emxt]).

Quando K(m) pode ser expandida como uma série de poténcias da

forma

2 r
K(m)=C1m+C2£%—~:--~-+Cr

os coeficientes C, sdo chamados os cumulantes de ordem r de {X.}.

Os cumulantes, {Cr}, estdo intimamente relacionados com o0s

momentos [Priestley (1981)]. Em particular, o cumulante de 3% ordem

corresponde ao momento centrado de 3* ordem, i.e.

Cs( 51752)'—' My = E[ (X, - 1) (Xt+s1 - “) (Xt+52 - “)] (1.1)

10
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1.3 A Funcio de Densidade Espectral

Se a funcdo de autocovariancia de uma série cronologica €

+0
absolutamente somavel, i.e., ZIR(k)| < «, a sua transformada de Fourier
k:—a)

¢ chamada funcdo de densidade espectral (ndo normalizada) ou,

simplesmente, espectro de {X.}.

Entdo, a funcdo de autocovaridncia pode ser expressa como &

transformada de Fourier inversa da func¢ao de densidade espectral,

R(k) = J 1 h(w) eivkdw.

Mesmo que a funcéo de densidade espectral nao seja absolutamente
somavel, a funcdo de autocovariancia possui, sempre, uma “representagao

espectral”, em termos do seguinte integral de Fourier-Stieltjes

R(k) = J'n eivk dH(w)

-7

onde H(w) é conhecida como funcado de distribuicdo espectral ou,

simplesmente, espectro integrado (nao normalizado).

E claro que, quando h(w) existe, tem-se que dH(w)=h(w)dw, de

modo que

H(w) = r_{ h(p) de.

Note-se que
1



var[X,]=R(0)= fﬁh(w)dw,

pelo que a funcdo de densidade espectral pode ser interpretada como a
decomposicdo da variancia de um processo. O termo h(w)dw representa a
contribuicdo, para a poténcia total, dos componentes em X, com
frequéncias entre w e w+dw.

Portanto, um “pico” na representagao grafica do espectro ao longo
do tempo, indica uma importante contribuicdo para a poténcia das

frequéncias no intervalo correspondente ao “pico”.

1.3.1 Estimacao

Sejam X,,...Xy observacdes de um processo estacionario de 22
ordem com média 1 e funcdo de autocovariancia R(k). Um estimador da

funcéo de densidade espectral € o periodograma, definido por

I(w)= e | = — R(k)e™
Q‘IN t=1 2 S
onde
i 1N—|k| 1 &
R =% D X Xu © X:-ﬁZXt

sdo, respectivamente, estimadores de R(k) e p. O periodograma ¢€

calculado num conjunto de frequéncias da forma w, = 2np/N,

p=0,1,...,N/2, ditas frequéncias de Fourier.

O periodograma é um estimador de h(w) assimptoticamente
céntrico mas inconsistente [Priestley (1981}].

A razio de inconsisténcia é que o calculo de I(w) inclui N
autocovariancias amostrais e, embora cada uma seja O(1/N), o efeito

i2
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acumulado dos N termos produz uma varidncia O(1). Portanto, uma
maneira de obter uma expressao com variancia reduzida é omitir aqueles
termos que correspondem a “cauda” da funcdo de autocovariancia, mas

sem incrementar o enviesamento.

Considere-se, entdo, um estimador de h(w) da forma
hiw) = Z Ayl R(k) €7,

onde M é o ponto de truncagem € Ay(k) € chamada janela retardada.

Algumas das janelas retardadas mais utilizadas na estimacgdo de espectros
sio mostradas na tabela (1.1). O valor do ponto de truncagem, M, deve

ser escolhido de forma que M — «© quando N — «, mas de modo que

(M/N) = 0.

Pode-se, ainda, escrever o estimador espectral como um integral

ponderado do periodograma

A(w) = r 1(0) Wiy (s — 6) d6,
-x
onde

(N-1)
Wy(6) = Z?»N (k) e O,

=-(N-1)

a chamada janela espectral, é a transformada de Fourier da janela

retardada e satisfaz as seguintes condigoes:

) [ wy@do=1
ii) Wy(0) = Wy(-6);

i) lim — J' W2(0) o =0.

Nox N



NOME JANELA RETARDADA

1 se Ik‘sM
Periodograma Truncado ry(k)=
0 se [k|>M
e 1-]k|/M se |k|sM
Bartlett NR = o se Ji>M

1-2a +2acos(tk/M) se [k|<M
Backman-Tukey Ay (k)=

0 se [k[>M

1-6(k/M)F +6(k/M)’ se  |k]<M/2
Parzen hylk) = 2(1 - [i|/™m)’ se M/2<[k/<M
0 se |k| >M

Tabela (1.1):Principais janelas utilizadas na pratica

O estimador espectral, h(w), é um estimador assimptoticamente

céntrico de h(w),

lim E[a(w)|= h(w),

No=x

com variancia e covariancia dadas, respectivamente, por

varfh(w)] ~ 2 n2(w " w2 () de, (1.2)

- - 27 T
COV[h(Wl),h(Wo)] ~ % J h2(6) Wy (w; — 8) Wy(w, —0)de.
-

E possivel demonstrar [Priestley (1981)] que h(w) segue uma
distribuicao assimptoticamente normal, com média h(w) e variancia dada

por (1.2).

Note-se que a variancia assimptotica de h(w) ¢ proporcional a
h?(w), pelo que varia com a frequéncia; portanto, sugere-s¢ uma

transformacdo logaritmica como técnica para estabilizar a variancia.

Tem-se, entao, que
14
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Se o cumulante de 32 ordem é absolutamente somavel, i.e.

Z Z[ C(sy,89)] <0,

Sl =—Q0 52 = =00

entdo o biespectro existe para todo w; € Wj.

Se o processo € de valores reais, 0 momento centrado de 3% ordem

satisfaz as seguintes relagdes de simetria
C(s1,82)= C(s5,81)= C(-sy,82 - s1)=C(s; - $2,-S2),
e, portanto, para o biespectro tem-se que

h( wl,w2) = h( wz,wl) = h( Wi,~Wq — Wl) = hi- W,—Wy ) .

1.4.1 Biespectro e Processos Lineares
Considere-se um processo linear {X.},ie.

+1
X = Z Buft-u
u=0

onde & ¢ uma sucessdo de variaveis aleatdérias independentes e

identicamente distribuidas, com E[st]= 0, E[ef]: ol e E[sf]= TP

A funcédo de autocovariancia de {X,} é dada por

R(k) = E[ X Xt+k]

= E{[ Zgugt—uJ[ igu' 8t+k—u')}
u=-—o u'=-~»

= ZZ gu Bu E[et-u st+k—u’]
u u

+0
_ 2
=G, Zgu Bu+k -

u=-x

16



O momento centrado de 32 ordem € dado por

C( 51’52) = E[Xt Xt+Sl Xt+52]

Z Z Zgrl gr2 gr3 E[St-rl 8t+sl-r2 8t+52-r3]

r1=—00 rp=-x r3=—q)

H3 ( Zgr gr+sl gr+52)

I=—0

i

it

Seja H(w) = Zgr e ™ a funcdo de transferéncia do processo.
r=-m

Entao, a funcao de densidade espectral de {Xt} é dada por
1 < —ikw
h(w) = — Rk
(w)=5; 2 Rlik)e

-0

oo} €K
c i i k)W
=_2_i_( Z g eltv Zng e i(r k)wj
i

r=-o k=-=

i
—_~
-
N’ w@
N
gt
s

E o o —(islw1+i52w2)
Or Or+sy gr+52 €

27'[ S =-0 Se=— TI=—0©
1 2
ey

Pela expressao (1.3), e recordando que todos os cumulantes

conjuntos de ordem superior a 2* sao nulos para as distribui¢cées normais

multivariadas, pode-se concluir que se as variaveis aleatorias {e.} sdo

Gaussianas, o que implica que {Xt} também é Gaussiano, entao o
17
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biespectro h(w;,w,) € zero para todo w, € w,, que é a propriedade mais

importante da funcao de densidade biespectral.

1.4.2 Estimacao

Dada uma realizacio X,,...,Xy de um processo {X.}, real e

estacionario de 3® ordem, um estimador do momento centrado de 32

ordem, € dado por

N — —_— —_—
C(31752)= Z(Xt—x)(XHSI —X)(Xusz —X)’ t=max(sl,52),

1 -1
N3
onde X é a média da amostra.

Portanto, um estimador para o biespectro seria o chamado

periodograma de 3° ordem, definido por

2 N-1 N-1
— 1 LS LS ~i(wys;+Ws;)
(w1, Wa) =| 5= > Clsiisa)e :
T/ §=—(N-1) s;=-(N-1)

O estimador I(wl,wz) ¢ assimptoticamente céntrico, mas nao é um
estimador consistente de h( wl,wz) [Brillinger e Rosenblatt (1967a),

(1967b)).

Para construir um estimador consistente, “gmacia-se” 0

periodograma de 3° ordem, através da introducdo de uma funcao peso.

Considere-se, entao, uma funcdo limitada € nao negativa, que

satisfaz as seguintes condigoes:

(i Liojj;VV(el,GQ)deldBQ -1

18
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i [ jw W2(6,,0,)d6; do, < ;

j' j 02W(8,,8,)d6, doy <o, i=1,2;

(iii) W(6;,02)=W(8g,01) = W(8;,-8; —02) = W(-6; —82,082);

e seja A( s;,5,) @ sua transformada de Fourier inversa

}\’( SI’SQ)z I ei(S,91+8292) W(eheQ)del deQ

que deve satisfazer as seguintes condicoes de simetria

M(s1,82) = M 52,81) = 7‘(‘51’52'51) =(s, ~$5,=S2)-
Entio o estimador consistente do biespectro ¢é dado por

- 7 e
h(w;,wa) = J: j W(O, - wy,0, —W5)1(8;,82)d0; dBs =

-

1 )2 M=h (M-1) ) |
=( ) Y Y Msnsa) Clonsg)enitvmrs.

21) o M) s,=-(M-1)

A funcao W( 0,0,) €& chamada a janela biespectral, a sua

transformada de Fourier é chamada a janela retardada € o M, parametro

da janela, deve ser escolhido de modo que M—w quando N—w, mas de

maneira que M2 /N - 0.

Pode ser demonstrado que ﬁ(wl,wg) é¢ wum estimador

assimptoticamente céntrico e consistente de h(wl,wz) [Subba Rao € Gabr

(1984)].

Subba Rao e Gabr (1984) propuseram a seguinte forma para a

janela retardada, que satisfaz as referidas relacdes de simetria:

A(s1,82) =M s1) M s1) (s —s2)

19
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Ainda, existe uma janela retardada 6ptima, A*, no sentido de que o

estimador obtido tem o menor erro quadratico médio, definida por

- 8
2. *(s1,8,) =—’;—;3—[v( $1,S5) + V(-51,8; - 8;) + V(8 - Sy, - S3) ]

onde
(232+2s2+ss ) S, ~ S
V(s),8,) = b ——2——1-22cos( 5, — §;) - (——22—2—1)sen( s, — §; ).
T SyS5 s; S5
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2. Teste para a igualdade de espectros

2.1 Motivacdao para o Teste

Considere-se o problema de estabelecer se duas ou mais séries
cronologicas sdo realizagbes do mesmo processo completamente
estacionario. '

Ja foi referido que a estacionaridade completa ¢ um requerimento
severo, pelo que na pratica se utiliza a definicdo, menos restritiva, da
estacionaridade até a ordem m.

Em particular, se 0 processo é estacionério até a 2® ordem, entao as
suas propriedades estatisticas estao caracterizadas pelos momentos de 1*
e 22 ordem e, neste caso, o problema de estabelecer se duas ou mais
séries cronologicas sao realizagoes do mesmo processo € equivalénte a

determinar se as séries tém a mesma fungéo de densidade espectral.

Coates e Diggle (1986) propuseram varios testes para a hipétese de
que duas séries independentes {Xt} e {Yt}, t=1,...,N, sdo geradas pelo
mesmo processo estacionario linear. Estes testes baselam-se no

periodograma.

Em particular, propuseram um procedimento semi-paramétrico

baseado na suposi¢do de que as fungoes de densidade espectral hy(w) e
hy(w), das séries {Xt} e {Yt}, respectivamente, estdo relacionadas

através da equagao
hy(w) = hy(w)exp(a +pw + w?).

Este procedimento é obtido como uma generalizacdo do teste da razao de
verosimilhanca, apoiada na distribuicao logistica, de modo a especificar a

forma funcional da razdo dos logaritmos espectrais [Coates e Diggle

(1986)].
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Estes autores também propdem dois testes nao paramétricos. Um

deles, que é extremamente fraco, baseia-se em razdes de periodogramas

_ L(w)
I (w)’

J(w)

onde I (w) el (w) sao os periodogramas das séries {x.}e {Yd

respectivamente. Este teste € motivado pelo facto de que qualquer desvio
na hipétese nula

H,:h (w)=hy(w) Vw: Osw<mn

tendera a incrementar o maior dos logaritmos das razdes dos
periodogramas ou a decrementar 0 menor deles [Coates e Diggle (1986)].

O outro teste, baseia-se em somas cumulativas transformadas

] 2mi N-1
— — -1 — —— ] — R
c; = i; z;, com Z; —ln[1+J(wi) ], w; = , 1—1,...,[ ik

de modo que, sobre a hipotese Hy, o0s cj/cy G=1,...,m-1).
m = [(N —1)/2], podem ser consideradas como estatisticas de ordem de
uma amostra aleatéria uniforme € a estatistica de Kolmogorov-Smirnov
pode ser utilizada para determinar desvios de uniformidade [Coates ¢
Diggle (1986)]. Uma desvantagem deste teste € que depende do

“etiquetamento” arbitrario das duas séries.

Posteriormente, Diggle e Fisher (1991) trataram O problema ce
comparar os espectros de duas séries cronoldgicas através dos seus

periodogramas cumulativos normalizados calculados nas frequéncias ce

Fourier, i.e.

) 2 omi . N-1
Fx(wj)=ZIx(wi) ZIX(Wi), com W; :—I:—Il, 1=1,...,[——2——i|.
i=1 i=1
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para a série {Xt}, com expressdo analoga para {Yt}, com t=1,...,N e

m = [(N-1)/2].
Este procedimento, que pretende comparar 0s periodogramas das

duas séries através da representacao grafica de Fy(w;) contra F.(w;), €

complementado com um teste formal a hipotese nula Hy, que utiliza as

estatisticas de Kolmogorov-Smirnov € de Cramer-von Mises,
respectivamente:

D= sup‘ F (w)-- Fy(w) l

W, = jO[FX (w) - Fy(w)]ZdF(w)

onde F_(w)=O.5[Fx(w)+Fy(w)] , como medida de distancia entre F‘y(wj) e

Fx(wj).

Todos estes testes supdem que as séries em estudo podem ser

representadas por um processo geral linear estacionario.

Todavia, € bem sabido que muitas séries cronolégicas reais nao sao
lineares.

A. da Silva (1994) propos um teste para a igualdade dos espectros
de k séries cronologicas € generalizou este procedimento para testar a
igualdade dos biespectros de k séries cronologicas, sobre a suposicéo de
que a estrutura de 22 ordem das k séries ¢ a mesma (ver apéndice). Os
testes baséiam—se na funcao de densidade espectral e biespectral das
séries, pelo que nao impoem qualquer tipo de restrigoes sobre as séries em
estudo, exceptuando a estacionaridade. Ambos os testes utilizam técnicas

multivariadas standard (reais € complexas).

Estes testes também podem se€r utilizados como testes aproximados

de estacionaridade (até a 32 ordem), comparando diferentes areas da

25



mesma série. Esta aproximacdo deve-se ao facto de que as séries sdo nao

independentes.

2.2 Descricao do Teste

Considerem-se k séries cronologicas X(t“, t=1,..., N, i=1,..., k
geradas por k processos estacionarios {X‘ti’} . i=1,..,k. Seja h'iw),

x<w<n,i=1..,k,afuncdode densidade espectral da i-ésima série.

Pretende-se testar a hipotese de que os k processos tém momentos

de 22 ordem analogos, i. €., testar a hipétese nula
HS :hOw) = h@(w)=...=h¥(w)  -m<sw<n
contra a alternativa

H? :Existe, pelo menos, um par de espectros que sao diferentes.

Suponha-se que P frequéncias uniformemente espacadas wy,..., Wp
sio escolhidas no intervalo |0, nf, i.e.
1n

w; = , 1=1,..., P.
P+1

Seja zgi)zlog[h“’(wj)], i=1,..k ej=1,..., P.

Entdo para testar Hj, propde-se testar a hipétese de que as k
densidades espectrais sao iguais no conjunto de frequéncias (W iseees Wp 1,

i.e., para p.(i) = [zgi),...,_ zg)], testar a hipotese

HS;: p¥ = n® == n®),



O que equivale a testar a igualdade de k médias de dimensado p, com

variancia desconhecida.

A volta de cada w;, i=1,...,, P, considere-se definido um conjunto
de frequéncias

Wji

|, = Wi +1dn/N l=-1, —-(r-1),..., 0, L..., T

e estime-se o logaritmo da funcdo de densidade espectral nessas
frequéncias.

Seja n=2r+1, fl(i)(\V) o estimador espectral da i-ésima série e

ygi{ = log[ﬁ(i)(wjl)], i=1,..., k; j=1,...,Pe I=1,...,n

Se dn/N €é maior que a largura de banda da janela utilizada na

estimacdo e 2nr/N € menor que a largura de banda da funcao de
densidade espectral, entao podem-se considerar ygi{, l=1,...,n, como n

observacdes nao correlacionadas de uma distribuicao normal com média

.. . b . .
log[h“’(w ; )] e variancia ¢-. Para assegurar qu¢ 0s diferentes conjuntos

de frequéncias w; nao se sobrepéem, requer-se ainda que d<N /2r(P+1).

Seja X a matriz de observagoes:

{n

il Yia e v Yin
N R B e L
}’(P})l Loyl ya . Yo
T £ L g y¥)]
onde cada y¥, 1=1,..., n; i=l,..., k, ¢ uma observagao de uma populacao

- . 1 . .- . B
normal de dimenséao P, com média u(‘) e matriz de covariancia Z=c" L.

[8S]
W



Pelo critério da razdo de verosimilhanca para testar as médias de k
populacées de dimensdo P com variancia comum [Anderson(1984)], Hj, é

rejeitada, com um nivel de significancia a, se:

- (kn -k-7(P-k+ 2))log Up k-1x(n-1) > x%(k-—l) (cc).

onde
a3, 98 -7 s) - 79
Yric-tin-1) = : (2.1)
P,k-1k(n-1) m S —
‘(kn) Zi,I(Y1 - ¥y, —Y)l
com
v = L350 = L3350
A na=1ya d nk i=1 ot:lyol .

Se k=2, pode-se utilizar a estatistica T? de Hotelling € entdo a regiao

de rejeicao de nivel a €

Fo > FP,Zn-P-l(a) (2.2)
onde
P e T
c
TP =2dastd

segue uma distribuicao de Hotelling com n-2 graus de liberdade, com

d=30-3@ e S=(kn 'y (s -5y - 70) .
il

Se HS, nao for rejeitada deve testar-se a hipotese da igualdade dos

espectros nas frequéncias O e .



L

Seja zg)=log[h“)(0)] e zg)=log[h“)(n)], i=1,..., k. Definindo

p(i) = [zg), z(i)], propde-se testar a hipétese:

X

HS,: ¥ = lu(2) - = p(k).

Considere-se o conjunto de frequéncias

Wo, =1ldn/N e W =n-ldx/N, 1=0,1,...,r.

Entao, a hipotese nula HJ, é rejeitada com um nivel de significancia

1
- (kn -k- ;(4 - k)) logU; 1 kn-1) > X%(k-l)(a)

onde Usiixm-n € @ expressdo dada pelo critério da razao de

verosimilhanca dada por (2.1). Analogamente, quando k=2, a regido de

rejeicdo de nivel a € dada por (2.2) com P=2 e n=r+1.

2.3 Estudo da Poténcia

Nesta seccao apresentam-se 0S resultados do estudo de simulacéo

da poténcia do teste proposto por A. da Silva (1994) para a igualdade dos

espectros de k séries cronolégicas.

O estudo realizou-se de modo a poder ser comparado com o0s
estudos da poténcia reportados por Coates € Diggle (1986) e Diggle e

Fisher (1991), para 0s respectivos testes.

Para estimar a poténcia, o teste aplicou-se a simulagoes de pares de

processos auto-regressivos, AR(p), i.e., processos satisfazendo a equagao

X, = oy Xy +apXi o+ F o, X p +Et

9
~I



onde {e} é uma sucessdo de variaveis aleatorias independentes e

identicamente distribuidas, N(O, 1).

Estas variaveis aleatorias independentes e normalmente
distribuidas, geram-se através de desvios uniformes entre (0,1), usando o
método de transformacdes [Knuth (1981)]. Os requeridos desvios pseudo-
aleatorios uniformemente distribuidos, obtiveram-se utilizando a funcéo
RAN1 sugerida por Press et al (1986).

As observacoes dos modelos simulados obtiveram-se recursivamente
de um valor inicial nulo e para garantir a independéncia das simulagoes

ignoraram-se 700 observacoes de cada série entre simulagdes sucessivas.

Geraram-se séries de dois tamanhos diferentes, as séries “curtas’

com N=64 observacaes e as séries “longas” com N=1024 observagoes.

Simularam-se 100 pares de processos para cada um dos seguintes

casos:

(a) Ruido branco vs AR(1), com «; 20, i.e.

X?) = 89) Vs XEQ) = ochiz_)l + 852),

(b) Ruido branco vs AR(2), com «; =0 e o, > 0, i.e.

XE” —e vs X9 = azX@2 + s?),

t t
(c) Ruido branco vs AR(3), com a, =0 e a; =-a3 >0, 1.e.

Xgl) = 89) VS X?) = O‘1X£2)1 - a1X£2_)3 + 8?)

(d) AR(1), com &, = 0.5 vs AR(1), com o, >0 ,i.e.

xW = 0.5xY, +0) vs X = @, X, +e?.



Para calcular a estatistica do teste, foram usados os seguintes
parametros

33 se N=1024

3

P=4; r=3; d=
2 se N=64

e a janela utilizada na estimagdo do espectro foi a de Parzen com um
ponto de truncagem
32 se N=1024
M= .
8 se N=64

O valor do parametro d utilizado na aplicagéo do teste foi escolhido
de modo a satisfazer a condigdo d<N/2r(P+1), que garante que oS

diferentes conjuntos de frequéncias {wil} nao se sobrepdem.

Para estimar a poténcia do teste foram seguidos os seguintes
passos:

1°. Calcular a estatistica F; para cada um dos 100 pares de simulagoes e

em cada um dos quatro casos

2°, Comparar o valor obtido com o quantil 5% e 1% da distribuicédo F com

(4,9) graus de liberdade, F(;)(0.05)=3.63 e Fi0)(0.01)=6.42,

respectivamente

3°. Contabilizar o numero de vezes que, em cada caso, a hipétese nula
H§ : h(l)(w) = h(Q)(\V) -TSWET

é rejeitada quando ela € falsa, i.e., calcular a frequéncia relativa da

rejeigéé da igualdade dos espectros das séries do par, de modo a obter
as estimativas da poténcia, P(0.05) e P(0.01), para os respectivos

niveis de significancia do teste, 5% e 1%.




Note-se que, quando as séries sdo geradas pelo mesmo processo, a
hipétese nula € verdadeira, pelo que nao se esta a estimar a poténcia, mas

sim a verificar o nivel de significancia nominal do teste.

A tabela (2.1) mostra as estimativas da poténcia obtidas para as
séries “curtas”, em cada um dos quatro casos. A 1* coluna apresenta os

parametros do 2° processo para cada par e as 22 e 3% colunas mostram as
estimativas P(0.05) e P(0.01) para cada par de séries simuladas, em cada

caso.

Para o, =0 no caso (a) € a; =0.5 no caso (d), as duas séries do par

simulado sao geradas pelo mesmo processo € as frequéncias relativas da
rejeicdo da hipdtese nula sao bastante superiores aos niveis esperados de
5% e 1% , pelo que o método repetiu-se, alterando os valores de alguns
dos parametros. |

Em particular, verificou-se que quando aumenta o parametro da
janela, M, a referida frequéncia relativa aproxima-se dos niveis esperados
mas a poténcia do teste decresce. E sabido que quando o valor do M
aumenta, também aumenta a variancia do estimador, mas diminui o seu
enviesamento e vice-versa [Priestley (1981)]; isto deve-se ao facto de que o
parametro M controla a razao do “decaimento” da janela retardada, Ay(s),
pelo que, quanto menor € o valor do M, mais “amaciado” € o estimador
espectral.

Verificou-se também, que se o valor do parametro P diminuli, o teste
é competitivo mas continua a apresentar desvios nos niveis encontrados,
que sdo ainda mais acentuados quando o valor deste parametro aumenta.

Comparar estes resultados com 0s resultados obtidos por Diggle e
Fisher (1991) para séries “curtas”, permite concluir que o teste proposto
por A. da Silva (1994) tem tendéncia a rejeitar a hipdtese da igualdade dos

espectros quando o numero de observagoes € reduzido.



[y

@ X0 = e w5 XO 2 0,x ), + 50

o, P(0.05) P(0.01)
0.0 0.99 0.95
0.2 0.94 0.92
0.4 0.99 0.97
0.6 1.00 1.00
0.8 1.00 1.00

(b) Xgl) = 89) Vs X?) = a2X£2_)2 + s?)

oy P(0.05) P(0.01)
0.2 0.96 ; 0.95
0.4 0.99 0.98
0.6 0.99 0.98
0.8 1.00 0.99

() XW =l vs XP'=o,XP -0 XP) +6f)

o P(0.05) P(0.01)
0.2 0.98 0.95
0.4 0.99 0.98
0.6 1.00 1.00

(d) X0 =0.5xW, = vs  X® =X 4P

o P(0.05) P(0.01)
0.1 1.00 1.00
0.3 1.00 0.99
0.5 0.90 - 0.84
0.7 0.92 0.84
0.9 0.99 0.94

Tabela(2.1): Estimativas da poténcia para séries “curtas”



Na tabela (2.2) podem ver-se as estimativas da poténcia,
P(0.05) e P(0.01), nos mesmos quatro casos, para séries “longas”.

A verificagdo dos niveis de significincia nominal feita através do
caso (a) com «; =0 e do caso (d) com «, = 0.5, conduz a valores inferiores
que os niveis esperados.

Com relagao a poténcia, podemos ver que ja nao é tao elevada. Isto
deve-se ao facto de que o dominio dos valores dos parametros dos modelos
é mais restrito de modo a incrementar a sensibilidade do teste, i.e., ds
processos foram escolhidos de modo a serem mais “semelhantes”.

E como era de esperar, a medida que os processos de cada par se
vao tornando mais “diferenciados”, a poténcia do teste aumenta, sendo,
empiricamente, uma funcdo monétona crescente da diferenca absoluta
entre os parametros dos processos do par, considerando que o parametro
do ruido branco é 0 (zero), nos casos (a), (b) € (c). |

A comparacédo com os resultados obtidos por Coates e Diggle (1986)
e Diggle e Fisher (1991) revela que o teste proposto por A. da Silva (1994) ¢

competitivo com os anteriores para os casos (b) e (d), mas é menos potente

nos restantes casos.

Os resultados obtidos até aqui, referem-se a estimativas da poténcia
nas frequéncias w € ]0,% [. Por isso, ainda foi estimada a poténcia para as
frequéncias w=0 e w =m, aplicando o teste aquelas séries para as quais
foi aceite a hipdtese da igualdade de espectros nas frequéncias w e Jo,n|[.

Na tabela (2.3) observam-se os resultados obtidos para a estimativa
da poténcia do teste com um nivel de significancia de 5%, P(0.05), para as
séries “longas”.

Temos agora que a frequéncia relativa da rejeicdo da hipétese nula
quando as séries sao geradas pelo mesmo processo, apresentam um

grande desvio do nivel 5% esperado: no caso (a) com «; =0 temos que

P(0.05)=0.35 e no caso (d) com o, =0.5, P(0.05)=0.33.

(93]
9
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(@) XV = e® vs X® = ¢,x2) 4+

% P(0.05) p(0.01)
0.00 0.06 0.00
0.05 0.05 0.02
0.10 0.20 0.09
0.15 0.38 0.16
0.20 0.62 0.34
0.25 0.75 0.50

b) XW =@ vs X® = a,X@, +?

&2 P(0.05) p(0.01)
0.05 0.06 ; 0.01
0.10 0.13 0.02
0.15 0.25 0.08
0.20 0.33 0.17
0.25 0.54 0.29

() XW =&l vs XP = o, X} — o, X+

“ P(0.05) P(0.01)
0.05 0.16 0.06
0.10 0.40 0.24
0.15 0.65 0.41
0.20 0.80 0.58
0.25 0.94 0.74

(d) XW =0.5xY, +e® vs  X® = XP 4P

-1

o) P(0.05) P(0.01)
0.35 0.23 . 0.13
0.40 0.14 0.08
0.45 0.08 0.05
0.50 0.03 . 0.01
0.55 0.03 0.01
0.60 0.14 0.02
0.65 0.27 0.12

Tabela(2.2): Estimativas da poténcia para séries “longas”

|
’



No caso (c) a poténcia jA& ndo se apresenta como uma funcio
monoétona da diferenga absoluta entre os parametros dos processos, mas
conserva esta propriedade nos restantes casos.

Vemos ainda, que a poténcia aumentou para os casos (a), (b) e (d),
quando comparamos as tabelas (2.2) e (2.3), mas no caso (c) a poténcia

decresceu.

E de notar que os casos (b) e (¢) foram escolhidos, inicialmente por
Coates e Diggle (1986), por serem favoraveis e desfavoraveis,

respectivamente, aos testes por eles recomendados.

Note-se, também, que nos resultados apresentados neste estudo da
poténcia foram fixados os valores dos parametros do teste, P e r, € a janela
utilizada na estimacdo da funcao de densidade espectral, pelo que néo
deve ser considerado como um estudo completo da poténcia do teste.
Como ja foi referido, os casos testados foram aqueles utilizados
anteriormente por Coates e Diggle (1986) e Diggle e Fisher (1991), de modo
a facilitar a comparacao entre os dois tipos de testes. Para completar este
estudo, poderiam, por exemplo, serem utilizadas outras janelas na
estimacédo da funcao de densidade espectral, aplicar o teste a outros tipos

de pares de processos ou utilizar outros valores dos parametros do teste.

Por ultimo, note-se que apesar da condicdo dn/N maior que a
largura de banda da janela utilizada na estimacao da funcao de densidade

espectral ndo ser verificada, o teste apresenta-se com poténcia elevada.

Isto deve-se ao facto de que o teste utiliza técnicas de analise

multivariada, que conduzem a testes mais potentes.



L

(a) Xﬁ‘) = 89) Vs ng) = 0‘1X£2.)1 " 8£2)

oy P(0.05)
0.00 0.35
0.05 0.44
0.10 0.54
0.15 0.76
0.20 0.92
0.25 0.96

(b) Xg) = sg) Vs XSQ) = 012X§2_)2 + siz)

Oy P(0.05)
0.05 0.45
0.10 0.62

10.15 0.80
0.20 0.91
0.25 0.98

(c) Xgl) = 59) vs X = alX'(t2—)1 - a1X£2_)3 + 5?)

oy P(0.05)
0.05 0.33
0.10 0.33
0.15 0.26
0.20 0.30
0.25 0.17

(@ xW = 0.5xXY, +e¥ vs X =, XP) +e?

o, P(0.05)
0.35 0.86
0.40 0.67
'0.45 0.48
0.50 0.33
0.35 0.52
0.60 0.79
0.65 0.95

Tabela(2.3): Estimativas da poténcia para séries “longas”, em w=0 e w=n



3. Comparacao da Concentracao da Hormona

Luteina em duas Fases do Ciclo Menstrual

A hormona luteina tem um papel muito importante no sistema
reprodutivo; ¢ sabido que esta hormona nao é segregada como uma .
corrente constante, mas sim de uma maneira irregular [Murdoch (1985)].

Com este estudo pretende-se saber se as caracteristicas de
frequéncia desta segregacdo sao as mesmas nas duas fases foliculares do

ciclo menstrual.

Para este fim, analisaram-se quatro séries cronolégicas da
concentracdo da hormona luteina (LH) medidas em amostras de sangue
retiradas a uma mulher adulta e saudavel em intervalos de 10 minutos,
cujos cronogramas estdo representados na figura (3.1). Cada série €
formada por N=48 observagdes; duas séries foram retiradas no inicio da
fase folicular e duas no fim da fase folicular de dois ciclos menstruais

consecutivos da referida mulher. Assim, designa-se por:

Série 1 a série do inicio da fase folicular do 1° ciclo menstrual,
Série 2 a série do fim da fase folicular do 1° ciclo menstrual,
Série 3 a série do inicio da fase folicular do 2° ciclo menstrual,

Série 4 a série do fim da fase folicular do 2° ciclo menstrual.

Note-se que na 1? série, as quatro ultimas observagoes s&o nulas,
presumivelmente devido a erros na experiéncia ou no registo dos dados.

Assim, na aplicacéo do teste serdo utilizadas, unicamente, as primeiras 44

observacdes de cada série.

O intervalo de amostragem de 10 minutos fol escolhido apés um

estudo inicial [Murdoch (19885)], com amostras de sangue recolhidas em
intervalos de 5 minutos, que sugeriu que caracteristicas importantes do

padrao de variacdo dos niveis de concentragdo da hormona luteina
36
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Série 1: Inicio da fase folicular, ciclo 1.
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Série 2: Fim da fase folicular, cicio 1
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Série 3: Inicio da fase folicular , ciclo 2
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Série 4: Fim da fase folicular, ciclo 2

Figura (3.1): Cronogramas das séries hormonais
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poderiam ser observadas utilizando um intervalo maior de tempo na

amostragem.

Os espectros de cada uma das séries estdo representados na figura
(3.2). No calculo dos espectros, foi utilizada a janela de Parzen, com um

ponto de truncagem M=7. O espectro foi calculado em 100 frequéncias de .

intervalo [O,n], i.e., AW = ——.
101

Analisando a figura (3.2), e notando que os eixos dos graficos tém a
mesma escala, suspeita-se que existem diferengas entre as séries

referentes as duas fases foliculares.

Na figura (3.3) estdo representados os biespectros de cada série,
calculados com a janela bidimensional de Parzen com um ponto de
truncagem, M=7.

Lembrando que a funcédo de densidade biespectral se anula para
séries Gaussianas, pode-se afirmar que as séries 1 e 4 apresentam um
certo desvio de gaussianidade.

Para confirmar esta afirmacdo, tentou-se aplicar um teste de
simetria e linearidade, proposto por Subba Rao e Gabr (1984), as séries
hormonais, mas devido ao reduzido numero de observacdes disponiveis, o

referido teste ndo permitiu retirar conclusées.

Para proceder a comparagao da concentracdo da hormona luteina

nas duas fases foliculares do ciclo menstrual, foi aplicado o teste proposto

por A. da Silva (1994) as séries hormonais, de modo a comparar as s€ries

1 e 3, respectivamente, com cada uma das séries restantes, as séries 2 e

4.

O teste para a igualdade dos espectros foi repetido para varios

valores dos pardmetros P € T. Os valores obtidos para a estatistica

calculada pelo teste em cada um dos casos, assim como os quantil 5% e

1% da distribuicado F com oS correspondentes graus de liberdade sao
38
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Espectros das séries hormonais

39



apresentados na tabela (3.1). Na estimacdo da funcdo de densidade

espectral foi utilizada a janela de Parzen, com M=7.

Da analise da tabela (3.1), resulta que os valores da estatistica F2

sdo maiores que os referidos pontos da distribuigao F, o que implica que
as séries em estudo tém momentos de 22 ordem diferentes.
Assim, conclui-se que o teste indica que existe uma diferenca na

poténcia entre as séries nas duas fases foliculares do ciclo menstrual.

40
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P=4; r=3; d=1 F3
Série 1 vs Série 2 332.319 F,0(0.01) =6.42
Série 1 vs Série 4 216.470
Série 3 vs Série 2 1077.269 F,4(0.05) =3.63
Série 3 vs Série 4 118.144

P=5; r=3; d=1 FS
Série 1 vs Série 2 48.405 F54(0.01) =6.63
Série 1 vs Série 4 376.849
Série 3 vs Série 2 10329.283 F;55(0.05) =3.69
Série 3 vs Série 4 426.296

P=6; r=3; d=1 FS
Série 1 vs Série 2 66279.328 Fs,(0.01) =7.19
Série 1 vs Série 4 0699.271
Série 3 vs Série 2 4971.921 Fe,(0.05) =3.87
Série 3 vs Série 4 1900.388

P=4; r=4; d=1 FS
Série 1 vs Série 2 25.387 F4’13(O.01) =5.21
Série 1 vs Série 4 59.280
Série 3 vs Série 2 185.423 F,,3(0.05) =3.18
Série 3 vs Série 4 69.803

Tabela (3.1): Resultados da aplicacao do teste as séries hormonais



4. Conclusao

Uma série cronolégica é um conjunto de dados observados
sequencialmente ao longo do tempo. As séries cronologicas surgem em
varios campos da ciéncia, tais como sismologia, biologia, oceanografia e

endocrinologia, entre outros.

A analise espectral ou analise no dominio da frequéncia é uma
decomposicao da variagao total da série em componentes harmoénicas, que
representam variacgdes ciclicas em frequéncias correspondentes a ciclos
completos. Esta analise é feita calculando o-espectro e biespectro das

séries, estimados a partir das observacdes disponiveis.

Na literatura tém sido propostos varios testes para determinar se
diversas séries sao realizacdes do mesmo processo estacionario. Os testes
propostos por Coates e Diggle (1986) e Diggle e Fisher (1991), supdem que
as séries em estudo sdo lineares. No entanto, € bem sabido que muitas
séries cronologicas reais nao possuem esta caracteristica. Neste trabalho,
considera-se o teste proposto por A. da Silva (1994) para a igualdade dos

espectros. Ao contrario dos testes mencionados anteriormente, este teste

néo pressupde a linearidade das séries em estudo.

O estudo da poténcia realizado a este teste revelou que, em geral, é

competitivo com os testes propostos pelos outros autores, para 0s €asos

simulados e os parametros utilizados, com N=1024.
Verificou-se, ainda, que quando o numero de observacdes aumenta,

mais precisamente a partir de N=500 observacoes, o teste € potente € os

niveis de significancia encontrados sdo os correctos.

Uma vez que o teste proposto por A. da Silva (1994) utiliza técnicas

de analise multivariada, que conduzem a testes mais potentes, as

-~ be E. & »
conclusées retiradas do estudo da poténcia para SETies curtas”, fazem

acreditar que os desvios obtidos devem-se a erros Numericos.
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Neste trabalho analisam-se quatro séries cronolégicas provenientes
da endocrinologia, que registam os niveis de concentracdo da hormona
luteina medidas em amostras de sangue retiradas a uma mulher adulta e
saudavel, em intervalos de 10 minutos. Duas das séries referiam-se ao
inicio da fase folicular e as outras duas, ao fim da fase folicular de dois

ciclos menstruais consecutivos.

A aplicagdo do teste as referidas séries, revelou-nos que existe uma

diferenca na poténcia entre as duas fases foliculares do ciclo menstrual.
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6. Apéndice: Teste para a igualdade dos

biespectros

6.1 Motivacao para o Teste

Ja foi referido que se um processo € Gaussiano, esta completamente
caracterizado pelos seus momentos de 2* ordem, mas momentos de ordem
superior sdo necessarios para caracterizar processos nao Gaussianos e,

ainda, para distinguir entre certos tipos de processos Gaussianos € nao

Gaussianos.

Suponha-se, entao, que se estabelece que as séries em estudo tém a
mesma estrutura estatistica até a 22 ordem, o préximo passo € testar se

elas também tém momentos de 3% ordem similares.

Obviamente, se elas tém a mesma estrutura estatistica até a 3°

ordem, nao se pode concluir que sio realizacbes do mesmo Processo

estocastico.
Mas testar a igualdade dos momentos de 32 ordem, pode indicar

diferencas entre as séries que poderiam passar despercebidas de outra

maneira.
Se as séries tém momentos de 2% ordem diferentes, seguramente

nao seriao realizacdes do mesmo Processo estocastico € ndo é necessario

testar a igualdade de momentos de ordem superior.

O procedimento descrito a seguir, € a generalizacdo do teste,

da igualdade dos espectros, mas para

éries cronolégicas, supondo que a

proposto por A. da Silva (1994),
testar a igualdade dos biespectros de ks

sua estrutura de 22 ordem € a mesma. Basela-
50 impde qualquer tipo de restrigdes as

se na funcao de densidade

biespectral e portanto, também n

séries, além da estacionaridade.



6.2 Descricao do Teste

Considerem-se k séries cronoldgicas x@, t=1,.,N, 1=1,.,k
geradas por k processos estacionarios {Xf’}, i=1,..,k. Seja h(i)(w),

1 . . - .
-n<w<m, € h()(wl,\\g), -t <w,,w, <m, as func¢des de densidade

espectral e biespectral, respectivamente, da i-ésima série.

Pretende-se testar a hipotese de que os k processos tém o0s mesmos
momentos de 32 ordem assumindo que os seus momentos de 2% ordem
sdo semelhantes. Isto equivale a testar a igualdade do biespectro em todas

as frequéncias assumindo a igualdade dos espectros:

HE :hW(w,, w,) = h®(w,,wy)= ... = h®(w,,w,), paratodo-mn<w;,w,<x

dado que h®(w)=h®(w)=...= h®(w), paratodo-n<w<mn
contra a hipétese alternativa

H? : Existem, pelo menos, um par de biespectros diferentes.

Seja ﬁ(i)(wl,WQ), i=1..,k, o estimador biespectral da i-ésima série.

Considere-se um conjunto de K frequéncias definidas por

W =%, ; =%, i=1..,L, j=i+1,...,7()
onde
L =2K/3, v(i)=K-[i/2].
L ' . .
Seja P = Zy(i)—i o numero de pares de frequéncias assim obtido e
i=1
seja

Hgm) = h(m)(\vi"’vj)’ 1= 1)"'7P7 para algum 1= 1""7L € J =i+ 1"’Y(1)
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- B -
Entdo para testar Hy, propde-se testar que os k biespectros sio

iguais no conju enci i i
g junto de P frequéncias (wi,wj), i.e. definindo

H(m) = (pgm),...,pg“)) , m=1,...,k, testa-se a hipbtese

@ _

Hgl :p(l) =p == u(k).

A volta de cada um dos P pontos frequéncias (wi,wj), constroi-se

uma fina “grelha” de frequéncias \w; ,w; | definida por
p q

ds
W, =W, P e r-1),.., 0,1, T

qdn
Wi = W +——N—, q=-r—-(r-1),.,-L1..,r.

Sejan=4r+1e

= Qﬁ(m) W __r_c_lzc_’wj), ﬁ(m)(wi —-(r—_—l)—CI—E,xvj),...,l:l(m)(wi,wj
L N N

ﬁ(m)(wi . Llcil%r Wj)» fl(m)(wp W, - IIS\IIE)’ ﬁ(m)(wi, W, - (r -—I\})dﬂf],...

2

Entao ggm), 1=1,...,n, podem ser consideradas como n observagoes

ndo correlacionadas de uma distribuicdo normal complexa com meédia

h®) (wi,w j) se dn/N é maior que a largura de banda da janela utilizada na

estimacdo e 2rnr/N € menor que a largura de banda da funcédo de

densidade espectral. Também se deve ter d<N/Kn para assegurar que 0s

tes conjuntos de frequéncias nao se sobrepoem.

diferen
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Seja X a matriz de todas as observagdes

<1

X=]|: =[y§1) Loyd Lyl g8

( . - B
onde ym), l1=1,...,n, m=1,..,k é uma observagdo de uma pcpulagao
normal complexa de dimensao P, com meédia p(m) e matriz de covariancia

s®@) Como se supde que as k séries tém espectros idénticos, tem-se que

s _5@ o — k)

O critério da razao de verosimilhanca para testar a igualdade das
meédias de k populagdes complexas com matriz de covariancia comuimn,

mas desconhecida, ¢ dado por [Khatri (1965)]:

!(kn)" > oY=y -y

UP,k-—l,k(n-ll) =
koY, 51 - )5 -3y

onde

‘“)- TY y=

a=1

'u ™M=

1
nk i
A hipétese nula € rejeitada, com um nivel de significancia «, se

- (kn -k-4(P-k+ 2))log Upk-1kn-1) ~ £ (-1 ()

Se k=2, pode-se utilizar a estatistica complexa, T2, de Hotelling.

Seja
gy g e s=t Y -7O)61 -70)

th
o



Neste caso, o teste da razdo de verosimilhanga, dado por
T2=24d"s'd
2

segue uma distribuigédo de Hotelling, com n-2 graus de liberdade.

Seja
5_2n-P-1,

c " 2n-2P °
Entéo a regiao de rejeicao, de nivel a, &€ dado por
Fe > Fpon-pa (a0 ).

Se a hipotese nula € aceite, entdo tem-se que testar Hp em
w, = w, =0 e sobre a recta W, = 0: define-se um conjunto de frequéncias

sobre a recta w; =0, diga-se (O,wi) e forma-se uma amostra na

vizinhanca dessas frequéncias, diga-se (O, Wiq). Note-se que, nessas

frequéncias o biespectro € real e portanto, quando k=2, usa-s€¢ a

estatistica de Hotelling, T 2 para duas amostras.

A estatistica T? e a sua analoga complexa sdo invariantes sobre

transformacdes que deixem a hipotese nula invariante [ Anderson(1984),

Giri (1965)).
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