ANTONIO ERNESTO DA SILVA CARVALHO BRITO

ANALISE POR ELEMENTOS FINITOS DE
ESTRUTURAS TIPO CASCA

FACULDADE DE ENGENHARIA
UNIVERSIDADE DO PORTO
1985




" DEMEGI-FEUP

MR —

1G9/ 11( 5

ANTONIO ERNESTO DA SILVA CARVALHO BRITO

ANALISE POR ELEMENTOS FINITOS DE
ESTRUTURAS TIPO CASCA

Dissertacao apresentada 'a Faculdade de Engenharia
da Universidade do Porto para obtencac do grau de

Mestre em Engenharia Estrutural

oh3 v
3) P+ e

¥EIVERLIDLUS BY risty |
Faculdeda ca Engonharis s

Vv
s

BIBLIDTIC 4p

Ne_IS3A o . ‘
cCou e

R L AT NI I
FACULDADE DE ENGENHARIA 62/1(0%)/5/21;4/7:’/1/:4
UNIVERSIDADE DO PORTO

1985



AGRADECIMENTOS

0 autor expressa o desejo de agradecer, em primeiro
lugar, ao Prof. Rogéerio Martins, seu Supervisor, a orientagao
e a analise critica evidenciadas na elaboragao do presente

trabalho.

A Dra. Lucia Dinis e ao Eng. Magalhaes de Oliveira, o
agradecimento pela disponibilidade sempre demonstrada e pelas
valiosas sugestoes que muito contribuiram para a resolucao dos

diversos problemas surgidos.

A todos os colegas, o reconhecimento pelo apoio e in~

centivo prestados ao longo da execugao deste trabalho.

Agradece também a sua familia, em especial aos seus
Pais, o empenhamento manifestado na sua formacao e valoriza-

cao cientificas.

E, finalmente, o autor deseja agradecer a Graca a for-
ma cuidada como dactilografou o texto, assim como o modo como
conseguiu superar as condigoes de vida que este trabalho exi-

giu.



I1:

" 'RESUMO

Neste trabalho, implementa-se um conjunto de progra-
mas destinados a analise de estruturas pelo método dos ele-

mentos finitos, recorrendo ao elemento de casca Semiloof.

Desenvolve-se um programa para o elemento de casca
Semiloof, utilizando uma solucao do tipo frontal, e estuda-se
o comportamento e a convergencia deste elemento com varias re-

gras de integracao numeérica.

O método da subestruturacao, combinado com o método
da solucao frontal, € utilizado no desenvolvimento de um pro-
grama para o elemento de casca Semiloof. Procede-se a analise
de varios problemas, a fim de verificar a eficiencia e a eco-
nomia que se obtém, por recurso a subestruturacao, nomeada-
mente as torres de escadas e de elevadores de um edificio de

17 pisos.

Além dos programas referidos, desenvolve-se tambeém um
conjunto de programas auxiliares, destinados a facilitar e a
tornar mais econémica a preparacao dos dados, a resolucao e a
interpretacao dos resultados de um problema de elementos fi-
nitos. Assim, incluem-se programas interactivos para a intro-
ducio de dados, geragao automatica da malha, rendmeracio au-

’

mitica da malha, tracado grafico da malha e pos-processamento.



" ABSTRACT

Resorting to the Semiloof finite element for the

analysis of shell structures, several programs are developed.

For different numerical integration rules, an
assessment is made of the behaviour and convergence of the i

Semiloof element using the frontal solution technique.

The substructuring method combined with the frontal
solution and the Semiloof element is considered for the
analysis of several problems in order to verify the efficiency
and the economy that can be attained by use of the
substructuring method. One of the problems solved is concerned

with the analysis of high rise buildings.

The programs developed for the analysis previously
referred to needed a large volume of data. In order to
facilitate the data preparation and the efficiency of the
numerical solution, interactive programs for the data input,
mesh generation, automatic :renumbering of the element and
nodes and graphical display of the mesh are implemented.

Furthermore a pos-processing program is developed.



" 'INDICE

CAPITULO 1

INTRODUGAD « s v vvoenennooecnssnneneannenannnsaenssns
1.1 - ConsideracOes gerais ..eeeeeeoceccassosenceons
1.2 = ObJECtiVOS veevsvsosoncoeveneonansscsassoanccs
1.3 - Apresentacao do trabalho .......oveiiencnnenen

Re FETONCLIAS oo veesenoeeonsnonsssnsssassasssnascsssss

CAPITULO 2
ELEMENTOS FINITOS .t ceeeceeocvoscsosssscsscccsesacescscce
2.1 - Métodos variacionais de aproximagdo ..........
2.2 - Principio da minimizacdo da energia potencial
2.3 - Formulacao de elementos finitos baseada

nos deslocamentoS .esseeececcsscsascoscsccesse

REFEIrOINCLAS vvveeeeaeovonosssssssssssassasssssssnsnss

CAPITULO 3
O ELEMENTO DE CASCA SEMILOOF ..cicccevecncccacscnnns

3.1 = INEYOAUCAOD evoeeoevesoscscacnonsssossosonasnsscs
3.2

|

Considerac0es EETrailsS ....ceeecescccsosanaccsns
3.3 - Comportamento de membrama .......ccceccevecens
3.3.1 - Definicao do sistema de eixos local ......

3.3.2 - Definicao dos deslocamentos ...cccacoccens

3.3.3 - Derivadas dos deslocamentoS ..cceceeoccens

3.4 - Comportamento 3 £1leX80 ..ceeeecevcrosccccnccns
3.4.1 - Deslocamento normal (W) .....c.cececeeens
3.4

3.5 - Restricoes ao eSforco transversSoO ....ceeeoceess

.2 - Calculo das derivadasS ..ceecececcsecsconsas

3.6—Matriz de rigidez @ 5 5 52 9 6 6 & 0 8 ¢ 60 0 s e s 00 s s 0 s s

REfEreNCiaS eoeeseseeseeesssssasnnsesaasssnnesscossoes

Iv

13
14
17

19
23

24
25
26
27
27
29
31
32
33
33
38
41
44



CAPITULO 4
PROGRAMA PARA O ELEMENTO DE CASCA SEMILOOF .......c...
4,1 — . INtrodUCA0 +eeveecooanncoans e ceesse e e
4.2 ~ Descricao geral ....iieeeeerentiocctetsarnaanons
4.3 - Descricao das subrotinas ...ceceecrceceroccaacnn
4.3.1 - Subrotina DADOS ....ceccrsrocccncnsocon cesee
4.3.2 = Subrotina INTER tviieeeneosanacconcsosnns ees
4.3.3 -~ Subrotina ELSTIF ....eceeesccsorascnnosans oo
4.3.3.1 — Objectivo .t.evvececscsocccorononace ceeas
4.3.3.2 - Calculo da matriz de rigidez ...........
4.3.3.3 — Calculo das cargas nodais equivalentes
4.3.3.3.1 — PeSO DPIOPTIO eusvvrennnuennnnnsoonns
£.3.3.3.2 = PreSSE0 eocsvecsccsoocasassasssocsanns
4.3.3.3.3 - Variacao de temperatuUra .....e... .
4.3.3.3.4 - Cargas concentradas ...cceocecceccccs
4.3.3.3.5 - Cargas distribuidas ao longo
dos lados .....sn cecessesesse e
4.3.3.4 - Calculo da matriz das tensGes ....o..oc.s
4.3.4 - Subrotina AFRON .. ..ciecirirecserecnascccncne
4,3.5 - Subrotina FRONT ..... Gt asseetesetea s aansean
4.3.5.1 - Apoios inclinados ....eceeceeccccccnenn
4.3.5.2 ~ Apoios elasticos ...ccecenccncncceanann
4.3.6 - Subrotina STRESS ...eeroeresacecssnaascvsscs
4,4 - Exemplos ...... e e eeessesscessssveennse cersaseene
4.b4.1 = INETOAUCHOD «eevoosssecsoscossosacssnnonsssssecs
4.4.2 - "Patch" testes ...sovovccecacs cesos oo
4.46.2.1 - Placa quadrada ....coocecccenns N
4.4.3 - Placa circular simplesmente apoiada com
carga uniformemente distribuida ..... et
4.4.4 - Placa circular simplesmente apoiada, assente
em fundacao elastica e sujeita a uma carga
uniformemente distribuida ............ Cee e
4.4.5 - Placa circular simplesmente apoiada; sujeita

a uma carga pontual no centro

.

47
48
49
50
50
51
51
52
52
54
54
55
57
58

58
59
60
61
62
65
65
67
67
67
67

69

70

71



4.4.6 - P
s
c
4.4,7 - P
c
d
4.4.8 - P
v
4.4,9 - P

laca circular de espessura variével;
implesmente apoiada e sujeita a uma

arga uniformemente distribuida ..........
laca circular encastrada sujeita a uma
arga distribuida linearmente ao longo

O TALO ceevenvotnsasssocnsncscsosonnsosss
laca quadrada livre sujeita a uma

ariacao de temperatura uniforme .........

laca quadrada encastrada sujeita a

uma variacao de temperatura uniforme .......

4.4.10 - Placa rectangular encastrada em dois
bordos opostos e sujeita a accao do
PESO PIOPTLO cveesncocsncsccsoceasnoasaacnns
4.4.11 - Placa rectangular encastrada em dois bordos
opostos.e sujeita a uma carga distribuida
ao longo de um eixo de simetria ...........
4.4.,12 - Placa quadrada em consola, sujeita a uma
carga uniforme de tTracgao ....eeoceccececcens
4.4.13 - Casca cilindrica sujeita ao peso proprio ..
4.4.14 - Casca esférica com apoios tangenciais a sua
superficie, sujeita a pressao interior ....
4.4.15 - Deposito cilindrico em aco contendo agua ..
4.4.16 - Depésito em betao contendo 2gua .c.oeeeeso
4.5 = CONCLUSOES «evevecoscossecsoscsnossssseasssonsssas

Referencias

CAPITULO 5

e 6 6 6 6 06 80 606 6 6 58 66 60 680 e S0 e e e 0l e

PROGRAMA PARA 0 ELEMENTO DE CASCA SEMILOOF
COM SUBESTRUTURAGCAD «veveeieneocnnesasoosansaasonnass

5.1 = INtTOAUGCAD seveecesosssonscasssssosccsnsassasns

5.2 ~ Conceitos teoricos da subeStTrutUracao ........

5.3 - Descricao do Programa ..eceeevscecccscconosoons

5.3.1 - Descricao geral ...cececeveccosncnconoanes

5.3.2 - Programa principal ...cciccicencncccncnnns

VI

72

73

74

74

75

75

75
76

76
77
79
81
83

120
121
122
126
126
127



5.3.3

- Subrotina DASUB ....ccececcennne ceireeoees .
5.3.4 — Subrotinas DADOS,INTER e ELSTIF ...c.uues..
5.3.5 - Subrotina PREFR ...... ceesceescnseens ce e
5.3.6 - Subrotina SURIG ...ceecvecccecroconans cee e e
5.3.7 - Subrotina PREFRT1 ........ccc. cienencsacs .
5.3.8 - Subrotina SFRONT ....ccccccceen ce s ese s e
5.3.9 - Subrotina RESUB ...ccecvevcrnsssccsrncnsessas
5.3.10 - Subrotina STRESS ...ccoceeveccccccnenens e
5.4 - Exemplos ...c.eeecccccson tee et asecsacessan e e e
5.4.1 - Placa encastrada sujeita a uma
tensao constante de £TAaCCB0 +eesevssons cee
- Estrutura de quatro andares .....c.ceccoeecen
5.4.3 - Placa rectangular com furo central e
sujeita 3 tTaCCA0 «ovevoccconconnns e e
5.4,.4 - Edificio de 17 pisos ........ e ee e
5.5 — Conclusoes ...evees Ceeeteeetcesc et eee s aos e
Referencias ..oceeeceves et eses e e ee e .o
CAPITULO 6
GERAGCAO AUTOMATICA DA MALHA .....cvoeveercccccens . .
6.1 — Introducao ceececesoss e neens treseeennsecsnseen
6.2 - Consideracoes gerais ....ceeuenes - e
6.3 - Algoritmo de geracao da malha .......oveeee.s .o
6.3.1 - Descrigao do algoritmo ........ tesese v
6.3.2 - Definicao dos blocOS +..eceeencccnocccces .
6.3.3 - Geracao dos elementos ....... Ceeseenesssaees
6.3.4 - Juncao dos blocos ...... cseectranseenace . .
6.4 - Descricao do PrOgrama ...cesesoecssocseanscs oo
6.4.1 - Descricao geral ..eeeeescoscccnssnenccennnns
6.4.2 - Descricao das subrotinas ......cecceeciacn .
6.4.2.1 — Subrotina principal GERMA ............ .o
6.4.2.2 — Subrotina GAMT ....ciecececcnocenccnn .o
6.4.2.3 - Subrotina GAM2 ....cceveeescccene .

Vil

129
130
130
131
132
132
132
132
133

133
134

135
137
140
142

164
165
166
167
167
169
170
171
172
173
174
174
174
176



6.5 - Exemplos

6.5.1 - Deposito de betao contendo agua

6.5.2 - Cave de prédio. Estrutura tipo tunel

6.5.3 - Viga caixao com diafragmas

6.6 - Conclusoes .

Referencias

CAPITULO 7

RENUMERACAO AUTOMATICA DA MALHA
7.1 - Introducao

7.2 - A solucao frontal

oooooooooooooooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooo

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

oooooooooooooooooooooooooooooo

7.3 - Algoritmos de renumeragao .

7.4 - Algoritmo de Sloan & Randolph

7.4.1 - Consideracoes gerails

7.4.2 - Descricao do algoritmo

7.4.2.1
7.4.2.2
7.4.2.3
7.4.2.4

7.5 - Exemplo

Conceitos e notagao ....

Seleccao dos nos iniciais ...

ooooooo

Algoritmo de renumeracao nodal .

oooooooooo LI
oooooooooooo

...... .

¢ o 0o 0 0 .

. e s o s o o .

e e 5 5 0 8 s 08 0 v s
ooooooo ¢ o0 e o 0 0 s 0 0
. . e o 0o s s s

¢ o 0 08 0 .

. e 0 0 .

® e 8 5 0 0 0o 00 . e

Algoritmo de renumeracao dos elementos .

manual

7.5.1 — Renumeracao nodal .....cccoeeeccocecns i
7.5.2 - Renumeracao dos elementos ...cceoevevoevncns
7.6 — Apresentacao do Programa ........-. et s e
7.6.1 = INtTOAUCAD +ecosasevesssssossnsoscsos ce e
7.6.2 - Estrutura do Programa ...seceeee Ceeesesse e
7.6.3 — Descricao do Programa «eeosssssoscosscscs ceee
7.7 — EXemploS cceeesoscasnonsccscncrscsococccee e

7.7.1 - Estrutura de quatro andares .

7.7.2 - Cave de prédio, estrutura tipo tunel

7.7.3 - Depésito de betao contendo agua

7.8-Conclu86es e 6 9 8 60 8 8 00 8 6 0 000 e b

Referencias

o s 0 0 0 00

e e e s 00 00

e« e & 000 60 s 0 00 e

VIII .

179
179
180
181
181
182

190
191
193
196
200
200
200
200
202
203
205
206
206
209
209
209
210
211
214
214
216
218
219
221



CAPITULO 8

PRE E POS-PROCESSAMENTO

8.1 — Introducao ......

8.2 - Pré-processamento

oooooooooooooooooooooooo

8.2.1 - Programa do elemento de casca Semiloof
8.2.2 - Programa do elemento de casca Semiloof
com SUDESETULUTACA0 eovesososoocsnssos
8.3 - POos—-processamento «..eoseceees N
8.3.1 — Programa do elemento de casca Semiloof
8.3.1.1 - Subrotina SUBPO ..... Ceecseaseeenn
8.3.1.2 - Saida dos dados. Subrotina SAIDA .
8.3.1.3 - Saida dos deslocamentos.

Subrotina DESLO ...cevoeevcncnccens
8.3.1.4 - Saida das tensdes. Subrotina TENSO
8.3.1.5 - Tratamento do ficheiro de saida.

Subrotina FIPOS ...cceeccncoconons

8.3.2 - Programa do elemento de casca Semiloof
com SUDESETULUYACA0 eoesesoosncasasoe .

8.3.3 - Exemplos ...v00 cheese e ss e enns oo
8.4 - Organizacao global dos programas .........

CAPITULO 9
CONCLUSOES ...

« o ¢ 5 o 0 8 8 800 660 G0 e e s e e e 000l

9.1 - Conclusoes finais

9.2 - Sugestoes para futuro desenvolvimento ....

nnnnnn

oooooo

228
229
229
230

231
231
232
233
233

233
234

234

234
235
235

243
243
245



CAPITULO 1

INTRODUCAOQ



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - CONSIDERAGOES GERAIS

0 desenvolvimento dos computadores e o aumento pro-
gressivo das suas capacidades,tém levado a sua crescente a-
plicacio em varios dominios, nomeadamente no calculo estru-
tural. Neste campo, uma das técnicas base de analise consis-
te em considerar uma estrutura composta por um numero finito
de elementos discretos. E o caso das estruturas reticuladas,
onde se estabelecem relacdes de equilibrio entre os desloca-
mentos nos extremos de cada elemento e as cargas aplicadas.
Estas relacoes, através da formulacao matricial e atendendo
as condicoes de equilibrio e de compatibilidade nos nos de
ligacao entre elementos e nos nos fronteira, sao facilmente
combinadas, dando origem a um sistema de equacoes que define

o comportamento da estrutura.

0 uso do metodo dos elementos finitos tem vindo a ge~
neralizar-se na analise de problemas complexos de engenharia.
Este método permite transformar um meio continuo, atraves da
sua divisio em elementos, num sistema discreto cuja analise
segue os passos descritos para as estruturas reticuladas. As-
sim, estabelecidas as relacoes em cada elemento que definem
o tipo de comportamento da regido a analisar, sao comuns as
regras utilizadas na resolucao dos varios problemas de ele-

mentos finitos.



0 desenvolvimento deste método permite disPSr ja de
elementos capazes de modelar estruturas que representam com-
portamentos de estado plano de tens%o ou deformag%o, axissi-
métrico, tridimensional, de placa ou de casca. Nas referén—
cias [1], [2] e [3], encontram-se descrigées da evolucao dos
elementos de casca e, particularmente, do elemento Semiloof
que tem demonstrado Optimas condicées de convergéncia no es-

tudo de placas e cascas finas.

As etapas da resolucao numérica no computador, de um
problema de elementos finitos, englobam geralmente os seguin-

tes pontos:

1- Determinacao da matriz de rigidez e das cargas no-
dais equivalentes de cada elemento, recorrendo a
regras de integracao numérica sempre que necessa-

rio.

2- Formacao da matriz de rigidez global e do vector
das cargas nodais da estrutura a partir da contri-
buicao da matriz de rigidez e das cargas nodalis e-

quivalentes de cada elemento.

3- Resolucido numérica do sistema de equacoOes que tra-

duzem o equilibrio global da estrutura.

Os pontos 2 e 3 sao responsaveis pela maior percenta-
gem do tempo gasto na resolucao do problema e, consequente-
mente, pelo custo da analise através do método dos elementos
finitos. Este facto levou diversos autores a desenvolverem

algoritmos mais eficientes, para os pontos 2 e 3, tirando par-




tido da simetria e da diSposic%o em banda dos coeficientes

das matrizes destes sistemas de equac§es. A maior parte des-
tes algoritmos baseia-se no meétodo classico de eliminagéo de
Gauss. Dentro deste grupo, salienta-se a solug%o frontal [4]
que, pelas suas caracteristicas, se mostra muito eficiente em

problemas que envolvem um grande numero de variaveis.

A aplicacao do método dos elementos finitos a casos
reais complexos, cuja discretizacao envolve um grande numero
de variaveis, leva a considerar técnicas especiais de anali-
se. Nestas, inclui-se a subestruturacao que, pelas caracte-
risticas de alguns problemas, revela ser uma solucao mais e-
ficiente. Casos ha em que, devido a dimensao do problema e

. . . . * . - .
aos meios computacionais disponivels, a tecnilca de subestru-

turacao se mostra como uma solucao de recurso.

0 grande volume de informacao necessaria a caracteri-
zacao de um problema de elementos finitos leva a que se con-
siderem processos tendentes a facilitar e a diminuir a tare-
fa de introducao dos dados. Neste dominio, refere-se a impor-
tancia de programas interactivos de definicao e/ou alteracao
de dados e de geragéo automatica da malha em problemas de e-

lementos finitos.

Conhecida a importancia da ordem de numeracao dos e-
lementos para o funcionamento eficiente da solucao fromntal e,
tendo em conta que esta é a principal responsavel pelos cus-
tos da resolugéo numérica em computador de um problema de e-
lementos finitos, compreende-se a necessidade da existéncia

de algoritmos que permitam a renumeracao automatica da malha.




Este aspecto é reforgado atendendo a que, em problemas conm-
plexos ou utilizando programas de geragao automatica da ma-
lha, se torna muito diffcil conseguir ordem de numeracao dos

elementos adequados as caracteristicas da solucao frontal.

1.2 - OBJECTIVOS

0 objectivo essencial do presente trabalho consiste
na obtencao de um conjunto de programas eficiente e de facil
utilizacéo para efeitos de analise de estruturas de grandes
dimensoes, que possam ser modeladas recorrendo ao elemento
de casca Semiloof. Para se atingir este objectivo, ha neces-

sidade de desenvolver os seguintes programas:

1- PRE-PROCESSAMENTO

- Programa interactivo que permita a introducao,
alteracao e correcgao dos dados, de uma forma
simples e controlada.

- Programa de geracao automatica da malha, que
sirva de apoio a introdugao dos dados.

- Programa de renumeracao automatica da malha, que
permita minimizar a largura maxima da frente e,
em funcao desta, optar pela malha inicial ou

pela malha renumerada.

2- PROCESSAMENTO
- Programa para o elemento de casca Semiloof, uti-
lizando a soluc%o frontal.
- Programa para o elemento de casca Semiloof, uti-

lizando a solucao frontal e a tecnica de subes-




truturagao.

" 3- POS-PROCESSAMENTO
- Programa interactivo que seleccione, de entre
os resultados obtidos, aqueles que sao especifi-

cados pelo utilizador ou os mais significativos.

1.3 - APRESENTACAO DO TRABALHO

O desenvolvimento deste trabalho processa-se en vari-
os capitulos, cujos assuntos se descrevem resumidamente nos

paragrafos seguintes.

No capitulo 2, é feita uma introducao ao metodo dos
elementos finitos. Neste capitulo, descrevem-se 0S métodos
variacionais de aproximacao e, em particular, o principio da
minimizacio da energia potencial. Este principio e utilizado
na deducdo da equacio de equilibrio do meéetodo dos elementos
finitos e, também, através de uma formulacao baseada nos des-
locamentos, para chegar as expressoes genéricas que definem
a matriz de rigidez e as cargas nodais equivalentes dos ele-

mentos.

No capitulo 3, apresentam-se OS elementos de casca
triangular e quadrangular da familia Semiloof. Estes elemen-
tos isoparamétricos e tridimensionais destinam-se ao estudo
de placas e cascas finas. Na sua formulacao, combinam-se os
efeitos de membrana e de flexdo e as hipoteses de Kirchhoff
s ao asseguradas pontualmente por meio de restricﬁes ao esfor-

co transverso. Na versao final, os elementos Semiloof possu-




em tres deslocamentos nodais e duas rotacoes aplicadas, em
cada lado, nos pontos de Gauss. Neste capitulo, obtem-se as
expressoes que permitem calcular a matriz de rigidez dos ele-

mentos de casca Semiloof.

No capitulo 4, desenvolve-se um programa para o ele-
mento de casca Semiloof, apresentando-se numerosos exemplos
destinados a analisar o comportamento do elemento e a testar

o funcionamento do programa.

O programa € implementado de uma forma modular, e re-
corre~se a um vector unico para o dimensionamento dinamico
das variaveis. A formacao da matriz rigidez global, do vec-
tor das cargas nodais da estrutura e a resolucao do sistema
de equacoes realizam~se numa subrotina que utiliza uma solu-
cao do tipo frontal. [4] em que a maxima largura da frente é

ajustavel para cada problema.

0 programa contempla diferentes situacoes estruturais.
Neste dominio, referem-se varios tipos de solicitagdes, nome-
adamente o peso proprio, pressao normal variavel e hidrosta-
tica, variacao uniforme de temperatura, cargas concentradas
nos nos e cargas distribuidas ao longo dos lados. A existen-
cia de apoios inclinados, apoios elasticos e de espessura va-
riavel em cada elemento estao também previstos neste progra-
ma. Permite-se, ainda, a escolha de varias regras de integra-
cdo para a matriz de rigidez e sao feitas analises comparati-

vas dos resultados obtidos com as diferentes regras.

Dos exemplos expostos neste capitulo, destaca-se o



estudo de um deposito de betéo contendo agua que, por sSer um
caso real, permite salientar as vantagens existentes na apli-
cacao do método dos elementos finitos e, em particular, do e-
lemento de casca Semiloof no estudo de problemas da engenha-

ria estrutural.

No capitulo 5, implementa-se um programa para o ele-
mento de casca Semiloof, utilizando uma solucao frontal e a
técnica de subestruturagao, e apresenta-se também um conjun-
to de exemplos que testam o funcionamento do programa e sali-

entam as vantagens da técnica de subestruturacao.

Neste capitulo, deduzem-se as expressoes necessarias
a aplicacao da subestruturagao ao programa apresentado no ca-

pitulo 4.

0 programa contempla um conjunto de opgoes que faci-
litam e tornam mais versatil a sua utilizacao. Neste contex-
to, destacam-se o uso de matrizes de rigidez de subestruturas
ja existentes e a alteracaoc de uma subestrutura em varias so-
lucoes de um mesmo problema. Neste ultimo caso, o programa S0
calcula a matriz de rigidez da subestrutura alterada. Nos pro-
blemas em que diferentes estruturas tenham a mesma geometria,
condigoes de carregamento e condigcoes fronteira, so se torna

necessario fornecer uma unica vez os dados correspondentes.

Dos varios exemplos apresentados, salienta-se o estu-
do das caixas de escadas e elevadores de um edificio de 17 pi-
§0s, em que 0 recurso a subestruturacao mostra claramente as

vantagens desta técnica neste tipo de problemas.



No capitulo 6, descreve-se um algoritmo e um progra-
ma, destinado a geragao automatica da malha de elementos iso-

paramétricos de 8 nos e tridimensionais.

0 algoritmo de gerag;o parte de uma diviséo inicial
da estrutura em blocos. Esta divis%o assemelha~se a uma malha
de elementos isoparamétricos de 8 nos. A partir do numero de
elementos fornecido e dos respectivos pesos, &€ gerada a malha
em cada bloco. Finalmente, faz-se a jung%o de todos os blocos
eliminando-se os nas repetidos, obtendo-se assim a malha fi-

nal.

Este programa € utilizado na geracao da malha para os
varios problemas analisados no presente trabalho. Neste capi-
tulo, apresentam~se alguns exemplos que salientam as vanta-
gens da utilizaca3o em problemas de elementos finitos deste ti-

po de programas.

No capitulo 7, apresenta-se um programa de renumera-
¢ao automatica da malha para a minimizacao da largura maxima

da frente.

0 algoritmo de renumeracao utiliza a teoria de Grafos
para a escolha de um conjunto de nos iniciais. Em cada um des-
tes nos, inicia-se uma sequéncia de numeracao que € baseada no
minimo crescimento da frente. Uma dada sequéncia de numeracao
é abandonada, sempre que a largura da frente exceda a menor
largura maxima da frente das sequéncias anteriores. Obtem-se,
com este processo, uma ordem de numeracéo optimizada relativa-

mente a largura maxima da frente.
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Este programa permite optar pelo uso de dois algori-
tmos, o de King e o de Levy; e pela utilizag%o de todos os
nos ou s0 dos nos de canto de cada elemento na renumeragéo.
Em face da largura maxima da frente inicial e final, é feita

a escolha interactiva entre a malha original e renumerada.

Neste capitulo, apresentam-se alguns exemplos que de-
monstram as vantagens da renumerac¢ao, nomeadamente na econo-
mia conseguida nos gastos computacionais da resolugao de um

problema de elementos finitos.

No capitulo 8, implementa-se um conjunto de programas
auxiliares, destinados ao pre e pos-processamento para os pro-
gramas do elemento de casca Semiloof, com e sem subestrutura-

cao.

O pré-processamento consiste num programa de entrada
de dados interactivo, que utiliza o programa de geracao auto-
matica da malha do capitulo 6 e uma subrotina para geracao da
malha para cascas cilindricas. A entrada de dados apoia-se num
conjunto de subrotinas implementadas que permitem efectuar u-
ma validacao, caracter a caracter,‘dos valores a introduzir, e
também verificar se aqueles se encontram dentro dos limites
fixados. Estas subrotinas permitem igualmente fazer alteracoes
de ficheiro de dados existentes. O tracado grafico da malha de
cada problema pode ser obtido atraves de duas subrotinas im-
plementadas para os terminais Intecolor 8300 (ISC) e D450 (Da-
ta General). O modulo de pré-processamento utiliza também o

programa de renumeragao automatica da malha do. capitulo 7.



11,

0 médulo de pos-processamento consiste num programa
interactivo que permite seleccionar os resultados mais signi-
ficativos. E possivel obter-se uma listagem dos dados do pro-
blema, dos deslocamentos nodais formecendo ou o numero dos nés
ou dos elementos, dos deslocamentos maximos ou acima de um va-
lor fixado, das tensées ou tensées principais nos elementos
escolhidos, das tens§es ou tensoes principais acima de um va-
lor fixado. Este programa permite ainda visualizar ou apagar
o conteudo do ficheiro de saida. Os deslocamentos ou tensoes,
acima de um valor fixado, sao obtidos fornecendo-se ou o va-

lor absoluto ou a percentagem do valor maximo.
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CAPITULO 2

ELEMENTOS FINITOS

2.1 - METODOS VARIACIONAIS DE APROXIMAGAO

Un principio variacional define uma quantidade escalar
(funcional) ¥, que e dada na forma integral por:
3¢ _ 3¢
X = fQF((’{),—a—;,...)dQ-i' frE(?,'é';,-..)dr (2.1)

onde ¢ é a funcgcao desconhecida.

A solucdo dos problemas continuos & uma funcao ¢ que
faz ¥ estacionaria em relagao a pequenas variacgoes 8¢; assim,

tem~se:
8y = 0 (2.2)

Se existir um principio variacional, estao reunidas as
condicoes necessarias a obtencao de solucoes aproximadas atra-

vés da forma integral adequada a analise por elementos finitos.

Considere-se a fungao aproximada ¢a de ¢, definida por

um conjunto de parametros desconhecidos a e por uma serie de

fungoes de forma. Define-se ¢a como:
(2.3)

onde Ni sao funcgoed conhecidas das coordenadas independentes

(X,¥5004).

Substituindo (2.3) em (2.1) e aplicando (2.2) obtem-se:
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G a, da -

tendo esta equacao de ser verificada para quaisquer variagoes

Sa. F-se assim conduzido a um sistema de equacoes da forma:

%X = 0 (2.5)
a

que permite a determinacdo dos parametros desconhecidos a..

~ a .
Se a funcdo ¢° e as suas derivadas surgem elevadas a

poténcias menores ou iguais a 2, entao a funcional X diz-se

quadratica e a equacao (2.5) reduz-se a forma linear:
39X
- [Kla + F= 0 (2.6)

semelhante a equacao utilizada no estudo de estruturas reti-
culadas. Demonstra-se [1] que a matriz [K] é sempre simétrica,

sendo esta uma das grandes vantagens do método.

Ha certos casos em que o problema fisico pode ser for-
mulado directamente sob a forma de um principio variacional.

Quando isto acontece, estes principios designam-se de naturais.

0 principio da minimizacao da emergia potencial, con-
siderado no equilibrio de sistemas mecanicos, e um exemplo de
um principio variacional natural. Pena &€ que todos os proble-
mas governados por equacoes diferenciais n3o possuam este ti-
po de principios. Nestes casos e possivel,'no entanto, consi-
derar ainda outra categoria de principios variacionais que se
designam por derivadas e que podem ser deduzidos para proble-

mas governados por equacoes diferenciais.

Quando existe um principio variacional natural, a
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quantidade X pode ter um significado fisico especial, cujo va-
lor pode ser determinado facilmente através deste método. Se
a funcional X é quadratica, entao a equacado (2.6) é verifica-

da e o valor de X e dado por:

X = .% § [K]e + gT',E‘ (2.7)

cuja veracidade se pode constatar por diferenciagao, obtendo-

-se (2.6).

Atendendo as definigoes (2.1) e (2.2) e diferenciando,

obtem-se:
8X = [ 80TA(®)dR + [L867B($)dT = O (2.8)

sendo esta equacao verificada para quaisquer variacoes 69,

tem-se:

>
~
&
~
]
Q

em §)
(2.9)

[os]
—~
©
~

1l
o

em I

Se A(¢) corresponde as equagoes diferenciais que regem O pro-
blema e B(¢) as condicoes fronteira, entao o principio varia-

cional diz-se natural.

As equacoes A(¢) = 0 sao conhecidas como as equacoes
de Euler, que correspondem ao principio variacional que faz

com que X seja estacionaria.

Para cada principio variacional, pode ser estabeleci-
do um conjunto de equagoes diferenciais, ditas de Euler. Quan-

do estas coincidem com as equagées que regem o problema, entao
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este processo €& idéntico ao método de Galerkim [1].

2.2 - PRINCIPIO DA MINIMIZACAO DA ENERGIA POTENCIAL

Este principio permite a obtencao directa das equagoes
utilizadas em elementos finitos através da formulagao variaci-

onal .
A energia potencial (Hp) é definida como:

np=u+w (2.10)

onde U representa a energia intermna de deformacao e W a ener-

gia potencial associada as cargas aplicadas.

0 estado de tensiao e deformagao de uma estrutura pode
ser obtido atraves das equacoes da elasticidade. Diz-se que u-
ma dada distribuicdo de deslocamentos é admissivel se satisfaz
as equacoes de compatibilidade. A solucio de um problema de e-
lasticidade encontra-se dentro das distribuicoes de desloca-
mentos admissiveis e € aquela que satisfaz as equacoes de e-

quilibrio.

0 principio da minimizagao da energia potencial diz
que, de todas as distribuigoes de deslocamentos admissivelis,
aquela que satisfaz as equacoes de equilibrio faz coﬁ que a
energia potencial tome um valor estacionario. Entao, uma va-

riacao da energia potencial conduz a:
an = 6U + W = 0 (2.11)

Para que se atinja uma situacdo de equilibrio estavel, HP




deve ser minima; entao, tem-se:
52np = 62U + 82w > 0 (2.12)

Para um material linear elastico, a energia de defor-
macio, por unidade de volume, e obtida por integracao entre 0

e a deformacao {€} correspondente a tensao {o}:

au {e} T
v - g {o}{de} (2.13)

0 vector das tensoes {0} € dado por:

{o} = [D1({e} - {g;}) + {og} (2.14)

a matriz de elasticidade.

®

onde [D]
{e}
{e,}
{o,}

[t

o vector das deformagoes.

o vector das deformacoes iniciais.

[¢:XY

o vector das tensoes residuais.

[T}

Substituindo-se (2.14) em (2.13) e integrando, obtéem-

-se:

4 _ 1ieyToited - (e)Tpile} + {e}{g}  (2.15)

integrando agora (2.15), ao longo do volume, a energia inter-

na de deformacao vem igual a:

v -1 s e oidedav - 4 ()T Ip1{e,)av + 5 (e} (g dav

1

2 °V
(2.16)

Aplicando uma variacao § a (2.16) como um operador diferenci-

al, vem:

50 = J, 1se}Tpl{elav - £, (se1TIDI{egbav + L (8] {q }av

(2.17)
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A energia potencial das cargas aplicadas e igual a:

Woe - Lo )TE ) - S (TR Yaa - {u}T(E ey
(2.18)
onde {u} € o vector dos deslocamentos.
{Fi} ¢ o vector das cargas aplicadas nos pontos 1i.
{Fp} é o vector das cargas distribuidas.
{Fv} &6 o vector das forcas de volume.:
A é a area correspondente as cargas distribuidas.

V é o volume.
Efectuando a variacao de W, tem-se:

oW = - LowdT(F;} - £ Lou)TUrF Yaa - £ (su}T{F Jav
(2.19)

Substituindo (2.17) e (2.19) em (2.11) obteém-se,

finalmente, a variacdo da energia potencial:
T T T
§I = f, {6e} [Dl{e}dv - L, teel} [Dl{eghav +.f, {8e) {0 tav-

- (ou U, Y - g, (oudTLE Yaa - L {su} T LF Jav

(2.20)

2.3 - FORMULACX0 DE ELEMENTOS FINITOS BASEADA NOS DESLOCAMENTOS

0 estudo de estruturas continuas, recorrendo ao méto-
do dos elementos finitos, parte da divisao da estrutura num
nimero finito de elementos ligados por linhas ou superficies
imaginarias. O nimero de incognitas na fronteira entre elemen-
tos & infinito. Para contornar este problema, a ligacao entre
0os elementos & feita num numero discreto de pontos (nos), pas-

sando cada um destes a possuir um numero finito de incognitas,
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os deslocamentos nodais. Torna-se, assim, possivel a resolu-

cio pratica deste tipo de problemas.

Os deslocamentos, no interior de cada elemento, sao
interpolados com base nos deslocamentos nodais e a partir de
funcoes aproximantes, que se designam por funcoes de forma.
Conhecidos os deslocamentos, fica definido o estado de defor-
macao e de tensao em cada elemento, bem como na sua fronteira.
A determinacio de um sistema de forgcas, aplicadas nos nos, que
equilibram as cargas aplicadas e as tensoes na fronteira do e-
lemento, permitem chegar a uma relacao identica a dos siste-

mas reticulados.

Considerando o vector dos deslocamentos nodais do ele-
e . -
mento {a } e a matriz das funcgoes de forma [N], o vector dos

deslocamentos {u} vem igual a:
{u} = [N1{a"} (2.21)

Substituindo, para cada caso, o vector {u} dado por
(2.21), na expressao que relaciona as deformacoes com os des-

locamentos, obtéem-se:
{e} = [B1{a®} (2.22)

onde [B] é a matriz das deformacdoes, que é composta habitual-

mente por derivadas das funcoes de forma.

Atendendo a (2.21) e a (2.22), a expressao (2.20) po-

de ser reescrita para cada elemento como:

S1° = foe (62°217 (817 (D][B1{a®}aV - Lye 18a°)T[B1 D] EJavs
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+ fve{c_Sae}T{oo}dV - {8a°1T{F} - [ {fSae}T[N]'-r{Fp}ydA—
- Ve{éae}T[N]T{Fv}dv (2.23)

onde o indice e refere-se ao elemento e o vector {Fi} contem

as cargas nodais aplicadas.

A minimizacao da energia potencial relativamente aos

. e
deslocamentos nodais {a } conduz a:

s’

= e (817 [D11B1{a®}av - fe [BIIDIfEoHV + o fog}dvV-

- {7y} - Jee [N)T{F }dA - Lo (N1T(F_Yav = 0
| (2.24)
Considerando que para integrais definidos o valor to-
tal é igual ao somatorio dos valores parciais, a minimizagac
da energia potencial da estrutura obtém-se a partir da soma
de (2.24) extensiva a todos os elementos. E-se, assim, condu-
zido a um sistema de equagoes de equilibrio que permite a de-

terminacao dos deslocamentos nodais {al}.

Designando por matriz de rigidez do elemento [K®] a

quantidade:
[K®] = [ [B1T[D][B]dV (2.25)

v

. . e .
e por vector das cargas nodais equivalentes {F } a seguinte

quantidade:
{F®} = - Je [BIID]{}aV + Lo logav - {F;} -
_ £ IN1T{F }da - L. [N]T{F_}av (2.26)
Ae P ve v

as equacgoes resultantes de (2.24) podem ser representadas sob
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a forma matricial:
(k®1{a®} + {F®} =0 (2.27)

semelhante a das estruturas reticuladas. A contribuigao de ca-
da elemento para a matriz de rigidez e para o vector das car-
gas nodais da estrutura é¢ feita da mesma forma utilizada nas
estruturas reticuladas. Esta formulacao permite passar de um

problema continuo para um sistema discreto de facil resolucao.




(1]

(2]

[31]

[4]
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CAPITULO 3

0 ELEMENTO DE CASCA SEMILOOF

3.1 - INTRODUCAO

Os diversos estudos, efectuados no campo da analise de
cascas finas de geometria arbitraria por elementos finitos, de-
monstraram as dificuldades existentes na modelacao da geometria

e do comportamento fisico deste tipo de estruturas.

Viarias tentativas foram feitas para encontrar a formu-
lacio e o elemento cujo comportamento fosse satisfatorio mo es-
tudo de cascas finas. Destas salienta-se a de B. Irons [1] que
desenvolveu o elemento Semiloof para o estudo de placas e cas-
cas finas. Este elemento foi ja largamente utilizado na anali-
se linear, ndo linear e dinamica [2], [3], [4], de diferentes
tipos de estruturas, tendo-se verificado que o elemento apre-
senta O6ptimas caracteristicas de convergencia para os diversos
tipos de problemas tratados. Da analise destes resultados, con-
clui-se ser este elemento altamente eficiente no estudo de cas-

cas finas, o que justifica a sua utilizacao neste trabalho.

Apresenta-se de seguida uma descrigao do eleﬁento, ten-
do como objectivo salientar os aspectos mais importantes da sua
formulacao. Alguns dos aspectos aqui referidos superficialmen-
te, bem como uma histéria detalhada da evolucao do elemento,

poderao ser analisados em pormenor nas referencias [1] e [2].
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3.2 - CONSIDERACOES GERAIS

0 elemento Semiloof é um elemento isoparametrico para
o estudo de placas e cascas finas e a sua formulagao é feita

com base nos deslocamentos nodais.

Na fig. 3.1, pode observar-se um elemento quadrilatero
Semiloof, que na sua forma inicial tem a seguinte configuracao

nodal:

1) Um conjunto de quatro nos de canto e de quatro nos de
meio dos lados representados por umn circulo. Esta con-
figuracao € baseada no elemento rectangular isoparame-
trico de 8 noés, definindo-se em cada noé um conjunto de

- . op. i1 i .
tres deslocamentos globails {u sV W } segundo o sistema
de eixos global (0,x,y,z). Estes deslocamentos e as fun-
coes de forma NI(E,n)i_i 8 permitem analisar o compor-
<

tamento de membrana do elemento.

2) Um conjunto de nos de Loof situados nos dois pontos de
Gaussem cada lado do elemento e um no central represen-
tados por uma cruz. Em cada um destes nos, sao defini-
das o j i j

duas rotacgoes {BXZ’GYZ}j=g9 que juntamente com uma
familia de fungoes de forma Lj(E,n) permitem analisar

o comportamento de flexao do elemento.

3) Um né central, onde sio definidos tres deslocamentos

9 _9 - -
{u’,v®,w%}, que é representado por um circulo.

Os parametros nodais podem ser agrupados sob a seguin-

te forma vectorial:
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e i i 1 ,
(6% ={ul,vi,wl,...,ut,vi,w,. .. ,u?,v?, w7}

e _ 1 2 A9
{exz}-{exz,exz,...,exz} (3.1)

€ y_ral g2 3
{GYZ}—{GYZ, YZ""’eYZ}

em que {s%} representa os deslocamentos nodais segundo as di-
recgoes xX,y,z; {6;2}, as rotagoes perpendiculares ao lado em
cada né de Loof e a rotacao segundo & no no central; {6;2}, as
rotacoes ao longo do lado em cada né de Loof e a rotagao segun-

do n no no central.

Este conjunto de parametros totaliza 45 graus de liber-
dade que sao reduzidos para 32, na versao final do elemento,

por aplicacao de restricoes ao esforgo transverso.

3.3 - COMPORTAMENTO DE MEMBRANA

Devido a curvatura do elemento, o estudo do comporta-
mento de membrana € definido a custa dos deslocamentos no pla-

no tangente em cada ponto P(x,y,z) a superficie do elemento.

Considerando (fig.3.2) o sistema de eixos local (&,n),
utilizado na definigio da geometria dos elementos isoparamé-
tricos,.os deslocamentos no plano sao calculados num sistema

de eixos local, definido a partir de (&,n).

3.3.1 - DEFINICAO DO SISTEMA DE EIX0S LOCAL

Como é usual nos elementos isoparamétricos, as coorde-
nadas (x,y,z) de um ponto P sao obtidas por interpolagao, re-

correndo a um conjunto de funcgoes de forma e as coordenadas
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dos nos do elemento. As fungoes de forma N' sao obtidas a par-

tir da seguinte base polinomial [6]:

{1,€,n,E%,En,n%,En?,E%n,E%n?} (3.2)

seguindo-se a formulacao habitual [5] para obtencao de fungoes

de forma através de uma expressao polinomial.

As coordenadas (x,y,z) do ponto P sao calculadas a

partir de:

b

1}
o

"

2z

(3.3)

«
i
et o
]
=

N

]
Mo

N

Z

i
i i i ad . - :
em que (x ,y ,z”) sao as coordenadas globais do no 1i.

Um vector perpendicular a superficie no ponto P pode
ser obtido através do produto vectorial de dois vectores nao
paralelos pertencentes ao plano tangente a superficie nesse

mesmo ponto.

Estes dois vectores sao obtidos por derivacao do vec=
tor posicao do ponto P em ordem a cada uma das coordenadas

E e n, sendo entao:

T

0.
} =8

Q
lae)

3

?

d

I
IS
|q.7
N
[u—
(1]
——
IQJ
Lav ]
[
[}
i
Icu
b
>4
-
Iw
N
(")

5 (3.4)

[t
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|
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0 vector perpendicular a superficie € definido como:

9P 9P
n

{Z}={§€}A{a } (3.5)
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Este, depois de normalizado, permite obter o versor Z do sis-—

tema de eixos local com origem no ponto P.

Um dos eixos locais no plano tangente €& definido con-
siderando o parametro n=constante, ficando assim definida u-
ma curva no espaco, funcao de £ cuja tangente no ponto P € a

direccao escolhida e representada pelo vector:

3P
{X}={a—g} (3.6)

A

que, depois de normalizado, constitui o versor X do sistema

de eixos local.

0 Gltimo eixo pode ser obtido directamente pelo pro-

duto vectorial dos versores X e Z, assim:
Y = ZAX (3.7)

comstitui o versor da direccdo no plano tangente a superficie
~ "N
no ponto P perpendicular a X e constitui, com os versores X

A

e Z, um sistema de eixos local ortonormado com origem no pon-

to P.

3.3.2 - DEFINICAO DOS DESLOCAMENTOS

Os deslocamentos, segundo os eixos do sistema global
(0,x,y,2z), s3o designados respectivamente por u,v e w e podem

ser agrupados no seguinte vector:
a1t = fu,v,w)’t (3.8)

0s deslocamentos no interior do elemento sao obtidos
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a partir dos deslocamentos nodais e das funcoes de forma a-

traves de:
{d} = [N1{6%} (3.9)

sendo {6%)} definido por (3.1) e a matriz [N] dada por:

0 o 20 ol...!x*0 o]
i | |
[N] = |o n*0 |0 N2O ;... ;0 KN°O (3.10)
! i !
0 0 N1 0 O N2%'...'0 o0 N°®
JL ' 1 { —d

i, ~ . . -
em que (N ,i=1,8) sao obtidas a partir de (3.2) e a funcgao
de forma N°, correspondente aos deslocamentos no no central

do elemento, € igual a:
N® = (1-£2)(1-n2) (3.11)

A consideragao desta funcao de forma resulta do fac-.
to do elemento ter que passar o '"patch" teste correspondente
a um estado de deformacgao constante, como e referido por B.

Irons [1].

Depois de definidos os deslocamentos {d} no sistema
de eixos global (0,x,y,z), os deslocamentos no plano tangen-
te a superficie do elemento em cada ponto sao obtidos atra-
ves das projeccoes do vector {d} segundo os eixos locais X e
Y. Assim, sendo U e V os deslocamentos segundo X e Y, tem-se

que:

U = X{d} = X [n1{s%}

(3.12)

vV = Yi{d}

It

QT[N]{ae}
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~ ~

em que X e Y s3o os versores das direccoes X e ¥, calculados

a partir de (3.6) e (3.7).

3.3.3 - DERIVADAS DOS DESLOCAMENTOS

Para o calculo das deformagoes de membrana em cada

elemento, € necessario conhecer as derivadas dos deslocamen-
”
tos U e V em ordem a cada um dos eixos locais X e Y. Como X

N

e Y formam uma base do plano definido por {¢€} e {n}, pode-se

escrever:

{g}dg = §dx + Qdy (3.13)

A
Efectuando o produto escalar, respectivamente por X
~

e Y, e atendendo a que estes vectores sao mutuamente perpen-

diculares, obtém-se:

dX

{€}§d€ (3.14)

{£}§d£ dy

. ~ i
Considerando as funcoes de forma N, pode escrever-

se a sua variacao segundo {£}, como:

N’ Nt ant _ ant, .2 ant o
5 46 = 33 9X + 35 dY = =% {e}xdg + 35 {g}ydg
(3.15)

Generalizando, obtém-se finalmente:

i B A A_ aNi
% ey {81l |5%

~ ~11{9N
o (n}x  {n}y||5y
" .
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As derivadas no plano podem agora ser calculadas a

partir de (3.12), obtendo-se:

aU oT 3N]{6 }

3 - X I3x
oU T BN
3y = ]{6 }
(3.17)
Y T oN
3% = [ ]{5 }
2V >T 9N
a—Y-=Y[ ]{5}

Em que [%%] e [ ] sao matrizes obtidas por deriva-

cao de (3.10) e calculadas a partir de (3.16).

3.4 - COMPORTAMENTO A FLEXAO

Para o estudo do comportamento do elemento a flexao,

- . %

¢ necessario conhecer o deslocamento W e as derivadas 97w ’

3’w  3%w - _ o exh
e —— . Na presente formulacao, admitindo validas as hi-

3X3Y 372

poteses de Kirchhoff, consideram-se as seguintes equivalen-

cilas:

cbo_3%w _ _3%u

X g2 9X9Z

b %W 52 v

[ = = - (3-18)
Y 5y 2 Yoz

b, 92w _3%u 3%V

Xz~ 9X3Y 9YJ0Z  3X9Z

Nos paragrafos seguintes apresenta-se, em linhas ge-
rais, a formulagdo [1] que permite o cadlculo destas quanti-

dades.
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3.4.1 - DESLOCAMENTO NORMAL (W)

A determinacao deste deslocamento nao apresenta di-
ficuldades, pois é semelhante a seguida em 3.3.2 que condu~
ziu a expressao (3.12) para a determinacao dos deslocamentos
U e V no plano. Assim, o deslocamento W € obtido projectan-
do os deslocamentos {u,v,w} segundo a direcgao Z do sistema

de eixos local definido em 3.3.1 :

W= 2{d) | (3.19)

3.4.2 - CALCULO DAS DERIVADAS

0 cdlculo das quantidades do lado direito da expres-
- - . . ou av
sao (3.18) pressupoe o conhecimento das derivadas 37 € 37 °
Num determinado ponto P(x,y,z) do elemento,(ver fig.3.2),
estas quantidades sao calculadas a partir da soma de duas
parcelas, resultantes respectivamente das rotacdes nos nos
de Loof e no no central (assinaladaspor L) e dos deslocamen-

tos nos nos de canto, meio dos lados e central (assinaladas

por N). As expressoes que definem estas quantidades sao:

U _ (QUyL  JUyN
3z 32 32
(3.20)
3V 3V.L V. N ‘
ﬁ = (ﬁ) + (ﬁ)

A definigio das rotagoes nos nos de Loof e no nod cen-
tral e feita no sistema de eixos local, representado na fig.
3.1, para cada n6. Este é obtido de forma identica a seguida

em 3.3.1 e € representado pelos seguintes versores de cada
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uma das direcgoes:

x3)Tt - {xi,x;,xi}T

vyt - {Yi,Y;,Y;}T (3.21)
23T o3 .3 34T

{z°}" = {zx,zy,zz}

No caso de estruturas tipo casca, a espessura de ca-
da elemento, devido a sua curvatura, nao pode ser considera-
da como um escalar. Define-se, assim, um véctor espessura em
cada no de Loof com a direccao do eixo Z do sistema local,.
Este vector necessita de ser corrigido de forma a que a sua
componente, segundo a fronteira do elemento, seja nula [1];e
€ representado por:

IZ T _ I pd 34T
{t°}" = {Tx,Ty,Tz} (3.22)

Para estabelecer a orientacao das rotagoes em cada
no de Loof, definem-se dois vectores a partir do vector es-

pessura {TJ} do seguinte modo (ver fig.3.1):

(r3y = v g oy

(3.23)
(siy = (piyaxd

em que {RJ} representa a direccdo da rotagao 6%2 e {83} a

i

direcca a .
ccao da rotacao eXZ

Admite-se que, em cada ponto P(x,y,z) do elemento, as
rotacgoes ze e eYZ sao interpoladas a partir dos valores cor-
respondentes nos nos de Loof e no central e de uma familia

de fungdes de forma (L7,j=1,9), obtidas através da seguinte
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base polinomial [6]:

{1,£,n,E2,€En,n%,En%,E%n,E3n-En?} (3.24)

Conhecendo o valor das rotacgoes GXZ e eYZ no ponto P

e projectando-as segundo os eixos locais X e Y, definidos em

3.3.1, obtém-se sob a forma matricial:

AL - IXTRI(L16S,} + AT (s1[L1{65,)
. (3.25)
AL - LRI (L1062,) + AT Is11L1{65,)
onde T e a espessura do elemento no ponto P(x,y,z).
; € o versor da direccao do eixo local X.
; é o versor da direcgao do eixo local Y.

[R] € uma matriz de dimensao 9x3, em que cada coluna é
formada pelas componentes do vector {rR3} obtido a-
través da expressao (3.23).

e e - e . .

{eXZ}’{eYZ} sao os vectores das variaveis nodais 8,, e

eYZ definidos por (3.1).

[L] é uma matriz diagonal de dimensao 9x9, em que cada

elemento da linha j € igual a fungao de forma L.

Num ponto genérico P(x,y,z) do elemento, o calculo
da espessura nesse ponto e feito por interpolagao com base
no vector espessura em cada no de Loof e nas funcoes de for-

ma LY. Assim, obtém-se:

9
pipd z TJLJ r iyt
1 x ’j=ry ’j=1z

(3.26)

Mo

Este vector pode nio ser perpendicular a superficie




36

média do elemento, originando contribuicoes adicionais dos

deslocamentos para as derivadas %% e %% .

Considerando dois pontos A e B (ver fig.3.3) na su-
perficie superior e inferior do elemento, definidos pelos ex-
tremos do vector espessura, conclui-se que estes néo se en-
contram na mesma perpendicular a superficie média. Este facto
origina uma variacao de U com Z. Esta variacao pode ser cal-

culada simplificadamente do seguinte modo:

N, - 22 (3.27)

(ﬁ XZ T

que representa a variacao de U com Z no plano XZ. Se se aten-

der a que:

2U
(UB - UA) = - 3% TX (3.28)

U .- - . -
onde %i representa a variacao de U com X e Tx e .a projec¢ao

do vector espessura segundo o eixo X do sistema local, pode-

~se reescrever (3.27) como:

3UN  _ 3U 1

GZ0%z2 = "3 Ix T (3.29)
Atendendo a (3.17), vem finalmente:

3U\N 1 ST ON; (e

(570gz = - 7Tg X I5x1{e7} (3.30)

Existindo uma componente do vector espessura segundo
. ey s = JU\N - .
Y, tem~se mais uma contribuigcao para (57 referente a varia-
cao de U com Z no plano YZ que, seguindo o mesmo raciocinio,

€ igual a :

ALY - - Lo 2 20 (3.31)
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Ha, no entanto, mais uma contribuicao para a quanti-

N que resulta do facto do deslocamento W, segundo

U
dade (az)
Z na superficie inferior do elemento, possuir uma componente

segundo X na superficie superior. Esta contribuicao e igual

a:

9Tz

1 o7 e
=500 = T 3% Z[NJ{S8"} : (3.32)

~
~
]

em que todas as quantidades sao conhecidas, a excepgao de
3Tz . )
3% due e facilmente calculada [2].

Adicionando as contribuigoes (3.30), (3.31) e (3.33),

obtem-se:

JUN _ 1 ST ON ST 3N aTz =T e
(330 = 7= LX [53] - Ty X [55] + 335~ 2 [N]}{67}
(3.33)
Da mesma forma, obter-se-ia:
3V.N 1 ~T . 3N T 3N, - 9Tz o7 e
(57) = T-{- TXY [sil - TYY [EY] + 5y 27 [N]}{&7}
(3.34)

Substituindo (3.25), (3.33) e (3.34) em (3.20), che-

- . ~ .. . U
ga-se as seguintes expressoes finails para as derivadas %z e

oz
vV |
—z -
U 12T e 1 o7 [a€
=7 = 7 X [RI[LI{ey,} + 5 X [SIILI{ey,} +
~ ~ 3T "~
+ % { - TXXT[%g - TYXT[%gl + 5§§ ZT[N]}{Ge}
(3.35)
av 1 0T e 1.07 e :
sz =7 ¥ [RI[LI{B,,} + 5 ¥ [s1(rl{ey,} +
~ ~ aT ~
+ % { - TXYT[%EI - TYYT[%%] + 5?5 zT N1} {8%}

(3.36)
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Para o calculo das deformacoes de flexdo, € necessa-
rio conhecer as segundas derivadas dos deslocamentos. Estas

s3o obtidas a partir de (3.35) e (3.36) e sao iguais a [2]:

2 A
%z " T XT[R][%§]{9§Z} L [S][Bxl{ee b
(3.37)
52U _ 1 3T, .1:3Lqrge 1 xTrs13k)(e8
svaz - T ¥ [Rllgglieyg,t + 7 X [s10371{0y,} +
9T 3T 3T
* %{- BYX x" [ggl BYY X" [g§] w2 BN]}{é ’
(3.38)
32y 1 T 3L, € 10T oL, rg®
= Y [R][Eil{exz} + T Y [S][gil{eyz} +
B'T A Ty ~ 3
e e AT 3 XSt (2R 22T (30 (%)
(3.39)
BZV 1 AT 3L e
= AT riiBRiteg, )+ 3 Y I35 (05,)

1, OTx ~T 3N, 9°Ty2 3T (2N 3Tz T aN
Tlosv Vgl 57 ¥ a9l *351 531318%)

(3.40)

3.5 - RESTRICOES A0 ESFORCO TRANSVERSO

Como é referido em 3.2, a versao inicial do elemento
Semiloof é constituida por 45 graus de liberdade. Os desloca-
mentos do no central sao combinados de forma a criar.um des-
locamento normal ao elemento, reduzindo assim para 43 o nume-
ro de graus de liberdade. Destes, sao eliminados mais 11, fi-
cando a versiao final do elemento com 32 graus de liberdade,
que sao (ver fig;3.4) :

- 3 deslocamentos, segundo os eixos do sistema global,
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nos nos de canto e do meio dos lados prefazendo
um .total de 24 deslocamentos.
- 8 rotacoes B%Z normais aos lados do elemento e lo-

calizddas em cada né de Loof.

Neste elemento, as hipoteses de Kirchhoff sao tidas
em conta aplicando restricoes pontuais ao esforgo transverso,

fazendo por 1isso parte da familia dos elementos delinquentes

[1l1.

As restricoes ao esforgco transverso podem ser agru-

padas em tres classes:

a) 0 esforco transverso ao longo dos lados do elemen-
to é zero nos nos de Loof. Isto e conseguido fa-

zendo para cada né de Loof a deformacao de corte

Yyz igual a zero. Assim:
oW 3V
'YYZ—-s\T,*'—Z— 0 (3.41)
oW - . . . . -
onde 3% e obtido ¢iferenciando a expressao (3.19)
e %% & dado por (3.36). A expressao (3.41) conduz

a 8 equacgoes distintas que permitem eliminar as

rotacgoes eYZ em cada no de Loof.

b) Define-se o vector deformacao de corte mno plano

XY, como:
(v} = Xyg, + YYyy (3.42)

e impoe-se que no no central seja:
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[
o

L {rR®}{y}aq
(3.43)

]
o

%2{89}{Y}d9

onde § representa a area do elemento no qual se
realiza a integracao. Esta € feita numericamente,
utilizando o método de Gauss em 2x2 pontos. As du-
as.equacaes (3.43) permitem a eliminacao das duas

rotacoes no no central.

c) A Gltima restrigao consiste em anular o esforgo
transverso, correspondente a rotacao normal aos

lados do elemento, assim:
Jo YggTdT = 0 (3.24)

em que a integracao é feita ao longo da periferia
T do elemento. Esta integracao faz-se numericamen-
te, utilizando o método de Gauss em dois pontos

para cada lado. Através da equacgao (3.44), é pos-

sivel eliminar o deslocamento do no central.

Para a eliminacao dos onze graus de liberdade que per-—
mite obter a versao final do elemento, agrupam-se numa matriz
[C] as equagoes (3.41), (3.43) e (3.44) que sao .representadas

pela seguinte equagao matricial:
[c1{e®} = {0} (3.45)

onde {P®} é um vector contendo os 43 graus de liberdade cor-
respondentes a versao inicial do elemento. A equacao (3.45)

pode ser reescrita na forma:
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P

[c, c.l

A Cg = {0} (3.46)

el )

P
onde os indices A e B correspondem respecbivamente ;208 graus

de liberdade mantidos e eliminados. Multiplicando (3.46) por

-1

B] , obtém-se:

(C
e -1 e
{PB} = -[C4] [CA]{PA} (3.47)

O0s deslocamentos locais e suas derivadas sao agrupa-

das no seguinte vector:

2 2 2 2
()T - {u,v,y 20 3U 3V 3V BU 3y 3°U_ 3%V _ 3%y 2%V T

(3.48)
. e . ~
e relacionam-se com o vector {P } a partir da expressao:

P

T e
{c}" = [s1{p"} = (s, 551 >

(3.49)

s o>

em que [S] é uma matriz formada pelas fungoes de forma e suas
derivadas. Substituindo (3.47) em (3.49), obtém-se finalmente
a relacao entre os deslocamentos locais e suas derivadas e os
graus de liberdade correspondentes a versao final do elemen-

to:

-1 e e
{e} = [Is,] - [sgllcCg] [c,11{p,} = (F1{p,}
(3.50)
onde [F] representa a matriz das funcoes de forma, resultan-
te da aplicacao das restrigoes ao esforgo tramsverss, gue ¢

utilizada no calculo das matrizes do elemento.

3.6 - MATRIZ DE RIGIDEZ

A definicao das quantidades relativas ao elemento con=-
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sideram-se constituidas por duas partes distintas: uma rela-
tiva ao comportamento da membrana e outra ao de flexao. Assim,

as deformacoes ao nivel do elemento sao:

T m _f,T m m _m f b £ T _
{e}” = {e,e"}" = {EX’EY’EXY’EX?SY’EXY} =
3U 3V 23U oV 32%u 32v 32u 92v T
= {ss, 70,5 + v - - - }
5X’°3Y’9Y © 9X’ 9XezZ’  9dYoz’ 3YozZ X902

(3.51)
onde os simbolos m e f representam respectivamente os termos
de membrana e de flexao. Estas quantidades relacionam-se com

os parametros nodais através da seguinte expressao:
{e} = [BI{R}} (3.52)

onde [B] & a matriz das derivadas das funcoes de forma, que e

obtida a partir da expressao (3.50).
A matriz de rigidez do elemento € dada por (ver 2.3):
e T
[K7] = fV[B] [D][B]AV (3.53)

em que [D] é a matriz de elasticidade e e igual a:

p” o
[D] = P (3.54)
0 D
onde as sub-matrizes [D"] e [Df] sao iguais a:
1 \Y 0
[D®] = —1_1\), v i 0 (3.55)
(1-v)
0 0 5
1 \Y 0
£ ET?




43

onde E, v e T representam respectivamente o modulo de Young,

o coeficiente de Poisson e a espessura do elemento.

A formulacio do elemento de casca triangular Semiloof,
cuja versdo final se apresenta na fig.3.5, é identica a do e-

lemento quadrilatero.

O elemento de casca triangular Semiloof possui 24 graus

de liberdade que sao (ver fig.3.5):

-~ 3 deslocamentos, segundo os eixos do sistema global,
localizados nos nos de canto e do meio dos lados pre-

fazendo um total de 18 deslocamentos.

- 6 rotacoes, 03

Xz? normais aos lados do elemento e a-

plicadas em cada no de Loof.




(1]

[2]

[3]

(4]

[51]

(6]
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Fig. 3.1 Configuragao nodal do elemento de casca Semiloof.

Fig. 3.2 Sistema de eixos local do elemento de casca Semiloof.

Fig. 3.3 Representacio do vector espessura no plano Xz.



Fig. 3.4

Fig. 3.5

versio final do elemento de casca quadrangular Semiloof.

Versio final do elemento de casca triangular Semiloof.
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CAPITULO 4

PROGRAMA PARA O ELEMENTO DE CASCA SEMILOOF
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"'CAPITULO .4

PROGRAMA PARA 0 ELEMENTO DE CASCA SEMILOOF

4.1 - INTRODUCAO

Neste capitulq, apresenta-se um programa destinado ao
estudo de placas e cascas finas, utilizando o elemento de cas-
ca Semiloof. A formulaciao deste elemento é tratada no capitu-
lo 3 do presente trabalho, onde e fornecido um conjunto de re-
ferencias, consideradas importantes, para uma melhor compreen-

sao deste elemento.

0 programa implementado tem como base o trabalho de B.
Irons, autor do elemento e do algoritmo de programacao inicial,
que foi posteriormente desenvolvido por diversos autores. O
calculo das quantidades necessarias a determinacao da matriz
de rigidez e das cargas nodais equivalentes e, para este ele-
mento, uma tarefa complexa que envolve um elevado numero de
linhas de programagao. Este calculo encontra-se concentrado
numa subrotina de nome HALOOF, cuja éescrigio esta fora do am-
bito deste trabalho. Na referencia [1], encontra-se a lista-

gem desta subrotina juntamente com a sua descricao detalhada.

Na elaboracao deste programa, considerou-se importan-
te a sua modularizacao. Entende-se que um programa modular e
de leitura mais facil e permite uma maior versatilidade na in-
troducio de alteracdes. Outra filosofia de programagao segui-

da foi a utilizacio do dimensionamento dinamico das variaveis
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num vector unico. Esta filosofia permite, por um lado, um me-
lhor aproveitamento dos recursos do computador e, por outro,
uma independéncia em relac%o as dimensées do problema. Procu-
rou-se, também; criar um programa com capacidades de resolu-
cao de problemas, envolvendo diversos tipos de situac§es es—«
truturais. Neste dominio, referem-se varios tipos de integra-
cio numérica para a matriz de rigidez, apoios inclinados, a-
poios elasticos, diferentes solicitacoes de carga e interpo-
lacao das coordenadas dos nos do meio dos lados para elementos

de lados rectilineos.

4.2 - DESCRICAO GERAL

Na fig.4.1, apresenta-se um diagrama de blocos que des-
creve a ordem de execugao de cada um dos modulos dentro deste
programa. Nos paragrafos seguintes, faz-se uma breve descri-

cido do seu funcionamento.

No programa principal DLOOF, sao lidos, de um fichei-
ro em disco, os parametros principais do problema. Com base
nestes, sao calculados os enderecgos de cada uma das variaveis
no vector unico sendo, em seguida, efectuada a chamada da sub-
rotina DADOS. Nesta subrotina, sao lidos todos os dados rela-
tivos ao problema. E também formada a matriz de transformacao
dos apoiosiinclinados, e 6 calculado o numero total de graus
de liberdade da estrutura. Mediante o valor de uma variavel
de controlo, pode ser feita uma chamada a subrotina INTER, on-
'de sao calculadas as coordenadas dos nos do meio dos lados rec-

L g - . bd »
tilineos dos elementos através de uma interpolacao linear en —.
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tre os nos de canto correspondentes.

De regresso ao programa principal; é chamada a subro-
tina ELSTIF. Esta utiliza a subrotina HALOOF para, em cada
ponto de integragéo numérica; calcular as quantidades neces-
sarias 3 determinacao da matriz de rigidez; matriz das ten-
s§es e cargas nodais equivalentes; que sao armazenadas num fi-

cheiro em disco para posterior utilizacao.

De novo, no programa principal, o fluxo de execugao
segue para a subrotina AFRON, onde & calculada a largura ma-
xima da frente e sao definidas algumas variaveis necessarias
a formacao e resolucao do sistema de equacoes. Ja no progra-
ma principal, é chamada a subrotina FRONT, onde e efectuada
a formacido da matriz de rigidez e do vector carga da estrutu-
ra e resolvido o sistema de equacoes pelo metodo frontal [2].
A resolucao do sistema permite determinar os deslocamentos no-
dais e as reaccoes nos apoios da estrutura, sendo estas quan-
tidades imprimidas num ficheiro de resultados. Finalmente, do
programa principal, faz-se a chamada da subrotina STRESS, que
calcula as tensoes no sistema de eixos local em cada ponto e
para cada elemento, bem como as tensoes e direcgoes principais
nos mesmos pontos. Estes valores sao tambeéem imprimidos no fi-
cheiro de resultados. Os modulos referidos sao descritos com

mais pormenor nos paragrafos seguintes.

4.3 -~ DESCRICAO DAS SUBROTINAS

4.3.1 - SUBROTINA DADOS
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Nesta subrotina, sao lidos, de um ficheiro em disco,

os dados relativos ao problema. Estes referem-se:

a) A geometria da estrutura, que engloba o fornecimen-
to dos numeros dos nos de cada elemento do respec-
tivo material, das coordenadas dos nos referidas a
um sistema de eixos global, arbitrariamente esco-

lhido, edas condigoes de apoio.
b) As propriedades dos diferentes materiais.
c) As condigoes de carga da estrutura.

£ também calculado o niumero total de graus de liber-
dade da estrutura para possibilitar o dimensionamento dinami-

co de algumas variaveis.

4.3.2 - SUBROTINA INTER

A execucao desta subrotina depende do valor de um pa-
rametro de controlo. Este parametro permite a chamada desta
subrotina sempre que € necessario calcular as coordenadas dos
nés do meio dos lados dos elementos. O calculo faz-se por in-
terpolacgao linear entre as coordenadas dos nos de canto do la-
do a que pertence 0 nd do meio, cujas coordenadas sejam todas
nulas. Isto evita que se fornecam as coordenadas dos nos do
meio, dos lados dos elementos que sejam rectilineos, diminuin-

do assim o volume de dados.

4.3.3. - SUBROTINA ELSTIF




52

4.3.3.1 - OBJECTIVO

Nesta subroting; s%o calculadas; para cada elemento,
a matriz de rigidez e o vector das cargas nodais equivalentes.
As integrag&es, necessarias ao calculo destas quantidades, sao
feitas numericamente num conjunto de pontos (4,5 ou 9) fixado
a partida para cada problema. Para cada elemento, a matriz das
tensées é determinada num conjunto de pontos (4 ou 9) a forne-
cer inicialmente. Como algumas quantidades calculadas na sub-
rotina HALOOF sao comuns a determinagao da matriz de rigidez
e matriz das tensoes, o ciclo utilizado para este calculo é o
mesmo sempre que o numero de pontos de integracao da matriz de
rigidez coincida com o numero de pontos onde é calculada a ma-

triz das tensoes.

0 vector das cargas nodais equivalentes de cada ele~
mento, e formado adicionando sucessivamente as contribuicoes

dos diversos tipos de carga admitidos.

Nos paragrafos seguintes, descreve-se o funcionamento
desta subrotina recorrendo, para isso, ao diagrama de sequen-

cia da fig.4.2.

4.3.3.2 - CALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ

A matriz de rigidez de cada elemento e calculada por
integracao numérica da expressao (3.53) do capitulo 3. Esta
integracao & feita em 4,5 ou 9 pontos. Como se pode observar
no diagrama de sequéncia, relativo a esta subroting,(ver fig.

4.2), existe um ciclo principal (1) estendido a todos os ele-
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mentos da estrutura. Dentro deste, existe um outro (2) esten-

dido a todos os pontocs de integragao. Para cada ponto de in-

tegragao, e chamada a subrotina HALOOF (3) onde sao calcula-

das as quantidades necessarias a formacao da matriz de rigi-

dez, da matriz

das tensoes e das cargas nodais equivalentes.

A expressao (3.53) é calculada no bloco (4) da fig.4.2

atraves de um somatorio. Cada termo deste somatorio € consti-

tuido por:

[B). -

1

[B}, -

[p] -

(K] -

Dentro

Matriz [B) de dimensao 6x32, obtida a partirda
matriz [F] definida em (3.50), e calculada no

ponto i.

Matriz transposta de [B]; de dimensao 32x6.
Matriz de elasticidade de dimensao 6x6.
Factor de integragio numérica no ponto i.

Espessura do elemento no ponto i. No caso da es-
pessura do elemento ser variavel, a espessura,
no ponto de integracao i, é calculada por in-
terpolacao a partir dos valores da espessura

nos 8 nos do elemento.

Matriz de rigidez do elemento, de dimensio 32x

x32, definida em (3.53).

do ciclo para cada elemento, a matriz [K], de-

pois de calculada, & armazenada num ficheiro temporario em dis-

co ((15), fig.4.2) para posterior utilizacao.



54

4.3.3.3 - CALCULO DAS CARGAS NODAIS EQUIVALENTES

4.3.3.3.1

As

- PESO PROPRIO

cargas nodais equivalentes ao peso proprio sao cal-

culadas a partir do seguinte integral, estendido ao volume do

elemento:

{r} = J, prwlTrTIT{blav (4.1)

onde {F} -

wit-

(Ty-

{p} -

& o vector das cargas nodais equivalentes. Este vec-
tor & constituido por 32 elementos, que correspon-
dem as cargas nodais equivalentes, segundo cada um

dos 32 graus de liberdade do elemento.
& o peso especifico do material do elemento.

& a matriz das funcoes de forma, transposta. Esta
matriz é obtida, transpondo as tres primeiras li-
nhas da matriz [F], definida na expressao (3.50)

do capitulo 3.

é a matriz de transformacao transposta. As colunas
da matriz [T] sao constituidas pelos cossenos di-
rectores das direccoes X, Y e Z do sistema de eixos

local, definido em 3.1.

& o vector que contém 0s COSSenos directores da di-
reccao da gravidade, relativamente ao sistema de

eixos global x,y,Z.
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A expresséo (4.1) é integrada numericamente atraves
do somatorio representado no bloco (5) da fig.4.2. Para isso,
recorre-se ao mesmo ciclo (ver fig.4.2 (2)) utilizado na in-
tegracao da matriz de rigide;. As matrizes [w]i’[T]i’ o fac-
tor de integracao A.e a espessura t, s%o calculadas na subro-
tina HALOOF para cada ponto de integragao i. Como o calculo
destas quantidades e complexo, optou-se por incluir no mesmo
mdulo a determinacao da matriz de rigidez, matriz das tensoes
e cargas nodais equivalentes, de forma a evitar repetigoes des-

necessarias.

A expressao (4.1) apresenta, em relacao a expressao
habitual para este caso [3], uma particularidade que consiste
na introducao da matriz de transformacao [T]. Esta é necessa-
ria para transformar o versor da direccao da gravidade, expres-
so no sistema global, para o sistema de eixos local. A mudan-
ca de referencial deve-se ao facto de a matriz das funcoes de
forma relacionar deslocamentos expressos no sistema de eixos

local (ver 3.5).

4.3.3.3.2 - PRESSAQ

0 calculo das cargas nodais, equivalentes a pressao
aplicada em cada elemento, é feito a partir da seguinte expres-

sao [3]:
{r} = fAP{Np}dA ,(4‘2)

onde P - é a funcao de pressao aplicada ao elemento.
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{F} - e o vector das cargas nodais equivalentes.

{Np} - 6 o vector das funcoes de forma relativas ao
deslocamento W normal ao elemento. Este vector
& constituido pela terceira linha da matriz [F]

definida na expressao (3.50).
A - & a area do elemento.

0 valor da expressao (4.2) é obtido pelo mesmo proces-—
so utilizado'para o peso proprio em 4.3.3.3.1. A contribuicgao
da pressao para o vector das cargas nodais equivalentes & re-
presentada no bloco (8) da fig.4.2 como um somatorio estendi-
do a todos os pontos de integracao i. As quantidades {Np}i e
Ai’ que representam respectivamente o vector das funcoes de
forma e o factor de integracao no ponto i, sao calculadas na
subrotina HALOOF. A variavel Pi representa a pressao normal ao

elemento nos diferentes pontos de integracao i.

0 programa contempla os casos de pressao constante, va-
riavel e hidrostatica. Se a pressao é constante num dado ele-
mento, atribui-se a Pi esse valor antes do inicio do ciclo de
integracio (2) (ver fig.4.2). No caso de a pressao ser varia-
vel ao longo do elemento, © valor da presséo Pi’ em cada pon-
to de integracao, e interpolado (bloco (6) fig.4.2) a partir
do vector {Pj}, (j=1,8), que contem as pressoes nodais do ele-
mento, e do vector {Nj}ii’ (j=1,8) das funcoes de forma (ver
3.3.1) calculadas no ponto de integracao i. Se existe pressao
hidrostatica, o valor de P (bloco (7) fig.4.2) e igual aopro-

duto do peso especifico do liquido pela altura da coluna de
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l1iquido no ponto de integracao.

Como se pode observar no diagrama de blocos da fig.4.2,
o valor de P. que entra na expressao do bloco (8) € igual a so-
ma, em cada ponto de integracao, da pressao constante, variavel

e hidrostatica.

4.3.3.3.3 - VARIACAO DE TEMPERATURA

Uma variacao de temperatura uniforme provoca, num dado

elemento, uma tensao constante que é igual a:

Ea AT (4.3)

Or T T oy
onde E & o modulo de Young do material.

o é o coeficiente de dilatacgao téermica.

variacao de temperatura.

(-1
]

AT
vV & o coeficiente de Poisson.

Esta tensao UT pode ser considerada como um estado de
tensio inicial e, por isso, as cargas nodais equivalentes sao

calculadas a partir da expressao habitual (ver cap.2) [3]:

{r} = fv

(1] 0 dV (4.4)
e

onde [H]T 6 a matriz transposta de [H], que e formada pelas

duas primeiras linhas da matriz [B}] (ver 4.3.3.2).

v é o volume do elemento.
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A substituigcao do efeito da variacao de temperatura
por um estado de tensdo constante obriga a que, na calculo
das tensoes finais para cada elemento, sejam subtraidas as

tensoes termicas dadas por (4.3).

No bloce (10) do diagrama da fig.4.2, representa-se
a determinacio do valor da expressao (4.4) para cada ponto

de integracao.

4.3.3.3.4 - CARGAS CONCENTRADAS

As cargas concentradas nos nos sao adicionadas direc-
tamente ao vector cargas nodais equivalentes. Esta operacao
encontra-se representada no bloco (11) da fig.4.2, onde {r}

& o vector das cargas nodals equivalentes e {Fn} o vector que

contém as cargas nodais aplicadas no elemento.

4.3.3.3.5 - CARGAS DISTRIBUIDAS AO LONGO DOS LADOS

0 processo de calculo, das cargas nodalis equivalentes
as cargas distribuidas ao longo dos lados, e semelhante ao u-
tilizado em 4.3.3.3.1 para o peso préprio,séiqqe; neste caso,
o integral da expressao (4.1) e calculado ao longo do lado

carregado do elemento. Assim, tem-se:
T T »
{r} = J [W]"IT] {F,}d1 (4.5)

onde {Fl}-é o vector que contém as componentzs ds carga dis-
tribuida, segundo os eixos do sistema global

(0,x,y,2).
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{r}, 017, [T17 definidas em 4.3.3.3.1.

Como a integrac%o da expressao (4.5) tem que ser fei-
ta ao longo do lado do elementp; o ciclo (2) (ver fig.4.2)
nio pode ser utilizado. E necessério,vpois, recorrer a um no-
vo ciclo (13) (ver fig.4.2) que faz a integrac%o numerica de
Gauss em dois pontos, ao longo do lado, atraves do somatorio
representado no bloco (14) da fig.4.2. O significado das va-
riaveis, que figuram neste bloco, foi ja referido, ,a excepgao
de lk que reéresenta o factor de integragio. 0 indice k signi-
fica que o valor da variavel, calculada na subrotina Haloof,
é relativo ao ponto de integracao de Gauss k. A integracao da
expressao (4.5) é feita para cada lado com carga distribuida

atraves do ciclo (12) da fig.4.2.

4.3.3.4 - CALCULO DA MATRIZ DAS TENSOES

As. tensoes em cada elemento sao obtidas a partir da se-

guinte expressao [3] [4]:

{c} = [DI[B]{8%} = [s1{8%} (4.6)

que traduz a relacao entre as tensoes e os deslocamentos no-

dais do elemento.

As tensoes {0} sao calculadas, para cada elemento, num
numero discreto de pontos (4 ou 9), o que implica a determina-
c¢ao do produto [D][B] em cada um destes pontos. Como estas
quantidades sao necessarias para a formacéo da matriz de ri-

gidez, aquele produto efectua-se paralelamente sempre que e
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possivel.

No diaérama da fig.A.Z; representa~-se no bloco (9) o
calculo da matriz das tens§es [S]i’ em cada ponto, que é obti-
do pelo produto da matriz d9 elasticidade tD] pela matriz [B]
calculada no ponto i. A matriz [S]i juntamente com a matriz
[T]i e as coordenadas (xi,yi,zi) do ponto 1 sao armazenadas
num ficheiro em disco (ver fig.4.2) para permitir a determi-
nacao de {0}, na subrotina STRESS, depois de calculados os

deslocamentos {Se} de cada elemento.

4.3.4 - SUBROTINA AFRON

Devido 3as caracteristicas das matrizes dos sistemas de
equacdoes em elementos finitos, desenvolveram-se varias tecni-
cas com o objectivo de melhorar, nestes casos, 0S algoritmos
de solucido. Uma das solugbes mais eficientes neste dominio &

a solucdo frontal [2] utilizada neste trabalho. Varios progra-
mas foram criados com base nesta solucao [1],[4] onde se en-
contram descricoes pormenorizadas e exemplos'ilustrativos do

seu funcionamento.

0 algoritmo implementado baseia-se na solugao frontal,
descrita na ref.[5], que contempla diferentes numeros de nos
por elemento e diferentes numeros de graus de liberdade por

-

no.

A formacao da matriz de rigidez e feita adicionando a
_contribuicao de cada elemento por ordem crescente da sua nu-

meracao. Quando uma variavel surge pela primeira vez, e-lhe
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associada uma localizacgo no vector destino, a qual corres-
ponde uma equag%o da matriz de rigidez da estrutura, e rece-
be o estatuto de activa. A eliminacéo de cada variavel veri-
fica-se quando esta surge pela ultima vez, recebendo entao o
estatuto de eliminada. Sempre que uma variavel se elimina, a
equacido correspondente e colocada em memoria auxiliar e liber-
ta-se uma localizacao no vector destino e também o lugar para

uma nova equacao na matriz de rigidez.

Designa-se por largura maxima da frente o nimero ma-

ximo de variaveis que num dado instante se encontram activas.

Nesta subrotina, efectua-se um trabalho pre-frontal,
que consiste na formacao do vector destino e de uma matriz que
contém informacao acerca de cada variavel. E também calculada
a largura maxima da frente para dimensionar dinamicamente as

variaveis indexadas na subrotina FRONT.

4.3.5 - SUBROTINA FRONT

Nesta subrotina, e formada a matriz de rigidez global
e o vector cargas nodais equivalentes da estrutura. O sistema
de equacdes resultante é resolvido utilizando o método de eli-
minagcao de Gauss com solucao frontal [5]. A resolucgao deste
sistema permite a determinacao dos deslocamentos nodais da' es-
trutura e das reacgoes nos apoios, que sao impressos no fichei-
ro de resultados. 0s deslocamentos nodais de cada elemento sao

armazenados num ficheiro temporario em disco, pois sao neces-

sarios para o calculo das tensoes na subrotina STRESS.
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4.,3.5.1 - APOIOS INCLINADOS

Em problemas de aplicac%o prética;-é vulgar surgirem
nos com deslocamentos impostos segundo direcg?es n%o coinci-
dentes com as do sistema de eixos global., Nestes casos, ou
nao se consegue uma modelacso correcta das condic&es de apoio
ou, entao, e necessario definir um sistema de eixos local, as-
sociado ao no, segundo o qual se fornecem os deslocamentos im-
postos. As equacoes, relativas ao no de cada apoio inclinado,
necessitam de sofrer uma mudanca do referencial global para o
referencial local. Esta mudanca pressupoe a formagao de uma
matriz de transformagao para cada no onde exista um apoio in-
clinado. A matriz de transformagao, calculada para cada no na

subrotina DADOS, e igual a:

- . . .T
Xl Xl xl
X y z
[T]. = | ¥* ' ¥ / (4.7)
i X y z :
zt zt z? ‘
X y z

onde cada linha é constituida pelos cossenos directores das

. - . i i 1 - . . .
direccdes locais X ,Y ,Z~ do no i relativamente ao sistema de

eixos global (0,x,y,z).

No elemento de casca SEMILOOE, os deslocamentos nodais
{u,v,w} sio definidos segundo as direccoes globais x,y,z e as
rotacoes sao perpendiculares ao lado do elemento em cada no
de Loof (ver Cap.3). Se num dado no i; existir um apoio incli-

nado, os deslocamentos e as cargas nodais equivalentes nesse
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né sofrem uma mudanca do referencial global para o referencial

local dada por:

{rl) = (r1{F}
(4.8)
{s') = [ri1{s)
onde {Fl},{F} sio os vectores das cargas nodais equivalen-

tes, respectivamente no referencial local e

global.

{61},{6} sdo os vectores dos deslocamentos do elemen-
to, respectivamente no referencial local e

global.

{T] 6 a matriz de transformacao do elemento a que

pertence o no i.

A matriz [T'] de dimensao 32x32 é constituida pelos e-
lementos da matriz [T]i’ colocados na intersecgcao das tres li-
nhas com as tres colunas, correspondentes aos deslocamentos do
no com apoio inclinado e por valores unitarios na diagonal e

nulos fora desta; isto e:

o 0 ... xX* x* x* ... o0 o
x y z
io.i Ui
(r1=f0 0 ... ¥, Yo Y, ... 0 0 [ (4.9)
0 0 ... zX z* z* ... o0 o
x y z
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A equacao de equilibrio do elemento & (ver Cap.2):
{F} = [K]{§} (4.10)

Substituindo em (4.10) os vectores {F} e {8} obtidos a partir

de (4.8), obtém-se:
rr1Teety = (rirrateety Ch.11)

Multiplicando ambos os membros de (4.11) por [T], vem final-

mente:

{rl} [KI]{GI} (4.12)

onde [K [I‘][K][I‘]T representa a matriz de rigidez do

[—
[

elemento com as linhas e as colunas
relativas ao no com apeoio inclinado,

referidas ao sistema de eixos local.

Para cada elemento, que possua nos com apoios inclina-
- 1 . 1

dos, & calculado o vector {F'} e a matriz [K"]; sendo estas
quantidades que entram na formagao da matriz de rigidez e do
vector cargas nodais da estrutura. Esta formulacao permite,
por um lado, fornmecer as condicoes fronteira no sistema de ei-
xos local associado ao apoio inclinado e, por outro lado, o-
bter os deslocamentos e reacgcoes, nesse no, no sistema de ei-

xos local.

Na implementacao das instrucgoes, para o calculo do vec-
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tor {F!} e da matriz [Kl],.séo efectuadas apenas as operac§es
que dizem respeito aos.valores; que s?o alterados devido a pre-
senca do apoio inclinado. Utiliza-se, para isso, a matriz de
transformagao [T],, definida em (4.7), e n%o{a matriz de trans-

formacao completa do elemento [T].

4,3.5,2 - APOIOS ELASTICOS

Se num no existe um apoio elastico, e necessario for-
necer a rigidez desse apoio segundo cada um dos graus de liber-
dade desse no. Para cada grau de liberdade, a rigidez do apoio
e adicionada ab coeficiente da diagonal, na equagao correspon-
dente a esse grau de liberdade, da matriz de rigidez da estru-
tura. Em cada no com apoios elasticos, as reacgoes sao obtidas

multiplicando os deslocamentos desse no pela rigidez do apoio.

4.3.6 - SUBROTINA STRESS

Nesta subrotina, sao calculadas as tensoes, para cada
elemento, num numero de pontos (4 ou 9) fixados a partida. Na
fig. 4.3, representa-se um diagrama de blocos que descreve as

instrucoes principais desta subrotina.

No inicio do ciclo estendido a todos os elementos (blo-
co (1), fig.4.3), faz-se a leitura do vector dos deslocamentos
nodais {6%} (bloco (2)) que foi previamente armazenado, num fi-
cheiro em disco, na subrotina FRONT. Caso existam apoios incli-
nados no elemento, é necessario mudar os deslocamentos do no
com apoio inclinado do referencial local para o referencial

global. Esta transformaciao e feita utilizando a expressao (4.8)
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e & representada no bloco (3) da fig.4.3.

No bloco (4), inicia-se o ciclo para todos os pontos
do elemento onde s%o calculadas as tens§es. No bloco (5), e .
feita a leitura da matriz das tens?es [S]i, da matriz de trans-
formagéo [T]i e do vector das coordenadas gloBais do ponto i

{P}i' Estas quantidades foram armazenadas num ficheiro em dis-

co na subrotina ELSTIF. O vector das tensoes € igual a:

T - m m m f f f :
- T ‘t *
{c} {oxx,oyy, 9 x%yy? xy} (4.13)
onde os indices m e f indicam respectivamente as tensoes de
membrana e de flexao. O calculo do vector {o} faz-se a partir
da expressao (4.6) e encontra-se representado no bloco (6) (ver
fig.4.3). Se existe variacao térmica, & executado o bloco (7),
m

. - -~ m ~ -
onde se subtral as tensoes de membrana cxx e Oyy a tensao ter-—

mica 0, dada por (4.3).

As tensdes de membrana sao combinadas com as tensoes
correspondentes de flexdo mas fibras superiores e inferiores
do elemento. No bloco (8), representa-se este calculo, sendo
a soma das tensoes referente as fibras inferiores e a subtrac-

¢ao as fibras superiores.

No bloco (9), faz-se o calculo do angulo O, que as ‘di-
recgoes principais de tensdo fazem com os eixos X e Y do sis-
tema local (ver 3.3.1) com origem no ponto de coordenadas {P}i'
Nos blocos (10) e (11), determina-se o valor das tensoes prin-
cipais 0; e 0,. No bloco (12), sao impressos no ficheiro de re-

sultados as coordenadas globais {P}i do ponto de calculo das
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tensoes, os valores das tensoes principais O e U2 e os cos-
senos directores das direcgoes principais de tensao, relati-

vamente ao sistema de eixos global.
4.4 - EXEMPLOS

4.4.1 - INTRODUGAO

Os exemplos resolvidos, apresentados neste paragrafo,
permitem testar o bom funcionamento do programa implementado
e mostrar a eficiencia do elemento de casca Semiloof no estu-

do de placas e.cascas finas.

4.4.2 - "PATCH" TESTES

Na resolucao de problemas, recorrendo ao método dos e-
lementos finitos, obtém-se solucoes que convergem para a solu-
cao exacta a medida que o numero de elementos aumenta. Numa si-
tuacao limite, as dimensoes dos elementos tornam-se infinite-
simais e cada elemento fica sujeito a um estado de tensao cons-

tante.Por isso,o elemento deve ser.capaz.de modeldar. esse: estado.

OQutra condicao, que o elemento deve satisfazer, e a de

admitir deslocamentos de corpo rigido sem dar origens a temsoes.

No paragrafo seguinte, sao apresentados alguns exemplos
demonstrando que o elemento Semiloof verifica as condicoes aci-

ma referidas.

4.4.2.1 - PLACA QUADRADA
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Na fig.4.4, apresenta-se uma placa quadrada com as res-
pectivas dimensoes e as propriedades do material que a consti-
tui. Esta placa foi sujeita a um estado de flexéo constante,
atraves da aplicacéo de uma rotac%o de valor igual a 0.2 em
dois lados opostos. Este exemplo, retirado da referéncia [61],
foi analisado com um elemento de casca Semiloof de 8 nos (fig.
4.5) e dois elementos de casca triangulares Semiloof de 6 nos
(fig.4.6). As condigces de fronteira, para este exemplo, apre-
sentam-se no quadro 4.1. As tensoes de flexdo obtidas sao cons-
tantes em todos os pontos e as tensoes de membrana sao nulas.
A placa da fig.4.4, recorrendo a malha da fig.4.5, foi aplica-
do um deslocamento de corpo rigido [6] com as condicoes fron-
teira descritas no quadro 4.2. As tensdes de flexao e de mem-—

brana obtidas sao nulas em todos os pontos.

Na fig.4.7, apresenta-se um exemplo retirado da refe-
réncia [7] de uma placa quadrada que € submetida a um "patch"
teste de membrana e de flexao, utilizando-se para isso a malha
da fig.4.8. As condigoes fronteira para estes dois casos encon-
tram-se respectivamente nos quadros 4.3 e 4.4. Os valores ob-

tidos sao:

a) Comportamento de membrana

condicoes fronteira: u = v = X+y
= 0
aw oW _
ax = 3y " 0
tensoes: R = °?f5'3-0X106kg/cm2
n 6 2
T = 1.61x10 Kg/cm

Xy
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,4.62x106Kg/cm2

a
~H
o

1.38x10° Kg/cm?

Q
~g
(!

of =of =0

b) Comportamento a flexao

condicoes fronteira: w = x2+y?

oW

oY _ 2

9x x

ow

9w _ 9

oy y
tensoes: o} = 0% =0

f £ f f
01‘— 02 = 0 =0 =

= 1.5x105Kg/cm2

4.4.3 - PLACA CIRCULAR SIMPLESMENTE APOIADA COM CARGA

UNIFORMEMENTE DISTRIBUIDA

Na fig. 4.9, representa-~se meia placa circular sim-
plesmente apoiada, sujeita a uma carga uniformemente distri-
buida. Este exemplo € analisado com as malhas das figs. 4.10
(3 elementos, 16 nos, 66 graus de liberdade), 4.11 (5 elemen-
tos, 24 nos, 100 graus de liberdade) e 4.12 (20 elementos, 77
nés, 327 graus de liberdade). Na fig. 4.13, apresentam-se os
valores obtidos, para o deslocamento normal ao longo do raio
da placa, com as malhas acima referidas utilizando 5 pontos
de integracdo no cialculo da matriz de rigidez e das cargas no-
dais equivalentes. Estes valores sao comparados com a solugao
da teoria das placas finas [8]. Como se pode observar, mesmo

com a malha menos refinada, obtiveram-se valores para os des-
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locamentos coincidentes com a curva teorica da deformada.

No grafico da fig. 4.14; efectua-se.uma analise de
convergéncia do deslocamento maximo, que ocorre no centro da
placa, para as regras de integrag%o utilizadas com as malhas
das figs. 4.11, 4.12 e 4.13. Verifica-se que os valores con-
vergem para a soluc%o teorica [8], oscilando em torno desta.
Neste exemplo, a regra de integracao em 9 pontos mostra-se
mals precisa que as restantes, e a regra de integracao em 5
pontos revela-se mais precisa que a regra de integracao em 4
pontos. Salienta-se, no entanto, que o valor obtido com a ma-
lha menos refinada (66 graus de liberdade) e com a regra de
integracao em 4 pontos vem afectado de um erro que € inferior

a 0.77 relativamente ao valor teorico [8].

4.4.4 - PLACA CIRCULAR SIMPLESMENTE APOIADA, ASSENTE EM

FUNDAGCAO ELASTICA E SUJEITA A UMA CARGA UNIFOR-

MEMENTE DISTRIBUIDA

A placa da fig. 4.9 € tambem analisada, mantendo as
condicoes do paragrafo 4.4.3, considerando no entanto a pla-
ca assente num meio elastico de modulo de rigidez igual a

1.4x104Kg/m2/m.

O programa implementado permite a existencia de nés
com apoios elasticos. Como, neste exemplo, a placa se encontra
apoiada num meio continuo elastico, ha necessidade de trans-
formar o modulo de rigidez por unidade de area num modulo de
rigidez concentrado em cada no da malha. Para isso recorre-

-se a expressao (4.2), que permite o calculo das cargas no-
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' dais equivalentes a press%o aplicada em cada elemento, subs-
tituindo-se a press$o<pelo modulo de rigidez por unidade de
area. Isto permite a determinacép, para cada elemento, de um
vector modulo de rigidez nodal equivalente. Adicionando-se,
para cada né, a contribuic&o de cada elemento, obteém-se o va-

lor do modulo de rigidez a aplicar em cada no.

No grafico da fig. 4.15, apresenta-se uma analise de
convergencia do deslocamento maximo (centro da placa) para as
malhas das figs. 4.11, 4.12 e 4.13, utilizando uma regra de
integracao de 5 pontos no calculo da matriz de rigidez e das
cargas nodais equivalentes. 0Os valores obtidos, comparados
com a solucao da referencia [9], revelam uma convergencia al-
ternada apresentando erros inferiores a 37 para as malhas me-

nos refinadas (figs. 4.11 e 4.12).

4.4,5 - PLACA CIRCULAR SIMPLESMENTE APOIADA, SUJEITA A UMA

CARGA PONTUAL NO CENTRO

Neste exemplo, € aplicada no centro da placa circular,
cujas caracteristicas se definem na fig. 4.9, uma carga con-

centrada de valor igual a 227Kg.

No grafico da fig. 4.16, analisa-se a convergéncia
dos valores obtidos para o deslocamento no centro da placa,
com varias regras de integracao para as malhas das figuras
4.11, 4.12 e 4.13. Estes resultados sao comparados com a so-

lugcdao retirada da referencia [8].

Como se pode observar, neste caso, a sucessao de va-
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"lores é& monotona decrescente e converge para a solucao tedri-
ca [8], apresentando erros da ordem dos 57 para os valores
mais desfavoraveis que se verificam com a malha menos refina-
da (fig. 4.11) e com as regras de integracao em 4 e 5 pontos.
Salienta~se tambem a tendéncia, ja referida em 4.4.3, da pre-
cisao dos resultados melhorarem com o aumento do numero de

pontos de integracao numerica.

Da analise deste exemplo conclui-se que, apesar do e-
lemento de c;sca Semiloof conduzir a melhores resultados com
cargas distribuidas do que com cargas concentradas como refe-
re B, Irons [10], continua a apresentar valores dentro dos li-
mites aceitaveis em engenharia estrutural, mesmo usando malhas

com poucos elementos.

4.4.6 - PLACA CIRCULAR DE ESPESSURA VARIAVEL, SIMPLESMENTE

APOIADA E SUJEITA A UMA CARGA UNIFORMEMENTE DISTRI-

BUIDA

Na fig. 4.17, apresentam-se as caracteristicas de uma
placa circular de espessura variavel linear com uma relacao de
1.5 entre os valores extremos, simplesmente apoiada e sujeita

a uma carga uniformemente distribuida de 500Kg/m?.

Este exemplo € analisado, recorrendo as malhas das fi-
guras 4.18 (3 elementos, 16 nos, 66 graus de liberdade), 4.19
(12 elementos, 49 nos, 207 graus de liberdade) e 4.20 (27 ele-

mentos, 100 nos, 426 graus de liberdade).

No grafico da fig. 4.21, apresentam-se os resultados
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obtidos, para o deslocamento no centro da placa, com as ma-
lhas acima referidas utilizando varias regras de integracéo
numérica. A sucesséo de valores e monotona decrescente e con-
verge para a solucao da referéncia [8], sendo o erro maximo
inferior a 1Z. Considera-se que a ordem de grandeza dos er-
ros aqui verificados é desprezavel, permitindo concluir que

se obtém uma boa aproximacao com todos os valores.

No grafico da fig. 4.22, esboga-se o andamento das
tensoes radiais, na placa da fig. 4.17, a partir dos valores
das tensoes obtidas com a malha da fig. 4.19. Mostra-se, i-
gualmente, que os valores das tensoes encontradas com a ma-
lha menos refinada (fig. 4.18) se sobrepoem a curva tracada.
Como termo de comparagao, tomam-se as tensoces dadas pela re-
ferencia [8], indicadas no grafico da fig. 4.22, que refor-

cam a boa aproximacao conseguida.

Finalmente, refere-se que a tensao maxima ocorre num
ponto afastado do centro da placa circular devido ao facto de

a espessura ser variavel.

4.4.7 - PLACA CIRCULAR ENCASTRADA SUJEITA A UMA CARGA

DISTRIBUIDA LINEARMENTE AO LONGO DO RAIO

Na fig. 4.23, representam-se as caracteristicas de u-
ma placa circular encastrada sujeita a uma carga distribuida

linearmente ao longo do raio.

No grafico da fig. 4.24, representa-se a curva teori-

ca da deformada [8] e os valores dos deslocamentos obtidos
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com as malhas das figuras 4.18, 4.19 e 4.20, recorrendo a re-
gra de integracao em 5 pontos. Como se pode observa:,-hé uma
total concordancia entre os valores encontrados e a curva te-

orica.

Os valores das tens&es radiais ao longo da placa, pa-
ra as malhas das figuras 4.18 e 4.19 e utilizando 5 pontos de
integracao no calculo da matriz de rigidez e das cargas no-
dais equivalentes, encontram-se no grafico da fig. 4.25. E
t ambem represéntada, neste grafico, a curva teorica [8] que

permite confirmar a exactidao dos resultados.

4.4.8 - PLACA QUADRADA LIVRE SUJEITA A UMA VARIACAO DE

TEMPERATURA UNIFORME

Na fig. 4.26, apresentam-se as caracteristicas de u-
ma placa quadrada sujeita a uma variacao de temperatura uni-
forme, em que as condicoes de apoio lhe permitem uma expan-
sao livre. As tensoes encontradas sao nulas e o deslocamento

maximo é igual ao valor tecrico dado por:

Al = 10AT = 1x1x10”°%30 = 3x10 " *m

4.4.9 - PLACA QUADRADA ENCASTRADA SUJEITA A UMA VARIACAO DE

TEMPERATURA UNIFORME

A placa quadrada da fig. 4.26 e reanalisada com as
condicoes fronteira indicadas na fig. 4.27. Devido ao encas-
tramento, os deslocamentos sao nulos e as tensoes que ocorrem

na placa sao constantes e iguais ao valor teorico dado por:
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EQAT _ 2.1x10Px1x10°x30 _ 6 2
=y = 1263 = - 9x10_Kg/m

g =

4.4.10 - PLACA RECTANGULAR ENCASTRADA EM DOIS BORDOS OPOSTOS

E SUJEITA A ACCAO DO PESO PROPRIO

Na fig. 4.28, representa-se meia placa encastrada em
dois bordos opostos. Neste exemplo, analisa-se esta placa su-
jeita a acgao do peso proprio. Os deslocamentos maximos obti-
dos sao comparados, no grafico da fig. 4.29, com o valor da-

do pela teoria das vigas da Resistencia dos Materiais.

A placa da fig. 4.28 foi analisada com malhas de 1x1,
2x2 e 4x4 elementos, utilizando regras de integracao de 4,5
e 9 pontos. No grafico da fig. 4.29, efectua-se uma analise

de convergéncia para as varias condig¢oes consideradas.

4.4.11 - PLACA RECTANGULAR ENCASTRADA EM DOIS BORDOS OPOSTOS

E SUJEITA A UMA CARGA DISTRIBUIDA A0 LONGO DE UM EI-

X0 DE SIMETRIA

A placa da fig. 4.28 e analisada, neste exemplo, su-
jeita a uma carga distribuida como se indica na fig. 4.30. Os
resultados coincidem com os valores dados pela teoria das vi-
gas da Resisténcia de Materiais para todas as malhas e com as

regras de integracao referidas em 4.4.10.

4.4.12 - PLACA QUADRADA EM CONSOLA, SUJEITA A UMA CARGA

UNIFORME DE TRACCAO

Na fig. 4.31, representa-se uma placa quadrada em
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consola, traccionada por uma carga uniforme, como esta indi-
cada na figura. As tensdes obtidas sao constantes em todos os

pontos e iguais a 1x10°Kg/m?.

4.4.13 - CASCA CILINDRICA SUJEITA A0 PESO PROPRIO

Na fig. 4.32 a), representa-se uma casca cilindrica
sujeita ao peso proprio com o sentido contrario do eixo Y e

com as condicoes fronteira indicadas na figura.

Na fig. 4.33, efectua-se uma analise de convergencia
da sucessao de valores encontrados com as malhas da fig. 4.32
b), utilizando regras de integracao em 4,5 e 9 pontos para o
calculo da matriz de rigidez e das cargas nodais equivalentes.
Como se pode observar, a regra de integracao em 4 pontos re-
velou-se mais precisa que as restantes. Este facto contraria
um pouco a:tendéncia verificada nos exemplos anteriores e e,
provavelmente, devido a maior rigidez apresentada por esta es-

trutura.

4.4.14 - CASCA ESFERICA COM APOIOS TANGENCIAIS A SUA

SUPERFICIE, SUJEITA A PRESSA0 INTERIOR

Na fig. 4.34, representa-se uma calote esferica com
pressao interior, simplesmente apoiada ao longo do bordo. Os

apoios sao, em cada ponto, tangentes a superficie da calote.

No grafico da fig. 4.38, podem-se observar os valo-
res obtidos para o deslocamento radial com as malhas das fi-

guras 4.35 (5 elementos, 24 nos, 100 graus de liberdade),



77

4.36 (20 elementos, 77 nos, 327 graus de liberdade) e 4.37
(45 elementos, 160 nég; 684 graus de liberdade). Estes valo-

res sao comparados com a solugao da referencia [9].

Neste exemplo, os erros relativos para as malhas me-
nos refinadas (figs. 4.35 e 4.36) mostram-se um pouco eleva-
dos, o que nao surpreende pois a modelacgao da superficie da

calote esféerica com poucos elementos torna-se mais grosseira.

A sucessao dos valores encontrados € convergente para
a solugcao da referencia [9], mantendo-se a tendéncia, do au-
mento do numero de pontos na integracao numerica, conduzir a
melhores resultados. Isto nao se verifica com a malha menos
refinada (fig. 4.35), em que a regra de integracao em 4 pon-
tos se revela mais precisa que a regra de integracao em 5 pon-
tos. Este facto pode ser devido a formacao de mecanismos re-
sultantes do tipo de regra de integracao utilizado, como re-

fere B. Irons [10].

4.4.15 - DEPOSITO CILINDRICO EM ACO CONTENDO AGUA

Na fig. 4.39, representam-se as caracteristicas de um
deposito cilindrico em ago, contendo agua, encastrado no bor-
do inferior. Este deposito analisa-se considerando, por ra-

zoes de simetria, apenas 1/4 da casca cilindrica.

No grafico da fig. 4.40, encontra-se a curva teorica
da deformada [8], bem como os valores dos deslocamentos re-—
sultantes da analise com malhas de 2x2, 4x4 e 8x8 elementos,

utilizando-se uma regra de integracio em 4 pontos. Nas figu-
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ras 4.41 e 4.42, podem~se observar graficos semelhantes para

regras de integracao respectivamente de 5 e 9 pontos.

Em cada um dos graficos das figuras 4.40, 4.41 e 4.42
salienta-se, para uma dada regra de integracao, a convergen-
cia para a solugao tedrica [8], com o :aumento do 'numero de-

graus de liberdade das malhas utilizadas.

A sequéncia dos graficos apresentada permite, por ou-
tro lado, verificar que, com o aumento do numero de pontos de
integracio, se obtem resultados mais precisos. Esta tendencia,
alias, é confirmada em exemplos anteriores. E de notar, tam-
bém, que para uma regra de integracao em 9 pontos e com as
malhas menos refinadas (fig. 4.42) (2x2 elementos, 87 graus
de liberdade; 4x4 elementos, 275 graus de liberdade), conse-

guem-se resultados ja muito proximos da solugao teorica [8].

A evolucao das tensoes de flexao, ao longo da altura
do deposito, e representada no grafico da fig. 4.43 juntamen-
te com a curva teorica da referencia [8]. Os valores das ten-
sdes resultam de uma integracao em 9 pontos com as malhas aéi--

ma referidas.

Finalmente efectua-se, no grafico da fig. 4.44, uma
analise de convergencia do valor do momento flector no encas-
tramento, atraves da percentagem do erro relativamente ao va-

lor dado pela referencia [8].

Conclui-se que se consegue, neste caso, uma boa apro-
ximacio com poucos elementos e uma rapida convergencia para

a solucido tedrica com o aumento do numero de graus de liber-
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dade.

4.4.16 - DEPOSITO EM BETAO CONTENDO AGUA

Na fig. 4.45, representa-se um deposito em betao, con-
tendo agua, que se encontra simplesmente apoiado ao longo do

bordo da placa da base.

No grafico da fig. 4.50, encontram-se OS valores das
tensées principais de flexao no fundo do deposito, resultan-
tes da analise com malhas de 23 elementos (2x2 elementos ém
todas as faces do deposito, 318 graus de liberdade), 41 ele-
mentos (3x3 elementos nas faces paralelas ao plano xz e 2x3
elementos nas restantes, 552 graus de liberdade) e 63 elemen-
tos (4x4 elementos nas faces paralelas ao plano x2z e 2x4 ele-
mentos nas restantes, 838 graus de liberdade). Neste gr;fico,
é de salientar o aparecimento de tensoes significativas nos
apoios, devido ao efeito de encastramento provocado pelas fa-
ces paralelas ao plano yz que, pelas suas dimensoes, tem uma
grande influéncia na flexao do fundo do deposito. Os pontos
que correspondem a malha mais refinada (63 elementos) sao u-
nidos por uma linha continua, observando-se a proximidade des-

ta com os pontos relativos 2 analise com as restantes malhas.

O0s deslocamentos no fundo do depésito, ao iongo de uma
linha paralela ao eixo x, 550 apresentados no grafico da fig.
4.51. Estes valores obtidos por aplicacéo das malhas das fi-
guras 4.46, 4.47 e 4.48 e, usando-se uma regra de integracao

em 9 pontos, sao comparados com a curva da deformada que se

obtém a partir da malha da fig. 4.49. E de notar a convergéen-
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cia da sucessao de valores encontrados e tambem a sua proxi-

midade com a curva de comparagao.

A malha da fig. 4.48 é também utilizada no tragado da
curva da deformada do grafico da fig. 4.52, que representa os
deslocamentos segundo x ao longo da linha GH na face lateral
do deposito paralela ao plano yz. Como se pode observar nes-
ta figura, os deslocamentos obtidos com as restantes malhas
sao praticamente coincidentes com a curva da deformada. No
grafico da fig. 4.53, efectua-se uma analise de convergencia
do deslocamento no centro da face lateral do deposito parale-
la ao plano xi. Os valores deste deslocamento, para as malhas
das figuras 4.46, 4.47 e 4.48 calculados com 4,5 e 9 pontos
de integracao, convergem para o valor correspondente a solu-
cao com a malha da fig. 4.49. Novamente se vefifica um aumen-—
to da precisao com o aumento do numero de pontos de integra-

cao.

Nos graficos das figuras 4.54 e 4.55, representam-se
respectivamente os valores das tensoes principais de membra-
na e de flexao, que ocorrem ao longo da diagonal AB da face,
do deposito, paralela ao plano xz. Nas tensdes principais de
membrana, distinguem-se as tensoes de traccao devidas a pres-
sio do liquido exercida nas faces adjacentes e as tens&es‘de
compressao com origem no peso préprio da estrutura. O anda-
mento das tensoes principais de flexéo, ao longo da diagonal,
torna-se mais irregular, pois ha uma variacao simultanea na
altura e na proximidade da zona central. Salienta-se o apare-—

cimento de tensoes elevadas na vizinhanca dos cantos pelo e--
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feito de encastramento provocado pelas placas adjacentes.

4.5 - CONCLUSOES

O elemento de casca Semiloof demomstrou ja ser um e~
lemento que conduz a excelentes resultados no dominio do es-
tudo de placas e cascas finas. Neste capitulo, procura-se si-
multaneamente testar o programa implementado e confirmar as
aptidoes deste elemento. Analisa-se tambem o seu comportamen-

to com varias regras de integragao numeérica.

Os exemplos apresentados pretendem abranger estrutu-
ras de diferentes geometrias com diversas condicoes frontei-
ra e sujeitas aos varios tipos de solicitacoes contemplados
no programa. Nos exemplos, cuja solucao tedrica & conhecida,
conclui-se que ha uma rapida convergéncia dos valores obtidos
com o aumento do numero de graus de liberdade e, mesmo para
as malhas menos refinadas, a ordem de grandeza dos erros en-
contra-se dentro dos limites habituais na engenharia estrutu-

ral.

No dominio da integracdo numérica, conclui-se que a
utilizacao de uma regra com um maior numero de pontos de in-
tegracao conduz, geralmente, a melhores resultados. E de sa-
lientar que a integracao com 4 pontos apenas num Caso se mos-
tra mais conveniente. Os resultados, a que ela pode conduzir,

niao aconselham a sua utilizacao.

As vantagens da aplicacao deste programa, no estudo

de casos reais complexos, sao demonstradas atraves da anali-




82

se do exemplo 4.4.16. O estudo destes casos, na pratica, en-
volve geralmente simplificac§es que desprezam a interaccéo
entre os varios componentes estruturais com a comsequente u-
tilizacao de coeficientes de seguranca elevados. 0 calculo,
efectuado com o programa do elemento de casca Semiloof, per-
mite obter resultados mais realistas e, consequentemente, u-

ma economia no projecto.
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. VALOR VALOR VALOR
E
VARIAVEL | ppscrro| YO | VARTAVEL | e scrITo VARIAVEL |0 ESCRITO
1 0.0 4 4 0.2 2 0.0
2 0.0 4 5 0.2 3 0.0
3 0.0 5 1 0.0 4 -0.2
1 0.0 5 2 0.0 S -0.2
2 0.0 S 3 0.0
3 0.0 7 1 0.0
Quadro 4.1 Condigdes fronteira utilizadas na analise do exemplo da

figura 4.4 com as malhas das figuras 4.5 e 4.6 [6].
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VARIAVEL PR;QE‘;)?T o| N0 | varIAVEL PRZ%?O VARIAVEL PREVS’::L}SI*;O

1 0.0 3 3 0.15 5 -0.025

2 0.0 4 3 0.175 1 0.0

3 0.1 4 4 -0.025 3 0.15

3 0.125 | 4 5 -0.025 3 0.125

4 0.025 | 5 3 0.2 4 -0.025

5 0.025 | 6 3 0.175 5 -0.025

2 0.0 6 4 -0.025

Quadro 4.2

Condicdes fronteir
figura 4.4, com a m
deslocamento de COrpo

a utilizadas na andlise da placa da
alha da figura 4.5, sujeita a um
rigido [61].



VALOR

VARIAVEL N - VALOR VALOR
prescriTo| NO VARIAV’TL pRESCRIT MO | VARIAVEL PRESCRITO
1 0.0 11 1 3.5 33 1 5.5
2 0.0 11 2 3.5 33 2 5.5
3 0.0 11 3 0.0 33 3 0.0
1 0.5 12 1 1.0 34 1 3.0
2 0.5 12 2 1.0 34 2 3.0
3 0.0 12 3 0.0 34 3 0.0
1 1.0 18 1 4.0 3s 1 3.5
2 1.0 18 2 4.0 35 2 3.5
3 0.0 18 3 0.0 35’ 3 0.0
H
1 1.5 19 1 1.5 36 - 1 4.0
;
2 1.5 19 2 1.5 36 2 4.0
3 0.0 19 3 0.0 36 | 3 0.0
1 2.0 22 1 4.5 37 1 4.5
2 2.0 22 2 4.5 37 2 4.5
3 0.0 22 3 0.0 37 ; 3 0.0
1 2.5 23 1 2.0 kY:] 1 5.0
2 2.5 23 2 2.0 38 2 5.0
3 0.0 23 3 0.0 38 3 0.0
1 3.0 29 1 5.0 39 1 5.5
2 3.0 |29 2 5.0 39 2 5.5
3 0.0 29 3 0.0 39 3 0.0
1 0.5 30 1 2.5 40 1 6.0
2 0.5 30 2 2.5 40 2 6.0

Quadro 4.3

Condicgbes fronteira do exemplo da figura 4.7, com a
malha da figura 4.8, para analise do cooportamento

de membrana do elemento de casca Semiloof [7].
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NO |VARIAVEL pl;?s%%i,ro NGO | VARIAVEL PR;Q(I:‘;’?TO NG - | VARIAVEL PREVS}::IEﬁ!?I‘O
1 0.0 8 5 0.0 33 4 -6.0
1 0.0 11 3 2.5 33 5 -6.0
1 0.0 11 4 0.0 34 2 0.0
2 2.5 11 5 0.0 34 3 9.0
2 0.0 12 3 1.0 35 3 9.25
2 0.0 18 3 10.0 35 4 6.0
3 1.0 19 3 2.25 35 5 6.0
4 2.25 19 4 0.0 36 3 10.0
4 0.0 19 5 0.0 37 3 11.25
4 0.0 22 3 11.25 37 4 6.0
5 4.0 22 4 -6.0 37 5 6.0
6 6.25 22 5 -6.0 38 3 13.0
6 0.0 23 3 4.0 39 3 15.25
6 0.0 29 3 13.0 39 4 6.0
7 0.0 30 3 6.25 39 5 6.0
9 9.0 30 4 0.0 40 3 18.0
8 2.5 30 5 0.0
8 0.0 33 3 15.25

Quadro 4.4 Condigces fronteira do exemplo da figura 4.7,com a

malha da figura 4.8
de flexdo do elemento

de casca Semiloof [71].

, para analise do comportamento
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Fig. 4.1

PROGRAMA

PRINCIPAL

DLOOF

DADGS

INTER

ELSTIF

HALOOF

AFRON

FRONT

STRESS
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Diagrama de blocos do programa do elemento de casca Semilcof.
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Pressao ? SIM
(&:f//////
i
nAo {Fl={Fle{n, ) ;0 (8)
[s];=(D](B]; ‘ )
[s]i'(T,i.(xi.yi.zi} 8

Variacao h S
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Nho OT- T/ (1-V)
(10)
T
(r}-{F)*[B]ia.rAi:i
Cargas pontuais ? SIM
{F}-{F}O(Fn] (l 'I)

O,

Fig. 4.2 Diagrama de sequéncia da subrotina ELSTIF (continuagdo).




NRO

Cargas lateraisg ?
\ L=1,N2 DE LADOS
CARREGADOS
‘ Ke«1,N2 DE PONTOS DE
INTEGRACAO
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{FY={F}+ [MIRITIRF 11y

T

FIM

Fig. 4.2 Diagrama de se

k1, {F} 8

(12)

(13)

(14)

(15)

quéncia da subrotina ELSTIF (continuacgao).
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SIM

vVariagao zérm./

NXO

{o};={o};~{o;)

O O ©

Fig. 4.3 Diagrama de sequéncia da subrotina STRESS.
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Fig. 4.3 Diagrama da subrotina STRESS (continuacao).
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t=0.05

E=3000.0

v=0.13
0.2 ¥

2.0

N .

Fig. 4.4 Placa quadrada sujeita a um estado de flex3o constante [6].

J?m

O-
2

Fig. 4.5 Malha com um elemento de casca Semilocf, para analise do
exemplo da figura 4.4.

Fig. 4.6 Malha com dois elementos de casca triangulares Semiloof,
para analise do exemplo da figura 4.4.



Fig. 4.7

Fig. 4.8
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t=0.05 em
E=2.1x10¢ kg/cm?
v=0,3

3.0 em

Placa quadrada para analise do comportamento de membrana
e de flexao do elemento de casca quadrangular Semiloof [7].

Malha para a analise do exemplo da figura 4.7.
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E = 2.1x10!° kg/m®
v = 0,285
p = 2109.21 kg/m?

i/// VIS TOINITIIINITIIT OO ITITIOSG OIS

— 0,254 o g
I L

Fig. 4.9 Placa circular simplesmente apoiada sujeita a uma carga
uniformemente distribuida.

i
Fig. 4.10 Malha para o estudo do exemplo da figqura 4.9 (3 elementos,
16 nés).

Fig. 4.11 Malha para o estudo do exemplo da figura 4.9 (5 elementos,
24 nés).
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Fig. 4.12 Malha para o estudo do exemplo da figura 4.9 (20 elementos,
77 nés).

2.54 1.27 m» 0 Distancia ao

1
% - Malha com trés elementos (Fig. 4.10)
O - Malha com cinco elementos (Fig. 4.11)
] - Malha com vinte elementos (Fig. 4.12)
— - Soluc3o tedrica [8]

apoio (m)

1.27

2.41

Deslocamento
normal (x10°%m)

Fig. 4.13 Deslocamento norzal em func3o da distancia ao apoio da

placa circular da figura 4.9.



Deslocamento] Erro (&)
maximo X - 4 pontos de integracao
(x10°m) O - 5 pontos de integragao
O~ 9 pontos de integragao 10-¢
2.25} 1°-4
40.2
2.243 ‘\\ﬂj o}
E/ Jo.2
10.4
2.23L 0.6
1 1 1
66 100 327 n? de graus de
liberdade

Fig. 4.14 Anilise de convergéncia do deslocamento maximo da placa
da figura 4.9.

Deslocamento Erro (%)
maximo
(x10° m)

de
1.7} 1 -
1.62 /\= 0
x~ 43
1.5L 16

66 100 327 n® de graus de
liberdade

Fig. 4.15 Deslocamento maximo da placa circular da figura 4.9,
assente numa fundagdo elastica com um modulo de rigidez

de 1.4x10" kg/m®/m.
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Deslocamento X -
miximo X - 4 pontos de integragao Erros (%)
(x10 °m) O - 5 pontos de integracao
0 - 9 pontos de integracao
3.2F
3.1 -
42.5
2.97 0
2.9r
L 1 L
66 100 327 n2 de graus de
liberdade

Fig. 4.16 Deslocamento maximo da placa circular da figura 4.9, sujeita
a uma carga pontual de 227 kg aplicada no centro.

2.1x101° kg/m?
0.25

/t . = 1.5
max min

! p = 500 kg/m®

-

0.015m 7///////////////// /%O-Olm

L 0.5m
P=—

de espessura variavel, simplesmente apoiada

Fig. 4.17 Placa circular
a carga uniformemente distribuida.

e sujeita a um
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Fig. 4.18 Malha para o estudo dos exemplos das figuras 4.17 e 4.23
(3 elementos, 16 nds e 66 graus de liberdade).

tudo dos exemplos das figuras 4.17 e 4.23

Fig. 4.19 Malha para o es
° . 49 nds e 207 graus de liberdade).

(12 elementos,



I _

Fig. 4.20 Malha para o estudo dos exemplos das figuras 4.17 e 4.23
(27 elementos, 100 nds e 426 graus de liberdade).

Deslcfcamento . — Erro (%)
maximo x - 4 pontos de integracao
(x10%m) O - 5 pontos de integracao

0- 9 pontos de integracao

5.65} 12
2 m——— 1!
—g
5.55 = 0
5.45F

1 i 1
66 207 426 n2 de graus de
liberdade

>Fig. 4.21 Deslocamento maximo da placa circular da figura 4.17.
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Distancia ao centro da placa (m)

o 0.1 0.2 0.3 0.4
R}

10

5

Tensoé s L] L] 1 1 )

radiais
u1o57 -
kg/m*)

4}
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X - Malha com trés elementos
— - Malha com doze elementos
O - Solucao da referéncia [8]
Fig. 4.22 Tensoes radiais na placa circular da figura 4.17.
= 2.1x101° kg/m?
v = 0.3
= 0.015 m
P = 500 kg

WASRE

LT

L 0.5m
™~ i

Fig. 4.23 Placa circular encastrada sujeita a uma carga distribuida
linearmente por unidade de area.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 Distancia
" ao centro
(m)
1 -
2 b
3k
4+ x Malha com 3 elementos
O - Malha com 12 elementos
O - Malha com 27 elementos
Deslocamento — - Solucao da referencia [8]
normal (x10°m)

Fig. 4.24 Deslocamento normal da placa circular da figura 4.23.

Distancia ao centro da placa (m)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
T T 8

tens3do
radial
(x10%) |

X - Malha com trés elementos
41 O - Malha com doze elementos
-~ - Solucgdo da referéncia (8]

Fig. 4.25 TensOes radiais na placa circular da figura 4.23.
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E = 2.1x10'° kg/m?
= 0.3
t = 0.01m
o = 1x10”%/eC
& AT = 309C

e
g

Fig. 4.26 Placa quadrada livre sujeita a uma variacao de
temperatura uniforme.

2 Ll il LLLLLLLLLLL. (L LL A LLLLLL.

E = 2.1x10*° kg/m’
v = 0.3
t = 0.0lm
a = 1x10”°%/eC
E AT = 30°C

TETTTTIETTTTTTTTTTRTERTRETTETRRRRRRARNRNRRANARA

SN NN NN N NN NN N S NN N N SN S AN

777777727777 77777 7777777 7777777777

Fig. 4.27 Placa quadrada encastrada sujeita a uma variagao de
temperatura uniforme.
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E = 2.1x10'°% kg/m?

Vv = 0.3

t 0.0lm

p = 7850 kg/m®
-

Fig. 4.28 Placa encastrada em dois bordos opostos sujeita a
accio do peso proprio.

Deslocamento : ~
X - 4 pontos de integragao
no centro . ~
(x10°m) O - 5 pontos de integragao
41 O - 9 pontos de integragao
3k
1.€7 35
i
1 1 1
32 87 275 n? de graus de
liberdade

Fig. 4.29 Deslocamento maximo da placa da figura 4.28, comparado
com o valor da teoria das vigas da Resisténcia dos Materiais.



Momento no encastramento = 25 kgxm
Deslocamento no centro 2.38x10 % m

#

50 kg/m

P

Fig. 4.30 Placa da figura 4.28 sujeita a uma carga distribuida,
no centro, por unidade de comprimento.

2.1x10%° kg/m?
v=20.3
0.0lm

]
]

= 1000 kg/m

Placa quadrada encastrada num dos bordecs e sujeita a uma

Fig. 4.31
' tensio constante de tracgao.
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Y/
S E = 2.07x10'% kg/w’
(o] iy
202 400 v = 0.0
t = 0.0762 m
o = 5.77x10% kg/m?
X
a)
g
o
O
~
X
g
N
O
~
Z
b)

Fig. 4.32 a) Casca cilindrica simplesmente apoiada sujeita ao peso
proprio.
b) Malhas utilizadas na analise deste exemplo.



(xlOzm)

11

Fig. 4.33 Deslocamento

__.___.___.x___==‘“‘~_ﬁ$A -

"Shallow Shell Theoryt_

Ee)

"Deep Shell Theory"

X - 4 pontos de integracao
O - 5 pontos de integraciao
O - 9 pontos de integragao
1 | A
1x2 2x3 3x4 n? de elementos

maximo da casca cilindrica da figura 4.32.
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1m

0.005 m
2.1x10'° kg/m®
0.3

1000 kg/m?

1}

[} ]

< ™ oo+ XN
i

[}

Fig. 4.34 Casca esférica com apoios tanganciais sujeita a pressao interna

Fig. 4.35 Malha para o estudo do exemplo da figura 4.34 (5 elementos,
24 ndés e 100 graus de liberdade)
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Fig. 4.36 Malha para o estudo do exemplo da figura 4.34 (20 elementos,
77 nés e 327 graus de liberdade).

Fig. 4.37 Malha para o estudo do exemplo da figura 4.34 (45 elementos,
160 nos e 684 graus de liberdade).



Deslocamento

rad}al
{x10 6m)

Erro (%)
X - 4 pontos de integracao
O - 5 pontos de integracao
0 - 9 pontos de integracao
37
- - 0
47
| ] !
100 327 684 n? de graus de
liberdade

Fig. 4.38 Deslocamento radial, da casca esférica da figura 4.34 sujeita
a press3do interna, comparado com O valor da referéncia [9].

9.144m

7.9248m

|

1
7/ //////////////////////1//////////7////////77

Fig. 4.39 Depdsito de ago contendo agua [8].

< ¢ < m

2.1%10%° kg/m°
0.25

0.3556 m
1x10° kg/m3
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Erro (%)
5 X - 4 pontos de integracgao
- O - 5 pontos de integracao
O - 9 pontos de integragao
7 =
5
3}
1k
0 1 L
g7 275 963 n® de graus de

liberdade

Fig. 4.44 Erro, relativo a solucdo da referéncia [8], do momento
no encastramento do deposito da figura 4.39.

2.9x10° kg/m?

0.2
2.5x10% kg/m
= 0.15m

iateral _ 0.2 m
= 0.25 m

]

3

topo

+t ¢ ¢ O < 1
1l

fundo

Fig. 4.45 Depdsito em betd3c contendo agua.



|

|
s
U7

Fig. 4.46 Malha utilizada no estudo do exemplo da figura 4.45
(41 elementos, 128 nds e 552 graus de liberdade).

/
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Fig. 4.47 Malha utilizada no estudo do exemplo da figura 4.45
(79 elementos, 242 nds e 1046 graus de liberdade).
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(143 elementos, 434 nds e 1878 graus de liberdade).

Fig. 4.48 Malha utilizada no estudo do exemplo da figura 4.45

VAV A/ VAV AAVAN
[ L)L)
A/ e

VAVAVE VANV AV
[ /NS )
[/ )/ [/
VAV AV
[ [ [/ /L0

(436 elementos, 1317 nds e 5703 graus de liberdade).

Fig. 4.49 Malha utilizada no estudo do exemplo da figura 4.45




tensoes
principais
(x10” °kg/m*®)

X - Malha com 23 elementos
O - Malha com 41 elementos
O - Malha com 63 elementos

0 1.04 2.08 3.1 .16 .2 Distancia deo
C para D (@)
Fig. 4.50 Tensdes principais de flexao ao longo da linha CD no
fundo do depdsito da figura 4.45.
Desl mer
SDZiﬁ?into % - Malha com 41 elementos
m QO - Malha com 79 elementos
0 - Malha com 143 elementos
—- ~ Malha com 436 elementos
2 b
1 ] i ]
0 1.04 2.08 3.12 4.16 5.2 Distancia de

E para F (m)

Fig. 4.51 Deslocamento normal ao longo da linha EF do fundo do
depbsito da figura 4.45.



peslocamento
(x10°m)

X - Malha com 41 elementos
O - Malha com 79 elementos
— - Malha com 143 elementos

O i 2.2 E 4.4 5.5 Distancia de
G para #H (m)

Fig. 4.52 Deslocamento ao longo da linha GH da face lateral do
depdsito da figura 4.45.

E %
Deslocamento ] 8rro (%)
(x10°m) A
-2.05} -] de6
4
-2
O 17
-1.95} ) : o
1.9}k
x - 4 pontos de integragao
O - 5 pontos de integragdo
O - 9 pontos de integragao
1 J |
552 1046 1878 n® de graus de
liberdade

Fig. 4.53 Deslocamento no centro da face lateral, paralela ao
plano xz, do depdsito da figura 4.45.



tensoes
de
renbrana
x10™*
kg/mz)

2

tensoe s
de
flex3o
(x10™

kg/m?)
2

Distdncia de A para B (m)
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I.Fl 3.9? 4.;4 6.96 57
2 TT ° x 3
2]
X - Malha com 23 elementos
O - Malha com 41 elementcs
[0 - Malha com 63 elementos
~— — Malha com 436 elementos
Fig. 4.54 Tensoes principais de membrana ao longo da diagonal AB
do depdsito da figura 4.45.
Distancia de A para B (m)
1.51 3.03 4.54 6.06 .57
| 1 ] T
X Malha com 23 elementos
(o] Malha com 41 elementos
O Malha com 63 elementos
~— - Malha com 436 elementos
O]

Fig. 4.55 Tensdes principais de flexao ac longo da diagonal AB
do deposito da figura 4.45.
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CAPITULO 5

PROGRAMA PARA O ELEMENTO DE CASCA SEMILOOF COM SUBESTRUTURAGAO

5.1 - INTRODUCAO

0 estudo de grandes estruturas tridimensionais, pelo
método dos elementos finitos, conduz muitas vezes a um eleva-
do numero de elementos, de tal modo que ©0S recursos computaci-
onais podem eventualmente ser insuficientes para a resolucao
do problema. Nestes casos, a particao da estrutura, num nume-
ro de subestruturas de fronteiras arbitrariamente escolhidas,
é uma das solucoes geralmente adoptadas. Na escolha das parti-
coes a utilizar deve-se, se possivel, fazer corresponder a ca-

da subestrutura uma partigao fisica natural da estrutura.

Para além da questao relacionada com as dimensoes do
problema, a técnica de subestruturacao é particularmente ade-
quada no estudo de estruturas constituidas por blocos estrutu-
rais repetidos. Como exemplo, refere-se o caso de prédios al-
tos, em que cada andar é considerado uma subestrutura. Relati-
vamente & solucao habitual, a utilizacao desta tecnica conduz
a uma diminuicio do volume de dados e a uma maior eficiencia

na resolugao do problema.

A alteracao pontual de uma malha de elementos finitos
implica, habitualmente, a sua renumeracao. Para malhas comple-
xas, isto representa um volume de trabalho consideravel. Como

a numeracao da malha de uma subestrutura ¢ independente das res-
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tantes subestruturas, esta tecnica oferece a vantagem de, nes-
tes casos, reduzir substancialmente o trabalho de renumeracao.
Isto resulta do facto de so as malhas das subestruturas afec-

tadas pela alteracao necessitarem de renumeracgao.

Uma subestrutura pode ser encarada como um macro-ele-
mento, ao qual esta associada uma matriz de rigidez e um vec-
tor de cargas nodais equivalentes. Outra das vantagens desta
técnica é a possibilidade de armazenar as matrizes de rigidez
de cada subestrutura e reutiliza-las total ou parcialmente ,
sendo apenas necessario, neste ultimo caso, calcular as matri-
zes de rigidez que tenham sido alteradas. Deste modo, os gas-—
tos em varias resolucoes do mesmo problema diminuem significa-
tivamente. Como exemplos de aplicacao, citam-se os problemas
de concentracao de tensces, de mecanica da fractura e de con-
tacto, onde geralmente é necessario efectuar vidrias resolugoes
de um mesmo problema com varios graus de refinamento local da

malha.

Neste capitulo, apresenta-se um programa para o ele -
mento de casca Semiloof, utilizando a solucao frontal [1] e a

técnica de subestruturacao.

5.2 - CONCEITOS TEORICOS DA SUBESTRUTURAGAOQ

Considere-se uma estrutura discretizada em elementos

finitos. A equacao de equilibrio correspondente é:

[k1{8} = {F} (5.1)



onde [K] é a matriz de rigidez da estrutura
{8} ¢ o vector dos deslocamentos nodais
{F} € o vector das cargas nodais equivalentes.

Esta equacao representa um sistema de equag§es, uma para ca-
da grau de liberdade da estrutura, que,.depois de resolvido ,

permite a determinacido do vector das incégnitas {8}. Conheci-
dos os deslocamentos nodais, ficam perfeitamente definidos os

estados de deformacao e de tensao em cada elemento.

Suponha-se agora a estrutura inicial dividida num nu-
mero arbitrario de subestruturas. Salienta-se que, embora ha-
ja toda a conveniencia de a cada subestrutura corresponder u-
ma particao fisica natural da estrutura, nada obriga a que es-
ta condicio se verifique. Analisando uma subestrutura genéri-
ca r, constata-se a existencia de dois tipos de nos na malha.
Aqueles que ligam a subestrutura r as restantes subestruturas,
que passam a ser designadas por nos fronteira, e os restantes

n6s que vao ser referidos como nos interiores.

Considerando o equilibrio isolado da subestrutura r,
chega-se a uma equacgao matricial do tipo (5.1), onde parte das
equacoes correspondem a graus de liberdade dos nos fronteira,
e as restantes equacoes correspondem a graus de liberdade dos
nos interiores da subestrutura r. Agrupando estes conjuntos de
equacées em submatrizes, a equacao de equilibrio da subestru-

tura r é representada matricialmente por:

r r T T

Kee Kgg S¢ Fe
= (5.2)

kY. kY. st Fr

if i1 1 1
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onde os indices f e i indicam respectivamente as quantidades
relativas aos nos fronteira e aos nos interiores da subestru-

tura r.

Efectuando os produtos em (5.2), obtém-se as seguin-

tes equacoes matriciais:

Y T r r
[K}’ff]{sf} + [Kp 1167} = {re} (5.3)

r r ,T r r
[Kif]{éf} + [kii]{éi} = {Fi} (5.4)

Passando para o segundo membro o primeiro termo de

(5.4) e multiplicando ambos os membros por [K?i]_l, obtem-se:
r T ,-1;.T r ,-1,,¢r r
{8;} = [k, 177 {r;} - [K;;] [R; 118} (5.5)

que exprime os deslocamentos dos nos interiores em funcgao dos

deslocamentos dos nos fronteira da subestrutura r.

Substituindo (5.5) em (5.3) e passando para o segun-

do membro os termos que nao dependem de {6;}, vem:

r T r ,-1,,T T
r ) T r 4-1,.T
= {Ff} - [Kfi][Kii] {Fi} (5.6)

onde:

. r r T T -1 r

[K"] = [Kff] - [Kfi][Kii] [R;¢] (5.7)
T r r T -1 r

{r"} = {Ff} - [Kfi][Kii] {Fi} (5.8)

representam respectivamente a matriz de rigidez e o vector das
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cargas nodais equivalentes da subestrutura r.

A obtengéo das express§es (5.7) e (5.8) permite tra-
tar cada subestrutura como um macro-elemento seguindo-se, as-
sim, o procedimento habitual para a determinagéo dos desloca-
mentos {6¥} de cada subestrutura. Este procedimento consiste
em adicionar a contribuicéo, para a matriz rigidez e o vec-
tor cargas nodais equivalentes da estrutura, das quantidades
(5.7) e (5.8) para todas as subestruturas. Este processo con-
duz a um sistema de equacoes do tipo (5.1) que, depois de re-
solvido, fornece o valor dos deslocamentos dos nos fronteira
das subestruturas. Calculado o vector {6;}, os deslocamentos
dos nos interiores {6§} de cada subestrutura sao facilmente
calculados atraves da expressao matricial (5.5). Conhecidos
estes deslocamentos, ficam definidos os estados de deformacgao

e de tensao dos elementos em cada subestrutura.

Seguindo o processo habitual, torma-se necessario, de
alguma forma, inverter a matriz [K] de (5.1). Recorrendo a
subestruturacao, o problema € transformado na inversao de va-
rias matrizes, mas de dimensoes geralmente muito menores. Es-
te facto é particularmente importante em problemas de grandes

dimensdes e quando os meios computacionais sao limitados.

Demonstra-se que, comparativamente ao processo habi-
tual, o recurso a subestruturacao conduz a um maior numero de
operagoes efectuadas. Esta tecnica torma-se, no entanto, ex=
traordinariamente vantajosa quando as condicoes do problema

se aproximam das condicoes descritas em 5.1.
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5.3 — DESCRICAO DO PROGRAMA

5.3.1 — DESCRICAO GERAL

Este programa € baseado no programa para o elemento
de casca Semiloof, apresentado no capitulo 4 do presente tra-
balho. Nesse capitulo, faz-se a descricao de algumas das sub-
rotinas aqui utilizadas. Estas subrotinas, comuns aos dois pro-

gramas, sao neste capitulo apenas referenciadas.

Na fig.5.1, representa-se um diagrama de blocos, que
descreve a ordem de execucao dos modulos neste programa e que

serve de apoio a exposigao do seu funcionamento.

0 programa principal DSLOOF faz a gestao das chamadas
as varias subrotinas e prepara os enderecgos de cada uma das
variaveis no vector unico, a partir dos parametros gerais do

problema lidos de um ficheiro em disco.

Na subrotina DASUB, sdo lidos, de um ficheiro de da-
dos em disco, os parametros referentes as subestruturas. Na
subrotina DADOS, descrita em 4.3.1, s3o lidos os dados rela-

tivos a cada subestrutura.

Na subrotina ELSTIF, com o apoio da subrotina HALOOF,
sio formadas as matrizes de rigidez e o vector das cargas no-
dais equivalentes para todos os elementos de cada subestrutu-
ra. Nas subrotinas PREFR e SURIG, calculam-se as matrizes de
rigidez e vector cargas nodais equivalentes de cada subestru-

tura.
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Nas subrotinas PREFR1 e SFRONT, forma-se a matriz de
rigidez e o vector das cargas nodais da estrutura, adicionan-
do-se a contribuic%o de todas as subestruturas. Utiliza-se,
nesta tarefa, o método frontal que permite igualmente a reso-
lucdo do sistema de equacoes correspondente. A subrotina RESUB
calctula os deslocamentos dos nos interiores de cada subestru-
tura e, a partir destes, na subrotina STRESS, séo calculadas
as tensoes e tensoes principais em cada elemento para cada

subestrutura.

Nos paragrafos seguintes, e feita uma breve descricao

dos modulos mais importantes deste programa.

5.3.2 - PROGRAMA PRINCIPAL

Na fig.5.2, apresenta-se um diagrama de sequencia do
programa principal DSLOOF. Os numeros de referencia, associa-
dos nesta figura a cada bloco, sao utilizados neste texto pa-

ra acompanhar a descricdo do funcionamento do programa.

No bloco (1), sdo lidos, de um ficheiro de dados em
disco, os parametros gerais das subestruturas. Nestes inclu-

em—-se:

1- O numero de subestruturas

2- 0 numero de subestruturas com diferente geometria
e/ou condigoes de carregamento

3- 0 nGmero total de nés fronteira

4- O numero maximo de nos fronteira por subestrutura

5- 0 numero de variadveis prescritas, isto e, o nume-
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ro de graus de liberdade dos nos fronteira com
deslocamentos impostos

6- O numero do tipo de subestrutura a alterar. Este
pargmetro; sendo diferente de zero, indica o nu-
mero do tipo de subestrutura que foi alterada re-
lativamente a anterior resolug%o do mesmo proble-
ma. Isto permite, caso se altere uma subestrutura,
calcular somente a matriz de rigidez da subestru-

tura alterada.

Com estes parametros, sao calculados os enderecos mno
vector unico das variaveis relativas as subestruturas. No blo-
co (2) da fig.5.2, faz-se a chamada da subrotina DASUB, onde
sio lidas todas as variaveis que dizem respeito as subestru-

turas.

No bloco (3), inicia-se o ciclo estendido a todas as
subestruturas com diferente geometria. Dentro deste ciclo, no
bloco (4), léem-se os parametros gerais da subestrutura e sao
formados os enderecos no vector unico das variaveis lidas na
subrotina DADOS chamada no bloco (5). Todos estes dados sao
armazenados, bloco (6), num ficheiro aleatorio, cujo acesso é
feito atraves de um numero que representa o tipo de geometria

da subestrutura.

0 ciclo que tem inicio no bloco (7) é estendido a to-
das as subestruturas nao semelhantes. Duas subestruturas di-
zem-se nao semelhantes se possuirem diferentes geometrias e/ou
diferentes nos fronteira. No bloco (8), sao lidos os dados re-

lativos a definigcao da subestrutura. De seguida, é chamada a
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subrotina ELSTIF (bloco (9)), que calcula e armazena as matri-
zes de rigidez, a matriz das tensaes e o vector cargas nodais
equivalentes para todos os elementos da subestrutura. A subro-
tina PREFR, que é chamada no bloco (10), realiza um trabalho
pré-frontal, que consiste na formacao de algumas variaveis ne-
cessarias a subrotina SURIG. Esta subrotina, chamada no bloco
(11), utiliza o método frontal para determinar a matriz de ri-
gidez e o vector cargas nodais equivalentes de cada subestru-
tura. Estas quantidades sao armazenadas num ficheiro em disco

para posterior utilizacao.

No bloco (12), faz-se a chamada da subrotina PREFR1,
que prepara o trabalho de formacao da matriz de rigidez e do
vector carga da estrutura, realizado na subrotina SFRONT que
¢ chamada no bloco (13). Esta subrotina resolve tambem, pelo
método frontal, o sistema de equagoes resultante, que conduz
2 determinacio dos deslocamentos e das reacgoes nos apoios dos

nos fronteira das subestruturas.

Finalmente, inicia-se no bloco (14) o ciclo estendido
a todas as subestruturas. No bloco (15), sao lidos os dados do
tipo de geometria da subestrutura e é¢ chamada a subrotina RESUB
no bloco (16). Nesta subrotina, sao calculados os deslocamen-
tos e as reaccoes nos apoios dos nos interiores de cada sﬁbes-
trutura. Na subrotina STRESS, chamada no bloco (17), sao cal-
culadas as tensoes e tensoes principais de todos os elementos

para cada subestrutura.

5.3.3 - SUBROTINA DASUB
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Nesta subrotina, sao lidos de um ficheiro de dados em

disco os parametros relativos as subestruturas. Estes englebam

as condigbes de apoio e para cada subestrutura:

berdade

5.3.4 -~

te em 4

5.3.5 -

ta em 4.3.4, do programa para o elemento de casca Semiloof.

1- 0 numero de nos frontelra

2- 0 tipo de geometria da subestrutura

3- 0 nimero da subestrutura semelhante. Se este para-

metro for diferente de zero, indica o numero da sub-

estrutura que possui a mesma matriz de rigidez.
4- Para cada no fronteira:
- 0 numero de graus de liberdade
- 0 numero do no local a subestrutura

- 0 numero do no global.

£ aqui também calculado o numero total de graus de

dos nos fronteira.

SUBROTINAS DADOS, INTER E ELSTIF

1i-

Estas subrotinas encontram-se descritas respectivamen-

3.1, 4.3.2 e 4.3.3.

SUBROTINA PREFR

Esta subrotina é semelhante 2 subrotina AFRON, descri-

Cada subestrutura é aqui tratada como um problema isolado. A

diferenca exlistente nesta subrotina diz respeito ao vector que

marca a

Gltima ocorréncia de cada no. Este vector indica,

para

cada no da subestrutura, qual o numero do elemento onde aque-
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le no surge pela Gltima vez, quando se percorrem todos os ele-
mentos por ordem crescente dos seus numeros. A informag%o con-
tida neste vector permite decidir a altura em que as variaveis,
associadas a um dado né, podem ser eliminadas. Isto acontece

quando a equag%o, correspondente a uma dada variavel, esta com-
pleta, isto e, quando mais nenhum elemento contribui para a al-

teracao dos seus termos.

A obtencao das expressoes (5.7) e (5.8) equivale a re-
solucido do sistema de equacoes (5.2) em ordem as variaveis as-
sociadas aos nos fronteira da subestrutura. Se na solucao fron-
tal se impedir a eliminacao de todas as eqﬁacSes, referentes
aos nos fronteira, obtém-se no final a expressao (5.6), que
contém implicitamente a matriz de rigidez e o vector cargas no-
dais equivalentes da subestrutura. Assim, nesta subrotina, o
vector que contém as Ultimas ocorrencias de cada no € formado
de modo a que os nos fronteira da subestrutura nunca possam

ser eliminados.

5.3.6 - SUBROTINA SURIG

Esta subrotina forma a matriz de rigidez e o vector
carga da estrutura, adicionando a contribuicao de todas as sub-
estruturas. Para isso, é utilizado o método frontal, que éfec—
tua simultaneamente a eliminacao de Gauss. O codigo desta sub-

rotina 6 idéentico ao da subrotina FRONT, descrita em 4.3.5, a

excepcao da fase de retro-substituicao que foi aqui eliminada.

No final, sao armazenados num ficheiro em disco a ma-

triz de rigidez e o vector cargas nodais equivalentes da sub-
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estrutura. As equacoes eliminadas, que correspondem a equacgao
matricial (5.5), sio também armazenadas para permitir, mais
tarde, o calculo dos deslocamentos dos nos interiores e as re-

accoes nos apoios interiores das subestruturas.

5.3.7 - SUBROTINA PREFR1

Esta subrotina é idéntica 2 descrita em 4.3.4.

5.3.8 ~ SUBROTINA SFRONT

Nesta subrotina, sao calculados os deslocamentos dos
n6s fronteira e as reacgoes nos apoios das subestruturas. O
método utilizado é semelhante ao da subrotina FRONT, descrita

em 4.3.5.

5.3.9 - SUBROTINA RESUB

A partir dos deslocamentos dos nos fronteira de cada
subestrutura e das equacgoes eliminadas na subrotina SURIG, faz-
—se a retro-substituicio que permite calcular os deslocamentos
dos nés interiores e as reacgbes nos apoios interiores para ca-
da subestrutura. Esta subrotina é identica,. a parte da retro-

-substituicao da subrotina FRONT descrita em 4.3.5.

5.3.10 - SUBROTINA STRESS

Encontra-se descrita em 4.3.6.
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5.4 - EXEMPLOS

5.4.1 - PLACA ENCASTRADA SUJEITA A UMA TENSAO CONSTANTE

DE TRACCAO

Na fig. 5.3 representa-se uma placa encastrada num
dos bordos e traccionada no outro, por uma carga uniforme-~
mente distribuida, por unidade de comprimento, igual a 1kg/m.
Na fig. 5.4 encontra-se a malha utilizada no estudo deste e-

xemplo com o programa do elemento de casca Semiloof.

Para analise da placa da fig. 5.3 consideram-se os
tres tipos de subestruturas indicados na fig. 5.5. Nesta fi-
gura observam-se também os nés fronteira de cada tipo de sub-
estrutura. Na fig. 5.6 é feita a divisao da placa em 8 subes~
truturas, ligadas pelos nés fronteira, sendo a subestrutura
1 do tipo 1, as subestruturas 2,3,4,5,6,7 do tipo 2 e a sub-
estrutura 8 do tipo 3. A malha local € identica em todos os
tipos de subestruturas e encontra-se representada, na fig.

5.6, para a subestrutura numero 1.

Este exemplo é analisado com varios tipos de solucao
do sistema de equagGes, indicando-se no quadro 5.1 os recur-
sos gastos no computador (MV/8000 Data General) com cada uma
das solucgoes utilizadas. Conclui-se que a solucao frontal,
para este exemplo, se revelou mais eficiente que a solucao
em banda e a subestruturacao mostrou ser a solucao mais eco-
némica. De realcar também, os melhores resultados conseguidos
com o dimensionamento dinamico num vector unico e a largura

maxima da frente ajustavel para cada problema.
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A técnica de subestruturacao conduziu, neste exemplo,
a uma economia de quase 507 nos recursos gastos no computador
relativamente a soluc%o normal. Esta diferenca torna-se mais
significativa com o aumento do numero de subestruturas idén—
ticas. Outra das vantagens da subestruturag%o, nos casos em
que existam blocos repetidos, e a diminuig%o do volume de da-
dos a formecer, pois so6 se torna necessario introduzir os da-

dos relativos aos diferentes tipos de subestruturas.

5.4.2 - ESTRUTURA DE QUATRO ANDARES

Na fig. 5.7 a) representa-se uma estrutura em betao,
de quatro andares, sujeita a accao do peso proprio, do vento

lateral e de uma sobrecarga em cada andar.

Na fig. 5.7 b) encontra-se a malha para o estudo des-

te exemplo através da solugao normal.

Na analise deste problema, consideram-se os dois ti-
pos de subestruturas indicados na fig. 5.8 a) e b) com os
respectivos nés fronteira. A malha local é identica para os
dois tipos de subestruturas e encontra-se na fig. 5.8 c). A
estrutura da fig. 5.7 a) é dividida em 4 subestruturas, cCOmo
se indica na fig. 5.9, sendo as subestruturas 1,2 e 3 do ti-

po 1 e a subestrutura 4 do tipo 2.

O0s resultados que se obtém com a solucao normal co-
incidem com os da subestruturagao. No quadro 5.2, mostram-se
os recursos do computador gastos na resolucao deste problema

com as duas solugoes, normal e com subestruturacao. Como se
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observa, neste quadro, a tecnica de subestruturacao permitiu
uma economia da ordem dos 207, relativamente aos recursos do

computador dispendidos com a solucao normal.

Como se refere no final do paragrafo 5.4.1, as vanta-
gens da subestruturag%o tornam~se ainda mais significativas
com o aumento do numero de andares da estrutura da fig. 5.7
a), nao s6 pela maior economia na sua resolugao como também

pelo menor volume de dados a fornecer.

5.4.3 - PLACA RECTANGULAR COM FURO CENTRAL E SUJEITA

A TRACCAO

Na fig. 5.10 representa-se 1/4 de uma placa rectangu-
lar com um furo circular central, traccionada por acgao, em
dois bordos opostos, de uma carga uniformemente distribuida

por unidade de comprimento.

Este exemplo é analisado, com a solugao normal, re-
correndo-se as malhas das figuras 5.11 e 5.12. Estas diferem
apenas na vizinhanga do furo central, onde a malha da fig.

5.12 & mais refinada.

Para o estudo da placa da fig. 5.10, consideram-se
dois tipos de subestruturas, apresentados na fig. 5.13 jun-
tamente com os respectivos nos fronteira. Esta malha é iden-
tica a da fig. 5.11, utilizada na analise com a solucéo nor-
mal. A malha local da subestrutura do tipo 2 & refinada na
vizinhanca do furo central, como se indica na fig. 5.14, e e

equivalente a malha da fig. 5.12 usada no estudo deste pro-

blema com a solugcao normal.
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A diviséo da placa da fig.5.10 é feita em duas subes~-
truturas que se representam na fig.5.15 juntamente com os nés
fronteira de ligagéo. Esta divis%o é comum as malhas das fi-
guras 5.13 e 5.14; visto que na segunda e alterada unicamente
a malha local da subestrutura do tipo 2 e se mantém 0S mesmos

nos fronteira entre as subestruturas.

No grafico da fig.5.16, mostra-se a variagao das ten-
soes segundo Y, na vizinhanga do furo, relativamente a tensao
que ocorreria nessa zona na auséncia do furo central. Os valo-
res indicados sao obtidos com as malhas das figuras 5.11 e

5.12 com a solugao normal ou 5.13 e 5.14 com subestruturacao.

No quadro 5.3, encontram-se os valores corresponden-
tes aos recursos gastos no computador (MV/8000 da Data Gemeral)
para a solugao normal e com subestruturacao, usando as malhas
acima referidas. Da analise destes valores, conclui-se que, nas
mesmas condicoes, malhas das figuras 5.11 (solugao normal) e
5.13 (com subestruturagao), a solugao normal revela-se ligei-
ramente mais economica que a solugao com subestruturacao. Es-
te facto deve~se ao maior numero de operacoes efectuadas na
subestruturacao. No entanto, na resolugao de um mesmo proble-
ma alterando uma subestrutura, caso da fig.5.14, a técnica de
subestruturacao mostra-se muito mais eficiente e economica que
a solucao normal, caso da fig.5.12. Isto porque, na resolugao
dum mesmo problema com subestruturacao, sO Se torna necessa-

rio recalcular a matriz de rigidez da subestrutura alterada.

Da observacao no quadro 5.3, da soma dos gastos rela-

tivos a analise deste problema com as malhas referidas para a
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solucdo normal e subestruturacao, conclui-se que no segundo

caso ha uma economia significativa.

Salienta-se que, quando aumenta o numero de vezes em
que é necessario analisar o mesmo problema alterando localmen-
te a malha, a subestruturacao torna-se cada vez mais economi-
ca. Outra das vantagens, nestes casos, e a renumeragao local
da malha, que se torna mais simples sendo feita numa subestru-
tura que é independente das restantes do que na solugao nor-

mal em que é necessario renumerar toda a malha do problema.

5.4.4 - EDIFICIO DE 17 PISOS

Neste exemplo, € analisada a caixa de escadas e eleva-

to ao

[¥H

dores de um edificio de 17 pisos em betao armado, suje
peso proprio mais sobrecarga em cada piso e a accao do vento
actuando alternadamente segundo a direcgcao do eixo x e segun-
do a direccao e sentido contrario.do eixo y. A estrutura e
constituida por duas torres solidarizadas na parte superior

de cada piso por meio de uma placa.

Considera~se cada piso como uma subestrutura, sendo
esta formada pela zona das caixas de escadas e de elevadores
correspondente ao piso e pela placa que as solidariza assente

no bordo superior.

Na fig. 5.17 a) e b), caracterizam-se respectivamente
as caixas de escadas e de elevadores do piso numero 1, sendo
indicadas as dimensoes e a malha local utilizada neste estu-

do. Na fig. 5.17 c), representa-se a placa destinada a soli-
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darizar as duas caixas, bem como a sua divisao em elementos.
Estes tres blocos constituem a subestrutura do tipo 1. A pla-
ca da fig. 5.17 c¢) € identica para todas as subestruturas dos

diferentes tipos.

Na fig. 5.18 a), b) e c), observam-se respectivamente
as subestruturas do tipo 2, do tipo 3 e 4 (diferentes apenas
na altura do piso) e do tipo 5. Para todos estes tipos de sub-
estruturas existe uma placa, identica a da fig. 5.17 c), que
assenta no bordo superior das duas caixas e que permite a sua
solidarizacao. As subestruturas do tipo 6 e 7 possuem a mes-
ma geometria da subestrutura do tipo 5, mas tem valores dife-
rentes para as solicitagdes aplicadas. A geometria da subes-
trutura do tipo 8 é idéntica & da subestrutura do tipo 5, di-
ferindo apenas no valor das solicitacbes aplicadas e tambem
pela inexisténcia dos noés fronteira, no bordo superior das du-

as caixas que se observam na fig. 5.18 c).

As torres das caixas de escadas e de elevadores sao
divididas em subestruturas, como se indica na fig. 5.19. Nes-
ta figura, nao se representam as placas existentes na parte
superior de cada piso. A subestrutura numero 1 é do tipo 1, a
nimero 2 é do tipo 2, as numeros 3 e 4 sao do tipo 3, a nume-
ro 5 é do tipo 4, a nimero 6 e do tipo 5, a numero 7 e do ti-
po 6, as numeros 8 a 16 sao do tipo 7 e a numero 17 e do tipo

8.

As solicitacoes do peso proprio e da sobrecarga sao
aplicadas, em cada piso, como uma carga uniformemente distri-

buida ao longo do bordo superior das caixas de escadas e de
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elevadores (ver quadro 5.4). Estas solicitag?es sao combina-
das com a acg?o do vento segundo a direccéo e sentido do ei-
¥0o x e segundo a direcgéo e sentido contrario do eixo y, dan-
do origem as duas analises feitas para este exemplo. A soli-
citagéo do vento é contemplada atraves de uma carga unifor-
memente distribuida em cada piso e aplicada ao longo de um
dos bordos das placas de solidarizag%o, excepgéo feita aos
dois primeiros pisos (subestruturas numeros 1 e 2) que nao
estao sujeitos a este tipo de carga. As condicoes fronteira,
neste exemplo, consistem no encastramento da base das torres
das caixas de escadas e de elevadores e no apoio simples dum
dos bordos das placas de solidarizacao dos dois primeiros pi-
sos, segundo a direccao da forgca do vento aplicada nos dois

casos analisados.

Na fig. 5.20, apresenta-se a deformada das faces pos-
teriores das caixas de escadas e elevadores sob a accao do
vento segundo a direccao do eixo x. Nos graficos das figuras
5.21 a 5.24, mostra-se o andamento das tensoes principais de
membrana e de flexao, ao longo das faces paralelas ao plano
yz das caixas de escadas e elevadores. As tensoes de membra-
na resultam da accao do peso .proprio da estrutura e da sobre-
carga, dando origem a tensses de compressao, e também do efei-
to de flexao do conjunto que origina tensoes de traccao ou de
compressao a medida que se percorrem as faces, paralelas ao
plano xz, segundo o sentido do eixo x. Este facto explica o
crescimento das tensoes de membrana de compressao, observado
nos graficos das figuras 5.21 a 5.24. No grafico da fig. 5.23,

salienta-se o decréscimo subito verificado nas tensoes de mem-



brana de compressao, por altura dos segundo e terceiro pisos,
que se deve a auséncia de portas, nestes pisos, como se indi-

ca na fig. 5.18 b).

As tens§es de flexao nas faces exteriores das caixas
de escadas e elevadores sao desprezaveis em relagéo as ten-
sées de membrana, como mostram os graficos das figuras 5.21
e 5.24. Pelo contrario, nas faces interiores, as tensoes de
flexao atingem valores significativos como se observa nos gra-
ficos das figuras 5.22 e 5.23. O andamento destas tensoes jus-—
tifica-se na medida em que a rigidez da placa de solidariza-
cio funciona como um encastramento emrelacao as duas faces in-

teriores das duas caixas.

Nos graficos das figuras 5.25 a 5.28, apresenta-se o
andamento das tensdes principais de membrana e de flexao ao
longo das faces paralelas ao plano xz, considerando a acgao
do vento segundo o sentido contrario ao eixo y. As tensoes de
flexio sao desprezaveis e as tensdes de membrana tem um com-
portamento semelhante ao verificado para a ac¢cao do vento se-

gundo o eixo X.

5.5 - CONCLUSOES

Neste capitulo, demonstram-se as vantagens da técnica
de subestruturacao na analise de problemas pelo método dos e-

lementos finitos.

0 programa implementado permite o estudo de estrutu-

ras, recorrendo ao elemento de casca Semiloof e a tecnica de
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subestruturacao. Este programa encontra-se preparado para u-
tilizar matrizes de rigidez de subestruturas previamente ar-
mazenadas em disco, e também possibilita a resolucao de um

mesmo problema alterando uma subestrutura.

O uso da subestruturacao e particularmente adequado,

sempre que:

1) A estrutura se pode dividir em particoes fisicas
naturais. Isto permite a analise separada de cada

um dos modulos.

2) A estrutura é constituida por um conjunto de modu-

los repetidos.

3) A capacidade de computacao disponivel se mostra in-

suficiente para a resolugao normal do problema.

Os exemplos apresentados permitem concluir que a uti-
lizacao da técnica de subestruturacao, particularmente nos
campos acima referidos, conduz a uma grande economié no volu-
me de dados do problema e, principalmente, nos recursos com-

putacionais dispendidos na sua resolucao.



[1]

[21]

[31]

[4]

(5]

(6]
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Quadro 5.2

(MV/8000 Data General) na resolucdo do exemplo da

figura 5.3 com varios tipos de solugdes.

a) b)
Tempo de execugao 438 319

(s)

Tempo de C.P.U. 286 230
(s)

Blocos de 1/0 23666 9812

(512 bytes)

Factor de efic. 42783 38652

(FE)

Sotucao | Solucgao | Solugao Selucao | Solucao
frontal banda Subest frontal |Subest.
ronte he * {d. dinamdd. dinam.
Tempo de execucao 557 246 267 381 221
(s)
Tempo de C.PLU. 195 211 108 183 106
(s)
Blocos de 1/0 71950 1988 252
416
(512 bytes) 98 22 19915
FaCtoing efic. 33044 37102 22346 25698 13577
Quadro 5.1 Quadro comparativo dos recursos gastos no computador

Quadro comparativo dos recursos gastos no computador
(MV/8000 Data General) na resolugao do exemplo da
figura 5.7. a) solugao normal. b) subestruturagao.
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a) b) c) d) a)+b) c)+d)
Tempo d? §xecugéo 265 380 272 238 645 510
S
Tempo de C.P.UL 176 242 187 150 418 117
(s)
Blocos de 1/0 13794 | 22739 9445 12558 36533 22003
(512 bytes)
FaCtOi di efic. 21054 37325 28933 21467 58379 50400
FE
Quadro 5.3 Quadro comparativo dos recursos gastos no computador

(MV/8000 Data General) na resolugao do exemplo da figura

5.10. a) malha da figura 5.11. b) malha da figura 5.12.
c) com subestruturacac; malha da figura 5.15.
d) com subestruturacao; malha da figura 5.14.

Namero do tipo
de subestrutura

Solicitacao
segundo z (kg/m)

Solicitacao
segundo x (kgfm)

Solicitacao
segundo y (kgfm)

(casos 1 e 2) (caso 1) (caso 2)
1 - 1485 - -
2 -8 - -
3 -3678 1092 -1090
4 -3678 846 -785
5 -3663 549 =429
6 -3663 595 =465
7 -3663 641 =501
8 -9617 321 =251
puadro 5.4 Solicitagles aplicadas no edificio da figura 5.19. O

caso 1 corresponde a solicitacdo do vento segundo x
e o caso 2 a solicitacao do vento segundo y.
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Fig. 5.2
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NN SRR SN NS SNNN SN SNAY

Fig. 5.3 Placa encastrada sujeita a uma tensao constante de tracgao.

Fig. 5.4 Malha utilizada na resolucgaoc do exemplo da figura 5.3
(48 elementos e 173 nos) com o programa do elemento de
casca Semiloof.
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Fig. 5.5 Os tres tipos de subestruturas utilizadas na resolugao do
exemplo da figura 5.3 com o programa do elemento de casca
Semiloof com subestruturagao. Representa-se em cada sub-
estrutura os nos fronteira de ligagao.

Fig. 5.6 Divisdao da placa da figura 5.3 em subestruturas. A sub-
estrutura 1 é do tipo 1, as subestruturas 2,3,4,5,6 e 7
do tipo 2 e a subestrutura 8 do tipo 3. Para a subestru-
tura 1, representa-se a malha local que é idéntica a das
restantes subestruturas.



Fig. 5.7
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a) Estrutura com quatro andares.

Solicitacgao
do vento =
60 kg/m?

b) Malha utilizada na resolugao com o programa do elemento

de casca Semiloof.
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Fig. 5.8 Subestruturas utilizadas na resolugao do exemplo da figura
5.7 a).
a) Subestrutura do tipo 2.
b) Subestrutura do tipo 1.
c) Malha local, idéntica para os dois tipos de subestruturas.
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© © © 6

Fig. 5.9 Divisado da estrutura da figura 5.7 a) em subestruturas.
As subestruturas 1,2 e 3 sdo do tipo 1 e a subestrutura
4 é do tipo 2.
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20mm

. —
= 2.1x10“kg/mm2
= 0.3
= 5 mm

£

o

p = 50kg/mm

Fig. 5.10 Placa com um furo circular no centro sujeita a uma carga
uniformemente distribuida de tracgao.

P
/

_—
//

/[

Fig. 5.11 Malha utilizada na resolucao do exemplo da figura 5.10
com o programa do elemento de casca Semiloof.
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Fig. 5.12 Malha utilizada na resolugdo do exemplo da figura 5.10

Fig. 5.13

com o programa do elemento de casca Semiloof.

| —
/

P

\

P

Ay

Os dois tipos de subestruturas utilizadas na resolugao
do exemplo da figura 5.10 com o programa do elemento de
casca Semiloof com subestruturacao. Representa-se em cada
subestrutura a malha local e os nos fronteira de ligacéo.
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Fig. 5.14 Refinamento da malha local da subestrutura do tipo 2, na
resolucio do exemplo da figura 5.10 com o programa do
elemento de casca Semiloof com subestruturacao. A malha
local da subestrutura do tipo 1 representa-se na figura 5.13.

Fig. 5.15 Divis3o da placa da figura 5.10 em subestruturas.
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T T 1
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b
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X - Malha com 48 elementos g /OO
O - Malha com 64 elementos Y

Fig. 5.16 Distribuigdo das tensOes na placa da figura 5.10.
(0 ,0. - tensdes segundo a direcgdo de aplicagao
y 0 , .
da forcga, respectivamente na vizinhanga
do furo central e numa zona afastada deste).
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2.9x10° kg/m?
0.2
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Y 13.07

11.4
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/
™ 3.4
X
t=0.27m c)

Fig. 5.17 Subestrutura do tipo 1, utilizada na analise do edificio
de 17 pisos.
a) Malha local da caixa de escadas.
b) Malha local da caixa de elevadores.
¢) Malha local da placa superior, utilizada para
solidarizar as duas caixas.
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2.47
|
P .
| ]
1 f
I I
1 1
| ]
\ s 3.07
_~
2.23
2.1 2.87

c)

Subestruturas utilizadas na analise do edificio de 17 pisos.
a) Subestrutura do tipo 1.
b) Subestruturas dos tipos 3 e 4. A dimensao indicada para
a altura do piso é, para a subestrutura do tipo 4, de 3.37m.
c) Subestrutura do tipo 5.
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cio de 17 pisos em subestruturas. Nao se

4
i
representam as placas de solidarizagao, idénticas a da

figura 5.17 c), que se encontram no topo de cada piso.

Fig. 5.19 Divisdo do edif
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peformada das faces posteriores das caixas de escadas e

de elevadores do edificio de 17 pisos.
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Fig.




160

*sepessa op

BXTED ®p (X epeuspIood JoTew ap @ zX oueld *SPpEOSD 9P BXTED BP (X BPRUSPIOOD IousW 9P
oe eyoTered) ej3yaaTp vp 90v3I BpP ObUOT O® o z& oueld oer eroTexed) epianbss @oe3y ep obuot
opxaTy op © euRIqUeW °9p stedtoutad seosusal ZZ°S ‘DBTd oe OpxXdTJ 9P o ePuRIqUSU JP stedyourad seosusl 1Z2°S °b1d
Cu/BAg_01X) o ) . o - v- 9- (/b _01%) v . o - - 9-
ol 7 T T T T T o T T T T T
S L AV sttt
ol AHHHHHHHHHV stt- ' M
stz — sTeT v
—~
(019 od A” ot
s Lg |- AMHHV e e b
sy - AMUV o F
() {u) k




161

*SoIOpRADTD *saxop
9P eXTeD Bp (X ©PRUSPIOOD IOoTew 8p o zA . ~RADT® 9p eXTeD EpP (X PPPUIPIOOD IOUSW SP °
ouerd oe eyateaed) e3lfFaaTp 9ovI evp obuol o z& oueTd oe efoyrexed) epaonbse aoey ep obuol
oexsTy op & vueaquwaw ap stedroutad seosusl pg°g *b1a oe oexaTj 8p @ eueaquaw op sTedioutad seosusy ¢€z°g °*b1d
(/0% _01%) v z 0 z- b- 9- (/045 _01x) v z 0 z- v- 9-
[s] 1 1 1 T T 1 c 4 1 1 T T 14
[AA ) ST
sif Aw sip-
\
S°CZF V [“ad
)
o} _W oef-
STt V STLEE
st v syl
(w) g () g




i62

* S9I0pRAITO

9p eXTed ®vp (X ®pRUSPIOOD JIoUBW 3P O ZX OU *SEepPEOSd 9p eXTeD ep (K m@.mcwvuooo Iousu ap o
-e1d or eTaTeaed) xoTaajue adevIl Bp obuoy oe zx oueTd oe eyreoTeaed) xoTxsjue sovI ep ObBuoT
oexar3 op o evueaqusw 9p syedrouyad ssosudl 97°S *HId oe oexalj op © eueaquew dp syedyoutad seosual, GZ°G °HTd

(u/bo,_01x) 9 (,®/6x%,_01%) 9

v 14 0 v z 0 z- v~ 9-
{ | T I 0 I T T T T T
G ¢}- S°L
Sl Sl -
s zef ¢ zz b
N
ot o¢ |-
s e sTLe -
St Sv I
(w) (@) &




163

* S9IOPBADTD @p

exXTeED ®p (X EBpRU3apPIOOD IOTEW 9p © 2X oueld *Sepeose op BXTed ep (A epeRUSpIOoOcd I0Teuw 9P °
oe eTaTeaed) xotasisod aoejy ep obuol oe zx oueTd oe erarTexed) zoriezsod soey ep obuol
OPXaTJ Op © eueIquauwl ap stedtoutad ssosusl 8Z°§ °BTJ oe oexal3 °p o euexquaw 9p sTedroutad seosusal (Z°§ “BrTd
/A 01%) g v z 0 z- v- 9- (/B4 _01%) o v z 0 z- v- 9-
of ¥ T T T T T of 7Y T T q T T T
s'Ll- s
)
St} st~
stzzl- szel
ot |- ot |-
s Lef- A
St - sh-
| (w) \




CAPITULO 6

GERACAO AUTOMATICA DA MALHA
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CAPILTULO 6

GERACAO AUTOMATICA DA MALHA

6.1 - INTRODUCAO

0 método dos elementos finitos pressupoe a divisao do
meio continuo numa malha que podera conter um maior ou menor
nimero de elementos. Os dados necessarios a definigao desta
malha englobam o fornecimento dos nimeros dos nos de cada ele-
mento, bem como as coordenadas dos nos referidas a um sistema
de eixos global. Esta grande quantidade de informacao € res-
ponsavel nao s6, por uma larga percentagem do tempo gasto na
preparacao de um problema, como também, o que & mais grave,
por erros na introducao dos dados. Estes erros podem ser de-
tectados por subrotinas de teste, obrigando no entanto a cor-
reccoes e a um gasto adicional de tempo na preparacao do pro-

blema.

As razoes apresentddas levaram a criacao de programas
que, permitindo um certo grau de automatizacdao, diminuem o tra-
balho envolvido na preparagao e introducao dos dados e, conse-
quentemente, os erros cometidos nesta tarefa. Estes programas

podem basear-se em duas filosofias distintas:

|- Uma semi-automatizacao que € conseguida fornecendo
os parametros que definem um conjunto de blocos, em
que previamente se dividiu a estrutura, e o numero

de divisoes pretendido em cada bloco. A geracao da
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malka é feita, entao, automaticamente.

2- A utilizagao de mesas digitalizadoras e terminais
graficos interactivos, que permitem a definigao di-

recta da malha sob a forma grafica.

A solucido baseada na filosofia do tipo 2 implica a e-
«istencia de meios computacionais graficos que, devido aos seus
elevados custos, nem sempre se encontram disponiveis nos cen-
tros de calculo automatico. Os componentes referidos exigem
também programas especificos de apoio e altamente dependentes

da configuracao instalada.

As razoes expostas levaram a optar neste trabalho pela
filosofia descrita no ponto 1, tendo como base um programa pa-
ra geracao de malha bidimensional [1], generalizado para estru-
turas tridimensionais. Nos paragrafos seguintes, descreve-se o

algoritmo utilizado.

6.2 - CONSIDERAGCOES GERAIS

Um algoritmo para geracao automatica da malha deve ter
como objectivo principal a diminuicao do volume de dados a for-

necer, tendo em atencdao os seguintes pontos:

1- As linhas ou superficies fronteira da estrutura de-
vem ser representadas correctamente ou aproximadas,
de forma a nao introduzir erros apreciaveis. Caso
se recorra a solucoes aproximadas, estas devem ter
um caracter genérico para permitir modelar diferen-

tes geometrias.
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2- A existéncia de zonas constituidas por diferentes

materiails.

3- A possibilidade de se considerar zonas com diferen-
tes niveis de refinamento da malha. Assegurar a con-
tinuidade da estrutura entre elementos adjacentes

e admitir ligagoes multiplas entre estes.

4L- A ordem de numeracao deve ter em conta a posterior

eficiencia na resolugao do problema.

Os trés primeiros pontos sao essenciais para a obten-
cio de bons resultados; no entanto, € necessario adoptar uma
solucao de comprdmisso para que o objectivo inicial, da dimi-
nuicio do volume de dados, seja atingido. Como exemplo, refe-
re-se que, em relacao ao ponto 1, para se efectuar a modela-
cio correcta da fronteira, tem que se fornecer um conjunto e-
levado de pontos ou a funcao matematica correspondente. Neste
caso, ou o volume de dados a formecer aumentava, ou se perdia
a generalidade do programa. Para contornar esta dificuldade,"
utiliza-se a interpolacgao parabolica, semelhante a usada nos
elementos finitos isoparamétricos, na modelacao da fronteira
da estrutura. Esta opgao assegura a generalidade do algoritmo
e permite, sempre que assim se entenda, o fornecimento do nu-
mero de pontos necessarios para se atingir a precisao preten-

dida.

6.3 - ALGORITMO DE GERACAO DA MALHA

6.3.1 - DESCRICAO DO ALGORITMO
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As etapas que constituem este algoritmo sao:

1- Divisdo da estrutura num numero minimo de blocos.
Cada bloco define-se como um elemento isoparame-
trico de 8 nos. A numeracao dos nos e dos blocos
¢ feita como a de uma malha de elementos finitos.
O critério a utilizar nesta divisao deve ser o de
garantir uma correcta modelagao da geometria da es-
trutura. A zonas constituidas por diferentes mate-

riais, devem:corresponder blocos distintos.

2- Divisao de cada bloco em elementos, seguindo ases-
pecificacdes dos dados relativos ao numero de ele-
mentos de cada bloco e também a dimensao de cada
elemento. Esta dimensao € fornecida indirectamen-
te atraves de um factor peso. Este factor possibi-
l]ita o refinamento da malha em zonas dentro do mes-

mo bloco.

3- Juncao de todos os blocos, eliminando os numeros
dos nés que se encontram repetidos. Esta tarefa
torna-se necessaria visto que, no ponto 2, a di-
visdao de cada bloco em elementos e feita indepen-
dentemente dos restantes blocos. Este facto origi-
na que, a um mesmo no, podem ser associados nume-

ros diferentes em blocos distintos.

A implementacdo deste algoritmo é feita em FORTRAN 77
e tem a vantagem de nao necessitar de quaisquer meios grafi-

cos. 0 programa tem como objectivo a geracao da malha para e-
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lementos isoparamétricos de 8 nos, com vista ao estudo de es-
truturas tridimensionais, utilizando. o elemento de caéca Se-
miloof. Este algoritmo pode ser igualmente utilizado para a
geracao de outros tipos de elementos, nomeadamente os elemen-
tos triangular e quadrangular de quatro nos para estruturas

bidimensionais [1], [2], [5].

6.3.2 - DEFINICAO DOS BLOCOS

Para que a geometria dos blocos tenha um caracter ge-
nérico e possa adaptar-se a diferentes estruturas, utiliza-se
o mesmo principio dos elementos isoparamétricos [3).Este prin-
cipio consiste na definigao de um sistema de eixos de coorde-
nadas naturais £ e N, que podem ser utilizadas na representa-
cao de elementos curvilineos. Na fig. 6.1, representa-se um
bloco genérico referido a um sistema de eixos global (0,x,y,z)
e ao sistema de eixos local de coordenadas mnaturais £ e 1n. As:
coordenadas de um ponto qualquer P(x,y,z) do bloco sao obti-
das a partir das coordenadas globais dos 8 nos do bloco e de
um conjunto de funcoes de forma, uma para cada no, que depen-

dem de £ e n. Assim, as coordenadas do ponto P sao iguais a:

8
x =.2 N.x.
1=17171
8
y =i§1Niyi (6.1)
8
z =.L N.z.
i=z17171

em que para os nos de canto:

N, = 1+ (1ann ) (EE #nn;=1)  , i=1,3,5,7

(6.2)
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e para os nos do meio dos lados:

2 2
N, = SECIeEE) (1-m?) + SEQ1Tenn) (1-82) , 4=2,4,6,8
(6.3)

Os numeros dos nos de cada bloco devem ser fornecidos
segundo o sentido anti-horérip, comegando em qualquer no de
canto. A direccao £ € paralela ao lado definido pelos trés
primeiros nés fornecidos e o sentido é dado atraveés da ordem

pela qual se fornecem estes nos. Os valores de £ e n variam

entre os limites *1 (ver fig.6.1).

6.3.3 - GERACAO DOS ELEMENTOS

Para cada bloco, é necessario especificar o numero de
elementos e os factores peso em cada uma das direccoes £ e 1.
Os factores peso permitem definir o tamanho relativo de cada

um dos elementos no respectivo bloco.

Designando por (Pg)k e (%pl respectivamente oS pesos
i,
dos elementos k segundo § e dos elementos 1 segundo N, e sen-

do inicialmente £ e n iguais a -1, os incrementos das coorde-

nadas naturais sao dados por:

-(Pg)k i
Ei = Ei_1+ 5T , 1=1,...,2xNE+1 . k=1,...,§€
: (6.4)
(Pn)1 . .
ﬂj = nj-1+——;§— y J=1,...52xNN+1 , 1=1,...,Nn
(6.5)
onde:
NE
T
Pr o= 2, (Pdy
(6.6)
T N )
Pn 121 Pn 1



e NE e Nn representam respectivamente o numero de elementos

segundo & e 7.

Para cada blocp; as coordenadas naturais (Ei, nj) dos
noés sao calculadas fazendo variar mais rapidamente o indice 1i.
A ordem de numeracao dos nos € a mesma da do calculo das co-
ordenadas. A numeracao dos elementos faz-se sempre que, para

cada elemento, tenham ja sido numerados todos os seus nos.

As coordenadas globais de cada no séo facilmente cal-
culadas a partir das coordenadas naturais (Ei, nj) desse no,
recorrendo a transformacao (6.1). A utilizacazo de coordenadas
naturais permite usar este algoritmo para cada bloco, indepen-

dentemente dos restantes e da sua localizacao na estrutura.

6.3.4 - JUNGCAO DOS BLOCOS

Como foi referido em 6.3.3, a numeracao dos nos e fei-
ta em cada bloco sem ter em conta as suas ligagoes com oS res-
tantes blocos. Esta opgao, embora simplifique a tarefa da ge-
racad da malha, tem o inconveniente de, a um n6 partilhado
por dois ou mais blocos, serem associados diferentes numeros
em cada um desses blocos. Isto significa que, terminada a fa-
se descrita em 6.3.3, podem existir numeros de nos repetidos.
Estes nos, como representam o mesmo ponto da estrutura, pos-

suem as mesmas coordenadas globais.

Umn no € eliminado sempre que, ao comparar—se as cooOr-=
denadas de todos os nos, se verifique a existencia de outro

no com as mesmas coordenadas. Se dois nos se encontram nestas
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condigoes, € eliminado aquele que possui o maior numero. A e-

liminacao dos nos repetidos consiste em:

1- Examinar os numeros dos nos de todos os elementos
e, sempre que apareca o no a eliminar, substitui-~

~1lo0 por aquele que se conservou.

2- Diminuir de uma unidade todos os numeros dos nos

que sejam maiores que o numero do no eliminado.

A juncgao dos blocos pode originar incompatibilidades
entre elementos, se nao se assegurar a partida o czsmo tipo

de divisao nos lados comuns de blocos adjacentes.

Para concluir, refere-se que a sequencia de numeracao
obtida por este algoritmo pode mostrar-se ineficiente na re-
solugcao do problema de elementos finitos, recorrendo a solu-
cao frontal. No entanto, uma escolha criteriosa da numeracao
dos blocos pode minimizar este inconveniente. Para estruturas
tridimensionais complexas, nao € facil visualizar a melhor or-
dem de numeragao dos blocos e o proprio algoritmo se mostra
pouco eficiente para estes casos. E, assim, aconselhavel u=i
tilizar um algoritmo de renumeragao, tendo como objectivo a
optimizacao da largura da frente. No capitulo 7 deste traba-
lho, apresenta-se um dos possiveis algoritmos que completam

a tarefa da geracao automatica da malha.

Nos paragrafos seguintes, descreve-se resumidamente

a estrutura do programa implementado.

6.4 - DESCRICAO DO PROGRAMA
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6.4.1 — DESCRICAO GERAL

O programa implementado na linguagem FORTRAN 77 " &
constituido por cinco subrotinas. A auséncia de um programa
principal justifica-se na medida em que a tarefa de geracao
da malha se encontra integrada no modulo de introducao de da-

dos.

0 programa foi implementado de forma a permitir a en-
trada da informacao, relativa a cada problema, de um modo in-
teractivo. Esta informacao € armazenada num ficheiro em dis-

co, possibilitando a sua reutilizagao de duas formas:

1- Geracao da malha sem necessidade de uma nova intro-
dugao dos dados. Assim, torna-se possivel a reso-
lucao de um mesmo problema variando, por exemplo,
as propriedades dos materiais, as condicoes de car-

regamento da estrutura ou as condigoes de apoio.

2- Para uma dada divisao em blocos da estrutura, fa-
zer variar o numero de elementos por bloco ou os

pesos relativos a cada elemento.

Na fig.6.2, pode observar-se o diagrama de blocos,
correspondente a este programa, que descreve a ordem de exe-

cucao de cada um dos médulos que o compoe.

Na subrotina principal GERMA, o primeiro modulo a ser
chamado é a subrotina GAMi1. Nesta subrotina, faz-se a leitu-
ra da maior parte dos dados relativos ao problema. Se nao se

- » . -
fornecem as coordenadas dos n6s do meio dos lados rectilineos
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dos blocos, 6 chamada a subrotina NOMED, onde o calculo des-

tas coordenadas € efectuado.

De regresso a subrotina principal GERMA, a execucgao
segue para a subrotina GAM2 onde, para cada bloco, sao lidos
os pesos dos elementos e € gerada a malha. Faz-se também,nes-
ta ‘subrotina, a eliminagao dos nos repetidos. Sempre que é ne-
cessario o valor das funcoes de forma para um dado ponto de

coordenadas (Ei, nj) ¢ chamada a subrotina SFRP.

6.4.2 - DESCRICAO DAS SUBROTINAS

6.4.2.1 - SUBROTINA PRINCIPAL GERMA

Esta subrotina faz a gestao do programa atraveés da cha-
mada das restantes subrotinas. Os dados relativos a malha ge-
rada sao armazenados num ficheiro em disco, permitindo a trans-

ferencia desta informacao para o programa chamante.

6.4.2.2 -~ SUBROTINA GAMI

Nesta subrotina, faz-se a leitura dos dados necessa-
rios a definicido da estrutura dividida em blocos. A leitura é
realizada, mediante a opgao escolhida, interactivamente ou sD-

bre um ficheiro em disco.

Os dados a fornecer sao:

- 0 numero de nos que definem a estrutura.

- 0 numero de blocos.
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- Para cada bloco:
- Os numeros dos nos.
- O numero do material.

- As coordenadas dos nos.

Quando os lados dos blocos s%o rectilineos, nao se
torna necessario fornecer as coordenadas dos nos do meio dos
lados. Neste caso; estas coordenadas sao calculadas por inter-
polacao linear; na subrotina NOMED, entre as coordenadas dos
noés de canto correspondentes. Se os dados sao formecidos in-
teractivamente, armazenam-se num ficheiro em disco para pos-

terior utilizacao.

Para tornar mais clara esta descricao, refere-se o e-
xemplo académico da fig.6.3, de duas placas orientadas no es-
paco segundo dois planos distintos. Nesta figura, esta repre-
sentada a divisao da estrutura em dois blocos 1 e 2 e os nos
que os definem. Lembra-se que um bloco ¢ semelhante a um ele-
mento isoparamétrico de 8 nos e, portanto, nao deve ser es-

quecido o conjunto de regras a que obedece [3].
O0s dados relativos ao exemplo da fig.6.3 sao:

- Numero de blocos = 2

- Nimero dos nos do bloco 1 = 1,2,3,7,11,10,9,6

- Nimero do material do bloco 1 = 1

- Numero dos nos do bloco 2 = 3,4,5,8,13,12,11,7

- Numero do material do bloco 2 = 1

- As coordenadas dos nos relativas a um sistema de ei-

x0s arbitrariamente colocado (0,x,y,z). Como, neste
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exemplo, todos os lados dos blocos sao rectilineos,
S0 € necessario fornecer as coordenadas dos nos de

canto: 1,3,5,9,11,13.

A ordem, pela qual se dao o0s numeros dos nos de cada
bloco, estabelece automaticamente o sistema de eixos de coor-
denadas naturais § e n (ver fig.6.3), segundo as regras des-

critas em 6.3.2 ..

6.4.2.3 - SUBROTINA GAM2

A geragao automatica da malha & realizada nesta sub-
rotina em duas fases. Na primeira, faz-se a divisao de cada
bloco em elementos, seguindo os passos descritos em 6.3.3.. Na
segunda, os blocos sao agrupados, eliminando-se os numeros dos.
nos repetidos pela ordem e da forma referida em 6.3.4. Os da-
dos, relativos ao numero de elementos e aos seus pesos, a for-

necer para cada bloco sao:

Numero de elementos, segundo a direccao local &:

Nimero de elementos, segundo a direcgao local n.

- Para cada elemento segundo &:
- Respectivo peso.
- Para cadar elemento seggundo n:

- Respectivo peso.

Estes dados podem ser lidos de um ficheiro em disco ou
interactivamente. Esta escolha conduzira respectivamente a o-
pcao 1 ou 2 de 6.4.1. Quando os dados sao fornecidos interacti=-

vamente, armazenam-se em disco para uma possivel reutilizacao.
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No exemplo da fig.6.3, pretende-se obter uma divisao

de dois elementos em cada uma das direccoes para ambos os blo-

cos. Os dados respeitantes a cada um dos blocos sao:

- Nimero de elementos, segundo a direcgao local £=2

- Nimero de elementos, segundo a direccao local n=2

Pretende-se também
tos, segundo a direccao £,
reccao n. Esta escolha tem

manho dos elementos, junto

que o tamanho relativo dos elemen-

seja de 1:3 e, de 1:1, segundo a di-

o objectivo de fazer com que o ta-

a ligacao das duas placas, seja me-

nor. Os valores para os pesos dos elementos sao:

~ Para o bloco 1:

- Para o bloco 2:

Salienta-se que o tamanho

Peso do 12 elemento
Peso do 292 elemento
Peso do 12 elemento

Peso do 29 elemento

Peso do 12 elemento
Peso do 22 elemento
Peso do 12 elemento
Peso do 29 elemento

relativo de cada um

segundo £=2
segundo &=
segundo nN=1

segundo nN=1

segundo &=

segundo £=2
segundo n=1
segundo n=1

dos elementos,

segundo cada direccao, e dado pelo quociente entre o peso des-

se elemento e a soma dos pesos de todos os elementos, segundo

essa direccao. Apresenta-se, de seguida, parte da sequencia

de geracao da malha para o

bloco 1.

As coordenadas naturais £ e n tomam inicialmente o va-
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lor igual a -1. Uma chamada a subrotina SFRP permite o calcu-
lo das fungoes de forma (6.2) e (6.3).. A partir da transforma-
cao (6.1), determinam-se as coordenadas globais do primeiro no,

ao qual se associa o numero 1.

Para n igual a -1, calculam-se os seguintes incremen-

tos:

P
‘51*(_%'&='1+

g

Fe)a
Py

e, {28

3 T
P
13

- P
para o no 5 £ = £4+ i_%li = £ 4
P

g

para o no 2

.
i
N
)

wirn
i
t
(30} PN

1

I
w|—
W -

para o no 3 : 34

€, +

para o no 4

u
vy
Al
]
foe) e
W}
wito

(3]

w
W=

obtendo-se as coordenadas globais destes nos, pelo mesmo pro-
cesso seguido para o no 1. Em seguida, incrementa-se o valor
de 1 segundo (6.5) e repete-se o calculo tendo em atencao que,
para os nos do meio segundo N, as coordenadas dos nos so sao
calculadas de dois em dois incrementos Ei. Este esquema € se-
guido para todos os incrementos (ni,i=1,...,5). A numeracao de
cada elemento faz-se na altura em que todos oS Seus nos tenham
sido numerados. Assim, neste exemplo, o elemento 1 seria defi-
nido pelos nos 1,2,3,7,11,10,9,6 no final do calculo das coor-
denadas do no 11. A sequencia seguida na associacao dos nume-
ros dos nos a cada elemento e identica a ordem pela qual se

forneceram os nos do bloco de que faz parte.

0 esquema apresentado repete-se para todos os blocos,
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continuando os numeros dos nos e dos elementos a serem incre-
mentados de bloco para bloco. Na fig.6.4, pode-se observar o
aspecto da numeragao da estrutura no final desta fase. Como se
pode verificar, esta numeracéo n%o entrou em linha de conta
com a ligacao entre os dois blocos. Isto obriga a que, aos nos
situados na ligac3o, seja associado o mesmo numero, O que a=.-—
carreta uma renumeracao da malha. Esta tarefa é levada a cabo,
seguindo os passos descritos em 6.3.4. Depois de eliminados os
nos repetidos, a malha gerada, correspondente a estrutura da

fig.6.3, tem o aspecto final apresentado na fig.6.5 .

6.5 - EXEMPLOS

6.5.1 — DEPOSITO DE BETAO CONTENDO AGUA.

Na fig. 6.6, apresenta-se a divisao em blocos do depo-
sito da fig. 4.45, bem como, a numeracao utilizada para a ge-

racao das malhas das figuras 4.46 a 4.49.

Para a caracterizacao geométrica da estrutura,é neces-
sario fornecer a informacado referida em 6.4.3. O programa esta
elaborado de tal forma que, estes dados so sao introduzidos uma
Unica vez, sendo posteriormente utilizados para a geracao das
varias malhas. Para cada malha s6 se define, por isso, a in-
formacao especificada em 6.4.4. Como exemplo indicam-se, de se-
guida,os dados relativos a geracao da malha da fig. 4.46, para

o bloco n?9 1:

Numero do bloco = 1

—~ Numero de elementos na direccao local § = 3
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- Numero de elementos na direccao local n = 3

Peso de cada elemento segundo §&:

- Peso do elemento numero 1 = 1.05
- Peso do elemento numero 2 = 1
- Peso do elemento numero 3 = 1.05

Peso de cada elemento segundo n:

- Peso do elemento numero 1 = 1.05
- Peso do elemento numero 2 = 1.55
— Peso do elemento numero 3 = 2.6

Informacao identica e fornecida para os restantes blocos.

No quadro 6.1 indica-se o numero de elementos e de nos
das malhas geradas a partir da divisao em blocos da fig. 6.6.
Neste quadro observa-se o quociente entre o n2 de elementos
gerado e o n2 de blocos inicial e o quociente entre o n? de
nos gerado e o nQ de nos inicial. Estes valores salientam a
grande economia no volume de dados a introduzir, que se obtem

recorrendo a geracao automatica da malha.

6.5.2 - CAVE DE PREDIO. ESTRUTURA TIPO TUNEL.

Na fig. 6.7 representa-se a cave de um prédio de cons-
trucao tipo tunel. Esta estrutura foi dividida em blocos, como
se indica na fig. 6.8, permitindo a geracao automatica da ma-

lha observada na fig. 6.9.

No quadro 6.1 mostra-se a relacao entre o numero de
blocos e o numero de nos da divisao inicial, e o numero de ele-

mentos e de nos da malha gerada.



181

6.5.3 - VIGA CAIXAO COM DIAFRAGMAS.

Na fig. 6.10 representa-se uma viga caixao, com dia-
fragmas, dividida em blocos que permitem a geragao da malha
indicada na fig. 6.11. No quadro 6.1, mostra-se a relagcao e~-
xistente entre a malha inicial e a malha gerada, salientando-
-se, mais uma vez, a economia obtida, com este processo, mno

volume de dados de um problema de elementos finitos.

6,6 — CONCLUSOES

Pela analise dos exemplos expostos, conclui-se que es-
te programa de geracao automatica da malha, satisfaz os objec-
tivos estabelecidos nos pontos 6.1 e 6.2. Destes, destaca-se
a diminuicao significativa do volume de dados a fornecer, para
cada problema, como mostra o quadro 6.1. Esta diminuicao tra-
duz~se em duas grandes vantagens: a primeira resulta do menor
trabalho envolvido na preparacao e introducao dos dados num.
problema de elementos finitos; a segunda consiste na redugao

da probabilidade de existencia de erros nos dados.

Outra das vantagens deste programa, reside na possibi-
lidade de utilizar a informacao, relativa a malha inicial, pa-
ra a geracao de malhas com varios graus de refinamento, sem’
que isso implique uma nova introducao dos dados que caracte-

rizam a divisao inicial em blocos.
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v de | MOSE | weae | owese | NETY LTS
blocos (blocos) elementos nos NC de bl.hés (bl.)

1) 31 41 128 5.9 4.1

2) 31 79 242 11.3 7.8

3) 31 43 434 20.4 14

4) 31 436 1317 62.3 42.5

5) 162 219 742 8.8 4.6

6) 34 53 210 10.6 6.2

Quadro 6.1 Quadro comparativo entre o numero inicial de blocos e

de nés, e o numero gerado de elementos e de nds, para
os seguintes exemplos:

1),2),3) e 4) - Depdsito em betdo contendo agua.
Respectivamente, com as malhas das
figuras 4.46,4.47,4.48 e 4.49.

5) - Cave de prédio, estrutura tipo tinel.
Malha da figura 6.9.

6) - Viga caixdo com diafragma.
Malha da figura 6.11.
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6.1 Definigdo do bloco utilizado na geracao automatica da malha.

SUBROTINA

PRINCIPAL

GERMA

GAM1

NOMED

GAM2

SFRP

Fig.

6.2 Diagrama de blocos do programa de geracao automatica da malha.
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Fig. 6.3 Exemplo utilizado na descricio do algoritmo de geracao
automatica da malha. Representa-se a divisdo em blocos
e a respectiva numeracao.
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Fig. 6.4 Geragao dos elementos e dos nos dentro dos blocos definidos
na figura 6.3.
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Fig. 6.5 Jungao dos blocos representados na figura 6.4, com a
eliminagdo dos nds repetidos, dando origem a versiao
final da malha gerada para o exemplo da figura 6. 3.
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Fig. 6.6 Divisao em blocos do depdsito em bet@o contendo agua
(ver figura 4.45) que permite gerar as malhas das
figuras 4.46 a 4.49.
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-

Cave de predio. Estrutura tipo tunel.

-

6.7

ig.

Divis3o em blocos da estrutura representada na figura 6.7.

Fig. 6.8
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Malha obtida por geragio automatica a partir dos blocos

6.9

Fig.

definidos na figura 6.8, para o exemplo da figura 6.7.




Fig. 6.10 Viga caixdo com diafragmas. Divisdo em blocos.

Fig. 6.11 Malha obtida por geragdo automatica, a partir da divisao
em blocos da figura 6.10, para o exemplo da figura 6.10.
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CAPITULO 7

RENUMERACAO AUTOMATICA DA MALHA
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CAPITULO 7

RENUMERACAO AUTOMATICA DA MALHA

7.1 - INTRODUCAO

A utilizacao dos elementos finitos para o calculo dos
esforcos em estruturas reaﬁs conduz, de uma maneira geral, a
um elevado numero de graus de liberdade, o que acarreta a ne-
cessidade da resolucdo de sistemas com um grande numero de e-

quacoes.

As matrizes dos sistemas de equacgoes, resultantes da
discretizacao em elementos finitos, possuem um conjunto de ca-
racteristicas, simetria e disposicao em banda, que levaram a
criacdo de algoritmos adequados a sua resolucao. Estes algo-
ritmos procuram diminuir o numero de operacoes a efectuar bem
como uma eficiente gestao da memoria na resolucao dos siste-

mas de equagoes.

Um dos algoritmos mais difundido, e que é utilizado
neste trabalho, baseia-se na eliminacao de Gauss com imple-
mentacao de uma solucao frontal., Esta, desde o seu apareci-
mento [1], tem demonstrado ser bastante eficiente e adequada
para a resolucao de problemas de grandes dimensoes e quando
se utilizam elementos de ordem superior em comparagao com SO=-
lugoes mais tradicionais como, por exemplo, a solugao em ban-

da.

A solugao frontal, aplicada a cada problema particu-
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lar, requer uma criteriosa numerac%o dos elementos da malha,
de forma a que a largura maxima da frente seja o mais peque-
na possivel. A largura maxima da frente define o numero de e-
quagoes com que se trabalha em cada momento, e s%o estas que
impoem o nuUmero de operacoes a efectuar e a dimensao do espa-

co de memdOria necessaria ao seu armazenamento.

Na solucao em banda, a formacao das equacoes e feita
numa base nodal, e a largura maxima da banda depende da ordem
de numeracao dos nos, sendo esta fundamental para se obter u-

ma solucao economica.

Na solucgao frontal, a formagao das equacoes faz-se
numa base elemento a elemento, e a largura maxima da frente
depende da numeracao dos elementos e é tambem o factor prin-
cipal, a ter em conta, na resolucao eficiente de cada proble-

ma.

Para problemas simples, a tarefa da numeracao dos nos
ou dos elementos, de uma forma optima, nao apresenta grandes
dificuldades. No entanto, a medida que se caminha para pro-
blemas mais complexos, esta tarefa torna-se cada vez mais di-
ficil, sendo impossivel. Salienta-se, neste caso, a vantagem
da solucao frontal em relacao a solucao em banda, pois o tra-
balho envolvido na numeracao cuidada dos elementos é menor do
que na numeracao dos nos. Esta diferenca torna-se mais acen-
tuada quando se utilizam malhas de elementos finitos com um

nimero elevado de nos por elemento.

A utilizacdo de um programa para a geracio automati-
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ca da malha e o estudo de estruturas tridimensionais comple-
xas agravam mais ainda este problema podendo mesmo, em deter-
minados casos, conduzir a impossibilidades em face dos recur-

sos computacionais.existentes.

As razoes expostas levaram a inclusao, no presente
trabalho, de um algoritmo e programa para a renumeracao auto-
matica dos elementos, tendo em vista a optimizacao da solugao

frontal.

7.2 - A SOLUCAO FRONTAL

0 método dos elementos finitos conduz a um sistema de
equagoes lineares, cuja matriz é esparsa, simétrica e defini-
da positiva. Este sistema de equagoes e representado pela se-

guinte equacao matricial:
[k}{a} = {F} (7.1)

onde [K] é a matriz de rigidez da estrutura.

{a} é o vector das incognitas nodais.

{F} é o vector das cargas nodais equivalentes.

Na solucao frontal, as fases de formacao da matriz de
rigidez e da eliminacao de Gauss nao sao distintas. A forma-
cio de cada equacao inicia-se quando surgej -numa base elemen-
to a elemento, pela primeira vez um no. As variaveis nodais,
correspondentes a este no, tomam entao um estatuto de activas,,
o mesmo acontecendo com as equac&es que lhes estao associadas.
Estas equacoes mantém-se activas até ao momento em que possam

ser eliminadas. Uma equacao é eliminada quando a sua formacao
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esta-completa, isto é, no momento em que mais nenhum elemen-.
to contribua para a alterac%o dos seus coeficientes. Nessa al-
tura, efectua-se a eliminacao de Gauss da variavel correspon-
dente a equacao a eliminar das restantes equagaes activas. Ar-
mazena-se, entan, a equacao eliminada para ser posteriormente

utilizada na fase de retro-substituicao.

Um limite superior do numero de operacoes efectuadas
(multiplicacoes ou divisoes), durante a fase de eliminacao, e

obtido atraveés da seguinte formula [2]:
T =% (W s W-2) (7.2)

onde T representa o numero de operagoes.
n, o numero total de graus de liberdade.

W, a largura maxima da frente.

‘Nao se faz aqui uma descrigao detalhada da solucgao
frontal; no entanto, nas referencias [1], [3] e [4], encontra-
-se toda a informacao necessaria a sua compreensao, bem como

exemplos praticos elucidativos do seu funcionamento.

E importante referir que, neste tipo de solugao em ca-
da momento, sO0 um subconjunto da matriz triangular superior,
correspondente as equagoes activas, se encontra em meméria e
e sobre estas que se efectuam as varias operagoes. A locali-
zacao dos coeficientes, relativos a uma dada variavel na ma-
triz que contém as equacoes activas, e definida a partida e
nao obedece a nenhuma relagao de ordem, ao contrario do que

sucede nas solucoes em banda.
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No esquema utilizado na solucéo frontal, pode aconte-
cer que surjam, durante a fase de formag%o e eliminac%o das
equagaes, linhas e colunas contendo zeros. Isto acontece por-
que, sempre que uma variavel & eliminada, liberta uma posigao
na matriz das equacoes. Esta posigao mantem-se desocupada ate
que uma nova variavel se torne activa e lhe seja atribuida es-
sa mesma posicao. Conclui-se, portanto, que o numero de vari-
dveis activas & sempre menor ou igual a largura maxima da fren-

te.

Varias solucoes encontram-se na literatura que tem co-
mo objectivo a eliminacao dos'célculos redundantes, associa-
dos as linhas e colunas contendo zeros. Destas solugoes, des-
tacam-se aquelas, cujas técnicas recorrem ao uso de factores
que medem o0 tempo de permanencia das variaveis como sendo ac-
tivas [3],[5]; e aquelas que comprimem as equacoes, dé forma
a eliminar as linhas e colunas de zeros, movendo para isso o
numero de equacoes necessarias a ocupar essas posigoes [6]. A
utilizacao deste tipo de solucces leva a considerar formulas
para o calculo do numero de operagoes efectuadas, menos des-

favoraveis do que (7.2). Assim, tem-se [2]:

™M
~
=

+ W. - 2) (7-3)

i
onde W. representa o nimero de variaveis activas, imediatamen-
te antes da eliminacgao da variavel 1i.

0 esquema de solugao frontal, utilizado neste traba-

lho, contempla o uso de elementos finitos (ex.: o elemento de
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casca Semiloof) com um numero variavel de graus de liberdade
por no e diferentes numeros de nos por elemento [7]. Esta ver-
sdo nio possui qualquer sofisticacao, no que respeita a elimi-

nacao das linhas e colunas de zeros.

Conclui-se do que foli exposto, nomeadamente da formu-
la (7.2), que a eficiencia do algoritmo frontal depende di -
rectamente da largura maxima da frente e esta depende, por
sua vez, da sequéencia de numeracdo utilizada para os elemen-

tos.

7.3 - ALGORITMOS DE RENUMERACAO

As comunicacoes existentes sobre o problema da renu-
meracao das malhas de elementos finitos, tendo em vista melho-
rar a eficiencia da solucao dos sistemas de equacgoes, referem-—
-se, na maior parte, a minimizacdo da largura maxima da banda.
As que se referem a solucao frontal podem ser, simplificada-
mente, agrupadas em dois métodos: o método directo e o meto-

do indirecto.

Nos métodos directos, o algoritmo de renumeracao ba-
seia-se no crescimento minimo da largura da frente. Nos méto-
dos indirectos, procura-se primeiro optimizar a largura maxi-
ma da banda, através de uma renumeracdo dos mnoS e, so depois,
se renumeram os elementos de forma a manter, tanto quanto pos-
sivel, a mesma ordem de eliminagao. Dos métodos directos, sa-
lienta-se a comunicacao de P. King [8] como pioneira deste
tipo de abordagem. Embora aplicada a redes de distribuicao de

dgua, os conceitos utilizados por P. King podem ser generali-
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zados para aplicacoes de elementos finitos no calculo estru-
tural. Uma particularidade interessante do algoritmo de P.
King e a utilizag%o de um factor de eficiéncia, entre varias
hipoteses de numeracio; que é igual a soma dos quadrados do
numero de coeficientes que; em cada momento da eliminacso,se

encontram fora da diagonal. Assim, tem-se:
n 2
o= I M. (7.4)

Esta formula & obtida [2] a partir de (7.3), considerando o
numero de graus de liberdade n suficientemente grande. Obtém-

~se assim:
n 2
I W. (7.5)

Considerando somente um grau de liberdade por no, o numero de

operacoes a efectuar vem aproximadamente igual a:

™Mo
=

(7.6)

Segundo P. King [8], os passos a seguir para a renu-

meragcao Ssao:

1- Leitura dos dados relativos a malha.

2- Formacao de uma matriz de adjacencias, que permite
definir os pontos interligados ( nos que pertencem
ao mesmo elemento ).

3- Escolha de um no para se iniciar a renumeragao.

4L- Formacao da lista dos nos activos. Colocacao de si-
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nais negativos nas refer%ncias a estes nos na ma-
triz de adjacéncias.

5- Para cada no da lista dos nos activos, atraves da
matriz de adjacéncias, calculo do incremento no nu-
mero de nos activos se esse no for eliminado. Este
incremento so pode ser positivo, zero ou menos um.

6- Seleccao e renumeracao do no que origina um menor
incremento. No caso de existirem varios nos nestas
condicoes, selecciona-se aquele que se encontra ac-
tivo ha mais tempo.

7- Eliminacio desse né. Adigcao dos nos, a ele inter-
ligados, a lista dos nos activos. Colocacgao do si-
nal negativo nas referencias a estes nos na matriz
de adjacencias.

8- Adicdo ao factor de eficiéncia 0 do quadrado do nu-
mero de nos na lista dos nos activos.

9- Repetigao dos passos 5 a 8 ate todos os nos serem
processados.

10- Armazenamento do factor de eficiencia para este es-
quema de numeracao.

11- Repeticao dos passos 5 a 10 para cada no inicial.

12- Escolha da ordem de numeracao correspondente ao me-

nor valor do factor de eficiencia 0.

Este algoritmo, como referido pelo autor P. King [8],
nao garante a numeragao Optima, nem sequer uma melhoria na e-
ficiencia relativamente 2 numeracao inicial embora, nos exem-
plos realizados, se tenha conseguido vantagens significativas

nos gastos de computagao. O principal inconveniente deste me-
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todo é a sua grande sensibilidade a escolha do no inicial o
que, para malhas complexas, & de facto um grave inconvenien-

te, pois nio & economico considerar um grande numero de nods

=
e

iniciais.

Estudos posteriores, baseados neste algoritmo, demons -
traram a sua grande utilidade na renumeracao da malha de ele-
mentos finitos, tendo como objectivo melhorar a eficienciada
solucao frontal. Como este algoritmo assenta numa base nodal,
torna-se necessario, no entanto, renumerar os elementos. Es-
ta renumeracao pode ser realizada [9] por ordem crescente dos
menores numeros dos nos de cada elemento. Com este processo,
tem sido obtidos bons resultados, principalmente em malhas de
elementos finitos com poucos nos por elemento. E.de referir
tambem a utilizacao deste esquema, tomando como termo de com-
paracdo, ,entre as varias hipoteses de numeragao, a maxima lar-

gura da frente.

Nos metodos indirectos, utiliza-se um algoritmo para
a minimizacao da largura maxima da banda, pois demonstra-se
que, se as variaveis forem eliminadas pela mesma ordem, a lar-
gura maxima da frente & sempre menor ou igual a largura maxi-
ma da banda. Assim, um processo utilizado € o de renumerar os
nos, de forma a minimizar a largura maxima da banda e, !depdis,
renumerar os elementos ,de forma a manter, tanto quanto possi-

vel, a mesma ordem de eliminacao dos nos.

Descreve-se, na fig.7.1, um diagrama de sequéncia, u-
tilizando este tipo de algoritmo [9]. Os resultados obtidos

sio satisfatorios, mas o principal inconveniente deste meéto-



200

do é o facto de ele ser indirecto e, por isso, depender da e-
ficiencia do algoritmo utilizado na minimizacao da largura

maxima da banda.

7.4 - ALGORITMO DE SLOAN & RANDOLPH

7.4.1 - CONSIDERACODES GERAIS

0 estudo de estruturas atraves da malhas complexas de
elementos finitos, obtidas por geracao automatica, justifica
plenamente a utilizagao de um programa, i :tendo. como objectivo
a diminuicao dos gastos de computacao. Esta diminuicao & con-
seguida atraves da optimizacao da largura maxima da frente, o
que acarreta uma menor dimensdo da meméria necessaria para ca-

da problema, bem como uma maior rapidez na sua resolucgao.

Estes objectivos levaram a escolha de um método direc-
to, baseado no minimo crescimento da frente, em que primeiro
se renumeram oS nos e, so depois, os elementos, procurando que
a ordem de eliminacdo seja mantida. Baseado no algoritmo de P.
King [8], mas em que os nos iniciais sao seleccionados auto-
maticamente, optou-se pelo algoritmo de Sloan & Randolph [2]
por ser o que, pelas suas caracteristicas, se enquadra melhor

no presente trabalho.

7.4.2 - DESCRICAO DO ALGORITMO

7.4.2.1 - CONCEITOS E NOTAGCAO

As malhas de elementos finitos, para este efeito, po-
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dem ser tratadas como grafos nao dirigidos e a definigao de

alguns conceitos desta teoria & considerada oportuna.

Define-se um grafo G; como sendo um par (N(G),E(G)),
onde N(G) e um conjunto finito néo vazio de nos e E(G), um .
conjunto finito de pares néo ordenados de elementos distintos
de N(G) chamados lados. O grau de um no i € igual ao numero
de lados incidentes em i. Dois nos dizem-se adjacentes se e=
xistir um lado que os ligue. Um poligno e definido como uma
sequencia de lados. Dois nos dizem-se ligados se existir um
poligno que os una, de forma a que lados consecutivos parti-
lhem um mesmo no. Um grafo G diz-se ligado se qualquer par de

nos distintos for ligado.

A distancia d(i,j), entre dois nos i e j num grafo G,
é¢ definida como o menor numero de lados que os unem segundo
um poligno. Um diametro D(G) de G é a distancia maxima entre

um par de nos:
D(G) = max {d(i,j) = i,j € N(G)} (7.7)

Pseudo diametro 8(G) € definido pelos nos extremos i,
para os quais d(i,j) é aproximadamente igual a D(G). Os nos,
que definem um pseudo diametro sao denominados nos pseudo pe-

rifericos.

Qutro conceito importante, utilizado nos algoritmos
de renumeracao baseados na teoria de grafos, e o de estrutura
de niveis em arvore, que consiste numa particao do conjunto

de nos N(G) em niveis designados por ll(r),lz(r),...,lh(:LT3?%$

whE
Z N
NER LY
N4
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onde:

1~ ll(r) = {r}, em que r representa a raiz ou né ini-

cial da estrutura de niveis.

2- Todos os nos adjacentes aos nos do nivel li(r) :

: 1<i<h ©pertencem aos niveis 1. (r) e 1. _(r).
i-1 i+1

3- Todos os nos adjacentes aos nos do nivel 1h(r) per-

ence i ‘ .
tencem ao nivel lh_l(r)

A estrutura de niveis é representada como o conjunto:
L(r) = {1 (r),1 (r),...,1 ()} (7.8)
1 2 h

onde h representa a profundidade da estrutura de niveis, com

origem no no r, e & igual ao numero de niveis existentes.

A largura de um nivel i é igual ao numero de nos
Ili(r)| do nivel i. A largura da estrutura de niveis e igual

a maxima largura dos niveis existentes:

W(r) = max {{1;(x)| : 1sisn} (7.9)

7.4.2.2 - SELECGAO DOS NOS INICIAIS

Uma das desvantagens do algoritmo de P. King [8] con-
siste na necessidade da escolha prévia do conjunto de nos ini-
ciais o que, para malhas complexas, constitui uma seria limi-

tacao. No algoritmo de Sloan & Randolph [2], este problema é



203

contornado, tomando-se :para nos iniciais aqueles nos que sao
extremos de um di%metro ou pseudo di%metro. Os resultados o-
btidos a partir desta escolha s%o amplamente satisfatorios e
justificam-se na medida em que estes nos tendem a originar es-
truturas de nivel, que sao longas e estreitas, conduzindo a

sequéncias de numeracao optimas ou muito proximas da optima.

Os passos, na determinacao do conjunto dos nos pseudo

perifericos, sao [2] :

1- Escolhe-se um no r arbitrario e gera-se a estrutu-

ra de niveis correspondente (7.8).

2- Geram-se as estruturas de niveis para cada no i do
nivel h de L(r). Selecciona-se o no s, que origina
a estrutura de niveis com maior profundidade hs e
menor largura W(s). Se hs>11, faz-se r=s, h=hS e

W(r)=W(s) e regressa-se ao ponto 1.

3- Armazenam-se os numeros dos nos pertencentes ao ni-
vel lh(r) e o no inicial r. Obtém-se, assim, o con-

junto de nos pseudo periféricos.

Este processo permite a obtencao rapida do conjunto de
nos iniciais, embora nao assegure que os nos escolhidos sejém,
na realidade, nos extremos do diametro da estrutura. Mesmo que
assim nao aconteca, os nos escolhidos sao extremos de um pseu-
do diametro e, por isso, dido origem a sequéncias de numeracgao

proximas da optima.

7.4.2.3 - ALGORITMO DE RENUMERACAO NODAL
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Este algoritmo baseia-se no minimo crescimento da fren-

te [8], mas o termo de comparacao, entre varias sequencias de

numeracao,

é aqui a maxima largura da frente e nao o factor

de eficiencia o (ver 7.3).

Os

1=~

passos fundamentais na renumeracao nodal sao:

Forma-se uma lista de adjacencias para cada no i
pertencente a N(G). Dois nos dizem-se adjacentes,
se pertencerem ao mesmo elemento. Calcula-se e ar-
mazena-se o grau de cada n6 i, isto &, o numero de
nos adjacentes a este no. Estas quantidades defi-

nem completamente G.

Recorrendo ao algoritmo descrito em 7.4.2.2, calcu-
la-se um pseudo diametro do grafo G e determina-se
o respectivo conjunto de nos perifericos. Estes
constituem os nos iniciais necessarios aos passos

3 a 9.

Selecciona-se um nd da lista de nos pseudo perife-
ricos e associa-se-lhe o numero 1. Da-se a este no
um estatuto de eliminado. Utilizando a lista de a-
djacencias, marcam-se todos os nos adjacentes ao
no 1.como estando activos. Guarda-se o numero de

nos activos.

Examinam-se todos os nos activos. e calcula-se a va-
riacido no seu numero, se cada um deles for elimi-

nado. Esta variacao so pode ser positiva, nula ou
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igual a menos um.

5- Selecciona-se o no que, a ser eliminado, conduza
ao menor numero de nos activos. No caso de existir
mais do que um no nestas condigoes, selecciona-se
aquele que se encontra activo ha mais tempo. Renu-
mera-se o no escolhido e associa-se-lhe um estatu-

to de eliminado.

6- Se a variacao do numero de nos activos for menor
ou igual a zero, passa-se ao ponto 7. Examinam-se
todos os nos adjacentes ao no eliminado e, se es-
tes nao se encontrarem ja activos ou eliminados,

passa-se a considera-los como activos.

7- Incrementa-se o numero de nos activos. Se este nu-
mero for maior ou igual ao menor valor da largura
maxima da frente ate ao momento, abandona-se este

esquema de numeracao e regressa-se ao ponto 3.

8- Repetem-se os passos 4 a 7, até todos os noés serem
renumerados; armazena-se a largura maxima da fren-

te.

9- Repetem-se os passos 3 a 8, ate todos 0S5 nos pseu-

do periféricos serem processados.

7.4.2.4 - ALGORITMO DE RENUMERACAO DOS ELEMENTOS

Este algoritmo permite a numeragao dos nos, de forma

a optimizar a largura maxima da frente. Como foi referido em
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7.2, a forma;éo e eliminag%o das equagées, na solucao frontal
[1], faz-se numa base elemento a elemento; por isso, torna-se
necessario uma renumerac%o dos elementos. Esta €& conseguida
com eficacia se for feita; por ordem crescente, dos menores nu-
meros de nos de cada elemento [9] pois, desta forma, a ordem
de eliminagéo nodal tende a ser mantida. Esta solucao foi a-
doptada no algoritmo Sloan & Randolph [2], sendo os resulta-

dos obtidos bastante satisfatorios.

7.5 - EXEMPLO MANUAL

Para clarificar o funcionamento deste algoritmo, uti-
liza-se o exemplo da fig.7.2 que representa uma malha de 4 e-
lementos finitos de 8 nos. Para elementos de ordem superior,
mostra-se vantajoso utilizar na renumeracao apenas os nos de
canto. Apresentam-se, em seguida, alguns dos passos da reso-
lugao manual do exemplo referido, utilizando para a renumera-

cao somente os nos de canto.

7.5.1 - RENUMERACAO NODAL

Para efectuar a renumeracéo nodal, seguem-se os pas-
sos descritos em 7.4.2.3. O primeiro passo consiste na forma-
cado da lista da adjacencias e do grau de cada no. No quadro
7.1, apresenta-se o valor destas quantidades para os nos de

canto da malha representada na fig.7.2 .



N6 Lista dela@jac%ncias Grau
1 | 3,17,15 3
3 5,19,17,1,15 5
5 7,21,19,3,17 5
7 5,21,19,9,23 5
9 7,23,21 3
15 1,3,17 3
17 3,5,19,1,15 5
19 5,7,21,3,17 5
21 5,7,19,9,23 5
23 7,9,21 3
Quadro 7.1

0 passo seguinte, correspondente ao ponto 2 de 7.4.2.3,
consiste na determinagdo do conjunto de nos pseudo perifericos,
que constituem os nos iniciais necessarios a aplicacao do al-
goritmo de renumeracao. Esta fase inicia-se com a escolha ar-
bitraria de um noé (ver 7.4.2.2), neste exemplo, o no 1 da ma-
lha da fig.7.2. Gera-se, em seguida, a estrutura de niveis cor-
respondente. Esta encontra-se representada no cimo da fig.7.3,
indicando-se o nivel a que pertence cada um dos nos de canto,

a profundidade h, a largura W(1) e o conjunto de nos que per-
tencem ao maior nivel lh(1) da estrutura. Na fig.7.3, apresen-
tam-se as estruturas de nivel, geradas a partir dos nos 9 e 23,
que pertencem ao nivel lh(Z). Como estas estruturas nao condu-
ziram a um aumento da profundidade h e/ou a uma diminuigao da

largura W, determinou-se, com uma so0 iteracao, 0 conjunto de



nés iniciais {9,23}.

No quadro 7.2, descreve-se resumidamente o algeritmo
de renumeracao nodal, para este exemplc, correspondente aos

pontos 3 a 9 de 7.4.2.3

Nos No a ser Nos na N2 de nos |Novo n@

eliminados eliminado frente activos de no
- -9 7,21,23 4 1
9 23 7,21 3 2
23 7 21,5,19 4 3
7 21 5,19 3 4
21 5 19,3,17 4 5
5 19 3,17 3 6
19 3 17,1,15 4 7
3 17 1,15 3 8
17 1 15 2 9
1 15 - i 10

Quadro 7.2

Considerando o no inicial 9, este é renumerado com ©
nuimero 1, e recebe o estatuto de eliminado. Todos os nos que
lhe s3o adjacentes, 7,21,23, passam a ter um estatuto de ac-

tivos.

Dos nos activos, seguindo o algoritmo de P. King [8],
o proximo a ser eliminado € aquele que origina um menor in-

cremento no numero de nos activos. Neste caso, &€ o no 23 que



conduz a um incremento igual a -1. O no 23 passa, entao, a ter
o numero 2 e recebe o estatuto de eliminado. Este esquema re-
pete-se até que todos os mnos Sejam renumerédos. Considerando

o né inicial 23, é-se conduzido a mesma largura maxima da fren-
te. Assim, a renumeragdo final dos nos de canto e a obtida cow

o né inicial 9 e e representada na fig.7.4 .

7.5.2 - RENUMERACAO DOS ELEMENTOS

Depois de seleccionada a sequencia de numeracao que
conduziu a menor largura maxima da frenté, os elementos sao
renumerados por ordem crescente dos menores numeros dos seus
nés. Assim, para este exeumplo, o esquema de renumeracao dos

elementos conduz a numeracdo final apresentada na fig. 7.4.

'Y

A numeracao dos nos do meio dos lados pode ser efectuada em
qualquer altura, pois nao influencia a largura maxima da fren-
te. Para o exemplo da fig.7.2, considerando um grau de liber-
dade por no, conclui-se que a largura maxima da frente inicial
era de 18 e, depois da renumeracaoc, passou a 8, havendo por-

tanto uma meitoria significativa.

7.6 - APRESENTACAO DO PROGRAMA

7.6.1 - INTRODUCAO

Este programa faz a renumeracao de malhas de elementos
de casca Semiloof, com o objectivo de optimizar a largura ma-

xima da frente.

Em linhas gerais, o programa permite:



- Ler, de um ficheiro de dados, a informacao relati-
va a malha de élementos finitos.

- Calcular a largura maxima da frente para a numera-
géo inicial.

- Utilizar apenas os nos de canto no algoritmo de re-
numerac%o.

- Renumerar os nos e os elementos, com vista a opti-
mizagéo da largura maxima da frente, permitindo a
escolha entre dois algoritmos, o de P. King e o de
R. Levy.

- Actualizar os parametros da malha, necessarios ao
calculo da nova largura maxima da frente.

- Optar, com base na largura maxima inicial e final
da frente, pela actualizacido dos dados relativos a
malha criando, para isso, um novo ficheiro conten-

do os dados alterados.

0 programa foi elaborado de forma a permitir, para ca-
da caso particular, a escolha de uma maneira interactiva en-
tre a numeracao inicial e final. Esta escolha & baseada na o-
bservacao directa da eventual diminuicao da largura maxima da

frente.

Descreve-se, em seguida, a estrutura do programa, bem

como a funcao de cada um dos seus modulos.

7.6.2 - ESTRUTURA DO PROGRAMA

Na fig.7.5, representa-se o diagrama de blocos deste

programa, indicando a ordem de execugao das varias subrotinas.
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7.6.3 - DESCRIGCAO DO PROGRAMA

Na fig.7.6, apresenta-se um diagrama de sequencia do
programa principal RELOF e que vai ser utilizado na descrigao

do seu funcionamento.

Os nimeros, que antecedem 0s pontos a seguir descri-

tos, correspondem a blocos do diagrama da fig.7.6. Assim:

(1) - Faz-se a leitura dos parametros principais do
problema que permitem efectuar o dimensionamen-

to dinamico das variaveis.

N

(2) - Chama-se a subrotina RDALO. Esta subrotina efec-
tua a leitura dos dados do problema, necessari-

0S a renumeracao.

(3) - Chama-se a subrotina MAXFR. Nesta subrotina, cal-
cula-se a largura maxima da frente para a nume-

racao inicial.

(4) - Lé-se o valor maximo do grau de um no. Este va-
lor é igual ao nimero maximo de nés adjacentes
a um dado no da malha. Esta quantidade e neces-
saria para o dimensionamento dinamico de algu~

mas variaveis nas subrotinas de renumeracao.

(5) - Chama-se a subrotina NODAL. Dentro desta subro-
tina, é formado o vector que contém OS nuUmMEros

dos nos de todos os elementos.

(6) -~ De uma forma interactiva, permite-se a escolha
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entre a utilizagao apenas dos nos de canto ou
de todos os nos no algoritmo de renumeracaoc. Es-

ta opcao e registada numa variavel logica.

(7) - Chama-se a subrotina SETUP. Aqui, sao formados
os vectores que cont§m a lista de adjacéncias e
o grau de cada no. Nesta operagéo, atende-se ao
valor logico da variavel definida em (6). Se es-
te valor é igual a falso, so0 se utilizam os nos

de canto.

(8) - Chama-se a subrotina DIAME. Nesta subrotina, dé-
terminam-se os nos pseudo perifericos que cons-
tituem os nos iniciais para o algoritmo de re-
numeracao. Para a determinacao destes nos, uti-
liza-se a subrotina LEVEL, que forma a estrutu-

ra de niveis correspondente a um dado no de raiz

(9) - Permite-se a escolha, de uma forma interactiva,
entre dois algoritmos de renumeracao, o de P.
King e o de R. Levy. Para isso, recorre-se a u-
ma variavel de controlo que toma o valor 1, al-
goritmo de P. King, ou o valor 2, algoritmo de
R. Levy. Estes algoritmos baseiam-se no minimé
crescimento da frente mas, enquanto no de P. "
King, para a escolha do ndé a eliminar so se a-
tende aos nés activos, no de R. Levy, todos os
restantes nos por eliminar sao considerados. Os

dois algoritmos so diferem no ponto 4 de 7.4.2.3.



(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)
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Chama-se a subrotina RENOD. Nesta subrotina,
efectua-se a renumerac¢ao nodal segundo 7.4.2.3,
recorrendo ao algoritmo de P. King ou de R.

Levy.

Chama-se a subrotina RENEL. Aqui, os elementos
sao renumerados por ordem crescente dos meno-

res numeros dos seus nos.

Chama-se a subrotina ACTPA. Esta subrotina ac-
tualiza os parametros da malha, necessarios ao

calculo da nova largura maxima da frente.

Chama-se a subrotina MAXFR. A chamada a esta
subrotina permite o calculo da largura maxima

da frente, relativa a malha renumerada.

Imprimem-se os valores da largura maxima ini-
cial e final da frente para possibilitar a es-

colha entre as duas sequencias de numeracao.

De uma forma interactiva, pode-se optar entre
manter a malha inicial ou substitui-la pela ma-

lha renumerada.

Chama-se a subrotina ACTUA. Se em (15) .se op-
tar pela malha renumerada, nesta subrotina, ac-
tualizam-se todos os dados relativos ao proble-

ma e armazenam-se num ficheiro em disco.
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7.7 - EXEMPLOS

7.7.1 - ESTRUTURA DE QUATRO ANDARES

Na fig. 5.7 a), representa-se uma estrutura de quatro
andares, utilizada no teste da subestruturag%o. Na fig. 5.7 b)
apresenta-se a malha gerada automaticamente pelo programa des-
crito no capitulo 6. Esta malha foi renumerada, utilizando so
os nos de canto e todos os nos de cada elemento com os algo-

ritmos de P. King e R. Levy.

No quadro 7.3, apresentam-se os tempos de execucgao e
de C.P.U., o numero de blocos (512 bytes) de entrada e saida,
o factor de eficiencia (F.E.), as larguras maximas da frente
inicial (F.I.) e frente final (F.F.) obtidos com o programa

de renumeracao para os diferentes algoritmos.

Algoritmo T-E. |C.P-Udy 10.] F.E. F.I. F.F.
(s) (s)

P.King (nds de canto)| 27 23.991] 96 2502 335 106

P.King (todos os nés)| 29 24.280f 96 2730 335 98

R.Levy (nés de canto) 45 41.463] 96 4389 335 93

R.Levy (todos os nés)} 72 68.391| 96 7758 335 93

Quadro 7.3

No quadro 7.4, podem-se observar os valores relativos
a resolucao deste problema, com o programa do elemento de cas-
ca Semiloof (cap. 4), para as malhas inicial e renumeradas,

utilizando os varios algoritmos.



215

, T.E. jC.P.U. Larg. }Dimens.
Algoritmo (s) (s) B.I.0.} F.E. Frente lvector
Malha inicial 1095 802 48429 | 136125 335 68675

P.King (ndés de canto)| 439 [281.55 24545 | 42599 106 16097

P.King (todos os nds)| 431 |[274.72] 2409¢ 41242 98 15173

R.Levy (ndés de canto)| 430 |276.42| 24058 41430 93 14628

R.Levy (todos os nds)| 428 |274.40 24058 | 41066 93 14628

Quadro 7.4

No quadro 7.5, encontram-se os valores percentuais da
diminuicao de cada um dos parametros, para as malhas renume-
radas, relativamente aos parametros correspondentes a malha

inicial.

T.E. c.p.U.l B.1.0.} F.E. |FrenteD.vect.

Algoritmo () (%) (%) (2) (%) (%)

P.King (nds de canto)| 57.4 | 61.9 | 49.1 | 66.9 | €8.4 | 76.6

P.King (todos os nés)| 58.0 62.7 50.0 67.7 70.7 77.9

R.Levy (noés de canto)| 56.6 60.4 50.1 66.3 72.2 78.7

R.Levy (todos os nés)| 54.3 | 57.3 50.1 64.1 ) 72.2 | 78.7

Quadro 7.5

Os valores das primeiras 4 colunas do quadro 7.5 fo-
ram obtidos somando os valores das colunas correspondentes dos
quadros 7.3 e 7.4 e calculando a diminuigcao relativa aos va-
lores da primeira linha do quadro 7.4. Tomando como termo de
comparacao o factor de eficiéncia, que € uma medida dos cus-

tos de computacao, conclui-se que, para todos os algoritmos
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considerados,.se obteve uma diminuicao de 60%Z a 707 (1/3 a
1/4 do "tempo" inicial) na resolucao do problema com a malha

renumerada, relativamente a sua resolugao com a malha inicial.

Comparando a largura maxima da frente, obtida com os
varios algoritmos, conclui-se que, para este exemplo, o algo-
ritmo de R. Levy se mostrou mais eficiente. No entanto, ao
considerar os gastos da renumeracao conjuntamente com OS gas-—
tos da resolucao do problema (ver quadro 7.5) verifica-se que
com o algoritmo de P. King se obtém melhores resultados. Nes-
te exemplo, a utilizacao de todos os nos de cada elemento na
renumeracao mostrou-se vantajosa em relacao a considerar so-
mente os nos de canto. Apesar deste resultado pontual, a ex-
periéncia demonstra que se obtém sequencias de numeracgao mais
eficientes tomando unicamente em consideracao os nos de canto

de cada elemento.

7.7.2 - CAVE DE PREDIO, ESTRUTURA TIPO TONEL

A malha da fig. 6.9, relativa ao exemplo da fig.
6.7 e obtida por geracao automatica atraves do programa des-
crito no capitulo 6, é renumerada utilizando-se s6 os nos de
canto e todos os nos de cada elemento com os algoritmos de P.

King e R. Levy.

Né quadro 7.6, indicam-se os valores para o tempo de
execugao e de C.P.U., o numero de blocos (512 bytes) de en-:
trada e saida, o factor de efici?ncia F.E. e as larguras ma-
ximas da frente inicial e final que se obtém com o programa

de renumeracgao para os diferentes algoritmos.
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.E. |c.p.U.
Algoritmo T - B.1.0.| F.E. | F.1. | F.F.
(s) (s)

P.King (nds de canto) 79 73.19 208 8749 329 160

P.King (todos os nds) 91 85.91 208 11664 329 166

R.Levy (nos de canto) 99 93.72 208 11251 329 160

R.Levy (todos os nds)| 381 {370.25| 208 51192 329 169

Quadro 7.6

No quadro 7.7, mostram-se os valores que se obtem na
resolucao deste exemplo, com o programa do elemento de casca
Semiloof (capitulo 4), para as malhas inicial e renumerada
com o algoritmo de P. King (nos de canto). Como se pode obser-
var neste quadro, tomando para termo de comparacao o factor
de eficiencia F.E., consegue-se uma reducao de aproximadamen-

te 567 em relacao a malha inicial.

, T.E. JC.P.U. Larg. |Dimens.
Algoritmo (s) (s) B.1.0.1 F.E. |o ente|vector
Malha inicial 2905 1685 |244466|299782| 329 76514

P.King (ndés de canto)] 1457 | 752.4)123667|132500] 160 33902

Redugdo (%) 49.8 55.3 49.4 55.8 51.4 | 55.7

Quadro 7.7

Comparando a eficiéncia dos varios algoritmos ( ver
quadro 7.6), conclui-se que, neste exemplo, o algoritmo de P.
King conduz a uma dimenséo da frente igual a conseguida com o
algoritmo de R. Levy, tomando apenas os nos de canto, e a u-

ma dimensao da frente inferior tomando todos os mnos. Se se
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atender a que, no algoritmo de P. King, séo menores 0S recur-—
sos do computador dispendidos na renumerag%o, conclui-se que
este algoritmo mostra-se mais eficiente. Seja qual for o al-
goritmo usado, a utilizagéo de apenas os nos de canto na re-
numeragéo mostra-se geralmente mais eficaz sendo, neste exem-

plo, confirmada esta tendencia.

7.7.3 - DEPOSITO DE BETAO CONTENDO AGUA

A malha da fig. 4.48, gerada a partir do programa do
capitulo 6 para o estudo do exemplo da fig. 4.45, € renumera-
da com os varios algoritmos, apresentando-se no quadro 7.8 os

resultados que se obtem.

Algoritmo T('SE)' C'(P;')U‘ B.1.0.l F.E. | F.I. | F.F.
P.King (nos de canto 41 31.88 | 180 3583 253 237
P.King (todos os nds 58 50.59 180 6113 253 232
R.Levy (nos de canto 51 46.58 | 180 5234 253 237
R.Levy (todos os nds) 141 {134.79) 180 16471 253 232

Quadro 7.8

No quadro 7.9, indicam-se os valores que resultam da
resolugao deste exemplo, com o programa do elemento de casca
Semiloof (capitulo 4), para as malhas inicial e renumerada

com o algoritmo de P. King.

Analisando os valores dos quadros numeros 7.8 e 7.9,

conclui-se que, neste exemplo, os algoritmos de P. King e R.



Levy conduzem a mesma largura maxima da frente.

o | [ Bro] o levance vector
Malha inicial 1886 1205 [100766{183784 253 51376
P.King (ndés de canto)] 1480 | 971.1 | 83560 129110 237 47494
P.King (todos os ndés) 1437 | 965.2 | 83487 127843 232 46254
Reducao (nos c.) (%) 21.5 19.4 17.1 29.7 6.3 7.6
Reducao {(t. nds) (%)| 23.8 19.9 17.1 30.4 8.3 10
Quadro 7.9

219

Como o algoritmo de P. King é mais economico nos re-

cursos gastos na renumeracao, mostra-se mais vantajosa a sua

utilizacao. Apesar de, considerando todos os nos na renumera-

cao se ter obtido uma menor largura da frente, conclui-se que,

da soma dos gastos na renumeragao e na resolucao do problema,

se torna mais econdomico considerar apenas os nos de canto. Co-

mo se pode observar no quadro 7.9, a renumeracao automatica

da malha permitiu uma economia de 207 a 307 nos recursos gas-

tos na resolucao deste problema.

7.8 - CONCLUSOES

0 estudo de problemas reais complexos, pelo metodo dos

elementos finitos, e o recurso a programas de geracao automa-

tica de malha, conduzem a sequencias de numeracao que tornam

ineficiente a solucao do sistema de equacoes. Nestes casos, a

renumeracao da malha permite obter solucoes mais economicas.
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Os exemplos apresentados neste capitulo confirmam a
grande vantagem que resulta na utilizacao deste tipo de pro-

gramas, em face da economia conseguida.

Sempre que ha necessidade de resolver um problema mais
do que uma vez, a renumeracao da malha torna-se ainda muito

mais vantajosa.
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‘ INICIO )

Leitura dos dados do problema

Calculo da largura maxima da frente

necessario
a minimizacao
- da largura
da banda

SIM

Redugdo da largura mixima da banda

|

E(n? do elemento)=1

Determina o menor nimero do no M
do elemento E

Coloca o nimero E na primeira
linha vazia correspondente a colu-
na M de uma matriz bidimensional IA

E=E+1

E>n? total de
elementos

Condensacao da matriz IA mum vector
1, que passa a conter a nova ordem
de numeracao dos elementos

Calculo da nova dimensdo da frente

Imprime a numeracdo inicial e final

< FIM ’

Fig. 7.1 Algoritmo de renumeragiao, tendo como base a minimizagao
da largura maxima da banda [9].
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108 @11é @12

Fig. 7.2 Exemplo manual de renumeracao. Malha inicial.

2 2 3
profundidade h=5
largura W(1)=3
nivel 1, (1)= {9,23}

1 2 3 4

5 4 3

1 profundidade h=5

largura W(9)=3
nivel lh(9)-{1 15}

5 4 3

5 4 3
profundidade h= 5
largura W (23)=3
nivel 1y(23)={1, 15}

5 4 3

Fig. 7.3 Formacao das estruturas de niveis para a escolha dos
nés pseudo periféricos.

10 8 6 4 2

9 7 5 3 1

Fig. 7.4 Numeragao final dos ndés de canto e dos elementos da
malha referente ao exemplo da figura 7.2.
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RDALO

MAXFR

NODAL

SETUP

PROGRAMA

PRINCIPAL

RELOF

DIAME

LEVEL

RENOCD

RENEL

ACTPA

MAXFR

Diagrama de blocos do programa RELOF de renumeragao

automatica da malha.

ACTUA
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‘ INICIO ’

m Le_os_dados . 8
(2) RDALO

3 MAXFR

/ e /

(s) NODAL

Utilizar

(6) 86 os nos de
canto
1
ALL=.TRUE. ALL=, FALSE.
) SETUP
(8) DIAME

Fig. 7.6 Diagrama de sequéncia do programa principal RELOF de
renumeracgao automatica da malha.
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(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

Fig. 7.6

IDALG=2

IDALG=1

Imprime as larguras

maximas inicial e

final da frente

Renumeragao ?

NAo

SIM

ACTUA

FIM

Diagrama de sequéncia do programa principal RELOF de
renumeracao automatica da malha (continuagdo).
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CAPITULO 8

PRE E POS-PROCESSAMENTO
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cAPpITTULO 8

‘PRE ‘E POS-PROCESSAMENTO

8.1 - INTRODUGAO

Em problemas de elementos finitos, o grande volume de
informacdo a fornecer justifica uma certa preocupagao na forma
a utilizar para a entrada dos dados. Deve-se procurar que esta
tarefa seja realizada de uma maneira simples e interactiva, que
as correccoes sejam possiveis e eficientes, e se fagam testes

de validacao dos valores entrados prevendo erros existentes.

A saida de resultados, neste tipo de problemas, é ge-
ralmente extensa e de dificil interpretacao. Sem o apoio de
meios graficos, € importante possuir um programa que permita
seleccionar, de entre os resultados, aqueles que sao mais si-

gnificativos.

Pelas razoes apresentadas, implementa-se neste capitu-
lo. um conjunto de programas auxiliares destinados ao pre e

poés-processamento da informacao.

8.2 - PRE-PROCESSAMENTO

0 pré-processamento é constituido por um modulo de en-
trada de dados, que utiliza o programa de geracao automatica
da malha do capitulo 6, e pelo modulo de renumeracao automati-
ca da malha, cujo programa se descreve no capitulo 7. Com uma

estrutura semelhante existem dois blocos distintos. Um para o
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programa do elemento de casca Semiloof e o outro para o pro-
grama do elemento de casca Semiloof com subestruturacgao. Nos
paragrafos seguintes, apresenta-se uma descrigcao de cada um

destes blocos.

8.2.1 - PROGRAMA DO ELEMENTO DE CASCA SEMILOOF

Na fig. 8.1, representa-se um diagrama de blocos que
descreve a estrutura deste programa. O mo6dulo principal PRIDA
inicia-se com a apresentacio de um conjunto de trés opgoes re-
lacionadas com a forma de entrada dos dados. A primeira per-
mite a geracao automatica da malha, recorrendo a chamada do
médulo GERMA, definido no capitulo 6. Neste caso, evita-se a
introducio do numero de elementos, do numero de nos, dos nu-
meros dos nos e do material de cada elemento, bem como das co-
ordenadas de todos os nés. A segunda opgao permite a geracao
automatica da malha para cascas cilindricas. Isto é consegui-
do atraves de uma chamada posterior a subrotina CILIN. A ter-

ceira opcao consiste na introducao normal dos dados.

Neste médulo, € feita a leitura, de uma forma interac-
tiva e controlada, dos parametros gerais que definem o proble-
ma. Estes permitem localizar os apontadores, no vector unico,
das restantes variaveis. Faz-se, também, a leitura de duas va-
riaveis de controlo, a primeira das quais selecciona o tipo
de informacio a ser impressa na resolucao do problema. Assim,
podem-se obter os deslocamentos nodais, os deslocamentos no—‘v
dais por elemento, as tensaes por elemento ou os deslocamen-
tos e tensoes por elemento. A segunda variavel de controlo in-

dica se se pretende ou nao pos-processamento.
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Do moédulo principal PRIDA é chamada a subrotina INDAD
onde se leém as restantes variaveis. Se a opgao escolhida for
a de geracao automatica da malha para cascas cilindricas, e

chamada a subrotina CILIN.

Toda a informacio relativa a cada problema € armazena-
da num ficheiro em disco, que € utilizado pelo programa do e-

lemento de casca Semiloof.

8.2.2 - PROGRAMA DO ELEMENTO DE CASCA SEMILOOF COM

SUBESTRUTURACAO

Na fig. 8.2 apresenta-se © diagrama de blocos do pre-
-processamento para o programa do elemento de casca Semiloof.
No modulo principal SLODA sao lidos os parametros gerais das
subestruturas e calculados os apontadores das restantes varia-
veis. Depois é chamada a subrotina INSUD onde é lida toda a

informacao acerca das subestruturas.

De regresso ao programa principal,inicia-se um ciclo
estendido ao nimero de tipos de subestruturas de.diferente
geometria. Este ciclo engloba o bloco de pre-processamento pa-

ra o programa do elemento de casca Semiloof.

No final, toda a informacao € armazenada num ficheiro
de dados em disco, que é depois utilizado na resolucao do pro-

blemnma.

8.3 - POS-PROCESSAMENTO

0 médulo de pos-processamento permite obter a lista-
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gem dos dados do problema, obter deslocamentos e tensoes, e
visualizar ou apagar o ficheiro de saida. Nos paragrafos se-
guintes descrevem-se os blocos de pos-processamento para OS
programas do elemento de casca Semiloof sem e com subestrutu-
ragéo. O bloco referente a subestruturacéq,utiliza, para cada
subestrutura o bloco relativo ao programa do elemento de cas-

ca Semiloof.

8.3.1 - PROGRAMA DO ELEMENTO DE CASCA SEMILOOF

Na fig. 8.3 apresenta-se o diagrama de blocos do modu-
lo de pos-processamento para o programa do elemento de casca
Semiloof. Este modulo contém o programa principal POSLO onde
se faz a leitura, de um ficheiro em disco, dos dados do pro-
blema. Do programa principal é chamada a subrotina SUBPO que
permite seleccionar varias op¢oes. Mediante a opcao escolhida,

sao chamadas as subrotinas seguintes:

1 - SAIDA. Que imprime os dados do problema no fichei-

ro de saida.

2 - DESLO. Que oferece varias opgoes para a impressao

dos deslocamentos.

3 - TENSO. Que oferece varias opcdes para o calculo e

impressao das tensoes.

4 - FIPOS. Que permite apagar ou visualizar o conteudo

do ficheiro de saida.

\

Nos paragrafos seguintes descrevem-se, mais em promenor, as

funcoes de cada uma destas subrotinas.
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8.3.1.1 - SUBROTINA SUBPO

Nesta subrotina sao apresentados um conjunto de menus
que possibilitam a escolha, interactivamente, das varias op-

¢oes contempladas.
O menu principal é constituido por:

SAIDA DOS DADOS

-—
1

2 - SAIDA DOS DESLOCAMENTOS

3 - SAIDA DAS TENSOES

4 — TRATAMENTO DO FICHEIRO DE SAIDA

5 - FIM DE EXECUC&O

Nos paragrafos seguintes faz-se uma breve descricao de

cada uma destas opgoes.

8.3.1.2 - SAIDA DOS DADOS. SUBROTINA SAIDA

Esta opcao permite obter uma listagem total dos dados

do problema.

8.3.1.3 - SAIDA DOS DESLOCAMENTOS. SUBROTINA DESLO

Nesta opcdo, 6 necessario especificar os conjuntos de
nos ou de elementos para se obter'os respectivos deslocamentos.
Os deslocamentos maximos, em cada uma das direcg?es, podem ser
igualmente obtidos, bem como, os deslocamentos acima de um va-

lor fixado. Este parametro pode ser fornecido em valor absoluto
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ou como percentagem do deslocamento maximo em cada uma das

direcgoes.

8.3.1.4 - SAIDA DAS TENSOES. SUBROTINA TENSO

Com esta opcgao podem ser obtidas as tensoes O g ? Oyy’

Txy’ ou as tens§es.principais nos conjuntos de elementos pre-
tendidos. O valor das tens§es e calculado, para cada elemento,
no niémero de pontos fixado a partida. Esta opgao permite, tam-
bém, obter as tensées maximas e/ou tensdes principais maximas
e as tensoes que.sejam superiores a um dado limite. Este limi-

te pode ser formecido em valor absoluto ou como percentagem

dos valores maximos das tensoes.

8.3.1.5 - TRATAMENTO DO FICHEIRO DE SAIDA. SUBROTINA FIPOS

Esta opcao permite visualizar ou apagar o conteudo do

ficheiro de saida.

8.3.2 - PROGRAMA.PARA 0 ELEMENTO DE CASCA SEMILOOF COM

SUBESTRUTURACAO

Na fig. 8.4 apresenta-se o diagrama de blocos do modu-
lo de pos-processamento para o programa do elemento de casca
Semiloof com subestruturacao. Este modulo contém o programa
principal POSUB onde sip lidos, de um ficheiro em disco, os
parametros gerais do problema. Depois de determinados os apon-
tadores no vector unico das variaveis que caracterizam global-
mente as subestruturas, estas séo lidas na subrotina DASPO. O

programa principal POSUB permite obter uma listagem destes da-
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dos, através de uma chamada a subrotina SAISU, ou fazer o pos-
~processamento de uma dada subestrutura. Cada subestrutura e
tratada independentemente sendo, para isso, utilizado o modu-

lo descrito em 8.3.1.

8.3.3 - EXEMPLOS

A titulo de exemplo do pos-processamento, apresentam-
~-se, na figura 8.5, as tensﬁes de corte acima de 9x10“Kg/m?,
verificadas nas torres de escadas e de elevadores do edificio
de 17 pisos, analisado no capitulo 5 (exemplo 5.4.4). Na figu-
ra 8.6, observam-se os deslocamentos maximos no 172 piso, bem
como os deslocamentos acima de 99.9% dos valores maximos en-

contrados.

Salienta-se, também, que o pos-processamento foi uti-
lizado na obtencao de grande parte dos valores necessarios ao

tracado dos graficos, apresentados nos capitulos 4 e 5.

8.4 - ORGANIZACAO GLOBAL DOS PROGRAMAS

Os programas desenvolvidos encontram-se agrupados em
dois blocos correspondentes a solucao normal e a solucao com
subestruturacao. A escolha da opcao pretendida e feita inte-

ractivamente atraves do menu inicial:

1) Solucao normal

2) Subestruturacgao

Dentro de cada uma das opgoes indicadas, o utilizador

pode optar pela execucio de varios programas que lhe sao apre-
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sentados no seguinte menu:

1) Introducéo de dados (gerac%o automatica da malha)
2) Tracado grafico da malha

3) Renumeracéo da malha

4) Calculo dos esforgos

5) Pos-processamento

Este tipo de organizagao foi adoptado por ser o que
torna mais facil o acesso a execucao dos programas implemen-

tados.



Fig. 8.1

Fig. 8.2

PROGRAMA

PRINCIPAL

PRIDA

GERMA

INDAD

CILIN

Diagrama de blocos do pré-processamento para o

programa do elemento de casca Semiloof.

PROGRAMA

PRINCIPAL

SLODA

INSUD

GERMA

INDAD

CILIN

Diagrama de blocos do pré-processamento para o programa
do elemento de casca Semiloof com subestruturagao.
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Fig. 8.3

Fig. 8.4

PROGRAMA

PRINCIPAL

POSLO

SUBPO

SAIDA

DESLO

TENSO

FIPOS

Diagrama de blocos do pds-processamento para o

programa do elemento de casca Semiloof.

PROGRAMA

PRINCIPAL

POSUB

DASPO

SAISU

SUBPO

SAIDA

DESLO

TENSO

FIPOS

Diagrama de blocos do poOs-processamento para © programa
do elemento de casca Semiloof com subestruturagao.
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PUS-PROCESSAMENTO TA SUBESTRUTURA NUMERD 1

TENSDES ACTMA NE (ST1GMA XX

PONTO
XX YY 7
4. 20E+00 4,11F+400 3.94E-01
7.97E+00 5.72E400 3.74F-01
7.97E400 4, 53F+00 3.94E-01

FOS-PROCESSAMENTD DA SUBESTRUTLRA NUMERO 2

TENSOES ACIMA DE (STIGMA XX

PONTD

XX YY 7z
&.20E+00  3,14F+00  2.18F+00
6.20E+00  3,34E+00  2.39E+00
4£.20E+00  3,14E+00  2,.39E+00
4.20E+00  4,11F+00  2,18F+00
& T0E+00 A LLF+AA 2 IGE+00
4.20E+00  4.5SE+00  2,39E400
7.A0F+00 I,.57E+00 D, 47E400

Fig. 8.5

1.000E+?9 i SIGMA YY =

MEHMERANA
FLEXAD
FIRRAS INF,
FIBKAS SUF.

MEMBRANA
FILEXAD
FIRRAS INF.
FIBRAS SUP.

MEMBRANA
FLEXAD
FIBRAS INF.
FIHBRAS SUP.

1.000FE+09 ;

MEMERANA
FLEXAQ
F1BRAS 1INF.
FIBRAS SUF.

MEMBRANA
FLEXAD
FTRRAS 1INF.
FIBRAS SUP.

MEMBRANA
FLEXAQD
FIBRAS INF,.
FIBRAS SUF.

MEMERANA
FLEXAQD
FIBRAS 1INF.
FIBRAS SUF.

MEMBRANA
FLEXAD
FIBRAS INF,
FIBRAS SuUpP,

MEMBRANA
FLEXAD
FIBRAS INF.
FIBRAS SUP.

MEMBRANA
FLEXAO
FTRRAS INF,
FIBRAS SUP,

SIGMA YY =

SIGMA XX

-3.81493E+03
6.'51142E4023
D AVELATEFOD

-1.03243E+04

-3.18833E+04

1.99239E+03
-2.9890%E+04
-3.38754FE+04

-1.05311F+04

4,26195E+03
-6.26918E+0X
-1.47931E+04

S1GMA XX

~3,85849E+04
-1.37539E+05
~1.76124F+05

9.89541F+04

-1.54425E+05
-3.28234F+04
-1.87448F+08
-1.21801E+05

~-1.81345F+05
~1.199209K+05
~3.01254E+0%
-4.14737E+04

-1.15122E+405

2.1A970F+04
~7.34244E+04
-1,34819E+03

-1.08784E+0%

1.97579F+04
-8.90258F+04
-1.28542FE+05

=0, 21950F+04

1.82435E+03
-9, 0X704E+04
-9.40194F+04

-3 .9GBA7E+04
2,53475FR+04
-1.42392E+04
-4, 49342 +04

1.000F+09 } STIGMA XY

SIGMA YY

-A4.P3NTTE+04
A, 04372FE+02
-4, 175136404
-A.29400E+04

-1.03730E+05

8.94638F+02
~1.07834E+05
=1.04427F+0%

=4,97712E+04
1.02214E+03
-4 .874F1E+04
-7.079233E+04

1.000E+09 ; SIBHA XY

S1GHMaA YY

-4.94740E+05
3.78529FE+04
=6, 56707E+05
=7.32613E+05

-5.4A131F+05

7.67370FE+04
-4,89374E+05
-6.42868FE+05

-7.217462E4+05
7. 92054F+04
-4, 425576403
-8,00%47E+05

-1.54178F+05

1.00500E+04
~1.46128E+058
~1.64228FE+05

-1 .47793F+05
3. 414A53E+04
=1.1ZX428E+05
-1.81938E+05

-5.04%71E+05
1.94275E+04
-4, 8E043E+05
=-5,24398F+05

=-3.29990F+04

2.81570E+404
-4,.84200E+03
~A.11540F+04

239

= %.000E+04)

SIGMA XY

~1.13214E+05

-3.2A207E+03
-1.16474E405
-1,09952F +0%

-9, 47255E+04
2.70693FE+032
-9.20184F+04
~9.74324E+04

1.04187E+05
-2.00041F+03
1.021{84E+03
1.0A187FE+05

= 9.000F+04)

S1GMA XY

-8.140B0F+04
2.454639E+04
-5.68441F 404
-1.05972E405

~-7.75191F+04
~4.,20525E+04
-1.19872E+0%
-3.54446F+04

9. A2FLFE+04
-9, 91791E+02
"8.63790FE+04

1,04215F+405

2,534946+05
-2.460900FE+03
2.51085F+08
2,.546703E+05

1.38524F+0%
9,85508F+03
1.48391E+05
1.28481E+05

1.05029E+0S
4.,22791E+03
1.11257F+05
9.89010FE+04

~-B.97492E+03
-8,74549F+04
-2, 44T1FF+04
7.84780E+04

Listagem dos resultados do pos-processamento do exemplo 5.4.4.

TensSes de corte acima de 9x10" kg/mz, verificadas nas torres
de escadas e elevadores do edificio de 17 pisos.
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12

3

ELEM.

13

ry
o

POS-FRONESSAMENTO DA SUBESTRUTURA NUMERD 3

TENSOES ACTMA DIE (SIGMA XX =

XX

£.20E+00

4.20E+00

7.97E+00G

7.97E+00

7.97E+00

PONTH
Yy

2. 16F+00

T, 34E+6G0

3.921E+00

T, A&LE+00

T, 4L 00

7

A ARE~Q1

A.47E-01

4. 49FE-01

AARE-O1

A 4GFE-01

1.000F+09 ;

HEMBRANA
FLEXAOD
FIBRAS INF.
FIBRAS SUF,

MEMRRANA
FLEXAD
FIBRAS INF.
FIBRAS SUF.

MEMBRANA
FLEXAD
FIBRAS 1INF.
FIBRAS SUP,

HEMBRANA
FLLFXAD
FIBRAS 1INF,
FIBRAS SUF,

MEBRIANA
FLEXAD
FIHRAY TNF,
F1BRAS SLiF.

PNS-FROCESSAMENTO DA SURESTPHTHRE NUMERO

TENSOES ACIMA DE (SIGMA XX =

PONTO
XX YY
A.20E+00 3. 1AF+0N
7.97E+00 3.44E+00
7.927E+00 T, AAEAN0
7.40E+00 3. 57400
Fig. 8.5

Y44

7.126-01

L ALE+00

3.7 +00

1.000FE+09 ;

MEMARANA
FLEXAD
FIBRAS INF.
FIBRAS SUP.

MEMBRANA
FLEXAD
FIBRAS INF.
FIBRAS SUP,

MFMRRANA
FLEXAD
F1RRAS TNF,
FIBR&S SUF.,

HEMBRANA
FLEXAD
FTBRAS INF,
FIRRAS SHUF,
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SIGHA YY = 1.000E+0% 3 SIGMA XY = 9.000FE+04)
t
SIAMA XX STGMA YY SIGMA XY

4

SI6HA YY =

-5.27885FE+04
=-3.22562E+403

“S5.40141F+04 —

-4.95429E+04

~4,72223E+04
-2.35129FE+03
-4 95734AF+04
-4 ,48710FR+04

~4,76407E+G4

1.05092E+04
~-32,71317E+04
=5.81501E+04

-3.004A45E+04

S5.73189F+03
~2.43324E+04
~3.579464F+04

-4 AD918F+04
~2,12790FK+03
~a4 F4H19T7E+04
-4 ,31A3FF+04

SIGMA XX

~2.70857E+04
~1.30138R+04
-4 ,00995E+04
—-1.40719FE+04

-9 .39344E+03
-4, 18204FE+03
~-1.3I5757E+04
-5.21140FE+03

D.7IB4LE+02
T,28375F+02
AL 0PAD4F +07
~%.49259E+01

~2.18478E+04
~1.,42174F+04
-7, A0852F+04
~7.65038E+03

-4, 261469E405
~1.71708E+04
-4, S3340E+0%
-4.,18998E+05

-3.71811F+05
-1 .32333E+04
~3.85044F+0%
-3, 58578E+05

-2.78172E+05

1.51181E+04
—2.AR054E+05
=2.93291E+05

-3, AAAGTT 405
8.67516FE+03
~3.28022E4+05
~3,35372E405

-4, TORANE 405
=2, 0034574073
-4, 427484085
~4,3A341F+05

1.000E+09 3 SIGMA XY

SIGMA YY

-4,01242E+00
-4,99097E+03
~4,046253E+0%
=3,96271E+05

=2.46014E+05
-1.404T%8F+04
-3%,.820A0E+05
~3.499A8FE+05

-1.03427E+05
-A.54114FE+03
~1.,101468E+05
-2.9708BAFE+0%

3.02720E+04
-9,28847E+403
2.09835F+04
3, 954056404

=1.20041F+0%
-3.08589E+04
=1,5040GF+Q5
-B.94821FE+04

-1.21875E+05

1.71834F+04
=1.04LF1F+05
~1.3905%E+05

1.11225E+05
1.200A5FE+04
1.23231E+05
?.92181FE+04

1.20703E+05
~1.8B508%E+04
1.12394F+08
1.49412E+05

1. 32877FE+05
2.78883FE+04
1. AL17ASE+0S
1,0G989E+05

= 9.000E+04)

SIGMA XY

=-7.19770E+04
~2.00784F+04
-9, 205548E+04
~5.18984KE+04

-7.44580E+04
~2,444L27F+04
-2.921207E+04
-5.01953E+04

~-7.83070FE+04
1.65780FK +04
-4, 17290E+04
-9.48850FK+04

-1.47520E+04
8.18104FK+04
4, 50584F+04

~9.85424F+04

Listagem dos resultados do pés-processamento do exemplo 5.4.4.

Tensdes de corte acima de 9x10" kg/mz, verificadas nas torres
de escadas e elevadores do edificio de 17 pisos. (continuagao).



PNS-PROCESSAMENTN DA SLUBESTRUTLRA NUMERD 17

DESLAQCAMENTOS MAXIMOS

241

DFSILOCAMENTO HMAXTMO XX NI 141 = 3.95814E-04

DES).OCAMENTO MAXIMO YY ND 200 = ~1,91101F-02

DESLOCAMENTN MAXIMO 77 NO 184 = ~-4,44012E-03

ROTACAD MAXTMA DIR 4  NO 141 = S,43982F-04

ROTACAD MAXTHA DIRK 5 NO 170 = S5.58919E-04

DESI.OCAMENTOS ATTMA RIE 99,90% B0 VALOR MAXIMO

N EFSIOR NMIR. L BFSLOC RTR, 2 DESINC DIR. 3 DESLOC NTR. 4 DESLOC DIR. S
1437  1.99951%E—-04 ~1,893080F-02 -2,792547E-03  5.439823F-04  5.275B24F-04
161 R.9S8140F-n4 -1.973788F-02 -4.742537F-04  S5.2649814E-04  5,294315E-04
147  3.957800FE-04 —1.8S0848F-02 =-4.748840F-04  0.000000F-01  G.000000F-01
170  1.77A473E-04 -1,B884332E-02 -3X,061341F-0X  5,330394E-04  5.587188F-04
184 -9,94955BFE-05 ~1.910544E-02 -4.440125E-0%  0.000000FE~01  0.00000CE-01
166 =2, A24947E-05 ~1,910TA2E-02 -R.S73925E-03  4,180347E-0&  4.420195F-06
190  4.A75673F-0% -1.910SA0F-02 -4,A994146F-0%  0,000600E-01  0.000000E-01
197 7.994A08FE=0% ~1,910843F-07 =-4,297953E-03  3.813879F-06  3.727043E-04
194  1.129941F-04 ~-1,910584F-02 =-3.894930E-03  0.000000E-01  0.000000E-01
195  L.S78205E-04 ~1.910459E-02 -Z, I45985F-03  3.S93IXBYE-04  2.13X9BL0E-04
197  2.,0372257F-04 ~-1,910718F-02 -2,794026F-03  0,000000E-01  0.000000F-01
198 2.975641F-04 -1.910040F-02 -1,845993F-0F  4,105075F~0&4  4,120957E-04
200 %.927392F-04 -1.911004E-02 -4.978841F-04  0,000000E-01  0,000000F-01
Fig. 8.6 Listagem dos resultados do pos-processamento do exemplo 5.4.4.

Deslocamentos maximos e acima de 99.9% dos valores maximos, das
torres de escadas e de elevadores no 172 piso.
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"CAPITULO 9

‘CONCLUSOES

9.1 - CONCLUSOES FINAIS

A elaboragao deste trabalho permitiu obter dois con-
juntos de programas para o elemento de casca Semiloof com e
sem subestruturagéo, possuindo caracteristicas que os tornam
uma ferramenta util, versatil e facilmente utilizavel na ana-
lise de estruturas laminares pelo método dos elementos fini-

tos.

Os varios exemplos analisados permitem concluir que o
elemento de casca Semiloof apresenta muito boas caracteristi-
cas de convergencia em problemas com diversas situacoes es-
truturais. No que respeita a integracao numérica, verifica-se
que, de um modo geral, as regras com um maior numero de pon-
tos se revelam mais precisas. A utilizacao da regra de inte-
gracdo em 4 pontos de Gauss & pouco aconselhavel visto, em
algumas situacoes, conduzir a resultados com niveis de erro
muito elevados. Salientam-se, ainda, as vantagens da analise
de estruturas com o elemento de casca Semiloof, pois consé—

guem-se obter valores de projecto mais realistas.

Relativamente a solucao normal, a técnica de subes-
truturacdo mostra-se mais economica e vantajosa nos seguintes
. . 3 . -~ L d [
casos: quando a estrutura se pode dividir em particoes fisi-

cas naturais, permitindo uma analise separada de cada um dos



244

médulos; quando a estrutura € constituida por conjuntos de
modulos idgnticos; quando é necessario reanalisar varias ve-
zes um mesmo problema, alterando localmente a malha; quando

a capacidade de meméria central se mostra insuficiente para

a resolug%o do problema. Os exemplos apresentados permitem
concluir que, nos campos acima referidos, a utilizag%o da te-
cnica de Subestruturacéo conduz a economias substanciais no
volume de dados do problema e, principalmente, nos recursos

computacionais gastos na sua resolucao.

0 desenvolvimento de programas auxiliares de pré e
pos-processamento destina-se a facilitar e a tormar mais eco-
nomica a preparacao dos dados, a resolucao e a interpretacao
dos resultados de um problema de elementos finitos. Neste do-
minio, referem-se as vantagens obtidas pela implementacao dos

seguintes programas:

- Introducao de dados. Pelo facto de ser um programa
interactivo, efectuar a validacao dos valores in-

troduzidos e permitir alteracoes dos dados.

- Geracao automatica da malha. Por diminuir signifi-
cativamente o volume de dados a fornecer. Salienta-
-se a vantagem verificada na utilizacao de fichei-
ros ja existentes, que tornam possivel a redefini-
cao do numero dos elementos e/ou os pesos dos ele-

mentos em cada bloco.

- Renumeracao automatica da malha. Por conduzir a e-

conomias significativas na resolucao do problema.
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Particularmente util quando a malha e complexa ou
ge utiliza um programa de geracao automatica da ma-

lha.

-~ Tracado grafico da malha. Porque se obtém rapida-
mente a confirmacao de grande parte dos dados in-

troduzidos.

- Pos-processamento. Por permitir seleccionar os va-
lores dos deslocamentos e/ou tensoes mais signifi-

cativos.

Conclui-se, finalmente, que o conjunto de programas
desenvolvidos constitui um bloco autonomo e eficiente, para o
estudo de estruturas, pelo método dos elementos finitos com

o elemento de casca Semiloof.

9.2 - SUGESTOES PARA .FUTURO DESENVOLVIMENTO

0 presente trabalho destinou-se a obtencao de progra-
mas, que satisfazem completamente os requisitos necessarios
ao estudo linear elastico de estruturas tipo casca. No entan-
to, € importante referir que a filosofia de programacao aqui
adoptada, nomeadamente o uso da subestruturacgao, pode ser a-
plicada com grandes vantagens na analise de problemas de con-

tacto, nao-lineares, dinamicos e de Mecanica da Fractura.
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