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Resumo

Esta tese tem como objecto de estudo uma classe de problemas de evolugao,
definidos, quer em dominios de R, quer em dominios de R?, que sio caracterizados por
apresentarem solugoes com regioes de elevada actividade espacial, méveis no tempo. Na
resolugao destes problemas é adoptado o método dos elementos finitos méveis numa for-
mulagio que se baseia em aproximagoes seccionalmente polinomiais de grau arbitrdrio.
Ap6s uma sintese bibliogréfica, apresenta-se e desenvolve-se a formulagiao do método para
problemas de evolugao em 1-D, que constitui uma extensao do trabalho de Sereno [68] a
sistemas implicitos do tipo

- a2 -
G(x,t, u)(;—l: =TF(z,1, u}% + H(z,t,u, g;)

Esta formulagio ¢ caracterizada por se fazer aproximar a solugao por uma funcao sec-
cionalmente polinomial de grau arbitrdrio. Para cada uma das varidveis dependentes
associa-se uma malha espacial. Embora a escolha de malhas multiplas acarrete alguns
custos computacionais adicionais, ela permite obter com grande precisao e economia de
nos, perfis descritos por ondas que se deslocam com diferentes velocidades. Este facto,
aliado a técnica desenvolvida para o cdlculo dos integrais que envolvemn segundas derivadas
espaciais, tornam o c6digo computacional elaborado com base nesta formula¢ao do méto-
do dos elementos finitos méveis, um poderoso instrumento para a resolugao de uma vasta
classe de problemas. Virios exemplos numéricos ilustram esta afirmacao. E de realgar
ainda que o facto de se possuir um cédigo eficiente permitiu validar numericamente alguns
modelos, comparando modelos mais complexos com modelos simplificados.

Seguidamente é apresentada e desenvolvida a formulagio do método para pro-
blemas de evolug¢ao em 2-D caracterizados por

ou o,
"Ox' Oy’
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-(;—l: =F(r,y,t, u)% + Fy(x,y,t, u)(;Tl; + H(z,y,t,u

Nesta formulagao a solugao é aproximada por uma funcao seccionalmente polinomial de
grau superior ao das aproximacoes lineares, tradicionalmente usadas. E apresentado um
resultado que possibilita a avaliacao das derivadas da solu¢ao em ordem A variagao das
posigoes nodais e & variacao da solugao num ponto da malha global. O modo de calcular
os integrais envolvendo derivadas espaciais de segunda ordem da solugao é inovador e
eficiente. Se bem que as ideias e a estrutura sejam similares as desenvolvidas para 1-D, a
implementagao dessas ideias em 2-D torna-se bastante mais complexa. Uma dificuldade
fundamental é a que diz respeito a distor¢do da malha. Para evitar as singularidades da
matriz de massa foraimn introduzidas funcoes de penalizagio dependentes da drea de cada
elemento. Sio fungoes que nao interferem na qualidade da solugao e tém o efeito acrescido
de regularizar o movimento dos nds. O tratamento das condigoes de fronteira e a escolha
da malha inicial sao também pontos delicados que determinam o desempenho do método.
0 codigo desenvolvido com base no método proposto foi aplicado & resolugao de

alguns problemas cuja solugao apresenta frentes abruptas mdveis. Sao resolvidos védrios
problemas em 1-D e em 2-D provenientes da Engenharia Quimica estudados no Labo-
ratorio de Processos de Separagio e de Reacgao(LSRE). Os resultados numéricos sio
comparados, quer com os experimentais, quer com os fornecidos pela literatura, eviden-
ciando a eficicia e potencialidade do método e do algoritmo computacional desenvolvidos.



Résumé
Cette thése a pour l'object I'étude d’une classe de problémes d’évolution, définis
soit sur domaines en R, soit sur N2, qui présentent des solutions avec régions d’activite
spaciale élevée, qui changent au cours du temps. La méthode des éléments finis mobiles
avec une formulation basée sur des approximations polynomiales de degrée arbitraire
est utilizée pour résoudre ce type de problémes. Aprés une synthése bibliographique on

présente la formulation de la méthode pour la solution de problémes d’evolution en 1-D,
qui est une extension du travail de Sereno [68] aux systémes du type

¥ 2 0

G(x,t, u)?a—‘:- = F(z, t,u)g:—;: + H(z,t,u, %‘—:-)
Cette formulation est caracterizée par le fait que la solution est approximée par une
fonction polynomiale par morceaux de degrée arbitraire. A chaque variable dépendante
correspond un réseau spaciale. Le choix de plusieurs réseaux accroit le cont de calcul
mais permet d’obtenir avec une grande précision et économie de noeuds, des profils qui
se déplacent avec des vitesses différentes. Ce fait, allié a la technique développée pour
le calcul des intégrales qui enveloppent des derivées partielles secondes par rapport aux
variables d’espace, rendent le code élaboré avec support en la méthode des éléments finis
mobiles, un puissant instrument pour la résolution d’une vaste classe de probléemes. On
souligne que le fait d’avoir un code efficace a permis de valider numériquement quelques
modeles, en comparant des modeles plus complexes avec des modeéles simplifiés.

Ensuite on présente la formulation de la méthode pour des problémes d’evolution
en 2-D caracterizés par

ou d*u d*u du du
ﬁ' - F](J‘lyrf’lu)m =+ F2(’L!yvt|u)w = H(x?yltlul 67‘ 'Td?)

Dans cette formulation la solution est aprochée par une fonction polynomiale par morceaux
de degrée supérieur & celui des approximations linéaires traditionnellement usées. On
présente un résultat qui permet le calcul des derivées de la solution par rapport a la
variation des positions des noeuds et a la variation de la valeur de la solution en chaque
noeud du réseau global. La fagon de calculer les intégrales qui enveloppent des derivées
partielles secondes par rapport aux variables d'espace est originale et efficace. Bien que
les idées et la structure soit similaires aux dévellopés pour 1-D, I'implementation de ces
idées en 2-D devient plus complexe. Une difficulté fondamentale concerne la distorsion du
réseau. Pour eviter que les matrices de masse soit singuliéres on introduit des fonctions
de peénalization dépendantes de I' aire de chaque élément. Ces fonctions n’interférent
pas avec la solution et ont I'effet additionnel de régulariser le movement des noueds. Le
traitement des conditions de frontiére et le choix du réseau initial sont aussi des points
délicats qui déterminent la performance de la méthode.

Le code développé avec support en la méthode proposée a eté apliqué a la résolu-
tion de quelques problémes dont la solution présente des profiles mobiles. On étudie divers
problémes en 1-D et en 2-D de génie chimique, etudiés au Laboratory of Separation and
Reaction Engineering(LSRE). Les résultats numériques sont comparés soit avec les ex-
périmentaux, soit avec les donnés par la litterature et montrent 'efficacité et la puissance
de la méthode et de I'algorithme développé.



Abstract

The objective of the thesis is the study a class of problems of evolution defined
on N and R%domains that present solutions with great spatial activity in some regions of
space, moving in time. To solve these problems we adopt the moving finite element method
in a formulation based on piecewise polynomials approximation of arbitrary degree. After
a bibliographic review, we present and develop the formulation of the method for problems
of evolution in 1-D that constitute an extension of the work of Sereno [68] to implicit
systems described by

i 1 2
G(z,t, u}% = F(ux,t, u)%‘_—; + H(z,1,u, 3—:}
This formulation is characterized by the approximation of the solution that is a piecewise
polynomial approximation of arbitrary degree. For each one of dependent variables we
associate a space grid. Although the choice of several grids has some extra computational
costs, it allows great accuracy and economy of nodes in problems of moving profiles with
different velocities. This fact and the technique developed to compute integrals involving
second spatial derivatives, make the computational code based on this formulation of the
moving of finite element method a powerful tool to compute the numerical solution of a
large class of problems. Several numerical examples are given.

Then the formulation of the method for problems of evolution in 2-D characterized

o

by

du d9*u 0’u du du
W - Fi (.IT. y\"fl u)_ A F'Z(:L!y!t‘u)——- T H(J"y' t‘u' a‘ w

du? dy? )

is presented and developed. In this formulation the solution is approximated by a piecewise
polynomials approximation of higher degree than the linear approximations usually used.
A result that allows the evaluation of the derivatives of the solution with respect to the
variation of the nodes position and to the variation of the value of the solution at a global
node is presented. The way to calculate the integrals involving second spatial derivatives
is innovative and efficient. The ideas and structure are similar to those developed in 1-D,
but the implementation of those ideas in 2-D is more complex. One basic difficulty has
to do with the grid distortion. To overcome the singularity of the mass-matrix penalty
functions depending on the area of each element were introduced. These functions do not
interfere on the solution and the additional effect is to regularize the nodes movements.
The treatment of boundary conditions and the choice of initial grid are also sensitive
points in determining the performance of the method.

The computational code developed was applied to the resolution of same prob-
lems whose solutions present sharp moving fronts. Various problems from Chemical En-
gineering in 1-D and 2-D studied in the Laboratory of Separation and Reaction Engi-
neering(LSRE) are solved. The numerical results are compared with the experimental
results as well as those given in the literature, and show the efficiency of the method and
computational algorithm developed.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos dos problemas de Engenharia sao modelizados por equagoes de deri-
vadas parciais (EDP), dependentes do tempo. A estes problemas, problemas de
evolugao, corresponde uma grande diversidade no comportamento das solugoes. Neste
trabalho estamos especialmente interessados em problemas de evolug¢ao cujas solugoes
exibem regioes de grande actividade espacial que se movem com o tempo. Sao exem-
plo disso os problemas modelizados por uma equagao de convecgao-difusao em que o
termo convectivo ¢ dominante.

O objectivo fundamental desta tese é desenvolver um algoritmo computacional
que permita resolver este tipo de problemas de evolucao, que descrevem fenémenos
reais, definidos, quer em domifnios de R, quer em domifnios de R?. Os exemplos de
aplicacao considerados sao problemas de Engenharia Quimica cujos modelos foram

desenvolvidos no Laboratério de Processos de Separagao e de Reaccio.

Para o tipo de problemas que nos propomos resolver, a integragio numeérica
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numa malha espacial fixa é ineficiente. De facto, a menos que se use uma malha
espacial muito fina, a utilizagao de malhas fixas produz diversas patologias como as
que sdo ilustradas nas figuras 1.1 e 1.2. Métodos baseados em diferengas finitas,
embora descrevam a solucdo de modo razodvel, tendem a suavizar as frentes como
ilustra a figura 1.1. Os métodos de Galerkin, figura 1.2, introduzem oscilagoes na

solugdo que, por vezes, a tornam irreconhectvel.

Figura 1.1 Patologias: Excesso de dispersao

O conceito de método adaptativo surgiu para contornar a pouca eficiéncia dos
métodos de malha fixa, neste tipo de problemas. Este é um campo da Analise Numeéri-
ca em que a investigacao tem sido mais intensa nos tltimos anos. Em 1981, K. Miller
e R. Miller [60] e K. Miller [56] propuseram o método dos elementos finitos méveis

(EFM) para a resolugio de problemas de evolugao cujas solugoes exibem muita activi-
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Figura 1.2 Patologias: Oscilagbes incorrectas

dade espacial, apresentando zonas de transigao bruscas que se movem com o tempo.
Essencialmente é um método que se baseia na filosofia do métode de linhas onde a
discretizacio espacial se faz por elementos finitos, permitindo que os nés espaciais se
movam com o tempo. Esta discretizacao espacial conduz a um sistema de equagoes
diferenciais ordindrias na variavel tempo. A discretizagao total do problema obtém-se
recorrendo a um integrador numérico para resolugao de sistemas de equagoes diferen-
ciais ordindrias (EDO). Nesta tese apresentamos e desenvolvemos uma formulagao do
método dos elementos finitos maéveis focando a atengao na discretizagao espacial.

A nossa formulagao do método baseia-se nos trabalhos de Sereno [68] e Sereno
et al. [70, 71], onde o método foi desenvolvido e implementado para uma classe res-

trita de problemas em dominios espaciais de dimensao 1. Nesta tese apresentamos,
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desenvolvemos e implementamos, numa primeira fase, o0 método dos elementos fini-
tos moéveis, com aproximagoes seccionalmente polinomiais de grau arbitrario, a uma
classe mais vasta de problemas em dominios unidimensionais, 1-D. O algoritmo com-
putacional desenvolvido foi especialmente desenhado para problemas de evolucio de

dimensao 1 do tipo

2 ou

d“u
G(z,t, u) F(z,t u)ax2 +H(m,t,u,$),
onde u(z,t) = [wy(z,t), ug(z,t), ..., up(z,t)]’ € R, sujeito a determinadas

condigdes iniciais e a condigoes de fronteira de Dirichlet, de Neumann ou de Robin.
O passo seguinte, ¢ o desenvolvimento do método para problemas de evolugiao em
dominios espaciais bidimensionais, 2-D, e a sua aplicagdao a problemas de evolucao

descritos por

du d*u 0%u du Ou
— = F(z,y,t,u 7 +Fa(z,y,t,u H(z,y,t,u, —, —),
5 (z,y ) 2(z,y )a2 (y,,,amay)
em que (z,y) € Q C R?, com condigoes de Dirichlet , de Neumann ou de Robin para
a fronteira.
Este trabalho é constitufdo por sete capitulos. Neste primeiro capitulo, Intro-
dugao, apresentamos a motivagao e os objectivos da tese, assim como o modo como

estd organizada.

No capitulo 2, designado por Elementos Finitos Mdveis: uma Sintese, apre-
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sentamos e discutimos as principais formulacoes do método dos elementos finitos
moveis. Tomando como ponto de partida o método dos EFM de Miller e Miller [60)],
apresentamos uma sintese de diferentes abordagens de algumas questoes relevantes
que originaram diferentes formulagoes do método. Tais questoes dizem respeito essen-
cialmente a interpretacao dada aos integrais envolvendo os operadores diferenciais de

segunda ordem e ao tratamento das singularidades inerentes ao método.

No capitulo 3, intitulado Método dos Elementos Finitos Mdéveis em Espagos
Unidimensionais, apresentamos e desenvolvemos a formulacio do método dos elemen-
tos finitos méveis com aproximagoes seccionalmente polinomiais de grau arbitrario,
para problemas de evolugao descritos por sistemas implicitos em dominios espaciais
de dimenséo 1. Esta formulagio constitui uma extensio dos trabalhos de Sereno [68]
e Sereno et al. [70, 71] e permite a obtengdo de solugdes numéricas de grande quali-
dade. Neste tipo de métodos a malha espacial assume um papel central tornando-se
dinamica ao adaptar-se ao comportamento da solugio. Como muitos dos sistemas a
tratar tém componentes com comportamentos diferenciados, a discretizagio espacial
¢ feita associando uma malha espacial a cada uma das Varisveis dependentes. Em ca-
da elemento finito de cada uma das malhas espaciais aproximamos a solugao por um
polinémio de grau arbitrério, recorrendo ao polinémio interpolador de Lagrange. O
grau da aproximagao pode variar de elemento para elemento. Considerando o método
dos elementos finitos obtido por aplica¢io do método de Galerkin e permitindo que

0s nos espaciais se movam com o tempo, a discretizagao espacial converte cada uma
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das equagoes do sistema de EDP num sistema de EDO na varidvel tempo.

Para contornar as singularidades inerentes ao método usamos funcées de pe-
nalizagao que podem, eventualmente, ser caracterizadas para cada um dos elementos
finitos. Estas fungoes tém um cardcter empirico e nao interferem directamente na
solugao, apenas no movimento dos nés, evitando que a matriz de massa do sistema
se torne singular.

A descontinuidade das segundas derivadas espaciais da solugio aproximada
semi-discreta e o facto de os problemas a resolver envolverem segundas derivadas
espaciais dao origem a que muitos dos integrais que definem o sistema de EDO nao
existam. Para dar existéncia a estes integrais usaremos um processo de suavizacao.
O cilculo desses integrais é feito com grande eficiéncia por quadratura gaussiana sem
que haja necessidade de definir catdlogos de integrais para cada tipo de problema a
resolver, como acontece em muitas outras formulagoes do método dos elementos finitos
moveis. Este estudo em 1-D desempenha um papel importante na implementagiao do

método em 2-D.

Com base na formulagido desenvolvida no capitulo 3, desenhdmos um algo-
ritmo computacional que permite aplicar o método dos elementos finitos méveis com
aproximagoes seccionalmente polinomiais de grau arbitrario a resolucao de diversos
problemas. O quarto capitulo, designado por Ezemplos e Resultados do MEFM em
1-D, conclui a discussao do método dos elementos finitos méveis para problemas de

evolugao em 1-D, ilustrando a eficdcia desta formulacao do método na resolucao de
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diversos problemas.

Os capitulos 5 e 6 cobrem os mesmos assuntos que os capitulos 3 e 4, mas
para dominios espaciais de dimensao 2. No capitulo 5, Método dos Elementos Fini-
tos Moveis em Espagos Bidimensionais, o método dos elementos finitos méveis com
aproximagoes seccionalmente polinomiais de grau arbitrério ¢ desenvolvido para pro-
blemas de evolugao definidos em dominios de R?. Em geral o método dos elementos
finitos méveis possui a mesma estrutura que em dominios de R, mas diferencas im-
portantes ocorrem. Na formulagdo que propomos a solugao é aproximada por uma
fungao seccionalmente polinomial de grau p, p > 1. As equacoes que definem o méto-
do sao obtidas, tal como para 1-D, a partir da minimizagio do quadrado da norma
L, da soma dos residuos das equagoes que constituem o sistema de EDP com respeito
as derivadas temporais das coordenadas das posicoes nodais, abcissa e ordenada, e a
derivada temporal do valor da solugao aproximada nesse né. Devido a complexidade
da implementagao, ao contrario do que fizemos para problemas em 1-D, consideramos
uma tnica malha espacial. E apresentado um resultado que possibilita a avaliagao
das derivadas temporais da solugao em ordem a variagio das posicdes nodais. O
tratamento adaptado para o cdlculo dos integrais envolvendo os operadores de segun-
da ordem ¢é inovador e revela-se bastante eficiente. Abordamos ainda o problema da
distorgao da malha espacial, de dificil tratamento em 2-D e o uso de fungoes de pe-
nalizagao, dependentes da drea de cada elemento, para a regularizagao do movimento

dos nés.
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No capitulo 6, Implementagao e Aplicagoes do MEFM em 2-D, sao apresen-
tados exemplos e resultados numéricos para problemas de evolugao em 2-D. Em
dominios espaciais de dimensao 2 somente algumas equacoes tém solugao analiti-
ca conhecida e a literatura nao é fértil na resolugao de problemas reais. O cédigo
computacional que desenvolvemos com base na formulagao do MEFM, apresentada
no capftulo 5, é aplicado neste sexto capitulo a resolugao de quatro problemas: uma
equacao de Burgers, um problema proveniente da teoria da combustao, um sistema
de duas equagoes de Burgers e um modelo que descreve a propagagao de ondas de
temperatura em leito fixo. Alguns dos aspectos analisados sao o efeito das constantes

de penalizacao no movimento das malhas e a qualidade da solugao.

Este trabalho encerra com o capitulo 7, Conclusdes, onde sao tecidas conside-
ragoes sobre o trabalho apresentado. Tendo em vista o trabalho futuro de investigag¢ao

nesta darea sao apresentadas algumas ideias sobre questoes em aberto.



Capitulo 2

Elementos Finitos Mdveis: uma Sintese

2.1 Introdugao

Com o objectivo de obter solugoes numéricas para problemas de equacoes
de derivadas parciais (EDP), lineares ou nao lineares, cujas solugoes desenvolvem
perfis abruptos méveis, K. Miller e R. Miller [60] e Miller [56] introduziram o método
dos Elementos Finitos Mdveis (EFM). Trata-se de um método de malha adaptativa
dindmica em que a malha espacial se deforma continuamente no tempo, de acordo
com as caracteristicas da prépria solu¢ao da EDP.

Este capitulo, sem pretender fazer uma revisao exaustiva, visa fazer um en-
quadramento desta tese. Para tal apresentamos uma sintese de diferentes perspec-
tivas. Tomando como ponto de partida o método dos EFM de Miller e Miller [60],
vamos abordar algumas questoes relevantes que originaram diferentes formulacoes do
método dos elementos finitos méveis. Tais questoes dizem respeito, essencialmente,

a interpretagao dada aos integrais que envolvem os operadores diferenciais de segun-
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da ordem, ao movimento da malha e ao tratamento das singularidades inerentes ao

meétodo.

Para uma revisao bibliogréafica mais pormenorizada remetemos o leitor para
o trabalho de Johnson [50], onde se descrevem de forma cuidada diferentes formu-
lagoes do método. Numa perspectiva mais generalizada pode-se referir o excelente
artigo de Hawken et al. [38]. Mais recentemente Baines [9] apresenta o método dos
EFM, assim como as contribuigoes mais significativas dos trabalhos desenvolvidos

com aproximagcoes lineares em espagos a uma e duas dimensoes.

2.2 0O método dos EFM de Miller

Consideremos o problema de evolugao

u, = L (u) , (2.1)

em que £ é um operador diferencial, em geral nao linear, definido para a < z < b,
contendo u e as suas derivadas espaciais de primeira e segunda ordem. Admitamos
que o problema esté sujeito a uma dada condigao inicial e a condigoes de Dirichlet
ou de Neumann na fronteira. Seja U(z,t) uma aproximacao de u(z,t) obtida por
discretizacio espacial de (2.1) usando elementos finitos fixos, sendo os N elementos

finitos caracterizados pelos nés de separagao,
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a=X1<...<XJ-<...<XN+1=b. (22)

A aproximagao usual por elementos finitos fixos, exige que a solucio apro-
ximada U(z,t) pertenga a um subespago linear de dimensao finita com func¢ées de

base ovj(z), 5 =1,...,N + 1. Assim,

N+1

Ulz,t) = > ay(z) U(t) (2.3)
4=1

em que os coeficientes U;(t) sao as amplitudes u(X;,¢) da fungio nos nés de sepa-
ragao X;. Na aproximagao usual de Galerkin as incégnitas U,(¢) ficam determinadas
exigindo que o erro residual, U, — £ (U), permanega ortogonal ao subespaco gerado
por a;(z). Deste modo a EDP original converte-se num sistema de (N + 1) EDO cuja

i-ésima equagao é

N+1 [ ® _ 9
Z /a,-ajd:c Uj(t) = /f. (U) a;d:z: 3 (2.4)
'?:1 a [
. oU. .
onde U,;(t) = Fb} Na forma matricial o sistema escréve-se AU = g, sendo A uma

matriz simétrica definida positiva [86]. Além disso, A é tridiagonal pois

ai(if") =0, z ¢ ]Xi—hXH—l[ .
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Para se obter o sistema de EDO completo ¢ também necesséario obter as equagoes
para os nés que estao na fronteira. As equagoes correspondentes a esses nos, sao
escritas exigindo que U satisfaga as condigoes de fronteira em z = a e x = b. Usando
aproximacoes lineares em cada elemento finito, U é uma funcao seccionalmente linear
relativamente aos nés X, figura 2.1(a). As fungoes triangulares a;(z) representadas

na figura 2.1(b) sao definidas por

0 SGISXj_IVIZXj+1
ai(z) = 2=Xiz1 s ¥ . . 2.5
i() W X% se X;.1 <z < X (2.5)
Xip1—T
+1 - ) .
\ —‘L'"_x,-ﬂ—x, se X; <z < X

Consideremos agora o método dos elementos finitos méveis. A discretizagao
espacial é feita usando elementos finitos, tal como se descreveu, mas permitindo que
as posicoes nodais variem com o tempo, i.e., X; = X;(t). Deste modo, as fungées de

base a; dependem também da posigao dos nés de separagao X; no instante ¢,

aj(z) = aj(z, X;(t), j=1,..N+1 (2.6)

¥

e, portanto, a variacao temporal de U é dada por

U; = Z (UJ (8% + UJ%) 5 (2.7)
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(U)
(a)
X::'—l X: X;:'+1
() 14
(b)
0 X;—l X,: XJI'+1
B) m,
(c)

Xj-1 Xv/Xm
ij..

Figura 2.1 (a) Aproximacdes lineares; (b) Primeira fungdo de base; (c) Segunda funcio
de base

Esta extensao significa que, em relagao ao método dos elementos finitos fixos, a

equacao que caracteriza U; apresenta os termos extra

N+1

Z Uit a"" (2.8)

; 0X
Fazendo X;(t) = Ti e atendendo a que
ol

N+1

=2 i, (29)

3a J.,



14 Elementos Finitos Mdéveis: uma Sintese

obtemos

N+1 Savi N+1 N+1 O
ZUJ L= >"U; ZaXJ; X . (2.10)
gl =1

Comutando a ordem dos somatdérios e os indices e atendendo ao facto de terem a

mesma variagao, resulta

N+l o N+l (N4l 5 ”
o - 5 (Soge 21
Deste modo conclufmos que a variagao temporal de U (2.7) pode ser escrita na forma

U =3 (Uj a5+ Xif;) (2.12)

N-+1 da:
B; = ZU’ ‘_ . (2.13)

A funcgao f3;, normalmente designada por segqunda fun¢ao de base, pode ser definida

por

0 SE$§Xj_1VIZXj+1
ﬁj(.’f,t) =i j a—gi.:—l j— It g—f;LUJ se Xj_] ST S Xj z (214)

L"°U+6““U se X; <2< Xjn1
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Seja m; o declive de U no j-ésimo elemento finito [X;, X; 4],

m; = H ji=1,...,N. (2.15)
Atendendo a (2.5), facilmente se verifica que
8
0 sex < X;1 V2> X;n
Bi(z,t) = ¢ —ajm;, se X;_1 <z < X; ; (2.16)
| —om; se X; << X

como ilustra a figura 2.1(c). Permitindo a variagdo das posigoes nodais, formam-se
dois conjuntos de incognitas, U;(t) e X;(t). Na formulagao de Miller estas incégnitas
ficam determinadas exigindo que U, pertenga ao espago tangente, no ponto U, ao
espago gerado pelas fungoes de base a; e B;. Por outras palavras, U,(t) e X;(t) sao

determinados obrigando a que o quadrado da norma L, do erro residual U; — £ (U),

U - @) I, , (2.17)

)
seja minimo com respeito a UJ- e Xj, Jj=1,..., N+1. Trata-se pois de um problema de
optimizagao do qual resulta um sistema de 2(N + 1) equagoes que, na forma matricial,

5€ escreve

AY)Y =g,  Y(0)=Y,, (2.18)
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sendo Y = (Uh, Xa, ...,UJ, XJ,...,XNH,UNH)T e Y(0) o vector que traduz as condi-

¢oes iniciais

Y(U) = [’U(](Xl), X1, semy ug(XJ-), Xj, o U(](XN+1), XN.H]T.

A matriz A designada por matriz de massa, € uma matriz simétrica, tridiagonal por

blocos, sendo cada bloco dado por

b b
Jaiajde [ oifde
A;‘j = : ‘ s (219)

b b
a a
O vector g = {gi} escreve-se

b
J L(U) aidz
wr=| 2 . (2.20)
[ L(U)B;dz
Uma vez completada a discretizagao espacial, obtém-se o sistema de EDO (2.18) na

varidvel tempo, que é resolvido apelando a um integrador de EDO.

2.2.1 Cadlculo dos integrais

Uma das questoes mais pertinentes na implementacao do método dos EFM é
a que se relaciona com o célculo dos integrais que definem, quer a matriz de massa

A, quer o vector g = {g;}. De facto, devido ao tipo de aproximagao usada, os
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integrais (2.20) podem eventualmente ndo estar definidos. Para ilustrar esta situacio,

considere-se um caso particular, o da equagao de difusao linear
Uy = Ugx - (221)

Neste exemplo £ (1) = u,,. Como U é uma aproximagao seccionalmente linear de
u, U nao pertence ao dominio do operador £. Para contornar este problema, Miller
e Miller [60] usaram a ideia de §-mollification. Este processo consiste em tratar a
fungao U como limite de fung¢oes mais suaves. Nesta aproximagao U(z) é aproximada

pela funcao

z+d

S(U) (z) = [ )z - W)U ()dy (2.22)

z~6

em que p°(y) é uma funcao satisfazendo

/pa(y)dy =1. (2.23)
-8

1

A fungao S (U) pertence ao dominio de £ e, fazendo § — 0, temos S (/) — U. Usando

d-mollification nao ha dificuldade em avaliar os integrais de (2.20) (cf. Miller [60]),

b
excepto para o célculo do segundo integral [ UzzB;dz em que se deve especificar o
f
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valor de ; em X;. Miller considera o valor médio —(m;_, +m;)/2, do que resulta

b
/Unﬁjdir — —(my —m;_1) (m; +m;-1) /2. (2.24)

a

Para o primeiro integral, integrando por partes, tal como no método dos elementos

finitos fixos, tem-se

b b

[uxzrxjdz = —/um%dm. (2.25)

a 13

Este tltimo integral estd bem definido, mesmo quando se substitui u pela aproximacgao

Ue

b
—/Uxx{l‘jdl‘ = Mm; —M;— . (226)

[/

Mueller e Carey [62] avaliam os integrais que envolvem operadores de segunda ordem

S (U)
H

usando o teorema de Green. Assumindo que é continua nos nés de separagao,
pode-se aplicar a integracao por partes. Para o exemplo da equagao de difusao linear

tem-se

b Xit1
/uzzﬁjdx —— f u:::u::ajdx ) (227)

a Xj—1
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pois [X;_1, X;41] € o intervalo suporte de a; € 8; = —u,a;. Como
X X+
U .
- / Upz Uz ;AT = — / (-é—”-) ajdz (2.28)
X;_l X:f-d ‘

integrando este tltimo integral por partes, obtém-se

Xi+1 Xi+1

u? doy;
/ Uz fB;dT = — / -—2—d—;dm. (2.29)
Xj-} xj—l

Daqui se conclui que, quando se substitui u pela aproximagio seccionalmente poli-
nomial U, nao hd problemas de defini¢ao do integral, visto que o integral resultante
apenas contém a primeira derivada de U. Esta técnica pode ser aplicada com sucesso
a problemas mais gerais [50]. Morton sugeriu uma alternativa para interpretar aque-
les integrais. Consiste em definir explicitamente o operador S, construindo a partir
de U uma fungao W(z) = S(U(z)) com condigoes suficientes de continuidade, de
modo a garantir a existéncia daqueles integrais 50, 80]. Definindo W (z) como sendo
o polinémio cibico de Hermite satisfazendo

Y

m; +m;_ m; + m.;
W(X;) =U;, W(Xj41) = Up, Wa(X;) = _Jz_J_i Wl )=k ; st

Johnson [50] obtém, para aqueles integrais, os mesmos valores que Miller e Miller (60].

Na literatura S (U) designa-se por recovered function.
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2.2.2 Condigoes de fronteira

Ao escrever o sistema (2.18) admite-se que é possivel reescrever as equagoes
relativamente a fronteira do dominio espacial. Considerando fronteiras fixas, X, =
Xn+1 = 0, as condicdes de fronteira sao incorporadas especificando, para o caso de
condigoes de Dirichlet, U; = u, e Uy = u, donde, nao existem equagoes associadas
a U, e a Uyy,. Exigindo condigoes de Neumann os valores de %(a, t) e %(b, t) sao
impostos naturalmente e determinam UeU ~+1. Condicoes de fronteira mais gerais,
incluindo fronteiras méveis, podem também ser incorporadas. Por exemplo, Hrymak
e Westerberg [44] trataram problemas com fronteiras méveis. Djohmeri et al. [31]
resolveram o problema de Stefan com fronteiras méveis, adicionando ao sistema de
EDO resultante da discretizagao espacial uma EDO proveniente da discretizacao da
prépria fronteira. Sereno [68] trata problemas em que as condigoes de fronteira sao
fungoes do tempo criando novas varidveis dependentes; as condigoes de fronteira sao
reescritas de modo apropriado e novas equagoes diferenciais ordindrias sao acopladas

ao sistema de EDP. Estas EDO extra traduzem a evolu¢ao das novas varidveis de-

pendentes na fronteira.

2.2.3 Singularidades

Ao contrdrio do que sucede no método de elementos finitos fixos, em que
a matriz de massa é definida positiva, a matriz associada ao método dos EFM é
apenas semi-definida positiva [80]. De facto, facilmente se pode constatar que se

U, tem o mesmo valor em elementos finitos adjacentes, entao m; = mj; = me
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f; = —ma;. Portanto, o determinante do bloco A;; anula-se, tornando a matriz A
singular. Usualmente esta situagao é descrita por paralelismo. Uma outra causa para
a ocorréncia de singularidades da matriz de massa é a possibilidade de dois nés virem
a colidir. Se, por exemplo, X; = X4, o bloco A;; torna-se singular, conduzindo a
singularidade de A. Para contornar estes dois problemas K. Miller e R. Miller [60] ¢
K. Miller [56] sugeriram a adigao de fungdes penalizadoras a fungao objectivo (2.17).

Deste modo as incognitas U,(t) e X;(t) sao determinadas minimizando

N
10 = £@)IE, + Y (K - %) - 51). (230

I=1

com respeito a UJ- e Xj, J=1.,N+1 As funcoes ¢ = ¢(Z;) e S; = S(Z),
sao fungoes de Z;, Z, = X4, — X, positivas e definidas de modo a tomarem valores
elevados quando Z; é muito pequeno ou se aproxima de um valor minimo especificado.
Estas fungoes actuam no movimento dos nés, restringindo, por um lado, os seus
movimentos relativos, forcas viscosas, € e, por outro, obrigando a que os nés de
separagao mantenham entre si uma distancia minima, forcas de mola, S;. As funcoes
de penalizagdo possuem um cardcter empirico, dependendo de constantes a definir

pelo utilizador. Varios tipos de fungoes tém sido usadas. Por exemplo, Djomehri [29]
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sugeriu

aS = e *(Z —d)™?
(2.31)

E‘f = C:{(Z; — d)_l,

em que os pardmetros ¢y, ¢3 e d sao especificados pelo utilizador. d é o comprimento
minimo permitido para um dado elemento finito e ¢; sao constantes positivas peque-
nas. Como mostra Djomehri [29], a adigéo das forcas viscosas a fungao objectivo torna
a matriz de massa definida positiva. Este facto mostra a importéncia da escolha das
constantes de penalizacao. Como sabemos, se o sistema de EDO a resolver numerica-
mente possuir uma matriz de massa fortemente definida positiva, as solugoes possuem
variacoes suaves no tempo e, portanto, a integracao numérica pode ser realizada com
um passo de integracao de maior amplitude. Por outro lado, se nao se introduzirem
as penalizagoes associadas as forgas de mola, a tendéncia dos nés é moverem-se para
o interior das frentes abruptas causando insuficiéncia de resolugao. Assim, o uso de
funcoes de penalizacao tem o efeito acrescido de regularizar o movimento dos nés.
As penalizagoes nao influenciam a qualidade da solugao numeérica obtida, actuando
exclusivamente no movimento dos nés, regularizando-o e evitando o aparecimento de
singularidades. A adi¢ao das fungoes de penalizacao a fungao objectivo resolve de
modo eficiente os problemas relacionados com a singularidade da matriz de massa.

Tem, no entanto, alguns custos pois é necessario caracterizar a priori as constantes
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que definem ¢ e S;. Como nao é possivel estabelecer, a partida, uma relagao entre
estas constantes empiricas e a EDP a resolver, poderd ser exigido alguma experi-
mentagao numérica prévia de modo a obter-se um conjunto de valores razodveis para

essas constantes.

Juarez-Romero e Sargent [52], recorrendo ao uso de minimos quadrados para a
minimizagao do resfiduo e, seguindo uma estratégia em que as fungoes de penalizagao
sao definidas como combinagoes lineares das forgas viscosas e das forgas de mola,
conseguiram aumentar a robustez do método. Foram ainda desenvolvidas outras
alternativas, em que o movimento dos nés é definido recorrendo a caracterfsticas
fisicas do problema. Por exemplo, Mosher [61] usa a curvatura e o declive da solugao
para distribuir os nés. Hrymak et al. [44] usando um nimero fixo de nés da malha
permitem que alguns nés se movam livremente, embora penalizados, enquanto que
para outros é imposto um movimento dependente do movimento dos nés que lhe
estao adjacentes. Pipilis [65] e Duarte [32] tratam as singularidades provenientes do
paralelismo a custa da introdugao de penalizagbes e impdem restrigoes a velocidade
nodal quando se verifica a colisao de nés. Dado o cardéter empirico das penalizagoes
alguns autores optam por nao as utilizar, desenvolvendo outras técnicas para eliminar
o problema das singularidades. E o que fazem, por exemplo, Wathen e Baines [80] e
Johnson [50]. Wathen e Baines [80] propdem que o mimero de nés da malha espacial
possa ser varidvel, podendo alguns deles ser eliminados sempre que colidirem. O

problema é entao dividido em dois, sendo introduzida uma condicido de fronteira.
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Esta nova condigao traduz a velocidade de deslocamento de uma frente. Sempre que

ocorre paralelismo o né de separagao entre os elementos finitos adjacentes é fixado.

O método dos EFM foi descrito usando aproximacoes lineares em cada elemen-
to finito. No entanto alguns autores optam por aproximacoes de grau mais elevado.
Sereno [68], fazendo uso das penalizagoes de Miller [56] desenvolve uma formulagao
do método dos EFM, onde usa aproximagoes seccionalmente polinomiais de grau ar-
bitrdrio recorrendo a polinémios interpoladores de Lagrange. Hansen e Hassager [37]
constroem uma formulagao do método dos EFM baseada em aproximagoes quadrati-
cas. Outros autores, Jimack [47], Pipilis [65] e Duarte [32, 33|, optam pelo uso de
aproximagoes por polinémios cibicos de Hermite. Neste caso tanto a aproximacao U

como U, sao fungoes continuas no domifnio espacial.

2.3 Formulagao de Herbst

Uma formulagao do método dos EFM, combinando a abordagem de Miller com
o método dos elementos finitos obtido por aplicagao do nlllétodo de Petrov-Galerkin, foi
desenvolvida por Herbst et al. [39]. Usando aproximagoes lineares em cada elemento
finito, o sistema de EDO é obtido exigindo que o residuo da EDP seja ortogonal a um
conjunto de funcoes teste, S; e 7;. Estas fungoes sao as fungoes ciibicas de Hermite

definidas por
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S(i{-’—‘—‘-) se X;.1 <z < X

S;(x) =< (2.32)

S(M) se XJ S.‘ESXJ+1

e

T (ﬂz-—) se X;_1 < z < X;

Ti(a) =4 (2:33)

T()—(‘Lt-l_—z) se XJ‘ S T S Xj-H
onde

S(@) = (1= 2?1 +2Jz]),  |2| < 1 (2.34)

T(x) = 2(1 - |al)?, o] < 1
e Zj = Xj — Xj;-,. Herbst et al. [40] estudaram também o mecanismo do movimento
dos nés para um problema de valor inicial hiperbélico puro, concluindo que os nés
se movem em concordancia com um princfpio de equidistribui¢do. Para a solucao do

problema de Burgers,

U + UUp = €Ugy , (2.35)
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o método dos EFM de Miller conduz a

ZjHuH(X}-_, f) = Zj'u.;r_:(x;-, t) =} O(Zi) y (236)

enquanto que para esta formulagao de Herbst se tem

Ziusa( X5 it) = 27 1uae(X i 8) +O(ZP) . (2.37)

Em ambos os casos, para um mimero suficiente de nés, os termos de ordem elevada
podem ser desprezados. Verifica-se assim que os termos que intervém no movimento
dos nés sao os termos de segunda ordem da equagao a resolver. Este principio de

equidistribui¢iao é também usado para a escolha da malha espacial inicial [50, 81].

2.4 Formulagao variacional

Para a resolugao do problema de evolugao (2.1) Mueller e Carey [62] con-
sideram uma transformacao de coordenadas dependente do tempo. A ideia funda-
mental desta formulagao consiste em estabelecer uma transformacio de coordenadas
r,t — & 7, de modo que a solu¢ao do problema transformado seja mais suave e,
portanto, mais adequada a uma aproximacao por elementos finitos do que a solugao
do problema original. E conveniente definir a mudanca de coordenadas entre z,¢ e

as novas varid.veis dependentes, &, 7, igualando ¢ e T,
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2'=3ET); i=T (2.38)
L. . Oz, t) : : q : 3
Seja J = (€, 7) a matriz Jacobiana desta transformagao. Para a invertibilidade da
2 T
transformagao é necessdrio que |J| = det(J) nao mude de sinal no dominio e que

|J| # 0. Assim, toma-se como restrigao as transformagoes admissfveis,

|J| >0 Vaz,t. (2.39)
Como u depende de z e de t,
u=u(,T), t=1, (2.40)
e usando a regra de cadeia,
Uy = Ur Ty + Uk, (2.41)

A transformagio inversa é dada por

J = = % % (2.42)
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pelo que,
Ju Ou Oudz .
Uy = E = g — a—ma ’ (243)
em que
ou
u 01;‘
=75 - (2.44)
€
O residuo da IEDP é
ot duoz .
R—é;_'aa—u. (240)
O problema variacional é formulado determinando o par (z,u) que minimiza
; b
= §/R2d:r (2.46)
com respeito ai g_r e % Considerando as variagoes v = 9(-~ g:) g2z= 8(3—’:-), de (2.46)
obtém-se
/ ou Oudz
i u 0T
./ (5 = ag = (’U..)) Ud.'L' = 0 (247)

a

b
ou  Ouozx ou .
f (‘ETT- - '-5;-5; = ( )) 25;1’132 = 0 y (248)
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para todas as fungoes admissiveis (z,v), 7 > 0, tais que, todas as transformagoes
admissiveis sao invertiveis e (x,u) satisfazem as condigoes iniciais e de fronteira.
Uma versao discreta destas equagoes é obtida substituindo = e u pelas aproximacgoes

discretas x;, e uy,

N+1

m(ET) = D Xi(1)x;(6) (2.49)

N+1

u&) = D u(r)y(6), (2:50)

fazendo vy = ¢; ,zn = x;, 7 = 1,.., N + 1. A condigao (2.39) imposta ao jacobiano
da transformagao tem um efeito similar ao da aplicagio de fun¢des de penalizacao.

De modo a satisfazé-la, I é substituido por

I =1+PF, (2.51)
CoIn
/ d* o
1 & i .
PE = /2—6- (5‘5@; = S"a—g) dx y (202)

a

sendo s um pardmetro positivo e € dependente do jacobiano da transformacio. Exigin-

do que |J| > Jyin, sendo Jy, 0 valor minimo permitido para o jacobiano, Mueller e
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Carey escolhem,

2
é(r) =w (M) , (2.53)

J min

em que w é um parametro que regula o valor da penalizagao relativamente ao residuo,
de modo a limitar possiveis perdas de precisao na computagao. Quando |J| — Joun,
é(z) — 0 e o termo de penalizagao P, actua de modo a incrementar, localmente, o

valor de |.J|, mantendo a transformagao invertivel.

2.5 Formulacao de Baines

A formmulagao de Baines para o método dos EFM é também designada por
formulagéo local do método dos EFM [7]. Observando que a expressao original (2.12)
para U, se podleria escrever em fungao dos elementos e nao dos nds, Baines introduziu

fungoes de base locais. Deste modo,

N+1 N
U = Y (Uias+Xi8,) = (P4 + ) . (2:54)
=1 k=1

onde ¢§:) sao as fungoes de base (locais) e wE:)

coeficientes relacionados com U; e X].
As fungoes de: base qﬁi" nao sao mais que as restricoes de a; e a;4; ao elemento k

definido por X;_, e X},
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(1) 0 SC.’I!SXJ'_IVJ.'_)_XJ
Gk = (2.55)
%{% se X;.1 <z < X
e
0 S@.’BSXJ‘_IVIZXj
o : (2.56)
X;—:
T"% se Xj—l S.’ESXJ

Em 1-D o espago gerado pela base de fungoes gbf:) coincide com o espago «;,f3; [7].

Tal como na proposta de Miller, o residuo

U= L(U)IIZ, (2.57)

. bosoa . 1
¢ minimizado, agora com respeito a w}c} e wf}, k =1,...,N, obtendo-se para cada

elemento finito k,

< oM U= LU) >k=0 (2.58)

<P U - LWU) >=0, (2.59)
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em que
X;
<fg>= [ f@o@is.
X 1

i—

O sistema de EDO assim formado pode ser escrito como N sistemas,

Ckwk=bk, k=1,,N

onde
1 23\
wi = (wi), w7,
1 1 1 2
<o oM 5 <ol g 5,
Cy =
<@ oM 5 <P g5,
2

& qﬁf),ﬁ((}) >k
{bx} =

< ai:f),ﬁ(U) >k

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)
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= i s 3 ( A
As fungoes a; e 3; podem escrever-se como combinagao linear de bi ) i=1, 2,

a; = o7+l (2.65)
B; = —-mmg)“mmlfﬁiﬁl, (2.66)

sendo my. o declive de U no k-ésimo elemento finito, [X;_;, X;]. De (2.65), (2.66)

e (2.54) podemos estabelecer a seguinte relagao entre os parametros w,(:) e Uj e X ¥

M; ¥; = (W, wi)T (2.67)
onde
;i = (U;, X;)", (2.68)
e
1 =M
M, = : (2.69)
1 —Mk41 i

Uma vez que, quer o método de Miller, quer este método local, minimizam o mes-

mo resfduo no mesmo espago as equagoes obtidas pelos dois processos sdao idénticas.
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Escrevendo

[ o)

C= Ci (2.70)

M = M, (2.71)

Lo

obtém-se a decomposicao da matriz de massa,

A=M"CM , (2.72)

em que C' e M sdo matrizes com blocos 2 x 2 na diagonal [80]. Esta decomposicao
permite isolar as causas das singularidades e definir estratégias para as eliminar sem
o uso de funcdes de penalizagiao. Assim, para Wathen e Baines [80] a malha espacial
pode ter um nnimero varidvel de nés, podendo alguns deles ser eliminados sempre que
colidirem. O problema é entao dividido em dois e é introduzida uma condigao de

fronteira que mao é mais do que a velocidade de deslocamento de uma frente. Por
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outro lado, sempre que ocorre paralelismo o n6 de separagao entre os dois elementos

finitos adjacentes é fixado.

2.6 TFormulagao dos gradientes pesados

Esta formulagao do método dos EFM baseada em gradientes pesados, G WMFE,
foi introduzida por Miller [58]. Usando uma forma pesada dos residuos, Miller [58],
Carlson e Miller [18] e Zegeling e Blom [82], conseguem reduzir a sensibilidade do
método, quer as constantes que definem as penalizagoes, quer a distribuigao inicial
da malha [82]. O essencial do método dos EFM de Miller é mantido mas, com o
objectivo de melhorar o controlo dos nés nas regides em que a solugao exibe choques,

a norma Ly é substituida por uma norma pesada,

I = [ s = [ Pwmpas., (2.73)
sendo a fun¢ao peso
W (4) = ey T (2.74)
V1+m?’ - '

u

V1+ (ug)?

mesmo na presenca de frentes abruptas, o que reduz o efeito da minimizaciao nas

Deste modo a componente normal de w,, [u]y = , mantém-se limitada,

regioes onde a solugao apresenta essas frentes. Observe-se que o uso da fun¢ao peso

impede as singularidades que resultam de dois nés virem a colidir e o comprimento
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do elemento finito tender para zero. Para o caso da equagéao (2.1), a fung¢ao objectivo

passa a ser
b
[(Ut — L (U))*W (z)dz , (2.75)

em vez da equagao (2.17). Miller [58] sugere o uso da penalizagao

N+1 .
(e5l5 — S5)? (2.76)
3=
onde
2
4 = &
7 lj
BQ
65; = = (2.77)
]

com A e B constantes definidas pelo utilizador e 7 = Z? — (Ujy; — U;)?, de modo a
evitar as singularidades provenientes do paralelismo. Para a escolha das constantes
arbitrdrias A e B Carlson e Miller [19] relacionam-as com T'OL, o valor da tolerancia
do integrador dle EDO. O parametro relativo as forgas viscosas deverd ser A* > TOL,
por exemplo, TOL < A < 10 x TOL. A escolha standard para o coeficiente B
que caracteriza as forgas de mola ¢ B* = (. Para problemas com difusividade, em

que a possibilidade de ocorrer paralelismo é maior, B* = 0,1 ¢ TOL?, sendo ¢ o

termo de difusdo. Zegeling e Blom [82] verificam que esta proposta de Miller permite
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uma escolha de parimetros num intervalo bastante amplo, aumentando a robustez

do método.

0O GWMFE foi apresentado, quer em termos variacionais, quer em termos ge-
ométrico-mecanicos. Uma versao mais robusta e versatil do GWMFE é apresentada
por Miller [59] e Carlson e Miller [19, 20]. Nestes artigos, para além da inter-
pretagao variacional, é apresentada também uma interpretacao geométrico-mecéanica
descrevendo o método de forma mais intuitiva como o balango de forgas concentradas
nos nos.

Kuprat [54] estudou a possibilidade de acrescentar ou eliminar nés ao GWMFE.
Nalgumas situagoes 0 GWMFE produz um movimento de nés tal que estes se acumu-
lam em certas regioes do espaco e rareiam noutras, pelo que seria desejavel um meca-
nismo que crie ou aniquile nés numa regiao determinada do espago. Esse mecanismo
designado por Graph Massage permitiu o desenvolvimento de um cédigo GWMFE

mais robusto e possibilitou a simulagao de problemas reais mais complicados.

2.7 Integragao no tempo

O método dos EFM d4 origem a um sistema de EDO na varidvel tempo. Co-
mo se disse, a discretizagao total do sistema obtém-se recorrendo a um integrador
de EDO apropriado. A escolha do integrador deve ser ponderada e depende do
tipo de aproximagao usada. Miller e Miller [60] resolvem o sistema de EDO resul-

tante da discretizacao espacial por elementos finitos méveis usando um integrador
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implicito, baseado no método de Runge-Kutta. Carlson e Miller [19, 20] usam um
integrador de segunda ordem o BDF2 (Backward-Difference Formulas) de passo va-
ridvel. Hrymak et al. [44, 45] mostram que o uso de funcoes de penalizacio introduz
rigidez adicional no sistema. Alguns autores consideram que nao fazendo uso das
fungoes de penalizacao, nao ha necessidade de se recorrer a um integrador stiff. Wa-
then [79] e Johnson [50] mostram que, nesse caso, um integrador explicito de Euler
tem um desempenho aceitdvel. Por outro lado, Sereno [68] verificou que o integrador
LSODI [41, 42|, de ordem e passo varidvel, é extremamente eficaz quando se usam
penalizagoes. Zegeling [84] faz comparagoes numéricas diversas usando o integrador
DASSL [63] e LSODI (incluido no package SPRINT [15]) e verifica que a escolha entre
os dois nao influencia o desempenho do método dos EFM. Num artigo mais genera-
lista Shampine [72] estuda os factores que influenciam a escolha de um integrador de

EDO quando se resolve um sistema de EDP usando um qualquer método das linhas.

2.8 Sistemas de EDP

Muitos jproblemas de interesse pratico envolvem sistemas de equagoes de deri-
vadas parciais com vdrias varidveis dependentes. A sintese do método dos EFM
apresentada confinou-se a descrigdo de problemas de uma varidvel dependente. A
sua extensao a. sistemas de EDP foi desenvolvida por vérios autores e aplicada com
sucesso a um grande mimero de problemas. Para a generalizacao do método dos EFM

a vérias varidveis dependentes devemos fundamentalmente abordar duas questoes: a
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minimizagao do residuo e a definigao da malha espacial.

A minimizagdo do residuo pode ser feita de um modo directo minimizando a
soma dos quadrados das normas dos residuos associados a cada uma das varidveis
dependentes, tal como aparece em Djomehri [29], Miller [57] e Sereno [68]. A soma

pode ser ponderada ou nao.

Mais pertinente é a escolha da malha espacial a usar. Pode-se optar por consi-
derar uma malha tinica, comum a todas as varidveis dependentes do sistema, Gelinas,
Doss e Miller [36], Djomehri [29], Pipilis [65] e Duarte [32], ou associar uma malha a
cada uma das varidveis dependentes, Baines (7], Baines e Wathen [80], Sereno [68].
A escolha da estratégia a usar depende nao s6 do volume de cédlculo envolvido mas
também do tipo de problemas a resolver. Para problemas em que as regides de
grande actividade espacial sejam coincidentes durante todo o processo de integracio
a segunda opgao conduz, a partida, a sistemas de EDO de maior dimensao. Apesar
disso, eles mantém a mesma estrutura simples dos sistemas originados por uma vnica
equagao, o que nao sucede quando se usa uma nica malha espacial. O uso de vérias
malhas espaciais apresenta vantagens importantes, especialmente em problemas que
apresentam frentes que se deslocam a velocidades diferentes. Com uma malha espacial
tinica nao se pode esperar que o método reproduza o comportamento de cada uma das
componentes com igual qualidade. A segunda opgao tem o inconveniente de obrigar
a constantes interpolagoes pois exige uma inter-conexao entre as diferentes malhas

espaciais. A necessidade de relacionar as malhas pode ser facilmente constatada no
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cédlculo numeérico dos integrais que formam o segundo membro do sistema de EDO.
Assim, a escolba de uma tnica malha revela-se mais apropriada para problemas que

nao envolvem escalas de tempo muito diferenciadas.

2.9 Resultados da aplicagao do método dos EFM

O método dos EFM, nas suas diferentes formulagoes, tem sido aplicado a uma
grande variedade de problemas reais. Baines [9] relata-nos com algum pormenor
o trabalho de alguns grupos, como o desenvolvido por Carlson e Miller [19, 20),
Baines e Wathen e co-autores [12, 51] e ainda o trabalho produzido no CWI por
Zegeling [82, 85]. No entanto muitos outros autores tém aplicado diferentes for-
mulagoes do método a problemas reais. Sereno [68] usa o método dos EFM com
aproximagoes cle grau arbitrario na simulagdo de vérios problemas de engenharia
quimica, como por exemplo, o problema da adsorcio e reaccio quimica simultaneas
numa coluna de adsor¢io e o problema do funcionamento de um reactor catalitico
nao isotérmico. Hobbs [43] aplica 0 GWFEM com graph massage na simulacio de um
processo de mowelagao de um semicondutor. Na drea de ciéncias do ambiente Cox et
al. [28] aplicanmn 0 GWFEM no estudo de problemas de transporte de dgua e solutos
em solos. Duartte [33] usa o método dos EFM com polinémios ciibicos de Hermite para
a resolugao de nnodelos de frente de reac¢ao. Uma extensao da formulacio do método
dos EFM com :aproximagoes de grau arbitrério é usada por Coimbra et al. (23, 25]

para a simulacao da fase de pressurizagao de um processo de adsor¢ao com modulagao
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da pressao. Huang e Chou [46] aplicam o método dos EFM a um ciclo completo do
processo de adsor¢ao com modulagao da pressao. Kaczmarski et al. [53] usam um
método de colocagao ortogonal em elementos finitos (fixos e méveis) para simular um
processo de adsorgao em leito fixo. O método dos EFM com aproximacgoes de grau
arbitrdrio foi também aplicado com grande eficdcia & resolu¢ao de um problema de

separagao cromatografica [26], problema que abordaremos com detalhe no capitulo 4.

2.10 EFM em espagos de dimensoes superiores

O método dos EFM para resolu¢ao de problemas de evolucio em dominios
espaciais de dimensao 2 foi introduzido por Alexander, Manselli e Miller [4], conti-
nuado por Gelinas et al. [36] e Djomehri et al. [30] e desenvolvido por Carlson
e Miller [18]. As diferentes variagdes do método que descrevemos para 1-D foram
também formuladas para 2-D. Os conceitos essenciais que as suportam em 1-D sio
facilmente transportados para problemas em 2-D. Surgem, no entanto, alguns pro-
blemas especificos relacionados com o facto de a malha espacial ser bidimensional. De
entre esses problemas salientamos o comportamento dos nés da fronteira do dominio
espacial e a distor¢ao da malha espacial. A literatura nao apresenta um nimero signi-
ficativo de problemas reais em 2-D, apesar de vérios problemas teste de aplicacao do
método poderem ser encontrados, a saber, nas referéncias [5, 12, 20, 51, 62, 83, 85).
Uma outra técnica considerada na literatura para resolucio de problemas de evolugao

que apresentam frentes méveis é o refinamento uniforme a nivel local. Exemplos
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de aplicagao deste procedimento sao os trabalhos de Arney e Flaherty (6], Adjerid
e Flaherty (2, 3], e de Verwer e co-autores [17, 74, 75]. Sao métodos de malha
adaptativa estédticos. Pelo contrario, o método dos EFM é um método de malha

adaptativa dinmico por permitir que a malha se deforme continuamente no tempo.

Em 2-D o método dos EFM tem sido estudado por virios autores. Saliente-se
os trabalhos de Baines [8, 11|, Baines e Wathen [8, 13, 78, 80], Miller [59], Carlson
e Miller [18, 20|, Zegeling e Blom [83] e Zegeling [81, 84]. O trabalho de Baines (9]
estabelece uma importante propriedade teérica que relaciona o método dos EFM,
quer em 1-D, quer em 2-D, com o método das caracteristicas para EDP hiperbdlicas.
Baines [9, 10] e Zegeling e Blom [83, 85| mostram que o método dos EFM se parece
com um método das caracteristicas perturbado, para equagoes de convecgao-difusao
com um pequeno coeficiente de difusao. Para problemas em 1-D estd provado, quer
tedrica, quer experimentalmente [11, 83], que o método dos EFM quando aplicado
a problemas parabélicos, produz malhas nao uniformes equidistribuidas, estando a
funcao peso dependente das derivadas de primeira e segunda ordem da solucao da
EDP. Também: para 1-D Jimack [48] mostra que, pafh certos casos, o método dos
EFM fornece a. melhor aproximacao possfvel a solugao do estado estacionario sendo,
portanto, um método apropriado para resolver EDP que possuem solucoes em es-
tado estaciondrio. Quando se considera dominios espaciais de dimensao 2, poucos
resultados teériicos relativos ao movimento da malha estao disponfveis. Para proble-

mas parabélicos em 2-D a experiéncia mostra que, quando um método dos EFM
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com aproximagoes lineares ¢ aplicado a EDP parabdlicas, os nés da malha espacial
posicionam-se nas regioes onde sao mais elevadas as derivadas de segunda ordem.
H4, pois, uma forte ligagao entre o método dos EFM e principios de equidistribuicao.
Jimack [49] estuda o comportamento da malha espacial gerada pelo método dos
elementos finitos de Miller et al. [19, 20, 36, 56, 60], quando aplicada a uma classe
especifica de problemas parabélicos. Todas estas propriedades influenciam o desem-
penho do método quando aplicado a diferentes tipos de problemas e o seu estudo

levard certamente ao desenvolvimento de métodos adaptativos mais robustos.

O uso em 2-D do método dos EFM com aproximacoes de grau superior é pouco
frequente na literatura. Todos estes autores usam aproximacoes lineares em cada
elemento finito. Apenas Mueller et al. [62] referem que consideram aproximacoes
lineares para limitar a complexidade do programa, remetendo o uso de aproximacoes

de grau superior para uma extensao que nao implementam.

2.11 Conclusoes e Notagao

Neste capftulo apresentdmos uma revisao sucinta do método dos elementos
finitos moéveis. Nao foi intengao fazer uma descricao exaustiva dos métodos exis-
tentes, mas somente introduzir as ideias basicas do método proposto por Miller. O
método dos EFM é um método de linhas em que a discretizacio espacial se faz usando
clementos finitos, com a particularidade de se permitir que os nés espaciais se movam

no tempo. A discretizagao espacial conduz a um sistema de equagoes diferenciais or-
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dindrias na varidvel tempo, o qual é resolvido recorrendo a um integrador de sistemas
de EDO apropriado. O movimento da malha, as singularidades inerentes ao sistema
de EDO e o célculo dos integrais que envolvem os termos de segunda ordem foram
motivo de investigacao, conduzindo a formulacoes alternativas ao método de Miller.
Tais formulagoes tém contribuido de forma significativa para aprofundar e clarificar
algumas das propostas iniciais de Miller. Para além dos problemas teste em que o
método se revela eficiente e preciso, foram resolvidos com sucesso muitos problemas

reais em diversas dreas.

letras minudsculas

e a extremo esquerdo do domfnio espacial

b extremo direito do domfnio espacial

e ¢; constamtes de penalizagao

e d comprimento minimo permitido para um elemento finito

g vector clo sistema de EDO

m; declive de U no j-ésimo elemento finito

t varidvel independente de tempo

u(x, t) solugao analftica do modelo matemético

u derivada parcial de u(z,t) em ordem ao tempo
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e u, derivada parcial de u(z,t) em ordem ao espago

e u,, segunda derivada parcial de u(z,t) em ordem ao espaco

e 1z varidvel independente de espaco

letras maiusculas

e A matriz de massa do sistema de EDQO

C' matriz que intervém na decomposicio da matriz de massa

J matriz jacobiana da transformagao de coordenadas na formulacio variacional

e L operador diferencial

M matriz que intervém na decomposi¢ao da matriz de massa

N nimero de elementos finitos da malha espacial

P, termo penalizador

§; fungoes teste na formulagao de Herbst :

Sy termo de penalizagao correspondente as forgas de mola no /-ésimo elemento

finito

7, fungoes teste na formulacao de Herbst

U(z,t) aproximagao de u(z,t) seccionalmente linear
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e U;(t) amplitudes u(X,,t)

e U, variagao temporal de U

e U, derivada parcial de U em ordem ao espago

e U,, segunda derivada parcial de U em ordem ao espaco
e U, derivada temporal de Uj(t)

e W(z) polinémio cibico de Hermite

e W(m) fungao peso

e X, nos de separagao da malha espacial

e X, derivada temporal de X;(t)

e Y vector das varidveis dependentes do sistema de EDO

e Y (0) vector que define as condigoes iniciais de Y

e Z; comprimento do [-ésimo elemento finito

letras gregas
e «;(z) primeiras fungoes de base
e [3,(z) segundas fungoes de base

e ¢ termo de penalizacao correspondente as forgas viscosas no [-ésimo elemento

finito
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€ variavel independente na formulagao variacional

e 7 varidvel independente na formulagao variacional

(/,f:) fungoes de base na formulagao de Baines

wi’) coeficientes relacionados com U; e X, na formulagio de Baines
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Capitulo 3
Método dos Elementos Finitos Mdveis em

Espacos Unidimensionais

3.1 Introducgao

Neste capitulo centramos a nossa atengao na resolucao de problemas de evolu-
Gao, lineares ou nao lineares, em dominios de R, cujas solucdes desenvolvem perfis
abruptos que se movem no tempo e para os quais pretendemos obter uma solugao
numérica com elevada precisdo. E desenvolvida uma formulagao do método dos ele-
mentos finitos méveis, MEFM, especialmente desenhada para este tipo de problemas
de evolugdao em dominios espaciais unidimensionais (23, 24, 26]. Esta formulacdo, obti-
da a partir dos trabalhos de Sereno [68] e Sereno et al. [70, 71], permite a obtencio
de solugoes numéricas de grande qualidade para uma vasta classe de problemas de
evolugao.

O MEFM é um método de linhas em que a discretizagio espacial ¢é feita por
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elementos finitos, considerando o método de Galerkin e usando para funcoes de base,
fungoes polinomiais de grau arbitrario. Em cada elemento finito de cada uma das
malhas espaciais, constréi-se uma aproximagao da solu¢ao por um polinémio de grau
arbitrdrio, recorrendo aos polinémios de Lagrange. A defini¢io das posicoes dos
nés de interpolagao em cada elemento finito é feita como no método de colocagao
ortogonal [77]. Deste modo a discretizagao espacial por elementos finitos converte
cada uma das equagoes do sistema de EDP num sistema de EDO, na varidavel tempo.
Ao implementarmos o MEFM enfrentamos dois problemas significativos que, como
vimos no capitulo anterior, dizem respeito a ocorréncia de singularidades e a nao
existéncia de alguns integrais. E pois necessério definir estratégias para resolver estes

problemas.

A matriz do sistema contém singularidades potenciais que advém, quer do pa-
ralelismo, quer da coalescéncia de nés. Para contornar estas singularidades, inerentes
ao método, usamos fungdes de penaliza¢ao, que podem, eventualmente, ser caracte-
rizadas para cada um dos elementos finitos. Estas fun¢des de penalizacao tém um
cardcter empfrico e nao interferem na solugao, apenas ng movimento dos nés, evitando

que a matriz «lo sistema se torne singular.

A descontinuidade das segundas fungoes de base nos nés da malha espacial e o
facto de os problemas a resolver envolverem segundas derivadas espaciais dao origem
a que muitos dos integrais que definem o sistema de EDO nao existam. Para dar

sentido a estes integrais usaremos um processo de suavizagao, substituindo, sempre
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que necessario, numa vizinhanga, Vs, de um né, a solugao aproximada por uma outra
suavizada. Com este processo de suaviza¢do os integrais, envolvendo as segundas
derivadas da solucao aproximada, ficam bem definidos e tém limites consistentes
quando & — 0. O célculo desses integrais é feito por quadratura gaussiana sem
que haja necessidade de definir catdlogos de integrais para cada tipo de problema a

resolver, como acontece em muitas outras formulagoes de elementos finitos méveis.

Como muitos destes problemas reais apresentam solugoes com escalas de tem-
po diferentes, preferimos associar a cada uma das varidveis dependentes do sistema
uma malha espacial independente. E uma escolha consciente, que sabemos acarretar
custos computacionais mas que se nos afigurou interessante explorar uma vez que

procuramos solugoes de elevada qualidade.

3.2 O problema

Consideremos a classe de sistemas de n EDP em que a m-ésima equagao é

dada por

2 owy 2 ou\ 8*y ou
;gﬂt. ! (:r}ts u) a. e Z [fﬂl,f (Ivt|ua '5;) '5:}:?] + h"l'l'l. (:I:. tv [_l, %) ] (3'1)

i=1

onde u(z,t) = [uy(z,t), ua(z,t), ..., un(z,t)]" €R*, t > 0ea <z <b, sujeita
as condigoes iniciais, un(z,0) = up,,(z), a < = < b e a condigoes de fronteira de

Dirichlet, de Neumann ou de Robin. Sejam
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a 8um

Vo lema = Hium(a,t) + v, 20 (3.2)
O
'}'LW |z=b = ﬂfnum(b!t) + V:Ju! t 2 0 (33)

as condigoes de fronteira para * = a e r = b, respectivamente. Esta classe de
problemas abrange um grande mimero de modelos que surgem com frequéncia no
estudo de problemas de transporte em meios porosos, como por exemplo, processos
de separagao cromatogréficos, migragao de poluentes em solos e aquiferos e reactores
quimicos. Relativamente aos trabalhos de Sereno [68] e Sereno et al. [70, 71] esta classe
¢ mais vasta. Recorde-se que na implementagiao de Sereno, a classe (3.1) se reduz a
classe de probllemas em que as fungoes f,, ; € gm, 1 s80 fungoes nulas, para todo I # m,
ou seja, { fm} € uma matriz diagonal e {gm} a matriz identidade. Partindo dos tra-
balhos de Seremo [68] e Sereno et al. [70, 71], o MEFM ¢é desenvolvido e implementado

de modo a resiolver com eficdcia esta classe de problemas de evolugao.

3.3 Discretiizagao da varidvel espacial

O MEFM é um processo de aproximagao desenvolvido em duas etapas indepen-
dentes: a discretizacio espacial e a integragiao no tempo. Este tipo de aproximagao,
designado na lliteratura por método de linhas, teve grande projec¢ao a partir do mo-
mento em que surgiram integradores de sistemas de EDO muito eficazes, mesmo na re-
solugao de sistemas implicitos stiff, tais como os desenvolvidos por Hindmarsh [41, 42]

e Petzold [63]. Assim, a segunda etapa do processo, que conduz a discretizacao total
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do sistema de EDP, consiste apenas na utilizagao de um integrador de EDO adequado.

Analisemos entdao a primeira etapa do processo, a discretizagao espacial por
elementos finitos. Designemos por M,, o sistema de elementos finitos associado a
m-ésima variavel dependente, por N,, o nimero de elementos finitos dessa malha e

por

Xm‘jJr-l‘r J = 1| ")Nrn (34)

o n6 de separagao entre o j-ésimo e o j + 1-ésimo elementos finitos dessa malha

a = Xm.l e N Xm.j < Xm,j—|—] < Xm. N+l = b (35)

Seja U(z,t) = [Uy(z,t), ..., Un(z,t)]” uma aproximagao de u(z,t) obtida por elemen-
tos finitos. Considerando em cada elemento finito aproximacoes seccionalmente poli-
nomiais de grau arbitrdrio vejamos como ficam definidas as aproximagoes Uy, (z,t).
Para tal, abordaremos o problema segundo duas perspectivas. Em primeiro lugar
vamos construir a solu¢ao aproximada, assim como as suas derivadas em ordem aos
diversos parametros, em cada um dos elementos finitos da malha M,,. Designaremos
esta abordagem por abordagem elemento a elemento. Uma vez construida a apro-
ximagao U, (z,t) em cada elemento finito finitos da malha M,,, torna-se necessario
definir a solu¢ao aproximada em todo o dominio espacial. Esta segunda fase sera

designada por abordagem global.
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3.3.1 Abordagem elemento a elemento

Em cada um dos N,, elementos finitos da malha espacial M,, a solucao
W, (z,t) é aproximada por um polinémio de grau arbitrario, U,,(z,t), definido por
interpolagao, considerando p,,, ; pontos do intervalo [X,,, ;, Xy, j+1]. Para definirmos
as fungoes de base é necessario escolher os pontos de interpolagiao. Estes pontos, que
designamos por nds locais, definem uma malha local associada ao j-ésimo elemento

finito da malha M,,,

k Pm, . .
X, 5 S sin L8y < <8y S X, g4 (3.6)
e a malha normalizada
0<é - <Emi < (3.7)
= Co G e Sl fm‘j < 1. 3.

Em vez do sinal < usa-se o sinal < quando o extremo correspondente é um ponto da
fronteira e nao é ponto de interpolacao. A partir daqui designaremos por s = s, ; a

varidvel espacial naquele elemento finito e por £ = ¢, ; € [0,1]

S — X,nlj
H
Xom, 541 =K, 4

$i= (3.8)

essa varidvel normalizada pelo comprimento do elemento finito. A posi¢ao dos pontos

interiores de interpolacao relativamente aos extremos do intervalo, X,, ; e Xy, 41,
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que se designam simplesmente por nds interiores, &€ optimizada como no método de

colocacao ortogonal [70]. Estas posigdes sao determinadas pelas raizes do polinémio
: 11 _ e Ay :

de Jacobi, P:,m J}_2. Exceptuam-se o primeiro e o tltimo elementos finitos, no caso

em que o extremo do dominio espacial nao é n6é da malha e, nesses casos, a posi¢ao

olafs ; : = ‘ (1,0) (0,1) . :

relativa dos nés de interpolagao ¢ dada pelas raizes de P, "’ , e P, "= _,. Observe-se

que Pp"‘ﬂ)(x) é o polinémio de Jacobi de grau p que obedece & condigao
1
/{; :c’ﬁ(l - :c)“a:kPé“‘m(:I:)dx =0, k=0,1,..,p—1. (3.9)

A restrigao da fungao U,,(z,t) ao elemento finito [X,, j, Xm, j+1], Um, j(s,t), € um
polinémio de grau p,, ; — 1. Obtém-se, recorrendo aos polinémios interpoladores de

Lagrange e escreve-se

pm,j

Unm, j(s,t) = z ?ﬁ,j(E)U;,j(t) ) (3.10)

i=1
onde U}, ; é o valor de U, no i-ésimo né local do elemento finito considerado e

¥

6oy = T £=8ms | :
m,J(‘E) H 3 et Z—l,...,pmh?. (311)

k=1k#i Sm,j Em.j

Observe-se que o i-ésimo polinémio de Lagrange, E‘r'n_ ;(8), na varidvel s, verifica

E:m;(-f') = g:n,j(‘f) : (3.12)
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As derivadas espaciais de U, ;, de primeira e segunda ordem, sio polinémios de
grau pm, j — 2 € py, ; — 3, respectivamente. Portanto, qualquer uma destas derivadas
pode também ser definida através de polinémios interpoladores de Lagrange, con-
siderando os mesmos p,, ; pontos de interpolagio usados na defini¢ao de Un, 5. Seja
Zm,; = Xm, j+1 — Xm, ; 0 comprimento do j-ésimo elemento finito de M,,. Se

designarmos por

- dey, (€)
(f:n;) = _J_ le"

(3:13)
: i d2ek (€)
B, (6, 3) = 2 |
entao
(')Um ] ~— { A
aS'J - Zf:“uj'( Z‘Am. b *m,;.') m, j (314)
=1
PUm; _ R e o
i 0,3 (6) (Zm,5) ‘Z e ST - (3.15)
i=1

Deste modo, fica caracterizada a aproximagao Uy, ; de u,, em [X,, ;, X j+1], bem

como as suas «derivadas espaciais de primeira e segunda ordem.

3.3.2 Abordagem global

No paragrafo anterior construimos as aproximacgoes semi-discretas num dado
elemento finito de uma malha espacial. A nivel global vamos definir a aproximacao
Un de u,,, no domfnio espacial [a,b], como sendo a fungdo continua que em cada

elemento finito [X,, j, Xm, j+1] coincide com o polinémio U,, ; acabado de construir.
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Dizemos que U, ¢ uma fungao seccionalmente polinomial, i.e.,

Um |[Xm_ j.xm. j+1] = Uﬂl,j (31{))

¢ um polinémio. Observe-se que na construgao de U, nao fizemos exigéncias de
continuidade suficientes, para que se possa garantir que existam as derivadas espaciais
de primeira e segunda ordem de U,, nos nés de separagao da malha M,,,. Como U,, ¢
uma funcao seccionalmente polinomial, existem mas nao sao necessariamente iguais
as derivadas laterais

U, U,

9z |Xmsn  © Bz [Xmin (3.17)

U,, diz-se seccionalmente diferencidvel em [a,b]. Os pontos X, ;4 sao pontos angu-

. ou, 8*U,,
losos da malha M,,. Nestes pontos as derivadas —— e

dzx ox?

nao estao definidas.

A aproximagao seccionalmente polinomial, U,,, que construimos depende da
posi¢ao dos nés de separagao, X, j, 7 = 1,2,..., N, e das ordenadas da solugao

aproximada em todos os nés locais, Ufi.j? 3 =1,csNp, k& = 1,2,...,0m, ;- Estes

parametros dependem apenas da varidvel ¢, donde
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aUﬂl % ety aUm dU‘:l.j s
ot e f)U,fl Cdt

Npm—1 Pm, Nm—1
! 3 ()! d Um 2 — (‘-}Um 1X T, j
Z a : s (3.18)

U dt OXpm, ju1  dt

i=1 j=1
o (0Um U3, Uy, dUS™ N
oy, ) \oumrg, dr )

Observe-se que os dois tltimos termos da equagao (3.18) sdao nulos quando o ex-

tremo do dominio espacial correspondente a varidvel u,, é fixado por uma condicao

de Dirichlet. Nesse caso, Uy, ; (ou UL™y ) é uma constante. Para o célculo de aa_rm
é necessario avaliar U U Seja
1ecess oUE 3Xm, o j
Nem
U{Sm 3? k= ! !pm‘.?} (319)

o conjunto ordenado de todos os nés de separacao e de todos os nés interiores da malha
M,,. Diz-se que A,, é o conjunto de todos os nds globais da malha M,,. Seja M,,
o mimero de més globais dessa malha. Podemos definir a aproximacao semi-discreta

Un(z,t) de (2, t), m=1,..,n, por

Un(z,t) Z‘bm i(%) Un(Am, 3, (3.20)

em que Uy, (A, i) € o valor de U, no i-ésimo né global, A, i, da malha M, para
o instante t e P,, ;(x) a fungao béasica global associada ao né Ap, i- Admitindo que

este no global é o k-ésimo ponto de interpolagao do j-ésimo elemento dessa malha,
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i€, Om,i = Sh, ;» a fungdo bésica ®y, i(z) verifica

0 sei#l
(I)m‘ i (A'm. l') = . (321)

1 sei=1

Como U, (A, i) = UL . tem-se, por (3.20),

m, j

ou,
— =P 4 3.22
BUk ’ ("B) ( )

m, j

e, portanto, o polinémio que obedece as condigoes (3.21) no j-ésimo elemento finito
¢ o polinémio de Lagrange ¢ ;(§). Em cada um dos restantes elementos finitos o
polinémio que representa ®,, ;(z) é o polinémio nulo, uma vez que as ordenadas em

todos os seus nés sao nulas. Portanto, se A,, ; for um né interior desse elemento

0 se r S X‘m,j Vo Z /Ym,j+1
{I)m,i(x) — -3 (323)
B‘fn,}(é) s€ Xrn‘j << Xm.j+1
Se Ap, ; for um né de separagdo, Am, i = Xm, j = Xm, j+1 = 5&".‘}" = f,ln‘ 41, podemos
%
escrever ainda
0 56T < Xmj VT2 Xnmjss
P, i(z) = < ff;;"; (&) s€ Xmy <2 < Xmjn . (3.24)
L f/-:Eu, j+1('§) sSe Xm,_',t+1 fz< Xm._‘;+2
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Neste 1iltimo «caso tem-se também que Ugl"} = U,, j+1- Conjugando (3.22), (3.23) e

T

(3.24) podemos calcular a derivada de Uy, em ordem a ordenada no né interior s, 3
U:f., ;- Assim, se Sf,,l ; for um né interior
aUm 0 se T S- Xm‘j Vz 2 Xm,_j-{-l
T (3.25)
m, j Efnlj(f) 8¢ Xmnj <& < Xpmjst
Se sﬁw- for um né de separagao, i.e., k = py,, ;, temos
0 se T < Xm,.f Vz 2 Xm,j+2
8Um _ -
s ) (€ 86 Xy <2 L Xt : (3.26)
m' J
! Efln,_;+1(§) se Xpm j41' S T < X jvo

Calculemos agora as derivadas de U,, em ordem ao né6 de separagao X, B4
Admitamos que, em M,,, existem pelo menos dois elementos finitos. Fazendo variar
apenas a posigao do né de separacao X,, ;41 e mantendo todos os outros parametros
fixos, Up s6 wariard nos elementos j e (j + 1), [Xm, j, X, j+1] € [Xm, j+1, Xom, j42)-
Considerando os resultados de Sereno [68] para o cdlculo da derivada de uma dada
fungao real, definida num intervalo, em ordem a cada um dos extremos desse intervalo,
e atendendo a (3.8) obtemos

6Um 8Um J
S T L 3.2
T oms) = = ( 33"1'}5,",3) (3.27)
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BUm . aUm, J+1

T (Sm.,j+l) —=
de, Jj+1 8"’1m. J+1

(l - £m,3+l) - (328]

Recorrendo aos polinémios interpoladores de Lagrange e usando os mesmos p,, ; ¢

Dm, j+1 pontos de interpolacao, temos

ﬂ(s”l.j) = e ’i’ Fﬁt j(gm j') Eﬁl j‘éfn b (329)
8Xm‘ j+1 k=1 ' ' ' '
6Um Pm, 341 ) : .
___(Sm. '+l) == = ‘gfn, j l(&m, j 1) (l = gm. ] l) 'Skm, j+1 (33[})
8Xm, 41 J kzz:, i+ i+ b o i+
onde $ ;= g-l:l’u s . Nos restantes elementos finitos tem-se que
Sm, j m, ¥

OUnm

—_— = 0. 3.31
0Xm, j+1 (317

Deste modo, foi possivel definir as derivadas da aproximacao U,, em relagao aos

diversos pardmetros dos quais depende.

3.3.3 O sistema de EDO

Dada a aproximagao U(z,t) = [Uy(z,t),...,Un(z,t)]" de u, considere-se o

residuo R = {R,,} definido por
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& o, U\ 60U,
N = m lt! = m sy by Mg /=] =————
R, ;y,:(r Gje ;l:f,!(ﬂ'fUam) 3I2}+

+ hm (m,t,U, 3—3) ; (3.32)
Como a ocorréncia de singularidades é independente do grau da aproximacao [47],
torna-se necessario evitar que a matriz do sistema de EDO se torne singular. Con-
siderem-se as penalizagoes propostas por Miller [56] para resolver os problemas decor-
rentes das singularidades. Assim, o sistema de EDO na varigvel independente ¢ que
aproxima o sistema de EDP original obtém-se, tal como se descreveu no capitulo

anterior, minimizando a funcao

mn b Nm dz - 2
=2 /(Rmfd“Z (fm.j e —Sm.j) (3.33)

com respeito a

m=12..n
. dUk . .
Uni =359 5=1,2,... Nn (3.34)
k= 1,2, ---J.;Jm,j
ea
; dX,, ; m=1,2..,n
X, j1 = —=-25 (3.35)
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Sin, j € €, ; 880, respectivamente, os termos correspondentes as for¢as de mola e as
Jorgas viscosas no j-ésimo elemento finito da m-ésima malha espacial. Note-se que
se Uy, (a) for fixado por uma condigao de fronteira de Dirichlet entdo, para o primeiro
elemento finito de todas as malhas, teremos em (3.34), k = 2, ..., p,,, 1. De igual modo,
se U,,(b) for fixado por uma condigao de fronteira de Dirichlet entao, para o iltimo
elemento finito de todas as malhas, teremos em (3.34), k = 1,2, ..., pmn,, — 1. Tem-se
ainda que se o sistema for constituido por um unico elemento finito e em ambos os
extremos do dominio espacial se considerar uma condigao de fronteira de Dirichlet,
em (3.34), k = 2, ..., pm, 1 — 1. O sistema de EDO na varidvel ¢ que aproxima o sistema
de EDP original é,
oT
aue

=
6Xm, J+1

=0
(3.36)
=0

Recorrendo a definigdo de 7 e aplicando a férmula de Leibnitz, temos

i n b Rl
Ri———dz =0
i=1! a:'?U,,,,‘”1 .

< n b 8}? dX dX
Z ‘I. [{'_:_d:r . (67"'..? 2 — J + [(frrl J) + (fm _H-l) ] m——.j+1 ==
s ™, j+1 dt dt

2 @K 5 *
\ . (E'n'l. J+1)2 dr.? +2 LY fm. JSﬂ'l,J + Gn’-. j+1,§)r”‘ J+] -] U

(3.37)
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Atendendo agora a equagao (3.32), que define R; e & equagdo correspondente a

w (3.18), obtemos

n b oUn,
; !Ragt maU:l JdJ: =0

9

n b Uy, . de dXom, AR ipi

= {R‘l-h maxm J+1 (Cm J) + [ €Em, 3) + (fm J-H) ] dt =

dXm, ;i
! == (fm, Jj+1 )2 _dé':iz' = fm,jSm‘j T E €m, j+lSm, JHL = 0
(3.38)

Neste sistema podemos destacar trés tipos de equagoes:

1. Equagao associada a ordenada num né interior: Seja U,fl‘ ;a ordenada
no né interior s* .. A equagao associada a UE, . obtém-se, a partir da primeira

m, j

equacao do sistema (3.38) e da equagao do residuo (3.32). Assim,

- oU;
Z: ! Gim 6U"‘ 3y (g Gil E‘) dz
z j g,ma%}

8U;

da . (3.39)

2. Equagao associada a ordenada num né de separagao:

Seja U™ = U, ;41 a ordenada no né de separagao

Pm,.; — _1 N
X, j41 = 85 = 8m jaty 1= 1,...,Npm — 1.
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Partindo da primeira equagao do sistema (3.38) e da equagao do residuo (3.32),

tem-se

-

L

b
Z ; OUnm S s % dx
Gi,m aUpm ] it 31‘ -

= m,
i=1 Y J

_.Z:/ Gi,m Upm,

Z f;; o U‘ + h,‘] dz . (3.40)

No caso do né de separagao ser um ponto da fronteira do dominio espacial
sujeito a uma condi¢ao de Dirichlet, ndo existe equagao associada & ordenada

nesse no.

3. Equagao associada a um né de separagao: Considere-se a equagao asso-
ciada ao né de separagao X, j+1, J = 1,..., Nm — 1. Observe-se que os nés de
separagao X, 1 € X n,,+1 sao fixos, pelo que

de, 1 de, Nm+1

dt dt =0

A partir da segunda equagao do sistema (3.38) e da equagao do residuo (3.32),

a equacgao associada a esse n6 de separagao serd
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i b
m 9 delJ-
; / Jim v J m i (Z git ot ) dx (E?n,}) T

2 2 de‘ +1 ) : fﬂXn, j+2
+ [(em,5)* = (€m, j41) ]T - (6111.J+1)3#_

1]

= Uﬂl
E / LT o

+ €m, jSm, 3 — €m, j+ISm. J+1 -

n 8U
2 fugm

=1

+ hi| dx + (3.41)

3.3.4 Cadlculo dos integrais

Antes de definirmos explicitamente cada uma das equacoes do sistera de EDO
na variavel tempo, que constituem a aproximagao semi-discreta ao sistema original
de EDP, definiamos II, o conjunto ordenado de todos os nés de separagao de todos os

sistemas de elementos finitos associados a todas as varidveis dependentes do sistema

de EDP,

U X, 15K, 255055 Ko, Mta ) (3.42)

m=1

Designemos por IT; e I1;4, dois elementos consecutivos do conjunto ordenado I1. Con-

sideremos um subconjunto de I,

e"l,] {ern J?em J’ e eP'“ A 6 "l J +I} ] (3-43)

m,j !
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tal que,

Qv — Kot OP+H — Ko 441 5 (3.44)

m, j m, j

onde P designa, para simplicidade de notagao, P, ;, o nimero de nés de separacio
dos outros sistemas de elementos finitos que pertencem ao interior do j-ésimo ele-
mento finito da malha My, [ X j, X, j41]. Se por exemplo €9, ; = II; entdo
(—Ji;*j = Iy py1. Para explicitarmos as equagoes gerais do método é necessario o
cdlculo de vdrios integrais. Vamos fazé-lo por integragao numérica decompondo os
intervalos de integra¢ao de modo a fazer intervir os pontos de IT; de Il. Observe-se que
como a aproximagao seccionalmente polinomial U,,, de u,, nao é diferencidvel nos nés
da malha espacial, alguns dos integrais que formam as equacoes do sistema (3.38) néio
existem formalmente. Para dar sentido aquelas equacoes consideramos, numa vizi-
nhanga de um ponto anguloso, X,,,, de uma malha M,,, uma aproximacao suavizada
de Up,. Seja Vs = [ Xang — /2, Xang + 6/2 | essa vizinhanca. Definamos a aproxi-
macao suavizada, (}m, tal como a figura 3.1 ilustra,

- Un sex & Vs
U= (3.45)

H sexz€ Vs
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A ——s0l. gprximeda
——pdl. clbico de Hemite
—s0l. suavzada
-
&2
>
Xag x

Figura 3.1 Solugdo aproximada vs Solugdo aproximada suavizada

onde H é o polinémio de Hermite, H(x), de terceiro grau que verifica

H(Xang = 0/2) = Un(Xang—10/2)

H(Xang +6/2) = Upn(Xang +6/2)
oUu,,

H, (Xang i ‘5/2) = E(Xtmg - 6/2)
H (Xeng +6/2) = ™ (Xung +6/2). (3.46)

Quando § — 0 este polinémio aproxima-se de U,,. Assim, 0s integrais que envolvem
segundas derivadas espaciais vao ser calculados como sendo o limite, quando 6 — 0,

desses mesmos integrais, mas em que U,, é substituida pela aproximagao suavizada,
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Um- O polinémio H(z) é dado por

: 3 1
HE) = Un(Xomg = 8/2) (4207 = 2wt 1) +
ou, 1 1 1
= =5 = = =
+ 5. (Xong /2)[ (w SW —qwt 8)] +
3 1
+ Un(Xang + 6/2) ( —2w® — §w+ 5) +
U, 1 1 1
1
onde w = 5 (2 — Xang). Desenvolvendo em série de Taylor as fungées Uy, e %m  em

torno de X5y, nos intervalos [ Xon,

as aproximagoes

Um(Xang -

O
Jzx

U (Xang +6/2)

s
oz

5/2)

—6/2)

( ang

(Xang +6/2)

— 6/2, Xang ] €[ Xang , Xang + 6/2], obtemos

00

~  Un(Xang) — 2 9g (Kang) (3.48)
O ioai 8 0%U,,

e ax ( ang) 2 6332 ( cmg) (3'49)

6 oU,,

~ ( 0”9) + 8 (Xcmg (3°50)
U 6 PUp,

~ Oz ( ang + E_amT( ang) . (3'51)

Deste modo, as primeiras e segundas derivadas espaciais de U, em Xang podem ser

aproximadas por

U
W (erg )

i ad 18
B2 (Xang)

i~

~

5 (k) + S 003, (352)

)
3 (Gei) - B2 (xay)

(3.53)
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Para efeito de cdlculo dos integrais, o domfnio de integracao [a, b] é decomposto con-
siderando [a, b] = U [IL;, IL;4,] por forma a que se calculem os integrais nos intervalos
|II;, ILi41[ e ainda em cada um dos intervalos Vs, § — 0, associado a cada um dos
pontos angulosos II;. O cdlculo dos integrais em |I1;, IT; ., [ ndo oferece qualquer pro-
blema. Em Vs os integrais ficam bem definidos desde que se considere a aproximacao
suavizada de U,, definida pelo polinémio de Hermite (3.47), podendo ser calculados

numericamente, usando, por exemplo, a regra do ponto médio.

3.4 Equacgoes gerais do método

Definamos agora as equagoes gerais do MEFM para o problema de evolucao
(3.1). Consideremos primeiramente o caso geral, em que o sistema de EDP é um
sistema implicito. Seguidamente apresentaremos o caso particular de um sistema de

EDP explicito em que algumas simplificacbes ocorrem.

3.4.1 Sistemas implicitos

Para simplificagao de notagao consideremos nas equagoes (3.39), (3.40) e (3.41)

- *U,

F = ; fit 5oz + s (3.54)
= aUu
G = Z gil Ej . (3.55)

=1

1 Equagao associada a ordenada num né interior: Consideremos a equa-
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Gio (3.39) associada a Uy, ;, a ordenada no né interior s,

Z / J,m 6Ukﬂl gz dr = Z / ngdUk f d.']' (35())

i=1 m, J m, j

Observe-se que, por (3.22) e (3.25), sao nulos todos os integrais calculados
em |IL;, ;11 [, excepto os definidos no intervalo | X, ;, X, j+1[- Quanto aos

integrais calculados nos intervalos Vs associados a cada ©! . tem-se que:

m, j°*

e Os que nao envolvem as segundas derivadas espaciais das varidveis depen-
dentes sao nulos, no limite quando § — 0, pois sio aproximados por um

produto de § por um valor que nao depende de §;

e Os que envolvem as segundas derivadas espaciais das varidveis dependentes
sao nulos pois a fungao integranda anula-se no ponto anguloso. De fac-
to, (3.25) torna nula a fungéo integranda no ponto anguloso, com excepgio
dos casos em que Vs estd associado a um ponto da fronteira do dominio

%
espacial que nao é ponto de interpolagio. Mas, nesse caso

o, OU,n ‘

oz | Xm1 = 3z |Xma? (3.57)
OUn OUp, )

Or [ Xmwmer Pz ‘X,L Heii, (3.58)

0 que também anula o valor da fungao integranda no ponto da fronteira.
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Deste modo, a equagao associada a ordenada num né interior escreve-se

v X
- m, 741

n '-;“ 'J 1
5 / Gim &5, () Gids = 3 / Gim 05 (3) Feds.  (3.59)
=1 =] ;

m, j m,

Definindo
mn Xm"H'l_
Fri=(Zm i)"Y / Gim b, 5(5)F: ds (3.60)
=1 Y
e atendendo a defini¢ao de ©,, ; e de P = P, ;, tem-se finalmente, como

equagao associada a ordenada no né interior s, |

41—
n 8"“. j

P
Z Z / (gim €5, () Gi) dO = Zp, ; FE. , . (3.61)
r=0 i=1 er +

m, j

2 Equagao associada a ordenada num né interior de separagao: A equagio

(3.39) associada & ordenada num né de separacao escreve-se

b 5 .
3 OUn : U

im e Gy dx = - Fi dz . 3.62
3. [nagyoiie = % [onggs nie. oo

Neste caso duas situagoes podem ocorrer:

(a) O mé nao é ponto da fronteira do dominio espacial. Determinemos

a equacao associada a U,’;’:‘}’ = Uy, j+1» @ ordenada no né de separagio
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Pm,j — 1 T . o
Xom, j+1 = Sy = S, je1s J = 1,00y N — 1. Ap6s uma decomposigao do
dominio de integragao andloga a que foi feita anteriormente e atendendo

agora a (3.22) e a (3.26) obtemos

- "\r;l j+2 ?U n Xr;. 1+2 ')U

C YH % . "
— / Gim C,)Upm 3 ga ds = ; / Gim dUp"’ 7 F; ds . (365)
X B i

Por outro lado, usando a regra do ponto médio, o integral

Xm,j-l-l + 6/2

atl,
!m,j+l = / Gim 6Upm 3 f; ds (364)
Xm.:—i—l - 6/2
¢ aproximado por
. OUm 9*U 58
é}:; (Ixm.jH) =/ (Jtm BU”"‘" Z fs I) J (365)
e |"‘n-4+1

Comutando a ordem dos somatérios e dos indices e, atendendo a que

oUp,
aUpm 1 I’{m J41 -

82

da?

e que : [x“”“ ¢ dado por (3.53), obtém-se, no limite quando § — 0,

~~ [ 0U, ou, - -
Imjs1 = Z (3:1: | X, 341 31! Xom, ul) ;(gi»”' fir) |Xm.1+t , (3.66)

=1
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pelo que a equagao associada & ordenada num né de separacao tem a forma

~r4l =

m,
m g 7

Z i [ Gim pf,:";(%‘) G, ds

r=0 i=1

i, ;

r+l1 =
m, 341

Z f Giom €4, 511(5) Gi ds
=0

m, j+1

= Zm, ; Fo? < Zm, j+1 Fnlrz,j+l + Tnjia - (3.67)

m, j

(b) O né é ponto da fronteira do dominio espacial. Relativamente as
equacgoes associadas as ordenadas, quer no primeiro, quer no iltimo né
de separacao, convém distinguir as vdrias hipéteses que podem ocorrer,
dependendo do comportamento de u,, nos pontos fronteira do dominio

espacial, a e b.

® Se em z = a a varidvel u,, for fixada por uma condicao de fronteira de
. dUl,
Dirichlet, entao U, , é uma constante e —* = (. Deste modo nao

existe qualquer equagao associada a U, |

e Se em z = a a varidvel u,, for fixada por uma condi¢ao de fronteira

de Robin (75, = 1), a equagao associada a Uy, | €

r4l =
Pn,1 n 3

> / Gim by 1(©) G)dO = Zy \ FL (4 Ly, (3.68)

r=0 i=1__
em l+
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em que

U;(/Ym‘ 1) = U{(X(I 1) = Ut{ 11 fi= ]., soag b (3()9)

e, atendendo a equacao (3.52),

oU, B %
oz Xm = oy

oy,
dsi, 1

i 3
|Xm =3 (M Utli o Y _1,1.1) . (3.70)

Portanto, para todas as varidveis u; para as quais ha uma condicio de

fronteira de Robin,

oU, oU, oU, Ao -
9z [Xm1 — Oz 1 Xm a‘qfl,l -mUy, — v . (3.71)

Para todas as outras

oU, oU,
Rl P 0. (3.72)

e Se em x = a nao for fixada qualquer condi¢io de fronteira, atendendo

a (3.57), a equagdo associada a U}, , é

& ey

m,1 n ’

Z f (.qi.m (}:n ](e) gz) de = Zm, 1 F:: Lok (‘573)
r=0 =1 er .+

m, 1

® Se em x = b a varidvel u,, for fixada por uma condicio de fronteira
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P, Nm

e ~ J
de Dirichlet, entao Uy,"y'™ & uma constante e —=Mu_ — () Por

conseguinte, nao existe qualquer equacéo associada a Bt

® Se em z = b a varidvel u,, for fixada por uma condig¢ao de fronteira de

Robin (v7, = 1), a equago associada a Up"yim &

.Pm. Nm n e::— le_
S [ (0 B (©) 6) dO = Zu i P 4 L
r=0 =1_ Y
m, Nm
(3.74)
com
U(Xm, Nppt1) = Ul Xy, ny1) = U;:‘}G:il, l=1,...n (3.75)

e, atendendo a (3.52),

b
a 1{/‘,N;+1 + V‘ + :

6U{ — 1 by rPm, Ny 8Ui- Ni+1
63: Xr, Ni+1 2 dSI_N!-}-l

N ) . (3.76)

51, N1

|
Portanto, para todas as varidveis u; para as quais hd uma condicao de
fronteira de Robin,

ou, oU,
Oz Xmvmir — Pz [ Xm Nt

_ L byPL N b dUi. Ny
g L e T
-"I{I N |TL M

(3.77)
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Para todas as outras

ou, oU, o e
_5; X:l. Nm+1 B _é-..'-ﬂ- X":l' Nm+1 =10, (5‘78)

e Se em x = b nao for firada qualquer condi¢ao de fronteira, atendendo

a (3.58), a equagao associada a U™ '™ serd

er-l—l

P, Npm n o 2l
% Nm = P, Nm
Z / (gi.m eﬁ Nm (e) g‘) de = Jm, Nim PT". Nm
=0 i:lefn, Nem "

3 Equagao associada a um né de separagao: Consideremos a equacio asso-
ciada ao né de separagao X, 41, J = 1,..., Nj—1, definida pela equagio (3.41).
Os nés de separagao X, | € X, n,.+1 580 fixos, pelo que apenas interessa
considerar nés interiores ao dominio espacial. Por decomposi¢io do dominio
de integragao, tal como anteriormente e, atendendo a definigio de Om, ; €38
equagoes (3.29), (3.30) e (3.31), obtém-se, apés alguma manipulagio algébrica,

como equagao associada ao né de separagao X,, 41, a equacio

' |

”j - (fm..;)z Xm.j S [(fm,J)z + (Em. j+1)2} Xm, F+1 = (Efrt,j+1)2an, 742

=i Zo, 3 FL = 2 0y F,L’ 541) F G §Sm. i = €my 3415m, 341 {3.79)

m, j
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onde

8r+]
Pm g n RECLIL

T=> > / Gim O} (©) GidO© — (3.80)
+

=0 :‘:16,

-

r41
m‘]l—i n e"l J+1

> [ imbhsu(®) o

r=0 i=]
erm bl fl

~

- 1 BUm,J—H BUm,j ' ‘
= 2 (68m.j+1 s'l’"”l asm,j 3::'”-‘31 ’ (381)

Observemos ainda que a equagao associada ao n6 de separagio X m,2 € dada pela
equagao anterior fazendo j = 1 mas sem o termo — (e, :)QXm, 1- Por sua vez
a equagao associada ao né de separagao X, y,, ¢ também dada pela equacao

anterior fazendo j = N, — 1 mas sem 0 termo — (e, v, )2 Xon, Ny 41-

Célculo do factor F},

Em todas as equages que definem o sistema de EDO que aproxima o sistema
de EDP original intervém F); ; dado por (3.60). E pois necessario calcular o integral
que aparece na equagao (3.60). Atendendo as consideracoes feitas anteriormente
basta decompor o domfnio de integracio de modo a fazer intervir todos os nés de

separagao ©), ;. Considerando todos os intervalos ]Gm J,G:;'_lj [ 0 =0,..., P e todos
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os intervalos Vs associados a cada Gm j» t=1,..., P, obtemos
X""J+l“ P 9:"_-”_]"'
Gim U, 5(8) Fids =) f Gim €5, (©) F; d© +
X,,,_j*’ r=( e:n.:_
‘ll J+
5 Z ,/ Gim 0, ;(©) Fi d . (3.82)

Os integrais definidos nos intervalos Vs sao calculados fazendo intervir a funcio apro-

ximada suavizada e a regra do ponto médio para avaliar os integrais nao nulos. Assim,

| &
Gim L5, ;(8) F; dO
H:n,_;_-
_ o« (9U 3U;
—] = (3-7: Ier - a._ ‘) [ J(Eﬂ‘! 7 fhm f‘l l] ‘er ] (3.83)

donde, comutando a ordem dos somatérios e dos indices, Fk ; fica definido por

+
em i+l

Zom, iF o, ; Z Z f Gim €, /() F: dO + (3.84)

r=0 i=1

a 9
+ZZ( UII ‘..J+ _QQ )Z[ 3(£r:1J)gx?nfil] le:'-' ’

r=]1 I=1

7 i v
onde it‘ or + - L or - toma os seguintes valores, dependendo da posicio de
|

©7, ; na malha espacial M;:
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Se ©7, ; nao for né de separacao para a variavel U, ,

m, g

U U .
_é};[ e:—"‘-J-+ - “bj e:;i,)_ = 0 ‘ (15.8())

Se ©7, ; for né de separagao para a variavel U,, i.e., se J for tal que Xi 41 =07 o

entao

UKOL, ;) = U(Xi, s41) = UPY = U}, - (3.86)

m, j

A partir de (3.52) temos

U, o, 1 (/0U, , AUl 141
— |or = — Ix = = PLJ sl (387)
Oz |"mi  @g MM 2\ Bsy, g 18T T B8y gy [fLIm
e, portanto,
aU; BU; . aUt,J+1 aUl,J
EELCER T TR Py el G

Se ©;, ; for né de separagao e ponto da fronteira do domifnio espacial, entdo a
equacao (3.86) é substituida por (3.69) ou por (3.75), conforme se trate do extremo
esquerdo ou do extremo direito do dominio espacial. De igual modo a equagao (3.87)

€ substitufda por (3.70) ou por (3.76). A equagdo (3.88) é substituida por (3.85),
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excepto se forem impostas condigoes de Robin, caso em que é substituida por (3.71)

ou por (3.77).

3.4.2 Sistemas explicitos

Para o caso particular em que o sistema de n EDP (3.1) é explicito, ou seja,
gmy = 0, para todo [ # m, a implementagao do MEFM ¢ mais simples. A m-ésima

equagao do sistema escreve-se

d‘u.m O*y ou
me;(:::tu 81)8z2+h (.ctu Bt) (3.89)

Uma vez que Sereno et al. [71] implementam o MEFM para o caso particular de
sistemas explicitos em que f,,; = 0, para todo | # m, basta considerar o trabalho de
Sereno e reescrever as equacoes correspondentes ao valor aproximado de u,, no né de

separagao X, 1, UN . = UL .., e a forma como se calcula o integral

m,j+

X 43 -.
B o = () / 1 (&) Fern ds (3.90)
Xm.j

Decompondo o domiio de integragiao de modo a fazer intervir todos os nés de se-

paragao ©7, ;, torna-se necessério considerar todos os intervalos

165, 04, r=0,..,P
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e todos os intervalos Vs associados a cada um dos pontos ©7, » T =1,..., P. Deste

modo e atendendo as consideraces anteriormente efectuadas para o calculo dos in-

tegrais, temos

. (-rj_'J ;L
Loy 3P 5= Z / m, ;(©)Fm dO + Z / P 1 (©)F dO . (3.91)
r=0 + 9 -

Os integrais que figuram no ltimo somatério do segundo membro sao integrais cal-
culados na vizinhanga dos nés de separacao. Todos os integrais em que nao figuram
segundas derivadas espaciais sao nulos, pois, podemos aproximéa-los por um produ-
to de 6 por um valor que nao depende de é. Os integrais que envolvem as segundas
derivadas espaciais da solugdo aproximada sdo calculados considerando a aproximagao
suavizada. Usando a regra do ponto médio, no limite quando § — 0, o segundo so-

matorio de (3.91) escreve-se

P n
dU, U, . .
donde, .
Y od :'"’_
Znibhg = Y. / ¢k, (©)Fm dO + (3.93)
r=()
gr-1+

m,j

aU,

m,3

-y (%

r=1 l=1
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em que P = B, ; designa, como se viu, o nimero de nés de separacio de todos os
sistemas de elementos finitos que pertencem ao intervalo | X, ;, X, j41 [, 0 j-ésimo
elemento finito da m-ésima varidvel dependente e ©}, ; ¢ o i-ésimo n6 de entre todos
os nés de separacao de todas as varidveis dependentes que pertencem aquele intervalo.

Em relagao & equagao associada a ordenada de um né de separaciio, U,’,Y’ ;= U}n' F64h

temos,

J mj+l
Xm,)-l-l. + an.,jG::ni + Z'fn. j“"lGl = 0 )

Z 6Uf 8Uf
Z E X'-'t;jH N a‘ X, i+1 fm,f

=1
(3.94)
em que
. , ot et . dX C dX.. .
G =t 0 by s N O 1) ok (O GAm, j+1 3
’ e s at Ui g + O, dt (8.95)
com
1
iy = [0 o (3.96)
0 .
P, j -
i ik ok O
mj Z‘]:?fjgﬁl,j 33:3 afnd (397)
k=1
Pm,;
1 . 1 aUm,‘
Di; = Y JE(a-¢€)) — (3.98)

k=1
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3.5 Integracao no tempo

Esta etapa do MEFM consiste na resolugao do sistema de EDO que aproxima
o sistema de EDP original. Para tal recorre-se ao integrador de sistemas de equacoes
diferenciais ordindrias LSODI [41] desenvolvido no Lawrence National Laboratory e

que ¢é apropriado para resolver sistemas implicitos de EDO

Ay, t)y (t) = G(y,t), ¥y (t) =yo. (3.99)

LSODI é uma variante da familia de integradores ODEPACK [42], desenvolvidos a

partir do c6digo base LSODE [41].

O integrador LSODI obriga a que o utilizador fornega as seguintes rotinas:
ADDA rotina que adiciona a matriz A dos coeficientes do sistema de EDO a uma
outra matriz com a mesma forma;

RES rotina que define o residuo de cada uma das equagées do sistema de ODE,

R =G(y,t) - A(y,t)y (t) , (3.100)

-

em fungao do escalar ¢ e dos vectores y e y ;
JAC rotina que define a matriz jacobiana de R. Esta rotina é opcional. Caso se
pretenda que a matriz jacobiana seja calculada numericamente pelo integrador deve-

-se introduzir uma rotina muda.

Saliente-se que o integrador LSODI foi ligeiramente modificado, tal como refere
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Sereno em [68], de modo a que as listas de argumentos das chamadas as subrotinas
ADDA, RES e JAC incluam as fungoes que caracterizam o sistema de EDP a resolver.
Por outro lado, a multiplicacao dos elementos da matriz jacobiana por uma certa
constante definida pelo préprio integrador LSODI passou a ser feita na rotina JAC
e nao na rotina PREPJIL. O integrador LSODI sofreu também alteragoes no que diz
respeito a forma como é definido o incremento das varidveis dependentes no sistema
de EDO, sempre que estas correspondam as posigoes dos nés de separa¢ao. Como nao
admitimos que haja cruzamento dos nés de separagao, o respectivo incremento pode
ser diminufdo tanto quanto for necessério. Esta operagao é feita na rotina RESJAC
que, tal como a rotina RES calcula o residuo de cada uma das equagoes de derivadas
ordindrias no tempo, mas especificamente na situagio descrita. Ao integrador LSODI

com estas alteragées chamamos LSODIS [68].

3.6 Implementagao do método

Para especificar as equagoes gerais do MEFM, quando aplicado ao problema de
evolugao (3.1), é necessdrio, por um lado, calcular os integrais que nelas figuram e, por
outro, definir as penalizagoes do movimento dos nés. Relativamente as penalizagoes

e, tomando como referéncia [60] e [68], consideramos as expressoes empiricas,
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X 2
e c™ 3
S‘I'I'I., 7 = Zm _ g, g 1 + Zm _ T
2 Cy M Cy

- l'_"“' 1 m, J Cm' J 2
Em. 3 - zm g, 7 T C:i 1 + Zm_oM ] )
i — €4 L%

, ¢ = 1,2,3,4, sao constantes pequenas, definidas pelo utilizador. Estas

(3.101)

onde ¢’

constantes tém um cardcter empirico, nao afectando a qualidade da solugao, pois

diferentes valores de ¢’

conduzem a solugoes numéricas de qualidade semelhante.
No entanto, uma md caracterizagao destas constantes pode levar a tempos de com-
putagao incomportdveis. Para se obterem valores adequados é necessdria uma certa
experimentag@o numeérica, em virtude de elas interferirem no movimento das malhas.
A constante cf:"j indica o comprimento minimo permitido para o elemento finito. As
constantes ;"7 e ;"7 com valores elevados restringem o movimento dos nés, tornan-
do o MEFM semelhante a um método de elementos finitos fixo. Observe-se ainda
que ¢}’ controla o comprimento relativo de cada um dos elementos finitos de uma
dada malha, sendo menor o comprimento dos elementos aos quais estd associado um

menor valor de ¢"”.

O célculo dos integrais é efectuado por quadratura de Radau ou de Lobatto.
Em cada intervalo de integragao usamos o mesmo nimero de pontos de quadratura,
sendo esse mimero superior ou igual ao maior mimero de nés locais de cada uma
das malhas espaciais. Os pontos interiores de quadratura, tal como os nés interiores

locais de cada elemento finito sao determinados recorrendo a rotina JCOBI de Villad-
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sen e Michelsen [77]. Os pesos de quadratura sio definidos pela rotina RADAU [77] e
os valores das fun¢des nos pontos de quadratura sao determinados por interpolagao,
recorrendo a rotina INTRP [77]. Observe-se que se usa quadratura de Lobatto, ex-
cepto se o extremo esquerdo do intervalo de integragao é ponto da fronteira e nao é
n6 da malha, ou se o extremo direito do intervalo de integragao é ponto da fronteira
e nao é n6 da malha. Nestes casos fazem-se quadraturas de Radau a esquerda ou
a direita. Para a determinacao da primeira e segunda derivadas dos coeficientes de
interpolagao de Lagrange, usa-se a rotina DFOPR de Villadsen e Michelsen [77]. Os
valores dos polinémios de Lagrange nos diferentes pontos sao calculados recorrendo

a INTRP [77).

Por ltimo, analisemos a estrutura da matriz dos coeficientes dos termos das
derivadas dos parametros em ordem ao tempo do sistema de EDO que aproxima o
sistema original. Tomemos, como exemplo, um problema com duas varidveis depen-
dentes. Admita-se que as condigoes de fronteira sao de Dirichlet e que os pontos da
fronteira sao nés das malhas espaciais. Considere-se ainda que a malha associada a
primeira varidvel dependente é discretizada por 3 elementos finitos com 5, 2 e 5 nés
interiores, respectivamente e que a segunda varidvel dependente é discretizada por
4 elementos finitos com 3, 2, 2 e 3 nés interiores em cada um dos elementos finitos.
Esta discretizacao espacial origina um sistema de 36 equacgoes diferenciais ordindrias,
na varidavel independente tempo, que possibilitam a determinagao das 36 varidveis

dependentes. Admita-se que a posigao inicial dos nés de separagao e dos nés interio-
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(a) 8 12
[ttt — i — ——t—]
1 7 11 18
(b) 24 28 32
— +—t i — i i
19 23 27 31 36

Figura 3.2 Malhas espaciais e pontos de interpolagao relativos as primeira (a) e segunda
(b) variaveis dependentes

res € a descrita pela figura 3.2. Entao, no instante inicial, a matriz dos coeficientes

do sistema de EDO apresenta a configuracao que a figura 3.3 ilustra. Num instante

1 . SRR 1 1819 24 28 3236

12

I8
19

24

28

36

Figura 3.3 Blocos ndo-zeros da matriz dos coeficientes

posterior, os blocos de nao zeros da diagonal mantém a estrutura inicial, pois é fixo o

nimero de nés globais de cada uma das malhas. No entanto, a estrutura dos blocos
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de nao zeros fora da diagonal varia no tempo, dependendo da posicao relativa dos
n6s de separacao de uma malha em relagao aos nés de separagao da outra malha.
A estrutura da matriz dos coeficientes do sistema de EDO a resolver é varidvel no
tempo. Apesar do mimero elevado de zeros, a posi¢ao dos blocos de nao-zeros de-
pende da posi¢ao relativa dos nés de separagao de uma dada malha em relagao aos
nés das outras malhas num dado instante, pelo que se torna impraticdvel aplicar as
técnicas usuais para matrizes esparsas. Devido ao elevado mimero de zeros sera com-
pensador desenvolver um tratamento algébrico especifico para este tipo de matrizes,

que permita diminuir o volume de cédlculo envolvendo zeros.

3.7 Conclusoes e Notagao

Neste capitulo apresentdmos uma formulagao do método dos elementos finitos
moveis que se baseia na construgao de uma solugao aproximada, seccionalmente poli-
nomial que, em cada elemento finito, usa polinémios de grau arbitrario. O MEFM
foi desenvolvido e implementado de modo a poder ser aplicado a uma vasta classe de

sistemas de EDP implicitos.

Algumas das técnicas desenvolvidas diferem das propostas por Miller e reve-
lam-se bastante eficientes. I& exemplo disso o modo como foram calculados os diversos
integrais, em que nao ha necessidade de, para cada problema, catalogar a prior: os

integrais que intervém nas equagoes do método.

No capitulo seguinte veremos como o algoritmo computacional, obtido com
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base no MEFM, permite obter soluges numéricas de qualidade para um grande

mimero de problemas reais que sao modelizados por EDP, cujas solu¢oes desenvolvem

frentes abruptas moéveis.

letras mimisculas

a extremo esquerdo do dominio espacial

b extremo direito do dominio espacial

mij

¢ =1,...,4, constantes de penalizagao no j-ésimo elemento finito de M,,

gt 7

¢4 " comprimento minimo permitido para o j-ésimo elemento finito de M,,

Jm,1 coeficiente dos termos que envolvem as derivadas espaciais de segunda

ordem no sistema de EDP

gm, 1 coeficiente dos termos que envolvem as derivadas temporais no sistema de

EDP

h.m termos que nao envolvem nem derivadas temporais nem derivadas espaciais

.
de segunda ordem no sistema de EDP

4, (&) i-ésimo elemento da base do polinémio interpolador de Lagrange no

‘m, g

J-ésimo elemento finito de M,,

n dimensao do sistema de EDP

Pm, ; nimero de pontos de interpolagdo no j—ésimo elemento de M,,
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e s varidvel espacial no elemento finito

B .s'f;h ; posigao do k—ésimo ponto de interpolagao do j—ésimo elemento de M,,
e ( varidvel independente de tempo

e u(z,t) solugao analitica do modelo matematico

e u,(z,t) m-ésima componente da solu¢ao analitica do modelo matematico

e u, () m-ésima componente do vector das condigoes iniciais

e 1 varidvel independente de espago

e y( vector que define as condi¢oes iniciais para o sistema de EDO

letras maiusculas

e A(y,t) matriz de massa do sistema de EDO
e G(y,t) vector do sistema de EDO

e H polinémio cibico de Hermite

M,,, mimero de nés globais da malha M,,

M,, sistema de elementos finitos associado & m-ésima varidvel dependente
e N,, mimero de elementos finitos da m-ésima malha espacial

. P,E""’” () polinémio de Jacobi de grau p caracterizado pela fun¢iao peso

zP(1 - z)°
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P, ; mimero de nés de separacao de outros sistemas de elementos finitos que

pertencem ao interior do j-ésimo elemento finito da malha M,,
R vector dos residuos

Sm,; termo de penalizagao correspondente as for¢as de mola no l-ésimo elemento

finito de M,,

7T fungao objectivo

U(z,t) uma aproximagao de u(z,t) seccionalmente polinomial

Um(z,t) m-ésima componente de U(z,t)

ﬁm aproximacao suavizada de U,

Um, (s, t) restrigao de U, (z,t) ao j-ésimo elemento finito de M,,

U,‘;h ; valor de Uy, no i-ésimo né local do j-ésimo elemento finito de M,,
Um(Qm, ) valor de U, no i-ésimo né global, A,, ;, da malha M,,

Uk , derivada de U¥, ; em ordem ao tempo

Vs intervalo aberto de amplitude 6/2 centrado em X,

Xom, j+1 16 de separagao entre o j-ésimo e o j + 1-ésimo elementos finitos da

m-ésima malha espacial

Xm, j+1 derivada em ordem ao tempo de X, F
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e Xan, ponto anguloso de uma malha espacial
e Y vector das varidveis dependentes do sistema de EDO

® Z,, ; comprimento do j-ésimo elemento finito de M,,

letras gregas

® ¢, ; termo de penalizagao correspondente as forgas viscosas no [-ésimo elemento

finito de M,,
e ¢ varidvel espacial normalizada definida num elemento finito

. ffn! ; posigao normalizada do k—ésimo ponto de interpolagao do j—ésimo ele-

mento de M,,

e A,, conjunto ordenado de todos os nds de separagao e de todos os nés interiores

da malha M,,
e A, ; i-6simo elemento de A,,

e O, ; subconjunto de II definido tal que o primeiro e 1ltimo elementos definem
ki

0 j—ésimo elemento de M,,
e O}, ; j-¢simo elemento de ©,, ;
e [I conjunto ordenado de todos os nés de separagao de todas as malhas M,,

e &, i(z) fungao badsica global associada ao né global A,, ;
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Capitulo 4

Exemplos e Resultados do MEFM em 1-D

4.1 Introdugao

No capitulo anterior apresentdamos e desenvolvemos o método dos elemen-
tos finitos méveis com aproximagoes seccionalmente polinomiais de grau arbitrério.
Desse trabalho resultou um cédigo numérico que permite resolver sistemas implicitos
de equagoes de derivadas parciais, dependentes do tempo, em dominios espaciais de
uma dimensao. Este c6digo permite resolver uma gama importante de problemas da
Engenharia Quimica. Neste capftulo, o c6digo numérico desenvolvido é aplicado a
resolu¢ao de um conjunto de problemas, cujas solugdes tém comportamentos diver-
sificados, de modo a ilustrar a eficicia e desempenho do método. Os trés primeiros
exemplos sao retirados da literatura. Normalmente sdo usados como problemas teste,
permitindo aferir o desempenho do método. Os restantes exemplos sao modelos para
problemas de Engenharia Quimica estudados no Laboratério de Processos de Sepa-

ragao e Reacgao, LSRE.



96 Exemplos e Resultados do MEFM em 1-D

O primeiro exemplo, proveniente da teoria da combustao, é modelizado por
uma equagao escalar de reacg¢do-difusao [24]. Podemos verificar a eficdcia e precisao do
MEFM, pois, o grau de dificuldade na sua resolugao é determinado pelos valores dos
diversos parametros que definem a equagao. Este problema pode ser usado como um
problema teste que permite aferir a resposta do método numeérico a situagoes que.
do ponto de vista numérico, correspondem a problemas com graus de dificuldade

distintos.

O segundo exemplo apresenta uma equagao de convec¢ao-difusao usada por
Carlson e Miller [19] como problema teste ao GWMFE. As simulagoes realizadas
usam um coeficiente de difusao pequeno por forma a podermos tornar dominante o
termo convectivo da equacao. Como podemos constatar, a resposta do MEFM com

aproximacoes de grau arbitrario é eficaz, produzindo solugoes de elevada precisao.

O terceiro problema, a simulagiao de um reactor catalitico nao isotérmico [35],
retoma um problema resolvido por Sereno [68] e posteriormente por Duarte [32],
usando elementos finitos méveis com polinémios de Hermite. A aproximacao com
polinémios de grau arbitrédrio revela-se mais eficaz, sendo o problema resolvido com

grande precisao e menor esfor¢o computacional [24].

No quarto exemplo o MEFM é usado para simular um processo de adsorcao
multicomponente. Estuda-se um problema de cromatografia bindria, analisando a res-
posta, quer a um salto, quer a um pulso na concentra¢ao da alimentagao. O MEFM

resolve este problema, fornecendo solugoes de grande qualidade, mesmo em situagoes



Introdugao 97

numericamente complexas quando, por exemplo, se simula a resposta a um salto na
concentragao de alimentagao, com dispersao axial muito pequena. Nesta situacao
as equagoes que descrevem o modelo tornam-se hiperbélicas e a teoria de equilibrio

prevé duas frentes abruptas separadas por um patamar [26).

O quinto exemplo (23, 24] trata um problema de pressurizagao de leitos de
adsor¢ao, uma das fases de um processo de adsor¢ao com modulagio da pressao
(AMP). Sao apresentados dois modelos para a sua resolu¢ao. A simulagao realizada
com estes modelos permite validar o uso do modelo simplificado na modelagao da
fase de pressurizagao de um processo de AMP. Sereno e Rodrigues [69] usaram estes
modelos, considerando apenas espécies inertes. A comparacao dos resultados das
simulagoes dos dois modelos desenvolvidos mostra que o modelo simplificado descreve
de modo correcto a pressurizagao de colunas de adsor¢ao com uma mistura bindria
e, portanto, pode ser usado com seguranga na simulagao da fase de pressurizagao de

um processo de AMP.

O MEFM desenvolvido mostrou-se eficaz na resolugao destes problemas que
englobam situagoes bastante diferenciadas. Todas as simulagoes foram realizadas num
computador Pentium II de 266 MHz. As malhas espaciais iniciais foram definidas
colocando um né em cada um dos extremo do dominio espacial e concentrando todos
0s outros nés muito proximo do extremo esquerdo, z = 0. No que diz respeito aos

valores de tolerancia do integrador de EDO, tol, e toly, relativamente a amplitude



98 Exemplos e Resultados do MEFM em 1-D

nodal e a posi¢ao nodal, respectivamente, consideramos,
toly = toly = tol = 1073.

Para esta escolha padrao, considerdmos os seguintes valores para as constantes de

penalizagao,

et =107% x tol, & = tol, " =10 x tol e ™" = 1075,

4.2 Equagao de reac¢ao-difusao

Consideremos o problema teste descrito por Adjerid [1], L. Petzold [64] e
Verwer et al. [76]. Trata-se de um problema de combustao escalar modelizado por
uma equagao de reacgao com difusdo. A equacao do modelo é

o°T
%=—+D(I+Q—T)exp(—%), (4.1)

T2
y

com0<z<1et>0.As condi¢oes iniciais e de fronteira sao

Tir0) = 1 0<z<l1 (4.2)
or .
508 =0 o<t (4.3)

Tt =1 0<¢ (4.4)
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Rexp ()
ad

Tomemos para valor de 6, 6§ = 30. Na solugao deste problema, que representa a

em que D = y R,0 e a constantes. De acordo com (1] seja R=5¢ a = 1.
temperatura da mistura reagente no sistema quimico, podemos distinguir duas etapas
distintas, a formagao da frente e a sua propagagao até r = 1. A etapa de formacao da
frente processa-se rapidamente, pelo que os erros resultantes da integracio no tempo
sao mais importantes do que os resultantes da discretizacao espacial. Para este valor
de 6 os perfis de temperatura tornam-se bastante abruptos, como se pode verificar
na figura 4.1, onde se apresenta a solucdo em diferentes instantes, a saber, t = 0,
t=0,1,t=0,238,t=0,24,t=0,245et =0, 3.

A discretizagao espacial foi realizada com 5 elementos finitos com aproximacgao
seccionalmente polinomial de grau 5 em cada elemento finito. Na figura 4.2 podemos
visualizar a trajectéria dos nés de separagao e na figura 4.3 a posicio desses mesmos
nos no tempo. Os integrais foram calculados com 6 pontos interiores de quadratura
e consideramos os valores padrao para a tolerancia do integrador de EDO e para as
constantes de penalizacao. O tempo de CPU foi de 2,9 segundos para completar a

integragao com ¢ € [0;0, 3].
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Figura 4.1 Reac¢dao com difusdo: perfis de temperatura para 6 = 30
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Figura 4.2 Reaccdo com difusdo: trajectérias dos nés de separagido
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|
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Figura 4.3 Reacgdo com difusdo: movimento dos nés de separacio
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4.3 Equagao de convecgao-difusao

O segundo exemplo estudado é um problema teste modelizado por uma equacao de

convecgao-difusao descrita por Carlson e Miller em [19],

ou ou 0*u

- —— — << t>0 85

ot 31:+UB:1:2’ o< <], t> (4.5)
u(0,£) =0, u(l,£)=1, 420 (4.6)
u(z,0) =2%0<z<1. (4.7)

Os valores considerados para o coeficiente de difusdao v, foram v = 107% e v = 107,
Resolvemos o problema para 0 < ¢t < 500 com uma malha espacial de 8 elementos
finitos usando polinémios de grau 3 em cada elemento. O tempo de CPU foi de
3,5 segundos para v = 107% e de 3,7 segundos para v = 10~*. Uma vez mais o
MEFM produziu solugoes de grande qualidade como mostra a figura 4.4, onde estao
representados os gréficos das solugdes nos instantes t = 0 e t = 500, assim como a
posigao dos nds da malha espacial para v = 107, Parat = 0 os nés estiao concentradas

numa vizinhanga de z = 0, com excep¢ao do né posicionado na fronteira z = 1.
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4.4 Reactor catalitico nao isotérmico

O problema da simulagao de um reactor catalitico nao isotérmico foi descrito
por Ferreira [35] recorrendo ao modelo pseudo-homogéneo com dispersao axial para
a concentragao no seio do fluido. Este problema foi tratado por Sereno [68] e mais
recentemente por Duarte [32] usando o método dos EFM com polinémios de Hermite.

As equacoes que descrevem o modelo sao

ou 1 0%u Ou 1

dv T dv 1

S e (e ] e — = == == Nw = Vw 4.
= s + AD,zvexp ( v (v 1)) n(v—wv )] (4.9)

em que u, v, e v, Sao, respectivamente, a concentragao no seio do fluido, a temperatura
no reactor e a temperatura da parede, adimensionais. As varidveis dependentes sao,
z, varidvel espacial normalizada pelo comprimento do leito e ¢, varidvel temporal

normalizada pelo tempo de passagem, 7. As condigoes iniciais e de fronteira sao

u(z,0)=0ev(z,0)=1, 0<z<1
R 0.)= Peu—1), 30
dz (4.10)
9u (1,t) =0, t>0

dx

v(0,t) =1 t>0

Os valores considerados para os restantes parametros sao,
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o  —208x1071 o B=D,=0,7
Thi

Y wh = 33}7 L] Pff — lUd

o v=21,8 ® vy =1

A simulagao numérica foi realizada considerando, para cada varidvel dependente,
8 elementos finitos e 5 nés interiores em cada elemento finito. Os integrais foram
calculados com 6 pontos de quadratura no interior de cada intervalo. Consideramos os
parametros de definigao das forgas internodais e os valores de tolerancia do integrador
ODE padrao, com excepgao de ¢i'* = 1074, L = 5,6,7,8. O intervalo de integragao
no tempo foi [0,1500] e o tempo de CPU necessdrio para a integragao completa de
39, 6 segundos.

Na figura 4.5 apresentam-se as histérias de concentragao do reagente e na
figura 4.6 apresentam-se as histérias de temperatura, em algumas secgoes do reactor.
As figuras 4.7 e 4.8 mostram os perfis de concentracao e de temperatura respectiva-
mente para diferentes instantes. Indica-se, a titulo de exemplo, a posi¢ao dos nés de

separagao associados a cada uma das malhas.
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Figura 4.5 Reactor catalitico ndo isotérmico: histérias de concentracio do reagente

Figura 4.6
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Reactor catalitico ndo isotérmico: histérias de temperatura
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Figura 4.7 Reactor catalitico ndo isotérmico: perfis de concentracdo do reagente
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Figura 4.8 Reactor catalitico ndo isotérmico: perfis de temperatura
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4.5 Cromatografia bindria

4.5.1 O modelo

Relativamente a um sistema em que dois componentes, A e B, sao adsorvidos
numa coluna de adsorgao de secgdo recta constante S e comprimento L, formulemos

as seguintes hipéteses:

e Na fase fluida os componentes, A e B estao muito dilufdos no solvente inerte

C', sendo c4 e cp as suas concentragoes.
e O processo é isotérmico.
e O enchimento é constituido por um adsorvente sélido poroso granular.
e O processo de adsor¢ao é descrito pelo modelo de equilibrio.

Nestas condigoes e considerando um elemento de volume do leito de espessura

Az, o balango de massa ao componente A durante o intervalo de tempo At conduz a

AtESnAZL — AtESﬂAz!z+éz = EgAZS,OA|1+Qt = EL&ZSPAlt - (411)

¢
+(1 — E)AzSQAIg+At — (1 = E)AZSQAI;
e o balango de massa ao componente B no mesmo intervalo de tempo conduz a

AteSnp:|. — AteSnp|.4a:. = eldz2Spgluar — dzSpgli + (4.12)

-+ (1 =< €)AZSQB|;+{_“ = (1 — E)AZSQBI;
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onde

£ representa a porosidade do leito;

g, a porosidade total;

p a massa especifica da solugao, praticamente igual & massa especifica total do

solvente, p = p¢;

Q4 e Qp as concentragoes mdssicas dos componentes A e B no sélido (massa

do componente adsorvida por unidade de massa de adsorvente);

N4, € npg. representam o fluxo massico dos componentes A e B na direccao z,

, Ow
Mgz = pA'u—pDaIa—zA
' (()wﬂ
s = et ph 4.13
np Ppv Loy 9z ( )

wy e wp a fracgdo massica dos componentes A e B na fase fluida;

pa € pp a concentragio massica dos componentes A e B na fase fluida, p A = pWa

e pp = pwp;
D,,, o coeficiente de dispersao axial no leito;

v a velocidade mdssica ( pode ser considerada constante pois p é praticamente

constante).
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Sejam M, e Mp as massas moleculares de cada um dos componentes e ¢4 €
qs as concentragoes molares de cada um dos componentes na fase sélida, expressas

em moles de componentes adsorvidas por unidade de massa de adsorvente. Entio

ga= % e (qgp= ﬁ—z (4.14)
Como
PA = CAMA e P = CBMB: (415)
obtém-se,
o,
nas = Macav — MaDl, Bc"
' BCB
ng. = Mpgcqv— MpD, —— (4.16)
0z
Deste modo, o balango de massa de A pode ser expresso por
MacavAteS|, — MacavAteS| 4a: — MAD pp AtESlz
, dc
+MyD,, aAAtsS|z+Az = AzScaMpliyai— (4.17)

'—(l — e)AzSMAth = ELAZSCAMA}; + (1 = E)&.ZSMAQA‘HAt
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e o balango de massa de B por,

NI{;CU'UAI‘-ESIZ — W[{gCBIJAt€S|z+Qz = MBD;E%EAté‘Slz-}'
] 6 - F
+MBDM—§'{Af€Slz+Az = eDzScpMpliiat— (4.18)

—'(1 - E)AZSMBQBIg — E:A.ZSCBMBlt + (1 — E)AESMBQ}_',-lHag.

Seja Dy, = €D, e u = ev a velocidade superficial. Dividindo as equagoes anteriores
respectivamente por M SAtAz e MpSAtAz e fazendo At e Az tenderem para zero,

obtém-se,

BCA 82CA . aCA

—U— L = g—— — - 4.19
L 2 022 ot Fil =) ot (4:19)
6CB 82(?3 6(:3 6(}’5
—U— g ———— = E—— 1l —¢g)—. 4.20
vy TPuga =t t-% (4.20)

z t L
I 0= i em que 7 = — é o tempo de passagem,

Introduzindo as normalizagoes ( =
v

obtemos as equagoes,

_EBCA+Dﬂ,82c,1 B E@CA 1 —-€edga
Lo¢  L? 9¢* T o9 T 0

(4.21)

_EBCB_'_DMGQCB _ €0cp  1-€0qp
Lo¢  L* ot T o T 00

(4.22)
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. ul ) . -
Seja Pe = D © mimero de Peclet. Uma vez que g4 e qp sao fungoes de ¢4 e de cg,

axr

as equagoes do balanco de massa aos componentes A e B, sio

90 e dcg 0  Pe o2 OC

( = EBQA) Oca 1 —e0qg4 Ocp 1 d%cy Oca
1+ =
£ decy

1 — & 0qp dey 1+1—6c9qg deg 1 d%p dep
e dcy 00 £ Ocp

Consideremos as seguintes isotérmicas de equilibrio

5,8 % 0,045¢4
1+0,045¢c4 + 0, 127¢p

ga = 1,57cq +

5,8%0,127cp
140,045¢4 + 0,127cp

dqp = 1,5703*{'

88 ~ Pe oz o

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

O problema de evolugao descrito por este modelo, sujeito a determinadas condicoes

iniciais e de fronteira, pode ser resolvido numericamente usando o MEFM com apro-

ximag6es polinomiais de grau arbitrdrio. As equagoes (4.23) e (4.24) podem ser

escritas com a forma,

dy D%y
0 Fla_cg' + £,

(4.27)
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o o . \1T
emquey = [ca, cg]t, F;1 é a matriz diagonal A = (L, L), fo = (24 _2a) 4
Pe’ Pe ac¢ ac

l1—€0 l—-€e0
(1+ Eﬂ) € 94a

dc de
G — £ CA £ cp (428)
1—5(?05 1+1—€f?rm
€ decy e dep

Resposta a um salto na concentragao de alimentagao

Admitamos que para t < 0 a coluna de adsor¢ao é alimentada por um solvente
puro a um caudal @ e que em ¢t = () passa a ser alimentada por uma mistura de dois
componentes diluidos no solvente inerte C', com concentragoes ¢y, = cg, = 5,0g/1.
Este caso corresponde ao modelo descrito pelas equagdes (4.20) sujeito a condicao

inicial dada por
Ca=cg =0: <=1, 0=0 (4.29)

e as condigoes de fronteira

0
—-;; = Pe(ca — ca,), (4.30)
a v
——5CB — Pe(CB — cB[))! (4.31)

para( =0ef >0e
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A =2 o, (4.32)

para( =1e6 > 0.

Resposta a um pulso na concentragao de alimentagao

Consideremos agora o caso de a coluna de adsor¢ao ser submetida a um pulso
na alimentagao, com uma solugao contendo os componentes A e B com as concen-
tragoes c4, € Cp,, diluidos no solvente inerte C, através de uma vdlvula de injecgao,
durante um intervalo de tempo t,,;. Suponhamos que para ¢t < 0 a coluna é alimenta-
da por solvente puro a um caudal . Em ¢ = 0 corta-se a passagem do solvente puro
e permite-se a passagem de um certo volume da solug¢ao contendo os componentes A
e B, com concentragoes c4, € cg,, respectivamente, apés o que se retoma a passagem
do solvente puro. Seja V;,; o volume da solugao injectada durante aquele intervalo

de tempo a um caudal ). Assim,

(4.33)

. Vinj ~ L :
Seja R = -ﬁ a razao entre o volume da injecgio e o volume de poros do leito.
£
Introduzindo, como no caso anterior, as normalizagoes nas varidveis independentes,
o instante de tempo normalizado correspondente a t = t;; €,

Ag = .t’_“.-l = R. (4.34)

+




Cromatografia bindria 115

Como em § = A@ se corta a passagem da solugao e se restabelece a passagem de

solvente puro, podemos descrever este modelo do seguinte modo:

e Para 0 < A6, o modelo coincide com o descrito anteriormente, 0 que corres-
ponde as equagoes (4.20), sujeito a condigao inicial (4.29) e as condigGes de

fronteira (4.31) e (4.32) .

e Para 0 > A0, as equacoes que descrevem o modelo sao as mesmas, mas a
condic¢io inicial é a distribuicio de A e B em § = Af = R. Quanto as condigoes

de fronteira, tem-se,

86,1

— = PFec 4.
B¢ Pe cx (4.35)
| 663 S ;
_BC = Pe cp, : (4.36)
!
para( =0ef > Af e
aCA BCQ
—_— == 43
ac A 0, (4.37)

para( =1e 6 > A#.
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4.5.2 Simulagao numérica

A simulagao numérica apresentada nesta secgao diz respeito a aplicagao do
MEFM aos modelos de adsor¢ao multicomponente descritos. Seja e = 0,4 o valor para
a porosidade do leito. Foram realizadas simulagoes considerando diferentes valores de
Pe. Para a resposta a um pulso na concentragao de alimentagao usaram-se diferentes
valores de A#, por forma a analisar, quer a resposta do sistema, quer o comportamento
do método numérico em diferentes situagoes. Em todos os casos considerados foram
usados os valores padrao para o valor da tolerdncia do integrador de EDO e para os

valores das constantes de penalizagao.

Exemplo 1: Consideremos primeiramente a resposta a um salto na concentragao
de alimentacao. Neste exemplo realizdmos duas simulagoes nas mesmas condigoes
de alimentacao, mas usando diferentes valores para o mimero de Peclet, Pe = 103
e Pe = 10*. Com um mimero de Peclet elevado é possivel simular o modo como o
método se comporta quando as equagoes que descrevem o modelo se tornam quase
hiperbélicas. O intervalo de integragao no tempo considerado foi [0;4, 5. Para o caso
de Pe = 10® o dominio espacial foi discretizado definindo 5 elementos finitos em cada
uma das malkhas e usando aproximacoes seccionalmente polinomiais de grau 6 em cada
elemento. Todos os integrais foram calculados com 6 pontos de quadratura no interior
de cada intervalo de integracdo. O tempo de CPU para esta simulagao foi de 27
segundos. Na simulacdo com um menor valor para a dispersao axial, Pe = 10*, houve

necessidade de considerar, para a malha associada ao componente A um maior nimero
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Figura 4.9 Cromatografia bindria, resposta a um salto: histérias de concentragdo de A
eBem( =1, Pe=10%

de pontos, assim como aproximar a solugao por polinémios de grau mais elevado.
Deste modo e para a primeira malha espacial, associada ao componente A, definimos
7 elementos finitos e usamos aproximacoes seccionalmente polinomiais de grau 11 em
cada elemento. Para a segunda malha espacial a discretizagao foi feita considerando
5 elementos finitos e usando aproximagoes seccionalménte polinomiais de grau 6 em
cada elemento. Os integrais foram calculados com 11 pontos de quadratura no interior
de cada intervalo de integracao. Neste caso o tempo de CPU foi de 256 segundos.

A figura 4.9 mostra a histéria de concentracao de cada um dos componentes
em ¢ = 1. A figura 4.10 apresenta os perfis de concentragao para alguns valores de

6, para Pe = 10*. Os perfis das concentracoes de A e de B mostram claramente
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a formacgao das frentes cuja forma néo varia e se movemn com velocidade constante.
Observe-se que é necessdrio um certo intervalo de tempo para a formacao das frentes,
uma vez que elas resultam da contribui¢ao de dois factores opostos: as isotérmicas de
equilibrio favoraveis conduzem a frentes compressivas, enquanto que efeitos cinéticos,
tais como a dispersao axial, conduzem a frentes dispersivas.

Nas figuras 4.11 e 4.12 pode-se observar o movimento de cada um dos nés
de cada uma das malhas e nas figuras 4.13 e 4.14 as respectivas trajectérias, para
Pe = 10°. As figuras 4.15 e 4.16 ilustram o movimento dos nés de separacao de cada
uma das malhas espaciais, para Pe = 10*. Como seria de esperar os nds seguem as
frentes respiectivas. Assim que a frente do componente B atinge o fim da coluna os
nés iniclam um movimento que os coloca nas posigoes do estado estaciondrio. Para
o componente A este movimento dos nés para as posicoes do estado estaciondrio é

perturbado pela chegada do componente B.



Cromatografia bindria 119

N
o

0

I
—

6=2 6=3 6=3.5

@
o

o
o

H
o

concent. [gr/l]
w
o

=3l

n
o

—
(=

F'_

—————— ———————
——
r.—-——-——.———.——.—.—_.._-

ol
N

0.0 04 _ 06 08 1.0

Figura 4.10 Cromatografia bindria, resposta a um salto: perfis de concentracdo de A e
B para diferentes tempos, Pe = 10*
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Figura 4.11 Cromatografia bindria, resposta a um salto: movimento dos nés de
separacdo da malha de A, Pe = 10°
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Figura 4.12 Cromatografia bindria, resposta a um salto: movimento dos nés de
separacdo da malha de B, Pe = 10°
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Figura 4.13 Cromatografia bindria, resposta a um salto: trajectérias dos nds de
separacdo da malha de A, Pe = 10?
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Figura 4.14 Cromatografia bindria, resposta a um salto: trajectérias dos nds de
separacdo da malha de B, Pe = 10?
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Figura 4.15 (Cromatografia bindria, resposta a um salto: movimento dos nés de
separa¢do da malha de A, Pe = 10*
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Figura 4.16 Cromatografia bindria, resposta a um salto: movimento dos nés de
separacdo da malha de B, Pe = 10*
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As figuras 4.17 e 4.18 ilustram o efeito da variagao de Pe nas histérias das
concentragoes de A e de B, em ¢ = 1. As solugoes numéricas obtidas sao também
comparadas com as solugoes determinadas a partir da teoria de equilibrio, na auséncia
de dispersdo axial. Em ambas as simulagoes as histérias das concentra¢oes mostram
inicialmente um patamar correspondente ao estado inicial da coluna e, para tempos
mais avancados, o patamar correspondente a concentragao de alimentacao. Entre
estes dois estados desenvolvem-se duas frentes compressivas de concentragoes, sepa-
radas por um patamar no componente A com concentragao superior a concentragao
de A na alimentagiao. No caso de a dispersao axial ser baixa, o que corresponde a
valores de Pe mais elevados, as frentes tornam-se abruptas. No limite, na auséncia de
dispersdo axial, Pe — 00, as equagoes que descrevem o modelo tornam-se hiperboli-
cas e a teoria de equilibrio prevé duas frentes abruptas separadas por um patamar.
Seguindo um tratamento semelhante ao de Rhee [66] para a teoria de equilibrio de
sistemas multicomponente de Langmuir, é possivel determinar os instantes em que

os choques ocorrem, neste caso,

9 =3,657 e O=3, 948

assim como as concentragoes dos componentes A e B no patamar intermédio,

ca=6,59 gr/l e cg=0gr/l.
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De facto, a equagao de balango de massa ao componente i, no caso de isotérmicas

multicomponentes de Langmuir,

Qkic;

g = m’ (4.38)
¢ dada por
0%, 1—e . Oyk\ 09,
=ik i k;—— L =), 1
3C+(+ —0Q 34,,.) A =0 (4.39)
com yt = % e ¢; = kic;. Os estudos de Rhee [66] permitem determinar, para cada um

dos componentes, os instantes em que os choques ocorrem, assim como as respectivas

concentragoes nos patamares. No caso presente a isotérmica é

g = mei + qF, (4.40)

com ¢* dado por (4.38). A equagao de balango de massa ao componente i escreve-se,

O; ==Q oyl o9,
= 1 £ (e 2o (il S g
¢ * ( 7 1+ —t‘mkt 3¢5,-) 6’ 0, (441)

0

[
com ) = ————
1+—E—m

. Como se constata a equagao (4.41) é andloga a equagao (4.39)

pelo que, se pode aplicar a teoria de Rhee, substituindo 6 por 6.
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Figura 4.17 Cromatografia bindria, resposta a um salto: histérias de concentragdo de
A e B vs teoria de equilibrio
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Figura 4.18 Cromatografia binaria, resposta a um salto: histérias de concentracao de
A e B vs teoria de equilibrio
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Exemplo 2: Consideremos agora a resposta a um pulso na concentracio de alimen-
tacao. Para ilustrarmos o desempenho do MEFM foram realizadas trés simulacoes
usando para valor de Peclet, Pe = 10 e para tempos de injeccao, A0 = 0,05,
A = 0,5 e A0 = 1. A estas trés situagdes correspondem solucdes com comporta-
mentos diferentes, pelo que as exigéncias feitas ao método numeérico para que este
fornega solugoes de qualidade sao também diferentes. Relativamente a A8 = 0,05
foi possivel obter a solu¢ao numérica usando os mesmos parametros que na segunda
simula¢ao do exemplo anterior. Assim, considerdmos 7 elementos finitos para dis-
cretizar a primeira malha espacial com aproximagoes de grau 11 em cada elemento e
5 elementos finitos para discretizar a segunda malha espacial, com aproximacoes de
grau 6 em cada elemento. O tempo de CPU foi de 301 segundos. Para as outras duas
simulagoes, o mimero de nés em cada malha foi aumentado para evitar o aparecimen-
to de pequenas oscilagoes. Definimos em cada uma das malhas 10 elementos finitos.
Para o caso de Af = 0,5 considerdamos aproximacoes seccionalmente polinomiais de
grau 6 em cada elemento, com excepgao dos elementos 7, 8 e 9 da malha associada
a concentragao de A, em que definimos aproximacoes de grau 11. Para o caso de
Af = 1 consideramos, em ambas as malhas, aproximaéaes seccionalmente polinomi-
ais de grau 11 nos elementos 7, 8 ¢ 9 e de grau 6 nos restantes. Para todos os outros
pardmetros escolhidos considerdamos os valores padrao. Os integrais foram calculados
com 11 pontos de quadratura no interior de cada intervalo de integracdao. Os tempos

de CPU foram de 1549 e 1584 segundos para Af = 0,5 e Af = 1, respectivamente.
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As historias das concentragoes para os componentes A e B em ( = 1, para estes

diferentes tempos de injecgao sao apresentados nas figuras 4.19, 4.20 e 4.21. Na figu-

|

AB=0.05

o
[=]

o
(=]

-

b
o

concent. [gr/l]
o o (=]
o=

o
(=}

e
(=]

10 20 360 20 50 6.0

Figura 4.19 Cromatografia bindria, resposta a um pulso: histérias de concentracdo de
AeBem (=1 A0=0,05

ra 4.22 apresentamos os perfis de concentragao para alguns valores de ¢, para o caso
de Af = 0,5. Nos trés casos o intervalo de tempo considerado para a integragao foi
[0;6]. Escolhendo o caso em que Af = 0,5 procurou-se analisar o efeito de Pe na
solugao. Assim, nas figuras 4.23 e 4.24 compara-se o éfeito de Pe nas histérias das
concentragoes dos componentes A e B, em ( = 1. A figura 4.23 apresenta a solu¢ao
numeérica para Pe = 10® e a figura 4.24 a solugao para Pe = 10*, em que os perfis se
mostram mais abruptos. Para a simulacao com o valor de Peclet menor, Pe = 107,
consideramos os mesmos valores padrao para os diferentes parametros, definindo 7

elementos finitos em cada uma das malhas e usando aproximagoes seccionalmente
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Figura 4.22 Cromatografia bindria, resposta a um pulso: perfis de concentracio de A e
B", Pe =10* A8=10,5

polinomiais de grau 6 em cada elemento, sendo os integrais calculados com 6 pontos
de quadratura no interior de cada intervalo de integragao. O tempo de CPU foi de

153 segundos.
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Figura 4.23 Cromatografia bindria, resposta a um pulso: histérias de concentracio de
AeBem (=1, Pe=10°
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Figura 4.24  Cromatografia bindria, resposta a um pulso: histérias de concentracio de
AeBem (=1, Pe=10*
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4.6 Adsorgao com modulagao da pressao

Nesta seccao o MEFM ¢ aplicado a simulagao da fase de pressurizagao de
um processo de adsor¢ao com modulagao da pressao (AMP). Os processos de AMP
baseiam-se na adsorcao selectiva de um ou mais componentes de uma mistura gasosa
a separar no solido adsorvente. A tecnologia destes processos envolve a existéncia de
um ou mais leitos e baseia-se na sequéncia de varias etapas, Pressurizag¢ao-Produgao-
- Despressuriza¢ao-Purga. Na etapa de pressurizagao a mistura gasosa ¢ admitida
na coluna e a pressao é incrementada de p; a pj, permanecendo fechado o outro
extremo da coluna. Atingida a pressao pj, no fundo da coluna, é aberta a vdlvula nessa
extremidade, passando a mistura através dela. Dd-se, entao inicio a etapa de produgao
em que o produto é mais rico no componente menos adsorvido. Imediatamente antes
do componente mais adsorvido atingir o fundo da coluna esta etapa é interrompida
e inicia-se a despressurizagao. Fecha-se a valvula do fundo da coluna e o gés sai em
contracorrente pelo topo da coluna. O gés que sai vem enriquecido no componente que
na etapa de pressurizagao foi mais adsorvido. O ciclo de regeneragao que se inicia na
fase de despressurizacao é completado com a etapa de’purga. O modelo matemético
usado para descrever o comportamento dindmico do sistema de AMP baseia-se no
modelo de equilibrio. Partindo deste modelo, o modelo geral e, pressupondo que a
variacao de energia cinética é desprezdvel, bem como a acumulagao da quantidade de
movimento na equagao de balango de quantidade de movimento ao gis que ocupa os

poros interparticulares, apresentamos outro modelo, o modelo simplificado que des-
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creve de modo eficiente o comportamento do sistema. Com base nestes dois modelos
vamos simular a fase de pressurizagao de um processo de AMP. Duas aplicacoes
sao apresentadas: a separacao dos elementos de uma mistura de hélio-metano e a
separagiao do oxigénio do azoto no ar. Inicialmente temos uma mistura bindria em
que uma das espécies é inerte. Os dados relativos ao sistema fisico deste primeiro
estudo baseiam-se na experimentagao descrita por Cheng e Hill [21]. O segundo caso
trata da separagao de duas espécies activas. Os dados fisicos relativos usados na sua

simulagao baseiam-se no trabalho de Mendes [55].

4.6.1 Descrigao do modelo base

Consideremos a coluna formada por um leito de adsor¢ao de comprimento
L e secgao recta S, precedido e seguido por duas caAmaras, perfeitamente agitadas,
com a mesma secgao, de comprimento L} e L3 e volume Vj e Vj, respectivamente,
tal como a figura 4.25 ilustra. O enchimento do leito é granular e é constitufdo por
particulas s6lidas, adsorventes e porosas de diametro D,. A massa especifica aparente
do enchimento referida ao volume das particulas é Pap- A porosidade do leito é ¢ e
a porosidade total £,. As cAmaras nao contém qualqﬁer enchimento. A fase fluida
¢ constitufda por uma mistura de dois gases A e B e a temperatura absoluta do
sistema € T'. Inicialmente, o sistema estd a pressao p] e a fraccio molar da espécie
A na mistura gasosa € y4,,.. Seja t a varidvel tempo expressa em segundos e z a
varidvel independente de espago, expressa em metros. Em ¢ = 0 a coluna é alimentada

através de uma valvula, com uma mistura gasosa em que a fracgao molar da espécie,
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*Ph

Figura 4.25 Esquema de uma coluna de adsor¢do. Fase de pressurizagao.

A, € ya = ya,,,, & pressao p* = pj;,. Para o desenvolvimento do modelo matematico

admitimos validas as seguintes hipéteses:

Modelo de equilibrio

Sistema isotérmico

Mistura gasosa ideal

Na coluna o escoamento é subsoénico e a relagao entre as perdas de carga (em
cada ponto da coluna e em cada instante) e as condigoes de escoamento prevale-

centes (nesse mesmo ponto e instante) estabelece-se instantaneamente
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e [sotérmicas de Langmuir

e Despreza-se o efeito da transferéncia de massa entre o fluido intraparticular e o
fluido interparticular nos perfis de velocidade, assim como a adicio de quanti-

dade de movimento ao gds que ocupa os poros interparticulares.

As equagoes que descrevem o sistema sao:

Balango de massa ao componente A: A equagao do balango de massa
ao componente A na fase gasosa, num ponto qualquer da coluna e num qualquer

instante, expresso em moles é

¢! a concentragao molar da espécie i na fase gasosa, Kgmole m™
¢* a concentragao molar total na fase gasosa, Kgmolem™3
a concentragao molar da espécie 7 na fase sélida, Kgmole Kg~!

v* a velocidade média na direc¢ao z, ms™!

2,1

D, o coeficiente de dispersao axial z, m*s™
M; a concentragao molar da espécie 7, Kg Kgmole™!
M  a concentracao molar média na fase gasosa, Kg Kgmole™!

y; a fracgao molar da espécie @

Pap @ massa especifica aparente do adsorvente.
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Balango total de massa: A equaciao do balango total de massa a fase
gasosa num ponto qualquer da coluna e em qualquer instante, expresso em unidades

de massa é

*

) g} dqp d 2 .
i ) et e S SN B - A= S Sl (7 S : 4.
T + Mapap(l —€) 5t + Mpp,,(1 —¢€) m s,z(p v") (4.43)

Et

sendo, p* a massa especifica da fase gasosa expressa em Kgm ™.

Balanco de quantidade de movimento ao gdas que ocupa 08 poros inter-
particulares: Considerando a equagao de Ergun, a equa¢ao do balango de
quantidade de movimento ao gds que ocupa 0s poros interparticulares, na direccao

axial da coluna, num ponto qualquer e em qualquer instante, escreve-se

g L = __a.. w1 w\2 ap'_ ,U..'U‘ 1_5)2
Q) =~ ) - 15003( =) +
o\ ) (1=
+b1gn(6z)1,75 D, - , (4.44)

sendo, p* a pressao da mistura, p* a viscosidade da mistura expressa em Pas e

sign(a) = ﬁ, a # 0. Esta equagao foi deduzida tendo em conta que

-
((;’; < 0=v"30=F 320 (4.45)
dap* .

— > 0=v"< 0= F, <0, (4.46)

0z
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em que F. é a componente da for¢a que o gés exerce sobre o sélido na direccao do
escoamento. Admite-se que a viscosidade da mistura gasosa é definida através da

relagao de Curtiss e Hirschfelder [16],

s ( T e ) (4.47)
Hp \YA+YBPas YaPpa +YB

com,

2
1 M\ "2 Tl &7 et
¢‘5=ﬁ(l+m) [1+(u_,) (Mj) 4 J = A, B, (4.48)

u; a viscosidade da espécie 7, expressa em Pas, a4 temperatura e pressao do sistema.

Seja G* = p*v* a velocidade méssica. Definam-se as seguintes varidveis adimensionais

z t pr p* G*
L= it 0= —; pi=—— 1=A,B; = . =
L Te pref Pref Gref
em que,
L RT
e = ref =\ 37 4.49
T ar. © M (4.49)

R a constante dos gases perfeitos e

* . Pre
Pref =P, — P € Gref = Ur :: (450)
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Seja ainda

o o= e (4.51)
2]
RT My )
;= _ i SO ) R 4.52
I B i A ( e p (4.52)
__Op  Opa "
A = PAm. — P, (4.53)

e Pe, o mimero de Peclet referido a velocidade de referéncia,

L Te
P = D%f _ (4.54)

O equilfbrio entre as concentragoes molares das espécies A e B, na fase solida, ¢} e
gy e na gasosa, ¢ e cy € estabelecido pela isotérmica de Langmuir para misturas

bindrias,

Qikicf -
! = filleycn)= - s =A.B. 4.55
q; = fi(ch, cp) 1+ kacy + kpcl i (4.55)

As condicoes de fronteira, relativas A pressdo parcial e pressao total, sao determinadas
h ]

pelas cAmaras adjacentes ao leito. Considerem-se as quatro varidveis extra,

p“1|3=0+’ p|1=0+! pl’.l:l'::l“: plz:l‘ (456)
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que representam a pressao parcial e pressao total no inicio do leito e no fim do leito,
respectivamente. Os balancos de massa (ao componente A e total) feitos a entrada
e safda das cAmaras e do leito relacionam estas quatro varidveis e originam quatro

equagoes diferenciais ordindrias:

BPA S;[ YAun
— — l-l.r‘m GPn — -r
90 ;o4 SLyyaumw+1"° : (4.57)
_EPa | £12
Ly plyegr =% LiPep _—
Opa dp S €
90 an = a7 Yen — G|._ 4.5
0 |, 06, 57 Cen = T Cloor (4.58)
3;0,4 E Pa
a0 T s G, -
90 w=1= L2 2 lg=1— |.c=1 15
e 1A S2  Ya =
— p— — ezl Gezi 4.59
LyPe p|._,- SLaya w+1 =" (4.59)
Ipa op € S5 ‘
00 a0 = = or Jeri 4.60
Y8 |, o0|,,. = IOk~ 5L, O (4.60)

onde L; = L!/L, Gy é a velocidade mdssica normalizada a entrada da cAmara que
precede o leito, G,y € a velocidade mdssica normalizada a safda da camara que
segue o leito e w = %ﬁ — 1. Estas velocidades sdo obtidas a partir das férmulas
de escoamento de gases através de uma védlvula. Nao se impde condicao de fronteira
relativa a velocidade madssica, G, porque esta é imposta pela pressio, p. Estas quatro
equagoes sao integradas conjuntamente com o sistema de EDO resultante da aplicacio

do MEFM ao sistema de EDP definido por (4.42), (4.43) e (4.44). A etapa de pres-

surizagao fica caracterizada pelas condigoes iniciais e pelas condigoes de alimentacio.
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As condigoes iniciais do sistema sao,
pA = yAlllle" TJ == p e G = 0 - (4'61)
Em ¢t = 0 ¢ feita a alimentagao nas seguintes condigoes

PAcstim = YAutim Palim € Patim = Ph (4()2)

que permanecem constantes durante a etapa de pressurizagao. Como nesta etapa a

safda da coluna é fechada, temos que

Pelo mesmo motivo as condigoes de pressao parcial e de pressao a saida da camara
que segue a coluna sao iguais s que reinam nessa cAmara e iguais as que se verificam

em r = 1~. Na camara de entrada verifica-se

Ol 53ph se plz:[}-l— S 0! 53?7!; Y
plenl‘. =i g (464)

P |I=U+ se p!:c:[ﬁ- 2 01 53Ph
\
PAlen: = '.UA,.;,,..plent (465)

(

1,410 X 1075Clp, se pl,_os < 0,53ps

Glunt = 4 >
1,663 x 10 Coniy [ 1~ (2222 )" s pl,q, > 0,53p
\ i -

(4.66)




140 Exemplos e Resultados do MEFM em 1-D

sendo

C

Ccnt == I’h?ﬁ Ya w+1 y (467)

alim

S a secgao recta da entrada da cAmara que precede o leito e C, o coeficiente de
descarga da vilvula. As condigoes de pressao parcial e de pressido nos outros pontos

da cdmara que antecede a coluna sao iguais as que se verificam em z = 0*.

Modelo Geral

As varidveis independentes normalizadas sao = e f. Para varidveis dependentes
adimensionais considerou-se, a pressao parcial da espécie A, py = py (z,0) = pya, a
pressao total, p = pa +pp = p(z,0) e a velocidade méssica G = G(z,0). As equagoes
que constituem o sistema de EDP, formadas a partir das equagoes de balanco de
massa ao componente A, de balanco total de massa e de balanco de quantidade de
movimento ao gas que ocupa os poros interparticulares, podem, apés alguma mani-

pulagao algébrica, ser definidas na forma matricial por
GYy=FY,,+H (4.68)

em que,

§=

0 G1"
[p" e ] , (4.69)

90 90" 90
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O?*pa Op 320] 4

Yoz = [ dz? " 9z*’ Ox?

E +pﬂp(1 = 5)KA pup(l =— E) o %
G= gy + [%:KA+KB] Eiw + [%KA‘%K‘B}

0 0

iz 213
EPcpp EPepp"‘ 0

F=( o 0 0l

0 0 0

sendo

Ko=20_ 00
dcy  Ocy

_ Die’prey

©150(1 — €)2upL

Ky - b _ Oui

Dye

P = S
Biy 1,75(1 — )L

¥ IB o=

b . ) .
ocly  Ocy .

0

(4.70)

(4.71)

(4.72)

. (4.73)

(4.74)
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Modelo Simplificado

Sejam x e ¢ as varidveis independentes normalizadas. Desprezemos, tal como
em Sereno e Rodrigues [69], a variagio de energia cinética e a acumulagao da quanti-
dade de movimento na equagao de balan¢o de quantidade de movimento ao gas que
ocupa os poros interparticulares. Deste modo podemos exprimir a velocidade massi-
ca em fungao da pressao parcial de A e da pressio total. Escolhendo para variaveis
dependentes normalizadas, a pressio parcial da espécie A, py = pa(z,0) = pys e a

pressao total, p = p4 + pp = p(z, ), a velocidade méssica normalizada é dada por,

G = sign (%) (ﬂ# = \/(ﬂfu)2 + ﬁplgl) : (4.75)

onde

- E?'DPU,.ef
a 3,5(1 — E)LPBK ’

o (4.76)

As equagdes que constituem o sistema de EDP, formadas a partir das equagoes de
balango de rmassa ao componente A e de balango total'de massa podem, apds mani-

pulagao algébrica, ser definidas por

GY,=FY,, +H, (4.77)

onde,
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dpa Op &
= |—=, = 4.
d*pa 0%p]"
O 4.7
YII [63:2 !a$2] ) ( 9)
&+ pup(l e E)I{A ( 3QA
Q= dc (4.80)

Ma0g; aq;;] ‘

My ] B
5tw+[ Ka+ Kp| &+ papl(l 6)[M366:1 ac;,

EgsiD —Epa (*P-,;; = 4.0/3)

F= , (4.81)
0 epPp
g [102 (A _ g
—ey
sendo
—1
= (2\/(ap)2 + Bp ’%D (4.83)
e
dp p 5 dp | Op .
¥ = pasign (8:1:) laar 7 (2 + ﬂ% = )] (4.84)




144 Exemplos e Resultados do MEFM em 1-D

4.6.2 Separagao de uma mistura de hélio-metano

Neste caso apenas um dos componentes é adsorvido, pelo que as equagoes do
modelo sao um caso particular das apresentadas. Seja A o componente activo, o

metano. A isotérmica de Langmuir é

_ Qakacy

dga = f(CA) = m,

(4.85)

com Q4 = 5,94 x 107*Kgmole Kg~! e ks = 4,62Kgmole 'm®. Os dados relativos a

este problema sao [21],

o £ =0,4470 ® 11, ="0,1106 x 107 Kgm 's!
* & =0,7760 o jip=0,91406 x 107" Kgm ‘s
® pp =5 atm e Dy =0,0109 m

o p; =1atm oSlz.O,leS

e My= 16,04 Kg Kgmole™ ® Pup =850 Kgm™

e Mp = 4,003 Kg Kgmole ™ D, =0,315 x 107*m

T = 298°K

V1=9,2x10"%m?

L=0,914m Va=10,6 x 1079 m3,
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ty | Py

tr [ 0,9p,

t2 [ 0,95ps + 0, 05p;
t;.:- 0, 99p,

t; 0,99, +0,01p,
t'f pn— 0,01y

Tabela 4.1 Critérios de paragem da fase de pressurizagdo

A varidvel de tempo t varia de 0 a ts, sendo t; o instante em que py, a pressao total no
fim da coluna, z = 1, atinge um determinado valor. Estabelecemos 0s cinco critérios
que figuram na tabela 4.1. Nos exemplos que se seguem a simulagao ¢ terminada

quando py = p, — 0,01p;.

Exemplo 1: Neste exemplo comparamos o desempenho do modelo simplificado re-
lativamente ao modelo geral. Seja C, = 0,02 o valor da constante de descarga da
valvula e Pe = 40000 o valor de Peclet referido a velocidade de referéncia. A frac¢ao
i I

molar de A na alimentagao é y4 .. = 0,5 e a frac¢ao molar inicial de A é y,

alim inie

Seja Vi = 9,2 x 1078 m® e V5, = 10,6 x 107% m®. Relativamente aos parametros
necessarios ao funcionamento do método, consideramos, no modelo simplificado 8
elementos finitos em cada um dos sistemas de elementos finitos, colocando 5 nés in-
teriores em cada elemento. Os integrais foram calculados com 6 pontos interiores de
quadratura. No que diz respeito a simulac¢ao do modelo geral a discretizagao espacial
foi obtida com 8 elementos finitos em cada uma das trés malhas, colocando 5 nés

interiores em cada elemento. Os integrais foram calculados com 11 pontos interiores
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Figura 4.26 AMP, hélio-metano, exemplo 1: modelo simplificado vs modelo geral: perfis
de pressdo parcial de A, p

de quadratura. As figuras 4.26, 4.27, 4.28 e 4.29 mostram os perfis de pressao par-
cial para o componente A, pressao total, velocidade massica e fraccao molar de A
para diferentes instantes, relativos as duas simulagoes, podendo-se constatar que a
qualidade dos perfis é semelhante. Como era de esperar a simulacao com o modelo
geral envolve um volume de célculo bastante superior, o que se traduz no tempo de
CPU de 8600 segundos para a simulagao feita com o modelo geral , contra os 238
segundos para a simulagao feita com o modelo simplificado. Na tabela 4.2 podemos
comparar os instantes para o quais se obtém, para cada um dos modelos o fim da
pressurizagao, ty e ainda o instante em que em que p|,_,+ atinge 0, 53p;, instante
esse que designamos por t,.

Neste modelo o mimero de Peclet usado é o mimero de Peclet de referéncia,
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presséo total, atm
= w A o o
o o o o (=]

o
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o - —— simplificado
e e geral
Ml S T
t=.06\'\_ _._‘--*__ N

Figura 4.27 AMP, hélio-metano, exemplo 1: modelo simplificado vs modelo geral: perfis

de pressao total, p*

70— e
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o L =06
350 Y =1 —— simplificado
; N . geral
g a0l N4\
N | ——_ t=23
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1.0/ e SO o R |
t=1.70 \ e JNEER .
00 — e See s
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X

Figura 4.28 AMP, hélio-metano, exemplo 1: modelo simplificado vs modelo geral: perfis

de velocidade massica, G*
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(d)
1.0 =06 A
< t=.11_/
808 / /
o} ¢ y
o t=.23
E Dﬁ / -'-/ "
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Ry e’ :'
& 04 ‘-':\, _ t=.58 -
02/ e’ =170  — smpificado
geral
0.0 — '

Figura 4.29 AMP, hélio-metano, exemplo 1: modelo simplificado vs modelo geral: perfis
de fraccdo molar de A, y,4

: 2 Lv*
Pe que pode ser facilmente relacionado com o mimero de Peclet, Pe™ = D em
ar

cada instante e em cada ponto da coluna. A relagiao entre eles é estabelecida através

de

Per! = pe-*— (4.86)

Ure f

Como v* < v,,s segue-se que Pe™ < Pe. A figura 4.30 apresenta o valor de Pe™®

em funcao do tempo, & entrada da coluna, z = 0,em z = 0,2 e em z = 0, 6.
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Figura 4.30 AMP, hélio-metano, Pe vs Pe™

modelo simpli ficado | modelo geral
te | 0,1103s 0,1108s
ty | 1,702s 1,704s

Tabela 4.2 AMP, separacdo de hélio-metano, exemplo 1: tempos de pressurizagdo para
os modelos simplificado e geral
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Exemplo 2: Neste exemplo analisdémos o efeito dos volumes mortos na solucao do
problema. Considerando as condigoes de operagao do exemplo 1, fizeram-se variar os
valores dos volumes mortos, tal como mostra a tabela 4.3. Uma vez que o volume
do leito ¢ V' = 8.5 x 107° m?, o caso III simula perfeitamente uma coluna em que os
volumes mortos sao desprezdveis. O caso II simula uma coluna com volume morto
apenas na camara que antecede o leito, sendo o outro desprezdavel. O caso I uma
coluna com volumes mortos em ambos os topos. As figuras 4.31, 4.32 e 4.33 mostram
os perfis de velocidade mdssica para os casos I, II e III, respectivamente. Nas figuras
4.34, 4.35 e 4.36 podemos comparar o efeito dos volumes mortos nas histérias da
pressao parcial de A. As histérias para a velocidade méssica sao apresentadas nas
figuras 4.37, 4.38 e 4.39. As histérias apresentadas foram tracadas nos extremos da
coluna,emr =0ez =1eaindaemz =0,05,2=0,1,z=0,15=0,2, z = 0, 25,
z =03, 2z=04ex =06 Como Rodrigues et al. [67] referem, a formacao ou
nao de frentes abruptas depende, do valor de (pya),,,, relativamente ao valor de
(PYA)inic- Neste caso (pya) yim > (PYA)iies © que sugere o desenvolvimento de frentes
abruptas. No entanto, a presenca do volume morto & entrada da cimara atenua a
variagao da frac¢ao molar e a entrada da coluna as frentes de descontinuidade disper-
sam-se. No que diz respeito aos pardmetros necessdrios ao funcionamento do método,
considerdmos, no que concerne ao caso Il os mesmos parametros que foram usados
para o caso I e que corresponde ao exemplo 1, usando o modelo simplificado. Para

o caso 11, consideramos 10 elementos finitos em cada um dos sistemas de elementos
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1 I1 I11
Vil9,2x10%m® [9,2x107%m® [9,2x107% m?
Vo | 10,6 x 107 m?* | 10,6 x 10~* m? | 10,6 x 107% m’

Tabela 4.3 AMP, separagao de hélio-metano, exemplo 2: volumes mortos para trés
simulagGes distintas

| II [11
Ly 1.7s | 1.4a | 1.3s
CPU | 338s | 1255 | 7T64s

Tabela 4.4 AMP, separacdo de hélio-metano, exemplo2: tempo de CPU para diferentes
volumes mortos

finitos, colocando 5 nés interiores em cada elemento. Usdmos tol, = 107° e tol =
tol, = 1073 e consideramos as constantes de penaliza¢ao padrao, com excepgao de ¢,
que, para o primeiro e segundo elementos da malha associada a p,, tomou o valor
¢; = 1079, A tabela (4.4) mostra o tempo de CPU para as simulagoes respeitantes a

cada caso.
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Figura 4.31 AMP, de hélio-metano, exemplo 2: perfis de velocidade mdassica, G*, caso |
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Figura 432 AMP, hélio-metano, exemplo 2: perfis de velocidade mdssica, G* , caso |l
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12.0
11.0 q
10.0

t=.002s

velocidade massica, Kg/m !%.

Figura 4.33 AMP, hélio-metano, exemplo 2: perfis de velocidade mdssica, G* , caso llI
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Figura 4.34 AMP, hélio-metano, exemplo 2: histérias de pressdo parcial de A, p}, caso |
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Figura 4.35 AMP, de hélio-metano, exemplo 2: histérias de pressdo parcial de A, p},
caso |l
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Figura 436 AMP, hélio-metano, exemplo 2: histérias de pressdo parcial de A, p%, caso
1]
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Figura 4.37 AMP, hélio-metano, exemplo 2: histérias de velocidade massica, G*, caso |
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Figura 4.38 AMP, hélio-metano, exemplo 2: histérias de velocidade mdssica, G*, caso Il
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Figura 4.39 AMP, hélio-metano, exemplo 2: histérias de velocidade mdssica, G*, caso
1]
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Exemplo 3: Tomando os valores dos volumes mortos do exemplo 2, caso II e as
mesmas condigoes de operagao consideraram-se diferentes valores de Pe. As figuras
4.40, 4.41 e 4.42 mostram os perfis de pressao parcial de A, para Pe = 40000, Pe =
10000 e Pe = 1000, respectivamente. Para estes mesmos valores de Pe temos, nas
figuras 4.43, 4.44 e 4.45 os perfis de pressao total, nas figuras 4.46, 4.47 e 4.48 os perfis
de velocidade maéssica e nas figuras 4.49, 4.50 e 4.51 os perfis da fraccao molar de
A. Os perfis de velocidade méssica ilustram bem o que se passa na coluna. Observe-
mos, que para valores de Pe baixos, esses perfis sao fungoes monétonas decrescentes,
enquanto que para Pe elevados os perfis iniciais apresentam dois méximos relativos.
Para valores de Pe baixos verifica-se que os valores da pressao parcial de A tendem
para uma situagao estacionaria, sendo reduzida a sua varia¢ao ao longo da coluna no
fim da pressurizagao. Pelo contrdrio, para valores de Pe elevados em que os perfis
de p, apresentam variagoes significativas. Isto pode ser observado nas figuras 4.40,
4.41 e 4.42. As figuras 4.52, 4.53 e 4.54 mostram as histérias da pressao parcial de A,
tragadas nos extremos da coluna, em 2 = 0, x = 0,05, z = 0,1, x = 0,15, x = 0, 2,
=0,25,2=0,3,z=0,4, 2 =0,6 ex = 1 e as figuras 4.55, 4.56 e 4.57 as historias
da pressao total para os mesmos valores de x e para Pe = 40000, Pe = 10000 e

Pe = 1000, respectivamente.
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pressdo parcial de A, atm

Figura 440 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de pressdo parcial de A, p},
Pe = 4 x 10*
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0.8

Figura 441 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de pressdo parcial ge A, pj,
Pe = 10*
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Figura 4.42 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de pressdo parcial de A, pj,
Pe = 10°
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Figura 4.43 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de pressdo total, p*, Pe =4 x 10
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Figura 4.44 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de pressio total, p*, Pe = 10*
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Figura 4.45 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de pressio total, p*, Pe = 10°
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Figura 4.46 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de velocidade massica, G* ,
Pe =4 x 104
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Figura 4.47 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de velocidade massica, G* , Pe = 10"
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Figura 4.48 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de velocidade madssica, G*
Pe = 103
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Figura 449 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de fraccdo molar de A, yy4,
Pe=4 %10
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Figura 450 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de fracgdo molar de A, ya,
Pe = 10*
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Figura 451 AMP, hélio-metano, exemplo 3: perfis de fraccdo molar de A, 74,
Pe =103
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Figura 4.52 AMP, hélio-metano, exemplo 3: histérias de pressio parcial de A, Py,
Pe =4 x 10*
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Figura 453 AMP, hélio-metano, exemplo 3: histérias de pressio parcial de A, P,
Pe = 10*
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Figura 4.54 AMP, hélio-metano, exemplo 3: historias de pressdo parcial de A, pj,

Pe = 10°
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Figura 4.55 AMP, hélio-metano, exemplo 3: histérias de pressdo total, p*

Pe =4 x 10*
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Figura 456 AMP, hélio-metano, exemplo 3: histérias de pressio total, p*, Pe = 10*
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Figura 457 AMP, hélio-metano, exemplo 3: histérias de pressio total, p*, Pe = 10?
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A tabela 4.5 mostra o tempo de CPU para as trés simulagoes, usando diferentes
critérios de paragem. Verifica-se que quanto menor o valor de Pe, maior o tempo de
pressurizacao, ty. O tempo de CPU é maior para valores de Pe menores. Isto deve-se
nao s6 ao facto de o intervalo de integragao ser maior mas também porque durante
uma parte significativa a pressao total em z = 1 estd muito perto do valor que se
pretende atingir, p, — 0,01p;, como a figura 4.57 ilustra. Quando nos aproximamos
deste valor torna-se necessario mudar o funcionamento do integrador LSODIS, pas-
sando a funcionar passo a passo de modo a ser possivel determinar com precisao o

instante de paragem, ty, o que acarreta maior tempo de computagao.

Pe  t3(s) CPUy(s) t}(s) CPUs(s) tj(s) CPUs(s) t}(s) CPU s5(s)
4x 10" 1.04 77.7 1.2 81.7 1.2 82.7 1.4 135

101 11 58 1.2 64 1.3 68 2.2 1390

103 1.15 67 17 434 2.5 1809 ) 7178

Tabela 4.5 AMP, separagao de hélio-metano, exemplo 3: tempo de pressurizagao e
tempo de CPU para diferentes valores de Pe
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4.6.3 Separagao de uma mistura de oxigénio-azoto

Consideremos um exemplo em que ambos os componentes sao adsorvidos.
Trata-se de uma mistura gasosa de oxigénio e azoto. Designemos por A o oxigénio e

por B o azoto. Os dados fisicos e operacionais relativos a este problema sao [55],

e L=0,84m e V1 =4,1x10"%m?

e Dy =0,025m o Vb=4,1%x10"%m3

e =04 e D,=1,7x10"3m

® & = (0.586 e 114 =0,02031 x 1074 Pa s
e ph =5 bar ® it =0,01754 x 10~ Pa s
e p; =1 bar ® Py = 1160 Kgm™3

o My =32,00 Kg Kgmole™! e 51 =0,01x8

o Mp = 28,02 Kg Kgmole™! o yA..:.-,; =0, 22

o T'=203°K ® YA, =0,22

O volume da coluna é

Voot = 4,1 x 107*m® = 100 x V; = 100 x V4,
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1 17 111
Pe 10° 10* 4 x10
te 2,34s 2,33s 2,33s
tr 6,1s 59s 5,8s
CPU 144s 233s 349s

Tabela 4.6 AMP, separagdo de oxigénio-azoto: tempo de pressurizagio e tempo de
CPU para diferentes valores de Pe

e, portanto, pode-se admitir que se estd a simular a pressurizagao de uma coluna de
adsorcao em que os volumes mortos sao desprezdveis. No instante inicial a fracgao
molar do oxigénio € ya,,,. = 0,22 e a pressao total € p* = 1 bar. A alimentacao faz-se
aYa,, = 0,22 e p* =5 bar. A isotérmica de Langmuir bicomponente (4.55), [55], &

caracterizada por

e Q4= 3,376 Kgmole Kg! e ky=87,33 x 10°° m® Kgmole™!

e Qp = 2,220 Kgmole Kg™! e kp = 387,8 x 1075 m® Kgmole™.

O valor do coeficiente de descarga da védlvula a entrada da coluna é, C, = 0,05. O
valor de Peclet, Pe, referido a velocidade de referéncia é parametro das diferentes
simulagoes, conforme a tabela 4.6 indica. A figura 4.58 relaciona o valores de Pe e

Pe™™ | equacao 4.86, a4 entrada da coluna z = 0.

Tal como no caso da mistura de hélio-metano, a varidvel de tempo ¢ varia de
0 a ty, instante em que a pressao total no fim da coluna, z = 1, atinge py, — 0,01p,.

Para as simulagoes realizadas usaram-se 8 elementos finitos em cada um dos sistemas
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Figura 4.58 AMP, oxigénio-azoto, Pe versus Pe™ em z = ()

de elementos finitos e aproximagoes seccionalmente polinomiais de grau 6 em cada
elemento. Para o cdlculo dos integrais usaram-se 6 pontos interiores de quadratura.
Nas figuras 4.59 e 4.60 podemos comparar as histérias de pressao parcial de A, quer
a entrada, z = 0, quer a safda da coluna, z = 1, para os diferentes valores de Pe.
O papel da difusao que é bem visfvel nas figuras 4.59 e 4.60. Para valores de Peclet
muito baixos as concentracoes de oxigénio & entrada e A safda tendem a tornar-se

mais préximas.

O efeito de Pe nas histérias de velocidade méssica é apresentado nas figuras
4.61, 4.62 e 4.63. As figuras 4.64, 4.65 e 4.66 mostram o efeito de Pe na fraccao
molar de A. As histérias foram tracadas nos extremos da coluna, em z =0 e z = 1,

eaindaz=0,1,z=0,15,2=0,2,2=0,3,z=0,4,2=0,5,=0,6 ez = 0,8.
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Figura 4.59 AMP, oxigénio-azoto: histérias de p% em z = () para diferentes valores de
Pe
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Figura 4.60 AMP, oxigénio-azoto: histérias de p% em z = 1 para diferentes valores de
Pe
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Figura 4.61 AMP, oxigénio-azoto: histérias de velocidade madssica, G*, Pe = 10?

As figuras 4.67 ,4.68, 4.69 e 4.70 mostram os perfis axiais de pressdo parcial, pressao
total, velocidade méssica e fracgdo molar de A para o caso em que Pe = 10%,

O movimento dos nés de separagio de cada uma das malhas espaciais, figura
4.71 e 4.72, traduzem a dificuldade da resolu¢ao numeérica. Relativamente A pressao,
caracterizada por perfis bastante suaves, os nés tendem para uma posicao de equilfbrio
e af se mantém. Pelo contrario, para a pressao parcial, hd uma dindmica permanente,

devido a presenca de uma frente abrupta.
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Figura 4.62 AMP, oxigénio-azoto: histérias de velocidade mdssica, G*, Pe = 10*
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Figura 4.63 AMP, oxigénio-azoto: histérias de velocidade massica, G*, Pe = 4 x 10*
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Figura 4.64 AMP, oxigénio-azoto: histérias da fracgdo molar de A, y4, Pe = 10*
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Figura 4.65 AMP, oxigénio-azoto: histérias da fraccdo molar de A, y, , Pe = 10°
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Figura 4.66 AMP, oxigénio-azoto: histérias da fraccdo molar de A, ya, Pe =4 x 10"
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Figura 4.67 AMP, oxigénio-azoto: perfis de pressao parcial de A, p}, Pe = 10*



176 Exemplos e Resultados do MEFM em 1-D

50+ t=5.9s
t=4.2s

« 40}
8 t=3.4s
I}
8 3.0
,g t=2.3s
220! t=1.4s
=2

1.0l t=.028s

0.0

00 02 04 06 08 10

Figura 4.68 AMP, oxigénio-azoto: perfis de pressao total, p*, Pe = 10*
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Figura 4.69 AMP, oxigénio-azoto: perfis de velocidade mdssica, G*, Pe = 10*
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Figura 4.70 AMP, oxigénio-azoto: perfis de fracgdo molar de A, ya, Pe = 104
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Figura 4.71 AMP, oxigénio-azoto: movimento dos nés para a malha associada a p;



178 Exemplos e Resultados do MEFM em 1-D

40}

ts

20}

00 02 04 06 08 10

Figura 472 AMP, oxigénio-azoto: movimento dos nés para a malha associada a p*
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4.7 Conclusoes e notagao

Neste capitulo o MEFM foi aplicado a resolugio de diversos problemas de EDP.
O algoritmo computacional baseado no MEFM revela-se um instrumento poderoso
para o cdlculo de solugoes numéricas de varios problemas provenientes da Engenharia
Quimica, modelizados por EDP cujas solugoes exibem regices de grande actividade
espacial méveis no tempo. Utilizando um conjunto de pardmetros padrao foi possivel
obter solucoes de grande qualidade para problemas diversos, o que mostra a eficicia

do método.

Geral

m,j
:

o ™ i =1,..,4, constantes de penalizagao no j-ésimo elemento finito de M,,

e ¢;"’ comprimento minimo permitido para o j-ésimo elemento finito de M,,
e tol valor standard para a tolerancia

e tol; tolerdncia relativa & amplitude nodal

e toly tolerancia relativa a posi¢ao nodal

Reaccgao com difusao

e t varidvel temporal normalizada
e 1 varidvel espacial normalizada

e T'(z,t) temperatura
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Reactor catalitico nao isotérmico

t varidvel temporal normalizada

e 1 concentragao no seio do fluido, adimensional

e v temperatura no reactor, adimensional

e v, temperatura da parede, adimensional

e 1z variavel espacial normalizada

e Da nuimero de Damkholer

e N, mimero de unidades de transferéncia de calor na parede

e Pe nimero de Peclet

e 3 elevacao adiabdtica de temperatura adimensional

e 7 nimero de Arrhenius

e 7 tempo de passagem do fluido

e 7, tempo de passagem da onda térmica

Cromatografia bindria

e ¢, concentracao do componente A

e cp concentragao do componente B
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e ¢y, concentragao do componente A na alimentagao

e ¢y, concentragao do componente B na alimentagao

e 14, fluxo méssico do componente A na direcgao z

e np, fluxo massico do componente B na direcgao z

e ¢4 concentracao molar do componente A na fase sélida
e gp concentragao molar do componente B na fase sélida
e t:,; tempo de injecgao

e u velocidade superficial

e v a velocidade massica

e w, fraccio massica do componente A na fase fluida

e wp fraccio méssica do componente B na fase fluida

e 2 varidvel espacial

e A componente activo

e B componente activo

e (' solvente inerte

e D, coeficiente de dispersao axial no leito
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L comprimento da coluna de adsorcao

M 4 massa molecular do componente A

Mp massa molecular do componente B

e Pe mimero de Peclet

(Q caudal

(4 concentragao massica do componente A no sélido

(B concentragio massica do componente B no sélido

® R razao entre o volume da injec¢ao e o volume de poros do leito

e S secgao recta da coluna de adsor¢ao

Vin; volume da solu¢ao injectada durante ting

€ porosidade do leito

£, porosidade total

¢ variidvel espacial normalizada

0 variavel temporal normalizada

® p massa especifica da solugao

® p, concentragao massica do componente A na fase fluida
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pp concentracao massica do componente B na fase fluida

pe massa especifica do solvente

7 tempo de passagem

A0 instante t;,; normalizado

Adsorgao com modulagao da pressao

e ¢* concentragio molar total na fase gasosa, Kgmole m~3

e ¢! concentragao molar da espécie i na fase gasosa, Kgmole m™3

e p pressao da mistura, adimensional

e p* pressao da mistura

e p, pressao parcial da espécie A, adimensional

e pp pressao parcial da espécie B, adimensional

e pY pressao parcial da espécie A

® p|enpressao na cimara de entrada, adimensional

® 4., pressao parcial da espécie A na camara de entrada, adimensional

e p; pressao inicial do sistema

e p; pressao de alimentagao do sistema
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® pres pressao de referéncia

e ¢ concentragao molar da espécie i na fase sélida, Kgmole Kg~!

e t a varidvel independente de tempo, s

e /. instante em que p|,_,, atinge 0,53py, s

e [y instante em que se termina a pressurizacao, s

e v* velocidade média na direc¢do z, ms™!

e v,..s velocidade de referéncia, ms™!

® Ya,.. fraccdo molar inicial da espécie A na mistura gasosa

e y4 frac¢dao molar da espécie A

e 1 variavel espacial normalizada

e 2 varidvel independente de espago, m

e A componente

e B componente

e (), coeficiente de descarga da vilvula

o D,, coeficiente de dispersao axial na direccao z, m?s™!

e [, diametro das particulas, m
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e F. componente da forga que o gés exerce sobre o sélido na direcgdao do escoa-

mento
1

e (* velocidade méssica, Kg m~%s~

o G* , velocidade mdssica normalizada a entrada da camara que precede o leito,,

ent

Kg m?%s™!

e (.., velocidade méssica normalizada a saida da cAmara que segue o leito,, Kg

m—'ZS-I

e (,.s velocidade massica de referéncia, Kg m~2s7!

e [, comprimento da coluna de adsorgao, m

e L} comprimento da cimara que precede o leito, m

e Lj comprimento da cdmara que segue o leito, m

e L, normalizagao de L!

e M, concentracao molar da espécie i, Kg Kg mol‘:

e M concentracao molar média na fase gasosa, Kg Kgmol™!
e Pe mimero de Peclet referido a velocidade de referéncia

e R constante dos gases perfeitos

e S seccio recta da coluna de adsorcao e das camaras, m?
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e 5| seccao recta da entrada da cAmara que precede o leito, m?
e 7' temperatura absoluta do sistema, ° /K

¢ Vj volume da cAmara que precede o leito, m*

o V5 volume da cAmara que segue o leito, m*

e & porosidade do leito

e ¢, porosidade total

e ( varidvel de tempo normalizada

e u* viscosidade da mistura, Pas

e 4} viscosidade da espécie 7, Pas

e p* massa especifica da fase gasosa, Kgm™

* p,, massa especffica aparente do enchimento, Kgm=3

e 7. tempo de passagem, s



Capitulo 5
Método dos Elementos Finitos Mdéveis em

Espacos Bidimensionais

5.1 Introdugao

Nos capftulos anteriores desenvolvemos e aplicimos o MEFM a resolugao de al-
guns problemas reais em 1-D. Com a experiéncia adquirida e as técnicas desenvolvidas
construiremos neste capitulo um método baseado em elementos finitos moéveis que,
em 2-D, permita obter solugoes numéricas para problemas cujas solugdes apresentem
regioes de grande actividade espacial. Exporemos detalhadamente os conceitos e téc-
nicas desenvolvidos de modo a podermos aplicar o MEFM a resolugao de problemas
de evolugao em dominios espaciais de duas dimensoes.

A discretizacio espacial faz-se, considerando uma malha espacial 1inica, defini-
da por uma triangularizagao conforme hexagonal do dominio e aproximando a solugao

exacta por uma funcao seccionalmente polinomial de grau p,p > 1, em cada elemento
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finito. Tal como em 1-D permite-se que os nés, vértices dos tridngulos, se movam
com o tempo, minimizando a norma Ly do resfduo, nao s6 com respeito as derivadas
temporais da solugao nos pontos de interpolagao, mas também com respeito as veloci-
dades dos nés da malha espacial. Deste modo cada uma das equacoes de um sistema
de EDP é convertida num sistema de EDO na varidvel tempo. A resolu¢ao numeérica
deste sistema permite definir a solug¢do aproximada que pretendemos. Relativamente
a formulagao feita para 1-D, nao se permite que o grau da aproximacao varie de
elemento para elemento. A solugao aproximada é definida em cada elemento finito

usando polinémios interpoladores de Lagrange em coordenadas triangulares.

A matriz do sistema de EDO contém, tal como em 1-D, singularidades po-
tenciais. Em 2-D a ocorréncia de paralelismo cresce em complexidade e a distorcao
da malha nao se reduz a sobreposi¢do de dois nés. Para contornar estas singula-
ridades, inerentes ao método, usam-se como anteriormente, fungoes de penalizacao.
Sao fungoes positivas e definidas de modo a tomarem valores muito elevados quando
a drea de um elemento se aproxima de um valor mfnimo especificado. No que diz
respeito ao calculo dos integrais, este é feito por quadratura gaussiana, em coorde-
nadas triangulares, substituindo sempre que necessério, nas vizinhancas dos lados dos

triangulos, a solugao aproximada por outra suavizada.
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5.2 O problema

Consideremos a classe de sistemas de n EDP em que a m-ésima equagao ¢

dada por
B'Um n au al.l 62uk i
n du ou\ *ux & oy
+§[gm,k(xmt;u|_6;}6_y) ayz] +hm (m,t,u,§£1-@)1
onde
U(C:t) = ['U.I(C1t)1 'U-Z(C, t), ey un(c, t)]'f' € R , (52)

du B Ou; Oug B, T N
a((;,t) N [ dz' 0x ' Ox ] (5.3)

Ouy  Oug aun] £

ou

t > 0e( = (z,y) € QN C R sujeita as condigdes iniciais, um(¢,0) = uo,.(C), € €
Q2 , e a condicoes de fronteira de Dirichlet, de Neumann ou de Robin. O MEFM
desenvolve-se em duas etapas. Inicialmente é feita a discretizagao espacial por ele-
mentos finitos, permitindo que os nés da malha espacial se movam, dando origem
a um sistema de equacdes diferenciais ordindrias. Este sistema é resolvido numa

segunda fase, recorrendo a um integrador apropriado de sistemas de EDO.
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5.3 Discretizagao espacial

Admitamos que Q é um quadrado de R2, Q = [a,b] x [¢,d]. A discretizagio
espacial de Q faz-se, considerando uma triangularizacao conforme de f2, e, um
conjunto de tridngulos nao degenerados, Q;, j = 1,..,n,, em que cada tridngulo

contém apenas os seus vértices e verifica

Q= O Q; (5.4)
f=]
(=0, i # 3 (5.5)

Escolha-se uma triangulariza¢iao hexagonal, i.e., cada né interior de §) & vértice de 6

triangulos, tal como a figura 5.1 ilustra. Considerando as partices de [a, b] e de [, d],

a=2 <T3<..<Tpy4 =Db, (5.6)

c=yh <Y <..<Yn+ =4d, (5.7)

em que n, e ny, sao definidos pelo utilizador, constréi-se a discretizacio de 2,

a = {C: € 2: Ci = (Ii:yi)ii = 1) -~-1ns} y (58)
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Figura 5.1 Malha espacial inicial uniforme a esquerda

onde

T =a+ (k-1), k=1,.n.+1, (5.9)

Ny

d—r¢c

(=1), F=il,m 41, (5.10)
ny

Yk = ¢+

ns = (ng+1)(ny,+1) &€ o mimero de nés da malha e n, = 2n,n, o mimero de elementos
dessa malha. A malha espacial inicial assim definida é uniforme. No entanto, podemos
usar malhas nao uniformes, considerando n, + 1 pontos quaisquer sobrey = cey = d,

a < x < b, ny+ 1 pontos quaisquer sobre z =a ez = b, ¢ < y < d e definir os pontos
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Figura 5.2 Malha espacial inicial a direita

¢; como o resultado da intersecgao das rectas que unem esses pontos. Os nés espaciais
(; definem rectangulos e sao numerados da esquerda para a direita e de baixo para
cima. Os tridngulos sdo obtidos a partir destes rectangulos usando, quer as diagonais
com declive positivo, figura 5.1, quer as diagonais com declive negativo, figura 5.2. Os

tridngulos sao também numerados da esquerda para a direita e de baixo para cima.

5.3.1 Abordagem elemento a elemento

Uma vez que se considera uma discretizagao espacial por tridngulos, é van-
tajoso definir a aproximagao numeérica da solu¢ao em cada elemento finito, §2;, em
coordenadas triangulares. Estas coordenadas, também designadas por coordenadas
baricéntricas, podem ser interpretadas considerando a transformacao das coordenadas

cartesianas em 2-D, (z,y), em coordenadas triangulares, (L;, Ly, L3), que transforma
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(0,0.1)

(0,1.0)
(1.0.0)

Figura 5.3 Coordenadas triangulares definidas num elemento finito

os vértices do triangulo €, (z1,%1), (z2,v2) e (z3,ys) nos pontos (1,0,0), (0,1,0) e
(0,0,1) do espago cartesiano 3-D, tal como se mostra na figura 5.3. Identificando o

plano zy com o plano z = 1, podemos escrever

T Ly
y =M | L, |, (5.11)
1 Ls
onde
ry Ty I3
M=1y v ys




194 Método dos Elementos Finitos Méveis em Espacos Bidimensionais

Um ponto P(z,y) € § fica definido em coordenadas triangulares por P(L,, Lo, Ly),

onde
Ly = (det(M))™ (ay + Aynz + Azny), N =1,2,3, (5.12)
sendo
det(M) = ay + a3 + ag (5.13)
e
7 4 {
ay = T2Y3 — I3l Az = T3l — T1Ys ag = Y2 — T2l
Y Ay =92 — 3 v\ Ay =ys—w e Ays =y — Yo
Az = T3 — To Azy =3 — T3 Azy = z3 — 2
\ \ \
(5.14)

Numerando os vértices do triAngulo §2; no sentido directo, o determinante de M é

igual ao dobro da 4rea de €, A (%),

det(M) = 24 (). (5.

No plano 2y as coordenadas triangulares Ly = Ly(z,y) sdo polinémios em z e y.

A equagao Ly(z,y) = 0 representa a recta que contém o lado oposto ao vértice N,
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Figura 5.4 Numeragdo dos vértices e arestas de um elemento finito

como representa a figura 5.4.

Seja U(z,y,t) = [Ui(z,y,t), ...,U,,(:r,y,t)]'r uma aproximacao de u(z,y,t),
obtida por elementos finitos. Vamos construir a aproximagao Uy, de ty,, m = 1,...,n,
em 2, seccionalmente polinomial, i.e., Un|q, € um polinémio de grau p, com p igual
para todos os elementos ;. Considere-se em §2; os pontos de interpolagao, tal como a
figura 5.5 mostra. A posi¢ao de cada ponto de interpolagao estd em correspondéncia
com as entradas no tridngulo de Pascal e os pontos dé interpolagao sao numerados
por niveis. Em cada nivel numeram-se primeiramente os vértices em sentido directo e,
seguidamente, os nés das arestas 1 —2,2—3 e 3— 1. A figura 5.6 ilustra a numeragao
usada para o caso de p = 4. Como o grau do polinémio é o mesmo para todos os
elementos finitos, as posigoes dos pontos de interpolagao relativamente aos vértices

sao iguais para todos os elementos finitos. O nimero de pontos de interpolagao é
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Figura 5.5 Pontos de interpolagdo em €; para diferentes graus do polinémio

Figura 5.6 Numera¢do dos nés de interpolacdo em §);
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n, = (p+2)(p+1)/2, p o grau do polinémio, previamente definido. Para um dado

ponto P(z,y) de §2;,

'l’,

[)rﬂl(xl‘t 1t) = br‘i'?l.l-(:"""I 1 t) = (f)i,k(P)U:z,l(t)' (516)

k:i

em que Uy ; € o valor de Uy, no k-ésimo ponto de interpolacao de ; e ¢, (P),k =
1,...,n,, sa0 os elementos da base do polinémio interpolador de Lagrange da solugao
U 10 elemento §;. A férmula interpoladora de Lagrange em coordenadas triangulares

escreve-se
ik = P = B®)(L,)BW) (Ly) B¥)(La), (5.17)

sendo

d
Hl(pLN—s-{-l) se d>1
B®(Ly)={ =18 . (5.18)

1 se d=10

com d = pLE\’:), N =1,2,3e k= 1,..,ny, sendo Lgf) a N-ésima coordenada triangular

do k-ésimo ponto de interpolagao [22].

Averiguemos agora como sao definidas as derivadas de U,, em ordem aos di-
versos parametros, num dado elemento finito ;. Uma vez que U, ; ¢ um polinémio,
as suas derivadas espaciais também o sao e podem ser definidas pelos mesmos pontos

de interpolagao P¥, k = 1,...,n,, da malha local de §2;. Seja P(z,y) € ;. Relativa-
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mente as primeiras derivadas espaciais, de (5.16) temos,

0P, k
oz

Para o cédlculo de

onde,

al-}!l'l,l = 6¢i,k k &
oo —Z—a (P)Un.; (5.19)
0Um,i s a(pi,k k
3 +§ 3 (PYUE . (5.20)
0.
e —& notemos que
Oy
ad’ik 5 3¢;kaLN -
ok et 21
5 s dLy Oz (B:AL)
N=1
0bix <= O¢ix OLy .
By NZ=:1 3Ly Oy ' (8:42)
OLy Ayn
_ N=123 5.2
or  det(M)’ 123 (5:23)
Oy _ Aan_ v 193 (5.24)

Jy  det(M)’
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9 9 -
ik : :
k= 9 1L B®)(Lg)), N=1,23,
AdLy  OLy { ( N)] (h‘:ll:!.-,m ted

com B™ (L) definidos por (5.18) e

d
)
9B®(Ly) Z'I |: H pLN—-? +1]] se d>1
—m——z 1‘_11“#3
0 se d<1

Resumindo, de (5.21), (5.23) e (5.25) podemos concluir que

N=1 K=1,K#N

e analogamente, associando (5.22), (5.24) e (5.25), obtemos

K=1,K#N

OB®(Ly)
OLn

Quanto as segundas derivadas espaciais, de (5.19) e (5.20) obtém-se

com B®) (L) definidos por (5.18) e definidos por (5.26).

62Um,i . =2 Bz(tbzk
dxdy = 0y

(PYUpn; :

3
6;;" (det(M)) ™" ZAyNB— [BW(Lw)] ( 11 B“"(LK-J),

3
ag;“ = (det(M))~ EAJ:Na— [B®)(Ly )]( 11 B<*3(LK)),

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)
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2

Para o célculo de o (’;;; , como Ly(z,y) sao polinémios de primeiro grau em z e y,
0?Ly
=1, N=1.23 5.3(
ozdy L (5-30)
De (5.25) segue-se que, para I # N,
aqu'k d a N = 1,2,3
o = B®(Ly)] = [B®(L;)] B®(Lk) , 5.31
LioLy ~ 3Ly (B (Ln)] oL (B (L0)] BO(Lk) 31
K#N, K#1
e, para [ = N,
O O rgw f‘{ (*)
s — B\™(Ly) B®(Lg)) , N=1.2.3. (5.32)
oLy, 8(Ly)* [ ) (K:l.K i
onde
d # d 5 d 1
82B™(Ly) Z::; Z - H - (pLy —q+1) se d>1 '
——n = s=1 r=1r#s q=1,q#rg#s ) (53‘5)
0 (Ln)
0 se d<1

com d = pLk,.

5.3.2 Abordagem global

Uma vez construfda a fungdo polinomial de grau p num dado elemento Q2
que aproxima u,,, definamos a soluc¢ao aproximada semi-discreta, U em (), para o

problema (5.1). Seja U,, a aproximacio de um,, em ), m = l,...,n, a fun¢io sec-
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cionalmente polinomial, que em cada elemento §2; coincide com U, ;, onde U, ; esta
definida por (5.16). Deste modo verifica-se que U,, depende de

Uf’:l.f y izl.'...,'n,e‘ k:l’”_,tn'p
(5.34)

G=(2L,mm) , 1=1,..,n,
Seja M o conjunto de todos os pontos de interpolagao de todos os elementos finitos.
Designemos por M a malha global e por né global um seu elemento. Os nés globais
podem ser nés espaciais, se forem vértices de algum triangulo, ou nao. Seja n, o
cardinal de M. A figura 5.7 ilustra o caso particular em que p = 2. Cada um dos
elementos finitos possui 6 pontos de interpolagao. Os nés globais representados a preto
sao nés espaciais. Seja v; o né global associado ao k-ésimo ponto de interpolagao
do i-ésimo elemento, i.e., v; = PF. A solucao aproximada U, definida em (2 fica

caracterizada por
Tig
Um = Z (I)J(C)U:z,t L C S Q . (535)
j=1

A fungao bésica global ®; associada a v, é tal que

0 se l#]
Py(v;) = : (5.36)
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Figura 5.7 Solugdo aproximada, U,,, definida por interpolacio
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1) Q'

Iy

Figura 5.8 Suporte do ponto de interpolagdo v,

Designemos por suporte de v; o conjunto

onde v, € £, g = 1,..., I, tal como representado na figura (5.8). De (5.35) temos

o = 24(0); (5.37)

m,i

em que:
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L]
1. Se v; € €2, de acordo com a figura 5.8 I, entdao

0 se (€&,
P,(¢) = ; (5.38)
i se (€

onde ¢, , € a fungao basica local associada a P* dada por (5.17).

2. Se v; € 88, 65 a fronteira de €2, e nao é né espacial, figura 5.8 II, entao v;
pertence a aresta comum a dois elementos, {2, e Q, ie., v; = PEY de e

v; = P5? de Q3. Donde,

( 0 se C g (Q“ Uﬂw)

®;(¢) = < (ﬁ“‘“ se (€ : (5.39)

| Pk se C €

3. Se v; € 682 € né espacial, figura 5.8 III, entdo v; = (, pertence aos I elementos

que tém (,; por vértice. Assim,

0 se g U
®;(¢) = =1 : (5.40)

¢ls,ks Se (: e Qgsl {S = ].. ..Ar

Caracterizemos a variagao de Uy, com a variagao da abcissa de um né espacial
BU?H

> ., oU,
5p, ¢ com a variacao da ordenada de um né espacial, ——. Mantendo fixos todos
A

(')y,

os parametros dos quais Uy, depende e fazendo variar apenas z;, a aproximacao U,
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apenas varia nos elementos que tém por vértice ¢,. Seja €2; um desses elementos. Em
Qi

'ﬂ.,

Um(if:, Y, t) IQ. = Um,i = Z d”r(() m,i (541)

r=]

Zj ’(c)u:;.l- . (5.42)

Para calcular — ¢, , atendendo a (5.17) temos que

6331

0, N~ 0 (poy O | 1T oL,

e Nza— (B™) (Ly ))6—3:; ! Ih[ B™)(Lk)| . (5.43)
=1 =1,K#N

Admitindo que ¢; é o K,-ésimo vértice de §2; e que os outros dois vértices sao K, e
K5, numerados no sentido directo, figura 5.9, a partir da definigao de Ly (5.12) e de

(5.14) podemos escréver,

OLNn
5:17;(,

= — (det(M))™" Ayn L, . (5.44)
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Figura 5.9 Malha espacial em torno de (,

Donde
L — (det(M))™" Ly, { Ay : (B")(Lk,)) | B (Lk,)BM(Lx,)
c’);r:; J 2 6Lk1 1 2 3
+ Ayk, [ L. (B"")(Lxg))] B")(Lk,)B™ (Lk,) + (5.45)

9 -
Ayh’:] [(DL (B(r}(LK:i))] B(r)(Li\’1)B( )(Ll\’fz)} r
1\'3

Comparando (5.45) com (5.27), conclufmos que

b, _ _; 9%,

o, ~ iy (5.46)
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Fazendo agora intervir (5.42) e (5.19) segue-se que

()brm i th dgm i . (547)

8;{:;

De modo analogo, mantendo fixos todos os parametros dos quais U, depende e fazen-

do variar apenas y;, temos que

e
86, <~ 0O oLy | T
P - N2 (B (L)) 5 [ B"”(Lh-)] : (5.49)
Ay NZ=:I JLy oy J{:Eg[';é N
COoI1
e (det(M)) ™" Azy L, , (5.50)
Ak,
e
% _ _ (det(M))™" Lk, { Ay 2 (BM(Lk,)) | B™(Lk,)B"(Lks)
oy * T : ’ v
d
+ Azg, [61/;{ (B(T)(Lkz))] B(r}(LK1)B(r)(Lh'3) + (5.51)
2

Aﬂ?h‘;. [8_2,9:: (B(rJ(L;{:,))] B(r)(LKl)B(r)(LKI)} .
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Comparando (5.51) com (5.28) concluimos que

99, 09, -
5 “L;(l-a—y. (5.52)
Fazendo agora intervir (5.48) e (5.20), segue-se que
aUm,i — 8Um,: E e
ayl -_ Kl a:u M ( (o8 x)(;)
Uma vez que U,, depende apenas de U,"fl_,- e de (; podemos escrever,
aUm = e aUm 6Ur§11 - aUm (32?1 = aUm 6yl
_ Im I mii am 1 aldf 5.54
ot gg guE, ot E oz, Ot ; oy ot B

Observe-se que a fronteira € fixa, pelo que o movimento dos nés espaciais da fronteira
de €2 nao é livre. Admitimos que um né espacial que inicialmente se encontra na
fronteira de §2 permanece na fronteira durante todo o processo de integracao, pelo
que os dois 1iltimos somatérios de (5.54) tém na realidade menos parcelas. O mesmo
sucede em relagao ao primeiro somatério quando siao impostas condigoes de Dirichlet.

Designando por

“r ke aU:“
Uk . = =, m=1l,.,n t=l..,0, k=10 (5.55)

m,i ot
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e por

= %?, li== 1,005 T (5.56)
e

Y= %, =1, ey Thy (5.57)
a equagao (5.54) escreve-se

()UT". o e =2 6Ufﬂ. l ()Ufﬂ -
ZZ BU}_ m.l Z C)‘l; b, (558)

i=1 k=1 T

com ——— r)U definido por (5.37), % por (5.47) e dé‘)y
m i Yl

5.3.3 Formulagao do MEFM

4

Unm por (5.53).

Com o objectivo de estabelecer as equagoes gerais do MEFM, defina-se o resi-

duo associado a cada uma das equagodes do sistema de EDP

U = U U\ 0*Uy
Rfm =i ST Z [fm.k (-T:tiUv a0 _) EEQ_

‘Z y 0U U\ BU] (L 0U 90
A 6::: By ) oy* m\ B4 B By

ot dx ' Oy

k=1

]_

)
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A solugao aproximada que procuramos fica determinada desde que, para cada instante

t, seja possivel conhecer

Usio m = 1luum, t=1,.,n, k=1,.,n (5.60)

it & o= 15w

Ora, tal como em 1-D, estes valores sdo obtidos minimizando a funcao

_< 2 C \2 5
7—24](&) @ +3 (R, (5.61)

com respeito a

{]::1.{1 m = 1,...,71; |i=1,....’ne,k‘:1}”_,'”'p
ilsyl‘ i = L migs (562)

A minimizagao de 7 é obtida fazendo

4

oT y

Uk .

¢ o7 =0 (5.63)
o
or _
\ on

0

comm=1,..,n,i=1,...,n,, k=1,..,n, el = 1,...,n,, resultando um sistema de

EDO de grande dimensao nas varidveis U, ,(t), zi(t) e yi(t).
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Para cada elemento finito §2; considerem-se os vectores,

Yl.1 = [:ﬂk,,ykl.Ull_,-, ceny Urll,i]T
}/t? = [Ikmy’oﬂi Uiz,ii ey Ul?l.i]T (564)
Y:_:] = [:rka y Ykas Uii,i‘ vaiey Uf‘il] x

Ve = [ O Ul U]

1,29 mn,i’

em que (Tk,, Yx,) @ = 1,2,3, € 0 i-ésimo vértice de ;. Percorrendo a malha espacial

elemento a elemento e eliminando as varidveis repetidas, definamos o vector

Y1) =L YL Y2 X2 Y000, 1=, (5.65)

Deste modo o sistema de EDP inicial converte-se num sistema de EDO que na forma

matricial tem a forma,

A(Y(£)Y =G (Y(t), t>0, Y(0) =Y,

5.3.4 Singularidades

O segundo somatério que constitui a fungao objectivo (5.61) permite evitar
situacoes de singularidade da matriz de massa, A, que define o sistema de EDO. As
singularidades de A decorrem do facto de A ser obtida por um processo de optimizagao

e, portanto, toda a informagao redundante resultar em singularidades. Um motivo que
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Figura 5.10 Malha degenerada, tridngulo de drea nula

conduz ao aparecimento de singularidades é a ocorréncia de paralelismo. Esta situacio
o BUn
ocorre sempre que a parametrizagao (5.58) de s degenera, o que acontece, por
exemplo, na auséncia de curvatura na solugao da EDP. Outra fonte de singularidades
¢ a distorgao da malha. Em 1-D isso ocorria, como vimos, sempre que dois nés da
malha colidiam. Em 2-D a distor¢ao é provocada sempre que a drea de um elemento
se anula, 0 que acontece quando dois nés colidem ou quando um né se desloca para
uma posigao sobre o lado oposto, tal como representado na figura 5.10. Essa distor¢io

pode também ocorrer se um né atravessa para o lado oposto, tornando a drea negativa,

como a figura 5.11 ilustra. Seja

P=6Ai—S; i=1,..,n., (5.66)
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Figura 5.11 Malha degenerada, tridngulo de drea negativa

0A;

a penalizacao associada ao elemento §);, de drea A; = A (), onde A= - (3

2
- Cy C3
Ss n Ai—Cg(l-I-A,'—Cg) }

2
- Co C3
& = (Ai — s c2> (1 + R ca) , (5.67)

com ¢y, ¢o e ¢z constantes positivas, pequenas. Por 5.15 segue-se que

0A; ; 1 . : : ; .
el A= 3 (&18y) + @2Ays + E3AY3 + 14T + Jolze + YsA2s) (5.68)
donde,
dA; 1

— ==Ayy, N =1,2,3, .6
Oin 3 YN (5.69)
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94, 1
— == A N =1,2.3. 5.
D0 QAJ:N, 1.2.3 (5.70)

5.3.5 O sistema de EDO

A formulagao do MEFM definida nas seccoes anteriores conduz ao sistema de

EDO definido por (5.63). Vamos deduzir cada uma dessas equagoes.

Primeira equagao

Uma vez que U,f“l- nao intervém na definicao das penaliza¢oes temos que,

oT s [& , “/] OR,
LE R R)2d| =2 R, S8 gy 5.71
oU% .~ QU ;éf (F) ; ] a0, (5:71)

m,i

Atendendo a expressao (5.59) que define R, e a expressio (5.58) que define %
segue-se que,
aRs J 6U3 0 se s 76 m
— - — r.
aU:"J' 8Ur’:1i ( at ) aUm e 3= : (‘) 72)
aUlfa,i o
pelo que a primeira equagéao do sistema (5.63) se escreve
o,
d) = 0, i
ff Rm@U,’]fl‘1i (5.73)
Q

param=1,..,n,i=1,...,n.ek =1, ™
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Seja (W = U €, o suporte do né global v; = P¥ € Q,. Recordando que

=1

‘ b, se eV
Sl g (5.74)
aUﬂl! 1
0 se (¢S
a primeira equagao do sistema (5.63) escreve-se
/ Ry ®,dQ2 = 0, (5.75)
(9%)
comm=1,...,nej=1,..n, Finalmente por (5.59) temos
OUp, - 0* Ui
f/¢ja—ffﬂ = f/ lq’ me:
QI
- 3‘(]
f/ [d) D gmig Ll a2+ (5.76)
1=1
+ / (P;hm) dS2,
[92]
param=1,..nej=1,.,1
Segunda equacao
% : oT
A segunda equagao do sistema (5.63) — =0, é equivalente a
)
P =
Z f v (5.77)
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1
Seja Q' = |J € o suporte do né espacial ¢, = (x;,y), como a figura 5.9 ilustra.
=1

Admitindo que para o elemento 2,7 = 1,.... I, 0 [-ésimo né espacial ¢ o K-¢simo

vértice, entao,

OP;

— =0 Q! 5.78
L Y (5.78)
OP; 1 _ i
a—:” = ‘if(AyKl, Q € Q,_. (-J?g)

Por outro lado, atendendo a equagao do residuo, (5.59),

OR, o (oU, oU; =
= — = — .80
ot 0@ ( ot ) o1, {a80)
donde, a segunda equagao escreve-se
L. 1
/f (Z ) d + giquKIP,- =0, l=1,..,n,, (5.81)

113

ou seja,

aU, dU, . 9U, d**U
ffZ ous o1 // (Z Zf” )
nr A=l

= aUs L BQUJ -
+// (E -3-.'17_{ E_ y,.ja—gﬂ—) dS) + (082)

ol s=1 I=1
n 6U_., /
[ (Z a—nf) 4= 3 geibur, (i = 51
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paral=1,...,n;.

Terceira equagao

Por analogia com a segunda equagao do sistema (5.63), a terceira equagao

d—?- =0, é

d Y
//( ay: )dQ+Z‘EaAIKI =0, l=1,..,n, (5.83)
Ql

ou seja,

] (S8 - (S50, 2%
//i:(dﬂ_ f”aa(’;)dsn (5.84)

// Z (é’yf ) S Z; %G"A‘”"’* (6di=s1).

paral = 1,...,n,

5.3.6 Cailculo dos integrais

Para explicitarmos o sistema de EDO (5.63) necessitamos avaliar os integrais
que intervém nas equagoes (5.76), (5.82) e (5.84). Estes integrais sao calculados em

cada elemento §;, por integragao numérica, usando n, pontos de §2;.
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Seja Qx = (L1, Ly, L3) um ponto de quadratura. Entao,

Ty

[[ Favaa =200y wmF@w,
lQ, k=1

onde A (§2;) é a drea do elemento €, W (k) o peso expresso em coordenadas baricén-
tricas, associado ao ponto de quadratura Qx e F(Qy) o valor da funcao integranda
em (k. O trabalho mais significativo relativamente ao célculo aproximado de inte-
grais muiltiplos foi o publicado em 1971 por Stroud [73]. As férmulas de quadratura
gaussiana usadas na implementagao do MEFM sao as descritas por Cowper em [27).

A solugao aproximada U, é, em cada elemento €, um polinémio de grau
p. As segundas derivadas espaciais nao estdo definidas nas arestas dos tridngulos.
Alguns dos integrais que figuram nas equagoes (5.76), (5.82) e (5.84), os que envolvem
segundas derivadas, carecem de significado. Para lhes dar existéncia, admitimos que,
numa vizinhanga Vs das arestas, a solugdo aproximada U, é suavizada, i.e., U, é
substitufda por {}3 tal que ﬁ, possui propriedades suficientes de continuidade para que
aqueles integrais existam e ainda que (}; —U, quando 6 — 0. A figura 5.12 apresenta,
a sombreado, a defini¢ao da vizinhanga Vs para o suparte de um né espacial. Deste
modo vamos calcular todos os integrais que figuram nas equagoes (5.76), (5.82) e
(5.84) com {73 em vez de U e fazer 6 — 0. No entanto, apenas necessitamos avaliar
os integrais que envolvem segundas derivadas no interior de cada elemento, sobre os
lados adjacentes ao né espacial ¢ ;» € sobre o lado que contém o né global no caso em

que este nao é né da malha espacial, figura 5.8 II, pois:
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Figura 5.12 Vj para o suporte de um né espacial

1. Nos lados opostos ao né global, ®; ~ O (8) e, portanto, os integrais anulam-se

| quando 6 — 0.

2. Em todas as vizinhangas Véj de um né espacial, (;, os integrais que envolvem
segundas derivadas espaciais anulam-se quando 6 — 0. No suporte de (;,
W = '01 Q con.sidere-se uma vizinhanga Vaj de (;, de acordo com a figura 5.13.
Para simplicidade de exposi¢ao admitamos que se trata de um problema escalar.
Considere-se o triangulo T;s = ; N Véj e defina-se T; como sendo o plano
definido por U (¢;), U (P1) e U (P;). Em Y;s tome-se U = T;. Entao em Vy’
a fungao base é ¢; = «;, sendo «; a fungao chapéu com suporte T, s ilustrada

na figura 5.14. Assim, em Y,s , definimos uma aproximagao seccionalmente

linear 7'7 tal que 77 |, = T;. Recorrendo ao estudo feito para aproximagoes
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Figura 5.13 Vizinhanga 8, Vy/, de um né6 espacial

Figura 5.14 Fungdo de base «;
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lineares [18] temos que, para 7 € T4,

JaT . : :
il Z}: Tia; +;8; + Ui, (5.85)
com f3; = - ey, = _ag‘_;_aj' Supondo que a EDP a resolver tem a forma

w, = V - ¥ (u, Vu) e usando a abordagem proposta por [84], o produto interno

de f3; por u, (ou de v, por u,) pode ser tratado do seguinte modo:

1
(B;iw) = f B,V - (u, V) d2+ S / B,V W (u, Vi) d (5.86)
i=lTi.6

nj\Tl.é

I
= / B,V - ¥ (u, Vu) dQ + Z / —T;a;V - ¥ (u, Vu) d2

U\ Y8 . A

e, como T, é constante em cada um dos tridngulos suporte de v;, temos

1 1
= z / ~T,a;V - ¥ (u, Vu) dQ = Zl —T:(7) / a;V - ¥ (u, Vu) dQ.

i Y5 = Tis

(5.87)

Os integrais [ «; V-V (u, Vu) d§) estao bem definidos e podem ser aproximados
T:.ﬂ

por um produto da drea de Y;s por um valor que nao depende de 6. Como a

area de cada um dos triangulos T, s tende para zero quando 6 — 0, segue-se

que T — 0 quando § — 0. Deste modo, para uma certa classe de problemas,

nao é necessario avaliar os integrais que envolvem segundas derivadas espaciais
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Figura 5.15 Mudanca de varidvel sobre uma aresta

em torno dos nés espaciais, mas apenas no interior de cada elemento e numa

vizinhanga 6 das arestas adjacentes ao né espacial.

Calculo dos integrais sobre as arestas

Em cada vizinhanga 6 das arestas adjacentes a um né espacial pretendemos

calcular integrais do tipo

0° U, 0 U |
In = f/ [}—s (fs‘j 632} +gs.jaﬁ—)} fL’L'dy, (588)
R

em que U; € uma suavizagao de Uj, a j-ésima componente de U, R = [—§, 6] x [0,a]
a regiao sormbreada da figura 5.15, a o comprimento da aresta [V; V3] adjacente ao
no espacial (;, 6 > 0 e Fy=F,(z,y). A suavizagio U; da funcio U; é tal que o

grafico de uma sua secgao provocada por um corte perpendicular 4 aresta é, para £ €

-
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A sol. aproxir_nada

~— pol. clibico de Hemite

——sol. suavizada

Figura 5.16 Grafico da solugdo aproximada suavizada, UP:;», numa sec¢do perpendicular a
aresta

[—6, 6], o polinémio ciibico de Hermite definido para 1-D, como a figura 5.16 ilustra.
Para o célculo de Z,, (5.88), consideremos a mudanga de coordenadas definida pela
composi¢ao de uma rotagao de um angulo €, no sentido directo, com uma translacgao

definida pelo vector oV, , representada na figura 5.15 e definida por

E+a=uxzcosl + ysinf

N+ 3 =ycosl — xsinld

em que,



224 Método dos Elementos Finitos Méveis em Espacos Bidimensionais

a =y, cosf + v, sin

B = vyc0860 — 7y, sinf

sendo (7v,,7,) as coordenadas cartesianas de V;. Entao,

x = (a+&)cost — (B +n)sinb

y = (a+&)sinb + (8 +n) cosb

donde,
U, dU; i
3§u = LDSQ+WJS”16
aU; .1 oU; y al; .
3—?? = o2 cosf) — o sin @
e
oU; _aU, aU; .
3:{:‘ = 3§ cos aﬂ sin @
a U; _BUj . U;
By = B¢ sin 0 + an cos @

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)

Quanto as segundas derivadas, admitindo condi¢oes suficientes de continuidade para

U; e suas derivadas parciais, temos

FU _8U; oy 02U
= E—E-i—cos 9_26637’} cos @ sin 6 +
o Ui = & U, si1129+262 Y4 cosfsinf + ———=

ot o€

9Em

(5.94)
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Substituindo (5.94) no integral (5.88), o tnico integral nao nulo é

it & ~

. . 22 171,
To= / / Fo(€,m) (fo.5(€m) cos® 8 + g,,;(€,m) sin” 0) dag’fff dn,  (5.95)
v

0

pois todas as outras parcelas podem ser aproximadas por um produto de ¢ por um
valor que nao depende de 6. No limite, quando 6 — 0, obtemos para esses integrais o

valor zero. Resta-nos calcular o integral (5.95).

Seja P = (0,7,) , 0 < n, < a, um ponto sobre a aresta. Aplicando o estudo
feito para 1-D podemos definir as primeiras e segundas derivadas em ordem a nova

variavel espacial £, no ponto anguloso P, como sendo

b Al al,
20U, o lpean + T |peas (5.96)
ac 'F 2 '
e auy oty
2U | F¢ |Peap — 3¢ |Peng (5.97)
ot " 26 ' '

Usando quadratura gaussiana em 1-D ao longo da aresta e aproximando o integral
interior, por exemplo, pela regra do ponto médio, fazendo é — 0, obtemos para Z, o

valor

L == az w(P)

.ri

(aU- ou,

v 3 2
FE; |1’enn = _c)é_ ]penﬁ.) [f's (fs‘jco.t,?t? + gs, ;SN H)] P,

(5.98)

onde w(P) é o peso associado ao ponto de quadratura em 1-D.
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dh

dH

Figura 5.17 Calculo de integrais em coordenadas triangulares

Cdlculo de integrais em triangulos

A implementagao do MEFM envolve o célculo de alguns integrais com a forma

I= /f(I,I,Lg,LS)dA, : (5.99)
Qe
em que {2, ¢ um tridngulo de drea A. Com auxilio da figura 5.17 facilmente se verifica

que

dhdH  (hdL,)(HdL,)

1A = =
> sin (a) sin ()

= 2AdL,dL, (5.100)
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e, portanto,

I l—a(zl,

I= QA[ / F(Ly, Ly, L3)dLydLs. (5.101)
0 0
Um caso particular importante é aquele em que
F(Ly, Ly, L3) = LT LY LS.

Nesse caso Z é dado por [22]

m!n!p!

. 5.102
(m+n+p+2) {5-10%)

Este resultado pode ser usado para calcular analiticamente todos os integrais que

envolvem produtos das fungoes bésicas ¢;, i.e., todos os integrais do tipo

I= / ;b dA. (5.103)
e

5.4 Equagoes gerais do método

As equagoes que formam o sistema de EDO (5.63) resultante da discretizagao
espacial do domifnio € por elementos finitos foram deduzidas na secgao 5.3.5. Essas
equagoes requerem o cédlculo das derivadas de cada uma das componentes da solugao

semi-discreta em ordem ao tempo, (5.58), o cédlculo de diversos integrais (secgao 5.3.6)
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e a caracterizacao das funcoes de penalizagao (sec¢ao 5.3.4). Estamos assim em
condicoes de escrever as equagoes gerais do MEFM.

Cada uma das equagoes do sistema de EDO ¢ classificada de acordo com a
origem da componente do vector Y (t) associada. Seja v; o né global associado ao
k-ésimo ponto de interpolagao do i-ésimo elemento, i.e., v; = PF. Assim, dizemos que

a w-ésima equagao € de:

e tipo 1 se a w-ésima componente de Y (t), Y,,(¢), tem origem no valor da m-ésima
componente da solugio aproximada num né global, v;, i.e., se Y,,(t) tem origem

no valor de U, ..
e tipo 2 se Y,(t) tem origem no valor da abcissa de um né espacial, ;.

e tipo 3 se Y, (t) tem origem no valor da ordenada de um dado né espacial, ;.

As equagoes gerais do método sao:
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Equacao de tipo 1

De entre as equacoes de tipo 1 destacamos as que estdao associadas a um né espacial

e as que estao associadas a um né global que nao é né espacial.
- . !
Seja v; um né espacial e Q7 = (J €, o seu suporte. Admita-se que v; € o
g=1

gk-ésimo ponto de interpolagao de €, e que o né espacial [;,7 = 1,2,3. ¢ o ki-vértice

de €2,. A equagao de tipo I escreve-se

I 1 3

ZZ! / By gk Dy kA2 ey ZZ: f —Lyig,, qk dQ Ti +
Qg i=l

g=1 k=1 ﬂ_l

1

+ZZ // —Lii¢ ,,,,k dQ o

g=1 i=1

M.ﬁ

/ f ¢q,gk2fm: ”‘dﬂ § (5.104)
=1

g

Il

g=1

I

+Z //d’qqkz.}mi ——-dQ +Z //tﬁ”ghmdﬁ +

=1

oUp, OUn,
+Z/¢ngz fm c0s® 0 + gm, sin® 6) ( B¢ |Peay —Tbeng)dm

ql

onde a, é o comprimento da g-ésima aresta que contém o né s;, P um ponto dessa

aresta, f o angulo de rotagao e &, 7 as coordenadas (5.89).
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_ I
Seja v; um né global que nio é né espacial e Y = U 2, o seu suporte.

g=1

Admita-se que v; é o gk-ésimo ponto de interpolagao de €, e que o né espacial

liyi =1,2,3, é o ki-vértice de §2,. Neste caso a equacao de tipo 1 escreve-se

T, } L . )
’ ’ U ) .
Z [/¢ng¢q kdQ | Up , + E E // —Lk{d)_,,‘ykﬁ-dﬂ Ty +
Qg 2

g=1 k=1 g=1 1=1 .Qq

I 3

+= Z Z / —Lyid, qk Yii

g=1 i=1 Q0

I
Z /_/Qéq'qkz.fmf 322 ZdQ | + (5.105)

g=1 (g

1

+Z /fqbq,,hZJm; e +Z /ff/; ehmd | +

=]

E . . 6Um aUm
g / Qﬁy,gk Z (fm.! COS) 0 + Gmi Slnz 9) ( d& 'f eQp — c')_f IF’EQE) d”
=1

0

onde a é o comprimento da aresta que contém o né v;, P um ponto dessa aresta, € o

angulo de rotagao e £, as coordenadas (5.89).
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Equacao de tipo 2

I
Seja ¢; = (xj,y;) um né espacial e 7 = J €, o seu suporte. Seja ¢; o kl-ésimo

g=1

vértice de §2,. Admita-se que o né espacial l;,7 = 1,2,3, é o ki-vértice de 2,. A

equacao de tipo 2 escreve-se

onde

/ f Lqubqkz s 4y Uk, +
U, U, o\
ff L"“L“Z Iz (9J Ty +
I

I 3
U, B, }
Zz:: (f/ Lthl e ( y ) ds2 Yi + Z 56.‘5&?}}(1&”

Qg 2=

]/ Lk,dUquaU‘ + (5.106)

Qg

ZZ

a=1 g=1

ZZ // Lk:a[{s sldaifdg +

8=1 g=1

+ Z Z // L,\, h,ng + Z EquAym +

s=1 g=1 Qg g=1

ag

= “‘lp Q)+£F‘A|P g OUA,
+ZZ/_LH(6£ €y : e |PEQ cos ) — Bn sinf | Sgdn,

s=1 g=1 0

~

n

U, U,

S = (fsu cos® 0 + g, sin® 6') ( ¢ lpeap — 06 |p em) g (5.107)

=1
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ay € 0 comprimento da g-ésima aresta que contém o né (¢ ;» P um ponto dessa aresta,
¢ o angulo de rotagao e €, 7 as coordenadas (5.89).

Para o calculo de 3!* admitimos que U (0,7) =U; (1),0 < n < a, pode ser

aproximado por um polinémio de grau p + 1.

Equacao de tipo 3

Nas mesmas condigoes da equagao de tipo 2, uma equacio de tipo 3 escreve-se

!
Z _// L“qbqu—-dQ U:g+

: k=1

I 3
oU, 0U; ,

2.0, / / Lk*‘Lk‘ oz oy | uT

g=1 =1 Qg

I 3 n U 2 1 1. )
+ZZ f/ LkiLklz (E&—) ds2 ?):;-+Z§€52,AIK1A9

g=1 i= o s=1 9=1

I
U, 3"U

=3y ] [ - Zf,,, raq | + (5.108)

s=1 g=1
n 1 n 32U;
L s 1 ——dS)
+3=1§ /f :u 19,Iay2
+ z_; 2 f/ Lk. h_ s | + Z 2sqs Azy, +
A S %2 |peap + % | pen aU.
- f—Lk; & 2 % % sinf + = cosf | Sydn,
Pl 2 dn

onde S; é dado por (5.107), a, é o comprimento da g-ésima aresta que contém o noé

C;» P um ponto dessa aresta, f o 4ngulo de rotagio e &, 7 as coordenadas (5.89).
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5.4.1 Condigoes de fronteira

O sistema de EDO na varidvel tempo resultante da discretizagao espacial

escreve-se, na forma matricial,

AY()Y =G (Y(t), t>0, Y(0) =Y,, (5.109)

em que Y (t) é o vector dado por (5.65). Para que este problema semi-discreto apro-
xime o problema que pretendemos resolver, devemos reescrever o sistema impondo as
condicoes de fronteira. Isto corresponde a reescrever algumas equagoes e a eliminar
outras, diminuindo, eventualmente, a dimensao do sistema. Por exemplo, se €2; for
um elemento com uma aresta na fronteira vertical, = a, sujeita a uma condigao de

Dirichlet, os vectores definidos por (5.64) sao substituidos por

Y} = [ykll‘r
Y2 = [zeoshe, Uiy UZ)" (5.110)
Y? = [u]”

% =1,

em que (Zx, Yri) i = 1,2,3, € o i-ésimo vértice de §;, reduzindo a dimensao do sis-
tema de EDO. Relativamente ao calculo dos integrais sobre tridngulos que figuram
nas equacoes (5.104), (5.105), (5.106) e (5.108) ndo hd qualquer interferéncia das

condigoes de fronteira, uma vez que estes integrais sao calculados usando pontos de
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quadratura interiores ao tridngulo. Para o célculo dos integrais sobre as arestas deve-
mos atender as condigoes de fronteira. A orientagio introduzida para as arestas é tal
que sempre, que uma aresta pertence a fronteira nao existe o elemento designado por
elemento a direita, Qp. Assim, a avaliacio de _6?3 |peq,, efectua-se fazendo intervir
a condigao de fronteira. Se se tratar de uma condicao de Dirichlet, admitimos que

o, oy,
8£ PeQp — 36 PeQpE -

. oU; :
Para uma condigdo de Robin, o valor de —2 |peq, € imposto naturalmente pela

23

condigao de fronteira.

5.5 Discretizagao no tempo

Para obtermos a discretizagao total do sistema de EDP (5.1), o sistema de EDO
definido pelas equagées (5.76), (5.82) e (5.84) deve ser integrado numericamente. E
sabido [84] que este sistema exibe elevado grau de stiffness. O integrador LSODIS
usado para os problemas em 1-D revelou-se bastante eficaz, pelo que serda de novo
usado para a obtengao da solugio discreta apesar de o sistema de EDO a resolver ser

agora de dimensao superior.

5.6 Conclusoes e Notagao

Neste capitulo apresentdmos e desenvolvemos o método dos elementos finitos

moveis com aproximagoes seccionalmente polinomiais de grau arbitrdrio em 2-D. Con-
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siderando coordenadas baricéntricas deduzimos um resultado que permite o cdlculo
da derivada da solu¢ao aproximada em ordem ao tempo. Para contornar os problemas
provenientes da singularidade da matriz do sistema de EDO, optdmos por manter a
utilizacao de fungoes de penalizagao, introduzindo fungoes que dependem da area de
cada elemento finito. Para o cdlculo dos integrais sobre o suporte de um né espa-
cial, que envolvem segundas derivadas espaciais, suavizamos a solu¢ao aproximada.
Mostramos que, para uma certa classe de problemas, apenas é necessario calcular
estes integrais no interior dos elementos finitos, nas arestas adjacentes a um né espa-
cial e na aresta que contém o né global que define a equagao, caso este né nao seja
né da malha espacial. O célculo destes integrais é feito com base no trabalho desen-
volvido para 1-D. Deste modo ¢é possivel calcular todos os integrais recorrendo apenas
a quadratura numérica, independentemente do problema a tratar. Esta formulagao
do MEFM em 2-D deu origem a um algoritmo computacional cujo desempenho sera

objecto de reflexao no préximo capitulo.

letras mimisculas

a extremo esquerdo do dominio de variagao de x

b extremo direito do dominio de variagao de x

¢ extremo esquerdo do dominio de variacao de y

1, ¢2 e ¢g constantes de penalizagao
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e d extremo direito do domfnio de variagao de y

® fm, 1 coeficiente dos termos que envolvem as derivadas espaciais de segunda

ordem, em z, no sistema de EDP

® gm, coeficiente dos termos que envolvem as derivadas espaciais de segunda

ordem, em y, no sistema de EDP

® h;, termos que nao envolvem nem derivadas temporais nem derivadas espaciais

de segunda ordem no sistema de EDP

e 1 dimensao do sistema de EDP

e 1, nimero de elementos finitos

® n, numero de pontos da malha global

e 7, numero de pontos de interpolagdo em cada elemento finito

® 7, nimero de pontos de quadratura em cada elemento finito

e 1, mimero de nés da malha espacial

® n; nimero de sub-intervalos de [a, ]

® n, nimero de sub-intervalos de |c, d]

® p grau da aproximagao polinomial definida num elemento

® ¢ varidvel independente de tempo
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e u((,t) solugao analitica do modelo matematico

o u,,((,t) m-ésima componente da solugao analitica do modelo matemético

e 1y, () m-ésima componente do vector das condigoes iniciais

e v, j-ésimo no global

e 1 primeira componente da varidvel espacial ¢

e y segunda componente da varidvel espacial {

letras maitsculas

A (Y (t)) matriz de massa do sistema de EDO

B®) (Ly) polinémio em Ly que define ¢, ,

G (Y(t)) vector do sistema de EDO

Ly, N = 1,2, 3, coordenadas triangulares de P(x,y)

L%, N-ésima coordenada triangular no k-ésimo ponto de interpolagao

M matriz que define a mudanga de coordenadas triangulares para coordenadas

cartesianas

M malha global

° Pf posi¢ao do k-ésimo ponto de interpolagao do j—ésimo elemento
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e R, residuo associado a m-ésima equagao

e 7 funcao objectivo

e U(z,y,t) aproximagao de u((,t) seccionalmente polinomial
e Uy, (z,y,t) m-ésima componente de U(z,y,t)

° {} m aproximacao suavizada de U,

e U, ; restri¢ao de U, (z,y,t) ao j-ésimo elemento finito

e Uk

m, ; valor de Uy, no k-ésimo né local do j-ésimo elemento finito

e Uk , derivada de U}, , em ordem ao tempo
® Vs vizinhanga 6 do suporte de um né global (;
e V,/ vizinhanca § de um né espacial ¢ §

e Y(t) vector das varidveis dependentes do sistema de EDO

® Y| vector que define as condigoes iniciais para o sistema de EDO

letras gregas
e 5(); conjunto fronteira de €2,
e ¢, termo de penalizagao associado ao i-ésimo elemento finito

e ( = (z,y) varidvel independente de espago
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¢; = (mi,y:) i-ésimo né espacial

7 varidvel independente sobre a aresta

e ¢ varidvel independente na perpendicular a aresta

¢ = &, , fungao base associada ao k-ésimo n6 local do i-ésimo elemento finito

®;(z) fungao interpoladora global, associada ao j-ésimo né global

() dominio espacial

) suporte do né global s;

§2; j-ésimo elemento finito

sozj conjunto interior de €2;
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Capitulo 6

Implementacao e Aplicagoes do MEFM em

2-D

6.1 Introdugao

No capitulo anterior apresentdmos e desenvolvemos o método dos elementos
finitos méveis com aproximagoes seccionalmente polinomiais de grau arbitrédrio em
dominios espaciais de dimensao 2. Desse trabalho resultou um algoritmo que per-
mite resolver numericamente problemas de evolugao em 2-D. Neste capitulo o cédigo
numeérico desenvolvido é aplicado a resolugiao de um cohjunto de problemas de modo
a ilustrar a eficdcia e desempenho do MEFM.

O primeiro problema que apresentamos ¢ um problema de convecgao-difusao
nio linear modelizado por uma equagao de Burgers com condigoes de fronteira de
Dirichlet. O segundo problema considerado, proveniente da teoria da combustao, &

modelizado por uma equagao escalar de reac¢ao com difusdao, andloga a que resolvemos
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em 1-D [24]. Este problema nao possui solugio analitica e portanto a qualidade
da solugao obtida ¢ aferida pelas solugées disponiveis na literatura [2, 74, 85]. O
terceiro problema é um sistema de duas equagoes de Burgers, usualmente usado como
problema-teste. O quarto e 1ltimo problema, um modelo que descreve a propagacio

de ondas de temperatura em leito fixo, foi proposto por Ferreira [34].

Nos exemplos numéricos que apresentamos todos os integrais foram calculados
numericamente considerando férmulas de integragao numeérica de ordem 7, o que
corresponde a usar 9 pontos de quadratura em 1-D e 13 pontos de quadratura em 2-

D. Tal como em 1-D todas as simulagoes foram realizadas num computador Pentium

IT de 266 MHz.

6.2 Equagao de convecgao-difusao
Consideremos a equagao teste de convecgao com difusao [14]
ou 62_u+82u : @;Bu (6.1)
t P\ o oy ‘\ oz dy )

com0 < 2,y <1et>0. As condigdes iniciais e de fronteira sao dadas pela solucao

exacta

u(z,y,t) = (1 +exp ((z+y—t)/(2p)))”" (6.2)
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O coeficiente de difusao p determina o comportamento da solugao. Para valores
pequenos de p o efeito da difusdo é desprezavel e o comportamento da solucao é
dominado pela conveccao. Neste caso os perfis tornam-se mais abruptos e, sob o

ponto de vista numérico, aumentam as dificuldades na resolucao.

Exemplo 1: Neste exemplo considerdmos para coeficiente de difusao p = 0,025
e procuramos estudar o movimento da malha para diferentes valores das constantes
de penalizacao. Partindo de uma malha uniforme & direita com 7 x 7 nés espaciais,
consideramos aproximacoes quadraticas. Os valores de tolerdncia para o integrador
LSODIS foram toll = tol2 = 107, o intervalo de tempo considerado foi 0 < ¢t < 2ea
constante de penalizacio que determina a drea minima de cada elemento durante todo
o processo de integracao foi fixada em 107° i.e., ¢3 = 107°. Simuldamos os seguintes

Casos:

Caso I Neste caso fixdmos a constante de penalizagio ¢; = 107° e fizemos variar a

constante ¢, conforme a tabela 6.1 ilustra.

¢y | tempo de comp.(seg) | n.residuos | n.jacobiana | erro max. em ¢t = 1
1 10613 51648 261 6,9 x 10~
1074 6685 53477 269 2,4 x 107
1077 13432 107974 545 1,5 %107
10~1 66876 310875 1570 1,0i%:107

Tabela 6.1 Equacdo de conveccio-difusdo, efeito da variagdo de ¢
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Caso II Neste caso fixdmos o valor de ¢; = 1072 e fizemos variar a constante ¢, de

acordo com a tabela 6.2.

¢ | tempo de comp.(seg) | n.residuos | n.jacobiana | erro max. em t = 1
1 11244 56825 285 6,9 x 10~
104 16902 136226 686 3,56 % 10~*
10~ 15564 125154 632 2.2 % 107
10~" 13432 107974 545 1,5 % 10™*

Tabela 6.2 Equacdo de convecgao-difusdo, efeito da variagcdo de ¢;

As tabelas 6.1 e 6.2 indicam o tempo de computagao, o mimero de avali-
agoes de residuos, o niimero de avaliagoes da matriz jacobiana e o erro maximo para
o instante ¢ = 1. O mimero de avaliagoes de residuos corresponde ao mimero de
chamadas a rotina RES e RESJAC. O mimero de avaliacoes da matriz jacobiana
iguala o mimero de chamadas a rotina ADDA e o nimero de decomposi¢oes LU.
Da tabela 6.2 podemos concluir que, pelo menos para este exemplo, a constante de
penalizacao ¢; nao interfere de modo significativo no processo de integra¢ao no tem-
po e, portanto, podemos escolher valores pequenos pafa esta constante por forma a
obtermos uma malha adaptativa. Relativamente a escolha da constante ¢, um valor
demasiado pequeno podera acarretar custos computacionais elevados. Deste exemplo
podemos situar para valores aceitdveis para ¢, o intervalo [107%,107?] . Vejamos em
pormenor qual a relagao entre as constantes ¢; e ¢; e o movimento da malha espacial

para este problema.
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Caso I A figura 6.1 apresenta a evolugao da malha para ¢; = 1. A constante ¢,
determina o termo penalizador associado as for¢as viscosas. Um valor elevado para
esta constante de penalizagao torna a malha praticamente fixa. Diminuindo o valor
de ¢, a malha torna-se progressivamente mais adaptativa. E isso que observamos nas
figuras 6.2, 6.3 e 6.4.

Na figura 6.4, ¢; = 107% podemos verificar como evoluem os nés da malha
espacial e se posicionam nas regioes de maior actividade espacial. Esta escolha das
constantes de penalizagdo caracteriza um MEFM em que a malha tem um comporta-
mento fortemente adaptativo. Obtém-se uma solugao aproximada com maior precisao

que nas simulagoes anteriores.

Caso II O valor de ¢, ¢ fixado em ¢; = 107* e fez-se variar a constante ¢;. Esta
constante relaciona-se com o termo penalizador definindo as for¢as de mola entre os
nés espaciais de um dado elemento. Assim ¢; = 1 produz uma malha uniforme fixa,
figura 6.5. Nas figuras 6.6, 6.7 e 6.3 podemos verificar que diminuindo o valor de ¢,
as malhas viio adquirindo mais adaptatividade, mantendo um caracter uniforme para

valores de ¢; nao muito pequenos. .
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Figura 6.3 Equagao de convecgao-difusao, evolu¢ao da malha, ¢; = 107% ¢, = 107
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Exemplo 2: Neste segundo exemplo consideramos, para o mesmo coeficiente de
difusdao, p = 0,025, uma malha & esquerda de 7 x 7 nés espaciais uniformemente
distribuidos e aproximagoes ctibicas. Realizdmos uma simulagao considerando toll =
tol2 = 1077, ¢ = 107% e ¢; = ¢z = 107%. O intervalo de tempo considerado foi
0 <t <2 A figura 6.8 mostra a precisao dos resultados obtidos. Para cada instante
a precisao foi avaliada calculando o méximo do erro da solugao aproximada em cada
né da malha espacial. A figura 6.9 apresenta a evolugao dessa malha. Usdmos as
mesmas constantes de penaliza¢ao que na tiltima simulagao do caso I do exemplo 1. No
entanto, o movimento da malha é bastante diferente, o que mostra que as constantes
de penalizacao apesar de regularizarem o movimento dos nés nao o determinam.
Podemos também concluir que o efeito de um dado conjunto de penalizagoes depende,
nao s6 do problema a resolver, mas também das escolhas que se fizeram, quer para a
malha inicial, quer para o grau das aproximagoes. Na figura 6.10 podemos observar os
perfis interpolados da solugao, para uma malha de 21 x 21 nés espaciais uniformemente

distribuidos, em diversos instantes.
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Exemplo 3: Neste ltimo exemplo considerdamos para coeficiente de difusao p =
0,005. O intervalo de tempo considerado foi 0 < ¢t < 1. Para ambas as simulagoes
usdamos uma malha com 9 x 9 nés espaciais uniformemente distribuidos no dominio
espacial. Em cada elemento finito aproximamos a solugao por polinémios de grau 2.
Os valores para as constantes de penalizagao foram ¢, = 1074, ¢; = ¢35 = 10°%. Para
valores de tolerdncia do integrador LSODIS considerou-se toll = tol2 = 10~7. Com os
mesmos parametros realizamos duas simulagoes, a primeira partindo de uma malha
uniforme a direita e a segunda partindo de uma malha uniforme & esquerda. Foram
requeridas, pelo integrador de EDO, 1516 avalia¢des da matriz jacobiana para o caso
da malha a direita e 1984 para a malha & esquerda. A figura 6.11 mostra a solucio
aproximada em ¢ = 1 para a simulagao com uma malha & direita, enquanto que a
figura 6.12 mostra a solugao aproximada em ¢t = 1 para a simulacio com uma malha
a esquerda. A figura 6.13 apresenta a evolugao da malha espacial 4 esquerda. Na
figura 6.14 apresentamos a evolugdo da malha espacial a direita. Esta malha possui
0 mesmo eixo de simetria da solugao do problema. Essa simetria ¢ conservada ao
longo da integragao. A malha & direita tem um grau de adaptatividade maior que
a malha @ esquerda. Os nés espaciais da malha a esq?;erda posicionados nas regices
do espago que ainda néo foram atingidas pela frente tém pouca mobilidade, o que
nao sucede nos nés da malha a direita que se posicionam e evoluem com a frente.
No que respeita ao movimento da malha, este exemplo mostra que a escolha das

constantes de penalizagao deve ser feita de acordo com a malha inicial que adoptamos
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p=0.005; t=1

Figura 6.11 Equagao de convecgdo-difusdo, exemplo 3, malha 3 direita, perfil da solucao
emt =1, p= 0,005

p=0005; t=1

Figura 6.12 Equagdo de convecgdo-difusdo, exemplo 3, malha 4 esquerda, perfil da
solugdo em t = 1, p= 0,005
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e nao pode ser feita a priori. Relativamente a qualidade da solugao obtida, nao hé
diferencas significativas. As figuras 6.15 e 6.16 mostram a solu¢ao numeérica obtida
por interpolagao numa malha uniforme 21 x 21 para a malha a esquerda, nos instantes

t =0,5et =1, respectivamente.



260 Implementagao e Aplicagdes do MEFM em 2-D

1=0 =01
1 1
08 081
06 06
¥ y
0.4 044
02 02
02 04 ,06 08 1 02 04 ,06 OB
=02 =03
1 1
08 08;
08 06
¥ y
D.41 D.41
02 02
02 04 ,06 08 1 02 04 , 06 08B |
=04 =05
1 14
08 08
06 08
Y Y
0.4 04
02 02
0z 04 _06 08 1 02 04 ,06 08 1
=07 =1
1 )
08 08
06 08
y Y
041 041
02 0.21
02 04 ,06 08 1 02 04 06 08 I
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Figura 6.14 Equacio de convecgao-difusio, exemplo 3, evolugao da malha & esquerda
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t=05

Figura 6.15 Equagdo de conveccao-difusdo, exemplo 3, malha a esquerda, perfil inter-
polado para t = 0,5, p= 0,005

Figura 6.16 Equagdo de convecgdo-difusdo, exemplo 3, malha 4 esquerda, perfil inter-
polado para t = 1, p= 0,005
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6.3 Equagao de reacg¢ao-difusao

Consideremos o problema teste descrito por Adjerid e Flaherty [2], Trompert
e Verwer [74] e Zegeling [85], que ja resolvemos em 1-D. Trata-se de um problema
de combustao escalar modelizado por uma equagao de reaccao com difusao. Neste
problema a varidvel dependente u representa a temperatura da mistura reagente no

sistema quimico. A equagao que descreve o modelo é

du ?u O*u o .

com 0 < z,y <1et>0. As condigdes iniciais e de fronteira sao

w(z,u,0) = 1, 0<z,y<1

3}

Oyt =0,  0<t0<y<l

u(l,y,,t) = 1, 0<t,0<y<1 (6.4)
0

Z(2,0) =0, 0<t0<z<l

dy

w(z,1,2) = 0, Ot SsL]

Rexp(6)

5 R ,6 e « constantes. Para tempos pequenos a temperatura
v

em que D =

aumenta gradualmente numa drea circular em torno da origem. Num dado instante
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Figura 6.17 Equacdo de reacgdo-difusdo, histérias de temperatura em z =y = (

ocorre a igni¢ao e a temperatura passa rapidamente de um valor perto de 1 para
1+ . Simultaneamente forma-se uma frente de reac¢ao que se propaga circularmente
da origem para as fronteiras sujeitas a condi¢oes de Dirichlet. De acordo com [2] seja
R =05, a=1ed=20. Para coeficiente de difusao escolhemos d = 1 [2] e também
d = 0,1 [74, 85]. Uma escolha de um coeficiente de difusdo menor tem o efeito de
tornar a frente mais abrupta, especialmente quando a solugao se aproxima do estado
estaciondrio. A ignicao também ocorre mais cedo. A figura 6.17 mostra as histérias
de temperatura na origem para d = 1 e d = 0,1. Para d = 1 a ignicdo ocorre no

instante ¢ = 0, 289 enquanto que para d = 0, 1 ocorre em t = 0, 242.
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Simulagao numérica para d = 1

Neste exemplo, usando os mesmos parametros, realizdmos duas simulagoes, a primeira
partindo de uma malha uniforme & direita e a segunda de uma malha uniforme a
esquerda. O intervalo de tempo considerado foi 0 < ¢t < 0,4. Para ambas as simulagoes
usdmos uma malha com 9 x 9 nés espaciais uniformemente distribuidos no dominio
espacial e aproximagoes quadréticas. Os valores escolhidos para as constantes de
penalizacio foram ¢, = 107%,¢; = 1073 e ¢3 = 1075, Para valores de tolerancia
do integrador LSODIS considerou-se toll = tol2 = 10~7. As figuras 6.18 e 6.19
apresentam a evolucao da malha a direita e dos perfis da solugao interpolada em
diferentes instantes. Nas figuras 6.20 e 6.21 podemos observar perfis semelhantes
para a malha a esquerda. Observemos que os mesmos valores para as constantes de
penalizacao produzem um comportamento bastante diferenciado no que diz respeito
a0 movimento da malha. No caso da malha & direita os nés posicionam-se de modo
a descrever adequadamente a frente. Quando a solugao atinge o estado estaciondrio
0s noés reposicionam-se de modo a ocuparem uma posi¢ao de equilibrio no dominio
espacial. No caso da malha & esquerda o movimento dos nds é mais restrito, embora se
)
note uma evolu¢ao no sentido de se posicionarem nas regices de maior actividade. A

malha mantém uma disbribuigao quase uniforme, o que significa que o valor escolhido

para a constante ¢, nao é, para esta malha, suficientemente pequeno.
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Figura 6.18 Equagao de reacgao-difusao, d = 1, malha a direita e solugio
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Figura 6.21 Equacio de reac¢ao-difusao,d = 1, malha a esquerde e solugao
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Simulagao numeérica para d = 0, 1

Neste exemplo considerdmos uma malha inicial uniforme & direita com 7 x 7 nés
espaciais uniformemente distribufdos no domfnio espacial e aproximagaes cibicas. O
imtervalo de tempo considerado foi 0 < t < 0,4. Para valores de tolerincia do in-
tegrador LSODIS considerou-se toll = tol2 = 10~7. As constantes de penalizacio
usadas foram ¢, = 107, ¢; = ¢3 = 1079, sendo necessarias 2212 avaliagoes da matriz
jacobiana para completar a integracao. Para esta escolha das constantes o MEFM
produziu uma malha adaptativa que segue a frente abrupta, tal como a figura 6.22
ilustra. Na figura 6.23 estao representados os perfis da solucao interpolada em al-
guns instantes. E uma solugio com grau de precisio elevado, no¢ao subjectiva pois,
neste exemplo, apenas podemos comparar esta solugao com as solugoes disponiveis na
literatura, obtidas por outros processos numéricos. Neste caso os nés nio se reposi-
cionaram no domifnio espacial quando a solugao se aproxima do estado estacionrio.
Isso deve-se ao facto de o mimero de nés espaciais usados nao ser suficiente, de modo

a permitir deslocar alguns deles da regiao onde a solugao apresenta maiores variacoes.
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6.4 Sistemas de Equagoes de Burgers

Consideremos o seguinte sistema de equacgoes de Burgers [17]

—ifle— — e

ou ( Pu  O*u ) ou ou
p

ot 9 T oy? or Oy
% — ﬂ + @ = ta_v p—— 'U B'U
ot P\ozz " 52 o9z oy’

com ) <z,y <1et>0. Nas fronteiras assumimos condigoes de Dirichlet.

Uma solugao exacta é

. (1+exp((—4z+4y—t)/ (32;0)))_1

w(z,y,t) =

v(z,y,t) = =+~ (1+exp((—4z+4y—1t)/(32p)))"" .

o8 IR SN V]
PPN

(6.7)

(6.8)

A solugao representa uma frente abrupta em y = z+0, 25¢. Resolvemos este problema

para p = 0,01 no intervalo de tempo [0,3]. As condigoes de simulagao foram as

seguintes: malha espacial inicial uniforme a direita com 7 x 7, aproximagoes ciibicas,

toll = tol2 = 1075 e para valores das constantes de penalizacio ¢, = 1074, ¢; = ¢35 =

1075, O tempo de computagao foi de 67318 segundos, sendo avaliadas 264 matrizes

jacobianas. O nimero de chamadas & rotina RES e RESJAC foi 161020. A figura 6.24

ilustra o movimento da malha induzido pelo MEFM. As figuras 6.25 e 6.26 mostram

diversos perfis de cada uma das componentes da solugao interpoladas para uma malha

uniforme 21 x 21.
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Figura 6.26 Sistema de Burgers, perfis da segunda componente da solugao
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6.5 Propagacao de ondas de temperatura num leito fixo

O seguinte modelo bidimensional pseudo-homogéneo foi usado por Ferreira [34]
para descrever a propagagao de ondas de temperatura em leito fixo. A utilizagao
destes modelos fornece informagoes sobre a propagagao das ondas térmicas e o perfil
que se estabelece no sistema em condigoes estaciondrias. A descrigao matematica do
modelo é feita com base em equagbes de conservagao de energia para ambas as fases,
sem que se faca distincao entre as temperaturas do sélido e do fluido. Assume-se
dispersao axial de calor e que a transferéncia de calor na parede é governada por um
coeficiente global de transferéncia de calor. Assim, considerando que a temperatura 7’
nao é uniforme ao longo da secgao transversal da coluna, i.e., para além da coordenada
espacial z, 0 < z < L, L o comprimento da coluna, T' depende também da posi¢ao
radial 7, 0 < r < R, R o raio da secgao recta, T' = T'(z,r,60). A equacao de balanco
energético do modelo pseudo-homogéneo em regime transiente escreve-se

0°T(z,7,0) B
0z2

AC')T(z, r,0) _

60 Kae

uprde(z'r’ 0) ” K,eg (rdT(z,'r,E?)) 1

0z r Or or
(6.9)

onde 6 é a varidvel de tempo expressa em segundos, A = [,ofos +p,Cs (1 —¢)],
sendo

p;Cy a capacidade térmica volumétrica do fluido, J m™*(°K)~,

¢ a porosidade do leito,

p,Cy a capacidade volumétrica térmica do sélido, J m~(°K)~!,
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Kae a condutibilidade térmica axial, J m=3(°K)~1s~!

u, a velocidade, m s,

K,. a condutibilidade térmica radial, J m=3(°K)~1s~!.

Considerou-se que a coluna estava inicialmente a uma temperatura uniforme, 7j, e que
depois era perturbada a entrada por uma alimentacao quente de T, em escoamento
ascendente. A condigao inicial é

To sez,r>0
T(z,7,0) = (6.10)

Tp sez=0

e as condigoes de fronteira sao dadas por

T(0,r,0) = Tp
oL _
0z B
oT(z,0,0) S
—==2 =0 (6.11)
K TERD (1RO -T2

onde,

hwe € 0 coeficiente de transferéncia de calor médio na parede, J m™3(°K)~!s~!,
Ty € a temperatura inicial, °K,

Ty é a temperatura de alimentagao, °K,

T, € a temperatura ambiente, °K.
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Para se obter a equacao adimensional foram introduzidas as seguintes varidveis:

= 6.12

d To =1, (6.12)

r = -;i (6.13)

y = »:—2 (6.14)

‘= 2 (6.15)
Ti

el | - : : il
em que T = —, é o tempo de passagem e, ainda, os seguintes grupos adimensionais:
(s

Pe, = Eﬁ-{% (6.16)
Pe, = G;{—Cf’ (6.17)
Bi = h";f (6.18)
& = &-C;I—(C;—E) (6.19)

onde

Pe, ¢ o mimero de Peclet axial térmico,
Pe, é o mimero de Peclet radial térmico,
Bi ¢ o nimero de Biot,

&, ¢ o parAmetro de capacidade térmica.
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A equagao (6.9) adimensional escreve-se

or- 1 0°T* 8T‘+ L 82T*+ L a1
Ot  Pe, Oz2 dxr  RPe, 0y*  yRPe, Oy’

(1+&5) (6.20)

A condigao inicial é

Ty sex,y>0
T*(z,y,0) = (6.21)

1 sex=0

e as condigoes de fronteira sio dadas por

T°(0,y,8) = 1 (6.22)

oT*(1,y,t)
or

oT*(z,0,1)
dy

ariz;1,t)
dy

= 0 (6.23)
=0 (6.24)

= —Bil"(z,1,¢). (6.25)

Nas simulagées realizadas, considerou-se Pe, = 100, Pe, = 500, Bi = 8 e &= 1,3,
Admitimos que a coluna estava inicialmente equilibradz‘i a uma temperatura uniforme
Ty = 20°C' e que depois era perturbada a entrada com uma alimentacao quente de

Tr = 56°C'. A condigao de fronteira definida pela equagio (6.22) foi modificada para
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entrada em exponencial

T*(0,y,t) =1+ (T5 — 1) exp(—100t). (6.26)

Exemplo 1: Neste primeiro exemplo considerou-se a temperatura ambiente igual a
temperatura inicial, i.e., 7, = Tp = 20°C. A malha inicial ¢ uma malha nao uniforme a
direita caracterizada pela distribuigao de nés com abcissas z = 0, z = 0,05, z = 0, 1,
t=02z=042=0Texz=1eordenadasy =0,y =0,2, y = 0,4, 2=10,6,
y=0,8¢ey=1. A escolha de uma malha inicial nao uniforme deve-se ao facto de a
solugao inicial ter um perfil axial abrupto em z = 0. O intervalo de tempo considerado
foi 0 < t < 4. Os valores para as constantes de penalizacao foram ¢; = 1072,¢; =¢3 =
10~%. Para valores de tolerdncia do integrador LSODIS considerou-se toll = tol2 =
10~7 e considerdmos aproximacoes quadraticas. O tempo de computagao foi de 14554
segundos, sendo avaliados 437 matrizes jacobianas e calculados 86920 resfduos. Na
figura 6.27 estao representadas as histérias de temperatura no meio da coluna (= 0,5
e y = 0), na parede (z = 0,5 e y = 1) e a média do topo (y = 1). A figura 6.28
mostra os perfis de temperatura em vérios instantes.

A figura 6.29 apresenta a evolugiao da malha para esta simulagao. Seguida-
mente e nas condicoes da simulagio anterior realizdmos uma simulagao em que se
consideraram aproximacoes cibicas. A figura 6.30 mostra a evolugao da malha nessa
situacio. Ao passar de aproximagoes quadraticas para ciibicas a malha tornou-se

menos adaptativa. Para a tornarmos mais adapativa serd necessario escolher para
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Figura 6.27 Propagagdo de ondas térmicas, T, = 20°C', histérias de temperatura

valor da constante ¢; um valor menor. A figura 6.31 mostra o movimento da malha
induzido pelo MEFM simulado nas condigoes anteriores, com aproximagoes ciibicas
e ¢ = 107*. Como podemos constatar os nds posicionam-se nas regioes de maior
variagao da fungdo, i.e., em £ = 1 e numa vizinhanga de (0,1). A qualidade das
solugoes numérica obtidas com estas simulagoes é semelhante. No entanto os custos
computacionais sao mais elevados quando se aumenta o grau da aproximacio ou se

diminui Ca.
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Figura 6.28 Propagagao de ondas térmicas,7, = 20°C), perfis de temperatura
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Exemplo 2: Simulemos agora o mesmo problema com as mesmas condicoes do
exemplo 1, considerando a temperatura ambiente 7, = 24°C, tal como em [34].
Nestas condigoes, no instante inicial existird um perfil radial em que a temperatura
na parede serd muito préxima da temperatura ambiente, T, = 24°C’ E isso que esta
realgado nos primeiros instantes da histéria de temperatura na parede da coluna
( = 0,5 ey = 1) da figura 6.32. A temperatura sofre uma variacao inicial e
depois mantém-se praticamente constante até ao instante em que é afectada pela
onda térmica. Nesta figura sao também representadas as histérias de temperatura no
meio da coluna (z = 0,5 e y = 0) e a média do topo (y = 1).

Os parametros relativos ao método foram os mesmos que os considerados na
primeira simula¢ao do exemplo 1.

A figura 6.33 apresenta os perfis de temperatura em virios instantes. Observe-
mos que, nos instantes iniciais e enquanto nao se faz sentir o efeito da onda térmica,
a solu¢ao na parede da coluna, y = 1, estd acima de 20°C. A figura 6.34 ilustra a

evolugao da malha nos mesmos instantes.
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Figura 6.32 Propagagdo de ondas térmicas, 7, = 24°C, Pe, = 100, histérias de
temperatura
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Figura 6.33 Propagacao de ondas térmicas, T, = 24°C, perfis de temperatura
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Figura 6.34 Propagagao de ondas térmicas, T, = 24°C, evolugao da malha
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Exemplo 3: Neste exemplo pretendemos simular o efeito do mimero de Peclet
axial térmico sobre o comportamento do sistema. Quando Pe, ¢ elevado, o que
corresponde a uma dispersao axial térmica desprezavel, a variagao transiente da onda
térmica tende a ser uma resposta do tipo degrau, tal como a perturbagao térmica de
entrada. Sob o ponto de vista numeérico, a equagao parabélica que descreve o modelo
torna-se quase hiperbélica, aumentando as dificuldades de resolugao. Considerdmos
as condigoes do problema no exemplo 2 e um valor elevado para Pe,, Pe, = 1000.
As condigoes relativas ao método para esta simulagao sao as da segunda simulagao
do exemplo 1, ¢; = 1072, ¢; = ¢ = 107, toll = tol2 = 107 e aproximacoes ctibicas.
O tempo de computacao foi de 63164 segundos. A figura 6.35 apresenta as historias
de temperatura na parede da coluna (z = 0,5 e y = 1), as histérias de temperatura
no meio da coluna (z = 0,5 e y = 0) e a média do topo (y = 1). O efeito do valor
de Pe, sobre o comportamento do sistema é representado nas figuras 6.32 e 6.35. A

figura 6.36 mostra o perfil de temperatura que se forma no instante ¢t = 1, 5.
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Figura 6.35 Propaga¢do de ondas térmicas, T, = 24°C, Pe, = 1000, histérias de
temperatura
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Figura 6.36 Propagagdo de ondas térmicas, T, = 24°C, Pe, = 1000, perfil de
temperaturaem t = 1,5
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Figura 6.37 Propagacao de ondas térmicas, T, = 24°C, Pe, = 1000, perfil de
temperatura em t = 2
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6.6 Conclusoes e Notagao

O MEFM desenvolvido mostrou-se eficaz na resolugio de problemas de evolugao
em espacos bidimensionais. No entanto, a sua aplicacio em 2-D é mais complexa do
que em 1-D, uma vez que a distor¢ao da malha é mais frequente e o controlo dos
diversos parametros mais dificil. Um aspecto interessante observado é o efeito dos
parametros de penalizagdo no movimento da malha e na qualidade da solucdo. A
primeira conclusao a retirar ¢ que o mesmo conjunto de constantes de penalizagao
produzem, para o mesmo problema, efeitos diferentes no movimento da malha, de-
pendendo da malha inicial e do grau da aproximagao escolhidos. Deste modo torna-se
diffcil definir um conjunto de constantes de penalizacio padrao. Contudo os valores
de ¢; = ¢3 = 107° e ¢; no intervalo [1074,107?] mostraram-se apropriados na res-
olugao de diversos problemas. Em muitas situagoes, movimentos distintos da malha
produzem solugoes de qualidade semelhante, em especial se se considerarem aproxi-
magcoes de grau elevado. Na definicao dos pardmetros relativos ao método devemos
ter em conta que o aumento do grau da aproximagao se reflecte no aumento da dimen-
sao do sistema de EDO a resolver. Por outro lado um valor pequeno de ¢, torna esse
mesmo sistema mais stiff, sendo necessério exigir tolerancias elevadas ao integrador

LSODIS, o que acarreta custos computacionais considersveis.

Uma outra conclusao importante diz respeito a relagiao entre as malha geradas
pelo MEFM e principios de equidistribui¢io. Em 2-D nao existe nenhuma teoria

disponivel para predizer o comportamento dos nés da malha quando a solugao se
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aproxima do estado estacionédrio. Nos exemplos numéricos que apresentdmos, verifi-
camos que para uma malha com um mimero suficiente de nés, estes se reposicionam
segundo um certo principio de equidistribuigao, quando as solugoes se aproximam do
estado estacionario. Este principio é caracterizado por alguns nés se deslocarem da

regiao da frente para ocuparem uma posigao mais equitativa no dominio espacial.

Geral

e ¢;, i =1,2,3, constantes de penaliza¢ao do i-ésimo elemento finito

e tol, tolerdncia relativa & amplitude nodal

e tol, tolerancia relativa as posigoes nodais

Equagao de convecgao-difusao

p coeficiente de difusao

t varidvel temporal normalizada

x varidvel espacial normalizada

y variavel espacial normalizada

u(x,y,t) velocidade

Reacgao com difusao

e ( coeficiente de difusao
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e | varidvel temporal normalizada

x variavel espacial normalizada

y varidvel espacial normalizada

e u(z,y,t) temperatura

Sistema de equagoes de Burgers

e p coeficiente de difusao

e t variavel temporal normalizada

x varidvel espacial normalizada

e y varidvel espacial normalizada

u (x,y,t) primeira componente da variavel independente

v (z,y,t) segunda componente da varidvel independente

Propagagao de ondas de temperatura em leito fixo

® hye coeficiente de transferéncia de calor médio na parede

t variavel temporal normalizada

1 a velocidade

x varidvel axial normalizada
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e y varidvel radial normalizada

e B mimero de Biot

o K, condutibilidade térmica axial

e K,. condutibilidade térmica radial

e [ comprimento da coluna

e Pe, numero de Peclet axial térmico

e Pe,. mimero de Peclet radial térmico

e 1 raio da secgao recta da coluna

e T'(z,r,0) temperatura na coluna

e T*(z,r,0) temperatura na coluna, adimensional

e T, temperatura ambiente

e T temperatura de alimentagao

e T, temperatura inicial

e £ porosidade do leito

e () varidvel de tempo

€, parametro de capacidade térmica
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* pyCy a capacidade térmica volumétrica do fluido

e p,Cs a capacidade térmica volumétrica do sélido

e 7 tempo de passagem



Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Consideragoes finais

Nesta tese considerdmos a aplicagao do método dos elementos finitos para a semi-
discretizagao de problemas de evolugao em 1-D e em 2-D, usando malhas espaciais
que se deformam continuamente no tempo. Em particular, investigdmos o método

dos elementos finitos méveis com aproximagoes de grau superior a 1.

Para espagos unidimensionais desenvolvemos e implementdmos uma formu-
lagao do MEFM que permite resolver com precisao uma classe de problemas evolu-
tivos, descrita por sistemas implicitos de EDP do tipo

ou 0u

G(z,t, u)% =z, u)(?:r? + H(z,t,u, E’E)’

que constitui uma extensao ao trabalho de Sereno. Esta formulagao baseia-se na cons-

trugao de uma solugao aproximada usando fungoes polinomiais de grau arbitrario em
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cada elemento finito. Foram introduzidas novas técnicas para aproximar os integrais
que envolvem segundas derivadas espaciais e que ndo tém existéncia no espago a que
a solugao aproximada pertence. Esta técnica permite o calculo numérico de todos 0s
integrais intervenientes na formacao das equagoes gerais do MEFM, sem necessidade
de, para cada problema, se catalogar os diversos integrais a avaliar. No que respeita
as singularidades inerentes ao MEFM foram consideradas funcdes de penalizagao que,
para além de tornarem a matriz nao singular, tém o efeito acrescido de regularizar o
movimento da malha, permitindo obter malhas que se adaptam ao comportamento da
solugao. O MEFM foi implementado associando uma malha espacial a cada varidvel
dependente do sistema de EDP a resolver. As penalizagoes podem ser caracterizadas
elemento a elemento e nao interferem na qualidade da solugao, no sentido de que

diferentes constantes de penalizagao produzem solugdes de qualidade semelhante.

O algoritmo computacional baseado no MEFM permitiu resolver vérios pro-
blemas provenientes da Engenharia Qufmica. Partindo de uma malha espacial com os
nos centrados a esquerda foi possivel obter um conjunto de parametros padrao para
a resolu¢ao dos diferentes problemas, limitando a551m a experimentagao numérica
necessdria a escolha dos melhores valores para as constantes de penalizagao, tolerdncia
do integrador de EDO e posicao inicial dos nés espaciais. Com base nos resultados
numeéricos obtidos podemos afirmar que o MEFM ¢é um instrumento poderoso para o
célculo de solugbes numeéricas de problemas de evolugao modelizados por EDP, cujas

solugoes exibem regioes de grande actividade espacial que se movem no tempo.
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Os mesmos principios que fundamentam o MEFM com aproximacoes poli-
nomiais de grau arbitrdrio em 1-D foram aplicados em espagos bidimensionais, na
resolugao de problemas de evolugao do tipo

du 9*u d*u du Ou

—=F &€, ,t,l.l——' F ﬂ:)'ltsu'—' H ) |t} ' ) oy
i{z, v, ty0) ==+ Fa(x;y 8, u)— +H(z,y % o By

ot oz Oy? )

sujeitos a condigoes iniciais e a condigoes de fronteira de Dirichlet, de Neumann ou
de Robin. O MEFM foi implementado considerando uma unica malha triangular
hexagonal conforme e, quer a interpolagao, quer o célculo dos integrais, foi efectuada
usando coordenadas baricéntricas. Para o cdlculo da derivada temporal da solugao
¢ necessario avaliar as derivadas da solugao aproximada com respeito as posi¢oes
nodais. Foi deduzido um resultado que permite relacionar estas derivadas com as
derivadas parciais espaciais da solugao. Relativamente a singularidade da matriz de
massa mantivemos o uso de funcoes de penalizagao, introduzindo novas fungoes que
dependem da drea de cada elemento finito. Para o cédlculo dos integrais que envolvem
segundas derivadas espaciais, sobre o suporte de um né espacial, aproximamos a
solug¢ao aproximada por uma sua suavizagao. Mostramos que, para uma certa classe
de problemas, apenas é necessario calcular estes integrais no interior dos elementos
finitos e nas arestas adjacentes a um né espacial. O cédlculo dos integrais sobre as
arestas ¢ feito com base nas técnicas desenvolvidas para 1-D. Deste modo todos os
integrais que figuram nas equagoes gerais do método sao calculados por integragao

numérica, independentemente do problema a tratar.
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O MEFM foi aplicado com sucesso a varios problemas de evoluciao em 2-D.
Ficou demonstrado que é possivel obter boas solugdes numéricas de problemas dificeis
usando aproximagoes de grau elevado. Foi também investigado o efeito das constantes
de penalizagao na evolugdo da malha e na qualidade da solugao. Da experimentacao
numérica ficou claro que as constantes de penalizacao, para além de evitarem as
singularidades, regularizam o movimento da malha, mas nao o determinam. Para o
mesmo problema,as mesmas constantes produzem malhas com movimentos distintos
se se considerarem, por exemplo, malhas iniciais distintas ou aproximacoes de grau
diferente. Por outro lado podemos obter solugoes com precisao semelhante usando
constantes de penalizagao distintas.

Em conclusao pensamos que o método e algoritmo computacional desenvolvi-
dos constituem uma importante contribuigéo para a resolugao de problemas de evolucao
cujas solugoes apresentam regioes de grande actividade espacial, méveis com o tempo.
O MEFM reduz grandemente o nimero de graus de liberdade exigidos para resolver
com precisao certos problemas de evolugao. Reduz também, de forma significativa,
a dispersao associada a malhas fixas. Numa outra perspectiva o MEFM d4 uma res-
posta adequada a questao de como deformar a malha espacial de modo a descrever

da melhor forma o comportamento da solugao.
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7.2 Perspectivas de desenvolvimento futuro

No seguimento do trabalho desenvolvido nesta tese existem varias possibilidades de

trabalhos futuros de entre os quais destacamos:

a) Aplicacao do MEFM em 2-D a dominios nao rectangulares.
b) Aplicagdo do MEFM em espacos bidimensionais a problemas com fronteiras méveis.

¢) Generalizagao do MEFM de modo a permitir a simulagao de sistemas fisicos em

espagos tridimensionais.

d) Estudo das relagoes observadas na experimentagao numérica entre o movimento
das malhas e principios de equidistribui¢ao. Uma investiga¢io cuidada deste
tema levard a constru¢ao de um método mais robusto, i.e., menos dependente

dos parametros definidos pelo utilizador.

Entretanto serd interessante a aplicagio do MEFM em 2-D a problemas reais
provenientes de outras dreas da Engenharia. Serd também importante rever a uti-
lizagao do integrador de equagoes diferenciais ordindrias LSODI de passo e ordem
varidvel. Trata-se de um integrador poderoso, no entanto os custos computacionais
que acarreta sao elevados. Pensamos ser possivel tirar partido de um cédigo menos
complexo mas mais rapido e mais adaptado aos sistemas de EDO gerados pela dis-

cretizacao espacial das EDP pelo MEFM.
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