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Sumario

O objectivo essencial do trabalho de investigagido levado a cabo
no ambito da elaboragdo da presente tese consistiu no desenvolvimento
de um conjunto de programas de calculo automatico destinados a efectuar
a andlise estocastica do comportamento dinadmico de sistemas
estruturais deterministicos, com funcionamento linear ou ndo-linear,
quando sujeitos a excitag¢des sismicas aleatérias idealizaveis através
de processos estocasticos vectoriais estacionarios ou nao-
~estaciondrios modulaveis.

O texto apresentado serve também para organizar e desenvolver as
principais formulagcdes da Dindmica Estrutural Estocastica passiveis
de serem utilizadas para esse fim, e que sio particularmente numerosas
ao nivel dos sistemas ndo-lineares, dada a inexisténcia de uma teoria
geral e exacta para a abordagem do problema nesta situacgéo.

E atribuida uma importancia especial & consideracdo de
ndo-linearidades de natureza histerético-degradativa, particular-
mente frequentes no dominio da engenharia civil, destacando-se o papel
desempenhado a este nivel pelo método de linearizacdo estocastica
equivalente, aliado & utilizacdo de modelos histeréticos diferenciais,
como o de Bouc-Wen e seus sucedineos.

A descrigdo da arquitectura dos programas de calculo automatico
desenvolvidos com base nas principais formulacdes expostas é com-
plementada sistematicamente com a apresentagao de exemplos praticos
elucidativos, tomando como referéncia os casos de estruturas
reticuladas planas, de cascas (barragens do Alto Lindoso e Caldeirao)
e de estruturas do tipo "shear-building".

A finalizar, apresentam-se ndo sé diversas conclusdes e
consideragdes adicionais resultantes quer de reflexdes diversas acerca
das potencialidades das véarias formulagdes descritas, quer dos
exemplos de aplicagdo tratados, mas também um conjunto de ideias que
permitem perspectivar novos tépicos de interesse em termos de
investigagéo, na continuidade de todo o trabalho até agora realizado.



Abstract

The aim of the research work presented in this thesis was the
development of software suitable for the stochastic analysis of the
dynamic behaviour of deterministic structural linear or non-linear
systems under random earthquake excitations, modeled by stationary
or non-stationary vectorial stochastic processes.

This dissertation also gives a contribution for the organization
and development of the most interesting formulations of the Stochastic
Structural Dynamics that can be used for that purpose, particularly
in the field of the non-linear systems, in which no general and exact
theory to assess that problem exists yet.

Special emphasis is given to the consideration of hysteretic
degradative structures, very common in civil engineering problens,
as well as to the important role that the equivalent linearization
method and the differential hysteretic models, like Bouc-Wen model,
can play in this domain.

All the computer programs developed are conveniently described
in terms of their arquitecture, and practical examples are siste-
matically presented, considering the behaviour of plane frames, shells
(Alto Lindoso and Caldeirdo dams) and shear-buildings.

At the end, the main conclusions of this thesis are underlined
and new interesting topics of research are presented in order to
continue this work.
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Programas de calculo automético desenvolvidos

PROG1

Programa de andlise estocastica da resposta aleatdria de
estruturas reticuladas planas com comportamento linear elastico,
sujeitas a excitagdes sismicas idealizadas através de uma amostra de
certa duragdo de um processo estocadstico estacionario de valor médio
nulo e densidades espectrais de poténcia conhecidas, tomando por base
a utilizagdo de uma formulagédo modal.

PROG2

Programa alternativo de andlise estocdstica da resposta sismica
estaciondria de estruturas reticuladas planas com comportamento linear
elastico baseado numa formulagdo de estado, sendo a matriz de
covaridncia da resposta obtida através da resolucdo de uma equacgdo
de Liapunov.

PROG3

Programa de andlise sismica de estruturas reticuladas planas de
funcionamento linear elastico através do recurso aos espectros de
resposta regulamentares, e efectuando uma ponderacdo quadratica
corrigida das diversas contribuigdes modais baseada na utilizacdo dos

coeficientes de correlagdo espectral referidos por Kiureghian.

PROG4

Programa de andlise estocdstica do comportamento dindmico de
cascas em regime elastico e linear, sujeitas a accdes sismicas
caracterizadas através das densidades espectrais de poténcia conjuntas
relativas as trés componentes de translacdo do movimento de base
definidas pelo Regulamento de Seguranca e Acgdes.
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Programas de Cilculo Automitico Desenvolvidos

PROGS

Programa de andlise estocastica da vresposta aleatéria nao-
-estacionaria de uma estrutura reticulada plana em regime elastico
e linear sujeita a um movimento sismico horizontal idealizado através
de um ruido branco evolutivo.

PROG®6

Programa de andlise estocastica da resposta aleatéria néo-
-estaciondria de uma estrutura reticulada plana com comportamento
elastico e linear sujeita a um movimento sismico horizontal idealizado
atraves de um processo ndo-estacionario modulavel do tipo ruido branco
filtrado.

PROG7

Programa de andlise estocastica da resposta aleatdria estacionaria
de uma estrutura de tipo "shear-building” de comportamento bilinear
elastico, sujeita a um movimento sismico horizontal caracterizado
pelos espectros de poténcia regulamentares, tomando por base o método
de linearizagdo estocastica equivalente.

PROGS

Programa de andlise estocéastica da resposta sismica estacionaria
de uma estrutura de tipo "shear-building" com comportamento his-
teretico idealizado através do modelo diferencial de Bouc-Wen, baseado
no método de linearizagdo equivalente e na utilizagdo de uma formulacdo
de estado em que a matriz de covariancia da resposta é obtida atraveés
da resolugdo de uma equagdo de Liapunov.

PROGY

Programa de anadlise estocastica da resposta sismica nio-
-estacionaria de uma estrutura de tipo "shear~building" com com-
portamento histerético idealizado através do modelo diferencial de
Bouc-Wen, elaborado mediante o recurso ao método de linearizacgdo
equivalente, e seguindo uma formulagdo modal complexa.



"The necessity of a theory of stochastic processes
for the description of physical phenomena in a
conceptually, analytically, and computationally
tractable form is by now understood and accepted,
and the steady trend in theories from linear-
-deterministic to nonlinear and stochastic must be
regarded as the primary goal of future research
efforts. "

Bellman (1960)

"More than two decades later that prediction can
be seen to be proven true. The use of probabilistic
methods has been adopted for forced upon researches
and designers in all the engineering disciplines,
biosciences and econometrics."

Benaroya (1984)
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INTRODUCAO

1 - IMPORTANCIA, ANTECEDENTES E EVOLUCAO HISTORICA
DA DINAMICA ESTRUTURAL ESTOCASTICA

A necessidade cada vez mais sentida de quantificar de forma
bastante rigorosa o efeito que, sobre o comportamento das estruturas,
e exercido por forcas associadas a diversos fendmenos naturais, apenas
susceptiveis de serem convenientemente caracterizados em termos
probabilisticos, fruto de diversas aleatoriedades de natureza temporal
e espacial, fez recair sobre a Teoria das Probabilidades um papel da
maior relevancia no dmbito da Dinamica Estrutural, a semelhanca alias
do que tem vindo a suceder noutras areas da Engenharia, das Ciéncias
da Terra e da Economia.

Desse modo, é hoje viavel a aplicacdo de métodos probabilisticos
a andlise de problemas tdo diversos como o da quantificacgédo dos efeitos
dos sismos ou do vento sobre edificios, pontes e barragens, do efeito
das ondas do mar sobre estruturas ocelnicas, de pressdes exercidas
sobre avides ou engenhos aeroespaciais em resultado de fendémenos de

turbuléncia, ou da irrequlariedade dos pavimentos sobre veiculos
automoveis.

Nesse sentido, ndo sé foram criados modelos matematicos capazes
de permitir uma adequada caracterizagdo de diferentes tipos de
excitagbes de natureza aleatdéria, como também foram desenvolvidas
formulagées tedricas com vista a quantificacdo dos seus efeitos sobre
0 comportamento estrutural.

E se inicialmente o recurso a abordagens probabilisticas era
essencialmente justificado pela natureza aleatéria das acgbes actu-
antes, recentemente o seu campo de aplicagdo tem-se tornado cada vez
mais vasto, podendo contemplar-se a propria incerteza estatistica
associada a definicdo das propriedades estruturais.
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Por outro lado ainda, do estudo de problemas locais ou de curto
prazo, como a andlise da resposta estrutural a uma excitagdo aleatodria
idealizada de forma estocastica, tem-se tentado passar ao estudo de
problemas globais ou de longo prazo, nos quais se procura caracterizar
a evolucdo temporal da fiabilidade estrutural de um sistema submetido
a uma sequéncia de miltiplas ac¢des aleatdrias ao longo do seu periodo
de vida util, como pode suceder, por exemplo, com as estruturas de
edificios sujeitas a sucessivas acgbes sismicas, ou com estruturas
aeronauticas na sequéncia da realizagdo de um grande numero de Voos
[202].

Apesar de os principais trabalhos de investigagdo no campo da
Dindmica Estrutural Estocastica terem surgido somente a partir dos
anos sessenta, e de o0s conhecimentos relativos a esta A4rea se
encontrarem bem menos disseminados por entre estudantes e investi-
gadores que os relativos a Dindmica Estrutural Deterministica, data
logo do inicio do século a primeira aplicagdo de métodos estocasticos
ao estudo de fendmenos fisicos. Com efeito, foi Einstein [98] guem
pela primeira vez utilizou o conceito de processo estocastico na
modelagdo do movimento Browniano de particulas livres, campo em que
se registaram posteriormente outras contribuicdes valiosas até aos
anos quarenta, designadamente por parte de Smoluchowski [208], Fokker
[103], Planck [179], Ornstein [163], Uhlenbeck [233] e Wang [244].

Ndo foi, no entanto, apenas nesses desenvolvimentos tedricos
registados no mundo da Fisica que se veio posteriormente a apoiar a
Dindmica Estrutural Estocdastica, ja que entretanto outros estudos de
grande utilidade tiveram lugar nos dominios da teoria do controlo de
sistemas e da teoria das comuhicaqées, de que é paradigma a notavel
publicagdo de Rice [188], para além de, em paralelo com todos esses
trabalhos de fisicos e electrotécnicos, se ter consolidado uma sélida
teoria matematica ligada aos processos estocasticos e & analise
espectral, campo em que se destacam os contributos de Wiener [254],
Khintchine [127] e Kolmogorov [134].

Foi porém apenas no decorrer da década de cinquenta que a Dindmica
Estrutural Estocdstica recebeu um forte impulso no &mbito do estudo
de vibragées em fuselagens de avides a jacto causadas quer pela
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excitagdo acustica dos motores, quer por fendmenos de turbuléncia
atmosférica [183]. Simplesmente, do aproveitamento de todo o trabalho
anterior levado a cabo nos dominios da Fisica, da Matematica e da
Electrotecnia, resultou com relativa facilidade uma teoria geral de
andlise do comportamento dindmico de sistemas lineares sujeitos a
excitagdes aleatérias gaussianas, posteriormente utilizada emn
variados dominios, nomeadamente na anilise probabilistica da resposta
de estruturas oceénicas as ac¢gdes das ondas do mar [218], de estruturas
de edificios e pontes a acgdes sismicas [93, 237] ou do vento [81],
e de veiculos automdéveis ou comboios devido as irregularidades do
pavimento ou dos carris de apoio [198].

Sucede contudo que muitos dos sistemas estruturais apresentam
acentuadas formas de comportamento ndo-linear, tanto mais nitido
quanto mais severas sdo as excitagdes actuantes e mais elevado é o
nivel das vibragées provocadas, facto que &, por exemplo, particu-
larmente importante em estruturas de edificios sujeitas a acgbes
sismicas.

Por essa razdo, boa parte dos trabalhos de investigag¢do a nivel
mundial tém incidido, especialmente ao longo das ultimas trés décadas,
sobre a andlise estocdstica do comportamento dindmico de sistemas
nao-lineares, muito embora os problemas gque se colocam nesta Aarea
apresentem bem maior delicadeza e complexidade, dado ndo se ter
conseguido ainda estabelecer uma teoria geral e exacta para o tra-
tamento desta questao.

Sendo a excitagdo idealizavel através de um ruido branco gaussiano,
pode comprovar-se, atendendo a teoria matematica das equagdes dife-
renciais estocédsticas, que a resposta pode ser traduzida por um
processo de Markov (8, 47], obedecendo a correspondente funcéo
densidade de probabilidade de transicdo a uma equacdo diferencial
estabelecida por Fokker, Planck e Kolmogorov.

Simplesmente esta forma de abordagem do problema, embora constitua
actualmente a unica via susceptivel de conduzir a resultados exactos,
é fortemente restritiva, particularmente nos casos de excitagdes
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ndo~estacionadrias e de sistemas de multiplos graus de liberdade, en
virtude da inexisténcia de um procedimento geral para obtengao da
solugdo analitica daquela equagao diferencial [47].

Nessas circunstédncias, ndo é de estranhar que se tenha registado
um grande numero de tentativas de exploracgédo de abordagens aproximadas,
umas vezes baseadas na equagao de Fokker-Planck-Kolmogorov, e outras
nas proprias equacgdes de equilibrio dinédmico [34, 191, 192, 227].

Embora sejam extremamente numerosos os métodos aproximados
ensaiados, encontrando-se as respectivas formulagdes publicadas em
teses, relatdrios de investigagdo, comunicagdes de conferéncias e
revistas internacionais, todos eles enfermam de limitagdes mais ou
menos acentuadas.

De entre todas as vias possivels de analise, destacam-se porém
o método de linearizagdo estocastica equivalente [212] e as técnicas
de simulag@o digital [201] como agquelas gue encerram maiores
potencialidades no que concerne ao tratamento de estruturas de relativa
complexidade, pesem embora algumas reservas que possam ser colocadas
ao nivel do rigor da andlise de valores extremos da resposta
ndo-gaussiana, no primeiro caso, ou da eficiéncia do método em termos
de tempo de cdlculo dispendido, no segundo.

Por esse motivo, as mais recentes aplica¢des de maior interesse
pratico dos métodos de analise estocdstica no dominio da engenharia
sismica tém-se apoiado nessas duas vias, procurando-se simultaneamente
ter em consideragdo o comportamento ndo-linear e o comportamento
histerético-degradativo caracteristico das estruturas de engenharia
civil mais correntemente analisadas.

Para o efeito, houve necessidade de recorrer a modelos de com-
portamento histerético que ndo sé traduzissem com suficiente fide-
lidade o funcionamento estrutural, como também fossem susceptiveis
de proporcionar um tratamento matematico eficiente do problema. Nesse
sentido, e por esta ultima razdo, tornou-se conveniente traduzir o
comportamento histerético dos sistemas mediante a consideracdo de
varidveis auxiliares endécrinas, reguladas por equacdes diferenciais
ndo-lineares, capazes de reflectir, em cada instante, a influéncia
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da histéria passada [32, 251)], podendo varios dos parametros nelas
intervenientes, condicionadores da configuracido dos ciclos his-
teréticos, ser determinados com base em técnicas de identificacédo de
sistemas que entretanto tém vindo a ser desenvolvidas [220, 252].

De facto, se é certo que os modelos histeréticos baseados em leis
empiricas de carga-descarga [59], como os modelos bilinear, de
Ramberg-Osgood, Clough, Takeda, ou de Costa e Costa sdo passiveis de
facil utilizacdo quando se envereda pela via deterministica de
integragdo no tempo, e portanto também quando se recorre a técnicas
de simulagédo digital, j& o mesmo ndo sucede quando se procura seguir
o método de linearizagdo estocastica equivalente. Entdo, é francamente
preferivel recorrer a modelos diferenciais como o introduzido por
Bouc e Wen, e mais recentemente desenvolvido por Baber [19], Noori
[159], Park [169], Mochio e Samaras [155], possibilitando também
simular os efeitos da degradacdo de rigidez e resisténcia, o efeito
de "pinching”, e mesmo a abordagem de problemas de flexdo bidireccional
de pecas lineares, ou de estados de tensdo plana.

Para além disso, tem-se registado um esfor¢o crescente por
incrementar o nivel de sofisticagdo dos modelos estruturais utili-
zados, passando, por exemplo no caso da andlise sismica de estruturas
porticadas, da consideragédo de modelos planos do tipo "shear-building"
para modelos planos com roétulas ineldsticas usualmente localizadas
nas extremidades das barras [19, 37], ou mesmo, ainda mais
recentemente, para modelos tridimensionais [42].

Desta forma, a evolucdo sofrida pela Dindmica Estrutural
Estocastica na optica da Engenharia Sismica, ao longo dos ultimos
anos, embora nao possa classificar-se de extraordinariamente rapida,
por virtude da grande complexidade do tema tratado, tem sido todavia
suficientemente segura e progressiva para que se deva procurar
utiliza-la como ferramenta de andlise e dimensionamento no &mbito da
Engenharia de Estruturas.

wxix



Introdugio

2 - OBJECTIVO E JUSTIFICACAO DO TRABALHO DE INVESTIGACAO
REALIZADO

A escolha do tema da presente dissertacédo resultou de um esforgo
de detecgdo e eliminagdo de algumas das principais lacunas sentidas
ao nivel da investigagdo nas areas da Dinamica de Estruturas e Enge-
nharia Sismica da Faculdade de Engenharia do Porto, tendo-se para o
efeito procurado confrontar o conteido de anteriores trabalhos de
pesquisa nesse dominio, levados a cabo por investigadores da FEUP,
con aquilo que se pode considerar porventura um dos mais ambiciosos
desideratos que se podem colocar haquela area do saber, e que é o de
procurar dispor de meios de analise e de dimensionamento de sistemas
estruturais com comportamento linear, ndo-linear e eventualmente
histerético, quando sujeitos a excitagdes dinamicas de qualquer
natureza (deterministica ou aleatdria), podendo inclusivamente ter-se
em linha de conta uma caracterizacdo probabilistica das propriedades
da estrutura, ou seja, contemplande também as questées relativas a
estocasticidade do préprio sistema.

Raciocinando desse modo, pdde concluir-se com facilidade que até
1985 era ainda relativamente escasso o trabalho de investigacéao
desenvolvido na Secgdo de Estruturas da FEUP no ambito da Dinamica
de Estruturas e da Engenharia Sismica, para o que, por certo, tera
contribuido em larga medida a reduzida importancia atribuida durante
vdrias décadas, pela anterior regulamentagdo portuguesa de estruturas ’
as acgbes sismicas na analise e dimensionamento de estruturas
localizadas na zona norte do territdrio nacional.

Simultaneamente, pdde também constatar-se que todos os estudos
até entdo realizados, exclusivamente virados para o desenvolvimento
de modelos numéricos, e essencialmente da autoria de Delgado [85],
se basearam apenas na utilizagdo de formulagdes de caracter deter-
ministico, pressupondo a natureza linear dos sistemas estruturais,
e efectuando a analise da resposta através de métodos de integracao
no tempo ou da técnica de sobreposigéo modal, sendo a caracterizacgdo
da acgdo sismica realizada em termos de acelerogramas tipo ou de
espectros de resposta.
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Por outro lado, verificou-se ainda que, embora o panorama fosse
substancialmente diferente em termos nacionais, essencialmente fruto
de uma notavel tradigdo de investigacgdo nos dominios da Dindmica de
Estruturas e da Engenharia Sismica registada ao longo das ultimas
trés décadas no Laboratério Nacional de Engenharia civil, para o que
em muito contribuiram nomeadamente os trabalhos de Ferry Borges,
Ravara [185], Jervis Pereira [173], Teixeira Duarte [93] e Sousa
Oliveira [161], muito raras e pontuais foram as incursées registadas
no campo da aplicagdo dos métodos probabilisticos a analise dinamica
de sistemas ndo-lineares.,

Nestas circunsténcias, entendeu-se do maximo interesse desen-
volver, ao longo dos ultimos cinco anos, um trabalho de investigacdo
na area da Dindmica Estrutural Estocastica, compreendendo duas
vertentes distintas, nomeadamente:

a) o desenvolvimento de meios experimentais para a analise do
comportamento dindmico de estruturas sujeitas a vibracgdes
aleatorias;

b) o desenvolvimento de modelos numéricos vocacionados para a
andlise estocastica da resposta dindmica de sistemas lineares
e ndo-lineares sujeitos a excitag¢des de caracter aleatoério,
em particular de origem sismica.

Dada a grande vastiddo dos assuntos envolvidos, julgou-se
conveniente restringir o tema da presente dissertacdo a este tltimo
dominio, relegando a apresentagdo de algum do trabalho realizado no
campo experimental para diversas comunicagbées ja publicadas e a
publicar conjuntamente com outros investigadores da FEUP [87-89].

Deste modo, todo o trabalho subjacente & elaboragdo da presente
tese teve como objectivo nuclear proceder ao desenvolvimento de
programas de calculo automdtico dirigidos especialmente para a andlise
estocastica da resposta sismica (linear ou ndo-linear, estaciondaria
ou ndo-estacionaria) de estruturas de engenharia civil, servindo o
seu texto igualmente de repositério escrito de um vasto e sistematico
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trabalho de pesquisa, que serviu para concatenar, organizar e
desenvolver as principais formulagdes tedricas da Dindmica Estrutural
Estocastica passiveis de serem utilizadas para esse fim.

Nestas circunstédncias, julga-se pois que o esforgo de investigacgéo
realizado se reveste de grande interesse e oportunidade, ndo sé porgque
com ele se organiza e desenvolve um grande volume de conhecimentos
dispersos por varias centenas de artigos cientificos publicados em
variadas Universidades, conferéncias e revistas internacionais, mas
também, e muito especialmente, porque ele serviu para a criagdo de
novas ferramentas de calculo automatico da resposta dindmica de
sistemas estruturais nédo-lineares, eventualmente histerético-de-
gradativos, que baseadas no método de linearizacdo estocastica
equivalente se revestem de apreciavel rigor e eficiéncia, podendo vir
a ser objecto de utilizacdo corrente a prazo relativamente curto,
contribuindo desse modo para aperfeigoar a metodologia e os meios de
cadlculo a utilizar no &mbito do RSA para andlise sismica ndo~linear
de estruturas.

Interessara apenas realcar que, sendo a questdo da andlise
estocastica da resposta dinadmica de sistemas estruturais por ora
insoluvel guando colocada na sua madxima generalidade, ou seja quando
se admite ndo sé o caradcter nao~linear histerético-degradativo do
comportamento estrutural, mas também a natureza aleatdria, quer da
excitagdo actuante, quer das propriedades do sistema em estudo,
entendeu-se por conveniente desprezar, na presente fase de
investigacao, a questao da estocasticidade estrutural, tanto mais que
a aleatoriedade das respectivas propriedades pode, em diversas
circunsténcias, ser considerada pouco significativa face a aleato-
riedade da excitacdo actuante.

3 - DESCRICAO SUMARIA DA TESE

A estrutura da presente dissertacdo & uma consequéncia directa
do seu objectivo fundamental anteriormente exposto de forma funda-
mentada, sendo o respectivo texto composto por cinco capitulos
principais e uma seccdo de conclusdes e considerac¢des finais.
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0 seu desenvolvimento foi marcado pela grande preocupacgao de
sistematizar adequadamente as mais importantes formulagdes tedricas
que, no ambito da Dindmica Estrutural Estocastica, permitem efectuar
a andlise da resposta aleatdria de sistemas lineares e ndo-lineares,
complementando cada capitulo com aspectos relativos ao desenvolvimento
de programas de cdlculo automatico, propositadamente elaborados no
sentido de fazer realgar as suas potencialidades a analise da resposta
sismica de estruturas, mediante a apresentacido de diversos exemplos
julgados elucidativos.

Por outro lado, julgou-se conveniente optar pela utilizacdo de
uma linguagem clara e acessivel, embora correndo o risco de tornar
o0 texto um pouco extenso e detalhado, por se entender desejavel que
a presente tese ndo constitua um mero instrumento para obtencdo de
um grau académico, mas venha também a constituir uma referéncia tutil
e atractiva para todos os investigadores menos familiarizados com
esta aliciante 4rea da Engenharia de Estruturas, e que tantas vezes
ndo é objecto da devida atengdo, em resultado da forma sintética e
mesmo excessivamente hermética com que sdo apresentados muitos dos
artigos cientificos neste dominio.

No Capitulo 1, foram condensados todos os elementos da vasta
Teoria dos Processos Estocasticos [166, 170, 256] julgados mais re-
levantes para a boa compreensio dos capitulos subsequentes, consti-
tuindo o seu suporte matemdtico essencial.

Assim, nele se comega por fazer referéncia a nogdo de campo
estocdstico multidimensional e plurivariado, descrevendo-se as formas
de caracterizagdo completa da estrutura probabilistica de um processo
estocastico, e indicando as principais grandezas estatisticas mais
correntemente utilizadas na sua caracterizag¢do. Seguidamente, apds
serem sucintamente aflorados os conceitos de convergéncia, conti-
nuidade, derivabilidade e integrabilidade de processos estocasticos,
s80 introduzidas as no¢gdes de homogeneidade e de estacionaridade. E
introduzida a definigdo de fungdo de auto-correlagdo e densidade
espectral de poténcia de processos estocasticos estacionarios, e séo
apresentadas as suas principais propriedades, realcando-se a
importante relagdo de Wiener-Khintchine. E também referida a nocgéo
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de ergodicidade, sendo posteriorme'nte descritas diversas formas de
caracterizacdo de processos estocasticos ndo-estacionarios, designa-~
damente através do espectro de poténcia de dupla frequéncia, do
espectro de Bendat e Piersol e do espectro evolutivo de Priestley.
Sdo ainda mencionados alguns tipos de processos estocasticos vec-
toriais mais correntemente utilizados na modelagdo fisica, nomea-
damente os de Gauss, Poisson, ruido branco, de Markov e de Wiener,
concentrando-se finalmente a atencdo sobre as propriedades mais
importantes dos processos estocasticos relacionadas com o dimen-
sionamento estrutural, sendo nesta secg¢ldo apresentadas expressodes
para a frequéncia média de passagens ascendentes por uma dada barreira,
bem como para as distribui¢ées de probabilidade dos maximos relativos,
de um extremo absoluto num intervalo de tempo 7, da envolvente do
processo e dos tempos de primeira passagen.

A apresentagdo das formulacgdes de andlise estocdstica do com-
portamento dindmico de sistemas lineares é feita ao longo dos capitulo
2 e 3, reservando-se o primeiro desses capitulos ao tratamento de
éxcitagées estaciondrias, e o segundo & abordagem de excitac¢des
ndo-estacionarias.

No Capitulo 2, comegam por ser apresentadas as relagdes deter-
ministicas e estocasticas excitagdo-resposta, nos dominios do tempo
e da frequéncia, correspondentes a um oscilador linear de um grau de
liberdade, procedendo-se & sua aplicagdo ao caso de uma excitacdo
aleatdria do tipo ruido branco e ruido branco filtrado. Seguidamente,
apresenta-se a generalizagdo daquelas relagdes para o caso de
osciladores lineares de multiplos graus de liberdade, bem como uma
formulagdo modal alternativa, é realgada a forma de caracterizacéo
probabilistica da resposta em termos de quaisquer quantidades
estruturais relacionadas linearmente com as coordenadas generalizadas
consideradas, e é feita referéncia a aplicacio de expressdes gerais
indicadas anteriormente com vista & analise da resposta a um ruido
branco e a um ruido branco filtrado. Sdc ainda apresentadas as relagodes
gerais estocdsticas excitagdo-resposta mediante a introducdo de
varidveis de estado, bem como formulagdes de estado modal alternativas.
A parte final do capitulo debruca-se sobre o caso da resposta sismica,
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sublinhando-se a relagdo existente entre as abordagens estocastica
e deterministica, e descrevendo-se o fundamento e a organizagdo de
quatro programas de cdalculo automatico aplicaveis & andalise sismica
de estruturas reticuladas planas e de cascas. Apresentam~-se com-
plementarmente varios exemplos, tratados mediante utilizagdo dos
programas desenvolvidos, indicando-se nomeadamente resultados
relativos as barragens do Alto Lindoso e do Caldeirio.

No Capitulo 3, e a semelhanca do caminho seguido no capitulo
anterior, comegam por ser apresentadas as relagbes estocasticas
excitagdo-resposta correspondentes a osciladores lineares de um grau
de liberdade, sujeitos a excitacdes nio-estacionarias idealizaveis
quer através do modelo de Bendat e Piersol, quer através do modelo
de Priestley, referindo-se também uma aplicagdo de interesse no caso
de uma excitagdo pseudo-nido-estacionaria. Seguidamente sdo descritas
formulagdes de estado com vista & andlise estocastica da evolucgio
temporal da resposta ndo-estacionaria de osciladores lineares de N-GIL
e da correspondente fiabilidade do sistema. Por ultimo, e para além
de se efectuar uma breve alusio & questio dos modelos nio-estacionarios
da excitagdo sismica, sdo descritos dois programas de calculo pro-
positadamente elaborados com vista a anilise da resposta sismica
nado-estacionaria de estruturas reticuladas planas, apresentando-se
complementarmente sugestivos exemplos de aplicacdo, que possibilitam
inclusivamente retirar algumas conclusdes acerca do interesse e
utilidade desta forma de caracterizagdo da acgdo sismica.

O Capitulo 4 ocupa-se por sua vez dos principais métodos de
andlise da resposta aleatdria de sistemas ndo-lineares, designadamente
das abordagens exactas e aproximadas baseadas na equagdo de
Fokker-Planck-Kolmogorov, dos métodos de perturbacgdo, de linearizacéo
estocastica equivalente e de ndo-linearizacio estocastica equiva-
lente, de truncatura gaussiana e ndo-gaussiana e das técnicas de
simulagdo. Sdo dessa forma avaliadas as potencialidades das diversas
formulagdes, destacando~se de forma particular a importéncia da
linearizagdo equivalente como método aproximado da maior utilidade
no tratamento de sistemas de miltiplos graus de liberdade, razdo por
que esta abordagem é especialmente aprofundada. Complementarmente,
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é descrito um programa de calculo que, baseado nesta formulacéo,
possibilita efectuar a andlise sismica de estruturas planas do tipo
"shear-building" com comportamento bilinear elastico, apresentando-se
exemplos de aplicagio elucidativos, e confrontando-se os resultados
obtidos por essa via com os alcancados através de uma técnica de
simulagédo digital.

Finalmente, o Capitulo 5 é especialmente dedicado & analise da
resposta aleatdria de sistemas ndo-lineares histeréticos através do
métode de 1linearizacdo estocastica equivalente, dada a enorme
importéncia que este tipo de ndo~linearidades assume no contexto da
engenharia civil. Assim, comegam por ser focados os métodos de Caughey
e de Goto e Iemura para anilise da resposta estacionaria de sistemas
nao-lineares de um grau de liberdade, e em particular com comportamento
bilinear elastico, realcando-se de seguida a utilidade do recurso a
modelos histeréticos diferenciais como forma de ultrapassar os
aspectos restritivos decorrentes da aproximagdo de Krylov e Bogo-
liubov., Efectua-se a descricdo do modelo diferencial de Bouc-Wen, e
de modelos dele resultantes a partir de aperfeigoamentos posteriores
introduzidos no sentido de comtemplar diferentes aspectos, tal como
a degradagdo de rigidez e de resisténcia, o efeito de "pinching" ou
a flexdo bi-axial, sendo também aflorada uma técnica de identificacéao
dos principais parametros caracteristicos do modelo, e indicada a
forma como pode ser efectuada a sua linearizagdo. E realizada uma
breve referéncia aos modelos diferenciais poli-lineares recentemente
introduzidos por Suzuki e Minai, e descrita a metodologia geral de
analise da resposta estacionaria ou ndo-estacionaria de sistemas
histeréticos de miltiplos graus de 1liberdade caracterizados atraveés
de modelos histeréticos diferenciais simétricos. A parte final do
capituld ocupa-se da aplicacido do método de linearizagdo equivalente
ao estudo do comportamento sismico de estruturas porticadas planas
com comportamento histerético caracterizado através dos modelos de
Wen, apresentando-se o fundamento e a descrigdo de dois programas de
calculo automatico propositadamente elaborados no sentido de
possibilitar a andlise da resposta sismica estacionaria e
nao-estaciondria de estruturas de tipo "shear-building",
referindo-se, no entanto ainda, o modo de adaptar a formulacédo

XxXxvi
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utilizada de molde a aplicd-la a um outro modelo estrutural mais
sofisticado, no qual se consideram as ndo-linearidades concentradas
em rotulas localizadas nas extremidades das barras.
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ELEMENTOS DA TEORIA DOS PROCESSOS
ESTOCASTICOS

1.1 - INTRODUCAO

A utilizagdo de métodos probabilisticos no sentido de modelar um
grande numero de fendmenos naturais, e de caracterizar de forma
bastante rigorosa os seus efeitos sobre o comportamento dinamico de
sistemas estruturais, requer uma satisfatéria assimilacdo prévia de
diversos conhecimentos no campo da Teoria das Probabilidades e dos
Processos Estocasticos.

A Teoria dos Processos Estocasticos, enm particular, constitui no
entanto uma vasta area da Matemdtica, desenvolvida de forma sélida
e consistente no decorrer do presente século, tendo sido abordada de
forma profunda e sistematica por diversos autores, nomeadamente por
Kolmogorov, Doob [91], Parzen [170], Wong [256] e Papoulis [166].

Deste modo, poderia a primeira vista parecer ndo fazer sentido
incluir na presente dissertacéo qualquer capitulo relativo espe-
cificamente & Teoria dos Processos Estocasticos, ja que qualquer
eventual lacuna de conhecimentos nesse dominio pode em principio ser
superada através da leitura de uma daquelas obras.

Sucede, todavia, que nio sé a disSeminagéo de conhecimentos na
area da Teoria dos Processos Estocasticos por entre estudantes e
jovens investigadores ligados & Dindmica de Estruturas esta longe de
ser a desejavel, como também nem sempre a forma como agqueles
conhecimentos se encontram expostos naqueles tratados matematicos &
a mais simples e adequada do ponto de vista das aplicacgdes de interesse
em Engenharia de Estruturas.

Por essas razdes, e no sentido de tornar acessivel a um maior
nimero de interessados a leitura da presente tese, entendeu-se
conveniente nela incluir um capitulo introdutério, em que se explican
de forma clara, mas tdo condensada quanto possivel, todos os conceitos
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da Teoria dos Processos Estocasticos que constituem o suporte
matematico dos capitulos subsequentes, e cuja assimilagédo se revela

essencial para a sua boa compreensao.

1.2 - NOCAO DE CAMPO ESTOCASTICO MULTIDIMENSIONAL E
PLURIVARIADO E DE PROCESSO ESTOCASTICO

Alguns dos acontecimentos de natureza estocadstica podem ser
modelados mediante a utilizacdo de variadveis aleatdrias, estabe-
lecendo-se uma correspondéncia entre cada possivel ocorréncia do
acontecimento e um certo valor real ou complexo de uma variavel daquele
tipo.

Em muitos casos porém, uma correcta modelagcdo dos fendmenos
fisicos exige que cada ocorréncia seja caracterizada nao por um unico
valor, mas antes por uma ou mais familias de sequéncias de valores
aleatérios, funcdo de um ou mais pardmetros, sendo essas sequéncias
designadas por realizag¢des ou fungdes de amostra, e dando-se o nome
de campo estocastico ao conjunto por elas constituido quando o numero
de ocorréncias tende para infinito, ou, sendo o seu numero finito,

a cada uma delas se encontra associada uma certa probabilidade.

A nogdo de campo estocastico surge pois como uma generalizacao
do conceito de variavel aleatéria, podendo dizer—se que, no caso de
cada ocorréncia estar associada a N familias de realizagdes aleatdrias
fungdo de M parametros independentes, se estd em preseng¢a de um campo
estocastico do tipo (MD-NV), de dimensdoc M com N variaveis.

Essas variaveis podem ser, por exemplo, a elevacgdo do nivel da
dgua do mar por acgado do vento (N=1), a pressdo sobre uma asa de avido
em situagdes de turbuléncia (N=1), as componentes horizontais e
vertical da aceleragdo sismica de base (N=3), ou qualquer conjunto
de NR quantidades estruturais caracterizadoras da resposta de um
sistema (N=NR), ao passo que os pardmetros independentes podem ser

nao sé o tempo (M=1), mas também as coordenadas espaciais de pontos
de medida (M>1).
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Assume especial interesse, para uma boa compreensdo dos assuntos
tratados nos capitulos seguintes, fazer referéncia aos casos par-
ticulares dos campos estocasticos do tipo (1D-1V) e (1D-NV), mais
vulgarmente designados por processos estocasticos e processos
estocdsticos vectoriais respectivamente, facto que alias se reflecte
na estrutura do capitulo presente.

| Ao

Fig. 1.1 - As n(n—- ) realizagdes do processo estocastico x({).

Para uma melhor percepg¢do do conceito mais simples de campo
estocdstico do tipo (1D-1V), apresentam-se na figura 1.1 represen-
tagbes esquematicas das n(n- ®) realizagdes x,(!) constituintes de um

processo estocdstico x (i), susceptivel de ser definido sob a forma

x()={x;(t) ; i=1.,2,..,n(n=®)} (1.1)

1.3 - CARACTERIZACAO COMPLETA DA ESTRUTURA PROBABILISTICA
DE UM PROCESSO ESTOCASTICO

Sendo o processo estocédstico x(!), a que se refere a figura 1.1,
constituido por um nimero infinito de sequéncias aleatdérias tradutoras
da evolugdo temporal de uma dada grandeza, o seu valor x(!;), em cada
instante ¢, pode unicamente ser definido em termos probabilisticos

com base na estatistica conjunta da totalidade das realizagdes que
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constituem o processo, tornando-se em principio necessario, para uma
completa caracterizag@o probabilistica de x(t), o conhecimento de
todas as fungbes densidade de probabilidade pluridimensionais do tipo

Pa(X)=p(X,.X,,... X,) n=1,2,.. (1.2)
cuja definicdo é a sequinte
p(XlMXZPH,Xn)XmdXQH.dXﬁ= (1.3)

=P(X1<x(t1)<X1+dX1;X2<x(52)<Xz+dX2;---;Xn<x(tn)<Xn+an)

Alternativamente, a estrutura probabilistica de x(t) pode também
ser definida a partir do completo conhecimento de toda a hierarquia
de fungles caracteristicas Cn(§)=(3(91,62“.”9nL transformadas de
Fourier multidimensionais de cada uma das fungdes
;M(K)=p(X},X2“”,Xn)com n=1,2,..., ou seja

Ca(8) = Elexp(i” X)]

=f f fexp(z‘QTK)pn(_)_(_)XmdXz...an (1.4)

Uma terceira via, que possibilita igualmente uma conveniente
descrigdo estatistica do processo, baseia-se no conhecimento da hie-
rarquia de momentos

Ml X1 Xao o X)) =E[X X5 X ] (1.5)

-——f f fX,Xz...ann({)XmdXz...an

0s quais facilmente se relacionam com as fungdes caracteristicas

correspondentes. De facto, e de uma forma mais geral, os momentos
estatisticos |

MAX X X)=E[X,X,...X,] (1.6)

el que I'<n representa a ordem do momento, ou seja, o numero total de
argumentos, e i, /,...,! sdo indices que podem assumir quaisquer valores
inteiros entre 1 e n, podem ser obtidos directamente a partir da
fungdo caracteristica C.(0), ja que
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, ) 27CL(8)
MA(X X, X )= (=) —mnt 2 (1.7)
96,00,...00, /.

No caso mais geral de momentos de ordem qualquer, e utilizando
a seguinte notacéao

Mo = E[ X7 X x0] (1.8)

a relagdo entre estes momentos e a fungdo C,(9) é a sequinte

2"C,(0 '
m, . =<—z>’< @) > (1.9)
8=0

" 201'00,%...00."

n
sendo a ordem r= ) r, podendo verificar~se que r >n.
i=] -

Por outro lado, torna-se possivel proceder, com base na equagao
(1.9), a um desenvolvimento em série de MclLaurin da fun¢éo carac-
teristica C.(0), dado por

n

C“(9)=1+r4:FT{,;.Z_,I.ImF(X“X’""’X‘)e‘e""e‘ (1.10)
© qual evidencia que o conhecimento da hierarquia de momentos
estatisticos torna viavel também a determinacdo da hierarquia de
fungdes caracteristicas, sendo pois equivalentes estas trés formas
de descri¢do da estrutura probabilistica do processo estocastico x(t).

Esta descrigéo pode ainda ser realizada com base num outro conjunto
de grandezas estatisticas, designadas por cumulantes, e que se podenm
obter também a partir da funcdo caracteristica C.(8), tomando
derivadas do respectivo logaritmo neperiano. Os cumulantes de ordem
r<n s&o assim definidos por

.armc,,(g)} (1.11)
8~ 0

kr(Xf.X,-,.-.,X,)=("l')r<m
190 ... 0

Por analogia com a equagao (1.8), podem também definir-se
cumulantes de ordem qualquer, através da relacdo
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9"InC,(0) } (1.12)
8=0

kr l'=—l:r r
e = 70 {ae?aeginae;

n
sendo r=) r,

i=1

Procedendo, de forma semelhante, a um desenvolvimento em série
de McLaurin de InC,(8), tendo em atencdo que InC,(0)=0, e tomando
exponenciais de ambos os membros, obtém-se pPor sua vez a seguinte
relagéao

o . n
C,,(_Q)=exp{rzll-f-|—i j Z lIc,()(,.,Xj,...,)(,)ei(aj...fa,} (1.13)

seay dm

tornando-se deste modo também evidente que o conhecimento da hierarquia
de cumulantes é equivalente ao conhecimento da hierarquia das fungdes
caracteristicas, do ponto de vista da descrigdo probabilistica do
processo estocastico x(t).

As equagdes (1.10) e (1.13) representam assim dois desenvolvi-
mentos em série da fungdo caracteristica C.(9), tornando-se possivel,
4 custa da sua igualdade, exprimir directamente os momentos
estatisticos m, em fungdo dos cumulantes k, [219], e vice versa [113].
Assim, por exemplo

m(X)=k,(X,) (1.14)
mZ(Xi!Xj)=k2(Xi'Xj)+kl(Xi)kl(Xj) (1.13)
mS(Xi’Xj'Xl)=k:3(XL"Xf'Xl)+3{kl(xi)k2cxi’xl)}p+

HRU(X DR (X k(X)) (1.16)

m4(Xi'Xj»Xz:Xm)zk«;(Xqu'Xz,Xm)*3{k2(Xs’)";)kz(XuXm)}P+
+4{k1(Xi)k3(X/’Xz’Xm)}p+
+6{k}(Xi)kl(Xj)k2(Xl’Xm)}p+

+kl(Xi)kl(-Xj)kl(Xl)kl(Xm) (1.17)
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representando { }, a média aritmética dos termos resultantes das

permutagdes dos indices.

Estas expressoOes, cuja complexidade aumenta significativamente
com a ordem dos momentos considerados, apresentam no entanto uma forma
mais simples caso as varidveis aleatérias X; (i=1,...,n) assumam valor
médio nulo, sendo entédo

m,(X;)=k,(X;,)=0 (1.18)
mo( X, X;)=k( X, X)) (1.19)
ma( X, X X)) =ka( X, X, X)) (1.20)

m4(Xl-,Xj,X,,Xm)=k4(Xi,X,-,X,.Xm)+S{kz(Xi,X,-)k:Z(X,,Xm)}p (1.21)
mS(Xi’Xj’Xk’Xl!Xm)=k5(Xi’Xj’Xk'Xl’Xm)+

F10{k (X X k(X X X )} (1.22)

mé(Xl-,Xj,Xk,Xl,Xm,Xn)=k6(Xl-,X,-,Xk,X,,Xm,X,,)+
FLIS{R( X X ko (X X X X))+
+ 15<k2(Xi’Xj)k2(Xk'Xl)kZCXm’Xn)}p+

+IO{kS(Xi,Xj,Xk)k;,(X,,Xm,Xn)}p (1.23)

Embora ressalte claro do que foi dito anteriormente que, do ponto
de vista tedrico, uma completa caracterizagdo probabilistica do
processo x (1) exige o conhecimento da fungdo densidade de probabilidade
pluridimensional p,(X), da fungdo caracteristica correspondente Ca(9),
dos momentos estatisticos m,(X) ou dos cumulantes k,(X), para qualquer
valor inteiro de n, sucede porém que o conhecimento das grandezas
estatisticas de primeira e segunda ordem & da maior importdncia, nao
86 porque em geral nelas reside a parcela mais importante da informacio
relativa & caracterizacdo probabilistica do processo, mas inclusi-
vamente porque casos hd em que todas as dgrandezas estatisticas de
ordem superior podem ser expressas em fungéo das de primeira e segunda

orden.
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Neste ultimo caso, incluem-se os processos estocdsticos gaus-
sianos, que modelam de forma realista muitos fendmenos fisicos de
interesse em Dindmica Estrutural e na Engenharia Sismica, e a que
sera feita referéncia detalhada na seccgdo 1.8.1.

1.4 - PRINCIPAIS GRANDEZAS ESTAT{STICAS UTILIZADAS NA
CARACTERIZACAO DE PROCESSOS ESTOCASTICOS

A completa caracterizaglo da estrutura probabilistica de um
processo estocdstico através de uma das vias antes mencionadas
afigura-se, como é compreensivel, dificilmente praticavel, nio sendo
indispensavel a uma analise expedita das principais caracteristicas
do processo.

Por tal motivo, recorre-se mais frequentemente a um conjunto de
parametros e de fun¢des estatisticas que, pela sua utilidade e maior
acessibilidade, importa aqui realgar, designadamente:

a) Valor médio do processo x(!) no instante t,

ma=Flx(t)1= [ Xp(X)ax, (1.24)
b) Valor gquadratico médio

ma=EIx(01= [ XEp(xpax, (1.25)

c) Variancia

uxl=5[(x(zf)~mx,)2]=fm (X=m,)?p(X)dX,  (1.26)

-0

d) Desvio padréio

Oy, =y Hy, (1.27)
e) Funcao de auto-correlacéo

Rx(tl-,tj)=E[x(ti)x(lf,)]=f_m f:m Xinp(Xi,Xj)dX[de (1.28)
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f) Fungdo de auto-covariancia

ux(ti’tj)=E[(x(ti)-mx'.)(x(tj)_mxl)]

=f_: f_: (Xi_mx,)(Xj*mxi)p(X,-,Xj)d)(l.cl)(j (1.29)

Caso se esteja em presencga de dois processos estocasticos x (1) e

y(t), revestem-se também de grande interesse as seguintes fungdes:
g) Fungdo de inter-correlacio ou de correlagdo cruzada
Ryy(tint )= E[x(t)y(t;)] (1.30)
h) Fungdo de inter-covaridncia ou de covariancia cruzada

uxy(ti’tj)=E[(x(ti)_mx‘)(y(tj)_mx,)] (1.31)

i) Coeficiente de correlacdo ou de covaridncia normalizada

- uxy(t[’tj)

t,, 1t
pxy( i j) O,xio,yj

(1.32)

Assumindo o processo estocastico x(t) valores complexos, as

definigées atras referidas sofrem naturalmente ligeiras alteracdes,
sendo usual adotar-se [51, 195]

Mo, = E{Re[x(t)]) +iE(Imlx(1)]) (1.33)
b= E{lx(t)=m Jx(t)-m,]") (1.34)

R (it )=E[x(t)x(t)"] (1.35)

et )= E{[x(t)-m, Jx(t)-m, ]") (1.36)

1.5 - CONVERGENCIA, CONTINUIDADE, DERIVABILIDADE E
INTEGRABILIDADE DE PROCESSOS ESTOCASTICOS

A derivagdo e a integracgéo constituem duas operag¢des fundamentais
da Analise Infinitesimal, cuja aplicagdo aos processos estocasticos
muito importa saber generalizar.
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Uma vez que tais operagdes pressupdem o conceito de convergéncia,
subjacente também & nogdo de continuidade, torna-se essencial definir
em que sentido se deverd interpretar o limite da sequéncia de variaveis
aleatdérias X,,X,,... para um valor X.

Varias interpretagdes tém sido, no entanto, consideradas para
tal efeito, designadamente [143]:

a) Convergéncia em probabilidade (P)

ImP(|X,-X|>€)=0 , Ve>0 (1.37)

n-os

b) Convergéncia com probabilidade 1

IimP(X,=X)=1 (1.38)

=~

c) Convergéncia em distribuigdo de probabilidade (F)

lni_,rEFXn(x)=FX(x) (1.39)

d} Convergéncia em média quadratica

lim E[I1X,-X]?1=0 (1.40)
Como é de esperar, estas 4 interpretacgdes distintas de convergéncia
encontram-se relacionadas entre si [143], sendo possivel concluir que
ge as nogdes de convergéncia com probabilidade 1 e em média quadratica
nao tém qualquer implicagdo mitua, qualquer delas porém implica
necessariamente a ocorréncia de convergéncia em probabilidade. Por
outro lado ainda, a convergéncia em distribuicdo de probabilidade é
assegurada por qualquer das restantes.

Para o que se segue, sera considerada a interpretacdo de con-
vergéncia em sentido médio quadratico, a qual exige que E[X?2] tenha
valor finito, dizendo-se nesse caso que a variavel X é uma variavel
aleatdria de segunda ordem.

10
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De forma analoga, um processo estocastico x(!), satisfazendo a

condicdo E[x%(t)]<w», & designado por processo estocastico de sequnda
ordem, podendo utilizar-se como critério de convergéncia em sentido
médio quadratico, quando t—t,, que a funcdo E[x(t)x(s)] tenha limite
finito gquando t,s-t,.

Baseados nessa mesma interpretagdo da nogdo de convergéncia,
facil se torna também constatar a seguinte regra de comutatividade

1i1;nE[x(t)]=E[”mx(t)]=E[X] (1.41)

toty
responsavel pela generalizagdo da maior parte dos teoremas da Analise
Infinitesimal aos processos estocasticos.

Por outro lado também, as noc¢des de continuidade, derivabilidade
e integrabilidade tornam-se facilmente extensiveis, podendo dizer-se
que:

a) Um processo estocastico x(i{) é continuo em média quadratica

no instante ¢ quando

HmE{|x(t+e)-x(t)]*}=0 (1.42)
€0

o0 que se verifica se e sé se a fungdo E[x(t1)x(s)] for continua

para (=35;

b) Um processo estocastico x(I) é a derivada de x(!) em média

quadratica no instante ¢ se se verificar a relacéao

X(t+e)-x(t)
€

limE< X (1)

€0

2
}=o (1.43)

sendo, para tal, condigdo necessdria e suficiente que a
derivada de segunda ordem 92(E[x(t)x(s)]}/3tds exista e seja

continua para (=S5;

c) [ilx(t)dté o integral de Riemann em média quadratica do processo

estocastico x(t) no intervalo [a,b] se

11
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0 (1.44)

)

sendo x(1;) o valor do processo num instante arbitrario de cada

fb x{(t)dt- i x ()AL

i=]

lim E(
X
Al{-'o

um dos n sub-intervalos At!; em que se decompde o intervalo
[a.b]; & condigdo necessaria e suficiente para que tal se
verifique que a fungdo E[x(t)x(s)] seja integravel no sentido
de Riemann.

1.6 - PROCESSOS ESTOCASTICOS ESTACIONARIOS

1.6.1 - Nogées de homogeneidade e de estacionaridade

Um processo estocastico x(t) diz-se inteiramente homogéneo se toda

a sua estrutura probabilistica for independente de uma eventual
translagdo da origem do parametro ¢ de que depende.

Sendo a sua descrigdo realizada com base na fungdo densidade de
probabilidade, observa-se entéao que, para quaisquer valores de n e T

PLx(L1)x () (U1 = PLX(t + 1), X L+ )y x (L, +T)] (1.45)

tornando-se evidente que a verificagdo desta igualdade, para um dado

valor de n, implica também a sua verificagdo para todos os valores
de n inferiores.

Se a relagdo (1.45) apenas tiver lugar para n<2, o processo x(!)
diz-se, por seu turno, fracamente homogéneo ou homogéneo em sentido
lato, assumindo entio valor constante diversas grandezas estatisticas,
em particular a média m,, a média quadratica m_., a varidncia |L, e o
desvio padrédo 0,, ou seja

m,=E[x(t)]=E[x(t))] (1.46)

m 2= E[x(t;)%]1=E[x(t,)?] (1.47)

12
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b= E{[x(t)-m,1*}=E{[x(t;)-m,]?} (1.48)

o, =1, (1.49)

tty
ao mesmo tempo que as fungdes de auto-correlagdo R,({;,t;) e de

auto-covaridncia p,(t;,t;), correspondentes aos valores t; e t, apenas
dependem do desfasamento T=t(,-{,, isto é

Ro(tit))=E[x(t)x(L,+1)]= R, (T) | (1.50)
Waellint)) = E{[x(t) = m J[x(t+ 1)~ m, ]y = E[x(t)x(t,+T)]-m2=p_(t) (1.51)

No caso particular dos processos estocasticos gaussianos, em que
as respectivas fungdes densidade de probabilidade pluridimensionais
sdo, como melhor se vera em 1.8.1, exclusivamente fungdo do vector
de valores médios e da matriz de covaridncia, ou seja de grandezas
estatisticas de 12 e 22 ordem, facilmente se compreende que, se o
processo x(t) gozar de homogeneidade de 2@ ordem, entdo é tambén
inteiramente homogéneo.

Se o parédmetro ¢ for considerado como a variavel tempo, entédo a
nogao de homogeneidade da lugar a nocio de estacionaridade, a qual
traduz pois a invaridncia temporal dos pardmetros estatisticos
susceptiveis de caracterizarem probabilisticamente o processo x (1),
encontrando-se na pratica associada a ocorréncia de fendmenos
dindmicos de cardcter permanente (ex: vibragées causadas pelo
escoamento de um fluido a caudal constante), da mesma forma que a
néo-estacionaridade se deve, em geral, a fendmenos de natureza

transitéria (ex: vibragées de origem sismica).

A ocorréncia de estacionaridade torna sempre possivel decompor
O processo estocdstico em duas componentes, uma de natureza estatica
assumindo valor constante, e outra de natureza estocastica com valor
médio nulo.

1.6.2 - Propriedades da fun¢fio de auto-correlagio

A fungdo de auto-correlacdo R.(t) é uma grandeza estatistica de

2* ordem da maior importdncia na caracterizacdo de um processo

13



Capitulo 1

estocédstico estacionario, sendo coincidente com a funcdo de
auto-covaridncia caso este apresente valor médio nulo, permitindo
avaliar a relagdo estatistica existente entre as varidveis aleatdrias
x(t) e x(t+1).

Da definigédo de R,(t), dada pela equagéo (1.50), decorrem varias

importantes propriedades, nomeadamente

R (0)=E[x*()]=m_, (1.52)
R (Tt)=R.(-T) (1.53)
R (T <R,(0) (1.54)

A primeira indica que o valor de R.(T) na origem coincide com o valor
quadratico médio M, ou, se se preferir, com o valor da variincia
Ly=0% no caso de um processo de valor médio nulo. A segunda tradugz
que R,.(T) é par em relacdo a variavel T. Finalmente, a terceira mostra
que R, (T) assume o seu valor maximo na origem, verificando-se a partir
dai uma redugdo mais ou menos gradual desta fungido, a gual, no caso
de processos de média nula, tende para zero quando T- ®©, em corres-
pondéncia com o aumento do grau de independéncia estatistica entre
x(t) e x(t+1) para valores de T cada vez mais elevados.

Esta ultima propriedade é alias melhor compreendida se se tiver
em consideragio que para dois instantes ¢, e t,, tais que f;={;+7

Edlax(t)+x(t))*y = a®F[x(1)%)+ 2aE[x (1) x (t,)]+ E[x(t)?]
=a’m_,+2aR, (t)+m >0 Va (1.55)

Para que esta desigualdade se verifique, sera necessario que o
discriminante

R (1) -m2,<0 (1.56)

donde se conclui que

[RL(D)[<m2=R (0) (1.57)
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Elementos da Teoria dos Processos Estocésticos

No sentido de possibilitar uma melhor percepgdo qualitativa da
forma como se altera a configuracao da representacgdo grdfica de R,.(T)
em fungdo das caracteristicas do processo, apresentam-se na figura
1.2 dois casos distintos que procuram evidenciar que a redugdo sofrida
por R.(T) & medida que T—~ ® é tanto mais rapida, quanto maior for a
irregularidade associada ao processo em questao.

RST) RJT!

x(t)

xit)

/\U/\qv/\v/\ /\U/\V/\U/\U/\V/‘ /_,J\ M[/J\P/JJ‘ VAL\/LUMQ\I\IJ/

Fig. 1.2 - Influéncia da irreqgularidade do processo x(!) sobre a

configuragdo da fungdo de auto-correlagdo R.(T).

1.6.3 - Funcio densidade espectral de poténcia

Uma outra grandeza estatistica de 2* ordem, alternativa a funcéio
de auto-correlagdo, e de extrema utilidade em problemas no dominio
das vibragées aleatdrias, é a fungdo densidade espectral de poténcia
Sy(w), assim definida

S, (w)=1imE

Toe

{Fr[x(t)]Fr[x(t)]'} (1.58)

2nT

ou, tendo em consideragdo todas as realizagdes constitutivas do
processo
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S.(w)= lim liFT,r[x(t)]FT.r[x(t)] (1.59)

Ta N 2nT

n=w

representando

T
F

FT[x(t)]=XT(w)=f x(t)e ™dt (1.60)

o~

a transformada de Fourier do processo restringido ao intervalo
[-T/2,T/2], e Fr ,[x(t)]a transformada correspondente a sua realizacgéo
de ordem r.

Por conseguinte, o integral

j“"’ S,Aw)dw:vfm ]imE{FT[X(t)]FT[x(t)] }dw

[ Toew 2]-[]
= | Xr(w)|?
=F{ 1lim —dw 1.61
{17'1-’00 -/:m 211 d ( )

e tendo em conta o teorema de Parseval

L B ) 1 T/2 2
f_wSx(w)d.w-—E{llm ?f_ x(t) dt}

Toe T/2

= E{<x(1)*>) (1.62)
representando <x(t)*> o valor quadratico médio temporal do processo

x ().

Por outro lado, em virtude da estacionaridade de x (1)
E{<x(t)2>}=<E[x(t)2]>=mxz (1.63)

pelo que o valor quadréatico médio do processo m,. € dado por

nh@=~/w3x(w)dw (1.64)

ou, no caso particular de o valor médio do processo ser nulo

0§=fm8x(w)dw (1.65)
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As equagbes (1.64) e (1.65) revelam, pois, ndo sé que a funcido
densidade espectral de poténcia S.(w) possibilita, no caso geral, a
quantificagcdo do contributo da variavel w para o valor quadratico
nédio do processo, ou, casom, = E[{x(t)]=0, para a respectiva varidncia,
mas também que estas grandezas estatisticas de 2 ordem sdo dadas
pela area delimitada por aguela funcio, ndo podendo esta naturalmente
ter ordenadas negativas (S« (w)>0).

Na figura 1.3 apresentam-se trés espectros de poténcia S.(w) conm

configuragdes distintas, estabelecendo-se de forma esquenmatica a
correspondéncia existente entre estes e o tipo de processo estocastico
estaciondario x(!) que lhes esta associado. No primeiro caso, existe
uma gama de frequéncias de reduzida amplitude com caracter marcadamente
predominante; no segundo, as frequéncias predominantes inserem-se
numa banda relativamente larga; finalmente, no terceiro, todas as

frequéncias tém idéntico contributo para a varidncia do processo.

AS (w) A Syfw) AS,lo)

bl B

W LY

cy

Arx(t) ,rx(t) Arx(t)

el sl il

(a) (b) fc

Fig. 1.3 - Relagdo entre a funcdo densidade espectral de poténcia

e o tipo de processo estocastico estacionario.

A titulo de curiosidade, & de referir ainda que a designacio de
fungdo densidade espectral de poténcia resulta do facto de a poténcia
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de um sistema eléctrico de resisténcia unitaria e com uma intensidade
de corrente de valor aleatério, traduzida por um processo estocastico
estacionario x(t), ser dada pelo valor gquadratico médio m ..

1.6.4 - Relacao de Wiener-Khintchine

E facil estabelecer uma relagdo entre a fungdo de auto-correlagéo
R,(T) e a funcdo densidade espectral de poténcia S,(w). Com efeito

T/2 2

{U x(t)e ™dt }
T/2

E{LTx(t)e"'“”dtj;Tx(s)eiwsds}

S (w)=1lim

T

lim

i

T 2nT
T T ,
f dtf R, (t-s)e ™% ds
=lrif.3 - : 2nT (1.66)

Mas fazendo T={-s

T T ) X
f dtf Rx(t—~s)e"”'“'”ds=ffRx(z-s)e‘“”““”dtds
0 0 D

=/f‘Rx(T)e"m|J|dtd1 (1.67)
D
em que o Jacobiano
o o5
o o
ot atT

e os dominios De D sdo os representados na figura 1.4, sendo definidos

pelas seguintes equacdes

=0, t=T Jt=0, t=T
D{ D{ (1.69)
S s T =

18



Elementos da Teoria dos Processos Estocasticos

-3
~¥

~Y

Fig. 1.4 - Dominios de integracdo D e D

Utilizando os limites de integragdo correspondentes a D e D,, tem-se

que

T T . T T ) 0 T+t )
f czzf R . (t—s)e ™t ”ds~—-f drf Rx(r)e"””dﬁf dxf R (T)e ™ qt
0 0 0 T -T 0

T . 0 ,
f RXCQQ”M(T—T)dT+f R (T)e™YT+1)dT
0 -T

fl

fTRx(r)e“‘”(T—|r|)dr (1.70)
-T

Por conseguinte, conjugando as equagdes (1.66) e (1.70), vem que

. 1 T (T =T
S =l __f lm't____________d,c
(wy=lm oo | Re(t)e T

1 f‘» -iwt
= e 1.7
55 ) Ra(m)e ™ dr (1.71)

Conclui-se assim que S,(w) e R,.(T)/2n constituem um par de
transformadas de Fourier, verificando-se entre si as seguintes
relagées conhecidas por relagdes de Wiener-Khintchine
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sx(w)=é%f_:1ex(r)e"'“”dr (1.72)

Rx(r)=/::3x(w)e"”dw (1.73)

Sendo R,(T) uma fungdo real e par, torna-se pois evidente, tendo
presente as propriedades das transformadas de Fourier, que o mesmo
sucede com S, (w).

Nestas condigbes, dada a simetria de R.(T) e S, (w) em relagao aos

respectivos argumentos, as equagdes (1.72) e (1.73) podem escrever-se
sob a forma

Sx(w)=%/:]€x(r)cos(wr)dr (1.74)

Rx(r)=2f:sx(w)cos(wr)dw (1.75)

E de assinalar, no entanto, que a validade destas relagées entre
S.(w) e R.(t)/2n é condicionada pela existéncia da transformada de
Fourier da fungdo R.(t)/2n, o que ndo se verifica se o processo
estocastico estacionario x(!) tiver um valor médio nao nulo, ou se
contiver alguma componente puramente periddica.

Sy (w)

R (T)
25°u1
A _—— /\ ~ v
e Y arar N P by axoer
{a) Woowy W Wy th) “ W@ Wy
Sx(w) R(T)
2T S,6m
Sp
AOTTT IO T v
¢} w 0
{fc) (d)

Fig. 1.5 - Fungdes de auto-correlagdo relativas a um ruido
branco de banda limitada e a um ruido branco.
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Considere-se, como exemplo, um processo estocastico estacionario
de valor médio nulo, caracterizado por uma funcio densidade espectral
de poténcia de valor constante S, ao longo do intervalo [-w,,w,], e
nula no exterior desse intervalo (Fig. 1.5 (a)).

A um tal espectro de poténcia, da-se habitualmente o nome de
ruido branco de banda limitada, podendo obter-se a expressado da
correspondente fungido de auto-correlagdo directamente através da
equagdo (1.75), isto &

1 25, ‘
Rx(r)=£{[ Socos(wt)duw=m;*sen(wlt) (1.76)
o]

A respectiva variéncia ¢? é entio

02=R,(0)=2S5,w, (1.77)

resultando naturalmente igual ao que se obteria pela expressido
o§=f S, (w)dw (1.78)

Supunhamos agora que o espectro de poténcia de intensidade cons-
tante S, varre toda a gama de valores de w no intervalo Jmo, 0 [,
(Fig. 1.5 (c)), o que equivale a fazer w, > «©. Nesse caso, a medida
que w, =@ «, os diversos ciclos adjacentes indicados na figura 1.5 (b)
tendem a aproximar-se cada vez mais, aoc mesmo tempo que a ordenada
na origem R,(0)=02-5o, Tal sugere, obviamente, que a fun¢do de auto-
~correlagao passe a ser representada através da fungdo impulso de
Dirac 6(t), mediante uma relagdo do tipo

R,.(T)=C6(T) (1.79)

em que C € uma constante que deve respeitar as relacgdes de Wiener-
-Khintchine, pelo que

| I -
S =-:[ Cé(t)e™™*dt 1.80
0= 5= | Cd(1)e (1.80)
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Por'conseguinte, tendo em conta as propriedades da fungdo de
Dirac, facilmente se conclui que C=2nS, resultando que

R .(t)=2n5,.5(T) (1.81)

1.6.5 - Ergodicidade

A caracterizagdo experimental da estrutura probabilistica de um
processo estocastico e a determinacdo das suas principais grandezas
estatisticas exigem, em principio, a analise de um numero infinito
de registos correspondentes a cada uma das sequéncias ou realizacdes
que o constituem. Assim, assumindo o valor do processo num dado
instante f, como uma variavel aleatéria Xi=x(t;), e recorrendo ao
conceito de probabilidade como limite da frequéncia de ocorréncia de
um dado acontecimento, torna~se teoricamente viavel quantificar a
respectiva funcdo densidade de probabilidade p(X;) por amostragem dos
valores aleatérios verificados no instante ti nas n(n—- ) realizagdes
constituintes. De forma andloga, seria também teoricamente possivel
construir fungdes densidade de probabilidade pluridimensionais de
ordem qualquer, em particular p(X:, X;), bem como obter todas as
grandezas estatisticas mais correntemente utilizadas para a

caracterizagdo do processo, como a média, a varidncia ou a funcédo de
auto-correlacio.

Em problemas priaticos, porém, é apenas viavel recorrer a um nimero
finito de realizacdes de duragdo limitada, registando-se inclusi-
vamente situagdes em que a caracterizagdo probabilistica de certos
Processos estacionarios pode ser efectuada com rigor com base na
estatistica de um unico registo disponivel, designadamente através

dos valores temporais da média e da funcdo de auto-correlacio, assim
definidos respectivamente

1 T/2
<x;(t)>=lim = .
() TIPB T _T/le(t)dt (1.82)
1 T/2
R (D)=<x,(t).x,(t+7)>=1lim = x().x (t+T)dt (1.83)

Toa T J-71/2
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<x,(1)>= E[x(1)]

R (t)=R. (1)

tempo

Fig. 1.6 - Processo estocastico estacionario ergddico.

Caso se verifique, para uma amostra de duracio infinita, que
<x()>=E[x(t)] (1.84)

© processo estaciondrio x(!) diz-se ergddico de 1@ ordem, dizendo-se

também ergédico de 2* orden se se verificar simultaneamente a igualdade

R, (T)=R.(T) (1.85)

Nesse caso alids, tal amostra pode considerar-se, em muitos casos,
suficientemente representativa em termos de caracterizagcdo da
estrutura probabilistica do processo estocastico en questéao.

Torna-se pois evidente, tendo em conta a equagdo (1.84), que um
processo ergddico é necessariamente estaciondrio, nao se verificando
todavia que um processo estacionario tenha de ser forgosamente
ergédico, ja que as diversas realizagdes que o constituem podem assumir
caracteristicas estatisticas temporais diferentes.

Sendo o processo estocdstico x(i!) estacionario e ergddico de
segunda ordem, a fungdo de auto-correlagdo R,(t) pode assim ser
quantificada’' com base numa tnica realizagdo através da funcio de
auto-correlacio temporal, a qual apresenta propriedades analogas as
ja referidas para R,(t), nomeadamente

R, (0)=<x(1)?> R (T)=R (-7) (1.86,87)
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De forma semelhante, é possivel falar também de uma funcéo
densidade espectral de poténcia temporal, S,(w), que constitui a
transformada de Fourier de R,(t)/2n, ou seja

Sx(w)=$f_m}§x(r)e'““dr (1.88)

Ex(r)=f_:3x(w)e“”dw (1.89)

relagdes estas formalmente anadlogas as equagoes (1.72) e (1.73).

Identificando-se S,(w) e S,.(w), no caso de processos estocésticos

estaciondrios ergddicos, S,.(w) apresenta naturalmente propriedades

idénticas as j& enunciadas para S,(w).

Por outro lado, fazendo em (1.88) e (1.89) T=0, vem que
I?X(O)=<x(t)2>=f S (w)dw (1.90)

relagdo que permite obter a média quadratica temporal do processo
x(t) a partir de R.(7) ou de S .(w).

E de assinalar, no entanto, que as relagdes estabelecidas entre
R.(t) e $,.(w), através das equagdes (1.88) e (1.89), sé tém validade
caso exista a transformada de Fourier da fungdo R,.(t)/2n, o que néo
se verifica sempre que o processo estocistico estacionario ergdédico
contenha uma componente constante ou puramente periddica.

Todavia, mesmo nos casos em que o processo é inteiramente dominado
por uma unica frequéncia (w=0, no caso da componente constante, ou
w=w,, no caso de uma componente periédica pura) continua a ser
possivel caracterizar S.(w), tendo em conta que as ordenadas desta
fung¢do traduzem a contribuicdo de cada frequéncia w para o valor
quadratico médio temporal, verificando-se a relagdo entre <x(t)?> e
S.(w) traduzida pela equagdo (1.90).

Por conseguinte, no caso de um processo constituido por uma unica
componente constante de valor A, a que corresponde a média quadratica

temporal A% a fungéo S,(w) sera definida em termos da fungdo impulso
por |
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S, (w)=A?%6(w) (1.91)

ao passo que no caso de uma componente sinusoidal de frequéncia w, e
amplitude A, valendo o valor quadritico médio temporal A2/2
2

8 (W)= (6w w,) + 8w w))] (1.92)

5, W)

A28 (w)

2 2
A 5(&,.&,1)* ﬁ— §lw~n )

Y 0 “y w

Fig. 1.7 - Espectro de poténcia temporal S$,(w) relativo a uma

componente constante e a uma componente sinusoidal.

Em alternativa a $,(w), funcgdo par em w e definida no intervalo
J-®,+o [, é frequente a consideragdo de uma fungido equivalente G, .(f),
definida apenas no intervalo [0O,+®[, e em que f=w/2n representa a
frequéncia expressa em Hz e ndo em rad/s.

A éx(w) y éx(f)

™~ .

I X i

<] [A] (rod/:) o f(-;iz)

Fig. 1.8 - Espectros de poténcia S.(w) e G.(f).

A relagdo entre estas duas fungdes estabelece-se com facilidade
se se tiver em conta a contribuicdo de cada uma delas para a média
quadratica temporal por forma que
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<x(0?>= [ "8, widu- ["¢.(pas (1.93)

Com efeito, sendo f=w/2n e df =dw/2n, tem-se que

<x(t)2>=2f Sx(w)dw=f 4n§x(2nf)df (1.94)
0 0
donde, tendo em conta a equagao (1.93), se obtém

Cy(f)=4nS (w) (1.95)

Por seu lado, as relagdes de Wiener-Khintchine assumen a sequinte
forma

Cx(f)=4/;m}?x(r)cos(2nf'c)dr (1.96)

Ro(0)= [76.(prcosensryds (1.97)

1.6.6 - Funcdes de auto-correlago e densidade espectral de poténcia
de processos obtidos por sobreposicio

Considere-se um processo estocastico estaciondrio r(t), resultante

da sobreposigdo de s processos estocasticos estacionarios x,(t¢), isto
é

r(t)=ixi(l) (1.98)

A correspondente funcao de auto-correlagido é nesse caso

R,('c)=E{[;xi(t)][;x,(Hr)DzZi}?j‘,(r) (1.99)

(=] j=1

em que

RE(TY=ELx (). x ,(t+1)] (1.100)
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se designa por funcao de inter-correlacgdo ou de correlagdo cruzada,
traduzindo o grau de dependéncia estatistica existente entre xi(1) e
x;(t+T). A partir da equacio (1.100), identificam-se de imediato as
seguintes propriedades da fungdo de inter-correlacao
Ri(T)=R(-7) (L.101)
RG(0O)=E[x,(t)x (1] (1.102)
Ri(0)=R,(0)=m_, (1.103)

Por outro lado, da aplicagdo da primeira das relagdes de
Wiener-kKhintchine a equacio (1.99) decorre também que

S (w)= i:SZ(w) (1.104)

5
i=1 j=1

com
x 1 ® x ~-{wt
Sj(w)=— R;(t)e dr (1.109)
21/ e
designando-se S{j(w) por funcio densidade espectral conjunta ou cruzada

correspondente aos processos x,(i) e x;(t).

A equagdo (1.105), que evidencia que Sj(w) e R{(T)/21 constituem

um par de transformadas de Fourier, satisfazendo portanto também a
relagdo inversa '

R,?j(r)=f Si(w)e™ dw (1.106)

poderia alids ser igualmente obtida se se seguisse caminho idéntico
ao referido em 1.6.4, comecando por se definir Si{j(w) como o limite

{A’T,i(w)XT.j(w)*>
2nT

Si(w)=lim E

T

(1.107)

De realgar também que a equacgdo (1.105) permite ndo sé concluir

que S{j(w) apresenta uma componente real par em w e uma componente
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imagindria impar, em virtude de Ri(t)/2n ser uma fungdo real de

varidvel real, mas também que, tendo em consideragdo a equagdo (1.101)

Si(w) =S (w) (1.108)

1.6.7 - Fungdes de auto-correlacio e densidade espectral de poténcia
de processos obtidos por derivacio

Uma vez conhecidas as fungdes de auto-correlacdo e densidade
espectral de poténcia correspondentes a um dado processo estocastico
estacionario x(!), torna-se facil obter as expressdes dessas fungdes
relativas aos processos obtidos por derivagdo X (1) e X(¢). Com efeito,
partindo da equacéo R.(U)=E[x(t)x(t+1)], e derivando duas vezes
sucessivas em ordem a T, pode obter-se

R (1) . .
g =E[x(t).x(t+'c)]=E[x(t—v).x(t)] (1.109)
d®R. (1) . .
——d—Tz——=—E[x(t~T).x(t)]=-E[3’c(t).9€(t+1:)] " (1.110)
pelo que
d2
Rx(T)-“EE;Rx(T) (1.111)
d4
Rf(T)—EFRX(T) (1.112)

Substituindo nestas equagdes R, (T) pela sua expressio dada pela equacac
(1.73), ven

R,-C("c)=/::w28x(w)e“”dr (1.113)

R2(1)=[:w48x(w)eiwrdt (1.114)

0 que leva a concluir que as densidades espectrais relativas aos
processos derivados ¥({) e X(1) sdo dadas por
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S (w)=w?S (w) (1.115)

Sy(w)=w*S _(w) (1.116)
De forma andloga, se poderia chegar & conclusdo de que

Rii-(ﬂ“f;—zﬁé(f) S{iw)=w?SE(w) (1.117)

RG(D)==5R5(7T) SH(w)=w*SH(w) (1.118)

E ainda interessante assinalar que, derivando por sua vez a
equagdo R,(T)=FE[x(t)x(t+T)] em ordem a ¢ duas vezes consecutivas,
podem retirar-se duas outras importantes conclusées. Assim, derivando
uma primeira vez e atendendo a equagao (1.101), tem-se

Rie(T)+ R, (-T)=0 (1.119)
e derivando novamente

Rex(T)+ R4 (T)+2R 4 (T)=0 (1.120)
Por conseguinte, fazendo t=0, estas equacdes permitem concluir que

R:x(0)=0 (1.121)
R (0)=-R,(0) (1.122)
ou, no caso particular de processos estaciondrios de valor médio nulo
Pyx =0 (1.123)

gy =02 (1.124)

1.7 - PROCESSOS ESTOCASTICOS NAO-ESTACIONARIOS

A descrigdo matematica de processos estocasticos estacionarios
tem sido no passado objecto de um tratamento exaustivo, assumindo
desse ponto de vista especial relevdncia a introducdo dos conceitos
de fungdo de auto-correlagdo e de funcdo densidade espectral de
poténcia, relacionadas entre si pelas transformacées de Fourier ja

mencionadas.
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Muitos dos fenémenos fisicos de caracter aleatério, que do ponto
de vista da engenharia interessa modelar, apresentam todavia uma mais
ou menos acentuada variabilidade temporal das . correspondentes
caracteristicas estatisticas, sugerindo o recurso ao conceito de
processo estocastico ndo-estacionario, e aconselhando naturalmente

a generalizagdo daquele tipo de fungdes a processos estocdsticos desta
natureza.

Sucede, no entanto, que essa generalizacado pode ser efectuada de
formas diversas, utilizando diferentes definigdes da funcdo densidade
espectral de poténcia, como alids se descreve de forma detalhada nos

pontos seguintes.
1.7.1 - Espectro de poténcia de dupla frequéncia

Uma extensdo directa do conceito de fungdo densidade espectral
de poténcia, utilizada na andlise de processos estocasticos
estacionarios, consiste em tomar a dupla transformada de Fourier da
fungdo de auto-correlagdo do processo naoc-estacionario

Ro(tyit)=E[x(t))x(¢;)] (1.125)

A densidade espectral de poténcia generalizada sera entdo definida
por

Sx(wl,wz)=;4—%; f: f_:}ex(zl.zz)e““"*""“"”?’dzlazz (1.126)
correspondendo-~lhe a transformada inversa
Rx(zl,12)=f_: f::sx(wl,wz)ef(w‘z‘mztz)dwldwz (1.127)
Fazendo t={,=1{,, obtém-se
Rx(t,z)-—-E[xz(t)]zf_:f_:sx(wl,wg)e"‘w‘*“’z”dwldwz (1.128)

Esta via, porém, embora assente em relacbdes matematicamente
correctas, apresenta o inconveniente de nio conceder a fungdo densidade
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espectral de poténcia S,(w,,w,;), definida pela equagdo (1.126),
qualquer interpretagdo fisica simples.
1.7.2 - Espectro de poténcia de Bendat e Piersol

Uma formulagdo alternativa, e mais intuitiva do ponto de vista
fisico, deve-se a Bendat e Piersol [26], que referindo a funcgdo de
auto-correlagdo R,(t,T) a um instante de tempo { e a um intervalo de

tempo T, tal que
Rx(t,r)=5[x(t-§).x(t+gﬂ (1.129)

define a fungdo densidade espectral de poténcia ndo-estacionaria como
a transformada de Fourier de R.(t,T)/2%, ou seja

1f” -ilwt
S yt)y=— R, (t,T d 1.130
= | R(t e d (1.130)
relagdo a que corresponde a transformagdo inversa
Rx(t,"c)=f S, (w,t)e' " duw (1.131)
obtendo-se, para 1=0, que
Rx(z,0)=5[x2(t)]=f S, (w,t)dw (1.132)
De realgar apenas que, sendo a fungio de auto-correlagéo
ndo-estaciondria R,.({,T) simétrica em T, a equacdo (1.130) leva a que
a fungdo S,(w,t) assuma exclusivamente valores reais.
1.7.3 - Espectro de poténcia evolutivo de Priestley

Uma terceira via possivel consiste no recurso a definigédo de
Priestley de espectro de poténcia evolutivo [184], a qual pressupde
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o conceito de integral de Fourier generalizado, introduzido por Wiener
quando procedeu ao desenvolvimento da teoria da Anadlise Harmdnica
Generalizada [254].

Com efeito, se é verdade que a analise de Fourier desempenha um
papel fundamental na andlise de processos estocasticos, possibilitando
a representagdo de qualquer sinal periédico, ou nio periodico mas que
tenda para zero quando t—®, como a sobreposicdo de um numero infinito
de harménicos com diferentes amplitudes, fases e frequéncias, néo é
menos certo que had outro tipo de fungdes que néo podem ser objecto
de uma representagdo desse género.

A teoria desenvolvida por Wiener veio no entanto introduzir uma
forma mais geral do desenvolvimento de Fourier, de que quer as séries
de Fourier, quer o integral de Fourier sio casos particulares, e que
possibilita a representacdo de uma vasta gama de fungdes através de
um integral da forma

x(t)= edZ (w) (1.133)

-

em que a fungdo Z,.(w), ndo necessitando de ser forcosamente
diferencidvel, & unicamente dependente das caracteristicas de x(1).
Sendo x(!) uma fung¢do periédica, Z,(w) é traduzida por uma funcio

em degraus, de tal forma que a equagdo (1.133) degenere num desen-
volvimento em série de Fourier, traduzido por um somatério do tipo

x(t)= ) Cpe'™ (1.134)

Nw—-n

Por sua vez, sendo x (i) nédo periédica, mas tendendo para zero
quando t—=> e, Z,(w) torna-se diferenciavel para todo o valor de w,
reduzindo-se a egquacéio (1.133) ao integral de Fourier

1 © .
x(t)=§—£ f_&X(w)e“"‘dw (1.135)
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verificando-se pois que

dZ.(w) _X(w)
dw 2n

(1.136)

Tratando-se x(t), ndo de uma funcdo, mas de um processo estocastico,
cada uma das suas realizagdes pode sexr representada através da equacéo
(1.133), variando naturalmente Z, (w) de realizagdo para realizacdo,
e constituindo por isso também no seu conjunto um processo estocastico.

Pode provar-se [184] que, sendo x(i{) estacionario, dZ,(w) é um

processo ortogonal, isto é

EldZ (w,)dZ (w,) 1=0 ., w,#w, (1.137)

e que, inversamente, sendo dZ,(w) ortogonal, x(1) é um processo
estocastico estacionario.

A fungédo densidade espectral de poténcia do processo estacionario
x(t) pode entdo definir-se através da relacgdo

E{ldZ, (w)|?*}
dw

Sy(w)= (1.138)

desde que dZ, seja da ordem de ﬁga, sendo facil constatar que esta
definig8o vai ao encontro da expressa pela equacgdo (1.58), para os
casos em que x (1) é passivel de uma representagdo através de um integral
de Fourier, sendo entdo dZ.(w)=X(w)dw/2n.

Recorrendo a definigdo mais geral de fung¢do de auto-correlacao
dada pela equagéo (1.35), e tendo presente a propriedade de orto-
gonalidade traduzida pela equagdo (1.137), tem-se que

RL(T) = E[x()x(t+1) )= EU I e"‘”“dzx<w1)e“"“‘“”dz,:(wz)‘]

=.f:me'mE{|d2x(w)l2}=f_:8x(w)e"““dw (1.139)

-]
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Assumindo x(t) exclusivamente valores reais, as equagdes (1.133)

e (1.138) tornam claro, respectivamente, que dZ,(w)e S,(w) sdo pares
em relagdo a variavel w, pelo que a equagdo (1.139) pode tomar a forma

RX(T)=f Sx(w)e“”dw=2f S (w)e dw (1.140)

o que corresponde afinal & conhecida relagdo de Wiener-Khintchine.

No sentido de proceder a extensdo desta formulagdo a processos
estocasticos ndo-estacionarios, Priestley [184] introduziu uma funcio
de modulagdo deterministica A(f,w), dependente simultaneamente do
tempo e da frequéncia, que lhe possibilitou manter a ortogonalidade
da decomposicdo espectral do processo x(!), apesar de este nio ser
estacionario, recorrendo a uma representagido do tipo

x(t)=fm/{(t,w)e“”'d2x(w) (1.141)
com
E[dZ (w))dZ (w,) 1=0 , w,#w, (1.142)

Nessas condigbes, a funcdo de auto-correlagdo é dada por
Rot0= [ 1AW I E(dZ () P) (1.143)

e introduzindo o conceito de funcdo densidade espectral evolutiva,
definida por

2 E{1dZ  (w)?}
dw

Se(w, ) =] A(t,w) | =1 A(t,w) 1> S, (w) (1.144)

em que S,(w) representa a densidade espectral de poténcia associada
a0 processo estaciondrio correspondente, isento da contribuicao da
fungcao A(i,w), suposta par em w, conclui-se ser possivel manter a
habitual relacdoc de Wiener-Khintchine, que agora assume a forma

Rx(t,r)=f S (w,)e™ dw (1.145)
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No caso particular de a funcéao de modulagdo utilizada ser uni-
camente dependente de tempo, isto & A(t,w)=A(t), as equagdes (1.144),
(1.143) e (1.139) permitem escrever que

Se(w,t)=|A)I2S (w) (1.146)

R.(t,T)=|A(DI*R (1) (1.147)

1.8 - PROCESSOS ESTOCASTICOS DO TIPO (1D-1V) E (1D-NV) MAIS
UTILIZADOS NA MODELACAO FiSICA

Os processos estocasticos podem ser classificados de acordo com
© tipo de distribuicio estatistica associada a natureza da sua
estrutura probabilistica.

Todavia, do ponto de vista da modelagdo dos fendmenos fisicos,
existem algumas classes de processos estocasticos que, pelas suas
caracteristicas essenciais, e por algumas propriedades delas
decorrentes, se revelam de particular utilidade.

E o caso, no ambito da Dinamica Estrutural, dos processos de
Gauss, de Poisson, de Markov e de Wiener, pelo que se entende
conveniente referir nos pontos seguintes alguns dos aspectos fun-
damentais que lhes estdo associados.

1.8.1 - Processos de Gauss

Um processo estocastico x(¢) diz-se gaussiano se todas as funcgodes

densidade de probabilidade pluridimensionais referidas por (1.2)
puderem ser expressas sob a forma

PX 1, Xq00, X,) : exp[-—%(, —@x)fg;‘q—_nzx)} (1.148)

=(2ﬂ)n/2|Ex,l/2 —_—

em que X representa o vector das n variaveis aleatdrias X1 X000, X,
correspondentes aos valores do processo x({) nos instantes Livlayeanitp,

35



Capitulo 1

tendo em conta a totalidade das realizagdes que o constituem, m, ¢é

o vector formado pelos valores médios daquelas variaveis e H,a matriz
das correspondentes fun¢des de auto-covariincia.

Torna-se assim claro gue a distribuicdo probabilistica de pro-
cessos desta natureza fica inteiramente caracterizada mediante o
conhecimento de momentos estatisticos de primeira e segunda orden
(médias e covaridncias), podendo todos os momentos de ordem superior
expressar-se em fungdo daqueles.

Por outro lado, caso a matriz |l seja diagonal, a funcéo densida-
de de probabilidade P,(X) pode expressar-se como o produto de funcgdes
densidade gaussianas de uma sé variavel, isto é

p(X,,Xz,...,X,,)=p(X1)p(X2)...p(X,,) (1.149)
sendo
1 2
p(X)==——— exp["(X,-'—mxi) /Zux(} (1.150)
231“‘1"

Tal demonstra que, nessas circunsténcias, as variaveis aleatdrias
X1 X2,..., X, s80 estatisticamente independentes, sendo facil verificar
que o inverso é também verdadeiro.

A hierarquia de funcdes Ca(8)=C(6,,0;.....08,) correspondentes a um
processo estocastico gaussiano pode obter-se conjugando a equacéo
(1.148) com (1.4), o que conduz a [113]

1
CR(Q)=exp(iﬂZ§~§QTEXQ) (1.151)
ou
Ay 1 &
Cn(§)=exp(tlzlmx}ej»-gjil:luﬂejal) (1.152)

sendo My, a j-ésima componente do vector m,., e}, o elemento da matriz

a

K, correspondente & linha j e & coluna (.

36



Elementos da Teoria dos Processos Estocésticos

Tendo presente as relagées verificadas entre momentos estatisticos
e cumulantes, expressas pelas expressdes (1.14) e (1.15)

My, =my(X;)=k(X;) (1.153)

Ma=EL(X;=m, (X, =m,)]=E[X,;X,]- E[ X JE[ X ]

=m2(vaXr)_m1(Xj)m1(Xz)=kz(vaXt) (1.154)

a hierarquia das fungdes caracteristicas C.(0) pode estabelecer-se
também em fungdo dos cumulantes através da equacgao
1] 1 It
Cn(9)=exp i}ZKI(XQ)6j~§ E: kzng,xy)eje,} (1.159)
i=1 jii=1
Comparando esta equac&o com a relagao geral expressa pela egquagao
(1.13), pode concluir-se que, no caso de processos estocdasticos
gaussianos, sdo nulos todos os cumulantes de ordem superior a dois,
aspecto que constitui alias uma propriedade de grande interesse desta
classe de processos.

Outras propriedades importantes sio, designadamente, a de a
estacionaridade de segunda ordem implicar a estacionaridade em sentido
lato e vice-versa, ou a de processos obtidos por operacgbdes lineares

sobre processos gaussianos serem igualmente processos gaussianos.

Esta ultima afirmagdo pode alids ser facilmente comprovada, caso
se considerem os vectores X =[X,,X,,...,X,]" e Y=[Y,Y,,....¥,]", cons-
tituidos por n variidveis aleatdrias associadas aos valores de dois
processos estocédsticos x(¢) e y(¢{) nos instantes t,.t;,...,t,, os guais

se supdem relacionados entre si por uma relagdo linear do tipo

y=TX (1.156)

sendo T uma matriz quadrada de dimensdoc n, suposta constituida por
coeficientes complexos, por uma questdo de maior generalidade.

Considerando que x(!) é um processo estocastico gaussiano, e

conjugando a equagdo (1.156) com a relagdo Jacobiana existente entre
as fungdes densidade pluridimensionais p,(X) e P.(Y)
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30X, X, 3X,
3, av, U av,

PUY 1 Ygn Y, )=l 9K 90X OXal ey X, LX) (1.157)
3, ar, Y5
3X, X, 2X,
oY, oY, T oY,

pode obter-se que [54, 195])

1
(2n)n/2 I Ey I 172

P(Y 1 Y200 Y 0) exp[-%({—@p’g;l(z—@yﬂ (1.158)

com

b, =Tu, T (1.159)

-y

comprovando a equagdo (1.158) o caracter gaussiano ‘do processo
estocastico y (1), e encontrando~se a respectiva matriz de covariancia
L, relacionada com a matriz homdloga I, através da relagdo matricial
(1.159) .

Esta importante propriedade é alias responsavel pela preservacéo
do caradcter gaussiano em relacdo aos processos obtidos por derivacéo

ou integragio a partir de um processo estocdstico gaussiano original.

Apesar do enorme interesse destas propriedades, ja que a par do
facto de a caracterizagdo estatistica de processos desta natureza
poder ser exclusivamente efectuada com base em momentos de primeira
e segunda ordem, elas tendem a facilitar significativamente a analise
brobabilistica de sistemas lineares, a principal importéncia desta
classe de processos resulta todavia de modelarem de forma adequada
grande numero de fendémenos fisicos, facto que se compreende facilmente
se se tiver em conta que grande parte desses fenémenos decorrem de
um imenso numero de factores aleatdrios, ndo assumindo qualgquer deles
preponderdncia significativa sobre os restantes.

E ainda de realgar que, mesmo no caso de processos estocasticos
ndo-gaussianos, em que os cumulantes de ordem superior & segunda nao
sdo nulos, as respectivas familias de fungdes caracteristicas, ou de .
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fungbes densidade de probabilidade pluridimensionais, podem
exprimir-se em termos das fungdes homdlogas, correspondentes a

processos estocadsticos gaussianos com os mesmos cumulantes de primeira
e segunda ordem. '

Para tal, convém introduzir a nogdo de quasi-momentos [139, 195,
219] b, (X, X;,....X,), definidos por forma que

n

o I:r
exp{z = 2 k,.(xi,Xj,...,Xl)eie,....e,>=

r=3 [ P LD

n

«© ir
=1*Z;7 > b (X X;..0nX)8,0,...0, (1.160)

=3 Ly jre d=1

sendo a ordem r correspondente igual ao numero de argumentos.

Nessas condigdes, e tendo presente a equacéio (1.13)

had ir n

C,,(Q)=C;‘Z(_Q)<1+X,—_—l Z b,(X,.,X,.,...,Xz)e,.e,...e,} (l.161)
r=31" . Lo faven =1

em que a familia de fungdes caracteristicas correspondentes ao processo

estocastico gaussiano com iguais cumulantes de primeira e segunda

ordem é representada por Cr(0).

Os quasi-momentos podem relacionar-se com os cumulantes com base
na equagdo (1.160). No entanto, e tendo em consideragdo que, con-
frontando as equagdes (1.10), (1.13) e (1.160), se conclui que as
relagbes entre momentos e cumulantes sdo idénticas as verificadas
entre cumulantes e quasi-momentos, desde que se considerem nulos os
momentos e os cumulantes de primeira e segunda ordem, facilmente se
deduz, impondo k, e k, iguais a zero nas equagdes (1.16), (1.17) e
afins de ordem superior, que

b3(Xi'Xj’Xl)=ka(Xi'Xj’Xi)
b4(XiI,X,-,Xl,Xm)=k4(Xi,X,-,Xl,Xm)

Ds(X0 X X X X ) =ks( X X, X0 X0 X 1) (1.162)
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bé(Xi,Xj,Xk,X,,Xm,Xn)=ké(X(,Xj,Xk,Xl,Xm,X,,)+

H10{ka(X (X 1 X DKo (X |, X X )}

b?(Xi'Xj'Xk'X!’Xm'Xn’Xo)=k?(Xi’X/"Xk’Xl'Xm'Xn’Xo)+

+35{k3(Xi,Xj,Xk)k4(X,,Xm,X,,,Xo)}p

Cn(8) pode relacionar-se com a correspondente familia de fungdes
densidade de probabilidade P.(X) através da transformada inversa de
Fourier de ordem n

-1 r " _ig7
PR(X) 20y j;,.[m o d[w exp(=i0 X) (C,(0)d6,d0,...d6, (1.163)

Como esta relagdo é valida, em particular, para os processos de
natureza gaussiana, e observando que

f j‘ o f 176,0,...0,exp(-i0” X) C7(6)d6,db,...de, =

L0 0 R R
pode obter-se com base na equacdo (1.161) o seguinte desenvolvimento
da funcéo P.(X) do processo nao-gaussiano, em termos da funcgéoe
correspondente do processo gaussiano de iguais cumulantes de primeira
e segunda orden,. Pi(X), e dos quasi-momentos b,

= (=1) & P o B
pe-{1- L7 o (5 ) 5 ) (55 et

(1.165)

Tem particular interesse em Dindmica Estrutural a consideracéo
de processos gaussianos vectoriais x(!) constituidos por N processos

individuais X1(),x2(t),..., xy(t). Neste caso, a funcdo densidade de
probabilidade de dimensio

N =nN (1.166)

relativa as N variaveis aleatdérias associadas a cada um dos valores
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que cada processo individual pode assumir em sucessivos instantes de
tempo {y,l3,...,1, (R9»), caracteriza de forma completa a estrutura
probabilistica do proéesso vectorial, assumindo este natureza
gaussiana se aquela fungdo respeitar a lei normal de dimensio N, o
gue naturalmente implica que o mesmo acontega com cada um dos processos
individuais. Por conseguinte, a completa descricdo do processo
gaussiano vectorial x(t) exige o conhecimento dos valores médios
m,(ty), das fungdes de auto-covariancia Hy (txit)) e das fungdes de
inter~-covariancia “mxﬂtk'“) definidas por

m (1) =E[x;(ty)] (1.167)

B (et = E{[x,(t)—m, (t) 1% (t,)-m, (t)]) (1.168)

o, (Lo ) = E{L20 (L) —m o (1) (1) = m, (1)]) (1.169)
ou, mais simplesmente, no caso de processos estacionarios por

m, (t,)=m, =constante (1.170)

Mo (te t)=p, (T)=R, (T)-m? (1.171)

R, (Lt ) = (0) = RE(T)~-m, m, (1.172)

sendo T=t,-1,.

Torna~se a partir dai possivel formar o vector das médiasggx, e
a matriz de covariancia L., Que intervém na expressdo da funcéo
densidade de probabilidade de Gauss (eq. 1.148) de dimensdo N, que
define integralmente a estatistica do processo, e em particular, no
caso de processos estacionarios, determinar a funcdo densidade de
probabilidade de dimensdo N caracterizadora da distribuigdo proba-
bilistica instanténea (t=0).

Neste ultimo caso m e K, resultam simplesmente do conhecimento
de (v. eq. 1.73 e 1.106)

m,, =constante (1.173)
um=RMUD*mi=j.SMUde—mi (1.174)
wy=R5(0)-m,m, = [ sywdu-m,m,, | (1.175)
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sendo pois evidente que, no caso de processos estacionarios de valor
médio nulo, a distribuigéio probabilistica instantdnea é integralmente
definida pela matriz constituida pelas varidncias Ly, € pelas
inter-covariancias uj;, ou, se se preferir, pelo valor na origem das
fungdes de auto e de inter-correlacgio.

Alids, neste caso ainda, e tendo en consideragédo a relagédo (1.175)
u;=R§‘j(O)=f Sj‘j(w)dw=2f R [S(w)ldw (1.176)
-t 0

0 que mostra que a distribuigdo probabilistica instantdnea de um
processo estocastico vectorial gaussiano estacionario de valor médio
nulo fica também completamente definida, uma vez conhecida a matriz
quadrada de dimensdo N formada pelas partes reais das densidades
espectrais conjuntas S{j(w), relativas aos processos individuais x (1)
e x,;(1).

E também de realgar que se um processo vectorial gaussiano x (1),
de N componentes, estiver relacionado com um outro processo r(t), de
M componentes, através da transformacgido linear

r(t)y=Tx() (1.177)

em que T é uma matriz de transfoi:‘mac;éo do tipo MXN, entédo r(t) e
igualmente gaussiano, verificando-se que

W =TpT7 (1.178)

-_— — K e

Por outro lado, pode ainda demonstrar-se [12] que, sendo g(x) uma
fungédo real do processo estocastico vectorial gaussiano x(t), dispondo
de derivadas parciais em ordem a cada coordenada x, (1) (i=1,2,...,N),
e tal que se verique a relacgio

N
lg(x)1<pB exp{ZX?} (1.179)

i=1
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com <2, para algum valor de B e X qualquer, entéo
Elxg(x)1=E[xx"]E[Vg(x)] (1.180)

em que V é o operador

[ o 0 d }T
v= (1.181)

dx,'0x, U dxy

1.8.2 - Processos de Poisson, de impulsos aleatérios e ruido branco

Os processos estocdsticos de Poisson inserem-se no dominio dos
processos de contagem N ({), em que N representa o numero de ocorréncias
verificadas entre os instantes O e ¢, podendo como tal ser caracterizados
através de uma hierarquia de fungées de probabilidade do tipo

Po(N |t sN o, ot iN L) n=1,2,.. (1.182)

traduzindo a probabilidade de se verificarem N, ocorréncias até ao
instante t,, N, ocorréncias até ao instante t,, etc.

Um processo desta natureza, que assume naturalmente apenas valores
inteiros, € designado como um processo de Poisson com incrementos
estaciondrios, se se verificarem as trés sequintes condicées:

a) Se houver independéncia das ocorréncias futuras em relagido as
passadas;

b) Se for constante a taxa média de ocorréncias A, isto é, se a
probabilidade de se verificar uma ocorréncia num qualquer
intervalo de tempo de amplitude dt assumir um valor constante
e igual a Adt;

c) Se a probabilidade de se verificarem duas ocorréncias num
qualquer intervalo de amplitude dt for desprezavel face a Adt.

Se satisfeitas estas condigdes, pode provar-se que [143]

(AN

PN )= e

(1.183)
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Caso apenas se verifiquem as condigdes a) e c), tornando-se a taxa
A uma fungdo ndo negativa da variavel ¢, o processo de contagem é
designado por processo de Poisson com incrementos nao-estaciondrios,
sendo entdo caracterizado pela seqguinte fun¢do de probabilidade [143)]

¢ N
P(N,t)=N£!—[fo h(r)dr] exp[—/oth(T)dtJ (1.184)

eXpressdao que inclui naturalmente (1.183) como um caso particular.

A importdncia dos processos estocdsticos de Poisson resulta nio
s6 da sua adequacdo a facil modelagéo de determinados fendmenos
fisicos, mas também de poderem ser utilizados para a construgdo de
outras classes de processos, igualmente de grande interesse desse
mesmo ponto de vista.

Uma destas classes é constituida pelos chamados processos de
impulsos aleatdrios, que tém a seguinte forma geral

N(t)

x(t)= W (t,t) (1.1805)
i1 _
em que N({) é um processo de contagem, e cada W,({,T,) representa o

valor no instante ¢ de um impulso aleatério com uma dada configuracdéo
e com inicio no instante T;e

Um caso especial, de grande interesse pratico, é aquele em que
aquela sobreposicdo é efectuada tomando como base um tnico tipo de
impulso aleatdério com uma dada configuragido, fazendo variar alea-
toriamente as correspondentes amplitudes, ou seja, considerando

N
x(t)= ) Yu(t,T,) (1.186)

i=]

sendo os Y, variaveis aleatdrias identicamente distribuidas, inde-
pendentes entre si e relativamente aos instantes T, e w(t,T;) uma
fungéo deterministica que traduz a forma do impulso, a qual nao depende

do instante em Qque ocorre, e que se supde tender para zero a partir
de um certo valor -7,
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Sendo N(l) um processo de Poisson com incrementos estacionarios
ou nao, assumindo as varidveis Y, valores médios nulos e tomando como
impulso de referéncia o impulso unitario de Dirac, ou seja admitindo
que

w(t,t,)=0(t-T,) (1.187)
obtém-se a forma caracteristica de uma importante sub-classe dos

processos de impulsos aleatérios ("shot noise"), que respeitam a
seguinte relacao

Nt
s(t) = }E Y 6(t=1,) (1.188)
i=1

podendo mostrar-se [143] que as correspondentes fungdes média e de
auto-covaridncia obedecem as seguintes equagdes

m.(t)=0 (1.189)
Ho(tyat)=1(1)0(t,—-ty) (1.190)
sendo /(t) a chamada funcao de intensidade.

Um caso particular é aquele em que s(!) é um processo fracamente

estaciondrio, verificando-se entdo que

m,(t)=0 (1.191)

He(trata) =R, (Tt)=18(T) (1.192)

sendo T=t;-t,, e representando R,(tT) a funcao de auto-correlacdo do
processo s(t), habitualmente designado por ruido branco ("white
noise").

A correspondente funcgéo densidade espectral de poténcia pode
determinar-se tendo presente a relagdo de Wiener-Khintchine,
obtendo-se '

Ss(w)=2—]ﬁ (1.193)

ou seja, assume valor constante ao longo de toda a gama de frequéncias,
aspecto que justifica alidas a designacdo de ruido branco.
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A varidncia do processo nido apresenta porém valor finito, facto
que indica que processos desta natureza, como alids do tipo "shot
noise", séo fisicamente irrealizaveis, constituindo no entanto modelos

matemdticos de grande utilidade.

1.8.3 - Processos de Markov

O grau de aleatoriedade de um processo estocastico pode ser
avaliado em fungéo do grau de dependéncia que o valor do processo em
cada instante assume em relagido a sua histéria anterior.

Desse ponto de vista, um processo completamente imprevisivel ou
sem memdria é aquele em que qualquer dos seus valores é completamente
independente de todos os restantes. Um processo desta natureza
corresponde a nogdo de ruido branco, naturalmente irrealizavel do
ponto de vista fisico também por admitir-se total independéncia entre
os valores do processo x({,) e x(t;), por maior que seja a proximidade
entre os instantes ¢; e ¢,

A estrutura probabilistica do processc pode neste caso ser
inteiramente definida a partir do conhecimento da fungdo densidade
de probabilidade de dimensio 1, dado que

p(X,,Xz,...,Xn)=.I'Ilp(Xi) (1.194)

Nos casos em que o futuro imediato € condicionado apenas pela
situagdo presente e nio pela evolugdo passada, esta-se em presencga
dos chamados processos de Markov, também designados processos com um

grau de memdria, os quais, de forma mais rigorosa, obedecem a seguinte
relacgéio

pc(Xnle’XZ""’Xn—l)=pc()(nIXn-I) (1'195)

em  que a fungdo densidade de probabilidade condicional
chanXj,X},”.,Xnﬂ) traduz a probabilidade de o processo apresentar
um valor préximo de X, no instante ¢,, tendo assumido valoresg préoximos
de X, no instante t1, de X, no instante iz, etc., com Lp>tpoy >..>1.
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Um processo de Markov pode ser inteiramente caracterizado pro-
babilisticamente através da funcdo densidade de probabilidade de
dimensdo 1, p(X,), e da funcéo PA(XilX; ), também designada densidade
de probabilidade de transigdo, dado que

p(Xl’X2""'sz-1’Xn)=p(Xl)pc(X2|X1)pc(X3IXZ)"'pc(anxn-l) (1.196)

Tendo presente que

P(X i1, X))
X, 1 X,.,)=—o’ 1.197
pc( iI i l), p(Xi—l) ( )
p(XD= [ pxi Xpax, (1.198)

torna-se também evidente que um processo de Markov pode ser, en
alternativa, completamente definido com base na func¢do densidade de
probabilidade bidimensional p(X,,,X,).

Caso o valor inicial X, do processo no instante !, seja conhecido
com probabilidade 1, p(X,) pode ser substiuida em (1.196) por
pP.(X,|1X,), tornando-se assim claro que, nessas circunstlncias, o
conhecimento da densidade de probabilidade de transicao p (X1 X:i.y)
é suficiente para a completa caracterizacgio do processo.

A funcdo p.(X,;|X,.,) deve naturalmente satisfazer algumas con-
digdées, nomeadamente

P (X[ X;)>0 (1.199)
[Tpaxix pax,= | (1.200)
PP X X)X = pUx,) (1.201)

Para além destas condigdes, deve ainda ser verificada a chamada
equagdo de Chapman—-Kolmogorov-Smoluchowski, que constitui uma
condicdo de compatibilidade entre estados sucessivos

PeX X [ P Y X ay (1.202)
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sendo Y a variavel aleatdria associada ao valor do processo de Markov

num qualquer instante ¢ intermédio entre (.., e t..

Se a densidade de probabilidade de transigdo entre os instantes
ti;, ely p(X;|X 1), ou, se se preferir, p. (X, t;| Xi.1.t;-1), for invariante
em relagdo a qualquer translagdo T introduzida na escala do tempo,
isto é se

(X Xt )= p (Xt + T Xy by + T (1.203)

entdo o processo markoviano diz-se ter incrementos estacionarios.

Essa é alids uma condigdo necessaria para que o processo de Markov
seja estacionario, ndo sendo porém suficiente.

Verificando-se a estacionaridade do processo, torna-se possivel

obter a fungéo densidade de probabilidade unidimensional p(X;), tomando
o limite

P(X)=1m p(X,t ] Xy 0ty) (1.204)
con 'E='~£g-21.

As propriedades de um processo de Markov sdo facilmente
generalizaveis ao caso de um processo estocastico vectorial de dimenséo
N, verificando-se entdo que

pC(Knl)_(..l’.‘)_(z‘;"’_}g.n—l)zpC(inl&m—l) (1205)

€ que a equagdo de Chapman-Kolmogorov-Smoluchowski é expressa por

pc(ff_ii_}_{i_l)*f f P X Y)p (Y IX, yaY'dy?. .ay" (1.206)

traduzindo ¥ o valor do processo vectorial x (1) num qualquer instante
lentret;,, et;, e sendo ¥’ a j-ésima componente do vector Y.

O processo vectorial de Markov x(t) constitui simultaneamente um
processo de difusdo, caso sejam verificadas as seqguintes condigdes
para todo o €>0 e X,Y ¢ RV

48



Elementos da Teoria dos Processos Bstocasticos

o0 At
1Y =

nm——f fp (Y t+ At X, 0)dY'dy*®..dyV=0 (1.207)
X|>

11m—f f(y‘ XDp (Y. t+at|X,Hady'dy?.dyV=a,(X,t)  (1.208)

a0 Al
Y-xi<e

nm——f f(Y‘ XHr-xHp (v, AL X, ). dY dY?.dy V=B, (X, 1)
Y-

A0 A
1Y -Xi<e

(1.209)

em que X', X/ e Y'Y/ representam as componentes de ordem i e J dos
vectores X e Y relativos aos instantes ¢ e t+Atl respectivamente,
designando~se o vector a(X,t) por vector de tendéncia ("drift") e a
matriz B(X,!) por matriz de difusio.

Sendo estas condigdes satisfeitas pelo processo vectorial de
Markov x(t), a equagdo de Chapman-Kolmogorov-Smoluchowshi (1.206),
equagdo integral que regula a densidade de probabilidade de transicgao
respectiva, torna em geral possivel deduzir uma equacdo diferencial
equivalente [6, 46, 143], denominada equagdo de Fokker-Planck-
-Kolmogorov (FPK), que regula igualmente aquela densidade de pro-
babilidade, e cuja forma é

apc(z(_lzo)__ N o 1 N N
ST L sl P (X X )T 5121,..215)( aX/[BL,p (X1X)]  (1.210)

com a condigdo inicial

limp (X X,)=0(X-X,) (1.211)
t-tg - - - :

sendo X, e X os vectores constituidos pelas variaveis aleatdrias
associadas ao valor do processo vectorial nos instantes ¢, e (g <t),
X'e X' as componentes de ordem I e de ordem j do vector X, e a; e Ry
0os seguintes limites obtidos a partir dos momentos incrementais de

1

primeira e segunda ordem, E[AX'] e E[AX'AX/]

49



Capitulo 1

i ; j
0, (X, 1) = lim 22X B (X, 1) = lim ELAX'AX]

(1.212)
At=+0 Al - At=0 Al

Na deducgdo desta equagdo admite~se ainda existirem as derivadas
parciais continuas indicadas em (1.210), e serem desprezdveis os
limites dos momentos incrementais de ordem superior a segunda.

A equagado de FPK é usualmente escrita na forma mais condensada

2p(X1X,)
———=Lp (XX, (1.213)
ot Z il
em que o operador
Nooo & X PY:
Sxite(X. 01+ 3 X, 1.214
LzlaX (€ )+ ZLZ}-ZBX aX’[B”( )] ( )
verificando-se também que
OP(X1Xo)_
— =L p(X1X,) (1.215)
ot,
com
N i
o a(Xgitod]-5 Xt ,
i-1a [ ( —0 0)] :;,ZlaX an ( —0 0)] (1 216)

designando-se a equagdo (1.215) por equagdo de FPK inversa.

Caso o processo X(!) seja estacionario, sucede que quando t— «
op(X1X4)
—S—=> 2 0 pXIX,) 2 p(X) (1.217)

em que p(X) é uma fungdo densidade de probabilidade independente do

tempo e das condigdes iniciais, tomando por isso a equagdo de FPK a
forma

Lp(X)=0 ' (1.218)
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1.8.4 - Processos de Wiener

Os processos de Wiener constituem também uma importante classe
de processos estocdsticos de grande utilidade na modelacdo de fenémenos
fisicos, tendo comecado por ter grande aplicagdo na caracterizacgao
de movimentos Brownianos de particulas.

Um processo estocastico W (¢) é um processo de Wiener se os valores

que assume em instantes sucessivos

by <ty <o <t;<ty <<t <t <<, (1.219)
sdo tais que quaisquer incrementos AW, e Al com
AW =W (t,. )~ W (L) ij""w(tjn)“w(tj) (1.220)

sdo estaciondrios e estatisticamente independentes, verificando-se
também que as diferencgas

W (t;)=W(t) (1.221)
obedecem a uma distribuigdo de Gauss com a seguinte média e variéncia

E[W({)-W(t)]=0 (1.222)
E{[W(t)-W(t)I*y=11t,-t,] (1.223)

sendo / uma constante.

Desta definigdo resulta evidente que qualquer processo de Wiener
W (t) é simultaneamente um processo de Markov, podendo demonstrar-se
também [196] que W (!) se encontra sempre relacionado com um processo
estocdstico estaciondrio gaussiano de tipo ruido branco<»(t)através
de uma equagdo integral

¢
LMU)=j.uxu)du (1.224)
ou de forma inversa
w(ty - L0 (1.225)
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com

My (1)=0 (1.226)
Mo (Eint;) =Ry, (t ;) =18(t,—t,) (1.227)

sendo de assinalar que o integral (1.224) ndo é o habitual integral
de Riemann [91], e que em (1.225) néo foi utilizado o habitual conceito
de derivada. Com efeito, tal como esta demonstrado por Doob [91] as
realizagbes de ‘um processo de Wiener, embora continuas s&o néo
limitadas, e ndo sdo diferenciaveis em quase toda a parte do dominio,
devendo por isso as equagdes (1.224) e (1.225) ser interpretadas de
forma cuidadosa [196].

1.9 - PROPRIEDADES IMPORTANTES DOS PROCESSOS ESTOCASTICOS
RELACIONADAS COM O DIMENSIONAMENTO ESTRUTURAL

A utilizagdo da Teoria dos Processos Estocasticos em Dinédmica
Estrutural tem como objectivo principal reduzir a probabilidade de
ruina das estruturas sujeitas a excitagbes aleatdrias a niveis
aceitaveis do ponto de vista da seguranga estrutural, recorrendo para

o efeito a métodos de andlise mais perfeitos e rigorosos.

Cada variavel de controlo caracterizadora da resposta dindmica
de uma estrutura, seja uma componente de tensdo ou de deformagdo, um
esforgo ou um deslocamento, pode ser traduzida por um processo
estocdstico x(f), podendo a ruina ocorrer, ou porque o processo atinge
pela primeira vez um valor suficientemente elevado, registando-se uma
primeira passagem de uma dada barreira correspondente a um limiar de
seguranga, ou porque, embora mantendo-se relativamente baixos os
valores assumidos pelo processo, se verifica um fendmeno de fadiga.

Em qualquer dos casos, porém, torna-se conveniente conhecer
previamente determinadas propriedades dos processos estocasticos
relacionadas especialmente com:

- a frequéncia média de passagens ascendentes do processo x(t)

por um nivel a:;
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- a distribuigdo de probabilidade de um maximo relativo de x(t);

- a distribuigdo de probabilidade de um extremo absoluto do
processo x(!) num intervalo de tempo T;

a distribuigdo de probabilidade da envolvente do processo x(t);

a distribuicdo de probabilidade dos tempos de primeira passagem.

A estes aspectos é por isso feita referéncia detalhada nos pontos
sequintes, sendo efectuada alguma particularizacdo em relacdo aos
processos gaussianos, dado que, como facilmente se compreende pelo
Teorema do Limite Central, grande numero de acgdes aleatdrias e das
correspondentes respostas estruturais podem ser adequadamente
modeladas por processos deste tipo.

1.9.1 - Frequéncia média de passagens ascendentes por um dado nivel

Para caracterizar a probabilidade de ocorréncia de uma passagem
ascendente do processo estocdstico x(!) por um dado nivel a e a
correspondente frequéncia média de ocorréncia, é usual recorrer-se
ao método introduzido por Rice [188], considerando o processo x(l) e
o seu derivado x({) restringidos ao intervalo infinitesimal [t,t+dt],
na vizinhang:a de um atravessamento desse tipo (Fig. 1.9).

x(t)4 X(t)A

o t et K

Fig. 1.9 - Passagem ascendente de x(t) prelo nivel a.

A condigao necesséria para a ocorréncia dessa passagem ascendente

a-x()dt<x(t)<a A x(t)>0 (1.228)
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a qual corresponde no plano (x,X) a zona tracejada na figura 1.10.

L —% dt

a-x dt<x <a /

a=dt
x>0 -

s} a X

Fig. 1.10 - Dominio de satisfacdo das condigbes para a existéncia
de uma passagem ascendente de x(t) pelo nivel a.

A probabilidade de ocorréncia de uma passagem ascendente por o

no intervalo referido ¢ entio
f _[ p(x,a'c,t)clxdx=dtf xp(a,x,t)dx (1.229)
4] a-xdt 0

€ a correspondente frequéncia média de passagens ascendentes por
unidade de tempo ¢

fi(t)=f xp(a,%,0)dx (1.230)
0
No caso particular de processos estocdsticos estacionarios

gaussianos de valor médio nulo, a densidade de probabilidade conjunta
¢ independente de t, sendo definida por

. 1 1 -
p(X,X)=W eXp{*-é [Z_)‘EU]THUI[Q-@U]> (1.231)
com
X m, Moy ux.a'c
U= b~ = =
- <x> = <m> o u L u] (1.232)
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Designando por momento espectral de ordem k da funcgdo densidade

espectral de poténcia S, (w)
xk=f w*S , (w)dw k=0,1,2,... (1.233)

e atendendo as equagées (1.65), (1.123) e (1.115)

Hex =Hze=0 (1.234)

pelo que

1 1 x? x?
pP(X,X)= ——me exp[~—(——+~—)} (1.235)
) 21NN, 2\ Ao A,

Substituindo esta equagédo em (1.230), pode obter-se a seguinte
expressdo da frequéncia média de passagens ascendentes pelo nivel a

1o 1 () 272 1.236)
fa—2n » exp(-a 0) (1.

que conduz, no caso especial em que a=0, a

L1y 172
f°=§H(X;) (1.237)
Se o processo estocdstico gaussiano x(t) for ndo-estacionario com
valor médio nulo, o valor instantaneo da frequéncia média de passagens
ascendentes pelo nivel a pode determinar-se também com base na equagao
(1.230) , tendo apenas em atencdo, na caracterizacdo da densidade de
probabilidade conjunta p(x,%.,t), que as covaridncias Hex(1) @ P (t)
deixam de ser nulas, podendo entdo obter-se que [142]

1-p2, ()1 [xzm

1/2
o=t or xomJ exp[-a®/2N,(1)][g(b)+bG(b)]  (1.238)
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com

>\m(t)=f°° w"S, (w,t)dw (m=0,1,2) (1.239)
(1) = = 1.240
P (1) 0. (1)0:(t) N (DAL(D) ( )
G(b)= e 072 (1.241)

21
G(b)= i g(u)du (1.242)

-b

IR IRG

Como se pode verificar, a medida que o coeficiente de correlacgio
instanténeo p,.(t) tende para zero, o que sucede quando se tende para
uma situaclo de estacionaridade, a equacao (1.238) tende a
transformar-~se na equacdo (1.236).

1.9.2 - Distribui¢io de probabilidade dos méximos relativos

X;(t)

mdximeo relativo
negativo

Fig. 1.11 - Maximos relativos positivos e negativos
de uma realizagdo do processo x(t).

A caracterizacdo da distribuigdo de probabilidade dos maximos
relativos positivos e negativos de um processo estocastico (Fig. 1.11)
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pode também efectuar-se seguindo o método introduzido por Rice (1887,
considerando o processc x(I), e os seus derivados x(t) e xX(t),
restringidos ao intervalo[t,t+dt], na vizinhanca de um maximo relativeo.

Ax (1) A% 10 A ()

X+ dx

X X
t t t tedt ¢

—

t tedt t tedt
) —

Fig. 1.12 - Evolugdo de x(1), x(i) e X(l) na vizinhanca de

um maximo relativo.

A condigdo necessaria para a existéncia de um maximo relativo
nesse intervalo (Fig. 1.12) pode entio expressar—-se poOr

0<X()<=%()dt A -w<#(1)<0 (1.244)

correspondendo-lhe no espago (X,X,%) o dominio de satisfacdo indicado
na figura 1.13.

Fig. 1.13 - Dominio de satisfacdo das condigbes para a existéncia
de um maximo relativo no intervalo [¢,t+di].
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A probabilidade de ocorréncia respectiva é entdo definida por

x+dx -Xdt 0 0 . B ;
f f f p(x,x,. %, )dxdxdx=-dxdt f Xp(x,0,X,)dx
X 0 -t -

-]

(1.24%)
sendo o valor esperado do numero de maximos relativos no intervalo

de amplitude dt

@ 0
—dtf dxf Xp(x,0,%,t)d% (1.246)

e a frequéncia média de ocorréncia de maximos relativos de x(t) por

unidade de tempo t

f,,m(t)=—~fm dx f_o ¥p(x,0,%,1)d% (1.247)

- [

A fungao de distribuigdo de probabilidade dos maximos relativos
de x(t) no instante ¢ &, deste modo

a 0
—dtf dx f Xp(x,0,%,t)dx

Pimxr x(t)<al= — = (1.248)
—-dt f dx f Xp(x,0,%,0)dx
sendo a densidade de probabilidade respectiva dada por
0
f X p(x,0,%,0)dx%
P (X, 1) === (1.249)

fmxr(t)

No caso particular de processos estocasticos estaciondarios
gaussianos de valor médio nulo, a densidade de probabilidade conjunta
€ independente do tempo, sendo definida por

Lo 1 1 -
p(x’x’x)z(Zn)aleu 172 EXp<—§[9_@u]TEul[9_mu]> (1.250)
con
X m, Hex Hyix Hyx
v={ X m,=qm; =0 Bt Hex Hee Hygg (1.251)
x my Hexw Hexr Hgg
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ou, atendendo a que, pelas equagdes (1.65), (1.115), (1.123), (1.124)
e (1.233)

"Lxx““':'cxzo
Rag=Hee=—05=-X\, (1.252)
uxx=u:'éx O
por
p(x.%,%)= 1 exp{_l[if+"4x2*2k2x**7‘0*2])
T (212 (A ohah - A D)2 2[ N, MoNs—A3

(1.253)

Substituindo esta expressdo de p(x,x,X) nas equagdes (1.247) e

(1.249), e introduzindo a variavel adimensional reduzida

X X
XzX?E=E: (1.254)
obtém-se que
1 A 1/2
4
fmxr:é_ﬁ(_)\,_) (1.255)
2

sendo a fungdo densidade de probabilidade dos maximos relativos [36]
1 Xz 2. 172 ( xz)
mxr === €exp| — = |+ (1 -¢ exp| - =
P mxr (X) JEE[ p( 252) ( ) X exp 5

]{xu-ﬁ) b exp(—%?)du} (1.256)

com

5 AoA4—AZ
e e s ——

1.257
Non ( )
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b Poner (%]

Fig. 1.14 - Densidade de probabilidade dos maximos relativos.

-3

Pode verificar-se [54] que € constitui um coeficiente dependente
da configuragdo do espectro de poténcia S,.(w), podendo assumir valores
compreendidos entre 0 e 1, e que (Fig. 1.14), quando €-0, Dmu(X)

tende para uma distribuicdo de Rayleigh, aproximando-se por sua vez
de uma distribuic8o normal quando €= ],

No caso de processos de banda estreita tendendo para um harménico
simples, o factor €20, assumindo por sua vez o valor 2/3 quandeo se
trata de um ruido branco, ou ruido branco de banda limitada. 0 valor
limite €=1 tende por sua vez a ser atingido, por exemplo, por
sobreposigdo de um harménico simples x,(t) de frequéncia w, com um
processo x,(t) de banda limitada ao intervalo [~wa,w3], por forma que
W/ we= o e dii/dizﬁo, ou seja, quando se produz a sobreposicdo de um
sinal de muito alta frequéncia e de baixa amplitude, com um outro de
baixa frequéncia e de banda limitada.

1.9.3 - Distribuigéo de probabilidade de um extremo absoluto
num intervalo de tempo de duracgio T

A fungdo de distribuicio de probabilidade de um maximo absoluto
num intervalo de tempo de duracdo 7 pode ser caracterizada guan-
tificando a probabilidade de todos os maximos relativos nesse intervalo
assumirem valores inferiores a um dado valor a.
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No caso particular de um processo estocastico estacionario, o
numero esperado de maximos deste tipo nesse intervalo é dado por

N e = f e T (1.258)

pelo que, se se admitir que eles ocorrem de forma probabilisticamente
independente, a correspondente fungdo de distribuig¢do dos maximos
absolutos sera

a N mxr
P[m?x x(t)<a]={f_m mer(x)dx> (1.259)

obtendo-se por derivagdo a funcdo densidade de probabilidade
respectiva

a Nrnxr—l
pmgx(a)=Nm<f pmx,(x)dx> Do () (1.260)

Introduzindo novamente a variavel adimensional X=x/0,, e supondo
0 processo x(!{) estacionario gaussiano de valor médio nulo, pode
escrever-se que

1/2
N =f T=—-l— —7}-5 T (1.261)
mxr mxr 2T[, ?\.2 .
/ mer
a a Ox
P[mﬁx X“)<g‘]=<f pmx,(x)dx> (1.262)
a a/cx Npxr=1 a
Pmax| == |= N mur f P omser (X)d X P 5~ (1.263)
T X - x

Com base nestas expressfes e na equacio (1.256), Davenport [80]
mostrou que a distribuigdo de probabilidade dos maximos absolutos &
definida por

P[max x(1)<a]=exp[-f!Texp(-a?/21,)] (1.264)

expressdo muitas vezes designada [173, 93] por distribuicao
assintética de Cramer [61]. Por outro lado, Devenport [80] demonstrou
ainda que o valor médio dos maximos absolutos susceptiveis de ocorrerenm
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em intervalos de tempo de duragdo 7 pode obter-se de forma aproximada
através da relacgio

max x(t)]- T2 Y
E[m: ] [(ZIHfOT) +(21nng)”2 o, (1.265)
sendo y=0,577216 a constante de Euler, ao passo que o desvio padrioc

correspondente é dado por

iy 1
oxm?xz[y—g (2lnng)l/2}o’x (1'266)

- Demodo a possibilitar uma mais facil compreensao das distribuicgées
estatisticas anteriormente referidas, representam-se na figura 1.15
as densidades de probabilidade correspondentes ao processo estocastico
gaussiano de valor médio nulo Xx(t), & distribuicdo dos respectivos
maximos relativos, e a dos maximos absolutos num intervalo de tempo
de duragédo 7, admitindo-se uma caracterizacido espectral do tipo ruido

branco, para a qual €=2/3, e valores de F{T iguais a 102, 103, 10%e
108,

Ry

X
ax

Fig. 1.15 - Densidades de pProbabilidade correspondentes

as variaveis v, mxr(x) e max(x).
T
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Desses graficos pode concluir-se que, a medida que se regista um
incremento do numero médio de passagens ascendentes por zero, a funcdao
densidade de probabilidade dos maximos absolutos se torna cada vez
mais agucada, concentrando-se em torno de um valor sucessivamente
mais elevado de x(!), e conduzindo a valores médiocs E[m$X x(t)] que
podem atingir cerca de 50, para f3T=lOS, ultrapassande de forma
significativa o valor de 30,, frequentemente tomado como referéncia
no dominio da engenharia sismica, em virtude de, nesta area, os valores
mais frequentes de fJT se situarem entre cerca de 5 e 500.

E [chlx xt!fj/o;

Davenport

102 103 10% 10° folr

Fig. 1.16 - Variagdo do valor méximo médio com o numero

médio de passagens ascendentes por zero.

Tal facto ressalta alids de forma expressiva da figura 1.16, na
qual se representa a evolugdo sofrida por E[m;?‘x x(t)]/cx em funcido
de féT, tendo ndo s6 em consideragdo a expressio aproximada apresentada
por Davenport (eq. 1.265), mas ainda utilizando uma outra referida
por Jervis [173], cujo estudo se baseou também na solucdo assintética
de Cramer, e que é a seguinte

F[max x()]=(2in £{T-2InIn2)" %0, (1.267)

Sucede, no entanto, que a distribuicido dos maximos absolutos
expressa pela equagdo (1.264) assenta na hipdétese da completa
independéncia estatistica dos maximos relativos, os gquais, na
realidade, podem encontrar-se correlacionados.
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Assim, e no sentido de ter em consideracdo este aspecto, varios
autores sugeriram novas distribuigdes, nomeadamente Stratonovich
[219], Lyon [149], Vanmarke [236] e Jervis [173].

Vanmarke, em particular, utilizou o conceito de nimero de grupo
("clump size"), anteriormente introduzido por Lyon, e que consiste
no numero de atravessamentos N de um dado nivel a=Yx0, por |x(t)| que
imediatamente se seguem a cada atravessamento por parte da respectiva
envolvente. Este conceito pode ser alids melhor apreendido mediante
a observagdo da figura 1.17, muito embora a nocdo de envolvente seja
por agora introduzida de forma simplesmente intuitiva, reservando-se
para a secgdo 1.9.4 o tratamento especifico de diversos aspectos com

ela relacionados.

'
12 N\
I’ \\ AY
! \ / s
. \ / / \\
Np<3 L] +Q [Ns=5/ \ Mg/ \

[ ——
e
N
~
=
=
~d

Fig. 1.17 - Conceito de numero de grupo N p.

Fazendo intervir o parémetro

A2 1/2

_ 1

5—(1*;—;\:) (1.268)
0

este autor desenvolveu um método [236] que tornou possivel a eliminacgéao
de todos os casos em que ao atravessamento por parte da envolvente
se encontra associado um valor Np=0, tendo chegado a seguinte
expressdo aproximada para o valor médio do niumero de grupo
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E[Np]l=1/[1-exp(-yn/26%)] (1.269)

a qual permite concluir que & varia em sentido inverso a E[N,] (Fig.

1.18), constituindo por isso um importante indicador da dependéncia
estatistica entre atravessamentos.

EfNp]

0 1.0 20 30 L0 50 x=a/o

Fig. 1.18 - O parametro & como medida da dependéncia

estatistica entre atravessamentos.

Por outrc lado também, seguindo uma via a que se fara referéncia
mais detalhada em 1.9.5, Vanmarke conseguiu caracterizar a dis-
tribuigdo de probabilidade correspondente ao tempo de primeira
passagem por uma barreira simétrica za==z=yo,, em fungdo dos momentos
espectrais Ay, A; e A, do processo estacionario gaussiano x (1) de valor
médio nulo, tendo obtido [236] a seguinte expressdo para a funcdo de
distribuicdo dos extremos absolutos num intervalo de tempo T

P[m_‘faX]X(t)l<a]=P|:mTax]x(t)](aq‘—‘} (1.270)

X

=i 1-exp| - exp ~2f07T

2
ol )

em dque
6,=6""" (1.271)

sendo b=0,2 uma constante fixada empiricamente.
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O pardmetro 8 constitui também um factor de forma, que mede a
disperséo de S, (w), e cujo valor pode oscilar entre zero, para processos
de banda estreita, e a unidade, para processos cujo espectro de
poténcia abranja uma franja larga de valores de w.

Consequentemente, no primeiro caso, o numero médio de grupo
E[Nplé elevado, traduzindo uma significativa dependéncia estatistica
entre atravessamentos, sucedendo o oposto quando §- 1. Dai gue o modelo
de Poisson para fendmenos raros, também utilizado por certos autores,
pressupondo a independéncia das ocorréncias futuras em relagao as
passadas, sé conduza a bons resultados quando o processo seja
caracterizado por espectros de banda larga.

Por outro lado, ainda segundo Vanmarke, para 10<2f1T<10%e
0.11<8<1, gamas de valores de interesse em engenharia sismica, séo

as seguintes as expressdes que permitem calcular o correspondente
valor médio

E[mTax | x(t) l:|=[(21n2feTT)”2+(2(1)’527;2;;,2}0,( (1.272)
n2f|
e o desvio padréao
1,2 5, 4
O maxlx] = - 1,273
" 22T 13+ (2In2fi T ( )
conm

T:<(1,<s36°-"5—o,38)fg , 5<0,69 | 574
oAl , 6>0,69 (2r)

t Ay (33
sendo f, a frequéncia média de Passagens ascendentes por zero esta-
tisticamente independentes.

Na figura 1.19 encontra-se representada a evolugdo sofrida pelos

valores de E[mgx Fx(t) |] e de om;,x | x|, referidos ao desvio padrédo o,,
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quando o numero médio de passagens por zero, ascendentes ou des-
cendentes, varia entre 10 e 10° e o factor de forma & oscila entre
0,11 e 0,69.

Efmgxix (1] Trrax Ix(t
% ol

40t 06+

05
0t

0.4

20 0.3+

ononoo
[T

oooo
— W,
—O0w

Honuu

oonoron
Y=l=1=]

0.2

01t

10 102 10° 10 102 107
2fofT ZfO'T
{a) {b)

Fig. 1.19 - Variacdo de E[mgx lx(t)l] @ Omaxyx com 2f37 e 8.
T

Da observagdo destes grdficos, resulta evidente que, para um dado
valor de f4T, E[ max F (1) *] é tanto maior quanto menor for a dependéncia
estatistica entre extremos, coincidindo alids a curva da figura
1.19(a), para 6>0,69, com a correspondente & expressido de Davenport
(1.265), que pressupde a independéncia dos valores de pico, como foi
j& sublinhado.

De realgar, finalmente, que a distribuigdo de Vanmarke (eq. 1.270)
revelou ajustar-se muito bem a resultados obtidos a partir de técnicas
de simulagdo numérica, em particular os obtidos por Cook [55], e
também por Jervis [173].

1.9.4 - Distribuicio de probabilidade da envolvente

A envolvente de um processo estocastico x(t) € naturalmente

traduzida por um outro processo z(t), assumindo valores com variacdo
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relativamente suave, e de tal forma que o valor absoluto | z(t)| seja
sempre pelo menos tdo grande quanto |x(t)|, tornando-se igual a |{x ()|
nos extremos de x(!{) ou na sua vizinhanca.

Embora ndo exista uma definigdo unica de envolvente, existen
diversos estudos notaveis neste campo, designadamente os de Rice
[188], Dugundji [97], Crandall e Mark [70].

Considere-se assim o processo estocastico Xx(l) como parte real

de um processo complexo

vy =x(t)+ix(t) (1.275)

sendo X(!) um outro processo com caracteristicas a definir poste-
riormente. Designando por 2(t) o médulo do complexo y(t), x(i) pode
exprimir-se sob a seguinte forma

x(t)==z(t)cosd(t) (1.276)
com
2 2, o2 ()
() =x(t)+2(t) ¢(t)=arctg[3—c—m] (1.277)

Para que z(!) possa traduzir a envolvente do processo x(¢) sera

necessario que %(1) seja adequadamente escolhida, por forma a fazer
recair sobre z(!) sentido fisico apropriado.

Comegando por considerar o caso de um sinal sinusoidal x(t)=zsenwt,
€M que a envolvente é definida pela constante z, devera escolher-se

() ==2coswt, podendo pois X(t) relacionar-se com x(t) através da
relacao

X(t)=x~l%t—2 (1.278)

ou através da transformada de Hilbert

s 1 [T x(T)
(1) nf_m Todv (1.279)

que tem a propriedade de converter cosuwt em senwt e senwt em - coswi.
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Partindo do conhecimento deste facto, e procurando uma extensao
a outro tipo de sinais, duas definigdes de processo envolvente se
tornam assim possiveis, sendo a primeira a definigdo introduzida por
Crandall e Mark [70]

- 2
z(t) = xza)+(x£”) (1.280)

r

em que w, e uma frequéncia representativa do interior da banda de
frequéncias predominantes do processo x(1l), e a segunda a correspondente
a definigédo de Dugundji [97]

2(t)=yx(1)%+%(1)2 (1.281)

sendo X(l) a transformada de Hilbert definida pela equagao (1.279).

A nogédo de envolvente de Crandall e Mark pode alias ser introduzida
de outra forma visualmente mais sugestiva, a custa também de uma
generalizagdo da envolvente relativa ao sinal sinusoidal x(t)=zsenwt,
e que é constituida pelas duas rectas horizontais correspondentes as
ordenadas *z (Fig. 1.20).

) L envolvente

envolvente

(a) (b)

Fig. 1.20 - Conceito de envolvente de uma funcdo sinusoidal.

Tendo em conta que x(¢)==zsenwt e x(!)=zwcoswt, torna~se &bvio

que a evolugdo do sinal pode ser representada, no plano (x,x/w),
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através da projecgdo sobre o eixo dos xx (Fig. 1.20) do raio vector
Eﬁsy de grandeza 'z, rodando a partir do eixo relativo a X¥/w no sentido
directo com uma velocidade angular w.

Generalizando este conceito de envolvente a um processo
estocastico de banda estreita (Fig. 1.21), isto é, em que a amplitude
do intervalo de frequéncias com contributo significativo para a
varidncia do processo é reduzida, a envolvente de x({) podera ser

definida pela equacgdo
MEIONN
Z()=a]x(t)=+ o (1.282)

r

sendo w, uma frequéncia representativa do interior daquele intervalo.

X
Xz _—— 4

%4 __» ~~

{a) (b}

Fig. 1.21 - Conceito de envolvente de um processo estocastico
de uma banda estreita (Crandall e Mark).

A probabilidade de que a envolvente assuma valores compreendidos
entre z e z+ dz poderd naturalmente obter-se através do integral duplo

[f o(xE)ax af2) (1 259

definindo convenientemente os limites de integragdo em correspondéncia
com a regido do plano (x,%/w) indicada a tracejado na figura 1.22.
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ey

Fig. 1.22 - Area do plano (x,x/w) correspondente ao calculo
da probabilidade P{z<z(t)<z+dz].

Designando por p.(z) a fungédo densidade de probabilidade relativa

a envolvente, e utilizando coordenadas polares, tem-se que
2n x-
pe(z)dz=f p(x,;u-)zdzda (1.284)
0

Tendo em atengdo que, pela relagdo Jacobiana (1.157),
p(x,x/w)=wp(x,x), sendo p(x,x) definida pela equacgdo (1.235) no
caso de processos gaussianos estacionarios de valor médio nulo, e
podendo admitir-se para processos de  banda estreita gue
w=0,/0,=(N;/Ny)'’"? obtém-se que

2n x 2n
pn(z)=zf p(x,a)dowzwf p(x,x)da
0 0

2 2n 1{ x? x?
. S N P 1.285
S1ihg j; eXp[ z(xo xzﬂ ¢ ( )

e introduzindo a mudanga de variaveis x=2zsen o, X/w=z2cosa

z 2n ZZ > z2
- xp| - —— |da=-exp| - 1.286
PR = o, f«; y p( 2x0) * xoexp( 27\0) ( )

expressao que permite concluir que p,(z) obedece a distribuicdo de

Rayleigh (Fig. 1.23).

71



Capitulo 1

p!(z-) h

06
05 Peln) = Xexp(-3d 2)
044
03
0.2

ol 1.2%

ﬁlNV

Fig. 1.23 - Fungdo densidade de probabilidade da envolvente de
um processo estocastico de banda estreita (x==z/0.).

E de referir, meramente a titulo de curiosidade, que a pro-—
babilidade de ocorréncia de valores de z(t) superiores a 30,, valor

frequentemente tomado como referéncia em engenharia sismica, vale
apenas 1,2%.

A estatistica da envolvente de Crandall e Mark pode ser melhor
caracterizada de uma forma mais geral, se se tiver em conta que a
definigdo introduzida pela equacao (1.280) € equivalente a

x(t)=z(t)cosd(t) %—Q=z(t)sen¢(t) (1.287)

r

Derivando estas duas equacdes em ordem ao tempo, e eliminando
$(1) entre as equagdes resultantes e as equacgdes (1.287), obtém-se as
seguintes relagdes entre as variaveis x=[x,x/w,,%/w,]" e _z_=[z,z',¢]T

x(t)=z(t)cosd(t)
X/w,=2z(t)sen ¢(t) (1.288)
X/lw,= z(t)cosecd(t) ~z(t)w,cosd(t)

Supondo que o processo x(1) é gaussiano e estaciondrio com valoxr

médio nulo, a funcdo densidade de probabilidade conjunta p(x) €
definida por
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1
(2:[[)3/2 I Ex ll/2

p(x)= exp{—%fgfg} (1.289)

sendo facil verificar que a matriz de covaridncia correspondente tem
a seguinte constituicéo

Mo 0 =N u,
b= 0 Ao/ w? 0 (1.290)
-/ w, 0 A,/ w?

podendo admitir-se que w,=(A,/\,)'"%

A densidade de probabilidade conjunta correspondente as variaveis
z=[z,2,0]" pode entdo ser determinada tendo presente a relagao
Jacobiana expressa pela equagao (1.157), obtendo-se

. z | cosecd | z2 ) zzcosecz¢J>
(2,2,0)= expy - + 1.291
R N T R W p{ HZM 2y%e? (1220

conm

€2=1-A2/NoN, (1.292)

Por integragdo, pode também obter-se a densidade de probabilidade
bidimensional

(z,0)=—2— expl - 2 (1.293)
Ptz )= one Pl o, '

a partir da qual se pode determinar a densidade de probabilidade de
Rayleigh p,(z), e mostrar que ¢ tem uma distribuicao de probabilidade
uniforme no intervalo de 0 a 2.

A frequéncia média de passagens ascendentes da envolvente por um
nivel a pode, por sua vez, calcular-se tendo em conta a equacgéio
(1.230), ou seja

@ 2n @
;;=fo zpe(a,z)dz=fofo ip.(a.z,0)dzd¢ (1.294)
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obtendo-se, com recurso a (1.293)

i 4 a?
f:=—--—-——(211)3/2\/7\4/}\2Ea/\/_f;exp(—é-x—o) (1.295)

Assim como a envolvente de Crandall e Mark segue os picos do
processo (¥=0), como se depreende da equagdo (1.280), o mesmo tende
a suceder com a envolvente de Dugundji. De facto, e continuando a
Supor o processo x(!) estaciondrio gaussiano de valor médio nulo, é
possivel calcular a densidade de probabilidade conjunta p(%,x), e a
partir dela a densidade de probabilidade condicional
p(}%l:&)=p(3€,9&)/p(x’), podendo mostrar-se que [141]

E[R|%]=-A /N, Hgpg=Aob? (1.296)

sendo 0 o parametro j& definido pela equagdo (1.268), associado a
configuragio do espectro de poténcia S(w).

As equacédes (1.296) demonstram pois que, quando x=0, o wvalor
nédio de £ é tambén nulo, assumindo a correspondente varidncia um
valor tanto mais reduzido, quanto menor for 8. Desta forma, pode
constatar-se, tendo en conta a equacéio (1.281), que z(l) tende pois
a seguir os picos do processo x(t), de forma tanto mais rigorosa,

quante mais estreita for 4 respectiva banda de frequéncias pre-
dominantes.

O .
.V VR - (1.298)
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Utilizando novamente a relagio Jacobiana expressa pela equacao
(1.157), é possivel efectuar a seguinte transformacdo [141]

DP(z,2,0,0)=2°p(x,%,%,%) (1.299)

obtendo~-se

(2 z'(I><i>)=——-——2f-—~—-—e>< {—l (Ei)+(——L—> 20 2] gt 2) } (1.300)
P e ona07 P\ 2] g ) e\ E R 0 '

Mediante integragdo desta equagdo, é possivel chegar a densidade
de probabilidade bidimensional

o ol )
P(z,2)= =—————— exp{—=| —+ (1.301)
( 2“)\.26)\,0 p 2 >\‘0 62>\.2

expressdo esta coincidente com a associada a definicdo de envolvente
primitivamente introduzida por Rice [188], que embora formalmente
diferente, se pode considerar estatisticamente equivalente a de
Dugundji, conforme foi recentemente demonstrado por Langley [141].

Por integragdo da equagdo (1.300), é também possivel chegar a
equacao

(2,0)=—> exp| - 27 (1.302)

R WL (=T '
igualmente vdlida para a envolvente de Crandall e Mark, e que permite
concluir que p.(z) obedece a uma distribuicdo de Rayleigh.

Com base na equagdo (1.301), torna-se também possivel quantificar
a frequéncia média de passagens ascendentes da envolvente por um nivel
a, obtendo-se

2
-1 1 a a
Fa=-==JAs/h¢b ex (~———) (1.303)
‘\f2ﬁ. 2 0 \’)&0 p 2}\'O
o que significa, tendo em conta a equagio (1.236), que as frequéncias

médias de passagens ascendentes da envolvente z(t) e do processo x(i)
se podem relacionar através da equacgéo
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Fl=J2nearlsyn, (1.304)

0 valor de 7! correspondente a envolvente de Dugundji é pois di-
ferente do relativo a de Crandall e Mark, sendo o quociente respectivo

(f;)CM____Z_ €
(Fp, ® 5f1-¢2

E de realgar ainda que, embora a maior parte da literatura sobre

(1.305)

este dominio se refira essencialmente a processos estacionarios, e
tal se considere suficiente para o &mbito deste trabalho, a nogédo de
envolvente de Dugundji tem sido ja objecto de extensdo a processos
de natureza nédo-estacionaria, nomeadamente por Yang [242], Krenk,
Madsen e Madsen [136].

Assim, e supondo que x(f) € um processo gaussiano ndo-estacionario
com valor médio nulo, torna-se possivel seguir um caminho analogo,
comegando por definir a densidade de probabilidade conjunta
p(x,%,%,%,t) no instante !, a custa da formagdo da correspondente
matriz de covaridncia instantéanea i, (1), cuja constituigdo difere da

expressa pela equacgdo (1.298), havendo elementos que deixam de assumir
valor nulo.

Introduzindo uma mudanca de variaveis, é igualmente possivel
obter a expressado da densidade de probabilidade instantédnea p.(z,z,t),
a partir da qual o valor da frequéncia média de passagens ascendentes
da envolvente por um nivel @ no instante ¢, por unidade de tempo, pode

ser obtida, utilizando uma equacdo semelhante a (1.294), resultando
que ([142]

[A2(t) 2
f () o(t [_—")\‘( [ —pxx(t) Yxé(t)] ( 27\0(t)>'[g(ca)+ca6(ca)]

(1.306)

com Ao(t),A2(1).p.x(!) , g( ) e G( ) definidos através das equagdes
(1.239) a (1.242) e ‘
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pxx(t)

= (1.307)
‘ VAGOIT = p2,(8) - y2:(1)]'"2
“‘xé(t)
. = XE 1.
Y2 (1) PROTRG) (1.308)

E frequente porém admitir-se [142] que, apesar do cardcter
nijo-estaciondrio do processo x(¢), o coeficiente de correlacéo p..(t)
assume valores suficientemente baixos para que possa considerar-se
que ¢ é praticamente nulo, obtendo-se entdoc a seguinte expressido
aproximada para 7. (t)

t ~ 1 }\‘Z(t) 1z a 2 172 lj_‘ a }
f“@"@[xom} m[l vZ2.()1 “exp TG (1.309)

1.9.5 - Distribuigdo de probabilidade dos tempos de primeira passagem

Na analise e dimensionamento de sistemas no &mbito da DinaAmica
Estrutural Estocdstica, revela-se importante nio so quantificar a
probabilidade de que o valor maximo de um processo estocastico x(t),
associado a uma qualquer variavel de controlo da resposta de um
sistema, num intervalo de tempo de duragdo 7, seja inferior a um
determinado valor, como também caracterizar a distribuigao de pro-
babilidade relativa ao tempo de primeira passagem do processo X (i)
por um dado nivel pré-definido.

Como se torna evidente, este tempo ao fim do qual se regista um
primeiro atravessamento de uma dada barreira, normalmente associada
a um limiar de seguranga, contitui uma variavel aleatdria intimamente
ligada ao processo x(!), cuja distribuic¢fo de probabilidade constitui
uma fungdo de importancia fundamental em termos de seguranga e
fiabilidade estrutural.

Designando por p?(ﬁ)a densidade de probabilidade correspondente
ao tempo de primeira passagenm, pT(thitrepresenta a probabilidade de
que um primeiro atravessamento de um dado nivel a se verifique entre
os instantes t e t+dt, tomando como referéncia inicial o instante t =0.
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A fungéo de distribuigdo de probabilidade correspondente
t Ty
P (T)=f pl(Hdt (1.310)
¢}

representa a probabilidade de ocorréncia de um primeiro atravessamento
entre os instantes 0 e T, indicando o seu complementar para a unidade

L(TYy=1-P'(T) (1.311)

a probabilidade de que o processo X (!) ndo ultrapasse a barreira
definida pelo valor a em nenhum instante do intervalo de tempo referido,
designando~se frequentemente por fiabilidade, probabilidade de
sobrevivéncia ou de ndo-excedéncia do sistema ("reliability").

Entre p’(t),PT(T).L(T) e P[mSX x(t)<a] verifica-se pois que

' _dP’(t)_g _ __dL)
p (I)_T"dz” L(t)] — (1.312)
L(T)=pP[max x(t)<a] (1.313)

De acordoe com a classificacdo classica introduzida por Crandall
[64], s&8o habitualmente considerados, em problemas de Dinamica
Estrutural, trés tipos de barreiras (B~-"barrier", D-"double-side
barrier" e E~-"envelope") tehdentes a limitar o dominio de seguranca
do funcionamento dos sistemas, correspondendo-lhes a representacdo
no plano (x,x/w) indicada na figura 1.24.

X X X

inseguranga inseguranca inseguranca
LLELLLL AL LE LA VS LI LTS L1 222 LLALL L LS E L
a

/7
N

a

B~
e \t”,// #ew

a

?X ki

{a) (k) {c)

N\

N

CELATT P77 TP 727777077 PEFAF P77 A7,
inseguranca

Fig. 1.24 - Representagdo no plano (x,%/w) das barreiras
de tipo B(a), D(b) e E(c).
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A estas trés formas de caracterizacdo do limiar de seguranga,
correspondem naturalmente diferentes significados para a probabi-
lidade de sobrevivéncia do sistema, susceptivel de ser traduzida em
cada caso pelas relagdes seguintes

LB(T)=P[m$X x(t)<a]
Lp(Ty=p[max |x(t)|<a] (1.314)

LE(T)=p[m$X z(t)<a]

sendo z(t) a envolvente do processo estocastico x(i).

Embora ndo seja conhecida uma solucdo exacta para a determinacgéao
da densidade de probabilidade de primeira passagem p f (t) correspondente
a um processo estocdstico estaciondario de valor médio nulo, estudos
de simulagdo numérica [69] permitiram caracterizar a configuracgio
tipica desta fungdo, podendo considerar-se [152] que uma das melhores
aproximagdes é dada pela forma

at

plthr=) Aae™ (1.315)

sendo os A; e a,; pardmetros a determinar. Verifica-se também que a
evolugao de pT(t) durante um pequeno intervalo de tempo inicial é
fortemente dependente das condig¢des iniciais [64], como deixa
transparecer a figura 1.25, na qual se representam de forma esquematica

oty
(1)

{2)

0 t

Fig. 1.25 - Representacdo esquematica de p'(t) para processos

estaciondrios (1) e pseudo-ndo-estacionarios (2).
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as configuragdes de pT(t) correspondentes a um processo estacionario
@ a um pseudo-ndo-estaciondrio (condigées iniciais nulas para (=0 e
caracteristicas estatisticas constantes no tempo).

Todavia, os casos de maior interesse pratico sdo aqueles em que
os tempos de primeira passagem sdo em média bastante superiores a
amplitude daquele intervalo, sendo entio razoavel adoptar-se a
seguinte aproximagéo [64]

p'(t)= Aae™ (1.316)

ou mais simplesmente, no caso de barreiras de valor elevado, em que
estudos experimentais [69] indicam que A tende para a unidade

pT(Z)Eae—a[ (1.317)

sendo o a taxa de redugdo da densidade de probabilidade de primeira

passagem, a determinar em fungdo das caracteristicas do processo.

Nestas Clrcunsténcias, uma expressdo compativel para a pro-

babilidade de sobrevivéncia L(t) sera, tendo em consideracdo a equacgao
(1.312)

L(t)=e (1.318)

de a consiste en Supor que os atravessamentos de uma dada barreira o
sdo acontecimentos raros e estatisticamente- independentes, hipdtese
que € assintoticamente verdadeira quando q - [60], constituindo entio
O numero N(!) de passagens entre og instantes 0 e ¢ um processo

estocdstico de Poisson traduzido Pela equacio (1.183), ou seja

(vt)¥

em que V representa g frequéncia média de o
pPor unidade de tempo.

.y e ot ,
Vetfa  vp=2f0  v,=}l-oms 2, (1.320)

Tne
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tem~-se que

gt ot -fans =gt
Ly(t)y=e"*"  Lyty=e " L, (y=e T (1.321)

podendo a densidade de probabilidade de primeira passagem corres-
pondente obter-se através da relacdo (1.312), ou seja

'

. gt _ . -7
pa()=fie’  ply=2fle™ " pliy=7.e7" (1.322)

O que conduz a que, em cada caso, o valor médio do tempo de primeira
passagemln}, e a correspondente varidncia u}, sejam dados por

! (1.323)
y

m}=f tp'(t)dt=
0

wi= [T -mh?p war- 2 (1.324)
Esta hipdétese corresponde, no fundo, a admitir-se que os tempos
de primeira passagem obedecem a uma distribuig¢do exponencial,

traduzida por uma fungdo densidade de probabilidade

ple)y=ve™ (1.325)
em que
1
v=— (1.326)
my
assumindo v, em cada caso, os valores v,=f, , vp=2fl e ve=F.l.

X{t)

vad /Qg Ti /\ A
)

SV
U

Fig. 1.26 - Diferenciacdo em dois estados.

I
3.
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Uma melhor aproxima¢do € no entanto conseguida [236] se se
subdividir o intervalo de tempo entre dois atravessamentos conse-
cutivos (Fig. 1.26) em dois sub~-intervalos (T, e T, para x (1) ou | x(t)|,
e T, e T, para z(t)) correspondentes as situacdes em que o0 processo
(x(t), |x(t)] ou z(t)) assume valores superiores e inferiores ao valor
a definidor da barreira, e se se admitir que sdo os tempos T, ou T,
que obedecem a uma distribuicdo exponencial com

1 2 1
Vp=—— V= e— V= ——— (1.327
PTETa VT ETG VTR )
Assim, comegando por considerar o caso de passagens do tipo B e
introduzindo a variavel reduzida x=a/o,, tem-se que

E[Ts+Ti}=}17= 1x2 (1.328)
Y ofle?
E[T,] [ N Gl
EIT.+T1] J, peox- . Teno.
D N
—/; \/—E——IEQ du=6(x) (1.329)

relacionando-se ¢(x) com a funcdo de erro através da relacgéo

d(x)=[1-erf(x/V2)1/2 (1.330)

Conjugando as egquagdes (1.328) e (1.329), podem obter-se os
seguintes valores médios

E[TSJ=;1—Te*2’2¢<x> (1.321)

E[Ti1=-);%e*2’2[1—¢<x>] (1.332)

J o

Procedendo de forma semelhante em relagdo a passagens do tipo E,
tem-se por sua vez que

1
—= ! (1.333)

AT —.x—z
fa V2nby fle 2

E[T,+T]=
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_zi 2

E[Ts] fw fw zZ _202 -52'_
———————— e = = D Xd = 1-334
E[T.+T ] ] pP.(z)dz ] cﬁe zZ=e | ( )

donde resulta que

. 1
F[T,]= ——— 1.335
[T,] Tenons] ( )
£ 1 2,2
E[T,]= =————(e*’?-] 1.336
(7] J§Eaxf3(e ) ( )

Nestas condig¢des, admitindo que os tempos T; e T, tém uma distri-
buicéo exponencial com coeficientes de redugao vdefinidos pela equaciao
(1.327), e supondo ainda que a probabilidade de o processo se iniciar
abaixo de uma barreira do tipo B e E é respectivamente

BT E[T4] | 55
TR T T TETL T (1.337)

sdo as seguintes as expressbes da probabilidade de nao-excedéncia

correspondentes aos trés tipos de barreiras consideradas

LBU)=[1-¢(xHexp<_ fate * } (1.338)
[1-0(x)]
LDU)=[1~2¢(xﬂexp<_ 2f, te * } (1.339)
[1-2¢(x)]
2 _\/EEBXJ[JI
LEU)=[1_Q‘?]exp X2 (1.340)

e” -1

Esta aproximag¢do pode todavia ser melhorada em relagdo a L,(t) e
Lp(t), se se tiver em consideragdo que os estudos de simulag¢do numérica
demonstram que, no caso de processos de banda estreita, ou em que by
assume um valor relativamente baixo, as passagens de tipo D ocorrem
€m grupos na sequéncia de uma passagem de tipo E, ao passo que no
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caso de processos de banda larga, ou em cue by assume valores elevados,
é frequente registarem-se passagens de tipo E as quais néo se suceden
quaisquer passagens de tipo D.

X“),Z“) X(t)'Z(')Nt):] ND=0 N°=0
va A O\

G AMUHWUN/]UU//IU il

Fig. 1.27 - (a) Agrupamento de passagens do tipo B apds uma

passagem do tipo E (processo de banda estreita) ;
(b) Passagens do tipo E desacompanhadas de passagens
do tipo B (processo de banda larga).

Com efeito, admitindo por um lado como certa a ocorréncia de unm
atravessamento de tipo D sempre que ZfJTsZ 1, e por outro que, para
T.< 1/2f§, a probabilidade de n&o se verificar qualquer atravessamento
daquele tipo é I—ZfJTs, a fracgao B; de passagens da envolvente que
ndo sdo seguidas por qualquer passagem de |x(t)| é definida por

1727]
Be= | Q-2510p, (1.341)

Considerando simultaneamente que os tempos 7, obedecem a uma
distribuicdo exponencial (V. eq. 1.325) com v=1/E[T,], sendo E[T,]
dado pela equagédo (1.335), Vanmarke [236] obteve

B, =1- 1 —exp(~\/n/26x)

50y (1.342)

Nestas condigées, a frequéncia média de bPassagens da envolvente
efectivamente sequidas por atravessamentos do ti
por

Po D pode expressar-se
-'T -
Fa = (1=Bp)Fi=2/41-exp(~{m/26x)] (1.343)
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sendo, por isso, o valor médio do nimero de grupo

E[ND]=27J,[§T-= ! (1.344)
fo 1-exp(=Jn/26y)

expressdo, alids, concordante com a equagao (1.269) anteriormente
referida. Por conseguinte, assumindo cada uma das primeiras passagens
correspondentes a cada grupo de atravessamentos de uma barreira D
como um acontecimento raro e estatisticamente independente dos
restantes, o nimero de passagens desse tipo entre os instantes O e ¢
constitui um processo de Poisson associado a uma frequéncia de
ocorréncia

vp=7.t (1.345)

pelo que, para barreiras suficientemente elevadas, para as quais seja
licito admitir que A=1] na equagdo (1.316), e sendo Lp(t)y=P(O,1)

Lp(t)=exp{-27 t[1-exp(-yn/256%)]} (1.346)

No caso de barreiras relativamente baixas, esta aproximagio pode
no entanto ser ainda melhorada [236], tendo em consideragdo o tempo
de duragdo dos grupos de atravessamentos, e efectuando novamente uma
diferenciacdo em dois estados com tempos de duracdo média E[T.] e
E[T,], tais que

1

ELT,).2f5=E[N,] E[T£]=].T—E[7‘“;] (1.347,348)
donde resulta que
E[T,1=E[N,1/2f] (1.349)
~. E[Npl .2
E[T]]= 2fJD (eX'%-1) (1.350)

Admitindo simultaneamente que os tempos T; tém uma distribuicsio
exponencial com um coeficiente de redugdo

vp=1/E[T,] (1.351)
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e supondo ainda que a probabilidade de um processo se iniciar abaixo
da barreira é

4o ELT

= 1.352
E[T +T] ( )

conclui-se que é a seguinte a expressdo da probabilidade de sobre-—
vivéncia L,(1)

2 1- —-yn/26
Lp(t)=[l-exp(—%;)JeXp<”2f3‘ =Xl ik XJ} (1.353)

expz -1

ou atendendo as relacgdes verificadas entre f,,T.f; e f! (v. eq. 1.236,
1.237 e 1.304)

Ny l-exp[-Fi/2f1]
LDU)—<1~}?)exp<—2f;t 7 (1.354)

sendo féacil verificar que, substituindo em (1.353) 27} e VI/2 por fJ
e Y27, se obtém a expressao correspondente de Lg(t).

Land

Banda Larga

81,0

5=0,5
20,25

§+0,10

Relagdo dos Coeficientes Vp

anda Estreita

1 2 3 4 5
X=aloy

(=]

Fig. 1.28 - Variacdo da relagdo dos coeficientes Vp relativos

as equacgdes (1.351) e (1.320) em funcdo de X=a/0,.

No sentido de permitir ganhar maior sensibilidade em relacdo &
repercussio das aproximagdes introduzidas sobre a densidade de
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probabilidade de primeira passagem e sobre a probabilidade ge
ndo-excedéncia, apresenta-se na figura 1.28 [236] a representacgio
grafica da evolugio da relagiao entre os coeficientes de redugdo v,
expressos pelas equagées (1.351) e (1.320), em fungdo de x=a/o,.

Da sua observagio, resulta pois evidente que para barreiras
suficientemente elevadas, como sdo as normalmente consideradas em
casos praticos, os valores de Vp dados pela equagéao (1.351) sao
inferiores ao valor inicialmente adoptado VD=2f§, na hipdtese de
atravessamentos raros e estatisticamente independentes, sendo
fortemente condicionados pela largura de banda, registando-se no
entanto, em qualquer caso, uma convergéncia assintética Vp o Zf(I quando
X . Desta forma, a distribuigdo assintética de Cramer, se bem que
menos correcta teoricamente, tende a colocar-nos em geral numa situacédo
conservativa em termos de Seguranca, salvo nos casos de processos de
banda larga e barreiras relativamente baixas.

Sucede no entanto que, de acordo com simulag¢ées numéricas
realizadas por Cook [55], casos ha em que se registam néo soé agru-
pamentos de atravessamentos D, mas também agrupamentos de atraves-
samentos da prépria envolvente ("superclumping"). Para ter também em
consideracgio este efeito, que tende a introduzir uma reducio
suplementar sobre v,, Vanmarke [236] sugere a adopgdo de um factor
de largura de banda equivalente 5,=5'*’, com b=0,20. Assinale-se,
alids, que a substituicdo de & por 6, na equagdo (1.353), acompanhada
do facto de LD(T)=P[m$X ix(t)|<a}’ reduz esta equagdo a equacio
(1.270), Jjustificando-~se pois, por esta via, a distribuicdo de
probabilidade entdo apresentada para os extremos absolutos do processo
x(t) num intervalo de tempo de duracao T.

Esta abordagem da distribuigdo probabilistica dos tempos de
primeira passagem de um processo estaciondrio, introduzida por
Vanmarke, foi também generalizada por ele prdprio, por Corotis e
Cornell [236, 58] a processos ndo-estacionarios de valor médio nulo,
caracterizados por uma densidade espectral de poténcia evolutiva
Sy(w,t). Nesse caso, os momentos espectrais tornam-se temporalmente
dependentes
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?\,-(t)=f_: w'S , (w,t)dw (1.355)

podendo a partir deles calcular-se de forma aproximada os valores
instantédneos de fof(t),f,l(t) e 8(t), utilizando as expressdes relativas
a processos estaciondrios, e posteriormente a probabilidade de
ndo-excedéncia, dada por

LD(t)=Aexp{-—j: a(u)du> (1.356)

sendo o valor instantdneo de a(t) definido tendo em conta as equacdes
(1.353) e (1.354), isto é

a(u)=2f§(u) 1 —exp[—\/nz/Zﬁ(u)x]

(1.357)
exps -1

ou entéao

1-exp[-Fl(u)/2f 8 (u)]
1-flwyzflw

a(u)=2f"cw) (1.358)

Uma avaliacgdo mais correcta de a(u) pode, no entanto, ainda ser
conseguida, caso os valores de fJ(u) , f,i(u) e f;(u), intervenientes
na equagdo (1.358), sejam quantificados com base nas expressées (1.238)

e (1.306), relativas a processos nao-estaciondrios gaussianos.
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2

RESPOSTA DE SISTEMAS LINEARES A EXCITACOES
ALEATORIAS ESTACIONARIAS

2.1 - INTRODUCAO

Em numerosas situagdes no dominio da engenharia estrutural, surge
a necessidade de proceder & anadlise e dimensionamento de sistemas
susceptiveis de serem submetidos, durante o seu periodo de vida util,
a excitagdées aleatdrias de natureza tido diversa como o vento, os
sismos, as ondas ocednicas, a turbuléncia hidraulica ou atmosférica,
© trafego rodoviario ou ferroviario. Interessa, por issc, saber
caracterizar de forma adequada, e numa optica probabilistica, o
comportamento estrutural originado, tarefa que envolve naturalmente
a idealizagdo de modelos que possibilitem ndo sé a consideracdo de
diferentes tipos de accdes, mas também a simulagdo do funcionamento
da prdépria estrutura, de uma forma que se revele, por um lado,
suficientemente ajustada a realidade, e, por outro, suficientemente
simples e eficiente em termos de utilizagdo corrente.

No que respeita a modelos das acgbes, estas sdo usualmente
traduzidas por processos estocasticos vectoriais cujos principais
parametros estatisticos sdo fixados e aferidos em fung¢do de dados
experimentais.

Esses processos podem ter natureza ndo-estacionaria, estacionaria
ou mesmo ergddica, podende ser classificados na sua maioria como
processos de Gauss, de Poisson ou de Markov.

A simulagdo do comportamento estrutural envolve, por seu turno,
a consideragéo de um modelo fisico de natureza continua ou discreta,
sendo neste caso constituido por um conjunto de elementos finitos com
caracteristicas de massa, de rigidez e de amortecimento conhecidas,
em correspondéncia com um nimero finito de graus de liberdade.

O estabelecinmento de relacdes deterministicas excitagdo-resposta
resulta da aplicagdo directa das leis da Mecadnica, conduzindo a um

89



Capitulo 2

conjunto de equagdes que, de modo condensado, se podem exprimir sob

a forma

L(a,u,t)=F(u,1) (2.1)

sendo L( ) um operador, a o vector dos pardmetros definidores do
sistema, U o vector das variadvels de controlo da resposta, em cor-
respondéncia com um dado conjunto de coordenadas generalizadas, ¢ a
varidvel tempo e F(u,t!)o vector das forgas aplicadas segundo aquelas
coordenadas.

Estas equagdes podem ser lineares ou ndo-lineares. Todavia, na
maioria das situagdes, s8oc utilizados modelos lineares, muito
especialmente pela enorme simplicidade que introduzem no tratamento
dos problemas correntes, podendo, no entanto, os resultados obtidos
com base na sua utilizagdo ser objecto de uma correccéo posterior,
tendente a reflectir de algum modo os efeitos do comportamento
estrutural ndo-linear, como sucede por exemplo no dmbito da Engenharia
Sismica, de acordo com a regulamentac¢do nacional actualmente em vigor.
Essa vantagem é alids particularmente sentida nos casos em que a
excitagdo pode ser modelada por um processo estocastico gaussiano,
facto que sucede frequentemente, como se compreende tendo em conta
0 Teorema do Limite Central, e que leva a que, dada a linearidade do
sistema, a resposta possa ser traduzida por um processo estocastico
da mesma natureza, podendo, por conseguinte, ser inteiramente
caracterizada, do ponto de vista probabilistico, com base em grandezas
estatisticas de primeira e sequnda orden.

O presente capitulo tem como objectivo apresentar os métodos
gerais de andlise estocastica da resposta dindmica de sistemas 1i-
neares a excitacgdes aleatérias estacionarias, restringindo-se no
entanto o tratamento efectuado ao caso de sistemas lineares estaveis,
discretizados num conjunto de elementos finitos com um numero
igualmente finito de graus de liberdade, e com propriedades de massa,
de amortecimento e de rigidez conhecidas de forma deterministica e
invariantes no tempo, isto €, excluindo os problemas relativos a
estocasticidade do préprio sistema [202], bem como as chamadas
vibragbes paramétricas [113].
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Para o efeito, sio descritas as abordagens gerais mais cor-
rentemente utilizadas, baseadas nos conceitos de fungdo de trans-
feréncia no dominio do tempo ou no dominio da frequéncia, comegando
pelos sistemas de um grau de liberdade (1-GL), e passando em seguida
a apresentacdo de diversas formulagdes aplicaveis a anidlise de sistemas
de miltiplos graus de liberdade (N-GL).

A via alternativa, baseada numa aproximagdo Markoviana, e na
utilizagdo da equacio de Fokker-Planck~Kolmogorov, ndo sera aqui
referida, dado o seu menor interesse pratico e a sua mais restrita
aplicabilidade, exigindo que a excitagdo seja idealizavel através de
um ruido branco, sendo apenas focada no capitulo 4 a propdésito dos
sistemas ndo-lineares.

E ainda dado um realce especial ao caso da excitagdo sismica,
sublinhando a relacdo existente entre as abordagens estocastica e
deterministica de andlise dos efeitos dos sismos sobre o comportamento
estrutural, descrevendo-se também cuidadosamente a arquitectura de
diversos programas de calculo automatico desenvolvidos, tomando como
exemplo os casos das estruturas reticuladas planas e das estruturas
laminares (cascas).

2.2 - SISTEMAS LINEARES DE 1-GL

2.2.1 - Relagbes deterministicas excitagio-resposta no dominio do tempo
e no dominio da frequéncia

A caracterizagdo da resposta de um sistema linear de 1-GI a uma
excitacdo aleatédria, traduzida por um processo estocastico
estaciondrio, envolve o conhecimento prévio das caracteristicas do
préprio sistema que possibilitam o estabelecimento das relacgdes
deterministicas verificadas entre cada realizacdo do processo de
excitagdo, p;(t), ea realizagdo correspondente do processo de resposta,
q.:(t).
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Essas relagdes sdo traduzidas por fungdes expressas no dominio
do tempo ou no dominio da frequéncia, habitualmente designadas por
fungdes de transferéncia FT,; (Fig. 2.1), verificando-se todavia que,
no campo da andlise de vibragbes, as propriedades do sistema podem
frequentemente ser encaradas de forma deterministica face a alea-
toriadade do processo de excitacio, podendo considerar-se que

FT=FT, i=1,2,..,n  (n = ) (2.2)

palt}

Flg. 2.1 - Processos estocédsticos de excitagdo e de resposta.

Como se vera, tais fungdes representam um par de transformadag
de Fourier, h(t) e H(w), que, uma vez conhecidas, permitem obter a
caracterizagdo do processo de resposta a partir da Caracterizacio do
processo de excitacio correspondente, a qual se podera efectuar quer
através da funcio de auto-correlacio R,(T), se a analise se processar
no dominio do tempo ¢, quer através da fungdo densidade espectral de

oténci : : A
P 1a S,(w), se for seguida a via de analise no dominio da frequéncia
W.
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Com efeito, sendo o equilibrio dindmico de um sistema linear de
1-GL, sujeito a uma acgdo p(t), traduzido pela equagéo

mq(t)+cq(t)+kq(t)=p(t) (2.3)

em que m, c e k representam respectivamente a massa, a constante de
amortecimento viscoso e a constante de rigidez do sistema, e supondo
que este parte de uma situagdo inicial de repouso, uma andlise da

resposta no dominio do tempo conduz ao seguinte integral de convolucao
de Duhamel

q(t)=j:;p(r)h(t—r)dr=fomp(t—'c)h("c)dt (2.4)

em que h(i{-T) representa a resposta do sistema a actuacao, no instante

T, do impulso unitario de Dirac 6(t—-7T), sendo dada, para um coeficiente
de amortecimento & ndo superior a unidade, por

h(t—-r):E}Lb—e_w"m_r)senwd(t—r) (2.9)
. o

em que Wy=w,|1-%% sendo w, a frequéncia natural circular.

A fungdo A(t) constitui pois uma caracteristica essencial do
sistema, possibilitando o estabelecimento de uma relagdao deter-
ministica, no dominio do tempo, entre a excitagio aplicada e a resposta
consequente, sendo por tal facto designada por fungdo de transferéncia.

A andlise da resposta pode, no entanto, processar-se também no
dominio da frequéncia. Com efeito, sendo H(w)e™ a resposta
estacionaria & actuagdo de uma excitagdo harménica de amplitude
unitaria e™, em que [54]

1 1

H(w)= = 2.6
() k-w?m+iwec m(w?-w?+2ifww,) (2.6)

e podendo a excitagdo actuante, p(t), ser decomposta num somatério de
un  numero infinito de harménicos de amplitude infinitesimal
|P(w)|dw/2n, através da transformada inversa de Fourier
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©

1 iwt
p(t)—-z—i f P(w)e™dw (2.7)

]

a resposta do sistema pode ser expressa, em termos de sobreposicio
de efeitos, por

q(t)=§% f: H(w)P(w)e™dw (2.8)

Comparando este inteqral com a transformada inversa de Fourier
qU)=]T*[Q(w)L conclui-se de imediato ser a relagdo deterministica
excitagdo-resposta no dominio da frequéncia traduzida pela equacéo

Q(w)=H(w).P(w) (2.9)

As equagdes (2.4) e (2.8) evidenciam pois que ambas as abordagens
de andlise mencionadas envolvem uma sobreposigdo de efeitos devidos
a excitagdes unitdrias, tomando-se como base, no primeiro caso, a
funcdo de resposta ao impulso unitario de Dirac, h(t), e no segundo
caso, a fungdo de resposta complexa, H(w), relativa a uma excitacio
harménica de amplitude unitaria.

Para comprovar que estas duas fungdes constituem um par de
transformadas de Fourier, basta considerar a actuagdo de um impulso
unitdrio de Dirac p(1)=58(t), que de acordo com a equagéo (2.8), origina

como resposta
1 ® ;
Q(t)=h(t)=é-ﬁ f Hw)P(w)e™dw (2.10)

Na verdade, sendo neste caso particular

P(w)=f 8(t)e ™dt=1 (2.11)
de imediato se conclui que

h(t)= ! fm H(w)e™d 2.12)

2n J-e w (2.

ou, invertendo o sentido da transformacao

H(w)=f:: h(t)e ™d¢ (2.13)
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2.2.2 - Relagoes estocasticas excitagdo-resposta no dominio do tempo
e no dominio da frequéncia

Sendo de carédcter aleatdrio a excitagdo actuante sobre um sistema
linear de 1-GL, a completa caracterizacido da estrutura probabilistica
da resposta envolve o conhecimento de uma das hierarquias de grandezas
estatisticas referidas em 1.3, designadamente da hierarquia de fun¢des
densidade de probabilidade ou da hierarquia de momentos.

Sucede porém que, como j& foi sublinhado em 1.8.1, muitas das
acgbes actuantes sobre os sistemas estruturais podem ser conve-
nientemente modeladas através da consideragdo de processos
estocasticos gaussianos, tornando-se nesse caso suficiente o
conhecimento dos momentos de primeira e seqgunda ordem para uma completa
caracterizacao probabilistica do processo.

Por outro lado, operacdes lineares efectuadas sobre processos
gaussianos conduzem a processos da mesma natureza (v. 1.8.1), pelo
que, representando o integral de convolugdo de Duhamel (eq. 2.4) uma
operagdo linear, o processo de resposta a uma excitagdo gaussiana é
igualmente gaussiano.

Além disso, mesmo quando as acgdes tém um cardcter ndo-gaussiano
mas o sistema tem fraco amortecimento, como frequentemente acontece
com os sistemas estruturais, verifica-se que a resposta apresenta uma
estatistica mais préxima da distribuicdo normal que a excitagdo, sendo
essa tendéncia tanto mais acentuada, quanto menor é o amortecimento
do sistema [195].

Por estas razdes, é corrente a andlise da resposta de um sistema
linear a excitagdes aleatdrias estacionarias basear-se exclusivamente
na determinagdo de pardmetros estatisticos de ordem nao superior a
dois, ou seja, no caso particular de sistemas com 1-GL, da média e
da varidncia.

O valor médio da resposta pode ser facilmente obtido, aplicando
o0 operador E[ ]a equagdo (2.4), e tendo em consideragdo a existéncia
de comutatividade entre. as operagdes de integragdo e de calculo de
valores médios espectaveis, obtendo-se
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mq(t)=fow mp(t—t)h(r)d'c=mp_/; h(t)dt (2.14)

equagdo que demonstra a estacionaridade de primeira ordem do processo
de resposta g(!), uma vez que, sendo o valor médio da excitacao
mp,=E[p(t)] invariante no tempo, o valor médio espectavel da resposta,
mqe(t)=E[q(t)], também o é. Em situagdes reais, porém, em que o inicio
da excitagdo ndo corresponde ao instante t=-o, mas sim ao instante
t=0 (excitacéao pseudo~ndo-estacionaria)

mq(t)=m, j;th(r)dr (2.19)

verificando-se a ocorréncia de um curto periodo transitério de
crescimento de m,(t), tendendo rapida e assintoticamente para um valor
constante, igual ao definido pela equagao (2.14).

Uma outra forma de relacionar os valores médios espectaveis m,
e M, consiste em recorrer ao valor na origem da fungédo de transferéncia
no dominio da frequéncia (v. eq. 2.13)

H(O)=<f_:h('c)e““”dr} =f_w h(T)dT (2.16)

w=0 ®

ou, tendo presente que a fungdo de resposta ao impulso unitario de
Dirac, h(t), é nula para valores de T negativos

H(0)=f h(t)dT (2.17)

0

Conjugando esta equagao com (2.14) e (2.6), resulta pois que
mq=H(O)mp=% (2.18)

Sendo a excitagdo actuante desdobravel em duas componentes, uma
constante e igual ao respectivo valor médio my, e outra traduzida
POr um processo estocastico estaciondrio de valor médio nulo p,(1),
conclui-se pois que o valor meédio da resposta devido a excitagéo total

P(l) coincide conm a resposta a acgdo deterministica constituida pela

componente constante Mp, contribuindo, por isso, a componente ale-
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atéria de valor médio nulo p,(t) unicamente para a varidncia da

resposta.

A quantificagéo da varidncia da resposta pode, por sua vez, ser
efectuada seguindo duas vias alternativas, uma, no dominio do tempo,
em que se relacionam as fungdes de auto-correlagido dos processos de
excitagdo, p,(f{), e da resposta correspondente, q,(t), e outra, no
dominio da frequéncia, em que se relacionam as respectivas func¢des
densidade espectral de poténcia.

Com efeito, no primeiro caso, partinde da eq. (2.4) na forma
a,(0= [ put-wr@au (2.19)
kg, (t,t+T) pode exprimir-se do seguinte modo
Ro(tit+T)=E[q,(t).q,(t+T)]

= [T h [T RGP - Tp)1dT,d T, (2.20)

Por outro lado, tendo presente o caracter estacionario da excitacdo
actuante

E[po(t"-cl)po(t-.-T_T’-Z)]=E[po(t)po(t+r+-cl—'—CZ)]

=R, (T+7T,~T,) (2.21)
obtendo-se, por substituigdo desta igualdade na equacgdo (2.20), que
Rqo(t,t+T)=Rqo('C)=J; fo R(TIR(TR, (T+T,—Ty)dT,dT, (2.22)

Esta equacgdo, que demonstra que a fungdo de auto~correlagio do processo
de resposta, qg,(t), é, tal como sucede com R, (T), exclusivamente
dependente do desfasamento T, permite a determinacdo de R, (t) a partir
do conhecimento de R, (Tt) e da fungdo de transferéncia h(t), podendo
a partir dela quantificar-se a varidncia do processo de resposta
He=Hq, J& que pela equagdo (1.174)

o =Hg, =R (0) (2.23)
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Mais facil e imediato se torna, porém, seguir uma outra via de
analise no dominio da frequéncia, procurando estabelecer a relagao
correspondente entre as respectivas fungbes densidade espectral ge
poténcia. Recorrendo, nesse sentido, & equagdo de equilibrio dinamico
de um sistema de 1~GL

mg,(1)+cqd(1+kq,(t)=p,(t) (2.24)

e tomando transformadas de Fourier de ambos os membros, considerando
0S processos p.(l) e g,(t) restringidos ao intervalo [(-T/2,T/2] con
T oo, tem~se

(=mw*+icw+k)Qo, r(w)=Po r(w) (2.25)

© que revela que as transformadas de Fourier da excitacdo e da resposta
restringidas aquele intervalo se relacionam do seguinte modo através
da fungdo de transferéncia H(w)

Qo.7(w)=H(w).Po 1 (w) (2.26)
com

1 1
H(w)= = 2.27
(w) k-w?m+icw m(wi-w?+2itw,w) ( )

Desta forma, multiplicando ambos os membros da equagdo (2.26) pelo
respectivo complexo conjugado, e tendo presente a définigéo de funcéo
densidade espectral de poténcia (eq. 1.58), obtém-se a seguinte
equagdo, dque possibilita a determinagdo de Sq,(w) a partir do
conhecimento de Sy, (w) e de H(w)

S, (W)=IHW) IS, (w) (2.28)

podendo, posteriormente, a variancia da resposta ser quantificada
pela relagdo (v. eq. 1.174)

uq=uqn=/:w S, (w)dw (2.29)
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2.2.3 - Avaliagio do valor médio dos picos de resposta

Uma vez obtida a caracterizagdo probabilistica do processo de
resposta g(¢{), o que no caso de processos estocadsticos estacionarios
gaussianos pode ser conseguido mediante a utilizagdo das equacges
(2.14), (2.18), (2.22), (2.23), (2.28) e (2.29), que proporcionam o
conhecimento dos respectivos momentos estatisticos de primeira e
segunda ordem, assume em geral particular importédncia, do ponto de
vista do dimensionamento estrutural, a avaliacdo do valor médio dos
correspondentes extremos absolutos num intervalo de tempo de duracéo
T.

Tal pode ser efectuado através da determinagdo do valor médio
dos picos de resposta da sua componente de média nula, q,(t), e tomando
como base uma das expressdes para o efeito referidas em 1.9.3,
nomeadamente a expressdo de Vanmarke (eq. 1.272), pela qual aquele
valor médio é igual a

E[mgx]qo(t)l];ﬁqacqo (2.30)
em gue o factor de pico qué dado por

0,577216
(2In2f1T)"?

Do, =(2In2f1T) %+ (2.31)

sendo o parametro f! calculado (v. eq. 1.274, 1.268 e 1.237) a partir
do conhecimento dos momentos espectrais da resposta A.°,AJ° e A
definidos por

x,‘j°=f w*S, (w)dw k=0,1,2 (2.32)

L]

2.2.4 - Resposta a uma excitagiio aleatéria do tipo rnido branco

Considere-se um sistema linear de 1-GL de massa unitaria, fre-
quéncia natural circular w, e coeficiente de amortecimento viscoso
& sujeito a uma excitagdo aleatdria idealizada por um processo
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estocastico estacionario p(f) de valor médio espectavel nulo, e com

uma fungdo densidade espectral de poténcia de valor constante S, ao
longo de toda a gama de frequéncias. O equilibrio dindmico do sistema
pode ser traduzido em cada instante pela equagdo diferencial

G(t)+25w,q(t)+wiqg(t)= p(t) (2.33)

sendo a fungdo densidade espectral de poténcia da resposta obtida
através da eq. (2.28), ou seja

So(w)=IH(w)|*S, (2.34)
com

1
wi-w?+2ifw,w

H(w)= (2.35)

Substituinde a equac¢do (2.35) em (2.34), e tendo em conta a
definigdo de momento espectral de ordem k (k=0,1,2), podem obter-se
as seguintes expressdes para os primeiros trés momentos espectrais
da resposta [129)

(2.36)

S l~3arctg(?i=)
0 n 1-%2

Mzzswﬁ' e (2.37)

Ny = 5 (2.38)

Sendo a excitagio de natureza gaussiana, a frequéncia média de
passagens ascendentes por zero do processo de resposta vem dada por

172
te _ 1 Kg =wn
fo 2—-—]1(}\—-—3) o (2.39)

e o indicador de dependéncia estatistica entre extremos por

)\qz 172 ! 5 E 2 1172
617: _ 1 = S I .
(1 ms) [1 1~52( nar”gﬁ-‘gzn (2:40)
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2.2.5 - Resposta a uma excitaciio aleatéria do tipo ruido brance filtrado

Un dos tipos de funcgdo densidade espectral de poténcia que melhor
se adequa a caracterizagio de uma larga gama de excitagbes aleatdrias,
em particular as de natureza sismica, corresponde ao chamado ruido

branco filtrado.

Lo i—e—-it Sglw)

q=qq-u

AN NS N

kf SO

my

BN ONN®) 5 —

7T T T 7

DR
01’

Fig. 2.2 - Sistema linear de 1-GL sujeito a uma excitacédo

do tipo ruido branco.

Um espectro desta natureza pode ser interpretado como a funcéo
densidade espectral de poténcia correspondente 4 aceleracdo absoluta
de um oscilador linear de 1-GL de frequéncia natural w,; e coeficiente
de amortecimento §,, quando a sua base é sujeita a uma aceleracéo
caracterizada por um espectro de poténcia do tipo ruido branco (Fig.
2.2).

Com efeito, escrevendo a equagio de equilibrio dindmico do sistema
em fungdo dos respectivos deslocamentos absolutos q:(t) e dos deslo-~
camentos da base u(t), tem-se

Ml (1) +c [q(B)=u(t)1+k,[q.(t)-u(t)]=0 (2.41)
ou sob outra forma
G (1)+28,w,q,(D+wiq,(1) =28 w,u(l)+wiu(t) (2.42)

Tomando transformadas de Fourier de ambos os membros, supondo q,(t) e

u(t) restringidos ao intervalo [-T/2, T/2] com T

(~w?+ 21k ,w,w+w?) . Fi[q,(t)]= (20w w+w?) . Felu(t)] (2.43)
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e atendendo também a relagdo entre as transformadas de Fourier de
q.(t) e de u(t) e dos respectivos processos derivados de 2* orden

Frld,(1)]1=-wF,[q,(1)] Folu()l=-w?Flu(t)] (2.44)
pode tornar a escrever-se a equagdo (2.43) sob a forma
Frlq (O]=H s (W)Fp[i(1)] (2.45)

em que a fungdo de transferéncia no dominio da frequéncia é neste
caso

2 .
Wi+ 208w w

H g, (w)= (2.46)

wi-w?+ 20k ,w,w
Por consegqguinte, multiplicando ambos os membros da equacao (2.45)
belos respectivos complexos conjugados, e tendo em conta a definicdo
de densidade espectral de poténcia, conclui-se que o espectro de
poténcia da resposta, em termos da aceleragao absoluta §,(t), vem dado
por

4 2,,2,,2
wy+4Eswiw

S, (w)y=S, (w)=
/¢ O T g

S, (2.47)

Esta fungdo densidade espectral S;(w) pode, por sua vez, servir
para a caracterizagéo de um novo processo de excitagdo incidindo sobre
outro oscilador linear de 1-GL, funcionando neste caso o sistema
inicial como um filtro do ruido branco de intensidade S,, que faz
repercutir as suas caracteristicas préprias w; e &, sobre o processo
de excitagdo do sistema secundario.

Uma escolha criteriosa das caracteristicas do filtro, w; e &,
torna possivel a representagao de um grande numero de excitacgdes con
caracteristicas espectrais distintas, através da funcdo densidade
espectral de poténcia S,(w).

E, nomeadamente, o caso das vibracbées sismicas [125] que,
apresentando em geral uma gama de frequéncias bastante extensa na sua
origem, sd8o "filtradas" pelas formagdes geoldgicas atravessadas,
levando a que as ordenadas espectrais correspondentes sejan
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modificadas em fungdo das caracteristicas do terreno, nomeadamente
da sua frequéncia fundamental, tornando-se a gama de frequéncias mais
relevantes da excitacgfo actuante sobre as estruturas atingidas mais
reduzida.

De realgar que a escolha de w, determina a gama de frequéncias
dominantes do processo de excitagdo do sistema secundario, isto &,
aquelas que detém uma contribui¢do mais significativa para a variancia
do processo, ao passo que &, condiciona a configuragdo do espectro,
tornando-o tanto mais agugado na zona das frequéncias dominantes,
quanto mais baixo é o valor que assume (Fig. 2.3).

701 .
/—Sf-o.zo

80 /%2030 Ruipo aRrANCO

Eg=040  FILTRADO (RBF)

5.0 ££=060

£, =0.80
60 f

3.0

0 10 0 30 40 w/wg

Fig. 2.3 - Espectros de poténcia do tipo ruido branco (RB)
e ruido branco filtrado (RBF).

A este propdsito, convira dizer que, consocante a amplitude da
franja de frequéncias dominantes seja mais ou menos significativa,
assim os espectros de poténcia caracterizados por S,(w) se poderio
designar por espectros de banda larga ou de banda estreita. Muito
embora ndo haja uma fronteira perfeitamente definida entre estes dois
tipos de espectro, consideram-se frequentemente [130] como espectros
de banda larga os correspondentes a ruidos brancos filtrados com
£4>0,60, como é por exemplo o caso dos espectros de poténcia de
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acelerac¢ido caracterizadores do movimento sismico, que aproximam os
espectros poli~lineares indicados pelo Regulamento de Seguranga e

Acgodes.

Observe-se também que os valores espectrais de S,;(w) decrescen
acentuadamente quando a frequéncia w ultrapassa o valor da frequéncia
do filtro w,, resultando dai que o contributo para a resposta do
sistema secundario, g(t), nos casos em que a respectiva frequéncia

natural w, é superior a w;, é em geral significativamente inferior a

gue ocorreria se w,<w;.

Utilizando as equacgdes (2.28) e (2.47), podem também determinar-se
as expressbes dos trés primeiros momentos espectrais da resposta do
sistema secundario, sujeito ao ruido branco filtrado caracterizado
pela fungédo densidade espectral de poténcia S;(w), as quais constituen
uma mera particularizagdo de expressdes mais gerais apresentadas por
Kiureghian [129], relativas a sistemas lineares com N-GL.

Na figura 2.4 representam-se graficamente as relacdes existentes
entre os momentos espectrais da resposta A!,A{ e A{, correspondentes
a excitagdes do tipo ruido brance filtrado e ruido branco de intensidade
So, em fungdo da relagdo de frequéncias r=w,/w,;, do coeficiente de
amortecimento do filtro §;, e para os valores de £ mais correntemente
utilizados nos problemas de Dindmica Estrutural. Destes graficos,
pode concluir-se ndo s6 que a relagdo entre os momentos espectrais
A{ é praticamente independente da ordem respectiva (k=0,1,2), como
também que, mesmo para espectros de banda larga (§,>0.60), aqueles
quocientes podem diferir significativamente da unidade.

Graficos idénticos podem ser elaborados relacionando os valores
da frequéncia média de passagens  ascendentes por  zero,
J9=(N/A?'?/27, e do indicador de dependéncia estatistica entre
extremos, 6q=(1—?\‘{’2/?\§x‘2’)“2, correspondentes aqueles dois tipos de
excitagdo (Fig. 2.5). Destes, podem também retirar-se diversas
conclusdes, em particular que os valores de fo“’ e 87, correspondentes
a uma excitagdo caracterizada por um ruido branco, ndo diferem de

forma sensivel dos valores relativos a um ruido branco filtrado, desde
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Fig. 2.4 - Relagdo entre os trés primeiros momentos espectrais da
resposta correspondentes a excitag¢des do tipo ruido
branco filtrado (RBF) e ruido branco (RB).
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Fig. 2.5 - Relagdo entre os valores de f/9 e §¢ correspondentes a

excitagées do tipo ruido branco filtrado (RBF) e ruido
branco (RB).
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que se trate de um espectro de banda larga, e a frequéncia natural
do sistema caia dentro da gama de frequéncias dominantes da excitacéo.

2.3 - SISTEMAS LINEARES DE N-GL

2.3.1 - Relagdes deterministicas excita¢io-resposta no dominio do tempo
e no dominio da frequéncia

Para passar a analisar a resposta dindmica de sistemas lineares
de maior complexidade, sujeitos a excitagdes aleatdérias esta-
ciondrias, torna-se conveniente comecar também por estabelecer as
relagbes deterministicas entre a excitagdo actuante e a respectiva
resposta estrutural, introduzindo uma generalizagdo adequada do
conceito de fungdes de transferéncia, quer no dominio do tempo, quer
no dominio da frequéncia.

b, 1) py(t)

qy(t}

q,(t) Qlt)
qyft)

Fig. 2.6 - Coordenadas generalizadas da excitagdo e da resposta.

Para o efeito, considere-se o sistema linear de N-GL indicado na
figura 2.6 sujeito a um conjunto de acgdes dinamicas traduzidas pelo
wector

PO=[P (1), pa(t)yen, ()] (2.48)
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a que a correspondem m respostas estruturais

q()=[q:1(t),qz(t)s s @m(D] (2.49)
segundo determinadas coordenadas generalizadas.

Designando por hif(t) a resposta segundo a coordenada @; originada

pelo impulso unitario de Dirac

p(t)=06(t) (2.50)

a resposta total q,(!) & excitagdo traduzida pelo vector p(!) pode ser
obtida por sobreposigdo de efeitos, sendo expressa por

a(0=) [ rE-np(nde- Y [ThE@pi-vaT @8D)
k=] v - k=140

Esta equacédo possibilita pois a determinagdo da evolucgédo temporal
da resposta segundo cada coordenada q; (i=1,...,m), uma vez conhecidas
as fungdes h¥’(t), as quais constituem manifestamente uma generalizagio
do conceito de funcgdo de transferéncia no dominio do tempo.

Tal como no caso dos sistemas lineares de 1-GL, a analise da
resposta pode processar-se também no dominio da frequéncia se, para
o efeito, for introduzido um conjunto de fungdes HIP(w), de tal forma
que a excitagdo harmdénica de amplitude unitaria

pe(t)y=e™ (2.52)

corresponda a resposta

q:(t)= Hif (w)e™ (2.53)

Podendo qualquer excitagdo actuante p;(!{) ser decomposta num
somatério de um numero infinito de harmdénicos de amplitude infini-
tesimal |P,(w)|dw/2n, através da transformada inversa de Fourier

1 ® twt
pk(t)=é-ﬁfwl°k(w)e‘ dw (2.54)

a resposta do sistema pode novamente ser expressa em termos de
sobreposigdo de efeitos por
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9.6y 5= [T HP )P, (wye™duw (2.55)
Comparando este integral com a transformada inversa de Fourier
q[(z)=2—l-nf Q. (w)e™dw (2.56)

de imediato se conclui que a relacdo deterministica excitagdo-resposta
no dominio da frequéncia é

Qi(w)=HE (WP, (w) (2.57)

sendo facil constatar, seguindo um caminho idéntico ao referido em
2.2.1, que cada fungdo H¥’(w), naturalmente designada funcdo de
transferéncia no dominio da frequéncia, é dada pela transformada de
Fourier de h})’(t), ou seja que

H;’kpcw)=f RIP (e ™dt (2.58)

Tem interesse realgar que, no casoc de a excitagdo e a resposta
estarem referidas &s mesmas coordenadas generalizadas @; a matriz
f]_q(w), constituida pelas funcées de transferéncia correspondentes
H}(w), pode relacionar-se de forma simples com as matrizes de massa
M, de amortecimento C e de rigidez K da estrutura, referidas aquelas
coordenadas. Com efeito, sendo o equilibrio dinamico do sistema
traduzido pelo sistema de equagdes diferenciais

Ma(t)+Cq(t)+Kq(t)=pi(t) (2.59)
e supondo a actuagdo de uma excitagdo harmdénica
pI(t)=Ae™ (2.60)
a resposta referida as coordenadas q: sera traduzida pela equacgio
q(t)=H (w)Ae™ (2.61)
obtendo-se por substituicdo de (2.61) em (2.59) que

H (w)=(~w*M~+iwC+K)"" (2.62)

109



Capitulo 2

2.3.2 - Relagbes gerais estocisticas excitacio-resposta no dominio do tempo

e no dominio da frequéncia

Sendo a excitagdo a que refere a figura 2.6 de natureza aleatédria,
traduzida por um processo estocdstico vectorial estacionario p(t), a
completa identificagd@o da estrutura probabilistica do processo de
resposta q(¢) deveria, em principio, envolver o conhecimento de uma
das hierarquias de grandezas estatisticas referidas em 1.3, como a
hierarquia de fungdes densidade de probabilidade conjuntas ou a
hierarquia de momentos.

Todavia, e pelas razdes ja focadas enm 2.2.2, no que respeita a
sistemas de 1-GL, a caracterizagdo da resposta é correntemente
realizada apenas com recurso a determinagdo de pardmetros estatisticos
de primeira e segunda ordem, procedimento que é alids inteiramente
correcto no caso de excitacdes de caracter gaussiano, como fre-
quentemente sucede, tornando-se entio suficiente, para uma completa
definigéo da distribuicdo de probabilidade instantdnea do processo
estocastico vectorial de resposta g(t), o conhecimento dos valores
médios espectaveis m,, das varidncias Hq, € das inter-covariancia TR/

Os valores médios espectaveis da resposta podem ser facilmente
obtidos aplicando o operador E[ ] a equagdo (2.51), obtendo-se que

mq'(t)ﬂkzlmpkf; hiP (T)dT (2.63)
Sob a forma matricial pode escrever-se

@_q(z)=j:i_1_qp(~c)dr.@p (2.64)

sendo /_gqp('c) a matriz das funcées de transferéncia no dominio do tempo,
M, o vector dos valores médios das componentes da excitacéo, suposta
estaciondria, e m (i) o vector dos valores médios da resposta, que a
equacaoc (2.64) demonstra ser também invariante no tempo.

Em situagbes reais, em que o inicio da excitacgdo se verifica no
instante t=0 e nio t=-o
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@q(t)=fti_10p(r)dt.gp (2.695)
(o]

registando-se um curto periodo transitério de crescimento, seguido
de uma rapida tendéncia assintética de m (t) para o valor definido
por (2.64).

Os vectores dos valores médios espectaveis m, e m, podem igual-~
mente relacionar-se através das fungdes de transferéncia no dominio
da frequéncia H¥f(w), transformadas de Fourier de hif(t), tendo em
conta que

H?k”(O)=<fmhf’kp('c)e'i‘”‘dt> =fmh§’kp(1:)d'r, (2.66)
iliad w=0 —e

ou, tendo presente que as fungdes de resposta ao impulso unitario de
Dirac apresentam valores nulos para t<0

Hﬂf’(O)=/:h§f("c)dT (2.67)

Combinando esta equagdo com (2.63) resulta pois que

_r_7_’c_q=ﬁqp(0)mp (2.68)

sendo, pela equagdo (2.62), _]iqp(O)=_f_[_q(O)=_]_<_", no caso de haver
coincidéncia das coordendas p; da excitagdo e g, da resposta.

Considerando-se a excitagdo actuante desdobravel em duas com-
ponentes, uma constante e igual ao respectivo valor médio m,, e outra
traduzida por um processo estocastico vectorial estaciondrio de valor
médio nuleo p (i), conclui-se pois que o valor médio da resposta devido
a excitagao total P(t) coincide com a resposta a acgdo deterministica
constituida pela componente constante m,, contribuindo por isso a
componente aleatdria de valor médio nulo P,(l) unicamente para a
formagdo da matriz de covaridncia da resposta.

A quantificagdo da matriz de covariancia da resposta | , constituida

pelas variéncias Hq, e pelas inter-covariancias K , pode por seu turno
ser efectuada, quer seguindo uma abordagem no dominio do tempo, baseada
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na relagdo existente entre as fungdes de inter-correlagio da componente
da excitagdo p (t) e da resposta correspondente q,(t), quer seguindo
uma abordagem no dominio da frequéncia, assente na relacioc verificada
entre as respectivas densidades espectrais conjuntas.

No primeiro caso, partindo da equagdo (2.51) na forma

autty= ) [ThP@pat-wa (2.69)

a fung@o de inter-correlagdo da resposta R?,"(t,HT) pode exprimir-se
do seguinte modo

Rt t+TY=E[qo(t).qo;(t+1)] (2.70)

> ) f SR @RS ) ELp - p ot T-ug))du, du,

Tendo, por outro lado, presente o caracter estacionario da
excitagdo actuante

Elpa(t~u))po(t+Tt-uy)]= Elpau(Dpy(t+T+u,—uy)]
=R (T+uy-u,) (2.71)

pelo que, substituindo esta igualdade na equacgao (2.70), se obtém

Ryt t+T)=RI(T) =ZZf f R (U RIP(U)RE(T+u, ~uy)du, duy(2.72)

ou, sob a forma matricial

__qo('c) fthp(u,)k (t+u,— 2)h p(Uz)du,du, (2.73)

em que qu(’t) e _@po(r) sdo matrizes quadradas que agrupam as fungdes
Rq"('c) e Ri? (t), respectivamente.

Esta equagdo, que demonstra que as fungdes de inter-correlacgio
da resposta s8o, tal como sucede conm as fungdes homélogas da excitacéao,
exclusivamente dependentes do desfasamento T, permite a sua
determinagdo a partir do conhecimento destas e das fungdes de
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transferéncia no dominio do tempo, podendo a partir delas

quantificar-se os elementos correspondentes da matriz de covariadncia
da resposta ui,=u?j°, uma vez que pela equagado (1.175)

q % _ R0 (2.74

R =Hy; i (0) 4)

Tal como no caso de sistemas lineares de 1-GL, torna-se porém
menos complexo segquir a via alternativa de andlise no dominio da
frequéncia. Nesse sentido, tendo presente a relagdo de Wiener-Khin-
tchine

s""(w)——-—f Rir(t)e™ dx (2.75)

e tendo em atengio que

—iwt —lw(Ttru,~u,) iwu —iwu,

e =e .e .e (2.76)

e que hi’(u,;)=0 para valores negativos de u,, obtém-se por sua vez

Jque

S%( W)= 111211./:&[ f hie (u, )h (uz)Rf,°(r+u,—u2).

—1w(‘r+u1—u2) lwu,
.e

e"“’”zdrdulduz

ZZS (W) H P (w)" H 7P (w) (2.77)

k=11=1

ou sob forma matricial
- T*
Se (W)= H,,(w).S, (w).H,,(w) (2.78)

Esta equagdo possibilita, pois, a determinacdo da matriz das
densidades espectrais conjuntas da resposta, a partir do conhecimento
damatriz homéloga da excitacdo e da matriz das fung¢odes de transferéncia
no dominio da frequéncia, podendo posteriormente quantificar-se cada

elemento da matriz de covariincia o= Hor Jéd que (v. eqg. 1.176)

“ufr=2 [ "R [siw)]aw (2.79)
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2.3.3 - Formulagio modal alternativa

A formulagdo referida no ponto anterior, com vista a anidlise
estocdstica da resposta dindmica de um sistema linear de N-GL a
excitagdes aleatdérias estacionarias, assenta numa mera generalizacdo
da metodologia seguida em relacdo aos sistemas de 1-GL, alargando
devidamente o conceito de fungdes de transferéncia.

Uma via alternativa consiste porém no recurso ao método classico
de andlise modal [54]. Para o efeito, considere-se um sistema de N-GIL.
cujo equilibrio dinamico, quando sujeito a uma excitacdo exterior de
caracter aleatdrio e estacionario, pode ser traduzido pelo sistema
de equagdes diferenciais

Mg()+Cq(ty+Kq(t)=p(t) (2.80)

em que M, C e K representam as matrizes de massa, de amortecimento
e de rigidez do sistema referidas as N coordenadas generalizadas
definidas, e q(t) e p(t) constituem dois processos estocasticos
vectoriais estacionarios caracterizadores da resposta e da excitacéo,
em correspondéncia com aquelas mesmas coordenadas.

Ora, como é sabido, este sistema de N equagdes diferenciais pode
ser transformado, sob determinadas condigdes, num conjunto de M
equagdes diferenciais independentes, tendo em conta as propriedades
de ortogonalidade dos modos de vibracdo, mediante a introducio das
chamadas coordenadas normais ou modais g.(t) (i=1,2,...,M), que traduzem
a contribuicdo de cada um dos modos considerados cp para o vector dos

deslocamentos g(l) correspondente as coordenadas generalizadas, ou
seja

q(t)=9g(t) (2.81)
sendo ¢ a matriz modal do tipo (NXM), com M<N,

Nessas condigées, aquele sistema transforma-se no seguinte

conjunto de M equagdes diferenciais independentes nas coordenadas
modais
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mig (D) +efE () +kfg, (1) =piD) (2.82)

em que
mi=9, Mo, (2.83)
ci=9/C9, (2.84)
KE= 07K, (2.85)

e
pPi(tY=9] pi(t) (2.86)

Caso o critério de normalizacdo dos vectores préprios da matriz
dindmica corresponda & condicdo

mi=¢;M¢, =1 (2.87)
a equagdo (2.82) pode tomar a forma

€ (1) + 28w, L, (1) +wig, () =pi(t) (2.88)

em que §, e w; representam respectivamente o coeficiente de amortecimento
e a frequéncia natural circular correspondentes ao modo de ordem 7.

As fungdes de transferéncia excitagdo-resposta aoc nivel das
coordenadas modais, hl(t) e H%(w), podem entdo ser definidas pelas
equagdes (2.5) e (2.6), sendo

RE(1)===c "

Wy,

“senw, t (E,<1) (2.89)

. 1 ) 1
kf-w?~ictw w?-w?+2itww

(2.90)

Constata-se também com facilidade, tendo em conta a definicédo de
fungdo de transferéncia no dominio da frequéncia, e as equagdes (2.81)
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e (2.86), que a matriz diagonal H,(w) constituida pelas funcgdes de
transferéncia modais esta relacionada com a matrigz homéloga H (w)
pela equagdo

H (w)=¢H (w)d7 (2.91)

ou, efectuando o desenvolvimento em termos dos modos de vibracgao

H (w =

f THY(w)= i b.bi (2.92)
w)= .
-1 Swf-w?+2ikww
Esta equagdo representa, alias, uma alternativa de grande
utilidade a equagdo (2.62) para calculo da matriz H (w), evitando a
inversdo da matriz nela indicada, para cada valor de w, e possibilitando

ter em consideragdo apenas o numero de modos de vibragdo julgado
suficiente.

A caracterizagdo da distribuicdo de probabilidade instantanea da
resposta referida as coordenadas @iy dque passa pela determinagido do
correspondente vector de valores médios espectaveis m, e da matriz
de covaridncia K, € que foi efectuada no ponto anterlor atraveés do
estabelecimento de relagdes directas excitagdo-resposta em termos
daquelas coordenadas, pode, em alternativa, ser realizada comegando
por identificar as relacées excitagdo-resposta existentes ao nivel
do espago modal, tendo posteriormente em considerag¢do a forma como,
quer a excitagdo, quer a resposta modais se encontram relacionadas
com a excitagdo e a resposta referidas as coordenadas q..

Comegando pela relagao entre os vectores dos valores médios da
excitagdo e da resposta no espago modal, esta pode ser expressa, tendo
em conta a equagdo (2.14) referente a sistemas de 1-GL, por

- Tt
N%l—lnp}]; h;(t)dT (2.93)

ou sob forma matricial

=fo h(tydvm (2.94)

em gque Et(t) é a matriz diagonal donstituida pelas fungdes de trans-—
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feréncia correspondentes a cada modo de vibragdo. Tendo também em
atengdo que as relagdes

pH()=2"p(1) q(t) =L (t) (2.95,96)
levam a que

m =¢"m m =om (2.97,98)

._.pt —p? i o

obtém-se, conjugando estas equacgées com (2.94), que
m =<1>f h. (t)dt.®'m ' (2.99)
—a =/, =t = e

equagdo que estabelece a relacio desejada entre o vector dos valores
nédios espectaveis da excitacgdo referida as coordenadas g; e o vector
homdélogo da resposta.

Uma outra forma de relacionar estes vectores, tendo por base as
fungdes de transferéncia modais no dominio da frequéncia, consiste
em ter em conta que, pelas equagbes (2.17) e (2.90)

H:F(O)=f h}(r)dr=i (2.100)
0 Kkt
dando por isso as equacgdes (2.94) e (2.99) lugar a
m,=K'm =(2"Ke)'m | (2.101)
- - P - = ~p
m =o(d7 1<q>) ¢'m q=§"‘r_n_ (2.102)

pY

De forma andloga ao ja anteriormente referido en 2.3.2, se a
excitagdo actuante for considerada decomposta em duas componentes,
uma constante e igual ao respectivo valor médio, e outra traduzida
por um processo vectorial estacionario de valor médio nulo p| 7(t) ou
p, (1), facil é concluir também que o valor médio da resposta devido
a excitagdo total coincide com a resposta & accio deterministica
constituida pela componente constante, decorrendo a formagao da matriz
de covaridncia da resposta do contributo exclusivo da componente
aleatéria de valor médio nulo.
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As relagdes modais excitagdo~-resposta com vista a quantificacio
da matriz de covaridncia i, podem, por sua vez, ser conseguidas, quer
seguindo uma abordagem no dominio do tempo, relacionando as fungées
de inter-correlagdo no espago modal, quer utilizando uma abordagem

no dominic da frequéncia, relacionando as correspondentes densidages
espectrais de poténcia.

Assim, no primeiro caso, tendo em conta que a resposta a componente
aleatdéria da excitagdo de valor médio nulo é dada, em termos das
coordenadas modais, pelo integral de convolugdo

cut)= [ pLevni-Ta (2.103)

a fun¢do de inter-correlagao Rf,"(t), correspondente aos processos ¢ (1)
e C,;(t), pode expressar-se por

RiP(T) = E[L,(1).L,,(t+ )]

: ' t+
=E[f Pﬁz(Tl)hf’(t—tl)drl.f pﬁj(rz)hﬁ(ur—rz)drz} (2.104)
Efectuando a mudanga de variaveis u,=t-7v, e u,=t+71-1,, obtém-se

© e b
R?;(r)=fo f REFCt=up+uhE(u, )b (uy)du, du, (2.105)

. . . . . . 4 -
Facil é, porém, relacionar directamente R;’(T) com as fungdes de

inter~correlagao da excitaclo referida as coordendas ;. Com efeito,
sendo

PL(t)=9] pI(D) (2.106)

e atendendo & definigdo de fungdo de inter-correlacéo
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4
R (T-up+u,) = E[ph(t-u,).pb,(t+t-u,)]

= E[¢7 pICt-u,)0T po(t+T-u,)]

=E| 2 0uPL(t=u1) ) b Pin(t+T-u,)
L I= e i

[ N, N
=E lzl Z‘pzi‘bmjpgz(t“u])pgm(t-F'C~u2)

m=~1]

N N pd
= 2 2 Db miRim (T U+ 1) (2.107)
Im=] m=]

pelo que, por substituigdo da equagdo (2.107) em (2.105) se obtém

N - fo g
Z‘bzid’mjf;_/;an‘;(":‘uz““Ul)hf(ul)hﬁ(uz)duxduz (2.108)

m=1

. N
R (T)=
=1
Esta expressfo permite, pois, a quantificacéo de todos os elementos
da matriz de covaridncia da resposta modal, ja que

Eo to
Wi =Ry =R (0) (2.109)

e, consequentemente também, de todos os elementos da matriz de
covaridncia da resposta referida as coordenadas g, uma vez que, em
resultado da relagdo linear verificada entre os processos de resposta
g(t) e ¢(1), supostos gaussianos, traduzida pela equagdo (2.81), as
matrizes de covaridncia correspondentes obedecem a equagdo (v. eq.
1.178)

h,=oun, e’ (2.110)

A via mais simples e correntemente utilizada nos problemas de
Dindmica Estrutural, e de Engenharia Sismica em particular, consiste
porém em comegar por relacionar as densidades espectriis conjuntas
da excitagdo e da resposta no espaco modal,‘S&(un e Sﬁ%uﬂ.

Nesse sentido, sendo a relag¢fo excitacgdo-resposta relativa a um
sistema linear de 1-GL expressa no dominio da frequéncia pela equacgio
(2.26), pode escrever-se por analogia
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Z g7 (w)=HH(w) P (W) (2.111)

em que Z, r(w) e PEI-‘T(w) representam as transformadas de Fourier dos
processos ¢, (t) e p5(t) restringidos ao intervalo de tempo [-T/2,7/2]
com T> o, e H}(w) a funcdo de transferéncia no dominio da frequéncia
correspondente aoc modo de vibragdo de ordem i

Por conseguinte, tendo em consideragdo que a densidade espectral
de poténcia cruzada S?;'(w) é, por definigéo

E{Zoi.T(w)'Zoj.T(w)‘}

t .
S/ = i 2.112
i (W) T-I}: 2nT ( )
pode concluir-se com facilidade que
Stu = 14 T * PE
J(w)=Hi(w) Hj(w) S (w) (2.113)
ou, sob forma matricial
S, (w)y=H (w).S t(w).)ﬂ{t(w)’ (2.114)
2, 2 2t 2

em que H (w) e _I_-I_t(w)’ sdo as matrizes diagonais de dimensdo M cons-
tituidas respectivamente pelas fungdes modais de transferéncia e seus
complexos conjugados, sendo as matrizes das densidades espectrais

conjuntas relativas as componentes de valor médio nulo da excitagéo

e da resposta no espago modal representadas por _S_pt(w) e :_S_t (w).

A matriz das densidades espectrais conjuntas da resposta no espago
modal pode, todavia, exprimir-se directamente em fungdo da matriz
homéloga da excitagdo referida as coordenadas g;. Com efeito, aplicando
transformadas de Fourier a ambos os membros da equagdo (2.106), e
considerando os processos pL(t) e pl(t) restringidos ao intervalo
[-T/72,T/2], obtém-se que

Py r(w)=9¢]P? (w) (2.115)

sendo P% r(w)=F[psi(i)]e P! (w)=Fr[pi(t)]. Por outro lado, atendendo
também & definicdo da densidade espectral de poténcia cruzada
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E{Pgi.T(w)'ng.T(w)t}

<
SPe = 1j 2.116
o (W) %HE 2nT ¢ )
conclui-se que
P} T & M
SGwI=9[S (W), =) ) b, Sii (w) (2.117)
° k=] i=]
ou, de forma mais condensada
S (w)=9"S (w)e (2.118)
= - TP -

equagdo que estabelece a rela¢do entre as matrizes das densidades
espectrais conjuntas da excitag¢do ao nivel das coordenadas modais &,
e das coordenadas generalizadas q..

Substituindo a equagdo (2.117) em (2.113), acaba por se obter
4 t L X ng
Sqw)=HEWIHSw)' ) ) 40,5 (w) (2.119)
k=11=1

ou, o gue é& equivalente

S, (W=H, (w).87S  (w)®H, ()" (2.120)

Esta equagao abre pois uma segunda via para a quantificacdo de
todos os elementos da matriz de covariédncia da resposta modal, ja

que
wh=ni =2 [ Re[ Sk () Jatw (2.121)

podendo posteriormente determinar-se também a matriz de covaridncia
da resposta referida as coordenadas ¢, novamente através da equacio

i’

-q

=?E£T (2.122)

E de realgar que esta abordagem, baseada numa formulacdo modal
e no estabelecimento de relagdes excitacdo-resposta ao nivel das
matrizes das densidades espectrais conjuntas, é, de entre as vias
anteriormente descritas, aquela que em termos praticos se revela
habitualmente mais eficaz, levando a um mais baixo tempo total de
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computagdo. A redugdo desse tempo é, alias, tanto mais significativa
quanto menor for o nimero de modos de vibragdo considerados na andlise,
sendo normalmente desprezaveis os que correspondam a frequéncias
naturais fora da gama de frequéncias da excitagcdo, por ser muito
reduzida a sua contribuigdo para a resposta do sistema.

Uma outra questdo de particular importadncia pratica tem a ver
com o calculo do integral indicado na equagdo (2.121), aspecto a que
se fara referéncia mais detalhada em 2.5.2.

Tem ainda interesse aludir a outra via alternativa, igualmente
assente numa formulagdo modal e frequentemente seqguida por alguns
autores [96, 187], a qual em vez de se basear na utilizacdo de uma
matriz de funcdes de transferéncia modais H,(w), se baseia no uso de
uma matriz H, (w), constituida pelas fungdes de transferéncia HE (w)
da excitagdo referida as coordenadas generalizadas q, para a resposta
relativa &s coordenadas modais ¢,.

Supondo uma unica excitacgdoc harménica de amplitude A; ao nivel
da j-ésima coordenada, o equilibrio dinamico da estrutura é traduzido
pelo seguinte sistema de equacdes diferenciais

0
0

Mg(t)+Cq(t)+Kq(t)= p ;im (2.123)

ou, introduzindo as coordenadas modais ¢i(1), pelas M equacgées
independentes

D258, (D+wig, (D=0, 4"  (i=1,2,..., M) (2.124)
cuja solugdo é da forma

gi(t)=B.e™ (2.125)

Substituindo (2.125) e as respectivas derivadas de primeira e segunda
ordem em (2.124), obtém-se que
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¢ji

w?-w?+2ifww

B,
Hi(w)=== (2.126)
Aj
Tendo em conta a equagdo (2.78), o conhecimento da matriz de
transferéncia:ECQUH)possibilita a obtengédo das densidades espectrais
conjuntas da resposta no espago modal através da relacdo

S, (W)=H  (w).S, (w).H, (w)" (2.127)

podendo entdo a matriz de covaridncia da resposta K, relativa as
coordenadas generalizadas g; ser determinada através das equagodes
(2.121) e (2.122).

2.3.4 - Caracterizacéo probabilistica de varidveis de controlo relacionadas
linearmente com as N coordenadas generalizadas ou suas derivadas

Uma vez determinada a distribuicdo de probabilidade instantédnea
da resposta g(t), referida a&s N coordenadas generalizadas associadas
aos N graus de liberdade do sistema, tem particular interesse pratico
proceder igualmente a caracterizacgfo probabilistica da resposta em
termos de qualquer outro conjunto de NR variaveis de controlo r(t),
como, por exemplo, esforgos, tensdes, deslocamentos, velocidades ou
aceleragdes, susceptiveis de se relacionarem comn g(t)através de uma
transformagdo linear do tipo

r(y=¥q () (2.128)
em que
E(D=%—§—Q (a=0,1,2) (2.129)

representa um processo estocdstico vectorial obtido por derivacido de

ordem o de g(t), e ¥ constitui uma matriz de transformacédo do tipo
(NRXN).
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Tendo a excitagdo caracter estacionario e gaussiano, e supondo-se
por simplicidade e sem qualquer perda de generalidade, por razdes ja
expostas em 1.6.1, nulo o correspondente vector dos valores médios
espectaveis, facilmente se conclui que m, =0, sendo a distribuicéio
de probabilidade instanténea relativa ao processo estocastico vec-
torial estacionario gaussiano r(t) definida exclusivamente pela
correspondente matriz de covaridncia K,, @ qual, tendo em conta as
equagdes (2.128), (1.177) e (1.178), é dada por

po=¥p yT (2.130)

r o lgia. e

a

sendo H, . @ matriz de covaridncia relativa ao processo c_j(t), pelo
que, tendo presente as equagées (2.79), (2.78) e (1.117)

Er=_‘K{f_:wz“ke[_fz’qp<w)§p<w>§qp(w>"}dw>f (2.131)

Caso se recorra a via alternativa referida em 2.3. 3, assente numa
formulagdo modal, interessa naturalmente relacionar r(¢) com o processo

de resposta modal (1) ou seus derivados de ordem o, através de uma
relagdo linear da forma

ﬁ(t)=y_2(t) (a=0,1,2) (2.132)

em que ¥ representa entdo uma matriz do tipo (NRXM), constituida

por M vectores coluna associados as contribuicdes dos primeiros M
modos de vibracgio.

A matriz de covariadncia da resposta relativa as wvariaveis de
controlo r(t) pode pois ser obtida, de forma analoga, pela relacio

Wo=¥p ¥ (2.133)

ou, tendo presente ag equagdes (2.121), (2.120) e (1.117)
_ " 2a T *
=¥ [wr ke[ H, )87 wren, () Jaw} v (2.134)

sendo a matriz das densidades espectrais conjuntas relativas a r(t)
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S, (W) =uw*¥H (w)§'S (w)eH, (W) ¥’ (2.135)

ou, o que é equivalente

Si(w)y= w“Z Zwmw,,H (w)H5(w)". 2 Z O it S B (W) (2.136)

k=] lw] m=] n=]

(i,j=1,2,...,NR)

Uma vez caracterizada a distribuigdo de probabilidade instanténea
correspondente a0 processo estocastico vectorial estacionario
gaussiano r(t) através da respectiva matriz de covariancia {,, interessa
normalmente procurar quantificar os valores médios dos picos da
resposta correspondente a cada processo individual r,(¢), para o que,
caso se utilizem as expressdes de Vanmarke, se torna necessario
determinar os trés primeiros momentos espectrais respectivos

xf,;=f w™S, (w)dw (m=0,1,2) (2.137)

Introduzindo as matrizes dos momentos espectrais de ordem m do
Qa

processo Q(U, definidas por

5}7;“'=fwwmke[_s_§'(w)]dw (m=0,1,2) (2.138)

ou, de forma mais extensa (v. eq. 2.119)

A= Z Zd)kldn,f ‘“”‘Re[H (w)HS(w) St (w)]czw (2.139)

k=11

e dado que, da conjugagdo das equagdes (2.135), (2.120) e (1.117)
resulta que

S (w)=¥S¥ ()Y’ (2.140)
tem-se que

A=y Al yT (m=0,1,2) (2.141)

sendo Y, um vector do tipo (1X M), constituido pelas componentes da
linha de ordem 7 da matriz V.
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Por conseguinte, a frequéncia média de passagens ascendentes por

zero do processo r;(l) serd dada por

1/2 toa., T ]17/2
r, A‘ !
f“:=__1__ Az _ 1| RAs W (2.142)
0 2]’[ )\,61 21[ .uli—):g.a.wT

S

e o indicador da dependéncia estatistica entre extremos por

r2 172 t.a. . T2 172
! A X
6’1=(1- M ) =1~L (vt /) _ T)J (2.143)

AN YAS W)W AL )]

ressaltando destas expressées a importéncia assumida pelas matrizes
dos momentos espectrais da resposta modal de ordem 0, 1 e 2 para a
avaliagdo dos valores médios dos picos da resposta relativa a qualgquer
variavel de controlo ri(t), relacionada linearmente com as coordenadas
modais ou suas derivadas de pPrimeira ou sequnda ordem.

2.3.5 - Resposta a uma excitagdo modal do tipo ruido branco

Sendo a resposta do sistema linear de N-GL, a uma excitacgdo
aleatdria estacionaria gaussiana de valor médio nulo, analisada em

termos de variaveis de controlo r(t), relacionadas linearmente com
as coordenadas modais

M M
Ma=R AR =) Y pp Al L (m=0,1,2) (2.144)

;=
k=1 lm]

r - 2 r
sendo Ay'=0¢? e A2'=0Z.Tendo em conta as equagbes (2.139) e (2.117),
OS5 momentos espectrais da resposta modal Kfn_k, podem, por sua vez, ser
expressos pela relacgdo

N R
Km.krf_aw”‘RQ[H,E(w)H%(w) Shiwldw  (m=0,1,2) (1.245)
tornando-sge evidente que (v. eq. 2.113)
7\2,u=u1§1 7\5.“=|~L,§, (2.146)

o t t )
ou seja, que A, e A}, répresentam respectivamente as covaridncias
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entre §(t) e ¢,(1), e entre as respectivas derivadas ¢,(t) e &,(1).

Introduzindo os coeficientes

¢ 7\-%:,1:1

Pm k1=
! [t 4
)"m.kk'}\'m,ll

cujo significado estatistico é igualmente evidente para m igual a 0

(m=0,1,2) (2.147)

ou 2 (V. eq. 1.32), representando pf,,k, o coeficiente de correlacgido
entre as coordenadas modais §,(t) e §,(t), e p3 . o coeficiente de
correlagdo entre as respectivas derivadas, os momentos espectrais da
resposta r;(¢) passam a ser dados por (v. eq. 2.144)

M M
A = Z ZwikWilprcn,le Mo kk - Am (2.148)
PP

=] =

Se se admitir que a excitagdo modal actuante é do tipo ruido
branco de valor médio nulo, caracterizada por uma densidade espectral
constante de valor S,, podem obter-se expressdes relativamente com-
plexas, quer para os momentos espectrais A%, ,, quer para os coeficientes
an.ku tendo Kiureghian [129] fornecido as seguintes expressées
aproximadas, validas para coeficientes de amortecimento baixos e

frequéncias naturais de vibragdo relativamente proéximas

¢ o 2y Ek%l[(wk+wl)2(gk+gl)+ (w%“wlz)(gk"gz)]

2.149
" A(we=w )+ (Bt 5 (it w))? ( )
¢ ~2\/Ekgl[(wk"‘wz)z(gk*Ez)"‘}/“(wk"'wz)z]
Y > 3 > (2.150)
(W —w )+ (Ee+§ ) (Wi +wy)
0} 22\/Ekgi[(wk"‘w1)2(§k+§1)’(wf"wtz)(sk"gl)] (2.151)

2K 4w —w )+ (B + )2 (Wi +w,)?

Uma vez quantificados os valores dos coeficientes p% ,, (m=0,1,2),
podem calcular-se os momentos espectrais da resposta A, através da
equagdo (2.148), podendo A% . e A% , ser obtidos através das equagdes
(2.36) a (2.38) referentes a um sistema de 1-GL.
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Tem interesse também observar a variagdo sofrida pelos coefi-
cientes pt, |, (m=0,1,2), em fungdo da relagédo de frequéncias naturais
wy/w,;, para diferentes valores dos coeficientes de amortecimento

modal.

- o
pg’kﬂ pT,kz P2,ke
€k=€2‘= 0.20 1 gk=g£:020
€k=€2=0.10—\ Ek=EQ=Q,]O—\
£ =f =005 L g 005
k "2 k
Ek=€£ﬂ.02 Ek:EyﬁO-OZ

00 02 04 05 08 = 0L 06 08 02 04 086 08 10

C . . t
Fig. 2.7 - Variagdo dos coeficientes PS. ki PS e pb 4, com w,/w,.

Da representacdo grafica correspondente, traduzida pela figqura
2.7, pode pois concluir-se que nos problemas correntes de Dinamica
Estrutural, caracterizados por baixos coeficientes de amortecimento,
os coeficientes p; ,, (m=0,1,2) s6 assumen valores significativos
quando as frequéncias We e W, se encontram bastante préximas, sendo
mesmo sugerido por Kiureghian que se desprezem todas as contribuigdes
dos coeficientes pﬁh“ inferiores a 0,10 no calculo dos momentos
espectrais A/, situagdo que de forma aproximada corresponde a condigéo

wk< 0.2

J e (2.152)
W, §x+£,+0.2

2.3.6 - Resposta a uma excitagdo modal do tipo ruido branco filtrado

Sendo as densidades espectrais con
as coordenadas modais, caracterizadas
tipo ruido branco filtrado (v. 2.2.5)

Juntas da excitacio, referida
Por um espectro de poténcia do
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4 2,,2,,2
wi+r4Eiwiw

S, (w)=
AT R LR v

(2.153)

é igualmente possivel obter as expressdes [129] dos momentos espectrais
cruzados da resposta modal Ki,u e dos coeficientes p%l, (m=0,1,2),
expressdes que neste casc se revelam extremamente complexas e de
utilizagdo trabalhosa.

Tais expressdes possibilitam no entanto concluir que, se por um
lado os momentos espectrais Kfn,k, dependem de forma sensivel da
configuracdo do espectro de poténcia caracterizador da excitacéo,
funcdo de w; e §,;,, ja o mesmo ndo sucede com os coeficientes p%lﬂ, os
quais variam de forma pouco significativa desde que as frequéncias
naturais w; e w, se situem na gama de frequéncias dominantes da
excitagdo, e que o espectro de poténcia S;(w) seja de banda larga,
isto é que £,>0,60. Esta variacgdo é alias tanto mais reduzida, quanto
menores forem os coeficientes de amortecimento modal.

A reforgar o que se acaba de dizer em relacido aos coeficientes
pEJ, (m=0,1,2), apresenta~se na figura 2.8 uma representag¢io grafica
da respectiva evolugdo, em fungédo da relagdo de frequéncias w,/w,, e
para diversos valores dos coeficientes de amortecimento modal, quer
no caso de uma excitagido do tipo ruido branco, quer no caso de uma
excitagédo do tipo ruido branco filtrado caracterizado por um espectro
de banda larga (§,=0,60, e assumindo w, trés valores distintos).

Nos casos em que a utilizacido dos valores de pg,u correspondentes
a uma excitagdo do tipo ruido branco constitua uma boa aproximacido
dos valores exactos, poder-se-a naturalmente efectuar o cdalculo dos
momentos espectrais da resposta x; através da relacao

M M
Ap = Z sz'sz'ngr.mvkgx.kkh%:.u (2.154)

k=1 1=]

sendo os coeficientes p§,H determinados com base nas equag¢des (2.149)
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a (2.151), e os momentos espectrais A% e A% , calculados a partir

de equagdes relativas a sistemas de 1-GL.

DC DC RB (===}
(LT 2,k RBF (o)
£ 2,020 o :E .020
4 Q,CQOIO "-UQ'"O~4N,F Ekg'g'mo
00s
002 | 005
002
\J
\3
\Y N
N + P S
X 7 .
N Z4 ~4
\\-P \\ 4
3 s
\\ ey
= 020 ] =
g E@'mo 3 Ekglozo ;
' o0 |
005 \
0.02 \ 0.05
\}
\ . ~0.02
N \ .
\\ \ N
\} \ .
N ~
N \, \\
\y N\ ~ 4
\] N A -
) S \Y AN
\Y \\ ~ .
& \\\ N\ -~
£y, = =€ 0.
ok =6 020 Ei 6;2 0.20
0.10 0.10
\ 0.05
\ 0.02 0.05
YA N\ 7 0.02
\ \ N
\\ \\
\ \\
A Y
) ~ \ ~
\ N ~3
\ AN \\ \\
N N
\ \\\ \‘n\
A ~\\\ <~ =~ \~-—:4
1.5 15 20
w, [ w w, /w
K4y K/ .

Fig. 2.8 - Evolugédo dos coeficientes p%ilcorrespondentes a uma

excitagdo do tipo ruido branco (RB), ou ruido branco
filtrado (RBF) com espectro de banda larga [129].
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2.3.7 - Relagbes gerais estocdsticas excitagdo-resposta mediante a introducio
de variaveis de estado

0 sistema de N equagdes diferenciais de segunda ordem utilizado
para a tradugdo do movimento de um sistema linear de N-GL sujeito a
uma acg¢do dinémica

Mg(1)+Cgq(t)+Kq(t)=p(t) (2.155)

pode ser transformado num outro sistema de 2N equacées diferenciais
de primeira ordem, a custa da introdugdo de um vector

jq)
X“)‘<9_<t>>

habitualmente designado vector de estado, passando o movimento do

(2.156)

sistema a ser descrito por
y ()= Ay(t)+x(t) (2.157)

em que

.- : = . 158
4—_M4£ M gur-ﬁngﬂ (2.158)

Caso o movimento do sistema corresponda a uma vibracdo livre,
originada apenas por uma perturbacdo inicial no instante ¢t =0, x(t)=0,
transformando-se o sistema (2.157) num sistema homogéneo, cuja solucio
geral é [5]

y (1) =e*'y(0) (2.159)

Sendo o movimento causado ndo sé por uma perturbacdo inicial
traduzida pelo vector y(0), mas também por acgdes dindmicas associadas
a um vector x(!) ndo nulo, a solugdo do sistema (2.157) é dada por

[5]

X(t)=eéjz(0)+l[ted“””§(r)dr (2.160)
o
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No caso particular de o sistema partir de uma situagdo inicial
de repouso, y(0)=0, pelo que a resposta é definida pelo integral de
convolugao

3_/(t)=ﬁteﬁ(t—1)§(t)dr=f(;‘edtgg(t—"c)dr (2.161)

em que a matriz eﬁT, por analogia com a equacio (2.51), funciona como
uma matriz de fungdes de transferéncia no dominio do tempo, sendo
habitualmente designada por matriz de transigdo de estado.

Esta matriz que &, por definicéo

1 1 1
e '=£+_f1£+§—!-(£1_t)2+—3—T(_/f1_t)3+27(£t)4+... (2.162)
pode ser quantificada de forma mais eficiente, comegando por resolver
O problema de valores e vectores préprios

Au=au,  (i=1,2,...,2N) (2.163)

Sendo T a matriz quadrada de dimensio 2N, cujas colunas séo
constituidas pelos vectores préprios complexos U, eaxamatriz diagonal
constituida pelos correspondentes valores préprios, a matriz de
transigdo de estado pode ser obtida atraveés da relagdo [5]

e =TT (2.164)

at . . 2 . . .
ém que e=~ é uma matriz também diagonal, cujo elemento de ordem i da
_ L] L] L3 » t
respectiva diagonal principal vale e°,

Apresentando a excitacdo actuante, ndo um caracter deterministico,
mas antes natureza aleatdria e estacionaria, a caracterizag¢do da
distribuicdo de probabilidade instantanea da resposta, suposta
gaussiana, passa naturalmente pela determinacdo do vector de valores
médios espectaveis m, e da matriz de covariincia o

A relacao excitagdo-resposta enm termos dos vectores de valores
médios M, e m, pode neste caso ser alcangada aplicando o operador
E[ Ja equagdo (2.157), obtendo-se
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m, ()= Am, (t)+m (1) (2.165)
pelo que, tendo presente a estacionaridade da resposta (Q_'”Ly(t)=9)
m =-A"m, (2.166)

em que o vector m_, tendo em conta (2.158), é igual a
0
m. .= M m (2.167)
.__.pq

A matriz de covaridncia da resposta em termos das varidveis de
estado pode, por sua vez, ser conseguida se se tiver em consideracio
que, sendo por definigéo

b, (0= E{[y(t)-m [yt)-m 1) (2.168)

e introduzindo os processos vectoriais de valor médio nulo
x, (=x()-m_ (2.169)
Y, (D =y()-m, (2.170)

se pode concluir que
NOE [y (DY, (O ]=E[y,()y (O ]+ E[y, 1)y, (7]
E{l4y

Yo () +x, (D]y, (O )+ E{y (D[ Ay, (D+x (D]}

II

AE[y,(Dy, (O ]+ E[x (Dy, (1) ]+
* B[y, (0, (07]AT+ [y, (0x,(1)7] (2.171)
ou seja
1L (O =Ap (D+p (DAT+E[x Dy, (DT ]+ E[y, (Dx (O] (2.172)

As matrizes correspondentes as terceira e quarta parcelas do
segundo membro desta equagdo podem, por seu turno, ser expressas em

fungdo da matriz das fungbes de inter-correlacio ﬁxo('c,t) e da matriz
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de transigdo de estado. Com efeito, sendo (v. eq. 2.157 e 2.165)
Y,(t)=Ay ()+x (1) (2.173)

a solugdo respectiva é, atendendo a (2.160)

¢
y, (t)=ey (0)+f ey (v)dw (2.174)
T —0 o

pelo que, multiplicando ambos os membros desta equag¢do por ED(QT, e
tomando valores médios espectaveis, se obtém

E[zo<t>£o<t>T]=eA‘E[za<0>>_<,,(t>’]+fteﬁ"“"E[zamzo(t}T]dr (2.175)

0

Tendo em atencdo que
E[y,(0)x ()]=0 (2.176)

desde que as condigdes iniciais néo estejam correlacionadas com a
excitagdo x (1), e que por definigédo

E[x,(Dx,(OT]=R_ (t,0) (2.177)

resulta de (2.175) que

Ely,x,»7]- [

PR _(t,t)dt (2.178)
0 et}

Dado que se pode concluir também, seguindo caminho semelhante, que
¢
E[{o(t)y_o(t)’”]=f VR (1) Tdx (2.179)
o - o

pode obter-se, finalmente, por substituicdo de (2.178) e (2.179) em
(2.172), que

Ey(t)=_4&y(t)+gy(t)¢1’+fteﬁ“'”[ﬁxa(r,twﬁx (r,t)T]czr (2.180)
0 ° ,

No caso particular de o processo vectorial estacionario x (1) ser
do tipo ruido branco, caracterizado por uma matriz de densidades

espectrais conjuntas S, @ Qque corresponde uma matriz de fungdes de
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inter-correlagido (v. eq. 1.81)

@x (r,t)=2n§_06(t—’c) (2.181)
a equagao (2.180) reduz-se, tendo em conta as propriedades da funcgédo
impulso, a

p(D=Ap (D+p (DAT+21S, (2.182)

Por consequinte, e dado que o cardcter estacionario dos processos
de excitagdo e de resposta obriga a que Lty(t)=9, este sistema de
equagdes diferenciais de primeira ordem reduz-se a seguinte equacio

Ap,+p, AT+ 208, =0 (2.183)

conhecida por equagdo de Liapunov, a qual uma vez resolvida permite
conhecer a matriz de covaridncia da resposta e

A matriz S interveniente nessa equagdo, constituida pelas densi-
dades espectrais conjuntas relativas ao processo vectorial

fo(t)={M_1 qm> (2.184)

o 1O

em gque
pI=pi(t)y-m? (2.185)

pode relacionar-se directamente com as caracteristicas espectrais da
excitagdo actuante referida as coordenadas generalizadas ¢, Com
efeito, tomando transformadas de Fourier de ambos os membros da equagao

(2.184), e tendo presente a definigdo de matriz de densidades
espectrais conjuntas, facil é concluir cque
0 0
270 msrm e

sendo §fq a matriz das densidades espectrais relativas ao processo
vectorial pl(!), igualmente do tipo ruido branco.
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Embora o caminho seguido para a determinacdo de u, Possa parecer
algo restritivo, pelo facto de se haver considerado Xx,(I!) como um
processo vectorial estacionario do tipo ruido branco, tal néo é exacto,
porquanto nos casos em que essa hipdtese ndo é aceitdvel, é em principio
possivel supor [195] o processo de excitagdo Ef(t) referente as
coordenadas generalizadas g, como o processo de resposta de um filtro
de ordem n sujeito a uma excitag¢do traduzida por um processo vectorial
do tipo ruido branco de valor médio nulo w(t), verificando-se uma
relagao do género

n. (n-1).
DU A, BT (Ot A DU A P = () (2.187)

em que cada A, é uma matriz quadrada de dimensdo N caracterizadora
do filtro.

Nessas condigdes, e conjugando esta equagdo com a equagdo (2.155),
as relagbes entrada-saida do conjunto sistema-filtro podem ser

traduzidas pelo seguinte sistema de equagbes diferenciais de primeira
ordem

2(D)= Bz(D+r (1) (2.188)
em que
9 0
1 0
z=( r={ . (2.189)
q 0
(n+1). w
[0 1 0 o0 0 0
o o0 I o O o0
B=l - - ' (2.190)
6 0 o0 o I 0
_éo _‘E:.l 52 53 ,En Em-]
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sendo B uma matriz quadrada de dimensio [N(n+2)], cujas sub-matrizes
L, sdo dadas por
E =-(A MY''A K
— _ —_—T —— _1—...0—..
Ev==(A MY (A CHA KD
..... .Q..........'.l...ll.. (2.191)
£i=—(énﬂ)-l(éi-ZM-*-.'/_\_i—lg.+£\.£_].<.)

L L R R T S G

_E_m-l = —(_/.\_nM)-l (_/..\..n-l..Aﬁ+ ./..\_ng)

A matriz de covariancia da resposta a uma excitacido estacionaria
nao-branca pode pois ser determinada através da resolugéo da equacio
de Liapunov correspondente a equacdo ampliada (2.188)

Bu,+u,B'+R=0 . (2.192)

em que a matriz R estad relacionada com as caracteristicas do ruido
branco w(t), sendo

00 .. 0 0]
00 .. 00
R=2m| - - - . . (2.193)
00 ... 0 0
00 .0 s,

representando S, a matriz das densidades espectrais conjuntas cor-
respondente a w(t).

Importa ainda realcar neste caso que, embora ndo exista nenhuna
teoria geral para a determinacdo das matrizes /A, caracterizadoras do
filtro utilizado, estas podem ser quantificadas, em cada situacao,
Tecorrendo a técnicas iterativas de ajuste. No caso particular em que
n =2, essa questéio pode aliids ser identificada com a determinacdo das
matrizes de massa A,, de amortecimento A, e de rigidez A relativas
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a um sistema linear de N-GL, o que corresponde no fundo a uma
generalizacdo do problema da fixagdo dos pardmetros do filtro de
Kanai-Tajimi [125], utilizado em Engenharia Sismica.

2.3.8 - Formulagéao de estado modal

A andlise estocastica da resposta dindmica de um sistema linear
de N-GL a uma excitagdo aleatéria estacionaria, mediante a introdugdo
de variaveis de estado, pode também ser realizada através de uma
formulagdo modal ndo complexa, desde que a matriz de amortecimento
C satisfaca as condicdées necessarias [54] para que o sistema de
equagdes diferenciais (2.155), que traduz o equilibrio dinémico do
sistema, possa ser transformado num conjunto de M equacdes diferenciais
independentes do tipo (v. eq. 2.88)

C(1)+25w,8, (1) +wlE, (1) = pi(t) (2.194)

Na verdade, introduzindo M vectores de estado

gt
z‘(t)_<i,-(t)> (2.195)

aquele conjunto de M equacdes diferenciais de segunda ordem pode ser

analogamente transformado no seguinte conjunto de 2M equacdes dife-
renciais de primeira ordem

Y (D= Ay (1) +x,(t) (2.196)

em que

4= 0 : /0
=~ —w? -2guw, Ei(t)“<p§(t)> (2.197)

Sendo estas equagdes formalmente idénticas a equagado (2.157), as
solugdes respectivas também o sdo, pelo que se podem naturalmente
aproveitar, ao nivel de cada coordenada modal, as conclusdes retiradas
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na secgao anterior (2.3.7) quanto & determinagdo, quer do vector dos
valores médios espectédveis da resposta, quer da correspondente matriz
de covariéncia.

Por conseguinte, e por analogia com a equagao (2.166), o vector
dos valores médios espectaveis da resposta correspondente 4 coordenada
nodal de ordem i é dado por

m_ =-A'm (2.198)

— -1 LIx,
em que, tendo em conta que pf(t)=¢7 pi(t)
0
m, = o7 (2.199)
-l ——pq

Por outro lado, caso a excitagdo seja do tipo ruido branco, sendo
O processo estocastico

Pu(t)=pi(t)-m,, (2.200)

caracterizado por uma densidade espectral de poténcia de valor cons-
tante S, a matriz de covaridncia da resposta modal pode, por analogia
com a equagao (2.183), ser determinada através da resolugdo da equacgdao
de Liapunov

Ap, +u, A/ +218 =0 (2.201)
Ak, 8,4 2o~ 2

em que S, representa a matriz das densidades espectrais conjuntas

13

relativas ao processo

0
Eoi(t)zﬁi(t)_.’_n_x,=<p§i(t)> (2.202)

dada por

0 0
S = 203
Zoi {o SJ (2.203)

0 valor da constante S, pode, alias, relacionar~se directamente
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L] q9 (] ] (] '
com a matriz S? das densidades espectrais conjuntas relativas ao

processo estocdstico vectorial de valor médio nulo
pI)=p*(H)-m (2.204)
- - i =]

grandezas essas que assumem naturalmente valores constantes. Conm
efeito, sendo

pL()=9; p?(t) (2.205)

conclui~-se de imediato, tomando transformadas de Fourier de ambos os
membros, e tendo presente a definigcdo de densidade espectral de
poténcia, cue

(2.206)

No caso geral de uma excitagdo estacionaria ndo-branca, o sistema
de equagdes diferenciais (2.196) pode ser ampliado de forma semelhante
a sequida em 2.3.7, se se supuser o processo de excitagao pfﬂ),
referente & i-ésima coordenada modal, como o processo de resposta de
um filtro de ordem n sujeito a uma excitagdo traduzida por um processo
estocastico de tipo ruido branco de valor médio nulo w,(t),
verificando-se a relacéo

n. (n-1).
AaPE(E)* Aoy PE (D o+ A PR + A, PE(L) = W, (1) (2.207)

sendo os coeficientes A, caracteristicas de filtro, e S, a densidade
espectral de poténcia do ruido branco w,(t).

O sistema de equagdes diferenciais (2.196) vem entdo substituido
por

2(0=B,z,(1)+r,(1) (2.208)
em que

n., (n+1).77
)] r.=[0,0,...,w,]" (2.209)

2(0=[t,t 0t
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0 1 0 o 0O O

0O 0 1 0 .. 0 O
Bo=| + -+ -+ . : (2.210)
“ o o0 o o0 10

[ €, €y €, @e; €, €n.1 |

sendo B, uma matriz quadrada de dimensdo (n+2), cujos coeficientes e,
sdo dados por

e,= A, Wi/N,

e ==(2A 8w+ N wi)/N,

s (2.211)
0=~ (Mo * 2h i i+ Nwi) /A,

en+] = -(Kn-l +2)\‘n§iwi)/>\'n

Consequentemente, a matriz de covariancia da resposta modal a
excitagdo ndo-branca obtém-se mediante a resolugdo da equacdo de
Liapunov ampliada (v. eq. 2.192)

By, +yu BI+R =0 (2.212)

—l o Zy ——Z el

em que a matriz R,, relacionada com a densidade espectral de poténcia
S, do ruido branco w;(t), é dada por

0 0 0 0

00 ... 0 O
R=2n|- - - -« (2.213)
- 0 0 ... 0 O

0 0 ... 0 S,

Uma vez determinadas as matrizes de covaridncia relativas aos
vectores 2, e a partir destas, as matrizes homdlogas relativas aos
vectores y, torna-se imediata a formagdo da matriz de covaridncia da
resposta modal ., a qual, uma vez admitida como vadlida a natureza
gaussiana da excitacdo, se relaciona com a matriz de covaridncia da
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resposta referida as N coordenadas generalizadas q; através da equacao

no=dp o7 (2.214)

2.3.9 - Formulagio de estado modal complexa

A utilizagdo das formulagdes modais referidas em 2.3.3 e 2.3.8
pressupbe a ortogonalidade dos modos de vibragdo sem amortecimento
¢, em relagdo as matrizes M, C e K, tornando-se desse modo viavel, a
custa da introducgdo da transformacgéao

q(t) =L (t) (2.215)

substituir o sistema de equagoes diferenciais (2.80), tradutor do
equilibrio dindmico do sistema, por um conjunto de M equacdes dife-
renciais independentes‘(2.82) nas coordenadas modais.

Todavia, se as condigées de ortogonalidade sdo sempre verificadas
em relagdo as matrizes de massa e de rigidez, o mesmo ndo sucede
com a matriz de amortecimento, cuja diagonalizagdo s6 pode ter lugar
sob determinadas condigdes [54], facto que naturalmente reduz, pelo

menos em termos tedricos, o campo de aplicabilidade das formulacdes
modais mencionadas.

E porém sempre possivel utilizar uma formulacdo de estado modal
complexa, em que o movimento do sistema é descrito pelo sistema de
2N equacgées diferenciais de primeira ordem (2.157)

Y= Ay(t)+x(t) (2.216)

introduzindo a transformacio

y()=TR(t) (2.217)

em que T é a matrigz quadrada de dimensao 2N, cujas colunas sao

constituidas pelos vectores proprios complexos U, da matriz A4, e B(1)
€ um novo vector de coordenadas modais complexas.
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Desse modo, substituindo a equagédo (2.217) em (2.216), obtém-se
que

BUY=T ' ATB()+T ' x(t) (2.218)
ou, dado que [5]

T/ AT =a (2.219)
em que a é a matriz diagonal constituida pelos valores préprios da
matriz A

B()=ap(t)+y(t) (2.220)
sendo
Y1) =T " x (1) (2.221)

Por conseguinte, consequida a diagonalizacdo da matriz A & custa
da transformagdo (2.217), o sistema de 2N equacdes diferenciais
traduzido pela equagdo (2.216) é transformado no conjunto de 2N
equagdes diferenciais de primeira ordem independentes expresso pela
equagao (2.220), a que corresponde a solugédo

t
@(t)=e‘f‘@(0)+f e*“ Vy(r)dr (2.222)
Caso as condigdes iniciais sejam nulas, esta expressdo reduz-se a

g(t)=f0'eﬁ“"‘”3(r)dr=fotef‘x(t—r)dr (2.223)

assumindo a matriz de transigdo de estado e*' o significado de uma
matriz diagonal de fun¢des de transferéncia no dominio do tempo,
QB(T), correspondente a cada um dos 2N modos, sendo

T

hB(t)=e™ (2.224)

Apresentando a excitagdo actuante natureza aleatdria e
estaciondria, a determinagdo do vector dos valores médios espectaveis
da resposta m., e da correspondente matriz de covariéncia i, pode
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efectuar-se come¢gando por obter previamente as matrizes homdlogas da

resposta no espag¢o modal m, e Has tendo posteriormente em conta a

B
transformagdo linear expressa pela equacdo (2.217).

A relagdo excitagdo-resposta, em termos dos vectores de valores
médios m, e m, pode ser obtida aplicando o operador E[ ] & equagéo
(2.220), vindo

ma () =am (+m (1) (2.225)
ou, tendo presente o caridcter estaciondrio da excitagdo e da resposta

mp=-a"'m, (2.226)

Aplicando também o operador E[ ] as equagdes (2.217) e (2.221),

e conjugando as equag¢des resultantes com (2.226), pode, por sua vez,
obter-se a expressio desejada de m, em fungdo de m_, e que é

Ey=_..T_§-l.T_._l.’f‘_x (2'227)
ou, atendendo a (2.219)

m =-A"'m

1 — —

(2.228)

Por seu turno, a matriz de covaridncia da resposta estacionaria,
em termos das coordenadas modais complexas B;, pode ser determinada
recorrendo a definicéo

ko ()= E{[B() - m, 1B -m,1") (2.229)

e substituindo nesta expressio a equagdo (2.223), fazendo t-
resultando

E;a=E{./;w_/;m{eyl[X(t—’U1)”_"_}V]}{eyz[!(t—'cz)—mv]}ﬂd’tldrz}
=_/;w_/;wgﬁ(rl)E{[X(t-Tl)-@y][_Y(t‘"Tz)_EY]*T}QB(TZ)*dTI dT,

=_/; _/;) ]_IQ(T])EV(’C]—TQ)EB(Tz)th:]dTZ (2.230)

144



Sistemas Lineares; Excitagbes Aleatdrias Estacionérias

Deste modo, a matriz de covaridncia relativa as coordenadas modais
complexas [3 pode ser quantificada a partir do conhecimento da matriz
p,(t), a qual, dada a relagdo linear expressa pela equacgdo (2.221),
e o suposto cardcter gaussiano da excitagdo actuante, obedece a relacéio

T

n(O=T7"'p (OT" (2.231)

em que, tendo em conta (2.158)

9 0
0

- T (2.232)
My (0OM

p(T)=

Uma vez conhecida a matriz Hy, torna-se também imediata a deter-
minacdo de K,, dada a relagdo linear (2.217), verificando-se pois que

=T

=Tp,T (2.233)

7

-y

ficando desta forma possibilitada a completa caracterizacdo da
distribuigdo de probabilidade instantdnea do processo de resposta
através da lei de Gauss.

Esta abordagem de analise da resposta, baseada numa formulacgao
modal complexa, embora parecendo envolver algumas complexidades de
calculo, revela-se no entanto de facil aplicacdo em termos do
desenvolvimento de programas de calculo automatico, apresentando
também como aspectos positivos o facto de ser sempre aplicavel qualgquer
que seja a matriz de amortecimento do sistema, bem como a possibilidade
de se ter em consideragdo na andlise da resposta apenas o contributo
dos modos julgados mais significativos.

No caso particular de uma excitagdo do tipec ruido branco de valor

médio espectavel nulo, sendo

R o(T)=p (1)=21S,8(%) (2.234)

a referida complexidade do método é significativamente reduzida. Com
efeito, nesse caso, a equagdo (2.232) origina que
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0 0
=| T 2.235
B (T) I:g ZJI‘M—I';S._oA_/I_—l 6(1)} ( )

calculando-se entdo p (T) através da relagdo (2.231), podendo esta
matriz de covaridncia expressar-se como o produto de uma matriz de
coeficientes constantes i, pela fungéao impulso 6(7T), ou seja

b, (T)=p,.6(T) (2.236)

Substituindo esta equagdo em (2.230), resulta que
bo= [ [ Ry(tw B0t - TR, (1) d T d
- [+} 0

~u, [ harong(r) e, (2.237)
0

a,T)

ou, dado que hP(T,)=¢

y
Wi

*

(li""d.j

ue =y [eltreilng g oo (2.238)
0

Deste modo, pode facilmente constituir-se a matriz Hsr © poste-
riormente a matriz de covariincia da resposta i, atraves da equagdo
(2.233).

Nas situagbes em que a excitacdo actuante nido for do tipo ruido
branco pode, obviamente, procurar-se também utilizar a técnica
referida em 2.3.7 e 2.3.8 de introducéo de um filtro, ampliando
adequadamente o sistema de equacgdes diferenciais (2.216).

2.3.10 - Sobreposiciio de excitagdes aleatdrias estaciondrias

Em todas as formulagdes apresentadas anteriormente, com vista a
analise estocastica do comportamento dinamico de sistemas 1ineares
de N-GL sujeitos a acgdes aleatérias estaciondrias, se admitiu que
a excitagdo actuante, referida as N coordenadas generalizadas g,
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podia ser traduzida por um processo estocastico vectorial estacionario
e gaussiano pY(t).

Sucede porém gque, em certas situagdes, as acgdes aleatdrias a
que o sistema estrutural & submetido tém origens diversas, levando’
a gque o processo Bq(t) possa ser interpretado como resultante de uma
sobreposigdo de NP processos vectoriais pi(t) da mesma natureza, mas
com caracteristicas estatisticas préprias, podendo escrever-se

NP

P"(l)'—"’ P (2.239)

.-
b

Por essa razdo, e no sentido de que as formulagdes anteriormente
descritas continuem a poder ser utilizadas com facilidade, tem
naturalmente interesse estabelecer relagdes entre algumas das
grandezas estatisticas relativas aos processos P 9@ e
pl) (i=1,...,NP), designadamente em relagdo a valores médios
espectaveis, fungdes de inter-covariadncia, funcdes de inter-
-correlagdao e fungbes densidade espectral cruzada.

Com efeito, comegando por aplicar o operador E[ ] a ambos os
membros da equagdo (2.239), resulta que

NP
(2.240)

-—-pq - P?

~.

Por outro lado, tendo em conta a equacéo (2.239), e a definicgéao
da matriz das fungdes de inter-correlacdo, relativa a componente
aleatéria da excitagdo de valor médio nulo

N NP 7
R, (T)= E[Z zgj t+r)J

i=]

NP

=z

P

A EHOEMGSO]

i=1 jm=l

=Y VR, (D (2.241)

podendo entdo a matriz das fungdes de inter-covaridncia B (T)=u (T)
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relacionar-se da seguinte forma com grandezas estatisticas dos
diversos processos p{(t) intervenientes

z

P NP

bW (=R (D=) )R, (V) (2.242)

-
—

.
—

Aplicando a relagdo de Wiener-Khintchine a ambos os membros da
eguagao (2.241), obtém-se por sua vez a seguinte relacdo entre as
matrizes das densidades espectrais conjuntas

S, w)=) Y S .. (w (2.243)

Deste modo, as equagdes (2.240), (2.241), (2.242) e (2.243)
possibilitam o conhecimento de todas as grandezas estatisticas
necessdarias a caracterizacdo do processo actuante p?(t), viabilizando,
por conseguinte, a utilizagdo das abordagens de anilise anteriormente
referidas.

2.4 - O CASO DA ANALISE DA RESPOSTA SfSMICA. RELACAO ENTRE
AS ABORDAGENS ESTOCASTICA E DETERMINISTICA

As acgbes sismicas constituem um caso particular das excitagdes
aleatdrias, susceptiveis de serem modeladas através de processos
estocasticos vectoriais, os quais se encontram neste caso associados
as diversas componentes do movimento sismico de base.

Apesar do caracter manifestamente transitdrio deste tipo de accgéo,
varios estudos realizados [93, 173] tém, no entanto, revelado que o
modelo de maior simplicidade, e suf icientemente adequado a uma correcta
caracterizagdo probabilistica de sismos dos tipos II e TIII da
classificagdo de Newmark e Rosenblueth [{157], €& o que considera as
diversas componentes do movimento do solo como uma amostra de certa

duragédo de um processo estocastico vectorial estaciondrio e gaussiano
de valor médio espectavel nulo.
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Desta forma, a distribuicdo de probabilidade relativa a cada
variavel de controlo caracterizadora da resposta sismica pode ser
conhecida, utilizando qualquer dos métodos gerais anteriormente
descritos para a andlise estocastica do comportamento dinédmico de
sistemas lineares sujeitos a excitagdes aleatdrias estacionarias.

Embora seja da maior utilidade fazer referéncia mais detalhada
ao caminho a seguir nesse caso, o que sera feito alias na secgdo 2.5
relativa ao desenvolvimento de "software" e aplicag¢des no dominio da
engenharia sismica, julga-se também do maior interesse aludir a alguns
aspectos que estabelecem uma certa relagdo entre as abordagens
estocastica e deterministica de analise dos efeitos dos sismos sobre
0 comportamento estrutural.

Nesse sentido, descreve-se seguidamente ndo s6é a via utilizavel
para obtengédo de um espectro de resposta compativel com um dado
espectro de poténcia da aceleragido de base, como também a forma de
recorrer aos coeficientes de correlagdo espectral da resposta modal
a um ruido branco, melhorando a ponderagdo quadratica das varias
contribui¢des modais, habitualmente utilizada na abordagem deter-
ministica baseada na utilizacédo de espectros de resposta.

2.4.1 - Obtengio de um espectro de resposta a partir de um espectro
de poténcia da aceleracio de base

Os espectros de resposta, introduzidos por Housner [253] com
vista a caracterizagio deterministica do movimento sismico num ponto,
sdo grafos que representam o valor maximo de uma dada variavel de
controlo da resposta de um sistema linear de 1-GL a excitacgéo aplicada,
em fungdo da respectiva frequéncia natural w, (ou do periodo T,=21/w,),
e para diversos valores possiveis do respectivo coeficiente de
amortecimento E.

Uma vez conhecidos tais espectros, torna-se bastante fécil a
anadlise da resposta de sistemas com maior nimero de graus de liberdade,
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mediante uma combinagdo adequada das diversas contribuigdes modais,
calculadas a partir daqueles.

Na pratica, embora a andlise da resposta se processe, em geral,
em termos de deslocamentos, é relativamente frequente o recurso aos
chamados espectros de pseudo-velocidades, S, (w,,£), ou de pseudo-
—-aceleragdes, S,,(w,,§), que se relacionam com os espectros de des-
locamentos, S,(w,.%), através da relacgao

_ a2
‘Spa(wn'g)—wnSpv(wn’E)"wnSd(wn’E) (2'244)
s 4
pa
. \ Spv [T Sd
.- O ™~ ] *®
IA\ q S 10 ™ -£ . E /%f//’
HPIN / o T
NS g Ene== B2 e
TR Rl em=ms e, e ar s ine
. S =—=-11]
o 19 20 14 a D w 30 [} 10 0 0
_2m 2m
I Wp = “@n Tz 'ZZBT"];.

Fig. 2.9 - Espectros de resposta de pseudo-aceleragdes (S ,.),

de pseudo-velocidades (S,,) e de deslocamentos (Sa).

Uma vez conhecida a fungdo densidade espectral de poténcia
correspondente a uma dada componente da aceleragao do movimento sismico

num ponto, a obtengdo de um espectro médio de resposta compativel

Siig ) y Syrlwy, §)= E[mexa]
4 Uglt) 9,(t)
Ao o
4
4
1 k plt
fvat | P
!
4 ¢ @)

Fig. 2.10 =~ Obtengdo do espectro de resposta de deslocamentos
Sg.r(w,,t) a partir do espectro de poténcia S,,(w).
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pode sempre ser conseguida de forma simples, identificando cada valor
desse espectro, correspondente a um dado par (w,,%), com o valor médio
dos picos da resposta de um sistema linear de 1-GL, de frequéncia
natural w, e coeficiente de amortecimento g€, verificado num dado
intervalo de tempo de duracgédo T, e estimado com base numa das expressdes
referidas em 1.9.3.

Com efeito, sendo o equilibrio dindmico de um sistema 1linear de
1-GL (Fig. 2.10), sujeito a um movimento de base idealizado através
do processo estocdstico estacionario gaussiano de valor médio nulo
ug(t), traduzido pela equacgio

mq(t)+cq(t)+kq(t)=p(t) (2.245)
em que g(l) € o deslocamento do sistema em relag¢do a base e
p(t)=-mii () (2.246)

a funcdo densidade espectral de poténcia da resposta, S,(w), pode

obter-se por aplicagao da equacdo (2.28), ou seja
S (w)=IH(w)|*S ,(w) (2.247)
em que
Sp(w)=m?S,,(w) (2.248)

como se torna evidente tomando transformadas de Fourier de ambos os
membros da equagdo (2.246), e atendendo a definigdo de densidade
espectral de poténcia.

Conhecida a fungdo S,(w), podem calcular-se os momentos espectrais
da resposta A7 , Afe A} (eq. 1.233), que possibilitam avaliar o valor
médio dos extremos absolutos do deslocamento relativo g(t), num
intervalo de tempo de duragéo 7, com base na expressido de Vanmarke
(1.272).

Por conseguinte, uma vez fixado o valor de T, e fazendo variar

a frequéncia natural w,=yk/m, para cada valor arbitrado do coeficiente
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de amortecimento &, pode identificar-se o valor correspondente do

espectro médio de resposta de deslocamentos, §d,7(wn,§), com o valor
médio E[m;ix!q(t)l] dado pela equagdo (1.272), isto é

(2.249)

Ed.T(wn:§)=E[m?x|9(t)l]=[(21n2f:T)“2+ 0.577216 }q

(2in2f1T)'"?

1/2
)

em que 0,=(A? e f,f € dado pela equagdo (1.274), sendo fungao dos

trés momentos espectrais referidos.

Desta forma, pode ir sendo gradualmente construido o espectro
médio de resposta em termos de deslocamentos, passando-se depois para
O espectro de aceleracdes através da equacao (2.244).

A titulo de exemplo, apresentam-se na figura 2.11 espectros médios
de resposta §pa,7(wn) obtidos a partir das funcdes densidade espectral
de poténcia Sy, (w) definidas pelo Regulamento Portugués de Segurancga
e Acgles em Edificios e Pontes, para a zona A do territério nacional.
Para o efeito, tiveram-se em consideragdo os trés tipos de terreno
e os dois tipos de acgdes sismicas regulamentares, tendo-se adoptado
um coeficiente de amortecimento £=0,05. Complementarmente,
tragaram-se também os espectros de resposta definidos pelo RSA no
intervalo de 0 a 7Hz, e habitualmente supostos constantes para
frequéncias superiores. Da comparagao destes (RES) com as aceleracgdes
espectrais obtidas (POT), conclui-se haver uma apreciavel compati~
bilidade de valores, verificando-se todavia um crescente afastamento
entre esses espectros para frequéncias mais elevadas, facto que se
torna apenas significativo para estruturas bastante rigidas.

E de assinalar ainda que o problema da determinacio de um espectro
de poténcia compativel com um dado espectro de resposta € também
resoluvel, se bem que encerre bastante maior complexidade, por obrigar
a inverséo do algoritmo anteriormente utilizado, levando normalmente
a procedimentos de natureza iterativa [93, 177].
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Fig. 2.11 a) - Comparagao dds espectros de resposta regulamentares
(RES) com os espectros de resposta obtidos a partir

dos espectros de'poténcia (POT) .
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TERRENO TIPO il

COEFICIENTE DE AMORTECIMENTO = 0.05
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400 —
SISMO 1
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Sa (cm/s2)
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Fig. 2.11 b) - Comparagdo dos espectros de resposta regulamentares
(RES) com os espectros de resposta obtidos a partir
dos espectros de poténcia (POT) .

2.4.2 - Utilizacéo dos coeficientes de correlagio espectral para correccio
da ponderagio quadridtica no método dos espectros de resposta

A determinagdo, atraveés do método dos espectros de resposta, do
valor midximo de uma dada variavel de controlo r;(!), susceptivel de
Sser expressa como uma combinagdo linear das coordenadas modais,
envolve uma sobreposicio do tipo

M
rt)=) c, (1) (2.250)
Jj=1

em que c;(t) representa a contribuigdo do modo de ordem / para a
resposta desejada.
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Sendo a excitagdo actuante idealizada através de um processo
estocastico estaciondrio gaussiano de valor médio espectavel nulo,
cada contribuigdo modal c,(t) 'é traduzida por um processc da mesma
natureza, podendo a fungido de auto-correlacéo R, (t), correspondente
ao processo de resposta r;(t), exprimir-se em termos das fungdes de
inter-correlacgéo R;KTQ relativas aos processos c,(t) e cy(t), tendo em
conta a equagdo (1.99), ou seja

M

R, (T)= ZZR ‘(1) (2.251)

=] jw]

Em particular, fazendo T=0, obtém-se a varidncia do processo (1)
em fungdo das inter-covaridncias instantaneas dos M processos
estocdsticos c;(t) (j= 1,2,....M)

M M c
=k‘.: ;uk} (2.252)

Caso se admita existir total independéncia estatistica entre as
contribuicées modais traduzidas por c;(t), surgindo a matriz de co-

variadncia i, diagonalizada, esta equacdo simplifica-se dando lugar a

M
=) e, (2.253)
k=1

equagdo que, conjugada com (2.30), permite obter a seguinte expressao
para o valor médio dos picos da resposta r, num intervalo de tempo T

1/2

[lr ImaxJ kigf‘g[lcu!m?x]z (2.254)
- Co

Supondo-se, simultaneamente, que os quocientes entre os factores
de pico indicados nesta equagdo ndo diferem significativamente da
unidade, acaba por ter-se mais simplesmente que

[Ir lmax] <i [lc,klmaxr}“z (2.255)
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expressdo que constitui o suporte do critério de sobreposigio modal,
frequentemente seguido na pratica, e vulgarmente conhecido por método
da raiz quadrada da soma dos quadrados.

Sucede, porém, que a hipétese da total independéncia estatistica
das diversas contribuicgées modais, em que assentou a dedugdo desta
expressdo, nao é correcta, tendendo a perder validade quando as
frequéncias naturais assumem valores bastante préximos, como alids
foi realgado nos pontos 2.3.5 e 2.3.6.

Torna-se porém possivel, seguindo uma formulagdo apresentada por
Kiureghian [130], estabelecer uma ligagdo entre a abordagem deter-
ministica da andlise da resposta e a abordagem estocastica ante-
riormente desenvolvida, consequindo-se dessa forma, sob determinadas
condigdes, melhorar o critério de sobreposigdo modal utilizado no
método dos espectros de resposta, expresso pela equacgido (2.255), &
custa da introducdoc dos coeficientes de correlagdo espectral p!,,
definidos pela equacio (2.149).

Admitindo como hipétese de base que a excitacdo actuante &
caracterizada por um espectro de poténcia do tipo ruido branco filtrado
de banda larga (§,>0.60), e que as frequéncias naturais de interesse
se situam na gama de frequéncias dominantes da excitagdo, entdo, como
se referiuem2.2.5 e 2. 3 6, os valores da frequéncia média de passagens
ascendentes por zero fo , € dos coeficientes de correlagao espectral
po,“ + N@o diferem significativamente dos valores relativos a unma
excitagdo do tipo ruido branco, podendo por isso recorrer-se as
equacdes (2.39) e (2.149), segundo as quais

Tc,__l_U_i
for'=s- (2.256)

ot 2VEE (Wi )2 (5, + £ )+ (w2 - w?) (5, —£,)] (2.257)
okt 4(wk"wl)2+(§k+§t)2(wk+w1)2 |

Por outro lado, o valor médio dos picos da resposta modal gi(1)
pode exprimir-se através da equagdo (2.30), podendo ser identificado

com o valor correspondente do espectro médio de resposta de deslo-
camentos Sd r(w, &) , ou seja
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E[lCi[m?X]=E§,V7\‘§.H=§d.7‘(wi’§i) (2.258)

0 momento espectral de ordem zero da resposta r;(t) pode, por sua
vez, exprimir-se através da equagdo (2.148), isto é

M. M
Ao = Z Z wik‘Pupg.le MNooke Mo u (2.259)

k=1 l=]

resultando, pois, da conjugagdo destas duas equagdes que

re_ MM ob . '
el E B e ] oo
em que
E[Iciklmrax]=wikE[lck|m$x]=wik§d.7(wk’§k) (2.261)
E[1Calnex | =, B[ 18t Imex | =9, Sy r (w8 )) (2.262)

representam os valores médios das contribuic¢des maximas dos modos de
ordem kK e | para a resposta r(t).

Sendo, por outro lado

E[17clmex | = p AL (2.263)

conclui-se assim, tendo em conta a equacdo (2.260), que

- 1/2
E[!rflmﬁ,x]m{iﬁf pa pg,HE[iciklm?x]g[lculm?xw (2.264)

Ora exprimindo-se r;(t) como uma combinacdc linear das coordenadas
modais, o factor de pico respectivo, Erﬂ acaba por funcionar como
uma média ponderada dos factores de pico EC/ (j=1,2,...,M). Por outro
lado, a variagdo sofrida pelos factores de pico Eﬂj em funcéo da
frequéncia natural ¢é pouco acentuada em resultado da relacdo
logaritmica expressa pela equagdo (1.272), e tendo em conta a pro-

L] . 1t
porcionalidade entre f,

i

e w,; traduzida pela equacgdo (2.256).
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Consequentemente, os quocientes D, /‘Et afastam-se, em geral,
i ] .
pouco significativamente da unidade, tornando razoavel considerar que

M oM 1/2
E[, Iy lmﬁx]g<k; ; pE_“E[I Cix lm;ileEl:l Cu lm_?x]> (2.268)

equagdo que possibilita a aplicacdo do método dos espectros de
resposta, mediante uma mais adequada combinagdo das contribuicdes
modais maximas, tendo em consideragdo as respectivas dependéncias
estatisticas através dos coeficientes de correlagdo espectral pﬁ.“.

Caso as frequéncias naturais se apresentem significativamente
espagadas, os coeficientes pf,.k, (k# 1) tendem para zero, reduzindo-se
a equagao (2.265) a

E[lri|m$x:|={£: E[Iciklm;\xr}l/z (2.266)

ou seja, obtém-se a equagio em que se fundamenta o método tradicional
de sobreposicdo modal da raiz quadrada da soma dos gquadrados.

Acrescente-se apenas que Kiureghian admite como desprezaveis,
para efeito do cdlculo do valor médio dos picos da resposta r;(¢{) ,
os coeficientes pﬁ,k, inferiores a 0,10, o que corresponde sensivelmente
a relagdo de frequéncias préprias ja referida em (2.152).

2.5 - DESENVOLVIMENTO DE "SOFTWARE" NO DOMINIO DA
ENGENHARIA SISMICA. EXEMPLOS DE APLICACAO

A andlise estocastica da resposta de um sistema linear de N-GL
a uma excitagdo sismica de natureza aleatdéria, tal como é idealizada
pelo actual Regulamento de Seguranga e Acgdes, pode ser encarada como

um caso particular do problema mais geral j4 anteriormente abordado
em 2,3.

Pelo manifesto interesse de que tal andlise se reveste, e com o
objectivo de facilitar o entendimento da forma de aplicacéo de algumas
das formulacées tedricas anteriormente mencionadas, descrevem-se
neste ponto alguns programas de calculo automatico propositadamente
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elaborados para o efeito, versando dois casos de grande interesse
pratico, no dominio das estruturas reticuladas e das estruturas
laminares.

Os exemplos apresentados, tratados quer com base na utilizacdio
dos espectros de resposta, quer dos espectros de poténcia indicados
pPelo RSA, possibilitam ainda uma reflexio sobre a compatibilidade
destas duas formas alternativas de caracterizagdo da excitacdo
sismica.

2.5.1 - Caracterizacio das acgdes sismicas de acordo com o Regulamento
de Seguranca e Ac¢oes

O caracter aleatdrio inerente aos fendmenos de sismigénese e de
propagagdo das vibragées sismicas através de complexas formagdes
geologicas sugere a vantagem do recurso a modelos estocéasticos, que
possibilitem uma conveniente caracterizagdo probabilistica deste tipo
de excitagdo e dos seus efeitos sobre o comportamento estrutural.

Embora diversos modelos possam ser encarados no sentido de
idealizar a excitacgdo sismica, e apesar do caracter manifestamente
transitdrio deste tipo de acgdo, aquele que se tem revelado de maior
simplicidade e suficientemente adequado a uma correcta caracterizacgdo
probabilistica é o que considera as diversas componentes do movimento
do solo como uma amostra de certa duracédo de um processo estocastico
vectorial estacionario e gaussiano de valor médio espectavel nulo.

Varios trabalhos foram aliis realizados no passado em Portugal
no sentido de estudar a adequabilidade deste modelo a idealizagdo de
diversos sismos de grande intensidade, nomeadamente os realizados por
Ravara [186] e Jervis Pereira [173], que para o efeito se basearam
nos sismos de El1 Centro (1934 e 1940), Olympia (1949) e Taft (1954),
tendo recorrido a diversos testes estatisticos, designadamente ao
teste de Kolmogorov-Smirnov e ao teste de estacionaridade de Bryan.
Apesar de diversos resultados negativos obtidos, em particular no que
respeita ao teste de estacionaridade, a conclusio desses estudos {173]
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foi, no entanto, no sentido da aceitabilidade do modelo estocdstico
referido, para o que tera por certo contribuido ndo sé a inexisténcia
de razdes suficientemente fortes para o porem em causa, mas também
a escassez de informagdo disponivel com vista a construgdo de modelos
sismicos ndo-estacionarios.

A distribuigdo probabilistica das diversas componentes da
aceleragdo do solo de fundagdo pode assim ser completamente descrita
a partir do conhecimento das respectivas densidades espectrais de
poténcia conjuntas, cuja definicdo decorre da analise de acelerogramas
correspondentes a diversos sismos registados, constituindo indica-
dores preciosos acerca das gamas de frequéncias predominantes da
excitacgéo.

Nestas circunsténcias, a caracterizacido da acgao sismica segundo
© RSA assenta fundamentalmente na definigdo, para cada ponto do
territdério nacional, dos valores das densidades espectrais de poténcia
de aceleragdo correspondentes as componentes horizontais e vertical
da aceleragdo de base, relativas a duas acgdes sismicas distintas,
e para trés tipos de terreno, admitindo como nulas as densidades
espectrais conjuntas dos movimentos da base, e fixando em 10 e 30
segundos respectivamente o tempo de duragao da amostra do processo
estocastico vectorial utilizado para a idealizagdo da excitacido
sismica.

Todavia, o RSA possibilita ainda que em diversos casos correntes
a acgdo sismica seja caracterizada de forma simplificada através de
espectros de resposta médios, os quais sio igualmente definidos em
termos das componentes de aceleragado de base horizontais e vertical,
considerando trés tipos de terreno e duas acgao sismicas diferenciadas,
uma representativa de um sismo de magnitude moderada e pequena
distdncia focal, e outra correspondente a um sismo de maior magnitude
e maior disténcia focal.
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2.5.2 - Aplicagho a andlise sismica de estruturas reticuladas planas.
Descricio dos programas PROG1, PROG2 e PROG3.

Sqlf, §)

f=¥1? (Hzl

S'dg[“)

wirad/s)

ug(t)

Fig. 2.12 - Estrutura reticulada plana sujeita a uma acgdo
sismica horizontal.

Considere-se inicialmente o caso de uma estrutura reticulada
plana, cujos pontos de apoio na fundagdo sofrem movimentos sismicos
horizontais no plano da estrutura, que se supdem caracterizados pelo
mesmo processo estocastico estacionario gaussiano de valor médio nulo

Ug(t), com densidades espectrais de poténcia.SagUu)conhecidas (v. Fig.
2.12).

Sendo g’(ﬁ)o vector dos deslocamentos horizontais absolutos dos
diversos pisos, e g(t) o correspondente vector dos deslocamentos
relativos face ao deslocamento da base u,(t), o equilibrio dinamico

da estrutura pode ser traduzido pelo sistema de N equagdes diferenciais
de segunda ordemn

Mg(t)+Ca(t)+Kg(t)=-Maii(t) (2.267)

em que M, C e K representam as matrizes de massa, de amortecimento
e de rigidez referidas as N coordenadas generalizadas g, e Q é o
vector que estabelece a relaciao
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g‘(z)=g_(t)+gugu) (2.268)

ou seja, que reune os valores dos deslocamentos de corpo rigido da
estrutura decorrentes da introdugdo de um deslocamento de base
unitario.

Sendo a transformada de Fourier do processo estocastico vectorial
caracterizador da excitacio

PU(t)y=—-Maii,(t) (2.269)

definida por
PH(w)=-MaF[i,(t)] (2.270)
e atendendo também a definicdo dos elementos da matriz das densidades

espectrais conjuntas da excitagéo §pq(w), dados por

E[P?,T(w)'P;?,'r(w)*]

SE (w)=1i 2.271
atw)={im 20T (2.271)

de imediato se conciui que
S (Wy=Maa"™M"S, (w) (2.272)

relagdo que possibilita a obtengdo da matriz das densidades espectrais
conjuntas da excitagdo relativa as coordenadas generalizadas g, a
partir do conhecimento do espectro de poténcia da aceleragdo de base,
S&a(w), da matriz de massa M e do vector a, neste caso exclusivamente
constituido por componentes de valor unitario.

Deste modo, sequindo a formulagdo modal referida em 2.3.3, néao
sO se pode concluir facilmente ser nulo o valor médio espectavel do
Processo vectorial de resposta (ﬂq =0), mas também que todos os momentos
espectrais de ordemm (m=0,1 ,2)da resposta em termos das coordenadas
modais ou suas derivadas de ordem a podem ser imediatamente quan-
tificados através da equagao (2.139), ou seja

N N

A= Z, l ¢kl~¢z,-f_m wz‘“"’Re[Hf(w).Hj%(w)*s,';;’(w)]dw (2.273)

k=1
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Tomando m=0, estes momentos coincidem com os elementos da
correspondente matriz de covariincia da resposta, que, como se sabe,
caracteriza de forma completa toda a estrutura probabilistica do
processo vectorial respectivo, dada a sua natureza gaussiana.

Embora seja possivel, em certas circunstdncias, o calculo
analitico dos integrais indicados por esta equagdo [92, 1757,
recorrendo para o efeito a expressées bastante complexas e trabalhosas,
estes sdo vulgarmente calculados por métodos numéricos, para o que
convém ter presente que

Re[H.-Cw>H,<w>‘Sf[’(w)]=%% (2.274)
en que
Ap (W) =[(wf=w?) (W)= w?)+ 48 ww,w?).Re[ S 2 ()] -
-[200f - w0 w-2(w? - w?) g ww].Im| S27(w))] (2.275)
By(w)=[(w?-w?)®+ 482w?w? ][ (w? - w?)?+ 452w2y? | (2.276)

Note-se no entanto que, no caso de sistemas fracamente amortecidos,
a fungdo integranda apresenta oscilag¢des muito acentuadas e picos
pronunciados, tornando-se necessario Yecorrer a intervalos de
integracdo muito reduzidos, por forma a alcangar um bom nivel de
precisdo. Por outro lado, é de realgar que constituindo o produto
Hi(w).H;(w)" uma funcdo simétrica em w; e w;, e §; ek, as matrizes de
momentos espectrais da resposta no espago modal sdo igualmente
simétricas.

Uma vez quantificadas as matrizes E’n (m=0,1,2), pode de imediato
passar-se ao conhecimento das matrizes de momentos espectrais
relativas a quaisquer variaveis de controlo r(t), susceptiveis de serem
expressas através de uma transformagdo linear do tipo (v. 2.3.4)

r(t)y=vg(t) (2.277)
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j& que, de acordo com (2.141)

SRR FIAH (2.278)

sendo Y, o vector de tipo (1xM) constituido pelas componentes da
i-ésima linha da matrigz Y.

No caso presente de uma estrutura reticulada plana, interessa
considerar nao s os deslocamentos g dos diversos pisos em relacao a
fundagdo (situacido em que Y =9¢), mas também, por exemplo, todos os
momentos flectores, esforcos transversos e esforcos axiais nas
extremidades de todas as barras constituintes da estrutura.

Uma vez conhecidos os valores dos momentos espectrais 7\2’=05,, AL
e 7‘;'=°§, relativos a cada variavel ri(t), podem finalmente calcular-se
0s valores médios dos picos de resposta num intervalo de tempo de
duragdo T, valores que assumem a maior importéncia do ponto de vista
do dimensionamento estrutural, tendo em consideragdo a actual

filosofia regulamentar, e que podem ser avaliados através da expresséo
de Vanmarke (v. eq. 1.272)

(2.279)

E[m;axlri(t)|]=[(21n2f:—f)l/2+ 0.577216 ]0,‘

(2In2f1Ty'"?

em que a frequéncia média fJ € calculada com base nas equagdes (1.274),
(2.142) e (2.143).

Nestas circunstancias, foi elaborado um programa de calculo
automatico (PROG1) com vista & analise estocastica da resposta sismica
de estruturas reticuladas planas, e cuja arquitectura, esquemati-
camente traduzida pelo fluxograma simplificado indicado na figura
2.13, é a sequinte sob forma sequencial:

a) Leitura de dados gerais envolvendo
= caracterizagdo topolégica da estrutura;

- definigdo das caracteristicas geométricas e mecdnicas das
barras e da sua forma de ligagdo aos nés extremos (em
continuidade ou sob a forma de articulagées) ; ‘



b)
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- identificacdo das condigdes de apoio;

- definigdo do numero de graus de liberdade, das coordendas
generalizadas correspondentes e do numero de modos de
vibragdo a ter em conta na andlise da resposta;

- leitura do valor das massas relativas a cada grau de
liberdade;

-~ leitura do valor do coeficiente de comportamento da estrutura
e dos coeficientes de amortecimento modais;

- caracterizagdo da excitagdo actuante, tornando-se possivel
a consideragdo de um espectro de poténcia de aceleragio de
base do tipo ruido branco, de um espectro de Kanai-Tajimi
[125], ou dos espectros poli~lineares definidos pelo RSA;

Formagdo das matrizes de massa e de rigidez da estrutura
referidas as coordenadas generalizadas associadas aos N graus
de liberdade pré-definidos

- considerandc a matriz de massa diagonal;

- quantificando a matriz de rigidez condensada através da
inversdo da matriz de flexibilidade respectiva, previamente
calculada mediante a consideragdo da actuagido de forgas
unitarias em correspondéncia com aguelas coordenadas;

Determinacdc dos valores das M(M<N) primeiras frequéncias

naturais, e dos M modos de vibragiéo correspondentes da
estrutura, necessdrios para a andlise da resposta, quantifi-
cando, com recurso as sub-rotinas MESP, MHS, MVHS e MVS da
biblioteca SL-MATH (IBM), os valores e vectores prdéprios da

equagao
(K-wiM)$,=0 (i=1,..M) (2.280)

tomando como condigdo de normalizagdo gque as massas modais
assumam valor unitario;

Determinagdo dos elementos da matriz dos momentos espectrais
da resposta no espago modal KF,M-,- (m=0,1,2), quantificando para
cada par (i,j), com (i,j=1,2,....,M), o duplo somatdrio a que se
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refere a equagdo (2.273), tomando g=0; O integral que nela
figura é calculado numericamente com recurso & regra dos
trapézios, sendo o valor da fungdo integranda, correspondente
a cada frequéncia w ao longo do intervalo de integracdo,
calculado a partir das equagdes (2.274), (2.275), (2.276) e
(2.272) ;

e) Composigdo da matriz de transformacéo Y (v. eq. 2.277) de tipo

(NRXM), que estabelece a relagdo linear entre os valores das
coordenadas modais e dos momentos flectores, esforgos trans-
versos e esforgos axiais nas extremidades de cada barra da
estrutura; A i-ésima coluna da matriz ¥ é naturalmente cbtida
quantificando os valores desses esforcos gerados pela aplicacdo
de forgas estaticas caracterizadas pelo vector f.i=§91r em
correspondéncia com as coordenadas generalizadas pré-defini-
das;

'f) Quantificacdo dos momentos espectrais A, (m=0,1 ,2) relativos

a cada uma das variaveis de controlo da resposta do sistema
através da equagdo (2.278), podendo o processo estocdastico
vectorial r(i¢) representar nio sé os deslocamentos g, relativos
ao movimento de base (situacdo em que ¥ =9), mas também todo

© conjunto de esforgos nas barras antes mencionado;

g) Estimativa dos valores médios dos picos de resposta a partir
do conhecimento dos momentos espectrais 7\;,‘, mediante a
utilizagdo da expressdao de Vanmarke (2.279), e com base no
conhecimento do tempo T de duragdo da amostra estacionaria.

A analise estocastica do comportamento dindmico de estruturas
Sujeltas a acgdes sismicas pode igualmente processar-se com base enm
qualquer outra das formulagdes alternativas descritas em 2.3.

Deste modo, foi elaborado um segundo programa de cdlculo automatico
(PROG2) dque, baseado na formulagdo de estado apresentada em 2.3.7,
possibilita também uma analise probabilistica da resposta de
estruturas reticuladas planas, cuja fundacao seja sujeita a uma ace-
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INTRODUCAO DE DADOS

- Estrutura e tipo de terreno
- Graus de liberdade e massas associadas
- Excitagdo actuante

MATRIZ DE MASSA M
MATRIZ DE RIGIDEZ CONDENSADA K

FREQUENCIAS NATURAIS Wi
MODOS DE VIBRAGAO &

MATRIZ DE MOMENTOS ESPECTRAIS DA RESPOSTA

NO ESPAGO MODAL ann (m=0,1,2)

MATRIZ DE TRANSFORMAGAO Yy RELATIVA AOS ESFORGCOS
NAS EXTREMIDADES DAS BARRAS

MOMENTOS ESPECTRAIS DA RESPOSTA RELATIVOS A
TODAS AS VARIAVEIS DE CONTROLO

AVALICAO DOS VALORES MEDIOS
DOS PICOS DE RESPOSTA

§ ESCRITA DE RESULTADOS £’>

Fig. 2.13 - Fluxograma simplificado do programa PROG1.
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leracdo de base horizontal, idealizada através de um processo
estacionario gaussiano de valor médio nulo, do tipo ruido branco ou

ruido branco filtrado.

Assim, e no primeiro caso, introduzindo o vector de estado

q(t)>
Y=+ (2.281
y(t) {Q(t) )
a matriz de covaridncia correspondente é regida pela equagdo (2.183)
ou seja,
Ap,+p AT+218,=0 (2.282)
em que
0 I 0 0
A= T "l S = (2.283)
T LMKk -MC = o m7ismY

sendozgfqa matriz das densidades espectrais conjuntas do processo
de excitagdo referido as coordenadas generalizadas g, cuja
constituicdo é definida, a partir da densidade espectral S, do ruido
branco, por (v. eq. 2.272)

SP'=Maa"M'S, (2.284)

Sendo, na realidade, a aceleragdo de base i,(t) melhor idealizada
através de um processo estocdstico estacionario, cujas densidades
espectrais de poténcia se concentram de forma predominante ao longo
de uma dada gama de frequéncias, pode recorrer-se ao espectro de
Kanai-Tajimi, traduzido pela equacdo (2.47), para caracterizar
analiticamente a funcio densidade espectral SHUUU)

Tal espectro pode, como se sabe, ser entendido como o corres-
pondente ao processo de resposta, em termos de aceleragdes absolutas
4y(t), de um filtro de 1~GL de massa unitaria, com frequéncia natural
w; e coeficiente de amortecimento £, quando a sua base é sujeita a
uma aceleragdo aleatéria estacionaria de média nula #)(t), ideali-
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zada através de um ruido branco com uma densidade espectral de poténcia
S,

Desse modo, designando por u; o deslocamento do filtro relati-
vamente a base
G (ty=1u,(t)+is(t) (2.285)
belo que, sendo a equagdo de equilibrio dindmico do filtro
a,(t)+ngw,uf(t)+w§uv(t)=—&g(t) (2.286)
se conclui que
Uy=-28,w,u,(t)-wiu,(t) (2.287)

Identificando i}(!) com igy(t), e introduzindo o vector ampliado

y'=1q7.9".u,.u,] (2.288)

as equagdes (2.267), (2.286) e (2.287) permitem pois traduzir o
movimento do conjunto sistema-filtro, delas resultando a seguinte
relagdo matricial

y() = Ay(t)+x(t) (2.289)
em que
0 ! o 9 0
- -1
A= —MOIK _MO - = - g () (2.290)
0 0 -a, -a, -1
com
a,=2¢,w, a; =ws (2.291)

A matriz de covaridncia da resposta i, pode pois ser quantificada
resolvendo a equagdo de Liapunov associada a (2.289)

é&y+‘_l.y_4'r+2n§o=9 (2.292)
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Capitulo 2

€m que agora a matriz S  tem a sequinte composicgéo

s, (2.293)

1101010
=[O O I10

l

o
Ioiocl1o10
Icioc10 10

Sendo a matriz I, constituida pelo conjunto das seguintes sub-
-matrizes

Elgq’) Elg4"] Elqu,] El[qu,]]
u -| Erag’ ___T] Elqu,] E[gu_,,J (2,298
=Y Elu,q"] E[u,g 1 Elusu,] Elu,u,]

| E[d,q7) Elu,q7] E[uu,] E[ugu,] |

torna-se evidente que dela fazem parte também todos oS momentos
espectrais de ordem m=0,2 da resposta referente aos deslocamentos
Qu jé que

A =E[gq"] A =Elqq'] (2.295)

Por conseguinte, facil se torna igualmente a quantificacdoc dos
correspondentes momentos espectrais da resposta relativos a gquaisquer
outras varidveis de controlo, como momentos flectores, esforgos
transversos e esforgos axiais nas extremidades das barras. Para tal,

& apenas necessario pProceder & constituicdo da matriz de transformacgio
¥, que estabelece a relagédo

rt)=¥gq(t) (2.296)

entre as quantidadesg estruturais consideradas r(l) e o vector dos

deslocamentos g(t), uma vez que, da natureza linear dessa transformacgéo,
decorre que

A=W ALY (m=0,2) (2.297)

el e N

Uma vez conhecidos os valores dos momentos espectrais relativos
a cada variavel de controlo ri(t), podem finalmente estimar-se tambénm .
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os correspondentes valores médios dos picos de resposta num intervalo

de tempo T, para o que se podera lancar mio das expressdes aproximadas
(1.265) ou (1.267).

Deste modo, a estrutura sequencial do programa de calculo PROG2,
a que corresponde o fluxograma simplificado apresentado na figura

2.14, pode descrever-se sumariamente da seguinte forma:

a)

Leitura de dados gerais, realizada de forma semelhante a seguida
no programa PROG1, podendo a caracterizacéo da excitacdo sismica
ser efectuada através das seguintes trés vias distintas

= com base num ruido branco de densidade espectral de poténcia
Sos

- através de um espectro de Kanai-Tajimi definido pelos
parametros S,, w; e &,;

- mediante espectros de Kanai-Tajimi que aproximam conve-
nientemente os espectros de poténcia poli-lineares definidos
pelo RSA;

Formagao das matrizes de massa e de rigidez referidas as
coordenadas generalizadas pré-definidas, seguindo procedimento

idéntico ao utilizado no programa PROG1;

Determinagdo das frequéncias naturais e modos de vibracdo da
estrutura, recorrendo &as mesmas sub-rotinas de célculo de
valores e vectores prdprios, e efectuando o mesmo tipo de
normalizagédo;

Construgdo da matriz de amortecimento E, de acordo com a relacgao
C=a , M+B K (2.298)

sendo os valores de a, e 3, determinados por forma que os

coeficientes de amortecimento modal correspondentes aos pri-
meiro e sequndo modos assumam um valor pré-fixado;

Composicdo da matriz de estado A e da matriz caracterizadora

da excitagdo S, definidas pelas relagbes (2.283), ou (2.290)
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£)

g)

h)

i)

Capitulo 2

e (2.293), consoante a excitagdo seja do tipo ruido branco ou
ruido branco filtrado;

Resolugdo da equagdo de Liapunov (2.282) ou (2.292), mediante
o recurso a um eficiente algoritmo de cdlculo formulado por
Bartels e Stewart [24], quantificando-se desse modo todos os
elementos da matriz de covaridncia da resposta H, e, simul-
taneamente, das matrizes de momentos espectrais Al e A;

Formagdo da matriz de transformacdo ¥, que estabelece a relacio

linear (2.296) entre os valores dos deslocamentos g, e dos
momentos flectores, esforcos transversos e esforgos axiais nas
extremidades das barras da estrutura; A i-ésima coluna dessa
matriz ¢ neste caso obtida quantificando os valores daqueles
esforgos associados & configuracdo do sistema definida por

=1 A g;=0 (j=1l,..,Nij#1) (2.299)

Determinagdo dos momentos espectrais de ordem m(m=0,2)

relativos a cada uma das variaveis de controlo da resposta r,,
anteriormente mencionadas, tendo por base a equagdo (2.297);

Estimativa dos valores médios dos picos de resposta, quer em
termos dos deslocamentos q,(1), quer dos esforgos r,;(¢{), mediante

a utilizacdo das expressées de Davenport (1.265) ou de Jervis
(1.267) .

Para além da realizagdo dos programas PROG1 e PROG2, foi ainda
elaborado um terceiro programa de calculo automatico (PROG3), que
possibilita a andlise da resposta dinamica de estruturas reticuladas
planas a excitagdes sismicas, caracterizadas através dos espectros
médios de resposta de aceleragdo de base regulamentares, S.(w,g). A
organizacdo deste brograma, a qual corresponde o fluxograma sim—~

plificado indicado na figura 2.15, pode neste caso ser sumarizada do
seguinte modo:
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INTRODUGAO DE DADOS

- Estrutura e tipo de terreno
- Graus de liberdade e massas assocladas
- Excitacdo actuante

MATRIZ DE MASSA M
MATRIZ DE RIGIDEZ CONDENSADA K

FREQUENCIAS NATURAIS W,

MODOS DE VIBRAGAO ¢,

]

MATRIZ DE. AMORTECIMENTO (¢

l

MATRIZ DE ESTADO A

MATRIZ DA EXCITAGAO So

MATRIZ DE TRANSFORMAGAC ¥ RELATIVA AOS

ESFORGCOS NAS EXTREMIDADES DAS BARRAS

|

RESOLUGAO DA EQUAGAO DE LIAPUNOV
MATRIZ DE COVARIANCIA DA RESPOSTA Uy

MOMENTOS ESPECTRAIS DA RESPOSTA RELATIVOS A
TODAS AS VARIAVEIS DE CONTROLO

1

AVALIGAO DOS VALORES MEDIOS

DOS PICOS DE RESPOSTA

-§ ESCRITA DE RESULTADOS %

Fig. 2.14 - Fluxograma simplificado do programa PROG2.
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a)

b)

d)

e)

£)

g)

Capitulo 2

Leitura dos dados gerais, os quais coincidem praticamente com
os fornecidos para utilizacdo do programa PROG1l, salvo emn
alguns aspectos relativos a caracterizagdo da excitacédo actu-
ante;

Formacdo das matrizes de massa e de rigidez referidas as
coordenadas generalizadas associadas aos graus de liberdade
pré-definidos;

Determinacéo das frequéncias naturais e modos de vibragdo da
estrutura;

Quantificagdo dos factores modais de excitagdo sismica, também
designados por factores de participacdo modal

Li=¢ Ma (j=1,...,M) . (2.300)

e dos valores maximos das coordenadas modais

18 Imax=1L;1Sa(w;.§,)/w} (j=1,..,M) (2.301)
Calculo das contribuicées modais extremas para os deslocamentos

correspondentes aos graus de liberdade considerados na andlise,
dados por

Lymax= 8518 lmax (J=1,.00, M) (2.302)
Calculo da contribuicdo mixima do Jj~ésimo modo de vibracdo em
relagdo a quaisquer variaveis de controlo r;(t), neste caso
consideradas como os momentos flectores, esforcos transversos
e esforgos axiais nas extremidades das diversas barras cons-
tituintes aa estrutura; Designando essa contribuigdo por
lciylmax, €la & obtida aplicando, segundo as coordenadas gene-

ralizadas pré-definidas, acgées estaticas caracterizadas pelo
vector

=Kgq (j=1,...,M) (2.303)

jymax

e quantificando os correspondentes valores absolutos dos
esforgos referidos.
Determinac¢édo dos valores maximos da resposta, |I;|,4., relativos

a cada uma das quantidades estruturais analisadas, efectuando
uma ponderac¢do das diversas contribuicdes modais maximas, tendo
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em conta os coeficientes de correlagdo espectral p} ,, dados por

(2.257), ou seja, através da relagao (v. eq. 2.265)

M M 1/2
| imdx {Z Zpo,kllc mdx!Cillmax> (2304)

k=] l=}

INTRODUGAO DE DADOS

- Estrutura e tipo de terreno
- Graus de liberdade e massas assocladas
- Excitagéo actuante

MATRIZ DE MASSA M
MATRIZ DE RIGIDEZ CONDENSADA K

FREQUENCIAS NATURAIS W;
MODOS DE VIBRAGAO &

FACTORES DE PARTICIPAGAO MODAL LJ
VALORES MAXIMOS DAS COORDENADAS MODAISI leméx

CONTRIBUICOES MODAIS MAXIMASI cﬂm

COMBINAGAO QUADRATICA CORRIGIDA
VALORES MAXIMOS DAS VARIAVEIS DE CONTROLO

E ESCRITA DE RESULTADOS ;

Fig. 2.15 - Fluxograma simplificado do programa PROG3.
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2.5.3 - Exemplo de aplicacgio

Capitulo 2

Como exemplo de aplicagdo dos programas de calculo anteriormente

descritos, apresenta-se o caso de um pértico plano de 7 pisos com

barras ortogonais,

e fundado em terreno tipo II.

7 1 2
21 28
5 3 &4
20 27
5 5 5
A
19 26
A 2 8
18 25
I ] 10
17 24
2 1" 12
16 23
1 13 1%
15 22
VLY SNV N NN S SN NN SN

Ugiy

35

34

33

n

30

29

NN

Fig. 2.16 - Pértico de 7 pisos.

suposto situado na zona D do territdério nacional

A numeragdo das barras da estrutura, e dos graus de liberdade
considerados, encontra-se indicada na figura 2.16, sendo os seguintes

os valores adoptados relativos

mecédnicas e de massa:

-

Comprimento das vigas .....eveuvnnn...

Comprimento dos pilares

LI 2L 2R IR O I N N I I Y

Secgdo transversal de vigas e pilares

Médulo de elasticidade

L L I B Y B I I T TR

Coeficiente de amortecimento
Coeficiente de comportamento

Massa por pisSo ...eeiiiivinenennnnnn..

L A R A I I Y

tendo-se concluido serem os seguintes os valores
frequéncias naturais (em Hz)
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F1=1,32

fa=4,12

f3=7,3].

L I

4s caracteristicas

geométricas,

6,0 m
3,0nmnm

40 x 60 cm?
30 GPa
0,05

2,5

50 t

das quatro primeiras

F.=10,77
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A andlise da resposta sismica da estrutura foi efectuada mediante
©0 recurso aos trés programas de calculo anteriormente mencionados,
e tomando por base a definigdo regulamentar das acgdes sismicas tipo
1 e 2, realizada quer através de espectros de resposta, quer de
espectros de poténcia.

Os calculos efectuados possibilitaram ndo sé constatar uma
igualdade de resultados obtidos por aplicagdo dos programas PROG1 e
PROG2, facto que serviu alids para testar o seu bom funcionamento,
mas também obter quadros de comparacdo de resultados alcangados
mediante a consideragdo daquelas duas vias de caracterizacdo requ-
lamentar, neles figurando os valores maximos médios dos deslocamentos
de andar e de momentos flectores e esforgos transversos nas
extremidades das barras, tendo em conta, em primeiro lugar, o con-
tributo exclusivo do modo fundamental, e, sequidamente, o contributo
dos quatro primeiros modos.

Da observagdo desses guadros (2.1 e 2.2), pode pois concluir-se
em particular, que:

a) Se regista uma assinalavel concordédncia dos valores cbtidos
caso se tenha apenas em consideragcdc o efeito do primeiro
modo de vibragdo, sendo as diferengas relativas encontradas
inferiores a 2%, como era alias de esperar, tendo em conta
que os valores assumidos pelos espectros de resposta regu-
lamentares (RES), e pelos espectros de resposta (POT),
compativeis com os correspondentes espectros de poténcia,
sdo praticamente coincidentes, na vizinhanga da frequéncia
de 1,32 Hz, para ambas as ac¢des sismicas consideradas (v.
fig. 2.11);

b) Se observa também uma satisfatéria compatibilidade de
resultados, quando se entra em consideracdo com os quatro
primeiros wmodos de vibragdo, muito embora as diferencas
relativas encontradas, em termos de esforgos nas barras,
sejam entdo percentualmente mais significativas, assumindo
valores que oscilam entre cerca de 8 e 16% para o sismo 1,
e 1 e 10% para o sismo 2.
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L LI T P YT T Ry Ry R T Y T Py T T [ I3 1] “nnsane
ANALTSE POR ESPECTROS DE POTENCIA ANALISE POR ESPECTROS DE RESPOSTA
CENBENE LN RN ERER AN R NAN S

SISMC 1 (CONTRIBUICAD DO MODO 1) S1SMO 1 (CONTRIBUICAO DO MaBO 1)
VALORES MEDIOS DOS DESLOCAMENTOS MAXIMOS DE PISD VALORES MEDIOS D0S DESLOCAMENTGS MAXIMOS DE PISO
WHMAX(MM) 1.202 3.156 5.112 6.861 B.293 8,337 9,972 WMAX(MM) 1,185 3,110 5.038 6.761 8.172 9,201 5.8528
VALORES MEDIOS DOS ESFORCDS MAXIMOS NAS BARRAS VALORES HEDIOS DOS ESFORCOS MAXIMOS NAS BARRAS

NUH, HE(KMEM]} MD{KNaM}  TE(XN) TO(KN) NUM,  MECKNaM) MO(KNWM)  TECKN] TOCKN)
1 1.87 6,72 2,40 2,40 1 7.56 6.62 2.36 2,36
2 6,72 T.66 7,40 2,40 ? f62 t7.55 2.36 2,36
a 15,87 14.81 5,11 5,11 a 15.64 4.60 5.04 S.04
4 14.80 15.84 5,11 5.11 4 14.59 15.61 5.03 5.03
5 24.89 23.06 7,99 7,99 5 24.53 22.73 1.80 7.88
[ 23.06 24,84 7.98 7.98 f 22,71 24.48 1.87 7.87
7 32,83 30,44 10,85 10,58 1 A2.3% 30.00 10.29 10,39
a 30,42 32.76 16,63 10.63 A 29,97 32,29 10.38 10,38
L1 38,97 36.13 12,82 12.52 9 38,41 95,60 12.93 12,33
10 16,09 38.89 12,80 12,850 1o 35.57 8,33 12,32 12,32
11 42,22 99,14 13.58 13.56 11 41.61 38.57 13.36 13.36
12 39,10 42,13 13,54 13,54 12 38,54 41,52 13.34 13,34
13 37,99 3477 12,13 12,13 13 37,44 34,27 11,45 11.985
14 34,73 37,91 12,11 12.11 14 34,23 37,35 11.93 11,93
15 41.13 13,01 18,05 18.05 15 40,53 12.82 17.78 17.78
16 24.97 21.72 15,57 15.57 16 24.61 21,41 15,34 15.034
17 20,50 22,43 14,01 14,31 17 20,20 22,10 14,10 t4.10
18 16,55 20.69 12,4t 12,41 18 16,30 20,39 12.23 12,23
19 12.14 17,65 9,93 3,93 19 11.96 17,39 9,78 9.78
20 7.24 13.70 6.98 6.98 20 7.14 13.50 .88 £.88
21 2.17 7.69 3.28 3.28 21 2,14 7.56 3,23 3.23
22 47,66 25.96 24,55 24.55 22 46,97 25,60 24,19 24.19
23 43,52 39,99 27.84 27.84 23 42,89 39,41 27,42 27.423
24 38,25 39.73 25,989 25.99 74 37.70 39,15 25,62 25.62
25 32,49 35.71 22,73 22.173 ?5 32.02 35.19 22,40 22,40
26 25.15 29.54 18,23 18,23 26 24,78 29,11 17.97 17.97
27 16,87 21.48 12.68 12.68 27 16,33 21,17 12.50 12.50
28 8,14 13,44 7.1% 7.19 ’8 A.02 13.24 1.09 7.0%

Ll LI IS LI T IR TR YTy Yy YY)

L bbbt bbbt b L L L LI L L]

ANALISE POR ESPECTROS DE POTENCIA ANALISE POR ESPECTROS DE RESPOSTA
TTLIITITII - - .'.‘-ll.l.-..'l..I.'.III-.II-...".'.
SISMO 2 (CONTRIBUICAD DO MODD 1) SISMO 2 (CONTRIBUICAQ DO MODO 1)

VALORES MEDIOS DO0S DESLOCAMENTOS MAXIMOS DE PIS0 VALORES MEDIOS DOS DESLOCAMENTOS MAXIMOS DE PISC
WMAX(HM) 1,547 4,061 6.577 B.827 10.669 12,012 12,831 WHMAX{MM) 1,573 4.129 6.688 A.975 10,849 12,214 13,046
VALORES MEDIOS DOS ESFORCOS MAXIMOS NAS BARRAS VALORES MEDIOS DOS ESFORCOS MAXIMOS NAS BARRAS
NUHM,  MECKNat)  MD{KNaM) YE(KN}) TOCKN) NUM.  MECKN®M} MD{KNmM) TE(KN) TD{KkN)
1 9,87 8,55 3.09 1,09 1 10.04 8.79 3. a.
2 4,65 3.86 1,08 3.08 2 .79 10,02 3:: ; 1:
3 20.41 19.06 £.58 6.58 3 20,76 15.38 6.69 G.GB
4 19,05 20.138 6,51 §.57 4 19,37 20,72 6.66 6.68
5 3z, 02 29.67 10.28 10.28 s 37.56 30017 0.4 !
& 29.65 31,95 10,27 10,27 f 30,15 32,50 10,44 1044
? 42,24 39,17 13,87 11.57 1 42.95 39,83 13.80 :3'83
8 39,13 42,15 13,55 13.56 A 39,79 42.86 13.78 13.78
9 50.14 46, 48 16.10 16.10 9 50,99 47’25 15'37 ‘5‘37
10 46,44 50,04 16,08 16.08 10 47,21 50.80 16,38 16,16
11 54.32 50,26 17,45 17.45 11 55.23 51,21 17.74 17.74
12 50,31 54,21 17.42 17.42 12 51.16 55,12 17.71 17.71
13 43.87 44.74 15,60 15,60 13 49,70 45,49 15.86 15.86
14 44,69 48,71 15,58 15.58 14 45,44 49,59 15,84 15.84
15 52,91 16.74 23.22 23,72 15 53.80 17,02 23,61 23,61
15 32.13 27.95 20,03 20.03 18 32,67 28,42 20,36 20.36
17 26.37 26.86 18.41 18,41 17 26,82 29,24 18.72 18,72
18 21.79 26,62 15,97 15,97 18 21.64 27,07 16,24 16.24
18 15.62 22,11 12,77 12,77 19 15,86 23,09 12.99 12,99
20 9,32 17,62 8,98 8.98 20 9,47 17,92 9.13 a.13
21 2,19 9.87 4,22 4.22 21 2,84 10,04 4,29 4.29
22 1,32 33,42 21,58 1,58 22 62,36 33,99 32,11 a2.11
23 56.00 51.45 28,82 35.82 23 56.34 52,32 36.42 6.42
24 49,22 51,11 33,44 33,44 24 50.05 51.97 34,01 3401
25 41.60 45,94 29,25 29.25 78 42.50 46,71 79.74 29,74
26 32,36 38,01 23.46 23,45 2 37.90 28,65 23.85 23,85
27 21.32 27.64 16,32 16,32 7 ?3.58 28,10 16,59 |E; 59
2a 10,47 17.29 9,25 9,26 28 10,64 17.58 9.41 9,41

Quadro 2.1 - Andlise comparativa de resultados
(contributo do modo 1).
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LT L T P T T T T I ]
ANALISE POR ESPECTROS DE POTENCIA

i L L L L L L T T LT T Toepuyi
ANALISE POR ESPECTROS DE RESPOSTA
S OO

SISHO § (CONTRIBUICAO DOS MODOS 1 A 4)

S8ISMO I (CONTRIBUICAD DOS HODOS 1 A 4)

VALORES MEDIOS DOS DESLOCAMENTOS MAXIMOS DE PI50 VALORES MEDIOS DOS DESLOCAMENTOS MAXIMOS DE PI50

WMAX(MM)  1.388 3,526 5.518 7.145 8,363 9.426 10.277 WMAXIMM)  1.226 3.182 5.095 6,784 8.174 9,209 9.867
VALORES MEDIOS DOS ESFORCOS MAXIMOS NAS BARRAS YALORES MEDIOS DOS ESFORCOS MAXIMOS NAS BARRAS

NUM, ME(KNwM) MD({XNaM) TE(KN) TD(KN)Y NUM.  ME(KNaM) MD(KNmM) TECKN) TDLKN)

1 11.38 9.88 J.54 31.54 1 9.57 8.32 2.98 2.98

2 9.81 11,20 3.50 3.80 2 8.26 9,43 2,95 2.9%

k] 21,70 20.18 6.98 6.98 3 18,42 17,13 5,92 5.92

4 20.09 21.50 6§.93 6.93 4 17,07 18,26 .89 5,89

5 30.87 28,52 9.90 9.90 3 26,61 24,61 B8.54 8,54

[ 28,44 30.67 9,85 9.85 6 24,56 26,48 8,51 8.51

7 37.69 34,85 12.09 12.09 7 a3, 21 30.78 10.66 10.686

8 34.73 37.42 12,03 12.02 8 30.73 33.10 10.64 10.64

9 42,60 39.35 13.66 11,65 9 38,58 35,75 12,39 12.39
10 39.18 42.24 13.57 13,57 10 35.70 38,47 12.36 12,36
11 45,89 42,45 14.72 14.72 1 42,01 38.94 13.49 13.49
12 42,30 45,60 14,65 14,65 12 38.89 41,90 13.47 13.47
13 43.01 39.28 1371 13.71 13 38,49 35,20 12.28 12,28
14 39.16 42,77 13.66 13.66 14 35,14 36.36 12.25 12,25
15 48.18 16,42 21,54 21,54 15 42.21 13.93 18,68 18.68
16 211 25.57 17.87 17.87 16 24,91 22.45 15,75 15.75
17 23,89 25,87 16,37 16,37 17 20.49 22.56 14,25 14,25
18 20.47 23,1 14,37 14,37 18 17.20 20,64 12,49 12.49
19 16.42 21,30 12.44 12,44 19 13,87 18.12 10.54 10.54
20 11,32 17.89 3.57 9,57 20 9,69 15,12 B.15 8.15
21 4,83 11.38 $.34 5.34 21 4.27 9,57 4.51 4.51
22 §5.39 31.11 28,83 28,83 22 48,77 26,97 25.24 26,24
23 48.00 45,40 31.09 31.09 23 43,62 49,59 28.05 28.05
24 42.79 44,30 28,93 28,93 24 37.93 39.53 26.79 25,79
25 37.51 40.10 28,77 25,17 25 32,81 35,54 22.74 22,74
26 31.50 35.31 22,22 22.22 26 26,93 30.45 19,09 19,09
27 22.97 27,79 16.89 16.89 27 18,56 23.79 14,43 14,41
28 12.97 19.69 10,88 10,88 20 10,95 16,58 9,16 9,18

ANALISE POR ESPECTROS DE POTENCIA ANAL1SE POR ESPECTROS DE RESPOSTA
[IT1T) [ L] unge RuBuN
SISMO 2 (CONTRIBUICAC DOS MODOS § A 4) SISHO 2 (CONTRIBUICAD DOS MODOS | A 4]
VALORES MEUIO0S DOS DESLOCAMENTOS MAXIMOS DE PI50 VALORES MEDIOS DOS DESLOCAMENTOS MAXIMOS DE PISO

WMAX(MM) 1.6B1 4.269 6.775 8.940 10.698 12,035 12,926 WMAX(MM) 1.885 4,150 &.70% 8,982 10,849 12,217 13,055
VALORES MEDIOS DOS ESFORCOS MAXIMOS NAS BARRAS VALORES HEDIGS DOS ESFORCOS MAXIMOS NAS SARRAS
NUM, ME(KN=sM) MO(KNaM) TECKN) TOUKN) NUM,  HME(KN®M)  MD{ kNaM) TECKN) TOCKN)
1 11.76 10.26 3.67 3.67 1 10.66 9.32 3,33 3,32
2 10,22 - 11,66 3.6% 3.65 2 9,30 10.60 3.32 3.32
3 23.42 21,82 7.54 7.54 3 21.60 20,15 6,96 6,96
4 21.77 23,29 7.51 7.51 4 20.12 21,83 6.94 6.94
5 35.08 32.46 11,26 11.26 5 33.18 30,73 10,65 10.65
6 32.39 34,92 11,22 11,22 A 30.70 33.08 10,63 10.62
7 44,58 41,28 14,31 14,31 1 43,20 40,08 13,87 13.87
8 41.18 44,37 14.26 14.26 i} 40,01 43.10 13.85 13,885
9 51.76 47,09 16,61 16.61 9 §1.03 47.30 16.39 16,39
10 A4T.76 51,49 16,54 16,54 10 47.25 50.92 16,36 16.36
11 66.08 651.92 18.00 18,00 11 65,35 51,131 17.78 17.78
12 51.82 565.84 17.94 17,94 12 51.26 56,23 17.78 17.78
13 §1.81 47,35 16.53 16,53 13 50,00 45,76 15,96 15.986
14 47,24 51.58 16.47 16.47 14 45,70 49,88 15.83 16.93
is 67,29 19,06 25,50 25,50 15 54.29 17.3% 23.817 23.87
16 33.55 30,35 21.16 21.16 16 32,77 28.72 20.48 20,48
17 28,23 30,82 19,54 19,54 17 26.89 29,47 18,76 18.76
18 23.19 26,23 16.38 16.98 18 21.90 27.13 16.31 16,31
19 17.85 24.70 14,12 14,12 19 16.46 23,130 13.21 13,21
20 11.33 19,69 10,31 10.31 20 10.29 18,41 9.52 9.82
21 3.64 11,76 5,24 §.24 21 3.60 10,66 4,70 4,70
22 66.15 36,77 34.31 J4.31 22 62,87 34,38 32.42 32.42
23 §8.34 §4.59 37.61 37.61 23 57.15 52.66 36.60 36.60
4 51.49 53.46 34.82 34,92 24 60.11 §2.08 34.0% 34,08
25 44.29 48,08 30.73 30.73 2% 42.73 46,81 29.83 29,83
26 35.66 40,99 25,63 25,53 26 33,54 - 89.04 24.18 24,18
27 24.58 30,88 18,48 16,48 27 22,67 28,89 17,18 17.18
28 12.88 20.48 11.12 11,12 28 11,57 18.614 i0.0% 10.06

Quadro 2.2 - Andlise comparativa de resultados
(contributo dos modos 1 a 4).

179



Capftulo 2

Em relagdo a estas diferencas, convira apenas realgar que elas
podem decorrer da acc¢do combinada de dois factores, tendo o primeirc
a ver com as discrepéncias de ordenadas espectrais (RES) e (POT)
verificadas na figura 2.11, e o segundo, e provavelmente o mais
importante neste caso, com a forma mais correcta como as abordagens
estocdsticas, baseadas na utilizacdo dos espectros de poténcia
regulamentares, tém em conta os contributos conjugados dos diversos
modos de vibragado envolvidos.

2.54 - Aplicaciio a andlise sismica de cascas. Descri¢iio do programa
de cdlculo automatico PROG4

No sentido de realgar a facil aplicagdo da formulacgdo modal
utilizada em 2.5.3 a analise de estruturas de maior complexidade, foi
desenvolvido um outro programa de cdlculo automatico, que possibilita
a analise estocastica do comportamento dindmico de cascas, quando a
respectiva base de apoio é sujeita a movimentos sismicos, caracte-
rizados pelas densidades espectrais de poténcia definidas pelo RSA.

Para o efeito, é considerada uma discretizacdo da estrutura numa
malha de elementos finitos de volume V', e superficie exterior S,
sendo o vector deslocamento

u( =Tu (), uy (1), u,(t)] (2.3085)

de um ponto genérico do interior de um elemento, num instante ¢,

referido a um referencial geral oxyz (oz vertical), expresso em funcio
do vector dos deslocamentos nos n pontos nodais

ut (" =lui 7 uy )" ut ()] (2.306)

através da aproximacao

HOEITNOEDWIHO (2.:307)
iw]

em que N é uma matriz de fungdes interpoladoras, constituida por
sub-matrizes N, .
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Designando o vector das componentes de deformagéo no ponto genérico
considerado por €, este pode relacionar-se com os vectores de des-
locamentos u e u® através das relacdes geométricas

e=Lu=LNu‘=Bu® (2.308)

em que L é um operador diferencial e B é conhecida por matriz das
deformacgdes.

O vector das componentes de tensio correspondente 0 pode, por seu
turno, relacionar-se com € ho caso de materiais de comportamento

elastico e linear, através das relacdes constitutivas

9=Z_).(.E.~.E.o)+go (2.309)

em que D é a conhecida matriz de elasticidade, e €, e 0, sdo vectores
caracterizadores dos valores inicias das componentes de deformacgéo

e de tensdo respectivamente.

Tendo, por outro lado, em consideracdo todas as forgas actuantes
sobre o elemento, traduzidas nomeadamente por:

f¢ - vector das componentes das forgas concentradas aplicadas
nos nés;

F,~ vector das componentes das forc¢as distribuidas ao longo do
volume;

F, - vector das componentes das forcas de superficie aplicadas
ao longo da superficie exterior de elementos na fronteira;

~pu - vector das componentes das forgas ficticias de inércia

aplicadas em cada ponto genérico do interior do elemento
(p - massa especifica);

—-cu - vector das componentes das forcas de amortecimento viscoso

(c -~ coeficiente de amortecimento por unidade de volume);
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as equagdes de equilibrio do elemento podem ser obtidas mediante
aplicagdo do teorema dos trabalhos virtuais, igualando o trabalho
virtual de deformacdo, relativo a uma qualquer deformacdo virtual
caracterizada por um vector de deslocamentos nodais bu®, ao corres-
pondente trabalho virtual das forcgas exteriores, incluindo nestas as
forgas de amortecimento viscoso e as forcas ficticias de inércia.
Resulta deste modo que

M®G*+ CoU+ K u’= p*(1) (2.310)

em que as matrizes de nmassa M*®, de amortecimento C® e de rigidez do

elemento K° sdo definidas respectivamente pelas equacgdes

Me=f pNTNdAV
M , PN

e

c9=f cNTNdV (2.311)
= v A
1<‘~’=f B'DBAV
y = ==
ao passo que o vector das acgdes exteriores Ee(t) vem dado por

_ge(z)=f*+f NTFVdV+f NTFsczs+f B"De dV - B'o dV (2.312)
Ve ™ — s, — — v, — —=° Ve — ~°

e

No caso presente, a discretizagio da estrutura assentou na
utilizagdo do elemento finito de casca isoparamétrico de 8 nés
introduzido por Ahamad [1], cujas potencialidades foram ja devidamente
realgadas por Zienkiewicz [259] e Delgado [85].

Este tipo de elemento, que resulta de uma degeneracdo do elemento
tridimensional de 20 nés, introduz uma significativa reducdo do numero
de pontos nodais, com a consequente economia de tempo de calculo,
tirando partido do facto de, em estruturas tipo casca, ser desprezavel
a energia de deformacdo correspondente a tensées normais ao folheto
médio, mantendo-se as normais a esta superficie praticamente rectas
apds a deformac¢do. Por outro lado, a hipdtese de Kirchoff, usualmente
admitida na teoria das cascas, segqundo a qual, apds a deformacgédo, a
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normal se mantém normal é suprimida, tornando-se viavel a partir dai
ter em consideragdo a deformacdo da estrutura por efeito do esforgo
transverso de acordo com a teoria de Mindlin, aspecto particularmente
importante no caso das cascas espessas.

Fig. 2.17 ~ Elemento de casca espessa de Ahmad.

A geometria do elemento é descrita pela figura 2.17, sendo este
delimitado por duas faces exteriores curvas (superior e inferior) e
por quatro secgdes ao longo da espessura geradas por linhas rectas.

O movimento da normal ao folheto médic num né genérico 7 é tra-
duzido por 3 componentes de deslocamento segundo cada um dos eixos
de um referencial geral oxyz, e 2 rotacdes a; e 3; em torno de dois
versores n_'“ e ﬁ;, ortogonais e existentes no plano normal ao versor

———y

Rz, correspondente a direcgdo definida pelos nés lsup € Uling-

As regras adoptadas para fixacdo dos versores nT, e n_; sdo as re-
feridas em [259] e [85], sendo as fungdes interpoladoras intervenientes
na constituicdo das sub-matrizes N, da familia Serendipity, sendo
expressas em termos das coordenadas curvilineas §e n [259], e servindo
simultaneamente para relacionar as coordenadas de um ponto genérico
da superficie média do elemento no referencial geral com as coordenadas
dos nds, através da relacgéo

183



Capitulo 2

x . X
y ) =) N(Em(y (2.313)
z med 1 Z i

dada a natureza isoparamétrica do tipo de elemento utilizado.

Agrupando adequadamente as equag¢des de equilibrio (2.310),
relativas & totalidade dos elementos finitos envolvidos na
discretizacdo, e tendo em consideragdo a actuagdo exclusiva de um
movimento sismico na base, suposta rigida, caracterizado por trés
componentes de aceleragdo Uy (1), #}(t) e 3(t), o movimento da estrutura
no seu conjunto pode ser descrito por uma equacgio do tipo

M)+ Cg(D* Ka()=-Ma iy()-Ma, iy (- Ma ai(1)  (2.314)

em que g(!¢) é o vector que agrupa a totalidade dos deslocamentos nedais
relativos, referidos ao referencial geral oxyz (trés translagdes e
duas rotagdes por nd), e M, C e K sdo as matrizes de massa, de
amortecimento e de rigidez globais correspondentes. Os vectores q,
a, e a, estabelecem, por seu lado, a seguinte relagdo entre o vector
dos deslocamentos nodais absolutos g%tL 0 vector dos deslocamentos
nodais relativos g(t) e as trés componentes do movimento sismico da
fundacgéao

g (=g +a us(+a ul(t)+a, ui(t) (2.315)

constituindo pois vectores que reunem os valores dos deslocamentos
de corpo rigido da estrutura, decorrentes da introdugio de um des-
locamento de base unitario segundo cada uma das direccdes ox, o0y e
0z respectivamente.

Sendo a transformada de Fourier do processo estocastico vectorial
caracterizador da excitacio

Pi(w)=-Ma Flig(D]-Ma, Flu3(D)-Ma, FLiZ(t)] (2.316)

e atendendo & definigdo da matriz das densidades espectrais conjuntas

da excitacgdo §pq(w), facil é concluir que
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Spe(W)=Ma, a MTS] (w)+ Ma alMTSP (w)+ Ma al M7 ST (w) -
*Ma,a MTSE ()« Ma aiM' S} (w)+ Ma,al M ST (w)+

*Ma,a MTS (W) Ma aTMT S (w)+ Ma,alMTS; (W)  (2.317)
em que Su’-‘g(w), S%q(w) e Sﬁg(w) representam as fungdes densidade espectral
de poténcia relativas as trés componentes da aceleracio de base, ao
passo que Sﬁz(w), ST(w), Sﬁj(w), Szj(w), ‘S?{j(w)e Sﬁz(w) representam
as correspondentes densidades espctrais cruzadas.

Admitindo o actual Regulamento de Seqguranca e Acgdes que
Si,(w)=SY (w)=5, (w)
Szu(w)=4/98u.q(w)
Si(w)=S¥(w)=0 (2.318)
ng(w)=3§’:=0
ST (w)y=SFw)=0

a relagdo (2.317) pode simplificar-se significativamente, dando origem
a

MT+SMEZQZMT}S%(w) (2.319)

S q(w)=[Ma a’M"+Ma a’
~p —— X e X b%

—— Y —

em que as ordenadas da funcgéo Sag(w) se encontram definidas no quadro
III-I do RSA.

Deste modo, seguindo a formulagdo modal referida em 2.3.3, todos
os momentos espectrais de ordem m (m=0,1,2) da resposta, em termos
das coordenadas modais, podem ser quantificados mediante o recurso
as equagdes (2.273) a (2.276).

Uma vez constituidas as matrizes _?ﬁn (m=0,1,2), pode de imediato
passar~se ao cadlculo das matrizes de momentos espectrais referentes
a quaisquer variaveis de controlo r(t), susceptiveis de serem expressas

através de uma transformag¢do linear do tipo
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r(t)=yeg(t) (2.320)

designadamente os deslocamentos nodais relativos ao referencial geral
0Xyz (caso em que ¥ =49¢), ou as componentes de tensdo nos pontos de
Gauss utilizados nas integragdes numéricas efectuadas para
quantificagdo das matrizes de rigidez elementares, de acordo com a
regra de Gauss-Legendre [259].

Nestas circunsténcias, foi elaborado um programa de calculo
automdtico (PROG4) com vista & analise estocastica da resposta sismica
de cascas, e cuja organizacio, esquematicamente caracterizada pelo
fluxograma simplificado indicado na figura 2.18, é a seguinte sob a

forma sequencial:
a) Leitura de dados gerais envolvendo
- caracterizagdo topoldgica da estrutura;

- definicdo das caracteristicas geométricas, mecdnicas e de
massa de cada um dos elementos finitos considerados na
discretizacdo do sistema;

- identificagdo das condicdes de apoio;

- definig¢do do numero de modos a ter em conta na andlise

dinadmica e dos coeficientes de amortecimento modais;

- caractetizacéo da excitagdo actuante em termos das
densidades espectrais de poténcia definidas pelo actual
RSA, tornando-se necessario proceder a indicacdo das
componentes de aceleracdo de base intervenientes, bem como
~do tipo de terreno e do coeficiente de sismicidade da regido;

b) Formagdo das matrizes de massa e de rigidez da estrutura
referidas as coordenadas generalizadas associadas aos N graus
de liberdade considerados (5 por cada né livre), tendo-se para
o efeito recorrido a um programa de andlise estatica de cascas
pelo método dos elementos finitos elaborado na Universidade
de Swansea e disponivel no Gabinete de Estruturas da FEUP,
ja anteriormente desenvolvido também por Delgado [85] e Faria
(102] para outras finalidades, designadamente no dominio da
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analise sismica por integragdo no tempo, e por espectros de
resposta, respectivamente;

Determinagéo dos valores das M primeiras frequéncias naturais
(M<N), e dos M modos de vibragdo correspondentes, mediante o
recurso as sub-rotinas MTS1, MHS, MESP, MVHS e MVS, da
biblioteca SL-MATH da IBM, para resolugdo de problemas de
valores e vectores préprios;

Quantificagdo dos elementos da matriz dos momentos espectrais
da resposta no espaco modal kﬁhﬁ (m=0,1,2), efectuando o
duplo somatdérioc a que refere a equagao (2.273) para cada par
(1,J)% O integral nela indicado é calculado numericamente de
forma inteiramente semelhante ao caso das estruturas reti-
culadas planas, ou seja, avaliando o valor da fungdo inte-
granda, para cada frequéncia w, através das relagdes (2.274)
a (2.276), e diferindo apenas no facto de cada elemento da
matriz das densidades espectrais conjuntasckiexcitagao.Sff(w)
passar a ser dado pela equagdo (2.319), em funcdo das densidades
espectrais de poténcia da aceleragio de base definidas
regulamentarmente;

Construcdo de matrizes de transformagido ¥, estabelecendo a

relagdo linear, verificada ao nivel de cada elemento finito,
entre as componentes de tensdo nos diversos pontos de Gauss
e os valores das M coordenadas modais; A i-ésima coluna de
cada matriz ¥ é obtida quantificando os valores das componentes
de tensdo naqueles pontos do elemento finito em guestdo, quando
0s nés respectivos sdo sujeitos a deslocamentos caracterizados
pelo modo de vibracgdo de ordem i;

Determinacdo dos momentos espectrais de ordem m(m=0,1,2)

correspondentes a cada uma das varidveis de controlo r;(t) da
resposta do sistema, mediante aplicagdo da equagfo (2.278),
podendo cada processo estocastico vectorial r(t) representar
quer o conjunto das componentes de tensio nos pontos de Gauss
de cada elemento, quer a totalidade das componentes de des-
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INTRODUGAO DE DADOS

- Estrutura e tipo de terreno
- Excitagdo actuante

MATRIZ DE MASSA CONSISTENTE M

MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL K

FREQUENCIAS NATURAIS Wi

MODOS DE VIBRAGAO mi

MATRIZ DE MOMENTOS ESPECTRALS DA RESPOSTA

g
NO ESPACO MODAL A, (m=0,1,2)

MATRIZES DE TRANSFORMAGCAO Y RELATIVAS AS

COMPONENTES DE TENSAO NOS PONTOS DE GAUSS

MOMENTOS ESPECTRAIS DA RESPOSTA RELATIVOS A
TODAS AS VARIAVEIS DE CONTROLO
(TENSOES E DESLOCAMENTOS NODAIS)

AVALIGAO DOS VALORES MEDIOS
DOS PICOS DE RESPOSTA

ESCRITA DE RESULTADOS
(SAIDAS GRAFICAS)

Fig. 2.18 - Fluxograma simplificado do programa PROG4
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locamento relativo dos diversos pontos nodais em relacgdo a
base (situagdo em que ¥ =9);

g) Estimativa dos valores médios dos picos de resposta, em termos
de tensdées e de deslocamentos, mediante a aplicagdo da
expressiao de Vanmarke (2.279), e uma vez conhecido o tempo T
de duragdo da amostra estacionaria.

2.5.5 - Exemplos de aplicaciio. Os casos das barragens do Alto Lindoso
e do Caldeirao

No sentido de testar o bom funcionamento do programa de cdlculo
PROG4, foram tratados diversos exemplos praticos, procurando con-
frontar os resultados obtidos mediante a sua utilizacdo, com os
alcangados através de um outro programa j& anteriormente utilizado
por Delgado e Faria [90], e que se baseia numa andlise por espectros
de resposta.

Dois dos exemplos tratados referem~se a duas barragens que a
Empresa Electricidade de Portugal (EDP) tem presentemente em fase de
construcdo, e que sdo as barragens abdbada de dupla curvatura do Alto
Lindoso (110 m de altura e 270 m de corda) e do Caldeirdo (38 m de
altura e 101 m de corda), indicando-se seguidamente alguns dos
principais resultados obtidos para uma das hipéteses ensaiadas, isto
€, considerando a albufeira vazia, a fundagdo rigida e a actuacio de
um sismo com as caracteristicas regulamentares na direccgdo montan-
te-jusante.

Para o efeito, foi efectuada uma discretizacdc daquelas estru-
turas numa malha de elementos finitos de casca degenerados de 8 nds,
tal como se encontra esquematicamente representado na figura 2.19,
tendo-se procedido apenas & andlise do comportamento dindmico de meia
barragem, dada a simetria da estrutura e da solicitag8o actuante em
relagdo ao plano vertical ortogonal ao folheto médio passando pela
secgdo de fecho, tendo-se obtido os seguintes valores das frequéncias
naturais (em Hz) correspondentes a alguns dos modos simétricos:
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Modo | Alto Lindoso| Caldeiréo
1 4,35 12,01
2 5,08 17,33
3 7,49 24,89
4 7,78 28,77
5 10,77 34,44
6 38,83

Nos quadros 2.3 a 2.10, apresentam-se assim, para as hipdteses
referidas, e considerando o contributo de um ou mais modos de vibracio
simétricos, os valores obtidos das componentes de tensdo normal nos
pontos de Gauss (em Pa) das superficies de montante e de jusante de
um dos elementos finitos sujeitos a esforcos mais elevados, tomando
como referencial um sistema de eixos inserido no plano osculador a
superficie em causa, sendo um deles horizontal.

Simultaneamente, € no sentido de facilitar a analise comparativa
dos resultados alcancados mediante a utilizacdo dos programas de
cdlculo anteriormente referidos, tendo por base as duas formas
alternativas de caracterizacéio regulamentar da acgdo sismica,
apresentam-se também nas figuras 2.20 a 2.35 representag¢des graficas
das distribuicdes das tensées normais maximas segundo os arcos e
consolas ao longo dos paramentos de montante e jusante, para as

diversas hipdteses consideradas (escalas: Alto Lindoso 1 cm : 1,25
MPa; Caldeirdo 1 cn : 0,31 MPa).

A finalizar o capitulo, apresenta-se ainda, a titulo complementar,
uma sugestiva analise grafica comparativa de resultados, em termos

na direccio montante-jusante,
cionante (sismo 1)

Para o caso da acgdo sismica condi~

r @ tendo em consideracio o contributo dos varios
modos de vibracio nencionados., '

Da observacio dos principais resultados obtidos, sintetizados

nos quadros e grificos apresentados, constatou-se en particular que:

190



a)

Sistemas Lineares; Excitagdes Aleatdrias Bstaciondrias

tomando em consideragdo exclusivamente o contributo do modo
fundamental, se regista uma perfeita concordédncia dos valores
obtidos pelas duas vias, salvo no caso da barragem do Caldeiréo
e da actuagdo do sismo 2, situagdo em que a abordagem por
espectros de resposta conduz a valores cerca de 12% superiores;

esta maior diferenga deve-se essencialmente a discrepéncia de
ordenadas espectrais verificada entre o espectro de resposta
regulamentar (sismo 2, terreno tipe I, ¥=0,05) e o espectro
de resposta compativel com o correspondente espectro de
poténcia (v. Fig. 2.11), registando~se um significativo
decaimento das ordenadas espectrais (POT) para frequéncias
elevadas, originando uma diferenga relativa de ordenadas na
vizinhan¢a da frequéncia fundamental da barragem do Caldeiréo
(f1=12,01Hz) precisamente daquela ordem de grandeza;

muito embora as diferencas relativas encontradas tendam a
agravar-se por inclusdo na andlise do problema de um numero
mais elevado de modos de vibragio, chegando a atingir em alguns
casos valores da ordem dos 20 a 25% em termos de componentes
de tensado normal segundo os arcos e consolag, as representacdes
graficas de tensdes apresentadas mostram todavia registar-se
de uma forma global, para as duas barragens analisadas, uma
satisfatdéria compatibilidade geral de resultados;

também em termos de deslocamentos horizontais na direccéao
montante-jusante se verifica, para o caso da acgdo sismica
condicionante (sismo 1), uma boa correspondéncia geral dos
resultados alcangados pelas duas vias; as diferencas relativas
maximas encontradas sdo neste caso de 17% para a barragem do
Alto Lindoso e de 7% para o Caldeirdo, sendo essas diferengas
essencialmente devidas, tal como no que respeita as componentes
de tensédo nos pontos de Gauss, a forma mais apurada como as
abordagens estocdsticas possibilitam efectuar a conjugacédo
das diversas contribuicbées modais envolvidas.
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ANALISE POR ESPECTROS DE POTENCIA

Capitulo 2

L R L A N

ANALISE POR ESPECTROS DE RESPOSTA

ABBENE. L] EREBRENE A2 1) I'IIIII‘..Il‘.I‘I.‘I'-‘..."".I-'II'I
SISMO 1 NA DIRECCAD wOYw SISMO 1 NA DIRECCAQ #0Ys
(CONTRIBUICAQ DO MODO 1) (CONTRIBUICAO DO MODQ 1)
SERERAFRRURBER R
#ELEMENTO 1w #ELEMENTD 1=
ABBRERARBE R ABBERERBRNUBRE
NOS( 1 2 3 200 18 18 12) NOS( 1 2 3 13 20 19 18 12)
TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS
PT, GAUSS NO. | Xa= 4,801 Yu ~3,089 Z= 3.944 PT. GAUSS NO. 1| X= -4,801 Y= -3,083 Z= 3.944
SIGMA SIGMA ST6MA SIGMA
0,22060632E404 0.62531794E+06 0.23359592E+04 0.63896694E+06
SISTEMA %= -0,01185350 w -0.99912030 & -0.04022529 STSTEMA # ~0.01185350 » -0.99912030 « -0,04022525
OE % -0,28241211 s  0.04193542 w» -~0.95837623 DE # -0.28241211 »  0.04193542 w -0.95837623
EIX0S = 0.95921981 w»  0.000000600 = -0.28266090 EIX0S = 0,95921981 «  0.00000000 = -0.282665090
PT. GAUSS NO. 1 X= -4,5968 Y= 1.704 2= 3.944 PT. BAUSS NO. 1 X= -4,598 Y= 1,704 Z= 2,944
SIGMA SIGHA STGMA SIGMA
0.47154883E+04 0.35022840E+05 0.48184219E+04 0,35787355E+08
SISTEMA = -0,00437719 = -0.99909550 = -0.04229489 SISTEMA % -0.00437719 = -0.99909550 % -0.04229489
DE s -0,10284925 »  0.04252077 = -0.99378806 DE » -0,10284925 «  0.04252077 = -0,99378806
EIX0S » 0,33468756 = 0.00000000 » ~0,102%4235 EI1X08 » 0,99468756 = 0.00000000 = -0,1D0294213%
PT. BAUSS NO. 2 X=  -17,410 f= ~-1.,852 Z= 3.944 PT. GAUSS NO. 2 X= «17.410 Y= -1,8582 Z= 3.944
STGMA SIGMA SIGMA SIGMA
0,73596680E+04 0.48652669E+06 0.75203281E+04 0.43714731E406
SISTEMA ® -0.04194238 « -0.98852199 w -0,14513761 SISTEMA ® -0.04194238 « -0.96852199 = -0.14513761
DE # «0,27443701 & 0.15107650 w -0,94966310 DE » =-0.,27443701 =  0,15107650 = -0,94966310
EIX0S *  0,36069008 « 0.,00000002 » -0,27762341 E1X0S * 0.96069008 =  0.00000002 « -0,27762341
PT. BAUSS NO. 2 X= «16.683 Y= 2.879 2= 3,944 PT. GAUSS NO. 2 X=  -16.683 Y= 2,879 Z= 3.944
SIGMA SIGMA STGMA SIGMA
0.68364258E+04 0,59343340E405 0.63856602E+04 0,60638652E405
SISTEMA ® ~-0,01423347 = ~0.98818702 = =~0.15253004 SISTEMA % -0.01423947 = -0.98818702 = -0,15259004
DE * -0,09181720 « 0,15325296 # -0,98391235 DE ®* -0.09181720 = 0,15325296 « -0,98391225
EIX0S % 0,399567407 =  0,00000001 = -0.09291482 EIX0S # 0.99567407 w»  0.00000001 = -0.09291482
PT. GAUSS NO. 3 X= -4.,850 Y= ~6.190 Zs 14,722 PT. GAUSS NO, 3 X= -4,850 Ya ~6.,190 Z= 14,722
S1GMA S TBMA S1GMA S1GMA
0,81089812E+05 0,52541937E+06 0.82859937E+05 0.53688769E+06
STSTEMA ® -~0.01197290 » -B.93905246 = ~0,04183983 SISTEMA » -0,01197290 = ~0,99905246 w -N.04183968
DE # ~0,27485675 « 0,04351924 = -0.96049964 DE & -0.27485675 w  0.04351924 = -0.956049964
EIX0S = 0.96141052 « | 0,00000001 » -0.275{1734 EIXO0S ® 0,96141052 =  0.00000001 = -0.27511734
PT. GAUSS NO, 3 X= -4,549 Y= 0,523 iI= 14,722 PT. GAUSS NO. 3 X= -4,549 Y= 0.523 2z 14,722
SIGMA STGMA SIGMA SIGMA
0.37237777E+05 0.12255112E+06 0.38050602E+05 0.12522644E406
STSTEMA ®* ~0,00523783 w -0,99895209 = -0.04546740 SISTEMA * -0,00523783 =« -0.99895209 « -0.04546740
DE s -0.11432296 = 0.04576810 = -0,99238884 DE ® -0,11432296 = 0.04576810 = -0,99238684
EIX0S * 0,99342972 %  0.00000000 w -0.11444283 £1x08 = 0.99342972 «  0.00000000 w -0,11444283
PT. GAUSS ND. 4 X= =17.8591 Y= ~4.924 Z= 14,722 PT. GAUSS NGO, 4 X= 17,591 Y= ~4,924 Z= 14,722
SIGMA STGMA STGMA STGMA
0.75503B75E+05 0.40811394E+06 0.77152062E+05 0,41702306E+06
SISTEMA ® ~0,04214811 w -0.98767418 u ~0.15074295 SISTEMA = -0.04214811 » -0.98767418 = -~0.1507429%
DE * ~0.26595581 w 0,15652460 = ~0.95119238 DE * -0.26595581 & 0.15652460 = -0,95119238
EIX0S * 0.96306324 «  D.00000000 » -~D.26927477 EIX05 »  0,96306324 =« 0.00000000 % -0.26927477
PT. GAUSS NO, 4 X= -16.502 Y= 1.774 2= 14,722 PT. BAUSS NO, 4 X= -16.502 Y= 1.774 2 14,722
STGMA SIGMA SIGMA SIGMA
0.53185687E+05 0.12249797E+405 0,54346816E+05 0,12517211E+08
SI;‘TEHA = -0.01701870 w -0.98634017 = -0.16383845 SISTEMA *+ -0.01701870 = «0.98634017 = -0.16363845
E ® -0.10190761 »  0.16472000 = -0.98106176 DE # -0.10190761 » 0.,16472000 s -0,38106176
utxon ®  D.90444804 w  0,00000000 « «0,10031883 EEX0S =  0.99464804 «  0,00000000 = -0.i0331893
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Quadro 2.3 ~ Andlise comparativa de resultados
(Barragem do Alto Lindoso).



Sistemas Lineares; Excitagbes Aleatdrias Estaciondrias

CvesesentsadsatRaatentanienntnERrtend

ANALISE POR ESPECTROS DE POTENCIA

R L N R R LR R TR N Ry T R T

ANALISE POR ESPECTROS DE RESPOSTA

R2 21 BEMTBERE RN LRI ISR L2 LY ER S22 2 20222 ]
SISMO 2 NA DIRECCAD =QYs SISMO 2 NA DIRECCAD =QYw
(CONTRIBUICAC DO MODO 1) (CONTRIBUICAQ DO MODO 1)
KRR ERRRRR L. BEBWER NN
*ELEMENTO i sELEMENTO i»
ERAARNARSLENE S W NN
NOS( 1 2 3 13 20 19 18 12) NOS{ 1 2 k] 13 20 19 18 12)
TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS
PT. GAUSS NO., 1 X= -4.801 Y= ~3.,059 ZI= 3,944 PT, BGAUSS NO. 1 X= -4,801 Y= -3.059 2= 1.844
SIGMA SIGMA §IGMA SIGMA
0.13418167E+04 0.,36703394E+06 6.13313005E+04 0.,368415737E+06
SISTEMA « ~0.01185350 » -0,99912030 = -0.,0402252% STSTEMA + -0,01185350 = -0.99912030 = ~0,04022529
DE » -0,28241211 = 0.04193542 « -0.98B37623 DE *+ ~0,28241211 = 0.04193542 = -0.95837623
EIX0S » 0,95921981 = 0.00000000 « ~0.2B82656090 EIX0S - 0.95921981 = 0.00000000 w» ~0,28266090
PT. GAUSS ND. 1 X= ~4.598 Y= 1,704 1I= 3.944 PT. GAUSS NO. 1 X= -4,598 Y= 1.704 2= 3.944
SIGMA SIGMA SIGMA. SIGMA
0.27677910E+04 0,20556883E+05 0.27460972E+04 0.20395777E+08
SISTEHA a ~0.00437719 =« -0.99909550 » -0.,04225489 SISTEMA +« -0.00437719 = -0.99909550 w ~0.04229489
DE s -D,10284925 = 0.04252077 = -0.99378806 DE #» ~0,10284925 = 0,04252077 =« -0.99378806
EIX0$ L] 0.99468756 = 0.00000000 « -D.10294238 EIX0S - 0.99468756 = 0.00000000 » ~0,1029423§
PT. GAUSS NO. 2 X= -17.410 ¥= -1.852 ZI= 3.944 PT. GAUSS NO. 2 X= -17.410 Y= ~1,852 2= 3.944
SI1GMA SIGMA SIGMA SIGMA
0D.43196086E+04 0,2B557012E+08 0,42859570E+04 0.,28333212E+06
SISTEMA ® -0.04194238 = ~0,988%52199 = -0,14513761 SISTEMA » -0,04194238 « -0.98852199 = <0.14513761
OE w ~0.27443701 = 0.15107650 % -0,94966310 DE * ~0.27443701 = 0.15107650 » ~0.94966310
EIX0S » 0.56069008 = 0.00000002 = -0.2776234% EIX0S * 0,96063008 = 0.00000002 = ~-0.27762341
PT. BAUSS NO. 2 X= -16.683 Y= 2,879 Z= 31.944 PT, GAUSS NO. 2 X= -16.683 Y= 2.879 1I= 3,944
SIGMA SIGMA SIGMA SIGHA
0,40126877E+04 0.34831922E+0S 0.39812412E+04 0,34558941E+05
SISTEMA s -0.01423947 = -0.98818702 = ~0,15259004 SISTEMA s -0.,014235%47 s ~0.98818702 #» -0.15259004
DE = ~-0.09181720 = 0.15325296 « -0,98391235 DE s« -0.09181720 = 0,15325296 = -0.9839123%
EIX0S - D.99567407 = 0.,00000001 « -~0.09291482 EIX0S L} 0,99567407 = 0.,00000001 = -0.09291482
PT. GAUSS NO, 3 X= -4.850 Y= -6,190 Z=u 14,722 PT. GAUSS NO. 3 X= -4,850 Y= ~-6.190 IZI= 14,722
STGMA SIGMA SIGMA SIGMA
0.47596273E+05 0.30839762E+06 0.47223214E+05 0.30598075E+06
SISTEMA « -0.01197290 = -0.99905246 =« .0,04183988 SISTEMA s -0,01197290 « -0,99905246 = -~0.04183988
OE & -0,27485675 = 0.04351924 « -0,96049964 DE ® -0,27485675 = 0,04351924 « «0.36049964
EIX05 » 0.96141052 = 0,00000001 = ~0,27511734 EIX0S L3 0,96141052 = 0.00000001 = ~0.27511734
PT., BAUSS NO. 3 X= -4,549 Y= 0.523 Z= 14.722 PT. GAUSS NO. 3 X= -4.549 Y= 0.523 1= 14,722
SIGMA SIGMA SIGMA SIGMA
0.,21856937E+05 0.71932312E+05 0.21685645E+058 0, 71368562E+05
SISTEMA * -0.005237831 % -0,99895209 = ~0,045456740 SISTEMA « -0.00523783 = ~0.99895209 = -0.04546740
DE * -0,114322%86 = 0.04576810 = ~0,99238884 OE s -0.11432296 = 0,04576010 » -0,93238884
EIX0S§ - 0.99342972 = 0.00000000 « ~-0.,11444283 EIX05 = 0.99342972 = 0.00000000 = -0,11444283
PT, GAUSS NO, 4 X= -17.581 Y= ~4.924 I= 14.722 PT, GAUSS NO. 4 X= -17.891 VY= -4,924 1I= 14,722
SIGMA SIGMA RIGMA SIGMA
0,44317547E+05 0,23954537E+06 0.43970230E+05 0,23766812E+086
SISTEMA % -0.04214811 w ~0,98767418 « -0.15074295 SISTEMA s -0.04214811 « ~0.98767418 « -0.15074295
DE = -0.26595581 = 0,15652460 = -0,95119238 DE = -0,25595581 « ND.15652460 = -0.95119218
EIX0S [ 0.96306324 = 0.,00000000 = -0.26927477 £IX05 L] 0.96306324 = 0.00000000 = ~0,26927477
PT. GAUSS NO. 4 X= «16,502 Y= 1.774 2= 14,722 PT. BAUSS NO. 4 X= ~16.502 Y= 1.774 I= 14,722
16MA SIGMA 5IGMA SIGMA
0.31217770E+05 0.71901055E+04 0.30973121E+05 0.71337578E+04
SISTEMA « -0.01701870 = -0.98634017 = -0,16383845 SISTEMA « -0.01701870 « =-0.98634017 w =0,16383845
DE % ~0,10190761 # 0.16472000 = ~0.98106176 DE s -0.10190761 = D.16472000 = =~0.98106176
EIX0S - 0.99464804 » 6,00000000 = -0.10331893 £1X08 " 0.99464804 = 0,00000000 « -0.10331893

Quadro 2.4 - Andlise comparativa de resultados

(Barragem do Alto Lindoso).
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Capitulo 2

R L L R R R R LR TR Y
ANALISE POR ESPECTROS DE POTENCIA

NSRRI E N NN SRR UA NN AN

SISMO 1 NA DIRECCAD =OYw

(CONTRIRBUICAO DOS MODOS 1 A 8)

P R I L LR SR TR P TR

ANALISE POR ESPECTROS DE RESPOSTA

BERRE RSB SE RN AN AR R RR R AR NN

SISMO 1 NA DIRECCAO =0Y»

(CONTRIBUICAQO DOS MODOS 1 A B)

B EENARRANRE NS STERRREARRGERE
wELEMENTO 1w @ELEMENTO 1w
SARARARNAIERGR ARERARERBURTERT
NOS( 1 2 3 13 20 19 18 12} NOS( 1 2 3 13 20 19 18 12}
TENSOES MNOS PONTOS DE GAUSS TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS
PT. GAUSS NO, Xa -4,801 Y= ~3.069 2Za 3.944 PT, GAUSS NO, 1 X= -4,801 Y= -3,059 2= 3,944
STGMA SIGMA SIGMA SIGMA
0.48608250E+05 0.70936931E+06 0,53314230E+05 0.83971200E+06
k) .
SISTEMA = -0,01185350 = ~-0,99912030 « -0.04022529 SISTEMA = -0,01185350 « -0,99912030 » -0.04022529
DE s -0.28241211 « 0.04193542 » -0,95837623 DE s -0.28241211 = 0.04193542 = -0.95837623
EI1X0S - 0.95921981 = 0.00000000 = -0.28266090 EIX0S » 0.959213581 = 0.00000000 w -~0.282660%0
PT. GAUSS NO. Xa -4,598 Y= 1.704 2= 3.944 PT, BAUSS NO., 1 X= -4,598 Y= 1.704 I= 3.944
STIGMA SI6MA SIGMA SIGMA
0.5551664BE+05 0.82715844E+06 0.60740941E+05 0,90056200E+06
SISTEMA « -0.,00437719 w« -0.99909550 w -0.04229489 STSTEMA s -0.00437719 % -0,99909550 = -0.04229489
OE « ~0,10284925 « 0.04252077 = -0,99378806 DE # -0,10284925 w»  0.04252077 = -0.99378806
EIX0S « 0.99468756 «  0,00000000 = -0.10294235 EIX0S » 0.99468756 =  0.,00000000 = -0.1029423%
PT. BAUSS NO, 2 X= -17.410 Y= -1.882 2= 3,944 PT. GAUSS NO. 2 X= =17,410 Y= -t.852 ZIa 3.944
SIGMA SIGMA SI6MA SIGMA
0.45202801E+05 0.64147362E+06 0.49049059€+05 D.65856900E+06
STISTEMA # ~0.04194238 » -0,98552199 = -0.14513761 SISTEMA # -0,04194238 = -0,98852199 = -0.1451376}
DE & -0.27443701 = 0,15107650 = ~0,94966310 DE ® -0,27443701 w 0.15107650 « -0.94966310
EIX0S = 0.96069008 s 0,00000002 = -0.27762341 EIXO0S « 0.96069008 = 0.00000002 * -0.27762341
PT. GAUSS NO., 2 X= ~16.683 VY= 2,879 2 3.944 PT. GAUSS NO. 2 X= -16.683 Y= 2.879 2= 3.944
SIGMA SIBMA SIGMA SI6MA
0.52120180€+05 0.6596368LE+06 0,55766148E+05 0.70300794E+06
STSTEMA e -0.01423947 « -0.96818702 » -0.15259004 STSTEMA ® -0.01423947 w -0.98818702 = -0.15259004
DE = -0.09181720 » 0.15325296 = -0.98391235 DE » -0.09181720 = 0.15325296 = ~0.98391235
EIX0S *+  0.99567407 w  0.00000001 = -0.09291482 ETIX0S »  0,99567407 w 0.00000001 s -0.09291482
PT. GAUSS NO. 3 X= ~4,B50 Y= ~6,190 Z= 14.722 PT, GAUSS NO, 3 X= -4.850 Y= -6.190 2= 14,722
S16MA S16MA SIGMA 51GMA
0.20483556E+06 0.52310369E+06 0.21960137E+06 0,66739137TE+06
SISTEMA s -0.01197290 = ~0.9990S246 = -0.04183988 STSTEMA # . -0.01197290 » -0.99905246 « -0,04183988
DE = -0.2748567S w  0.04351924 = -0.96049964 DE * -0.27485675 = 0.04351924 » -0.96049964
EIX0S » 0.96141052 » 0.00000001 w» -0,27511734 EIX0S * 0.96141052 = 0.00000001 # -0.27511734
PT. GAUSS ND. 3 Xs ~4,549 Y= 0.523 2 14.722 PT. GAUSS NO. 3 X= -4,549 Y= 0.523 2= 14,722
SIGMA SIGMA SI6MA SIGMA
0.19333050E+06 0.64618125E+06 0.20754194E+06 0.75354637E+06
STSTEMA ¢« -0.00523783 » -0,996895209 = -0.04546740 STSTEMA = -0.00523783 « -0.99895209 » ~0.0454674¢
DE s -0.11432296 w»  0,04576810 « -0.99238884 DE * -0.11432296 = 0.04576810 = -0,99238884
EIX0S « 0,99342972 »  0.00000000 = -0.11444283 EIX0S = 0.93342972 = 0.00000000 « -0.11444283
PT. GAUSS NO. 4 X= -17.,591 Y= -4,924 Za 14,722 PT. 6AUSS NO, 4 X= -17.59f Y= -4.924 Z= 14,722
SI6MA SIGMA SI6MA SIGMA
0,194428S6E+06 0.44100500E+06 0.20643387E+06 0.46956900E+06
STSTEMA = -0.04214811 w -0.98767418 = -0.15074295 STSTEMA ®  -0,04214811 w -0.,98767418 « -0,15074295
DE ® -0.26595581 & 0.15652460 « -0.95119238 0E * -0.26595581 = 0.15652460 = -0.95119238
EIX0S » 0.96306324 w  0.00000000 = -0,26927477 E1X0S *  0.96306324 =  0.00000000 x -0.26927477
PT. BAUSS NO, 4 X= -16.502 Y= 1,774 Z= 14,722 PT. GAUSS NO. 4 X= -15.502 Y= 1.774 2= 14.722
SIGMA SIGMA SI6MA SIGMA
0.19362381E+06 0.4B705750E+06 0.20488562E+06 0,52397394E+06
SISTEMA « ~0.01701870 » ~0.98634017 = -0.16383845 SISTEMA « ~-0.,01701870 = -0,98634017 ~0.1638384%5
DE v -0,10190761 = 0.16472000 w -0,98106176 DE » -0.10130761 = 0.16472000 : -0,98106176
EIX0S = 0.99464804 =  0,00000000 « -0,10331893 E1X0S *  0.99464804
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- 0.00000000

-0,10331893

Quadro 2.5 - Analise comparativa de resultados
(Barragem do Alto Lindoso) .



Sistemas Lineares; Excitacdes Aleatdrias Estaciondrias

LA A A LA R R A A A L R I I R X Y

ANALISE POR ESPECTROS DE POTENCIA

ArannEs

LT T

SISMO 2 NA DIRECCAO #DYs

(CONTRIBUICAO DOS MODOS 1 A 5)

EREERERRERE R
#ELEMENTO 1w
EI22 T2 2273
NOS ¢ 1 2 3 20 19 18 12)
TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS
PT. GAUSS NO. 1 X= -4,801 Y= -3.089 2= 3.944
SIGHA SIGMA
0.24674344E+05 0,38530000E+06
SISTEMA * -0.01185350 » -0.99912030 w -0.04022529
DE s ~0.28241211 = 0,04193542 = -0,9583762)
EIX0S % 0.95921981 # 0,00000000 = -0.28266090
PT. GAUSS NO. 1 X= -4,538 Y= 1,704 Z= 3.944
SIGMA SIGMA
0.2B466879E+05 0.41842819E+06
STISTEMA » -0.00437719 = -0,99909550 = -0,04229483
DE = ~0.10284925 = 0.04252077 =« -0,99378806
EIX0S »  0.99468756 » 0,00000000 =» -0.,10294235
PT. BAUSS NO. 2 X= -17.410 Y= -1,852 2= 3,944
STGMA 'SIGMA
0.22938090E+05 0,34571087E406
SISTEMA e« -0.04194238 » -0.98852193 » -0.14513761
DE = -0.27443701 » 0.15107650 = -0,94966310
EIX0S %« 0.96069008 « 0,00000002 & -0,27762341
PT., GAUSS NO, 2 X= -16,683 Y= 2.879 Z= 3,944
SIGMA SIGHA
0.26720543E+05 0.34078656E+06
SISTEMA ® -0.01423947 « -0,98818702 = -0.15259004
og s -0.09161720 = 0,15325296 = -0.98391235
EIX0S * 0.99567407 = 0.0000000! = -0.09291482
PY, GAUSS NO. 2 X= -4.850 Y= -6.180 2= 14.722
S1GMA SIGMA
0.10222781E+06 0.299494126+06
SISTEMA # -0.01197290 = -0.99905246 « -0D,04183988
DE ® -~0.27486675 s 0.04351924 » -0.96049964
EIXOS « 0.961410652 = 0,00000001 = -0,27511734
PT., GAUSS NO. 3 X= -4.543 Y= 0.523 2= 14.722
SIGMA SIGMA
0.98391687E+05 0,32982856E+06
SISTEMA % -0.00523783 e« -0,99895209 =% -0.04546740
DE s ~0.11432296 » 0,04576810 = -0,99238884
EIXDS « 0.99342972 = 0,00000000 = -0.11444283
PT. GAUSS NO. 4 X= =17.581 Y= -4.924 2= 14,722
STOMA STEMA
0.97146812E+05 0,25388844E+06
SISTEMA * -0.04214811 » -0,98767418 = ~-0.15074295
DE % -0.26595581 = 0,15652460 » ~0.95119238
E1X0S ® 0.36306324 = 0,00000000 » -0.26927477
PT. GAUSS NO, 4 Xs ~16,502 Y= 1.774 2= 14,722
SIGMA SIGMA
0.98193312E+05 0,25496244E+406
SISTEMA » -0.01701870 = -0.98634017 w ~-0,16383845
DE « -0.10190761 » 0.16472000 » -0.98106176
EIX0S % 0.99464804 =  0,00000000 » -0,10331893

APIYYRPVHALVIPEPIY ¢ L UREBOTE Ao ey RFnd ¢y

ANALISE PCQR ESPECTROS DE RESPOSTA

RN NAS AN NE SRR R AN AR N NN RE NN EEN

SISMO 2 NA DIRECCAO =QYs

(CONTRIBUICAO DOS MODOS 1 A 5)

BARERABENB SRR
SELEMENTOD 1w
HENERgERANNERERR
NOS( 1 2 3 13 20 19 18 12)
TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS
PT., GAUSS NO. 1 X= -4.,801 Y= -3.059 Z= 3.944
SIGMA SIGMA
0.27310137E+05 0,4588B656E+06
STSTEMA = ~0.01185350 w -0.99912030 = -0,04022529
0E s -0.28241211 = 0,04193542 w -0.95837623
EIX0S *« ©0.95521981 =  0.00000000 » -0.28266090
PT. GAUSS NO. 1 X= -4,598 Y= 1.704 Z= 3,944
STGMA SIGMA
0.31226293E+05 0.47839833164+06
STSTEMA = -0.00437719 = -0.99909550 « -0.04229489
DE s -0.102843925 w»  0.04252077 » -0.99378806
EIX0S = 0,99468756 = 0,00000000 = -0.10294235
PT. GAUSS NO, 2 X= =17.410 Y= -1.882 2= 3,944
SIGMA S16MA
0.25162816E+05 0.35362006E+06
STSTEMA % -0.04194238 = -0.98852199 « -0,14513761
O s -0.27443701 = 0.15107650 = -0,34966310
EIX0S *+ 0,96063008 =  0.00000002 = -0,27762341
PT. BAUSS NO, 2 X=  -16.663 Y= 2,879 2= 3.944
STGMA S16MA
0,28557699E+05 0.37471394E406
SISTEMA s -0.01423947 = -0.98818702 » .0.15259004
DE ® -0.09181720 « 0.15325296 » -0,98391235
EIX0S w 0.99567407 = 0,00000001 = -0.09291482
PT, GAUSS NO. 3 X -4.850 Y= -6.190 2= 14,722
S16MA SIGMA
0.11421712E+06 0.36896819E+06
STSTEMA * -0,01197290 = -0,99%05246 s -0.04183988
DE *» -0.27485675 « 0,04351924 « -0,96049964
EIXOS v 0.96141052 « 0,00000001 @« -0.27511734
PT. GAUSS NO. 3 X= -4,543 Y= 0.523 2= 14,722
S1GMA SIGHMA
0.10651356£+06 0.404452876+06
SISTEMA * -0.00523783 = -0.99895209 = -0.04546740
DE » -0.11432296 « 0,0457681C » -0.95238884
EIX0$ »  0.99342972 «  0.00000000 = -0,11444283
PT. GAUSS NO. 4 Xz  -17.591 Y= -4,924 2= 14,722
SIGMA S1GMA
0.10738887E+06 0,26382137E+06
SISTEMA x -0.04214811 = -0,98767418 « -0.15074295
DE w -0.26595581 » 0,15652460 = -0,35119238
EIX0S « 0.96306324 =  0,00000000 = ~-0.26927477
PT. GAUSS NO. 4 ¥=  -16.502 Y= 1.774 Z= 14,722
S1GMA S16MA
0.10557875E+06 0.2B024562E+06
SISTEMA s -0.01701B70 ¥ ~0,98634017 = -0.16383845
DE % <0.10190761 = 0,16472000 = -0.98106176
EIX0S « 0,39464804 =  0,00000000 w -0,10331893

Quadro 2.6 - Analise comparativa de resultados

(Barragem do Alto Lindoso).
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Capitulo 2

P R R R e

ANALISE FOR ESPECTROS DE POTENCIA
ERERRR NN

SISM0 1 NA DIRECCAQ w0Yw

{CONTRIBUICAD DO MODO 1)

ANALISE FOR ESPECTROS DE RESPOSTA

LR LR A L e T I e Ry PR Y LYy

SISMO 1 NA DIRECCAD =OY»

(CONTRIBUICAQ DO MODQ 1)

YRUBRERSNRNBE N
PP T LT bbb btkeb b id
NOS({ 29 38 43 44 45 39 31 30) NOSC 29 38 43 44 45 39 31 30)
TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS
PT. GAUSS NO, 1 X=  -12,648 Ya -2,516 Z= 5,192 PT, GAUSS NO. 1 X= -12.648 Y= ~2,516 2= 5.192
SIGMA SIGMA SIGMA SIGMA
0,43666036E+04 0,19901512E+06 0.43915312E+04 0.20014731E+06
SISTEMA ® -0,09584463 ' = -0.97060007 = -0.22073206 SISTEMA % -0.09584463 » ~0.97060007 x -0.22079206
DE % ~0.18648856 w  0.24063738 = -0.89033210 DE * -0.38648856 = 0.24069738 = -0.89033210
EIX0S ®»  0.31730040 «  0.00000003 » -0.39813539 EIX0S * 0.91730040 « 0.00000003 = -0.3981953%
PT, BAUSS NO. 1 X= -11.645 Y= 1,850 2= 6,400 PT. GAUSS NO. 1 X=  -11.645 Y= 1,850 2= 6,400
SIGMA SIGMA STIGMA STGMA
0.65987617E+04 0,10405256E+06 0.66362969E+04 0,10464444€+06
SISTEMA % -0.03598738 = ~0,97005856 = -0.24019146 STSTEMA ¥ -0.03598738 = -0.97005856 w -0.24013146
DE » -0.,14373749 =  0.24287224 w -0,95335047 DE = -0.14373749 &  0.24287224 w -0.95935047
EIX0S s 0.98895122 =  0,00000000 = -0.1481741% EIX0S *+ 0.98836122 w  0.00000000 s -0.1486174%L
PT. GAUSS NO. 2 X= ~-13,165 Y= -4,419 2= 10,036 PT. GAUSS NO. 2 X= -13.165 VY= ~4.419 Z= 10,038
SIGMA S16MA SIGMA S 1GMA
0.36074406E+05 0,16137606E+06 0.36279609E+05 0,16229412E+06
SISTEMA * -0.09350699 w» -D.96477240 = -0,24590784 SISTEMA 4 -0.09250699 s ~0.96477240 w -0.24590782
0E « -0.34290326 w 0.26308572 w -0.930177798 DE * -0.14290326 = 0.26308572 = -0,90177798
EIX08 » 0.33470550 w 0.00000002 » -0,35542375 ET1X0S « 0,93470550 =  0.00000002 wx -0,3554237%
PT. GAUSS NO. 2 X= -11,715 Y= 0.918 2= 11,371 PT. GAUSS NO. 2 X=  «11.715 Y= 0.918 Z= 11,371
STGMA SIGMA SIGMA SIGMA
0,33684340E+08 0,77527812E+05 0.33875965E+05 ©.7796687SE+05
SISTEMA « -0,02737404 « -0,96366400 = ~-0,26571256 STSTEMA s -0.02717404 « -0.96366400 = -0.26571256
be ® -0.09875512 = 0,26711893 » -0,95859015 DE v -0.09876512 » 0.26711893 s -0.9585301%
EIX0S + 0.99473434 «  0,00000000 = -0.10247880 EIX0S W 0.99473494 w  0.00000000 « -0 10247880
PT. GAUSS NO. 3 X= ~3.447 Y= ~3.930 2Z= 5,152 PT. GAUSS NO. 3 x= -3.447 Y= -3.,930 2= 5,152
S1GMA SIGMA STGMA SIGMA
0.67853047E+04 0,27179581E+06 0.68239023E4+04 0.27334181E+06
SISTEMA % ~0.02752627 » ~0,99779952 = «0,06032144 SISTEMA « -0.02752627 s -0.99779952 = -0.06072144
DE ® ~0.41423237 »  0.06630510 » -0.90775305 OE » ~0.41423237 »  0.06630510 = -0,90775195
EIX0S *  0.30375493 =  0,00000003 = -0,41514575 EIX0S +  0.90975493 =  0.00000003 o -0.41514575
PT. GAUSS NO. 3 X=  -3,166 Y= 0.211 2= 6,441 PT. GAUSS NO. 3 X=  -3,166 Y= 0.211 Z= 6.441
SToMA ST6MA
SIGMA STGMA
0,19456472E404 0,48407453E405 0.195671486404 0.48682855E+05
SISTEMA -0. .0, -0,
oc v T0llesi6sar s Dlagesaszs u ooleeaeros sTSTEMA : C0:01130216 W -0.99778104 « -0.0656180%
EIX0S »  0.98548871 «  0.00000000 = -0.16374205 o 7 7016936541 e 0.06658429 & -0,98210134
EIX0s *  (0.98548871 0.000000060 « -0.16974205
PT. GAUSS NO., 4 X -3, -6, .
= 606 Y= €.018 Z= 9.946 PT. GAUSS ND. 4 x=  -3,606 Y= -6.018 Z= 3.946
ST6MA s16MA
0.39199852€405 @, S1GMA SIGMA
+ 228126078406 0.39422852E+05 0,22640769E+06
STSTEMA ¥ -0.02837061 = -0,99728227 -0.
0E * -0.36404638 % 0,07367212 % 092030905 STaTEmA T Cpcozearabl . -0.39728227 w -0.06739016
ELX0S »  0.92287791 «  0,00000002 w -0,38509%%8 OE = -0.38404638 w 0,07367212 « -0.92036980
ETX0§ * 0.92267791 =  0,00000002 ¥ -~0,38509266
PT. GAUSS NO. 4 X ~3,197 Y= ~0,57 = .
= 5713 2 11,461 PT. BAUSS NO. 4 X=  -3,187 Y= 0,573 7= 11.461
$16HA SIGMA
0.21537035E+05 0,11606316E+05 SIGMA SIGMA
0.21659562E405 0,11672348E+05
SISTEMA v -0,01025559 & -0,99726146 w -0,0732424
oE x -0.13878987 = 0. 07455687 o -0~98762§4; SISTEMA % -0.01025559 % -0.99726146 = -0,07324243
EIXOS * 0.99033368 «  0.00000000 = -0,1388696; oE * -0.13828987 =  0.07395697 w -0,98762643
i e v ——— ——— EIX0S *  0.99033868 »  0.00000000 = -0,1386696%
Quadro 2.7
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L e N e Y}

ANALISE POR ESPECTROS DE POTENCIA
RS NN RN RN AR RS TR

Sistemas Lineares; ExcitagGes Aleatérias Estaciondrias

SISMD 2 NA DIRECCAO »OYm

(CONTRIBUICAQ DG MODO 1)}

EERRANRBERRUNY
#ELEMENTO 10w
RERUREENE SN

NOS (

PT. GAUSS

SISTEMA
OE
EIX0S

L N e N R )
ANALISE POR ESPECTROS DE RESPOSTA

AN NN RARNANR RN NN N R e

SISMO 2 NA DIRECCAD #0Yw

(CONTRIBUICAD DO MODO 1)

WREASERRNRE AW
»ELEMENTO 10w

ERENBBNEBNB RS

29 38 43

K= -12.648

STGMA
0.22405786E+04

s -0.09584463
= -0.38646866
*  0.31730040

44

45 39 31
TENSDES NOS PONTOS DE GAUSS

Y= ~2.516

SIGMA
0.10211606E+08

=« -D.97060007
- 0.24063738
L] 2.00000003

30)

§.192

-0.22079206
~-0.89033210
~-0.39819539

PT. GAUSS

SISTEMA

X= ~11.645

SIGMA
0.33858691E+04

* -0.03598738
= -0.14373749
s 0.98896122

Y= 1.850

SIBMA
0.53390086E+05

= -0.97005856
- 0,24287224
» 0.00000000

§.400

~-0.24019146
~-0.95935047
«0,14817411

SISTEMA
DE
EIX0S

X= ~13.166

SIGMA
0.18510016E+05

» =-0.09350699
s ~-0,34290326
- 0.93470850

Y= ~4.41%
SIGMA
0.82803187E+05

= -0,96477240
L] 0,26308572
- 0.00000002

10,0386

-0.24550784
-0,90171798
~0,3554237S

PT. GAUSS

SISTEMA
DE
EIX0S

X= ~11.,718

SIGMA
0.17283668E+05

» -0.02737404
= -0.09875512
[ 0,99473494

Y= 0.918
SIGHA
0,33780094£+05

* ~0.96366400
» 0.26711893
- 0.00000000

PT. GAUSS

SISTEMA
D€
EIX0S

X= ~3.447

SIGMA
0.34815874E+04

® -0.02752627
a -0.41423237
L] 0.90975493

Y= -3.930

S516MA
0.13946037E+06

s -0,59779352
- 0.06630510
- 0.p000p003

PT. GAUSS

SISTEMA
DE
EIX0S

X= ~3.166

SIGHA
0.99832435E+03

» -0.01130216
® ~0.16936541
- 0,98548871

Y= 0.214

SIGMA
0.,24838211E+0%8

s« ~0,99778104
= 0.06658429
- 0.00000000

11,373

-0.26571256
-0,95859015
-0.10247880

8.182

-0.06032144
~0,907753108
-0.415145878

6.441

-0.06561004
~0,98330134
-0.16974205

PT., GAUES

SISTEMA
DE
EIX0S

4

X= ~3,608

SIGMA
0.20113707E+08

« -~0.02837061
# -0.38404638
» 0.,92287791

Y= -68.018

5IGMA
0.11551419E+06

« -0,99726227
- 0.,07367212
- 0.00000002

9,946

~0.06799036
-0.,920369%80
~-0.38509268

NOS( 29 38 43 44 45 39 3t 30)
TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS
PY. GAUSS NO. X= ~12.648 Y= -2.516 §.192
SIGMA SIGHA
0,20017434E4+04 0.91230937E+05
BISTEMA « -0.09584463 = ~0.97060007 « -0.22079206
DE = ~0,386488S56 = 0.24069738 ~0,89033210
EIX0S » 0.91730040 = 0,00000003 ~0.3981953%
PT. BGAUSS NO. X= -11,645 Y= 1,550 6.400
SIGMA SIGMA
0,30249504E+04 0.47698930E+05
SISTEMA = -0.03598738 » -0.970056856 « .-0.24019146
DE # ~0.1437374% « 0.24287224 =-0,95935047
EIX0S » 0.98896122 = 0,00000000 -0.14817411
PT. GAUSS NO. X= -13.165 Y= ~-4.,419 10.536
SI1GMA SIGMA
0,16536930E+05 0.73976687€+405
SISTEMA ® -0,09350699 = -0.96477240 -0.245%0764
DE s -0.34290326 = 0.26308572 -0.90177798
£IX0s . 0.33470850 « 0.00000002 ~0.3554237%
PT, GAUSS NO. X= ~11,715 Y= 0.918 11,371
SIGMA SIGMA
0.15441293E+05 0.35539707E+08
SISTEMA # -0.02737404 w» ~0.96366400 ~D.265712%6
OE s -0.,09875512 = 0,26711893 -0.95659015
EIX0S - 0,99473494 » 0.00000000 -0.10247880
PT. BAUSS NO. X=a -3,447 Yo -3.930 2I= 5,152
SIGMA §I16MA
0.31104653E+04 0,12459444E4+06
SISTEMA s -0.02752627 = ~0,99779952 =« -0.06032144
0E % =-0.41423237 = 0,06630510 -0.,90778305
£1x0s - 0,90975493 = 0.00000003 -0.41514576
PT. GAUSS NO. X= ~3.166 Y= 0,211 2= 6.441
SIGMA SIGMA
0.89190771E+03 0.22190555E+05
SISTEMA » -0.01130216 » -0.99778104 s -0.06S61804
DE » -0,16936541 = 0.06658429 -0.98330134
EIX0S - 0.98548871 « 0.00000000 -0,16974205
PT. GAUSS NO, X= -3.606 Y= ~6.018 Z= 9,946
SI6MA SIGHA
0.17963672E+05 0.,10320087E+06
STSTEMA « -0.,02837061 =» -0,99728227 # ~0.06799036
DE = -0,38404638 = 0,07367212 -0.92D36%80
EIX0S L] 0.92287791 = 0.00000002 ~0.38509268
PT. GAUSS NO, X= -3,197 Y= ~0.673 I= 11,461
SIGHMA SIGMA
0,98728320E+04 0.53204727E+04
SISTEMA « ~0,01025559 » -0,99726146 = -0.07324243
DE = -0.1382089687 = 0.,07335637 ~0,98762649%
EIX0S * 0.,99033868 « 0.00000000 ~-0.13B866961

PT. GAUSS

SISTEMA
DE
EIX0S

4 A=

~3.,197

SIGMA
0.11050805€+05

* -0.,01025559
= -0,13828987
1] 0.,99033868

Y= -0,573

51GMA
0,59552812E+04

» -0,99726146
- 0,07395697
- 0,00000000

11.461

~0.07324243
~0.98762649
-0.,13866961

Quadro 2.8 - Andlise comparativa de resultados

(Barragem do Caldeirdo).
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R N LR

ANALISE POR ESPECTROS DE FOTENCIA

(I YT LT

SISMO 1 NA DIRECCAO =0Yms

(CONTRIBUICAQ DOS MODOS 1 A &)

Capitulo 2

T Y N NN R PuN

ANALISE POR ESPECTROS DE RESPOSTA

LIt ™

SISMD 1 NA DIRECCAO #0Yw

(CONTRIBUICAD DOS MODOS 1 A 6)

CTTY TP e T T REssSERLSLEr.
#ELEMENTO 10% ®ELEMENTO 10w
HAARERERENNENN SES BRI R
MOS{ 29 38 43 44 45 3% 31 30) NosC 29 38 43 44 45 39 31 30)
TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS TENSDES NOS PONTOS DE GAUSS
PT. GAUSS NO, 1 X= ~12.648 Y= -2.616 2= 5.:92 PT. BAUSS NO. 1 X= <-12,648 Y= -2.516 2= 5.192
S1GMA SIGMA SIGMA SIGMA
0.60049375E+04 0,19685094E+06 0.11714207E+05 0.20776662E+06
SISTEMA w -0.095B4463 w =0.97060007 w -0.22079206 SISTEMA » -0.09584463 w ~0.97660007 = «0.22079206
0E = ~0,38648856 = 0.24069738 « -0,89033210 DE * -0.38648856 =  0.24069738 « -0.89033214
EIXO0S % 0.91730040 w 0.00000003 « -0.39B19539 EIXQ$ « 0.91730040 = 0.00000003 » -0,3981953%
PT. GAUSS NO. 1 X= -11,645 Y= 1.550 Z= 6,400 PT. BAUSS NO. 1 X= -11.648 Y= 1,650 1= §.400
SIGMA STGMA SIGMA SIGMA
0.78593594E+04 0.11277919E+06 0.17122887E+05 0.12156450E+06
SISTEMA + ~0.03598738 = -0,37005856 % -0.24019146 SISTEMA  -0.03598738 = -0.97005856 « -0.24019148%
DE s -0.14373749 &  0.24287224 a -0,95935047 DE ® -0,14373749 e  0.24287224 = -0,.95935047
EIX0S % 0.98896122 e  D0.00000000 « -0.1481741) E1%0S % 0.98896122 =  0.00000000 w -0,14817411
PT. BAUSS NO, 2 X= ~13.166 VY= 4,419 I= 10.036 PT. BAUSS NO. 2 X= =-13.165 Y= ~4.419 Zx 10.036
SIGMA SI1GMA SIGMA SIGMA
0,33694211E+08 0.16065769E406 0.52454113E4+05 0.16392075E+06
SISTEMA s -0,09350699 » 0.96477240 & ~0,24590784 SISTEMA = -0.09350699 w ~0.98477240 & -0,24590784
DE = -0,34290326 = 0,26308572 = -0,90177798 OE . -8;34290325 = 0.26308572 w» -0,90177798
EIX0S s 0.93470550 s 0.00000002 s -0.35842375 EIX0S . .93470550 s«  0.00000002 w -0,3554237%
PT. GAUSS NO, 2 ¥= «11.,715 Y= 0.918 = 11.371 PT, GAUSS MO, 2 X= -11.715 Y= 0.918 Z= 11,371
S1GMA 5 1GMA SIGMA STBMA
0,33425324E+05 0.83174625E+05 0.61506652E+05 0.87162525E+05
SISTEMA = -0.02737404 » -0.96366400 «# -0.26571256 SISTEMA ® -0.02737404 w» ~0.,96366400 « -~0,2657(25%
DE s -0.09875512 = 0.26711893 « -0.95B53015 OE » ~0,09875512 = 0,26711893 » -0,9585901%5
EIXOS = 0.99473494 s  0,00000000 = -0,10247880 EIX0S s 0.99473454 «  D.,00000000 « -~0,10247880
PT. GAUSS NO. 3 X= -3.447 Y= -3.930 Z= 5,152 PT, GAUSS NO. 3 X= -3,447 Y= -3.930 Z= 5.152
SIGMA STBMA §IGMA SIGMA
0.74816B75E+04 0.26185600E+06 0.13674691E+05 0.28665712E+06
SISTEMA % -0.02752627 » -0.39779952 « -0.06032144 SISTEMA 4 ~0.02752627 w -0D,99779952 « -0,06032144
DE ®w -0.41423237 s 0.06630510 & -0.90775305 bl = -0.41423237 = 0.06630510 » -0,90776305%
EIX0S - 0.90975493 = 0,00000003 « -0,4151457% EIX0S . 0.90975493 = 0.00000003 = -~0.41514575
PT, GAUSS NO. 3 X= -3.166 VY= 0.211 2= 6.441 PT. GAUSS NO. 3 X= -3.166 Y= 0.211 = 6.441
S1GMA ST6MA . SIGMA SIGMA
0.63041797E+04 0.98961750E+08 0.16166973E+05 0,12905619€+06
STSTEMA # «0.01120216 = -0.99778104 « -0,06561804 SISTEMA « -0,01130216 = -0.958778104 = -0.06561BD4
DE « -0.16936541 = 0.06658429 = -0,983301234 DE » -0.16936541 = 0.06658429 » ~0,98330124
EIX0S = 0,98548871 «  0.00000000 & -0.16974205 EIX0S = 0,98548871 =  0,00000000 = -0,16974205
PT, GAUSS NO. 4 X= -3.606 Y= -6.018 Z= 9,946 PT. GAUSS NO. 4 X= -3.606 Y= ~6.018 I= 9.946
SIBMA S16MA SIGMA SIGMA
0.37410105E+05 0,221068196+06 0.60103434E+05 0,23535550E+06
SISTEMA * -0.02837061 = ~0.99728227 » -0,06799035 SISTEMA ® -0.02837061 - -0.06799036
DE s ~0,3B404638 = 0.07367212 = -0,92036380 [2]:4 s -0,38404638 : 3'333235?3 : -0.9203838¢0
EIXO0S & 0.322877%1 =  0.00000002 # -0,38509268 EIX0S :
= 0.92287791 =  0.00000002 = -0,38509268
PT. GAUSS NO. 4 Xa -3.197 Y= ~0.573 Ze 11,461 PT. GAUSS NO, 4 X=x ~3.197 Y= -0.573 2 11,461
SIGMA STBMA
SIGMA SIGMA
0,27349363E+05 0.656936250E+05 0.61262699E405 0.50143062E+05
sngsnA e -0.01025559 s -0,99726146 » -0,07324243 SISTEMA = -0.01025559 = -0.99726146 » -0.07324243
E # ~0.11828987 « 0,07395697 « -0,98762649 bE
EIX0S = 0,99033868 s  0.00000000 e -0.138656961 » ~0.13828987 w  0.07395637 » -0.98762649
. . . EIXOS * 0,99033868 « 0,00000000 s ~0.13666961

0O A O

-y

Quadro 2.9 -~ Andlise comparativa de resultados
(Barragem do Caldeirao).
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IR R N PR T TP T)

ANALISE PGR ESPECTROS DE POTENCIA

SENNERREREN (2T YT T

SISHO 2 NA DIRECCAQ #0Ys

(CONTRIBUICAD DO0S MODOS 1 A 6)

P P T LR T L R RN TR R

ANALISE POR ESPECTRO3 DE RESPOSTA

-

SISMO 2 NA DIRECCAD =OYe

(CONTRIBUICAO DOS MODOS } A 6)

SRR NGERE NN NS RABERERENE
=ELEMENTO 10w SELEMENTO 10w
(3T T 22132 28 1) RTRARRBER SRR
NOS( 29 3B 43 44 45 39 31 30) NOS{ 29 38 43 44 45 a9 31 30)
TENSDES NOS PONTOS DE BAUSS TENSOES NOS PONTOS DE GAUSS
PT., GAUSS NO. 1 X=  -12.648 Y= -2.516 Z= 5.192 PY., GAUSS NO, 1 X= ~12,648 Y= ~2,516 Zm §.192
ST6MA S1GMA SIGMA SIGMA
0.28271248E404 0,88777687E+05 0.59766289E+04 0.10600319E+406
SISTEMA s -0.09584463 w» -0.97060007 w -0,22079206 SISTEMA w -0.09%584463 = -0,97060007 = ~0,22079206
DE » -0.38648856 #  0,24069738 = -0.89033210 OE » -0,38648856 « 0.24069738 = -0,89033210
EIX0S s 0.91730040 w  0.00000003 w» =~0.3981953% EIX0S « 0.91730040 « 0.00000003 = ~0,39819539
PT. BAUSS NO. 1 X=  -11.645 VY= 1,850 1Z= 6,400 PT, GAUSS NO. 1 X= -11.645 Y= 1.550 Z= 6.400
SIGMA SIGMA SIGMA SIGMA
0.33851860E+04 0.52386805E+05 0.87362031E+04 0.,62022891E+05
SISTEMA » -0.03596738 # -0.97005856 = -0.,24019146 STSTEMA » -0,03598738 = -0.97005856 = -0.24019148
DE » ~0.14373749 »  0.242B7224 = -0,95935047 DE ® -0.14373749 w 0.24287224 = -0,95935047
EIX0S « 0,98896122 =  0.00000000 = ~0,14817411 EIX0S w 0,96896122 = 0.00000000 = -0.14817411
PT. BAUSS NO. 2 X= ~13.16% Y= 4,419 2= 10,036 PT. BAUSS NO. 2 X=  ~-13,165 Y¥s -4,419 2= 10.036
SIGMA SI6MA SIGMA SIGMA
0.133680S9E+05 0,73300187E+05 0.267622586+05 0,83632812E+05
SISTEMA ® -D.09350699 - » -0.36477240 = -0.24590784 SISTEMA w ~0.09350639 w -0.96477240 = -0,24590784
DE s -0,34290326 =  0,26308572 = -0,90177798 0E s -0.34290326 = 0.2630857Z w -0.90177798
EIX0S »x 0.93470550 = 0,00000002 = -0.3554237% E1X0S = 0.93470550 « 0.00000002 = -0.3554237S
PT. BAUSS NO. 2 X=  «11.715 Y= 0.918 I= 11,371 PT, GAUSS NO. 2 X=  -11,716 Y= 0.918 2= 11,371
SIGMA SI6MA STGMA SIGMA
0,13706105E+05 0.38931312E+0% 0.31380902E+05 0,44470969E+05
SISTEMA %« -0,02737404 = -0.96366400 = -0,26571256 SISTEMA w -~0.02737404 w» ~0.96366400 = -0.26871256
OF « -0.09875512 & 0.26711893 s -0.95859015 DE » -0.09875512 = 0.26711893 = -0.95853015
EIX0S s 0.99473494 =  0.00000000 = -0.10247880 EIX0S s 0,99473494 =  0.00000000 e -0,10247880
PT. GAUSS NO. 3 X= -3.447 Y= -3,930 Z= 6,152 PT. GAUSS NO. 3 X= -3.447  ¥= ~3.930 Zs 5,152
SIGMA $16MA . SI1GMA GMA
0.22208584E+04 0.11613862E+06 0.69768TBIE+04 0,14625469E406
SISTEMA = -0.02752627 = -0,98779952 = -0.06032144 SISTEMA s -0,02762627 = -0.99779952 = -0.06032144
DE « ~0.41423237 = 0.06630510 = -0.9077630§ 1] » -0,41423237 » 0.06630510 & -0.90775305
EIX03 = 0,90975493 w  0,00000003 « ~0.41514575 EIX0S = 0.90975493 = 0.00000003 » -0.41514575
PT. BAUSS NO. 3 X= “3.166 Y= 0,211 2= B.441 PT. GAUSS NO. 3 X= -3.166 Y= 0.211 2= 6,441
SIGMA SIGMA S1GMA 5IGMA
0.30390730E+04 0,435367076+05 0,82484531E404 0,65844937E405
SISTEMA  -0.01130216 = -0.99778104 « ~0.06561804 SISTEMA s -0.01130216 = -0.99778104 = -0.06561804
DE a -0.16936541 e« 0.06658429 = -~0,98330134 0E % -0.16936541 = 0.06658429 = -0,98330134
EIX0S s 0.98548871 «  0,00000000 = -0.16974205 EIX05 s 0,98548871 = 0.00000000 » ~0,16974205
PT. GAUSS NO, 4 X= -3,606 Y= -6,018 2= 9,946 PT. GAUSS NO. 4 X= -3.606 Y= -6.,018 Z= 9,946
SIGMA 5IGMA SIGMA SIGMA
0.15297176E+05 0.99154500E+05 0.30664900E+05 0,12007912E+06
STSTEMA « -0.02837061 s -0,99728227 w» ~0.,06799036 SISTEMA » -0.02837061 = -0,99728227 & -0.06799036
OE s ~-0.38404638 «  0,07367212 = -0,92035980 DE w -0.38404638 = 0.07367212  ~0.92036980
EIX0S « 0.92287791 =  $.00000002 = -0.38509268 EIX%0S » 0,92287791 = 0,00000002 = -0.38509268
PT. GAUSS NO. 4 X= -3.197 Y= ~0,573 ZI= 11,461 PT. BAUSS NO. 4 ¥= «3.197 Y= -0.573 Z= 11.461
SIGMA SIGMA
SIGHA 51GMA
0.120520235+05 0.28729262E+08 0.31256473E+05 0,45991520E+05
- - 46 = =0,07324243
s157Y -0, 55 ~0.99726146 = -0,07224243 STSTEMA s -0.01025559 w -0.997261
o . _g.?;ggsagg . 007395637 » -0.98762643 DE » -0.13828987 »  0,07395697 « -0.38762649
£1IX0s 1] 0,99033868 = 0.00000000 w» ~0,13B66961 EIX0S * 0.99033868 =  0.,00000000 » -0.13866961

om0 00 R m A 0 A A MM R B S

Quadro 2.10 - Andlise comparativa de resultados

(Barragem do Caldeiréo).
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12

o -

ALTO LINDOSO

18 .29

195

20

CALDEIRAO
43 .38
“ o
445 33
46
g 11
#47 .40
48
) 12
449 41
430 5
&5 A2
phi = 0000
M psi = 353,72
L_L alph= 180.00 Fig. 2.19 ~ Malhas de elementos finitos utilizadas.
. V.P.= ...
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Sistemas Lineares; ExcitacGes Aleatérias Estaciondrias

ALTO LINDOSO (esp.potencia)

hi = .0000
Bsi = 353.72 Fig. 2.20 - Distribuigdo de tensdes na superficle de montante
" alph= 180.00 (sismo 1; contributo do primeiro modo).
V.P.=..0.
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ALTO LINDOSO (esp.potencia)
+ ) + -~ -/ ™ * !
-~ - — - }
+ | + -
- - + ¢
+ ' +
- '
ALTO LINDOSO (esp.resposta)
+ ' + - | - -/ * '
— - - +
- !
+ | +
-~/ [
- - +
+ 1 +
Iy - !
phi = 0000
" psi = 353.72 Fig. 2.21 ~ Distribuigdo de tensdes na superficie de dusante
3lgh= 180.00 (sismo 1; contributo do primeiro mode).
- P o » o
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Sistemas Lineares; Excitagdes Aleatdrias Estacionarias

ALTO LINDOSO

(esp.potencia)

ALTO LINDOSO

(esp.resposta)

hi = ,0000
¥ Esi = 353,72 Fig. 2.22 - Distripbuicdo de tensdes na superficie de montante
»® 0 -
alph= 180.00 (sismo 2; contributo do primeiro modo) .
. V.P.=..w...
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ALTO

LINDOSO

(esp.potencia)

ALTO LINDOSO

{esp.resposta)

phi = .0000

R psi = 353.72 Fig. 2.23 - Distribuigdoc de tensdes na superficie de jusante
alph= 180.00 (sismo 2; contributo do primeiro modo).

. V.P.=..m.
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Sistemas Lineares; Excitacbes Aleat6rias Estaciondrias

(esp.potencia)

“+ 4| =+ |+ -~ + + N\
+ 4|+ |+ T A
+
t }
+1* t
+ot ] 5 )
+ !
+ + t t
+/t | +
p t |
+ + | 7 } { s
t 1
+ P ! '
i i
' : b [ }
{ }
l |
t
} i
ALTO LINDOSO (esp.resposta)
—_— | A e | | - + + A
R I e A A
+ HlF
+ o+t t
+ /4 +
+ }
+ £ F '
[t | t
p (A }
+ + + } i +
t t
+ £ 11 y '
t t
+ ! ' : '
' !
t |
]
t i
phi = ,0000
x psi = 353.72| rig., 2.24 - Distribuigio de tensdes na superficie de montante
alph= 480.00 (sismo 1; contributo dos 5 primeiros modos simétricos).
L V.P.=.,.m.
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206

ALTO LINDOSO {esp.potencia)
—= |+ -+ | - -+ | + il e
+ |+ [+ )+ S
.
+ + [/ + +
+ 4+ * +
L t/t . +
N + |+ + +
+/+ +
+
+ t A +
+ + | + + +
+ -+
+ » * N
+ +
- - -
] 4
ALTO LINDOSO (esp.resposta)
— - = |+ + | + I
e L T A
+ + + 4+
+ ++ * n u
+ +
+
I t
++Jr +
| A +
+ + ] + + +
+ +
+ 1) * + -
+* +
- - e
1 +
v phi = ,0000
" psi = 353.72 Fig. 2.25 - Distribuigio de tensdes na superficie de jusante
’3lgh= 180.00 (sismo 1; contributo dos 5 primeiros modos simétricos).
‘_ Po=L.m. ..




Sistemas Lineares; Excitagdes Aleat6rias Estacionérias

ALTO LINDOSO

(esp.potencia)

ALTO LINDOSO

(esp.resposta)

—+ -+ -+ -+ -+ . + + + . .
+ R + |+ + [+ A
+
" + + { :
+ |+ *
+ * ' }
+ +
4 /1 +
|
4
! }
+ + 4 ' | '
|
+ + ' ' '
] ]
i ' '
+ )
] ]
i ]
i !
phi = ,0000
. , psi = 353.72| rig. 2.26 - Distribuicdo de tensbes na superficie de montante
alph= 180.00 (sismo 2; contributo dos 5 primeiros modos simétricos).
V.P.=. . m...
=
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ALTO LINDOSO

{esp.potencia)

ALTO LINDOSO

(esp.resposta)

B

e -+ - - . e +
+ 1+ + [+ /0t *
+ +
« | * e
v ]+ ;
+ * +
* +
+ +
4+ [+ +
+
+
- + +
. * - + N
- +
. -
. Ll
. N .
phi = 0000 .
. psi = 353.72| Fig. 2.27 - Distribuigio de tensdes na superficie de jusante
31gh= 180.00 {sismo 2; contributo dos 5 primeiros modos simétricos) .
; “ N

]
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CALDEIRAO (esp.potencia)

CALDEIRAD (esp.resposta)

phi = .000Q )

psi = 3B3.72 Fig. 2.28 = Distribuigéo de tensdes na superficle de wmontante
alph= 180.00 (sismo 1:; contributo do primeire medo).
V.P.=..m.
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CALDEIRAO (esp.potencia)

CALDEIRAO {esp.resposta)

phi = 0000

» psi = 353.72 Fig. 2.29 - Distribuicdo de tensdes na superficie de jusante
\Ei/lgh— 180.00 (sismo 1; contribute do primeiro modo).

. Po=Llim,
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CALDEIRAO (esp.potencia)
o
+
+
t
|
}
CALDEIRAO (esp.resposta)
.
+
+
+
|
phi = .0000
Y . psi = 353.72 Fig. 2.30 - Distribuigdo de tensdes na superficie de montante
alph= 180.00 (sismo 2; contributo do primeiro modo).
. VP.=.. om...
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CALDEIRAO

(esp.potencia)

+ -+ -+ -
+ -+ + -+
' + T+
-
+/+
" +
+ +
* +
.[..

CALDETIRAO

{esp.resposta)

phi = .0000

, psi = 353.72 Fig. 2.31 - Distribuigdoc de tensdes na superficie de jusante
alph= 180.00 (sismo 2; contributo do primeiro modo).

l‘ V.P.=..m.
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Sistemas Lineares; Excitagbes Aleatérias Estacionérias

(esp.potencia)

CALDEIRAD

(esp.resposta)

—
+
_.+..
_l_.

phi =, .0000
. psi = 353,72 Fig. 2.32 - Distribuigdo de tensdes na superficie de montante
alph= 4180.00 (sismo 1; contributo dos 6 primeires modos simétricos).
V.P.=.,.m ..
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CALDEIRADO (esp.potencia)

CALDEIRAQ (esp.resposta)
phi = 0000
) N psi = 353.72| Fig. 2.33 - Distribuigdo de tensdes na superficie de jusante
312h= 180.00 (sismo 1; contributo dos 6 primeiros modos simétricos).
. Po= ..
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CALDEIRAD (esp.potencia)

CALDEIRAC (esp.resposta)

phi .0000
353 .72 | Fig. 2.34 - Distribuigio de tensdes na superficie de montante

psi
180.00 (sismo 2; contributo dos 6 primeiros modos simétricos).

) alph
. V.P.=..m...

ownn

' 215



Capitulo 2

CALDEIRAQ (esp.potencia)

et T L L T e AR St

CALDEIRAQ (esp.resposta)

phi = .0000
" psi = 353.72| Fig. 2.35 - Distribuigdo de tensdes na superficie de jusante
alph= 180.00 (sismo 2: contributo dos 6 primeiros modos simétricos).
L V.P.=..@.

216



Sistemas Lineares; Excitacdes Aleat6rias Estaciondrias

. 00E+0OD
(1]

5.00E-03

ALTD LINDDOSO (esp.potenciad

Fig. 2.36 - Deslocamentos maximos na direcg¢do montante-jusante.
Sismo 1; Contributo dos 5 modos simétricos.
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. DDE+OO0
"

5.00E-03

ALTO LINDDOSO (esp.respostad

FPig. 2.37 - Deslocamentos maximos na direcgdo montante-jusante.
Sismo 1; Contributo dos 5 modos simétricos.
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. D0OE+00
1]

6 .50E-D04

CALDEIRADO (esp.potencia)

Fig. 2.38 - Deslocamentos maximos na direcgéo montz.ante—jusante.
Sismo 1; Contributo dos 6 modos simétricos.
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6 .50E-04
. DOE+OO0
"

CALDEIRAD <(esp.resposta)

Fig. 2.39 - Deslocamentos maximos na direcgdo montante~jusante.
Sismo 1; Contributo dos 6 modos simétricos.
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RESPOSTA DE SISTEMAS LINEARES A EXCITACOES
ALEATORIAS NAO-ESTACIONARIAS

3.1-INTRODUCAO

Certas excitagbes de natureza aleatdria, como por exemplo as
acgbes sismicas, apresentam caracteristicas marcadamente n&o-
~estaciondrias, quer em termos de intensidade, quer de contetdo de
frequéncias.

Por esse motivo, a modelagdo de excitagdes desse tipo através de
processos estocasticos estacionarios pode tornar-se inadequada, sendo
entdo desejavel dispor de formulagdes que possibilitem uma analise
probabilistica da resposta de um sistema linear a uma excitacéo

idealizada por um processo estocastico ndo-estacionario.

Este problema, alias, preocupou muitos investigadores aoc longo
de varias décadas, tendo sido objecto de tratamento diverso.

Assim, os primeiros trabalhos neste dominio debrugaram-se apenas
sobre a analise da resposta transitdria de um sistema linear de 1-GI,
quando sujeito a aplicagdo subita, no instante (=0, de uma excitacdo
aleatdoria de caracteristicas estatisticas invariantes no tempo a
partir desse instante (excitacdo pseudo-ndo-estacionaria). A primeira
solugdo conhecida deste problema foi conseguida em 1930 por Uhlenbeck
e Ornstein [233], em estudos ligados a teoria dos movimentos Brow-
nianos, tendo-se posteriormente registado outras contribuictes
devidas a Uhlenbeck e Wang [234] e Bogdanoff e Goldberg [29].

Em todos estes estudos se supds sempre a excitacdo actuante com
caracteristicas de ruido branco, aspecto que introduziu apreciaveis

simplificacées no desenvolvimento matematico do problema.

Apenas em 1961, Caughey e Stumpf [50] desenvolveram uma formulacio
que possibilitou analisar a resposta transitdéria de um sistema linear
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Capitulo 3

de 1-GL, sujeito a uma excitacdo pseudo-ndo-estacionaria caracterizada
por um espectro de poténcia de configuracido arbitraria.

Posteriormente, Barnoski e Maurer [23], seqguindo uma abordagen
no dominio da frequéncia, e ndo no dominio do tempo como Caughey e
Stumpf, caracterizaram a evolugdo temporal do valor quadratico médio
da resposta, tendo passado a considerar uma gama mais alargada de
excitagdes ndo-estaciondrias, designadas por excitagdes modulaveis,
susceptiveis de se exprimirem como o produto de uma fungdo de modulagio
deterministica, exclusivamente fungdo do tempo, por um processo
estocastico estacionario de banda larga e valor médio nulo, resultando
as excitagdes pseudo-nio-estacionirias como um mero caso particular,
@ que corresponde uma fungdo de modulagdo do tipo Heaviside.

Na sequéncia desse trabalho, Roberts [189], referindo-se a mesna
gama de excitagédes ndo-estacionarias utilizada por Barnoski e Maurer,
introduziu uma abordagem aproximada, igualmente no dominio da fre-
quéncia, que assente numa formulagdo modal, possibilitou passar a
analisar a resposta ndo-estacionaria de sistemas lineares de N-GL.

Ja no campo dos sistemas lineares de N-GL, outras contribuigdes
dalteriores de importancia significativa foram dadas por outros
autores, nomeadamente por Hammond [109], que teve em conta a
nao-estacionaridade da excitagdo actuante com maior generalidade,
através da consideracéio do espectro de poténcia evolutivo de Priestley
[184], sendo no entanto conduzido a procedimentos de calculo bastante
complexos e trabalhosos, bem como por Madsen e Krenk [150], que
apresentaram expressdes exactas para o valor gquadratico médio da
resposta em termos das fungbées de inter-correlacdo da excitacido,
suposta pseudo-ndo-estacionaria e colorida, e por Krenk, Madsen e
Madsen [136], que estenderam esta andlise por forma a consegulr obter
também, no caso de sistemas de 1-GL, grandezas estatisticas de sequnda
ordem relativas a resposta ndo-estaciondria e a correspondente

transformada de Hilbert, preparando assim o tratamento dos problemas
de primeira passagen.

No entanto, merecem especial destaque as formulacdes mais recentes
desenvolvidas por Gasparini e DebChaudhury (105, 106] e Langley [142]
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Sistemas Lineares; Excitagbes Aleat6rias Ndo-Estacionérias

que, mediante a introdugdo de variaveis de estado, possibilitam
efectuar uma eficiente andlise evolutiva da resposta de um sistema
linear de N-GL a uma excita¢ao aleatéria modulavel, bem como a abordagen
modal introduzida por Pradlwarter e Chen [180], susceptivel de ser
facilmente estendida a excitagdes ndo-estacionarias idealizadas
através do modelo de Priestley.

Nestas condig¢des, julga~se conveniente iniciar este capitulo
abordando o caso dos sistemas lineares de 1~GL, explicitando as
relacgbes estocdsticas excitagido-resposta em termos de duas grandezas
estatisticas de segunda ordem de fundamental importancia para a
caracterizagdo probabilistica de processos gaussianos, e que sdo a
funcio de auto-correlacdo e a funcédo densidade espectral de poténcia,
convenientemente generalizada a processos ndo~estaciondrios, quer

através do modelo de Bendat e Piersol, quer do modelo de Priestley.

Seguidamente, sdo indicados alguns aspectos de interesse relativoes
a4 evolucdo temporal das caracteristicas espectrais da resposta a uma
excitacdo ndo-estaciondria moduldvel, e a avaliacdo da fiabilidade
do sistema, passando-se depois a descrever detalhadamente abordagens
particularmente eficientes de analise da resposta de sistemas de N-GL

sujeitos aquele tipo de excitacdes.

Por iltimo, sdo referidas interessantes aplicagdes das formulagdes
descritas ao caso particular da engenharia sismica, efectuando-se uma
descricdo dos programas de cédlculo automatico desenvolvidos para o

efeito, e apresentando exemplos praticos julgados sugestivos.

3.2 - SISTEMAS LINEARES DE 1-GL

3.2.1 - Relacdes estocdsticas excitagdo-resposta relativas
ao modelo de Bendat e Piersol

Considere-se um sistema linear de 1-GL sujeito a uma excitagao
aleatdria, idealizada por um processo estocastico ndo-estacionario
ps+(t), sendo o respectivo equilibrio dinémico traduzido pela equacao
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mqg(t)y+cq(i)+kq(t)=p.(t) (3.

Tendo a excitagdao natureza gaussiana, o mesmo sucede com ,
resposta, sendo a correspondente distribuicdo de probabilidage
instanténea definida exclusivamente com base no valor médio espective]

e na varidncia da resposta no instante considerado.

Encontrando-se o sistema inicialmente em repouso no instante t=0,

a evolugdo temporal do valor médio espectavel da resposta pode obter-ge
aplicando o operador £[ ] a ambos os membros da equagdo (2.4),
resultando que

mq(t)=/;l m, (Th(t-t)dT (3.2)

o que significa que, caso a excitagdo apresente em qualquer instante

um valor médio nulo, o mesmo sucederd com o processo de resposta.

Esta hipdétese simplificativa é, alias, correntemente aceite na
modelagdo de muitas excitagdes nédo-estaciondrias, e em particular no
dominio da engenharia sismica, tornando-se entdo a distribuicio de
probabilidade instant@nea da resposta exclusivamente funcédo da
varidncia correspondente.

Podendo esta varidncia ser determinada a partir, quer da funcéo
de auto-correlagido do processo de resposta, quer da correspondente
fungao densidade espectral de poténcia, convenientemente generalizada
a processos nao-estaciondrios através do modelo de Bendat e Piersol
ou do modelo de Priestley, assume naturalmente particular importaéancia
0 estabelecimento de relagdes entre estas fungdes e as fungodes
homélogas referentes ao processo de excitagéo.

Comegando por adoptar a definicdo de Bendat e Piersol, e supondo

a excitagdo modulavel, isto &, susceptivel de ser representada através
da relacgdo

Ps()=At)p(t) (3.3)

em que A(t) é uma fungédo de modulagdo deterministica unicamente fungéao

do tempo, e p(t) um processo estocastico esta{cionario, a fungéo de
auto-correlagdo do processo de resposta é dada por (v. eq. 2.4 e 3.3)
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gl gfi-T)(e T
Folt )= E[q(t 2)(t 2”
=/J7 /J% h(t—z-u)h<t+z—v)ELp(u)p (v)ldudv
0 0 2 2 i i

=j;z vﬂ 2 A(u)A(U)h(t—g—u)h(t+§—v)RP(u—U)dudu (3.4)

ou, tendo presente as relagbes de Wiener-Khintchine e permutando a
ordem de integracdo, por

Rq(z,r)=f_:fo fo 2A(u)f1(v)h(t-§-—u)h(t+%—v)sp(w)e[w(“’”)dudvdw (3.5)

Comparando esta equacgcao com (1.131), resulta pois que

sq(w,z)=sp(w)fo zfo ZA(u)A(u)h(t—g—u)h(H%—u)ei"’(“'""”dudu (3.6)

Tendo também em consideragdo que a fungdo de auto-correlagéo
nao~estaciondria de Bendat e Piersol R,({,T) é par em T, assumindo a
correspondente fungdo densidade espectral de poténcia S,(w,t)
exclusivamente valores reais, independentes do desfazamento T (v.
1.7.2), pode atribuir-se a T um valor nulo na equag¢ao (3.6), obtendo-se
finalmente que

Squt)=Sp(w)]: j: A(WYA)R(t-u)h(i—-v)cos[w(u-v)]dudy (3.7)

As equagdes (3.4) e (3.7) constituem assim as duas relagdes
desligadas que ©possibilitam o conhecimento das fung¢des de
auto-correlacdo e densidade espectral de poténcia relativas ao
processo de resposta ndo-estacionario, a partir do conhecimento das
fungdes homdlogas relativas ao processo estaciondrio p(t), podendo a
partir delas determinar-se a evolugdoc temporal do valor quadratico
médio da resposta através da equagdo (1.132), ou seja

Elg*(0]=R,(1.0)= [ 8,(w,0dw (3.8)
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valor que é coincidente com a varidncia, caso a excitacgdo tenha valor
médio nulo.

3.2.2 - Relagbes estocdsticas excitacio-resposta relativas ao modelo de Priestley

Supunhamos agora que o equilibrio dinamico de um sistema linear
de 1-GL é traduzido pela equacao

mg(t)+eq(t)+kq(t)=p(t) (3.9)

em que p(t) representa um Processo estocastico nao-estacionario,
susceptivel de ser representado atraveés do integral (1.141), ou seja

p(x)=f_: A (Liw)e™dZ ,(w) (3.10)

Nessas condigdes, a resposta sera traduzida por um processo
igualmente ndo-estacionirio, obedecendo a uma representagdo integral
do mesmo tipo, isto &

q(t)=f_: Ag(t,wye™dz (w) (3.11)

sendo a funcgdo densidade espectral de poténcia evolutiva da resposta
definida pela equacao (1.144), ou seja

Se(w, ) =1 A,(t,w)|1* S (w) (3.12)

em que S,(w) representa a densidade espectral de poténcia associada
a0 processo estacionario correspondente, isto &, isento da
contribuicio da fungdo A(t,w), verificando~se'tambénlque (V. eq. 1.145)

Rq(t,—c)=f Sq(w,t)e  duw (3.13)
Encontrando-se o sistema inicialmente en repouso, a resposta pode

Ser expressa através do integral de convolugdo (2.4) que, conjugado
com a equagdo (3.10), da lugar a
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q(t)=fot f: A (T, w)e™ dZ (wyh(t-t)dT (3.14)

ou, introduzindo a substituigdo de varidveis u=t-7 e permutando a

ordem de integracéo
® t
= - = iwu iwt
q(t)_f_m f; A (t-u,wye ™ h(u)du e™dZ,(w) (3.15)

Por outro lado, tendo em conta que no caso de um processo

estocastico estacionario (v. eq. 1.136, 2.9 e 2.28)

P(w) 1 0(w)
dz =—ldw= . dw= dz 3.16
(W)= dw= ey on W T iy @Y (W) (3.16)
sendo
Sq(w)=1Hw)|*S ,(w) (3.17)
pode concluir-se, substituindo (3.16) em (3.15), e comparando a
expressdo resultante com (3.11), que
A (t, w)=--—-—-——f A (t—u, w)e ™ h(u)du (3.18)
H(w)

Substituindo, por uUltimeo, em (3.12) as expressdes de A,(l,w) e de
S,(w) dadas pelas equagdes (3.18) e (3.17), obtém-se a seguinte relacéo

excitagdo-resposta em termos de densidades espectrais de poténcia

2

S ,(w) (3.19)

t .
Sq(lJﬂ)=‘ A (t-u,w)e™h(u)du
0

equagdo que substituida em (3.13), d4 lugar a correspondente relacdo

excitagdo~resposta ao nivel das funcdes de auto-correlagido, ou seja

2 .
uww)e ™h(u)du| S,(w)e " dw (3.20)

com

S (w)= ln - R (v)e ™du (3.21)

-0
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Desta forma, torna-se também possivel caracterizar a evolugio
temporal do valor quadrdtico médio da resposta, ja que

E[qz(t)]=feq(z,z)=f_°° S (tw)dw (3.22)

valor que € coincidente com a varidncia, caso a excitacio tenha valor
médio nulo, definindo entdo por si sé a distribuicdo probabilistica
instantanea da resposta suposta gaussiana.

De assinalar apenas que as relagdes excitagdo-resposta, acabadas
de deduzir para excitacdes ndo-estacionarias, encerram como casos
particulares relagées correspondentes ja conhecidas para excitacodes
estacionarias, obtendo-se, por exemplo, a equagdo (3.17) a partir de
(3.19) se se considerar A,(t,w)=1 e t- x,

3.2.3 - Evolugdo temporal das caracteristicas espectrais da resposta
a uma excitacio pseudo-nio-estacionaria

Uma vez conhecidas as relagdes estocasticas entre a excitagio
nido-estaciondria actuante e a correspondente resposta de um sistema
linear de 1-GL, assume também certo interesse efectuar algumas
observagdes relativas a evolugado temporal das caracteristicas
espectrais da resposta de um sistema linear de 1-GL, de massa unitéria
e frequéncia natural w,=w,, a uma excitagdo pseudo-ndo-estacionaria,
susceptivel de ser traduzida pela equagao

P«(t)=A(t)p(L) (3.23)

a que A(t) é uma fungdo de Heaviside (A(t)=0 para t<0, e A(t)=1 para
t>0), e p(t) representa um processo estacionario de valor médio nulo,

caracterizado por um espectro de poténcia S,(w) de configuracdo
dqualquer.

Utilizando a formulacdo de Bendat e Piersol, segundo a qual a
relagdo excitac8o~resposta ao nivel das fungdes densidade espectral
de poténcia é fornecida pela equagdo (3.7), Corotis e Vanmarke [57],

substituindo nessa equagédo a expressao da funcéo de resposta ao impulso
de Dirac dada pela equagdo (2.5), obtiveranm que
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Sq(w,t)=35 (w)IH(w)12{1+e—25w°z[l+a(t)+w2b(t)]—
q P

—e—Ew"'[c(t)cos(wt)+wd(t)sen(wt)]} (3.24)

em que
Ez g-wczi 2 ' gwo
)= —— t —
a(t) e sen“(wyt)+ " sen(2wyt)
sen?(wy t
b(t)=———-%——ﬁ—2 (3.25)
Wg
25w,
c(l)= sen(wyt)+ 2cos(wyt)
Wy
2sen (w, t
ity = 25en (Wat)
Wy

Esta expressdo, que é alias consistente com uma outra obtida por
Hammond [109] com recurso a formulagdo de Priestley, é susceptivel
de ser simplificada no caso de baixos coeficientes de amortecimento
&, dando lugar a

2
Sq(w,t)=Sp(w)|H(w)|2<1+e-zgw"t[cosz(wot)ﬂ*Z%senz(wot):l—

o

[

—e_Ew"‘[Zcos(wot)cos(wt)* i}wsen(wot)sen(wt)]> (3.26)

Na figura 3.1 [57] apresenta-se a traducdo grafica desta equagéo
para trés valores distintos do coeficiente de amortecimento &, podendo
constatar-se que & medida que w,! cresce, se regista uma transicgéo
do espectro de poténcia da resposta ndo-estacionaria, inicialmente
de tipo banda larga, para um espectro de banda estreita, verificando-se
simultaneamente um franco crescimento do pico do espectro na vizinhanga
da frequéncia natural do sistema, e uma tendéncia assintdética para
os valores espectrais estacionarios definidos por S,(w)=|H (w) |2 S,(w).

Por outro lado, conclui-se também que quanto menor é o coeficiente
de amortecimento §, maior € a concentragido de ordenadas espectrais
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Fig. 3.1 - Evolucao temporal de S,(w,!?).

nas proximidades de W,, e muito mais acentuado é o crescimento das

ordenadas espectrais dominantes.

Nestas condigées, a evolugdo temporal da varidncia da resposta
He(l), coincidente com o momento espectral de ordem zero AY(!), pode
ser determinada calculando-se en cada instante o valor da Aarea
subentendida pela fungdo S,(w,!), podendo desse modo obter-se a
seguinte expressio, inicialmente obtida por Caughey e Stumpf [50]

Ho()=Ag(t) =

S, (w, -2tw 25%y? w,
——‘i—a-—z 1—e 28! 4 Ez senz(wdt)+g——seﬂ(2wdt) }
Wy Wgq Waq

(3.27)

a gual é& exacta se p(t) for um processo do tipo ruido branco, e
aproximada caso p(t) apresente um espectro de poténcia de banda larga.

Na figura 3.2 encontra-se representada a evolugao temporal da
varidncia da resposta a uma excitagéo pseudo-nio-estacionaria de valor
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L
0 3r 6o 9r wot

Fig. 3.2 - Evolucdo temporal da variéncia da resposta a uma exci-

tagdo pseudo-ndo-estacionaria do tipo ruido branco.

médio nulo, caracterizada por um ruido branco de densidade espectral
constante S,, para varios valores do coeficiente de amortecimento &,

podendo observar-se a tendéncia assintética para o valor estacionério

ns,
2Ew;

o= (3.28)

De forma andloga, Corotis, Vanmarke e Cornell [58] procuraram
quantificar os correspondentes momentos espectrais A{(l) e A3(!), tendo

2
Aitla g 20 Altley o0
Sq £200,=100w, &,
‘=0,Us=10(d°
PRy
15 et 15—
é’uol,usuuo
10 50 —
2010w, =010 w
s $=010,4, =ty 5 { s °
§20.10,65=10 0, §=010Wg=106
§=1.0,6 =8, _—4=10Us=10
! o] J i T 1 I L 1
0 r o2x I¥ 4Y 57 v IK 34 0 L4 21 3 X3 st &W 77T twt
wit “
[+

Fig. 3.3 - Evolugdo temporal dos momentos espectrais da resposta
A(t) e Ai(t) a uma excitagdo pseudo-ndo-estacionaria
do tipo ruido branco limitado & banda [-w,,w,]
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verificado que a integracdo exigida para esse efeito envolve termeg
divergentes no caso de um ruido branco.

No entanto esses investigadores conseguiram obter expressdes ge
AN(t) e ANi(t) para o caso de uma excitacdo do tipo ruido branco qe
banda limitada ao intervalo de frequéncias [-w,,w,], as quais g
encontram traduzidas graficamente na figura 3.3 [58], permiting
constatar a existéncia de uma evolugdo ondulante de AJ{(I) e xg(z),
tanto mais acentuada quanto mais elevada é a relagdo w,/w, facto que
foi alids também verificado através de simulagdes numéricas realizadas
por Crandall, Chandiramani e Cook [69].

3.2.4 - Caracterizacio da fiabilidade do sistema

Sendo a excitagdo actuante traduzida por um processo estocastice
nao-estaciondrio de valor médio nulo, a fiabilidade do sistena,
entendida como a probabilidade de o processo ndo-estacionario de
resposta ndc ultrapassar uma dada barreira simétrica za entre os
instantes 0 e ¢, pode ser estimada através da extensdo da abordagen
probabilistica introduzida por Vanmarke, referente a distribuigdo dos

tempos de primeira passagem de um processo estocastico estacionario,
extensao essa traduzida pela equacdo (1.356).

Nessas condigbes, supondo o sistema em repousc no instante (=0,

sendo nula a probabilidade de um primeiro atravessamento nesse instante
(A=1), a probabilidade de ndo-excedéncia L,(!) sera dada por

LD(t)=exp<—fot a(u)du} (3.29)

sendo

()= 2fqu(U.) 1 —exp{—\/n/Zi‘Z(u)\/a/KZ(u)}
exp{zxg(u)}— 1

Por conseguinte, uma vez conhecida a evolugédo temporal da densidade

(3.30)

espectral de poténcia do processo ndo-estaciondrio de resposta, podel
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quantificar-se os valores instantineos dos momentos espectrais de
ordem 0, 1 e 2

}\i(u)=/:: w™S (w,u)dw (m=0,1,2) (3.31)

com base nos quais podem ser também determinados, de forma aproximada,
os correspondentes valores de.fgq(u)eabq(u), com recurso as expressdes

relativas a processos estaciondrios

Fol(u)=5-4] N7 (u)

o~ [ M)
° (“)“\/1 (NI (8:99)

(3.32)

tornando-se imediata a avaliacgédo da fiabilidade do sistema através
da equacao (3.29).

3.3 - SISTEMAS LINEARES DE N-GL

A andlise da evolucdo temporal das caracteristicas estatisticas
da resposta de um sistema linear de N-GL a uma excitagdo aleatdria
ndo-estacioniaria é habitualmente realizada de forma mais simples e
eficiente recorrendo ao conceito de variavels de estado, e trans-
formando o sistema de N equagdes diferenciais de segunda ordem
tradutoras do seu equilibrio dindmico num outro sistema de 2N equag¢des
diferenciais de primeira ordem, possibilitando desse modo usufruir
dos meios proporcionados pela teoria matemdtica de resolugdo de

sistemas de equagdes diferenciails deste tipo.

Por esse motivo, as abordagens descritas baseiam-se sempre numa
formulacdo de estado, admitindo-se também que a ndoc-estacionaridade
da excitacédo é susceptivel de ser traduzida por um processo estocastico
ndo-estaciondrio modulavel, hipétese que embora restritiva é per-
feitamente aceitavel do ponto de vista da modelagao de grande numero
de excitacdes nao-estaciondrias, em particular no dominio da

engenharia sismica.
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3.3.1 - Anilise estocastica da evolugdo temporal da resposta mediante
0 recurso a variaveis de estado

O equilibrio dindmico de um sistema linear de N-GL, sujeito a
uma excitagdo aleatdria ndo-estacionaria modulavel, pode traduzir-se

através de um sistema de equacées diferenciais de segunda ordem do
tipo
Mg(t)+Cq(t)+Kq(t)=pi(t) (3.34)

em gue O processo vectorial ndo-estacionario

PI)=8()p(t) (3.35)

sendo 6(t) uma matriz de fungbes de modulacido deterministicas,

exclusivamente dependentes do tempo, e p?(1) um processo estocastico
vectorial estaciondrio.

Introduzindo o vector de estado

q(t)
={= 3.36
y (1) {g(ﬂ} ( )

este sistema transforma-se num outro de 2N equagdes diferenciais de
primeira ordem, definido por

Y ()= Ay (t)+x (1) (3.37)

em que

A{ 0 / 0
e VY TR a‘*(”'@_“@(wg"ct)} (5:98)

Assumindo a excitagdo actuante caricter gaussiano, como se ten
vindo a supor, o mesmo sucede com a resposta, passando a correspondente
distribuigdo de probabilidade instantédnea a ser inteiramente definida

pelo vector dos valores médios espectaveis m (1) e pela matriz de
covaridncia i (t).

A relagdo excitagdo-resposta, em termos de valores médios m (1)
e m, (t), pode ser conseguida aplicando o operador E[ ]a equacido
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(3.37), obtendo-se o sequinte sistema de 2N equagdes diferenciais de
primeira ordem

m, ()= Am (1)+m (1) (3.39)
conm
0
uNORL VRPN (3.40)

cuja solugdo é& dada por (v. eq. 2.160)
t
_nzy(t)ﬁeétr_]__ly(O)+f e m (t)dr (3.41)
o A

A matriz de covariancia da resposta, em cada instante, pode por
seu turno ser determinada seguindo um caminho andlogo ao referido em

2.3.7, e que possibilita chegar a conclusao de que
i, ()= Ap (O+p (DAT+E[x,(0y O]+ E[y,(Hx,(1DT]  (3.42)

verificando-se que, se as condi¢des iniciais ndo estiverem corre-

lacionadas com a excitacdo actuante

Tl ! A(t-T) T
E[zo(t)z{,,(t)] j; e E[J_co(r)ggo(t) ]dt (3.43)
sendo
E[x, 0y, (17 = {E[y, x0T ]) (3.44)
com
9 9 3.45
f"m:5(”_@"(”5<M“‘9(z>gzm>= M7 p2() (242
e
pi()=pi(t)-m , (3.46)

No caso particular de o processo p;(t) ser do tipo ruido branco,
q
caracterizado por uma matriz de densidades espectrails constantes:§f '

tal que
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R (t=T)=2nS""6(1- 1) (3.47)

facil ¢ constatar, tendo presente a equacido (3.45), que

0 0
E[_{c_o(r)fo(t)T]zznﬁ(t—r)[g M'le(r)S;qe(t)TM”T:I (3.48)

Nestas circunsténcias, substituindo (3.48) em (3.43), e atendendo
as propriedades da fungdo impulso, obtém-se que

E[_V_O(UEO(UT]-—-ﬂéo(t) (3.49)
sendo
0 0
207 6 wreysP oy M (3.50)

© que permite concluir que a evolugdo temporal da matriz de covariancia

instanténea B, (t) € regulada pela equacdo (v. eq. 3.42)
b, (0= AR (D4 (VAT 218 (1) (3.51)

Por conseguinte, a solucdo da equagiao (3.51) conduz &
caracterizagdo da evolucio temporal da matriz de covarilncia

instanténea da resposta K, (t), solugdo essa que é dada por [105, 106]

Ey(t)=eﬁlgy(0)ey‘+2n/: eécl—”éu(r)ey“—”dr (3.52)

Caso a excitacgdo actuante nao apresente caracteristicas préprias
de ruido branco evolutivo, esta formulagédo pode naturalmente continuar
a ser seguida, desde que, tal como foi referido em 2.3.7, O processo
p?(t) seja interpretado como a resposta de um filtro de ordem n sujeito
a uma excitagdo traduzida por um processo vectorial do tipe ruido
branco, ampliando-se de forma apropriada o sistema de equacdes

diferencias (3.37), de modo a reflectir as relagdes entrada-saida do
conjunto sistema-filtro (v. eq. 2.188).
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3.3.2 - Formulaciio de estado modal alternativa

Tal como no caso das excitagdes aleatdrias estacionadrias (v.
2.3.8), a analise estocadstica da resposta dinémica de um sistema
linear de N-GL a uma excitacdo aleatdéria ndo-estacionaria pode também
ser realizada através de uma formulagdo de estado modal ndo complexa,
desde que a matriz de amortecimento ( satisfaga as condigdes
necessarias para que o sistema de equagdes diferenciais (3.34) possa
ser transformado no seguinte conjunto de M equagdes diferenciais
independentes

() + 28w, () +wig (1) = ph(l) (3.53)
(i=1,2,...,M)

em que a excitagdo correspondente ac modo de ordem I € definida pelo

processo estocastico ndo-estacionario

pL()=0T pI(t)=9;6(t)p7 (1) (3.54)

De facto, introduzindo M vectores de estado

90
={ . 3.559
20 <cmn> (5:5%)

o conjunto de M equagdes diferenciais de segunda ordem (3.53) pode
ser também transformado no seguinte conjunto de 2M equagdes difer-

enciails de primeira ordem

7,8 = Ay, () +x,(0) (3.56)

ou, o gue é equivalente

0
y (t)= 3.57
(1) ézzf“)*éi{gq(t)} ( )

em que
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Dada a analogia formal verificada entre as equagdes (3.56) e
(3.37), torna-se imediata a caracterizagdo da evolucgédo temporal do
vector de valores médios espectaveis da resposta modal, o mesmo
sucedendo com a matriz de covaridncia correspondente, tomando as
equagdes (3.42) a (3.52) como referéncia.

Com efeito, a relagdo excitagdo~resposta em termos de valores
médios obedece neste caso as 2M equagdes diferenciais

m, (H=A4m, (DH+m, (1) (3.59)

com
0

m, (1= r 3.60

2D 6Toom (3.60)
e cuja solugio é

A S W(EEY)

m,(t)=e my(0)+f e™ "m, (T)dt (3.61)
{ —_——Jy 0 -—X,

Por outro lado, caso a excitacdo seja do tipo ruido branco
evolutivo, pode concluir-se com facilidade, seguindo um raciocinio
andlogo ao utilizado em 3.3.1, que

b, (D=Ap, (D+p, (DA]+21S (1) (3.62)

podendo a matriz S ,,(1) relacionar-se directamente com a matriz das

' . . 9 . . «
densidades espectrais conjuntas S»', relativa ao processo de excitagao
estacionario de média nula PI(t), através da equagao

S (=B, 0 7= 0 0
SR R 9?9<t>§5"9<t>%j 09

Por conseguinte, a evolugdo temporal da matriz de covaridncia

instantédnea da resposta modal sera obtida a partir da solugdo da
equagao (3.62), ou seja

-A—lt .’17‘ t -
b, (D=e™p (0)e +2nf s (1)et gy (3.64)
o} .
verificando~se simultaneamente que [105)

238



Sistemas Lineares; Excita¢bes Aleatérias Nao-Estacionérias

At /_qt A1) 47(:—1)
L_lyly/(t)=e Eym(O)e +2n'f; Saj(T)e art (3.695)
sendo
0 0 ., 0 0
S (t)=8. e |Bl= 3.66
._.Olj( ) —i 9 §fq ol 0 QZQ(T)ESQQ(T)TQ,- ( )

No caso geral de uma excitagdo ndo-estacionaria colorida, a
formulagdo descrita pode ainda continuar a ser seguida, & semelhancga
do referido em 2.3.8, devendo para isso recorrer-se a utilizacdo de

filtros, e ampliando de forma apropriada as equacgdes utilizadas.

Uma vez determinadas as matrizes de auto e inter-covariéncia
relativas a y, () e y,;(1), torna-se imediata a formagdo das matrizes
de covaridncia da resposta modal EC(O e Et“)' e posteriormente das
matrizes de covarilncia da resposta referida as N coordenadas gene-
ralizadas g, tendo em conta que

NGRS INOLY (3.67)

IMORIHOLY (3.68)

3.3.3 - Avaliacgio da fiabilidade estrutural

A utilizacdo de qualquer das formulacgdes de estado anteriormente
descritas, utilizavelis para a caracterizagdo probabilistica da
resposta de um sistema linear de N-GL sujeito a uma excitagdo aleatdria
ndo-estacionaria gaussiana modulavel, possibilita pois o conhecimento
da matriz de covaridncia instantdnea da resposta EyU)’ relativa ao
vector de estado y(1)"=[g(t)",4(t)7], tornando-se facil a determinagdo
posterior da matriz de covaridncia da resposta em termos de qualquer
outro conjunto de variaveis de controlo relacionadas com g(it) atraves

de uma transformagdo linear.

Por conseguinte, torna-se possivel, recorrendo a abordagem
introduzida por Vanmarke, relativa a processos ndo-estacionarios de
valor médio nulo (v. 1.9.5), estimar a fiabilidade do sistema,
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entendida como a probabilidade de uma dada quantidade estrutural
caracterizadora da resposta, em particular g,(t), nio ultrapassar uma
dada barreira simétrica #a entre osgs instantes 0 e !, desde que a
excitagdo seja modelada através de um processo ndo-estacionario gde
valor médio nulo ou de valor médio constante.

Sendo nulo o valor médio da resposta ndo-estacionaria q:.(t), a
respectiva probabilidade de ndo-excedéncia pode assim ser avaliada
comegando por quantificar o valor instantdneo dos momentos espectrais
da resposta KZ‘(t) e hg'(t), contidos na matriz de covariancia

IRORETING
= 3.69
= [Bw(t) (1) e

sendo
N =1, (1) SAING (3.70)
€ recorrendo as equagdes (1.356) e (1.320), obtendo-se
LqD‘(t)=exp<~j;[ a(u)du} (3.71)

com

Ag'(L)
Ag' (1)

a(u)=2f§(u)=}1—[ (3.72)

Este procedimento, porém, assenta na hipdétese de os atravessa-
mentos de uma dada barreira poderem ser interpretados como aconte-—
cimentos raros e estatisticamente independentes, nao se tornando
possivel uma melhor aproximacio no célculo de a(u) através do recurso
a equagdo (1.357), por esta envolver a determinacdo do coeficiente

6(u), a qual exige o conhecimento do momento espectral de primeira
ordem K?‘(t), nao contido na matrig L, (0.

Ndo sendo possivel o uso da equagdo (1.357), a qual procura ja
contemplar a dependéncia estatistica dos atravessamentos, traduzida
no seu agrupamento apds cada passagem da envolvente pelo nivel
considerado, é porém viavel recorrer a equagdo equivalente (1.358)
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~exp[-Fd(u)/2fL )]
1-Fhqu)/ i)

a(u)=2f2,<u>1 (3.73)

sendo os valores instanténeos das frequéncias médias f:(u), f,l(u) e
Fl(u) calculados utilizando as expressdes (1.238) e (1.306), deduzidas

especificamente para processos nao-estacionarios de valor médio nulo.

Simplesmente, como ressalta das equagdes (1.306) a (1.308), esta
via exige o recurso a abordagens gque possibilitem o conhecimento da
evolugdao temporal da estatistica conjunta da resposta g:(t) e da
respectiva transformada de Hilbert 4g:(t), por forma a poder
quantificar-se o valor instantédneo de Hea, (1) [142].

3.4 - DESENVOLVIMENTO DE "SOFTWARE" NO DOMINIO
DA ENGENHARIA SISMICA. EXEMPLO DE APLICACAO

No sentido de proporcionar uma mais facil compreensdo acerca do
modo de aplicacdo das formulagdes anteriormente referidas a andlise
da resposta sismica nio-estaciondria de sistemas lineares de miltiplos
graus de liberdade, descrevem-se nesta secgdo dois programas de calculo
automatico, propositadamente elaborados para o efeito, e que, embora
apenas aplicaveis a estruturas reticuladas planas, séo de facil

generalizagdo a outros sistemas estruturais.

Seqguidamente, é apresentando um exemplo de aplicagao julgado
elucidativo, e que possibilita ainda uma reflexdo acerca do interesse
e necessidade do recurso a idealizagdo da excitagdo sismica com base
em processos estocasticos niao-estacionarios, e, concomitantemente,

acerca da razoabilidade da actual filosofia regulamentar.

3.4.1 - Modelos nio-estaciondrios da excitagio sismica

Embora o actual Regulamento de Seguranga & Accbes idealize as
diversas componentes do movimento sismico como uma amostra de certa

duragdo de um processo estocastico vectorial estaciondario gaussiano
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de valor médio espectavel nulo, este tipo de excitagdo reveste-se
frequentemente de um caracter nédo-estaciondrio, quer em termos de
intensidade, quer de conteudo de frequéncias.

Segundo Pradlwarter e Chen [180], este aspecto é alids par-
ticularmente sentido no caso dos sismos europeus, em grande parte dos
quais ndo €é 1identificédvel dqualquer fase com caracteristicas
verdadeiramente estacionarias, mesmo quando a andlise recai

exclusivamente sobre a zona mais intensa dos acelerogramas.

Torna-se ent@o conceptualmente mais adequado idealizar este tipo
de acg¢do aleatdria através da consideragdo de processos estocasticos
nao-estacionarios, recorrendo, se possivel, a representacgao
introduzida por Priestley e referida em 1.7.3, fazendo intervir, por
uma questdo de maior generalidade, uma fungdo de modulagdo deter-

ministica 6(f,w), dependente simultaneamente das variaveis tempo e
frequéncia.

A forma mais correntemente utilizada, no dominio da engenharia
sismica, para traduzir a ndo-estacionaridade da excitagdo actuante
consiste porém na sua representagdo através do produto de uma funcgéo
de modulagéo 6(¢), exclusivamente dependente do tempo, por um processo

estocastico vectorial estacionario gaussiano colorido de valor médio
espectavel nulo.

Desta forma, e no sentido de conseguir uma adequada idealizacgédo
deste tipo de excitagdo, varios autores tém utilizado diferentes tipos
de fungdes de intensidade 6(t) [22, 180], sendo no entanto de realcar

duas das mais vulgarizadas, e que sdo, respectivamente, a sugerida
por Amin e Ang [3]

0 , t<0
ot (t/t)% , o<t<t,
(t)= 1 .t <t<t, (3.74)
e—c(t—tz) , t,<t

em que i, i e ¢ sdo pardmetros a definir, e a utilizada por Shinozuka
e Sato [204]
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0 , <0

0(t)= - -
() _(1;(2 a!_e bt) ’ tzO

(3.75)

em que a e b sdo constantes a arbitrar e

a/(b-a) b/(b~-a)
c=rnax(e"“—e"m)=[(§) —(g) } (3.76)

podendo observar-se na figura 3.4 as confiquracgdes caracteristicas

das representagbes graficas destes dois tipos de funcgdes.

FUNCAO DE MODULACAO DE AMIN E ANG FUNCAO DE MODULACAO DE SHINOZUKA E SATO
8 t1=1.8 2e15.0 cu0i8 " o=0.18 bwd 30 (=025

1.4+ 14 o4
1.3 4 1.3 1
12 1.2 4
RIS 1.1 +
14 1+
§ 0.9 - § 0.9 4
§ o é o8 -
; 07 " 0.7
0.6 4 0.6 -
g 0s ] i osd
04 = E 0.4 4
0.3 4 0.3 -
0.2 02 4
6+ 01

0 T T T T T T T T T T ¥ T T T Q T T T T T T T T T T T T T

[ 4 1] 12 16 20 24 28 [} 4 8 12 18 0 24 kL]

TEMPO {5eq) TEUPO {Sag)

Fig. 3.4 - Fungdes de modulagdo deterministica utilizadas
por Amin e Ang e por Shinozuka e Sato.

3.4.2 - Aplicacdo a andlise sismica de estruturas reticuladas planas.
Descricdo dos programas de cdlculo antomatico PROGS e PROG6

Considere-se agora que a base de uma estrutura reticulada plana
regista um movimento sismico horizontal, idealizado por um processo
estocastico ndo-estacionario gaussiano ii,.(!), definido pelo produto
de uma fungdo de modulagdo de caracter deterministico ©(¢) por um

processo estocastico estacionario de valor médio nulo i,(1).

Recorrendo a formulacdc modal descrita em 3.3.2, o equilibrio
dindmico do sistema pode ser traduzido por M equagdes diferenciais
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independentes nas coordenadas modais, que agora tomam a forma (v. eq.
3.53)

G+ 28w, 8 () +wit, (1)=-0" Maii,.(t) (3.77)

pressupondo o valor unitdrio das massas modais como condigdo de
normalizag¢do dos modos de vibragcdo do sistema.

Introduzinde M vectores de estado
:X_i=[Cifti]T (3.78)

estas equagdes poden transformar-se no seguinte conjunto de 2M equagdes
diferenciais de primeira ordem

Y. ()= Ay ()+x (1) (3.79)
ou, o que é equivalente
Y ()= Ay (1)+b 0(t)i, (t) (3.80)
em que
0 1 0
ﬁiz[_w? —ZEiw[] 9i=<_93M_9> 5.81)

Sendo a excitac¢io gaussiana e o sistema linear, a distribuicido
probabilistica instantdnea do processo de resposta y (!) é igualmente
gaussiana, sendo inteiramente caracterizada pelo vector de valores

médios @y,(z) €& pela matriz de covariancia by, ().
Em relagdo a evolucgao temporal do vector dos valores médios, esta
€ definida pela equagao (3.61), ou seja

4t oAt
@y‘(t)=e Eyl(0)+f e m_(t)dre (3.82)

o}

facto que permite concluir de imediato que, se o sistema partir de
uma situag¢do inicial de repouso, o valor médio do processo de resposta
g_}y,(t) assume valor nulo.

Caso o processo estocastico estacionario Ug(t) seja do tipo ruido
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branco, caracterizado por uma densidade espectral de poténcia cons-
tante S,, a evolugdo temporal da matriz de covariancia &, por seu
lado, regida pela equagio (3.62), isto é

b, (D=Au, (H+p (DA]+21S (1) (3.83)
em que
S, (1)=0.b]08(t)2S, = ° ° 0%(t)S (3.84)
— 0l -l o] O QTMQEL_TMT?l 0 .

A solugdo correspondente é definida por (3.64), ou seja
At ATt toAueT Al t-1)
N (ty=e K, (O)e +2nf e S (e dt (3.89)
— S St 0
em que [105]

Eiw, 1
cos(Bit)+—[;—sen([3il) Esen(Bit)

At “Ew,t L

e~ =p ) (3.86)
wi Eiw[
—Esen(ﬁit) COS(BJ)“—B‘_‘SGH(BJ)

com B;=w,(1-£2)""?, verificando-se simultaneamente que (v. eq. 3.65)

2 AT(=1)

At ATy
—_ ! Ay
Ey,yj(t)—e Em,(o)e +2nf0 S.(T)e at (3.87)
sendo
R Tlo ¢ MaaTMy, ; '

Na situacdo mais geral de o processo estocastico i,(t) apresentar
densidades espectrais de poténcia predominantemente concentradas ao
longo de uma determinada gama de frequéncias, podendo a fungao Sag(w)
assimilar-se a um espectro de Kanai-Tajimi, aquele espectro pode ser
interpretado como o correspondente ao da resposta de um filtro
caracterizado pelos pardmetros w; e &, em termos de aceleragdes
absolutas i} (t)= g (t)+1i,(t), quando a sua base é sujeita a uma aceleracao
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ii,(t) de natureza aleatdria do tipo ruido branco com intensidade

espectral S, (v. Fig. 3.5).

4 S 8(w)

" g s
-
- ’ m
F me 4 Mj=1
RW&WVZQRW%W%— ©

Fig. 3.5 - Introducdo de um filtro para idealizacéao
de uma excita¢do ndo-estacionaria colorida.

So

CNNTLNNTLNNT,

(==

©

Nessas circunsténcias, cada equagdo diferencial do movimento
relativa a cada massa modal unitaria deve ser acrescida da equacgéio
diferencial do movimento do filtro, ou seja ter-se-a

Gy (D) *+28 jw i () +wiu, (1) =-6(t)as(t) (3.89)
tf(t)+2§iwiti(t)+w?ti(t)=—QTMQ_[G(t)UZ(t)+L'lf(t)] (3.90)

0 que, passando para uma formulag¢do de estado enm que

G
&
= 3.91
=4y, (3.91)
Uy
conduz a
Y ()= Ay (D+b,6(1)u5 (1) (3.92)
com
¢ 1 0 0 0
4 = “w -2%w, ¢ Maw? 20 Mak,w, 0 3 93
=] o0 0 0 1 %73 o (5:99)
0 0 -w? -2%,w, -1
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A evolugdo temporal da matriz de covaridncia relativa ao vector

y,(1) é entdo regulada pela equagao

1, (= A, (D+p, (DA +20S (1) (3.94)
sendo neste caso
0O 0 0 O
S, (1)=bb[0%(1)S, = 8 8 8 8 0%(1)s, (3.95)
0 0 0 1

A respectiva solugdo é também definida pela equagdc (3.64), ou
seja

Tit-)

A W toAueT 4
uy(t)=e uy(O)e -+21Ef e S,i(T)e at (3.96)
-5 —Jt 0

podendo a evolucdo temporal das matrizes de inter-covaridncia modal

ser obtidas com base na equa¢do (3.65), resultando por seu turno que

t40t-1) AT (=)
e

.
b, (D=ep (O)eﬁf“’+2nf So(ret  Vdr (3.97)
[R#] iy

0]
sendo

S0y (T)=b,8T0%(T)S, = S, (%) (3.98)

Zoij

A matriz de transigcdo de estado foil neste caso calculada por

Gasparini [106], apresentando a segquinte constituigao

eé'tz Y23 y24 ) (3'99)

sendo a sub-matriz chdefinida por (3.86), o mesmo sucedendo com}:w,
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devendo para o efeito substituir-se w, e §;por w; e §, respectivamente.

Os elementos restantes, Y3 Y., Y, e Y54, s8o fornecidos pelas
exXpressdes indicadas no Apéndice A.

Deste modo, com base nas equagées (3.85) e (3.87), ou (3.96) e
(3.97), podem quantificar-se todas as matrizes de auto e inter-co-
varidncia relativas aos vectores v, (1) e y,;(1) ao longo de sucessivos
instantes de tempo, utilizando técnicas de integracdo numérica, ou
mesmo analitica [105, 106], podendo compor-se posteriormente as
matrizes de covariédncia global da resposta no espago modal p, (1) = ﬁz(i)
e B, (1)=A;(t), tendo em consideracio que

E[t5,] Elgg,] Flgu,] Elg,u,]
E[g,g;] E[g,¢,] E[gu,] FEltu,]
B 7| Flu,g ) Flu,8,) Elu,u,] Elu,u,]

Efu,t,] Elu,g,] Elu,u,] Elu,u,)

(3.100)

E assim possivel também proceder & constru¢ido das matrizes de
covaridncia da resposta em termos de quaisquer variaveis de controlo
r(t) relacionadas linearmente com as coordenadas modais através de
uma matriz de transformacéo ¥, pois que entéio

Ho=W¥p v’ L,=¥p ¥’ (3.101)

Lt S —2e

Deste modo, fica viabilizada a completa caracterizagdo proba-
bilistica da resposta ao longo de sucessivos instantes de tempo,
podendo inclusivamente estimar-se a probabilidade de que qualquer
variavel de controlo r(1) ndo exceda um dado nivel ou barreira simétrica
+a entre os instante 0 e ¢, a qual pode ser avaliada, na hipdétese de
os atravessamentos serem raros e estatisticamente independentes,

constituindo os tempos correspondentes um processo de Poisson, através
da expressdo (v. 1.9.5)

L;‘(t)=exp{—/ot 2fl,r‘(t)dt> (3.102)

sendo f,;_r,(t) o valor instanténeo da correspondente frequéncia média
de passagens ascendentes pelo nivel +q por unidade de tempo.
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Nestas circunsténcias, foram elaborados dois programas de calculo
automdtico, PROGS5 e PROG6, que assentando na formulagdo anteriormente
apresentada, possibilitam efectuar a andlise estocastica do com-
portamento dindmico de estruturas reticuladas planas sujeitas a uma
excitagdo sismica ndo-estacionaria do tipo ruido branco ou ruido
branco filtrado, respectivamente. As formas de organizagdo desses
programas, esquematicamente traduzidas pelo fluxograma indicado na
figura 3.6, sdo formalmente semelhantes entre si, podendo ser descritas

do seguinte modo sob a forma sequencial:
a) Leitura de dados gerais envolvendo
- caracterizagao topoldgica da estrutura;

- definicdo das caracteristicas geométricas e mecdnicas das

barras e da sua forma de ligagdo aos seus nos extremos;
- identificacdo das condigdes de apoio;

- definicdo do numero de graus e liberdade, das coordenadas
generalizadas correspondentes e do numero de modos de
vibracdo a ter em conta na andlise da resposta;

- leitura do valor das massas relativas a cada grau de
liberdade;

- leitura do valor do coeficiente de comportamento da estrutura

e dos coeficientes de amortecimento modais;

- caracterizacdo da componente horizontal da aceleragao

sismica de base, através de

- uma funcdo de modulagdo deterministica do tipo Anin e Ang
(eq. 3.74), Shinozuka e Sato (eq. 3.75) ou poli-linear;

-~ uma densidade espectral de poténcia S, correspondente a

um ruido branco, no caso do programa PROG5, ou de um
espectro de Kanai-Tajimi correspondente a um ruido branco
filtrado caracterizado por parametros S,, w; e §; caso

seja utilizado o programa PROG6;
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- definigdo da duracgido do intervalo de tempo incremental para

a analise da resposta nio-estacionaria e do tempo maximo de
analise;

Formagcdo da matriz de massa diagonal e da matriz de rigidez
condensada referidas aos N graus de liberdade pré-definidos,
seguindo o procedimento indicado, para o mesmo efeito, nos
programas PROGl a PROG3;

Determinagédo dos valores das M primeiras frequéncias naturais
da estrutura e dos M modos de vibracio correspondentes,

utilizando as sub-rotinas de cdlculo da biblioteca SL-MATH
(IBM) ja referidas em 2.5.2;

Composigdo da matriz de transformagao.gj gue estabelece a

relagdo linear entre os valores das coordenadas modais e dos

momentos flectores, esforgos transversos e esforcos axiais
nas extremidades de cada barra;

Quantificagdo das matrizes de auto e inter-covariidncia
relativas aos vectores y.(t) e ¥y,;(t) ao longo de sucessivos
instantes de tempo, tendo em atengao que, aproximando a funcio
6(t) por trocos lineares, de tal modo que

02 _ . A6
g(r)—eso+-&—r (0<T<AL,) (3.103)

5

em que ABY e At, representanm a variagdo da fungdo 6%(!) ao longo
do trogo genérico de ordem s, e a duragio do intervalo de tempo
correspondente, e 02 o 02(1) os valores que essa funcdo toma
no instante correspondente ao inicio do troco, e no instante
T segundos posterior, respectivamente, as equagbes (3.87) e
(3.97) podem escrever-se sob a forma

T

= A 45t oAty AT (t-7)
Ey,y/(t)_e By‘y/(o)e "'231—[0 e Qigjesosoe’ adt+

tA- ABZ  AT(i-x
+2n]' 4Ty BT e g (3.104)
0

=i At

(i,j=1,....,M)
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Deste modo, os programas PROGS5 e PROG6 procedem ao calculo dos
integrais referidos em (3.104), para cada trog¢o linear da
aproximagao da fungéo 6°%(!), e ao longo dos sucessivos instantes
de tempo em que se pretende obter a caracterizacao proba-
bilistica da resposta da estrutura, tendo para o efeito em
consideragdo a definicdo das matrizes de transicdo de estado
eﬁ‘l, dada pelas equag¢des (3.86) ou (3.99) respectivamente, bem
como dos vectores b,, de acordo com as equagdes (3.81) ou (3.93):;
Sendo inicialmente nula a matriz B, (0), as matrizes de
inter-covariancia By,
vez calculados agqueles integrais; Sempre que se transita de

(1) ficam imediatamente conhecidas, uma

um trogo linear correspondente a funcdo 6%(t) para o seguinte,
os valores de H,,,;(t) correspondentes ao ultimo instante de
tempo analisado sdo armazenados em Eyiw((}), seguindo-se de
novo idéntico procedimento de calculo:
Formagdo, para cada instante de tempo considerado, das matrizes
de covariéncia global da resposta no espaco modal L_ic(i)=?_\§(t)
e Et(l) = )_\g(t), a partir do conhecimento das diversas sub-matrizes
constituintes de H..;(t), cuja composigdo é, no caso mais geral
de uma excitagdo do tipo ruido branco filtrado evolutivo,
definida por (3.100);

Quantificagdo, em cada instante, das matrizes de momentos
espectrais da resposta Ac()=p (1) e A(t)=p.(1), tendo por base
as equagdes (3.101), podendo o processo estocastico vectorial
r(t) representar nio sé os deslocamentos ¢ relativos ao movimento
de base (situacao em que ¥ =9), mas também todo o conjunto de

esforgos nas extremidades das barras;

Analise da fiabilidade do sistema, traduzida pela avaliacéo
da probabilidade de que cada variavel de controlo da resposta
da estrutura ndo exceda uma dada barreira simétrica =a entre
o instante inicial e o instante considerado, cdlculo que é
realizado com base na equag¢do (3.102), sendo o valor instantaneo
da frequéncia média de passagens ascendentes pelo nivel «a
calculada a partir dos correspondentes valores instantdneos

dos momentos espectrais da resposta de ordem 0 e 2.
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/ INTRODUGAO DE DADOS

- Estrutura
- Graus de liberdade e massas associadas
- Excita¢ao actuante

l

MATRIZ DE MASSA M
MATRIZ DE RIGIDEZ CONDENSADA K

|

FREQUENCIAS NATURAIS Wi
MODOS DE VIBRAGAO (ol

[

MATRIZ DE TRANSFORMAGAO ¥ RELATIVA AOS ESFORCOS
NAS EXTREMIDADES DAS BARRAS

<

MATRIZES DE COVARIANCIA i () E DE INTER-COVARIANCIA Hyy ©
1 J
RELATIVAS AOS VECTORES DE ESTADO

MATRIZES DE COVARIANCIA DA RESPOSTA NO ESPAGO

MODAL ¢ ‘ AN%
) INST.
i 0= Ag (0 i 0 =25 ) A
l INSTANTE
MOMENTOS ESPECTRAIS DA RESPOSTA RELATIVOS A TODAS
. l" T
AS VARIAVEIS DE CONTROLO Ao . )‘21 ()
PROBABILIDADE DE NAO-EXCEDENCIA .
DE UMA DADA BARREIRA SIMETRICA L (f)
l
i
‘§ ESCRITAS £'>
Fig. 3.6 - Fluxograma simplificado dos programas PROG5 e PROGS6.
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3.4.3 - Exemplo de aplicacdo

Como exemplo de aplicagdo do programa de calculo PROGS,
apresenta-se o caso de um pdértico plano de 6 pisos, esquematicamente
indicado na figura 3.7(a), constituido por vigas de 5,0 m de vdo e
com uma secgao transversal de 0,30 x 0,50 me, e por pilares de 3,0
m de altura, sendo a respectiva secgéo de 0,30 x 0,60 m2, O médulo
de elasticidade longitudinal do material utilizado fol suposto igual
a 30 GPa.

8o ESPECTRO DE KANAI-TAJIMI
SISM0 t TIRRENG PO 2 ZONA A
=20
5 o0 4
5 . ]
1 ol
A E 240+
—— - 220
E
180 —
—3—- |w_
E o ]
120 ~
-2—4- 100
I =
el
L i .
24
0 S T T T
-t e B e oy & 2 4 . 10 12 14 18 1. x
neEoUENCH (Ha)
e
g m(t)

(a) (b)

Fig. 3.7 - Pértico de 6 pisos (a); Espectro de Kanai-Tajimi (b).

A aceleracio sismica de base, suposta horizontal, fol idealizada
através de um processo estocastico ndo-estacionario gaussiano,
definido pelo produto de uma funcdo de modulagdo deterministica por
um processo estacionario de valor médio nulo, caracterizado por um
espectro de poténcia de Kanai-Tajimi (Fig. 3.7 (b)) com S,=225 cm?
s”3, w;=7,31 rad s"1 e §,=0,95, o qual aproxima bastante bem o
espectro reqgulamentar definido por trogos lineares para a zona A,
sismo 1 e terreno do tipo II, registando-se também uma coincidénica
quase perfeita de ordenadas espectrais em correspondéncia com a

frequéncia fundamental da estrutura (f,=1,60 Hz).
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Capitulo 3

Foram consideradas, a titulo de exemplo, quatro fungdes de
modulagao distintas (Fig. 3.8), correspondendo a primeira a uma
excitac&o pseudo-ndo-estacionaria, e refletindo as restantes, de
formas diferentes, as trés fases que habitualmente se distinguem nos

acelerogramas.

A fungdo n® 2 corresponde a uma configuragdo poligonal com pontos
de quebra aos 3 e 15 segundos; a fungdo n® 3 corresponde & envolvente
de Amin e Ang, definida por (3.74) com t,=3s, t,=15s e ¢=0,18;
finalmente a funcdo n® 4 traduz uma envolvente do tipo utilizado por
Shinozuka e Sato, sendo obtida a partir de (3.75) tomando a=0,15,

b=0,30 e ¢=0,25.

FUNCAQ DE MODULACAO Ngoi FUNCAQO DE MODULACAO Ng2
13 .8

14 1.4~
13 13 4
12 4 1.2 4
1.9 1.1 4
t L
3 0.9 ] 0.9 4
- o8 @ 08 4
§ 07 8 0.7
o § asd
os 05
o4 04 -
0.3 o3 4
02 03
G o 0.1

L] T ¥ T T T T T T T T Y ¥ T T [] T T T T T T T T T U T T T T

[ 4 s 1 " 20 24 2 M N M 12 18 20 26 P

TEWRO (s) TEWPO (1)
FUNCAD DE MODULACAO Np3 FUNCAO DE MODULACAO No4
.8 1.8

1.4 o 1.4
134 13
12 1.2 4
1.t 1.1 4
14 v
g2 o g o
@ o - b o
§ a7+ é o1
o8 o8 4
s - 0 4
04 ~ 04 o
23 - 03
02 4 02 -
01 4 o1 4

o T LM S e T T T "7 T T T o Ty T T T T T T

[ 4 a 12 18 »n a4 m [ 4 : 12 1% E] 4 28

TOWNO {0} TEWNPO (v}

Fig. 3.8 - Fungées de modulagdo utilizadas.
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A analise do comportamento dindmico foi realizada considerando
6 graus de liberdade correspondentes aos 6 deslocamentos horizontais
de piso, sendo a massa associada a cada um deles de 40 t.

Nas figuras 3.9 a 3.16 apresenta-se, para cada tipo de funcio de
modulagdo, a evolugdo temporal dos desvios padrdes de diversas
variaveis de controlo da resposta ndo-estacionaria, nomeadamente dos
correspondentes as duas primeiras coordenadas modais, oy, (t) e g, (t),
aos deslocamentos horizontais de andar, 0,,(t), e aos deslocamentos
relativos entre pisos consecutivos, 0,,(t), bem como das frequéncias
médias de passagens ascendentes por zero, qu” e por um nivel igual
a trés vezes o desvio padrio maximo, f;'ql (a=30$), e das probabi-
lidades de ndo-excedéncia, L}(t) e Ly (l), definidas também para bar-
reiras a=30; e a=30; respectivamente. Da sua observagdo, podem
retirar-se diversas conclusées, e em particular que:

a) No caso da excitagdo pseudo-ndo-estaciondria, os desvios
padrdes relativos as coordenadas modais tendem muito rapida-
mente para os valores correspondentes a excitagdo estacionaria
(0,,=0,115333m e 0,,=0,006811m), encontrados pelo programa
PROG1, sendo inclusivamente esta tendéncia mais acentuada no
caso do 2° modo; em relagdo as restantes fungdes de modulacgio,
esses valores decrescem rapidamente logo que se atenua a

intensidade da accdo sismica;

b) O mesmo se verifica no que respeita a evolucdo dos desvios
padrdes referentes quer aos deslocamentos de andar, quer aos
deslocamentos relativos, sendo os primeiros tanto maiores
quanto mais elevado é o piso, ao passo que os segundos sédo
maximos entre o 1¢ e 2° pisos, no caso concreto do problema
em analise;

A ‘s t .
c) A frequéncia média de passagens ascendentes por zero, fmqﬂ é

praticamente independente do tipo de funcdo de modulacgio,
assumindo valores entre 1,6 e 1,8 s~1, ja o mesmo ndo sucedendo
com a frequéncia de passagens ascendentes f;-mr cuja evolugdo
é nitidamente dependente da configuracdo da fungido de modulacéio
escolhida;
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Capitulo 3

d) O decréscimo temporal da probabilidade de ndo-excedéncia é
essencialmente marcado pela zona de maior intensidade da acgéao
sismica, ndo sendo significativos os contributos das fases de
crescimento e atenuacdo da excitagdo actuante.

Deste modo, o exemplo tratado permite pois concluir nao sé que,
no caso de uma excitagdo pseudo-ndo-estacionaria, as grandezas
estatisticas caracterizadoras da resposta tendem de forma muito rapida
para a estacionaridade, como também que, de uma forma geral, para
qualquer fung¢édo de modulacdo, sdo os trogos de maior intensidade da
acgdo sismica, frequentemente com caracteristicas estatisticas pouco
variaveis no tempo, que sdo absolutamente determinantes do decréscimo
da probabilidade de nio-excedéncia de uma dada barreira.

Nestas condigdes, desde que os acelerogramas espectdveis para
sismos intensos num dado local apresentem uma fase intermédia de
elevadas amplitudes e de caracteristicas estatisticas sensivelmente
estacionarias, torna-se perfeitamente aceitavel seguir uma filosofia
de andlise como a do RSA, segundo a qual as acgdes sismicas podem
ser idealizadas através de uma amostra de certa duragdo de um processo
estocastico vectorial estacionirio e gaussiano com densidades
espectrais definidas, tomando como medida dos efeitos causados pela
excitagdo o valor médio dos picos da resposta relativa a cada variavel
de controlo, tornando-se no entanto importante adoptar um valor
suficientemente elevado do tempo de duragéo da amostra, por forma a

cobrir a fase intermédia de elevadas amplitudes dos acelerogramas.

Nos casos porém em que, face aos registos sismicos passados, nao

seja esperavel reconhecer qualquer zona minimamanete extensa dos
acelerogramas com as caracteristicas antes indicadas, esta filosofia,

embora podendo conduzir a resultados suficientemente seguros, pode
revelar-se francamente desajustada da realidade, sendo pois preferivel
idealizar a acgédo sismica através do recurso a processos estocasticos
nao-estacionarios, desde que haja, evidentemente, dados de base
fiadveis que possibilitem uma definigdo suficientemente realista das
fungdées de modulacdo deterministica caracterizadoras da natureza
ndo-estacionaria da excitagcdo sismica no local considerado.
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4

METODOS DE ANALISE DA RESPOSTA ALEATORIA
DE SISTEMAS NAO-LINEARES

4.1 - INTRODUCAO

A analise estocéstica do comportamento dindmico de sistemas
lineares sujeitos a ac¢gdes aleatérias gaussianas estaciondrias ou
nao-estacionarias é hoje um problema inteiramente dominado, em relagéao
ao qual se dispde de abordagens de grande generalidade, possibilitando
o desenvolvimento de rotinas relativamente simples para efeito de
utilizagdo corrente.

Sucede, porém, que muitos dos sistemas estruturais sdo marcados
por acentuadas nédo-linearidades geométricas ou materiais, que
inviabilizam, em principio, a utilizagdo das formulagbes descritas
nos dois capitulos anteriores.

Por outro lado, mesmo nos casos em gue, por mera dquestdo de
simplicidade de calculo, o comportamento dos sistemas € suposto linear,
nao se pode esquecer que estes apresentam sempre um limite de pro-
porcionalidade a partir do qual as nao-linearidades, elasticas ou
inelasticas, comecam a revelar-se de uma forma tanto mais nitida,
quanto mais severas sdo as excitagdes actuantes e mais elevado € o
nivel de amplitude das vibracdes provocadas, como sucede, por exemplo,

no caso de muitas estruturas sujeitas a acgdes sismicas.

Além disso, as ndo-linearidades podem envolver a caracterizagéo
das préprias acgdes actuantes, como sucede no caso das acgles dindmicas
induzidas por ondas ocednicas sobre estruturas flexiveis, que podem
considerar-se funcées ndo-lineares da velocidade e da aceleragao,
quer das particulas da &gua, quer da estrutura, de acordo com a chamada

equacdo de Morison [156].

Por estas razdes, o principio da sobreposicdo de efeitos, quer

no dominio do tempo, quer no dominio da frequéncia, responsavel alias
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por uma apreciavel simplicidade e eficiéncia dos métodos de analise

de sistemas lineares, perde validade.

Um outro problema adicional, inerente aos sistemas nédo-lineares,
advém do facto de a resposta a excitagdes de natureza gaussiana ser
ndoc-gaussiana, contrariamente ao que sucede nos sistemas lineares,
tornando-se desse modo insuficiente o conhecimento dos momentos
estatisticos de primeira e segunda ordem para assegurar a completa
caracterizagdo da distribuigdo probabilistica da resposta. Este
aspecto é alias tanto mais importante, quanto as ndo-linearidades
poden afectar de forma particular as caudas da distribuigdo, podendo
por isso a deficiente consideragdo dos seus efeitos ser responsavel
por erros de avaliagao da probabilidade de sobrevivéncia ou fiabilidade
do sistema.

A resposta dindmica de sistemas ndo-lineares sujeitos a excitacdes
aleatdérias deve pois ser conseguida & custa da resolucdo do sistema
de equagbes diferencials ndo-lineares tradutor do respectivo
equilibrio din&mico, cujo tratamento matematico ¢, no entanto,
bastante mais dificil que no caso de sistemas lineares. Sendo a
excitagdo gaussiana e do tipo ruido branco, pode comprovar-se que a
resposta de sistemas ndo-lineares elasticos é de natureza markoviana
[8, 47], sendo a correspondente densidade de probabilidade de transicgéao
regulada por uma equacdo de Fokker-Planck-Kolmogorov (v. 1.8.3). Esta
abordagem, que apresenta a vantagem fundamental de poder conduzir a
resultados exactos, é infelizmente aplicavel a um numero limitado de
situagbes, e particularmente restrito nos casos de excitagdes
nao-estacionarias e de sistemas de N graus de liberdade, em virtude
da inexisténcia de um procedimento geral para obtengdo da solugao
analitica exacta da equacdo de FPK.

Perante a grande dificuldade de resolucdo do referido sistema de
equagbes diferenciais ndo-lineares estocdsticas, é frequente, na
pratica, o recurso aos chamados métodos de simulacdo digital, também
conhecidos por métodos de Monte-Carlo, que consistem em interpretar
aquele sistema como um conjunto infinito de sistemas de equagdes
diferenciais ndo-lineares deterministicos, gerando-se artificial~

mente um nimero teoricamente infinito de séries temporais da excitacéao,
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compativeis com uma determinada estrutura probabilistica
pré-definida. Resolvendo sucessivamente cada um desses sistemas,
através do recurso a programas de cdlculo para andlise dindmica de
estruturas ndo-lineares por integracdo no tempo, obtém-se o conjunto
de realizagdes da resposta que, uma vez tratadas estatisticamente,
possibilitam estimar a correspondente caracterizacio probabilistica.

Sendo esta via de andlise altamente dispendiosa e consumidora de
tempo de calculo, varias tém sido as tentativas no sentido de
desenvolver abordagens aproximadas que, embora menos rigorosas, se
revelam de aplicacdo mais acessivel e eficiente.

Tals métodos podem classificar-se em dois grupos [34, 47, 191,
192, 216, 227], incluindo o primeiro todas as técnicas aproximadas
que, baseadas numa abordagem markoviana da resposta, incidem sobre
a equacgao de Fokker-Planck-Kolmogorov (FPK), e reunindo o segundo
todas as formulagdes aplicdveis as equacgdes de equilibrio dinamico.

As técnicas aproximadas baseadas na equagao de FPK [47, 191],
entre as quais se incluem, nomeadamente, as técnicas de truncatura,
de médida estocastica, iterativas, numéricas, de caminhos aleatdrios
e baseadas em desenvolvimentos em série, referem-se em geral apenas
a sistemas de 1-GL, pelo que a sua utilizagdo continua a ser limitada

em termos praticos.

Sdo por isso as formulagdes pertencentes ao segundo grupo agquelas
que merecem maior atencdo quando se pretende analisar sistemas de
maior complexidade, sendo diversas as abordagens desenvolvidas por
varios autores, designadamente as técnicas de perturbagdo [62, 232],
os métodos de linearizacdo estocastica equivalente [45, 241, 11, 209,
153] e a sua extensdo mais recente conhecida por ndo-linearizagdo
equivalente [48, 195], e os métodos de representagdo em séries de
fungdes [34, 192].

E assim objectivo do presente capitulo descrever com um certo
detalhe as principais abordagens utilizaveis na andlise estocastica
da resposta de sistemas ndo-lineares, realgando as respectivas
potencialidades e limitag¢des, no sentido de destacar as vantagens
inerentes a utilizacdo do método de linearizagdo estocastica equiva-
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lente, cujo tratamento sera por isso mais aprofundado, sendo-lhe
inclusivamente reservado o capitulo 5, onde serdo considerados os
modelos de comportamento ndo-linear de maior interesse no dominio da
andlise sismica de estruturas de edificios, conhecidos por modelos

histeréticos.

Admitir-se-a, tal como nos capitulos anteriores, que o sistema
€ discretizdavel num conjunto de elementos finitos, podendo as
ndo-linearidades incidir sobre as respectivas matrizes de rigidez ou
de amortecimento. Comegara por se fazer uma breve referéncia as
solugdes exactas alcancaveis com base na equagao de FPK, bem como as
abordagens aproximadas correspondentes, sendo depois descritos os
métodos mais potentes em termos de aplicagdes, designadamente a técnica
de perturbagio, o método de linearizagdo estocastica equivalente (ou
ndo-linearizacdo equivalente), as técnicas de truncatura e de
simulagdo.

Para além de se realgar a importédncia pratica assumida pela
linearizacio equivalente, sublinha-se também o interesse da
nao-linearizacao equivalente e do método de truncatura ndo-gaussiana,
como vias que possibilitam controlar os efeitos das ndo-linearidades
sobre o comportamento nao-gaussiano da resposta, aspecto que assume
pParticular importincia em termos da avaliagdo da probabilidade de
nao-excedéncia de uma dada barreira.

Finalmente, é efectuada referéncia pormenorizada ao desen-
volvimento de "software" especifico para a analise sismica de
estruturas de tipo "shear-building" com comportamento bilinear
elastico, apresentando-se exemplos de aplicagdo julgados eluci-

dativos, tratados através de um programa de cdlculo automatico
propositadamente elaborado para o efeito.

4.2 - ABORDAGEM MARKOVIANA BASEADA NA SOLUCAO DA
EQUACAO DE FOKKER-PLANCK-KOLMOGOROV

O problema da anallse da resposta dinamica de um sistema nao-llnear
a excitagées de natureza aleatoria é uma questio cuja formulagao
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matematica apresenta grande analogia com outras questdes que se colocam
noutras areas do conhecimento, designadamente na teoria do controlo

de sistemas ndo-lineares, na teoria das comunicagdes e na electrénica.

Por esse motivo, embora o trabalho mais antigo relativo a vibragdes
aleatdrias de sistemas nf@o-lineares se deva a Andronov et al [4],
que se baseou numa abordagem markoviana da resposta e no uso da equacgéo
de Fokker-Planck-Kolmogorov, e posteriormente se tenham registado
outras contribuicdées do mesmo tipo na area da Dindmica, como as de
crandall [63], Ariaratnam [6], Lyon [149], Smith [207], Klein [131]
e Herbert [110], diversos trabalhos envolvendo técnicas semelhantes
foram também desenvolvidos noutras areas, em particular na Quimica
por Kramers [135] e na teoria de controlo de sistemas ndo-lineares

por Chuang e Kazda [53].

A aproximacdo markoviana da resposta de um sistema ndo-linear
sujeito a uma excitacdo aleatéria de banda larga resulta directamente

da teoria dos sistemas de equagdes diferenciais estocasticos.

Com efeito, o equilibrio dindmico de um sistema ndo-linear elastico
de N-GL sujeito a uma excitacgdo aleatoéria p?(t) pode ser traduzido

pelo sistema de N equagdes diferenciais

Mq(t)+g(g.q.t)=p(1) (4.1)
sendo g_(é[_,g_,t) um vector caracterizador das forgas de restituigéo
nio-lineares. Introduzindo o vector de estado y (1) =[q(1)7.q('],

aquele sistema pode transformar-se num outro sistema de 2N equagdes,

definido por
y()=a(y,t)+x(t) - (4.2)
ou, se se preferir na forma diferencial

dz(t)=g(z,t)dt+_x_(t)dt (4.3)

com

l)=< g'( } x(t)=< 9 } (4.4)
e O™\ yrigeg g.n)  E T M pr)
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Considerando-se a excitacdo actuante caracterizada pela relacgao
formal

B (=8 (1) =9 L

(4.5)

sendo 6(?) um vector de fungdes de modulacéo deterministicas, w(?) un
processo gaussiano do tipoe ruido branco de média nula, e W{t) o
correspondente processo de Wiener, a equagio (4.2), interpretada como
uma equagdao de Itd [115], pode escrever-se sob a forma

dy(t)=a(y,t)dt+b(t)dW (1) (4.6)

em que

0
b(t)= {M e(t)} (4.7)

Ora, de acordo com a teoria das equagdes diferenciais estocasticas
(8, 47], a solugao y (1) relativa & equacio (4.6) é um processo de
Markov, sendo por isso a funcgéo densidade de probabilidade de transicgéo
da resposta regulada por uma equagéo de Fokker-Planck~Kolmogorov, ou
seja

2N 2N

)

i=]

op, (y/y ) L
i= layz

[Bi/‘pc(Z’}_/o)] (4.8)

(\)I'—‘

[apc(yly )]+
- 8}/ 0V ;

\
—

sendo y e Y o8 vectores constituidos pelos valores do processo
vectorial markoviano de resposta de dimensio 2N nos instantes ¢, e
t (t,<t), v, e Y; as componentes de ordem 7 e de ordem J do vector y, e

a;ef; os sequintes limites obtidos a partir dos momentos incrementais
de primeira e seqgunda ordem

E[Ay,] E[AayAy,]
o Y= 1i = A e A .9
(}/ )= At-)mo At B”(y = zlsHo At (4.9)

©s quais podem ser calculados com base no conhecimento das equagdes
de equilibrio dinamico.

Nas situagdes em que o processo de resposta assume natureza
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estacionaria, o primeiro membro da equagdo (4.8) anula-se, sendo a
densidade de probabilidade de transigédo p.(y|y,) substituida por uma
funcido densidade de probabilidade p(y) independente do tempo e das
condigdes iniciais, ou seja a equagdo de FPK assume a forma

2N 2N 32

2N a
=Y —la,p(¥)]1+

1
0y, 2L L [BypP(y)]=0 (4.10)

oY 0y

-~
—_

Esta abordagem markoviana da resposta, embora apresente uma
importante vantagem por poder conduzir a solugdes exactas, reveste-se

porém de sérios aspectos restritivos.

Un primeiro obstaculo decorre do pressuposto de a excitagéo
actuante ser caracterizada por um ruido branco gaussiano de valor
médio nulo, pois que, embora em muitos casos esta restrigdo possa
ser contornada mediante o recurso a filtros susceptiveis de gerarem
processos coloridos com caracteristicas espectrais adequadas, tal
procedimento leva a um aumento da dimensdo do processo markoviano da
resposta, envolvendo o conjunto sistema-filtro, introduzindo-se dessa

maneira um agravamento da complexidade do problema.

A dificuldade maior reside, contudo, no facto de ser muito limitada
a classe de sistemas ndo-lineares em relagdo aos quais é conhecida

uma solucdo exacta da equagdo de FPK [47].

No dominio dos sistemas de 1-GL, a equagdo de FPK & resoluvel

para equag¢des do movimento da forma
G+cg(t)+g(g,t)=w(t) (4.11)
em que W(t) & um ruido branco gaussiano estacionario de valor médio

nulo e densidade espectral de poténcia constante de valor So.

Introduzindo o vector de estado X(t)=[q(l),d(t)]7, esta equagéo

transforma~se en

y(t)y=a(y,t)+x(t) (4.12)

FRRBECRRE RN
Gy, \-eq()-glq, 1)) (w(t)
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Os coeficientes a; e B;; da equagdo de FPK, associada ao processo

bidimensional de Markov y(i), podem entido ser quantificados, ja que

E[Ay,]
= ][] ————— 4,14
¢ = lm == (4.14)
t+ Al
E{[~-cq(t)- W1 At+f. w(u du}
L EAY {[ cq(=g(q.DIAL | w(w)
2 Ao At A0 At
=-cq()-g(q.1) (4.15)
E[Ay?]
=lim ———2=0 4,16
By = lim At ( )
E[Ay,Ay,]
= =lim ————"" = 4,17
Bi2=B2 Altfg Al 0 ( )
E< t+ At 2}
—-cq(t)- , L t d
e [( cd()-9(q)at+ [ w(u) u] a1
22 Atso At At=0 At .

Desenvolvendo o quadrado indicado na expressdo de [(3,,, e tendo pre-

sente que a fungdo de auto-correlacio da excitacédo é R, (1)=2nS,86(T),
conclui-se de imediato que

Bao=215, (4.19)

sendo possivel mostrar [46] que os limites dos momentos incrementais
de ordem superior sdo nulos.

Nestas condigdes, a equagdo de FPK correspondente é a seguinte
62

Jol o o
rowriabevwn dts—{lcy,+ =0 4.20
SyZ oy, V2P 5y, Ley2*a(y)lp) ( )

ns

Segundo Wang e Uhlenbeck [244], a solugdo respectiva é dada por

42
p(q.d)=Cem<-;%~[%—+fqg(u)du]} (4.21)

em que C é uma constante de normalizagdo, determinavel através da
condicédo
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f_m wp(q,q‘)dqdqﬂ (4.22)

No caso particular de um sistema linear, em que
c= 28w, g(q.t)=wiq(t) (4.23)
a equacdo de FPK (4.20) reduz-se a

°p . . op ap
NS, —=+ Wiy, +25w,y¥,) —— - Y,——+ 25w, p=0 4,24
°3y2 (wpy,*+2% 3’2)ay2 3’26}/1 Ew, p ( )

podendo a respectiva solugdo exprimir-se em fungdo de g e g por

. Ew? tw, .
p(q,q)=2ns exp| =~ (w2g?+qg?) (4.25)

Sabendo~se que a resposta de um sistema linear a uma excitagédo
gaussiana é igualmente gaussiana, pode comparar-se esta equagao com

a equacgao (1.235)

. 1 1(q® 4°
,G)=—=——==exp| —=| TSt 4.26
p(q.q) o }\g)\geXD[ 2(}\3 ¥ ( )
concluindo-se que
nSsS
>\‘7=“S° A= — (4.27)
o ZEwﬁ Zgwn

o0 que alias condiz com as equagdes (2.36) e (2.38), ja anteriormente
cbtidas em 2.2.4.

A equacdo de Fokker-Planck-Kolmogorov é ainda resoluvel de forma
exacta, caso se introduza também uma ndo-linearidade no amortecimento,

transformando-se a equagdo (4.11l) em
G(O+h(V)G)+g(g,t)=w(l) (4.28)

sendo h(l/) uma fung¢do da energia total

%) .
v=Lau(a) (4.29)
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conm

U(q)=fo°’g(q)dq (4.30)

obtendo~-se nesse caso que [47]

14

1
p(q,q’/)=CeXp[*;§- . h(u)dUJ (4.31)

A resposta estacionaria de certos sistemas nao-lineares de N-GL
pode também ser determinada através da equagdo de FPK. Tal é possivel

no caso de as equagdes do movimento serem da forma

M@(t)+Ca()+vU (1)=w(t) (4.32)

em que M e C sdo matrizes simétricas, w9(t) é um processo vectorial
gaussiano estacionario do tipo ruido branco de valor médio nulo, com

uma matriz de funcgdes de inter-correlagdo proporcional a matriz de
amortecimento, ou seja

E[w()]=0 R (T)=2dCb(T) (4.33)
e
oU U oU 7
VU =| —,—, . . == 4.34)
-1 [3Q1 2q, aQNJ (

representando U=U(gq) uma energia potencial.

Nesse caso, introduzindo o problema de valores e vectores préprios
co, =AM, (4.35)
pode escrever-se que
®TMP = TCh=n (4.36,37)
em que ¢ é a matriz quadrada constituida pelos vectores préprios 9,

normalizados em relagdo a matriz de massa, / é a matriz identidade e

A é uma matriz diagonal constituida pelos valores préprios corres-
pondentes,
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Por outro 1lado, tendo em consideracdo que a introducdo da

transformagcdo linear
g(t)=%oz(t) (4.38)
implica que

VU (1)=VU (1) (4.39)

a equagdo (4.32) pode transformar-se, tendo em conta as equagdes

(4.36) a (4.39), no seguinte conjunto de N equacdes diferenciais

independentes
E()+ A+ VU (D=8 (1) = w* (1) (4.40)
ou
L . oU(z) .
2 (D) N2 (1) == w i) (i=1,2,....N) (4.41)
sendo
E[w*()1=0 R ,(T)=2dAb(T) (4.42)

Recorrendo ac vector de estado y(t)" =[z(1)7,2(t)"], estas equacdes
podem, por sua vez, transformar-se no seguinte sistema de 2N equagbes

diferenciais de segunda orden

Yill)=Yin(l)

2U
V(D) == Yun(t)- aiz)+wf(t) (i=1,2,...,N) (4.43)

i

tornando-se viavel calcular os coeficientes a, e (3;; da equagdaoc de FPK
assoclada ao processo de Markov y(i¢) de dimensdo 2N, caracterizador
da resposta do sistema ndo-linear, seguindo um procedimento per-
feitamente semelhante ao anteriormente utilizado para sistemas de
1-GL (eqg. 4.14 a 4.19), resultando assim que

A= Yien df+N=">\i3’i+N’aU(Z)/ay¢' (4.44)

D=0 b en=0 05=0 by .n=2d\, (4.45)

(i,j=1,2,...N; i#])
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Desta forma, a equagdo de FPK, que condiciona a funcido densidade
de probabilidade estacionaria pP(y), surge com o seguinte aspecto

2 2N

2N 2N
Jo) o 0 [( au) ]
——(YinD)+ ANYint— |D|=0 (4.46
iz-: 3}/;+N .13% N l-ZlayHN Yooy, )

A solugao respectiva foi primeiro obtida por Ariaratnam [6] para
sistemas de 2-GL, sendo posteriormente generalizada por Caughey [46],
que chegou & seguinte expressio para pP(y)

N
oo 1S v
f f eXP{ [;ZVHN*U(V):!}CZ}H dYan

1

A semelhanga do que se passa hos sistemas de 1-GL, a equacdo de

FPK é também resoluvel caso se verifique uma ndo-linearidade ao nivel

das forgas de amortecimento, desde que a equagio (4.41) seja substi-
tuida por uma equagdo da forma

Z)

i

p(y)= (4.47)

Q.I'—‘

oU
Zi()+ch(V)z,()+

= w3(t) (i=1,2,...,N) (4.48)

sendo

1 N
=§Z] Z+U(z) (4.49)

e h(V) uma fungdo positiva monotonamente crescente. w{(t) é um ruido
branco gaussiano de valor médio nulo, tal que

R _.(1)=2Db8(1) (4.50)
sendo D uma matriz diagonal relacionada com os coeficientes c; através
da relacéao

Dy/c,=d (4.51)

Nesse caso, Caughey mostrou também que a solugcdo de FPK cor-
respondente conduz a que
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exp[*;lgj;vh(u)du}
]::...'/‘_:exp[ﬁﬂvh(u)du]dyl,._dyZN

ply)= (4.52)

4.3 - SOLUCOES APROXIMADAS DA EQUACAO DE FPK.
O METODO DA MEDIA ESTOCASTICA

Como se depreende da leitura do ponto anterior, a abordagem
markoviana da resposta baseada na resolugdo da equacao de
Fokker-Planck~Kolmogorov, embora tenha a vantagem de poder conduzir
a resultados exactos, apresenta severas restrigées de aplicabilidade
a sistemas de N-GL, mesmo no caso de excitacdes estaciondrias, exigindo
que, quer as ndo-linearidades, quer as matrizes das funcgdes de
inter-correlagdo da excitagdo actuante, obedegam a relacdes em regra
pouco compativeis com as situacgdes reais.

Por essa razdo, diversos autores ensaiaram variados métodos
aproximados de resolugdo da equagdo de FPK, empregando nomeadamente
técnicas iterativas (Mayfield [154], Ilin e Khasminski [114] e Kushner
[138]), técnicas utilizando desenvolvimentos em série (Atkinson [13],
Payne [172], Stratonovitch [219] Bhandarri e Sherrer [28] e Wen [246]),
técnicas de caminhos aleatdérios (Toland e Yang [229]), técnicas de
média estocéstica (Roberts e Spanos [194]), técnicas numéricas
(Wolaver [255] e Cumming [72]) e de truncatura (Dashevskii [77-79]).

Estes métodos aproximados, baseados na equacdo de FPK, referem-se
em geral, no entanto, a sistemas ndo-~lineares de 1-GL, pelo que o
seu interesse prdatico continua a ser muito limitado.

Apesar disso porém, julga-se de interesse fazer referéncia a duas
dessas formulagdes, nomeadamente ao método da média estocédstica e aos
metodos de truncatura, em virtude de, por um lado, o primeiro desses
métodos constituir uma das formulagdes aproximadas mais potentes no
dominio dos sistemas de 1-GL, e de, por outro lado, os métodos de
truncatura encerrarem interessantes virtualidades, encontrando-se

intimamente relacionados com o método de linearizagdo estocastica
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equivalente. Por esta ultima razio alids, entende-se conveniente
proceder neste ponto unicamente a uma breve descricdo do método da
média estocdstica, reservando para fase posterior uma referéncia mais
detalhada as técnicas de truncatura gaussiana e ndo-gaussiana.

O método da média estocastica ("stochastic averaging"), aplicavel
a sistemas ndo~-lineares de 1-GL com baixo amortecimento, cuja resposta
pode considerar-se de banda estreita, é devido a Stratonovitch [219],
que generalizou uma técnica anteriormente utilizada por Bogoliubov
e Mitropolsky [30], aplicada em andlises de caracter deterministico.

Neste tipo de abordagem aproximada, aplicavel a equagdes de
equilibrio da forma

G(H)+eg(q.q.t)+wiq(t)= p(t) (4.53)

em que g(q,q.,t) traduz as ndo-linearidades do sistema, e p(t) é um

processo de banda larga, a resposta € analisada em termos da respectiva
envolvente z e fase ¢, definidas pelas relacdes

q(t)==z(t)cos[w,t+¢(t)] (4.54)
() =-z(t)w,sen[w,t+(t)] (4.55)

Conjugando as equagdes (4.53) a (4.55), pode obter-se gque [194]

2’:=l—j——g(zcosdﬂ—zwosen<b)sen¢—2£-gsen<b (4.56)
] wD
b= — g(zcosd,-zw,send)cosd - L8 cog o (4.57)
Zw, ZW,
em que
d=w, t+o (4.58)

Os segundos membros das equagdes (4.56) e (4.57) dependem n&o sé
explicitamente de z(t) e p(t), mas tambén de ¢(¢) e ¢ através dos termos
de natureza oscilatdria send e de cos$. Como o andamento da envolvente
Z e da fase ¢ é naturalmente caracterizado por variagbes muito lentas
em sistemas de baixo amortecimento, e em que a resposta é traduzida
por processos de banda estreita, pode introduzir-se uma aproximacgéo
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que consiste em substituir as componentes oscilatérias por valores
médios, calculados de forma deterministica, no caso das primeiras
parcelas dos segundos membros das equagdes (4.56) e (4.57), ou de
forma estocastica com base num teorema limite utilizado por Stra-
tonovitch [219] e Khasminskii [126], no caso das segundas, funcdo
também do processo estocastico de banda larga p(i).

Seguindo essa via, € possivel demonstrar [194] que as equagdes
(4.56) e (4.57) podem substituir-se de forma aproximada por

1S (Woit) TS (W, t)

s=SG (2)+ - W, (1) (4.59)
W, 2zw? W,
, € YIS p(Woit)
= G,(z2) —————— W, (1 4.60
0= 2 Ca(B) = =, (D) (4.60)
com
1 21
G,(z)=ﬁ g(zcos¢,-zw,send)senddd (4.61)
1 2n
Gz(z)=2——n g(zcosd,—zw,send)cosddP (4.62)

em que S,(w,,t) é o valor do espectro de poténcia evolutivo da excitagéo
actuante para w=w,, e w,;(t) e W,(t) sdo dois ruidos brancos unitarios
independentes. A equagdo (4.59) surge assim desligada da equagéo
(4.60), podendo ser representada na forma diferencial traduzida pela
equagao (4.6), pelo que z(!) pode ser interpretado como um processo
de Markov, cuja funcdo densidade de probabilidade de transigdo p.(z]z,)

é regulada pela equagado de FPK [194]

, LN -F
op. o[ _€Gi(z) uS,(w,.t) c LS e (W, ) L (4.63)
W, 2zw? 2w} o0z

"é"'i"'az

equagio que, no caso de excitagdes estacionarias, apresenta a seguinte

solucio exacta conhecida

2 z
p(z)=Czexp<i—S—%~)f G,(u)du} (4.64)
plWo)Jo
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Por outro lado, as equagdes (4.59) e (4.60) permiten tanbep
interpretar 2(1) e ¢({) como um processo de Markov bidimensional, 4,
qual estd associada uma outra equagdo de FPK que, comparada con 3
equagdo (4.63), possibilita concluir que para excitacgdes estaciondriag

P(z,9)=p(2)p(9)=p(z)/2n (4.65)

Deste modo, atendendo as relagdes entre (q.q) e (2,¢), bem copg

a4 relagdo Jacobiana (1.157), pode concluir-se também que a funcgio
densidade de probabilidade correspondente a resposta estacioniris
(g.q) é dada por

pP(q.q)= p(z) (4.66)

2NW, 2

com

2=yq*+(q/w,)* (4.67)

No caso particular de sistemas lineares, em que €g(q.q)=2%kuw,q,
as equagdes (4.64) e (4.66) conduzem exactamente as distribuicdes de
Rayleigh e de Gauss j& anteriormente referidas.

Sendo a excitagdo de caracter nao-estaciondrio, a resolugdo da
equagdo de FPK (4.63) torna-se extremamente dificil, dispondo-se

apenas de uma solucdo geral para a situagdo especifica de um sistema
linear.

Como facilmente se compreende, a vantagem essencial deste método
consiste em substituir o problema da determinacdo da distribuigdo de
probabilidade do processo de Markov bidimensional (g, d)por um problema
analogo em termos do processo de Markov unidimensional relativo &
envolvente =z, simplificando consideravelmente o problema em termos
matematicos, tornando~se viavel posteriormente obter uma aproximagéo
da distribuigdo de probabilidade relativa a (q,q).
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4.4 - 0 METODO DE PERTURBACAO

0 método de perturbacdo é uma abordagem aproximada de analise da
resposta aleatoria de sistemas ndo-lineares de N-GL, dque se apoia

directamente nas respectivas equagdes de equilibrio dindmico.

Suponha-se estas equagdes expressas sob a forma
Mg(t)+Cq(t)+Kg(t)+eg(q.g.t)=p(1) (4.68)

em que € constitui um paradmetro de perturbagédo, tradutor do grau de
importéncia das ndo-linearidades definidas pelo vector g_(é]__.g,t), e
considere-se que a solugdo ¢g(!) pode ser expressa através de um

desenvolvimento em série de poténcias de g, isto é
g()=g,(H)+eq, (1) +e’g,(1+... (4.69)

Entdo, torna-se possivel, substituindo (4.69) em (4.68), reunindo
os termos correspondentes as mesmas poténcias de € e igualando-o0s a
zero, transformar o problema ndo-linear traduzido pela equacgdo (4.68)

na seguinte cadeia de problemas lineares

Mg, (t)+Cqg,()+Kg, (1)=p"(1) (4.70)

Mg, (1)+Cgq,(D)+Kg,(1)=-9(g,.4,. D (4.71)
. . 29:(q,,9,)\ . 09:(q,:4,)

A_ffqzm+9g2<t>+5g2<t>=—9_1<t>7<——§-§——f-'——}-glctf{ff—.;—> (4.72)

Desta forma, torna-se possivel obter a caracterizagado proba-
bilistica da resposta do sistema ndo-linear, recorrendo apenas a

métodos focados anteriormente para sistemas lineares.

Com efeito, desprezando o contributo dos termos correspondentes
a poténcias de € de ordem superior a primeira, e supondo a excitagdo
estacionaria, conclui-se da equagédo (4.69) que o valor médio espectavel

da resposta é dado por

m,=E[g()]=E[q, ()]+eE[g,(1)] (4.73)
obtendo~se os valores médios E[g (1)] e Elg,(1)] a partir da resolugao
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dos problemas lineares traduzidos pelas equag¢des (4.70) e (4.71),
para o que se torna necessario calcular o valor médio da excitacio
correspondente ao segundo problema, E[g(g_o,go,t)], 0 que pode ser feito
a partir do conhecimento da distribuicdo de probabilidade da resposta
correspondente ao primeiro.

Por outro lado, a matriz das funcgées de inter-correlacio
instant&nea da resposta é dada por

R,(0)=Flgq"1=E[q,q; |+ e{E[q,a]]+ E[q,q7]) (4.74)

sendo o conhecimento da matriz E[q,g!] decorrente da resolugdo do
primeiro problema linear a que se refere a equag¢ao (4.70).

0 cdlculo da matriz E[gog_f] pode, por sua vez, fazer-se tendo en
conta que (v. eq. 2.51)

go(t)=/;m}lq(r)gq(t-r)dr (4.75)

g](t)=-ngq(r)g(go,go,t—r)dr (4.76)

pelo que

Hla.al]== [ h OE R 100 (@ eI (1w e, (4.77)

podendo o valor médio espectavel F[p?(t-rt, )g"(q,,q,,t1-T,)] calcular-se
tendo em consideragédo a equacio (4.75), as caracteristicas da excitacéo
aleatdria p?({) e as propriedades dos processos gaussianos [62]. No

. T o ' '
entanto, o calculo de Elg,g,]1 ndo se revela nada simples por esta via
na maioria dos casos.

Esta abordagem de andalise da resposta, inicialmente utilizada
por.Crandall [62] em sistemas de um ou dois graus de liberdade, foi
posteriormente utilizada por Lyon [148] em sistema continuos, e por
Tung [232)], que baseando-se numa formulacdo de estado, conseguiu
desligar as equacdes (4.70) e (4.71), criando um procedimento mais
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simples de calculo da matriz das fungdes de inter-correlacdo da
resposta em sistemas de N-GL.

As técnicas de perturbagdoc apresentam, no entanto, sérias
restrigdes, ndo sé porque a utilizagdo de termos do desenvolvimento
em série (4.69) correspondentes a poténcias de € superiores a primeira
leva a cdlculos extraordinariamente pesados e trabalhosos, mas também
porque ndo existe prova da convergéncia daquele desenvolvimento em
série.

A comparagdo de resultados obtidos através desta técnica com os
alcangados por técnicas de simulagdo, ou com o recurso a solugdes
exactas, permite porém concluir que o método de perturbacidoc conduz

a boas aproximagdes desde que as ndo-linearidades sejam pouco
acentuadas.

4.5 - 0 METODO DE LINEARIZACAO ESTOCASTICA EQUIVALENTE

4.5.1 - Conceito de sistema linear equivalente

O método de linearizacgédo estocastica equivalente teve a sua génese
numa técnica aproximada criada por Krylov e Bogoliubov [137] para
andlise da resposta de um sistema nido-linear a acgdes deterministicas,
posteriormente generalizada por Booton [31] e Caughey [45] ao caso
de excitagbdes aleatdrias.

A ideia basica subjacente ao desenvolvimento deste método consiste
simplesmente em procurar aproximar a resposta do sistema ndo-linear
pela resposta de um sistema linear equivalente, cujas caracteristicas
sdo determinadas de modo a minimizar alguma medida do erro cometido.

Considere-se entdo, para clarificar ideias, um sistema de 1-GL
com comportamento ndo-linear em termos de amortecimento e de rigidez,
sujeito a uma excitacdo aleatdria, que vamos comegar por Supor
estaciondria e de valor médio nulo, sendo o equilibrio dinémico

correspondente traduzido pela equacgéo
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q(t)+g(q,q,t)=p()/m - (4.78)

em que g(qg.,q,t) é uma fungdo caracterizadora das ndo-linearidades,

suposta impar em g e ¢, como sucede na maioria dos casos de interesse

préatico, levando a dque a resposta g(t) tenha valor médio nulo por
razdes de simetria.

A resposta deste sistema ndo-linear pode ser aproximada pela
resposta de um sistema linear equivalente, caracterizado pelos
parametros 3, e w,, obedecendo a equacgdo de equilibrio

G +B G +wiqt)y=p)/m (4.79)

A fixacgdo dos valores de 3, e w, é naturalmente funcdo da diferenca

€ entre os primeiros membros das equacgdes (4.78) e (4.79), sendo
€(t)=g(d.q.t)~B,G(t)~wiq(t) (4.80)

Um critério adequado para a escolha dos parémetros do sistema
linear equivalente consiste em minimizar o valor quadratico médio

E[€?], o que exige a satisfacdo das seguintes condigdes necessarias

0 21

aBeE[E 1=0

a 2 -

aweE[E 1=0 (4.81)

Conjugando estas condigdes com a equagdo (4.80), e resolvendo as
duas equagdes resultantes em ordem a BB, e w?, resulta que

3 _E[q”1E199(d.9)1-E[941E[99(q,q)]
’ E[q*]1E[4*]-E[qq]?

(4.82)

2_E[9°1F(q9(q.9)]1-E[qd1E[dg(qd,q)]

e F[q*1E[4%]1- E[qq)?

(4.83)‘

expressées que se podem simplificar, tendo em conta que, sendo o
processo de resposta estaciondrio e de valor médio nulo (v. Cap. 1)

E[q®]=02 FE[¢®]1=0¢2 E[qqg]=0 (4.84)
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peloc que

_E[99(9.q)] w2 £199(q.9)]

2 e 2
Og Oq

Be (4.85)

Deste modo, os parametros definidores do sistema linear equi-
valente, B, e w?, surgem expressos em funcdo da prépria estatistica
da resposta, o que tende a dificultar a sua determinagdo. No entanto,
© problema pode ser ultrapassado se se seguir uma via iterativa, co-
mecando por arbitrar valores iniciais para R, e w?, e calculando os
valores correspondentes de 02 e 0. Supondo-se a excitacio actuante
de natureza gaussiana, a resposta do sistema linear equivalente sera
do mesmo tipo, pelo que as variaveis (q,qg) obedecem a uma distribuicéo
de Gauss bidimensional, condicionada exclusivamente pelos valores das
varidncias 02 e 05. Por conseguinte, torna-se viavel o cdlculo dos
valores médios E[qgg(g.q)] e E[qgg(q.q)], tomandec como base essa
distribuicdo de probabilidade conjunta, podendo posteriormente
calcular-se os valores corrigidos de $, e w? a utilizar na iteracdo
seguinte, e assim sucessivamente até que se atinja a desejada con-

vergéncia.

4.5.2 - Formulacio do método para sistemas de N-GL com ndo-linearidades

simétricas sujeitos a excitacdes estaciondrias de média nula

Embora o método de linearizagdo estocastica equivalente tenha
comecado por se referir a sistemas ndo-lineares de 1-GL sujeitos a
excitacgbes aleatdrias [45], fol posteriormente objecto de diversas
contribuicées (Foster [104], Yang [241], Iwan [118], Atalik [11],
Spanos [209], Mason [153]) no sentido de o tornar aplicavel, de uma
forma simples e eficiente, a sistemas de N-GL sujeitos a excitagdes

estacionarias e mesmo ndo-estacionarias.

Considere-se entdo um sistema ndo-linear de N-GL sujeito a uma
excitagcdo aleatdria gaussiana, dque vamos comegar por supor carac-
terizada através de um processo vectorial estacionario de valor médio
nulo p?(t), sendo o equilibrio dinamico respectivo traduzido na sua

forma mais geral pela equagéo
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g(q.9,q,t)=p(t) (4.86)

0 que corresponde a admitir também a possibilidade de ocorréncia de
termos ndo-lineares fungdo do vector de aceleragdes _é_j_(t), embora tal
ndo se verifique normalmente nos problemas de Dindmica Estrutural,
onde as ndo-linearidades incidem geralmente sobre as matrizes de
amortecimento ou de rigidez, ou seja apenas sobre os termos funcao
dos vectores de velocidades Q(t) e de deslocamentos qg(1).

Suponha-se também que o vector g(é,g,g,t) é impar en g_,g e g,
situagdo em que se verifica a igualdade

9(q.9.9.1)=-g(-q.~g.~q.t) (4.87)
designando-se as ndo-linearidades por simétricas [211], e assumindo
entdo a média da resposta E[g(t)] valor nulo por razdes de simetria.

O objectivo do método de linearizagdo estocastica equivalente
consiste neste caso em aproximar a solugdo do sistema de equagdes
diferenciais nao-lineares (4.86) através da solugdo do sequinte
sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem

M,q()+C,a(t)+K q(t)= p(t) (4.88)

tradutor do equilibrio dinimico de um sistema linear equivalente,
caracterizado pelas matrizes de massa M, de amortecimento C, e de
rigidez K,  quando sujeito a mesma excitacdo actuante.

A definigdo daquelas matrizes & naturalmente fungio da grandeza
vectorial €(t¢) correspondente a diferenca entre os primeiros membros
dos sistemas de equacdes (4.86) e (4.88), ou seja

€(1)=9(9.9,9:)~M 4(t)-C,4(1)- K .q(t) (4.89)

tornando-se necessario, para este efeito, minimizar alguma grandeza
com ela relacionada. Embora nao exista um critério unico de minimizacdo
para fixacdo dos paradmetros do sistema linear equivalente (Patula e

Iwan [171]), o procedimento geralmente considerado como mais adequado,

no caso de excitacgdes de caracter aleatédrio,

consiste em procurar
minimizar o valor médio espectavel do quadrado

da norma euclidiana
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do vector €(t¢), ou seja
minimizar E[e€] (4.90)

Em virtude das propriedades do operador E[ ], esta condicdo de
minimizagido pode também expressar-se sob a forma

N
minimizar ) E[e?] (4.91)

im]

representando €; a componente de ordem I do vector €, definida por (v.

eq. 4.89)

N N N
€(1=9:(q.q.q.0)- ) mid,()- > c&a,; (- kig,(t) (4.92)
j=1 j=1 j=1

em que g;(q.49,q,!) representa a i-ésima componente do vector g, e mj,
ci; e ki, constituem os elementos da linha i e da coluna j das matrizes

M, C,e K, respectivamente.

Como a condig¢do (4.91) exprime a procura de minimizacgdo de um
somatdério de N parcelas ndo-negativas, o critério usado equivale tam-

bém a minimizacdo de cada uma das parcelas, ou seja corresponde a
minimizar F[e?] (4.93)

o que exige a satisfagdo das seguintes condigdes necessarias

B 2 i aei
—FE[e]]1=2F| ¢,—— |=0 (4.94)
an13~ L &rn;,
P [ ¢,
—F[€?]=2F] ¢, .:}0 (4.95)
oc¢i | 9¢Cy;
” Ty
E[e?1=2E| e,(— |=0 (4.96)
oki; | 2k

(i,j=1,2,....,N)

Substituindo nestas equagdes a expressdo de €; dada por (4.92),

resulta que
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N N N .

Y myEL[4,G,1+ ) chEld,d,1+ ) kiE(q,4,1=E[d,9:(4.g.q)]  (4.97)
=1 =1 =1

N N N L

> muEL4,g,]+ ) ciEl4,q;1* ) kiE[q,4,1=E[G,0:(3.9.9)] (4.98)
i=1 i=1 i=1

N N N
ZmuE[sz’;]"' ZC?zE[Qﬁ,']* Zksz[QIq/']=E[Q;Qi(g,g.g)] (4.99)
=1 =1 =1

(i,j=1,2,...,N)

o que equivale as seguintes relagdes matriciais

M,E[qq"1+C,Elqq"1+K Elgq"1=Flg(g.q.9)q"] (4.100)
M,E1qq"1+C,E[qq"1+K Flgq"1=EFlg(d.q.9)q"] (4.101)
M,E[qq"1+C Elgq"1+K Elgq"1=Flg(q.9.9)q"] (4.102)

Estas 3N equagdes, que traduzem as condigdes necessarias para a
satisfagdo da condigdo de minimizag&o (4.90), podem ainda expressar-se

de forma mais condensada se se introduzir o vector =z, tal que

z"=[q".q".q"] (4.103)

Elzz'1 €, )=Elzg"(2)] (4.104)

No entanto, a satisfagdo destas equacdes por parte das matrizes

1, C, e K, néo garante necessariamente a minimizagao de E[ng] ou, o

ue é equivalente, de E[€]], porquanto as condicdes (4.94) a (4.96),

le lhes deram origem, constituem condigdes neéessérias mas nao
ficientes para a ocorréncia de um minimo. '

Importa por isso comparar o valor de E[e?] relativo a M, C,e K,
! o0 valor correspondente E[e%] associado a um outro qualquer terno
natrizes M , C. e K., verificando-se as relagdes
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e* [ [}
m,:j = m”+Am”

o¥

cy =ciy*Acy (4.105)

ki =ki+ Ak

Utilizando, para esse efeito, um desenvolvimento em série de
Taylor de E[€%] em torno de mj;, ci; e ki;, e tendo em consideragdo que,
sendo E[€?] uma funcdo polinomial quadratica daqueles parametros (V.
eq. 4.92), sdo nulas todas as derivadas parciais de F[€?] de ordem
superior a segunda, E[e?.] pode exprimir-se através da equacgdo

N [oE[e? OF[€} OE[€e?
E[E?.]=E[Ei2]+ Z{.——E_Q—]Am‘e‘lﬁ-.—__[eﬂ-]Acfl.f. [e ]Ak:?] +
j=1 c’lnl-j 30” i

1 & [ 9%E[e? O%F[€?
oL S ZEED s e P p g
2 omgomyj 2C{oCH

: % E[e?
+-—————Akkakf,+-————[ : ]Amkacf,+
ok ok ompocy

+“-——52E[E?]Amkakf,+a—-—-—-————ZE[E‘?]Ackakf,> (4.106)
omi ok ocikoky

Esta equacido pode ser substancialmente simplificada se, por um
lado, se tiverem presentes as condigdes (4.94) a (4.96), que obrigam
ao anulamento das parcelas relativas ao somatério em J, e se, por
outro, se proceder ao calculo das derivadas parciais de segunda ordem
cruzadas intervenientes nesta equagdo, tendo por base a equagéo (4 .92),

resultando [195]
- 2 1 N 2
Elen]=Elef]+SE [Z(Q,Amfﬁqucfﬁquki,)} (4.107)
!u
Desta forma, chega-se & importante conclusao de que

E[e4]> E[€?] (4.108)

o que significa que, se existir um sistema linear caracterizadec por
matrizes de massa M, de amortecimento C e de rigidez K, satisfazendo
a equacdo (4.104), o valor correspondente de E[gTE] nunca é maior que
o relativo a qualquer outro terno de matrizes M_, C. e K,. Por outro
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lado, como a igualdade em (4.108) exige o anulamento do somatdrio em

j representado na equagdo (4.107), ou seja que

Z(q Amz} CI/ACU q; Aku) 0 (4.109)

]-

0 que equivale a dizer que as componentes do vector _z_T=[QT,g_T,£_jT} sdo
linearmente dependentes em qualquer instante do tempo ¢, conclui-se
também que, se essas componentes forem linearmente independentes, o
valor de E[gT_e_]. correspondente as matrizes M, C, e K, constitui

efectivamente um minimo absoluto.

A independéncia linear entre as diversas componentes do wvector
z"=[q",q".,q"] é alids também essencial para garantir a existéncia e
unicidade do sistema linear equivalente. Com efeito, para que a equagio
(4.104) possa ser resolvida em ordem a M, C, e K, obtendo-se
garantidamente uma solugdo Unica, é necessario que a matriz das funcées
de inter-correlagdo instantdnea da resposta E[EET] seja invertivel,
e portanto ndo singular. Ora de acordo com a Teoria das Probabilidades
[153], a matriz E[_z:_gT] é singular se e sé se a probabilidade de pelo
menos uma das componentes de 2 se poder exprimir como uma combinagio
linear deterministica das restantes for igual a um. Essa singularidade
significaria alids, em termos fisicos, que o verdadeiro nimero de
graus de liberdade do sistema seria inferior a N, sendo pois sempre
possivel eliminar todas as equacées de equilibrio redundantes, por
forma a garantir a ndo singularidade da matriz E[EET] e a correspondente
existéncia e unicidade do sistema linear equivalente.

Desta forma, a equagdo (4.104) possibilita sempre a determinacao
das matrizes M, C e K, caracterizadoras do sistema linear equivalente,
verificando-se apenas uma dificuldade adicional decorrente de aquelas

matrizes surgirem definidas em funcdo da proprla estatistica da
resposta desse sistema.

No entanto, o problema pode ser ultrapassado mediante o recurso

a um procedimento iterativo, em que as matrizes M .+ C, e K, comeganm

por ser arbitradas, caracterizando-se posteriormente a estrutura
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probabilistica da resposta do sistema linear correspondente, a partir
da qual podem ser conhecidos os valores médios E[ggT] e E[ggT(g)]
constantes da equagdo (4.104). Resolvendo esta equacdo em ordem a
M, C,eK, obtém-se as versbes corrigidas daquelas matrizes a utilizar
numa nova iterac¢do, prosseqguindo-se este procedimento até se atingir
a desejada convergéncia.

4.5.3 - A hipétese da natureza gaussiana da resposta e as condigoes
de Atalik-Utku

O cédlculo dos valores médios E[EgT] e E[EQT(E)], intervenientes

na equac¢ao (4.104), deveria em principio efectuar-se tomando por base
a verdadeira distribuicdo de probabilidade da resposta do sistema
nao-linear, a qual pode assumir um caracter ndo-gaussiano, mesmo que
a excitacdo actuante obedega a uma distribuigdo normal.

Ndo sendo obviamente possivel obter essa distribuig¢do, o meétodo
de linearizacdo estocastica equivalente introduz uma aproximagdo que
consiste em passar a admitir que ela coincide com a distribuigdo de
probabilidade correspondente a resposta do sistema linear equivalente.

Desta forma, e uma vez que a resposta de um sistema linear a uma
excitagdo gaussiana é igualmente caracterizada por uma distribuigéo
normal, este método pressupde também a natureza gaussiana do processo
de resposta, hipétese que, podendo ndo corresponder a verdade, cons-
titui o principal aspecto restritivo desta abordagem aproximada, nao
possibilitando, em especial, avaliar as repercussdes das
nao-linearidades sobre as caudas da distribuigdo de probabilidade
correspondente a resposta do sistema ndo-linear, e impedindo, por
este facto, uma caracterizagdo inteiramente correcta da probabilidade

de sobrevivéncia ou de ndo-excedéncia de barreiras pré-definidas.

Tomando, porém, como boa tal aproximagdo, que é alias essencial
ao desenvolvimento do método de linearizagdo estocastica equivalente,
torna-se possivel transformar a equagao (4.104), obtendo uma forma
mais simples e eficiente de caracterizagdo dos elementos das matrizes
M g_e e .]S.e‘

—
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Com efeito, langando méo da propriedade dos processos estocasticos
gaussianos vectoriais a que se refere a equagio (1.180), e pressupondo
que as fungdes (,(2), tradutoras das ndo-linearidades do sistema en
andlise, respeitam as condicdes de aplicabilidade dessa propriedade

antes enunciadas, o que genericamente sucede, pode escrever-se que

Elzg"(2)]=EFlzz"1E(J11g(2)]) (4.110)

em que J [g(z)] € a matriz Jacobiana de g(z), pelo que, substituindo
(4.110) em (4.104), se obtén

KT

Flzz"1§ €, p=Elzz"1E{J]19(2)]) (4.111)
MT

Admitindo-se que a matriz E[g_z_T] € ndo singular, por razdes ja
antes apontadas, esta equagdo apresenta pois a seguinte solugdo unica

KT
¢, )=E{4ilg(2)]) (4.112)
MT

Referindo-nos directamente as componentes g, g e g do vector z,
esta equacdo pode escrever-se também sob a forma

M J409(g.9.9)]
C, )=E{ J,09(q.9.9)] (4.113)
Jla(a.q.q)]

extraindo-se dela a conclusio de que os elementos das matrizes M,
C, e K, obedecem as seguintes condigdes

a { Q ] . ]
g=E ———-———-g’(g'..g g) (4.114)
24 ;

a { “9‘ ’
ci=E w (4.115)
2q
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] 39’1(@’@7»@)}
ki'=E ———— T T (4.116)
! [ °q,

Estas equagbes, devidas a Atalik e Utku [11], substituem pois
com vantagem a equagdo (4.104), desde que satisfeitas as condigdes
consideradas na sua dedugdo, definindo de forma explicita os
coeficientes das matrizes do sistema linear equivalente, o due
possibilita mesmo, em muitos casos de menor complexidade, uma solugao

analitica directa do problema sem recurso a técnicas iterativas.

Estas equagdes permitem ainda constatar que as matrizes M, C_ e
K, sdo simétricas nos casos em que as ndo-linearidades estiverem
associadas a potenciais W(q), V(q) e U(g), de tal forma que as equagdes
de equilibrio se possam exprimir sob a forma

oy )___aW(g'_)+aV<c‘z_)+aU<g_>
g g_’g.'g adi aqi aq:'

(4.117)

4.5.4 - Alguns aspectos praticos sobre a utilizagio do método de linearizagao
equivalente

A formulacdo do método de linearizagio estocastica equivalente,
tal como foi descrita nas duas secgdes anteriores, possibilita o facil
desenvolvimento de rotinas de calculo simples e eficientes, destinadas
a caracterizacdo estatistica aproximada da resposta de um sistema
ndo~linear de multiplos graus de liberdade, com néo-linearidades
simétricas, a uma excitagdo aleatdria traduzida por um processo
estocastico vectorial gaussiano estacionario de valor médio espectavel
nulo.

Com efeito, quer a equagdo (4.104), quer as condigdes de
Atalik-Utku, expressas pelas equagdes (4.114) a (4.116), permitenm
definir os elementos das matrizes de massa, de amortecimento e de
rigidez do sistema linear equivalente em fungdo das respectivas
caracteristicas estatisticas da resposta, abrindo duas vias possiveis
para a resolucgdo pratica do problema.
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A via mais geral, que possibilita o facil desenvolvimento de uma
rotina de cdlculo, mesmo no caso de sistemas de maior complexidade,
consiste no recurso a uma técnica iterativa, em que se comeganm por
arbitrar os valores iniciais dos elementos das matrizes M, C e K,
determinando em seqguida a matriz de covaridncia da resposta do sistema
linear equivalente E[:z__z_T]. Uma vez conhecida esta matriz, podem
calcular-se os valores corrigidos de M, C,e K, a utilizar na iteragio
seguinte, quer recorrendo & equagao (4.104), o que envolve o cdlculo
do valor médio F[2g7(2z)] e a inversdo da matriz E[zz'], quer, o que
é substancialmente mais simples, utilizando as condigdes de
Atalik-Utku, (4.114) a (4.116), que fornecem directamente os elementos
mi;, ci e kj;, a partir do cdlculo dos valores médios espectaveis das
derivadas parciais de ¢;(¢,9.q) em ordem a §;, ¢; e g, respectivamente.
Estes valores médios podem ser facilmente quantificados com base nas
propriedades dos processos gaussianos, devendo este procedimento ser
repetido sucessivamente até que seja alcancada a necessaria con-
vergéncia.

Em certos casos de menor complexidade, pode no entanto seguir-se
uma outra via que, tomando por base as condi¢des de Atalik-Utku,
possibilita mesmo uma resolugdo analitica directa sem recurso a
quaisquer técnicas iterativas. Com efeito, sendo cada g; fungdo
ndo-linear de Q, g_ e g, os valores médios das derivadas parciais
indicados nas equagbes (4.114) a (4.116) constituem momentos
estatisticos conjuntos de ordem normalmente superior a segunda,

envolvendo as diversas componentes do vector z'=[qg’,q7,q"].

Todavia, todos os momentos de ordem superior podem ser expressos
em fungdo dos momentos de seqgunda ordem, através da aplicacio repetida
da propriedade a que se refere a equagdo (1.180).

Por conseguinte, encontrando-se todos os parametros caracteri-
zadores do sistema linear equivalente expressos em funcdo da matriz
de covaridncia da resposta respectiva, a resolucdo deste sistema
linear, através de um dos métodos conhecidos para o efeito, conduz
directamente ac conhecimento da matriz E[E_z_T].

Ressalta pois claro, da descricdo sumaria destas duas vias
possiveis de resolugdo do problema, que a forma utilizada por Atalik
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e Utku para traduzir as condig¢des necessdrias para a minimizagdo do
valor médio E[ng] veio introduzir no método de linearizacédo estocastica
equivalente uma consideravel simplicidade em termos de utilizagéo
corrente, aumentando significativamente a eficiéncia das rotinas de
calculo em relacdo a versdes anteriores do método apresentadas por
Caughey [45], Foster [104] e Yang [241].

Independentemente da opg¢do tomada quanto a utilizagdo de uma
técnica iterativa ou de resolugdo directa, o método de linearizagéo
equivalente envolve sempre a resolugdo de um sistema linear, o que
pode naturalmente fazer-se recorrendo a qualquer dos métodos referidos
para o efeito no Capitulo 2.

Apesar disso porém, ha sempre vantagem em atender a alguns aspectos
particulares, no sentido de escolher a formulagdo mais adequada a
resolugédo do sistema linear, em especial quando se recorre a técnicas
iterativas que envolvem a repeticdo sucessiva de cdlculos daquele

tipo.

De uma forma geral, pode dizer-se que a escolha do método depende
em larga medida das caracteristicas da excitagédo actuante. Assim,
sendo a excitacdo idealizavel através de um ruido branco, a utilizagao
de uma formulacdo de estado, envolvendo uma abordagem no dominio do
tempo, revela-se frequentemente vantajosa para estruturas de dimenséo
média, podendo no entanto deixar de o ser no caso de excitagdes
coloridas, particularmente aquelas gque envolvem a introdugdo de
pré-filtros de ordem relativamente elevada, ja que estes levam a um
aumento significativo da dimensdo do problema, tornando-se entéo
preferivel seguir uma formulagdo baseada nas relagdes estocasticas

excitacdo-resposta no dominio da frequéncia.

4.5.5 - Consideracio de nao-linearidades nao-simétricas ou de excitagoes

estaciondrias de média nao-nula

0 método de linearizacdo estocastica equivalente, tal como foi
exposto até aqui, pressupbe gque as ndo-linearidades do sistemna,
traduzidas pelo vector g(¢,¢.q), sdo simétricas, facto que leva a que
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o valor médio espectavel da resposta E[q(t)] seja nulo.

Embora se constate que essa hipétese corresponde efectivamente
a maior parte das ndo-linearidades de interesse pratico, ha no entanto
todo o interesse em identificar as modificagdes a ter em conta nos

casos em que a fungdo g(g.¢.q) ndo é impar em g, g e g

Nessa situagdo, o valor médio da resposta £[g(l)] deixa de ser
nulo, mesmo que o processo de excitagdo tenha média nula, o que aliéas
sucede também, quando o valor médio da excitacgdao E[p_"(t)] toma valor
diferente de zero, gqualquer que seja o tipo de ndo-linearidade.

Por conseguinte, os processos vectoriais estacionarios de
excitagdo e de resposta podem considerar-se de uma forma geral
expressos pelas relagdes '

p(t)=pi)+m (4.118)

g(t)=q ()+m,_ (4.119)

em que pl(t) e q,(t) sdo os correspondentes processos de média nula,

em ,em, sdo os respectivos vectores de valores médios.

Substituindo estas duas relagdes na equagdo de equilibrio dindmico
do sistema ndo-linear

g(q.9,9,t)=p(t) (4.120)

e aplicando o operador EF[ ] a ambos os membros, resulta que
£19(g,.9,.9,*m)]1=m , (4.121)
Subtraindo membro a membro estas equagdes, obtém-se por seu lado

h(q,.q,.9,m, . t)=pit) (4.122)

em gque

h(q,9,9, m, 1)=9(4,.9,.9,+m )~ E[g(d,.4,.q,+m )] (4.123)
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Desta forma, pode continuar a utilizar-se o método de linearizagéo
estocastica equivalente, aproximando a equagdo (4.122) pela equagao

M,q,(0)+C,q,(D+K g ()=p](1) (4.124)

correspondente ao equilibrio dindmico de um sistema linear equivalente
sujeito a uma excitagdo traduzida pelo processo de média nula p;(1),
desde que simultaneamente se tenha em consideragdo a equagdo (4.121).

O estabelecimento de uma rotina de cdlculo iterativa pode assim
continuar a ter lugar, comegando por arbitrar os valores iniciais,
ndo soé das matrizes M, C e K,, mas também do vector m .. Dessa forma,
resolvendo o problema linear a que se refere a equagao (4.124), pode
chegar-se ao conhecimento da matriz de covaridncia da resposta expressa
em termos do processo vectorial _§Z=[QZ’9_Z"EJ_ZL naturalmente coinci-
dente com a matriz de covaridncia relativa a §T=[QT.QT,QT], o que
possibilita ndo s6 calcular os valores corrigidos dos elementos das
matrizes M, C,6 e K,6 do sistema linear equivalente a partir das

condicgdes de Atalik-Utku, ou seja

. [on(a,:9,4. ™)
mij._.g[ ¥ (4.125)
t]
Oh(G,1qe 9, M)
C?jsE — —-o_ == (4.126)
oq;
. ON(Qy1 9010t M) (4.127)
u oqi

mas também estabelecer N equagdes algébricas com base na equagao
(4.121), que possibilitam quantificar os valores corrigidos dos

elementos de m_a utilizar numa iteragdo seguinte.

4.5.6 - Extensio do método a andlise da resposta a excitacoes

niao-estaciondrias moduldveis

O método de linearizagéo estocastica equivalente, para além de

se revelar uma formulacdo simples e eficiente, utilizavel para a
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andlise da resposta estacionaria de sistemas niao-1ineares de miltiploes
graus de liberdade, apresenta ainda a grande vantagem de ser facilmente
extensivel ao tratamento de excitagdes ndo-estacionarias.

A extensdo do método a andlise da resposta a excitacdes deste
tipo €& relativamente recente, tendo sido objecto de diversas
contribuigdes por parte de varios investigadores [2, 153, 197].

A principal dificuldade nessa generalizacdo advém do facto de as
caracteristicas do sistema linear equivalente serem, como se sabe,
fungao da distribuigdo probabilistica da resposta, o que leva a que,
tendoc esta caracter néo-estaciondrio, as matrizes de massa, de

amortecimento e de rigidez do sistema linear equivalente deixenm de
ser constantes no tempo.

Considere-se entdo um sistema ndo-linear de N-GL, sujeito a uma
excitagdo aleatéria idealizada atraveés do processo estocastico
vectorial ndo-estacionario pi(t). supondo que as ndo-linearidades se
verificam exclusivamente nos termos que sao fungdo de velocidades ou
de deslocamentos e nao de aceleragdes, como alids costuma suceder nos
problemas de Dindmica Estrutural e de Engenharia Sismica, a equacgio
de equilibrio dindmico correspondente toma a forma

Mg()+g(g.q.t)= pi(t) (4.128)

ou, em termos de variaveis de estado, com y'=[g7,g7]

y(t)=a(y.t)+x(1) (4.129)
com
a(y,t)=< ,19({) }x(t)=< _19 > (4.130)
- M g(g.q.0)) = M= pI
Comegando por supor também, por simplicidade, gque as

ndo-linearidades tém natureza simétrica e que a excitagdo tem valor

médio nulo, a solucéo daquele sistema de equacdes diferenciais
ndo-lineares pode ser aproximada através da solugédo do sequinte sistenma
de equagbes diferenciais de segunda ordem

306



Resposta Aleat6ria de Sistemas Nao-Lineares

M_Q(D*Qe(t)g(t)'*ﬁe(t)g(tF_éf(i) (4.131)

tradutor do equilibrio dindmico de um sistema linear equivalente,
cujas matrizes de amortecimento e de rigidez sdo fungdo do tempo.

Introduzindo o vector de estado y(t!), este sistema pode também
ser transformado num outro de 2N equagbdes diferenciais de primeira
ordem, obedecendo & relagdo matricial

y()=A,()y@)+x(t) (4.132)

em que

0 I
é"(t){‘ﬂ'lﬁe(‘) ‘M_IEG(U] (4.133)

A semelhanca do sucedido na anidlise da resposta estacionaria, a
definigdo das matrizes C, (1) e K (1) decorre da minimizacdo de alguma
grandeza relacionada com a norma euclidiana do vector €(!) corres-
pondente a diferenga dos primeiros membros das equagdes (4.131) e
(4.128), ou seja

e(t)=g(q.g.1)-C,()g(t)-K ,g(¥) (4.134)

Utilizando como critério para a determinagdo dos valores
instantaneos dos elementos das matrizes de amortecimento e de rigidez,
a minimizacdo do valor médio espectéavel do quadrado da norma euclidiana
do vector €(f), ou seja

minimizar gre()Te(t)] (4.135)
pode facilmente concluir-se, seguindo um raciocinio semelhante ao
utilizado em 4.5.2, que as condigbes necessarias para a satisfagdo
da condicdo de minimo podem ser expressas pela relagao matricial

P KT :
Ely(Dy(t)'] = Elygly. )] (4.136)
S N OL) B
Por outro lado, admitindo novamente o caracter gaussiano da
resposta, as condig¢des de Atalik-Utku podem ser facilmente gene-

ralizadas ao caso da resposta ndo-estacionaria, obtendo-se que
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2g:(q.q.t) 29:(q.q.t)
@ = —— = ke tY=F| —=— = ° . ,
¢y () E[ 3, } 5 (1) [ >, (4.137,138)
ou, o que & equivalente
oa(y,t)
a?-(t)=E[——— } (4,139

sendo aj;(!) o elemento da linha ie da coluna j da matriz A, (1), e a;(y,1)
a i-ésima componente do vector a(y,t).

Por conseguinte, a andlise estocastica da resposta nio-
-estaciondria do sistema ndo-linear pode continuar a realizar-se de
forma aproximada através do método de 1linearizagfdo equivalente,
utilizando ao longo de sucessivos instantes de tempoc uma técnica
iterativa semelhante & j& anteriormente descrita para a analise da
resposta estacionaria.

A Unica diferenga reside no facto de as matrizes de amortecimento
e de rigidez do sistema linear equivalente ndo serem invariantes no
tempo, facto que alias exige a introdugdo de algumas modificacdes em
relagdao a formulacido de estado apresentada em 3.3.1, destinada ao
tratamento de sistemas lineares.

Com efeito, sendo a matriz A, fungdo do tempo, a solugdo de um
sistema de equagdes diferenciais deterministicas com a forma da equagéo
(4.132) deixa de ser dada por (2.160), passando a ser [5]

3_/(t)=Z(t)3_/(O)+Z(t)fo YN (tx(t)dt (4.140)

em que a matriz Y (1) é a solugdo da equagdo homogénea

Y=A ()Y (4.141)
com a condigdo inicial
Y(0)=1 (4.142)
sendo
Z_(t)=exp{j;tée(u)du> (4.143)
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Por outro lado, a evolugdo temporal da matriz de covaridncia
instantidnea da resposta é definida, de acordo com (2.172), pela equagédo

B, (0= A, (DR, (D +1 (DA MT+Ex Oy OTT+E[y(Dx ()] (4.144)

podendo, entédo, as terceira e quarta parcelas do segundo membro
exprimir-se exclusivamente em fungao das caracteristicas da excitacao

actuante e do sistema linear com base na equagdo (4.140).

Assim, multiplicando ambos os membros desta equagdo por E(I)T e
aplicando o operador E[ ], obtém-se que

ELy(D)x()T1=Y (O E[y(0)x(t) ]+ szotz"(r)E[»_c(r)gg(t)’"]dr (4.145)

concluindo-se pois que, se as condigbes iniciais ndo estiverem

correlacionadas com a excitagdo actuante
]
E[y(t)x(t)ﬁ=>’(t)f Yy MO E[x(t)x ()T 1dT (4.146)
y(t)x Y| ¥ x(t)x

sendo

Elx(Dy(OT1={Ely()x(®) ] (4.147)

Um caso particular de especial interesse é aquele em que a

excitagdo é tal que

pi(t)=8(1)p (1) (4.148)

sendo 0(t) uma matriz de fungdes de modulagao deterministicas e Bﬁ(t)
um processo estocastico vectorial estacionario, verificando-se entdo,

tendo em conta (4.130), que
o 0
E[x(t)x(t)']= 0 M—IQ(T)EP(J(I_T)QU)TM—IT (4.149)

Se, para além disso, © processo pi(t) for do tipo ruido branco,
q
caracterizado por uma matriz de densidades espectrals constantes S?,

tal que
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R q(t—t)=2n8fq6(t—~c) (4.180)
—p =2
a equacdo (4.149) da lugar a

0 0
Ty - T .
E[x(0)x (1) ]=2mb(t ”[9 M0 S 0ty M } (4.151)

Assim, substituindo (4.151) em (4.146), e atendendo as pro-
priedades da fungdo impulso, obtém-se que

Ely(x () 1=nS (1) (4.152)
sendo
0 0
= T T 4,
§o(t) 9 M_lg(t)s_s_: Q(t)TM 1 ( 153)

o que permite concluir que a evolugdo temporal da matriz de covariancia
instantanea 1, (i) é regulada pela equagdo (V. eq. 4.144)

W(D= A, (Op D+ (DA +218 (1) (4.154)

Nestas condigbes, a analise da resposta ndo-estacionaria de um
sistema nfdo-linear a uma excitacdo de tipo ruido branco modulado pode
continuar a fazer-se desenvolvendo uma rotina de calculo iterativa,
cujas diferengas essenciais em relagdo ao procedimento utilizado no
caso de excitagdes estacionarias consistem, por um lado, em os
pardmetros do sistema linear terem de ser recalculados ao longo de
sucessivos instantes, e, por outro, a determinagcdo da matriz de
covaridncia instantdnea da resposta do sistema linear resultar da
resolugdo do sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem a que

se refere a equagdo (4.154) e ndo da resolugdo de uma equagdo algébrica
de Liapunov,.

Esta técnica pode inclusivamente ser estendida ao caso de
excitagdes coloridas moduladas mediante o recurso a filtros, a
semelhanga do gue foi j& anteriormente referido para os sistemas
lineares. O unico inconveniente desta via pode consistir num grande
aumento da dimensdo do vector de estado y(t), em resultado da
consideragdo das equagdes de equilibrio do conjunto sistema-~filtro.
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Uma técnica alternativa introduzida por Sakata e Kimura [197] consiste
em calcular as terceira e quarta parcelas do segundo membro da equagao
(4.144) através de um algoritmo recursivo.

E de realcar ainda que, embora a formulagdo desenvolvida neste
ponto tenha pressuposto a existéncia de uma excitagdo de média nula
e de ndo-linearidades simétricas, ela é muito facilmente generalizavel
aos casos de excitacdes de média ndo-nula e/ou de ndo-linearidades
nio-simétricas, havendo apenas que proceder entdo a introdugdo de
modificacées em tudo semelhantes as referidas em 4.5.5. Um outro
procedimento pode, no entanto, também ser sequido. Com efeito, podendo
o processo de resposta decompor-se em cada instante em duas compo-

nentes, de acordo com a relagao

y()y=m (t)+y, (1) (4.155)

sendo @y(t) o valor médio espectavel do processo de resposta e y (1)
um processo vectorial de valor médio nulo, a equagdo (4.132) pode

passar a escrever-se sob a forma
y(=a (t)+A (y (1)+x(t) (4.156)

en que
a,(t)=4,(m, (t) (4.157)

Considerando o vector €(t) definido pela diferenga dos segundos

membros das equagdes (4.129) e (4.156), ou seja
e()=aly.t)-a, ()= 4,0y, 1) (4.158)

e impondo, como é habitual no método de linearizagdo estocastica
equivalente, a minimizacdo do valor médio do quadrado da respectiva
norma euclidiana, pode concluir-se, tendo em conta as seguintes

condigbdes necessarias a satisfagdo daquela condigao de minimo

2 2
PELe(D®]_ GE[e()’]_

(4.159)
oaj oag;

que o vector a,(t) e a matriz A (i) devem verificar as seguintes relagodes
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a, (t)=Ela(y.t)] (4.160)

AWE[y,(Dy (O ]=E[aly Dy, (O] (4.161)

Desta forma, uma resolugdo iterativa do problema torna-se também
possivel com base nestas duas equacdes. Assim, uma vez arbitrados os
valores iniciais de a,(l) e A, (1), pode determinar-se a matriz de
covaridncia instantdnea da resposta do sistema linear através da

resolugdo do sistema de equacgdes diferenciais

b, (0= A, (Op (D+p (DA T+21S (1) (4.162)

Uma vez conhecida a matriz de covariancia By(t), bem como o vector
de valores médios m (!) através da equagdo (4.157), torna-se viavel
calcular os valores médios constantes do segundo membro das equagdes
(4.160) e (4.161), e a partir dai recalcular os valores de a,(l) e
A,(t) a utilizar numa iteragdo seguinte, para o que se torna necessario
proceder a inversdo da matriz p (1)=E[y,()y, ()71

4.5.7 - Precisao dos resultados obtidos

A precisdo do método de linearizagdo estocastica equivalente pode
ser analisada, quer confrontando os resultados obtidos através dele
com solugdes  exactas alcancadas com ©base na equacdo de
Fokker-Planck-Kolmogorov, quer recorrendo & comparagdo com os valores
conseguidos mediante simulacdes numéricas.

O recurso a primeira via fica no entanto limitada aos casos enm
que a resposta e markoviana e estaciondria, e em que, por outro lado,
a correspondente equagdo de FPK apresenta uma solucdo exacta conhecida.
Apesar destas fortes restrigdes, esta via foi utilizada por diversos
autores, designadamente por Iwan e Yang [124], Yang [241], Atalik
[12], Roberts e Spanos [195].

A utilizagdo de técnicas de simulacdo digital assume assim a
maior importédncia no caso de sistemas ndo-lineares de miltiplos graus
de liberdade e de excitagbes de natureza quer estacionaria, quer

312



Resposta Aleatdria de Sistemas Nao-Lineares

ndo-estacionaria, tendo esta via sido seguida também com idéntico
objectivo por varios investigadores, como &€ o casc de Spanos [211],
Iwan e Mason [121] e Sakata e Kimura [197].

Desses estudos, bem como dos exemplos de aplicacdo apresentados
no final dos capitulos 4 e 5 da presente dissertagdo, tratados com
base em programas de calculo propositadamente elaborados, pode
retirar-se a conclusido essencial de que o método de linearizagéo
estocdstica equivalente conduz a excelentes aproximagdes dos momentos
estatisticos de primeira e segunda ordem da resposta, verificando-se
gque os erros relativos encontrados (na gama dos 0 a 20%) sao
relativamente reduzidos, mesmo em muitos casos de ndo-linearidades
acentuadas, sendo perfeitamente toleraveis no dominio das aplicag¢des

praticas em engenharia de estruturas.

Apenas no que respeita & caracterizacdo das caudas da distribuigdo
probabilistica da resposta, € que o método de linearizagdo equivalente
ndo é geralmente considerado tao fiavel, Jj& que, baseando-se na
hipdtese de natureza gaussiana da resposta, ndo torna possivel avaliar
os efeitos das nao-linearidades sobre a resposta ndo-gaussiana do
sistema, podendo introduzir erros um pouco mais significativos na
estimativa da probabilidade de ndo-excedéncia de uma dada barreira

ou do valor médio dos picos da resposta.

Apesar de tudo, convira realgar que, mesmo deste ponto de vista,
os erros cometidos sdo em muitos casos pouco relevantes, em particular
no dominio da engenharia sismica, em virtude do elevado grau de

incerteza associado & caracterizagdo da excitagdo actuante.

4.6 - O METODO DE NAO-LINEARIZACAO ESTOCASTICA EQUIVALENTE

A descricdo anteriormente efectuada do método de linearizagéo
estociastica equivalente, embora tenha contribuido para salientar as
suas notaveis potencialidades como forma de abordagem aproximada da
resposta aleatéria estacionaria ou ndo-estacionaria de sistemas
ndo-lineares de miltiplos graus de liberdade, permitiu tambem
identificar o seu principal ponto fraco, que consiste na impossi-
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bilidade de prever em que medida as ndo-linearidades do sistema poden
originar afastamentos significativos da verdadeira distribuicso
nio-gaussiana da resposta em relagdo a distribuigdo normal obtida,
facto que, em diversos casos, inviabiliza um rigoroso tratamento gog

problemas de primeira passagem.

Sendo esse aspecto uma consequéncia da substituiglo do sistep
nido-linear por um sistema linear equivalente, o que leva a que, sendo
a excitagdo gaussiana a resposta também o seja, pode pensar-se ey
ultrapassar aquela dificuldade tomando antes como sistema equivalente

um outro sistema ndo-linear, mas cuja solugdo exacta seja conhecida,

Esta abordagem alternativa, conhecida por néao~linearizagio
estocdstica equivalente, fol introduzida recentemente por Caughey
[48], sofrendo no entanto das fortes limitacgdes ja conhecidas relativas
a razoabilidade da aproximagdo markoviana da resposta e ao conhecinmento
de solugdes exactas da correspondente equacdo de FPK.

No caso de sistemas ndo-lineares sujeitos a excitacgdes aleatdrias
estaciondrias, esta via torna porém possivel conseguir, em diversos
casos, aproximagdes bastante precisas da distribuicdo de probabilidade

ndo-gaussiana da resposta, e consequentemente estimativas rigorosas
da fiabilidade do sistema.

A titulo de exemplo, considere-se um sistema nido-linear de 1-GL
sujeito a uma excitagdo gaussiana estacionaria w(t) idealizada através
de um ruido branco de média nula e densidade espectral S,, sendo a
respectiva equacdo de equilibrio dindmico

GU)+g,(d,q.t)+g,(q,t)=w(t) (4.163)
em que as fungbes g, e g, traduzem as ndo-linearidades existentes.

Embora a resposta do sistema possa ser traduzida por um processo
de Markov, a correspondente equagdo de FPK ndo tem solucgdo exacta
conhecida. O mesmo ndo sucede porém com o sistema ndo-linear a que
se refere a equagdo de equilibrio

GY+h(V)q(t)+g,(q.t)=w(t) (4.164)

sendo h(V) uma fungdo da energia total
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v 2

V=(12—+U(q) (4.165)
com
v(@)- ["ga(a)da (4.166)

ao qual se encontra associada uma equagdo de FPK cuja solug¢do exacta
é (v. eq. 4.28 e 4.31)

1 14
p(q,c])=Cexp[—nS fo h(u)du:| (4.167)

Por conseguinte, a resposta do sistema n&do-linear a que se refere
a equacgao (4.163) pode ser aproximada pela resposta deste outro sistema
ndo-~linear, desde que a fungao h(lV) seja escolhida por forma a minimizar
¢ valor quadratico médio da diferenga entre os primeiros membros das

equacgdes (4.163) e (4.164), ou seja
minimizar E[€?] (4.168)
em que
€(t)=g.,(q,q,t)~h({V)q(t) (4.169)
A definicgdo de h(V) pode ser realizada através do produto

R(VY=c,h (V) (4.170)

em que h,(V) é uma funcdo arbitrada em fungdo das caracteristicas de
g.:(g,q,t), e c, € uma constante escolhida por forma a verificar-se a

0 . P 2 ’ N . 4 ~ 2
segquinte condigdo necessaria para a minimizagéo de E{€”]

dF[e?)]
dc,

=0 (4.171)

Impondo a satisfacédo desta condigdo, e atendendo & equagédo (4.169),

pode obter-se que

. - FLaRa(1)9:1(d. )] (4.172)
E[G*ho(V)]

Nestas condigdes, o valor da constante c¢,, caracterizadora do
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sistema ndo-linear equivalente, pode ser quantificado, calculando-se
os valores médios indicados nesta equagdo com base na funcdo densidade

de probabilidade conjunta p(q,qg) expressa pela equagdo (4.167), a
qual é também fungao de c,.

Uma vez determinado o valor dessa constante, a distribuicdo de
probabilidade da resposta do sistema em andlise é definida pela funcéo
p(q.q) a que se refere a equagio (4.167) com h(V)=c,h, (V).

Como é evidente, a precisdo dos resultados encontrados depende
da fungao h,(V) arbitrada, aumentando naturalmente a medida que a
fungédo ¢c.h,(IV)g tenda a melhor ajustar-se a fungédo ¢g,(q.q).

4.7 - OS METODOS DE TRUNCATURA GAUSSIANA E NAO-GAUSSIANA

A completa caracterizagdo da estrutura probabilistica instantanea
da resposta do sistema ndo-linear a que se refere a equacio de
equilibrio dindmico (v. eg. 4.2)

y(t)=a(y.t)+x(t) (4.173)

pode ser efectuada ndo sé através do conhecimento da hierarquia de
fungdes densidade de probabilidade multidimensionais p.(Y), como
também através das hierarquias de funcdes caracteristicas C.(0), de

momentos estatisticos m,(Y,,Y,,...,Y,) ou de cumulantes k,(Y ;.Y ;,....Y 1),
sendo Y;=v,;(t) e n=2N.

Por ocutro lado, a familia de fungdes densidade de probabilidade
P.(¥) do processo ndo-gaussiano de resposta é susceptivel de um
desenvolvimento em série em termos das fungdes homdlogas pg(z),
correspondentes aoc processo vectorial gaussiano de iguais cumulantes
de primeira e segunda ordem, e dos quasi-momentos b, (Y, Y, ..,Yy), de
acordo com a seguinte expressio (v. eq. 1.165)

© -1 r n P o )
pn(Z)=<l+"Zag-r—-!-)—i'jmz”l_lb,(}’i,Y,,...,Y,).(ayi)(ayj)...(ayl)>pﬁ(Z)

(4.174)
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Podendo os quasi-momentos relacionar-se com os cumulantes (v.
eqg. 1.162) e estes com os momentos estatisticos (v. eq. 1.14 a 1.17),
as fungdes densidade de probabilidade multidimensionais né&o-
-gaussianas p,(Y) podem ser definidas de forma aproximada a partir
do conhecimento dos momentos estatisticos da resposta até uma dada
ordem, efectuando uma truncatura do desenvolvimento em série expresso
pela equagdo (4.174), de forma a ter apenas em consideragéo o contributo

de um creto numero de termos desse desenvolvimento.

E nessa ideia alids que se baseiam os chamados métodos de
truncatura, que apoiados na Teoria dos Processos de Markov e nas
regras matematicas do Calculo Estocastico, procuram gerar equagdes
de momentos estatisticos da resposta de ordem sucessivamente cres-

cente, por forma a possibilitar a sua determinacgédo.

Por essa razido, a aplicabilidade de tais técnicas de geracgado das
equacdes de momentos exige que a excitagfo actuante seja idealizavel
através de um ruido branco (estacionario ou ndo-estaciondrio), ou
que, caso tal ndo se verifique, possa ser interpretada como a resposta
de um filtro a uma excitagdo desse tipo, traduzindo jd a equagdo
(4.173) o equilibrio dindmico do conjunto sistema-filtro. Por outro
lado também, as ndo-linearidades traduzidas (v. eqg. 4.1) através das
fungdes QKQyQ,D devem poder ser expressas, pelo menos de forma
aproximada, através de uma soma algébrica de produtos de poténcias

inteiras das componentes de g e g.

A truncatura da hierarquia das equagdes de momentos levanta porém
um problema fundamental, gue consiste na impossibilidade aparente de
fechar o sistema de equacdes resultante, devido ao aparecimento de
momentos de ordem superior ao nivel de truncatura utilizado, por
efeito dos termos ndo-lineares, o que leva a existéncia de um numero

de incégnitas superior ao numero de equagdes.

Esse problema ndo é no entanto insoluvel, podex‘ldo ser ultrapassado
truncando o desenvolvimento em série de p,(Y) apds um numero adequado
de termos, e exprimindo os momentos de ordem superior em fungdo dos
de ordem inferior, a custa das relagdes j& conhecidas entre momentos

e cumulantes ou momentos e gquasi-momentos.
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O nivel mais baixo de truncatura corresponde naturalmente a tomar
em consideracdo exclusivamente o primeiro termo do desenvolwvimento
em série (4.174), ou seja, a assumir que a resposta é caracterizada
por uma distribuig¢do normal, a qual é, como se sabe, unicamente funcéo
dos momentos estatisticos de primeira e segunda ordem.

Por conseguinte, a determinag¢ido desses momentos, que constituen
o vector dos valores médios m (t) e a matriz de covariédncia B, (1),

exige a escrita das duas equagdes que regulam a respectiva evolucic
temporal.

A primeira dessas equagdes pode obter-se aplicando o operador
E[ ] a equagdo (4.173), donde resulta que

m ()=Ela(y,t)]+m (1) (4.173)

Uma segunda equagdo, regulando a evolucdo temporal da matriz de
covariéncia Ey(t)' pode obter~se directamente da Teoria Matematica das
Equagbes Diferenciais Estocasticas [196], sendo

i, (O=Flaly. 0y, 0]+ E[y,aly.H7 ]+ 21 (1) (4.176)

em que

Y, () =y(t)-m (1) (4.177)

e S (t) representa a matriz das densidades espectrais conjuntas
relativas ao processo vectorial de excitagdo do tipo ruido branco
gaussiano evolutivo de valor médio nulo X, ()=x{)-m (D).

A titulo exemplificativo, e no sentido de facilitar a compreensao
da forma de aplicagdo pratica do método de truncatura gaussiana,
considere-se o seguinte sistema n&o-linear de 1-GL com uma
ndo-linearidade cibica em termos de rigidez, cujo equilibrio dindmico
€ traduzido pela equagdo diferencial de segunda ordem

G +cq(t)+eq(t)®=w(t) (4.178)

ou, o0 que € equivalente, pelas duas equagbes diferenciais de primeira
ordem
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y(t)=aly, t)+x(t) (4.179)

com
_ q(t)} =< q(t) > ={ 0 }
10-(G) 200 gegwe]  TO lwcn) @180

sendo w(t) um ruido branco gaussiano de valor médio nulo e densidade

espectral S,(1).

Da aplicagdo das equagdes (4.175) e (4.176) a este caso concreto

resulta entdo que

_E:l_ E[Y1]>= Ely,] (4.181)

dt\Ely,1) \-cE[y,]1-€E[y]] '
.E[E[YQH] E[Yle]}= 2E[y,¥.] E[yg]"CE[:Ylyz]“EE[}’?] +[O 0 J
dt{ Ely,y,] Ely.vy.] E[y2]-cE[y,y,]-€E[y]]l -2c¢E[y2l-2eE[yly,] 0 2nS,(1)
(4.182)

Estas relagdes matriciais representam pois um conjunto de equagdes
diferenciais de primeira ordem, que regulam a evolugdo temporal dos
elementos do vector dos valores médios e da matriz de covariédncia da
resposta, as quais degeneram num simples sistema de equagdes algébricas
no caso de a excitacdo apresentar natureza estaciondria, em virtude

do anulamento dos primeiros membros.

Supondo, por uma questdo de simplicidade, que a excitagado actuante
é estacionaria (S,(t)=S5,), e tendo em consideragdo que, sendo o seu
valor médio nulo e as nio-linearidades de natureza simétrica, E[y.:]1=0,
todos os momentos estatisticos da resposta de ordem superior a segunda,

intervenientes nas equagées (4.181) e (4.182), nomeadamente
mso“E[Y?] My =E[y1] msl"‘E[Y?Y2] (4.183)

podenm ser facilmente expressos em fungdo dos momentos de primeira e
segunda ordem, tendo em conta as relagbes momentos-cumulantes
traduzidas pelas equac¢des (1.18) a (1.23), bem como o facto de todos
os cumulantes de ordem superior a segunda, relativos a uma distribuigdo

de Gauss, serem nulos, obtendo-se desse modo que

319



Capitulo 4

Ely31=0  Ely}1=3(E[y2D® Ely}v.1=3E[y}1E[y.v,] (4.184)

Desta forma, as equagdes indicadas por (4.181) sdo automaticamente
satisfeitas com F[y,]=F[y.]=0, ao passo que (4.182) da origem a unm
sistema de trés equagbes a trés incégnitas, E[y3i], E[v3] e Elv.¥.),
que uma vez resolvido permite saber que

S,
Ely31=E[q®]= T:;EC (4.185)
Fly31- (%)= (4.186)
Ely,y,]1=E[qqg]=0 (4.187)

ficando assim completamente caracterizada a distribuicdo de pro-

babilidade gaussiana que aproxima a distribuicgdo de probabilidade da
resposta do s‘istema ndo-linear.

Baseando-se quer o método de truncatura gaussiana, quer o método
de linearizacdo estocastica equivalente, na hipdétese de que a
distribuigdo probabilistica da resposta segue a lei normal, torna-se
interessante comparar os resultados acabados de obter com os
correspondentes a resposta do sistema linear equivalente, cujo
equilibrio dindmico é traduzido pela equacéao

G(1)+c,g(t)+k,q(t) = w(t) (4.188)
ou, em termos de variaveils de estado

y(t)=4,y(t)+x(t) (4.189)

com

o 1 /o
ée-[_ke _Cj z(t)—<wm> (4.190)

Com efeito, sendo as condigdes de Atalik-Utku expressas, em termos
de uma formulagdo de estado, pela relacdo

at=F il 4.191
i 5y, (4.191)

a matriz A, caracterizadora do sistema linear equivalente, pode
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expressar~se em fungdo das caracteristicas da resposta através da

equacgao

A = 0 : 4.192
ST -3eElyi] - (4192

podendo pois chegar-se directamente ao conhecimento da matriz de
covaridncia instantanea da resposta através da resolugdo da equagdo

de Liapunov

ﬁeEy+Eyﬁz+2n§o=9 (4'193)

ou seja
[ 0 1} E[y?) E[ylyzl} E[y%] E[ylyz]}{o ~seg[yf1}[o 0 }
-3eFlyi] -cl| Ely,y,) Ely3 | LEly.y.] Ely3 L1 —c 0 -2ns,
(4.194)

Resolvendo esta equagdo em ordem a E[v3], E{y3le E[y.y2], conclui-se
que a matriz de covaridncia instanté&nea da resposta alcangada pelo
método de linearizacéo estocastica equivalente apresenta exactamente
a mesma constituicdo que a obtida através do método de truncatura
gaussiana (v. eq. 4.185 a 4.187), sendo por outro lado o erro relativo

cometido em termos da'variénciauw==E[y%L em relacdo a solugdo tedrica

exacta
[nS, _
h,=E[yi1=0,6760 — (4.195)

obtida com base na equagido de FPK [192], de 14,6%, ou seja 7,6% em
termos de desvio padrdo 0,, sendo de realgar que esse erro ¢ independente
do pardmetro € de cuja grandeza depende a importédncia das

ndo-linearidades do sistema.

A coincidéncia dos resultados encontrados com base nestas duas

diferentes formulacdes ndo é todavia acidental.

De facto, a questdao da comparagao das técnicas de truncatura
gaussiana e de linearizacdo equivalente foi objecto de grande atengao

e de alguma polémica por parte de diversos investigadores, designa-
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damente por Dashevskii [77-79], Crandall [66], Wen [249], Iyengar e
Dash [116], tendo todas as dividas sido esclarecidas num artigo muito

recente de Wen-Fang Wu [258], que veio comprovar que ambas as abordagens
conduzem efectivamente aos mesmos resultados.

Com efeito, é facil verificar que assim é, se nos referirmos ao
caso mais geral em que o equilibrio dindmico do sistema linear
equivalente, correspondente a equagdo (4.173), é traduzido por

y() =4,y )+ x() (4.196)

ou, se se preferir, pela equagéo
y(t)=a (O+ A,y (1)+x(1) (4.197)
devendo o vector a (i) e a matriz A, (1) satisfazer as equagdes (V. eq.

4.160 e 4.161)

a (t)=Ela(y.t)] (4.198)

A,(0=Elaly.0y, 0 Ju 1) (4.199)

De facto, a evolugdo temporal do valor médio da resposta do

sistema linear é obtida aplicando o operador E[ ]a equacdo (4.197),
resultando que

m, () =a,()+m (1) (4.200)

a0 passo que a correspondente matriz de covaridncia evolutiva obedece
a equagdo (v. eq. 4.154)

(= A, (D, (D) (DA,(0)T +21S (1) (4.201)

pelo que, atendendo as equagdes (4.198) e (4.199), se pode escrever
que

m ()= Elaly, )]+ m, (1) (4.202)
B, () =E[aly. 0y, O]+ E[y,(Haly.0)]+2xS (1) (4.203)

Por conseguinte, pode constatar-se que estas equagdes, nas quais
se baseia o método de linearizagédo estocastica equivalente, sdo intei-
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ramente coincidentes com as equagdbes (4.175) e (4.176), em que se
apoia o método de truncatura gaussiana anteriormente exposto, pelo
que, sendo os valores médios indicados em todas essas equagdes
calculados admitindo que a distribuigdo de probabilidade da resposta
obedece a lei normal, os resultados obtidos por ambos os métodos sdo

naturalmente coincidentes.

A aproximagdo da verdadeira resposta ndo-gaussiana do sistema
nao-linear pode, no entanto, ser melhorada introduzindo um nivel mais
elevado de truncatura do desenvolvimento em série da funcao densidade
de probabilidade pluridimensional p,(Y), expresso pela equagao
(4.174), sendo o rigor daquela aproximagdoc tanto maior, quanto maior

for o numero de termos considerados.

Deste modo, a utilizacdo de um método de truncatura ndo-gaussiana
leva a que a caracterizagio da densidade de probabilidade p,(Y) passe
a ser nio sé dependente do conhecimento dos momentos estatisticos da
resposta de primeira e segunda ordem, mas também de momentos de ordem
superior. Por esta razdo, as equagdes (4.202) e (4.203) sdo mani-
festamente insuficientes para a determinacdo de todos os momentos
estatisticos envolvidos, tornando-se indispensavel dispor de equagdes

de momentos de ordem mais elevada.

A obtencdo dessas eqguagdes de momentos pode ser conseguida com
recurso & Teoria dos Processos de Markov e as regras do Calculo
Estocastico, podendo ser utilizadas para o efeito duas vias distintas.
A primeira dessas abordagens, introduzida por Caughey e Dienes [49],
consiste em obter aquelas equagdes através da relacgéo

. d (e op (Y 1Y)
mr,..,rn=a-55[<l>(>_’)]—f_w---j‘_udJ(Z)-—deYlde---d-Yn (4.204)

em que
S(Y)=Y 'V (4.2085)
sendo a derivada parcial op,(Y |Y,)/ot definida pela equacdo de FPK,

e procedendo-se a uma integragdo por partes no dominio -y <+
[113].
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Uma outra via alternativa, utilizada por Cumming [72, 73], apoia-gse

na regra diferencial de Itd do Calculo Estocastico [112], a partir
da qual se pode concluir que

%EWQ’_)FE[_V_¢Tg(_>j)]*ntr5[§,,(t)i] (4.206)
sendo
0d 0o od
T = 4,207
ve [ayl’ayz’ ay,,] ( )
ERR 2%%
oY oY, T v ,ov,
J= . (4.208)
0% PR3
| oY R3Y T 0y 8Y,

e indicando tr o trago de uma matriz. Substituindo (4.205) em (4.206),

pode obter-se [195] uma expressdo geral das equagdes dos momentos
estatisticos da resposta de orden F=r,+..+T,.

Desta forma, todas as equagées de momentos correspondentes ao
nivel de truncatura pretendido podem ser escritas, surgindo apenas
O problema de fecho dessas equagbdes, em virtude do facto de as

ndo-linearidades levaram ao aparecimento de momentos de ordem superior
ao desejado.

s . . )
A semelhanga do sucedido no método de truncatura gaussiana,
interessa pois exprinir esses momentos em fungdo dos de ordem inferior,

por forma que o numero de equagdes iguale o numero de incégnitas, e
© problema se torne resoliuvel.

Para isso, basta ter em consideragdo que desprezar os termos do

desenvolvimento em série (4.174) de ordem superior a r, equivale a
impor o anulamento dos quasi-momentos correspondentes, facto que

permite, conjuntamente com as relagdes momentos-cumulantes (v. eq.

1.14 a 1.23) e quasi-momentos-cumulantes (eq. 1.162) exprimir todos

0s momentos de ordem superior a r em fungcdo dos de ordem inferior.

Esta técnica ¢, alias, em muitos casos equivalente ao anulamento dos
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correspondentes cumulantes, dada a iqualdade verificada entre
cumulantes e quasi-momentos até & 5® ordem, ou mesmo até a 72 ordemn,

caso o valor médio da resposta seja nulo.

0 método de truncatura néo-gaussiana, cuja formulagdo foi
desenvolvida e consolidada por diversos investigadores, designada-
mente Dashevskii [77-79], Assaf e Zirkle [10], Crandall [67, 68],
Bover [33] e Wu e Lin [257], apresenta pois a grande virtude de
possibilitar a caracterizagdo do efeito das ndo-linearidades sobre
a resposta ndo-gaussiana do sistema, facto que, como foi ja referido,
se reveste da maior importédncia do ponto de vista do tratamento dos
problemas de primeira passagen.

Infelizmente porém, a aplicacdo pratica do método reveste-se de
uma complexidade que aumenta de forma drastica com o nivel de
truncatura, o que leva a que a sua aplicabilidade, & semelhancga do
sucedido com o método de ndo-linearizagédo estocadstica equivalente,
se restrinja praticamente aos sistemas de um grau de liberdade.

4.8 - TECNICAS DE SIMULACAO ANALOGICA OU DIGITAL

As técnicas de simulacdo consistem em interpretar o sistema de
equagbes diferenciais estocasticas néo-lineares, tradutor do
equilibrio dindmico do sistema n&o-linear sujeito a uma excitagéo
aleatéria actuante, como um conjunto infinito de sistemas de equagbes
diferenciais néo-lineares deterministicos. Desse modo, gerando
artificialmente um numero teoricamente infinito de histérias temporais
da excitacgdo, compativeis com uma determinada estrutura probabilistica
pré-definida, e determinando as correspondentes respostas do sistema
nio-linear com recurso a métodos de integragédo no tempo, pode obter-se
um conjunto de realizagbes do processo de resposta, que, uma vez
tratadas estatisticamente, possibilitam a sua caracterizagdo pro-

babilistica.

Embora inicialmente as técnicas de simulagdo se baseassem na
utilizagdo de geradores de sinais aleatérios para simulagado da
excitacdo, e de computadores analdégicos para determlnagao dos sinails
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de resposta [245], o aparecimento dos computadores digitais levou ao
rapido desenvolvimento de técnicas de simulagdo numérica, também
conhecidas por simulacédes de Monte-Carlo, baseadas em algoritmos de
geragdo de numeros pseudo-aleatérios com uma distribuigdo de pro-
babilidade pré-definida.

O principal inconveniente dos métodos de simulagdo reside no
enorme esforgo computacional exigido para que possa reduzir-se a
niveis aceitaveis a incerteza estatistica dos resultados obtidos, a

qual segundo Crandall e Zhu [71] diminui apenas na razdo inversa da
raiz quadrada do numero de realizacgdes.

Este facto leva alias a que, em geral, as caracteristicas
estatisticas da resposta tenham de ser estimadas com base em valores
médios espectaveis tendo em conta varias dezenas ou mesmo centenas
de realizagdes. Apenas no caso de processos de resposta estacionarios
e ergddicos, a necessidade de geragao de um tdo largo numero de
histérias temporais deixa de ter lugar, podendo a estatistica da
resposta passar a ser integralmente caracterizada a partir da
estatistica temporal de uma tnica realizagdo de duragdo adequada.

Uma forma de gerar realizacdes de um processo estocastico consiste
ém recorrer a somatdrios de funcodes sinusoidais, podendo ser seguidas
varias vias possiveis para o efeito.

Uma dessas vias consiste em expressar as diversas realizacdes de

um processo estocdstico estaciondrio x (i) através de um somatério do
tipo

x/(t)=i_i]AiCOS(wft~61) (4.209)

em que os Angulos de fase 0, constituem variaveis aleatérias inde-

pendentes, distribuidas uniformemente ao longoe do intervalo [O,21],
isto é

T 0<6,<2n
p(B;)=( 2n - = (4.210)
0 v 8;,<0 v 8,>2n
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podendo verificar-se que o processo x(1) assim definido satisfaz as

condigbes necessarias de estacionaridade e ergodicidade [240], sendo
E{x(t)]=<x,;(1)>=0 (4.211)

n

E[x(t)?]=<x,(t)*>= Zé/ﬁ (4.212)

0 processo estocastico x(t) apresenta pois valor médio nulo, sendo
a contribuicdo da frequéncia w; para a respectiva variéncia igual a
A?/2.

S ()

Y et L T
n-.-'Ni..."Nz“U1 U102...wi.,.w

T
-l

Fig. 4.1 - Fungdo densidade espectral de poténcia

do processo Xx(1).

Por conseguinte, para que as realizagbes geradas a partir da
equacgdo (4.209) sejam representativas de um processo estocastico
caracterizado por uma fungéo densidade espectral de poténcia continua

S.(w), dever-se & impor a condigéo

%A?=2Sx(wi)z}.w (4.213)

em que Aw representa o intervalo entre duas frequéncias consecutivas,
supostas igualmente espagadas. Deste modo, as amplitudes dos diversos

harménicos devem assumir o valor

A= 2{S (w)bw (4.214)

podendo assim as diversas realizagdes do processo sSer obtidas através

do somatério
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x,-(lt)=li1 2yS ., (w)Awcos(w;t-0,) (4.21%)

ou, o que é equivalente, recorrendo a funcdo densidade espectral de
poténcia G.(f), definida em Hz e apenas no intervalo [O,+o[, através
da relacgdo

x,-(t)=Z«/ZGx(fi)Afcos(anit—Oi) (4.216)

Existem ainda outras vias de obter realizagdées de um processo
estocastico estacionario, designadamente utilizando a forma de
representacgao utilizada por Rice [188]

x,;(1)= Y (a,coswt+b,senw,t) (4.217)
i=1

em que os coeficientes a; e b; sdo variaveis aleatdérias independentes,
normalmente distribuidas em torno de zero com um desvio padrédo igual
a \/Sx(w,-)Aw, bem como uma outra utilizada por Shinozuka [200]

2 172 p
xj(t)=0x(;) ;cos(wiﬁei) (4.218)

ém que 0, € uma constante igual ao desvio padrdo do processo x (i), e
os w; constituem variaveis aleatérias independentes, distribuidas de
acordo com a funcdo densidade de probabilidade
S (W)
p(w) === (4.219)

X

Este tipo de representagées pode ainda ser generalizado a simulacao
de campos estocasticos multidimensionais e pluvariados [199], podendo
inclusivamente Tecorrer~se, para o efeito, a algoritmos baseados no
uso de transformadas rapidas de Fourier (FFT) que possibilitam o
desenvolvimento de rotinas de calculo de grande eficiéncia [239].
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4.9 - RESUMO E CONCLUSOES

0s pontos anteriores do presente capitulo tiveram como objectivo
efectuar uma descrigdo das principais abordagens de analise da resposta
de sistemas ndo-lineares a excitag¢des aleatdérias, dando o devido
realce as suas principais virtualidades e limitagées, por forma a
poderem retirar-se algumas conclusdes de interesse em termos das suas
condicées de aplicabilidade, de eficiéncia e precisdo, julgando-se
importante, desse ponto de vista, sublinhar os sequintes aspectos
fundamentais:

a) A unica abordagem conducente a solugdes exactas do ponto de
vista matematico é a que se baseia numa aproximagdo markoviana
da resposta, sendo a correspondente fungdo densidade de
probabilidade de transigdo regulada por uma equagdo de FPK;

b) Infelizmente, porém, essa via de andlise, para além de apenas
ser valida caso a excitacdo seja idealizavel atravées de um
ruido branco gaussiano, s6 permite a resolugdo do problema
num numero muito limitado de situag¢des, particularmente no
caso de sistemas de miltiplos graus de liberdade e de excitagdes
ndo-estacionarias, exigindo que quer as ndo-linearidades, quer
as matrizes das funcées de inter-correlagdo da excitagéao
actuante, obedecam a relagdes geralmente nao verificadas na
pratica, para que a equagdo de FPK tenha uma solugdo exacta
conhecida;

c) Os diversos métodos aproximados dque se apoiam directamente
na equacdo de FPK, designadamente as técnicas iterativas, as
técnicas baseadas em desenvolvimentos em série, as técnicas
de caminhos aleatdérios, as técnicas de média estocédstica, ou
mesmo as técnicas de truncatura, continuam a ter um interesse
pratico muito limitado por se referirem em geral a sistemas

ndo-lineares de um unico grau de liberdade;

d) As técnicas de perturbagdo, embora permitindo analisar
sistemas de miltiplos graus de liberdade, enfermam ainda de
graves restrigdes, ndo s6 por conduzirem a boas aproximagdes
da resposta unicamente no caso de ndao-linearidades pouco
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acentuadas, mas também porque a consideracao de termos do
desenvolvimento em série em que se apoiam, correspondentes a
poténcias de € superiores a primeira, leva a célculos muito
pesados e trabalhosos, nao existindo também garantia de

convergéncia da série;

0 método de linearizacdo estocastica equivalente constitui,
sem sombra de duvida, a formulagdo aproximada mais potente e
versatil, que possibilita obter estimativas dos momentos
estatisticos de primeira e segunda ordem da resposta de
sistemas ndo-lineares de N-GL, sujeitos a excitacgdes quer
estacionarias, quer ndo-estacionarias, sendo os erros veri-
ficados em relacdo aos valores exactos, ou aos encontrados
por técnicas de simulagédo, em geral perfeitamente toleraveis
do ponto de vista da engenharia de estruturas, mesmo em muitos
casos de ndo-linearidades relativamente acentuadas;

A maior limitagdo do método de linearizagdo equivalente advém
da hipdétese da natureza gaussiana do processo de resposta,
inevitavel dado o suposto cardacter gaussiano da excitacgao
actuante e o comportamento linear do sistema equivalente,
facto que leva a que o método nem sempre se revele capaz de
caracterizar com rigor as caudas da distribuigdo de pro-
babilidade da resposta, originando dessa forma erros por vezes
algo significativos na avaliagao de probabilidades de
nio-excedéncia de uma dada barreira, ou de valores médios de
picos de resposta;

Embora uma boa aproximagdo da distribuigéo ndo-gaussiana do
processo de resposta possa teoricamente ser conseguida, quer
utilizando um sistema equivalente ndo-linear, quer recorrendo
a técnicas de truncatura ndo-gaussiana, essas formulagdes nédo
sdo susceptiveis de serem utilizadas com vista ao desen-
volvimento de rotinas de calculo gerais e eficientes, dado
que no primeiro caso sdo raras as situagbes em que é possivel
dispor de um sistema ndo-linear equivalente cuja equagédo de

FPK tenha uma solugéo exacta conhecida, ao passo gque no segundo
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a complexidade do método aumenta drasticamente com o nivel
de truncatura, podendo considerar-se impraticavel a sua
aplicagdo a sistemas ndo-lineares de N-GL;

h) O recurso a técnicas de simulacdo digital, embora se revista
da vantagem de possibilitar uma correcta caracterizagdo da
distribuicdo ndo~gaussiana da vresposta, é, no entanto,
altamente consumidora de tempo de calculo, em virtude de a
redugdo das incertezas estatisticas dos resultados a niveis
aceitdveis exigir a geracdo e andlise de um numero bastante
elevado de realizagdes do processo de resposta.

O balango acabado de efectuar serve pois para realgar o enorme
interesse e importédncia do método de 1linearizagdo estocastica
equivalente como método aproximado que encerra diversas virtualidades
apreciaveis, designadamente em termos de simplicidade, eficiéncia,
economia de tempo de cdlculo e razoavel rigor.

Apesar das suas limitagdes, a utilizagdo do método ¢ francamente
vantajosa, pelo menos numa primeira fase do dimensionamento de sistemas
nao-lineares, na qual se procede normalmente a andlise comparativa
de diversas solucdes tecnicamente possiveis, reservando-se o emprego
de técnicas de simulacdo digital para uma fase final de dimensio-
namento, em que o tratamento mais rigoroso dos problemas de primeira
passagem pode assumir maior importéancia.

Cumpre realgar, no entanto, gue os erros cometidos pela aplicagéo
do método de linearizagdo estocastica equivalente a andlise e
dimensionamento de estruturas correntes no &mbito da Engenharia
Sismica acabam por assumir normalmente uma importdncia bastante
reduzida face ao elevado grau de incerteza associado & prépria forma
de caracterizacdo da accdo actuante, pelo que a sua utilizagdo se
revela neste contexto da maior utilidade.
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4.10 - DESENVOLVIMENTO DE "SOFTWARE" NO DOMINIO DA
ENGENHARIA S{SMICA

Dado o manifesto interesse do método de linearizacgdo estocastica
equivalente como metodologia de analise e dimensionamento de
estruturas em regime ndo-linear sujeitas a excita¢des aleatdrias, e
no sentido de tornar mais clara a sua forma de utilizagdo corrente,
particulariza-se nesta secgdo a aplicagdo da formulagdo geral
anteriormente descrita ao caso de estruturas planas de tipo
"shear-building" (pérticos com vigas de rigidez infinita) submetidas
a acgdes sismicas idealizadas através de modelos estacionarios.

Para o efeito, considera-se também que o comportamento ndo-linear
dos diversos trogos de pilar entre andares assume natureza simétrica,
sendo o contributo de cada tro¢o para cada forga de restituigio de
piso regido por um diagrama bilinear eléastico.

4.10.1 - Aplicaciio da linearizac¢io estocdstica equivalente a anilise
da resposta sismica estacionaria de um "shear-building" com
comportamento bilinear eldstico |

my b0

mn.‘/ -1 Considere~se entdo uma estrutura

/ ; e plana de tipo "shear-building",
fnia i como agquela a que se refere a figura
,/“i 9i - 4.2, sujeita a uma aceleracgdo de
;/m[-.l qj-1 4 & base horizontal idealizada através

de um processo estocdstico esta-~-

ciondrio gaussiano de valor médio

nulo i,(t), caracterizado por uma
fungdo densidade espectral de
poténcia Sag(w).

Fig. 4.2 - "Shear~building".
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Considerando que os N graus de liberdade do sistema se encontram
associados aos N deslocamentos q,(i=i,...,N) de cada piso em relagdo &
fundagdo, e que o amortecimento estrutural é muito baixo, podendo
supor-se constante, independentemente do nivel da excitagdo actuante,
o equilibrio da estrutura pode ser traduzido pela equacgéo

Mg)+Cg(t)+g(g.t)=-Maii,(t) (4.220)

em que g(g,t) representa o processo estocdstico vectorial tradutor
das forcas de restituigdo relativas a cada andar, fungdo dos des-

locamentos q; em relagdo ao movimento da base.

Nesta equagdo, a matriz de massa M pode supor-se diagonal e
constituida pelas N massas m; correspondentes aos diversos pisos,
podendo por seu lado a matriz de amortecimento C ser assumida como

uma combinagdo linear do tipo

C=a,M+B.K, (4.221)

sendo os coeficientes a, e B, judiciosamente escolhidos por forma que
os coeficientes de amortecimento modal correspondentes aos dois
primeiros modos de vibragdo, calculados com base na matriz de rigidez

linear inicial K, assumam um dado valor.

Nestas condigées, o comportamento do sistema ndo-linear pode ser

aproximado através da equagao

MG(t)+Cg(t)+K,g(t)==-Maiiy(t) (4.222)

em que K, representa a matriz de rigidez de um sistema linear equi-
valente, cujos elementos, de acordo com a condigdo de Atalik-Utku (v.

eq. 4.116) devem satisfazer a igualdade

20,
kf,=E[ i‘;g-)} (4.223)
1
ou, de outra forma
® =2g.:(q)
kfﬁf f 30, py(gl)dq,...dqy (4.224)
-0 —-te ,
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em que py(q) representa a funcédo densidade de probabilidade de Gauss

de dimensdo N associada as variaveis aleatérias q.(t) (i=1,...,N).

Sendo a relagado existente entre os deslocamentos g;e os deslocamentos
relativos u; entre pisos consecutivos, traduzida pelas equacdes

Ui=q=qp, q.=) u, (4.225)
Jj=1

e tendo presente a relag¢do verificada entre as fungdes densidade de
probabilidade multidimensionais py(g) e py(u)

20q, el og N

du,  ou, = du,

2q, 24, og N
=|J =|— ., — ... — 226
Py =|JIpy(q) ™ >u, 5, | P () (4.226)

24, 0q; oQ N

duy  duy | duy

de imediato se conclui que

py(u)=py(q) (4.227)

porquanto |J]=1.

o 0 it
tgdiﬂki
H 1

Mt qi"’ ‘9¢i=k:
Trogo is) . .

mi 9

. U
(B3]
Ju;

Trogo | i

-1 Bi-1 J

lul [

m’-
(a) ;'
(b {c)

Fig. 4.3 - Contributo dos trogos i e i+ 1 para a forca

de restituicdo elastica g:(g).
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Por outro lado, sendo a rigidez das vigas teoricamente infinita,
a forca de restituigdo elastica correspondente ao piso de ordem i é
exclusivamente fungdo dos trés deslocamentos ¢;.,, g: e ¢,.; ou, o que
€ equivalente, dos dois deslocamentos relativos u; e u;,, podendo
escrever~se que

9i(Qi-1+:9iGu1) =T (W)~ Ty (Usq) (4.228)

constituindo r,(u;) e —-r;,(U;y;) as contribuig¢bées dos trogos de pilar
de ordem i e i+ 1, respectivamente, para aquela forca de restituicio.

Nestas condigées, as derivadas parciais ¢g;(q)/0q;podem exprinir-se
através da equacgao

agi(g)=ari(ui)__ari+l(u'i+l)=ari(ui)au~i _arz*l(um)aum

(4.229)
2q; °q; oq; ou; 9q; T 2q

tornando-se também evidente, através de (4.225), que estas derivadas
parciais sdo nulas sempre que ]i—j|_>_2, podendo verificar-se nas
restantes situagdes os sequintes trés casos

3LLi c)ut.,l 0 j -1

— T — /\ = R =l-—

2q 29

ou; au,“

_.._..l.= A l=-— , j=i (4‘-230)
2q; 2q

ou; 3U.l-+

.-——.".: A 1= , j=l+1

2q °q

Por conseguinte, conjugando (4.230), (4.229), (4.224) e (4.227),
pode concluir-se que os elementos ndo nulos da matriz de rigidez do
sistema linear equivalente s&o dados por

- e ® ©30i(Qi-1,QirGi+1)
j=i-1 - ku"‘“‘f f c)lq : py(g)dg,...dqgy
-0 -0 1

= = or(u;)
=f f Yy py(uydu,...duy
-0 -0 {

0

=_E[?_’:_f} (4.231)
ou;
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. ©09:i(qi-1,9:1 Q1)
j=I, ”=f f &qj N(g)dq]"'qu
or(uy) ory (U
f f[ « ) al( l):le(L_L)dul...duN
Uil
g| 20 |4 p| 2 (4.232
= + .
5111’ OUisy )
o e [°29:(qi-1. Qi)
j=irl - kij=f f l pn(gldg,...dgy
- e 24,
arwl(uul)
f f &um py(u)du,...duy
ar'i+l
=-F (4.233)
Uiy

Desta forma, a matriz de rigidez do sistema linear equivalente
é uma matriz simétrica com semi-banda de largura 2, apresentando
esquematicamente a sequinte composigédo

[ ke+ kS -k ]
...k:g
k?'*- ?-o-l - ;'21-1
K, = ) (4.234)
- ~kin
Ntk kY
| | -ky '
em que
ke=g| 20t 4,235
i 5u, (4.235)

Cada coeficiente k{ traduz pois a intervencdo que o trogo de
pilares de ordem { tem na formagio da matriz de rigidez equivalente
K, podendo a sua obtengédo ter lugar desde que seja conhecida a fungéo
densidade de probabilidade da resposta em termos do deslocamento
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relativo y, ou, mais simplesmente, desde que seja conhecida a cor-
respondente varidncia Gi, dado ter-se admitido que o processo de
excitagéo U,(t) é gaussiano e tem valor médio nulo.

0 0
tg L ki o

g 0(}: k;

ug uj

Fig. 4.4 - Célculo dos coeficientes k{ para a formacdo da matriz K,.

Sendo a fungdo densidade de probabilidade de Gauss p(u;) definida
através de (1.150), cada k| pode pois ser quantificado através da
relacao

e or; *ory (u)yd
= —_— == —— . w,
¢ 5ui —waul‘p ‘ ¢

Clyl )
=2f kfp(ui)dui+2f k! p(u)du, (4.236)
0 ay‘

em que a,, representa o deslocamento de cedéncia correspondente ao
trogo em causa. Designando por )} e Q] as areas subentendidas pela
fungédo p(u;) ao longo dos intervales [0,a,] e [a,, ,+®[, como se indica
na figura 4.4, cada k{ pode exprimir-se de forma mais condensada
através da equacgao

kE=2Q0k+20 ] k; (4.237)
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en que

a 2 a, /0, 2
¥ 1 1 ul_ i [} 1 x
Q?=f ==—uexp| -=| — | |d ,-‘—“f *——exp(-—-)dx (4.238)
o 2ng,, p[ Z(Gu,) :, 0 yamn 2

2
R | 1{ u; 1
Qg=/' exp| -1 2L ) |qu,=L-q0 (4.239)
aszznGu, p[: Z(O“J)J 2 t

Nestas circunstédncias, a anilise estocastica da resposta sismica
da estrutura pode processar-se através do método de linearizacgdo
equivalente, segquindo o procedimento iterativo habitual, comecando
por arbitrar valores iniciais bara os elementos da matriz K,. Uma
forma de iniciar esse processo consiste em assimilar K, a matriz de
rigidez linear inicial do sistema, tornando-se possivel de seguida,
utilizando uma das formulagées ja referidas para andlise de sistemas
lineares, quantificar todas as varidncias 051 caracterizadoras da
distribuicio de probabilidade gaussiana da resposta. A partir do seu
conhecimento, pode imediatamente compor-se a matriz de rigidez
equivalente K, a utilizar na iteracio seguinte, tendo por base as
equagdes (4.234) e (4.237) a (4.239), prossequindo o ciclo iterative
até que seja alcangada a necessaria convergéncia.

4.10.2 - Descriciio do programa de cdlculo automstico PROG7

Tendo por base a formulagdo tedrica descrita no ponto anterior,
foi elaborado o programa de calculo automatico PROG7, que possibilita
efectuar a andlise da resposta estaciondria de estruturas planas de
tipo "shear-building" a acgbes sismicas horizontais caracterizadas
por espectros de poténcia do tipo Kanai-Tajimi ou poli~lineares, como
€ o caso dos espectros regulamentares.

Em relacdo a arquitectura desse Programa, esquematicamente
traduzida pelo fluxograma simplificado indicado na figura 4.5, ha
pois a destacar os seguintes passos:

a) Leitura de dados gerais envolvendo

= Ccaracterizacédo topoldgica da estrutura;
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- definigdo das caracteristicas geométricas e mecénicas de
todos os trogos de pilar entre pisos, designadamente dos
respectivos deslocamentos de cedéncia Q,, e das rigidezes
iniciais ki e pés-cedéncia k/!;

- leitura do valor das massas associadas a cada andar e dos
coeficientes de amortecimento correspondentes aos dois
primeiros modos de vibragdo em regime linear;

-~ caracterizacdo da excitagdo actuante, podendo recorrer-se,
em alternativa, & definicdo dos parémetros S,, w; e £, de
um espectro de Kanai-Tajimi, ou aos espectros de poténcia
definidos pelo RSA;

Formagdo da matriz de massa diagonal M e da matriz de rigidez
linear inicial K,:
Determinagdo das frequéncias naturais w; e dos modos de vibracio

¢, associados ao funcionamento linear inicial do sistema e, a
partir deles e dos coeficientes de amortecimento pré-de~
finidos, dos coeficientes d, e B, a que se refere a equacio
(4.221), chegando dessa maneira ao conhecimento da matriz de
amortecimento C, suposta invariante ao longo da andlise da
resposta; |

Caracterizagdo da resposta sismica estacionaria do sistema
linear equivalente, comecando por supor K ,=K,; para o efeito,
€ utilizada a formulagdo modal descrita em 2.3.3, a qual
possibilita a obtencdo da matriz de covariincia K,r e poste-
riormente da matriz de covariéncia i, associada aos deslo-
camentos relativos entre pisos ja que

bo=Tu T7 (4.240)

— il

sendo T a matriz que estabelece a relagdo matricial u=Tq;

Quantificagdo da matriz de rigidez corrigida do sistema linear
equivalente, K,, a partir do conhecimento das variancias O’i‘
decorrentes da iterag¢édo anterior, e tendo por base as equacgdes
(4.234) e (4.237) a (4.239);
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g)

h)
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Determinagdo das novas matrizes de covariincia da resposta
H, e}, resultantes da alteragdo da matriz de rigidez equivalente

K,, tomando novamente por base a formulagdo modal referida enm
2.3.3;

Andlise da convergéncia da resposta, mediante a comparacio
dos desvios padrbes Oy, obtidos em cada iteracdo, com os
calculados na iteracdo imediatamente anterior; para o efeito,
e designando porr e r—1 os nimeros de ordem de duas iteragées
consecutivas, o erro relativo definido por

1 & o =gl
=]_V_Zl T (4.241)

é comparado com uma tolerancia pré-definida €

-
maxf

Repetigdo dos passos descritos nas alineas e) f) e g) caso
ndo tenha sido atingida a desejada convergéncia, situacédo em
que €>€n,,7

Determinacgdo dos momentos espectrais da resposta de ordem 0,
1, e 2 em termos de todas as variaveis de controlo analisadas
(deslocamentos q; e u;, esforgos transversos e momentos
flectores nas extremidades dos pilares) e estimativa dos
correspondentes valores médios dos picos de resposta, seguindo

para o efeito o procedimento j& descrito em 2.5. 2 para sistemas
lineares.
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INTRODUGAO DE DADOS
- Estrutura

- Massas por piso
- Excitacdo actuante

I

MATRIZ DE MASSA DIAGONAL. M

MATRIZ DE RIGIDEZ LINEAR INICIAL Kp=K.

[

FREQUENCIAS NATURAIS W {
MODOS DE VIBRAGAO &

MATRIZ DE AMORTECIMENTO C

MATRIZES DE COVARIANCIA DA RESPOSTA Ky e Uy
DO SISTEMA LINEAR EQUIVALENTE

Nao CORRECGAO DA MATRIZ

DE RIGIDEZ K,

Sim

MOMENTOS ESPECTRAIS DA RESPOSTA RELATIVOS
A TODAS AS VARIAVEIS DE CONTROLO
(DESLOCAMENTOS E ESFORGCOS)

I

AVALIACAO DOS VALORES MEDIOS
DOS PICOS DE RESPOSTA

E ESCRITA DE RESULTADOS z

Fig. 4.5 -~ Fluxograma simplificado do programa PROG7.

341



Capitulo 4

4.10.3 - Exemplos de aplicacao

No sentido de ilustrar a aplicac¢do do programa de calculo PROG7
a analise estocdstica da resposta sismica de estruturas do tipo
"shear-building", apresentam-se seguidamente dois exemplos julgados
bastante sugestivos, e que possibilitam, em particular, constatar o
apreciavel rigor dos resultados obtidos com base no método de
linearizagdo equivalente.

O primeiro exemplo diz respeito a uma estrutura de um tnico piso,
com pilares dotados de comportamento bilinear eldastico, apresentando

as seguintes caracteristicas:

- Rigidez inicial dos pilares (k°) ..... 40000 KN/m
- Deslocamento de cedéncia (ay) ........ 0,00375 m
- Massa do piso (M) veeeeerean 200 t

- Coeficiente de amortecimento (§) ..... 0,05

tendo-se suposto que a relaglo o entre a rigidez pés-~cedéncia k' e a

rigidez inicial k° poderia assumir diversos valores entre 1 (regime
elastico linear) e 0 (regime elasto-plastico).

A aceleragdo sismica horizontal foi idealizada através de um
modelo estacionario correspondenté a definigdo regulamentar da acgéo
sismica tipo 1, tendo-se considerado a estrutura fundada em terreno
tipo II e localizada na zona A do territério nacional.

A anadlise da resposta sismica estacionaria foi realizada quer
através da utilizagdo do programa PROG7, quer mediante o recurso a
técnicas de simulagdo numérica, por forma a ser possivel avaliar a
ordem de grandeza dos erros cometidos em resultado da aplicagio do
método de linearizacdo equivalente.

Para este efeito, foi gerado, com base na equacdo (4.216), um
acelerograma artificial, correspondente a uma amostra de duracdo
apreciavel (T =81,92s) de um processo estocastico estacionario de
valor médio nulo, caracterizado pelo espectro de poténcia Gy (f)
indicado pelo RSA para o tipo de acgdo sismica mencionado. A andlise
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da evolugdo temporal da resposta foi efectuada com recurso a um
programa de integragdo no tempo baseado no método de Newmark [35] e
tomando um passo de integragio de 0,0ls, tendo-se posteriormente
realizado um tratamento estatistico dos resultados obtidos, para o
que se admitiu o caracter estacionario e ergédigo do processo de
resposta, por forma a ser possivel obter estimativas dos principais
parametros estatisticos relativos a diversas variaveis controlo, tendo
apenas em consideragdo uma amostra de grande extensdo de uma tnica
realizagdo da resposta.

Nestas circunsténcias, foi possivel obter, por estas duas vias
alternativas, estimativas das sequintes grandezas:

- desvio padré&o do deslocamento do piso relativamente & base;
- desvios padrdes das correspondentes velocidades e aceleracdes;
- desvio padrédo da forga de restituigdo ndo-linear;

- vVvalor médio dos picos de resposta num intervalo de tempo com
10s de duracéo;

encontrando-se os valores obtidos representados graficamente nas
figuras 4.6 a 4.8 (a).

Complementarmente apresentam-se ainda sob forma grafica os
seguintes elementos (Fig. 4.8 (b) a 4.13):

= Vvalores da rigidez equivalente correspondentes aos diversos
valores considerados da relagdo a entre a rigidez pds~cedéncia
e a rigidez inicial;

~ caracterizagdo do acelerograma artificial considerado nas
simula¢des numéricas;

- evolugdo temporal do deslocamento de piso cbtida por integracio
no tempo, considerando quatro valores distintos de a.

De realgar gque, no tratamento estatistico dos resultados obtidos
através das simulagdes numéricas realizadas, houve o cuidado de
eliminar um trogo inicial de caracteristicas transitérias, tendo-se,
por uma questdo de prudéncia, procedido ao cdlculo dos desvios padrdes
das diversas variaveis de controlo tomando como referéncia o intervalo
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de tempo ]15-80s, ao passo gue o valor médio dos picos de resposta
foi estimado eliminando a informacéo relativa aos primeiros 20s e
calculando a média dos valores méximos encontrados ao longo dos 6
intervalos de 10s posteriores.

Da observagdo dos graficos apresentados, e em particular das
figuras 4.6 a 4.8, pode pois constatar-se uma excelente compatibilidade
global dos resultados obtidos, quer em termos de desvios padrées,
quer dos valores maximos médios, mesmo para nao-linearidades muito
acentuadas, sendo a diferenca maxima encontrada da ordem dos 10%.

Um segundo exemplo tratado refere-se a uma estrutura de tipo
"shear-building" com 5 pisos, com pilares igualmente dotados de
comportamento bilinear eldstico, apresentando as seguintes carac-

teristicas
- Rigidez inicial dos pilares (k;,i=1,...,5) ¢cvuu.n 40000 KN/m
- Deslocamento de cedéncia (a,,i=1,...,8) «.ooc.... 0,005 m
- Factor de endurecimento (o;=k;/k{,i=1,...,5) .... 0,10
- Massa por piso (M, i=1,...,9) cierrrceocenns eseeee 200 t
- Coeficiente de amortecimento (£) .......... feean 0,05

A analise da resposta sismica estaciondaria foi igualmente
realizada através das duas vias anteriormente referidas, e seguindo
um procedimento inteiramente semelhante, tendo-se suposto a actuagdo
da mesma acgdo sismica regulamentar.

Os principais resultados obtidos através das simulacdes numéricas
realizadas, designadamente os desvios padrées dos deslocamentos
relativos entre pisos consecutivos 0,, das velocidades e aceleragdes
de cada piso em relagdo a base, 0,4 e 04, das forgas de restituigdo
ndo-linear relativas a cada trogo de pilares ¢,, e dos valores médios
dos picos de resposta em termos de deslocamentos relativos entre
andares E[mfxlu,-l} para T =10s, encontram-se condensados no gquadro
4.1. Simultaneamente, apresentam-se no quadro 4.2 as diferengas
relativas alcancadas mediante a aplicacdo do método de linearizagéo
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DESLOCAMENTO DO PISO

DESVIO PADRAQ
0.01

o
L
+0
+0
+0
2

Y% g
0.008 ~ ¥ Y9 92 90 4 &

0.004

DESVIO PADRAO (m)

0.003 -

0.002 ~

0.001 -

AFA

VELOCIDADE DO PISO

DESVIO PADRAO

0.12

0.91 ~

0.1

0.08 -

0.08 -

a+
=3
.
+0
+0
+0
+0
a
+0
+

0074 g TR R R EF R
0.“-:
0.08

0.04 ~

DESVIO PADRAO (m/s)
+

0.03
0.02 -

0.01 +

0 T T T T T T T 1 T
0 02 0.4 0.6 o8 1

ALFA
0 LIN. EQUIVALENTE + SIMULACAD

Fig. 4.6 - Variacdo do desvio padrido do deslocamento
e da velocidade do piso com q.
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DESVIO PADRAOD (m/s2)

DESVIO PADRAD (KN)

Fig. 4.7 - Variag¢do do desvio padrdo da acelaragdo do piso
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ACELERACAO DO PISO

DESVIO PADRAO

1.5
1.4
1.3
1.2
1.1

0.8 T
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2 ~
0.1 o

FORCA RESTITUICAO NAO-LINEAR

DESVIO PADRAO

o+

o+
a+

e da forga de restituicdo ndo-linear com a.



VALOR MEDIO DE PICO (m)

RIGIDEZ EQUIVALENTE (KN/M)
(Milhares)

Fig. 4.8 - Variagdo do valor maximo médio do deslocamento
do piso (a) e da rigidez equivalente com a (b).
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DESLOCAMENTO DO PISO

0.0 VALOR MEDIO DE PICO (T=10 Seg)

0.028
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0.024 -
0.022
0.02 -
00184 9 g
0.016
0.014
0.012 -
0.01
0.008 -
0.006
0.004
0.002 -

20 - o

10 ~

0.8
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ACELEROGRAMA (SISMO | ; TERRENO TIPO 2)

AMOSTRA ESTACIONARIA (Tm81.92 8)

1.6
1.4
1.2

0.8 -{
0.6
0.4
0.2

-0.2
~0.4
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-0.8 -

- -
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ACELEROGRAMA (SISMO | ; TERRENO TIPO 2)

i AMOSTRA ESTACIONARIA (T=20.0 s)

1.2 +

1 ~
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0.8
0.4 —

o || 1 I;II ‘ ||;lj l||” l I’J
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I

|

ACELERACAO (m/e2)
i 1
© o
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Fig. 4.9 - Acelerograma artificial utilizado na simulagdo.
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DESLOCAMENTO DO PISO (ALFA=1.00)

SIMULACAD / INTEGRACAO NO TEMPO

-
%
e = m;m..,) S
DESLOCAhiEm/?wg éﬁi‘mm .00)
§ : f ﬂf\nﬂﬂf\n)\/\ﬂnvnv%nvf\nﬂun M\Avﬂnnﬂnhﬂ il nnul\n\
- “” UVWVUVVUVV W W 1L JV"V Jv l
e w w w RN
Fig. 4.10 - Evolucdo temporal do deslocamento de piso

obtida por simulagdo numérica com a=1,00.
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DESLOCAMENTO DO PISO (ALFA=0.50)

SIMULACAQO / INTEGRACAQ NO TEMPO

0.03
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obtida por simulagfo numérica com a=0,50.
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DESLOCAMENTO DO PISO (ALFA=0.20)

SIMULACAD / INTEGRACAO NO TEMPO
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0.01 |
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Fig. 4.12 - Evolucgdo temporal do deslocamento de piso

obtida por simulacdo numérica com a=0,20.
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DESLOCAMENTO DO PISO (ALFA=0.05)
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Fig. 4.13 - Evolugdo temporal do deslocamento de piso obtida
por simulagdo numérica com a=0,05 e a=0,00.
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equivalente (programa PROG7), sendo a forma de convergéncia do processo
iterativo correspondente caracterizada pela figura 4.14 (a) e pelo
quadro 4.3, no qual se encontram indicados os valores assumidos pelas
seguintes grandezas em cada iteracgdo:

FOA - frequéncia média de passagens ascendentes por zero f‘I,u‘;

DPDEL

desvio padrdo do deslocamento relativo, o,;

DEIMAX - estimativa do valor médio do maximo deslocamento
relativo entre pisos consecutivos com base na expressao
de Vanmarke;

DPVEL - desvio padrdo o,

DPACEL =~ desvio padréo 0

AY - deslocamento de cedéncia a,;

AREA1l - area Q;

AREA2 - area 207;

KO - rigidez inicial k;

Kl - rigidez pds~cedéncia kl:

KEQ ~ rigidez equivalente k;;

DPF -~ desvio padrao da forca de restituigdo ndo-linear, o,.

A titulo complementar, apresenta-se ainda ao longo das figuras
4.14 a 4.19 informagido adicional relativa as simulag¢des numéricas
realizadas, possibilitando em particular avaliar o grau de incurséo
de cada troco de pilares no regime ndo-linear.

Da observacgdo dos quadros 4.1 e 4.2 pode novamente constatar-se
que, apesar de se haver considerado uma forma de comportamento
acentuadamente ndo-linear , se regista uma satisfatdéria compati-
bilidade global de resultados, em particular no que respeita as forgas
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de restituicdo ndo-linear, verificando-se inclusivamente que as
maiores diferencas relativas dizem respeito ao trogo de pilares cujas

incursdes em regime ndo-linear sdo menos significativas (trogo 5).

TROGO O, a4, 04, o,  |E[maxlul]
(m) (m/s) (m/s2) (KN) (m)
1 0,01437 0,04952 0,5947 209,1 0,03652
2 0,01088 0,07433 00,6030 188,2 0,02758
3 0,00611 0,08830 0,5965 158,1 0,01658
4 0,00335 0,09644 0,6040 121,7 0,00852
5 0,00184 0,10183 0,6165 73,2 0,00529

Quadro 4.1 - Resultados obtidos por simulagdo numérica.

TROCO 0., 04, g, o, [ max|ul]
1 + 13,7 + 6,5 - 6,2 - 1,1 + 4,0
2 + 5,2 + 8,0 - 4,8 - 1,8 - 8,0
3 + 2,7 - 2,4 - 5,8 - 2,0 - 9,8
4 - 5,5 + 6,4 - 5,6 - 6,6 - 6,3
5 - 17,2 + 5,0 - 4,6 - 16,8 - 25,0
Quadro 4.2 - Diferengas relativas encontradas por aplicacédo

do método de linearizacdo equivalente (em %).
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ITERACAD N. 1
ARBRNBERBESERS

PISO Faa OPOEL

0.81 0.0088%
0.75 0.00805
0.82 0.00682
1.81 0.00826
1.45 0.00313

(LR R

ITERACAG N, 2
PETITLL TTty

P1s0 FoA OPDEL

0.68 0.00991
0.59 0.,00831
0.68 0.00638
0.91 0.0042S
1.14 0.00187

[ R A Y S

ITERACAD M. 3

GEER AN ERREAEEE

PI50 FOA DPDEL

1 0.65 0.01069
2 0.57 0.00847
3 0.68 0.00608
L) 0.%2 0,00366
S 1.13 0.00163

ITERACAO N. 7

REEEEREANNR RN
pPIsQ FOA DPDEL

0.57 0.,01311
0.52 0.00926
0.65 0.00565
0.86 0.00315
1.06 0.00187

W -

ITERACAG N. 8

W NN

Piso FoA DPDEL
1 0.56 0.,01395
2 0.51 0.00974
3 0.63 0.00579
4 0.83 0.00219
5 1.02 0.00158

ITERACAD N, 8

ITTITIT YT YY Y
PISO FOA DPDEL

0.54 0.01509
0,50 D0.01046
0.61 0.00606
0.80 0.00327
0.97 0.00160

;R

ITERACAO N.10

BENRSRANNEERN

PISO FDA DPDEL
1 0.52 0.01623
2 0.48 0,01124
3 0.59 0.00636
4 0.76 0.00333
5 0.92 0.00160

ITERACAO N,11

aEBEBNERSENBEN
PISO FOA DPDEL

0.51 0.01639
0,48 0,01142
0,58 0.00634
0,7% 0,00323
0.90 0,00154

[ N

ITERACAD N.12

.
PISO FOA DPDEL

0.51 0.01634
0.48 0.01144
0.68 0.00628
0,75 0.00317
0.90 0.00182

M B W -

Quadro 4.3 - Evolugdo do processo iterativo.
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DELMAX

0.02243
0.01870
0.01712
0.01374
0.00867

DELMAX

0.02465
0.01974
0.01564
0.01097
0.00498

DELMAX

0.02636
0.01992
0,01485
0.00%49
0.,00435

DELMAX

0.03142
0.02126
0.01378
0.00812
0.00417

DELMAX

0,03315
0.02217
0.01404
0.00818
0.00418

DELMAX

0,03546
0.02354
0,01458
0.00834
0.00420

DELMAX

0.03774
0.02500
0.01516
0.00841
0.00417

DELMAX

0.03807
0,02531
0.01511
0.00815
0.00400

DELMAX

0.03797
0,02836
0.01496
0.00798
0.00387

DPVEL

0,04542
0,03781
0,03508
D,03347
0.02850

DPVEL

0,04214
0.03066
0.02726
0.02438
0.01331

DPVEL

0.04356
0.03026
0.02897
0.02121
0,01157

DPVEL

0.04729
0,03053
0.02304
0.01710
0.01045

DPVEL

0.04870
0,03132
0.02293
0.,01673
0.01014

DPVEL

0.05073
0.03266
0.02310
0.01637
0.,00974

DPVEL

0.05279
0,03415
0,02339
0.01591
0.00923

DPVEL

0.,05287
0.03433
0.02318
0.01529
0.,00872

DPVEL

0,05274
0.03437
a.02300
0.01501
0.,00865

DPACEL

0.63442
0.40287
0.38652
0.37717
0.42901

DPACEL

0.57214
0.25504
0.21728
0,22139
0.14597

DPACEL

0.57073
0.24056
0.20377
0.19745
0.127S9

OPACEL

0,56358
0.21413
0.17351
D,15734
0.11328

DPACEL.

0.56239
0,21082
0.16869
0.,15194
0.10841

DPACEL

0.56132
0,20785
0.16415
0.14559
0.10207

OPACEL

0,56002
0.20463
0,15879
0,13794
0.09411

DPACEL

0.55810
0.20076
0,15614
0.13081
0.08719

DPACEL

0.85737
0.20046
0.15833
0,12860
0.08654

AY

0.00500
0,00500
0,00500
0.00500
0.00500

AY

0,00500
0.00500
0.00500
0.00800
0,00500

AY

0.00500
0.00500
0.00500
0.00500
0.00500

AY

0.00500
0.00500
0.00500
0.00500
0.00500

AY

g.00500
0.00500
0.00500
0.00500
0.00500

AY

0.00500
0,00500
0.00500
0.,00500
0,00500

AY

0.00800
06.00500
0.00500
0.00500
0,00500

AY

0,00500
0.00500
0.00500
0.00500
0.00500

AY

0.00500
0.00500
0.00500
0.00500
0.00500

AREA1L

0.,28697
0.26721
0,23181
0.17083
0.05514

AREAL

0.3069%
0.27373
0.21672
0.119861
0.00369

AREA1

0.32008
0.,27740
0.20416
0.08611
0.,00000

AREA1

0.35144
0.29457
0.1880%9
0.85632
0.00000

AREAL

0.36000
0.30378
0.19395
0,05851
0.00000

AREA1

0,37020
0.31635
0,20483
0,06309
0.00000

AREAL

0.37899
0.32827
0.21588
0.06650
0,00000

AREA1

0.38015
0,33072
0.21533
0.06102
0,00000

AREA1

.0.37980
0,33099
0.21289
4.05727
g.00000

AREA2

0,42606
0.,48658
0,53639
0,65834
0.88972

AREA2

0,38603
0.45254
0,56655
0.78077
0.99262

AREA2

0.35991
0.44519
0.59168
0.82777
1.00000

AREA2

0.,29712
0.41086
0,62381
0.88736
1.,00000

AREAZ

6,27999
0.33244
0.61211
0.86297
1.00000

AREA2

0.25959
0.,36729
0.58034
0,87383
1.00000

AREAZ

0.,24202
0.34346
0.568223
0.86700
1.00000

AREA2

0.23870
0,33856
0.56934
0.87796
1.00000

AREA2

0.24040
0,336802
0.57421
0.88546
1,00000

K0

40000,
40000,
40000.
40000.
40000,

KD

40000,
40000,
40000,
40000,
40000,

KO

40000,
40000.
40000.
40000.
40000,

X0

40000,
40000,
40000.
40000,
40000,

Ko

40000.
40000.
40000,
40000.
40000.

40000.
40000,
40000.
40000.
40000.

40000,
40000,
4Q000,
40000,
40000.

40000,
40000,
40000,
40000,
40000,

X0

40000,
40000 .
40000,
40000,
40000,

X1

4000,
4000.
4000,
4000,
4000,

K1

4000,
4000,
4000,
4000,
4000,

X1

4000,
4000,
4000,
4000.
4000,

Kl

4000,
4000.
4000.
4000,
4000,

Kl

4000,
4000.
4000,
4000.
4000.

X1

4000,
4000,
4000,
4000,
4000,

Kl

4000,
4000,
4000,
4000,
4000.

X1

4000.
4000.
4000,
4000.
4000,

4000.
4000,
4000.
4004,
4000,

KEQ

19338,
20761,
23310,
27700,
35030,

XEQ

17897,
20291,
24396,
31388,
39734,

XEQ

16957,
20027,
25301,
33800,
40000,

XEQ

14696 .
18791,
26457,
35945,
40000,

KEQ

14080,
18128,
26016,
35787,
40000,

KEQ

13345,
17223,
25252,
35458.
40000,

KEQ

12713,
16364,
24456,
as2iz,
40000,

XEQ

12622,
16188,
24496,
36607,
4on0a.

KEQ

12654,
16169,
24672,
315876,
40000,

DPF

171,97
167.08
159,02
145,65
112.81

DPF

177.40
168.65
185.72
133.35

74,18

DPF

181,23
169,56
152.9%9
123,80

65.23

DPF

192,64
173.96
149,49
113.29

62.81

DPF

196.40
176,49
150.77
114,16

63.13

DPF

201.40
180.18
153,14
118.92

63.83

DPF

206.29
144,00
155.54
13719

63.82

DRF

206.98
184,83
155,42
115,14

61.41

OPF

206,77
184,92
164,89
113,67

60.87

355



Capitulo 4

LINEARIZACAO ESTOCASTICA EQUIVALENTE

CONVERGENGCIA DO PROCESSO TERATIVO
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Fig. 4.14 - (a) Convergéncia do processo iterativo

(b) Acelerograma utilizado na simulacgao.
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Fig. 4.15 - Simulagao digital (trogo 1).
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Fig. 4.17 - Simulagdo digital (trogo 3).
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SIMULACAO DIGITAL (TROCO 4)
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Fig. 4.18 - Simulagdo digital (trogo 4).
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ANALISE DA RESPOSTA ALEATORIA DE SISTEMAS
HISTERETICOS PELO METODO DE LINEARIZACAO
ESTOCASTICA EQUIVALENTE

5.1 - INTRODUGAO

As apreciaveis vantagens reveladas pelo método de linearizacgdo
estocastica equivalente, no que respeita a andlise da resposta
aleatéria estaciondria ou ndo-estacionaria de sistemas ndo-lineares
de multiplos graus de liberdade, justificam naturalmente que se procure
explorar todas as suas potencialidades no sentido de conseguir, em
particular, o desenvolvimento de rotinas simples e eficientes viradas
para o tratamento especifico do tipo de ndo-linearidades de maior
interesse no ambito da engenharia sismica, e que sd@o as chamadas
ndo-linearidades de natureza histerética.

Este tipo de ndo-linearidades é caracterizado pelo facto de as
forcas generalizadas de restituicdo dos sistemas em cada instante néo
serem unicamente fun¢do do valor correspondente da resposta, mas
também de toda a histdria anterior do carregamento, como sucede por
xemplo com as estruturas de betdo armado.

A andlise da resposta de sistemas ndo-lineares histeréticos exige
Jue sejam previamente definidos modelos analiticos que caracterizem
devidamente o funcionamento estrutural.

Nesse sentido, vAarios tém sido os modelos de comportamento
histerético considerados por diversos investigadores [119, 59], desde
os mais simples, como o modelo bilinear ou o de Ramberg-Osgood, até
outros de maior versatilidade, como os modelos de Clough, de Takeda
ou o trilinear, tornando-se possivel a consideracdo de diversas
particularidades do funcionamento estrutural, nomeadamente, a
degradagdo de rigidez com a deformagédo e com a inverséio do carregamento,
a degradagao de resisténcia, a influéncia do esforgo transverso
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("pinching") e da deterioragdo da aderéncia das armaduras ("slip-
ping”).

Todos estes modelos tém em comum o facto de assentarem na definigéo
de um certo numero de regras de origem empirica, que procuram descrever
o comportamento material ao longo de sucessivas cargas e descargas,
sendo especialmente adequados para andlises deterministicas da
resposta por integragdo numérica no dominio do tempo. No entanto, e
porque tais formas de idealizagdo, para além de conterem o maximo de
informacdo sobre o comportamento fisico do sistema, devem ser
matematicamente trataveis, outros modelos de natureza diferencial,
como os referidos por Suzuki e Minai [223], ou o introduzido por Bouc
e Wen [247], foram também desenvolvidos no sentido de melhor se
adaptarem a analise estocastica da resposta aleatdria de sistemas

ndo-lineares histeréticos.

O presente capitulo tem assim como objectivo mostrar como a
linearizacdo estocastica equivalente pode ser aplicada com sucesso
a analise da resposta aleatéria de sistemas histeréticos de miltiplos
graus de liberdade, tomando por base modelos caracterizadores das
nao-linearidades estruturais adequados.

Assim, comeca por fazer-se referéncia ao método inicialmente
utilizado por Caughey [44, 45] no tratamento de sistemas histeréticos
de 1-GL, e a correspondente variante de Goto e Iemura [107], sublinhando
a limitacdo de que enferma esta abordagem, pelo facto de se admitir
a resposta do sistema caracterizada por um processo de banda estreita.
Seguidamente, é justificada a vantagem da utilizagdo de modelos
histeréticos diferenciais como forma de ultrapassar esta hipdtese
restritiva, conhecida por aproximagdo de Krylov-Bogoliubov [137],
procedendo~-se a apresentagdo dos modelos diferenciais de Suzuki e
Minai e de Bouc-Wen, e realgando sobretudo a enorme versatilidade
permitida por este ultimo, em particular, tendo enm consideragdo os
aperfeicoamentos ulteriormente introduzidos por Noori e Baber [159],
Park, Wen e Ang [169], Mochio, Samaras e Shinozuka [155].

Posteriormente, sdo apresentadas formulagdes que, tendo por base
o modelo histerético de Bouc-Wen, permitem uma analise eficiente da
resposta de sistemas estruturais de N-GL, sujeitos a excitagdes quer
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estaciondrias, gquer ndo-estaciondrias, em particular de natureza
sismica. Por ultimo, é efectuada uma descrigdo dos modelos compu-
tacionais desenvolvidos para andlise da resposta sismica de sistemas
histeréticos de N-GL com base em formulagdes apresentadas, podendo
observar-se simultaneamente alguns resultados julgados elucidativos.

5.2 - OS METODOS DE CAUGHEY E DE GOTO E IEMURA PARA ANALISE
DA RESPOSTA ESTACIONARIA DE SISTEMAS DE 1-GL

Considere-se um sistema histerético de 1-GL sujeito a uma excitacéo
aleatdéria estaciondria de valor médio nulo, sendo o correspondente
equilibrio dindmico traduzido pela equacéo

q(t)+g(q,q.t)=p(t)/m (S.1)

em que ¢g(g¢,q,t) € uma fungdo caracterizadora das ndo-linearidades de
natureza histerética do sistema, suposta impar nos seus argumentos,
como vulgarmente sucede na pratica, por forma a que o valor médio da
resposta possa também considerar-se nulo.

Sendo, por sua vez, o equilibrio dindmico do sistema 1linear
equivalente traduzido pela equacio

G(O+R.g()+wiq(t)=p(t)/m (5.2)

os coeficientes B, e w? podem obter-se minimizando o valor quadréatico
médio da diferencga

e(t)=9(qd.q.1)-B,q(t)-wig(t) (5.3)
entre os primeiros membros das equagdes (5.1) e (5.2).

Sequindo, para o efeito, o caminho j4& descrito em 4.5. 1, conclui-se

que
Elgg9(q, /s
B.= [qg(zcz 9] wf=E[qg(2q q)] (5.4)
0 0g

equagdes alids coincidentes com as referidas em (4.85).
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No caso particular de ndo-linearidades de natureza histerética,
a principal dificuldade reside porém no cdlculo dos valores médios
intervenientes nestas equacgdes.

Este problema foi, no entanto, contornado por Caughey [44], que
se serviu de uma aproximacdo anteriormente utilizada por Krylov e
Bogoliubov [137], valida nos casos en que O processo de resposta é
de banda estreita, o que sucede quando o amortecimento equivalente,
medido pelo coeficiente B, & baixoc e o processo de excitagdo é de
banda larga.

Nessas condigdes, o movimento de resposta tem um andamento
sensivelmente sinusoidal, traduzido pelas equacées

q(t)=R(t)cos[w,t+¢(1)] (5.5)
q(t)=-R(w,sen[w,t+¢(t)] (5.6)

em que a amplitude do processo envolvente R(!) e a correspondente fase

$(t) assumem variagdes muito lentas ao longo de cada ciclo da resposta
de duragdo igual a 2n/w,.

Por conseguinte, € razoavel supor nesta hipdtese que R(!) e ¢(¢)
assumem valores constantes, R e ¢, ao longo de cada ciclo, calculando
os valores médios espectaveis F[gg(qg.qg)] e E[qg(d,q)] intervenientes
nas equagoes (5.4), tomando uma média temporal de gg(d.q) e qg(d.q)
ao longo daqueles ciclos.

Desse modo, as equagdes (5.4) podem escrever-se sob a forma

2n/w,
E[zniw f —ngsen(wat+¢)g(1€,t)dt}
*Jo

BG: 2n/w,
E[ . f szfsenz(wet+d>)dti|
4]

2n/w,

(S5.7)

2n/w,
E[ : f Rcos(wet+¢)g(l€,t)dtJ
0

o 2n/w,

We = 2n/w, (5.8)
E[gniw f chosz(wet+¢)dt]
*Jo

em que g(R,!) representa a variacdo sofrida pela funcgédo ¢g(d.q.l) ao

longo de uma oscilacdo sinusoidal de g(!) de amplitude R.
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Procedendo ao cdlculo dos integrais indicados nos denominadores
dos segundos membros destas equagdes, e introduzindo as funcgdes

1 2n
cRy=5= [ g(R,)cosvay (5.9)
nJo
l an
SGRY=== [ g(R.w)senyay (5.10)
2nJo
com
Y=w,t+ 0 (5.11)

os coeficientes do sistema linear equivalente podem ser expressos
pelas seguintes equacgdes

_2E[RS(R)] w?=2ERC(R)] (5.12)
° T W.E[R?] °  E[R?]

Desta forma, sendo a distribuigdo de probabilidade da envolvente
de um processo de banda estreita uma distribui¢do de Rayleigh, cuja
funcédo densidade de probabilidade é (v. eq. 1.286)

202

q

R
pg(m{;exp(— ) (5.13)

os valores médios E[RS(R)] e E[RC(R)] podem ser expressos através

das relagdes

E[RS(R)]-—-f: RS(R)p,(R)AR (5.14)
E[RC(R)]=]: RC(R)p,(R)AR (5.15)

podendo pois exprimir-se os coeficientes B. e w? directamente em fungédo

oA . 2 Sy s ~ >
da variadncia 0, o que possibilita a resolugdo do problema a custa
de um procedimento iterativo idéntico ao referido em 4.5.1.

Uma abordagem ligeiramente diferente da introduzida per Caughey
foi utilizada por Goto e Iemura [107], que procuraram determinar os
coeficientes B, e w? do sistema linear equivalente, ndo através da
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minimizagdo do wvalor quadriatico médio E[e?], mas antes procurando
minimizar o valor médio temporal de €?(t) ao longo de um ciclo de
duragao 2n/w,

2n/w,
<e?(t)Y>= f 2 5.16
(t) o/, €e“(1)dt ( )

aplicando posteriormente o operador F[ ] as expressdées encontradas
de B, e w.

Desta forma, podem obter-se as seguintes expressdes para (3, e wg,
distintas das alcancadas por Caughey

_[28(r) 2 | 2C(R)
BQ-E[—-———RwEJ we—E[ 2 } (5.17)

calculando-se os valores médios indicados também com base na fungao
densidade de probabilidade p,(R) definida pela equagdo (5.13).

5.3 - APLICACAO DO METODO DE CAUGHEY A ANALISE
DA RESPOSTA ESTACIONARIA DE SISTEMAS COM
COMPORTAMENTO BILINEAR HISTERETICO

A primeira aplicagdo do método de linearizacdo estocastica
equivalente a andlise da resposta aleatéria de sistemas histeréticos
foi realizada por Caughey [44], mediante o recurso a formulagéao
anteriormente descrita, e tendo por base o modelo histerético bilinear.

Para melhor se entender como a aplicacdo do método pode nesse
caso ter lugar, considere~se um oscilador bilinear histerético sujeito
a uma excitagao aleatéria p(t), sendo o respectivo equilibrio diné&mico
traduzido pela equacédo

mqg(t)+cq(t)+g(q,t)=p(t) (5.18)

em que g(qg,t) representa uma forga de natureza histerética com as

caracteristicas descritas na figura 5.1(a), para uma oscilacgéo
sinusoidal de amplitude gz=R, e gque é susceptivel de ser decomposta
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em duas componentes, uma de natureza elastica e linear (Fig. 5.1b)
e outra de tipo elasto-plastico-histerético (Fig. 5.1c), através da
relagdo

g=akg+(l-a)kz (S5.19)

em que k representa a rigidez inicial e a o quociente entre a rigidez
pés-cedéncia e a rigidez inicial, funcionando também como uma medida
da contribuigéo relativa da componente histerética.

k=tg 9,

a:t9 92
tg 8

(a)

(1~a)k z (R)
xkq
(1‘ a“’- qy

ad
7 ]
7z ]
VA i
ra Ll ]
] t
2 Ap “y ANS ‘

'(1'(!)ka
(b} {c!

Fig. 5.1 - Decomposicio de g numa componente elastica e

linear e noutra elasto-plastica histerética.

Substituindo (5.19) em (5.18), dividindo ambos os membros por k,

e introduzindo a mudanca de variaveis

T=w,i (5.20)

com w,=Vyk/m, o equilibrio dinadmico do sistema pode passar a ser
traduzido pela equacao
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G(T)+BG(N)+g (g, t)=p (T) (5.21)
em que
B=c/muw,
9 (g, )=aq(t)+(1-a)z(g,1) (5.22)

P (t)=p(T)/k

Nestas condig¢des, os coeficientes R, e w? da equagdo linear
equivalente (5.2) podem ser determinados come¢ando por calcular os
valores de C(R) e S(R) definidos pelas equagdes (5.9) e (5.10).

Assim, e tendo presente as equacdes (5.5) e (5.6), pode escrever-se
que

2n
C(R)=%f [-BngseDWCosw+aRcoszw+(1—oc)z(R,u))cosw]dw (5.23)
o]
2n
S(R)=”21—nf [-BRw,sen®y+aRcosyseny+(l-a)z(R,p)senyldy (5.24)
0
Atendendo também a gue
2n 2n 2n
f senycosydy =0 f senzwdw=/ cos?pdy=m (5.25)
0 0 0

as equagdes (5.23) e (5.24) podem simplificar-se, obtendo-se

C(RY= L+ (1-a)C,(R) (5.26)

S(R>=[3R2we+<1—a>sz<k> (5.27)

em que Cz(R) e S;(R) sfo dados por

2n
CZ(R)=—~1— z(R,P)cosypdy (5.28)
21 Jo
1 21
S, (R)s~— z(R,v)senypdy (5.29)
21nJo
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Estes integrais, por seu lado, podem ser facilmente calculados
decompondo o intervalo de integracgédo [0,2n], correspondente a variacgio
de % ao longo de um ciclo elasto-plastico histerético z2(R,Vy) de
amplitude gr=R, em quatro sub-intervalos correspondentes a cada um

dos lados desse ciclo (AB, BC, CD e DA), consoante se indica na fiqura
5.2.

1.4
R
o

{a) -qR.-:-R ----------

O Of-cuvemn-

Fig. 5.2 - Fases do ciclo elasto-plastico histerético z(R,V).

Dessa forma, supondo que o ciclo se inicia no ponto A&, a que
corresponde o valor de y=0, e designando por 8 o valor de W relativo
a passagem pelo ponto B, os integrais C.(R) e S,(R) podem calcular-se
através da seguinte decomposicido

n

1 6
Cz(R)=ﬁ<f; zAB(R:W)COSdeJ”./; Zpc(R,p)cosydy+

2n

n+0
"’f ZCD(R,w)coswdw+f zDA(R,w)coswdw} (5.30)

+8

1 ] 4
S.(R)= ‘E}L‘Uf, zw(k,msenwdwfe 2pc(R.p)senydy +

2R

n+0 .
+f ZcD(R,W)%nwdqu zD,,(R,w)senwdw} (5.31)
n n+0

Tendo em conta que, atendendo a relagdes geométricas simples e

a equagao (5.5), as equagdes de Z(R,y) relativas a cada um daqueles
sub-intervalos sdo dadas por
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Z45(R,P)=Rcosy+q,~R (5.32)
Zpc(R,9)=~q, (5.33)
Zep(R,W)=Rcosy-q,+R (5.34)
Zps(R,¥)=q, (5.35)

as equagdes (5.30) e (5.31) ddo lugar, mediante o recurso a elementares
regras de integracgéo, as seguintes expressdes para Cz(R) e S;(R)

CZ(R)=§(2—%sen29) (5.36)
R 2
S.(R)=Z-sen’d (5.37)

validas para R>g,. Caso R <g,, ndo ocorrera qualquer comportamento
histerético, podendo verificar-se, de forma andloga, que enté&o

C.(R)=R/2 (5.38)
S,(R)=0 (5.39)

Por conseguinte, o problema da andlise da resposta do sistema
histerético bilinear a que se refere a equagdo (5.18) pode ser
resoluvel, determinando-se de forma iterativa os coeficientes R, e w?
do sistema linear equivalente definidos pelas equagdes (5.12), tendo
gimultaneamente em consideracdo que os coeficientes C(R) e S(R)
intervenientes nessas equag¢des obedecem as relagdes (5.26), (5.27)
e (5.36) a (5.39).

54 - A HIPOTESE RESTRITIVA DE KRYLOV-BOGOLIUBOVE A
UTILIDADE DOS MODELOS HISTERETICOS DIFERENCIAIS

0 método de Caughey, que comegou por ser aplicado & andlise
estocastica da resposta de osciladores ndo-lineares de 1-GL com
comportamento bilinear histerético, de acordo com a formulacdo
anteriormente descrita, foi posteriormente utilizado também com algum
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sucesso por Lutes e Takemiya [146, 147, 224] que, mediante a introducio
de varias modificag¢des, tornaram possivel o tratamento de outras
formas de comportamento histerético, designadamente as caracterizadas
pelos modelos trilinear e de Ramberg-Osgood.

Por outro lado, Kobori, Minai e Suzuki [132] apresentaram uma
generalizagdo do método de Caughey, gque procurou ter em consideracgéao
a flutuagdo aleatdria sofrida pelos centros dos sucessivos ciclos
histeréticos, vulgarmente conhecida por "drift", e que, para além de
ser marcada por uma frequéncia muito baixa, é tanto mais sensivel
quanto maior for a largura de banda do processo de resposta.

Sucede porém dque, quer o método de Caughey, quer todas as
formulagdes dele decorrentes, tém como subjacente a hipdtese de Krylov
e Bogoliubov, segundo a qual o processo estocastico de resposta & um
processo de banda estreita, o que leva a supor como praticamente

constante o valor da amplitude e da fase ao longo de cada ciclo de
oscilacao.

Simplesmente, tal pressuposto sé é efectivamente verificado quando
os niveis de excitagdo sdo bastante baixos, originando respostas
maioritariamente no dominio eldstico, ou em certos casos de excitacdes
muito elevadas gerando respostas maioritariamente em dominio plastico,
como sucede no caso do modelo bilinear. Nesta situagdo, por exemplo,
pode verificar-se através de estudos de simulagdo que, para valores
da rigidez pds~cedéncia relativamente baixos e para niveis de excitacéo

intermédios, o processo de resposta deixa de poder considerar-se de
banda estreita [190].

Por conseguinte, a consideracdo da hipétese de Krylov-Bogoliubov
constitui um aspecto fortemente limitativo do método de Caughey, o©
qual pode porém ser ultrapassado a custa da consideracdo de modelos.
histeréticos diferenciais. Deste modo, traduzindo a evolugdo dos
ciclos histeréticos através de uma equagdo diferencial ndo~-linear
adequada, e adicionando essa equacido a equagdo diferencial que rege
0 equilibrio dindmico do sistema, torna-se vidvel, utilizando técnicas
anteriormente descritas, linearizar as equagdes obtidas, consegulndo
por essa via assegurar a resolugdo do problema de forma analitica.
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Assim, considere-se por exemplo um oscilador histerético de 1-GL
cujo movimento & traduzido pela equagéo

mg(t)+cq(t)+g(q.t)=p(t) (5.40)

Suponha-se também que a forga de restituigdo ndo-linear g(q,t) é

decomposta em duas parcelas, uma eldstica e linear, e outra de natureza
histerética, de acordo com uma equagdo do tipo (v. eq. 5.19)

g=akq+(l-a)kz (5.41)
sendo z um parametro auxiliar, que se admite respeitar uma equacgio
diferencial néo-linear traduzida pela relacio

z=%(q,z) (5.42)

Seguindo a técnica de linearizagdo introduzida por Atalik e Utku,
o que pressupde o caracter gaussiano da distribuicdo conjunta das
variaveis g e z, esta equagédo pode ser aproximada pela equagdo linear

equivalente
2(t)=c,q(t)+k.z(1) (5.43)
em que
cegg[mﬁ} ka=E[M] (5.44)
oq oz

sendo os coeficientes ¢, e k, dependentes do tempo no caso da resposta

ndo-estacionaria.

A andlise estocastica da resposta aleatéria estaciondria do
sistema em cquestio pode entdo processar-se através da conjugagado das
equagdes (5.40), (5.41) e (5.43), o que pode fazer-se por exemplo
introduzindo o vector y_=[q,z]T, concluindo-se entdo que

Mu(t)+C u(t)+K u(t)=p(t) (S.43)

com

m=|™ 9 e 0 _[ek (-a)k ' =<p<t>> S 46
“—[o OJ c, [_Ce J K. [O “k, (=" (5.46)
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ou, em alternativa, fazendo intervir o vector y_——‘[q,q,z]T, o que d&

origem a relac¢éo

y(1)= A,y (1) +x(t) (5.47)
em que
0o 1 0 0
ek o _(d-ak _/
4= " Tm p x(1)=4 == (5.48)
0 k, 0

O primeiro modelo histerético diferencial do tipo 2=¢(qg,z) foi
introduzido por Bouc [32], sendo posteriormente generalizado por Wen
[247], Noori e Baber [159], Park, Wen e Ang [169], Mochio, Samaras
e Shinozuka [155], revestindo-se, por um lado, de uma enorme ver-
satilidade no que respeita a modelagdo de variadas formas de com-
portamento histerético, e possibilitando, por outro lado, um eficiente
tratamento matematico do problema da anilise estocastica da resposta
estaciondria ou ndo-estacioniria de sistemas nado-lineares his-
teréticos de multiplos graus de liberdade, em particular no que
respeita a linearizacgéio do conjunto das equagdes diferenciais obtidas.

Por estes motivos, sera efectuada nos pontos seguintes uma
descrigdo detalhada das caracteristicas deste modelo, realc¢ando-se
em especial as suas grandes potencialidades, o significado dos
parametros nele intervenientes, e a forma de os quantificar a partir
dos resultados de ensaios experimentais.

Complementarmente, serdo também referidos outros modelos de
natureza diferencial entretanto desenvolvidos, designadamente os

modelos bilinear e multilinear, utilizados muito recentemente por |
Suzuki e Minai [223].
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5.5 - DESCRICAO E UTILIZACAO DE MODELOS HISTERETICOS
DIFERENCIAIS

5.5.1 - O modelo de Bouc-Wen. Sua versatilidade e significado
dos parametros intervenientes

De acordo com este modelo, a forga de restituigido ndo-linear
g(q.t), a que se refere a equagio (5.40), é decomposta numa componente
elastica e linear e noutra de natureza histerética através da relacgédo

g=akqg+(l-a)kz (5.49)

sendo =z um paradmetro enddécrino que obedece a uma equagido diferencial

do tipo
2=0(¢,2)=Ag-Blgllz|" z—yq|z|" (5.50)

em que A, B, Y e n sdo pardmetros que regulam a configura¢do do ciclo

histerético.

{1~c¢)kz (t)

o kqlt)

P SEEh——

cqit)

Fig. 5.3 - Representagdo esquematica de um sistema
de 1-GL (Modelo de Bouc-Wen).

Dividindo ambos os membros de (5.50) por g obtém-se

2z_ 4-pldlizpmrzoyy 2 (5.51)
dqg q

ou, o0 que é equivalente, suprimindo os médulos, e tendo em conta as
diferentes combinagdes de sinais possiveis de g e x
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A-(B+vy)=z" » G>0 A z2>0 (5.52)
dz A+(B-y)z" y §<0 A 2>0 (5.53)
dg | A+(-1)"'(B+y)z" , §<0 A z<0 (5.54)
A-(-D)"'(B-y)z" , g>0 A z<0 (5.55)

A enorme versatilidade deste modelo pode ser facilmente constatada
observando as diferentes configuracdes possiveis dos ciclos his-
teréticos traduzidos pela representacéo grafica da funcéo z=2(q),
correspondente a diversos valores dos parametros de controlo A, By

e n, quando se impde ao sistema uma oscilacdo sinusoidal de certa
amplitude.

Supondo, por exemplo, que A=n=1, a equagao (5.51) pode
escrever-se sob a forma

d
£=1+z[—rssgn(q>~vsgn(z>] (5.56)

resultando da sua integracio a sequinte expressdo para 2

1

B - - - 5.57
= heon(a)<veancey (Cexpal-Bsan(d) - ysgn(x)]} -1} (5.57)

ou, o gque & egquivalente

{Cexp[q(-B~¥)]=1}/(-B-Y) + ¢G>0 A z>0 (5.58)

{Cexplq(B~v)]I-1}/(B~-v) r <0 A 2>0 (5.59)
z=

{Cexplq(B+Y)I-1}/(B+¥y) r g<0 A z<0 (5.60),

{Cexplg(-B+V)I=1}/(-B+v) , ¢>0 A z<O (5.61)

ém que a constante de integragido C pode ser determinada en fungao de

condigdes iniciais traduzidas por um par de valores (g,,z,), obtendo-se
que

_ Zo(=BEy)+1
explg.(£B=vy)]

(5.62)

Caso os valores de B e y levem ao anulamento de algum dos deno-
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minadores das equagdes (5.58) a (5.61), entdo decorre da equacio

(5.56) que dz=dgq, pelo que a evolugio de z sera linear, sendo traduzida
pela equacdao

z=q+C (5.63)

Fig. 5.4 - Evolugdo de 2 relativa a uma oscilagdo sinusoidal

de amplitude g; (curva esqueleto OA).

Por outro lado, os valores de g correspondentes a z =0, associados
quer a fase ascendente do ciclo histerético, QJ, quer & fase
descendente, Qi, podem ser facilmente determinados a partir das
equagdes (5.61) e (5.59), obtendo-se que

SO LTCV{o) RN e V)

5,64
By ° B-y ( )

ou, no caso particular dos denominadores destas equagdes apresentarem
valor nulo, através da equagdo (5.63).

Desta forma, recorrendo as equagéés (5.58) a (5.64), torna-se
possivel representar graficamente a evolugdo sofrida pelo parametro
enddécrino z ao longo de uma oscilagdo sinusoidal de certa amplitude,
para diferentes valores de 3 e v.

Na figura 5.5 apresentam-se varios graficos desse tipo assim
obtidos, que permitem compreender a apreciavel versatilidade do
modelo, no sentido de idealizar as mais diversas formas de compor-
tamento histerético.
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MODELO HISTERETICO DE BOUC—-WEN
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Fig. 5.5 - Evolugdo de = relativa a uma oscilagdo

sinusoidal de amplitude q,=2 (A=n=1).




Sistemas Histeréticos; Método de Linearizagdo Estocdstica Equivalente

Estes graficos servem também para melhor ilustrar as seguintes
observagdes quanto ao efeito das variagdes dos pardmetros de controlo
} e v, vidlidas para quaisquer valores de A e n.

O paréametro B traduz o nivel de dissipagdo de energia por ciclo,
sendo nulo no caso de comportamento ndo-histerético, e assumindo um
valor maior que zero caso se registe uma energia dissipada positiva.
Do parametro vy depende, por seu lado, a idealizacdo de uma forma de
comportamento sem endurecimento ou com endurecimento, podendo
verificar-se que a ocorréncia da primeira situagdo tem lugar sempre
que Y>>0, ou quando |y|<|R]| e vy <O0.

Neste caso também, o crescimento do parametro n traduz-se numa
tendéncia para o modelo histerético bilinear elastoplastico, como
resulta alias evidente da observacédo das figuras 5.6 apresentadas por
Baber e Wen [19]. Nelas se encontra representada, para B=vy=0,5 A=1
ou 2 e n crescente, a curva média correspondente aos ramos ascendente
e descendente do ciclo z=2(q) para z >0, vulgarmente designada por
curva esqueleto (v. Fig. 5.4), e cuja equacdo é dada por (v. eq. 5.52
e 5.53) |

1 = du z du
S(z)=—<f -———————;+f ———————-} (5.65)
2\Jo A-(B+vy)u o A+(B-vy)u
T T T T T 25 T T T T T T
104
n=i
20
B i _
=5 5 nz2 7
8- n=3 1z p n=l
z nzi n=g
L= . 10~ "“—'—'—""""—'_“_'—_'—_""‘—__—n?o'o'“'"'
21— ] (5 4
. I i | ! | i ! | | I ! |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 i 2 3 4 5 & 7
]
(a) (b)

Fig. 5.6 = Evolucdo da curva esqueleto para valores crescentes de n
(a) B=y=0.5e A=1 (b) B=v=0,5e A=2,
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Ainda no caso de sistemas sem endurecimento ("soft systems"),
constata-se facilmente, através da equacdo (5.51), que o valor maximo
que o pardmetro z pode assumir, e que leva ao anulamento de dz/dg,

€ dado por

A 1/n
=| —— 5.66
Fmas (BW) (5:69)

podendo verificar-se que, quando se impde uma oscilacdo sinusoidal
ao sistema, o valor maximo de z em cada ciclo tende assintoticamente

para Z,ax, & medida que a amplitude da oscilagdo tende para infinito
(Fig. 5.7).

MODELO HISTERETICO DE BOUC—-WEN MODELO HISTERETICO DE BOUC—WEN

Al nml betand30 gomo«0.50 At pmi bata=m0.50 Qomamd.B0

1 '

os 0a -

o8 - 0.6 -|

0.4
01 - 02 ~
0.2 -0z -|
-a.4 o 0.4 -
—a8 1 -8

> 2
Il

PARALETRO DNDOCKING (=)
o

“0.8 - «0.8 ~
-1 - -t 4
~-12 T T T T v Y T 1 -
] -4 -2 [} 2 ; ) . " 3 -4 i -'z ' [} ' :I ' ; ' []
DESLOCAMENTO (q} DESLOGAMENTO
e ge2tmen(piin) o qubTmen{24ple1%t) @

Fig. 5.7 - Representagio de z=2(q) relativa a oscilag¢des sinu-

soidais de diferente amplitude (A=n=1 e RB=vy=0,9).

Por outro lado, atendendo as equagdes (5.49) e (5.51), torna-se

também evidente que a rigidez inicial do sistema é expressa por

oq oz
ki=(—w) =ak+(l-a k(——) S.67
39, ( ) 3q), ( )
ou seja
ki=ak+(1-a)kA (5.68)

ao passo que a rigidez final ou pds-cedéncia é dada por
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0 )} ‘
k,=(-—g) =ak+(1—a)k(é—g—) (5.69)

pelo dque
k;=ak (5.70)

Por conseguinte, das equagdes (5.68) e (5.70) pode ainda
concluir-se ndao s6 que o pardmetro A contribui para a fixacgédo da
rigidez inicial do sistema, mas tambén que a traduz a relagdo entre
a rigidez pés-cedéncia e a rigidez inicial, caso A=1.

5.5.2 - Consideracio da degradacio de rigidez e de resisténcia através do
modelo de Baber-Wen

Baber e Wen [19] introduziram um aperfeigoamento em relagao ao
modelo anteriormente descrito, no sentido de possibilitar ter ainda
em consideracdo os fendmenos de degradagéo de rigidez e de resisténcia,
particularmente importantes no dominio das estruturas de betdo armado.

Como é compreensivel, tais formas de deterioragdo estrutural séo
funcdo da energia dissipada por histerese W, definida por

dWya=(l-a)kzdg=(1-a)kzqgdt | (5.71)
ou, se se preferir, por

Wa=(l-a)kzq ' (S.72,

Por conseguinte, e atendendo ao significado dos parédmetros A e
Zmax, @ idealizacdo da degradagdo de rigidez sem degradagao de
resisténcia poderia efectuar-se expressando A através de uma fungéo
decrescente da energia dissipada W, mantendo-se Zmax constante, ao
passo que a degradacdo de resisténcia poderia ser modelada exprimindo
também Z .4, através de uma fungéo daquele tipo, mas deixando invariante

o valor de A.

A via utilizada por Baber -e Wen para traduzir estas duas formas
de deterioragdo estrutural consistiu na introdugdo de dois parédmetros

adicionais v e 1, transformando a equagéo (5.50) em
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2=[AG-v(BIgllzI" z+vyg|z|")]/n (5.73)

Definindo os parémetros A, v e 1 como fungdes mondtonas da energia

dissipada através das relacédes

A(Wd)=Aa—6AWd
V(Wd)=l+5VWd (5.74)

n(Wa)=1+6,W,

em que A, é um valor inicial e 6,, &, e §, sdo constantes a fixar de
forma adequada, torna-se efectivamente possivel simular aqueles dois
tipos de degradagdo, ja que incrementar o valor de Vv equivale a
aumentar 3 e y sem afectar A4, o que por (5.66) conduz a uma redugéo
de Zna, a0 passo que aumentar N equivale a reduzir A, B e vy en
proporcéo, o que leva naturalmente a uma redugdo de rigidez (v. eq.
5.68) sem alteragdo da resisténcia (v. eq. 5.66).

No sentido de possibilitar uma facil visualizacdo do efeito de
b4, 0, e B8, sobre a deterioragdo do comportamento estrutural,
apresentam-se na figura 5.8 trés graficos correspondentes a um sistema

caractrizado;xn:Ao=n==1eB=ry=O,5,podendoanalisar—seseparadamente
o efeito de cada um daqueles pardmetros.

F4 z Z
5A=0-05 1T 5v=0.20 1 Gn:QZO Ir

4l 4 AL

Fig. 5.8 - Efeito dos parametros 04, 0, € B, [19].

Destes graficos, resulta pois evidente o contributo de 8, para a
degradagédo de resisténcia, de 0, para a degradagdo de rigidez e de &,
para a deterioragdo conjunta de rigidez e resisténcia do sistema.
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5.5.3 - Identificacdo dos parimetros do modelo de Baber-Wen
e sua validacdo experimental

Um aspecto da maior importancia, no que respeita & utilizacao
dos modelos diferenciais anteriormente descritos para simulagédo de
situagdes reais, consiste na possibilidade de definig¢do adequada dos
seus parémetros caracterizadores, por forma a haver garantia de uma
boa aproximag¢do entre o comportamento do modelo e o comportamento do
sistema real idealizado.

Nesse sentido, pode recorrer-se a uma técnica de identificacdo
de sistemas histeréticos utilizada por Sues [220], e que se baseia
na obtengdo experimental de uma sequéncia de pares de valores (q;,z;).

Com efeito, comegando por supdr a inexisténcia de degradagao

estrutural, e integrando a equacdo (5.51), obtém-se que
2(q)=2z,+ Al ~Bly— VY13 (S.75)

sendo

C]‘ s
L= [ B2 17 g (5.76)
q

q:
]3i=f [z |"dg
q

]

Por conseguinte, uma vez conhecida por via experimental uma
sequéncia de pares de valores (q;,%;), e arbitrando um valor apropriado
para n, torna-se nio sé possivel quantificar numericamente os integrais
Iy, Iz e Iz, como também expressar o erro gquadratico total entre os

valores tedéricos z(q;) e os valores medidos z,;, através da relagdo

E=Z(zo"'/“)t'"ﬁ’]zi"Ylai_zi)z | (5.77)

Aplicando entdoc o método dos minimos quadrados, que impde como

condigdes necessarias para a minimizagdo desse erro que
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—=0 —= —=0 5.78
oA oR oy ( )

obtém-se o seguinte sistema de trés equagdes, que possibilita a
determinagdo dos valores dos pardmetros A, B e vy

i Z]i' "Z]lzfzi _Z]li13i_ Z]u(zi’zo)
i i 1 A 13
—let]n Zlgi _ZIZiISi R )= —Z[m(zz"zo) (5.79)
i l ) i
'Zlai]u "Z]:silzi Zlgr | Y _ZISi(zi—zo)
LT i i i

No caso de haver degradacgdo de rigidez, traduzida pelas equacédes
(5.73) e (5.74), a equagdo (5.51) da lugar a

gé—=[/lo—6,1wd—(l+6vwd)([3|-g—|[zl"'l zZ+vy|z |”ﬂ/(1 *0,Wa) (5.80)

tornando-se o problema de identificacdo dos pardmetros bastante mais
dificil.
No entanto, a questdo pode ser substancialmente simplificada,

caso se suponham ja conhecidos os valores de 3 e y através da formulagao

anteriormente descrita, e os valores de n e 0, sejam arbitrados de
forma apropriada.

Nestas condigées, integrando a equacdo (5.80), e aplicando de
forma idéntica o método dos minimos quadrados, pode obter~se o seqguinte

sistema de 3 equagdes, cuja solucdo conduz ao conhecimento dos
paradmetros A,, 6, e 8,

i IZIEL' "leJoi _leisli_ 4 Z'[Sl'SZi
“215516:’ Zlgt Zléisli b, )= “Zléism (5.81)
i i i i
—Z]Sisli Z]6i81i Zsfi o “Zsliszi
_ i i i i

-

0

=

em que
S1i=BIi+vlg,

S2=Zi=Zo+Blo+ ¥y, (5.82)
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I =~[q' __4aq
St q, 1“*‘6an

“
9o

1+8,W,
i gl |=z|"!
I,= W, — d 5.83
7 o d G 1+6,Wq Q ( )
q; Iztn
! L.=f W y—a—d
8 0 d1+5nwd q

],szIQIIZV”qu
94 e q ]+(5an

q; ' Izln
I .=[ 1z,
104 ¢, 1+0.Wg q

A confirmagdo da correcgdo e utilidade desta técnica de
identificagdo dos pardmetros caracterizadores do modelo foi realizada
por Sues ([222], que para o efeito considerou diversos registos
temporais de excitagdes, quer de caracter sinusoidal, quer de natureza
sismica. Determinando as correspondentes histdérias temporais da
resposta de um sistema de 1-GL idealizado através dos modelos de
Bouc-Wen ou de Baber-Wen, com parémetros pré-definidos, e aplicando
posteriormente a técnica de identificagédo descrita, fol possivel na
maioria dos casos obter valores dos pardmetros muito préximos dos
inicialmente arbitrados, validando deste modo o método proposto.

Um outro aspecto da maior importéncia consiste naturalmente na
proépria validacdo do modelo diferencial utilizado, ou seja em saber
se a sua aplicacdo aproxima de forma suficientemente satisfatdria a
realidade.

No sentido de real¢ar a boa aproximagdo conseguida, confrontam-se
na figura 5.9 as relagdes forga~deslocamento relativas a um pértico
de betdo armado, decorrentes quer de uma andlise experimental realizada
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por Gulkan e Sozen [108], quer da modelagdo realizada por Sues [222]

com base no modeloc de Baber-Wen,

conseguida.
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Fig. 5.9 - Validagdo experimental do modelo de Baber-Wen [222].

Tendo também por base diversos ensaios experimentais, dque
possibilitaram a identificagéo dos valores dos pardmetros de controlo
do modelo de Baber-Wen mais ajustados 4 traducgido de diversas situagdes
reais, Sues concluiu ainda ser recomendavel a adopgdo dos valores
A=1,n=1, a=0,04 e 3=y para estruturas de ago, e A=1, n=2, a=0,02

e P=-3y (y<0) para estruturas de betdo armado.

5.5.4 - Linearizacao do modelo diferencial de Baber-Wen

Os modelos diferenciais de Bouc-Wen e de Baber-Wen baseiam-se na
introdugdo de um parémetro auxiliar z, que se admite respeitar uma
equagdo diferencial ndo~linear do tipo

z=0(q,2) (5.84)

havendo interesse, do ponto de vista da analise do comportamento
dindmico de sistemas histeréticos através do método de linearizacéo

estocdstica equivalente, em proceder a sua linearizacdo através da
relagdo
Z(H)=c ()gt)+k ()= (D) (5.85)

como alids foi ja referido na secgido 5.4.
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No caso do modelo de Baber-Wen, os coeficientes da equagédo linear,
c., e k,, podem ser obtidos mediante a aplicagdo das condigdes (5.44)
a equagao (5.73), podendo pois escrever-se que

oA 0 -
o B{| S a-T2B 14112 1™ 50 vd 121 -
2|q -
(B4 L 1z zeyi 1) o
T A — . n-1 : ny19N , 2
[AG-v(BIdNz1"" z+va 121153/ (5.86)

0A . ov . n- ) n
ka=5<[——a g-—PBlgllz"" z+yqglz|")-
= 0z

d . R
— Y | — — /-
V(qulaZIZ! z+vqaz|z|)n

n— . n a
~[AG-v(BlglzI" z+yd|z] )]52/n2> (5.87)

em que os parametros A, Vv e 1 sdo fungdo da energia dissipada do

sistema (v. eqg. 5.74), a qual respeita a equagdo diferencial (5.72).

0 calculo dos valores médios a que se referem as equagdes (5.86)
e (5.87), que nao é nada simples, mesmo supondo que as variaveis g e
z tém uma distribuicdo normal, pode no entanto ser substancialmente
simplificado, caso se admita que os pardmetros A, vV e n tém uma lenta
evolugdo mondtona, associada a valores relativamente baixos dos
coeficientes 6,, 6, e 8,, hipétese que é perfeitamente aceitavel desde
que a degradacdo estrutural ndo se processe muito rapidamente. Nesse
caso, A, v e 1 poden ser substituidos pelos respectivos valores médios
m4 m, e m, tornando-se também despreziveis todas as derivadas
parciais daqueles pardmetros em ordem a g e %, pelo dque as equagdes
(5.86) e (5.87) ddo lugar as seguintes equagdes aproximadas

ce"=“E<[m,,—mv(Ba;2||z|"'lz+y|z|")]/mn} (5.88)

R

- 5 .
k. E<[—mv(l3lqlé—;|2I ‘z+vq5;IZIﬂ/mn} (5.89)
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Os valores médios m,, m, e m, obtém-se aplicando o operador valor

médio a ambos os membros das equagdes (5.74), resultando que
my=A,~0,my, m,=1+86,m, m,=1+6m, (5.90)

sendo, por outro lado, o valor médio da energia dissipada regulado
pela equagdo (v. edq. 5.72)

my,= (1 -a)kE[zq] (5.91)

Deste modo, tendo em consideracdo o suposto caracter gaussiano
das variaveis ¢ e 2, e admitindo que o processo de resposta tem valor
médio nulo, os valores médios indicados nas equagdes (5.88) e (5.89)

podem ser calculados, obtendo-se para c, e k, as seguintes expressdes
[19]

Co=[m,-my(BF,+YF;)1/m, (5.92)
ko=-my (BFa+YF4)/m, (5.93)

em que os coeficientes F,, F,, F; e F, podem ser expressos em funcdo

das caracteristicas estatisticas da resposta através das seguintes
relagdes

2|q . oy
F, =E[-—'—3—’|z|" 1zj|= r(ﬁi—z)z"”/s

oq T 2
—Euz|1—w¢( ) 2n?
. 2 n=-1
Fa=E|ll1ql5-121"" 2 (5.94)

n-1 Rl
HGqu n+2 n’2 2 1_ 2
= r ( z)
n ( 2 )2 < nq +pd213
NI
F4=E[Q‘a‘;|z|:l

e n+ly,_,
e

em que
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I"(n)=f x" e *dx , n>0 (5.95)
0
é a conhecida fungédo gama, e
n/2
IS=2f sen"0do (5.96)
l

com

_____.__Vl—pgz) (5.97)

5.5.5 - Resposta de sistemas de 1-GL caracterizados pelo modelo de
Baber-Wen a excitacbes aleatérias de média nula

A linearizacdo do modelo histerético de Baber-Wen, traduzida pela
substituicdo da equagdo diferencial nio-linear (5.73) pela equagédo
linear (5.85), cujos coeficientes ¢, e k, podem ser conhecidos através
das equagdes (5.92) a (5.97), torna viavel uma abordagem simples e
eficiente da analise da resposta aleatdéria de um sistema histerético
de 1-GL idealizado através deste modelo, utilizando para o efeito a
técnica iterativa caracteristica do método de linearizacgdo estocastica

equivalente, ja anteriormente descrita.

Com efeito, recorrendo a equagio (5.47), que condensa as equacgodes
(5.40), (5.41) e (5.43), ou seja

y(t)=A,y()+x(t) (5.98)
com
a(t) gm 1c (1(ia)k 0
y(t)={a(t) A=l " Tm T TTm x ()= p(t)y/m (5.99)
z(t) 0 c k 0

e <]

e comecando por supor dJque a excitagdo actuante tem caracter
estacionario e valor médio nulo, e que a degradagao estrutural é des-
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prezavel, o problema pode ser facilmente resoluvel, comegando por
arbitrar valores iniciais para c, e k..

Dessa forma, a matriz A fica perfeitamente determinada, tornando-se
possivel a quantificagdo da matriz de covaridncia instantédnea da
resposta |, sequindo uma formulagdo propria de sistemas lineares,
podendo posteriormente, a partir dos seus elementos, calcular-se os
valores corrigidos de c, e k, a considerar na iteragdo seguinte com
base nas equagdes (5.92) a (5.97), e assim sucessivamente até que se
atinja a desejada convergéncia.

Porém, no caso de excitagdes ndo-estaciondrias de média nula, ou
mesmo no caso de excitacgdes estaciondrias, mas em que a degradagédo
estrutural n&o seja desprezdvel, o problema torna-se mais complicado,
j4 dque nessas circunstédncias a resposta do sistema ¢é sempre
ndo-estacionaria, levando a que os coeficientes de linearizagédo c, e
k., bem como a matriz A, sofram uma variagdo ac longo do tempo.

Nessa situagdo, as caracteristicas probabilisticas da resposta
tém de ser avaliadas ao longo de sucessivos instantes de tempo,
verificando-se que, no caso de uma excitaclo idealizada através de
um ruido branco evolutivo, caracterizado pelo produto de uma fungéo
de modulagdo deterministica 6(f{) por um processo estocastico
estacionario de valor médio nulo e densidade espectral de poténcia
constante S,, a matriz de covaridncia instantinea da resposta obedece
a equagao (v. eq. 4.154)

B (OD=A,0p (O+p (DA +218 (1) (5.100)
em gue
0 0 0
S, (=] 0 8()*sS,/m* 0 (5.101)
0 0 0

Desse modo, o sistema de equagbdes diferenciais (5.100) deve ser
integrado numericamente, actualizando em cada instante de forma

iterativa a matriz A, (1), cujos coeficientes ¢, (i) e ‘ka(t) dependenm das
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caracteristicas estatisticas da resposta, de acordo com as equagdes
(5.92) a (5.97).

A forma mais simples de incluir também o efeito da degradagdo de
rigidez e de resisténcia, traduzida pela consideragdo de pardmetros
A, v e 1 dependentes da energia dissipada W, (v. eq. 5.74), consiste
em adicionar a equacgdo (5.100) a equacao (5.91)

my,,=(1-a)kE[2q] (5.102)

O problema pode entdo ser resolvido integrando numericamente o
sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem definido pelas
equacdes (5.100) e (5.102), actualizando em cada instante de forma
iterativa os valores médios dos pardmetros A, v e 1 atraves das
equacdes (5.90), e seguidamente os valores dos coeficientes de
linearizacao c,(t) e k(1) com base nas equagdes (5.92) a (5.97).

Ndo sendo a excitagdo actuante do tipo ruido branco, esta pode
ser interpretada como a resposta de um filtro a uma excitagao daquele
tipo, havendo entéoc simplesmeﬁte que proceder & ampliagdo do sistema
de equacdes diferenciais (5.98), por forma a traduzir o equilibrio
dinamico do conjunto sistema-filtro, como alias foi ja anteriormente

referido em casos andlogos.

5.5.6 - Consideracio de excita¢bes de valor médio nao-nulo

Na deducdo das equagdes (5.92) a (5.97), dque fornecem os valores
dos coeficientes ¢, e k,relativos a linearizagéo do modelo de Baber-Wen,
foi suposta a hipdétese de que as variavelis g e z obedecem a uma
distribuicdo bidimensional de Gauss com valores médios nulos, tendo
os valores médios indicados nas equagdes (5.88) e (5.89) sido
calculados com base na fungdo densidade de probabilidade conjunta
correspondente.

Tal sucede, evidentemente, desde que o processo de excitacgao
apresente também valor médio nulo, dada a natureza simétrica do tipo

de nao-linearidade traduzida pelo modelo diferencial em questéo.

Simplesmente, casos ha em que esse valor médio é ndo~nulo, acarretando
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a necessidade de introdugdo de algumas modificagdes, & semelhanca do
que foi ja anteriormente referido em 4.5.5, para que possam continuar

a ser utilizadas as equagdes (5.92) a (5.97) na linearizacdo do modelo.

Assim, decompondo quer o processo de excitagdo, quer o de resposta
através das relacgobes

P()=p,(1)+m (1) (5.103)
q(1)=q,(t)+my(t) (5.104)
2(1)=2,(1)+ m, (1) (5.108)

substituindo (5.104) em (5.40), e aplicando o operador EF[ ] a ambos
0s membros resulta que

E[g(q,+mg.t)]=m (1) (5.106)

Subtraindo membro a membro as equag¢des (5.40) e (5.106), obtém-se
pois que

mqg,(t)+cq,(D+h(q,.mq.t)=p,(t) (S5.107)
sendo a fung¢do néo-linear h(g,,m,,t) definida por
h(q, o me,t)=g(q,*m 1)~ E[g(q,+m,,1)] (5.108)
verificando~se pois que
E[h(q,,m,,t)]=0 (5.109)

Sendo também a fungdo g decomponivel através da equagdo (5.41),
a equagao (5.106) permite ainda concluir que

akm (t)+(1=a)km,(t)=m (1) (5.110)

Por outro lado, podendo também a funcdo h ser decomposta através
da relacéo

h=akqg,+(l-a)kz, (5.111)
a equagao (5.107) pode escrever-se

ma,(1)+cq,(1)+akq,(t)+(1-a)kz,(1)= p,(1) (5.112)
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Por consequinte, a linearizacdo do modelc pode ser conseguida
recorrendo a equacgéo

2,(1) = ¢, ()G, (1) *+ Kk, (1)z,(t) (5.113)

sendo o valor dos coeficientes c.(t) e k.({) encontrado mediante o
recurso as equagdes (5.92) a (5.97), referentes a processos de resposta
de valor médio nulo. Para tal, no entanto, deve seguir-se uma técnica
iterativa, come¢ando por arbitrar valores iniciais para c,(t), k.(t),
my(t) e m,(t). Uma vez conhecidos esses valores, e podendo as equagdes
(5.112) e (5.113) expressar-se sob a forma (v. eq. 5.47)

Y, ()=4,0y,(O+x (1) (5.114)
em que
0 1 0
q"(t) ak c (1-a)k 0
¥, (1)=¢ q.(t) A ()= R T x (1)=¢ p,(t)/m
%o(1) 0 () k(D 0

(5.115)

pode determinar-se a composigdo da matriz de covaridncia da resposta
uy(ﬂ, utilizando técnicas de andlise de sistemas lineares ja ante-
riormente descritas.

Dessa forma, fica inteiramente caracterizada a distribuicdo de
probabilidade de Gauss relativa as variaveis (¢,.,d,,z,), podendo nao
sG calcular-se valores corrigidos de c,(t) e k.(!) a utilizar na iteracao
seguinte através das equagdes (5.92) a (5.97), como também quantificar
novos valores de m,(i) e de m,(t{) com base nas equagdes (5.109) e
(5.110), fazendo prosseguir este processo até que esteja assegurada
a indispensavel convergéncia.

3.5.7 - 1dealizacdo do efeito de "pinching" através do modelo
de Noori-Baber-Wen

Embora os fendmenos de "pinching" possam ser observados em varios

materiais e em diversas situag¢des (combinagdes de esforgos), eles sio
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mnuito evidentes em elementos de betdo armado sujeitos a elevados
esforgos transversos (Fig. 5.10).

Fig. 5.10 - Observagdo experimental do efeito de "pinching".

Uma outra virtualidade do modelo diferencial de Baber-Wen consiste
na possibilidade da sua modificagdo no sentido de contemplar também

este efeito, responsavel alids por uma reducdo da capacidade de

dissipacdo de energia dos elementos estruturais.

Umn modo de idealizar tal forma de comportamento histerético
consiste em recorrer ao modelo de Noori-Baber-Wen [159], traduzido
esquematicamente pela figura 5.11, o qual resulta da introducdo de

qlﬂ)

o

qft)
a =ait)-q (1) I-—e—-

(1-a)kz(t)

—g——e |

o kqlt)

Fig. 5.11 - Sistema histerético de 1-GL com efeito de

"pinching" (modelo de Noori-Baber-wen).
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um novo elemento de ligacdo ao exterior, para além dos trés ja
considerados no modelo de Baber-Wen.

Esse novo elemento, que apresenta caracteristicas de endureci-
mento, e se encontra ligado em série ao elemento histerético de

-

Baber-Wen, condiciona a resposta g(t) do sistema a excitagdo actuante,
sendo a sua contribuigao traduzida por

q,=harctg(z/%) (5.116)

ao passo que a forga de restituigdo ndo-linear g(g,t) se supde

caracterizada pela equagao
g=akq+(l-a)kz (5.117)
obedecendo, neste caso, o parametro auxiliar =z a equagédo diferencial
nido-linear
z=[AG,-v(BIg, 112" 2+vg, 121"}/ (5.118)
em gue

q;(t)=q(t)-g2(1) (5.119)

Os pardmetros A e &, intervenientes na equagdo (5.116), carac-

terizam o efeito de "pinching" idealizado, sendo este sentido para
valores de g, tanto mais elevados, quanto maior é o valor de A, e
levando a uma configuracdo tanto mais agugada do ciclo histerético,

quanto menor é o valor de &.

Estes dois parametros sdo também definidos como fun¢des crescentes

da energia dissipada através das relagdes
A=A, +0, W4

E=k,+8, W4 (5.120)

por forma a melhor traduzir a deterioracdo estrutural.

Uma forma de confirmar que o modelo de Noori-Baber-Wen traduz de
forma adequada a inclusdo do efeito de "pinching" consiste em procurar
representar graficamente a evolugao sofrida pelo parémetro z ao longo

de variacées ciclicas da resposta.
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Para tal, pode admitir-se, por exemplo, uma variagdo sinusoidal
para q,, tornando-se entdo possivel obter a correspondente evolugdo
dos valores de =z, mediante integragdo da equagdo (5.118), tal como
foi referido em 5.5.1, e posteriormente a determinagédo dos respectivos
valores de g, e g através das equagdes (5.116) e (5.119). Os parametros
N e &, caracterizadores do efeito de "pinching", podem ser ciclicamente
actualizados através das equagdes (5.120) e (5.71), por forma a ter
em consideracdo a deterioragado estrutural.

Deste modo, Noori [159] pdéde obter as representagdes grdficas
traduzidas pela figura 5.12, obtidas numa situacdo em que foi des-
prezado o efeito da degradagdo de rigidez e de resisténcia, sendo os
seguintes os valores dos principais parametros do modelo: A=1,
B=v=0,5 A,=0, 8,=0,5, §,=0,125 e 6,=0.

2 i z

Fig. 5.12 -~ Representacdo grafica das relagdes (z.q,), (z,Gz2)

e (z,q) para uma variagdo sinusoidal de q,.

Introduzindo também a degradagdo de rigidez e de resisténcia
através dos pardmetros 6,=06,=6,=0,01, e supondoA,=0, §,=0,2,§,=0,05
e 6,=0, pode por sua vez obter-se a representagio grafica da relagao

(2,q) correspondente a uma variagdo sinusoidal de g,, expressa pela
figura 5.13 [160].

Da observagdo desta figura, e da sua comparacdo qualitativa com
a figura 5.10, pode pois constatar-se a justeza do modelo de
Noori-Baber-Wen como forma de idealizagédo do comportamento histerético

de elementos estruturais em que o efeito de "pinching" seja signi-
ficativo.

Este modelo apresenta igualmente a assinaldvel virtude de ser
matematicamente tratavel, tornando-se viavel a sua linearizacgdo e a
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9 7 5 -3 -1 1 3 5 7 39

Fig. 5.13 - Efeito da deterioragdo estrutural em termos de

rigidez, resisténcia e de efeito de "pinching".

andlise estocastica da resposta a excitagdes aleatdérias estacionarias
ou ndo-estaciondrias.

Antes de proceder & sua linearizagdo, convém, no entanto,
introduzir uma modificacdo em relaglo &as expressdes anteriormente
apresentadas, que consiste em tomar derivadas em ordem ao tempo da
equacdo (5.116), conjugando a expressdo resultante com a equagao
(5.118), obtendo-se assim que

A - n
qzz(ngzz).[/lqlwv(mql =" z+ryg, 1z1M]/n (5.121)

Deste modo, introduzindo o vector
y=19.4.2,9,.q,1 (5.122)

as equacgdes (5.40), (5.41), (5.118), (5.119) e (5.121) , que traduzem
o movimento do sistema de 1-GL e a natureza do seu comportamento

histerético, podem escrever-se sob a forma

Y1=Y2 (5.123)
. ¢ ak (1-a) p(t)

=——Y,= =Y~ k e 5.124)
Y2 myz m% — Yat o (
Va=[AY = VBIVallYs " Yaryiysl"ya)l/m (5.125)
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Ys=Y2~"¥s (5.126)

A
ys:(zzfy%)-[fim—(rslm 15 1™ ys* v 4 1y 1M1/m (5.127)

Sendo as equagdes (5.125) e (5.127) manifestamente ndo~lineares,
elas podem ser aproximadas por equac¢des lineares do tipo

Va=CoVatka Vs (5.128)

Ys=Coi¥at ke Vs (5.129)

utilizando a técnica de linearizacdo estocastica equivalente, e de-
terminando os coeficientes c., k., c. e k., através das condigdes de
Atalik e Utku. No gue respeita a c,, e k,, podem obter-se directamente
expressdes analiticas destes coeficientes, supondo nulo o valor médio
do processo de resposta, tal como foi descrito em 5.5.4. Ja em relagdo
ac, e k,, seguindo procedimento semelhante, apenas é possivel obter
expressdes que permitem a sua quantificagdo em fungdo de 0,, 0y, e
Py,y, COM recurso a métodos numéricos, e que por serem relativamente
longas se apresentem no Apéndice B.

Deste modo, conijugando por um lado as equagdes (5.128), (5.129)

e (5.126), e tendo por outro lado em conta as equagdes (5.123) e
(5.124), pode obter-se que

y(t)=A (OHy)+x (1) (5.130)
sendo
0 1 0 0 0]
k —
Sk ey, SU2Y 00
m m m 0
(o} C, ke p(t)
0 = kg 00 —
A,1)= Ges Cos x(=( o ) (813D
k.
0 ! - 0.0 0
L+c,, L+cg 0
ce ke
0 > 2 0 0
i 1+c,, 1+c, ]
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Por conseguinte, sendo a excitacgdo idealizada através de um ruido
branco ou ruido brance evolutivo, a evolugdo temporal da matriz de

covariéncia instantinea da resposta é regida pela ecquacgéo
P i, ¢

L, ()= A, (D, (D +1 (DA, +218 (1) (5.132)

em que a matriz S (t) depende das densidades espectrais de poténcia

do processo de excitagao p(t).

Nestas condigdes, a andlise da resposta do sistema pode ser
efectuada ao longo de sucessivos instantes de tempo, caso a resposta
seja ndo-estacionaria, integrando numericamente o sistema de equagdes
diferenciais (5.132), simultaneamente com a equagdo (v. egq. 5.102)

My, = (1-a)kp,,,. (5.133)

se se tiver em consideracdo a degradagdo estrutural, actualizando~se
em cada instante de forma iterativa quer os valores dos coeficientes
de linearizagéo c,, k., C. e k., quer os valores médios dos pardmetros
A, v, 1, N e § susceptiveis de traduzirem a degradag¢do do sistema ao

longo do tempo.

A Unica dificuldade que aparentemente se levanta resulta do facto
de o calculo dos valores corrigidos dos coeficientes de linearizagao
envolver o conhecimento prévio de O,, Ty, € Pyy. pois que se, da
resolucdo das equacgdes (5.132) e (5.133), se obtém, em cada iteracgao,

directamente o valor de o, jd o mesmo ndo sucede com Oy € Py y,.

Esse problema pode, no entanto, ser rapidamente ultrapassado,
tendo em conta que, da quarta equagdo traduzida pelo sistema (5.130),

se pode facilmente concluir que

2 .2 2
0sP ya950 v 0vs * Kag05, )/ (14 C0.) (5.134)

2 _(~2 _
094_ (03"2 2k
py3y4=(psuy36y2/0y4-'k950y3/0y4)/(1'FCGS) (5.135)

No sentido de colocar em evidéncia a boa aproximagdo conseguida
pela aplicacdo do método de linearizagdo estocastica equivalente na
analise da resposta de um sistema de 1~GL, cujo comportamento his-

terético seja idealizado através do modelo de Noori-Baber-Wen,
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apresentam-se na figura 5.14 gradficos [160] representativos da
evolugdo temporal dos valores de 0, e 0, obtidos por esta via, e
através de técnicas de simulagdo digital com base em 250 realizacgdes
distintas, para um caso em que A=1, B=v=0,5, A,=0, 6,=0,5, §,=0,125
e 6,=0, sendo o coeficiente de amortecimento igual a 0,02 e a excitagéo
pseudo~ndo-estacionaria, caracterizada por uma densidade espectral
constante S,. Da sua observac¢do, pode pois constatar—-se, para além
de uma satisfatdria compatibilidade global de resultados, que é mesmo
nas situagbes em que a excitagdo actuante assume maior intensidade
que as diferengas relativas encontradas sdo menos significativas,
verificando-se, em contrapartida, que, para baixos niveis de
excitacdo, a linearizacgdo equivalente tende a conduzir a estimativas
por defeito de 0, e 0,

— = Linearizagao — = Linearizagao
+ = Simulagao

. =Simulagdo

So=10

50705

St 010
$07002
30 s 50 0 30 60
(a) tis) (b tis)

Fig. 5.14 - Evolugdo temporal de 0, e de 0,.

5.5.8 - O modelo bi-axial de Park-Wen

Estudos analiticos e experimentais realizados [169] com base en
colunas de ago e de betdo armado sujeitas a carregamentos ciclicos
em duas direcgbes ortogonais mostraram existir uma significativa

interacgdo entre as forgas de restituicdo bi-axial em regime
ndo-linear.
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Sendo a excitag¢do sismica caracterizada, em particular, por duas
componentes horizontais do movimento de base, tendentes a induzir o
funcionamento bi-axial de muitas das pegas lineares constituintes das
estruturas dos edificios, ha& naturalmente toda a conveniéncia em
dispor de modelos histeréticos que idealizem suficientemente bem esta
forma de comportamento, e que sejam ao mesmo tempo matematicamente
trataveis do ponto de vista da andlise estocdstica do comportamento

dindmico das estruturas.

Ora sucede que o modelo de Bouc-Wen, para além dos aspectos
positivos j4& anteriormente mencionados, revela ainda a vantagem
adicional de se adaptar & caracterizacdo do comportamento histerético
bi-axial, mediante a introducdo de determinadas modificacgdes

introduzidas por Park [169].

Considere-se entdo um sistema histerético de 2-GL sujeito a uma
excitagdo bi-direccional, podendo o respectivo equilibrio dinémico

ser traduzido pela equacéo
mq(t)+cq(t)+g(g,t)=p(t) (5.136)
em que
T _ T . T=1 ] (5.137)
q =[g..q,] g =lg.g,] P P Py

As forcas de restituicdo podem neste caso ser objecto da seguinte

decomposigao

g=oakg+(l-a)kz (5.138)

em que k é uma matriz associada a definigdo da rigidez inicial e
§=[zx.zyf'é um vector constituido por dois paré@metros que, segundo
Park, devem satisfazer as seguintes equag¢des diferenciais, no caso

de forgas histeréticas de restituigdo isotrépicas
2= AG Bz | 2= ¥G 207 Bldy 2y | 2 Yd, 202y (5.139)

2,=AG,~Bldyzy |z, ~ Y9, 25 B4, 22,7 Y42, 2, (5.140)
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gx gy
y
6
q X aky .
' Y] o ky
0
X
Ky ky
a) b)
Fig. 5.15 - (a) Deslocamento uniaxial q;

(b) Sistema n&o-isotrdpico.

Introduzindo uma conversio para coordenadas polares através das
relacdes

g,.,=qgcosy g,=qgseny Z,=2CcosSY z,=zseny (5.141)

em que g e x representam o deslocamento uniaxial e o pardmetro endécrino
do modelo correspondente a uma direccdo caracterizada pelo dngulo y

em relagdo ao eixo ox, as equagdes (5.139) e (5.140) reduzem—se &
forma caracteristica do modelo uniaxial de Bouc-Wen com n=2, isto é

2=A¢-Blgz|z-ygz? (5.142)

independentemente do valor de v, o que significa que essas expressodes

representam efectivamente um modelo histerético bi-direccional
isotrépico.

No caso de as formas de comportamento histerético serem diferentes
segundo duas direcgdes ortogonais ox e 0y, pode utilizar-se a seguinte

transformagdo no sentido de procurar reduzir o sistema a um sistema
equivalente isotrdépico

k,G,
Y kay

q, (5.143)

representando k, e k, os valores das rigidezes iniciais, e G, e G, as
resisténcias de cedéncia consideradas (Fig. 5.15b).
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Segundo Park [169], subsituindo g, por g, e q, por q,, as equagdes

(5.136),

(5.138),

(5.139) e (5.140) continuam a poder ser utilizadas

para descrever o comportamento dindmico do sistema ndo-isotrépico.

Esta forma de idealizagdo do comportamento histerético bi-axial
foi também comparada com resultados colhidos experimentalmente [168],

podendo visualizar-se através da figqura 5.16 a boa aproximacédo

conseguida.
6 T T
Direccdo X
4| Direcgao
— 2- -
T 2l V o
-4
6 2 A 0 1 3
{Teste) ulem)
(a)
6 — -
4| Direcgao y
_ 2t -
s c
>0 2
o o
.2 L
L
-6 N L
-3 -2 -1 0 3
(Teste) uicm)

(c)

H M~ O o N~ o
v .

o0 A b o N~ oo
— h

ulem)

3
ulem)

| Direcgto x
A
i
s 2 1 0 i 3
(Modelo)
(b)
| Direcgao y ]
Wa
e
3 -2 1 0 1
{(Modelo)
()

Fig. 5.16 - Validacado experimental do modelo de Park-Wen.

A semelhanca dos modelos diferenciais anteriormente descritos,

o modelo de Park-Wen ¢é também matematicamente tratavel,

podendo

proceder-se & linearizacgdo das equagdes (5.139) e (5.140) sob a forma

Z

X

= Cxqu+ szzx+CxBQy+Cx4zy

2y=Cy]Qy+Cy2zy+Cy3CIx+Cy4zx

em que os coeficientes C,,, C,2, C.3 e C,4 sdo dados

(S5.144)

(5.145)

pelas relagodes
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seguintes [169], no caso de o processo de resposta ter valor médio
nulo

Cx1=f1—dix(2—n¥¢x—%sen2¢x) (5.146)

4y 2 3/2 4vy A%
Con= —oqxczx{—n—(l “Pc-,,,z,,) +pqxzx(-{¢x“‘;sen 20, )+

2
+..nl(cos\px+wxpdxzx)] (5.147)
Cx3=‘02xczypzxzyy Cx4=_0qydzypdyzxy (5'148)
com
172
¢x=arctg[—(1—p§x%) /pdxzx] Y,=arcsen(p, , ) (5.149)

ao passo que os coeficientes C,,, Cy; Cy3 e C,, se obtém trocando os
indices x por v.

Deste modo, supondo as matrizes m, cek diagonais com my, = M =M,
c1=Cp=¢c, k;,=k, e kpp=k,, e introduzindo o vector
XT_—'[QX'C?x’zx’Qy’Qy’zy] (5'150)

as equagdes (5.136), (5.138), (5.144) e (5.145) podem escrever-se sob
a forma

y(t)=A,(Dy(t)+x(t) (5.131)
com
0 ] 0 0 0 0 ] 0
_a’_c_’f L -(1-a)kx 0 0 0 P ()
m m m m
0 C, . 0 C, C,. 0
A )= ! 2 3 4 -
4.0 0 0 0 1 0 x (1) 0
0 0 0 —9_}.{.?. _L _(1_a)ky py(t)
m m m m
- O CYG CY.; 0 Cyl C}’z N 0]
(5.152)
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podendo, pois, a analise da resposta processar-se utilizando a técnica
iterativa caracteristica da aplicagdo pratica do método de
linearizacédo estocastica equivalente, tal como fol j& anteriormente
referido em 5.5.5, 5.5.6 e 5.5.7.

E ainda de assinalar que a técnica de identificagdo de sistemas,
descrita em 5.5.3 com vista a determinagdo dos pardmetros do modelo
histerético de Baber-Wen, pode ser facilmente generalizada por forma
a possibilitar também a quantificagdo dos pardmetros de controlo do
modelo bi-axial de Park-Wen, de acordo alids com a formulagéo
recentemente desenvolvida por Ang e Wen [252].

5.5.9 - O modelo de Mochio-Samaras-Wen para problemas planos
de tensao ou de deformacgao

Uma outra extensio muito recente do modelo diferencial de Baber-Wen
consiste na tentativa de abordagem de problemas de estado de tenséo
ou de deformagdo planos. Essa generalizagdo fol ensaiada por Mochio,
Samaras e Shinozuka [155] que,referindo-se a um problema de estado
de tensdo plano, consideraranm as relagdes tensdes-extensdes expressas

através das equagdes

(1-vHt, =Fla,e,+(1-a,)z,]+EVe,
(1-v®t,=EFla,e,+(1-a,)z,]+EVve, (5.153)
Ty = G[cxxyexy+(1—axy}zxy]

em que £ e G representam os médulos de elasticidade longitudinal e
transversal, VvV o coeficiente de Poisson, I=['cx,ry.'1:xy]7 o vector das
componentes de tensdo, e §=[ex,ey,exy]7 o vector das componentes de
deformacdo, sendo z,, X, € Z, parametros auxiliares dque obedecen

genericamente a equagdes diferenciais do tipo

ne-1

Fom Abe=Bo €l Za 1™ ZamYaEL  Za ] (5.154)

(*=x,y.,Xy)
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Estas equacgdes diferenciais ndo-lineares podem ser linearizadas
sob a forma

2= Cox€st KonZn (5.155)

com recurso as condigdes de Atalik-~Utku, obtendo-se desse modo

expressdes ja conhecidas para c.: e k,» em fungdo das caracteristicas
estatisticas da resposta.

Este procedimento que, conjugado com uma formulagdo de elementos
finitos, permite analisar a resposta aleatdria de sistemas continuos
[155], parece no entanto enfermar de uma deficiéncia decorrente da
ndo consideragdo de qualquer forma de interaccdo entre os trés
pardmetros auxiliares z,, 2, e z,,, aspecto que alids ndo foi descurado
por Park no caso do modelo bi-axial e cuja importéncia foi comprovada
por Takizawa e Aoyama [226].

5.5.10 - Os modelos diferenciais multilineares de Suzuki e Minai

Como se viu anteriormente, o modelo diferencial de Bouc-Wen, bem
como os modelos modificados subsequentes devidos a Baber, Noori e
Park, constituem excelentes formas de idealizacdo do comportamento
histerético, dotadas de uma grande versatilidade e susceptiveis de
reproduzir com boa aproximagdo o comportamento de sistemas his-
teréticos analisados experimentalmente, apresentando também a
assinalavel vantagem de possibilitarem a aplicacdo do método de
linearizagédo estocastica equivalente & andlise da resposta de sistemas
ndo-lineares histeréticos sem recurso a aproximacdo de Krylov e
Bogoliubov, podendo obter-se directamente expressdes analiticas dos

coeficientes de 1linearizagio em fungdo das caracteristicas
estatisticas da resposta.

No entanto, Suzuki e Minai [223] introduziram muito recentemente
outras formas de caracterizagdo diferencial de diversos modelos
histeréticos constituidos por trogos lineares, entre os quais se
inclui o modelo bilinear ja referido em 5.3.
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Neste caso, por exemplo, o parametro auxiliar =z, a que se refere

a equagdo (5.41), deve respeitar a sequinte equagdo diferencial

2=®(q,2)=q[1-U(q)U(z-q,)-U(-9)U(-z2~-q,)] (5.156)

em que U( ) é a fungdo de Heaviside, e g, representa o valor de g
correspondente ao inicio de cedéncia, sendo facil verificar que ela
traduz correctamente o ciclo histerético elasto-plastico a que se
refere a figura 5.2(a).

De forma andloga, também os modelos multilineares sdo susceptiveis

de uma caracterizac¢do diferencial através das relagdes

n

z=) (ri=ru)z (5.157)

im]
2;=9(q.2)=q[1-U(@)U(z,~q,)-U(-q)U(z,~q,)] (5.158)
em que r; representa a rigidez do trogo de ordem i (i=1,...,n+1), e 2,

é o pardmetro auxiliar associado a cada um dos n ciclos histeréticos
elasto-plastico perfeitos, que por sobreposigdo geram o comportamento
multilinear, e aos quais correspondem deslocamentos de inicio de

cedéncia designados por q,,.

0 modelo bilinear diferencial traduzido pela equagdo (5.156) é
também matematicamente tratavel do ponto de vista da aplicagéo do
método de linearizagdo estocastica equivalente. Com efeito, e
referindo-nos, para exemplificagdo, & componente histerética
elasto-plastica perfeita normalizada indicada na figura 5.17, a que

corresponde a equagéio
z2=q[1-U(q)U(z-1)-U(-q)U(~z~-1)] (5.159)
esta pode ser aproximada pela equagdo linear

Z=c,g+k,z (5.160)

em que os coeficientes de linearizagdo obedecen as seguintes relagodes,

de acordo com as condigdes de Atalik-Utku
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ce=5[;§J=E{[I—U(Q)U(z— D)-U(-4)U(-z-1)]+

+ql1-8(q)U(z-1)+8(q)U(~-z-1)]} (S.161)

' ¢
ke=5[§;}=E{Q[1-U(Q)5(Z— D+U(-g)6(-z- 1]} (5.162)

sendo 8( ) a fungdo impulso.

/ S / q
,/
1/

Fig. 5.17 - Componente histerética elasto-pléastica
perfeita normalizada.

Por consequinte, sendo p(¢,z) a funcido densidade de probabilidade

conjunta relativa as variaveis Q e z, supostas gaussianas de valor
médio nulo

e=f_m f_w [1-U(@DU(z-1)-U(-g)U(-2-1)]p(g.z)dgdz+

+f_ f qll-06(q)U(=z-1)+8(q)U(-z~1)1p(d.z)dddz (5.163)

Tendo em conta que pelas propriedades da fung¢do impulso

fmxﬁ(x)dx=0 (S5.164)

e que £{q¢]=0, conclui-se pois que o segundo integral duplo indicado
na equagdo (5.163) assume valor nulo, pelo que, atendendo também &
definigdo da funcédo de Heaviside, se pode escrever que

(] «© "l 0
C,= 1~f1 _/; p(q,z)dez—f f p(g,z)dgdz (5.165)
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ou

ce=1~2f f p(g,z)dgdz (5.166)
1 0

Por outro lado, no que respeita a k, tendo novamente em conta
que o valor médio E[¢] é nulo, bem como as propriedades da funcéo
U( ), facilmente se concluli que

o 0
k== ["apa. da+ [ _ap(a.-1dg (5.167)
0 -

ou seja

ke=-2[ ap(a.1dd (5.168)
0

Deste modo, as equagbes (5.166) e (5.168) possibilitam a
determinacdo dos coeficientes de linearizagédo, uma vez conhecida a
distribuigdo probabilistica da resposta através da fungéao densidade
de probabilidade de Gauss p(qg,z), o que naturalmente viabiliza a
analise da resposta do sistema mediante o recurso a uma técnica
iterativa.

O calculo de ¢, e k, é facilitado tendo em conta que [195]

fi j:p(q’z)dqd“ax/ ﬁ;;fr exp[-(1-p,,)x2I[1+erf(p,x)ldx  (5.169)

fomcm(q, 1)dqg =%6XD(92‘C)[%exp(—ez)+pdz\/—g(1 +expe)} (5.170)

em que
a=2£v? b=§% c=§§ (5.171)
q=Pez04% 2 f-0%i(1-p2) (5.172)

5 Q=J3

constatando-se, pois, que o cdlculo de k, pode efectuar-se directamente
com base na solucgdo analitica fornecida pela ecquagdo (5.170), ao passo
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que a determinagdo de c, obriga a uma integrag¢do numérica com base na

equagao (5.169).

O arranque do processo iterativo pode processar-se supondo
inicialmente nulos os valores de ¢, e 0., o que equivale a tomar para
valores iniciais dos coeficientes de linearizagdo c,=1 e k,=0, tendo
em conta as equagbes (5.166) e (5.168).

+

A Ut

Fig. 5.18 - Componente histerética de Clough normalizada.

E ainda interessante realcar que, muito recentemente, Suzuki e
Minai introduziram também formas de caracterizacdo diferencial de
variados modelos histeréticos, entre os quais se destaca, pelo seu
maior interesse no dominio das estruturas de betdo armado, o modelo
bilinear com degradacdo de Clough e Johnston.

No caso particular do modelo de Clough, por exemplo, a componente
histerética normalizada é traduzida pela equacdo diferencial

2=9(q,2)=qU(2){AU(@)[1-U(z-1)]+U(-g))+
TQU(~2){AU(C-Q[1-U(-z-1)]1+U(q)} (5.173)
em que

1- - 1-
-4 A = 4

A= -
l+u~+q

- — (5.174)
l+u™~-gq

e as variaveis adicionais u” e u”, que representam a resposta maxima
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positiva e negativa (v. Fig. 5.18), satisfazem por sua vez as equagdes
diferenciais

u"=qU(g)(z-1)

U =-qU(-g)U(~2z-1) (5.175)

5.6 - RESPOSTA ALEATORIA DE SISTEMAS HISTERETICOS DE N-GL
CARACTERIZADOS POR MODELOS DIFERENCIAIS SIMETRICOS

5.6.1 - Andlise da resposta estaciondria

Considere-se um sistema ndo-linear de N-GL, cujo equilibrio

dindmico é traduzido pela equacdo
Mg(t)+Cg(t)+g(g.t)=p(t) (5.176)

e cujo comportamento histerético é descrito por um modelo diferencial,
de tal forma que cada componente do vector g possa ser decomposta

através da equacgao

g, =a;k;q+(1-a)k;z, (i=1,....N) (5.177)

em que os parametros auxiliares z; obedecem a equagdes diferenciais

do tipo
z,=®(q,2;) (i=1,....,N) (5.178)

Nessas condicdes, as equagdes (5.177) podem escrever-se sob a

seguinte forma matricial

g=Kg+Gz (5.179)
em que K e G sdo matrizes diagonais com a seguinte constituicgéo

ok, (1_al)klm
) G = (1-adk; (5.180)
'd‘NkN ) (1_aN)kN

{™=
"

°
>
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ao passo que as equagdes diferenciais (5.178), uma vez linearizadas,
ddo lugar & relag¢do matricial

z=C,4+K,z (5.181)

em que C, e K, sd3o igualmente matrizes diagonais constituidas pelos

coeficientes de linearizagdo correspondentes a cada uma das equacdes
(5.178), ou seja

c.=| e K =| Tk, (5.182)

Por conseguinte, da conjugagio das equagées (5.176) e (5.179)
resulta que

Mg(t)+Cq(y+ Kg(t)+Gz(t)= p(t) (5.183)

podendo a andlise da resposta aleatéria do sistema ndo-linear em
questdo processar-se com base nesta equagdao e na equagdo (5.181).

Assim, introduzindo o vector

(5.184)

=<
]
IR Q-Q

estas duas equagdes podem exprimir-se de forma condensada através da
relagao

Dy()+ Ey(t)=f(t) (5.185)
em que
M 0 0 0 -M 0 0
D=0 M O E=tK C G f(=¢ pi(t) (5.186)
0 o 1« 0 -C, -K, 0

Em alternativa, as 3N equagdes diferenciais de primeira ordem
traduzidas pela equagio (5.185) poden ser expressas através da relagéo

y()=A,y(t)+x(1) (5.187)
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sendo

I~
1<
o

e x W=D F) =K M7 P

1=
1O o

(5.188)

Deste modo, sendo a excitacdo estaciondria gaussiana de valor
médio nulo, o mesmo sucede com a resposta, dada a suposta natureza
simétrica das ndo-linearidades envolvidas e as caracteristicas
lineares da equagdo (5.187), sendc por isso a sua distribuigédo de
probabilidade inteiramente caracterizada a partir do conhecimento da
matriz de covaridncia instanténea da resposta p , a qual, no caso de
uma excitagédo idealizada através de um ruido brance, obedece a equagao

A+, Al +2nS,=0 (5.189)
com
0 0 0
S,=|o MsrmM o (5.190)
0 0 0

q (3 3 . L] L3
sendo S? a matriz das densidades espectrais conjuntas relativas ao

ruido branco vectorial p7(i).

Por conseguinte, a analise da resposta estaciondaria pode nesse
caso ser facilmente efectuada, comegando por arbitrar valores iniciais
das matrizes C, e K,, e resolvendo em seguida a equagdo de Liapunov
(5.189). O conhecimento das caracteristicas estatisticas da resposta
associadas a essa primeira iteragdo permite calcular de imediato os
valores corrigidos de C,6 e K, a utilizar na iteragdo seguinte,
prosseguindo este processo iterativo sucessivamente até que se atinja
a necessaria convergéncia, o que alias exige normalmente um numero

relativamente reduzido de iteragdes.

De realcar apenas que, no caso de excitagdes idealizadas através
de processos coloridos, havera que aumentar a dimensdo do sistema de
equacgdes diferenciais de primeira ordem (5.187), por forma a contemplar
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a introdugdo de um filtro gque permita supor a excitacdo actuante
efectivamente do tipo ruido branco, ao passo que no caso de excitacodes
de média ndo-nula haverd gque proceder a introducdo de algumas
modificagées, em tudo semelhantes as indicadas em 5.5.6 para sistemas
de 1-GL.

5.6.2 - Andlise da resposta nio-estaciondria

A nao-estacionaridade da resposta pode dever-se gquer a
ndo-estacionaridade da excitacdo actuante, quer a prépria degradacgéao
do sistema estrutural, traduzida pela variacdo de determinados
pardmetros caracterizadores do modelo histerético diferencial, fungéao
da energia dissipada.

Tomando como referéncia o modelo de Baber-Wen, em que o valor
médio dos parémetros A; v, e 1n, (i=1,...,N) se relaciona com o valor
médio da energia dissipada W4, através das equagdes

m, (t)= Aoi+6A,de‘(t)
m,,(t)=1-6, m,, (t) (5.191)

m, ()= 1-8,my, (1)
verificando-se que
My, =(1-a)k,E[z,q9,] (5.192)

a analise da resposta ndo-estacionaria pode processar-se integrando
numericamente o sistema de equacdes diferenciais de primeira ordem

B ()= A,(Op (D+p (OAT(+218 (1) (5.193)

que regula a evolugdo temporal da matriz de covariancia instantanea
g (1), conjuntamente com as N equagées (5.192), actualizando em cada
instante de forma iterativa os valores médios dos parametros A;, Vv;
e 7; através das equagdes (5.191) e seguidamente os valores dos
coeficientes de linearizacgédo Ce (1) e k. (1), que intervém na formagéo
da matriz A4,({), tendo em conta as equacdes (5.92) a (5.97).
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5.7 - APLICACAO DOS MODELOS DE WEN A ANALISE ESTOCASTICA
DA RESPOSTA S{SMICA DE ESTRUTURAS PORTICADAS PLANAS.
DESENVOLVIMENTO DE "SOFTWARE" DE APLICACAO

5.7.1 - Modelos estruturais utilizaveis

A analise estocastica da resposta sismica de estruturas com
comportamento histerético exige a consideragédo de modelos estruturais
adequados, podendo para o efeito utilizar-se diversos modelos de

complexidade variavel.

No caso particular das estruturas reticuladas planas, um primeiro
modelo bastante rudimentar, e apenas teoricamente susceptivel de
aplicacdo em situagbées de pilares muito rigidoes e vigas bastante
flexiveis, consiste em supor os pilares infinitamente rigidos e
resistentes, concentrando-se as ndo-linearidades nas extremidades das
vigas, como indica a figura 5.19, passando dessa forma a estrutura

a ser modelada por um sistema de 1-GL caracterizado pela rotagdo VY,.

A

Fig. 5.19 - Modelos estruturais com pilares ou vigas de
rigidez infinita.

Em oposicdo a este esquena, pode utilizar-se O extremamente
vulgarizado modelo nshear-building", constituido por vigas de rigidez
e resisténcia infinita e por pilares de comportamento ndo-linear,
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especialmente adequado & idealizagdo de pdérticos planos cujas vigas
apresentem uma rigidez bastante elevada face a dos pilares que os
constituem, situagdo em que geralmente os comportamentos inelasticos
se restringem aos pilares.

No entanto, torna-se conveniente neste caso definir para cada
trogo de pilares uma rigidez inicial e uma resisténcia equivalentes,
de modo que o modelo traduza de forma satisfatdria o comportamento
real da estrutura.

Segundo Anagnostopoulos [221], a resisténcia equivalente cor-
respondente ao conjunto de trogos de pilares imediatamente abaixo de
um dado piso pode considerar-se igual a

y 2) MJ
fy,,;min{thMy , Zh > (5.194)

em cque ZM; representa a soma dos momentos correspondentes as
capacidades plasticas de todas as vigas desse andar, ) M’ traduz a
soma de todos os momentos correspondentes as capacidades plasticas

dos trogos de pilares envolvidos, e h indica o comprimento destes.

Por outro lado, pode também definir-se uma matriz de rigidez

inicial do modelo "“shear-building" equivalente com a seguinte
composigao

[ k,+k, -k, ]
-k, ky+k;g
K, = . (5.195)
kya*tky —ky
L ~ky ky ]
sendo os N elementos k; (j=1,...,N) determinados por forma que haja

coincidéncia entre os valores da primeira frequéncia natural, e do
modo de vibragdo associado, relativos aoc pértico plano em andlise e

ao "shear-building" equivalente [221]. Deste modo, tendo em conta a
relacao

(k,-wiM)p, =0 (5.196)
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e uma vez conhecidos os valores da frequéncia fundamental e do primeiro
modo associados as caracteristicas iniciais de rigidez do pértico
plano ndo-linear, w, e ¢,, torna~-se possivel a determinagdo da matriz
de rigidez inicial do "shear-building" equivalente, a qual corres-
pondem, por sua vez, frequéncias naturais e modos de vibracdo de orden
superior algo diferentes dos valores relativos ao pdértico plano,
embora as diferengas encontradas ndo sejam, em muitos casos, muito
significativas.

Nestas circunsténcias, a fixag¢do dos parémetros do modelo dife-
rencial de Bouc-Wen, cuja utilizag¢do pode servir para idealizar o
comportamento histerético do conjunto de trogos de pilares imedia-
tamente abaixo do pisc de ordem j, pode efectuar-se come¢ando por
fixar os valores de A;, a,, k; e n;, bem como a relagdo B;,/vY; tendo
em consideragdo as recomendagdes para esse efeito expressas em 5.5.3.
Assim, igualando o valor da resisténcia equivalente dada pela egquacgdo
(5.194) ao valor maximo da componente histerética

A 1/n,
/

podem também obter-se os valores de 3; e v,.

0 modelo "shear-building", cuja maior virtude reside na sua grande
simplicidade, nem sempre permite todavia uma representagdo satis-
fatdéria do sistema estrutural em andlise quando sujeito a uma excitacéo
sismica, facto que foi evidenciado por Takizawa [224], e que levou
ao desenvolvimento de modelos estruturais de maior complexidade.

Um desses modelos, utilizado por Park, Ang e Wen [l167], e dque
constitui uma extensdo do modelo "shear~building" convencional,
consiste na introducdo adicional de colunas elasticas flectidas entre
os pisos infinitamente rigidos, e ligadas a estes através de molas
de rotagdo inelasticas (Fig. 5.20).

Um outro modelo susceptivel de permitir uma mais correcta andlise
da resposta sismica de pérticos planos, recentemente utilizada por
Baber e Wen [19] e por Casciati e Faravelli [37], consiste em supor
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)
.

Colunas

< TE] JColunas
elasticas nio-lineares

3

(a) {b)

Fig. 5.20 - (a) Extensdo do modelo "shear-building";
(b) Modelo de rotulas plasticas.

a estrutura discretizada num conjunto de elementos elasticos

interligados por rétulas de funcionamento nio-linear histerético.

Deste modo, serdo descritas nos pontos seguintes formulagbes que

permitem efectuar, com base no método de linearizagdo estocastica

equivalente, a andlise da resposta sismica estacionaria e
ndo-estaciondria de porticos planos, idealizados quer através do
vulgarizado modelo "shear-building", quer do modelo de rétulas

pléasticas, supondo que as ndo-linearidades de natureza histerética
sdo caracterizadas através do modelo diferencial de Bouc-Wen.

5.7.2 - Resposta sismica estaciondria ou nio-estacionaria
de estruturas tipo "shear-building"

Considere-se um pértico plano de N pisos, idealizado através de
um modelo "shear- building" sujeito a uma acgdo sismica horizontal,
caracterizada por uma aceleracdo de base traduzida por um processo:

estocastico estaciondrio gaussiano de valor médio nulo i,(t) (Fig.
5.21).
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L—-o—-—o—-L T
o/
T
I 7 7 L
Uis1 £ I '[ . . ﬁ '
Ji ) RN Y
uj m:ii
! pot | [ . I _._“__ ; " N
i+1 ] Pisoi
1 ui" Z / et o
=7 F #19i 54 9;

WA,

(a) lig(t)

- Fig. 5.21 - "shear-building" sujeito & aceleragédo de base i,(t).

Nesse caso, os N graus de liberdade do sistema encontram-se
associados as N translagdes de andar, pelo dque, designando por
u; (i=1,...,N) os deslocamentos horizontais de cada piso em relagdo a
fundacédo, e por q; (i=1,...,N) as transla¢des relativas entre pisos,
é a seguinte a equacdo de equilibrio dindmico do andar de ordem I,
tendo em consideracdo a totalidade das forg¢as actuantes a esse nivel,
indicadas alids na figura 5.21(b)

mi[z qj(t)+ag(t):|+Cidi(t)_ci+]qi+l(t)+gi_gi+l =0 (5.198)
i1

As forcas g; (i=1,...,N) intervenientes nestas equagdes de equilibrio
correspondem ao somatdrio dos esforgos transversos nas extremidades
superiores dos trogcos dos pilares entre os pisos i e i-1l, cujo com-
portamento se admite ndo-linear histerético, caracterizado pelo modelo
de Bouc-Wen, podendo cada forga g; decompor-se através da relagéo

g,=ak;q;+(1-a)k;z, (5.199)
em que o parametro auxiliar z;obedece a equagédo diferencial ndo-linear

2= A~ B g 2] 2 vid 2" (5.200)
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Conjugando as equagbes (5.198) e (5.199), obtém-se a seguinte
relagdo matricial

M3+ Cq(t)+ Kq(1)+GZ(t) =M ,aiiy (1) (5.201)
em que
[ m, 0 ] [ m, ]
Mz My My
M= m; mz; mgy M, = my a= 1 (5.202)
| My My My . My | i my | 1
ak, -k, (1-a)k, -(l-a,)k,
a,k, -5k, (1-a,)k, =(1=a )k,
K- ‘e 9- ..
) Qykyy  —ayky ) (I, dkyy —(l-ayu)ky,
ayky (l_au)kﬂ
(2.203)

Por outro lado, a linearizagdo das equacdes diferenciais
nédo-lineares (5.200) conduz & relacdo matricial

Z=£9Q+§e§ (5'204)

em que C e K, sdo matrizes diagonais constituidas pelos coeficientes

de linearizacao C.,, € k,, correspondentes a cada uma das N equacgbes
(5.200), com i=1,...,N,

Assim, introduzindo o vector ampliado
y'=[q".q".27] (5.205)

as equagdes (5.201) e (5.204) podem exprimir-se simplesmente através
da relacdo matricial

Dy+Ey(t)=£(1) (5.206)
em que
Moo 0 0 -M 0 0
D=0 M 0} E=|K C ¢ f=C¢-Mua di (1)  (5.207)
9 0 I 0 -C, -k, 0
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Alternativamente, a equagdo (5.206) pode escrever-se também sob

a forma
y(t)=A,y(t)+x(t) (5.208)
em que
0 ! 0 0
4 TG x(W=DT A= MM a i ()

0

e —

(5.209)

A natureza linear do sistema de equagdes diferenciais de primeira
ordem (5.208) leva a que o processo de resposta seja igualmente
gaussiano e de valor médio nulo, sendo por isso a sua estrutura
probabilistica integralmente caracterizada com base no conhecimento
da matriz de covaridncia instanténea W , que, no caso de a excitacgéo
ii,(t) ser idealizada através de um ruido branco de densidade espectral

constante S,, obedece & equagdo de Liapunov

Ap, A +2nS =0 (5.210)
com
0 0 0
S,=|0 M'M,aaMMTT O|S, (5.211)
0 0 0

No caso de a aceleracdo de base U,(t) ser traduzida por um processo
colorido caracterizado por um espectro do tipo Kanai~Tajimi, ha
interesse em supor tal espectro como o correspondente ao processo de
resposta em termos de aceleragdes absolutas il‘,(t) de um filtro de 1-GL
de massa unitaria, com uma frequéncia natural w; e um coeficiente de
amortecimento &,, quando a sua base é sujeita a uma aceleragio aleatdria
estacioniria de média nula idealizada através de um ruido branco ig(i)

com uma densidade espectral de poténcia S,.

Desse modo, designando por u, o deslocamento do filtro relativamente
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a base
dy(t) =i, (t)+ o (t) (5.212)
pelo que, sendo a equagdo de equilibrio dindmico do filtro
Ly (8)+28 W b, (t)+wiu, (1) =-1°(t) (5.213)
se conclui que
ay(t)=-2%,w,u,(t)~wiu,(t) (5.214)

Identificando i%(t) com iy(t), a equagdo (5.201) da entdo origem

M)+ Ca(+Kg(D+Ga(t)-a, M au, (1)~ a,M,au, (1)=0 (5.215)

com

a,=2§5,w, a, =w? (5.216)

Por conseguinte, introduzindo desta feita o vector ampliado

y'=1g".q".2".u,,u,] (5.217)
as equagdes (5.215) e (5.204), conjuntamente com a equacado do movimento

do filtro (5.213), podem também dar lugar a uma relacgido matricial do
tipo

Dy(t)+Ey(t)=£(t) (5.218)
em que agora
M 0 0 00] [0 -M 0 o0 0 ] 0
O M 000 K ¢ ¢ -Myea -Maa, 0
D-|0 0 1 00| E-[0 ¢ -k 0 0| fo={ o pusw
2 2210 o 0 o 0 -1 0
;0 0 0 0 1] 0O 0 0 a, a, -1
(5.219)

ou, em alternativa, a relacdo

y(t)=A,y(t)+x(t) (5.220)
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sendo
[0 I 0 0 0 0
-M'K -M'C -M'G M 'M,aa, M 'M,aa, 0
4,=-D'E=| 0 c. K, 0 0 x(1)=D'f()=C 0 iyt
0 0 0 0 1 0
L 9 9. 9 "‘(1] "(10 -l
(5.221)

A determinagdo da matriz de covaridncia da resposta | pode pois
efectuar-se, tal como no caso de uma excitagdo idealizada por um ruido

branco, mediante a resolugdo da equagdo de Liapunov

A, i, Al +208,=0 (5.222)

e

em que agora a matriz S  apresenta a seguinte composigdo

1

(5.223)

HeRleR leRioN o]

ICIO IO IO 10O

O OO0 IO

— O IO IO IC
10}

05]
i
ICI10 1O 10 10O

A resolucdo desta equagdo, com vista a caracterizacdo da
distribuicdo de probabilidade da resposta sismica estacionaria do
"shear-building" em analise, exige naturalmente o conhecimento preévio
das matrizes C, e K,, para o que se torna mais uma vez conveniente a
utilizacdo da técnica iterativa ja anteriormente descrita em 5.6.1.

Uma vez quantificada a matriz de covariéncia y caracterizadora
da distribuiclo probabilistica do processo estocastico vectorial
estaciondrio y({), suposto gaussiano, facil se torna também determinar
a matriz de covariancia relativa a quaisquer outras variaveis de
controlo da resposta do sistema. Assim, por exemplo, no caso das

forcas de restituicdo inelasticas dadas por (v. eq. 5.199 e 5.201)
g=Kg+tz (5.224)

a correspondente matriz de covariéncia pode ser obtida multiplicando
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ambos os membros de (5.224) pela respectiva transposta e aplicando
© operador F£[ ], resultando que

b, =KE(gq K +KFlgzT167+ CEl2g 1K +GE[227167  (5.225)

em que £[gq’] , E[qz"] , E[29"] e E[227] constituem sub-matrizes de
E‘y'

Caso a excitagdo actuante assuma um caracter ndo-estacionario,
torna-se necessario no entanto introduzir algumas modificagdes. Assim,
se a aceleragcdc de base for idealizada atraveés de um processo
estocdstico ndo-estacionario modulavel Ug«(t), susceptivel de ser
expresso através do produto

Uge(1)=0(t)ti, (L) (35.226)

em que 6(¢{) é uma funcédo de modulagdo deterministica e y(t) um ruido
branco gaussiano de média nula e de densidade espectral de poténcia
Soy néo sé as matrizes de linearizagédo C, e K, se tornam dependentes
do tempo, como também se torna necessario substituir i,(¢) por 6(t)ii,(t)
has equagdes (5.198), (5.201), (5.207) e (5.209).

Deste modo, e atendendo ao referido em 4.5.6, facil é concluir

que a evolugdo temporal da matriz de covaridncia da resposta é regulada
pela equacgio

B, (D =4,(Dp (D+p AT+2nS (1) (5.227)

em que agora a matriz S,(t) é dada por

0 0 0
S,(=|0 M'M,aa’mM M o0 |e)?s, (5.228)
0 0 0

—

sendo a composicdo da matriz A, (1) idéntica a definida em (5.209).

De forma andloga, caso a excitagdo actuante seja ndo-estacionaria
e colorida, podendo a aceleragdo de base do filtro anteriormente
mencionado ser caracterizada através de um processo estocastico o (1),
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separavel mediante a relacao
U= (t)=0(t)i (L) (5.229)

em que a fungdo de modulagdo 6(¢) é multiplicada pelo ruideo branco
estacionario e gaussiano de média nula e densidade espectral de
poténcia S,, deve substituir-se liy(t) por 0(t)ig(t) nas equagdes (5.212),
(5.213), (5.219) e (5.221). Pode assim concluir-se que a evolugio
temporal da matriz de covariédncia da resposta é regida igualmente
pela equagdo (5.227), sendo neste caso a matriz S (i) definida por

S, ()= 0(t)%s, (5.230)

C ClIoC IO IO
— OO0 1O

IOIC IO IO IO
IO 1O 1010
JOIC 1O IO IO

e tendo a matriz A,(!)uma composigdo semelhante a indicada por (5.221).

Se a nao-estacionaridade da resposta for também motivada pela
prépria degradagdo estrutural, considerada fung¢do da energia
dissipada, havera que adicionar ainda a equagdo (5.192)

My, =(1-a)kE[2,q,] (5.231)

A anadlise da resposta sismica ndo-estaciondria, gue passa pela
determinacédo da evolugdo temporal da matriz de covariéncia instanténea
da resposta, pode assim ser efectuada integrando numericamente as
equagdes (5.227) e (5.231), e utilizando a técnica iterativa descrita
em 5.6.2.

5.7.3 - Formulacio modal complexa alternativa para andlise da resposta

nao-estaciondria

A andlise da resposta sismica ndo-estaciondaria pode ser também
realizada utilizando uma formulagido modal complexa alternativa, que
permite evitar a integracdo numérica do sistema de equagdes diferen-
ciais (5.227).
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Essa formulagdo tem como primeiro objectivo conseguir desligar
o sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem (5.208), em que
A,=4,(), com base numa metodologia semelhante & descrita em 2.3.9,
como foi sugerido por Singh, Maldonado e Heller [205], ou, o que &
equivalente, desligar o sistema de equagdes diferenciais (5.206), em

que £ =E(t), tal como € proposto por Chang, Mochio, Samaras e Shinozuka
[155].

Neste Ultimo caso, por exemplo, torna-se necessario comegar por
resolver os problemas de valores e vectores préprios traduzidos pelas
equagbes seguintes

(5.232)

Y ED T =Ny (5.233)

J—_— =
ao longo dos sucessivos instantes de tempo {, em que se processa a

analise da resposta ndo-estacionadria, supondo-se que os elementos da

matriz E(!) assumem valores aproximadamente constantes entre dois
instantes de tempo consecutivos t, e ¢, + Al.

Os vetores ¢, e w;, que representam respectivamente os vectores
proprios a direita da matriz -D'E e a esquerda da matriz -EF D7},
respeitam a seguinte condicdo de ortogonalidade

YiDo,=0 ,  A#EN, (5.234)

como alids se pode facilmente constatar pré-multiplicando a equacéo
(5.232) por y|D, pés-multiplicando (5.233) por D¢, e subtraindo
membro a membro as equacdes obtidas. Analogamente pode verificar-se
que

ViEQ,=0 . A#A, (5.235)

]

Por outro lado, os vectores préprios ¢, e w]T podem também ser
normalizados por forma que

;D¢ =1 (5.236)
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verificando-se entédo que

VIEp, =~N, (5.237)
como se pode comprovar pré-multiplicando (5.232) por yLTQ

Deste modo, introduzindo a tranformagédo linear

aN
y(l+T)= Z@irs,»(wz@cr) (5.238)

em que [3,(T) representa a coordenada modal complexa de ordem i{, podendo
T assumir valores pertencentes ao intervale [0,A!], o sistema de
equagdes diferenciais de primeira ordem (5.206) pode ser desligado,
ja que, por substituigdo de (5.237) em (5.206), se obtém

9B ()T E ) ¢,B(T)= f(L*+T) (5.239)

D

Ing=

i

e pré-multiplicando esta equagdo por _uﬁ, e atendendoc &as relagbes
(5.234) a (5.237), se conclui que

BT =ABi(T)+ W] f(L,+T) (5.240)

Tendo presente a equagdo (5.207) que define o vector f, estas 3N
equagoes diferenciais de primeira ordem independentes nas coordenadas

modais (3; podem também expressar-se através da relagéo

B (t)=AB(t)- Lty (L) (5.241)

em que L; representa o factor de participa¢do relativo ao i-ésimo

vector préprio y/

Li=yp/{ M,a (5.242)

e lg«(tr+T) o valor do processo ndo-estaciondrio caracterizador da
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aceleragdo de base no instantet,+T, e que se admite poder ser expresso

através do produto
ug*Uk+~t)=G(tk+1)ag(tk+r) (5.243)

sendo 6(?) uma funcdo de modulagdo deterministica e lLy(t) um processo
estaciondrio gaussiano de valor médio nulo.

Nestas condig¢des, recorrendo a solugdo da equagdo (5.241) para
T=Al

At »
Bi(At)=ex‘A'Bi(O)~f ML (t+ v)d (5.244)
4]

pode facilmente obter-se a expressdo da resposta y(lx+ Al) através da
sobreposigdc modal traduzida pela equagdo (5.238).

Deste modo, a matriz de covariincia da resposta LL(IK+AI) no
instante !, + Al pode ser quantificada através da relagao

By (Lt A =R ELy (1, ADY (4, + A0 )

H[ZJ{ZW

3N 3N . .7
{ 0, FIB(ADBR, (A1) ]9 } (5.245)

in] j=]

podendo o valor médio espectavel E[R;(At)B,(At)"] nela interveniente

ser determinado com base na equacdo (5.244). Com efeito, dessa maneira
pode escrever-se que

E[B;‘(At)Bj(At)*]=E{I:QMA!B((O)“'Li[‘)Atex‘(At-Ul)uQ*(t+Ul)dvl:l
[ex;AzB;(O)_L;/‘Azex;(m-uz)u (t+v,)du, ]} (5.246)

ou mais simplesmente, efectuando o produto indicado e desprezando os
termos em B,(0)i, (t+v,) e B,;(0)” Uge(t+vu))
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EB.(anB, (A0 =™ £ 1s (0yp(0) 7+ (5.247)
At At _ vy - .”2 N .
Lt [ e B g (e (1 v Tl o

Introduzindo também uma aproximagido que consiste em tomar os
valores da fungdo de modulagdo a meio dos intervalos de integracgdo
de amplitude A!, suposta muito pequena, pode ainda escrever-se que

EIB.(ADB,(A0) =™ (5B, (0)B, (0 1+ (5.248)

At 'y
+LiL;9 (t +———)f f TR ‘"‘Rﬁg(vz—vl)duldvz}

Por conseguinte, conjugando esta equagio com a equacido (5.245),
podem determinar-se todos os elementos da matriz de covariidncia da
resposta i, correspondente ao instante {;+ Af. 0 cdlculo do integral
duplo indicado na equagdo (5.248) exige, no entanto, o conhecimento
da fungdo de auto-correlacgio RHJ13 relativa ao processo estacionario
gaussiano de média nula 4,(t). Sendo a fun¢do densidade espectral de
poténcia respectiva Sy,(w) do tipo Kanai-Tajimi (v. eq. 2.47),
caracterizada por uma densidade constante S, e por um filtro de
frequéncia natural w; e coeficiente de amortecimento £, pode mostrar-se
que a funcgao Raa(T) é dada por [51]

R (1) 3“25 e M1+ axhycos(w 187+
f
+(1-4% )J_E__E_sen(wfmh/ gf)} (5.249)

Desta forma, torna-se vidvel a quantificagdo da matriz de
covaridncia evolutiva da resposta, determinando em cada instante, de
forma iterativa, os valores dos coeficientes de linearizagdo c., e k.,
os guais, uma vez atingida a necessaria convergéncia, podem tomar-se
iguais aos respectivos valores iniciais no instante seguinte.

De realg¢ar ainda que esta formulagdo € susceptivel de permitir
uma interessante simplificacdo, que consiste em ter apenas em conta
na analise do problema os modos complexos ¢, que contribuem de forma
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mais significativa para a resposta do sistema, podendo tomar-se como
indicador dessa contribuigdo o respectivo factor de participacgéo L.

3.7.4 - Descricao dos programas de cilculo automatico PROGS e PROGY9

Tendo em consideragdo as formulagdes descritas em 5.7.2 e 5.7.3,
foram desenvolvidos dois programas de cdlculo automatico com vista
a andlise estocastica do comportamento dindmico de estruturas planas
do tipo "shear-building" com comportamento ndo-linear histerético
sujeitas a acgdes sismicas horizontais.

O primeiro desses programas, designado por PROG8, pressupbe a
natureza estacionaria da excitag¢io actuante e da resposta estrutural,
e por isso implicitamente também a inexisténcia de degradacdo de
rigidez ou de resisténcia do sistema, tornando-se, no entanto, facil
a sua generalizagdo por forma a contemplar estes aspectos tendo em
atengdo o referido em 5.7.2 sobre esta questio. Em relagdo a
arquitectura desse programa, esquematicamente traduzida pelo
fluxograma simplificado indicado na figura 5.22, ha pois a destacar
0s seguintes passos:

a) Leitura de dados gerais envolvendo
- caracterizagido topolégica da estrutura:

- definigdo das caracteristicas geométricas e mecadnicas de
todos os trogos de pilar entre pisos, designadamente dos
seis parametros a;, k;, A, n, B; e Yy, caracterizadores do
correspondente comportamento histerético, de acordo com o
modelo diferencial de Bouc-Wen;

~- leitura do valor das massas associadas a cada andar, e dos
coeficientes de amortecimento correspondentes aos dois
primeiros modos de vibracdo calculados com base na rigidez
inicial, ou, em alternativa, leitura dos coeficientes a. e
B. a que se refere a equagio (4.221);

- caracterizagdo da excitagdo actuante, podendo esta ser
idealizada quer através de um ruido branco de intensidade
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espectral S,, quer de um ruido branco filtrado caracterizado

por um espectro de poténcia de Kanai-Tajimi de parametros
So, Wy e §;, sendo viavel, em particular, a consideracdo de
espectros desta natureza gue aproximam convenientemente os
espectros poli-lineares definidos pelo RSA;

Formagdo da matriz de massa diagonal M, e de uma matriz de

rigidez K, associada aos valores iniciais da rigidez dos
diversos trogos de pilares; determinacdo das frequéncias e
modos de vibragdo correspondentes e, se necessario, dos
coeficientes a, e B, a que se refere a equagdo (4.221),
quantificando através dela a matriz de amortecimento C, que
se supbe invariante ao longo da andlise da resposta;

Constituigdo das matrizes M, K e G caracterizadas pelas equagées
(5.202) e (5.203), bem como das matrizes C,e K, na sua verséo
inicial, admitindo para o efeito os seguintes valores de partida
para os coeficientes de linearizacgdo

¢, = A, k, =-6, (5.250)

i e i

sendo 6, um valor positivo muito pequeno;

Composigdo da matriz de estado A,definida por (5.209), mediante
a conveniente manipulacgdo das matrizes M, C, KX, G, K, e C,,
no caso de um ruido branco, ou através da relagdo correspondente
(5.221), nas situagbdes em que a excitagdo seja idealizada
através de um processo de natureza colorida;

Formagdo da matriz S, caracterizadora da excitagdo actuante,
recorrendo as relagdes (5.211) ou (5.223), também de acordo

com a forma de idealizagdo da acgdo sismica;

Resolugdo da equacdo de Liapunov (5.210) ou (5.222), mediante
o recurso a uma eficiente rotina de calculo baseada no algoritmo
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de Bartels e Stewart [24], ja anteriormente referida,
chegando-se por essa via ao conhecimento de todos os elementos

da matriz de covariancia i,, caracterizadora da estrutura

probabilistica do processo estocastico vectorial estacionario

y(t)definido por (5.205) ou (5.217), que por hipdtese se admite
apresentar natureza gaussiana;

Determinagdo dos valores corrigidos dos coeficientes de
linearizagio Co, @ k., através da utilizacdo das equacdes (5.92)
a (5.97), e tendo por base os valores de Ogr Oz, € Py, Obtidos
a partir dos elementos da matriz i \

Correcgdo da composicdo da matriz de estado A, por virtude da
alteracdo das matrizes C,eK , erealizagido de uma nova iteracéo,

resolvendo novamente a equagio de Liapunov associada ao problema
em questao;

Analise da convergéncia do processo iterativo, mediante a
comparacdo dos desvios padrées Oy, Obtidos em cada iteracio,
com os calculados na iteragdo anterior; para o efeito, e
designando por r e r—1 os numeros de ordem de duas iteracgdes
consecutivas, o erro relativo definido por

l A
=N_,Z o‘” (5.251)

em que N, é a dimensdo da matriz A, ¢é comparado com uma
tolerdncia maxima pré-definida € max?
Repetigdo dos passos descritos nas alineas g), h) e i) caso

nao tenha sido atingida a desejada convergéncia, situacdo em
que €>€,.,.;

Quantificagdo da matriz de covaridncia da resposta By, relativa
as forcas de restituigdo inelasticas através da relag:ao (5.225).
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INTRODUGAO DE DADOS

- Estrutura
- Massas por piso
- Excitagio actuante

MATRIZ DE AMORTECIMENTO C
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MATRIZES M , K e G
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Fig. 5.22 - Fluxograma simplificado do programa PROG8.
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Para além da realizagdo deste programa de calculo automatico,
foi ainda elaborado um outro (PROG9) que, assente na formulagdo de
estado complexa descrita em 5.7.3, possibilita também a andlise da
evolugdo temporal das caracteristicas da resposta de estruturas do
tipo antes mencionado a excitagdes sismicas de caracter
ndo-estacionario, idealizadas através do produto de uma fungdo de
modulagdo deterministica por um processo estocdstico estacionario
gaussiano colorido de valor médio nulo caracterizado por um espectro
de Kanai-Tajimi.

Neste caso, sdo os sequintes os Principais passos caracterizadores
da arquitectura do programa realizado, sinteticamente apresentados
no fluxograma simplificado indicado na figura 5.23:

a) Leitura de dados gerais, os quais coincidem praticamente com
os fornecidos para utilizacdo do programa PROG8, salvo no que
se refere & indicagdo do intervalo de tempo incremental At e
do tempo méximo de analise da resposta ndo-estaciondria T .y,
bem como a caracterizacgio da excitagdo actuante, havendo para
o efeito que proceder a definigdo da funcao de modulacgdo 0(t),
podendo esta ser caracterizada através de uma sequéncia de
trogos lineares, ou mediante o recurso as fungdes utilizadas
por Amin e Ang (v. eq. 3.74) ou Shinozuka e Sato (v. eq. 3.75);

b) Formagdo da matriz de amortecimento C, suposta invariante ao
longo de toda a evolugio temporal da resposta, bem como das
matrizes M, Ke G, seguindo o mesmo procedimento que foi ja
referido anteriormente para o caso do programa PROGS;

¢) Inicializacdo das matrizes C,(ty) e K (t,) relativas ao instante
genérico de analise t;, comegando por sequir o critério definido

por (5.250) no instante inicial, e constituicdo das matrizes
D e E(iy) definidas por (5.207);

d) Resolugdo dos problemas de valores e vectores préprios definidos

pelas equacgdes (5.232) e (5.233), recorrendo as sub-rotinas
MQR, MHRE, MER, MVHR e MVRE da biblioteca SL-MATH (IBM),
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quantificando para o instante {, os valores préprios A; (1 real
e 2 complexos conjugados por cada grau de liberdade) e os
vectores préprios complexos a direita ¢, e & esquerda y:;
Normalizagdo dos vectores préprios complexos encontrados por
forma a verificar-se a condigdo (5.236) e, simultaneamente, a
relacdo (5.237);

Quantificagdo dos factores de participagdo complexos L,
relativos a cada vector préprio Eir através da equagdo (5.242);

Formagdo da matriz de covaridncia modal complexa Ro(te+AL)
relativa ao instante seguinte ao instante genérico de andlise
tx, tendo por base a equagdo (5.248) e a prdpria constituigédo
da matriz de covaridncia modal ka(ty) nesse instante (nula para
tx,=0); para o efeito o integral duplo representado nessa equagédo
é avaliado numericamente, sendo os valores da fungdo integranda
calculados a partir do conhecimento dos valores proprios
complexos A; e da funcao de auto-correlagado Raq(r) definida por
(5.249) ;

Determinagédo da matriz de covaridnciap, (f,+ At), caracterizadora
da distribuigdo probabilistica do processo estocédstico vec-
torial definido por (5.205) no instante (,+ Atl, tendo presente

a relacdo (5.245) e os vectores préprios complexos ¢

Cadlculo iterativo dos coeficientes de linearizacgdo c, e k. que
contribuem para a formagdo das matrizes C (!) e K (t); para o
efeito aqueles coeficientes sédo recalculados, mediante a
utilizacdo das equagdes (5.92) a (5.97), em funcio das grandezas
estatisticas o4 (tx+AL), o, (lx+AL) e Pgx e+ AL, obtidas
directamente a partir dos elementos de hy(t,+At); este proce-
dimento é continuado enquanto o erro médio relativo € definido
por (5.251), correspondente a duas iteragdes consecutivas,
exceder uma toleréncia maxima pré-definida €n.; cada vez dque
as matrizes C (1) e K (1) séo recalculadas, a matriz £(!) sofre
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a necessaria recomposigdo, sendo repetidos todos os passos
sumariamente descritos nas alineas d), e), f), g) e h) até se
acabar por atingir a desejada convergéncia ao nivel do instante
L+ Al

j) Passagem a andlise das caracteristicas da resposta no instante
seguinte, tomando como valores iniciais dos coeficientes de
linearizagdo os correspondentes aos do instante anterior, e
seguindo novamente todo o procedimento descrito entre as alineas
d) e i), enquanto ndo for ultrapassado o periodo de tempo
maximo de andlise da resposta considerado.

5.7.5 - Exemplos de aplicacio

0 desenvolvimento dos programas de cdlculo automatico PROG8 e
PROGY foi acompanhado do tratamento de diversos exemplos de aplicacédo,
sendo de real¢ar dois casos, ja anteriormente abordados por Chang
[51], e que se entendeu da maior utilidade tomar como referéncia por
forma a, por um lado, testar o bom funcionamento dos modelos
computacionais desenvolvidos e, por outro, avaliar o grau de rigor

dos resultados alcangados face a valores obtidos por simulagio
numérica,

O primeiro exemplo diz respeito a uma estrutura de um unico piso,
com uma massa de 0,933kips.s?/ft, sendo os seqguintes os valores dos
parametros do modelo de Bouc-Wen utilizados para idealizar o com-
portamento histerético dos respectivos pilares: k=35,2kips/ ft,
a=0,04, A=1,0, n=1, B=y=2/ft. O amortecimento foi, por seu turno,
quantificado através da relagido (4.221), tomando a,=0,614/s e p,=Os.

A acgdo sismica comegou por ser idealizada através de um processo
ndo—~estacionario, obtido através do produto de um processo
estaciondrio do tipo Kanai-Tajimi, com S,=0,1ft%/s% w,=15,56rad/s
e £,=0,64, por uma funcédo de modulagdo do tipo Shinozuka e Sato com
a=0,23/s, b=0,50/s e ¢=0,25.
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L MATRIZ DE AMORTECIMENTO ¢ I
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VALORES E VECTORES PROPRIOS COMPLEXOS
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xl » ‘l + !lj
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]

FACTORES DE PARTICIPACAC COMPLEXOS L, l
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MATRIZ DE COVARIANCIA  fu (tic+ AE)

' CONVERGENCIA CORRECGAO DE  Co{ty) e Koty
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tk= tk+ At

tk> Tmﬁx

Fig. 5.23 ~ Fluxograma simplificade do programa PROG9.
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Nessas condigdes, foi calculada, mediante utilizacgéo do programa
PROGY9, a evolugdo temporal quer dos desvios padrdes do deslocamento
e da velocidade do piso em relagdo a base, 0,(t) e 0,(t), quer dos
coeficientes de linearizagdo c¢,(t) e k.,(1), tendo sido considerado um
intervalo de tempo incremental At=0,15s. A tradugdo grafica dessa
evolugdo ao longo dos primeiros 10s encontra-se representada nas
figuras 5.24 e 5.25, indicando-se nesta ultima também os valores de
0,(t) e 0,(t) obtidos por Chang [51] com recurso a técnicas de simulacio
digital, envolvendo o tratamento estatistico de 100 realizacdes
distintas dos processos de resposta, obtidas por aplicacdo de um
método de integrag@o directa a partir de outras tantas histérias
temporais da aceleragdo de base, compativeis com o modelo
ndo-estaciondrio da excitacdo sismica antes referido.

Da comparagdo dos valores alcancados com o programa PROGY com os
apresentados por Chang, pdde constatar-se ndo sé o bom funcionamento
deste programa face a um modelo computacional andlogo desenvolvido
por aquele investigador com base no método de linearizacédo estocastica
equivalente, mas também a excelente aproximacdo conseguida por este
método no que respeita a estimativa de o,(t) e 0,(t).

No sentido de testar também o programa de calculo PROG8, foi
igualmente considerada uma fungdo de modulagdo do tipo Heaviside, por
forma a idealizar uma excitac¢do pseudo-ndo-estacionaria, cuja resposta
estrutural, obtida pelo programa PROGY9, se encontra traduzida de forma
grafica nas figuras 5.26 e 5.27. A evolugdo temporal de 0,(t) e o,(t),
analisada ao longo de um intervalo de tempo 100s, mostra pois a
existéncia de uma tendéncia assintética daquelas variaveis, sendo
essa tendéncia bastante rapida no caso da velocidade de piso, mas
significativamente mais lenta no caso do deslocamento correspondente,
aspecto que é& nitidamente motivado pela natureza ndo-linear his-
terética do comportamento estrutural, como resulta claro da comparagao
destes resultados com os de analises do mesmo tipo apresentadas na
secgdo 3.4.3, envolvendo sistemas lineares. E de realcar, por outro
lado, que se registou uma excelente concorddncia entre os valores
maximos de 0,(t) e 0,(t) motivados pela excitagdo pseudo~ndo-estacionaria
e O0s correspondentes valores estaciondrios avaliados por aplicagio
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do programa PROG8 (g,=0,118ft e 6,=0,518Ft/9) sendo a diferenga
relativa maxima da ordem dos 4%, facto que serviu naturalmente também
para testar o bom funcionamento deste modelo computacional.

Este mesmo exemplo foi ainda analisado para duas outras acgdes
sismicas com caracteristicas em tudo semelhantes, salvo no que se
refere & intensidade espectral S,, que fol quadriplicada,
encontrando~-se as correspondentes evolugdes temporais de c.(l), ko(t),
0,(t) e 0,(t) traduzidas graficamente nas figuras 5.28 e 5.29. Como se
pode concluir da sua observagdo, regista-se também neste caso uma
apreciavel compatibilidade dos resultados obtidos pelo método de
linearizacdo equivalente com os alcangados por simulagées numéricas
[51], o mesmo sucedendo entre os valores maximos de 0,(I) e g,(t),
decorrentes da aplicacdo da excitagdo pseudo-ndo-estaciondria (fig.
5.30 e 5.31), e os valores estaciondrios estimados com base no programa
PROG8 (0,=0,271fted,=0,86ft/s), tendo-se cbtido diferengas relativas
da mesma ordem de grandeza que nho caso anterior.

Ccomo segundo exemplo de aplicagdo, apresenta-se o caso de uma
estrutura do tipo "shear-building" com dois pisos, aos quais se
encontram associadas massas de valor m;=2,488 e m;,= 1,244kips.s?/ ft,
sendo o comportamento histerético dos pilares entre pisos carac-
terizado pelos seguintes parametros do modelo de Bouc-Wen: k,=83,95,
k,=35,2kips/ft, a,=a,=0,04, A;=A,=1,0, ny=n,=1, B,=v,=3,55/ft e
RB,=v,=2,0/ft. A matriz de amortecimento foi por sua vez quantificada
através da relagédo (4.221), tomando a.=0,263/se B = 0,00852s. A acgao
sismica foi caracterizada da mesma forma gue no caso anterior, tendo-se
igualmente considerado as duas fungdes de modulacdo ja mencionadas,
e fixado o valor da densidade espectral S, em 0,1ft?/s°.

Nas figuras 5.32 e 5.33 encontram-se representadas sob forma
grafica as evolugdes temporais dos desvios padroes relativos aos
deslocamentos relativos entre pisos, 0, e 0., € as velocidades
correspondentes, 0, e 0y, decorrentes da actuacdo daqueles dois tipos

de excitacao.

A semelhanca do sucedido no exemplo anterior, verifica-se também
uma excelente concordancia de resultados face aos valores apresentados
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por Chang, calculados quer com base no método de linearizacio
estocastica equivalente, quer com recurso a técnicas de simulacgéo
numérica.

Por outro lado, no caso da excitagdo pseudo~nao-estacionaria
(Fig. 5.34 e 5.35) regista-se ainda uma boa compatibilidade de
resultados em relagdo aos correspondentes valores estaciondrios,
calculados com o programa PROGS (0,,=0,188ft, 0,,=0,133ft/s,
0,,=0,387ft e 0,,=0,434f1/s), muito embora a diferenca relativa
encontrada para ¢,, seja um pouco superior ao verificado nos exemplos
anteriores, situando-se na ordem dos 10%.

E de realgar, no entanto, que estas pequenas diferengas relativas
encontradas em relagdo aos valores assintoticos, praticamente
inexistentes no caso de sistemas lineares, sdo aqui facilmente
compreensiveis, sendo essencialmente resultantes das aproximagdes
introduzidas por consecutivas linearizagdes do modelo histerético
registadas ao cabo de cada intervalo de tempo incremental, e cujo
efeito é cumulativo em termos da andlise da resposta ndo-estacionaria,
como ressalta alias evidente da observacido da equagao (5.248).
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Fig. 5.24 - Sistema de 1-GL; Excitacdo ndo-estacionaria (S,=0,1)

Evolugdo temporal dos coeficientes c, e k..
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Fig. 5.25 - Sistema de 1-GL; Excitacdo ndo-estacionaria (S,=0,1)
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Fig. 5.29 - Sistema de 1-GL; Excitacfo ndo-estacionaria (S,=0,4)
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Fig. 5.30 - Sistema de 1-GL; Excitacdo pseudo-ndo-estacionaria
(S,=0,4); Evolugdo temporal de 0,.
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Fig. 5.31 - Sistema de 1-GL; Excitagio pseudo-ndo-estacionaria
(S5,=0,4); Evolugdo temporal de Oy
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Fig. 5.32 -~ Sistema de 2-GL; Excitacdo ndo-estacionaria (S,=0,1)

Sistemas Histeréticos; Método de Linearizagio Estocdstica Equivalente

EVOLUCAO TEMPORAL DE G,

50=.1 Wi= 15.55 cufm.64 am.25 b= c=.25

A R R S DS
7
[
7
/
]
]
0 2 4 6 s 10
TEMPO ()
EVOLUCAO TEMPORAL DE Ou,y
SO=.1 Wim15.56 cofm.64 0m.25 bw.5 cw.25
]
/
/
Jz
0 2 4 ) s 10
TEMPO (8)

Evolucdo temporal de o, e 0,,

449



Capitulo 5
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Fig. 5.33 - Sistema de 2-GL; Excitacdo ndo-estacionaria (5,=0,1)

Evolugéo temporal de Oy, © Oy,
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Fig. 5.32 - Sistema de 2-GL; Excitacdo pseudo-ndo-estacionaria
(S,=0,1); Evolugdo temporal de Oy, & Oy,
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5.7.6 - Resposta sismica estaciondria ou nio-estaciondria de pérticos planos
com rétulas nao-lineares histeréticas nas extremidades das barras

Considere-se agora o comportamento ndo-linear histerético de um
pértico, idealizado através de uma discretizagdo da estrutura num
conjunto de elementos de funcionamento elastico e linear, interligados
através de rotulas plasticas supostamente localizadas nas extremidades
das barras.

Para o efeito, considere-se apenas a barra genérica [ representada
na figura 5.36, que estabelece a ligacdo entre os nds i e jda estrutura.
Designando por F, o vector constituido pelas 6 componentes das forgas
nodais nas extremidades, por u, o vector dos deslocamentos gene-
ralizados correspondentes e por Y, o vector formado pelas rotagdes
inelasticas Y, e V,; nas duas rétulas plasticas respectivas, fécil ¢

constatar que entre eles se verifica a relagéo

Fo=Ku -2, (5.252)
sendo
[ 4E]  6FI 0 2El  _6EI . ]
L 12 L L? 4EI 2] ]
6El  12E1 6EI  _12EI L L
L? L3 L? L® 6EI  6EI
EA EA L? L?
P e e 2 B DT
=t | 2E1  6EI 4EI  _6El <o\ 2E1  4EI
L L? L L2 L L
6E] 12F] 6E/ 12EI _6El _6EI
2 T % TTE TR EEE
0 0
o o B4 o o E4 :
L L _
(5.253)

Nestas condicées, o equilibrio dindmico do sistema, quando sujeito
‘a uma acgdo aleatdria estacionaria, poderia ser traduzido, mediante
a consideracdo de 3 graus de liberdade em cada né livre, através do

sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem
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Fig. 5.36 - Deslocamentos, forcas nodais e rotagdes inelasticas.

Mi+Ci+Ku-Qy=p“(1) (5.254)

— s —

em que U seria o vector representativo dos deslocamentos associados
a4 totalidade dos graus de liberdade considerados, resultando as
matrizes K e Q do espalhamento conveniente das matrizes K, e Q,
relativas a cada barra constituinte da estrutura. M e C seriam por
Sua vez as matrizes de massa e de amortecimento referidas as coordenadas
generalizadas consideradas, Y o vector das rotacées inelasticas
registadas nas rétulas plasticas e P*(t) o processo estocastico

lal estacionario caracterizador da excitacio.

adea porém que, tendo apenas en consideracdo os efeitos da
1 horizontal, muitas das componentes quer do vector das
dos vectores das forgas de inércia e de amortecimento
'endo pois vantagem em introduzir um nuimero mais reduzido
' generalizadas, condensando também o numero de equacdes
'a traduzir o equilibrio dindmico do sistema.

Lgnando por g um vector constituido por N deslocamentos

erizadores dos deslocamentos horizontais dos N pisos,
' r que aglutina as restantes componentes do vector u,

u'=[q".q]] (5.255)
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o movimento do sistema pode ser descrito pela equacéio

3 06 P SN (e

(5.256)

em que M e C representam as matrizes de massa e de amortecimento

referidas as N coordenadas q,, e K, ., K, ., K;w Koo Q€ Q, constituen

submatrizes de K e Q.
Esta igualdade matricial permite de imediato concluir néo sé
que
9,= Koo(Q, 0~ K0y 2) (5.257)
mas também que

Mg+Cg+K g-Q w=-Maii,(t) (5.258)

sendo as matrizes condensadas K, e Q, dadas por

_ _ -1
_fgc—g.MM KoK ook

—_—MO__ 00 0M

.Q.C=QM_.].<_MO.]£;CID_Q_O (5.259)

Por outro lado, o vector M, constituido pelos momentos flectores
M, e M, actuantes nas extremidades da barra genérica [, pode também
relacionar-se com os vectores de deslocamentos nodais U, e de rotagdes

ineléasticas y, através da equagédo

M =Q?Ez-.]_<.wzyz (5.260)
em que
4E] 2F]
L L
= 5.261
E“” 2E1 4F] ( )
L L
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Procedendo ao adequado agrupamento de todas as equacgdes deste
tipo, referentes & totalidade das barras da estrutura, pode
conseguir-se a expressio do vector éip, que engloba os valores de
todos os momentos pléasticos, em funcdo dos vectores u e Y, obtendo~se

que
M,=Q u-K v (5.262)

Tendo presente (5.255), pode também escrever-se que

Mf[QLQZ]{Q}—&,y (5.263)

equagao que, conjugada com (5.257), permite escrever directamente &ip
em funcao de g e de Y através da relagéo

M,=Q,2-Q,¥ (5.264)
com
Q,=Qu~Qo KooK on
Q,=K,~Q5K00Q, (5.265)

Por outro lado ainda, supondo-se a lei constitutiva do compor-
tamento histerético de cada rétula plastica descrita através do modelo

de Bouc-Wen, podem escrever-se as seguintes equagdes relativas ao
funcionamento de cada rétula

My=ouk v+ (1-a,)k,z, (5.266)

. . . ny-1 . t
zlizAliwli_Bli'wlinlil l “Yu‘Pu|zli|nl (5.267)

Considerando a linearizacdo das equagdes (5.267) sob a forma
habitual

zli=cﬁiwli+k‘lzizli (5.268)

e procedendo ao conveniente agrupamento de todas as equacgobes (5.266)
e (5.268), obtém-se também relacdes matriciais do tipo

456



Sistemas Histeréticos; Método de Linearizacio Estocéstica Equivalente

(5.269)

M..p=_Q_3}£+Q4Z

z=C,9+K 2z (5.270)

em que ¢, Q, C, e K, s@o matrizes diagonais constituidas
respectivamente pelos valores de a,ky, (1-a,Dky ci e k.

Igualando os segundos membros das equagdes (5.264) e (5.269),
pode retirar-se a expressio do vector z em fungdo de g e y

z2=0,'1Q,9-(Q,+Q3)¥] (5.271)

a qual, mediante substituicdo em (5.270), possibilita concluir que
. - -1 - - . -
0=[-011(,7 0~ €] '[K,03'Q,9-01'0,4-K,0:'(Q,+ 0)w]  (5.272)

Deste modo, as equagdes (5.258) e (5.272) caracterizam no seu
conjunto o equilibrio dindmico do sistema estrutural em analise e a
forma de comportamento ndc-linear histerético correspondente, podendo
ser expressas de forma mais condensada através da introducido do vector
de estado

q
y={¢g (5.273)
v
resultando entdo que
Dy(t)+Ey(t)=f(1) (5.274)
sendo
M 00 0 M 0 0
D=[0 M 0| E= K. ¢ -Q. £ =( ~Ma }i (1)
0 0 I -Q.K,Q,'Q, 0,2, Q,K,0:(2,+2,) 0
(5.275)
com
Q,=[-0:'@,re-¢,]” (5.276)
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Alternativamente, pode também escrever-se

Y =A y(t)+x(t) (5.277)
em que
0 1 0 0
A=l MK -MTC M7, x(0)={ -a yii, (1) (5.278)
Q.K,0,'Q, -0,0'Q, -0,K,0,'(Q,+Q,) 0

Se o processo estocastico ii,(t) for do tipo ruido branco de média
nula e densidade espectral S,, a matriz de covariancia da resposta
U, obedece a equagdo de Liapunov

Ap, R A7+2n8 =0 (5.279)
com
°© .0 Q@
S,=| 0 aa’” 0]s, (5.280)
ol oo

No caso mais geral de a aceleracdo de base ser traduzida por um
processo estocastico i,(t) caracterizado por um espectro de poténcia
de Kanai-Tajimi, deve proceder-se a introdugdo de um filtro, a
semelhanga do procedimento utilizado em 5.7.2, tendo nesse caso o
vector de estado a seguinte constituicgao

y =la".¢" 9,1, (5.281)

e sendo a matriz de estado A, e o vector da excitacédo x (1) dados por

0 ! 0 0 0 0
-M'k,  -M'C Mg, aa, aa, 0
4,51 Q. K, 0,0, -0,0;'0, -0.K,0,(Q,+Q) o 0 | x()={ 0 ) uy(t)
0 0 0 . 0
_ 9.. 9 9 - 1 _ao_ _l
(5.282)

em que ii,(f) representa o ruido‘branco de intensidade espectral S,
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actuante sobre o filtro de frequéncia natural w; e coeficiente de

amortecimento §,, sendo A, =28,w,; e a,=ws.

Nessas condigdes, a matriz de covariancia da resposta p  pode ser

obtida através da resolucédo da equagdo de Liapunov (5.279), tomando
neste caso

1
|

, (5.283)

Ic1o 1o 1010

IC IO IO IO IO

© oIoio IO

—~ O 10010
W

i

I

0}
il
1IO1C 1O 1010

Caso a aceleragdo de base assuma um caracter nédo-estacionario,
sendo idealizada através do produto

Lg«(1)=0(t)u, () (5.284)

de uma funcdo de modulagdo 6(¢) por um ruido branco gaussiano i,(t) de
média nula e densidade espectral de poténcia S,, ndo sé as matrizes
de linearizacédo C, e K, se tornam dependentes do tempo, como também
se torna necessario substituir i, (¢) por 6(t)ii,(l) nas equagdes (5.256),
(5.258), (5.275) e (5.278), acabando a evolugdo temporal da matriz
de covariancia da resposta por ser regulada pela equacio

(= A () A7 +21S (1) (5.285)
em gque
o 0 ¢
S, (1)=|0 aa” 0]6%)S, (5.286)
6 0 0

sendo a composigdo da matriz A,(!) idéntica a referida em (5.278).

No caso mais geral de uma excitagdo nfo-estacionaria do tipo
colorido, em que a aceleracgdo de base do filtro anteriormente referido
seja idealizada através do produto definido pela equacdo (5.229),
isto é
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Q. (1) =0(t)is(t) (5.287)

deve analogamente substituir-se ig(t) por 6(t)tiy(t) em (5.282), podendo
concluir-se neste caso que a evolugdo temporal da matriz de covariadncia
da resposta €& regida igualmente pela equagdo (5.285), passando a
matriz S (t) a ser definida por

S ()= 0%(1) S, (5.288)

O CIOoO 0O
— O IO iOoI0o

ICIC IO IO IO
IC10 101010
IO 1O I1CIO 10O

I
|

e tendo amatriz A, (1) uma composigdo semelhante a indicada por (5.282).

Sendo a ndo-estacionaridade da resposta originada também pela
propria degradagdo estrutural, torna-se necessario ter simultanea-
mente em consideragdo a equagdo (5.231), podendo efectuar-se a
caracterizagdo evolutiva da resposta sismica nao-estacionaria
integrando numericamente as equagées (5.285) e (5.231), e utilizando
a técnica iterativa referida em 5.6.2.
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CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

0 trabalho de investigagdo realizado no ambito da elaboragéo
desta tese permitiu alcancar os objectivos inicialmente propostos,
tendo levado ao desenvolvimento de um conjunto de programas de calculo
automatico destinados a andlise estocdstica da resposta sismica de
estruturas de engenharia civil, dotadas de comportamento linear,
ndo-linear elastico ou mesmo histerético, sendo a excitagio actuante
idealizada através de um processo estocastico estacionario ou

nao-estacionario modulavel.

Por outro lado, o texto da presente dissertagdo serviu também
para concatenar, organizar e desenvolver, com unidade e coeréncia,
as principais formulagées da Dindmica Estrutural Estocastica sus-
ceptiveis de serem utilizadas para aquele fim, tarefa que, tendo
resultado de todo o trabalho de pesquisa exigido, se entendeu do maior
interesse e utilidade face ao grande numero e elevada dispersdoc de
artigos cientificos publicados internacionalmente ao longo de varias
décadas, versando directa ou indirectamente esta aliciante area do

conhecimento.

A concluir a apresentac¢do desta tese, julga-se ainda importante
reunir as principais conclusdes obtidas ao longo dos varios capitulos
gque a constituem, quer decorrentes da descricdo das diversas
formulacgodes tedricas abordadas, quer da consideracdo dos exemplos de
aplicacdo dos programas de calculo automdatico elaborados.

Complementarmente, tecem-se também algumas considerag¢des adi-
cionais, particularmente acerca de perspectivas de futuros desen-
volvimentos, sendo para o efeito apresentadas algumas sugestdes, que
constituirdo por certo um novo objectivo de investigagdo a breve
prazo, na continuidade de todo o trabalho até agora levado a cabo.
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6.1 - CONCLUSOES GERAIS RELATIVAS A SISTEMAS LINEARES

No que se refere & andlise da resposta aleatdria estacionaria de
sistemas lineares de multiplos graus de liberdade, sdo inteiramente
conhecidas as relagdes gerais estocasticas excitagdo-resposta, quer
no dominio do tempo, quer no dominio da frequéncia, podendo assim,
para esse efeito, ser desenvolvidos programas de calculo automatico
de relativa simplicidade.

Do ponto de vista da eficiéncia de cdlculo, ha no entanto alguma
vantagem no recurso a formulagdo modal alternativa referida em 2.3.3,
ou as formulagdes de estado descritas em 2.3.7 e 2.3.8, passando neste
dltimo caso a determinagdo da matriz de covaridncia da resposta pela
resolucdo de uma equagdo de Liapunov, a qual pode ter lugar mediante
a utilizagdo do algoritmo de Bartels e Stewart, cujo funcionamento
eficaz estd garantido para problemas de pequena e média dimenséo.

A aplicagao dos programas baseados nestes dois tipos de formulagédes
a4 analise sismica de estruturas de edificios correntes demonstrou a
sua apreciavel eficiéncia, a semelhanca do sucedido com o programa
baseado na utilizagdo de espectros de resposta, ndo se tendo jus-
tificado efectuar uma andlise sistematica comparativa de tempos de
calculo, em virtude de estes assumirem sempre valores muito pouco
significativos, na ordem dos segundos.

Apenas em estruturas caracterizadas pPor um numero muito elevado
de graus de liberdade, como é por exemplo o caso da barragem do Alto
Lindoso, é que a andlise da resposta aleatdria estacionaria a uma
excitagdo sismica caracterizada por espectros de poténcia se tornou
relativamente mais morosa que a andlise alternativa por espectros de
resposta, para o que contribuiu significativamente o elevado numero
de operagdes envolvidas no cidlculo dos momentos espectrais da resposta
no espago modal,

As analise comparativas da resposta sismica de estruturas
reticuladas planas e de cascas, efectuadas mediante o recurso aos
espectros de resposta e as densidades espectrais de poténcia de
aceleragdo definidas pelo RSA, mostraram registar-se uma satisfatéria
compatibilidade global de resultados, mesmo quando se tem em
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consideracdo o contributo conjunto de varios modos de vibracdo, e as
frequéncias naturais sdo relativamente préximas, sendo as diferencas
relativas médximas respeitantes as principais variaveis de controlo
da resposta pouco significativas face a elevada incerteza associada
a caracterizagio da prdpria acgdo actuante.

Nestas condigbes, é-se levado a concluir gque se, por um lado, a
quantificagdo do valor médio dos picos de resposta em estruturas de
média complexidade, como as estruturas de edificios altos, pode ser
efectuada, de acorde com a actual filosofia regulamentar, com alguma
vantagem através do recurso aos espectros de poténcia do RSA,
conseguindo-se por essa via uma avaliagdo mais rigorosa do efeito
conjunto das diversas contribuicées modais, sem que se registe um
agravamento sensivel de tempos de cdalculo, ja o mesmo ndc sucede em
estruturas caracterizadas por um numero muito elevado de graus de
liberdade, como é o caso de grandes barragens, em que a analise por
espectros de resposta se tende a afirmar como uma alternativa
competitiva, cujos erros de avaliacdo tém como contrapartida uma
economia de tempo de calculo, tanto mais significativa quanto mais
elevado for o numero de modos de vibracdo considerados.

E de realgar,no entanto, que a anadlise estocastica da resposta
sismica, baseada na definicio da acgdo em termos de espectros de
poténcia, constitui porém a via mais adequada de abordagem do problema
da seguranga estrutural, ja que ndo sé permite a estimativa de valores
médios dos picos de resposta, mas inclusivamente a quantificacao da
probabilidade de ruina da estrutura, a partir do conhecimento da
distribuigdo probabilistica multidimensional correspondente & glo-
balidade das variaveis de controlo analisadas, e de uma adequada
caracterizagdo de uma superficie de colapso no espago n-dimensional
definido por essas variaveis, estabelecendo a delimitacdo de um
sub-espago de seguranga.

&

No que se refere & andlise estocastica da resposta aleatdria de
sistemas lineares sujeitos a excitagdes sismicas nao-estacionarias
modulaveis do tipo ruido branco ou ruido branco filtrado, foram também
desenvolvidos programas de cdlculo que, baseados numa formulacdo de
estado, possibilitam analisar de forma eficiente a evolugdo temporal
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de diversas grandezas estatisticas associadas & caracterizacio das
variaveis de controlo da resposta de estruturas reticuladas planas,
podendo facilmente ser generalizados a estruturas de outro tipo.

Os exemplos de aplicagdo desses programas de calculo, tomando
por base varias fungdes de modulagdo distintas, possibilitaram em
particular concluir que ndo sé6, no caso de uma excitacédo
pseudo-nido-~estacionaria, as grandezas estatisticas caracterizadoras
da resposta tendem de forma muito rapida para a estacionaridade, como
também que, de uma forma geral, para qualquer funcdo de modulacéio,
sd0 os trogos de maior intensidade da acg¢do sismica, frequentemente
com caracteristicas estatisticas pouco variaveis no tempo, que sao
absolutamente determinantes do decréscimo da probabilidade de
ndo-excedéncia de uma dada barreira por parte de uma qualquer variavel
de controlo da resposta.

Nestas condigdes, conclui-se também que, desde que os acelero-
gramas espectaveis de um dado local apresentem uma fase intermédia
de elevadas amplitudes e de caracteristicas estatisticas sensivelmente
estacionarias, se torna perfeitamente aceitavel uma filosofia de
andlise como a do RSA, segundo a qual as acgdes sismicas podem ser
idealizadas através de uma amostra de certa duragdo de um processo
estocastico vectorial estaciondrio e gaussiano com densidades
espectrais definidas, tomando como medida dos efeitos causados pela
excitagdo o valor médio dos picos da resposta relativa a cada variavel
de controlo, tornando-se no entanto importante adoptar um valor do
tempo da amostra compativel com a duracido espectavel da referida fase

dos acelerogramas, por forma a garantir um dimensionamento seguro das
estruturas.

Nos casos porém em que, face aos registos sismicos passados, nédo
seja esperavel reconhecer qualquer zona minimamente extensa dos
acelerogramas com aquelas caracteristicas, esta filosofia, embora
possa conduzir a resultados suficientemente seguros, pode revelar-se
francamente desajustada da realidade, tornando-se entdo preferivel
idealizar a acgédo sismica através do recurso a processos estocasticos
nao-estacionarios modulaveis, desde que haja, evidentemente, dados
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de base fidveis que possibilitem uma definicdo suficientemente
realista das fungées de modulac¢ido deterministica caracterizadoras da

natureza ndo-estacionaria da excitacdo sismica numa dada regido.

6.2 - CONCLUSOES GERAIS RELATIVAS A SISTEMAS NAO-LINEARES

No que respeita & resposta aleatéria de sistemas nao~lineares,
péde também observar-se que, contrariamente ao gque se passa com 0s
sistemas lineares, ndo é ainda conhecida qualquer abordagem geral e
rigorosa de andlise estocastica da resposta, tendo-se concluido, apds
uma vasta pesquisa de informagdo, traduzida resumidamente na
apresentacdo das principais formulagdes aproximadas descritas no
capitulo 4, incidindo quer sobre a equacido de FPK, quer sobre as
equagdes do movimento, que o método de linearizacdo estocastica
equivalente constitui a abordagem mais poderosa e versatil, permitindo
a andlise do comportamento dindmico de sistemas nio-lineares elasticos
ou inelasticos de relativa complexidade, sujeitos a excitacgées

aleatdrias estacionidrias, ou mesmo ndo-estacionarias.

Por esse motivo, foram desenvolvidos trés novos programas de
cadlculo automatico que, baseados no método de linearizacio estocastica
equivalente, possibilitam efectuar a andlise estocastica da resposta
sismica, estacionadria ou néo-estacionaria, de estruturas do tipo
"shear-building", com pilares dotados de funcionamento ndo-linear
elastico ou histerético.

No caso de estruturas com comportamento histerético, pdde também
observar-se que ndo sdo os modelos histeréticos tradicionais, apoiados
num conjunto de regras de natureza empirica de carga-descarga, os
mais adequados & andlise estocastica da resposta aleatéria, mas antes
os modelos histeréticos diferenciais, como os de Bouc~Wen ou de Suzuki
e Minai, cuja introducdo possibilitou wultrapassar a hipdtese
restritiva de Krylov-Bogoliubov, inicialmente considerada no método
de Caughey, passando a equacdo diferencial ndo-linear reguladora da
evolugdo temporal do pardmetro auxiliar do modelo a ser linearizada
com base nas condigées de Atalik-Utku. O modelo histerético de

Bouc-Wen, utilizado nos programas de calculo desenvolvidos, revelou-se

465



Capltulo 6

em especial altamente versatil no sentido de possibilitar a idealizacao
das mais variadas formas de comportamento histerético, permitindo
mesmo, mediante generalizacdes adequadas, a consideracgdo da degradacéio
de rigidez e de resisténcia em funcio da energia dissipada, do efeito
de "pinching", da flexdo bi-axial, e mesmo o tratamento de problemas
de estado de tensdo ou de deformagdo plana, podendo dispor-se
simultaneamente de técnicas de identificacdo de sistemas, que
viabilizam uma adequada quantificagdo dos parametros do modelo,
baseada na realizacdo de ensaios experimentais.

Além disso, constatou-se ndo sé ser facil obter, a partir da
conjugagdo das equagdes do modelo histerético linearizadas com as
equacdes do movimento do sistema linear equivalente, equacdes dife-
renciais reguladoras da evolucéo temporal dos momentos estatisticos
da resposta de primeira e segunda ordem, que no caso da resposta
estacionaria se transformam em simples equacédes algébricas, mas tambén
a relativa simplicidade e eficiéncia da formulagdo modal complexa
utilizada para a anilise da resposta ndo-estacionaria de sistemas
ndo-lineares histeréticos, e que serviu de base & elaboragido de um
dos programas de calculo desenvolvidos.

As aplicagdes apresentadas, no ambito dos sistemas ndo-lineares
elasticos, tiveram por base duas estruturas do tipo "shear-building"
com 1 e 5 pisos respectivamente, e com pilares de funcionamento
bilinear, tendo-se procurando confrontar os resultados obtidos através
do método de linearizacdo estocastica equivalente com os alcancados
através de técnicas de simulagdo numérica. Para o efeito, foram geradas
artificialmente amostras de duragdo relativamente longa correspon-
dentes a processos estocasticos estacionarios compativeis com um dos
espectros de poténcia de aceleragdo de base apresentadas no RSA,
tendo-se determinado a evolugao temporal da resposta a acgao sismica
assim idealizada através do recurso a um programa de integracdo no
tempo. Desse modo, o tratamento estatistico dos resultados obtidos,
efectuado pressupondo o caricter estaciondrio e ergdédico do processo
de resposta, possibilitou concluir que as diferengas relativas
encontradas, quer em termos do desvio padrido de diversas variaveis
de controlo da resposta (deslocamentos, velocidades, aceleragdes e
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forgcas de restituigdo ndo-linear), quer mesmo em termos de estimativa
de valores maximos médios, sd&o relativamente reduzidas (na gama dos
0 a 20%), mesmo para ndo-linearidades bastante acentuadas, o que alias
foli evidenciado fazendo alterar gradualmente a relag¢do entre a rigidez

inicial e a rigidez pds-cedéncia.

As aplicagdes apresentadas, no &mbito dos sistemas ndo-lineares
histeréticos, tiveram também como objectivo essencial avaliar o grau
de rigor dos resultados alcancados através do método de linearizacao
estocastica equivalente, para o gque se procurou comparar os valores
obtidos através do programa de cdlculo desenvolvido com vista & andlise
estocdstica da resposta ndo-estacionaria de estruturas do tipo
"shear-building", com valores alcangados através de simulagdes
digitais, e que se encontram apresentados em artigos recentes da
literatura internacional, tomando como referéncia sistemas com um e
dois graus de liberdade e uma fungdoc de modulagdo do tipo Shinozuka
e Sato. O tratamento desses exemplos permitiu ndo sé aferir do bom
funcionamento do programa desenvolvido, como também constatar que as
diferengas relativas encontradas, em termos da evolugdo temporal dos
desvios padrdes relativos as varidveis de controlo da resposta
ndo-estaciondria, sdo em geral da mesma ordem de grandeza das dife-
rengas relativas verificadas na andlise da resposta aleatdria de
sistemas ndo-lineares elasticos, sendo por isso, em geral, perfei-

tamente aceitédveis do ponto de vista da engenharia de estruturas.

No sentido de testar também o bom funcionamento do programa de
andlise estocastica da resposta sismica estaciondria de estruturas
histeréticas do tipo "shear-building", foram complementarmente
efectuadas comparagdes entre os valores dos desvios padrdes de
deslocamentos e velocidades entre pisos consecutivos alcangados por
aplicacdo deste programa, e as evolugdes temporais dessas mesmas
grandezas verificadas para uma excitacédo sismica pseudo-
-nido-estacionaria, mediante a consideragdo do mesmo espectro de
poténcia de aceleracdo de base e de uma fungdo de modulagdo do tipo
Heaviside. Procedendo dessa maneira, ndo sd se pbéde constatar uma boa
compatibilidade global de resultados, como também se pdde verificar

467



Capftulo 6

que a tendéncia assintotica para a estacionaridade é significati-

vamente mais lenta que no caso dos sistemas lineares.

Apesar do satisfatério grau de rigor do método de linearizagao
equivalente, pdde ainda observar-se que o principal aspecto restritivo
desta formulagcdao aproximada decorre do facto de, em virtude da
substituigdo do sistema ndo-linear por um outro linear equivalente,
se tornar impossivel avaliar o efeito das ndo-linearidades sobre o
caradcter ndo-gaussiano da resposta, o que pode conduzir a erros um
pouco mais significativos na avaliacdo de valores extremos das
variaveis de controlo. No entanto, nenhuma das tentativas conhecidas
no sentido de ultrapassar esta limitacdo foi ainda bem sucedida no
que concerne a sistemas de multiplos graus de liberdade, ja que,
embora uma boa aproximagdo da distribuicdo ndo-gaussiana do processo
de resposta possa teoricamente ser alcancada ou através do método de
ndo-linearizagdo equivalente, ou mediante o recurso a técnicas de
truncatura nao-gaussiana, nenhuma dessas formulagdes possibilita o
desenvolvimento de programas de calculo gerais e eficientes, dado
que, no primeiro caso, sdo raras as situagées em que é possivel dispor
de um sistema ndco-linear equivalente cuja equagao de FPK tenha uma
solugcdo exacta conhecida, enquanto que no segundo a complexidade do
cdlculo aumenta acentuadamente com o nivel de truncatura utilizado,

© que compromete a sua aplicabilidade a sistemas ndo-lineares de N-GL.

Apesar disso, porém, torna-se licito concluir que o método de
linearizagdc estocastica equivalente se reveste da maior utilidade
na analise e dimensionamento de estruturas usuais no ambito da
Engenharia Sismica, dado que o grau de importancia de eventuais erros
resultantes da sua aplicacio é, neste caso, fortemente atenuado pelo
elevado nivel de incerteza associado a caracterizacédo da prépria accgéo
actuante. Alids, mesmo em situacées em que esse nivel de incerteza
ndo seja tao acentuado, ou em que, face ao elevado grau de respon-
sabilidade das estruturas a dimensionar, haja interesse em proceder
a uma cuidada andlise de valores extremos, a linearizag¢do equivalente
pode sempre desempenhar um papel altamente vantajoso no dimensio-
namento de sistemas ndo-lineares, possibilitando, pelo menos numa
primeira fase do estudo, uma analise comparativa de diversas solucgdes
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tecnicamente possiveis, reservando-se o emprego de métodos de
simulacdo digital, fortemente consumidores de tempo de cdlculo, para
uma fase final de dimensionamento, em que a abordagem dos problemas
de primeira passagem pode ser efectuada de forma mais rigorosa, tendo
em conta um numero mais reduzido de solugdes alternativas.

A finalizar, péde ainda observar-se como os modelos computacionais
desenvolvidos, com vista & andlise da resposta sismica de estruturas
do tipo "shear-building", podem ser facilmente generalizadas de forma
a possibilitarem a consideragdo de um modelo estrutural de maior
complexidade, em que o comportamento ndo-linear histerético de um
portico seja idealizado através de uma discretizacdo da estrutura num
conjunto de elementos de funcionamento elastico e linear, interligados
através de rotulas plasticas supostamente localizadas nas extremidades
das barras.

6.3 - PERSPECTIVAS DE INVESTIGACAO FUTURA

Como facilmente se depreende da leitura atenta da presente
dissertagdo, o esforgo de investigacgdo realizado, embora se julgue
ter atingido os objectivos inicialmente propostos, constitui apenas
uma primeira fase de um trabalho necessariamente mais vasto no ambito
da Dindmica Estrutural Estocdstica, ao qual se pretende dar futuramente

continuidade.

Nesse sentido, e a finalizar, sumarizam-se algumas ideias que
servirdao de base a novos desenvolvimentos que se pretende levar a

cabo, individualmente ou em colaboragdo com outros investigadores.

=

Assim, no dominio dos sistemas lineares, poder-se-a desde logo
proceder a elaboracdo de novos programas de calculo automatico que,
baseados nas formulagdes anteriormente descritas, possibilitem a
andlise estocastica da resposta sismica de outros tipos de estruturas
de grande interesse pratico, como por exemplo estruturas tridimen-
sionais de edificios. Neste caso, a aplicacdo dessas formulacdes pode
tornar viavel, em particular, uma mais apurada definigdo dos esforcos
de dimensionamento de pilares sujeitos a flexdo desviada, tendo em
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devida consideragdo a distribuicéo probabilistica conjunta dos
momentos flectores actuantes em duas direcgdes ortogonais.

Por outro lado, sente-se cada vez mais a necessidade de dispor
de meios que permitam efectuar uma correcta identificag¢do das pro-
priedades estruturais, pelo que se pretende vir a dar um forte impulso
a componente experimental.

Desse modo, criar-se-ido condigdes para caracterizar adequadamente
os principais parametros modais e as fungdes de transferéncia
caracterizadoras do funcionamento estrutural, podendo pensar-se
inclusivamente no tratamento do chamado problema inverso, que consiste
nha caracterizagdio de excitagées de natureza aleatdria a partir do
conhecimento experimental de diversas realiza¢des do processo de
resposta e das propriedades do sistema estrutural em andlise, tema
que pode assumir importéncia, por exemplo, na abordagem de excitagées
de origem hidrodindmica, ferroviaria ou rodoviaria.

Ainda no dominio dos sistemas lineares, havera interesse em
proceder ao desenvolvimento de novos e eficientes programas de calculo
automatico, que possibilitem contemplar os efeitos da prépria
estocasticidade dos sistemas estruturais analisados.

No campo dos sistemas nao-lineares histeréticos sera, por seu
lado, da maior utilidade levar i pratica ensaios de identificacio
estrutural que possibilitem confirmar ou estabelecer novos critérios
de fixagdo corrente dos pardmetros de controlo do modelo histerético
diferencial de Bouc-Wen e seus suceddaneos.

Paralelamente, poder-se-a nao g6 pensar na generalizagdo dos
programas de calculo desenvolvidos com vista a analise sismica
estacionaria ou ndo-estacionaria de estruturas planas do tipo
"shear-building", por forma a contemplar modelos estruturais de maior
complexidade, designadamente modelos planos com barras de funcio-
namento elastico e linear interligadas através de rétulas plasticas,
ou mesmo modelos tridimensionais, mas também aplicar as ferramentas
de calculo desenvolvidas para a anilise estocastica da resposta
aleatéria de sistemas histeréticos, no sentido de aferir a validade
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de alguns aspectos regulamentares ligados a definicao dos coeficientes

de comportamento.

Com base nesses modelos computacionais, é possivel calcular para
cada estrutura um indice de danos acumulados, naturalmente fungdo das
ductilidades atingidas e da energia dissipada. A quantificacdo de
indices deste tipo, com base no tratamento de edificios efectivamente
abalados no passado por acgdes sismicas bem caracterizadas, pode
inclusivamente levar a definicdo de um indice limite de danos
acumulados que, procurando estabelecer a fronteira entre um dominio
de seguranga e um dominio de colapso, poderad permitir, juntamente com
uma caracterizagdo probabilistica da intensidade da acgdo, a
quantificagdo da fiabilidade global da estrutura, entendida como a

probabilidade de ndo-excedéncia desse estado limite.

Finalmente, julga-se do maior interesse procurar usufruir das
apreciaveis virtualidades do método de linearizacdo estocastica
‘equivalente no que se refere, em particular, & andlise da resposta
aleatdéria de sistemas histeréticos de multiplos graus de liberdade,
procurando articula-lo convenientemente com critérios de seguranca
estrutural e de economia, de molde a tornar possivel a sua aplicacgdao
corrente ao dimensionamento optimizade de estruturas nao-lineares

histeréticas sujeitas a acgdes sismicas.
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Apéndice A

Expressdes dos elementos Y 3, Y3, Y, 4 e Y., da matriz de transigéo

At
de estado e™' a que se refere a equagdo (3.99):

Yia=e LA cos(B 1)+ B sen(B, )]+ e " [C] cos(B,t)+ D} sen (B,t)]
Y 5= e'*f‘”f‘[E;'cos(rsftw Fisen(B,t)1+e "G cos(B,t)+ H, sen(B,t)]

-Euw,

Yie=e [ Ajcos(B, 1)+ B sen (B, )]+ e " [C;cos(Byt) + Disen (B;t)]

-&w,

Y se=e B cos(B, 1)+ Fisen(B,)]+e " [G]cos(B,t)+ H sen (B,;t)]

conm
A; =LL(Pimy + po)+1,(mypy - Py,
Ac=[L(Rymy+ny) + L (myn, - ny)],
By =[L1(P1=mypy)* (=P~ m,py)],
Bi=[Li(Ry=m ny)+ 1,(~n) - m,ny)],
C,/=-4; Ci==-A,
D/ =[L(~pi*m,p,)+ (=P~ m,Py)],

D;=[l,(-—n1+m,n2)+l2(—nl~m2rz2)]l.

E. =~%,w,A; +B,B, Ei=-£uw,A+B,;B,
F;"=—Efwa;’"B)‘A;l Fg:“E)‘wa;_BJ‘A‘j
G;I=—EiwiC;‘+BiD;.’ G;=~§iw£C;+f31D;
H;":—EiwiD;’wBiC;' H;=—§iwiD;~BiC;
l 4 Ma Eiw - § Z=QZM9 S —§,wy
YO2B (Baw-Ea,)+ (BB 7 2B (Bawim§,w )% (B, R0
3
Bi—By BitB; 2 Il
Tl | = s e p=w p-‘
VRw-gw, 2 Bw-gw, 007 PR,
2w2
ny =28, rzfg‘r; ‘g, (A.1 a A.28)
s
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Expressbes dos coeficientes de linearizagao C., © k., relativos ao

modelo histerético de Noori-Baber-Wen [159]
Coy ™ mymg[m,E,—m (BE,+ YE3)1/m,

ke = MaMe[=2m,E +2m (BEs+YE)-m (BE,+vEg)]/m

n

em que

E, =nff;_i[1 ~er f(me/ VB0, )]exp(ms2a?)

1 -
Efm%{fo Yo/ & exp(ay)[1-erf(6)]dyq-

‘("U"j;w yg/aleXD(dz)[l“eff(¢)]dya>

2 -]
E,= f ya/a,exp(a,)dy
3 \/"éthya o 3 1 2 3

E4=29y3y4{0y4/(m033)]f; yg/a?eXp(az)d}’a

1 ® +1 2
Eg= f yil /ol l-erf(9)]dy,-
5 ,_—2110'},3 o 3 1 3

—f: ys  /afexp(az)[l-erf(-¢)]dy,

2py39405’4 ® +2, 2
Eg= “f va /afexp(a,)dy,
vamnal Jo

n

E7=m%fo Y /a exp(ay)] - er £(6)]dy -

_,/;m yi /a exp(a)[l-erf(-¢)ldy;

(B.1)
(8.2)

(B.3)

(B.4)

(B.S)

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)
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2np, 4. e
Eg= m"f ya/o,exp(a,)dy,
y2mno2 Jo

2, .2 .2 2
Q) =Mg+Yy; A, =-Y¥3/20,

b= “py3y43/3/[0y3 Y 2(1 "932,35,4)]

sendo erf(¢) a fungédo de erro, definida por

erf(¢)=-£1 ! e’ du
Talo
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