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Introducao

O presente trabalho consiste no relatdrio de estagio, realizado como parte integrante e
conclusivo do Mestrado em Ensino de Matematica no 32 Ciclo do Ensino Basico e no
Secundario da Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto.

O estagio tem como principal objetivo complementar a formagdo académica de forma a
proporcionar ao estudante universitario a oportunidade de um primeiro contacto com a futura
profissdo, assim como a oportunidade de praticar os conhecimentos e os contetidos adquiridos
da licenciatura e do mestrado. Nesse sentido, um dos principais objetivos deste relatdrio é
descrever as atividades desenvolvidas no ambito da Prdtica de Ensino Supervisionada e os
desafios que surgiram no decorrer do ano letivo.

Assim, o relatério encontra-se estruturado em trés capitulos: uma andlise critica, uma
parte didatica e uma parte cientifica.

No primeiro capitulo efetua-se uma andlise critica que consiste na descricdo das
atividades e trabalhos executados durante o periodo de estagio, um retrato de tudo aquilo que
aprendi e ainda uma reflexao sobre todos estes aspetos.

No segundo capitulo apresenta-se um texto, que poderia fazer parte de um manual de
129 ano, sobre Numeros complexos, ou simplesmente poderia servir de material de apoio ao
estudo para o exame nacional de 122 ano. Aqui encontram-se os conteldos de forma
resumida juntamente com exercicios de aplicagao.

Por ultimo, no terceiro capitulo encontra-se o desenvolvimento de um tema cientifico
mais avanc¢ado sobre Rela¢des surpreendentes entre determinados numeros transcendentes e
alguns numeros inteiros e irracionalidade de alguns numeros.
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Analise critica das atividades desenvolvidas no ambito da PES

O estagio decorreu na Escola Secundaria de Tomaz Pelayo (ESTP), Escola Sede do
Agrupamento de Escolas Tomaz Pelayo, que se situa no concelho de Santo Tirso no distrito do
Porto. Este teve a duracdo de nove meses (de inicio de setembro até final de maio).

O estagio foi orientado pela professora Marilia Rosario e o nucleo de estagio, onde
estive inserida todo o ano letivo, era formado pelas estudantes estagidrias Ana Fernandes,
Elisabete Silva e por mim, Raquel Barbosa.

Desde muito cedo, no inicio do més de setembro, o nucleo de estdgio reuniu-se com a
orientadora Marilia Rosario para a conhecer, para conhecer as instalagdes e para sermos
apresentadas ao diretor e subdiretora da escola, de forma a iniciar o ano letivo ja adaptadas a
um novo ambiente. Aqui, foi também decidido qual o método de trabalho que iriamos adotar
e ficou definido que usariamos o Google Drive como ferramenta de trabalho. Além disso, foi-
nos exigido logo de inicio bastante trabalho de leitura e andlise de documentos estruturantes
de orientacdo escolar que a orientadora nos facultou, como por exemplo os Decretos-Lei
54/2018 e 55/2018, o Perfil do aluno a saida da escolaridade obrigatéria, os Programas e
metas e as Aprendizagens Essenciais, pois seriam Uteis para as futuras reunides. Este choque
de ter que imediatamente perceber como funcionam os documentos legais e como funcionam
os documentos que futuramente iriamos ter de alterar causou um grande impacto no que
idealizava ser professora. Sempre imaginei que ser professora implicava imenso trabalho para
além de lecionar, mas nunca pensei que exigisse todo este trabalho prévio. Este foi um
momento de me aperceber da realidade e de prever que o ano de estagio fosse bastante
trabalhoso.

Posteriormente houve uma reunido com o Departamento de Matematica e Ciéncias
Experimentais onde fiquei a conhecer toda a legislacao recentemente editada, nomeadamente
as Portarias 223-A/2018, 226-A/208 e 235-A/2018 e as implicacdes que teriam na elaboracdo
dos Critérios de Avaliacdo. Mais uma vez, esta situacdo exigiu que lesse estes documentos e
que os analisasse de forma séria e consciente.

De seguida reuniu-se apenas o Grupo Disciplinar de Matemdtica onde fomos
apresentadas a todos os professores de matematica daquela escola. Nesta reunido, como ja
tido lido antecipadamente os documentos estruturantes de orientagdo escolar, assim como as
minhas colegas, o nucleo de estagio teve oportunidade de dar o seu parecer e participar na
andlise detalhada desses documentos. Nesta reunido foi também discutida e elaborada a
Planificagdo Anual para o 72 ano do ano letivo 2018/2019 de acordo com as Aprendizagens
Essenciais e o Perfil dos Alunos a Saida da Escolaridade Obrigatdria nos quais o nucleo de
estagio também contribuiu. Foi ainda discutido e elaborado o projeto para a Oficina de
Matematica segundo o Decreto-Lei 54/2018 e o Decreto-Lei 55/2018. Neste seguimento o
nucleo de estagio, além de ter participado nestas discussGes e ajustes de acordo com os
documentos estruturantes de orientacdo escolar ja referidos, também elaborou e partilhou
com o Grupo de Matemadtica grelhas de observacdo e de autoavaliacao dos alunos. Todo este
trabalho colaborativo fez com que a nossa integracdo na escola fosse mais facilitada e criasse
um bom ambiente entre as estudantes estagidrias e os professores de matematica. Portanto,
de um modo geral fiz uma boa integracdo na escola e criei uma boa relagdo tanto com
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professores como com os funcionarios.
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Apds tudo isto, o nucleo de estdgio ficou a conhecer as turmas que teriam ao seu
encargo e qual o seu hordrio. Esta decisdo foi exclusivamente feita pela escola e ficou entdao
estabelecido que ficariamos com o 72A, 99A, 929G e o 29l. Daqui resultou que o nucleo de
estagio teria de estar presente nos concelhos de turma destas turmas.

O primeiro concelho de turma em que estive presente foi o concelho de turma do 92G.
Esta turma era constituida por 23 alunos, algo que me surpreendeu visto que estava a espera
de turmas maiores. Contudo, nesta reunido encontrei a justificacdo para serem tdo poucos
alunos, esta turma englobava uma aluna que necessitava de medidas educativas especiais.
Outro aspeto que me surpreendeu foi a quantidade de informagdes que os professores tinham
de cada aluno, isto é apontaram bastantes detalhes a ter em conta na sala de aula para que
ndo houvessem disturbios. Desta reunido conclui que a turma do 99G era uma turma formada
maioritariamente por meninas com bastantes dificuldades e com alguns elementos
problematicos. Além de tudo isto era uma turma com bastantes problemas familiares o que
também ndo ajudaria no desenvolvimento escolar.

O segundo concelho de turma em que estive presente foi do 22I, uma turma do ensino
profissional que corresponde ao 112 ano. Nesta reunido, observei que a turma era constituida
por 20 alunos, maioritariamente constituida por meninas e algumas ja maiores de idade. Para
além disto, nesta turma havia elementos que estariam a ter apoio psicolégico, devido a
problemas familiares e escolares, e também necessitariam de medidas educativas especiais.

O terceiro concelho de turma em que estive presente foi o do 92A. Pela primeira vez
nao ouvi informagdes negativas sobre os alunos. Esta turma era constituida por 27 alunos, era
uma turma mista e era constituida por alunos que tinham excelentes resultados.

O quarto e ultimo concelho de turma foi do 72A em que nao tive oportunidade de
estar presente. No entanto, as informacGes foram-me transmitidas pela orientadora Marilia
Rosadrio. Esta turma era formada por 25 alunos e era uma turma mista. Desta reunido foi de
salientar que quatro alunos eram repetentes, por isso seriam os quatro casos a ter em atengao
na sala de aula.

De todos estes concelhos de turma verifiquei que é extremamente importante analisar
os alunos e ter registos de diversas ocorréncias para que essas informagdes possam ser
partilhadas com os colegas de forma a melhorar a interagdo com os alunos dentro e fora da
sala de aula.

Ainda antes do inicio da atividade letiva, o nucleo de estagio compareceu a uma
formacao orientada pelo professor Eusébio André com o objetivo de aprender a trabalhar com
as ferramentas do Google, visto ser a nossa futura ferramenta de trabalho. O professor
Eusébio André iniciou a formag¢do fazendo uma breve introdugao onde realgou que comunicar
é a competéncia mais importante a ter numa escola. De seguida explicou o que era uma conta
Google, nomeadamente onde se encontravam as principais aplicacbes desta ferramenta, e
destacou o Google Drive e o Google Classroom como as aplicagdes que mais teriam interesse.
Daqui seguiu para a explicacao do Google Drive onde explicou e demonstrou alguns elementos
incluidos nesta aplicacdo. Para terminar esta formacdo fez uma pequena sintese onde referiu a
importancia e a facilidade das aplicacées do Google. Esta formacdo foi bastante importante
para todo o estdgio, pois a partir do Google Drive elaborei as minhas aulas e obtive feedback
da orientadora mesmo a longa distancia. Além desta utilidade, com esta ferramenta construi,
em conjunto com as minhas colegas estudantes estagidrias, todos os testes e fichas de
trabalho mesmo estando as trés em locais distintos. Além disso foi a partir do Google
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Classroom que se disponibilizou documentos de estudo aos alunos, ou seja esta aplicagdo
serviu como plataforma de trabalho colaborativo e de comunicagdo com os alunos. Neste
seguimento, durante os trés periodos, o nucleo de estdgio também elaborou diversos
guestionarios no Google Classroom que serviram para avaliar o conhecimento adquirido pelos
alunos ou funcionou como um instrumento de revisdes para o teste. De um modo geral, penso
que os alunos aceitaram estes questionarios de uma forma muito positiva e, devido a melhoria
das classificacOes, grande parte deles viram estes questionarios como uma mais-valia para o
seu estudo. Das trés turmas em que se implementou estes questiondrios, uma pequena
percentagem dos alunos ndo aderiu facilmente, que do meu ponto de vista talvez seja por
necessitar obrigatoriamente de internet. Esta necessidade talvez tenha sido a grande barreira
para estes alunos, pois penso nao terem internet nem casa nem no telemével.

Apds o inicio do ano letivo, o nucleo de estagio assessorou as aulas de 72, 9°5 anos e
ensino profissional de 112 ano, de maneira a conhecermos melhor cada um dos alunos, quais
as suas dificuldades e as estratégias mais adequadas para os apoiar.

Até ao final de novembro, o meu desempenho na escola dentro da sala de aula
baseou-se em esclarecer duvidas aos alunos durante as aulas nos momentos dedicados a
resolucdo de exercicios e problemas. Inicialmente pensei que os alunos ndao fossem tao
recetivos a terem outras professoras a ajuda-los, no entanto para eles era algo novo, era outra
forma de trabalhar e até reconheco que estavam bastante curiosos em saber como seria a
nossa prestacdo. Foi o meu primeiro contato com os alunos e todos eles me receberam de
forma positiva e, ao contrdrio do que esperava, sempre que achavam necessario solicitavam o
meu apoio. Com o passar dos dias os alunos conseguiram perceber que era uma grande
vantagem terem-nos dentro da sala de aula e isso foi notério na grande maioria, pois eram
eles que nos procuravam e insistiam em esclarecer as duvidas. As melhorias nas classificagdes
dos testes foram outra grande consequéncia do nosso apoio e ver que conseguimos ter
impacto na vida de alguém foi, para mim, uma das grandes motivacGes para conseguir fazer
mais e melhor durante todo o estagio.

Para além disto, todas as semanas, o nucleo de estagio trabalhou em sessdes de apoio
com pequenos grupos de alunos do 72A. Aqui os alunos eram propostos a aparecer e a maioria
deles compareciam de livre vontade. Este grupo de alunos que eram assiduos nestas sessdes
de apoio eram alunos que apresentavam muitas dificuldades de aprendizagem e que
necessitavam de um apoio mais individualizado. Todos eles tiveram uma recetividade bastante
positiva a este tipo de trabalho e na maioria dos casos observou-se melhoria nas classificacées,
o que demonstra que estes alunos aproveitaram o nosso apoio de forma responsavel e séria.

O trabalho realizado em colaboragdo com a orientadora foi concretizado em reunides
semanais. Nestas reunides construiram-se fichas de trabalho e instrumentos de avaliacdo e
respetivos critérios de classificacdo, assim como aplicamos os critérios de classificagdo nos
instrumentos de avaliagdo. Para além disso foi nestas reuniGes que se construiram os materiais
para os reforcos dos 9°5 anos e para a oficina de matematica do 72 ano. E de salientar que,
desde o inicio do estagio, o nucleo de estagio participou ativamente nas construcdes de todos
os materiais, como por exemplo as fichas de trabalho, fichas de avaliacdo, entre outros
materiais.

Para além de tudo isto, em concordancia com a orientadora, o nucleo de estagio
elaborou uma tarefa exploratdria. Esta tarefa foi realizada no ambito da unidade curricular
Investigacdo e Pratica Profissional do Mestrado em Ensino de Matematica no 32 Ciclo do

(2



[ - Analise critica

Ensino Basico e no Secundario da Faculdade de Ciéncias da Universidade do Porto. O projeto
englobou apenas a analise da turma do 92A, no entanto a tarefa foi resolvida no 92A e no 990G
e tinha como objetivo analisar o uso do feedback pelo professor como instrumento de
autorregulacdo e avaliagdo das aprendizagens dos alunos na disciplina de matematica. A tarefa
foi resolvida em grupos e era uma tarefa de duas fases. Ambas as turmas tiveram uma
recetividade bastante boa a este tipo de trabalho, no entanto obtivemos diferentes resultados.
A turma do 99A foi a turma com mais solugbes corretas, no entanto a maioria respondeu de
forma incompleta. Esta turma demonstrou grandes dificuldades em construir argumentos que
justificassem a solugdo encontrada, visto que era um dos parametros a completar na tarefa. A
segunda fase incluia completar a primeira resposta de acordo com o feedback dado pelo
nucleo de estagio ou, para os casos completamente corretos, teriam de resolver uma segunda
tarefa. Por fim, observou-se que nesta turma os grupos que inicialmente ndo conseguiram
explicar os raciocinios que tiveram para obter a solu¢do ao problema, nesta segunda fase
continuam sem saber justificar as suas respostas mostrando assim que ndo conseguiram
melhorar as suas produgdes e que o feedback fornecido ndo “ajudou”. Quanto aos grupos que
estavam num bom caminho, estes conseguiram terminar e justificar todas as condi¢es do
problema. Nestes casos, o feedback parece ter resultado de uma forma muito positiva. Os
grupos que realizaram a primeira fase com sucesso conseguiram responder a segunda tarefa,
no entanto apenas um deles respondeu corretamente. Quanto a turma do 992G houve
bastantes solugdes corretas mas todas elas estavam incompletas. Aqui a grande dificuldade,
para além de terem demonstrado grandes dificuldades em construir argumentos que
justificassem a solu¢cdo encontrada, foi ndo terem conseguido controlar o tempo. Numa
segunda fase, o objetivo também era completar a primeira resposta de acordo com o feedback
dado pelo nucleo de estagio e aqui a maioria conseguiu completar, mostrando assim que o
feedback “ajudou”. Contudo, existiu uma pequena percentagem de alunos que nem sequer
tentou melhorar na segunda fase. Do meu ponto de vista, como eram alunos com extremas
dificuldades, ndo possuiam capacidades cognitivas para que conseguissem responder a tarefa
dai nem terem tentado.

No més de dezembro lecionei pela primeira vez. Todas as aulas foram preparadas com
antecedéncia e com muito pormenor. Consultei as aprendizagens essenciais e os programas e
metas para complementar a aula. Utilizei os recursos tecnoldgicos que a escola disponibilizou
e elaborei fichas de trabalho para que os alunos pudessem compreender melhor os conteudos.
Nestas aulas o nervosismo estava bem presente, o que fez com que nao tivesse tanto cuidado
com a linguagem matematica nem conseguisse controlar bem o tempo de aula. Os alunos
também se demonstraram um pouco nervosos e irrequietos, pois era uma situagdo bastante
diferente do que estavam habituados. No entanto, até ao final do primeiro periodo, de um
modo geral, os alunos aceitaram bem as aulas e participaram de forma positiva, solicitaram
sempre que necessario para esclarecer duvidas e demonstraram interesse em aprender.

Sendo dezembro o més do Natal, o nucleo de estdgio dinamizou um concurso de
Postais de Natal com ligacdo a disciplina de matemadtica. O concurso foi orientado por um
regulamento criado pelo nucleo de estagio e foi proposto ao 72 ano e aos 9° anos. Houve
uma grande participag¢do dos alunos e todos eles se demonstraram entusiasmados e curiosos
com o facto de poder relacionar a matematica com o Natal. Este concurso teve como objetivo
a descoberta da matemadtica ligada ao Natal, fator que para alguns foi bastante dificil de
encontrar. No entanto, para outros a internet ajudou e descobriram contelidos matematicos
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bastante interessantes, como por exemplo o triangulo de Pascal, exponenciais e logaritmos,
linguagem bindria, equacbes matematicas, entre outras bastante curiosas. Acredito que os
alunos ndo tenham conseguido compreender o que usaram nos postais, no entanto
demonstraram grande autonomia e criatividade e apresentaram postais muito interessantes.
Depois da entrega de todos os postais, o nucleo de estagio convidou um professor de
Educacao Visual e a coordenadora do Departamento de Matematica para se reunirem a nossa
orientadora e ao nucleo de estagio para que se formasse um juri de avaliacdo dos postais.
Apds estarem decididos os vencedores, o nucleo de estdgio anunciou quem eram os
vencedores, sendo apenas um de cada turma, e entregou um diploma de felicitacdo
juntamente com um pequeno brinde. Desta atividade, pude observar que a maioria dos alunos
ndo consegue interligar a matematica com o mundo fora da escola. Do meu ponto de vista
este é um dos grandes motivos pelos quais os alunos ndo gostam de matematica, pois ndo vém
nela qualquer utilidade. Nesse sentido, penso que futuramente serd um aspeto que
tencionarei trabalhar e melhorar com os meus alunos.

Apds terminado o primeiro periodo, o nucleo de estagio esteve presente nas
reunides finais de cada turma onde se atribuiu uma classificacdo final a cada aluno. Todas
estas classificacbes foram previamente discutidas juntamente com a orientadora Marilia
Rosadrio, ou seja o nucleo de estagio teve oportunidade de dar o seu parecer relativamente a
cada nota final tanto da disciplina de matematica como da oficina de matematica. Foi uma
experiéncia muito enriquecedora, pois mostrou o quanto é importante fazer observacdes dos
alunos durante as aulas para, no final de cada periodo, ter informag¢des suficientes para
argumentar o porqué da classificacdo escolhida. Nesse sentido, as grelhas de observacdo
tornaram-se uma ferramenta imprescindivel. Por outro lado, notei que usar estas grelhas
requer perder algum tempo da aula e requer que as observag¢des sejam espacgadas de umas
para as outras de forma a verificar se o aluno evoluiu ou ndo. Do meu ponto de vista, este
preenchimento das grelhas de observacao tem de ser algo bastante pensado e planeado para
que ndo atrapalhe o bom funcionamento das aulas.

O segundo periodo comecou de forma atribulada, pois o nucleo de estagio foi
informado que seria durante este periodo a realizagdo de diversas atividades, como por
exemplo a Mostra da escola, que é uma das mais importantes de todo o ano letivo. Nesse
sentido, seria de esperar que fosse pedida a contribuicdo do nucleo de estagio.

A Escola Secundaria de Tomaz Pelayo disponibilizou dois dias para se realizar a Mostra
da escola a comunidade de Santo Tirso. Nesse sentido, o nucleo de estagio decidiu dinamizar
uma atividade em que englobasse os encarregados de educacdo. Portanto, orientamos os
alunos na planificagdo de uma aula para os encarregados de educagao, professores e outros
elementos da comunidade educativa a ser apresentada na Mostra da escola. Esta atividade foi
proposta no 92A e no 92G com diferentes temas para cada turma. Os temas do 992G foram as
“Curiosidades Matematicas” e no 92A foram as “Esculturas do MIEC e a Matematica”, onde
MIEC se refere ao Museu Internacional de Escultura Contemporanea. Ambos os temas tinham
como objetivo mostrar aos alunos, mas em especial aos encarregados de educacdo, que a
matemadtica é divertida e se encontra em qualquer lugar. Um dos pontos fulcrais foi trazer os
pais a escola de forma a inclui-los na comunidade escolar dos seus filhos. Além disso foram os
alunos os mais beneficiados, e do meu ponto de vista foi o momento em que mais se
divertiram aprendendo matematica. Esta atividade fez com que conhecessem truques
matematicos, que surpreenderiam qualquer um, e permitiu também a divulgacdo e
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conhecimento das esculturas do MIEC com grandes ligacGes a matemdtica. De um modo geral
todos os alunos gostaram de participar e, do meu ponto de vista, deveu-se ao facto de
poderem mostrar aos seus familiares que sdo capazes de falar e explicar conteudos
matematicos.

A Mostra da escola também incluiu diversas salas dedicadas a varias disciplinas e uma
delas era a de matematica. Nesse sentido o nucleo de estagio criou uma atividade para expor
na sala da matematica — Estima com Pinta. Esta atividade consistia em os alunos darem, num
minuto, uma estimativa do nimero de M&M'’s que estavam presentes na imagem. Caso
acertassem, com erro inferior ou igual a 10, por exemplo, ganhavam um M&M. Foi uma das
atividades com mais adesdo por parte dos alunos, no entanto penso que tera sido apenas pela
curiosidade em conhecer o trabalho das “professoras novas” e por causa dos M&M’s com
certeza. Estive presente durante algum tempo nesta sala da matematica e pude observar que
a matemadtica ndo é assim tdo odiada pela comunidade. Deparei-me com a visita de imensos
alunos que procuraram esta sala por vontade prépria simplesmente por serem curiosos e
guererem aprender coisas novas. Nesse sentido, expliquei e demonstrei a estes alunos
algumas das atividades e truques que estavam expostos.

O nucleo de estagio também propds a participagdo dos 9°% anos no concurso
Matemdticas na Raia. Este concurso é um concurso de resolucdo de problemas que se
realiza na Galiza e na Regido Norte de Portugal e é organizado pela Asociacién Galega do
Profesorado de Educacion Matematica (AGAPEMA) e pela Associacdo de Professores de
Matemadtica de Portugal (APM). Nesse sentido, durante as aulas de reforgo, o nucleo de
estagio contribuiu para a preparacgdo dos alunos dos 9°5 anos tanto a nivel estratégico como a
nivel de resolucdo de problemas. Para isso o nucleo de estagio assessorou os alunos enquanto
eles resolviam problemas dos concursos dos anos anteriores e contribuiu com estratégias de
organizacao da turma para a distribuicdo de tarefas para que no dia da prova as turmas
conseguissem responder corretamente a todos os problemas. Contudo, apenas a turma do 92A
quis participar, pois a outra turma do 92 ano ndo tinha disponibilidade de hordrio para
participar no concurso. No fim do concurso, a turma do 92A ficou num honroso 22 lugar com
87 pontos, ficando atrds do 19 lugar que obteve 90 pontos. Do meu ponto de vista, foi uma
grande vitdria, tanto para os alunos como para a escola, e mais uma vez foram estas situagoes
gue me concederam mais motivacdo e orgulho no trabalho que fiz com os alunos. Este
resultado no concurso, de certo modo, também foi muito importante para os alunos, pois
mostrou-lhes que eles tém grandes capacidades e sdo capazes de atingir enormes objetivos e
ainda que o trabalho em grupo também traz vantagens, ou seja que juntos conseguem muito
mais.

Neste seguimento, o nucleo de estagio também contribuiu para a preparacao dos
alunos nos concursos das Olimpiadas de Matematica e no Canguru Matematico. Esta
preparagdo decorreu nos reforcos do 92 ano ou na oficina de matematica do 72 ano e consistiu
na resolucdo de provas dos anos anteriores. Nestes concursos poucos elementos de cada
turma participaram, no entanto o nucleo de estagio, em trabalho colaborativo com a
orientadora Marilia Rosdrio, utilizou este tipo de trabalho para praticar a resolucdo de
problemas de forma a promover o raciocinio légico e desenvolver o pensamento critico de
cada aluno. Contudo, ndo obtivemos um feedback positivo por parte dos alunos, pois a maioria
nao conseguiu resolver este tipo de problemas, o que do meu ponto de vista a resolucao de
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problemas é algo que deve ser trabalhado futuramente para que os alunos consigam
desenvolver um bom raciocinio légico.

O nlcleo de estigio também dinamizou uma Oficina Construgdo de
testes/questiondrios no Google Forms no Férum Educa, com a duragdo de trés horas e meia. O
Forum Educa é um curso de formacgdo acreditada pelo Conselho Cientifico-Pedagdgico da
Formacdo continua de Professores e destinada a educadores e professores do concelho de
Santo Tirso, organizada pelo Centro de Formacdo de Professores Sebastido da Gama - Santo
Tirso e Valongo - e pela Camara de Santo Tirso. Esta formagao foi dirigida pela orientadora de
estagio e foi assesorada pelo nucleo de estagio. Nesta formagdo o objetivo foi explicar e
demonstrar tudo o que sabiamos sobre os questionarios do Google, algo que para mim foi
bastante assecivel visto que era uma ferramenta muito usada no meu dia-a-dia. Contudo, o
nervosismo esteve sempre presente mas nunca influenciou a minha prestacdo. Pela primeira
vez trabalhei diretamente com outros professores e fiquei muito agradada com a seriedade
gue todos eles tiveram para com o nosso trabalho. Demonstraram-se interessados e curiosos
com esta ferramenta que poderia funcionar como um instrumento de avaliagdo. De um modo
geral, penso que, tanto eu como as minha colegas estudantes estagidrias, conseguimos que a
informacdo chegasse a cada um dos presentes, pois no final da formacdo todos eles
conseguiram construir pelo menos um questiondrio. Esta experiéncia foi bastante
enriquecedora, pois, além de me ajudar a lidar com os nervosismo, permitiu que
compreendesse como funciona o planeamento e funcionamento de uma formacdo de
professores. Além de tudo isto, dias apds a formacdo, fomos felicitadas via e-mail por alguns
formandos pelo nosso bom desempenho nesta formagao, o que demonstrou o contentamento
dos professores com o nosso trabalho.

Durante o segundo periodo lecionei de forma mais continuada as diversas turmas.
Todas as aulas foram planeadas atempadamente por mim sempre com o auxilio dos
programas e metas curriculares assim como as aprendizagens essenciais. Para cada aula
construi um plano de aula detalhado e bem organizado, assim como também construi fichas
de trabalho de apoio as aulas. Aqui revelei uma grande melhoria na gestdo do tempo e em
controlar o sistema nervoso. Outra grande melhoria que senti foi no rigor da linguagem oral e
escrita, assim como também melhorei em termos de questionamento promotor de
aprendizagens e pensamento critico. Contudo, melhorar ndo foi facil. A correcdo da linguagem
matematica, tanto oral como escrita, foi algo que batalhei em todo o estagio. Para a melhorar
recorri a orientadora para me direcionar neste assunto e também recorri a escola virtual de
forma a complementar. Com estas melhorias notei que a participacdo e o interesse em
aprender dos alunos aumentaram, o que mostra que a seguranga em comunicar e a satisfacao
em dar as aulas sdo sentidas no desempenho dos alunos. Por isso, penso que um bom
professor deve gostar do que faz e mostrar contentamento em toda a sua atividade de forma a
cativar os alunos. De um modo geral, em todo o estagio lecionar foi o que mais me agradou e
também foi o mais desafiante, pois foi algo que me desencadeou curiosidade em aprender
mais e em procurar novas formas de lecionar certos contetdos.

Além de tudo isto, as quartas fichas de avaliacdo de cada turma foram construidas
autonomamente pelo nucleo de estagio, assim como os respetivos critérios de classificagdo.
Esta tarefa consistiu em elaborar cinco fichas de avaliagdo, estando incluidas as fichas de
avaliacdo do 92A, do 99G e do 79A e as fichas de avaliacdo adaptadas para o0 92 G e 72A. Foi
uma tarefa que exigiu muito do nosso tempo e exigiu um grande planeamento do que iriamos
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incluir em cada ficha de avaliagdo. Esta dificuldade decorreu do facto de termos duas turmas
do 92 ano bastante diferentes a nivel cognitivo, o que exigiu da nossa parte uma escolha de
exercicios de niveis de dificuldade bastante diferentes. A elaboracdo da ficha de avaliagdo do
79A foi a mais acessivel de elaborar. No entanto, achei mais complicado construir a ficha de
avaliacdo adaptada, pois, do meu ponto de vista, a ficha de avaliacdo original ja estava
bastante simples o que dificultou adapta-la de forma a ficar mais acessivel aos alunos com
muitas dificuldades. Quanto aos critérios de classificacdo ndo houve grandes duvidas em
atribuir as cotagOes. Nesse sentido, acho que neste aspeto o nucleo de estdgio funcionou
sempre em consonancia. Quanto as classificagdes dos alunos fui totalmente surpreendida. As
classificacdes dos alunos dos 9°5 anos, que estava a espera que descessem devido ao elevado
grau de dificuldade, na maioria dos casos subiram. Por outro lado, as classificacdes do 79A
desceram bastante ao contrario do que eu esperava, pois na minha opinido a ficha de
avaliacdo estava demasiado acessivel. Estes resultados mostraram-me que os alunos podem
sempre surpreender-nos e mesmo quando nds pensamos que a turma estd a compreender
bem os contelddos pode acontecer que na realidade ndo é mesmo isso que estd a acontecer.
No caso do 72A, penso que o erro talvez tenha sido ndo se ter feito uma tarefa individual
atempadamente para analisar se a turma adquiriu ou ndo os conhecimentos.

Devido ao grande interesse do nlcleo de estagio em conhecer o funcionamento das
turmas do ensino secundario, houve professoras que se dispuseram a aceitar a nossa presenca
nas suas aulas. Nesse sentido, observei aulas de Matematica Aplicada as Ciéncias Sociais e de
1292 ano de Matematica A. Ndo poderia terminar o estdgio sem estar presente nestas aulas.
Observei uma dindmica de aula bastante diferente, pois a professora explicou alguns
conteddos em pouco tempo e de seguida funcionou apenas a aplicacdo dos conhecimentos
adquiridos onde o apoio dado pela professora era quase individualizado. Além disso a maioria
dos alunos eram bastante autonomos e demonstraram ter um estudo regular, algo que no
ensino bésico pouco se encontra. E certo que gostei muito de lecionar no ensino bdsico, talvez
devido ao facto de os alunos terem uma relacdo mais préoxima com os professores e talvez
porgue sempre irdo precisar de uma professora que os acompanhe tanto em trabalho de aula
como no estudo. No entanto, depois de assistir a estas aulas do ensino secundario, penso que
também gostarei muito de lecionar no ensino secundario, pois os alunos ja tém mais
maturidade e encaram a escola com mais seriedade, permitindo assim que o nosso trabalho
como professoras seja mais valorizado.

Algo de novo também comegou no segundo periodo - as aulas do ensino profissional
do 29l. Aqui o nucleo de estéagio teve oportunidade de assessorar as aulas e acompanhar toda
a avaliacdo que foi feita a esta turma. Inicialmente, a orientadora optou pela mesma dinamica
do ensino regular, ou seja explicou os conteudos a turma e de seguida disponibilizou exercicios
de aplicagdo. No entanto, ndo se obteve feedback positivo dos alunos, pois sendo uma turma
de ensino profissional os alunos ndo estavam interessados numa aula expositiva. Mais tarde,
decidiu-se mudar de estratégia e entao definiu-se grupos de trabalho onde, cada estudante
estagidria, ficaria responsavel por um grupo. Eram apenas quatro grupos de trabalho e foram
definidos de acordo com as classificagdes obtidas pelos alunos na primeira ficha de avaliagao.
Aqui foi pedido aos alunos que utilizassem o Geogebra no telemével de forma a poderem
visualizar melhor o que era pedido. Todos eles reagiram com muito entusiasmo a esta
ferramenta, pois, do meu ponto de vista, a maioria nunca pensou que o telemdvel dispusesse
de ferramentas matematicas e que seriam Uteis nas aulas de matematica. Neste seguimento, o
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papel de cada estudante estagidria era explicar os conteldos aos elementos do grupo e de
seguida ajuda-los na resolucdo de exercicios e problemas. Na minha opinido foi uma boa
decisdo usar a tecnologia, pois reconheco que os alunos ficariam mais motivados e sé
conseguiriam aprender os conteddos se compreendessem e visualizassem através da aplicacdo
do Geogebra, dando assim significado aos problemas. Nesse sentido, tive oportunidade de
trabalhar com diferentes grupos e constatei que este método funciona e realmente os alunos
ficam mais cativados e interessados em saber muito mais. Contudo, o facto de apenas terem
uma aula por semana nao facilitou o nosso trabalho, pois os alunos facilmente esqueceram o
qgue lhes foi ensinado. Adotou-se entdo uma nova estratégia que consistia em fazer um
trabalho de pares como uma tarefa de avaliagdo em que englobasse uma apresentacdo a
turma. Assim faria com que os grupos tivessem de trabalhar a longo prazo e portanto esquecer
o que aprenderam recentemente ndo podia ser uma escolha. Nesse sentido, o nucleo de
estagio elaborou autonomamente um guido de trabalho, os parametros de avaliagdo e a tarefa
de avaliagdo para cada par. Os alunos aceitaram muito bem esta proposta de trabalho e foi
notdrio em todas as aulas o empenho dos grupos. Mostraram-se curiosos e verdadeiramente
interessados e nas apresentagdes a maioria dos alunos correspondeu as expectativas. Além
disso o nucleo de estagio e a orientadora Marilia Rosario tiveram oportunidade de fazer
perguntas no final de cada apresentacdo e todos os grupos responderam a altura, o que
demonstra que entenderam o trabalho que elaboraram. Do meu ponto de vista esta foi a
estratégia que os mais cativou e que os fez compreender realmente a matematica.

No decorrer do terceiro periodo continuei a lecionar e senti que as melhorias foram
evidentes, pois demonstrei uma grande capacidade de comunica¢do e de interacdo com os
alunos e acima de tudo manifestei seguranca ao nivel dos conteudos lecionados, tendo
correspondido integralmente as solicitagdes e questdes colocadas pelos alunos. Mais uma vez
foi notdério o meu empenho e dedicacdo em melhorar.

Para além disto, o nucleo de estagio contribuiu para a elaboracdo da Prova Final de 32
ciclo NEE, isto é Prova Final de 32 ciclo para alunos com Necessidades Educativas Especiais.
Aqui propusemos exercicios para a prova, assim como as cotacoes para cada pergunta. De um
modo geral, foi uma tarefa acessivel visto que esta prova teria um funcionamento semelhante
as fichas de avaliagdo adaptadas que nos eram familiares. Posto isto, o nucleo de estagio
também contribuiu para a elaboracdo dos critérios gerais de classificacdo da Prova Final de 32
ciclo NEE. A construcdo deste documento foi mais complexa, pois ha todo um modelo que se
deve seguir, nomeadamente ha que se ter em conta todo o tipo de resposta que os alunos
poderdo dar e ai terd de ser definido qual a cotacdo atribuida. Contudo, apesar de reconhecer
gue é uma tarefa acessivel, penso que deve ser sempre uma tarefa atribuida a pelo menos
duas pessoas, pois facilita o facto de encontrar todas as possibilidades de resposta para cada
pergunta.

Em suma, lecionei um total de 46 aulas, o que corresponde a 34 horas e meia,
demonstrando sempre grandes melhorias com o decorrer do estdgio e revelando sempre
sentido de responsabilidade, sendo este um dos principais fatores que contribuiu para o
cumprimento de todas as tarefas estabelecidas. Considero ainda que demonstrei grande rigor
na assiduidade e pontualidade, o que me permitiu viver todas estas experiéncias. Trabalhar em
equipa com as minhas colegas estudantes estagiarias também foi determinante para que,
durante todo o estdgio, se ultrapassassem todas as dificuldades que nos apareceram no
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Concluindo, o estagio permitiu uma constante aprendizagem e crescimento
profissional. Além disso possibilitou que tivesse uma maior aproximagdao com a realidade
escolar, tanto a nivel de conceitos como de procedimentos que poderemos tomar quando
iniciarmos a nossa pratica profissional. Nesse sentido, o estagio permitiu-me ter uma visdo
mais realista daquilo que encontrarei ao longo desta profissao.
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Numeros Complexos

Introducao

Historicamente, raizes de niUmeros negativos ndo surgiram como solucdo de equacdes
do 22 grau mas sim com a procura das solugdes das equagbes do 32 grau. A descoberta mais
significativa foi produzida por Leonhard Euler (1707-1783) que introduziu pela primeira vez a

notacdo i, a unidade imaginaria, que representa v-1.
Desta forma nasce um novo conjunto, o conjunto dos niumeros complexos,
representado por C.

O corpo dos numeros complexos

Definicao

. P . 2 . .
Designa-se por corpo dos numeros complexos - C, o conjunto R munido das seguintes

operacgodes:
= Operagdo aditiva: (a,b)+(c )=(a+c,b+d)

,d
= Operagdo multiplicativa: (a,b)x(c,d)z(ac—bd,ad +bC) com (a, b),(c,d)eRz.

As operacdes “+” e “X”, definidas em R?, tém as seguintes propriedades:
= S3o0 associativas e sao comutativas.

= (0, 0) € o elemento neutro de “+” e (1,0) € o elemento neutro de “X”.

= “%” édistributiva em relacdo a “+”.

IR como subconjunto de C

Seja X € R, entdo associa-se a X o elemento (x,0) e C. Dados dois reais a,c, tem-se que
(a,O) e (C,O) pertencema C e: i A ,
* (a0)+(c,0)=(a+c,0) [e..
» (a0)+(c,0)=(axc—0,ax0+0xc)=(ac,0) e _: o

Deste modo, R pode ser identificado como um subconjunto de C.

A unidade imaginariai = (0,1)

Designa-se por unidade imaginaria, e representa-se por i, o nimero complexo (0,1).

Propriedade: i° = 1.
i? =ixi=(0,1)x(0,1)=(0x0-1x1,0x1+1x0)=(-10)=-1

Representagdo dos numeros complexos

Um ndmero complexo Z diz-se representado na forma algébrica quando se encontra expresso

naforma z=a+bhi.
| 12
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Definigao
Dado um nimero complexo z=a+bi com a,beR:
= a designa-se por parte real de z e representa-se por Re(z);

= bdesigna-se por parte imagindria de z e representa-se por Im(z).

Propriedades
Seja z um numero complexo.
= Z éumnumeroreal < Im(z)=0;

= Z éum nUimero imagindrio puro < Re(z) =0A Im(z) #0.

Igualdade de nimeros complexos
. . . - a==cC
Seja z, =a+bi e z, =c+di, entdo: 2, =7, & bed’

Exemplo: Exercicios de Aplica¢ao

* Seja k um nimero real e z, = (k—i)(3—2i)um nimero 1.Completa a tabela:

complexo. Qual é o valor de k para que z; seja um 7 Re(z) Im(z)
numero imaginario puro? 2|
—-3+3i
Resolugdo: —1+4i -1
z, = (k—i)(3—2i) = 3k — 2ki —3i + 2i* = (3k — 2) + (—2k —3)i 5 -5

Para que 2z, seja um numero imagindrio puro tem de 2. Determina o valor real k

satisfazer o seguinte: Re(z,)=0A Im(z)#0. Entdo tem- de modo a que z seja
imagindrio puro:

se:
2.1. (2—-k)+(k-2i
2 o
K-2=0n-2k-3%0ck=2ake_o i ((Ct) e
3 2
3.Considera o numero:
2

Logo, k:E. z=3x2+xi5+2(xi)2+i(1+i5)

Determina X € R de modo a
que:

3.1. Z seja um numero real

3.2.Z seja um imaginario

puro

4.Determina os valores reais
X e Yy para os quais:

4.1. (2x—-1) + (3y)i =2 —4xi
4.2.(3x—-y)+2(x-1)i=0
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O plano complexo. Ponto afixo de um niimero complexo

Dado um plano munido de um referencial ortonormado direto e dados a,b €R, designa-se

por afixo do nimero complexo z =a+bi o ponto M de coordenadas (a,b).

Neste contexto, designa-se:
= o plano por plano complexo ou plano de Argand.
= 0o eixo das abcissas por eixo real.

Eixo imaginario

= 0o eixo das ordenadas por eixo imaginario.

~
-

Operagdes com niumeros complexos na forma z = a + bi
Simétrico

P M (a,b)

Eixo real

Dado um nimero complexo z =a+bi, a,b R, designa-se por simétrico de z o nimero

complexo —a —bi e representa-se por —z .

Dois nimeros simétricos tém partes reais simétricas e partes imagindrias simétricas.

O ponto afixo de —z, que é M'(-a,-b), é a imagem pela

reflexdo central de centro O do ponto afixo de z, que é

M (a,b).

Exemplos:

* Seja z;, =4+5i.Entdo -z, =—-4-5i.

= Seja z, =-10i . Entdo -z, =10i.

Conjugado

Dado um nimero complexo z =a+bi, a,b R, designa-se por conjugado de z o nimero

complexo a—bi e representa-se por Z .

Dois nimeros complexos conjugados tém partes reais iguais e partes imaginarias simétricas.

O ponto afixo de 7, que é M'(a,-b), é a imagem pela reflexdo de

eixo real do ponto afixo de z, que é M(a, b).

Exemplos:

= Seja 7, =4+5i.Entdo 2, = 4+5i =4-5i.
» Seja z, =—10i . Entdo z, =—10i =10i.

* Seja z; =9.Entdo Z_3=§=9.




Numeros Complexos

Maédulo
Dado um numero complexo z=a+bi, a,beR, designa-se b
, . T Z(a,b)
por médulo de z a medida da distancia, no plano complexo, B s '
. . |z] :
entre a origem e o ponto afixo de z. Representa-se por |Z| .
0 a

Propriedade

Dado um nimero complexo z=a+hi, a,b R, tem-se que |Z| = \/a2 +b? = NZ-7 .

Exemplos:

= Seja z, = 4+5i.Entdo |z|= 4 +5 =16+ 25 =/41.

= Seja 2, =—10i . Entdio |z,| =07 +(~10)" =100 =10.

Adicao e multiplicagcdo

Dados a+hi, c+di e Ctem-se que:
= (a+bi)+(c+di)=a+c+(b+d)i
= (a+bi)x(c+di)=(ac—bd)+(ad +bc)i

Exemplos:

» (4+5i)+(3+8i)=4+3+5i+8i=7+13i.

= (4+5i)x(3+8i)=12+32i +15i +40i° =
=12+47i1—-40=-28+47i

Inverso de um nimero complexo nao nulo

Exercicios de Aplicacao
5.Sendo z, =2-3i,
1 . .
Z =E—| e z, =-5i,
determina:
51. 7, +1,
5.2. 7,1,
53. z,+12,-1,
5.4. z,x(z,+12,)

Dado um nimero complexo z, ndo nulo, existe um e um sé nimero z' tal que zz'=1.

1
Representa-se esse nimero por — e designa-se por inverso de Z.
z

1

Oinverso de Z é Unico e tem-se: — = |2 Z.

z |z
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Divisao
Dado dois nimeros W e z, z#0, designa-se por quociente de W por z o numero

. W
complexo pelo qual se tem de multiplicar z para obter w e representa-se por —.
z

Propriedade
L w 1 ya
Dados dois numeros W e z, Z #0, tem-se que: —sz—:WxW.
YA YA z
Exemplo: Exercicios de Aplicagao
4+5i (4+5i)(3-8i) 12-32i+15i-40i° 6.Calcula:
3+8i (3+8i)(3-8i) 9 64i” 6.1, o
6-2i
12+40-17i 52-17i 52 17. i I
= = = —-——— - _1
9+64 73 73 73 5-2-5+(1+ 2i)
Nota:

No caso particular de no quociente de W por z , z ser um imagindrio puro, basta multiplicar

142 (L+20)i i+2i2 240 2 1.
We zporl: ——= ——=——= =—_Zj.
3i (3i)i 3i -3 3 3

Propriedades relativas ao mdédulo e ao conjugado de niimeros complexos

_ - - [W W

Z7=12 I+W=Z+W W=7 -W — 1Tz

z z

Z+7 72-7 2 —
Re(z) -2 m(@)-5L ff -z -

| _pw 11,

Z+W < |Z|+|W IW| = |Z||W, — = ___22
2w <[2] +|w] [2f = 2] w NF 2 R

Exercicios de Aplicagao
7. Sejam z=3-i e w=2iZ+3(zz-2z). 10. Calcula:

Determina W. 12-5i

10.1. -

3+4i

8. Seja Z um numero complexo ndao nulo 24 0i

tal que: 10.2. o

50 o oo 6-7i
3i(z+2i)+3iz=-6.

Mostra que Z é um numero imaginario . ,
11. Considera, para Xxe€R, o numero

puro. -
) . . ) complexo z=——. Determina X sabendo
9. Seja z=-3—4i e wW=2+5i.Determina: X—1
9.1. |Re(w) + Im(z)j| que |z| =+/2.
2 1 [
9.2. (|Z| + 3V_V) Adaptado do Caderno de Apoio 122ano
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Potenciagao Exercicios de Aplicagao
Comeca-se por convencionar que i’ =1. 12. Calcula:
Observa-se que: 12.1.  i%®
i°=1 i‘=1 i4n =1n ENO 12.2. e
it =i i° =i i""™ —ineN, 123, i*®
=1 i*=-1 .. i™?=_1neN, 124. "
-3 . -7 . -4n+3 .
! : : : 0 13.Determina  na forma
Propriedade algébrica:
Seja ne N;. i 42
N er TP . .\5
I' =1, sendo r oresto da divisdo inteira de N por 4. 1—(2I)

Forma trigonométrica de um nimero complexo

Complexos de médulo 1 Exercicios de Aplicagao

. . - , 14.Dos complexos seguintes

Um numero complexo z diz-se unitario se tem maddulo 1.
identifica, justificando, se

s30 ou ndo unitarios.

14.1. z=-2+3i
o1,

14.2. z=—— ——1|
2 2

T .. T
14.3. z=cos| = |+isin| =
(5j (5j

Dado um numero complexo z, zZ é unitdrio se e sé se existir um numero real « tal que
Z=cosa+isina.

Propriedade

a designa-se por um argumento de z.

Nota:
Se a éum argumento de z, entdo o+ 2K,k € Z também é um argumento de z, pois:

cos(a +2kz)+isin(a+2kr)=cosa +isina,k e Z.
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Propriedade
Dados dois nimeros complexos unitdrios z; =cosa +isina e z,=cosfB+isinf, com
a, B R, tem-se que:

a) z,z,=cos(a+p)+isin(a+p)

b) L =cos(a—p)+isin(a-p).
z

2

Demonstracdo de a) e b):
a) 7,2, =(cosa +isina)(cos B +isin B) =
=C0Sa COS f+icosasin f+isinacos f—sinasin B =
=(cosarcos f—sinasin B)+i(cosasin f+sinacos B) =cos(a+ B)+isin(a+B)
z, _cosa+isina (cosa+isina)(cosg—ising)
z, cosf+ising (cos B+isin B)(cos g —isin B) -
Cosa cos B—icosasin f+isinacos B+sinasin
coszﬂ+sin2,8 -

= (cosarcos B +sinasin B)+i(sina cos f—cosasin B) =cos(a — B)+isin(a - B)

Definicao

Um ntmero complexo cos@+isin&com 6 € R, representa-se por e .
Esta expressdo designa-se por exponencial complexa de i6.

Utilizando esta forma e a regra da multiplicacdo de poténcias com a mesma base obtém-se:
. . . . ei@ Lo i(o
elelf _ 045 :el(6’+ﬂ) e == 018 _ eI( -B)
e

’

ou seja, obtém-se resultados equivalentes aos da propriedade anterior.
Definicao

’ ~ ig /
Dado um numero complexo z =0, a sua representacdo na forma |Z|e' ,onde 8 é um

argumento de z, designa-se por forma trigonométrica ou forma polar de z.

Igualdade de nimeros complexos escritos na forma trigonométrica

Dois niumeros complexos ndo nulos, Z e 7', de argumentos respetivamente iguais a 6 e
@', sdo iguais se ttm mddulos iguais e a diferenga dos argumentos é da forma 2krz,k e Z.

1=7 < |7|=|2|r0=0"+2krkeZ

s



Numeros Complexos

Argumento principal

Dado um nimero complexo z # 0, ao argumento de 7 que pertence ao intervalo ]—7[, 7[]

chama-se argumento principal de z e representa-se por Arg(z).

Propriedade
Dado um nimero complexo ndonulo z=a+bi, a,beR, & é um argumento do nimero z se

a . b
esose: cosazﬁesm% > .Nesse caso,se a=0, tgd =—.
a“+b a“+b a
Exemplos: Exercicios de Aplicagao
= Arg (_2) =7 15.Determina o argumento

principal dos seguintes

. T
= Arg(-i)= Y ndmeros complexos:

= Arg (—l— i) = —37” , pois Arg(z) e ]—7;, 71] e: i:; ; i ‘21+ -
(9) -1 _\/5 15.3.z =5i
cos(0)=—~==—— 2
7| = (_1)2 +(_1)2 ~L2e o2 15.4.7 =1-+/3i

Passagem de um numero complexo escrito na forma algébrica para a forma trigonométrica

Para se passar de um nimero complexo na forma algébrica z=a+bi, a,beR, para a

forma trigonométrica z = |z|e'9 deve proceder-se da seguinte forma:

determinar o médulo de z:

Se o afixo de lz] = /a2 + b2
Z nao esta
sobre nenhum determinar um argumento de z:
eixo: utilizando as duas razdes
trigonométricas (seno e cosseno),
ou utilizando apenas uma razao

trigonométrica  (tangente), e

Representar o
afixo de z no

plano ainda a informacdo do quadrante
complexo. a que pertence o afixo do numero
complexo.

a determinagdo do mddulo e de
Se o afixo de z um dos seus argumentos é

esta sobre um
dos eixos:

imediata por observagao

geométrica de z.

Mo



Numeros Complexos

Passagem de um nimero complexo escrito na forma trigonométrica para a forma algébrica

P . 4. i0
Para se passar de um nimero complexo na forma trigonométrica z = |z|e' , para a forma

algébrica z=a+bi,a,be R, deve-se proceder da seguinte forma:

12 Substituir " por cos@+isind.

22 Efetuar os célculos necessarios e apresentar na forma a+bi.

Exemplo:

= Escreve na forma trigonométrica o numero complexo

7= —1—\/§i usando o argumento principal de z.

Resolucdo:
Médulode z:

o= (-0 +(B) =VE =2

Argumento principal de z: como o afixo de z se encontra no
Além disso

32 quadrante, conclui-se que 6e3°Q.

0e ]—7[,7[] .Entdo:

tgﬁz_—f/\ee?)oQ/\QE]—ﬂ',ﬂ']

2

4
Daqui conclui-se que € = ?ﬁ— 2w =— 3

.27

Assim, z=2e 3.

Erro tipico na resolugdo do exemplo anterior

« Mbdulo de 7:[2]= (1) +(~V3i)” = i-3-2

Exercicios de Aplicacao
16.Escreve na forma
trigonométrica os seguintes

numeros complexos:

16.1.z2=-2

16.2.7 = /3 +i

16.3.z = -2i

16.4.7 = —1—[3i

17.Escreve na forma

algébrica 0s seguintes

numeros complexos:

37
17.1.7=+/2¢ 4
17.2.2=+7e2

E de notar que na definicdo de médulo de z = a+bi sé intervém os valores a e b.

NG

— T
= Argumento principal de z: tgéf = —1 S tgl= \/5, logo conclui-se que 6 = E

O valor da razdo trigonométrica é por si sé insuficiente para determinar o valor do
argumento principal de z. Portanto, é fundamental ter em conta a informagdo do quadrante

a que pertence o afixode z eque A ]—ﬂ, 7z] .

M2



Numeros Complexos

Exemplos:

= Escreve na forma trigonométrica o nimero | = Escreve na forma trigonométrica o nimero
27

i~ complexo z=+2cosa —iv2sina.
complexo z =-5¢ 3. P V2
Resolugao:

5 z=2cosa-iv2sina

3j:5e3 =/2(cosa—isine) =
J2(cosa +isin(-a)) =
=2 (cos(~a) +isin(-a) ) = /2"

Resolucdo:
izl i(;HZ—”
z=-5e 3 =5e

! Erro tipico ! Erro tipico
Um erro frequente neste exemplo é Um erro frequente neste exemplo é
2 . .. )
, i considerar que z=+/2(cosa—isina) ests
considerar que —5e ° estd escrito na forma
trigonométrica. escrito na forma trigonométrica.
E de notar que -5 é um numero negativo, No entanto, COSa —Sina ndo representa

ia

logo nunca poderia ser o médulo de um | €

namero complexo. Portanto, o numero
2r

27
—5e 3 deve ser associado ao simétrico de

27 (.27
5el% que é 56{ +3j.

Operagdes com numeros complexos na forma trigonométrica
Simétrico

. . . i i(7+6
Seja z um ndmero complexo de mdédulo |Z| e um argumento 6 : —(|Z|e'9) = |Z|e (m+ ).

O simétrico de um numero complexo ndo nulo 8+ I 7
. . | B i
representado na forma trigonométrica tem 7~ ) /
modulo igual ao de z e um dos seus argumentos é "“l / Zal\ .
- a
asomade 7 com um dos argumentos de Z. 5 \ 4
sl
-7 b
Conjugado

Seja Z um nimero complexo de mdédulo |Z| e um argumento 6 : |z|? = |z|ei(79).

O conjugado de um nuimero complexo ndao nulo representado na
forma trigonométrica tem moddulo igual ao de z e argumento
simétrico ao argumento de z.




Numeros Complexos

Multiplicagao

. . ~ i 0,
Dados dois numeros complexos z, e z,, ndo nulos, z; :|Zl|e'6'1 e z, =|22|e' ?, tem-se

que: 2,7, = |zl||22|ei.“’1+"2).

Interpretagdo geométrica da multiplicacgdo de um nimero complexo por outro na forma

|Zo|ei‘9

Dado um numero complexo z, ndo nulo, de argumento € e um nimero complexo z de afixo

M, tem-se que o afixo do numero complexo 7,z é a imagem de M pela rotacdao de centro

O e amplitude €, composta com a homotetia de centro O e razédo |zo|.

lzgl > 1

0<lzl<l s

Divisao

Méoafixodez
M é o afixo de ==,

Dados dois numeros complexos z, e z,, ndo nulos, z; =|Zl|e'91 e z, =|22|e'92, tem-se

que: 2= 2

z, _|22|

ei(gl_‘%).

Interpretagdo geométrica da divisdo de um niimero complexo por outro na forma |z,|e??

Dado um numero complexo z, ndo nulo, de argumento & e um nimero complexo z de afixo

) . z , . ~
M , tem-se que o afixo do nimero complexo — é aimagem de M pela rotacdo de centro O

Zy

1
e amplitude —@, composta com a homotetia de centro O e razdo —.

lzgl > 1 4

Potenciagdo — Férmula de De Moivre

Zy

0<lzl<1 el

Méoafixudes

M &0 3o de —-— m

Dado # R e ne N, tem-se que: (C056?+isin 0)” = cos(n6)+isin(n6) .

3



Numeros Complexos

Exercicios de Aplicagao
18.Considera os  seguintes numeros 20.Determina o menor numero natural n de
complexos: modo que:

4iz 0 T iﬁn
3

_a. i
5 =3¢ 20.1. |3e%x2e | seja um imaginario

3
z, =1-\3 puro.
iz—” . n

z,=¢ 3 J3-i

. . _ 20.2. ——— | seja um numero real
Determina na forma trigonométrica: \/§+\/§i
18.1. z, + % 7 positivo.
3
18.2. 7, x 317, 21.Seja 7, = —J2-2i resolve, em C, a
18.3. 7, x Z, equagdo z, xZ+i* =0

19.Apresenta o resultado na forma
trigonométrica:

I

©
19.1.

Zeig
19.2. L_S;E'
J3e

Raizes n-ésimas de nimeros complexos

Solugdes das equagbes da forma z" =w,n € N,w € C

Dado um nimero complexo W = 0e um nimero natural n> 2, chama-se raiz n-ésima de

W ou raiz de ordem n. de W a qualquer nimero complexo z tal que z" =w.

Propriedade (Férmula de Moivre generalizada)

Dado um nuimero complexo W= 0 e um nimero natural n> 2, tem-se
In

que a equagdo z"=W tem exatamente n  solugdes "‘_'vi_._,_,,,.l__‘ -
o |
Z, = |W|e ,k=0,1,...,n—=1, onde a é um argumento de w.

Raizes em C de polinémios do segundo grau de coeficientes reais
Dados a,b,ceR, a=0,se A= b2 —4ac < 0, ent3o as raizes da equacdo ax” +bx+c=0, em

—b+iv/4ac—b? _ —b-iv4ac-b’

C, sdo dadas por z; = ~ e z, ”

3
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Exemplo:

Conclusdes do exemplo:

Determinar as raizes quartas de -4, isto é
~ ~ 4
solucdes da equacdo z° =—4.

Resolugao:

) . = i0
Seja Z um numero complexo, n3ao nulo, Z=|Z|e'.

W=—4=4¢",

Pretende-se descobrir os valores de |Z| e @ que satisfazem a

iz

equagao (|z|ei‘9)4 =4e
(|z|ei6)4 =4e'" < |z|4 e’ = 4e”"

<:>|Z|4:4/\449:7r+2k7r,keZ
7 2krz

<:>|Z|=(1/Z/\¢9=—+—,keZ
4 4

ol r 2kzm
k=0—>20=\/§ei%
k=1—>21=\/§ei37”
k=2—>22=\/§ei57ﬂ
k=3—>23=\/§ei77ﬁ

.37

iz i 27 i
Logo, tem-se C.S.={\/§e 4,\/56 4 ,\/Ee 4 ,\/Ee

Exercicios de Aplicacao
22.Resolve, em C, as seguintes equagoes:
22.1.(2—i)z=5+Ii
22.2.7° - 42° +52=0
Adaptado do Caderno de Apoio 12%ano

23. Determina analiticamente, em C, as
7 N7 SR 3 2

raizes do polindbmio z°—-3z°+6z-4,

sabendo que 1 é uma das suas raizes.

24.Determina as raizes cubicas de \/§+\/§i .

\/§A9=—+—,k€Z
4 4

encontrar as Os afixos dos numeros
Z,,2,,Z, € Zypertencem a
circunferéncia centrada na
origem do referencial e de
raio «/5, pois 2,,2,,Z, e

Z,tém modulo igual a \/E

Os
raizes quartas estdo em

argumentos das
progressdo aritmética de
T 27

razao —=—.
2 4

= As raizes quartas de -4
dividem a circunferéncia
em quatro arcos iguais e
portanto s3do vértices de
um quadrado — poligono
regular de quatro lados.

123
4

25.Considera o numero complexo

7
Z, = 3e 5. Sabe-se que z; é uma das raizes
de ordem 4 de um nimero complexo W.
25.1.Indica as outras raizes de ordem 4 de
w.

25.2.Determina W.

25.3.Calcula a medida da area do poligono
que tem como vértices os afixos das raizes

de ordem 4 de w.
| 24
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Testar conhecimentos
1. Em C considera:

O D B )
Lo L 2 G| @)
2e

1.1. Determina z, na forma trigonométrica sem recorrer a calculadora.
2514 48 i

1.2. Provaque z, = TE oo

2. Em C considera z, :—\/5—3i.

3
1
Resolve a equagdo zx 7, = (—j .
i

57
I— -
3. Considera os nimeros complexos z, =e ' e z, = —J6-+2i.

3.1. Sem recorrer a calculadora, determina na forma algébrica o complexo

(), 2-4
i®)  1+50

3.2. Determina o conjunto-solucdo da equacao 2% =2i xXZ,.

3.3. Seja n um numero natural.
i n 5 .
Considera o complexo W=(—Zl) . Determina o menor valor de n de modo que W seja

um numero negativo.

4. Na figura seguinte encontram-se representados, sobre uma circunferéncia, os pontos
A e Bque sdo afixos de dois nimeros complexos W, e W, , respetivamente (ndo estd

desenhada a escala).

Sabe-se que:

(=)

1
* onudmero complexo W, =3g

* A e B sdo afixos das raizes de indice 13 de um nimero N

complexo z.

4.1. Determina Z naforma algébrica.

4.2. Indica, justificando, 0 médulo e o argumento do complexo W, .

5. Considera o polinémio P(z) = z* +z° + 242* — 267 e o complexo w=2—3i.
5.1. Determina os zeros de P(z), sabendo que 1 é um dos zeros.

5.2. Determina, na forma algébrica, os nimeros complexos z=a-+bi que verificam a

3

condicio z+37 =W’ +2zi.



[II - Parte Cientifica

Relag¢des surpreendentes entre determinados nimeros
transcendentes e alguns numeros inteiros e irracionalidade de
alguns numeros

Introducao

A transcendéncia dos numeros foi um tema que fascinou os matematicos desde o
século XVIII.

Os numeros algébricos em toda a histéria foram os nimeros mais faceis de identificar,
por isso o que tornou tdo desafiador e surpreendente no estudo dos nimeros transcendentes
foi conseguir desenvolver a capacidade de exibir exemplos ou algum tipo de classificagdo para
este tipo de numeros.

Neste trabalho ndo se estuda a transcendéncia de nenhum numero. Contudo irdo
demonstrar-se algumas relacées entre determinados numeros transcendentes e alguns
nameros inteiros. Além disto ird demonstrar-se a irracionalidade de certos nimeros de acordo
com um matemdtico chamado Ivan Niven. Finalmente ir-se-a ver alguns resultados
surpreendentes.

Estes resultados aparentam ser bastante simples, contudo se se estudar os seus
elementos e as suas caracteristicas pode-se observar consequéncias inesperadas e
surpreendentes, como, por exemplo, apesar de ser

. s N2 33 2 4 3 5
e'”:1+iﬁ+%+ﬂ+...:[1—”—+ﬂ——...j+i(7r—ﬁ—+ﬁ——..)

21 41

pode-se provar que e =1,

Numeros irracionais

O facto de o nimero 7 ser irracional foi conjeturado por Aristételes quando afirmou
que a razdao entre o perimetro de qualquer circunferéncia e o seu didmetro ndo sdo
comensuraveis, isto é a razao entre eles ndo é um numero racional.

A primeira prova deste facto fundamental foi realizada por Johann Heinrich Lambert
em 1766.

A prova que sera apresentada mais a frente foi concebida por lvan Niven em 1947 e é
uma prova extremamente elegante onde se usa apenas célculo elementar.

Contudo, o método de Niven teve antecessores, como por exemplo Charles Hermite
em 1873, que foi o primeiro a estabelecer que e é um numero transcendente, ou seja, que e
ndo é uma raiz de um polindmio de coeficientes racionais.

Antes de se falar do nimero 1 vai-se tratar do numero e e provar que é um numero
irracional.

M=



[II - Parte Cientifica

e é irracional

O numero e pode ser representado e calculado utilizando a série de Taylor para e*
quando x =1:

Demonstracdo de “e é irracional”:

Inicialmente assume-se que e é um numero racional positivo, ou seja que pode ser

. a . .
escrito naforma e = E com a e b inteiros e a,b > 0. Daqui resulta:

a
e=E<:>be=a<:> n'be=n!a,vn>0.

( 1 1 1) 1 1 1 B
Comoe=|1l+—+—+...+— |+ + + +... |entdo tem-se:
1 2 nt) ((n+1)! (n+2)! (n+3)!

nlbe=nla <
<nlb (1+1+£+...+i]+ L + - + L +...[[=nla
2 nt) ((n+1)! (n+2)! (n+3)!

<:>n!b(1+1+i+...+ij+b L + - + L +...|=nla
2 n! n+l (n+2)(n+1) (n+3)(n+2)(n+1)

1 1 1
<:>b( + +

n+l (n+2)(n+1) (”+3)(“+2)(”+1)+WJ

1 1 1
:n!a—n!b(1+—+—+...+—j
1 2! n!

1 1 1
Como n!b(l+5+5+...+—lj é uma parte inteira e nla é um inteiro entdo
! ! nt

1 1 1
n!a—n!b(1+£+—+...+—j também é inteiro.

2! n!
Relembrando a progressdao geométrica tem-se que:
1 1 1 1 1 1 1
< + +...< + 5+ 7+..=—<1
n+l n+l (n+2)(n+1) n+l (n+1)° (n+1) n

Logo, para n suficientemente grande tem-se:

b 1 1 1 b
n+1<b(n+1+(n+2)(n+1)+(n+3)(n+2)(n+1)+”'J<H<l

Mas isto é um absurdo, pois é impossivel ter um nimero inteiro positivo menor do que
1. Logo, o absurdo foi supor que e seria racional. Portanto, e é um nimero irracional.

[
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o 2 4 , . .
De modo muito semelhante prova-se que €° é um numero irracional.
Utilizando o teorema de Legendre, que ndo serd abordado neste trabalho, prova-se

, ~ . . 4 , , , . .
por um método ndo muito diferente que e* também é um numero irracional.

Para provar que e3, e5, etc. sdo irracionais é necessario um pouco mais de célculos, e
de uma nova ideia.

A chave para provar que estes numeros sdo irracionais esta escondida no seguinte
lema.

n n
X (1-x
Lema: Seja, para algum n>1, f(x) = (—|) .
n!
2n .
(i) A fungdo f(X) é um polindmio da forma f (x) = —'Zcix' onde os coeficientes c;
N’i=n

sdo inteiros.

1
(ii) Para 0 <X <1 temos 0< f(x)<—|.
n!

(iii) Os valores das derivadas " (0)e f (k) (1) sédo inteiros qualquer que seja k >0.

Demonstrac¢ao do Lema:

N \n 2n
(i) f(x)=M—ix”(1—x)n=%Zcix'.
‘i=n

n! _n!

(i) Como O0<X<1 entdo tem-se que 0<l—Xx<1. Além disso tem-se que 0<x" <1 e
0<(- X)n <1. Como o produto de dois nimeros entre 0 e 1 resulta num nimero entre 0
n
x"(1-x)" 1

n
e 1, entdo tem-se que 0<x" (1—X) <1. Daqui resulta que 0<—|<—'.
nt n!

Portanto, tem-se que 0< f (x) < —-
n!

x"@-x)"
nl!

X" ta-x" - nx"(1-x)"?

(iii) Considerando k <n sendo f(x) = |
nt

entdo f'(x)=
Daqui resulta que em £ 6 monémio de menor grau tem grau maior do que 1. Logo,
£ () (0) =0, que é inteiro. Considerando Nn<k <2n, em %) 5 monémio de menor grau
tem grau 0. Logo, f(k)(O) =%Ck , que também ¢é inteiro. Considerando k >2n,
f(k)(x) =0. Logo f(k)(O) =0, que é inteiro. Concluindo, f () (0) é inteiro Yk > 0.

A partir de f(X)= f(l—x) tem-se que f(k)(x)z(—l)k £ (1—X), para todo o X.
Consequentemente, £ (1)=(—1)k f(k)(O). Como ja foi demonstrado que f(k)(O) é

inteiro VK > 0, entdo fica provado que £ () (1) também é inteiro Yk >0.

[
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e” é irracional Vr € Q\{0}

Para provar que €' é um irracional Vr € Q\{0} vai usar-se o lema anterior.

L . X XX X X" .
Além disso assumimos que €" =1+ X+—+—+...= Z— e que esta série converge
21 3! =o N!
2n+1
. . as
para todos os valores (reais) de X. Em particular, tem-se que z converge
n>0 n:

) 2n+1 2n+1 2n+1
ae’® = z . Entdo lim —= 0 e portanto existe n € N tal que lim | <1, facto
“~ n! n! n!

gue ndo sera provado neste trabalho mas ird ser usado mais a frente.

Demonstracdo de “e” é irracional Vr € Q{0}":

E suficiente mostrar que €° n3o pode ser um nimero racional para um inteiro positivo s

S
s s\t
(se e! fosse racional entdo (et) = e’ também seria racional). Nesse sentido, assume-se que

S

a L -
e’=— com a e b inteiros e a,b>0 e com n suficientemente grande para que n!>as”"".

Entdo define-se:
F(x)=s2"f (x) =8 (%) + 8227 (x) =2 £ (x) £...+ £ O (x),
n n
onde f(X) éafungdo do lema anterior, ou seja f(x) = g .

Daqui pode-se observar que o polindmio F(x) satisfaz a identidade
F’(X) =-sF (X)+52”+lf (X) Desta derivada vem que:

d SX SX SX r SX SX +.
&[e F(x)}:se F(x)+e"F'(x)=se"F (x)+e [—sF(x)+32”1f(x)]=
= se™F (x)—se™F (x)+e™s’™ f (x) =¥’ f (x)

eportanto

N = b.[zesxsz”*lf (x)dx = b[eSXF (X)]Z = b[eSXlF (1)-e™°F (0)] =

—be’F (1)—bF (0) = aF (1) ~bF (0), pois ¢’ =%.
Este resultado é um inteiro, pois o ponto (iii) do lema implica que F(0) e F(1) sejam
inteiros. No entanto, o ponto (ii) do lema estima um tamanho para N, por baixo e por cima:
1 as2n+1
H - n!
o que mostra que N n3o pode ser um inteiro. Chega-se entdo a uma contradicdo. Logo, e” é

1
0<N= bjoesxsz'”lf (x)dx < bs*"e’ <1,

um numero irracional para qualquer r € Q\{O}.

[]
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m? é irracional

Como o método anterior foi bem-sucedido vai se usar novamente para provar que 1>
é irracional.

Demonstracdo de “m? é irracional” :

. . 2 4 . . . .
Inicialmente assume-se que 7~ é um numero racional, ou seja pode ser escrito na

a
forma 7° = Bcom ae b inteirose a,b>0.

De seguida usa-se o seguinte polindmio:

F(x)=b" (7;2” f(x)-7""2f @) (x)+ 72" “) (x)¢...),
que satisfaz F"(x) = —z°F (x) +b" 7> f (x).
Usando o ponto (iii) do lema provado anteriormente obtém-se que F(0) e F(1) sdo

inteiros.
Das regras de diferenciagdao vem que:

—[F x)sin ( ﬁF(X)COS(ﬂ'X):IZ

=F"(x)sin(zx)+F’ (x);rcos(;rx)—[nF'(x)cos(ﬂx)HrF (x)(—nsin(nx))} =

= F"(x)sin(zx)+F’(x) zcos(zx) - zF'(x)cos(7x)+z°F (x)sin(zx) =

Substituir F"(x) C ( =Sin(7rX)[ +ﬂF ]_

ﬂX)[—ﬂ'ZF (x)+b"7*"?f (x)+2°F (x)] =
=b"2?" (x)sin (ﬁX) =b"72?" 7% f ( )sin (ﬂ'X) =
=a"z*f (x)sin(zx) )

e daqui obtém-se:

N a2 (x)sin(ex )dx_[Fr(x>sin<ﬂx)_ﬂp(x)cosw)l_

T

1

:F F'(x)sin (zx)-F (X)COS(”X)} i

7 0

- L F/(1)sin() - F (1)cos() - = F'(0)sin (0) + F (0)cos(0) = F (1) + F (0)

V4 T
que é um inteiro.

M3
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Além disso, N é positivo desde que se defina como um integral de uma fungao
positiva (exceto na fronteira). Contudo, se se escolher n suficientemente grande tal que

n

| <1, entdo a partir do ponto (ii) do lema provado anteriormente obtém-se:
n!

n
0<N-= ﬁja f S|n(7rx)dx<i'<l
n!

e chega-se a uma contradicdo, pois foi dito anteriormente que N era inteiro, no entanto ndao

s . . o 2 ~ , .
ha inteiros entre 0 e 1. Daqui resulta que 7° ndo pode ser um nimero racional.
Concluindo, fica provado que m é um numero irracional.

T é irracional

A prova que se segue foi realizada por Ivan Niven em 1947.

Demonstracao de “m é irracional”:

Inicialmente assume-se que 7 é um numero racional positivo, ou seja que pode ser

a
escrito na forma 7 = E com a e b inteiros e a,b>0. De seguida definem-se os seguintes
polindmios:
n n
X' (a—hx
= f(x)= —( )
n!

= F(x)=f(x)- @)+ 9 (x)—...+(-1)" £ (x)
onde o inteiro positivo n é especificado mais a frente.
Se n!f(x) tiver coeficientes inteiros e termos em X com grau ndo inferioran, f(X) e

. i . o . a
as suas derivadas f@)(x) tém valores inteiros para x =0, assim como para X =7 = o uma

a .
vez que f (x) =f (E_ Xj. Por calculos elementares tem-se:

S [F(x)sin(x) = F (x)cos(x) ] =
= F"(x)sin(x)+F’(x)cos( [F'(X)COS (x)(—sin(x))]=
=F(x )sm() <>cos(x> F'(x)cosm )sin(x) =
=[F"(x)+F(x)]sin(x) =

j;rf (x)sin(x)dx = [F'(x)sin(x)— F (x)cos(x)]z = (1)
=F'(z)sin(z)-F(z)cos(z)-F'(0)sin(0)+F (0)cos(0)

I
T
—~
3
~
+
T
—~
o
~
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F(;r)+F(0)é um inteiro, desde que f"(z) e f@(0) sejam inteiros. Mas para

nan

. b4 . . . .
O<x<m tem-se 0< f(x)sm(x)< , logo o integral anterior em (1) é positivo, mas

nan

<1.

V4
arbitrariamente pequeno para n suficientemente grande tal que |
nt

Portanto, a igualdade (1) é falsa assim como também a suposicdo inicial é falsa, pois
nao existe nenhum nimero inteiro entre O e 1.
Concluindo,  é irracional.

Alguns resultados surpreendentes

Nesta seccdo serdo demonstrados alguns resultados e algumas das suas
consequéncias.

Estes resultados aparentam ser bastante simples, contudo vao ser analisadas as suas
caracteristicas, o que levar-nos-a a consequéncias inesperadas e surpreendentes.

Série de Euler

3 1 1
E sabido de antemdo que a série z- ndo converge. No entanto, a série 2—2
n
n>1 n>1

converge, apesar de ser muito lentamente e converge para um valor muito interessante, como
se ira ver de seguida.

D @

Este é um resultado cldssico, famoso e importante de Leonhard Euler de 1734 onde
afirma que o somatdrio anterior resulta num nimero irracional.

1 1 11
Como Z—=—+—+—+... nada indicaria que esta soma infinita de racionais
Sn®> 1 4 9

resultaria numa poténcia de 7 e por isso este resultado torna-se bastante surpreendente.

Demonstracdo de (2):

A prova consiste em duas avaliacdes diferentes do seguinte integral duplo:

= Izj: 1—1xy dxdy .

M52
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Para a primeira avaliacdo expande-se como uma série geomeétrica,

1-xy
decompondo as somas em produtos e de seguida integra-se:

| = m(l)Z(xy)n dxdy = ijﬁxnyndxdy = Z(sz"dx)(ﬁy”dy) =
n>0 n>0 n>0
n+l 1 yn+l 1
_g{nﬂ} {n+11:nz>;‘n+ln+l_§ n+1 _;n_

Esta avaliacdo também mostra que o integral duplo é finito.

A segunda maneira de avaliar I vem de uma mudanca de varidveis: nas novas

y+X _Y=X

coordenadas, que sao dadas por u:=T e V= , 0 dominio da integracdo é o

1 .
guadrado do comprimento lateral E\/E, que foi obtido do antigo dominio rodando 45 e

encolhendo-o através de um fator \/5 .
Yy
: v
1 .

Lin

[T

&r
P—

1

llustragdo 1 Transformagdo do dominio de integragao.
Substituindo X=U—-V e y=U+V obtém-se:
1 1 1

1-xy  1-(u—-v)(u+v) 1—(u2 —vz) RERTEIRY

Para calcular um integral Isf (X,y)dxdy pode-se fazer uma mudanga de variaveis

onde X= X(u,v)e y = y(u,v), se a correspondéncia de (u,v) €T para (X, y) € S for bijetiva

e continuamente diferenciavel. Entdo:

d(xy)
jsf (x,y)dxdy =ITf (x(u,v), y(u,v)) W dudv,
o
onde M é o determinante de Jacobi e M = det du dv
d(u,v) d(u,v) dy dy
du dv

Portanto, para transformar o integral I tem de se substituir dxdy por 2dudv, para
compensar o facto da transformacdo de coordenadas reduzir areas por uma constante 2
(determinante de Jacobi).

X=U—-V e y=u+vVv :Mzdetﬁ _11j=1x1—(—1)><1:1+1=2.

d(u,v)

[33
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O novo dominio de integra¢do e a fungdo que se vai integrar sdo simétricas em relacdo
ao eixo u, entdo tem de se calcular duas vezes o integral sobre o dominio da metade superior,
isto é, naturalmente separa-se em duas partes:

| = ZIE Uu % dv] du + ZE Uzu ﬁ dvj du =

°1-uc+v

:4I§(I:ﬁdv]du +4IZ(IZU%dv]du.

1-u+v

dx 1 X
Usando I >— = —arctan (—)+C e sabendo que a’=1-u’ < a=+1-u" vem
a +X a a

1
que: | = 4J.OE

1 u 1 1 1-u
arctan| —— |du +4| , ————arctan| ——— |du.
Vi-u® («ll—uzj jixll—u2 (Jl—uzl

Aqui calcula-se a derivada de g(u):: arctan[

u ., 1
e que ¢ g'(u)= — e

2
calcula-se a derivada de h(u):= arctan(l_—ujzarctan (12—u)2 arctan[ (1u)]
1-u? 1’ -u (1+u)

+Uu
que é h'(u)z—1 ! .
1-u®
b 1 2 ° 1 2 1 2
Assim pode-se usar Lf "(x) f(x)dx :{E f(x) } =5 f (b) - f(a)” e obtém-se
a
entao que:

|=4j§g'(u)g(u)du+4jz_zh'(u)h(u)du:4[lg(u)zf_th(u)ZJ _
~2[g(u) | ~4[n(v) ], = 29@2 ~2g(0)° —4{h(1)2 _h(lﬂ _

2
2

= 2g GT ~29(0)° -4h(1)" +4h Gj =

- -2

—Z —z[arctan(o)]z—4[arctan(0)]2+4 arctan —22 =
) 0

1 1 1 1
=2|arctan| —x— —0-0+4|arctan| —x— =
2 3 2 3

= 2| arctan

4)] 4

2 12 2 2 ) )
= Z[arctan [ﬁﬂ + 4{arctan (ﬁ = G{arctan [ﬁﬂ =6x (ZJ =6x 7[—2 T .
3 3 3 6 6 6 []
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Esta prova retira o valor da série de Euler a partir de um integral com mudanga de
varidveis.

Uma prova engenhosa deste tipo do mesmo resultado, em que hd uma mudanga de
variaveis nao trivial, foi descoberta mais tarde por Beukers, Calabi e Kolk. O ponto de partida

1
para essa prova baseou-se em separar a soma 2—2 em termos pares e termos impares.
n>1

1
Claramente a soma dos termos pares —+t— Z_ e a soma dos
2 4 k>1 ) 4 n>1 n

) 1 1 1
termos impares —2+—2+—2+... —— ¢ 72_
N o(2k+1 =T

Portanto, daqui resulta que o teorema da série de Euler é equivalente a:

2

D T
TV ARY 3
£i(2k+1)? 8 (3)

Demonstracdo de (3):

Considera-se o seguinte integral duplo que é igual ao somatério referido em cima, isto é:

101 1
:U"l—xzy _g? 2k +1)°

Agora tem de se calcular este integral J. E para isso Beukers, Calabi e Kolk propuseram
novas coordenadas:

u = arccos e VI=arccos

Para calcular o integral duplo pode-se ignorar a fronteira do dominio e considerar-se
A T ~
O<x<1l e O<y<1. Aqui u,v vdo ficar no triangulo u>0,v>0,u +V<E. Entdo a

transformacdo das coordenadas pode ser convertida explicitamente, o que leva a seguinte

. Aqui verificar-se que estas férmulas definem uma
cos(v) cos(u)

substituicdo: x =

transformacdo bijetiva de coordenadas entre o interior de um quadrado

S :{(X, y):OS X,yﬁl} e o interior de um tridngulo T ={(u,v):u,v20,u +v£%}.

2 A

L__.'_i‘, T

llustracdo 2 Quadrado S = {(x,¥):0 < x,y < 1}. |lustragdo 3 Tridngulo T = {(w,v):u, v > 0, u + v < ;—r}. 35
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Agora tem de se calcular o determinante de Jacobi da transformacdo de coordenadas,

o que acaba por ser:

dx
du
dy
du

det

~cos(u) cos(v)

dx
dv
dy
dv

cos(u) sin(u)sin(v)

. cos(v) cos? (v)
= e sin(u)sin(v) cos(v)
cos? (u) cos(u)

- cos(v) g cos(u)

Com isto, o integral que se pretende calcular é transformado em:

P :IEIE_UldVdU =I§[V]§u du ZIE(%_ujdu :B

o que significa que é exatamente a 4rea do tridangulo T, isto é: A, =—— =

como se pretendia demonstrar.

Formula de Euler

X =1-

sin(u)sin)(v) sin(u)sin(v) . sin’ (u)sin’

cos’ (v
2

sin®(u) sin®(v) 2y
cos® (v) cosz(u)_1 Ve

_u__

cos?(u) cos? (v)cos

Este resultado foi

descoberto por Leonhard Euler em 1740 e mostra uma

surpreendente relacdo entre as func¢des trigonométricas e a funcdo exponencial. A férmula é

dada por:

e’ =cos(0)+isin(9)

onde 6 é o argumento (em radianos) e representa um ponto no circulo unitdrio para um

argumento 0 como ilustra a seguinte figura.

Iin

e e =008 9+ 1sing

llustragao 4 Interpretagao geométrica da formula de Euler.

3
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Demonstracao da formula de Euler:

X x> X .
Recorda-se que e” =1+ x+§+§+... e que esta série converge para todos os

valores (reais) de x. Colocando x igual a um valor real 8, esta soma infinita de ndmeros
horizontais é vista da seguinte forma:

C
]
(o —>— > —> 3 —> og
1 ] 6% /2! 6% /3!

llustragdo 5 Série e? em C com 0 € R.

Para encontrar e'® retoma-se a série de poténcias e substitui-se x por i@ onde se

L N2 4. N3

. i0 ; ('9) ('9) ; ; i6
obtém e” =1+ IH+T+T+.... Como se pode observar na figura seguinte, em e'”, em
vez de os termos terem todos a mesma direcdo, cada termo faz um angulo com o termo

anterior, produzindo assim uma espécie de espiral.

(i6)%/2!

A C
e
2 —j i
5 :,‘\9 ) &f
C - —D- —l - *Q
1 6 622! 83/3!

2]

llustrag3o 6 Série e? e série e em Ccom 6 € R.

Agora separa-se e'? em duas partes, a parte real e a parte imaginaria, onde se obtém
; o> o 0 &
i = i =1—— _— = _— _—
e’ =C(0)+iS(0), onde C(#)=1 AT s(0)=0 AT

Neste ponto poder-se-ia obter a fdrmula de Euler aplicando o Teorema de Taylor onde
mostra que C(8) e S(0) sdo as séries de poténcias do cos(#) e do sin(@), respetivamente.
Contudo, pode-se obter o resultado através de um argumento elementar que ndo é requerido
no Teorema de Taylor. Portanto, pretende-se mostrar duas coisas sobre e’ = €(8) + iS(6):

i. Tem normaum.
ii. Temargumento 6.

Para isso, primeiro é necessdrio notar que as derivadas das séries de poténcias C e §
sdo: C'=-S e S'=C, onde estas derivadas sdo relativas a um argumento 6.

Para demonstrar i. pode-se observar que:

;—g‘eiar =(C?+8%) =2(CC'+88")=2(-SC +5C) =0,
o que significa que a norma de e‘? n3o depende de 8. Como e?® = 1, deduz-se que |ei9| =1
para qualquer 9.

Para demonstrar ii. tem de se mostrar que 0(8) = 8, onde () define o argumento

s(0)
[37

de e, Portanto, tem-se tan ®(0) =—=

c(o)
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Como ja é sabido que C? + S? = 1, encontra-se facilmente a derivada do primeiro

bro d d0 tan©(0) 5(6) 5
membro da equagdo =——2 queé:
C(9)

' 2 ' 82 ' ®'
[tan©(0)] =(1+tan’©) O’ = l+27 |0
e a derivada do segundo membro que é:

(g)’ _sC-Cs _CC—(-S)s c?+s? 1
C c? c’

c® c?
. de
Daqui resulta que —

®'=1, o que implica que @(0)=0+Constante. Usando o
argumento de e‘® = 1 conclui-se que ® = 6.

Com isto pode-se concluir que C(0) e S(60) sdo as séries de poténcias do cos(f) e do

sin(8), respetivamente. Logo, tem-se que € =cos(6) +isin(d) — série de Euler.

[

Uma simples, mas importante, consequéncia da formula de Euler é que o seno e o
cosseno podem ser construidos a partir da fungao exponencial.

2i sind¢

llustragao 7 Seno e cosseno segundo a férmula de Euler.

0, -0 0 _-io
e +e€ . e’ —e
ou equivalente: COS(H) =—— e sin (9) = 2—
i
Além disto existem outras consequéncias surpreendentes.

Da figura anterior pode-se observar que e +e™ = 2cos(9) e €9 —e™ =2isin (49)

2 3
. . X X i . .
Ja é sabido que e” =1+ X+§+;+... e também ja foi provado que  é um nimero

irracional. Portanto, se se substituir x por i o que seria de esperar?

Substituindo x por i obtém-se:

2 3 i L \2 .3
ei”=(e”)i=(1+7z+%+%+...j ou ei”=1+i7z+(m) (i) +

—
2! 3!
No entanto, pela férmula de Euler obtém-se algo surpreendente:

e’ =cos(0)+isin(9)

e =cos(z)+isin(z)=-1+ix0=-1.

3
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Outro exemplo semelhante é:

2 =cos| Z |+isin zj=0+i><1=i.
2 2

Todos estes resultados sdo aparentemente simples mas inesperadas consequéncias da
féormula de Euler.

Integral gaussiana

400
f e “dx =1 (4)

Este integral aparece diversas vezes quando se esta a lidar com a distribuicdo de Gauss
(distribuicdo normal) em probabilidade e estatistica.

E um resultado bastante especial, pois ndo se pode calcular diretamente o integral
considerando apenas uma varidvel. Entdo ir-se-a usar um integral duplo.

Demonstracdo de (4):

O grafico da funcao definida por f(X)ze_Xz encontra-se representado na seguinte

figura.

0%

llustragao 8 Grafico de f(x).

Pretende-se entdo mostrar que a area entre a fungdo f(X) e o eixo das abcissas é v,

+oo_2
istoé,queJ. e X dx=+/x.

Note-se que o grafico de f(x) é simétrico em relagdo ao eixo das ordenadas. Logo,

too 2 too 2 A ,
pretende-se calcular e dx= 2.[0 e * dx. Nesse sentido, é de notar que, pelo Teorema de
—0

Fubini, sendo f (x,y)=g(x)h(y), entdo I:I:f (x,y)dydx = U:g (x)dx]“jh(y)dy} .

Tendo em conta este facto comega-se entdo por definir o seguinte:
+00 7)(2
I ::I e dx.

De seguida aplica-se o quadrado a ambos os membros:

12 = Ui:exz de = Ui:exz dx J Uj:exz dx} = [ngwexz dx} [Zj.;wexz dx} :
[39
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Contudo, pode-se reescrever o segundo membro da igualdade mudando uma das
incégnitas x para y. Entdo tem-se:

2 _ o 2 re e _ +oo 2 o _y2
| _[2.[0 e dx][zjo e dy}_4UO e dx}“o e dy]
Aqui usa-se entdao o Teorema de Fubini e obtém-se:
2 _ +00 @400 7X2 7y2 _ +00 @ +00 7X27y2 _ +00 @ +00 —(x2+y2)
I _4J.0 Ioe e dxdy_4JA0 joe dxdy_4‘|.0 Ioe dxdy .

O préximo passo serd converter as coordenadas cartesianas para as coordenadas
polares.

Considera-se X:=pcos(d) e y=psin(d). Aqui p>0 e, como ambas as
T
coordenadas X e y variam entre 0 e 400, entdo @ ird variar entre 0 e E . Com isto tem de

se calcular o determinante de Jacobi da transformac¢do de coordenadas:
dx dx

cos(d) —psin(@
det| 97 99| _ gt _ ©) =psin() = pcos’(0) + psin®(0) = p(cos®(8) +sin*(0)) = p.
dy dy sin(d) pcos(6)
dp d&
Com isto retoma-se as igualdades e sabendo que

X+ y2 = ,02 cos’ 6)+ ,02 sin2(0) = ,02 obtém-se:

—+e

12 =4J.EIO+wpep2dpd9:4j.og{e;;2 d9:4j.f[;m ej; _%]de:

o

z z 15
=4J'20+1dg:4j'21dg=4 19 -4 l.f_l.o 2.5 _
0o 2 02 2|, 4

—_ 2 7 o, . ~ . 7
Resumindo, tem-se 12=7.Como a funcdo e é positiva entdo o integral também
sera positivo. Logo, I = /.

+o 2
Concluindo, J- e X dx=+x.

arctan(1) + arctan(2) + arctan(3) =«

Por ultimo ird ser demonstrado este surpreendente resultado, claramente sem o uso
da calculadora.

Esta soma é bastante elegante, no entanto ndo tem um desfecho tdo ébvio como seria
de esperar.

Para se compreender melhor como é que arctan (1)+arctan(2)+arctan (3) resulta

num numero irracional serdo apresentadas trés admiraveis demonstra¢des: demonstracdo
geométrica, demonstracdo analitica usando numeros complexos e demostracdo analitica
usando a tangente da soma.

(20
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Demonstracdo geométrica:

Esta prova é a mais elegante das trés provas e usa-se uma imagem constituida por trés
triangulos retangulos no interior de um retangulo de 2 X 3.

A
D

E F

C
llustragdo 9 Representagdo geométrica.

Note-se que o triangulo [BEC], o triangulo [AFC] e o triangulo [ADB] sdo triangulos
retdngulos, pois BEC, AFC e ADB sdo angulos internos do retangulo [DEFA], logo
BEC = AFC = AlﬁB:%.

D A
| Daqui resulta que:
P ., _
g AB =12 +22 = AB=1/5
///—" _2 -
BY BC =22+1>=BC=4+5
_2 R
AC =32+1> = AC =4/10.
| | ||
E e E

Falta verificar que o triangulo [ABC] é um triangulo retangulo. Para isso temos de
—2 —2 —2
verificarse AB + BC = AC . Entio:
—2 —2 —2 2 2 2
AB +BC =AC «(\5) +(v5) =(V10) <5+5=10<10=10.

Daqui resulta que o tridngulo [ABC] € um triangulo retangulo.

Mo
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Como os triangulos sdo tridangulos retangulos pode-se entdo usar as razdes
trigonométricas, neste caso a tangente. Portanto, analisando a figura obtém-se:

tan (o) = % < a =arctan(2)

5

tan(B)=—= < B =arctan(1)

J5
tan(y) = % < y =arctan(3)
Como « + f+y = daqui resulta que:
a+ B +y =< arctan(2)+arctan (1) +arctan(3) =z

< arctan (1) +arctan (2) +arctan (3) = r .

Demonstracdo analitica usando numeros complexos:

Consideremos zy =1 +1i,z, = 1+ 2i e z3 = 1 + 3i. Graficamente tem-se:

llustragdao 10 Representacgao grafica.

2,x2,x2y = (1+1)(1+2i)(1+3i) = (1+ 2i +i+2i2)(1+3i)=
=(1+3i-2)(1+3i) =(-1+3i)(1+3i) =—1-3i +3i +9i* =-1-9=-10
cos(@)zl

Como z=x+iy=re’, onde r=|z|=/x"+y’ e g ., entdo:
sen(0) =

|<

|2

cos(0) = 204

2,x 2, %2, = /(~10)" +0? =100 =10 e 18 0=x.

sen(0)=E=0

Logo, Z, X Z, % Z, =10€"" . Analogamente, Z, X Z, X Z, = |Zl||22||z3|e(”‘+ﬂ”)' =10e'"".

Concluindo, &+ f+y =, ou seja arctan (1) +arctan (2)+arctan(3) = . -

(22
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Demonstracdo analitica usando a tangente da soma:

Sabe-se que arctan (1) = Portanto s6  falta demonstrar  que

NG

arctan (2) +arctan(3) = 37” )

Comeca-se entdo por calcular tan (arctan (2)+arctan (3)) Da tangente da soma sabe-
tan(a)+tan(b)

. Portanto tem-se:
1—tan(a)tan(b) ortanto tem-se

seque tan(a+b)=

tan (arctan (2)) + tan (arctan (3)) 243 5
1-tan (arctan(Z))tan (arctan (3)) 1-2x3 -5

tan (arctan (2)-+arctan (3)) =
Aqui pretende-se descobrir qual o quadrante a que pertence o angulo cuja tangente é
igual a —1. Para isso tem de se avaliar arctan (2) +arctan (3) Sabe-se que %< arctan (2) < %
Vs Vs
e que Z < arctan (3) < E , logo tem-se que:
AL arctan (2) +arctan (3) < .z
4 4 2 2

% <arctan(2)+arctan (3) <

Portanto:
tan (arctan (2) +arctan (3)) =-1<
< arctan (2)+arctan (3) = 3772 pois 37” e }% , 7{ .
Concluindo, tem-se arctan (1)+arctan (2)+arctan (3) = %+ 37” = 477[ =r
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