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INTRODUGAO

Pode afirmar-se que loda a moderna técnica das construgoes, se’
baseia na hipitese fundamental de que, sob a acgiio das solicitagoes nor-
mais de servico, as deformagies sdo eldsticas e muilo pequenas, tdo
bequenas, que se consideram desprezivers os seus produtos e poléncias
de ordem superior & primeira. Desta hipitese decorre o enunciado da
lei de Hooke generalizada, segundo o qual, o tensor dos esforgos estd
ligado ao tensor das deformagies por relagdo linear.

4 lei de Hooke generalizada permite & teoria matemitica da elas-

ticidade por em equagdo o problema da determinagio dos esforgos e das
deformagdes em todos os pontos de um corpo ou de um sistema de cor-
pos sélidos em equilibrio sob a acgdo de solicitagies exteriores e até
determinar ésses esforgos e deformagdes, naqueles raros casos em que as
equagdes diferenciais do equilibrio eldstico sdo inltegrdveis; e quando
as dificuldades do cdlculo matemdtico sdo insuperdveis, da & teoria da
resisténcia dos materiais elementar, & custa de simplificagées que a pri-
tica legitima mais ou menos, o indispensdvel meio de «proporcionar
racionalmente as construcies, e todas as suas partes, ds forgas que as
solicitam, considerando 03 pontos de vista da seguranga, da economia e
do aspecto» (Baes).
" Mas o progresso da arte de construir, o desenvolvimento e divul-
gagdo dos processos de cdlculo e execugdo dos sistemas hiperstdticos, as
leis da concorréncia e da economia e, actma de tudo, a eterna aspira-
¢do de aperfeigoar, conduzem & alteragdo profunda da concepgdo cldssica
do funcionamento eldstico das construgdes.

As deformagies, sob a acgdo das solicitagoes normats de servigo, ndo
sdo tntetramente eldsticas e o aumento da sensibilidade dos aparelhos
de medida, ji autortza a duvidar da existéncia, na natureza, de corpos
perfeitamente eldsticos. Mesmo nas construgies mecdnicas, onde a exe-



cucdo e o funcionamento dos maquinismos atingem perfeicio que os
aproxima dos esquemas tedricos, se tem verificado a existéncia de defor-
magdes ndo proporcionais e trreversiveis.

E estas deformagdes até ndo sdo, na generalidade dos casos, preju-
diciais & seguranga das construgdes, subordinadas d lei da adaptacgo,
com que a natureza remedeia, se é possivel ou alé onde é posstvel, os
erros dos homens.

Quere isto dizer que, em geral, as deformagies chamadas plésticas,
ddo ds construgdes mator seguranga (em todo o caso, sequranga dife-
rente) do que a prevista pelo cdlculo cldssico e que, por conseqiiéncia, ¢
possivel proporcionar mais racionalmenle e construir mais economica-
mente. E se ¢ verdade que o aspecto exterior das coisas deve ser o espe-
lho da sua fungdo, ai estd justificada a importdncia do estudo da plas-
ticidade, como meio de «<proporcionar racionalmente as construges, e
todas as suas partes, ds forgas que as solicilam, considerando os ponios
de vista da seguranga, da economia e do aspecto».

A teoria da plasticidade revela-se, desta maneira, ciéncia de tdo
vasto campo de acci@o como a cldssica teoria da elasticidade e nio &
nosso fim, porque ndo estd ao nosso alcance, expt-la com rigor e por-
menor que permitam a sua aplicacdo geral aos problemas da téenica
moderna. De entre ésles, apenas nos interessa encarar o das estruturas
hiperstiticas constituidas de pegas prismdlicas, por ser de imediala apli-
cagdo ma construgdo civil corrente e nas obras publicas, De resto, ¢ no
comportamento das construgdes hiperstiticas que mais se faz sentir a
influéncia das deformagoes pldsticas, com as vantagens que atrds acen-
tuamos, e com alguns inconvenientes, que a seu tempo serdo apontados,

O estudo dos sistemas hiperstiticos constituidos de pecas prismd-
ticas, tendo em conta as deformagies plasticas, desdobra-se, natural-
mente, no do eguilz’brio elasto-plastico interior das pegas prisméticas
e no dos esforgos interiores e exteriores a que aquéles sistemas estdo
sujeitos, por virtude da sua indeterminagdo estdtica. Problemas distin-
tos, mas mdo independenles, pois que o sequndo s¢ se pode resolver &
custa do primeiro, como é manifesto.

Ocupamo-nos, agora, apenas do estudo do equilibrio elasto-plastico
interior das pegas prismdticas (alids equilibrio hipersidtico, como obser-
varemos), deizando para trabalho posterior, o estudo dos sistemas es!
camente indelerminados, tendo em conla as deformagdes pldsticas.

ati-

Devem-se a Tresca, Saint-Venant e Maurice Lévy os primeiros
estudos das leis que regem as deformagdes e o3 esforgos, nos corpos em



regimen de plasticidade. A teoria de Saint-Venant da plasticidade plana
(que Maurice Lévy alargou & plasticidade a trés dimensdes) é ainda
hoje aceite como a teoria matemdtica da plasticidade dos corpos séli-
dos e s6 em alguns aspeclos de pormenor foi modificada por autores
mais modernos, como Flamant, Brillouin, Colonetti, von Misés, Hencky,
Nadai, etc.

O mélodo seguido mesta teoria, é semelhante ao da leoria mate-
mdtica da elasticidade: parte-se da andlise das pequenas deformagies e
dos esforgos mos meios maleriais continuos, para as relagdes que, no
processo de deformagdo pldstica, ligam os esforgos com as velocidades de
deformagdo. Chega-se, assim, ds equagies diferenciais da pldstico-dind-
mica que, juntamente com as equagdes indefinidas do equilibrio instan-
tdneo e aquela que exprime ter-se atingido a fase plastica do processo
de deformagdo, a condi¢do de plasticidade, determinam completamente
o problema malemdiico. A integragio déste sistema de equagdo diferen-
ctais 6, por vezes, impossivel e em todos os casos é extremamente delicada.

E aqui ocorre a primeira simplificagdo: a de considerar lentas,
além de wnfinitamente pequenas, as deformagdes pldsticas. Isto permite
libertar o problema de uma varidvel, o tempo, e o estudo restringe-se
ao do equilibrio pldstico-estilico, em cada um dos instantes em que se
divide o processo de deformagdo. Mesmo assim, porém, as dificuldades
do problema matemdtico sdo tio grandes, que se tornam indispensdveis
outras simplificagoes.

Nao quere isto dizer que tenha sido posio de parie o aspeclo de
rigor tedrico da questdo. Pelo contrdrio, alguns autores, como von Misés,
Prandtl, Prager, Geiringer, Oseen, entre outros, levaram muito longe
o desenvolvimento matemdtico, mas nem sempre chegaram a resultados
que a experiéncia permitisse considerar indiscutiveis ou a métodos que
pudessem considerar-se de aplicacio pritica.

Hencky e Prandil ainda conseguiram dividir o problema e, por
conseqiiéncia, simplificd-lo, mostrando a existéncia de equilibrios isos-
tdticos e hiperstdticos. Hencky introduziu a hipétese do trabalho minimo
nas deformagoes plisticas e Colonetti, independeniemente, generalizou
ao equilibrio elasto-pldstico o teorema de Menabrea, o que permite resol-
ver certos problemas hiperstdticos, sem a necessidade de calcular as defor-
magdes pldsticas. .

Baseado nesle tcorema do trabalho minimo, féz Colonelti o estudo
do equilibrio inferior das pegas prismdlicas, o que, afinal, é a genera-
lizagdo ao equilibrio elasto-pldstico do problema de Saint-Venant da
elasticidade. Também Nadai esbogou a resolugdo do mesmo problema,



mas sem o cardcler de generalidade de Colonelti, que chegou a elegan-
lissimas solugées em vdrios casos de solicitacdo correntes, as quais se
prestam a disposi¢io formal semelhante ds correspondentes da elastici-
dade e sdo de fdcil e tmediata aplicacio pratica.

A teoria de Colonetti, que sé excepcionalmente faz concessdes de
ordem empirica, permile chegar a resultados muito préximos dos oblidos
experimentalmente em ensaios cldssicos (de Bach, de Maier-Leibniz e
de oulros) e constitui, decerlo, o mais coerente corpo de doutrina que
existe sobre esta maléria. Estd-se ainda muilo longe da leoria geral da
plasticidade, que justifique analiticamente o fenomeno do endurecimento
a frio e tenha em conta o acréscimo de resisléncia que déle resulla para
0s corpos deformados pldsticamente; a solugdo do problema do esférgo
cortante na flexdo ainda ndo ¢ satisfatiria; a consideragdo dos efeitos
de fadiga por repetigdo e allerndncia dos esforgos ainda ndo ¢ possivel;
mas ndo hd divida de que, deniro de estricto crilério de seguranga, esta
teoria permite chegar a resultados que diferem dos verdadeiros, tanto
ou tdo-pouco, como diferem dos da teoria da elasticidade os da resis-
téncia dos materiais cldssica.

O nosso estudo tem em vista resolver o problema do equilibrio
elasto-plastico das pegas prismdticas, a partir dos principios da teoria
matemdtica da plasticidade, mostrando que as solugies de Colonelti se
enquadram nessa teoria, como casos pariiculares de solicitagoes mais
complexas, analizando estas solicitagdes e generalizando-lhes os métodos
de aplicagdo prdtica.

Comegamo-lo pela descricdo daquela parte que nos interessa do fené-
meno fisico da plasticidade, o que mos serve para por o problema. Em
sequida, expomos os principios gerais da teoria malemdtica da plastici-
dade, baseados no estudo das pequenas deformagdes e dos esforgos nos
corpos isélropos, Esse estudo é feito pelo cdleulo lensorial, porque isso
nos permite sintetizar melhor a série de princtpios gerais que, pelo cdl-
culo algébrico cldssico, teriam de ser expostos em muito maior nimero
de pdginas.

O cdlculo tensorial serve-nos, assim, de meio de trabalho, que aban-
donamos ao entrar na aplicagdo dos principios gerais da teoria da plas-
ticidade ao estudo das pegas prismdticas, passando, entdo, a utilizar o
cdleulo algébrico cldssico, com a molagio de Kdrman, preconizada no
~Congresso de 1912 da Associagdo Internacional para Ensaio dos Mate-
riais, e que é a molagio habitual da resisténcia dos materiais, Esta
mudanca de nolagdo ndo nos parece prejudicial, desde que permite tirar
partido das vantagens oferecidas pelo cdileulo dos lensores, sem alterar o



aspecto das expressies finais, nas aplicacdes, e ¢, de resto, usada corren-
temente (1),

O estudo das pegas prismdticas, fazemo-lo & maneira clissica da
leoria da elasticidade, pelo mélodo semi-inverso de Saini-Venant: a
partir das equagdes indefinidas de equilibrio dos esforgos e das condi-
¢oes de compatibilidade das deformagoes. Obtidas as expressies finatis
nos casos de maior generalidade, as aplicacies nesses casos e nos mats
simples, decorrem imediatamente, quer por via grdfica (como fuz Colo-
nelty apenas para a flexdo simples e para a flexdo composta, ndo des-
viadas), quer por via analilica.

Este estudo rigoroso leva a concluir que, como na elasticidade, a
hipétese de Bernowilli da conservagdo das secgdes planas, é acestével em
plasticidade, dentro dos limites das aplicagdes praticas. Por isso faze-
mos, em sequida, a exposi¢do da teoria elementar da plasticidade, tendo
aquela hipétese como ponto de partida e chegando, evidentemente, ds
mesmas férmulas de aplicagdo, através de raciocinios extremamente sim-
ples, mas que ndo permitem dar conta do grau de aproximagdo que
comporlam, .

(1) «Bien que la notation lensorielle ne dispense pas du retour final aux for-
mules expliciles pour pousser les applications jusq’au calcul numérique, elle apporte
dans cerlaines questions classiques une synthése heureuse des résultatss. (P. PAINLEVH,
Preficio do Curso de Mecinica professado por C, Platrier na Escola Politécnica
do Paris. Ed. Gauthier-Villars, Paris, 1929).



CAPITULO 1

Principios gerais da teoria matemética da plasticidade

1 — CoNsiDERAGOES GERAIS — Quando se ensaia, & tracchio simples,
uma proveta de metal dductil, o diagrama dos esforgos em fungdo
das deformagSes, obtido na méquina de ensaio tem, em geral, o
aspecto indicado na figura 1.

!
/
/
/
/
//
,/
Esf. - D
B ,//,
B ’
C
A C
Def.
0
Fig. 1

A porgio OB do diagrama corresponde as deformagdes eldsticas
da proveta, proporcionais aos esforgos, desde O até A, nio propor-
cionais desde 4 até B, mas sempre reversiveis. Quere isto dizer
que, enquanto o esfér¢o n#o exceder aquéle que corresponde ao
ponto B do diagrama, sempre as deformag¢Ses se anulam ao cessar
a carga de ensaio.

O ponto A define o limite de proporcionalidade, o ponto B o
limite de elasticidade do material de que a proveta é constituida.
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Nem sempre é possivel, mesmo com aparelhos de grande sensibi-
lidade, fixar o ponto B do diagrama, a partir do qual as deformagGes
deixam de ser reversiveis. Por isso mesmo e para o efeito das apli-
cagBes prdticas, se confunde o ponto B com o ponto B', a que se
chama limite aparenie de elasticidade, mais facilmente determinsvel
pela queda brusca de carga, a que corresponde na méquina de
ensaio. O ponto B’ pertence ji & segunda fase das deformacdos, a
fase pldstica, durante a qual s6 uma pequena fracgio da deformagio
total se anula, ao cessar a ac¢io da carga de ensaio.

A deformagiio remanescente ou plistica vai sendo cada vez
maior & medida que o ensaio prossegue e verifica-se que, desde B’
a O, o esforgo oscila entre 0 miximo B’ e o minimo C', geral-
mente muito préximos, podendo considerar-se que, nesta fase do
fenémeno, a deformagiio aumenta sem variagio sensivel do esforco,
Por isso se chama também & fase pldstica das deformacdes, cor-
respondente & por¢io B'C do diagrama, fase de escoamento plds-
tico ou de fluéncia. O ponto B’ define o limile superior de escoa-
mento ou de fluéncia, o ponto C' o limite inferior de escoamento
ou de fluéncia.

O limite superior de escoamento varia com a velocidade de
aplicagio da carga, com a forma e dimensSes da proveta, enfim,
com as circunstdncias do ensaio, e niio mede uma caracteristica fixa
do material; o limite inferior mantém-se sensivelmente constante
e serve para caracterizar a fase pldstica das deformagdes. Quando se
fala de limite de escoamento ou de fluéncia, de limite de plastici-
dade e até de limite de elasticidade de um material, quere-se em
geral, indicar o seu limite inferior de escoamento, que se admite ser
o valor constante do esfdrgo, durante a fase de escoamento pléstico.

Naqueles materiais em que o diagrama de ensaio ngo apresenta
tao nitida diferenciagio desta fase das deformacGes, toma-se o limite
de escoamento, como sendo o esfdrgo para o qual o alongamento da
proveta vale certa fracgio do comprimento inicial (em Franga, por
exemplo, e segundo as prescri¢gdes da A. F. N. O. R., o limite de
escoamento mede-se no instante em que a percentagem de defor-
macdo permanente é de 0,2 °/.).

Se a proveta tiver sido préviamente polida, até ficar especular (1),

o I:_‘.ste :fcabamen'to da superﬁfzxe exfcnor da proveta, apenas serve para
tornar mais nitido o fendmeno e precisar o instante do seu infcio.
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a0 instante em que se atinge a fase de escoamento pléstico, corres-
ponde o aparecimento na superficie da proveta, de duas familias de
riscas, inclinadas de cérea de 45° sdbre o eixo de carga, a que se
chama figuras de escoamento ou linhas de Liiders ou de Hartman.
O aparecimento destas figuras marca o inicio da fase plistica das
deformacdes.

Ainda se nfio sabe explicar satisfatoriamente, porque é que o
material nio entra em deformacio plistica, logo que se atinge o
limite inferior de escoamento e porque é que o inicio da fluéncia é
acompanhado de uma queda brusca de carga, a partir do limite
superior. Pretende-se (Prager) que existe certa analogia entre éste
atraso no comégo do escoamento plistico e a evaporaciio isotér-
mica de um fluido, pro-
duzida por acréscimo de [.f
volume. Durante a eva-
poragio, a pressio man-
tém-se constante e, a
quantidades decrescentes
de fluido, correspondem
quantidades crescentes
de vapor. II assim como
a evaporacio pode ser re-
tardada, também o apa- Fig. 2
recimento das deforma- _
¢Bes plésticas pode ser retardado, isto é, pode ser ultrapassado
o esfor¢o correspondente ao limite inferior de escoamento, sem
que o escoamento se inicie. A passagem & fase de escoamento
faz-se, pois, bruscamente, quando uma por¢io finita da proveta
entra em deformagio pldstica. A deformagio desta parte da pro-
veta cresce assim, de maneira descontinua e como a deformagio
total varia com continuidade, segue-se que o resto da proveta,
ainda em fase eldstica, hi-de sofrer diminui¢io descontinua de com-
primento, o que implica diminuigdo descontinua de esférgo, até ao
limite inferior de escoamento.

De resto, éste atraso no aparecimento das deformagdes plasticas
nem sempre se produz (fig. 2) e tende a desaparecer quando a apli-
cacgiio da carga é muito lenta.

Seja como for, ndio ha divida de que, na fase pldstica, o esforgo
se mantém sensivelmente constante ou varia entre limites muito
préximos, enquanto que a deformacio cresce apreciavelmente.

Def.
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Simultineamente com o alongamento da proveta, ‘produz-se
diminui¢fio da sua secgiio transversal. Mas, enquanto que, e na fase
elistica, a proveta varia de volume, todos os ensaios mostram que,
& partir do infcio do escoamento, o volume se mantém sensivel-
mente constante. Donde a conclusio de que as deformacgBes plis-
ticas se fazem por escorregamento, ao longo de planos, cujas inter-
seceBes com a superficie exterior sfio as linhas de Liiders,

A partir do ponto C do diagrama, comega a fase das grandes
deformagies ou da ruptura, em que, a pequeno aumento de carga,
corresponde grande alongamento da proveta. Em D atinge-se o
esforgo méximo antes da ruptura, a que corresponde o inicio da
estrigdo.

A estrigio é a diminuicio acentuada da secgio transversal, no
local da proveta onde, por virtude de qualquer falha de homoge-
neidade ou irregularidade da superficie, so vai produzir a ruptura.
A estrigio produz grande concentragio do esforgo, que se pode
tornar evidente, tragando o diagrama dos esforqos-deformag(’)’es refe-
rido & gecgdo actual da peca e nio & sua sec¢io 7nicial, como temos
considerado (diagrama tracejado, na figura 1).

J4 dissemos que, se cessar a accfio da carga de ensaio enquanto
as deformag¢8es niio atingem a fase pldstica, téda a deformacio se
anula com a carga e a proveta volta ao seu comprimento inicial.
Mas se a deformagiio j4 tiver atingido a fase de escoamento plistico,
entdo apenas uma parte da deformacio se anula com g carga, isto §,
apenas certa fraccio da deformaciio total & elistica. E também &
proporcional, pois o diagrama da descarga é linear, como mostra a
figura 3, relativa a um ensaio () em que se faz a descarga da
proveta, j& depois de atingida a fage de escoamento pléstico:
o diagrama da descarga é uma recta.

E se a carga fér novamente aplicada, verifica-
grama de carga é ainda linear e corresponde a
siveis ou eldsticas, até ao momento em que se
partir do qual se efectuon a descarga no primeir

86 que 0 novo dia-
eformagBes rever-
atinge o esférgo a
0 ensaio. Depois, o

(1) A figura 8 reproduz o diagrama das deformagdes em fungfio dos esfor-
gos, num ensaio de tracqio simples efectuado no Laboratério de Ensaios deo
Materiais da Faculdado de Engonharia, com provets de ago doce pelo Enge-
nheiro Régo Lima que, ao fim de cada descarga, faz rodar levemez’xte o tambor
onde se obtém o grifico do ensaio, para que os diagramas dq descarga o recarga
se nio sobrepusessem.
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diagrama continua o anterior diagrama das deformagBes plésticas,
como se nio tivesse havido interrupgao.

Ora como nesta segunda deformaciio se partiu do estado de
carga nula (a que se chama estado natural) tudo se passa como se
o limite de elasticidade do
material tivesse aumen-  Esl.
tado, em virtude de haver
sofrido o primeiro alonga-
mento pldstico. Kste an-
mento de resisténcia elas-
tica é acompanhado de en-
durecimento do material e
por isso se designa o fend-
meno, de endurecimenio a
frio. ‘ Def.

O mesmo se verifica Fig. 3
de cada vez que, depois
de ultrapassada a fase eldstica, se procede a nova carga, apés prévxa
descarga da proveta.

Todos éstes fenémenos n&o siio tdo nitidos como os apresenta-
mos, desde que a proveta nio seja de ago doce ou desde que variam

as condi¢Bes do ensaio.

Es. Apenas nos interessa
observar que, por vezes,

a fase eldstica n#o é ca-

racterizada por varia-

céo linear dos esforgos

em fancéo das deforma-

¢8es e que, por conse-

qiiéncia,a cada descarga

e recarga correspondem

diagramas que n#o se

Def, sobrepdem (ou n#o sio

Fig. 4 paralelos) e constituem

verdadeiros ciclos de

histerese (fig. 4), cuja édrea mede o trabalho perdido durante a
deformagho. Se as operagSes de descarga e recarga se efectuam
ndmero suficiente de vezes, a pequena velocidade e sempre para
a mesma intensidade mdxima da carga, déd-se um fenémeno de
acomodagdo, os ciclos de histerese tendem a estabilizar-se e, final-
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mente, atinge-se um ciclo de acomodaciio, que n#io varia qualquer
que seja.o nimero de repeti¢des (fig. 5): é o efeifo Bauschinger.

Conclus8es semelhantes a estas se poderiam tirar de ensaios de
outras naturezas (de compressio, de corte, de tor¢io, de flex#io), com
variagdes caracteristicas e conhecidas, quer se tratasse de materiais
dicteis ou de materiais frégeis.

Descrevemos os fendémenos-tipos e déles apenas nos interessa
concluir, como 1til para o nosso estudo, que, esquematicamente, o
processo de deformagio de um sélido submetido & acgio de solici-
tagBes exteriores, se divide em trés fases essenciais:

a) — a fase eldstica, na qual as deformacdes sfio reversiveis e pro-
porcionais aos esforgos;
Esf. b) —a fase pléstica,
na qual as deformagSes
crescem sem variagio dos
esforgos e siio qudsi total-

mente irreversiveis;
¢) —a fase da rup-
tura, na qual as defor-
ma¢les aumentam muito
mais rapidamente do que
os esforgos, até se atingir
Del. 6 Limite de resisténcia do

Fig. 5 material.

Estas, as conclusSes de ordem experimental. Analiticamente,
& primeira fase corresponde a teoria matemstica da elasticidade, a
qual explica, com todo o rigor, os fenémenos resultantes da obser-
vaglo directa; & segunda fase corresponde a teoria da plasticidade
e & terceira a teoria da ruptura, teorias que ainda nio ¢ possivel
compatibilizar com os factos da observacio experimental, senfo 3
custa de hipbteses que se tém mostrado legitimas, mas insuficientes
para explicar os fenémenos da deformagho n#o elistica e da ruptura,
naquilo em que se afastam do esquema tedrico que apresentamos.

O nosso estudo diz respeito & fase do escoamento pléstico,
durante a qual as deformagGes apenas representam frac¢io muito
pequena das deformagGes totais de ruptura. Por isso o iniciamos pela
andlise das pequenas deformagSes, logo seguida pela dos esforcos.
E como na fase pldstica a deformagio total é a soma de certa defor-
magio eldstica, com certa deformacio pléstica, forgoso é que recor-
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demos alguns principios fundamentais da teoria da elasticidade, a
partir dos quais ficilmente se chega aos que regem a teoria da
plasticidade. Consideraremos que éstes principios assentam, pois, no
diagrama tedrico da figura 6.

Esf.
A B

Def.

Fig. 6

2 — ESTupO DAS PEQUENAS DEFORMAGOES — Consideremos uma
deformacio infinitamente pequena de um corpo sélido homogéneo,
uniforme e continuo, referido a um sistema de eixos coordenados
ortogonais (Ox;®,x3), que designaremos abreviadamente por (Owx;).
Em virtude dessa deformagiio, cada um dos pontos do corpo sofreu o

—

deslocamento infinitamente pequeno u, de modo que, se a sua posi-
¢io era, antes da deformacdo, definida pelas coordenadas z;. ela
passou, depois da deformagio, a ser definida pelas coordenadas:

x, =z, -+ u;, 1)

-
sendo u; as componentes cartesianas do vector u, a que chamare-
mos vector deslocamento ou veclor deformagdo. Suporemos que as com-
ponentes u, sio fung¢Ses continuas e uniformes das coordenadas &;
do ponto, pequenissimas relativamente as dimensdes do corpo e
dotadas de derivadas parciais de primeira ordem, também continuas
e uniformes, e muito pequenas relativamente 4 unidade.
Pondo:

Ou,
€ = on (2)

&

ficam, como se sabs, definidas as componentes cartesianas de um
tensor de segunda ordem, o tensor derivado (ou derivada) do vector
2
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deslocamento ; Kste tensor, que, em geral, nio é simétrico nem
hemi-simétrico, pode considerar-se como a soma de dois tensores de
segunda ordem, um simétrico e o outro hemi-simétrico, cujas com-
ponentes cartesianas respectivas:

1
dy= o (8t exi)

3)
Yo = o5 (€ — €ri)
satisfazem a:
€ = By -+ 7y- 4
Ser4, pois:
1 [ Ou; Ouy,
o2\, o
()]
1 [ oy, Ou,
r,=—|———
2 \ey, oz

O tensor simétrico de componentes cartesianas d, (1) é o tensor
das deformagdes (também conhecido por deformador do vector deslo-
camento), pois caracteriza inteiramente as deformacgSes do sélido,
como vamos reconhecer.

As coordenadas de um ponto do corpo depois da deformacsio
eram, como vimos:
! ——
T, =1 u,.

Um ponto muito préximo, de coordenadas %, - dx;, passon, em
virtude da deformac8o, a ter as coordenadas:

@+ dz; = (a;+ do;) 4 (u, + du,), (6)

onde du, sdo os incrementos que as fungdes u, sofreram, quando &s
varidveis x; se deram os acréscimos d;. Conclui-se que:

dx; = dx; + du, (7

(1) Para designar, em geral, um tensor de componentes cartesianas
%k, np diremos, indiferentemente: <o tensor do componentes cartesianas

ik, ..np> OU €O tensor Oiikeronp®
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ou, desenvolvendo em série de- Taylor e desprezando os infinita-
mente pequenos de ordem superior & primeira:

. Ou,
d, = dis, - Za_ d, . ®)
k 9% :

Vejamos qual a interpretagio fisica desta expressio. Para isso,
consideremos trés elementos lineares, paralelos aos eixos coordena-

dos, de comprimentos dz;, e analisemos as deformacdes de que sio
susceptiveis,

O elemento linear da, correspondente a um eixo Oxy determi-
nado (%), deforma-se na sua prépria direcgio, e o valor da respectiva
deformagio obtém-se de (8), fazendo i =E e dz, =dzr=0. E vem:

, auE
dxe-_—.dxe—l——é-x—sdxg, (9)
donde:
dx'e — de auE

day oxg ' (10

Esta expressio, que define a deformagho linear unitdria do ele-
mento considerado e a que se pode chamar coeficienle de dilatagdo
(linear) na direcgdo do eixo Oxg, é a expressio geral das compo-
nentes cartesianas do tensor simétrico d,, para i =4k:

ou,
=—". (11)

d, =
T da,

Mas cada um dos elementos lineares considerados também se
desloca angularmente, isto é, varia de direcgio. Por exemplo, o ele-
mento particular drg rods, no plano (Orgzy) de um éangulo que,
desprezando infinitamente pequenos de ordem superior, é dado por:

!
dxn

(l.’L‘E !

(1) Para designar um eixo determinado, utilizaremos as letras £, n ou &,
com as quais indicaremos, sempre, indices diferentes uns dos outros,
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e cujo valor se obtém, fazendo em (8)i=7 e dwnzdavc——:o:

=1 12
d:rE axE (12)

Do mesmo modo, o elemento dx, roda, no plano (Ozgzy), do
angulo dado com a mesma aproximacio por:

dx'a
dac.,z

cujo valor se obtém de (8), fazendo drg =dxy =0:

day ou
o E (13)
dz, Oxy

Por conseqiiéncia, o &ngulo formado pelos elementos dx¢ e dx,
que, primitivamente, era recto, variou de:

buE aun
bxn axe

(14

Esta expressiio, que define. a deformacéo angular sofrida pelas
direcgdes dos elementos dig e diry, e a que costuma chamar-se rotagdo
reciproca, escorregamento mutuo ou, simplesmente, escorregamento das
duas direcgdes, é dada por uma das componentes cartesianas do
tensor simétrico d,, pois que, fazendo i=E e k=1, vem:

auE
2=, + aTe' (15)

Encontra-se, assim, que os deslocamentos angulares reciprocos
ou escorregamentos mituos dos elementos lineares considerados,
sio dados pelas componentes cartesianas do tensor simétrico d,,
para it k:

ou, ou,

2d, =—+ —.
i o, + ox, (16)



Nao h4, pois, divida de que o tensor simétrico, de matriz:

1 [ou ou
1 (_2 + __1)
2 axl 6x2

2 8x1 8x3

duy 1

Buy L(%?ﬂ
aIl 2 —F axl) 2 8x3_k 8x1>

L(iu_s ?_u_x) 1
2

L (2 20 o

2 8x3 ax2
_%) duy
ax3 8x3

ou tensor das deformagdes, caracteriza inteiramente as deformagSes
do sélido em trés direcgBes ortogonais, segundo as quais as compo-

nenles da deformagio séo:

ou
dn’——-,—1
dxl

ou
d22=—£
ax2

_; 6u3
8= 8x3

ou, na notac¢io habitual (!):

e =24
o
ov

g, =—
Yy ay
_w

7 02

ou ou
2y =t + 2

Oxg  Oxg
9 dgy = 243 4 241 (18)
6x1 a$3
9dp=01 4 Y2
12 6x2‘ Bxl
(o= B
¥ 9z oy
ow ou
=—t— 19
b 02 1)
(o=0u O
7 3y | ox

O conhecimento destas seis componentes da deformagio é, como
vamos ver, suficiente para definir a deformagfo linear ou o escorre-
gamento de qualquer elemento que passa no ponto considerado do
corpo, qualquer que seja a sua orientagio.

(1) Na notagiio habitual, as coordenadas siio dosignadas por x, y 0 2
o as componentes cartesianas do vector deformagio, por ¥, v @ w; 08 coeficion-
tes de dilatagfio linear designam-so por ¢ e 0s escorregamontos por 1.
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Na realidade, consideremos dois elementos lineares que se cru-
zam no ponto de coordenadas x;, de comprimentos infinitamente
pequenos Aa o 3 e de componentes, respectivamente, Azx; e 3z;, que
formam entre si o 4ngulo 6. Os seus cosenos dn‘ectores ser&o, res-
pectivamente:

e P (20)
‘' Aa ow’
de modo que vir4: As, Oz,
cosf= .- VTS (21)
ou:
Aa db cos b = Z Az, dx;. _ (22

A variagio desta expres~ao, durante a deformaciio infinitamente
pequena atrds considerada, &

(A2 ddb +- 3b dAa) cos 6 — Aadb sen 0 46 =

= Z (A, ddz; 4 ¥, dA,) (23)
Mas: '
ou,
d'o‘:r = ¥dx; = du, —Z——Bxh
(24)
Ou,
dAx'. = Adx'. = Au.. — Z— Axk y
%k Oy,
logo:
(Aad8b -+ %5 dAa) cos 6 — Aa 3b sen 6 d0 ==
= 3 Az, — Az d
Z 0z, A + Z o Aot (25)
Ora:
Z Iy A“’k iz, = 2 Az, 3z, ' (26)

’

por conseqiiéncia:

(Aaddb 4 3bdAa) cos 0 — Aadb sen 6 af —

Z au‘
= (axh ——) Az, 0, (27)
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ou:.
(—@b—-{—iéi)cosﬂ—senﬂdﬂ-::
% +Aa

Z ou, ou, \ Ar; oz, 08
Bk bxk+6x‘. Aa ¥ ©9)

Designando por: _ dna

a Aa
(29)

. — dob

)

os cocficientes de dilatacfio linear dos elementos considerados, por:
T =—a0 (30)
o seu escorregamento miituo e observando as expressdes (16) e (20),

vem, finalmente:
(g, +¢,) cos 041, sen b=

=2 dy 0B, @31)
ik

Se os dois elementos sfo coincidentes, isto é, se:
=8, 0=0, &==g;
esta expressdo transforma-se em:

6y = g % %o (32)
ik s

0 que mostra ser o coeficiente de dilatagio de um elemento linear,
considerado num ponto de um corpo, forma linear das seis compo-
nentes da deformacio relativas a &sse ponto e forma quadrética dos
cosenos directores do elemento. :

Quando, em particular, o elemento tenha a direccio de um dos
eixos coordenadog, isto é, quando seja, por exemplo:

ap =1, “n_—_aC:O

vem:
g =sg=dg
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© &, representa o coeficiente de dilatagio linear correspondente ao

eixo Ozg. .
Se os dois elementos considerados sio perpendiculares entre si,

isto &, se: 0

y

T
2

vem: Tap =2 z dy o By (33)
ik

0 que mostra ser o escorregamento mutuo de duas direc¢des orto-
gonais ou deslocamento angular reciproco de duas rectas perpendi-
culares de um corpo, forma linear das seis componentes da defor-
magio relativas ao seu ponto de encontro e bilinear dos cosenos
directores das duas direccdes.

Se, em particular, cada uma das direcgGes coincide com a de
um eixo coordenado, isto é, se, por exemplo, §:

aE:aczo, an.:]_

Be=B,=0, Br=1,
vem:
Tab=2d‘f‘c

© 7,3 Tepresenta o escorregamento miituo dos dois eixos considerados,
como era de esperar.
A expressio (32): _ Z
Sa =
ik

a9,

dd o valor do coeficiente de dilatagio linear na direcgiio do elemento
considerado, isto ¢, a variagio unitiria do comprimento, nessa direc-

¢do. Se, a partir de um ponto 0, marcarmos um vector de compri-

mento:
1

?
Vil

(no sentido definido pelos a) e se considerarmos, com g origem
em O, o sistema de eixos coordenados anteriormente escolhido, as
coordenadas z; do extremo do vector 80, manifestamente :

1

L= ,——Is lai' (39)




25

donde:

o=z, ] (35)

e a expressio (32) torna-se em:
Y,z =+1. (36)
ik

Assim fica definido o lugar geométrico descrito pela extremi-
dade do vector considerado. Esse lngar geométrico é a superficie
de quarta ordem de equagfo:

(Z d, o:k)2 =1, (37)

ik

degenerada nas duas quddricas (36), que representam, segundo o8
casos, elipséides ou hiperboldides e cujo conjunto se costuma desi-
gnar (impropriamente) por quddrica das deformagoes ou dos alon-
gamenlos.

Visto que, quando é:

d, =0 (i%k),

isto é, quando sdo nulos os escorregamentos, as quédricas (36) ficam
referidas aos seus eixos:

Y zr=+1 (38)

e, inversamente, quando os eixos coordenados coincidem com os
eixos das quédricas, desaparecem os térmos rectangulares da equa-
¢io (36) e, por conseqiiéncia, os escorregamentos sio nulos, segue-se
que existem, pelo menos, trés direcgdes ortogonais que ficam orto-
gonais depois da deformagio, quere dizer, que nio sofrem escor-
regamento. A essas direcgBes chama-se direcgdes principats e aos
alongamentos correspondentes, dilatagdes principais.

Se as trés dilatagSes principais sio do mesmo sinal, as quédri-
cas (86) sdo elipsdides, dos quais um s6 é real; o as dilatagGes sio,
conforme o caso, {ddas positivas ou todas negativas.

Se as trés dilatagBes principais ndo sfo do mesmo sinal, uma
das quédricas 6 um hiperboldide de nma folha, a outra é um hiper-
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boléide de duas folhas, ambos os hiperbol6ides assimptdticos do cone
de escorregamento, de equagio:

Zd.h z,0,=0, (39)

tal que os elementos lineares das suas generatrizes tém dilatagio
(linear) nula, isto é, tém comprimento constante.

Um dos hiperboldides corresponde as dilatagSes lineares posi-
tivas e o outro as dilatagdss lineares negativas; o cone de escor-
regamento constitui a superficie intermedidria, de transigio entre
umas e outras.

Supondo que os eixos coordenados coincidem com os eixos prin-
cipais, o tensor das deformacdes passa a ter por matriz:

dy O 0 LLTU
‘ oxy
; _ Bu2
0 dgo 0 ||= 0 —= 0 (40)
ax2
0 0  dg o o s
8:1:3
ou, na notagiio habitual:
& 0 0 LA
oz
_ ov
0 &g 0 ||= 0O — 0 41)
oy
0 0 o o o 2
oz

Como se sabe, seq, sfo as componentes cartesianas de um
tensor de segunda ordem, a soma:

2

dos térmos da diagonal prmcxpal é wm invariante linear, isto é, nio
depende do sistema de eixos coordenados.
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Por conseqiiéncia, a expressio:

ou,
0=Yd. =) —=
Z T

—_
_ ou + ov + ow — dive 42)
oz oy 0z

¢ um invariante (o que alids j& resultava da prépria definigio de
divergéncia de um veclor). O invariante ou escalar 0 tem, como vamos
ver, significagdo fisica importante: é o coeficiente de dilatagdo cubica
do corpo considerado, durante a deformagdo.

Seja, de facto, um paralelipfpedo elementar, de arestas dz; para-
lelas aos eixos coordenados, os quais suporemos coincidentes com 08
eixos principais. O volume désse paralelipipedo é:

AV =dz;dx,dxs.

Dopois da deformagio, as arestas do paralelipipedo mantive-
ram-se paralelas aos eixos coordenados (que sio os eixos principais
das dilatagBes) e passaram a ter os comprimentos:

(14d,) dz;,
de modo que o volume do paralelipipedo deformado é:
AV 4+ dAV =dxydzsdics (14 dy) (14 dz) (1 + dg3).

A variacio unitiria de volume ou coeficiente de dilatagio
cibica é, pois:

dAV

—A7="(1 Fdy) (14 dm) (L4 ds) —1,

ou, desprezando infinitamente pequenos de ordem superior:

N o
—Z—V———dn*f‘ dn+ daa-—zdm

logo:
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O coeficiente de dilatagio ciibica de um corpo deformado §,
pois, o invariante linear do tensor das deformagGes.

Quanto ao tensor hemi-simétrico de componentes cartesianas:

1
Tik E(ik-—eik)z
1 [ oy, Ou,
T 9 0z, ox

N .
é costume designi-lo por rotor do vector deslocamento. As suas com-
ponentes de indices iguais sfio nulag:

"a=0;
e as de fndices diferentes:

Y, —=—r

ik ki

que mostram tratar-se, realmente, de um tensor hemi-simétrico,

definem a rotacio do ponto considerado do corpo, durante a defor-

magdo. De facto, estas ltimag componentes caracterizam, como se
—

sabe, 0 vector R, rotacional do vector deslocamento:

-

E =rolu. (43)

O deslocamento infinitamente pequeno que leva um ponto de
um corpo, de certa posicio antes dga deformaciio, para outra posigio
depois da deformacgio, & resultante dos trés deslocamentog seguintes:

-~ . -
1.°—uma translacdo, definida pelo vector deslocamento u, de
componentes cartesianas u,, aplicado no ponto considerado;

2.° — uma rotagdo, definida pelo tensor hemi-simétrico de segunda
ordem: ‘

—_
Rotu, (44)
o rotor do vector deslocamento, de componentes cartesianag:

1 8u‘ ' auk
T'.kz‘ —_—— ;
2 ox, ox;
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3.° —uma deformagio pura, definida pelo tensor simétrico de
segunda ordem:

Defu,’ (45)

o deformador do vector deslocamento, de componentes cartesianas:

1 [ oy, ou,,
d, =— P 4-—)
2 (axk+ Bx.)

2

E apenas durante a deformagéo pura que 0 corpo varia de volume
o 0 seu coeficiente de dilatagiio cibica é:.

-—d
8 =divu.

Se a deformagao é irrotacional, como sempre suporemos, é:

—_—
Rotu=0
ou seja:
ou; ou, .
STk (i%k)
ox, ox;

e a expressio:

Zu‘. dx;
i

-
6 uma diferencial exacta, quere dizer, o vector deslocamento
: —_

é o gradiante de certa fungio e o campo dos vectores u é con-
gervativo.
Tomando seis quaisquer funges, uniformes e continuas, d;, =d,,,
em geral estas fung¢des ndo serdo compativeis com uma deformagio
—

possivel do corpo, isto é, néo existird um vector u que satisfaca as
correspondentes relacSes:

ou, ou, ou,
2d, —— - —. (46)
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—————

De facto, obtém-se, por simples derivaciio :
0%d, 03u,
ox, 0z, 0z, 2
0%y, %y

ox,? - ax.zaxk

Combinando ag trag primeiras e
obtém-ge, respectivamente

a2d“ Bzdkk s azd,.k
ox, 2 dx,? 0x; oz, n
6’dﬁ. R 'c)d,.j ad,:,. 6djk
A an | — A -1,
axj Bz:k Bx.. ark axj Oz,

relagSes diferenciais conhecidas por €quagoes de compatibilidade, a que
devem satisfazer ag funcses d; e @, para poderem ser as compo-

—
nentes de uma deformagio definida Por um vector deslocamento .

Chama-se dilatagio media a0 invariante:

1 1
d —— d.—=--9, 48
° 3 Z‘: ® 3 (“8)
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Sendo:

ik

%0 paraz::t:k | (49)
1 para t=%

as componentes cartesianas do tensor de segunda ordem, de matriz:

1 00|

!
|

010 (50)

0 01

ou fensor unidade, chamaremos tensor de desvio das deformagdes ao
tensor simétrico de segunda ordem, de componentes:

&y =d,.—d, L _ (61)

O tensor de desvio das deformagBes apenas difere do tensor

das deformagdes, nos térmos da diagonal principal, isto é, em defor-

magdes caracterizadas por éstes dois tensores, o8 escorregamentos
sBo os mesmos e é evidente que:

> a;,=0. (62)
i

0 estado de deformacgo caracterizado pelo tensor de desvio tem,
pois, a propriedade de ndo ser acompanhado de variagio de volume.
Como & possivel escolher um sistema de eixos coordenados ortogo-
nais, de tal maneira que as deformagSes lineares d;, sejam nulas,
segue-se que o tensor de desvio das deformacSes caracteriza uma
deformacgiio por escorregamento puro, em trés planos ortogonais.

A expressio:

4, = d:k + d,5; (83)

permite concluir que qualquer deformaghio se pode considerar como
a sobreposi¢io de uma deformagdo linear, com variagio de volume,
o de uma deformagio por escorregamento, com mudanga de formsa,
mas sem variagio de volume.
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3 — FEsTUDO DOS ESFORCOS INTERIORES — Se um solido uniforme e
continuo & solicitado por forgas exteriores, desenvolvem-se no inte-
rior désse s6lido esforgos ou tensdes interiores que, relativamente a
cada elemento de &rea, sio definidos pelo esforgo (unitério) resul-
tante ou pelas suas componentes normal e tangenciais ao elemento
considerado.

Referindo o corpo ao sistema de eixos coordenados ortogo-
nais (Ox;x;x3), em cada um dos seus pontos o estado de tens#o é
definido pelas componentes ¢, dos esforgos que se exercem nos ele-
mentos de 4rea que passam nesse ponto e sdo paralelos aos planos
coordenados. Essas componentes, a que se chama componenies dos
esforgos no ponto considerado, caracterizam um tensor de segunda
ordem, o tensor dos esforcos, de matriz:

tiy tz U
lgr to o3 (64)
tgy tsz fs3 |-

Cada componente ¢, do tensor, de indices iguais, designa a com-~
ponente normal do esférgo que se exerce no elemento de drea per-
pendicular ao eixo Ox;, caracterizado pelo indice ¢; cada compo-
nente #, do tensor, de indices diferentes, designa a componente
tangencial do esforgo que se exerce no elemento de 4rea perpendi-
cular ao eixo Ox;, caracterizado pelo primeiro indice, e tem a direc-
¢do do eixo Oz, caracterizado pelo segundo indice.

Na notagio habitual (!), a matriz do tensor dos esforcos escre-
Ve-se:

Sr Txy Txz

(55)

ty.t Oy Tyz
Tex Tzy Oz .

Considerando, no ponto em estado, um paralelipipedo elementar
de arestas paralelas aos eixos coordenados, com 0 comprimento dx;,

(1) Na notaglio habitual, os eixos coordenados designam-se por x, Yy e z,
o esférgo (unitario) resultanto em certo elemento de Areca, por p, © as suas com-
ponentes normal e tangenciais, respectivamente por c.e t.
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as condi¢Ses gerais de equilibrio permitem escrever, desprezando
infinitamente pequenos de ordem superior e n#io considerando a
existéncia de acgSes a distincia que se traduzam por momentos

proporcionais ao volume:
l

o = by (56)

Z 0l dv, -
ot Xi=eg 57)

A primeira equagio exprime a simetria do tensor dos esforcos
(0 que reduz a seis, quando muito, o nimero de componentes distintas
das tensdes num ponto); a segunda, onde X, designa as componen-
tes, segundo os eixos, das forgas de massa por unidade de volume

do elemento, e p a densidade do corpo no ponto em estudo (1),
dv;
que estd animado da aceleragfio —— TR exprime o principio de D’ Alam-

bert do equilibrio instantineo do ponto, no movimento resultante
da transformagio. Se os esfor¢os sio lentamente aplicados, o ponto
tem aceleragiio desprezivel e poderd escrever-ge:

Z — + X, =0 (58)
ou, na notagdo habitual:
0s,, n Btwy i 0T, L X=0
o dy 0z -
0 0 0
oy T oy (59)
ox oy 0z
aTzac + atzy acﬂ + Z__ 0
oz dy T % 7

(1) Define-se densidade (ou, com mais rigor, massa especffica) num ponto de
um meio continuo material, como o limite finito para quo tende a relagio %,
®ntre 2 massa Am e o volume correspondente Av que contém o ponto quando, de
qualquer maneira, Av tende para zero:

dm

p=—-"

dv
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que sio as clissicas equacoes de Cauchy do equilibrio dos meios
materiais cont{nuos, apliciveis a todos os pontos interiores a &sses
meios.

Consideremos uma superficie qualquer no corpo, que até pode
sor a sua superficie-limite, e escolhamos o paralelipipedo elementar
de modo a cortar nela um triangulo, face de um tetraedro, cujas

outras trés faces, interiores ao corpo, sao constituidas pelo que
resta do paralelipipedo. Tiste elomento triangular de superficie pode
caracterizar-se pelos cosenos directores B, da sua normal exterior,
que convencionamos considerar positiva.

—_

Sendo R o esforco (unitdrio) resultante nesse elemento de érea,
as suas componentes R;, sdbre os eixos coordenados, determinam-se
por simples equagdes de equilibrio:

R,= Z e B (60)
k

-
Se R 6 normal ao elemento de drea em que actua, isto 6, se se
reduz & sua componente normal §, é:

S.' = SB.'? : (61)
logo:

8B, = ) 1u B (62)
K
ou, desenvolvendo:

(tig— 8B+ ty B2 + tim Bs=0
tey B4 (fe — B2 + 1= Bs=0 (63)
tyy Bi1-4 tss B2 - (tss—S)Bs=0.

Sio trés equacSes lineares e homogéneas em fj, B, e B3, que nio
tdm, simultineamente, solucGes diferentes de zero, senio quando o
determinante do sistema seja nulo:

tn—=8  li t13
ty tep—S8 1z =0. (64)

ta e ln—S.
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Esta equaciio 6 uma equagiio do 3.° grau <em §» ou equagio
<gecular», que se sabe ter tddas as raizes reais. Quere dizer, h4 pelo

>
menos trés planos sdbre os quais o esfér¢o resultante B é normal
(e se reduz a §); éstes planos s&o os planos principats e as direcgBes
das respectivas normais siio as direcgies principais, assim como os
esforgos principats sio os esforgos (normais) que néles actuam e que
designaremos por .

Podia chegar-se a esta mesma conclusio por via geométrica,
idéntica & que segnimos no caso das deformagfes, como vamos
verificar. Os esfor¢os no paralelipipedo elementar, que tem duas
faces paralelas ao elemento superficial considerado, so as compo-
nentes cartesianas do tensor transformado segundo a lei geral de
transformagéo dos tensores:

by = Z L B Bn - (65)
ik
A expressio:
bon = Z e Bin Brn (66)
i

d4 o valor da tenséio normal. Se a partir de certa orlgem, marcarmos
um vector de comprimento:

(67)

VII

(no sentido definido pelos B) as coordenadas z; do extremo do vector,
a respeito do sistema de eixos coordenados com origem no mesmo
ponto e paralelos aos anteriormente escolhidos, séo :

(68)

v Tl

B =2V [fm] (69)

donde:

e, por conseqiiéncia:
Z’ @, =+ 1. (70)
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Consideragbes idénticas as que fizemos a propésito das deforma-
¢Bes, permitem concluir que, quando o elemento de area considerado
gira em volta da origem, a extremidade do vector representativo da
tensio normal descreve uma superficie a que costuma chamar-se
quddrica directriz dos esforgos ou das tensdes mas que, na realidade,
é uma superficie de quarta ordem, degenerada em duas quidricas:
um elipséide real e um imagindrio; ou um hiperboléide de uma
£5lha e um de duas folhas, assimptdticos do cone lugar geométrico
das normais aos elementos de superficie nos quais o esforgo é pura-
mente tangencial. Os trés eixos da quédrica directriz sio os eixos
principais dos esforgos.

Adoptando os eixos principais como eixos coordenados, as com-
ponentes do esforgo na superficie elementar passam a ser dadas por:

B,=18,, (71)

expressio que se obtém de (60), fazendo ¢, =0, para 13 %.
Observando que é:

Zﬁ.ﬁ =1, (72)

a expressio de R, permite escrever:

5(5) = )

§ i

que 6 a equagio de um elipséide, o elipside dos esforgos on das ten-
soes ou de Lamé. -
O esforgo resultante B é dado por:

R2 =ZR‘2=Zti2' 3;2- ’ (74)

—
A componente normal S e a componente tangencial T, de R,
encontra-ge facilmente que séio dadas por:

S=ZRiBi:ZtiBiz

e s

§ |

(75)
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De (72) tira-se:
Bﬁz_*— 37)2+BC2= 1,

Br*=1—0"—8,%
TP= (8 —tc®) Be? 4 (4,2 —122) B2 - o2 —
— [(tg — tg) Be? 4 (8 — 1) B2+ 2] (76)

Se, nesta equagiio, considerarmos B e ﬁn como varidvels inde-
pendentes, as condi¢Ses de maximo e minimo de T'? serfo:

e:

logo:

?zlf;: =20 — ") Be— 4 (6 — to) B [(Fe— 1) Be® +
+ (ty— ) B2+t =0
o @7)
= 2 (1,2 — 1) By — 4 (8, —tg) By [(fg —t2) Be2 -+
X .

- (ty — 1) B2+ 1] =O.

Supondo que os trés esforgos principais sio diferentes (caso em
que existe um esforgo maior do que todos os outros, o esforgo prin-
cipal mdximo, e um esforgo menor do que todos os outros, o esforgo
principal minimo), pode satisfazer-se a estas duas equac¢Ges, pondo:

BE=Bn=Or

Be==1.

logo:

Neste caso 6 =0 e S=1; e a solughio corresponde ao minimo
valor do esfor¢o tangencial (valor nulo) que, como j& sabiamos, se
verifica quando os esforgos sfio puramente normais (esforgos prin-
cipais).

Outra solugio consiste em supor apenas:

BE =0,
o0 que reduz a segunda condigio a:
(ty4te) —2(t,—te) Byt — 28 =0, (78)
donde: ;
By=Bg==%—. ' (79)
! Va
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Os planos definidos por &stes valores dos P sio os planos bissec-
tores dos diedros formados pelos planos principais O%n e OEZ, o
néles so exerce o esfor¢o tangencial dado por (1):

t 24t [tole\E [ f,—ir)\?
R

2 2 2
ou seja:
t,—1 '
7 °C
Tp=|——— \ (81)
a que corresponde o esfér¢o normal:
t, 4t
7 g
Sp=—"— (82

A maior diferenca entre os esforgos principais, isto é, & dife-
renca entre o esforgo principal mdximo e o esfor¢o principal
minimo, corresponde o maior dos valores do esforgo tangencial,
e a andlise completa do problema mostra que éste é o seu valor
méximo absoluto. .

E verifica-se, assim, que o esférgo tangencial passa por um
miximo para um dos planos bissectores dos planos principais,
sendo o valor désse mdximo dado pela semi-diferenca dos esforgos
principais correspondentes; o esfér¢o normal respectivo tem por
valor a semi-soma dos mesmos esforgos principais.

Se dois dos esforgos principais sio iguais, por exemplo, se:

tn=tC’

o elipséide de Lamé é um elipséide de revolugio e a segunda con-
dicdio (77) é idénticamente satisfeita. A outra exige que seja:

ﬁg=0)

(1) Com T indicamos o esforgo tangencial que se exerce no plano bis
sector do diedro formado pelos planos principais Ofn e OEQ, e nio a com o-
nente de T no eixo Of, como poderia parecer. po-
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isto 6, que a normal exista no plano do equador do elipséide e que
o plano correspondente seja um plano meridiano e vem, neste caso,
T=0; ou que seja:

(te+ te) —2(tp —tg)Bg? — 28 =0, (83)

equagdo que fornece:

Be=1 (84)

1
Ve

permanecendo B, e Bz indeterminados, e isto significa que a normal
a qualquer plano meridiano satisfaz & condigio de méximo, cons-
tituindo o conjunto das normais um cone de revolugio com OF
como eixo.

Se os trés esforgos principais sio iguais, o elipséide de Lamé
reduz-se a uma esfera e é constantemente 7=0.

Estas mesmas conclusdes se podem tirar a partir da represen-
tacio plana dos circulos de Mohr. A possibilidade desta represen-
—_

tagio justifica-se pelo facto de o vector R apenas depender, afinal,
de duas varidveis independentes, pois que os trs cosenos direc-
tores B, estdo ligados por uma relagio, a relagdo (72).

Na representacio de Mohr, utiliza-se o sistema plano de eixos

—_
coordenados ortogonais § e T, isto &, cada esforgo R é representado
por um ponto, cuja ordenada é a componente tangencial 7', e cuja

abscissa é a componente normal §, de I? Em virtude da sime-
tria, basta considerar a representagio dos esforgos que correspondem
a um oitavo do elipséide de Lamé, por exemplo, 08 que corres-
pondem a valores positivos dos cosenos directores e estio compreen-
didos no triedro positivo de referéncia Ox;.

Considerados os eixos coordenados rectangulares 0T e 08 (fig. 7),
qualquer ponto R define o vector ‘OR de componentes:

S = 08=0R cos b
L (89)
T=RS=O0ORsent,
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sendo 6 o &ngulo que faz o vector com a sua componente nor-
mal ou, se o vector representa o esfér¢o em certa facéta plana, o
4ngulo formado pelo esforgo resultante na facéta, com a sua normal
positiva.

Os esforgos principais ¢; = ¢, >3 sfo representados pelos pon-
tos 8y, S; e 93 do eixo das abscissas (1). Tracando as trés circun-

T

(G, R,

Fig. 7

feréncias de didmetros (f; —f3), (¢4 —?3) e (£{;—{2) e cujos centros

t 14 14 4
04, 0, e Og tém, respectivamente, por abscissas 2—: 2 , 1-*2— 2
4 4
e —l—g—g, o ponto R representativo do esforgo em certa facéta

plana pertence, sempre, ao dominio limitado por estas trés circun-
feréncias e que estd tracejado na figura. Isto demonstra-se facil-
mente, verificando que as poténcias do ponto R relativamente as

(1) Na figora, supusemos todos os esforgos principais do mesmo sinal e
positivos, mas isso nfio é indispensivel : consideragBes semelhantes se poderiam
fazer, se o nfo fossem. :
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duas circunferéncias menores sfio positivas, e que & negativa a
poténcia de R, relativamente & circunferéncia maior.

De facto, a circunferéncia de centro O¢, que designaremos bre-
vemente por circunferéncia (C¢), tem por equagio: -

82 T2 — (¢, +tg) S+tn te=0 (86)

e como o esforco definido pelo ponto R, de coordenadas § e T,
satisfaz 4s relagdes (75):

RI=84 T2=tgBe 4 1,28, + (B¢
S =[Eﬁg2+inﬁnz+tCBﬁ21
segue-se que a poténcia do ponto R, relativamente & circunferén- .
cia (Cp), é: :
PEZth(SEZ"}‘tnzﬁnz"“tCz Be? —
—(t‘r]+i<:) (tEBEz'l_tnBv]z‘I—tEBCz)-l'tntc:
=tylg —tyteBy® —tqteBe® + (12—t (4 +10)] BP=
=tpte (L—B2—Bc?) + {1 — 4 (8 +E0)] Be?, (87)

e, atendendo a que é:
1— 3112_BC2= Bezr
vem, finalmente:
Py=g? [ty b+ bt — tg (8 + 1)) =
= Be? (8 —1tg) (g —1¢).

Como supusemos que:

(88)

1>t > g, (89)
segue-se que serd:
Py=8,% (ta— 1) (Is—1,)>0
Py==B,2 (t3—t3) (t1—12) <O (90)
Pg=032 (t; — t3) (ta— t3) >0,
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o que demonstra a proposi¢io: o ponto R, exterior as dunas circun-
feréncias menores e interior & circunferéncia maior, s6 pode pertencer
ao dominio tracejado na figura.

Se X, sio os angulos fermados pela normal & facéta plana consi-
derada com os eixos coordenados, quere dizer, se é:

B,=cos¥,, 91)

a construcio de Mohr permite medir directamente &stes &ngulos,
como vamos verificar.

Se g 6 constante e fﬁn e By variam, a normal & facéta plana des-
creve um cone de revolucio em térno de O&, a poténcia P¢ do ponto R
relativamente a (C¢) 6 constante e o ponto descreve um arco de circun-
feréncia concéntrica com (Cg), desde (G,]) até (C¢), Inversamente, se 0
ponto R descreve uma circunferéncia concéntrica com nma das circun-
feréncias de Mohr, o respectivo coseno director mantém-se constante.

Os pontos R que pertencem a uma circunferéncia de Mohr, cor-
respondem a esforgos em facétas planas cujas normais tém coseno
director nulo, isto é, que passam pelo eixo principal cujo esforgo nio
intervém na circunferéncia respectiva; os pontos Sy, S e S5 corres-
pondem a facdtas cujas normais coincidem com os respectivos eixos
principais.

Dado, por conseqiiéncia, um ponto E, se o transportarmos ao
longo do arco de circunferéncia concéntrica com (C,) até (C¢), a
poténcia Py manter-se-4 constante, assim como ﬁn e )72 ; g8 0 trans-
portarmos ao longo do arco de circunferéncia concéntrica com (C¢),
até (C¢), manter-se-4 P constante, assim como Be e Lz. E se tiver-
mos possibilidade de determinar os valores de B, (oun X’I) e B¢ (ou X¢),
correspondentes aos pontos de encontro déstes arcos de circanferén-
cia que contém R, com (C¢), a relacfo (72):

fo‘2=1

imediatamente permitird determinar B¢. Tudo se resume, por con-
seqiiéncia, em determinar f, (ou Xn) o Br (ou X¢), para pontos de(C¢).
Ora, para todos os pontos de (C¢) é, como vimos, Bz =0 e, por con-

seguinte, vira:
B2+ Bet=

on:
=
Xn—{—XC—_? - (92)
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o a determinaghio de X, e Xz vem notivelmente simplificada, como
vamos verificar num caso concreto.

Seja, de facto, o ponto E da figura 7, transportado ao longo
dos arcos de circunferéncia de centros em O; e em 0Os, respectiva-

mente para B; e Rs, em (Cj): ao longo de RARI é By constante
‘e a0 longo de REg3 é constante B3. Tanto a B, como a R, pontos
de (Cy), corresponde By =0, logo:

BB =

ou:
- N T
/~1+/~3=’§- (93)

Consideremos o ponto RBy. A sua poténcia relativamente a (Cy), é:
Py=Bg2(t; — ) (ls—1); (94

por outro lado, unindo E; com S3, também §é:
P,— R, R >< E;Ss. (95)

Ora da figura tira-se imediatamente que:

- —_ N\
R18328381008R18381=

N\
= (t; — t5) cos B1 8381, (96)

e que:
—— A
Rl R’1=8281003R183w81 =

A
= (t; — ty) cos B4 8381, 97)
por conseqiiéncia:
A
Py = (t;—t3) (t; — 13) cos® 18381 (98)

Comparando (98) com (94), conclui-se que:

A
By = cos X'y =cos R 8581, (99)
logo:
A
%y =R,838. : (100)
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A
Quere dizer, o &ngulo R;838; é o angulo X/;, formado pela
—_ R
normal & facéta onde actua o esférqo R, = OR;, com o eixo Ox;.

Ficil seria de concluir que o dngulo formado pela mesma normal
com Ozxs, é:

N\
XI3=R18183 (101)

e é, manifestamente:
' Wy A Wy = .’2‘_ (102)

Por outro lado, considera¢es semelhantes permitem concluir
que os angulos formados pela normal & facéta onde actua o esférgo
—_—

R3=0Rj; com Ox; e Oz, respectivamente, sio:

Uy = Ry 8y 8
1— 430301

A (103)
X”3=R38183 .

Fistes angulos néo estio todos marcados na figura, para nio a
sobrecarregar.

Os angulos 'y (que atris designdmos por X;) e X”s (que atrds
designdmos por X3) também sio os 4ngulos formados, respectiva-
mente, com os ei:i)s Ozy e Ox3, pela normal & facéta plana onde

actua o esférco E=OR. O angulo formado por esta normal
com Ox; serd, por conseqiidncia, dado por:

cos?¥y=1-—cos? Xy — cos? X (104)

e também se pode determinar graficamente transportando R, por
exemplo, para (C3), no arco de circunferéncia concéntrica com (Cy).

Daqui resulta mnemonica simples, para determinar os 4ngulos
directores da normal & facéta onde actua certo esférgo.

A representagio de Mohr permite resolver os mesmos proble-
mas que atrds resolvemos & custa do elipséide de Lamé.

Por exemplo, a determinagio do esférgo tangencial méximo é
imediata: o méximo valor de T verifica-se quando o ponto R cai na
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circunferéncia maior ou principal e na vertical do centro 05 e vale,
por conseqiiéncia:
81 S3 ty— t3

Ty=0y8i=—p = (105)

a 8ste esforgo tangencial estd associado o esforgo normal:

——_ 08;+08; _titis

8,=00, = = 106
2 2 9 9 ( )

e &stes esforcos actuam na facéta plana cuja normal faz com os eixos
- coordenados os dngulos:

' Lg=—, Lg=—, (107)

isto &, na facdta contida no plano.bissector do diedro formado pelos
planos principais Ox;zg e Ozy23.

Aos esforcos definidos por pontos R pertencentes a cada uma
das outras duas circunferdncias de Mohr correspondem méximos
para T (menores do que o anterior, que é o maximo absoluto) e 6,
respectivamente:

t2—t3

T]_: 2
108

ta4-13 (108)
Sl=

2

0.

ti— 1o
To—
3 2 109
bt (199)
3— 9 )

os osforos T; e S; actnam no plano bissector do diedro for-
mado pelo planos principais Oz;zs e Oxy23, © 08 esforgos T3 e S,
no plano bissector do diedro formado pelos planos principais 0z1z3
e Ozyzj.
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Um caso em que a discussio é muito facilitada pela constru-
¢io de Mohr, é o do estado duplo de tensdo ou de tensao plana. Este
caso verifica-gse quando uma das tensdes principais é nula, por exem-
plo a tensfo principal minima:

t3=0.

A construgio de Mohr ¢ idéntica & anterior, somente, coinci-
dindo o ponto 83 com a origem, a circunferéncia principal é tan-
gente ao eixo OT'; as facétas planas nas quais o esforgo tangencial
é méximo siio contidas no plano bissector do diedro formado pelos
planos principais Ozyz, (ndo sujeito a esforgos) e Oryxs (sujeito ao
esforgo principal miximo) e o esférgo tangencial miximo vale:

Ty—=—. (110)

Muitas vezes, interessa conhecer os esforqos nas facétas planas
perpendiculares a uma das direcgGes principais. Neste caso, basta con-
siderar, na construgio de Mohr, a circunferéncia em que néo intervém
o esférgo principal naquela direcgio. B éste problema gue habitual-
mente se conhece por «problema plano>, mesmo que nenhum dos esfor-
qos principais seja nulo. Ble permite, por conseqiiéncia, apenas deter-
minar os esforgos nos planos perpendlculares a uma das direcgGes
prmclpaxs o ndo indica que 8sses esfor¢os sejam os mais desfavord-
veis. Para determinar os esfor¢os mais desfavoraveis, é 1ndlspensé,vel
considerar as facétas planas paralelas as trés direcgdes principais,
mesmo que numa delas ndo actuem esforgos, quere dizer, 6 preciso
considerar as trés circunferéncias de Mohr, como atrds indicidmos.

Suponhamos, entdio, que se deseja conhecer os esforgos nas facé-
tas planas perpendiculares, por exemplo, ao eixo Oxs. A construgdo
de Mohr passa a ter o aspecto indicado na figura 8, isto é, reduz-se
ao circulo de Mohr.

O ponto R' define o esforgo R’—OR’ na facéta que faz o

A

angulo R’'8;8; com o eixo Ox;; o ponto R, diametralmente
et R

oposto a R', define o esférgo R = OR" na facéta que faz o dngulo

A
R" 8384 com Oxy. Como:

AN 7AS
RI8281+RI’8281=——
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- —
segue-se que as duas facétas em que actuam os esforgos R' e R",
definidos por pontos do circulo de Mohr diametralmente opostos,

sio perpendiculares entre si.
E como §:

T=R§=—R"S"=—T1"

conclui-se que, em facétas ortogonais, actuam esforcos tangenciais

iguais e de sinais contririos.

T

Fig. 8

Vamos exprimir os esforgos principais, ¢; e {3, em funcio das
componentes dos esforgos §', T e 8", T", em duas facétas orto-

gonais.
Designando por:
I
t,= 00,= —i2—

o esforgo médio, conclui-se facilmente da figura, que é:

ty=08;= 003+ 038;= 00,4 0 B’

t2=_0_S;=002—8202= OOZ—OzR’.

(111)

(112)
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Mas é:

02R1=‘\/ 80,24+ RS =

(118
VT
2
e por conseqiiéncia:
! " ' QIT\2
,1=8_;&+\/(8_21) 4

(114)

S — 8§ S/ — §'\2
by ———  — =~ T2,
=" \/( - ) +

Quanto ao esfér¢o tangencial mdximo, éle é, evidentemente,
dado por:

T3-:15'202——‘02R,=
=\/ (__S";S”)"+ T, (115)

Estas expressdes escrevem-se, na notagio habitunal:

of 1 oM ool
N
02=-—°,—;°" _\/ (°';°" )2-}-:'2 (116)
13:\/ (01_20// )2+le.

Se o corpo em estudo for um fluido em repouso, viscoso ou
n#éo, as componentes do tensor dos esforcos sio invariantes, isto é,
sfo as mesmas, qualquer que seja o sistema de eixos coordenados
que se adopte, e o tensor diz-se isdtropo.
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O tensor unidade, de componentes:

_{Oparai sk

3, =
1 para i=£%,

ik

6 um tensor isétropo. Se p for a presstio do fluido em repouso con-
siderado, as componentes cartesianas do tensor dos esforgos serdo,
evidentemente:

D =Py, (117)

E esta a expressio geral das componentes cartesianas de um
tensor isétropo de segunda ordem.

Se o estado de tensdo de um corpo é definido pelo tensor de
componentes £, , chama-se esfor¢o normal médio ou pressio média, ao
invariante linear do tensor:

t, =Lt - (118)
375
ou, na notagido habitual:

¢} [+ [«
o = 1+3z+ s _ °,c+<;,,+°,’ (119)

sendo oy, o5 @ o3 os esforgos principais.
Chama-se fensor de desvio dos esforcos, ao tensor de segunda
ordem, simétrico, de componentes cartesianas:

tlik = by — 1,0y (120)

O tensor de desvio dos esforgos apenas difere do tensor dos
esforgos pelos térmos diagonal principal, isto é, nos estados de ten-
sho caracterizados pelos tensores #,, e ¢/, , os esforgos tangenciais sio
os mesmos e é evidente que:

> t,=0. (121)
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O estado de tensio caracterizado pelo tensor de desvio tem,
pois, a propriedade de corresponder a esfér¢co normal médio nulo.
Como ¢ possivel escolher um sistema de eixos coordenados orto-
gonais de tal modo que os esforgos normais ¢/ sejam nulos, segue-se
que o tensor de desvio caracteriza um estado de tensfio puramente
tangencial, em trés planos ortogonais.

Da expressiio (120) tira-se:

b= Vit 1, B (122)

quere dizer, qualquer estado de tenséo pode ser considerado como a
sobreposigio de um estado de tensdo constante ou pressfio hidrosta-
tica, actuando com a intensidade do esforgo normal médio, e de um
estado de tensfo puramente tangencial em trés planos ortogonais.

—_
4 — FQuacdes Do MovIMENTO — Seja % o vector deslocamento,
que define a deformagfo produzida em certo instante; o vector velo-
—

cidade de deformagdo v, de componentes v, serd:

- du

=— 123

_ v dt (123)
Pondo:

oy, 0 du, d du,; de,,

L, —

= ow, Om, At  dt om,  dt

, (124

fica definido o fensor de segunda ordem, derivado (ou derivada) do
veetor velocidade, do qual se pode obter, como no caso das deforma-
¢des, 0 tensor simélrico das velocidades de deformagdo, de componentes

cartesianas:
1 1 [0y, Ov,
v, = — (U, v,,)=—f— —_— =
ik » 2 ( lk+ kl) 2 (axk + 6x'.

— _l_(df’m + deki):' dd,, ,
2 dt dt at

(125)
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cuja matriz, na notagio habitual, se escreve:

ov, 1 (au,c 4+ dv, ) 1 (avw + ov,
ox 2 \ oy ox 2\ oz ox
WL B Y L
2 \ ox oy oy 2\ 0z oy
i( ov, n auw) _L('avz 331) ov,
2 \ ox 0z 2 \ oy 0z 0z
w1 Ay 1 T
dt 2 dt 2 dt
14 %y 14T,
= 2 dt dt 2 dt
141, 1 41, de
2 4t 2 dt d¢

Para simplicidade, usaremos a notagfo:

=+ du
V= —=
dat
de,,  de, 1 .
Vi (7;‘ a )_ 5 (et ) = dy,
de . dy_
dt "odt

. 1- 1.
. _2_Ta:y 2 [
. . 1 -
?TW &y —2—Tyz
RIM
9 Tox 9 Yy z

(126)

(127)

(128)
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Consideremos, no instante {, um elemento de volume AV, no
ponto P (z;) do corpo. No instante t-} dt, o volume do elemento

sofreu o acréscimo dAV e 86 v é a velocidade da transformaqao,

vector deslocamento u sofreu o acréscimo:

—_ =

du=vdl.

O coeficiente de dilatacio ctibica na deformagio infinitamente

—_—
pequena definida pelo vector du 6, como sabemos:

0—8Y _ tiv du=dt divo,
AV

Ora, nesta transformacio, a massa do corpo manteve-se inva-
ridvel e como a massa é o produto da densidade no ponto e no ins-
tante considerados, pelo volume, segue-se que deve ser nula a dife-
rencial d(p AV), durante o tempo d¢:

AV dp+p dAV=0, (129)

sendo dp a variacio da densidade durante a transformacgdo:
op op dp
do=\— —v, | dt=—dt.
P ( ol +Z oz, "') ar
A expressio (129) escreve-se, por conseqiiéncia:

dp dAV  dp
p7 dt4p IN% T, +pdt dwv

ou: (130)
d -
—5——|— p divv=0,

que é a equacdo de continuidade.
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No caso de o sélido ser incompressivel, p é constante e a equa-
cio de continnidade escreve-se:

—_ av‘.
divy = Za—x‘ = Zdﬁ =0 (131)

ou:
ov ov ov de de de

x ] z @ Yy z
ax+ay+az“dc+dt+dt—

& + &, 4+ o5 =0. (182

l

5 — ENERGIA POTENCIAL ELASTIOA £ TRABALHO INTERNO DE DEFOR-
MA¢Xo — A elasticidade de um corpo manifesta-se pela tendéncia que
0 mesmo corpo tem, quando deformado em virtude da acgio de soli-
citagSes exteriores, a voltar ao estado natural ndo deformado. Esta
propriedade pode exprimir-se, mecinicamente, admitindo que o tra-
balho mecinico que foi necessirio produzir para levar o corpo ao
seu estado de deformagio eldstica se transformou em energia poten-
cial, a qual é susceptivel de se transformar novamente em frabalho,
ge cessam as causas que produziram a deformacso, e esta desaparece

A energia potencial eldstica de um corpo é a soma das energias
elementares de cada um dos seus elementos de volume e pode escre-
ver-se:

® :fcpdV, (133)

sendo ¥V o espago ocupado pelo corpo e ¢ a energia potencial elastica
elementar, que suporemos completamente definida pelo estado do
elemento a que diz respeito, independente da sua posi¢do no espago
e da dos outros elementos do corpo e fungio regular das compo-
nentes da deformagio d,, .

Aceites estas hipSteses, admitiremos mais que ¢ se pode desen-
volver em série de Mac-Laurin:

0p 1 0%
=9, } (_) d',k_*_ — (———— d.kd.h+ ey (134)
° ; adik ° 2 .-g;. adﬁca’ljh ° "

indicando os indices o que o elemento nio estd deformado (g, =0).
Ora um corpo nio deformado estd, certamente, em posigiio de equi-
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librio estivel e, devendo ser minima a sua energia potencial elds-
tica, visto que nfio actuam fércas exteriores, podemos admitir que
ela seja nula e que seja positiva em qualquer outra conformagio de
equilibrio. Por conseqiiéncia, devem, na expressio anterior, ser nulos
os térmos constantes e os do primeiro grau (condiggo de minimo).
Dos restantes, os de grau superior ao segundo, se a deformagio é
tio pequena que se possa considerar infinitamente pequena, s&o des-
preziveis em presenga daqueles e a expressio da energia potencial
eldstica elementar reduz se a:

1 829 1

o=t S (T8 Na == ) e dad; (135)

i ik jh i, jh ik jh
2 ig;h a(]ikadjh o g 2 ik, jh " !

forma quadrdtica, essencialmente positiva, nas componentes da defor-
macio d, . ‘
Os coeficientes:
0%¢

oy = | ——— 136
ik, jh M,-kadjh ( )

0

sio as componentes cartesianas de um tensor de quarta ordem, com
21 térmos distintos, independentes de d,,, mas dependentes das cara-
cteristicas eldsticas do corpo.

As fbrcas exteriores que actnam no corpo podem ser de duas
naturezas: as forcas de massa (a distdncia) p, de componentes p,,
referidas & unidade de volume do corpo; e as fér¢as de superficie s,
de componentes s,, referidas & unidade de superficie exterior do
corpo. Se no sistema, que por hipdtese estd em equilfbrio sob a acgio
destas forgas, se produz uma deformagfo infinitamente pequena e
compativel com as ligagGes, isto 6, uma deformagéo virtual que
imprime ao deslocamento actual de cada um dos seus pontos, de
componentes u;, 0s acréscimos du;, as componentes da deformacio
sofrem os acréscimos 3/, , dos quais resulta a primeira variagdo
09
od,
balhos virtuais permite escrever:

o
Spsuav( Seouae={-F—1-2,av, @81
v Qi adik

v ik

da encrgia potencial eldstica elementar. E o principio dos tra-
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estendendo-se os integrais ao volume total V e & superficie total ©
do corpo.

Considerdmos, até agora, apenas a primeira variagio da energia
potencial eléstica. Atendendo, também, & segunda variagdo, pode
escrever-se, desenvolvendo em série de Taylor:

j&p(d tod,)av = j(p(d'k)dV—{— ? s, av+
Vlk ih‘
1 Z ——bd,,3d,, d V. (133)
2,5, 8d, 81 i

Mas o integrando do terceiro integral do segundo membro n#o
é mais do que a expressio de ¢ caleulada para os valores parti-
culares 3, de d, e é, por conseqiiéncia, essencialmente positivo.
Quere 1st0 dlzel que a segunda variacdo da energia potencial elds-
tica 6 sempre positiva e, por conseqiiéncia, que a configuracio de
equilfbrio definida pela equagiio dos trabalhos virtuais, é estével.
A expressiio anterior pode, assim, escrever-se:

(139)
M;k dV"f‘j ¢(0d,,)dV
v

J'cp(ram‘ad,.kw:f P (d,) AT+
Vtk

14 ik

e aplica-se a qualquer configuragio de equilibrio possivel, em parti-
cular ao estado natural do corpo, isto é, ao estado em que o corpo
nio & solicitado por forgas exteriores. Considerando como deforma-
¢io virtual a deformagdo real que faz efectivamente passar o corpo
do estado natural a qualquer outro estado de equilibrio caracteri-
zado pelas componentes d,,, através dos acréscimos (), das com-

ponentes (d,,), no estado natural, aquela expressao transforma-se em:

j?(dtk)dv’:f?(dzk)odv—l_ Z(a] )(dk) dV+
I ik

r v v ik

+ J' o (d,), 7. (140)
14
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Mas, visto que o estado natural § uma configuracio de equili-
brio sob a acgfo de forgas externas tédas nulas, a aplicacdo do prin-
cipio dos trabalhos virtuais mostra que:

5 2%\ @) av=0 (141)
” 3d,-k . ik/1

it
e, por conseqiiéncia, a expressfio anterior reduz-se a:
| e@av={ o), dV+[ ¢(d,),av, (142)
v v v
ou, abreviadamente:

quzdv.—._-fv cpodV—l—szp,dV. (143)

A expressio da energia potencial eldstica compde-se, por con-
seqiiéncia, de dois térmos, ambos essencialmente positivos: um, que
exprime a energia armazenada no corpo quando no estado natural,
a energia inlrinseca, que é nula se, na auséncia de forgas exteriores,
todos os elementos do corpo estio indeformados; o outro exprime
o trabalho produzido durante a deformac#o, que se chama, por isso,
o trabalho de deformagao.

O trabalho de deformacio 6, assim, dado pela expressgo:

T=fV?1dV=prdV—fV90dV. (144)

Se atendermos a que ¢ é uma fungio homogénea, o teorema de

Euler dé4:
o
2 = .J' 3 (?d_) (,,),d7. (145)
v ik ik )1
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Por outro lado, ¢ é funciio do 2.° grau de d,,, por conseqiién-
cia as suas primeiras derivadas sfio fungles lineares das mesmas
vari4veis, e a propriedade distributiva permite escrever:

0 0 0
() (=), (146)
adik‘ ad"k 1] adik 1

0¢ ‘ oo
aT=| N—"(d,),dV— Y ——) (@), av.  (147)
~ od,,. =\ od,,
v ik v ik ik /o

Mas o segundo integral desta expressio é nulo, como vimos,
pois exprime o equilibrio no estado natural, para forcas exteriores
todas nulas; o primeiro, em virtude do principio dos trabalhos vir-
tuais, representa o trabalho virtnal das férgas exteriores, na confi-
guragio de equilfbrio real do sistema. E serd, déste modo:

1 (2
T=—— —(d.,),dV=
vaz adt’h( lh)l

13
1
=?j ZpiﬁuidV—l—f 3 5,00, 42,
v i Qi

que é a conhecida expressio do feorema de Clapeyron.

logo:

(148)

Se no corpo considerado isolarmos o paralelipipedo elementar,
de arestas paralelas aos eixos coordenados, e supusermos que o seu
estado de tensfio é definido pelas componentes #;, dos esforcos, e o
estado de deformagio pelas componentes d;, das deformagSes, fica
definida a sua energia potencial eldstica elementar ¢ (d;;,). Dando a
solicitagio exterior um acréscimo infinitamente pequeno, o corpo
passa do estado de equilibrio considerado para novo estado de equi-
librio, depois de as componentes dos esforgos e as das deformagdes
terem sofrido, respectivamente, os acréscimos também infinitamente
pequenos, 3¢, e 3d,,.

O trabalho produzido durante esta transformagio é, desprezando
infinitamente pequenos de ordem superior, dado por:

POLT S (149)
ik
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Mas, em virtude do principio da conservagio da energia, éste
trabalho é idénticamente igual & variagio da energia potencial elds-
tica durante a transformagio que, com a mesma aproximagio, ¢

dada por:
0
> aq,. (150)

[ adi/u’
Z t,, 3,

Da identidade:

(151)
ik
tira-se:
09

i, = 1562
1k adik ' ( )

0 que, visto a energia potencial eldstica elementar ser forma qua-
dritica nas componentes das deformacdes, faz concluir que as com-
ponentes dos esforgos séio formas lineares nas componentes das defor-
magtes. K o enunciado da lei de Hooke generalizada que, entio,
e atendendo a (135), se pode exprimir por:

51 ad ad;h [
= Z Cir,in djh )

Jjh

(1563)

onde os coeficientes:

0%¢
e, o, —= —
il gh od, 6(1},' 0

sdo, como vimos, as componentes cartesianas de um tensor de quarta
ordem, com 21 térmos distintos, independentes das componentes das
deformac8es, mas dependentes das caracteristicas eldsticas do corpo
e ao qual, por isso mesmo, se chama fensor de elasticidade.

O determinante formado com as componentes do tensor de elas-
ticidade é sempre diferente de zero, pois que, se se anulasse, seria
satisfeita a condigdo:

o9

ody,

=0 (154)
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e viria, pelo teorema de Euler:

oy
29:2 o d’.k'::o, (155)

o que é manifestamente impossivel, desde que os valores de d,, ndo
sejam todos nulos.

Da expressio de f;,, pode, por conseqliéncia, tirar-se a de dy
como forma linear de ¢,, donde se conclui que ¢ (%) também 6
forma quadritica nas componentes dos esforgos, assim como o era
nas componentes das deformagGes.

O teorema de Euler escreve-se, por um lado:

09
2¢= Z YN = Z e i (156)
ik % il
e por outro:
o¢
23;:2?%; (157)
ik Olip
e da identidade:
Nty By = 0% 4 (158)
ol e w Oty "
tira-se:
09
A=) (169)

expressio que d4 as componentes das deformagBes como formas
lineares nas componentes dos esforgos.

6 — RELAGAO CARACTERISTICA DAS DEFORMAGOES ELASTICAS DOS
CORPOS 180TROPOS. BQuagbes pE Lamk — Acabamos de ver que, na
fase eldstica, os esforgos estdo ligados as deformagSes pela lei de
Hooke generalizada: entre o tensor dos esforgos e o das deforma-
¢des h4 correspondéacia bitinivoca que, em virtade da hipdtese das
pequenas deformagdes, se pode traduzir por relagiio linear, de deter-
minante néo nulo:

= Z Cinin Ginr -
ih
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a qual exprime que os esforos se anulam quando as deformacGes
desaparecem. Os coeficientes ¢ jn definem o tensor de elasticidade.

Se o s6lido é isdtropo, 8ste tensor também deve ser isétropo,
isto ¢, as suas componentes devem ser invariantes nas mudangas de
eixos coordenados rectangulares ou transformagSes ortogonais, como
sdo habitualmente designadas.

Ora a forma mais geral de um tensor isétropo de quarta ordem
pode obter-se, como vamos ver, a partir do tensor unitirio (isé-
tropo), de segunda ordem:

_(Ovparaz 4
%7 {1 para i =k.

Os tensores produtos (de quarta ordem), de componentes:

B Oinr Oy © 30y
sdo ainda isétropos, visto estas expressdes das componentes se con-
servarem nas transformag@es ortogonais; e néo é possivel formar, a
partir do tensor unitdrio, mais tensores produtos de quarta ordem,

de componentes independentes.

Quere dizer, correspondentemente a &stes produtos, um tensor
isétropo de quarta ordem pode ter, quando muito, trés componentes
independentes, que se reduzem a duas, atendendo & simetria em
relagiio aos indices ¢ e £ e em relagdo aos indices j e h. Designan-
do-as por A e ., vird:

Cat = M By B, 10 (3; 0, 4 9, 3). (160)

As constantes A e . sio as constantes de Lamé, ligadas ao médulo
de Young E, ao mdédulo de elasticidade transversal @ e ao coefi-
ciente de Poisson 1/m, pelas relagbes:

o B2

A
G=1p + (161)

2(M+p)
- A
1 mFE

GZE m--1"
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Substituindo (160) em (153), vem:

by = M0y Z diy By, + }*2 i, (38 + 8, 8) =
ik ih
' =7‘3ik2djj By A 1 (A B By, -y, By, B) =
i
:7‘3;;;2 d;+ v (dy + ) =
j
=180, +2pd,,, (162)

sendo 6 o coeficiente de dilatagiio cibica.

A relagio (162) é a relagiio caracteristica das deformagdes elds-
ticas que, na notagio habitual, permite escrever as classicas equagoes
de Lamé:

cm=18+2pem=).9+2gx—g—u
Xz

ov
cy=18+2psy=18+2ua—y

' ow
o, =h6+ 2;Laz=19+2;x—67

(163)
= (2 20)
T = Bl = It (%Cw— + g—:)
Tay = Wy = I (Z—z + %)
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A expressio da energia potencial eldstica, resulta de substituir

(160) em (134):

1
= 9 Z € jn L djh =

i, jh

'—'_)deak zk2d11;8171+ P’Zdtkz(au l.h uh kj)d

ik jh

:51924-;12‘1%2:

1
_.2_(1+2,1)Zd1,2+—hz(1" e m—[——]LZd o,
gendo:
O para i=4#%
0., —
* 1 para ¢} %

as componentes cartesianas de uma matriz quadrada.
As tens8es normais podem, assim, escrever-se:

o¢
b T_()“}"zl*)du'*‘)‘zdkk“’m—

"

=()‘+2!"')dit’+)‘zdkkr (i$%)
k

e as tensdes tangenciais:

0
= ¢ =2pd, o

i,
123 ik tk
adik

:.—.2p.d'.k, (i#k)

Somando as trés tensdes normais, vem:
Y t,=8(3%+2p),
donde: '
nae Zf“

TS

(164)

(165)

(166)

(167)

(168)

(169
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e a expressiio (162) transforma-se em:

t..
£1]
f,o =\, —— L 9nd 170
ik %3Nt ap +2pdy, (170)
donde:
1 © :
d, —=— (f, ———39, £.). 171
ik 2‘1‘(576 3.A-+2p- 1kZ ") ( )

Os coeficientes de dilatacio linear vém:

1 A
J,.—=—(t, — D3, ) t.)=
g 2["’ (u 31_‘_2:" uZ u)

1 I8 A :
= Il -t —— D)t o, =
2p [( 31+2u) g 31+2u§"" “‘]

A+ A
femunad {., — t ., W, 17"2
u(3l+2}t)[“ 2(l+u);"" ) )

ou, atendendo a (161):

1 1
daizi(’ii“ﬁgfkk o) =

1

1 .
=—E(tii_-‘n7;tkk)’ (i%k). (173)

Os escorregamentos serfio:

dik:—Q—; b Oy =
1 .
=", (£ 4) (174)
2p
ou, atendendo a (161):
lie
24, = G Wi =
(176)
t,
=% (i %).
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Na notagdo habitual, as expressGes (173) e (175) escrevem-se:

1 1
& E[“ "‘—‘(C’ + ,)] Tyz=*é‘fyz
_ 1 1
E [0’ '—_(CJ +G )] Tzac:'—G—tzw (176)
1 1 1
; E[%";;(%‘l“’y)] Toy = " Tay®

Adoptando éste aspecto das expressdes das componentes das
deformacdes, de (156) pode deduzir-se a expressio da energia poten-
cial eldstica elementar:

1

:?Efzk dck_
1 o 1 1

Yyl ; tii'_m C by tkkwik_*_ﬁzt;kzwik: (177)
1 1

2

=)t 2 s i+ k
2Eit 2m E,k ulzk+4GZsk (7':*:)

ou, na notagio habitual:
= (0,24 5,2 00) ——=(5,0,49,9,+9,5,) +
T oR " Y # mg Y FF oy
1
+ﬁ(tyz2-|—tm2-|-tmy2). (178)

A introdugo dos tensores de desvio dos esforcos e das deforma-
¢bes permite dar a estas expressGes forma ainda mais simples. De
facto, vimos que os tensores de desvio eram definidos pelas compo-
nentes cartesianas:

dly=dy—d, 0,

t,ik=tik—t o

o ik}

1 1
do=?Zd“=?9

sendo:
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a dilatagio média, e:

io:_—;_gtii

o esférgo médio. A expressiio (162) transformar-se-3, pois, em:

Ly=38nd, 0, +2p(d,,+d3,)=
= (8N +2p)d 3, +2ud’,. (179)

Fazendo:
mE

y=3L42p= , (180)
i

pode escrever-se:

=3vd_, (181)
logo:

t=vd =—8, (182)

donde se conclui ser a dilatagio ctibica proporcional ao esforgo
médio. O coeficiente i=——'——— designa-se por coeficiente de com-
v  3A42n
pressibilidade citbica.
Por outro lado:
= by — 4,0, =189, +2pd

V8,0 =

=38d,\5, +2p (dy.+d, By) — v, 0, =

= (3% + 2p)d 3, —vd 3, + 2nd, =
=2pd,,, (183)
expressio que mostra serem proporcionais as componentes dos ten-

sores de desvio dos esforgos e das deformagées.
5
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As expressbes (182) e (183):

fo =Vdo
tlik: 2'“1’/1'1:’
com: .
’ v:37\—|—2;!.: me
m—2

sio as expressdes caracteristicas das deformagGes eldsticas e substi-

tuem (162).

Podem, assim, relacionar-se as conclusdes isoladamente tiradas
para os esforcos e para as deformacSes, dizendo que qualquer estado
de solicitacio de um sélido isétropo se pode considerar como a sobre-
posigio de um estado de tensfio constante ou pressio hidrostatica,
de intensidade igunal & do esforco médio, que lhe provoca a variagio
de volume que realmente sofre, e de um estado de tensio pura-
mente tangencial actuando em trés planos ortogonais, que apenas

lhe produz mudan(;a de forma, sem variagio de volume.

A energia potencial eléstica elementar é, nesta forma, dada por:

¢ 2%251:‘1;/::

ik

1
= 5(3 tpd, +2t,ilc &) =

=_—12 — SN, 2.
+ 4112 ik
O térmo:
3 3v
= ¢2= e,
Py 9y 0 g o

que na notagio habitual se escreve:

3 (o‘,—}—cy—]—c, 2
e
v

3

= ”én_z.Ez (6x -+ 0y +0.)2=
1

=@ mt (5m+€y+5z)2’

3(m—2)

) :El‘:(cm—}-cy +0,)2=

(184)

(185)

(186)
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representa a parte da energia potencial eldstica elementar despen-
dida na variagdo de volume do corpo; o térmo:

1
g =—"Y1 2=
\Do 4”; ik
=—~1——2(t..-—-tl,l,)2+—I——Zf.kz(l).k:
2 @ o ii o5 40 . i )

@ q
By Z (d;—d)? + y 2 iyl Oy s (187)
ik i

que na notagdo habitual se escreve:

1
5= 192G [(°y —Gz)2+(°z—°w)2+(°m_°y)2] +
+ 2—1(;— (Tya® + Tea® + Ty ?) =
=_§‘ [(5y—5ﬂ)2+(Ezf'aw)z‘l‘(em“sy)z] -+

n g (fge?F Teo? + ), (188)

representa a parte da energia potencial eldstica elementar despen-
dida na mudanga de forma do corpo, por escorregamento.

7 — VARIAGAO DOS ESFORGOS DURANTE O PROCESSO DE DEFORMAGAO
PLASTIOA. RELAGAO CARACTERISTIOA DAS DRFOBMAGOES PLASTICAS DOS
CORPOS 180TBOPOS — Pode, como dissemos, admitir-se quo as defor-
magdes pldsticas se fazem sem variagio de volume. Quere dizer,
quando um sélido se deforma sob a acgio de solicitag8es exteriores,
86 varia de volume enquanto as deformac8es sio eldsticas; desde
que se atinge a fase pldstica, as deformagGes produzem-se por escor-
regamento e o volume mantém-se constante.

Na fase eldstica, a lei de Hooke generalizada traduz uma relagio
linear entre o tensor dos esfor¢os e o das deformacdes; na fase plds-
tica, as deformag8es crescem mais rapidamente do que os esforgos
e ndo desaparecem com éles, a lei de Hooke deixa de ter aplicacio
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e torna-se impossivel estabelecer relagio biiinivoca entre os dois
tensores. Isto mostra que nio é o estado de deformagdo mas o pro-
cesso de deformagdo que estd relacionado com os esforgos e dai o
admitir-se que hé correspondéncia entre os esforgos e as veloci-
dades de deformac#o.

Mas as deformacGes pldsticas caracterizam-se, como acabamos
de dizer, por serem produzidas sob volume constante, sio deforma-
¢bes por escorregamento, e tem-se verificado que o estado de pressio
hidrost4tica, constante em todas as direc¢des, produz deformacGes
eldsticas com variagio de volume. Por conseqiiéncia, a relacgio cara-
cteristica das deformacBes plasticas deve ligar o tensor das veloci-
dades de deformachio, nio com o tensor dos esforgos, mas com o
tensor de desvio dos esforgos. Admite-se que éstes dois tensores so
paralelos, isto é, que as suas direc¢Ses principais coincidem e que
é linear a relacio que liga as componentes cartesianas correspon-
dentes.

Esta relagio é semelhante & que, nas deformagGes eldsticas, liga
as componentes do tensor dos esforgos com as do tensor das defor-
magdes. Serd, pois: ’

I (189)
ih

No caso da isotropia, introduzindo os dois coeficientes ey,
andlogos aos coeficientes de Lamé, mas que agora ndo sdo cons-
tantes, e observando que as deformag8es plasticas se realizam sob
volume constante, isto 6, que se verifica a relagio (131):

Zd'jj =0
j

chega-se, por via semelhante & anteriormente seguida, a:

tlik =t—1 b, =2 (_?d.‘.,‘, ? (190)
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onde ge féz .= (. Na notacio habitunal, escreve-se:

6,—a, _QGE —-—ZGEL—
ox
—- — v
Gy-—co=2Gsy=2Ga_y
g, —aq, —26’5 _26’—@i
oz
(191)
= [ ow ov
T ’—‘—G z:G _—
w= (ay + az)
= —{ du ow
T __G :G —_— —_
> Ver (62 + ax)
= —[ v du
Txy_GTmy:G(—x"{‘—y)’
donde se tira facilmente
1 1 1
em_—_—_[cw—é—(cy—{—cz)] Tyz=gtyz
1 1 1
ey=§5[°,,—§(°z+cm)] =T (192)
1 1
w=—[a—2Gts)] | h==r,
3@ \ G
ou, em notagio tensorial:
2d, = ———(3t ,,ch") (193)

Estas relagdes séio andlogas as que exprimem a lei de Hooke na
teoria da elasticidade, desde que, nestas, se tome para valor do
moédulo de Poisson:
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A analogia §, no entanto, puramente formal, pois que o médulo de
plasticidade @ 6 varidvel de ponto para ponto do corpo, e de instante
para instante.

8 — CoNDIgAO DE PLASTICIDADE — Enuncidmos os principios que, em
elasticidade, permitem relacionar os esforgos com as deformagBes e
os que, em plasticidade, permitem relacionar os esforos com as velo-
cidades de deformacho. Pde-se, agora, o problema da determinagio
das condigdes a que os esforgos devem satisfazer no instante em
que o corpo, sob a ac¢fio de solicitagSes exteriores, passa da fase das
deformag8es eldsticas, para a fagse das deformagGes plasticas.

Quando se submete nm corpo & ac¢io de solicitagSes exteriores,
em cada ponto do corpo o estado de deformagio 6 definido por seis
componentes que, enquanto se nfio atinge a fase pléstica, séio fungSes
lineares das componentes dos esforcos que caracterizam o estado de
tensiio no mesmo ponto. .

Ao iniciarem-se as deformagBes pldsticas, esta relagio linear
deixa de se verificar e tem-se reconhecido experimentalmente que,
durante a fase pldstica, os esforos n#io sofrem variacho sensivel,
mesmo quando varia a velocidade de deformagio. Admite-se, entio,
que durante todo o processo de deformagéio pléstica, as componentes
do tensor dos esforgos satisfazem & mesma equagho:

F(t,)=0, (194)

que corresponde ao inicio da fludncia e a que se chama condi¢do de
plasticidade. Se o corpo é isétropo, a condigio de plasticidade n#io é,
decerto, influenciada pela orientagio dos eixos principais, mas apenas
pela intensidade dos esforgos principais, ou seja, dos elementos da
diagonal principal do tensor dos esforgos e passa a ser da forma:

f(t)=0. (195)

Adoptando as coordenadas de Haigh e Westergaard, isto 6,
considerando os esforgos principais ¢; como coordenadas rectangu-
lares, cada estado de temsfio de um ponto de um corpo serd repre-
sentado por um ponto no espago assim definido e o lugar geoms-
trico dos pontos gue representam estados de tensdo correspondentes
ao infcio de deformag@es plasticas é uma superficie, cuja equagio §,
precisamente, a condigiio de plasticidade. O corpo estard no estado



71

eldstico, enquanto o ponto representativo do seu estado de ten-
sio fOr interior & superficie de fronteira assim definida, ou seja,
enquanto a soma:

S

i

que mede a distdncia do ponto & origem, for inferior a certo limite;
ge o ponto representativo do estado de tensiio cai na superficie de
fronteira ou se a sua distdncia & origem atinge é&sse limite, véo
iniciar-se as deformag8es plésticas, caracterizadas por pontos repre-
sentativos exteriores &4 superficie de fronteira.

Jé sabemos que a pressio hidrostdtica nio produz deformagses
plisticas, quere dizer, o limite eldstico ndo varia se se aumenta o
tensor dos esforcos ¢, do tensor isétropo £, 3, . Por conseqiiéncia, o
limite eldstico 86 depende dos esforgos prinecipais do tensor de desvio
dos esforcos:

t,i: t‘.—~ to

e segue-se que a superficie de fronteira possui trés planos de sime-
tria que passam pelos eixos coordenados e se cortam segundo uma
recta com igual inclinagiio relativamente a cada um déles: o eixo
da superficie de fronteira é a eqiiisectriz do triedro positivo de refe-
réncia.
A representagiio plana das condigdes de plasticidade pode fazer-se,

projectando no plano:

z t,=0

1 2

que passa pela origem, normalmente & eqiiisectriz, as secgbes da
superficie de fronteira por planos paralelos:

2 t'.= const.
i

e situados a diferentes distdncias da origem.

O comportamento dos diferentes materiais, sob o ponto de vista
da producio das deformages pldsticas ndo permite que se estabelega
uma condigdo de plasticidade unica e isto deve-se, certamente, &
diversidade das suas estruturas internas. Assim se explica que todas
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as numerosas condi¢Ses de plasticidade que tém sido propostas encon-
trem a sua justificagio nos ensaios experimentais restritos que a
cada uma dizem respeito, os quais, por via de regra, excluem a acei-
tacio das demais.

Sem esquecer que alguns afirmam (Ros) corresponder a cada
estrutura da matéria condi¢iio de plasticidade diferente, pode dizer-se
que existem algumas condigdes de plasticidade que, conforme os
casos, parecem traduzir com- suficiente aproximaciio as caracteris-
ticas das deformagdes plasticas dos materiais que cabem em cada
uma das seguintes designagSes: materiais frageis, materiais dicteis,
maci¢os com atrito interno.

Mencionaremos aquelas condi¢des de plasticidade que merecem
mais aceitacfo, sendo certo que nos interessa essencialmente o caso
dos materiais diictels (como o ago doce e até o betfo armado) e o
dos materiais frigeis (como o ferro fundido, as rochas, o betfo).

A condigio de plasticidade de Saint-Venant ou de Guest, a que
também se chama principio de Tresca, exprime a hipdtese de que
as primeiras deformagdes plisticas se produzem em certo ponfo de
um corpo, desde que o esfdrgo tangencial miximo ali atinja certo
valor, o que, na notagio habitual se traduz por:
<K. _ (196)

TMNI.’L’
Como:

Gy — O
Tmaac: 12 3’

onde o, e o3 880 os esfor¢os principais méximo e minimo, esta con-

digHio pode-se escrever: o
01— 03 < Eev (197)

sendo ©,=2K o esforgo normal no limite de elasticidade (esforgo
de comparagio) & compressio e a traccio. '
Adoptando o sistema de coordenadas cartesianas ¢ e T, & repre-
sentacio geométrica da condigio de Saint-Venant-Guest (fig. 9)
reduz-se a duas rectas paralelas ao eixo (g, que s#o as envolventes
dos circulos de Mohr, no limite inferior da plastificagio. Estes cfr-
culos de Mohr tém por didmetro o;— o3 ou por raio T, ,, e, por
conseqiiéncia, as duas rectas envolventes estfo afastadas do eixo

z
Oc, de +—=.
2
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As facétas onde se produz o escorregamento sio representadas
pelos pontos R, de contacto entre os circulos de Mohr e as rectas
limites e siio paralelas a RSj3, se 03] 6 a direccio principal méxima:
as facétas de escorregamento estio inclinadas de 45° gdbre as facétas
principais.

Adoptando as coordenadas de Haigh, convém exprimir a con-
digiio de plasticidade em notagfio tensorial:

t—tZx,, (198)

para mostrar que implica a satisfaciio de seis desigualdades. Se se

T

(=]
»le
q

Fig. 9

toma o sinal de igualdade, obtém-se seis equa¢Bes que representam
trés grupos de dois planos paralelos dois a dois, respectivamente,
aos planos bissectores do triedro positivo de referéncia. O conjunto
déstes seis planos constitui um prisma hexagonal, de eixo coinci-
dente com a eqiiisectriz do triedro positivo, prisma cuja superficie
lateral é a superficie de fronteira entre os pontos representativos dos
estados eldstico e pldstico.

De acordo com esta condigiio, as deformages permanentes deve-
rdo produzir-se nas facétas do corpo onde actuam os esforgos tangen-
ciais mdximos, as facbtas de escorregamento, inclinadas de 45° sébre
as direcgBes principais extremas. Hste facto é confirmado experimen-
talmente, mas 86 nos materiais muito dicteis, pelo aparecimento das
linhas de Liiders, Hartmann ou Piobert, tragos na superficie do corpo
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das superficies ao longo das quais se dfio os escorregamentos plds-
ticos, inclinadas de 45° s6bre as direcgBes principais extremas. Nos
materiais frigeis, as linhas de Liiders tém direc¢io muito diferente
da das facétas de escorregamento.

A condigdo de plasticidade de Coulomb exprime a hipétese de que
as deformagdes pldsticas se dfo por escorregamento e de que, entre
a tensiio tangencial e a tensfio normal que actuam nas facétas de
escorregamento, existe relagio linear:

t=c¢-+}af, (199)

sendo ¢ e f duas constantes caracteristicas da matéria. Quando é f=0,

Fig. 10

vem t=—c e conclui-se que a condi¢#o de plasticidade de Saint-Venant-
-Guest 6 nm caso particular da de Coulomb.

No sistema de eixos coordenados cartesianos ¢ e T, a condigio
de Coulomb 6 representada por duas rectas (fig. 10), inclinadas rela-
tivamente ao eixo Os do dngulo ¢ dado por:

f=tangs, (200)

e que concorrem no ponto do mesmo eixo, de abscissa:
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As duas rectas limites sfio as envolventes dos circulos de Mohr
correspondentes a equilibrios limites inferiores de plastificaciio e as
facétas de escorregamento séo representadas pelos pontos R de tan-
géncia e fazem com a direcgho principal méxima, Angulos tais
como :

A I @
RS Sz— k]
391 4+2

A resisténcia eldstica & tracgfio simples ¥, e 4 compressiio sim-
ples &', sio definidas pelos didmetros dos circulos de Mohr (fig. 11)

T

p@ , : o

Fig. 11

que passam pela origem e si#o tangentes as rectas limites; a resis-
téncia eldstica aos esforgos tangenciais ou ao corte 7, é definida
pelo raio do circulo de Mohr com centro na origem, tangente as
rectas limites.

Adoptando as coordenadas de Haigh, é necessério exprimir a
condi¢io do Coulomb em funcio dos esforgos principais extremos,
que continuaremos a supor serem Sy ¢ d3, e de T, e X',.

Para isso, observe-se (fig. 12) que os tridngulos 00; K e OC'B
sio semelhantes e, por conseqiténcia, que:

|

&
&
o

(201)

=2

7

Q
&
)
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Mas:

w7 Bl
OB=CA—Bd=—% —T
2"
0.5. 1
002 == 0,8 — “9-3:“2—("1—‘:‘3)--c1
1
F_. % .
0C =5,
T

Fig. 12
Por outro lado:
B . OF
oc 0C
e
. A7 z
OF — Te— 4
2
— X
00=—=-—-%,
2
logo:
Ee 'w/a

°= 202
r,+Z, (202)
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e, finalmente, de (201) tira-se a condigio de Coulomb:

Z. '
oy —a3—=1=L, (203)
z, A
que, escrita em notagéo tensorial:
Z,
ti—tk—l—:Ze’ (204)
z,

mostra que a superficie de fronteira é constituida por geis planos,
faces de uma pirdmide de base hexagonal, cujo eixo é & eqiiisectriz
do triedro positivo de referéncia.

A condigso de Coulomb traduz com muita aproximagio o escoa-
mento plistico dos macigos com atrito interno, pulverulentos oun
coerentes. Nesse caso, a constante ¢ chama-se coesdo e a constante ¢
dngulo de atrito interno.

Fsta condiciio néio é aceitdvel para os materiais dvicteis, mas é-0
para os frigeis. '

A condigiio de Mohy-Coquot exprime a hipdtese de que as defor-
macdes plésticas se ddo por escorregamento e de que, entre a tensdo
tangencial e a tensio normal que actuam nas facétas de escorrega-
mento, existe certa relagio:

t=f(9), (205)

equagio do lugar geométrico dos extremos dos vectores representa-
tivos dos esforcos que nessas facétas determinam os primeiros escor-
regamentos plésticos, lugar geométrico a que Caquot chama curva
intrinseca de resisténcia eldstica do material. Visto que o meio é
isotropo, a curva intrinseca é simétrica relativamente ao eixo Oo¢
(fig. 13).

Se o esforco numa facdta de escorregamento é representado por
um vector cuja extremidade cai no dominio interior da curva intrin-
seca, a deformaciio correspondente & eldstica; se essa extremidade
cai na curva intrinseca, esti-se na iminéncia da produgo das pri-
meiras deformacdes plésticas, ao longo da facéta de escorregamento
correspondente. Os pontos da curva intrinseca correspondentes as
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extremidades de vectores representativos de esforcos do escorrega-
mento, hdo-de, simultdneamente, pertencer aos circulos de Mohr
principais, correspondentes aos respectivos estados de equilibrio.
Segue-se que a curva intrinseca é a envolvente dos circulos de
Mohr relativos aos estados de equilibrio limite inferior de plasti-
ficagio e, para que o esfor¢o em certa facdta, nio de escorrega-
mento, produza no corpo deformagSes eldsticas, 6 necessario e sufi-
ciente que o circulo de Mohr que define o estado de equilibrio

Fig. 13

correspondente e sdbre o qual hd-de existir a extremidade do res-
pectivo vector representativo pertenca, em todos os seus pontos,
ao dominio interior da curva intrinseca.

A resisténcia eldstica & tracgio simples ¢ 4 compressio simples
sio dadas pelos didmetros dos circulos de Mohr tangentes & curva
intrinseca e que passam pela origem; a resisténcia elistica ao corte
é dada pelo raio do circulo de Mohr tangente & curva intrinseca,
com centro na origem das coordenadas.

Como os sélidos cheios resistem indefinidamente & compressio
hidrostética, representada por pontos do eixo das abscissas, a curva
intrinseca é aberta do lado das compressdes; a abscissa do pélo da
curva, isto 6, a abscissa do ponto de intersecgio da curva com o
eixo Oc do lado das trac¢des, mede a resisténcia de atracgdo mole-
cular do material.
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Da nociio de curva intrinseca, tirou Caquot as seguintes con-
clusdes: ’

12 —que o limite das deformagdes reversiveis é unicamente
determinado pela intensidade dos esforgos principais méximo e
minimo e é independente do esfor¢o principal médio;

2.2 — que qualquer aumento do esforgo principal méximo deter-
mina aumento, pelo menos igual, do esfor¢o principal minimo;

3.2—que os escorregamentos plasticos se produzem sempre
simultineamente em dois planos, os planos de escorregamento, cuja
intersecciio tem a direcgiio do esférgo principal médio. '

O tracado da curva intrinseca de resisténcia eldstica, faz-se a
partir dos resultados de ensaios experimentais.

Para adoptar a representacio de Haigh, é indispensivel conhe-
cer préviamente a relagdo que liga o com t e determinar, em seguida,
a relagio que liga as tensbes principais extremas. Obtém-se, assim,
seis relacGes que, em notagio tensorial, se escrevem: '

t.=f(t,) (206)

e que no sistema de coordenadas de Haigh representam as seis faces
da superficie de fronteira entre as deformages eldsticas e as defor-
magdes plésticas. O volume limitado por esta superficie tem por eixo
a eqiiisectriz do triedro positivo de referéncia, é aberto do lado nega-
tivo déste eixo e fechado do lado positivo.

A pirAmide representativa da condigdo de Coulomb e o prisma
da condigio de Saint-Venant-Guest sfo casos particulares da super-
ficie representativa da condigio de Mohr, assim como as duas rectas,
concorrentes na primeira e paralelas na segunda, envolventes dos
circulos de Mohr relativos aos equilibrios limites inferiores de plas-
tificagiio, sio as curvas intrinsecas particulares correspondentes as
respoctivas hipdteses.

A condiggo de Mohr-Caquot explica com muita exactidio o
fenémeno da plastificagio dos materiais ducteis e até dos frigeis.
A sua plena aceitagiio, apenas se oferecem duas objecgSes:

1.* —a plastificacio e a ruptura dos materiais frégeis, por
traccio simples, por dupla ou por tripla tracgio ndo segue, mani-
festamente, a lei da curva intrinseca, pois néo se faz por escorre-
gamento;

9.* —a n#o intervengio do esfér¢o principal médio na produgio
das deformag8es pldsticas, aceitivel no caso do corpo tedrico, per-
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feitamente homogéneo e continuo, onde o escorregamento forgosa-
mente se produz ao longo de um plano perpendicular ao dos dois
esforgos principais extremos, mostra a experiéncia que niio se con-
firma no caso dos materiais utilizados nas construgdes, de textura

irregular, que leva o plano de escorregamento a ter direcgiio dife-
rente daquela.

A condicdo de plasticidade de Belirami exprime a hipdtese de
que os diversos estados de tensdo relativos ao inicio da fase da plas-
ticidade, correspondem ao mesmo valor da energia potencial eldstica
elementar.

O valor limite ou critico da energia potencial eldstica elementar,
além do qual as deformagdes correspondentes devem considerar-se
plésticas, pode supor-se que seja o relativo ao esférgo de tracgio sim-
ples no limite de elasticidade IT,. A condigfio de Beltraml expri-
mir-se-4, pois, atendendo a (177), por:

1

52 1 ‘
2E=ﬁ.t"’2_2mE e nt g Zt Swr @00

sendo, como vimos:
__ {0 para i=%
7|1 para i k.

Em fungéo dos esforgos principais, vird:

1
2= \/ Ztﬁ - Zk 18, 0y (208)

Esta expressiio representa, nas coordenadas de Haigh, um eli-
pséide de revolugiio, em térno da eqilisectriz do triedro positivo de
referéncia.

A condig¢io de Beltrami s se pode aplicar aos materiais cujos
limites de elasticidade & tracgdo e & compressio sejam iguais, o que
exclui os materiais frigeis.

Além disso, esta teoria limita o valor da pressio hidrostitica
compativel com as deformacGes eldsticas, o que néo é conforme com
a experiéncia.
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A condi¢do de plasticidade de von Misés-Heneky atende a esta
ultima observagio, pois exprime a hip6tese de que os diversos esta-
dos de tensdo relativos ao infcio da fase pléstica correspondem ao
mesmo valor da energia potencial eldstica despendida na mudanca
de forma do corpo por escorregamento.

Tomando como energia de comparacdo, a correspondente ao
esforgo de tracgfio simples no limite de elasticidade, a expressio
(187) permite escrever:

L2 1 1
= Y (b, —t )~ Y1 2 . 209
6@ 24 G g( i kk) +4G;zk mtk ( )

Em funcio dos esforgos principais, vird:

2zL2==:S(ti-_tk)2 (210)
ik

e em fun¢io doé esforgos tangenciais méximos:
Lrs=3m. (211)
2™ -

Esta expressiio presta-se & justificacio do enunciado da condigfo
de plasticidade, tal como o propds von Misés, pois que 0 Seu enun-
ciado como condicio de energia, que acabamos de considerar, &
devido a Hencky.

De facto, observe-se que os esforgos tangenciais méximos sfo
dados, em valor absoluto, por:

ty—tr

2

TE= )
e que é:

Y 1T,=o0.
i

Adoptando como coordenadas ortogonais os esforgos tangenciais
méximos, a condigio de plasticidade de Saint-Venant-Guest:

T,=K
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ropresenta um cubo de arestas paralelas aos eixos coordenados, com
o comprimento 2 K. A intersecgio déste cubo com o plano:

Y T,=0

é um hexégono regular, que limita o dominio dos pontos represen-
tativos de deformacBes eldsticas. Os vértices do hexdgono situados
sbbre as arestas do cubo sio pontos representativos de estados de
tensio limite, para os quais um dos esforgos tangenciais maximos
¢ nulo e os outros dois sio iguais a K; os lados do hexdgono exis-
tontes nas faces do cubo, sio constituidos por pontos representa-
tivos de estados de tensdo limite, independentes do esférgo principal
médio. Como vimos, a hipbtese de que o esférgo principal médio
niio intervém na fixacio do limite inferior da plastificagio s6 é acei-
tivel para o sélido tedrico, e por isso von Misés substitui a linha
descontinua que define o hexdgono, por uma linha continua, a cir-
cunferéncia circunserita, que limita o circulo intersectado entre o

plano:
Y 1,=0
i -

c; .a‘ esfera:
Y Tp=2K (219)

Esta relacio exprime a condigio de plasticidade de von Misés,
que se confunde com a de Hencky, para:

K:%. (218)

Nas coordenadas de Haigh, esta condigiio de plasticidade é repre-
sentada por uma superficie cilindrica de revolugio em térno da eqiti-
sectriz do triedro positivo de referéncia.

A condicfio de plasticidade de von Misés-Hencky, como a de
Beltrami, apenas diz respeito a materiais com limites de elasticidade
iguais & tracgio e & compressio. X confirmada experimentalmente
para os materiais dicteis, excepto em que implica ser ilimitado o
equilfbrio elastico produzido por tracgéo hidrostatica, 0 que é mani-
festamente inaceitével.
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A condigdo de plasticidade de Huber tem em conta esta dltima
observagdo, pois exprime a hipétese de que os diversos estados de
tensio relativos ao inicio da fase pldstica correspondem ao mesmo
valor da energia potencial eléstica despendida na mudanca de forma
do corpo, se 0 esfér¢o médio é de compressiio; e ao mesmo valor da
energia potencial eldstica total, se o esfér¢o médio é de tracgio.

A condigsio de Huber comp&e-se, pois, das condi¢des de Hencky
e de Beltrami, nos limites em que, respectivamente, se consideram
aceitdveis.

Em resumo, pode concluir-se, & face dos resnltados dos ensaios
experimentais, que s#io aceitdveis e traduzem com suficiente aproxi-
macio a realidade, as seguintes condi¢Ges de plasticidade:

a)—para os materiais dicteis, as condi¢bes de Saint-Venant-
-Guest, de Mohr-Caquot e de Huber, sendo, talvez, de preferir, dada
a sua simplicidade, a de Saint-Venant-Guest, expressa por:

ti —tkzze;

b) —para os materiais frégeis, a condigio de Mohr-Caquot que,
nas aplicagGes préticas, se pode reduzir ao caso partlcular da condi-
¢do de Conlomb, expressa por: ‘

Ty
b — tk 'E_f: <Z,.

- 9—0 PROBLEMA GERAL E O PROBLEMA PLANO DA PLASTICIDADE
(PrAsTIcO-DINAMICA) — O problema geral da plasticidade dos corpos
isdtropos consiste na determinacgio do estado de tensio num ponto,
definido pelas seis componentes distintas 7, do tensor dos esforgos
relativo a ésse ponto e pelas trés componentes 7 do respectivo vec-
tor deslocamento ou pelas trés direcgdes principais dos esforgos e
das deformagdes. Kste problema envolve, por conseguinte, nove incd-
gnitas ou até, atendendo & variabilidade do médulo de plastici-
dade @, dez.

Para o resolver, dispomos das trés equagdes gerais do equilibrio
indefinido, equag¢des de Cauchy, da forma (58):

o,
¥t 4 x,=0;
% 0%y
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das seis equagbes caracteristicas das deformacdes plééticas, da forma

(190): , _.
: ty =2 G dy;

e da condiciio de plasticidade, da forma geral (195):
f(t)=0.

Ao todo, dez equagdes, tantas quantas as incdégnitas.

Mesmo com o conhecimento das condi¢Ses aos limites, o pro-
blema 86 em principio fica resolvido, pois, a néio ser em casos espe-
ciais, se depara com dificuldades matem4aticas insuperdveis.

Entre ésses casos especiais, citam-se aquéles em que é possivel,
pelo menos enquénto se ndo consideram as condigBes aos limites,
separar o problema da determinagfio dos esforgos do da determina-
¢io das deformagBes e a que, por isso mesmo, se chama problemas
isostaticos da teoria da plasticidade. Tal é o problema plano do equi-
librio pldstico, de Saint-Venant, que em seguida vamos considerar.

Um problema plano de plasticidade é um problema de lensdes
planas ou um problema de deformagdes planas. Num, como no outro,
admite-se que uma das direcgdes principais é constantemente para-
lela a uma direc¢io fixa. Adoptando a notagdo habitual, suporemos
que a direcciio fixa é a do eixo dos 2z e que os estados de tensfio e
de deformaciio se reproduzem, idénticos a si mesmos, em qualquer
translaciio paralela a éste eixo; isto §, que as componentes dos esfor-
cos e das deformagSes sio independentes de 2.

Quere dizer, serd:

T =T, =0, o (21
logo: : : :
Tys = Ton =10 (215
e:
0Tew — OTys — 09, —0. ©16)

0z 0z 0z
As equagtes de Cauchy reduzem-se, pois, no problema plano, a:

00, 0t

=0
ox oy 217)
ot oo
— 4t =0,

ox .0y

sendo 1= Ty
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No caso das tensdes planas, visto que é:
0, =0, (218)

a condi¢io de plasticidade nfio contém seniio o4, o, e t; no caso das
deformagdes planas, é:

L= _4%_%4%+gn=m 219)

donde: - _
%:%m+%) . (220)

e, por conseqliéncia, a condigdo de plasticidade também n#o contém
genéo oz, 9, e T.

Verifica-se, assim, que no problema plano da plasticidade o con-
junto das equagSes de Cauchy e da condigio de plasticidade forma
um sistema de trés equagdes a trés incégnitas, independentes das
deformagdes: o problema, em principio, é isostético.

Suponhamos que, por exemplo, se adopta a condigio de plasti-
cidade de Saint-Venant-Guest. A equacio (220), aplicada aos esfor-
¢os principais, pode escrever-se:

1
°3=’é‘(°1+°2) (221)
e as trés tensSes tangenciais correspondentes serfio:
1 1
T(——(6g—0y)=—=—(0y—0C
1= (95 —0) 5 (0102

r2=§<cl —oa)=§<cl—cz> (222)

1

Tg=—(0s—0C
3=5 (e —a)

e a tensio t3 é a maior em valor absoluto, no caso das deformagdes
planas.
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No caso das tensdes planas, é:

'tl:'—'}"oz
2
1
Tz=+-2—°n (223)

3= +‘%‘(°2'—'°l)

e e G; @ Oy sio de sinais contrérios, como geralmente sucede, ainda
neste caso é T3 maior em valor absoluto.
A condigio de plasticidade de Saint-Venant-Guest serd, pois,
em ambos 03 casos:
g;—01=2xX,, (224)

ou:
N2

(02—2—01)2=(%;°y)2+.¢2= L; . (225)

As trés equacles que resolvem o problema da determinagéio dos
esforgos siio, pois:

09 4 O _ 0

ox oy

LI (226)
oz oy

(0s—ay)t 4 =TL 2.

A integragio déste sistema de equagdes faz-se, por exemplo,
introduzindo a fungdo de Airy ou fungdo das tensdes F (z,y), como
em elasticidade. Pondo:

o F otF RN
= y cy — 3 T=— ’
oyt ox? dxoy

(227)

e

as duas primeiras equacdes do sistema (226) séo satisfeitas e a ter-
ceira transforma-se em:

2 2 F\2 TF\2
(a F_BF) 4(817):282 228)
oy* Ox? ox oy
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e, conhecidas as condi¢Bes aos limites, a integracio desta equagio
permite determinar F e, por conseqiiéncia, 0x, 9, e t. Mas, para
isso, é indispensivel que essas condigdes aos limites sejam indepen-
dentes das deformagGes, 0 que nem sempre sucede.

No caso mais geral, h4, pois, que associar as trés equagbes (226),
mais as trés equacgGes caracteristicas das deformagBes pldsticas:

— du
¢/, =20 —
* ox
, — v
oly=2G — (229)
oy
. — (;’(ﬁi_l_?i)
ox oy

e o problema plano complelo, estdticamente indeterminado, é resol-

vido por seis equagBes a seis incégnitas. O niimero de equagbes e

de incégnitas pode ser reduzido a cinco, se observarmos que é:
oly—a'ly =0y —0y (230)

e, que, por conseqiidncia, as trés equagdes (229) dio:

v ou

Oy — % __ 61{ Baf ) (231)
2w B
oy ox

Se a esta equagho juntarmos a equagio de continuidade (131),
o sistema de equagSes que resolve o problema plano completo da
plasticidade, é o segninte:

0o, Bt _ B ou
ox oy oy—% _ Oy o=
: 21 ou v
0t 4 %% _ g o T, @9

or | oy oy
ou

by — 0, )2 4t2=7x3 = =
(G0 —0y)*+4=1, ox oy .
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o permite determinar as trés componentes dos esforgos o, o, e <
e as duas componentes u e v do vector velocidade de deformaco,

10 —O PROBLEMA DA PLASTICIDADE, NO CASO DAS DEFORMAGOES
MUITO PEQUENAS E LENTAS (PLASTICO-ESTATIOA) — O problema pléstico,
tal como o temos pdsto até agora, 6 um problema de dindmica, de
pldstico-dindmica, no qual se procura caracterizar o estado de tensfio
e o estado de deformacdo dos pontos de um corpo que entraram na
fase de escoamento pldstico, em cada instante dessa fase do processo
de deformagdo. Quere isto dizer que, até agora, nio limitimos a
grandeza das deformagGes, desde que caibam na fase de fluéncia,
e temos considerado a velocidade com que se produzem.

1 aste o problema da puncionagem, o da embutidura, o da lami-
nagem e outros semelhantes, todos caracterizados por muito grandes
deformag®es, mas nio é o das estruturas resistentes das construcses
civis e das obras publicas, onde as deforma¢des sio muito pequenas,
e cujo eguilibrio sob a acgio das solicitagSes de servigo interessa
garantir. Nessas estruturas, o problema pléstico é, pois, um problema
de estdtica, de pldstico-estitica, e havemos sempre de o considerar
como simples perturbagio, no problema geral do equilibrio elasto-
-estdtico, onde o fenémeno eléstico ¢ preponderante. De facto, numa
estrutura bem proporcionada devem ser eldsticas as deformag8es pro-
duzidas pelas cargas e sobrecargas normais e, onde quer que deixem
de o ser, sempre as deformagBes plésticas se poderfo considerar loca-
lizadas e afectando o equilfbrio eldstico apenas como térmos de cor-
rec¢io que, alids, é indispensivel ter em conta.

Daqui resulta que, no célculo das estruturas, s6 interessa con-
siderar as deformag8es pldsticas muito pequenas e muito lentamente
aplicadas, isto é, as que pertencem ao dominio da pléstico-estdtica.

Vejamos como é que, nesta hipdtese, se alteram as expressSes
anteriormente deduzidas.

O vector velocidade é, como vimos, dado por:

—_— .

V= = —

dt
o sendo as deformagBes num ponto, fun¢des das coordenadas do ponto
—

e do tempo, as componentes de v seriio:

. du‘ au dx 81,.&‘. ou. .
= Y u,. 233
dt Z om, dt ~ ot +§ o, x99

&
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Ora, sé n#io se consideram senfio as muito pequenas deforma-
¢Jes, produzidas a muito pequena velocidade, os térmos do soma-
tério do segundo membro desta expressio serfio despreziveis em
presenca do restante e poderid escrever-se:

. dz'o'. Ou,; )
Uy=—=— (234)
dt ot

e, por conseqiiéncia, as componentes do tensor das velocidades de
deformagiio virdo dadas por:

- 1w ou
o=t (B )

2 Bxk oz,
de.,.  De,. od,
=i< sk kt)= sk , (235)
2\ ot ot Y

expressio que se obtém de (125), substituindo os sinais de derivada
total pelos de derivada parcial e indicando com d,, que as defor-
magdes sio pldsticas. Conclui-se que, desprezando infinitamente
pequenos de ordem superior, é:

dy=d, At . (236)

e a expressio (193) aplicada s deformagSes muito pequenas, que se
produzem & muito pequena velocidade, no fim do mesmo tempo At,

pode escrever-se: - 1
2d,, = _EE (Bt — a"é.-'" t) - (237)

Na notagfio habitual, ser4:

SR LI T

— L or=01 238)
By Ly (
* 1 1 -
= _[°w—_(°y+°~)] Tys = — Tyz
3G 2
- 1 . 1 — 1
= [0, ——(0, 45 =—T1 239
&y 5T [oy 5 (9: + ow)] Ve = x (239)
- 1 —
& = —[0; ——(0x + 0y)] Yoy = = Tay
3G
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A lei que relaciona as pequenas e lentas deformagbes plésticas
com os esforcos é, por conseqiténcia, idéntica a lei de Hooke gene-
ralizada, salvo em que o mddulo de plasticidade G 6 varidvel no
espago e no tempo, enquanto que os mddulos de elasticidade lon-
gitudinal e transversal, E e G, sfio constantes. Como a variagio
de @ niio 6 conhecida, segue-se que niio é possivel, em plasticidade,
determinar os esfor¢os em fungiio de deformacdes medidas experi-
mentalmente. O estudo experimental das deformacdes plésticas hé-de
fazer-se & custa da determinaciio das linhas de escorregamento, tra-
jectérias dos esforcos tangenciais méximos, que aqui néio considera-
remos, visto que apenas nos interessa o estudo das pegas prisméticas,
a conduzir por via analitica.

O problema matemdtico estd, de facto, perfeltamente determi-
nado, tal como no caso da plistico-dindmica, com a sxmples subs-

tituicho das componentes da velocidade de deformagho dw pelas
componentes da deformacio pldstica d

H4 s6, em cada caso concreto, que estabelecer as condigdes aos
limites, entre as quais aquelas a que devem satisfazer os esforgos e
as deformacdes nos pontos da superficie de separagio ou de fronteira
entre o dominio dos pontos do corpo onde as deformagdes siio elds-
ticas e aquéle onde as deformagBes sio pldsticas: por um lado, as
componentes dos esforgos devem ter os mesmos valores quando ava-
liadas pelas leis da elasticidade e pelas da plasticidade; por outro,

as deformacdes devem sofrer variagdes continuas na passagem de
um para o outro dominio.

E o facto de estas condigbes aos limites dependerem das defor-
macGes, que torna hiperstitico o problema geral da plasticidade. No
caso em que as deformagSes sio muito pequenas e as eldsticas sio
despreziveis em presen¢a das plisticas, as superficies de fronteira
devem considerar-se como indeformadas e o problema da determi-
nagdo dos esforgos é isostatico.

Nao & éste, como dissemos, o caso das estruturas onde, ao con-
trario, as deformac8es eldsticas siio preponderantes e intervém nas
condigBes aos limites, o que torna o problema estiticamente inde-
terminado.



CAPITULO II

O equilibrio elasto-plastico das pegas prisméticas

11 — O proBLEMA DE SAINT-VENANT GENERALIZADO — Indicado
como se pSe em equagio o problema geral da plistico-dindmica e o
da pléstico-estitica, e esbogado o esquema da solugio matemitica
nalguns casos em que §é susceptivel de simplificagiio, interessa efec-
tuar o estudo do equilfbrio elasto-pldstico das pecas prisméticas, de
utiliza¢iio universal e constante na construcio.

E &ste o problema de Saint-Venant generalizado, pois que
mais néio é do que a generalizagio & pldstico-estdtica do pro-
blema de Saint-Venant do equilibrio eldstico das pecas pris-
méticas.

Chama-se pega prismdtica (com mais rigor ou generalidade, se
devia dizer cilindrica) um sélido gerado por uma superficie plana,
de forma qualquer, que se move no espago de maneira que a trajec-
tdria de cada um dos seus pontos é uma recta de direc¢io normal
& superficie geradora, superficie a que se chama secgdo transversal ou,
simplesmente, seccdo da peca prismética. Sup8e-se que as dimensGes
da peca prismdtica sio pequenas relativamente ao sen comprimento
e que o material que a constitni é isétropo.

A superficie geradora néo é necessariamente homogénea, quere
dizer, pode ser constituida de virios materiais, desde que cada um
dos elementos de drea de diferente natureza gere, do modo atrds
indicado, uma peca prismitica elementar, homogénea. A pe¢a pris-
mética que consideramos pode, pois, ser o conjunto de virias pecas
prisméticas de diferentes materiais, de eixos paralelos, perfeitamente
coincidentes pelas suas superficies laterais e constitmindo um todo
indivisivel. Isto implica que a deformacio da pe¢a hi-de ser homo-
génea em todos os seus elementos e, analiticamente, tudo se passa



92

como se também a secgiio transversal fosse homogénea e cada ele-
mento de drea d2, constituido de material com médulo de elastici-

E,
dade E; fOsse ampliado de —E’i’ sendo K o médulo de elasticidade

do referéncia, da pega prismitica. B o caso do betio armado, em
que a drea da secgiio transversal da armadura deve ser multipli-

E
cada pela relagdo mz?“, entre 0 seu mdédulo de elasticidade

e o do betHo. ’

A estrutura das pecas prisméticas é, por conseqtiéncia, fibrosa
e por isso se chama fibra longitudinal & trajectdria de cada um dos
pontos da secgio geradora e, particularmente, fibra média ou eixo
médio, & trajectéria do centro de gravidade da secgio. Nesta, também
hd a considerar fibras transversais, que se caracterizam pela sua
direcgiio, e que sfo os lugares geométricos dos pontos da secciio,
eqiiidistantes de certo eixo de referéncia.

O que se vai dizer, aplica-se s pecas agora definidas, de eixo
longitudinal rectilineo, e as de eixo curvo, geradas de maneira
semelhante, mas com raio de curvatura muito grande em relagio as
dimensdes transversais.

No problema de Saint-Venant, supSem-se nulas as forcas de
massa das pecas prismiticas e admite-se que as forgas de solici-
tagio exterior s6 estdo aplicadas nas bases, onde, exclusivamente,
se fazem as ligagles com o exterior. A ‘superficie lateral da pega
prismética n#o fica, assim, sujeita a qualquer constrigio ou solici-
tacdo exterior.

Adopta-se como origem das coordenadas ortogonais de refe-
réncia, o centro de gravidade de uma das bases e admite-se que
0 eixo dos 2z coincide com o eixo longitudinal da pega; os eixos
dos zx e dos yy, existentes no plano da base que contém a origem,
tomam-se coincidentes com o0s seus eixos principais centrais de
inéreia.

A solicitagio exterior supde-se, como dissemos, exclusivamente
aplicada nas bases e hd-de sastifazer & condigio de que o esférgo
resultante em qualquer elemento de 4rea paralelo ao eixo longitu-
dinal da pega se reduza & componente tangencial paralela ao mesmo
vixo. Em qualquer ponto deve ser, por conseqiiéncia :

o, =0 =1, =0. (240)
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Admitindo que as forcas exteriores aplicadas num corpo pro-
duzem esfor¢os que excepto na imediata vizinhanga dos seus pontos
de aplicaciio, se podem considerar apenas dependentes da resultante
das mesmas for¢as e nfo da sua distribuicéo, as trés componentes
néo nulas:

%, Tye © Tow

dos esfor¢os nos pontos de certa seccio da pega prismética, & dis-
tancia z da origem, definem completamente o estado de solicitacio
exterior. De facto, aquela hipdtese, conhecida por hipitese de Saint-
-Venant, lova a concluir que, se supusermos a pega prismatica
cortada pela referida secgio, cada uma das porcBes isoladas pelo
corte hi-de estar em equilibrio sob a acgdo de esforgos iguais e de
sinaig contririos aos que, através da secgdo, transmitia & outra, e das
forcas exteriores que lhe estfio directamente aplicadas. Ora estas for-
cas t8m por resultante uma fér¢a que, relativamente ao plano da
secgio, se pode decompor em uma for¢a normal N e outra tangen-
cial 7. A férga normal é eqitipolente do sistema constituido pela
férca normal de igual intensidade N, aplicada no centro de gravi-
dade da secgio, e dos momentos M, e M, relativamente aos eixos
principais centrais de inércia da secgio ou momentos de flexdo em
relacio aquéles eixos; a foér¢a tangencial é eqﬁipolente do sistema
constituido pelas suas componentes nas dlrecqoes dos eixos principais
centrais de inércia, T, e T, aplicadas no centro de gravidade da
seccio ou esforgos transvemos componentes, e pelo momento M, rela-
tivamente ao centro de gravidade ou momento de for¢go.

Temos, assim, que a solicitagio exterior aplicada na porgéo de
peca prisméitica situada a um lado da secgHio, é definida pelas seis
componentes da solicitacdo, relativamente aquela secgéo:

a) — a forca axial ou esforgo axial V;

b) — os momentos de flexiio relativamente a cada um dos eixos
principais centrais de inércia, M, e M ;

¢) — os esforgos transversos componentes na direcgio de cada nm
daqueles eixos, 1, e T ;

d—o momento de torqao relativamente ao centro de gravidade
da secgdo, M,.
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E a hipétese de Saint-Venant diz que, se a sec¢io nio estd
situada na imediata vizinhanga dos pontos de aplicagio da soli-
citagio exterior, deve ser:

| N =fczd9 T, :ftmd.sz
M,={o,yd? Ty = [0 (241)
Myzfczde M, =f(tyzy—tzmx)d£2’ :

estendendo-se os integrais a toda a secciio 2.

O estudo das pegas prisméticas tem por fim a determinacio dos
esforcos interiores e das deformagdes, definidos pelas suas compo-
nentes, conhecidas que sejam as componentes da solicitagio.

Em elasticidade, Barré de Saint-Venant resolven o problema
em ordem inversa, pois que, partindo das componentes das deforma-
GOes e tendo-se assegurado de que elas satisfaziam &s condigBes de
compatibilidade, calculon as componentes dos esforgos e, a partir
delas, as componentes da solicitagio. Mas s6 depois péde definir
convenientemente o estado de deformaciio do sistema: esta a razio
por que o método- de Saint-Venant é conhecido por método semi-
-inverso. "

Na aplicagio do método semi-inverso ao estudo do equilfbrio
elasto-plstico das pegas prismaticas, além das hip6teses que indicé-
mos e 580 comuns ao problema em elasticidade, admitiremos mais
que, naqueles pontos de cada secgiio transversal onde se atingiram
as deformagBes plésticas, certa fracgio da deformagciio total & eldstica,
quere dizer, desaparece quando cessa a ac¢io da solicitagio exterior.

Esta hipdtese é, como dissemos oportunamente, confirmada pela
experiéncia e equivale a admitir que a deformagfio total num ponto
é a soma de certa deformagcio eléstica e de certa deformacio plastica,
ambas produzidas sob a ac¢io do mesmo esférgo:

— o ] EE
C=ete=— T:cE 7
E B
T (242)
- GG
P=1+7="+—==: ,
G 64 GG
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sendo: B 2(1 —l—i) Q
m
_ _ (243)
E=34d.
No problema de Saint-Venant generalizado ao equilibrio elasto-

-pléstico das pegas prisméticas, as componentes dos esforgos em cada
ponto de uma sec¢io transversal serfio, assim:

o, = cy=‘txy=0
o=, B= (6, —F,) B=¢, —~

E4E

_ Iz (244)

tyzz'{ysz(I‘yg—*{yz)G=Pyz GG_

G+G
- = . Gaq -
Tzw=72m0=(rzw_7m)azlzx - ?

G+ G

e hio-de_satisfazer as equaq6és de Cauchy (59)‘ que, neste caso, se
reduzem a:

o, —0
- 9z :
0T
¥ —0 (245)
0z
ot ot o0
L) + 2y + 2 =0.

oz oy 0z

Derivando a tltima em ordem a 2z, vem:

o o1, n o or, i 0%, 0
9z ox 9z Oy 822
Mas, atendendo as duas primeiras e & simetria do tensor dos
forgos é: .
estorg B, _ 0 B, _
02 Or ox 0z
(246)
0 o1, _ o or, —0

0z oy oy oz
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e as equagdes de Cauchy ficam:

ot
¥ =0, (247)
0z

2
acz_

o2

As componentes da deformacéo:

- 1 1- 1 1

—¢ g mm—aig —rg=—0|— f—
=ttt m 2" '(mE+2E)
- 1 1- 1 1
A R R v

(248)

.+

Q= @Al Ql|-
R g

N’

_|_

Il
o)

A~ N "
QDI!—* Q|H CDI'-—‘
+
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hio-de, por um lado, satisfazer is equagGes de compatibilidade:

o?¢,  ofg, _ otl,,
022 oy? Oy 0z
agez azem azpz.v
Ox? 022 oz oz
0%¢g, n o%g, _ GLY Y
0y? 0x? Ox oy
Oy 0z ox 0z oy ox
2%, _ @ (aI‘yz +1P3y__ aI‘m)
Ox Oz oy ox 0z oy
9 d%¢, _ 0 (ar‘m 4 ol _ BI‘W)’
Ox 0y 0z oy ox 0z
que agora se reduzem a:
02€, o%g, _ 82l
022 oyt Oy 0z
0%¢, oG, L
dac? 92 Bwoz
6 %6, _,
oy? dx?
azem — 0 apzw _ aFyl
oy 0z ox oy ox
ot¢, . 8 (o, or,,
oxdz oy ox oy
9 o%¢g, _ 0 o', n or,,
ox oy 0z oy ox

(249)

(250)
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O método semi-inverso consiste, entdo, em atribuir a G,, Fyz
o I',,, expressdes que satisfacam a (250), deduzir delas, por (244), as
expressGes de o, T @ T, € 3 custa das equacdes de equilibrio inte-
rior (241), determinar as constantes que definem G,, I',, e I',, e, por
_conseqiiéncia, 6, T, © T Ticam, assim, conhecidos os valores das
componentes das deformagdes e das componentes nfo nulas dos esfor-
¢os, e a integragio das equagdes diferenciais (19), aplicadas &s deforma-
¢Ges totais € e I', permite determinar as componentes w, v e w do vector
deformacio, desde que sejam dadas as condicBes iniciais do problema.

Tiste método conduz a resultados exactos naqueles casos de solici-
tagio em que a distribuicfio dos esforgos é a mesma em todas as secgdes
transversais da pega prismética, isto 6, nagueles casos em que as com-
ponentes dos esforgos e as das deformacGes sfo independentes de 2,
mas s6 se pode aplicar comodamente nos outros casos de solicitacio,
como veremos, & custa de uma hipdtese aparentemente grosseira que,
no entanto, é legitimada pela aproximagéo dos resultados obtidos, em
comparagio com os que decorrem de medidas experimentais.

H4, assim, que fazer disting¢éo fundamental entre solicitagSes
constantes ao longo da peca e solicitagBes varidveis de seccdo para
gecgio transversal.

Se as componentes dos esforgos, varidveis dentro de cada secgio
transversal, sio as mesmas em todas as secqdes, resulta que o médulo de
plasticidade G se pode considerar independente de 2 e varidvel apenas
com x e . A constincia de @ (e, por conseqiiéncia, de E) com 2 permite
sintetizar em expressbes simples, as condigBes de equilibrio dos esfor-
gos e de compatibilidade das deformagdes, anteriormente escritas.

Na realidade, de ser o, independente de 2, resulta:

20 ) E
_iz_( EE_ ez)=0, (251)
oz a2z \E+E

o que verifica a ultima equagio de Cauchy (247); tirando de (248),
€, em fungho de G, @ €, enconfra-se: '

0 0 E
i=__( amEE_ ex)zo
0z 22 \ mE-4+2E

oo ) E
A =___( 2mEL_ ey)=‘0
oz 2z \ mE+42E

(252)
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e, dada a constincia de E com 2, estas expressdes permitem es-
crever:
o€, o€, o€

== poamed hd — 0. 253
0z 0z 0z (258)

As duas primeiras equa¢Ges de Cauchy (247), atendendo is
expressdes de 7, e T, (244) escrevem-se, por sua vez:

? ? e
T :f_( Ga_ rm):o
0z 0z G+ a

] (254)
5 —
e ( G& r |=o0

02 0z \ @+ @ Y

ou, como G n#io varia com 2:

or,, ol , -
oz 9z ' (255)

Por outro lado, é:

oI, 2 ol

Oy 0z o oy " 0z o

a 2 I‘Z"D a aI‘Gw

0x 0z -a_x 0z

(256)
a arzm a arzm

o oy _?y— 0z

o or,, 0 oI,

Bz dx oz oz

o a lultima equa¢io de compatibilidade (250) e as duas primeiras
associadas com (253), permitem escrever:

o?¢, ofg, o€,
= " = -=0, (257)
oy? 0x? oz dy




100

As condigBes (253) e (2b7) exprimem que G, deve ser do pri-
meiro grau em z e y, independente de 2z e do produto (xy), de
modo que a expressio geral de G, serd da forma:

g,=vz+py+>, (258)

gsendo v, p e A constantes.
Desta maneira, as trés tltimas equagdes de compatibilidade (250)

reduzem-se a:
3 (e M)

oz \ oy ox
o (ol oI'
— ( vz "’) =0 (259)
oy \ Ox oy
i (& + ﬂ) =0,
0z \ oy ox

donde se obtém, por integragio:

O — a_rzﬁ. =—A4,
oy ox
ou:
or,, or,

=4, (260)

sendo 4, constante, e:

al‘lm aFyS
+—"==f(z,9) (261)
oy ox

sendo f,(2, y) funglo de x e y.
Resolvendo o sistema constituido pelas equagdes (260) e (261)
encontra-se, integrando:

=fi(e,0)+ 4,3+ B
) (262)
I‘w =f2(a:,y)——2—Aoy+ c,
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sendo B e O constantes e fi(x, y) e fy(x, y) fun(;oes de x e ¥ que
satisfazem & condigdo:

0 )
i — of2 . (263)
ox oy
Esta condigiio verifica-se, se for:
of
hHlz,y)=—
oy
264
y (264)
f2 (.CL', ?/) =
ox

onde (2, y) também é uma funcio de « e y, de modo que, fazendo:

A= LAo,

2
vem, finalmente:
o + A+ B
= @
Yz ay
265

of (265)

' =——4 C.
Y Y-+

A terceira equagio de Cauchy (245) impde, atendendo a (244),
que I' e I satisfagam & relagiio:
or or —_ a?:m + a_fyz .
ox oy Ox oy

(266)

Se as componentes dos esforgos sio independentes de #, con-
clui-se, assim, que as componentes das deformagdes hio-de ser fun-
¢Ges das formas gerais (258) e (265), satisfazendo a (266).

No caso de as componentes dos esfor¢os serem fungdes de 2,
j& nio & legitimo considerar o médulo de plasticidade @ invaridvel
com 2 e isso impede a integragio das condi¢Bes de equilibrio e de
compatibilidade. A solugio do problema de Saint-Venant pode, no
entanto, generalizar-se ainda a &ste caso, desde que se fa¢a a hipé-
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tese de que, na fase pldstica, a relagio entre as deformagdes linea-
. . , . 1
res em direc¢Bes ortogonais é o mddulo de Poisson — (1), como na

fase eldstica; isto é, desde que, em vez de ser:

- 1-
e, = 2,

€

conforme exige a admitida mvanablhdade do volume nas deforma-
¢Bes plésticas, seja:

e, =——¢ (267)

€

como em elasticidade.
Esta hipétese, que também se pode exprimir por:

1
Ga_a—':ey:—_,gez; v (268)

& aceitdvel em critério de grande aproximagio, visto que, como jd
dissemos, as deformagBes plésticas sio tio pequenas que as consi-
deramos infinitamente pequenas e, nas construg¢Ses bem proporcio-
nadas, sempre as deformagses eldsticas sdo preponderantes. Segue-se
que, nos estados de equilibrio elasto-pléstico que estudamos, as defor-
macdes plisticas constituem como que mma simples perturbacio do
equilibrio eldstico inicial e parece razoivel, para efeito das aphca-
¢bes priticas, admitir que se mantenha o coeficiente de proporcio-
nalidade de Poisson. _

A solugio do problema vem, assim, afectada de um érro que
os resultados experimentais mostram ser da ordem de grandeza dos
que habitualmente se cometem no estudo da resisténcia dos mate-
riais el4sticos e que, por isso mesmo, é compativel com as condi-
¢Bes técnicas da construgio.

Admitida a rela¢ioc (268), vejamos que conseqiiéncias daf advém,
para as condi¢les a satisfazer pelas componentes da deformagio.

(1) Colonetti alarga esta hipétese mesmo ao caso em que as componentes
dos esforgos (e das deformagdes) sio independentes de z. Acabamos de ver que
nesso caso, ela é dispensével.
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A dltima equagio de Cauchy (247) permite, imediatamente,
escrever:
d%e, 0%g, 0%,

= =0
022 022 0z%
02%e o%¢ 9%¢,
Y — Yy — ¥ =0 (269)
022 022 0z2
d%e, 0%g, 0%,
922 9z% 022 ’
e as duas primeiras fornecem, por seu lado:
6Tzw . arzm _ a?n' =0
0z Oz 0z
B (270)
axw _ al‘yz . ayy, _o.

0z — 0z 0z

Das equagBes de compatibilidade deduz-se:

o, 0%, o,
o2 Ox? ox?

9%e 92¢ 9%
L2 5 _ = 0 (271)

oy? oy? oy?

dze, oG, 0%

2

dxdy  Owdy owdy

As condigtes (269) e (271) mostram que ¢, é fungéo do pri-
meiro grau em &, ¥ e 2, independente do produto (xy); e da mesma
forma serd ¢, se for:

G=ve+py+r+ (et p'y+1)e, (272)

onde v, i, A, v/, 1/ e A’ sfio constantes.
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, E atendendo a (268), a quarta e quinta equagdes de compatibi-
lidade (250) ficam:

i) (a[‘y, arw):_z o2,

o \ O oy / m dyodz
273)
oy \ oy o/ m owdz

S#o estas as condicdes a que devem satisfazer as funges I,
e I‘ . que, em virtude de (270), devem ser independentes de 2.

A terceira equacio de Cauchy (245), atendendo a (244) e (161),
impbe que entre as componentes das deformagSes se verifique a
- relacio:

of,, . of, ( 1) o€ o, o,
Yz ol 1 o z __ 22 yz
ox T oy T + m/) 0z ox + oy t

( 1) de,
+2l14—= .
m 0z

No caso de a solicitacio ser varidvel ao longo da peca, e desde
que se suponha verificada a relagiio (268), as componentes das defor-
mag8es hio-de, pois, satisfazer as relagBes (272), (273) e (274).

(274)

Assim fica generalizado ao equilibrio elasto-plistico das pegas
prismiticas o problema de Saint-Venant, que permite determinar,
em fun¢io das componentes da solicitagio exterior, as componentes
dos esforgos em qualquer ponto das secgBes transversais e as com-
ponentes do respectivo vector deformaggo.

Indicamos, em seguida, as solug¢8es do problema de Saint-Venant
generalizado, para as solicita¢Bes que habitualmente se consideram
na técnica da construgio: a flex#io, a tracgdo, compressio e tor-
¢io, simples, e as suas combina¢ies miituas ou com esférgo cor-
tante. Na solicitagio mais complexa que, como se verd, é a flexio
desviada composta com torgdo, esfor¢o axial e esfoérgo cortante, o
esfor¢o em cada ponto de uma sec¢iio transversal é definido peles
trés componentes nfio nulas o, 7 e T,.; no caso de solicitagSes

2! ys
menos complexas como as de compressao ou tracqao sunples, flexio
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simples, flexio desviada, flexéio desviada composta com esforgo
axial, apenas nio é nula a componente o, do esforgo, enquanto
que no_ cago da torgdo simples, 6 as componentes 1, e T, sio dife-
rentes de zero.

Vamos analisar cada um déstes trés grupos de solicitagdes, a
comegar pelo mais simples, sob o ponto de vista das condigBes a
satisfazer para se atingirem as deformacdes pldsticas.

a) —Se apenas a componente s, do esférgo é diferente de zero,
qualquer das condi¢des de plasticidade atrds indicadas & satisfeita
quando a intensidade de o, atinge a do esforgo normal no limite de
elasticidade do material, que se toma como esfér¢o de comparacio.

A condicio de Saint-Venant-Guest reduz-se a:

5, <E, (275)
ou:
—z,/ 25,25, (276)

conforme o esfor¢o de comparagio é§ o mesmo ou é diferente, para
a tracgfio e para a compressio. E a estas expressdes se chega tam-
bém, a partir das condigBes de plasticidade de Coulomb e de Mohr-
-Caquot. A condigiio de plasticidade de Beltrami e a de von Misés-
-Hencky escrevem-ge:

s, <LI,

e implicam a hipdtese de que as tens8es de comparagio tém a mesma
intensidade na tracgiio e na compressio.

Verifica-se, pois, que tddas as condi¢des de plasticidade, qual-
quer que seja o critério a que obedeceu a sua fixagfo, consideram
como de inicio das deformagles pldsticas num ponto, aquéle ins-
tante em que o esforgo normal nesse ponto atinge a intensidade
do esforco de comparagiio, a qual niio é excedida quando as defor-
magdes aumentam: as deformagles pldsticas fazem-se sob esforgo
constante,

Evidentemente que esta hipétese nfio tem em conta o aumento
de resisténcia do material, devido ao fenémeno do endurecimento a
frio e traduz-se, graficamente, pelo diagrama da figura 6: & zona O 4
correspondem as deformagdes eldsticas e & zona A B as deformagdes
plasticas.
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b)—Se a componente o, é nula e sio diferentes de zero as com-
ponentes T, e T, , em cada ponto da secgfo transversal actua o
esforco tangencial (unitdrio) resultante:

c= V5 24Tt 277)

A condigio de plasticidade de Saint-Venant-Guest estabelece
que as deformag3es sio eldsticas, enquanto for:

expressio que também traduz a condigio de Coulomb e a de Mohr-

-Caquot.
A condigio de Beltrami é oxpressa, atendendo a (161), por:
m
T _— 279
< e\/2(111+]) @79)
1 1
ou, para - - =-—-, por:
— o e
t<1,2 <5 =12K. (280)

A condigido de von Misés-Henclcy escreve-se:

1 b
1223\/%% 1,25:1,2 K. (281)

Verifica-se, assim, que tédas as condi¢des de plasticidade sio
idénticas qualitativamente, e até que pouco diferem quantitativa-
mente. Nao h4, pois, divida de que se pode afirmar que as defor-
macGes plisticas num ponto da secgio tém inicio quando o esférgo
tangencial resultante atinge certo valor limite que ndo é excedido
quando aumentam as deformagGes, desde que, evidentemente, se
nido tenha em conta o fendmeno de endurecimento a frio do mate-
rial. O diagrama das deformagdes em fungiio dos esforgos é ainda,
neste caso, semelhante ao da figura 6.
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¢) —Se sio diferentes de zero as trés componentes do esforgo
num ponto da secgio transversal o, T,z © T,y 8 condigio de plasti-

cidade de Saint-Venant-Guest escreve-se, atendendo a (116):

% ez e K 282

n +1r < g — (282)
ou: .

6244122 52, (283)

onde t é o esforgo tangencial resultante (277), na seccio.
A condigio de Coulomb exprime-se por:

T e w3
e VET,———to sy

e a de Mohr-Caquot, por:

c? 4
- \/“;_4_12 =JJCAY (285)

A condigio de Beltrami escreve-se:

m - m
—_02 12 E . 286
\/2(m+1) SRS 2m 41 ¢ (286)
ou ara_——’]:"
y P '3-
\/3 % ezl (287)
_— T —_— .
5 4 TU<7

A condigio de plasticidade de von Misés-Hencky traduz-se por:
o243 < L2 : (288)

Assim se verifica que, neste caso, as condi¢Ses de plasticidade
diferem umas das outras, tanto qualitativa como quantitativamente.
No entanto, se ns esforgos no limite de elasticidade & tracgiio e &
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compresséo sdo iguais, a condi¢io de Coulomb é idéntica 4 de Saint-
-Venant-Guest e, adoptando a primeira (ou a de Mohr-Caquot) para
os materiais frigeis e a segunda para os ducteis, podemos afirmar
que as deformagSes plisticas num ponto da secgiio tém inicio quando
o esférco tangencial médximo nesse ponto:

c 2
r,m=\/ =

atinge certo valor limite, que n#io é excedido quando o material
tem idénticas caracteristicas elsticas & traccio e & compressfo, ou
que varia com a intensidade do esfor¢o normal, tanto mais rapida-
mente quanto mais divergem essas caracteristicas; no primeiro caso,
o do ago, o diagrama dos esforcos-deformagdes & idéntico ao da
figura 6; no segundo caso, nos materiais de caracteristicas seme-
lhantes &4s do ferro fundido e do betdio, o diagrama real dos esfor-
¢os-deformagBes traduz leve aumento dos esfor¢os quando aumentam
as deformagBes pldsticas, e é favordvel & seguranga adoptar, ainda,
diagrama tedrico semelhante ao da figura 6.

E desta hipitese que partimos para o estudo do equilibrio
elasto-pldstico das pegas prismdticas: que o diagrama dos esforgos-
-deformagdes 6, em qualquer hipdtese de solicitagio, semelhante ao
da figura 6.

12 — FLEXA0 DESVIADA OCOMPOSTA COM ESFORGO AXIAL. — Se
fizermos: _
€, =¢, ¢, =vetpy4 2
r,.=,.+1,.=0 (289)
I‘zw=sz+ sz=0’

onde v, p e M sdo trés constantes muito pequenas (1), as condi-
¢bes (258) e (26D) sdo satisfeitas. Em virtude de (244), vem:
T, =71,=0 (290)

yz

(1) Designamos por constante muito pequena, uma constante cujas potén-
cias do ordem superior 4 primeira sfo despreziveis relativamente s do primeira
ordem,
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e, por conseqiiéncia, a resultante dos esforgos em cada ponto da
pec¢a prismética reduz-se & componente ,, normal & sec¢iio transver-
sal que contém o ponto, e a condigio de plasticidade é satisfeita
quando a intensidade dessa componente atinge a do esfor¢o normal
no limite de elasticidade do material, tanto & trac¢io como & com-
pressio:

5, <L, (291)
sendo, de (244): '

o,=E(€,—e)=E(a+py+L—¢). (292)
As componentes da solicitagio exterior sdo, neste caso:
N =fczd9 =Evfmd9 —|-—E'ptfyd9 +E7Lfd9 —Ef—e'z 9
Mmzfczydngvfacydé + Bpfy?de + BN [yaQ — B[ s, yao

My:fo,wdsz:ﬁ:vfmzdg + Epfmyd9+mjmd9 —Ef?z xdQ
(293)
Taa=f ledg=0

Ty—_—f 1,d2=0
M'=f(tyzy —t,, x)d2=0.

Mas como os eixos coordenados siio paralelos aos eixos prin-
cipais centrais de inércia e os integrais se_estendem a tdda a secgiio,
de 4rea Q, vem:

fae=e

[=de = [ yae=[zyae=o;

por outro lado, os integrais:

y2dQ@=1, [«td@=1
/ o ,



110

representam os momentos principais centrais de inércia da secgdo
e, por conseqliéncia, das relagGes (293) tira-se:

M+ Ef ewd® M 4,
v = —

EI EI

y y

Mm+EFzde M 4+,

w= El ~ T EI

N+Ef€zd9 N+N
EQ T

(294)

1

tendo feito:
M,=E (¢, =2

¥, =E[¢ya® (295)
N =E[z,de.

Estes valores substituidos em (289) e (292) ddo:

€

M M M M N4+N
—_ Y Y a a -
: 7r vt —E Y7 e

Yy -]

(296)

o, = Y o} 2y 4 ———E%. (297)

M+ T
2
1,

A solicitacio assim caracterizada chama-se flexdo desviada com-
posta com esforgo axial, quere dizer, 6 a flexio que se produz num
plano que nfio contém nenhum dos eixos principais centrais de inér-
cia da secgiio e & complicada com tracgio ou compressio axial

Para que a flexiio seja desviada e composta, nio é indispensével
que o plano da solicitagio exterior esteja desviado de um dos planos
principais de inércia da secqfio, e que essa solicitagio se reduza a
uma fér¢a normal, ndo axial. Com efeito, suponhamos que o plano
da solicitagio exterior é o que contém o eixo principal central de
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inércia Oy e que a referida solicitagdo se reduz ao momento de
flexdio M_. Basta que o diagrama das deformagSes plisticas seja
assimétrico, isto é, que seja:

N =E[¢d2 $0
ﬂy:EszmdQ £0 (298)
M,=E[%,yi®%0,

para que o esforgo normal em cada ponto da secgio:

M M +M N -
cz=——»]” ac-l—-—“’—j-—“’—y—l——g-—-Eez (299)
Y ®

se componha dos esforcos produzidos por flexdo em dois planos
ortogonais e por solicitagio axial, o que caracteriza a flexiio desviada
composta com esfoérgo axial.

O mesmo se poderia dizer, se a solicitagio exterior se reduzisse-
a0 momento M, ou ao esférgo axial N.

De qualquer maneira, enquanto se verificar a condigdo (291)
em todos os pontos da secgfo, as deformagdes sio eldsticas, e é:

e, =0,
o que dd:
Mt My N
=Y e 300
L S (300)

que é a expressiio, caracteristica e conhecida, da flexdo desviada com-
posta com esférgo axial, em elasticidade; quando, em alguns pontos
da secgdo, as deformacdes forem plasticas, isto é, quando for:

T %0,

vale a expressio (297), tanto nos pontos onde as deformagdes sdo
eldsticas, para os quais toma a forma:

_ M, ) Mt N:N, (801)

o =
# I I

Y &
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como naqueles onde as deformagSes sio pldsticas, para os quais é
constantemente:

M M MM N
o = yj’ Vg4 ’”j 2y 4 + —Ee=z3,. (302)
Yy ®

A deformacio da peca é caracterizada pelas componentes %, v
e w do vector deformacio em qualquer ponto, as quais satisfazem
as equagdes diferenciais (19). Observando, entsio, que ¢é (248):

mEIl mEIL, mEQ 2 m
vem:
u_ =_My+ﬂTym_Mw+l\7wy_N+17_m—2;
ox ‘” mEI, mEI, mEQ o2m -
ov M+M M, +M, N+N m—2_
— =g =——L L — y— — g
oy y mEI mEI, mEQ 2m -
M+ M M, + M, N+N
ﬂ—: €'= y+ ”ac-l— w+ wy+ +
0z EI, EI, EQ
(304)
oo W1 o
0z dy ve
ow ou
w4 9% 1 =0
ox 0z =
B L™ 1 —0
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A integragfio da terceira destas equacBes d4:

M4+M M, M, N+N
=7"E1 Laz+ i ye+ Eg_z+wo(w,y), (305)

Y x

w

valor que, substituido na quarta e quinta, fornece:

ov Mm--l--Mac ow
— 4

2 =0
0z E1, + oy
M+M ow ou

y+ Yy z+ o +_:0
El ox 0z
ou: .
ov M+M 0w,
—_—— —— Z2—
oz El, oy
_?_E:_ My+My o ow,
02 El, o’

donde, por integragio:

== %atly(x,
v El 2 0 + (@, 9)
. (306)
MM 22 ow
=Y ¥ ____2otlu(xy).
“ El, 2 o + (@ v)

Substituindo éstes valores, na primeira e segunda equagdes do
sistema (304), encontra-se:

. 0%w, ot du, _ M,+ M, - M+ M, y—
- Oac? ox : mEI mEI
N+ N m—2 _
— —_ €
mEQ am
0%w ov M+ M M+ M
— [ 2 . [ —_ Y Y a — h y—
0y? dy mEl mEI
N+ N m—2 _
T mEQ  9nm fa
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Estas duas relacdes devem ser satisfeitas, qualquer que seja o

valor de 2, logo, deve ser:
02w, 0w

0

d? 9yl
a sua integragio dé:
M4+, 22 M+ H, . N4W
U = -— —_—— yr — xPr—
0 mEly 2 mEI, mEQ
m—2 —
—Te,w"‘ul (¥)
M, 4+ M, M 4+M, y® N+N
v0=-— xy —_— —_— y__.
mEI, mEIL, 2 mEQ
m—2 _
———c,y+ v (%)
2m .

o as expressSes de u e v (306) ficam:

1M +M x? 1 M +M 1N+N
u_—_—_-.____.y..__g 2 ____m_ixy—_ P —
El, m m Kl m EQ
m—2 _ ow,
| PP i z+uy (y)
1M +4+M 1 M +M y? 1 N+N
v gy T2 ml T ) y—
m E’Iy 2 EI, m m EQ
m—2 _ ow,
— ey — 2+ vy (x). (307)
2m dy

Estas expressSes substituidas na sexta de (304) déo:
_bzwoz_ Mw—l—me 8u1_8 woz— M 4+ M, st ovg —o.
0x0y mEI oy 0xdy mEI, ox

x
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Como esta expressio deve ser satisfeita para qualquer valor

de 2, tera de ser: .
0tw,

ox oy -
Ouy + oy M,+M, Y M, +M,
oy Ox mEIL, ~ mEL

y

o fica:

equacio que 6 satisfeita por:

M M, y?
u =___l_l.___y__ 9 s
! mEly 2 Tt
M 4+ M x?
vy=—""—2— —px}t
= mr g CTh

gendo 7, s e I, constantes arbitririas.
Por outro lado, o facto de ser, como vimos:

02w, . 02w, . 02w,
ox? 0z Oy oy?

mostra que é:
W, =Nz +py + ¢,

sendo n, p e ¢, constantes arbitrarias.
A substitni¢io déstes valores nas expresses anteriormente
encontradas, (305) e (807), de u, v e w d4, finalmente:

_LM(Zz‘_M)_LM

U= Yy —
2 EIy m m  EI
1 NN m-—=2 _
T x— ™ e, xt+ry—mnz+s (308)
1 M +M 1 M +M, x?—y?
v:——-—._‘l_.._‘/_xy__— 22_ —
m EIU 2 Ei, m
1 N+N m—2 _
—_— — e y—rx—pez-t1
m  ES 7 2m =Y o
M M M+ M N+ N
—_— Yy Y X X
w=— xz -+ =1 yz -+ 70 24 nx +py +q.
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Ora se fizermos: )
wWe=-Jry—nz+s

=—rx—pzt+1 (309)
w=+nr+py+4q

estas expressdes representam, como se sabe, as componentes de um
movimento rigido do corpo: translagdo, de componentes s, ¢ e ¢
e rotagio de componentes 7, p e r. Supondo que a origem das
coordenadas, centro de gravidade de uma das bases da peca, é fixa,
isto &, que para x =y =2¢=0, é:

u=v=w=0;

que a ligacio desta base com o exterior é de encastramento, isto 6,
que o elemento linear dirigido segundo o eixo Oz n&o sofre desloca-’
mento transversal ou que, para x =y =2=0, é:

ou __ ov __ 0,

oz 0z
e que, além disso, néo hé rotaghio transversal na origem, por exemplo,
que o elemento linear paralelo a Oz néo sofre deslocamento paralela-
mente a Oz, isto é, que:

entio todas as constantes arbitrérias que figuram em (308) devem
gser nulas o as componentes da deformagio ficam:

1 M +M y?— x? 1 M +M,
u=———-—y———y- 22—————— -——-__——-——xy—
2 Ely m m EI,

1 N+N m—2 _
— -_— g X
m EQ 2m °
1 M, M, 1 M +M, x?—y?
—_ —— Y —— 2 —_
m  EI, 2 EI m
__1_ N+ N _ m—2_gy (310)
m EQ oam °
M+ M M +M N+N
— ¥ Y g @ %z
A7 S TR
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Aos casos simples de solicita¢io em que a flexio desviada com-
posta se desdobra correspondem expressdes para %, v e w, que se
somam para dar as que agora deduzimos, Faremos a sua interpre-
tagio em cada caso, interessando notar, desde j4, a conclusio fun-
damental a que leva essa interpretagiio e que a lei da sobreposicio
dos efeitos (aqui de legitima aplicagio) permite generalizar & flexio
desviada composta com esforgo axial: se as deformagSes sio muito
pequenas, de modo a poderem ser desprezadas as segundas potén-
cias em presenga das primeiras, as sec¢des, planas antes da defor-
magio, continuam planas darante e depois da deformaco. Os eunsaios
experimentais tém mostrado que esta conclusio, a qual traduz a
hipétese de Bernouilli da elasticidade, se verifica com grande aproxi-
macido na flexiio elasto-pldstica, contanto que as deformacGes sejam,
na realidade, muito psquenas.

Segue-se daqui que, durante a deformagio, a secgio plana gira
em torno de nma recta, cuja equagio se obtém fazendo €, =0 em
(296):

!I+ Y x + “’+ ”y.-{- + =0 (311)
1, 1, 2

e que é o lugar geométrico dos pontos onde os esforgos sio nulos,
pois de (297) se conclui que corresponde a

visto —e; néo poder ser diferente de zero, se €, é nulo.
Esta recta chama-se fibra neufra ou eixo neutro da secgio, e a
sua equagdo pode escrever-se sob a forma:

Yoo+ Loy t1=0, (312)
O’ 0,°
86 cCom: . .
LM,
° N4+NWN
+__ (313)
M+,
yo=_——-

N+N
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indicarmos as coordenadas do centro de solicitagdo, ponto de aplica-
¢#o, no plano da secgiio, da forga (N -+ N); e com:

1,

— ]
V4
A

Py = o

os raios de giragfio principais.

A fibra neutra é a antipolar do centro de solicitagio, relativa-
mente & elipse central de inércia da sec¢do e, por conseqiléncia, a
sua direcgio é conjugada da do eixo que passa por aguéle ponto, o
eixo de solicitagio. Com efeito, se na equacio da fibra neutra (312)
substituirmos as coordenadas («,, y,) do centro de solicitagio, pelas
do sen simétrico em relagio & origem:

(314)

-

y=—%, , Y=Y

obtém-ge:
(31

o+ Sy =1, (15)
0 oy

equagho da paralela & fibra neutra que passa pelo segundo ponto.
Entre cada um dos pontos e a recta que passa pelo outro hé, por
conseguinte, correspondéncia bitinivoca que define a polaridade cujo
lugar geométrico dos pontos unidos é a cénica de equagio:

A (316)
s Py

axt y?
2

ou seja, a elipse central de inércia da secgio. Nio hi, pois, ddvida
de que a fibra neutra é a antipolar do centro de solicitagdo, relati-
vamente & elipse central de inércia da secgiio e o seu tragado pode,
déste modo, fazer-se por métodos conhecidos de geometria elemen-
tar, desde que seja dada a elipse central de inércia (ou os seus semi-
-eixos, raios de giragho principais) e as coordenadas do centro de
solicitagdo.
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Como os eixos principais de inércia sfo eixos conjugados rela-
tivamente & elipse de inércia da secgéio, precisamente os vinicos eixos
conjugados perpendiculares entre si, segue-se que o eixo neutro pode
ser perpendicular ao eixo de solicitagiio: neste caso, a flexéio ndo é
desviada.

A fibra neutra também se pode definir, analiticamente, pelo
célculo das coordenadas dos seus pontos de intersec¢io com os
eixos coordenados:

pz
a:’ =0 w"”=——m

2 (817)

y" =0.

De qualquer maneira, a posigio do eixo neutro depende das
coordenadas (z,, y,) do centro de solicitagio, que sio fung¢Ses (313)

(c) (d)

Fig. 14

das deformagGes plasticas ¢,: o problema do equilibrio interior das
secgBes transversais duma pega prismética, sujeita a solicitagio que
lhe produz flexiio desviada composta elasto-pldstica, é, por conse-
qiténcia, hiperstitico. A. indeterminagio estética pode levantar-se
tendo em conta consideragBes elementares que decorrem da hipétese
de se manterem planas, durante a deformagio, as sec¢Ges inicial-
mente planas, hipétese que atrds ji dissemos ser compativel com os
resultados obtidos experimentalmente.

Com efeito, supondo que as solicitagdes se aplicam com inten-
sidade gradualmente crescente desde zero até ao seu valor final, o
diagrama dos esforgos normais na secgfo, enquanto as deformagdes
gio eldsticas, 6 duplamente triangular (fig. 14-a). O aumento das
golicitagles conduz, em certo instante, a que o esférgo correspon-
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dente ao limite de elasticidade se atinge em um dos bordos da sec-
¢fo (fig. 14-b) e, a partir déste instante, novo aumento das solici-
tacdes nio produz, nesse bordo, aumento do esférco normal, que
se mantém constantemente igual ao esforgo no limite de elastici-
dade, mas apenas o alastramento, para o interior da seccdo, das
deformacdes plésticas. Kste funcionamento conserva-se até que a
golicitagso atinge a sua intensidade final, e é semelhante no outro
bordo da secgfo (fig. 14-c), se af as deformagBes chegam a atingir a
fase plastica, antes de a solicitagio haver deixado de crescer. Note-se
que, com seccio assimétrica, assimétricamente solicitada, e com esfor-
cos limites de elasticidade diferentes para a trac¢lio e para a com-
pressio, ou apenas por alguma destas causas, a fibra neutra néo
mantém a mesma inclina¢io, no caso de se haver atingido a fase
plistica s6 num dos bordos da secgio ou em ambos: a variagio da
inclinagiio resulta de variar o centro de solicitagio, que depende da
intensidade e da distribuiciio das deformagdes plasticas.

Se a solicitagio continna a crescer, as deformagdes pldsticas vio
alastrando dos bordos para a zona central da secgio, até que, teorica-
mente, se atinge o instante em que hé plastificagio completa: o dia-
grama dos esforcos é constituido por dois rectingulos (fig. 14-d),
cujas alturas medem esforgos constantemente iguais aos respectivos
limites de elasticidade. Veremos que a plastificagio completa ndo
pode atingir-se de facto, e que a ruptura da pega sobrevém antes
dela, quando se encontra excedida a capacidade de comportamento
dictil das fibras. A solicitagio correspondente & plastificagio com-
pleta chama-se, por isso, solicitagdo limite, o ao respectivo valor do
momento, momento limite. Se a peca estd submetida a flexfio sim-
ples, devendo o momento limite ser equilibrado pelo momento dos
esforgos interiores, de diagrama duplamente rectangular, sucede que
a fibra newtra limite divide a secgiio em duas zonas de dreas inversa-
mente proporcionais aos respectivos limites de elasticidade. Esta con-
clusio tem grande importancia e dela faremos uso oportunamente.

O equilibrio elasto-pléstico da sec¢io s6 se pode, por conse-
qiiéncia, obter para solicitagio de intensidade mais pequena que a
solicitagio limite e o respectivo diagrama dos esforgos é constituido
da seguinte maneira: na parte central, onde as deformagdes niio
deixaram de ser eldsticas, é duplamente triangular; nos bordos
(ou 86 num déles, se as deformagdes plésticas se ndo atingiram em
ambos) é rectangular e corresponde a esforgo constantemente igual
a0 respectivo limite de elasticidade.



121

As condi¢Bes aos limites impSem que os esforgos nos pontos
da secciio. pertencentes s linhas de fronteira que separam o dominio
das deformagdes eldsticas dos das deformagBes pldsticas sejam iguais
aos esforcos nos limites de elasticidade:

M +M M +M N+N
s, = ”;— Lo ”;_ “y+ 'g =X. (318

Y X

O lugar geométrico désses pontos 6, por conseqiiéncia, uma
recta paralela & fibra neutra, cuja direcgiio assim fica determinada.
Esta recta e a paralela que corresponde aos pontos da outra linha
de fronteira das deformagSes eldsticas e das plésticas, delimitam os
trés dominios em que a secgio fica dividida: dominio superior, de
deformagbes pldsticas; dominio central, de deformacdes eldsticas;
dominio inferior, de deformacGes pldsticas.

Como as sec¢Ses se mantém planas, os -diagramas dos ¢, sio
triangulares e de ser:

f?zmdg = ;oj‘zzdﬁ

(319)
[evae=y, [z a2,

onde z, e y, indicam as coordenadas do centro de gravidade do dia-
grama das deformagBes plésticas ou centro das solicitagoes plasticas,
resulta a possibilidade de, em (318), determinar f €,dQ e, por con-
seqiiéncia a equagdo da fibra neutra.

Mas a determinagio analitica dos esforgos & tdo trabalhosa, que
melhor, e suficientemente rigoroso, é adoptar o método gréfico.

Consideremos, primeiro, o caso de as deformagSes plésticas ape-
nas haverem atingido um dos bordos da secgio. O diagrama dos
esforgos normais ter4 o aspecto indicado na figura 14-b.

Suponhamos (fig. 15) que se sobrepde & solicitagéio exterior, de
centro %, uma distribuicio auxiliar de esforgos, nniformemente dis-
tribuida sébre toda a seccdo, de intensidade igual, mas de sinal
contrrio ao esforgo no limite de elasticidade I,: o diagrama dos
esforgos auxiliares ser4 rectangular e o diagrama total serd trian-
gular, com esforgos nulos em téda a regitio inferior, onde se atin-
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giram as deformagdes plisticas. Bste diagrama total, s6 existente
na regiio das deformagdes eldsticas, deve equilibrar a resultante da
forga exterior N, aplicada em %, e da for¢a total auxiliar (—x,2),
a actuar no centro de gravidade da secgfio. Esta resultante, de inten-
sidade:

N,=N+495,, (320)

estd aplicada no centro de solicitagiio k,, de coordenadas:

w! = Y,
NO
: (821)
y! = Y,
. 0 No
O equilibrio exige, entio, que seja:
2\70 :fozdg
(322)

Nono=fczndg’

estendendo-se os integrais a téda a parte da seccio onde as defor-
macdes siio eldsticas, sendo 7 as ordenadas dos pontos da geccio em
relagio 4 linha de fronteira &&, medidas ortogonalmente a esta
linha, e 7, a ordenada do centro de solicitagio auxiliar %,.

Mas, como a variagéio dos esforgos ¢, 6 linear, pode escrever-se:

o, = Cq, (323)

onde U é uma constante. Logo:

~No=fc,d9=ofndg (324)

o=t (325)

f‘qu.
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Por conseqiléncia:

N
6= (326)
JndQ '
e, finalmente:
f o, nde j‘“qz dQ
7, = = (827)

No j“f{dg .

O numerador e 0 denominador desta fracgdo representam, res=
pectivamente, 0 momento de inércia e 0 momento estatico da zona
oléstica da secgiio, em relagio 2o oixo EE, o podem determinar-se
por meio de um funicular. Basta, para isso, dividir a gecgio em
faixas de altura muito pequena, por rectas paralelas a0 eixo neutro,
o considerar as suas dreas COmoO forcas aplicadas nos respectivos
centros de gravidade: tomando certa distdncia polar H, traga-se
o poligono funicular ABCD e determina-se o segmento CF=E
intersectado sbbre o eixo £E, entre o funicular e 0 set primeiro lado.

Ser4.:

I q de=HE
(328)

fnzdsz:zHA,

gendo A a 4rea (4BCF A) limitada pelo poligono funicular, pelo
geu primeiro lado, e pela recta CF.
Vir4, por conseqiiéncia:
24

1]0 = E ) (329)
donde se tira:
Ev,

quere dizer, a drea A 6 igual & do tridngulo que tem por base 0
gegmento CF e por altura a ordenada do centro de golicitagio auxi-
liar &, isto 6, do triangulo (CEF), gendo E o ponto de intersec-
¢io do primeiro lado do funicular, com 2 paralela a EE conduzida
por k,. Mas para que a 4rea A e a do tridngulo (CEF) sejam iguais,
devem também ser iguais as dreas tracejadas (ABEA) e (BCB).
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E daqui resulta a maneira de determinar, graficamente, o eixo £&:
tracado o poligono funicular A BCD e determinado o ponto E, de
intersec¢io do seu primeiro lado com a paralela & direcgio conhe-
cida de EE, por k,, fixa-se o ponto C de passagem de EE, pela con-
digio de a recta EC tornar iguais as 4reas (4BEA) e (BCB).
A fixacio do ponto C faz-se, assim, por tentativas e com aproxi-
mac#o suficiente para os usos da pratica.

Querendo evitar as tentativas, pode fixar-se o ponto € com todo
o rigor, observando que o eixo £ é a antipolar do centro de soli-
citagio auxiliar %, em relagio & elipse central de inércia da parte
eldstica da seccio. Segue-se que, se se determinarem os momentos
estiticos das Areas elementares em que se dividin a secc#o, relativa-
mente & paralela a £& conduzida por %, e que sio proporcionais
aos segmentos intersectados naquela recta pelos lados sucessivos do
funicular anteriormente tracado, éstes segmentos podem ser consi-
derados como vectores que, compostos por meio de um segundo
funicular, de pélo O,, dio, na intersec¢io déste segundo funicular
com o seu primeiro lado, o ponto de passagem de EE.

Ambas estas constru¢fes implicam, porém, o prévio conhe-
cimento da direcgio da linha de fronteira £, que nfio é dada
«a priori>. Ora o equilibrio exige que o ponto de aplicagio da
resultante jO,dQ dos esforgos interiores devidos & solicitagdo auxi-

liar, na parte da sec¢io em deformagéo eldstica, coincida com o
centro de solicitagio auxiliar 4, e qualquer das constru¢des ante-
riores apenas assegura que aquéle ponto de aplicagio cai na recta
conduzida por %,, paralelamente & direcgiio atribuida a £E. Daqui
resulta a possibilidade de, por tentativas, se fixar a direcgio cor-
recta da linha de fronteira E£ que, entfo, deve satisfazer & condi-

¢io de corresponder 3 resumltante f 0,dQ dos esfor¢os interiores na

parte eldstica, aplicada em %,. Praticamente, o ponto de aplicagio,
na seccdo, da resultante dos esforcos interiores, determina-ge repre-
sentando cada for¢a elementar:

s,d2=CndQ, (331)

pelo segmento proporcional:

ndQ

Fal | (332)
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intersectado pelos lados correspondentes do primeiro fanicular, em £,
e atribuindo-lhe direcgfio diferente da de EE: ¢ ponto de interseccio
dos lados extremos do funicular, de pélo 03, que compée estas forcas
elementares, de direcgio arbitriria mas diferente da de £, 6 um
ponto de passagem da resultante das mesmas forgas que, no caso de
ndo passar por %, mostra ser incorrecta a direcgfio atribuida a £&.

Como a fixagio da direcgiio do eixo EE se deve fazer antes da
sua localizagiio no plano, pode comegar-se por verificar se h4 possi-
bilidade de vir a coincidir com k, o ponto de aplicagiio da resul-

tante da forga interior f 0,42 correspondente a certa direcgéio. Para

iss0, observe-se que, unindo todos os centros de gravidade das 4reas
elementares solicitadas elisticamente, por um poligono fechado, sem

angulos reintrantes, o ponto de aplicagiio da forca resultante f 0, dQ

cai dentro désse poligono, e daqui a primeira verificagio, que per-
mite reduzir o ndimero de tentativas: em cada hipétese feita sdbre
a direcgio do eixo &%, o ponto k, de aplicacfio da solicitagio auxi-
liar, deve cair dentro do poligono (sem &ngulos reintrantes) dos
centros de gravidade das 4reas elementares da correspondente zona
das deformacdes eldsticas. '
Fixada a linha de fronteira £&, a distribui¢éio linear dos esfor-
¢os na solicitagio auxiliar permite concluir que, no centro de gra-
vidade da secciio eldstica (que se pode localizar & custa do primeiro
funicular), o esfér¢o vale: N
(0,),= Q" ) (333)

e

sendo 2, a drea da secgio eldstica. Assim fica determinado, por
dois pontos, o diagrama dos esforgos na solicitacio auxiliar e, dedu-
zindo-lhe a abscissa constante o,=Z,, o diagrama dos esforgos reais,
na secgio total, em equilibrio elasto-pldstico.

Exemplo caracterfstico de funcionamento elasto-pldstico, em
que o equilibrio final se atinge quando as deformacBes plasticas
86 apareceram em um dos bordos da secgio, 6 0 das pecas de betdo
armado.

De facto, o limite de elasticidade do betio & tracgio 6 muito
baixo, enquanto que & compressio, considerdvelmente mais elevado,
é muito vizinho da ruptura. O diagrama fedrico das deformagGes
em fungio dos esforgos, no betio armado (nio tendo em conta a
caracterfstica variabilidade do médulo de elasticidade com a solici-
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tagio), tem o aspecto indicado na figura 16. A propriedade de se
deformar plasticamente & tracgio provém, no betiio armado da pre-
senca da armadura e entio o funcionamento elasto-pldstico da flexdo
no betdo armado, até & ruptura, pode esquematizar-se assim :

Quando a intensidade da solicitagio exterior cresce gradual-
mente desde zero, as deformagSes comegam por ser eldsticas, mas
depressa se atinge o limite de elasticidade do betdo & traccio. As
deformagbes plasticas, com esférgo constante, iniciam-se, assim, na
zona de tracgio do betdo e, a novo aumento da solicitagdo exterior,
corresponde aumento dos es-
forgos eldsticos no betdo, &
compressio, e da armadura, &
tracgio. A ruptura sobrevém
por esmagamento do betio na
zona de compresso (sem que _
ali, praticamente, se verifi- =£ +€
quem deformagdes plésticas),
quer se tenha atingido on
nio, o limite de elasticidade
da armadura de tracgio.

Nio hd, pois, duvida de o
que em qualquer estado de Fig. 16
equilibrio estdvel, anterior &
ruptura, as deformagSes pldsticas numa pega de betio armado
apenas se atingem no bordo da pega submetido a tracgio.

E a construgiio anterior repete-se, neste caso (fig. 17), sem qual-
quer alteragio fundamental, a nfio ser a de que as 4reas dos dife-
rentes elementos da armadura, devem ser multiplicadas pelo coefi-
ciente de homogeneizagio m. B vantajoso iniciar o tragado dos
funiculares pela.armadura de tracgdo, passar em seguida & de com-
pressio (quando a haja) e, s6 depois, considerar as faixas elemen-
tares em que se dividiu a secgio de betdo, a comecar pelo bordo
comprimido,

+a*

Se o equilibrio sobreveio depois de as deformac8es plésticas
haverem atingido ambos os bordos da secgio, o problema com-
plica-ge levemente.

O diagrama dos esforgos na secgio (fig. 18) sé varia linear-
mente na parte central, onde as deformagdes s#o eldsticas, e mostra
esfor¢os constantemente iguais aos respectivos limites de elastici-
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[

dade, £, e ¥',, nas zonas junto dos bordos, onde as deformacdes sio
plésticas. Deseja-se, precisamente, encontrar as linhas de fronteira
que separam a regido das deformagSes eldsticas das regifes das
deformacGes pldsticas.

Se & solicitacdo exterior, definida pelas componentes M, M,
e N, juntarmos a solicitagiio auxiliar (— N), igual e de sinal con-
trério ao esforgo axial na secgio, do diagrama dos esforgos normais
sobreposto ao diagrama dos esforgos auxiliares uniformemente dis-
tribuidos na secchio, de intensidade:

g =

1

- (334)
resulta o diagrama dos esforgos devidos 3 flexiio desviada, definida
pelo momento M, resultante de M e M,.

Neste caso, de flexio sem esférgo axial, o diagrama limite dos
esforcos 6, como dissemos, constituido por dois rectingulos, de
alturas respectivamente iguais 2os limites de elasticidade do mate-
rial & traccio e & compressdo, que, agora, tudo se passa como se
fossem (I, 4 ¢,) © (z',—s,) rectangulos que equilibram o momento
limite exterior 9N, de tal modo que a fibra neutra £ é determinada
pela condigio de dividir a secgio em duas zonas de 4reas inversa-

mente proporcionais a (£,+9,) e (z,—s,)x

—
o =L %o
z,+Z,
(335)
m': Ze+°" 9
Z,+Z

Como a diferenca de dois momentos ¢ ainda um momento,
gegue-se que O momento:

Mm—NM, (336)
diferenga entre o momento limite 9 e 0 momento resultante:

M=V M2+ M2 (337)

da flexiio desviada, serd equilibrado pelo momento interior cujo dia-
grama dos esforgos se obtém subtraindo os dois diagramas corres-
pondentes.
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Quere isto dizer, que a distribnigio de esforgos interiores que
equilibra o momento M — M constitui um bin4rio e, por conseqiién-
cia, que a resultante dos esforcos de tracgio hé-de nesta solicitagio, ser
igual e de sinal contrédrio & resultante dos esforgos de compressio. Ora
esta distribui¢io de esforgos comp8e-se de dois tridngulos com os vér-
tices sGbre as rectas de fronteira ££ e £/£' 6 com as bases sobre a fibra
neutra limite £&. E daqui se conclui que os momentos estiticos das
porgBes de drea da secgio transversal compreendidas entre a fibra
neutra limite e as rectas de fronteira, em relagio a cada uma destas,
respectivamente, hio-de ser iguais, visto que nelas actuam distribui-
¢8es triangulares de esforgos de resultantes iguais e de sinais con-
tririos e com a disposicio que acabamos de indicar.

Se, ento, dividirmos a 4rea da seccio transversal em faixas, por
paralelas a certa direccio arbitrada da fibra neutra, e compusermos os
vectores representativos das 4reas parcelares, como se estivessem con-
centrados nos respectivos centros de gravidade, por um funicular de
pélo Oy, com a distancia polar Hj, éste funicular permite comprovar
aquela igualdade de momentos estaticos. Basta, para isso, que a fibra
neutra limite £ seja linha de separagio de duas faixas elementares
contiguas, com o que se obtdm dois ramos do funicular, para cima e
para baixo de £&, com um lado comum a cortar esta linha: os segmen-
tos das rectas de fronteira, intersectados entre &ste lado comum e 03
lados correspondentes do funicular, sio proporcionais aquéles momen-
tos estaticos e devem ser ignais; e da sua igualdade resulta que a recta
que une os pontos a e o/, de interseccio das rectas de fronteira com o
fanicular, deve ser paralela ao lado comum. Para que duas rectas £&
e E'E’ sejam rectas de fronteira do diagrama dos esforgos 6, pois,
necessirio e suficiente que os seus pontos de encontro com o pri-
meiro funicular estejam sdbre uma recta paralela ao lado comam
dos ramos, superior e inferior, do mesmo funicular.

Os segmentos intersectados em £ pelos lados consecutivos do
funicular sio proporcionais aos momentos estiticos relativamente
aquela recta, das 4dreas elementares em que se dividiu a seccio. Pre-
cisamente, se &; § um désses segmentos e 1/n a escala de reduciio
das dreas a vectores, 0 momento estitico da 4rea elomentar corres-
pondente, em relacio a &% sera:

H nt

1 H

visto que com H; indicdmos a distancia polar.
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— e

Supondo que cada um désses segmentos ¢ uma for¢a com a
mesma direcciio, aplicada no centro de gravidade da faixa respec-
tiva, e compondo-0s por um segundo fanicular de pélo O, e distén-
cia polar Hs, 08 segmentos intersectados pelos lados consecutivos
déste funicular, em qualquer paralela a %&, sio proporcionais aos
momentos de inércia das dreas elementares respectivas, em relagio
\

3 mesma paralela. Precisamente, se g/, 6 um désses segmentos, o

momento de inércia serd:
H H,nt,

Se, por conseqiléncia, com £, o &, indicarmos 08 segmentos
intersectados sdbre as rectas de fronteira pelo lado comum 208 dois
ramos do segundo funicular e pelos lados correspondentes, mani-

festamente:
H H,nE,

H H,nk&,

gerdo os momentos de inércia das porgSes de drea da seccio trans-
versal ‘compreendidas entre &G o as rectas de fronteira, em relagio,
respectivamente, a cada nma destas linhas; e a soma:

H, fyn (6, + €,

sord o momento de inércia da drea compreendida entre as duas
rectas de fronteira, relativamente a €& Ora esta drea é, precisa-
mente, aquela que, pelas duas distribuicdes triangulares de esforgos
a que nos referimos, equilibra o momento M — M. E serd:

_(m=m,

,—
'O

logo, chamando n=v-+v a disténcia entre as rectas de fronteira

E°+E"———,—H1H2n(éo+8'o)’
donde: )
£ 4B, =(M—M) — (338)
HH n§e_—_}-_z_e

172 7
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quere dizer, o segmento £+ &', representa o momento (M — M),
desde que seja multiplicado por:

DI Y
HIHW_%_ .

Por simples semelhanca de triangulos se conclui que, se mar-
carmos numa paralela ao lado comum dos dois ramos do segundo

funicular: .
AB=H H,n(z,- )

e conduzirmos por B a paralela BC & recta que une os pontos de
encontro do segundo funicular com as linhas de fronteira, esta para-
lela intersecta na paralela por 4 a estas duas linhas, o segmento 4 C
tal que:

40_ &8,
T

ou: Ee+

T():(EOJFE'O)HlenT}:l”:m—M. (339)

E daqui resulta o seguminte método pritico para resolver o
problema:

Sio dados a forma e a 4rea Q da secgfio transversal, as compo-
nentes da solicitagio N, M, e M, e os limites de elasticidade & 7
tracgio X e & compressio Z',. O momento resultante §:

M=VM2{Ms, (340)

A fibra neutra limite £, qualquer que seja a sua direcgdo,
determina-se pela condigfio de dividir a 4rea total Q, em duas 4dreas
o' e ®, inversamente proporcionais aos respectivos limites de elas-
ticidade redgzidos:

2’8 - c”
Z,+¥,
n G
o = —3+—," Q,
Z,+ T,

sendo:
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JEN—— e ]

Divide-se a 4rea Q em faixas, por paralelas 3 direccfio arbitrada
de €&, de maneira que &ste eixo sirva de linha diviséria de duas
faixas contiguas e traga-se com distancia polar Hy o funicular que
compde as forgas representativas das dreas parcelares, quando con-
centradas nos respectivos centros de gravidade. Prolongam-se oS
lados do funicular até & e consideram-se oS segmentos ali inter-
gectados por cada dois lados consecutivos, como forgas da mesma
direccfio, aplicadas nos centros de gravidade das dreas parcelares
respectivas. Compde-se estas forgas por um segundo funicular, de
distancia polar H.

Oada um dos dois funiculares fica, assim, constituido por dois
ramos, acima e abaixo de %%, com um lado comum a cortar
esta linha.

Numa paralela ao lado comum do segundo funicular, marca-se,
a certa escala:

AB=H,Hn(Z,+2,), , (841)

sendo 1/n a escala de redugio das 4reas a vectores; na paralela
por A a GT, marca-se:

AC=M—M,

sondo O o momento limite, ou seja o momento que corresponde &
plastificagio completa da secciio, na flexio simples complana com M,
que é dado por:

9)Z=w(ze+cn)e=m’(2’e—cn)e, (342)

onde ¢ & a distincia dos centros de gravidade de ® e o/, a qual se
determina do primeiro funicular.

Por tentativas, traca-se a paralela a BC que intersecta no se-
gundo funicular dois pontos, By © (', cujos correspondentes no pri-
meiro funicular, a e a’, estejam na paralela ao seu lado comum.
Eistes dois pontos determinam as rectas de fronteira, &s quais corres-
pondem, respectivamente, 08 esforgos I, e T/, e isto permite tragar
o diagrama dos esforgos na geccio.

Para fixar a direcgio correcta da fibra neutra, procede-se como
anteriormente se indicou.
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13 —FLExA0 DESVIADA — Se nas condi¢des (289) se fizer:

=0 (343)

e se for:

f £ d2=0, (344)

as expressdes (296) e (297) ficam :

oM+, M, 4+,

(345
. 73 Bt —r v | (345)
e.
M4M M +M _
cz: ill+ yx__l_ m+ my—Esz (346)
I I,

E a solicitagio por flexdo desviada, sem esforgo axial, na qual,
geralmente, o plano de solicitacio das forgas exteriores n#io contém
nenhum dos eixos principais centrais de inércia da sec¢io. Porque,
mesmo quando um dos momentos componentes exteriores & nulo,
a assimetria das deformagdes plisticas torna desviada a flexio. Com
efeito, se, por exemplo, for:

M =0, (347)

Y

0 que significa que o plano de solicitacio das forcas exteriores con-
tém o eixo principal central de inércia Oy, a flexiio & desviada desde
que seja:

szdQ +0, (348)

pois que a fibra neutra, de equagsio:

M M,+M
a2 _m__*—___wy=o (349)
I 1,

é uma recta desviada do eixo Oz, perpendicular ao eixo de soli-
citagio.
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O facto do a solicitagio exterior se reduzir ao momento de
flexiio resultante M, de componentes 4, e M, exprime-se dizendo
que a resultante da solicitagéo exterior na secgio é uma forga infi-
nitamente pequena e longinqua. O centro de solicitacio estd a dis-
tancia infinita e a fibra neutra, que é a sua anti-polar relativamente
3 elipse central de inércia, passa pelo centro de gravidade da seccéio,
como alids resultava da sua equagdo geral:

M4, M+,
1 I

Yy [

y=0. (350)

Esta solicitaciio é um caso particular da flexio desviada composta
e aplica-se-lhe «mutatis mutandis>, tudo quanto acérea desta se disse.
As componentes da deformagio num ponto 40, neste caso:

1M 4+M 2 —a?\ 1M +M, m—2_
Py—— y Yl 2 — —_——y — e x

2 EI m m EI, om °

1M +4M 1M +M a2—y?\ m—2_
v=___d_y.xy_—_ﬁi__ﬁ 22— y —_— e,y (351)

m Ely 2 EI, m

M 4+M M +M

w= y+ Yozt ot Zye.

EI”* EI,

14 —FLEXZ0 COMPOSTA COM EsFORGO AXIAL —Se nas condigdes (289)

ge fizer:
v=0 (352)

[e,zae=0, (358)

e se for:

isto 6, se o diagrama das deformagGes plésticas for simétrico em
relagio ao eixo Oy, as componentes da solicitacio exterior redu-
zem-se & N e M_ e as expressies (296) e (297) ficam:

M.+ M N+N
_ MW, | NEN

T 354
. Tl Yy 7o (354)

€

o =—-—w-———m—y+—Q———E_e_ . (355)
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E a flex@o composta com esforgo awial, flexfio ndo desviada, no
plano que contém Oy e que também se produz quando a forga N é
infinitamente pequena e longinqua, mas é:

Je,a0z0, (356)

isto , quando o diagrama das deformagdes plésticas nio & central,
pois que neste caso vem:

g =2t o, 357
(A E.Im Y + EQ ( )
o:

M.+ 4, + ol Ee 358

G == — e .,
S A T O

A fibra neutra, no caso geral, tem por equagéo:
M,+M N+ N

”f =yt Z —0 (359)

@

e 6 uma recta perpendicular ao eixo de solicitacio.

Aplica-se & flexiio composta, nio desviada, tudo quanto ante-
riormente se disse cérca da flexiio desviada composta, de que ¢
caso particular. A determinacio gréfica dos diagramas dos esforgos,
simplifica-se aprecidvelmente, visto que & conhecida a direccio da
fibra neutra, que, no caso geral, tem de ser fixada por tentativas.

As componentes da deformagio num ponto sio, neste caso:

1M +M 1N4+N m—2

—_— —_ £ X
m EI m EQ 2m
1M +M x2eq? 1 N+N m—2 _

=t te PR
2 Erl, m m EQ 2m

M, +M, N+N
w= Yz 2.
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A conclustes semelhantes se chega, evidentemente, acérca da
floxio composta no plano que contém o eixo Ox e que 6 definida
pelas expressGes que resultam de fazer em (289):

p.=0, (361)
quando seja:
Fzydg—_-o; (362)

15— TFLExio smpLEs —Se nas condiges (289), se fizer:

v=A=0, (363)
sendo:
j';zdg=fgxdg=o, (364)

as componentes da solicitagio exterior reduzem-se a M, o as expres-
s8es (296) e (297) ficam:

M +M
€ —py=—o""2= 365
s = 1Y EL Yy (365)
e.: .
M+M _
o = —i_ll_——“?y——EeB. (366)

B a flexdo simples, que se caracteriza por a fibra neutra, de

equagao:
y=0, (867)

coincidir com o eixo principal central de inércia Oz, perpendicular
a0 eixo de solicitagio Oy.
Neste caso, as componentes da deformagiio vém:

1 M, +M, m—2 _
U= ——————xy — e,z

m EI, 2m

1 M 4 M x? —y? m—2 _
v=—— e 22— LA P e,y (368)

2 EI, m

Mw+ﬂw

w= yz.
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Quere dizer, as coordenadas (z, y, 2) de certo ponto da pega
prismitica mudaram, em virtude da deformagio, para:

1 M, 4+ M, m—2 _
o= —— % gy e,

m EI, 2m

1 M +M 2% —y? m—2 _
ey % 22— —_ 369
y=y 2 EI, ( m ) 2m %y ( A)

M +M
2=z L 2 yz

+ T

E fhcil de verificar que, desprezando a segunda poténcia de
quantidades muito pequenas, as sec¢es primitivamente planas, se
mantém planas depois da deformacio. Isto & evidente para a base
da pega prismitica que contém a origem, pois que, para 2=0 ¢
2/ =0; para as outras secgdes, basta tirar o valor de y da expres-
sio de y', observando que é, por hipbtese:

85=€z_€z=p‘y_sz7

onde ¢, 6 a fracgfio eldstica da deformacdo, subordinada & loj de
Hooke e, por isso mesmo constante, visto que o, =73 n#o varia nas
zonas das deformagGes plésticas, que comegam para y =y, :

E .
= = M (370)
ou: M+_A_[
=p(y—y)=—"2—"(y—y,). 371)
o, EI,
E vira:
M M 1M 4+M x? — y?
,= X o] ! _ x @x 22_
F=et EI, Z[y+2 EI, ( .
| m—2 M +M,
1 —_
+ i ZL (y ye)]
ou, atendendo a que: .
M A4 M,
p=-—_—"=

£l

@
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PR

é uma constante muito pequena, da qual se podem desprezar oS
quadrados em presenca das primeiras poténcias:

M +M
M=z (1 T+ Jf;l_fly') , (372)

expressio que, para cada valor de 2, é a equagio de um plano.

A interseccio déste plano com o plano da base que contém a
origem, 6 uma recta cuja equagdo se obtém fazendo 2’ =0 e que é
independente de 2:

. EI, ]
Yy =—————. (873)
Mw-}—Mm .

Isto mostra que a deformagho da peca prismética é circular,
pois que todas as seccDes passam, depois da deformagio, pela mesma
recta (373), e que o raio da linha média deformada é:

EI
@31

r= —.
M, 4 M,

Daqui se conclui que, no caso de as deformacdes serem tdo
pequenas que se possam considerar infinitamente pequenas (como
admitimos), a curvatura da fibra média deformada de uma pega
prismética solicitada 4 flexdo simples e em equilibrio elasto-plés-
tico, 6 constante e vale: '

1 M, +M
=g = + ¥ . (875)
r EI,
Como a curvatura da fibra média é dada por:
d?y
1 da? az
—= z ~2Y, (376)
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d .
visto ser % muito pequeno e desprezivel o seu quadrado, pode
i

escrever-se:

dy M, 4+ M,
dx®  EI-

@

, (877)

0 que alarga ao equilibrio elasto-plastico conhecidos principios de
elasticidade, como o da determinagio da fibra média deformada pelo
método do segundo funicular de Mohr.

Se as deformagdes sfio eldsticas, a curvatura é:

Mw
=TI
e como se pode escrever:
M, M, -
|L=E1w+EIw=ue+tx, (378)

segue-se que, no equilfbrio elasto-pldstico, a curvatura total é a
soma da curvatura eldstica:

e = - (879)
°  EI,
e da curvatura pldstica:
- M,
po= BL . (380)

Bvidentemente que seria possivel tirar conclusdes semelhantes,
se 0 plano de solicitagio contivesse o eixo Ox, em vez de conter
o eixo Oy.

Aplica-ge 4 flexdio simples tudo quanto anteriormente se disse
acérea da flexdo desviada composta, com a simplificagiio de que agora
se conhece a posi¢io da fibra neutra. Neste caso, parece mais simples
adoptar, nas aplicagBes, o método analitico do que o grafico.

Seja, por exemplo, a sec¢io rectangular de largura b e altura H )
de uma peca prismdtica constituida de material que tem o mesmo
limite de elasticidade I,, & tracgiio e & compressio, solicitada pelo
momento de flexio M, no seu plano médio vertical.
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A fibra neutra é horizontal e passa a meia altura da secgéo.
O diagrama dos esforcos serd semelhante ao representado esquema-
ticamente na figura 14-c. As fibras onde comecam as deformagles

plasticas, & distincia ¥y, = £ —% da fibra neutra, estfio sujeitas ao

esforgo:

r,= Ye (381)

e ao mesmo esforgo estdo sujeitas as fibras extremas, de orde-

nada yv=i—g—:

M4+M _
L,= 7 y,—Ee, (382)
Nestas expressdes, 6:
TI:EFde (383)
ou, em virtude de (371):
— M + ﬂ Yo
M=—7 2Le(y —y,)yde. (384)
Integrando, desenvolvendo, observando que é:
bH3
I=— 385
TR (385)
o substituindo y, e y, pelos seus valores, encontra-se:
- — 3 h 1 hAd
H=(M+M\1—— =T 7 386
a+ M (1= %5+ 5 m) (386)
donde:
- M
M= 387
3 h 1 A (887)

e e ———— ——
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Substituindo (387) em (381) ou em (382), mas atendendo, neste
ultimo caso, a que §:

_ M4+M
g =
°T gl

(% —9.), (388)

encontra-se:

2 2
=ty (3L
6 2 2 H?

(389)

2
= E Ee (1 — _1_ h_Z)’

4 3 H?
expressido conhecida por férmula de Fritsche, que a deduziu, como
veremos, por outra via.

Quando seja h=H, isto 4, quando as deformagdes sejam intei-
ramente eldsticas, mas no instante em que nas fibras extremas se
atinge o limite de elasticidade, 0 momento de flexfo, a que se
chama momento critico de plasticidade, é:

2
M= b_éi’_ 5, =Ws,, (390)
sendo:
3
=0,k _1 (391)
12 2 v

o médulo de resisténcia da secgfio, em elasticidade ; quando seja A =0,
isto 6, quando tdda a secgiio esteja em plasticidade, serd:

2 _—
m =lfi L, = s, (392)

—_ 2
=22 15w (393)
4

gendo:

o médulo de resisténcia da secgio correspondente ao momento
limite M. Daqui se conclui que, neste caso da secgio rectangu-

lar, é: '
M=15M,

quere dizer, o0 momento limite de plasticidade excede de 50 °lo O
momento critico de plasticidade, desde que os limites de elastici-
dade sejam os mesmos para a tracgio e para a compressio,
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Fécil 6 de ver que a plastificagio completa da seccio se nio
pode atingir. Na realidade, se as sec¢8es, inicialmente planas, se
mantém planas depois da deformacfo, resulta que as deformagdes
totais nas fibras sfo proporcionais &s suas distancias & fibra neutra.
B em particular, para as fibras das linhas de separagiio da regiso
eldstica das pldsticas, e para as fibras extremas, serd:

ee ye h
==, : (394
eu yp H
A férmula (389) transforma-se entfo em:
bH? 3 1 €2
M= el I 395
6 (2 2 ej) 6%

Neste outro asgpecto, a férmula de Fritsche permite concluir
que a plastificagdo completa, a que corresponde:
3 bH®* _ _ bH?

M=— =
2 6 Ze

s6 se dard quando seja € =, isto é quando a deformagio das
fibras extremas cres¢a além de todo o limite, o que é manifestamente
incompativel com a capacidade de comportamento dictil do material :
a ruptura sobrevira antes da plastificacio completa da secgho.

Nio seria dificil alargar esta demonstracio a qualquer outra
forma de secgiio transversal.

16 — ComPRESSA0 0U TRACGAO SIMPLES — Se nas condigdes (289)

se fizer:
v=p=0, (896)
sendo: :

J.Esde:ngdQ=O, (397)

as componentes da solicita¢iio exterior reduzem-se a N e as expres-
sbes (296) e (297) ficam:

N+ N
= 398
e: .
N+ N —
0, = —: — Be,. (899)
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E a solicitaco por tracgdo ou compressao simples, a que corres-
pondem as componentes da deformacio: :

U= —— z— e x
m EQ m £
1NN m—2 _ 100)
V= "
m EQ U oy Y (
N+ N
W= -
\ EQ

E evidente como, neste caso, as secgdes planas antes da defor-
mac&o, se mantém planas depois da deformacgso.

17— Tor¢xo simMpPLES — Se fizermos:
€,=¢, —[—;z =0, (401)

0 que implica ser £, =0, e:

— od
Py,=~(y'+7y': m(a_{_x)
(402)

— 0P
Fam =Tzw +T.m = m(a—'y) ’

onde ® é uma constante muito pequena e P(x, y) uma fungiio regu-
lar em todos os pontos da sec¢io transversal e independente de z,
as condigdes (258) e (265) silo satisfeitas,

A condigso (266) reduz-se, neste caso, a:

%0 320 Y Y,

—_— = (403)
ox? oyt o oy

Ora as condigSes no contdrno da seccio transversal hio-de expri-
mir a hipdtese feita, de que a pega prismdtica néo recebe solicita-
¢80 exterior na sua superficie lateral, o as equages (60) reduzem-se,
entdo, a:

T 008U+ T cosf=0, (404)

10
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gendo « e § os dngulos directores da normal ao elemento genérico do
contdrno da sec¢dio, que é perpendicular ao eixo dos zz. E a condi-
¢iio (404) significa que o esfOr¢o resultante, de corte, no contdérno
da secciio, 6 dirigido segundo a tangente ao contérno e ndo tem
componente ha direc¢io normal.

Atendendo a (244), esta condic¢io transforma-se em:

I,cosa+T, cosp=0 (405)

ou, substituindo ', e [, pelos seus valores (402):

(2—(1) — y) cos o - ( + x) cosf=0 (406)
z
e, desenvolvendo:
ﬂcosa-{—ﬂcosﬁzycosa—xcosﬁ. - (407)
ox oy

Se com £ e 7 indicarmos, respectivamente, a direcgio da tan-
gente o a da normal ao elemento do contdrno, é:

20 _ o0 ds B0y _ B0

= 08 o ——cos 408
oy oz dn oy dn E)x + b, (205)

visto que:
dy dx
s 0l — —m— == —
ak  dn
(409)
dx dy
cosf=——F=—".
P d& dy,
A condigio no contdrno (407) reduz-se, pois, a
£=ycosa——xcosﬁ. (410)

o

Esta condigiio caracteriza a funcéio @ (z, y). De facto, 6 mani-
festo que:

20 _
fc on dE =fc(y cosa — x cos B) d& =

= f ydy + zdx =0, (411)



147

visto os integrais (curvilineos) se estenderem a todo o contérno da
secciio, que é fechado,
Mas, efectnando a transformacio de Green, pode escrever-se:

=[f (%;_er%;—f) davdy = (412)
:”A@dxdy=o,

0 que, a menos de uma constante aditiva, mostra ser:

Mb=-_ 1% "9, (413)

Para que esta condigio seja compativel com (403), deve ser:

oy oy,
i’i -+ s =0 (414)
oz oy

ou, maltiplicando por d@ = dzdy e integrando:

ff(%—l— 58752 )dwdy:fc(?mcosa—k :(-yzcosﬁ)d5=0,

donde, ainda a menos de uma constante aditiva:

iw cos a —I—?y, cosp=0, (415)

e entio a fungio ? (x,y), satisfazendo 3 equagio de Laplace (413),
é uma fungio harménica ou potencial. O seu conhecimento em cada
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caso particular (quere dizer, para cada forma da secciio transversal)
permite determinar as componentes da solicitagio exterior, que séo: °

N =[o, d2=E[s d2=0
Mw=fc’de=Efegde=0

M,=[ozd2=E[c2d2=0

(416)
7= [ i0=0f 2= e[ o (5 —1)—Fu] 00
7= [rute=afr, a2= o (3 + <) =7, 40
W= [ o= s 18 =0 [o (G + 2)o— (7 —v)y—
\ — T+, ¥ |29
S =TTz o)+l + )] o=
= [ — ) — = (G +2) =
—f [(Ge—v)emat (G o)) o=
0, ‘ (417)

em virtude de (406), depois de efectuada a transformagio de Green.
Do mesmo modo:

JGy+e) =I5 (G o)+ (G =) amar=

___J' [(——1/)cosa+( —}-x)cos[ﬁ]dE 0. (418)
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Por outro lado, sendo:
I=(=*+y? a0 - (19)

0 momento de inércia polar da secciio o designando por:

1
L= L (420)

0@ o®
——y—)dQ
Iy -l-f(x oy aw) 4
0 factor de tor¢do, e admitindo que 4:
r.a2=[7,a2=0, (421)

T,= Ty:O

vem :

Mt:Go)f[(Z—j—l—w)m—(Z—:—y)y] as —Gf(?yza: —1,.y)de=

= Go [f(m:—(p—y%))dé—{-f(wz—l—yz)dg] -Gf(_fww—?m-y)d9=

y
20 30 - _
— —_— —y—1d9 | — —
=Go[L,+[(zg —v5) 0] — @[ (Tm—T, 000, a2
donde _ _
M+ 6 (7, 2—7,,y) a0
o= , (423)
a1
logo: »
M+ G (7,2 —T,1)42 (40 )
ya_ G.Ip @ z -
=X*Mt+—ﬂt 3({) x
G, \oy
N N (424)
r XM:+Gf(7,,,w—Tmy)d9  3d
ex T ] G]p E}'—T/ —_
. M+ M, (o0
=t———=—y],
Glp oz

tendo feito: Et =@ f (Tys —Tewy)dQ. (425)
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Finalmente:
Mt + Mt a(I) -
‘tyz:GTyzzx 7 a—}-w *G'(yz
P

(426)

sz=GTzw=X1—p(a_x_y)_Gsz'

A solicitagiio assim caracterizada é a for¢do simples, para a

qual a condigio de plasticidade se verifica quando o esférgo tan-
gencial T, resultante de Tye © Top alinge certo limite,

A natureza das deformagdes pode determinar-se a partir das

equagses:
=t ()
¥ o9y ' o oy
SR TR Hen
= 0w 0z \ow ’

sendo u, v e w as componentes cartesianas do vector deformacio
num ponto da secgfio transversal. Por diferenciagiio destas expres-
8des, obtém-se:

BI‘W 0w 0 ou 02w 0 ou

ox = Oa? dx 0z ox® | 0z 0w
8o
=0 —-
Ox?
or,, 82w 0 ov 0%w 0 ov
ox oxdy  Ox Oz o Sxdy 0z ox o
=w
ox 0y 198
ol 02w n 0 Ou 02w n 0 ou (428)
oy o oxoy Oy 0z - 0xdy 0z Oy
. 020
= -_
0z 0y
ol 02w 0 ov 0%w o ov
yz — +___= - =
oy oyt Oy 0z oy? 0z dy
0%
= ’

m——
oyt
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donde, atendendo a que, por hipbtese, é:

ou
—_— — = O
€ ox

ov

—:_—O
oy

€, =

I —=
ay

se tira:
02w 02¢
= W
ox? ox?

0%w o 020
oz 0y o Ox 0y
0w 0o

= ®

oy? oy? )

ou ov
=4 =
oy ox

H

Por conseqtiéneia, visto que, por outro lado, é:

_dw_

T oz 0,

vird:

0= 0 (04w, +go+ py),

sendo w,, p e ¢ constantes de integragho, e (427):

E—m(@—}—x)——%f:--}—u)(.ﬂ?:-—p)

oz oy

ow (BCD ow

—_—n]— — y —_—— =

0z ox ox
Finalmente:

—o(y+4q).

w=—o(yz+ g2+, + )
v=+ow(xz—pz+ v, -+ rx)
w=4o(? 4w, -} qx+py),

(429)

(430)

(431)

(432)

(433)

(434)
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sendo u,, v, e 7 constantes de integracio, que, juntamente com as
restantes, caracterizam o movimento rigido de componentes:

w'=—u —ry—qe
v/=A4v, fre—pz (43b)
w'=+4w,+qx+py,

de modo que as componentes essenciais ou caracteristicas geomé-
tricas da deformacio sio dadas por:

= —wyz
v= -4 oxz (436)
w=+m<D. :

As expressdes de % e v definem a rotagio oz, que a sec¢io trans-
versal sofre em torno do seu eixo, e, por conseqiincia, @ mede o
dngulo de torgdo por unidade de comprimento da pega prismdtica.

Hstas expressdes mostram que a secciio transversal nio se altera
de forma, no seu plano, e apenas roda de certo angulo, mas que sofre
um enfunamento, isto 6, que a secgio primitivamente plana, passa
& ser empenada, sendo a sua forma definida pela fungio potencial
® (2, y), a que se chama fungdo de torgdo.

O enfunamento nio se d4 quando @ seja constante e de (407)
tira-se que, neste caso, seri:

tang a = —Z— . : (487)

Como « define a direcgiio da normal em cada ponto do contérno,
segue-se que a sec¢do transversal serd caracterizada pelo facto de a
normal em cada ponto do seu contdrno passar constantemente pela
origem, e 86 poders ser circular.

Daqui se conclui que, na torgio simples das pegas prisméticas,
a8 sec¢les planas s6 se mantém planas se sio de forma circular e o
eixo de tor¢io coincide com o eixo longitudinal da peca.

A cada forma da secgiio transversal corresponde, pois, ama fun-
¢io de torgio, mediaute a qual ficam inteiramente caracterizadas as
componentes dos esforgos e das deformacdes.
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18 — FLExX0 E ESFORGO CORTANTE — Se fizermos:

€ =¢, +¢, =(p+p'z)y

— o 2m—1 1
— =l 27" " e 1 9 438
pe = Tys T Ty n(ay ™ 5 y) (438)
— oY 2m 41
sz:sz_I-sz:P',(a_*_xy);

sendo i1 e p/ constantes muito pequenas e ¥ (%,y) uma fungio regu-
lar em todos os pontos da sec¢fio transversal e independente de ¢, _
as condigBes (272) e (273) sfio satisfeitas, desde que seja:

s=(n+tp'2)y+X (439)

e E, F’ e k constantes muito pequenas,
De facto, esta hipdtese corresponde a:

v:l:v':l’:O

e substituindo I', o I'_ pelos seus valores, encontra-se:

d (arw or ) 2 2 otg,
oz \ oz 3y / m ' m owos

Y y (440)
d (al‘m oT,, ) 2 g,
oy \ vy ox / " m dwoz

A relagio (274) escreve-se, neste caso:

(22Y ot ey, ot 1y,
" a?‘l‘—a“y—z =_aT+a—y+2 1+7{ My, (441)

A condigiio no contérno, exprimindo que a pega niio estd, por
hipétese, sujeita a solicitagio exterior na sua superficie lateral :

TLC08a—+ T cosf=0

ou:
T, cosa—+ L cosf=0
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fica, substitnindo I',, e I’ pelos seus valores e desenvolvendo:

B‘F B‘F 2m -+

871 6.23 a+— sf= lacycosa—]-

+(2’"“1w2+ 1 yz)cosﬁ. (442)
2m 2m
Mas j& vimos (409), que:

d d
cosm:—z cosB:——x

dg’ ag

e vem, pela férmula de Green:

fc[zmm+ xycosa+( 2m 2—{— )cosﬁ]dE:
e e
=[5z ()5 (o= ) o=

—2(1+ )”ydxdy 0, (443)

visto que o integral duplo representa o momento estitico da drea
da seccgiio transversal em relagdo ao eixo central Ox.
Serd, por conseqiiéncia:

f(a—xcosa+—cosﬁ)d8 f(—d —%lgd)

y
_”(Zi‘i a”’)dxdyzﬁwmxdyzo. (444

Daqui se segue que, a menos de uma constante aditiva, 4:

pry | oBV
T o =0 (445)

AY —



155

e a funcio ¥ (z, y), de laplaciano nulo, é portanto uma fun¢io
harménica ou potencial. Deve, pois, ser, no contérno da secgio
em virtude de (441):

Oy

‘“‘ +2(1+ )wy=o (446)
ox

ou, multiplicando por dQ =dxdy e integrando:

“( )dwdy+2(1+ )P-'ffydxdy:
_ff(aTm )dxdy—f(ymcosa—l—Ty,cosﬁ)dE o0,

donde, a menos duma constante aditiva:

Tncosa—l—izcosf}:O. (447)

O conhecimento da fungio ¥ («, y), em cada caso particular,
permite determinar as componentes da solicitagio exterior, que sio:

N :fczdg :Efezdg =E(p+p’z)jyd€! —.EJ‘E‘z aQ
Mm=fczyd9=Efszyd9=E'(p—l—;x’z)fy”dﬂ!—E’szde

My:fczxd9=E’fezde=E(p+p’z)fxde—Eszde,

(448)
r,={x, 0= 61, de=ay/ UZ‘: Q——2mnj-1fxydﬂ]-—
—Gf?wdQ
:f‘cung:Gnyde=Gp’[fZ?:dQ—— 2mlfo:2dQ-—-

—5—[y2a0] - 6f7,,a0
Mtzf(':yax—t,wy)dQ=G;L’[f(%x—g—\FJ)dQ—
— 2";;1J'x3d9+(2+2—1m—)fxy2d9]—Gj(xy.w-—-(wy)dQ.
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Mas como os eixos coordenados sio os eixos principais centrais
de inércia da secgfo, é:

fyd.Q:fxde:O
e asg expressbes: ‘
fy2dQ= I, fxzdsz =1

representam os momentos principais centrais de inéreia,
Por outro lado, §

Je =l tn=[ [ 5+ (+) o=

f(x—lp dy—x%dx): (449)
-—f (8‘1" dy—z—‘jdm) =0

e, do mesmo modo:

i b dy—ff[ax( o) a1 5] =

= f (_ dy —22 dx) 0. (450)

A expressio de M, na base da pe¢a prismitica, isto §,
para 2=0, é:
(M,), = EnL,— E[(z,),ya0. (451)

Como T, é independente de 2, pode escrever-se:

M,=(M,),+T,e=Epl,—E[(c,),0a2+ T,2,  (162)
logo:
EpI,—E[(%,),ydQ+ T, e= E(p + p'2) I, — E%,ya0, (453)

donde se tira: E f A, ydQ
Ty = Ep.’.lx - > (454)
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sendo Ae = “(55 }, a variagio de ¢, desde a origem 4 secgfio de
abscissa z

Igualando as duas expressdes de T,, vem:

— : 455)
E|Ae, ydQ . _(
E}Lllw—_fzﬁsz-l(_ 2m2m 1 I— 21m Iw)__Gj‘Tyde

e, admitindo que, ainda para as deformagdes plasticas, se verifica a

relagio:
r=9M (456)
dz
isto é, que: EfA;E, ydQ
——— =01, aQ (457)

vem, atendendo a (161):

_Zm—l, _ dmid 58)
2m ¥ 2m

A substituigfo déste valor na expressio de T, dé, finalmente:

2(m41) _
T,=w@—— 1 —a[7,d0=

:E;L’]m—Gf?yde (459)
e as componentes da solicitaciio exterior, ficam : '
N =—Efs,a0

M, =E(p+p'2)I, —Efe de

M =—Efs xdQ
(460)

T,=—6[7,,a0

Ty:Ep’]q—Gf*(wdQ

M= Gp’[f(a—‘gx —a—qjy) dsz; 2";; lfxadsz +
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Ea solicitagio por flexdo desviada composta com torgdo, esférco
cortante e esforco axial. O desvio da flexiio o a solicitacio axial sio
apenas devidos a assimetria das deformages plisticas. As com-
ponentes da solicitagio no caso mais geral da flexdio desviada, em
que o plano das firgas exteriores nio & central, obtinham-se a

partir de: , ,
E=0"z+n'y)zstve+py (461)

e resultariam de acrescentar as expressdes anteriores, 0s respectivos
térmos complementares; se o esfOrco axial resulta, niio s6 da assi-
metria das deformagdes plasticas, mas também da existdneia de com-
ponente axial da solicitagio exterior, é evidente como, a partir de:

€, =02+ p'y+-N) 2t vaf py 4 (462)

se obtinham as expressGes das componentes da solicitagio mais com-
plexa a que uma pega prismética pode ser submetida, quando a sua
temperatura niio varia.

Essas expressdes dependem da fungio potencial ¥ (z, y) e 56
em casos especiais se podem determinar sem o seu conhecimento.
Se, por exemplo, na hipdtese particular de solicitagio que analisi-
mos, a sec¢io transversal da pega prismética for simétrica em rela-
¢do ao eixo principal central de inércia Oy, as componentes da
solicitagiio sfo independentes da funcio potencial.

. . . . . oY

Com efeito, a simetria da secciio 1mplica que a funcio P é
uma fungio impar de », quere dizer, é uma fung¢io que muda de

sinal sem mudar de valor absoluto, quando se passa do ponto de

¥
coordenadas (z,y) ao de coordenadas (—=,y); e a fancho 2— é

uma fangio par de @, isto &, ndo varia de valor absoluto nemyde
sinal, quando se passa do ponto (z,y) ao ponto (—z,y). Isto
resulta de que a equacfio aos limites (442) nio deve mudar quando
se substitui & por —x. Ora o coeficiente de cosa, no segundo
membro, é fun¢io impar de z ¢ muda de sinal com x, por isso,

também o coeficiente de cos « no primeiro membro, a; deve mudar

de sinal com z ou, o que é 0 mesmo, ser uma funcio impar de z;
a0 contrdrio, o coeficiente de cosB no segundo membro ¢ funcio

par de x e, por isso, também Z— o deve ser.
Y
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A funcio:

é, por conseqiiéncia, impar em x e, na secgio transversal, a cada
valor desta funcio corresponde outro igual e de sinal contririo, de
modo que seri: :

E o momento de torgio M,, tinica das componentes da solici-
tagio que dependia da fungiio ¥ (x,y), passa a ser independente dela.
Mas a simetria da secgio transversal em relagio ao eixo prin-
cipal central de inércia Oy, ainda permite maior simplificagio da
expressio de M,, se atendermos a que, por serem funcSes {mpares

de z, é também:
fxyzdgz:_[x%w:o. (464)

E se admitirmos que as deformagdes plisticas sfo tais que as
gecgdes rodam em tdrno de uma recta paralela ao eixo Ox e ndo
rodam no seu plano, nem escorregam paralelamente aquéle eixo,
isto é, que se verificam as rela¢8es:

J'Z,xdﬂ =0
(465)
[twde=(1,% —7,y)d2=0,

o que parece razoivel dada a simetria material da pe¢a e a da soli-
citagiio exterior, entio vem:

T,=M,=M,=0, (466)
a flexiio deixa de ser desviada e ndo hé tor¢#o. E o caso das secgdes
de betiio armado, simétricas em relacio ao eixo de solicitagio, mas

assimétricamente armadas, em que as componentes da solicitagdo se
reduzem a:

N =—E[¢0
M,=E(p+p'2)1,— EF,de (467)
y = En' L, — Gf*(y.d&l
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—_————

e caracterizam a solicitacio por flex#o, nfio desviada, composta com
esforgo cortante e esforgo axial, éste wltimo provocado pela disposi-
¢do assimétrica da armadura.

Quando seja:

f €, d0=0, (468)

quere dizer, quando nio haja translagio pldstica da secgdo, entio,
apenas duas das componentes da solicitagio exterior sio diferentes
de zero: o momento de flexio o o esforgo cortante, existentes no
plano da solicitacio.

~ E ser4, neste caso:

M, =E(pn+p'z) Iw—Eszyd.Q
(469)
T, =Ep’Iw—-Gj T,.49.

Estas expressdes, em virtude de (457) satisfazem 3 relagfio:

di,
T,=—=, (470)

~

como se pode verificar. E delas se tira:

M,+Efe,ya0 M, 47,

1 'g== =S

Bt ZL 7L
| 471)

- Ty+af7wd9 _1,+7,

M= EI . EI,

tendo feito:
T,=d[7,,a0. (472)
Serd, por conseqiléncia :
- M, +M

eo=c e, =tot (473)

- EIL
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Pzw.= Tew + Tew =77

Finalmente, as componentes dos esforgos serfio:

M4+,
cz=Esg=*—y—Esz (475)
1{”
e, atendendo a (161):
T 4+T o 2m—1 1 —
‘tz:G‘(.z y+ 4 n ——-—-ﬁm x2—-y2 —GT
Y o 2(m +1) I\ dy 2 2 v

‘ (476)

tzm = Tsw =

T +T oY : _
v 'y [,7" o ) —
a(m+1)L (m (2m+1)a~y) Gy,,.

da

Verifica-se, assim, que as componentes normais dos esforcos
e das deformagSes sio as mesmas que no caso da flexdio simples,
e que tudo se passa como se o esfdrgo cortante actuasse indepen-
dentemente do momento de flexfio: os resultados finais obtém-se
por sobreposicio de efeitos.

Esta independéncia das solicitagGes & 86 aparente, pois que, de
facto, vimos que T, e M, estio relacionados pela expressio:

= _ A(M,+ 1)

T,+T, — @7)

Como o esforgo cortante (Ty—l—Ty) é independente de ¢, isto é,
como se mantém constante de secgio para sec¢do e apenas depende da
solicitagfio exterior aplicada nas bases, pode escolher-se esta solicita-
¢do de modo a que, por exemplo, 0 momento de flexiio seja nulo na
seccio da base livre, isto 6, de modo a que, para z==1, seja (469):

Mw—{—zl_/fx:E’((L—}—gL’l)Im:O,

e vem:
p4pl=0. (478) -

1
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A solicitagdo reduz-se, entio, a nma forca (Ty—}-Ty), a actuar
gegundo o eixo de simetria Oy da sec¢io da base livre, e 0 momento
de flex#io, dado pela combinagio de (478) com (469), é:

M, +M,=—EpT,(1—2)=—(T,+T,)(l—2). (479

Neste caso, as componentes da deformagfio num ponto sio dadas
pela integracio das equagBes diferenciais:

) 1 1 M +M 17+T
l=€z=__ a=-—————”+ “’y=—————”+ L(l—e)y
ox m m EI, m  EI,
ov 1 1 M4+ M 1 74+T
_=ey=——ez=—__i_1y=#ﬂ__y.(l_z)y
oy m m  EIL m Kl
ow M 4+ M T -+
_~=ea= m+ my=___ y !I(l__z)y
0z El EI,
(480)
o v T,+7, _8_\11_2’"—13;2_ 1 y®
9z oy v EI oy 2m 2m
ow ou T4T, (0¥ 2m-41
—_t— =7 =¥ A R xy
ox 02 & El ox m
ou ov
—_— —_—= =0
oy ox Y

Da terceira destas equa¢bes deduz-se, por integragio:

Ty+ T!Ilyz_’_iTy_l- TII
El, 2 EI

&

W= =

y2? - w, (x,y).  (481)

Da quarta tira-se:

2 _LAT( ol L) e

0z EI oy 2m 2m oy
T +T (3% 2m—1 1 1 d
] A 2 yB e lr — — g% | — 2 (4g9)
EI, \ oy 2m 2m 2 oy
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ou, derivando em ordem a y:

0% _Ty+Tya2qf_ 32w, _iTy—l—Ty

ozdy EI, oy? oy? m  EI

Y.

Mas da segunda obtém-se, derivando em ordem a z:

0%v =__1_Ty+‘1"yy
oy oz m  EI '

As expressdes (483) e (484) s6 sfio compativeis, se for:

= Y —w
EI_ oyt oy? oy? °

EI,

Da quinta equagéo diferencial tira-se:

5 m ox

ou T,+ T, (3% 2m+1 dw
—_— = — X ——
0z El,

=Ty+7y(§‘_1:_ 2m+1m) dw,

EL, ox m ox
e: ‘
o%u _ T,+ Tyaz‘F_ 0%w, _ 2m+17T, 4 Tyy
020z EI, 0a? ox? m EI, '

enquanto que da primeira se obtém:

02u 1 Ty-i—?y
= ————y.
‘amaz m Kl

As expresases (487) e (488) 86 siio compativeis, se for:

2 T T + T
o Tv+Tw—wo _—_2——__1'+ 1y,
dx? \ EI EI

0

T,+ T,0°% 0%w, 0% (Ty—l— T ):0.

(483)

(484)

(485)

(486)

(487)

(488)

(489)
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Mas a dltima equacdo diferencial, derivada em ordem a z:

EY T R R T (450)
oy ox oy 0z  Ox Oz
o-atendendo a (482) e (486), escreve-se:
o¢ (T + T T +T
4 y I — 1, | =2 y T Y. (491)
ox oy El, El,

As equages diferenciais (485), (489) e (491) permitem deter-
minar: . .
T +T T 4T
oY= Byt —py—g,  (492)

@ @

onde 7, p, g sfo constantes arbitririas, ou:

T-{—y
°"  EI

(¥ —2ty)—nz+py4q (493)

x

o (481) fica:

k) IS P S 404
w———i,l— —ye|l—— | —aty +-nz+py+q. (494)

x

Substituindo éste valor em (486), obtém-se:

ou 1T,+4+T
0z m EI

€2

Yy +n (495)

e esta equacio, associada com a primeira de (480) permite deter-
minar:

17,4+,

§—=—
m EI

(1—2)ay +nz+u, (y). (496)

Substituindo (494) em (482), obtém-se, de modo semelhante:

le——2%—
2 2m

0z ElI

x

SR e (N R e R
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e esta equagiio, associada com a segunda de (480), permite deter-
minar:

(498)
S ) 7]
v= =24 — ——Z(yz—-wz)——— +rvz+v,(z).

Mas estas expressGes (496) e (498) devem satxsfazer a 1ltima
equaciio de (480), o que d4:

i A B ) PO 499
w o T om0 (#99)
logo, seri:
1 T g
vo=———”-i——’ix2-—rx+s
om  EI (500)
Uy =1y + ¢,

1747
u=— v T L(l—2)ay+t+ry+ nz
- m  EI,
T + T, [ 22 2 x?— y? .
v—_:__% ?(l——é—)—- ™ (l—vz)]—{—s—m-{—pz
: (501)
T +T z
— AR ] — — 2y—V¥ —nx Y.
w B [yZ( 2)4—9031 ]-l—q +py
Como as expressSes:
w=1t-4ry+nz
V=g —rx 4 p2 (502)

W =g — nx -+ py
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definem o movimento rigido do corpo, as componentes geométricas
da deforizacio sio dadas por:

_TAT, [\ =Y
{ v= 20 - 1= 5 (I—2) (503)

- T +T z :
—_ Yy ]—— 2y—T 1.
s B [ )]

x

Estas expressdes também se podem escrever:

1 M +M,
U= —— —————— Y

m  EI

1 M, +M 2 y? 1 74T
v=—— st M, 2 Y +———l+—liz3(5o4)

2 EI m 3 g

M +M T,+T 2

w= w T 2 yz— Ty y xz—{-f— -

EI, EI 2

e, comparadas com as que correspondem & solicitagio por flexdo
simples (368), mostram qual o efeito do esforgo cortante na defor-
magio: as seccdes planas deixam de ser planas e o seu enfunamento
depende da fungio ¥.

Fica, assim, perfeitamente caracterizada a solicitagio por flexfio
com esforgo cortante, & custa da fungdo harmdnica on potencial
¥ (x,y), cujo conhecimento, para cada forma da secgio transversal,
permite determinar as componentes dos esforgos e as das deforma-
gbes. Se, por exemplo, a secgho 6 circular, de raio r, a equacgio do
contdérno é:

w? -y =72

e a equagio (442) permite, por integragiio, determinar a fungfio V.
De modo semelhante se procederia no caso de outro formato do
contorno da secgio.
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N#o nos interessa fazer essa determinacfio rigorosa, pois é possivel
generalizar ao equilibrio elasto-pldstico o método aproximado que habi-
tualmente se utiliza em elasticidade e que, & custa de erros compativeis
com o cdlculo de aplicacio, permite simplificar o problema matemético.

Com efeito, as expressGes (476) mostram que os esforgos tangen-
ciais variam de ponto para ponto da secgio, e variam de sec¢io para
sec¢iio na medida em que va-
riam as deformag3es pldsticas: y
vamos supor que dependem b
das coordenadas x e y e si0 in- .
dependentes de z. Sucede que, é\é
para o mesmo valor de y, a AF A\ B
variagiio de 7 , com « é muito
pequena, isto é, o esforgo tan- y
gencial paraleloao eixo desoli-
citagdo varia muito pouco a0 * x
longo das fibras paralelas & ‘
fibra neutra; e o esforgo T,
é de muito pequena intensi-
dade, relativamente a < ,.

A simplificacio consiste
em desprezar T, e tomar para
T,, 0 seu valor médio, que
designaremos por T, . Fig. 19

O problema reduz-se,
agora, a determinar o valor médio 7, do esforgo tangencial t , nas
fibras perpendiculares ao eixo de solicitagiio, definidas pela sna dis-
tancia y, ao centro de gravidade da secgio (fig. 19).

A dltima equagio de Cauchy, que exprime o equilfbrio para-
lelamente ao eixo Oz, escreve-se, como vimos:

™

(2]

Y

ot,, + a'c,y 1 do
oz oy 8z

Multiplicando esta equagiio pelo elemento de superficie dQ =dxdy
e integrando ao longo da superficie situada acima da fibra de orde-
nada y (superficie tracejada na figura 19), vem:

IGe

”') dwdy+ [ f % dwdy=0. (505)
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" Mas, pela transformacéio de Green, é:
ot, ot
ff(a*x"l-ﬁ)dxdy =fc(‘:mcosa+tyzcosﬁ)d5, (506)

estendendo-se o integral curvilineo ao contdrno da superficie trace-
jada, definido pelo elemento dt e pelos &ngulos directores da normal
positiva a e B. Ora, a0 longo da parte-exterior ACB do contdrno, a
condi¢io que exprime estar a superficie lateral da pe¢a prismética
descarregada é, como vimos:

tgwcosa—{-tyacosB:O.

Por outro lado, ao longo da parte rectilinea 4B do contdrno, é:

cosa=0, cosf=—1,
logo:

B 4
f(tmcosa-]-tyzcosﬁ)d5=—fAtyzdx=—bfy, (507)
[

pelo teorema da média, designando por b a largura (variivel) da
sec¢io correspondentemente & fibra de ordenada y, e por 7, como
jé& dissemos, o valor médio de T, 80 longo da mesma fibra.

Substituindo o, pelo sen valor (475) e atendendo a (439) e a
(471), vem:

ff%dxdy:fzc: 40 = %(%y—m,)dg:

1 oy d(M, + M
=—fyvi-m—)de—E y"P/de —
. Iw y dz Ye
T T, .y (T,+T,)8
—ly v(["eqQ — v y 508
1, 1Y 7, (©08)
tendo designado por:
§=["yao (509)
y

0 momento estdtico, em relagiio & fibra neutra Oz, da parte el4stica
da secgio que est4 situada acima da fibra em estudo.
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E a equacio (505) escrever-se-4:

T,+T,)8
_bty_]__(llizll_)_:o,

X
donde, finalmente:

T,+7)8
I‘y=—-——( y 1) . (610)
Ib
Supondo, entdo, que & . =0, as componentes dos esforgos em
um ponto da secghio, reduzem-se a:

M, + X —
oz_____wL@_y_ c,

1-1!
=—~——Ty+TyS.
v ILb

(611)

T

Estas expressdes, associadas com a condigio de plasticidade,
permitem resolver inteiramente o problema pritico,

Suponhamos, de facto, dados o momento de flexio M e o
esforco cortante T,, relacionados por uma expressio que satisfaz
a relaciio:

T e (612)
A P
por exemplo:
Mw=—Ty(l—z). (513)

E conhecido o esforgo de comparagio Z, e adoptamos como con-
digio de plasticidade, a de Saint-Venant-Guest.
As componentes dos esforgos sio dadas por:

M, + M,
0, =———y
]w
_ _ (514)
LT+ T, M 4H,
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enquanto seja:

c'z2 + 4:Ty2< Eeg’ (515)
e por:
M, +M _
o, =-—m————my—Eaz=28
1, (616)
T, = 0,
quando seja:
o2+ 4rr=x2 (517)
on:
6. =3

Nas fibras onde comegam as deformagdes plésticas, & distincia y,
da fibra neutra, é, por conseguinte:

M+,
('I‘3 = ye e Ee

I, (518)
‘ty =0,

e nas fibras extremas, & distincia y, da fibra neutra, é:

MM,
a, =———yv—E€v=Ee
I, (619)
Ty:O,

Nestas expressGes, é:

ﬂaa:Ef?zde . (520)
© como:
_ M 4N, |
e.=——EIm (y—v.), (621)
vem:

. M, f(y—y,)yde
- I—[(y—y,)yae ’

522)
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estendendo-se os integrais & parte pldstica da secqiio. A substituicio
déste valor em (516) e (518), juntamente com:

— _Mm+ﬂw
N7

x

(Yo—Y.)s (523)

permite determinar y, e, por conseqiiéncia, os valores de o, e 1, em
qualquer fibra. '

Se, por exemplo, a secgiio é rectangular e o limite de elastici-
dade & tracgio é o mesmo que & compressio, fazendo:

k H
ye=i?’ yu=i_2-
bH?
L=
vem a expressdo (387):
3
T
Mw @ —?_l—_l—h_a ( )
2 H 2HS3

e a substitui¢iio déste valor em (518) d4 a férmula de F'ritsche:
bH? 1 ht
w2 n ().

donde se pode tirar:

————e e

3M
y.=—"—=i\/im— , (525)
2 4 bE,

e os valores de o, e de T, em qualquer fibra, dados por (514), ficam
completamente determinados. Os diagramas dos esforgos na secgio
tém o aspecto indicado na figura 20.
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O méximo valor de T, produz-se na fibra neutra, isto ¢, para y=0,
e como neste caso é:

R
2 bh?
S__fo ydg_?, , (526)

'

Z,
Fig. 20
vem:
3 M, 1
T = —— =
ymia 2 BH(l—z) 8 H 1 &
2 h 2 H
_s87 1 ’
2 bH 3 H 1 &
° % 2m 6
que, para:
LY
H’.
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19 — EiSFORGOS E DEFORMAGOES RESIDUAIS — Se nas expressSes (296)
e (297), se fizer:
N=M,=M =0,

aquelas expresses reduzem-se a:

[zae [emae  [e,ya0
ge Tt

6 = P
= 1e, : T
(528)
Efs,d2 Efs,za0 [e.yae _
] —-EE .
cz Q + Iy x+ Iw y &

Quere dizer, quando, atingidas as deformagGes plésticas de uma
peca prismética solicitada & flextio desviada composta, se faz cessar
a acgio da solicitagiio exterior, resta em cada ponto da pega certa
deformagdo residual, que é a soma da deformago pléstica ou perma-
nente que se produziu no préprio ponto e da deformagio que ali
resulta do estado de coaccio pléstica da peca. Esta segunda fracgio
da deformagso residual traduz a influéncia que tem na deformacio
de cada ponto a deformagfio pléstica dos outros pontos da peca,
o tem caracteristicas eldsticas, isto 6, anular-se-ia se fOsse possivel
fazer desaparecer o estado de conex#o interior dos infinitos ele-
mentos de volume em que se divide o volume total do sélido,
estado de conexfio que provoca o aparecimento dos esforgos resi-
duais, nfio obstante a auséncia de solicitagio exterior.

Consideragses semelhantes se poderiam fazer para cada uma
das outras solicitagSes estudadas ou para as suas combinagSes.

Daqui a seguinte concluséio geral: enquanto que um sdlido pris-
mético, deformado elasticamente, volta ao estado natural, nio defor-
mado, quando se anula a solicitagio exterior; enquanto que um
volume elementar do mesmo sélido, isolado de todos os outros que
o rodeiam pelo ideal desaparecimento das multiplas conexSes mole-
culares, fica, depois de se atingirem as deformagdes pldsticas, inde-
finidamente deformado ao cessar a solicitaciio exterior e com auséncia
de quaisquer esforgos ou tensdes; o mesmo elemento de volume, con-
giderado como fazendo parte do todo multiplamente conexo que
constitui o corpo, fica submetido a certos esforos eldsticos rema-
nescentes, os esfor¢os residuais, quando, depois de atingidas as defor-
magdes pldsticas, deixa de actuar a solicitagiio exterior.
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Pode, assim, considerar-se definido pelo célculo o mecanismo da
produgio das deformagSes de um sélido prismético e nada se opde
& generalizagio dos mesmos principios s deformacdes de qualquer
s6lido, isétropo ou anisdtropo, homogéneo ou nfo, mas continuo.

Ao iniciar-se a acgio da solicitagio exterior, cada elemento de
volume do sélido deforma-se elisticamente e o trabalho despendido
transforma-se em energia potencial eldstica, capaz de desfazer as
deformagGes, se a solicitagio vier a desaparecer; mas se a solicitaciio
aumenta de intensidade, atingem-se as deformagBes plisticas em
alguns elementos de volume e o trabaltho despendido na deformagéo
désses elementos de volume, cujos esforgos se mantém constantes, j4
se nido transforma em energia potencial eldstica, antes se dispersa em
transformagbes irreversiveis, com produgio de calor. Nesta segunda
fase existem, entfio, no corpo, elementos de volume deformados elis-
ticamente e outros onde & deformaciio eldstica se adicionou certa
deformagho pldstica, sem variagio do seu estado de tensio; do tra-
balho despendido nas deformag@es, s6 uma parte se transformou em
energia potencial eldstica, precisamente aquela parte & custa da qual
so produziram as deformacGes eldsticas.

Se, agora, se anular a solicitagio exterior, a energia potencial
eldstica que existe, latente, em cada elemento de volume do corpo
e corresponde & fracgdo eldstica da sua prépria deformacio, tende
a desfazer essa parte da deformacio. Se o corpo fosse desprovido
das suas conexdes interiores, é evidente que nada se oporia a que
voltassem ao estado natural, nio deformado, aquéles elementos de
volume que apenas se tinham deformado elasticamente, e a que
se desfizesse a fracgio eldstica das deformacgses daqueles onde se
atingira a fase pldstica. Mas como o corpo é multiplamente conexo
nos seus infinitos elementos de volume, a tendéncia ao desapareci-
mento da fracgiio eldstica das deformacBes é contrariada pela exis-
téncia das deformagdes pldsticas e isto determina a produgiio de novo
estado de deformagio, com o aparecimento dos esforgos residuais.

Quere dizer, as deformagSes plésticas, que se produziram apenas
em certos elementos de volume do corpo, néo sio compativeis com
as suas multiplas conex3es interiores: para que as equa¢des de com-
patibilidade sejam satisfeitas, é necessirio juntar-lhes certo sistema
de deformagBes eldsticas, determinado pela condi¢gio de que sejam
compativeis as deformacBes totais.

Tiste funcionamento d4 razio do fenémeno de endurecimento
a frio que, como vimos, se traduz pelo aumento do limite de elas-
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ticidade dos materiais préviamente submetidos a deformag8es plas-
ticas. Suponhamos, de facto, uma pega de prova solicitada por foras
sucessivamente crescentes a partir do estado natural nio deformado,
que j4 lhe produzem deformag8es pldsticas em alguns pontos. Anu-
lando as férgas exteriores, ag deformagdes plésticas impedem o regresso
puro e simples do sistema ao estado inicial e sucede que, naqueles
elementos de volume onde o limite de elasticidade ainda se n%o atin-
gira, os esforgos interiores nfo se anulam por completo, mas apenas
diminuem de intensidade; naqueles que ji se deformavam plasti-
camente, 6 manifesto que se desenvolvem esfor¢os destinados a
equilibrar os esforgos remanescentes e que, por isso mesmo, hio-de
ser de sinal contririo. Se, agora, se aplicam novamente as fOrgas
exteriores com intensidade
sucessivamente crescente,
compreende-se que, antes de
se atingirem os esforgos que
anteriormente haviam soli-
citado os elementos de vo-
lume n#o deformados plasti-

camente, primeiro se hio-de A
anular os esforgos residuais,

de sinal contririo, desenvol- vp
vidos pelo estado de coacgiio Fig. 21

da pe¢a nos elementos de

volume onde ji se haviam produzido deformagdes plésticas. Como
os esforcos residuais sfio eldsticos, também a sua neutralizacio tem
caracteristicas eldsticas, e eis ai por que razio o limite de elastici-
dade do material aparentemente se elevou: para que as deformacSes
tornem a ser pldsticas no segundo estado de solicitagdo, é indis-
pensdvel atingir os esforgos méiximos correspondentes ao instante
em que se anularam as férgas na primeira solicitacio e isso faz-se
agora em regimen eldstico.

Il fenémeno semelhante, mas infinitamente mais complexo, do
que se produz quando trés barras de eixos complanos e concor-
rentes num ponto (fig. 21), ligadas entre si e com o exterior por
articulagBes sem atrito, sio solicitadas por uma forga aplicada no
seu né comum, que produz deformagdes plisticas apenas em uma
delas, por exemplo AC.

Admitamos que o sentido da forca é tal, que os esfor¢os nas
barras sio de tracgdo. Se a for¢a vier a anular-se, as duas barras
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AB e AD, onde as deformagBes nio deixaram de ger eldsticas, ten-
derdio a recuperar o seu comprimento primitivo, A isso ople-se a
deformacéio pldstica da terceira barra, 4C, que, por conseqiiéncia,
vem a ser comprimida elasticamente pela ac¢do das outras duas, a
actnarem como molas, O equilibrio atinge-se quando a resultante
dos. esforcos de traccio nestas duas barras tenha diminufdo até ser
igual e de sinal contririo ao esforco na terceira. No estado final
correspondente a férga exterior nula, existe, pois, esfor¢o de com-
pressdo na barra AC que fora deformada plasticamente & tracgso,
e esforgos de tracgiio, mas de intensidade menor do que em plena
carga, nas outras duas barras, AB e AD.

Se, a partir déste estado de equilibrio, a forca exterior voltar
a ser aplicada com intensidade sucessivamente crescente, é mani-
festo que 86 se atingirs o equilibrio correspondente 3 primeira
carga, quando houver sido anulado o esforgo residual de compressio
na barra AC, que féra deformada plasticamente. E como o fené-
meno, nesta fase, tem caracteristicas eldsticas, tudo vem a passar-se
como se o sistema das trés barras tivesse limite de elasticidade
mais elevado do que da primeira vez.

E éste fancionamento que se aproveita na técnica do betiio
pré-esforcado e na do betio cintado, onde, em tltima andlise, se
provoca a elevaciio, aparente e artificial, do limite de elasticidade
do betdo armado, com o fim de aumentar a sua capacidade de resis-
téncia eldstica.



CAPITULO III
Teoria elementar da plasticidade

20 —Prixcirros cERAIS— A teoria que acabamos de expor mostra
que, nas solicitagdes por flexdio, quando nfio complicadas com esforgo
cortante, as secgbes planas das pegas prismaticas se mantém planas
depois da deformaghio. Esta conclusio é confirmada pela experiéncia
e, mesmo no caso da tor¢fo simples e no de as deformagdes niio
serem homogéneas ao longo das fibras longitudinais da pega (como
quando existe esférgo cortante), pode considerar-se aceitivel em
critério de aplicacio pratica.

Sendo assim e qualquer que seja a lei que relaciona a variagio
das deformagSes com a dos esforgos, é ficil de chegar as expres-=
sGes finais do equilibrio elasto-plistico das pegas prismaticas, pelo
menos nos ¢asos mais simples,

Consideremos, para exemplificar, o caso da flexiio simples de
momento M, e suponhamos que o raio de curvatura da fibra neutra
da pega prismética deformada é r. Se, em virtude da deformacio,
o0 elemento linear dz das fibras longitudinais & distancia y da fibra
neutra, sofreu a variagio de comprimento Adz, é evidente que o
seu coeficiente de dilatagfo linear serd (omitindo os indices, agora
intteis e indicando com a letra ¢ as deformagSes totais, visto que
néo nos interessa distinguir as eldsticas das pldsticas): :

=t _ v (529)
dz r

Sendo y, e y, as distdncias da fibra nentra as fibras mais afas-

tadas da secgio, os coeficientes de dilatagio lineares respectivos serfio:

Y Y,
:*—‘—-’ g = —

1 r 2 7-’

contando-se as distincias negativamente para baixo.
12
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O equilibrio interior exige que seja:

fm9=o
(530)
fcyd Q=M,

sondo 6 o esfor¢go normal nas fibras & distincia y da fibra neutra
o estendendo-se os integrais a toda a seccio. Se b é a largura cor-
respondente a y (varidvel com y), é:

40 = bdy

e como, por outro lado, é:
y=1¢, dy =rds,

vem, sucessivamente:

1F] ! g
fcd&l:fylbcdy=rfsjbcds=0
(»31)

Y3 gy
fcyd.(.l _-:f boydy = r2| “bode =M.
¥1 & -
1 possivel exprimir » em fungdo de ¢y o €3, pois que, sendo H
a altaura da sec¢io (medida normalmente & fibra neutra), é:

y.ty,=H

H
et e=—s
donde:

H

g1+ ez

Yy =

(532)

E entiio, desde que se conheca a lei de variagio de b com y
(e, por conseqliéncia, com ¢), e a que relaciona ¢ com ¢, traduzida
pelo diagrama de ensaios & tracgio e & compressio simples do mate-
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rial que constitui a pega prismética ou por uma fungfo dada anali-
ticamente:

s=f(¢), (533)

as duas equagdes (531) permitem determinar ¢; e ¢, e, por conseqiisncia,
Y; © ¥y, 0 que fixa a posigio da fibra neutra. O tracado do diagrama
dos esforgos normais o na secgiio, segue-se imediatamente, a partir
da expressio (633), a qual mostra, em virtude de (529), que aquéle
diagrama é geométricamente semelhante ao dos esfor¢os em fungio
das deformagdes, obtido na méiquina de ensaios. Se &ste dltimo dia-
grama tem o aspecto indicado na figura 6, a distribuigio dos esfor-
¢os na secgiio transversal hi-de fazer-se de um dos modos indicados
na figura 14: o caso a) corresponde a deformacses inteiramente elds-
ticas; o caso b), a deformagGes plésticas apenas em um dos bordos
da secglio; o caso ¢), a deformag3es plisticas em ambos os bordos da
sec¢io, com nicleo central eldstico; o caso d), caso limite, corres-
ponde a plastificagiio completa da secgfio e nio se pode atingir para
valores finitos das deformagGes.

Vamos ainda concretizar, supondo que, para material com dla-
grama caracterfstico semelhante ao da figura 6, sendo igunais os
valores absolutos dos esforgos nos limites de elasticidade & traccio
e & compressio:

Ee = Z:’c‘:’

a pega prisméitica é de sec¢io rectangular, com a largura b e a
altura H.
E evidente que, em virtude da simetria, &, nesto caso:

H H
_———, Y, =4 —,
n=—s Y=+ 2

O momento resistente da secgiio obtém-se a partir da segunda das
equacgdes (H31):

M=br2fezcc=.de=2brzfsz cede, (534)

&1 o

No caso mais geral, de as deformagSes plésticas haverem atin-
gido ambos os bordos da secgio, caso ¢) da figura 14, chamando ¢,
ao valor absoluto do coeficiente de dilatagdio linear das fibras & dis-



180

tancia ye.:i—’;— da fibra neutra, onde as deformacfes deixam de

ger elisticas, vem, sucessivamente:

a=2m(f

o

=20 (B[ *etdet 1, ede) =

E€e3 Ee
= 2br2 I:—_é— + ? (Ezz —_ Eez)] =

‘oede -|—J:2 cede):

= brzz‘,e(szz —% sez). (635)

Hista expressiéio, observando que é:

y. H
52=—-:-—-——
r 2r
Y, h
g =——=—,
e . r  9r
transforma-se em:
bH? 1/ h\2
M=——3I|l——|— 36
s[5 (7)] )

e encontramos a férmula de Fritsche, como na teoria rigorosa.

Deve observar-se que, nesta hipétese que fizemos, de supor o
diagrama caracteristico das deformagdes idéntico ao da figura 6,
nem é preciso, por ser mais trabalhoso, efectuar o cilculo explicito:
desde que sabemos que o diagrama dos esforgos normais na secgio
hi-de ser um dos representados na figura 14, basta avaliar o inte-
gral do segundo membro da expresséo:

M= f oydQ,
& custa das 4reas geomeatricamente simples (rectingulos e tridn-

gulos), em que & possivel dividir o diagrama dos esforgos, cuja
forma supomos conhecida «a priori».
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Esta mesma conclusiio se poderia tirar, no caso de outras soli-
citagBes mais complexas. Segue-se, entdo, que, desde que suponha-
mos ser idéntico ao da figura 6, o diagrama caracteristico das
deformages do material que constitui a pe¢a prisméitica, a lei da
conservacio das sec¢Ses planas permite concluir que o diagrama dos
esforgos normais numa sec¢io transversal hi-de ser um dos repre-
sentados na figura 14 e o cdlculo da secciio resistente da pega pode
fazer-se a partir das expressGes:

N =fcd9
M= f syd @ (337)
My—_—fcxdﬁz,

)

sendo os integrais avaliados & custa do diagrama considerado dos
esforgos. B de maneira idéntica se procederia, também, no caso da
torgio simples.

Faremos, em seguida, a aplica¢io déstes principios, mas apenas em
alguns dos casos que mais freqiientemente se apresentam na prética.

21 — SECgA0 RECTANGULAR — Seja a secgio rectangular de lar-
gura b e altura H (fig. 22), solicitada & flexdo composta pelo

'
t..-_ll_
: o’ b4 T s
/ —/r o
X —— a
H b ER
/ E._
h h é h a
] Sf—]
: Qilt
o o I, Z,
b (@) b (© )
Fig. 22

momento M e pelo esfr¢o axial N, a actuar no seu plano médio
vertical.
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No caso de haver deformacBes pldsticas apenas junto de um
dos bordos da secgiio (fig. 22-b), serd:

bh! bh
N=bl ! T s 2
', 4+ 2 z, 5 G
H a’ bh! 2 o bh 2
M4+N[{=—h)=ba' [WW +—)Z' — =Ry — .—ho.
+ (2 ) a(-+2)ze+ R L
Mas:
o'+ +h=H
=57
logo:
' h?
N=>'.bla'+ 22—
z/, (a+ 3 2h’) o9
H h'? hd
(oo ) ]
donde:
, 3 M H
o=
bHY —N 2
—nl\2
y (H—a) (539)
2(H—- N)
bx,

ho=H—(a'+ 1),

o que determina o diagrama dos esforgos.

Se a secciio estd solicitada & flexdo simples, de momento A,
basta fazer, nestas expressdes, N—0 e vira:

g 3M _H
bHZ!, 2
(H—a')? (640)

2H

h! =

Note-se que esta solicitagio nfio 6 a flexdo simples elasto-plds-
tica, pois a fibra neutra nilo passa pelo centro de gravidade da
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secgio: 6 uma flexdio composta, cujo esférgo axial resulta de as
deformacBes plasticas néio serem simétricas relativamente ao centro
de gravidade, isto é, de os esforcos nos limites de elasticidade serem

diferentes & tracgéio e & compressdo.

No caso de ambos os bordos da sec¢iio terem entrado em defor-
mag#io pldstica (fig. 22-c), serd:

1
N=ty,+ 2 p— 2y~ ta,

, / (541)
H a bh! 2
M4+N(—=——a—h}=ba |V +—|T — =Wy
M+ (2 a ) a( —|—2)28—|—2 3 o+
bh 2 ‘a
o i)
sendo:

H=a+h+4h'+a
z

h=h'—2,
!

Destas equagdes é possivel tirar os valores de @, a’, k e b/, em
funcio de M, N, L, e £/,. No caso particular de ser:

Ze=2,e’

vyem:
h =h

e encontra-ge, facilmente:

=3 () V)R
2 bL, 4 b2x, 2 by,

(542)
i (e )V T2
2 bZ, 4 b%x,? bL,
Se a flexiio é simples, isto é, se N=0, vem:
(543)

a=a’=iHi —8—H2——8M
2 4 bz,
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2 2 1 g
2

N Il

que ¢é a férmula de Fritsche.

donde:

No caso limite de toda a secqio ter entrado em deformagio
plastica (fig. 22-d) é:
h=h'"=0

ata' =H
e, indicando com M e N os valores limites de M e N:

N=0ba's!, —bag,

, (644)
93?+9?(£2I——a)=ba’.%2’8+ ba -%Ew
Se:
Eezzle’
vem
3 Nz 3M,
at+a'=H=H+2 \/—| H%2— — )
4 b2z, ? bz,
donde
2
2__?}____4_9"&_—:0, (545)
b2g,2  BZ :
Esta expressiio também se pode escrever:
— DbHE M, N
=—=_ 54
w 1 z, 4bEe” (546)
tendo designado por:
— bH?
W=—-—4 =28 _ (547)

o médulo de resisténcia plastica da secgio rectangular, ou seja, a soma
dos momentos estiticos (cada um igual a §) das duas metades da
sec¢do em relagio & fibra neutra.
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Adoptando o coeficiente de seguranca 1—12 (1) e fazendo:

Py
M___@_, N=2, o=, (548)
n n n
vem:
— M N2
W=— 49
s T o (549)

e, sob o ponto de vista pritico, dados M, N e o, ficil é determi-
nar W. A influéncia de NV 6, quisi sempre, tio pequena, que se pode
supor N=0 e cai-se, entfio, no caso da flexio simples, em que §:

=2 (550)

(¢

férmula semelhante & da flex§o eldstica:

w=2L
[¢]
onde: :
2
6 v

é o médulo de resisténcia eléstica da secgso.
Daqui resulta, como j4 vimos, que a resisténcia pldstica de uma
sec¢iio rectangular é 50 °/, maior do que a sua resisténcia eldstica:

W=1,50 W,

o que justifica a economia proveniente do cdlculo pldstico.

(1) Habitualmente, toma-se 1 = % para os materiais dicteis o —1- = 71-
n n
1
a % para os frigeis. No caso do betio armado, toma-se 1 = L a Y e no do
n

ago, — =+
@1" 2"
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22 — SrcgXo M T — Como os ferros laminados da construchio:
siio normalmente feitas de ago, em que os limites de elasticidade
4 tracciio e & compressdo sio os mesmos, apenas consideraremos o
caso de:

—_—
2:e =z e?

por ser o inico de interésse nas aplicagdes. Do mesmo modo, apenas
consideraremos o caso limite de tdda a seccio ter entrado na fase
pléstica, por ser nesta hipétese que se baseia o cdlculo préitico.

ﬁ;_ﬁ_
|
l/d ' ZG Zo v
7 ' I .
! i =
i =
&
H| h _lie &
Ll
a
T, z,
b
(@ (b

Fig. 28

Se a fibra neutra cai na alma (fig. 23-a), siio imediatas as rela-
¢Oes seguintes:
at+a =H

N=zx,(a'—a)d
9ﬁ=29i—(b—e)(H’—h?)—}—z:e[a(H——a)—l—a’(H—a’)].

(651)

As dunas primeiras permitem determinar:

=i(-3)
! 9{ (552)
“= 2 (H+ ex, )
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o associando-as com a terceira, vem:
2
eh?+b(H? —h?) —— ——" —0, (653)

Esta expressio também se pode escrever:

T LU | ek M, N
B 4 4 5, dex?

(6b4)

tendo designado por:

b(H2—h?) eh?
4 + 4

W=

=28

o mddulo de resisténcia pléstica da secgio I, ou seja, a soma dos

momentos estdticos (cada um igunal a S) das duas metades da seccio,
em relagio & fibra neuntra,

Adoptando o coeficiente de seguranga % e fazendo, como no

caso da secgiio rectangular:

m N
M_—'_.——, N:—, °=_2_e’
n n n
vem:
—_— M N2
==+ Toct’ (555)

formula que permite efectuar o cdlculo pritico das sec¢bes trans-
versais, quer directamente, quer com auxilio de tabelas que, geral-
mente, contém o valor de §.
A influéncia de N 6, quisi sempre, tio pequena, que se pode
fazer N=0 e cai-se, entiio, no caso da flexiio simples, em que é:
”W:—;‘f, (556)
férmula semelhante 4 da flexiio eldstica:

o d_ M

|
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Para as seccbes constantes das tabelas usuais, encontra-se que é:

W —116a 1,18.
W

Neste caso, a economia resultante do cileulo elasto-plistico é menos
sensivel do que no da secgiio rectangular, mas ainda é qudsi de 20 %/,.

Se a fibra neutra cai num banzo (fig. 23-b), vem:

ata =H
N=z,(2d,b+eh
N o (24,0 +eh) 557)
M=z, | =)= sty |,
donde se tira:
. (559)
eh2(2 —i)+b(H2—h2)—4m— RE_2Nb (1——’“’— =0
b L, br? z, b
ou, fazendo intervir o coeficiente de seguran¢a:
(559)
— b(H®2—h?) , ek M NE N eh\,b—e
W= — — ————\h - -—,
4 + 4 c+.4bc2+(c 2) 20

férmula que permite o cilculo pratico.

93 — SECUA0 RECTANGULAR DE BETAO ARMADO — Seja a seccio

[P | S

~

Ia

I

{

rectangular de largura b e altura H (fig. 24), armada & tracgio com
a armadura 4, distando d do bordo mais préximo da secgio.
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O diagrama dos esforgos estd representado na figura e déle
se deduz:

!
%c’ —%Zb baZb-AaGGZN
(560)
!
M+N(—§—h/>=%c'b._§-h'+ﬂzb 2t

4 baz, (H—h’ — %) A0 (H—h'—d).

E, de téda a evidéncia:

W +h+a=H
h =§~”h' : (561)
c’b :
)
a =H—h —h=H—h (1——1’-)
o'y
, H—h'—d
Ca =My~ 1
hl

de modo que as expressGes (560) apenas envolvem o/, e k' como incé-
gnitas e o cilculo destas incégnitas determina imediatamente o dia-
grama dos esforqos correspondentes a certa solicitagio exterior M e N
Fica, assim, resolvido o problema da venﬁcaqao da seccgo, dadas
que sejam as suas caracteristicas geométricas. E éste, alids, o pro-
blema usual do célculo elasto-pldstico das pegas de betio armado:
o da verificagio das secgBes. De facto, como o betfo é um material
fragil em que a fase de fluéncia, & compressio, praticamente nio
existe (0 que leva a admitir que se confundem os limites de elasti-
cidade e de ruptura & compressio), o cilculo das secgBes a partir
do diagrama limite dos esfor¢os s6 se poderd fazer supondo que os
limites de elasticidade no betiio & compressio e na armadura & trac-
¢do se atingem simultineamente. Entéo, a hipotese da conservagio
das sec¢Bes planas permite escrever:
!
W= "Es (g g (562)
nzzlb + Za

o substituindo, nas equages (560), k' por éste valor, o/, por L'y e g,
por £, podem calcular-se H e 4,,, em fungiio de M e de N. Como
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08 limites de elasticidade do betio & compressio e da armadura &
tracio s6 por coincidéncia se atingirfio simultineamente, o cilenlo
directo das secgSes deve considerar-se indeterminado: no caso do
betio armado, o célculo das pegas prismiticas é «de verificacio>.

Se a solicitagio 6 por flexiio simples, basta, nas expressdes ante-
riores, fazer N—=0.

Se a sec¢io é duplamente armada ou se nfio & rectangular, o
problema resolve-se de maneira semelhante.

24 — FLEXX0 0OM ESFORGO TRANSVERSO — Quando a flexfio é com-
plicada com esfdrgo cortante, ainda o problema prético se pode
resolver & custa de consideracdes elementares, como vamos verificar.

T, %,
D T I
[ I
-2 o Ao v —— B\
T T+AT | — == Tmax.
C -
M M+AM
) z, , I,
Az @ b ()
Fig. 25

Consideremos um trégo de pega prismitica (fig. 25) compreen-
dido entre duas sec¢des transversais, I e II, distantes de AZ, soli-
citadas a flexio ndo desviada, a primeira pelo momento de fle-
Xio M e pelo esférgo cortante 7', e a segunda pelo momento de
flexfio M+ AM e pelo esforgo cortante T'-+ AT, Suporemos que, na
segunda, se atingiu o estado limite de plastificagiio, definido pelo
diagrama dos esforgos normais (b) e que, na primeira, ainda reage
elasticamente certa parte central da sec¢io, como indica o diagrama
(a), sendo ésse ntcleo eldstico compreendido entre as fibras que
distam y, da fibra neuntra (ou, precisamente, y=y’', na zona de
compressdo e y = — y, na zona de tracgio).

Isolando um prisma elementar nests trdgo da viga, éle com-
porta-se de maneira diferente, sob o ponto de vista da existéncia de
tensSes tangenciais, conforme estd compreendido na zona das defor-
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magGes pldsticas ou na das deformagfes eldsticas: se estd compreen-
dido na zona das deformac8es pldsticas (4rea tracejada 1), as duas
faces I e II estio submetidas a esforgos normais iguais e de sinais
contririos e o equilibrio na direcgio da fibra neutra fica assegu-
rado sem a existéncia de esforgos tangenciais; se. estd compreen-
dido na zona das deformacgdes eldsticas (drea tracejada 2), a face I
estd submetida ao esfor¢o normal o, a face II ao esforgo normal
~ (9} As) e o equilibrio imp®e a existéncia de esforgos tangenciais.

Sendo b a largura (varidvel) da secgio, & distincia y da fibra
neutra, serd, manifestamente, na zona das deformagdes eldsticas

Y
bz _—_j * Aobdy, (563)

donde se tira o valor do esforgo tangencial médio nas fibras corres-

pondentes:
Ye
=1 f 29 by (564)

Ao . . .
e v representa o acréscimo das tens8es por nnidade de compri-
z .

mento da pega prismaética.

Mas quando o momento de flexéio varia de M para M - AIl[
o acréscimo de momento AM § inteiramente absorvido pela parte
da seccio onde as deformagdes ainda siio eldsticas, visto que ji se
esgotou a capacidade de resisténcia na parte restante, onde as defor-
mag§es pldsticas anmentam sem variagiio -do esférgo normal. Tudo
ge passa, por conseguinte, como se a0 momento AM resistisse elas-
ticamente a secgiio de altura reduzida (y,--y’,) e serd:

do=2"y, (565)

sendo I, o momento de inércia, relativamente & fibra neutra, da
parte da secgio onde as deformagdes ainda s#o eldsticas.
Viré, pois:
) Y,
e AM T g (566)
Ib Az y
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Ora o esforco transverso na secgiio ¢ dado precisamente por:

=AY (567)
Az
e representando por:
Ye
S =j ybdy (568)
Y

o momento estitico da parte da secgio compreendida entre a fibra
3 disténcia y da fibra neutra e aquela onde comegam as deformacses
plasticas, vem, finalmente:

=,  (569)

Exprimindo T em fungio de M e substitnindo M pelo momento
resistente da secgdo, obtido a partir do diagrama dos esforgos nor-
mais, pode determinar-se T em fungio das caracteristicas geomé-
tricas e eldsticas da peca. O diagrama dos esforcos tangenciais T tem
o aspecto indicado na figura 25-c.

Se, por exemplo, se trata de uma viga simplesmente apoiada,
de vio ! e secgio rectangular, constituida de material para o qual é:

r =¥,

o esforgo tangencial méximo vale:

sendo h=1y,+y!, =2y, a altura do nicleo eldstico da secgdo.

O esforgo transverso 7' depende da golicitagiio exterior. Supondo,
para exemplificar, que a viga ostd sujeita & acgdo de uma carga
concentrada P, no meio do vio, é, em valor absoluto:

T=-"—=—, (671)

£ M
2 z



193

sendo M o momento de flexio na secgfio 4 distincia 2 do apoio que
se toma como origem. E vira:

3 M

T mme— | 572
"9 bhe (672)
Mas, pela férmula de Fritsche, 4:
bH? 2
by 1_1(&) ,
4 3\ H
logo:
2 2
‘ tmdw =—§—_1- il Ee 1 _i i) -
2 bhz 4 3\H
3 H H 1 A
ES Al ) e 573
s 5 (55 %) 73)

A secgiio mais desfavoravelmente solicitada ¢, certamente, aquela
onde se produz o momento méximo, isto é, a de abscissa:

l
g=—,
2
e vird:
Tt = -Z- % z, (E 1 L) ] (574)

h 3 H

A plastificagio completa da secgiio, como j& sabemos, é um caso
limite incompativel com a capacidade de deformagio de qualquer
material, isto é, nio pode ser nunca:

—=0,.
H

Admitindo, com Zhudin, que seja:

h
—=0,1, b7b
I (675)
13
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vem:

max

~15 == 3, (576)

O problema resolvia-se de maneira semelhante, em outras hipé-
teses de solicitacio ou de apoios.

9% — FINCURVADURA OU VAREJAMENTO, EM PEGAS PRISMATICAS COM-
PRIMIDAS ALEM DO LIMITE DE ELASTICIDADE — Quando se submete uma
barra prismética a compressio axial e se aumenta sucessivamente a
solicitagio exterior, pode suceder que se atinja o esforgo no limite
de elasticidade por compressio, antes de se produzir o fenémeno de
instabilidade conhecido por encurvadura ou varejamento, tal como se
estuda na teoria matemdtica da elasticidade e na resisténcia dos
materiais cléssica. Se, entfio, continuar a crescer a solicitagio exte-
rior, a encurvadura vai produzir-se na fase pléstica, e é ficil de
compreender que a carga critica (assim se chama ao valor da soli-
citacio capaz de produzir a encurvadura) é precisamente aquela
para a qual se atinge o esfOr¢o no limite de elasticidade, desde que
a lei de variacio das deformagSes com o0s esforgos seja, como supo-
mos, traduzida pelo diagrama da figura 6, isto é, desde que ndo se
considere o aumento de resisténcia do material, devido ao fenémeno
de endurecimento a frio.

Suponhamos, com efeito, atingido o valor da carga critica, na
fase pléstica. Vai, nesse instante, produzir-se o varejamento, 1sto §,
vai adicionar-se & solicitaio exterior que produz esforgo uniforme
na secgiio, de intensidade I/, a flexiio que determina a deformagio
longitudinal da pega por encurvadura, no plano do momento prin-
cipal central de inércia minimo da secgfo. A distribuigio dos esfor-
gos, que era uniforme para a compresséo axial exterior, vai ser alte-
rada em virtude da flexdio de encurvadura: na zona de tracgdo (do
lado da convexidade), haverd diminuigio de esforgos, e como a des-
carga de uma pega solicitada além do limite de elasticidade tem
caracteristicas eldsticas (v. § 1), o diagrama das tensdes de flexdio
sera triangular, nessa parte; na zona de compressio (do lado da con-
cavidade), o diagrama dos esforgos de flexiio hi-de equilibrar o da
zona de tracgio, visto que ambos definem o momento resistente da
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sec¢iio transversal. Ora como, por hipdtese, a compressio axial ji
havia produzido o esfor¢o normal X', correspondente ao limite de
elasticidade do material, néio pode a flexfio de encurvadura ser acom-
panhada de aumento de esfor¢os na zona de compressio, e daqui se
segue que também nio pode haver diminuicio de esforgos na zona
de tracgfio, visto que o respectivo diagrama n&o pode ser convenien-
temente equilibrado. Em 1ltima andlise, nfio existe zona de tracgio,
porque o material esgotou téda a sua capacidade de resisténcia &
compressiio, e nada se opde & deformacgiio por encurvadura, que,
assim, se produz sem aumento de esforgos.

Néo héd, pois, duvida de que a carga critica de encurvadura se
confunde com aquela que produz as primeiras deformacGes plasticas.

Se se considerasse o endurecimento a frio do material, a encur-
vadura seria contrariada pelo correspondente aumento de resisténcia
& compressiio da peca prismdtica, e a carga critica excederia a carga
no limite de elasticidade. A aceita¢iio do diagrama da figura 6 exclui
esta hipdtese, cuja andlise, alids elementar, conduziria a expressdes
semelhantes s que Euler deduziu em elasticidade.
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