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Introducao

Nesta tese pretende abordar-se o problema da minimizagao de
fungdes booleanas ou ldgicas e apresentar algumas solugdes
baseadas na representacdo dessas fungbes a partir de diagramas
de decisdo binaria, normalmente referidos por BDD's (Binary
Decision Diagram), que se admite ser um método eficiente para
posterior obtengado de fungdes simplificadas [AKE78].

Dada a complexidade que estes problemas facilmente podem
atingir, a obtengdo de solugbes exactas €, na pratica, impossivel
de conseguir para casos reais; sendo assim, tém-se desenvolvido
métodos heuristicos que procuram contornar esta dificuldade
[BRA84, BRO81, HON74].

A importancia e actualidade do tema advém do facto de que a
obtencdo de solugdes eficientes e econdmicas para problemas
complexos que surgem em mdltiplas areas cientificas s6 ser
possivel apés uma simplificagdo das fungdes lbgicas e portanto
dos circuitos que constituem a base da respectiva implementagao.

Assim, é fundamental obterem-se circuitos cujo desempenho seja
cada vez melhor; portanto, circuitos légicos a que corresponda,
por exemplo, a menor area possivel, a menor poténcia dissipada ou
a maior velocidade de execugdo. As fungdes ldgicas
correspondentes a esses circuitos deverao ser simplificadas nao
s6 com o objectivo de se obter a funcdo ldgica minima, mas
também um tempo de execugdo aceitdvel, portanto, a minimizagao

l6gica deve conduzir globalmente a optimizagdo dos resultados
finais.

Neste trabalho sdo apresentados algoritmos de minimizagao de
funcdes booleanas baseados em BDD's e um conjunto de programas
que os implementam. O objectivo do trabalho, mais do que
apresentar um programa de minimizagdo, é o de investigar
diferentes estratégias comparando entre si os méritos relativos
das técnicas heuristicas que as suportam. Com este fim foi
desenvolvido um programa destinado a funcionar como "banco de
testes" de algumas estratégias consideradas, permitindo a
obtencdo de resultados que sd@o objecto de posterior discussao.



Deste modo, ao longo deste trabalho, a minimizagdo booleana e
encarada independentemente de qualquer futura implementacgao,
nio se tendo em mente a execugdo de uma simplificagao
especifica para ser usada por uma tecnologia bem definida, como
por exemplo, PLA’s ou elementos da chamada "l6gica aleatéria”.

Esta tese esta dividida em sete capitulos, cujo conteddo se
descreve a seguir.

No primeiro capitulo é feito o enquadramento dos problemas a
analisar e apresentam-se sumariamente aspectos essenciais de
alguns métodos utilizados em minimizagao logica.

O segundo capitulo introduz a notagao e fornece as definicoes e os
fundamentos tedricos necessarios a posterior manipulacao das
funcoes logicas e a descricdo dos algoritmos apresentados.

No terceiro capitulo descreve-se e exemplifica-se um método
classico e exaustivo de simplificacao de fungbes booleanas, 0
método tabular de Quine-McCluskey.

No quarto capitulo é apresentado resumidamente um meétodo
heuristico de minimizacdo légica de que foi publicada uma
primeira versdo em 1984, posteriormente melhorada, e que
constitui a base de um programa de minimizagao booleana muito
divulgado - EXPRESSO-II.

Com estes dois capitulos pretende-se apenas situar o problema da
simplificagdo das fungdes légicas e referir algumas das solugoes
ja estudadas.

No quinto capitulo é apresentada uma panoramica geral sobre
BDD’s, a sua construgdo e identificagao. Introduz-se assim uma
diferente abordagem ao problema da minimizagao booleana,
baseada na proposta de Akers que, em finais da década de 70,
recorreu a diagramas de decisdo binaria (BDD) para representar
fungdes logicas.

O sexto capitulo é constituido pela descricao do programa de
minimizacdo implementado a partir de BDD’s e baseado em
heuristicas que foram definidas de acordo com estratégias de
simplificagdo escolhidas. Estudaram-se fungbes de saida unica,
assim como fungdes de saidas multiplas. Os resultados obtidos a



partir do referido programa de minimizagdo booleana sao
apresentados e discutidos no final do capitulo.

No sétimo e ultimo capitulo é feita uma apreciagdo do trabalho
realizado e apresentam-se algumas conclusdes.

No Apéndice A é referida a decomposigdo de fungdes baseada na
expansdo de Shannon de uma fungao légica, enquanto que no
Apéndice B se introduz o problema das fungdes monotonas, sao
dadas definicdes e sdo apresentados alguns resultados conhecidos.



1. A Minimizacao Booleana

1.1 Enquadramento

O aperfeicoamento das técnicas de minimizagdo de fungoes
l6gicas ou booleanas tem sido baseado, e de certo modo
condicionado, pelo desenvolvimento de conceitos e processos que
conduzam a implementagdes que minimizem um determinado
critério (nimero de literais, nimero de portas logicas, nimero de
transistores, area ocupada) [AKE78].

Quando nos anos 50 se iniciou o estudo do projecto digital, as
gates légicas eram muito dispendiosas. Assim, tornou-se
importante que se pudesse reduzir o numero de elementos usados
na implementacao das diversas fungbes ldgicas.

Nos finais dos anos 60 e inicio dos anos 70, o custo das gates
l6gicas foi reduzido e portanto uma minimizagao légica Optima
deixou de ser tdo essencial como o era até ai. Posteriormente, nos
finais dos anos 70, com a utilizagcao das PLA's (Programable Logic
Arrays) na implementacao dessas fungdes, voltou a ter grande
impacto a necessidade de obtencdao de uma boa minimizagao, ja
que cada termo produto obtido seria implementado como uma linha
na PLA. Logo, a simplificagao das fungdes logicas transformou-se
numa &area de investigacao de grande importancia [BRA84].

Contudo, essa minimizacdo € um problema de dificil abordagem, na
medida em que, para se poder obter a solugao optima teriam de
utilizar-se métodos exactos e exaustivos [MCC65, QUI52] que
garantissem a cobertura de todas as possiveis hipoteses de
simplificagdo. Sendo assim e para fungbes com elevado numero de
varidveis de entrada, seriam necessarios nao soO tempos de
execugao muito elevados mas também a utilizacdo de enormes
espagos de memdria, que tornam o problema intratavel de um
ponto de vista pratico.

Como resultado, ‘é normalmente aceite a utilizagao de solugdes
"menos Optimas" desde que dentro de certos limites, a que
correspondam tempos de execugdo aceitaveis e que podem ser



conseguidas, por exemplo, pelo desenvolvivento de métodos
heuristicos [BRA84, BRO81, HON74].

Portanto, desde que se defina um critério que permita determinar
a qualidade de uma dada representagdo simplificada da fungéo
relativamente a outras, é possivel dizer-se que existe uma
representagdo que € oOptima, pelo menos em relagdo as restantes
consideradas.

Esse critério, classicamente considerado, aponta como solugao
6ptima aquela a que corresponda:

“1%) um ndmero minimo de produtos légicos;

(Um produto légico é uma expressado constituida pelo produto de
variaveis de entrada e/ou dos seus complementos)

2% no caso de existirem varias representagbes da fungdo com o
mesmo numero minimo de produtos légicos, sera déptima aquela
que contiver o menor numero de literais;

(Um literal é uma das possiveis ocorréncias de uma variavel de
entrada)

Sempre que possivel, convem caracterizar o problema em estudo,
em termos da sua complexidade de modo a poder avaliar-se o
comportamento de cada algoritmo utilizado para a sua resolugao.
A complexidade do problema da minimizacao légica, considerando
fungbes com n varidaveis de entrada, pode ser caracterizada pelos
seguintes parametros [BRA84]:

nimero maximo de mintermos 2"
nimero maximo de primos implicantes aVn

Em face destes valores & pouco provavel poder encontrar-se um
algoritmo exacto que seja eficiente [BRA84], uma vez que se esta
a trabalhar com problemas cuja resolugao envolve o calculo de um
nimero de elementos que cresce exponencialmente com o nimero
de variaveis de entrada.



1.2 Métodos de minimizacéo
a) O método algebrico

Quando as fungdes booleanas a minimizar sao fungdes simples,
entao é facil aplicar os teoremas da &lgebra de Boole e efectuar a
simplificagdo das expressdoes booleanas correspondentes. Este
método aplica-se apenas a fungdes com poucas varidveis de
entrada, para evitar que se cometam erros.

b) O método dos mapas de Karnaugh

O método classico de Karnaugh, apresentado em todos os livros de
Circuitos Légicos e Sistema Digitais [HIL81, MAR67], é um
processo intuitivo e manual e permite a simplificagdo de fungoes
booleanas desde que o nimero de variaveis de entrada nao exceda
5 ou 6. Quando o numero de varidveis de entrada aumenta, o
excessivo numero de quadriculas do mapa dificulta a seleccao dos
mintermos adjacentes. A grande desvantagem deste método é a
sua dependéncia da intuicao ou habilidade humana para reconhecer
determinadas simplificagbes. Assim, para fungbes de 6 ou mais
variaveis é dificil ter-se a certeza de se ter feito a escolha ideal
e portanto se obter a melhor simplificacao.

c) O método tabular de Quine-McCluskey

Este método classico surge apés o meétodo de Karnaugh e é um
processo mais sofisticado. E um método exaustivo e exacto e
garante a obtencao de uma expressao simplificada que é de facto a
solugao dptima. Tem a vantagem de poder ser aplicado a problemas
com dimensao apreciavel e poder traduzir-se num conjunto de
passos susceptivel de realizagao como um programa de
computador. Todavia, e porque o método é exaustivo, os tempos de
execucao do programa sao elevados assim como o0 espaco de
memdéria utilizado. Este facto limita a dimensao das funcdes a
simplificar por este processo a fungbes de cerca de 16 variaveis
de entrada [FAB90, HIL81, MCC65, QUI52].

d) Os métodos heuristicos

Para tentar resolver os problemas que surgem com a execugao do
método de Quine-McCluskey, apareceram mais recentemente
métodos heuristicos que produzem boas solugcdes, em tempos de



computagao razoaveis e usando um espago de memoria aceitavel.
Refira-se o programa MINI [HON74] que foi o primeiro a surgir,
desenvolvido pela IBM em meados da década de 70, e
posteriormente o programa PRESTO [BRO81]. Pode-se mencionar
ainda o programa SPAM [KAN81] que é uma versao mais recente de
MINI, o programa POP [DEMB84] que é baseado nas ideias expostas
em PRESTO e os programas EXPRESSO-|I [BRA82] e EXPRESSO-I
[BRA84] criados durante os anos de 1982 e 1984.

As simplificagcdoes introduzidas por estes métodos baseiam-se
fundamentalmente na expansado dos implicantes que representam a
funcao logica, um de cada vez, e na posterior remogao de todos
aqueles que sejam cobertos pelo implicante expandido. Deste
modo, nos métodos heuristicos, os implicantes sao expandidos e
alguns deles sao removidos apds se verificar serem cobertos
pelos termos expandidos, eliminando assim o problema base dos
métodos anteriormente mencionados, ou seja, a geragao exaustiva
e armazenamento de todos os implicantes. Por este processo
obtém-se uma cobertura para a fungao dada que €& formada por
- primos implicantes, mas que nao € necessariamente a cobertura
minima; posteriormente essa cobertura € transformada na minima
cobertura possivel. Esta sequéncia de expansdes-redugdes é
executada iterativamente até nao serem possiveis mais
simplificagoes.

O programa EXPRESSO-II [BRA84] segue basicamente a sequéncia
de transformagdes expansado-redugcdo sugerida e com a sua
utilizacdo pretende obter-se uma ferramenta de minimizagao
l6gica que, na maioria dos casos, resolva os problemas recorrendo
a recursos computacionais limitados e produza resultados o mais
proximo possivel da solugao optima. Os métodos heuristicos sao
desenvolvidos de modo a permitirem a obtencédo de solugdes
fiaveis, isto é, em utilizacbes "normais" encontrar-se-a uma
solugdo que pode nao ser a Optima mas que se pretende seja
préoxima das melhores.

e) O método baseado em BDD's

A utilizagdo do conceito de BDD, sugerido por Akers [AKE78] nos
finais dos anos 70, conduz a uma abordagem propria do problema
_ da minimizagcdo booleana. Assim, a ideia base & transformar a
lista de mintermos ou a equacdo que define a fungao a simplificar
numa arvore binaria, em que 0s n0s sao 0s elementos de decisao ou



controlo e os ramos seus filhos sao associados aos valores

l6gicos zero (falso) ou um (verdadeiro) dependendo da decisao
tomada.

O valor l6gico a saida de um dado né sera o valor da sua entrada
esquerda se a variavel de controlo do né for igual a 0, ou o valor
da sua entrada direita se a variavel de controlo for igual a 1.

A arvore ou diagrama de decisdo binaria (BDD) assim obtida é
posteriormente simplificada mediante a utilizagdo de técnicas
proprias e depois novamente convertida em equagdes ldgicas.

Associados a este método existem alguns problemas delicados
como, nomeadamente, a dependéncia da ordem por que se
consideram as variaveis de entrada na construgdo do diagrama
binario, em relacdao a eventual obtengcdao ou nao da arvore
simplificada ideal [BRY86, MORB82]. Portanto existe a possibilidade
de nado se encontrarem, apds simplificagdo, as equagdes mais
compactas possivel dado a arvore minimizada correspondente nao
ser a Optima. Ha, contudo, algoritmos que permitem encontrar a
ordenacao ideal para se construir a arvore binaria cuja
simplificagdo conduz ao diagrama Optimo [FRI87].

Note-se que a descricao dos varios métodos referidos utiliza os
mesmos conceitos base; todavia, e porque cada método parte de
diferentes suportes matematicos, podem conduzir a ideia de se
tratar de definicoes distintas. Ao longo deste trabalho é feita a
tentativa de uniformizar e relacionar a terminologia usada pelos
diversos algoritmos, com o objectivo de se ultrapassar essa
aparente diferenciacao.



2. Definicoes Matematicas Basicas

2.1 Introducao

Neste capitulo serdo introduzidas algumas notagdes e definicdes
basicas, além de conceitos tedricos fundamentais sobre ldgica e
funcdes ldégicas, necessarios a posterior manipulagdao das
correspondentes fungoes.

Seja X ={0,1} e Y = {0, 1, 2}; entdo pode definir-se uma fungéao
Iégica (ou booleana) ff com n varidveis de entrada (x1, X2, ..., Xn)
e m variaveis de saida (y1, y2, ..., ym), como sendo uma aplicacéao
de X" em YM, onde x = [X1, X2, ..., Xn] pertencente a XM sdo as
entradas de ffey = [y1, y2, ..., yn] pertencente a YM as
correspondentes saidas.

Usar-se-& o simbolo ff para representar uma fungédo légica néao
completamente especificada, isto €, uma funcao cujas saidas
pertencem ao conjunto formado pelos valores légicos (0, 1, 2).
Refira-se que o 2 é usado para representar um don't care, isto é,
um valor da funcdo nao especificado. Por outro lado uma fungao
logica completamente especificadaf € uma fungédo cujas
saidas sao apenas 0's ou 1's.

Para cada componente ffj (i=1, 2, ..., m) de ff podemos definir
trés conjuntos de valores de entradas de acordo com os valores
obtidos na saida. Assim XiON que esta contido em ou é igual a Xn, é
0 conjunto dos valores de entrada cujas saidas sao iguais a 1, isto
é, (ffi(x) = 1); X;ON é denominado ON-set. Analogamente, Xi9FF que
estd contido em ou é igual a X1 é o OFF-set, pois € o conjunto
formado pelos valores de entrada cujas saidas sado 0, isto €,
(ffi(x) = 0). E ainda X;PC€ que esta contido em ou é igual a X" e que
é chamado DON'T CARE-set, a que correspondem os valores de
entrada cujas saidas sao iguais a 2, isto e, (ffi(x) = 2), ou por
outras palavras, a X;P¢ correspondem os valores de entrada para
os quais a fungao nao tem as saidas especificadas.

Uma funcéo légica com m = 1 é chamada fungao légica de uma so6
saida; enquanto que se m >1 teremos uma fungao légica de
multiplas saidas.



As fungbes légicas podem ser representadas de diversas maneiras,
sendo uma das formas mais simples a tabela de verdade. Assim, o
valor de saida é especificado para cada conjunto de possiveis
valores de entrada. Seja por exemplo, ff : X3 -> Y2 representada
do seguinte modo:

X1 X2 X3 Y1 y2

0 0 0 1 1
0 0 1 1 0
0 1 0 0 1
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 1 2
1 1 0 1 1
1 1 1 2 1

Para esta funcao temos:
X{ON = { [000]; [001]; [100]; [101]; [110] }
X:OFF = { [010]; [011] }
Xi0C = { [111]}
XN = { [000]; [010]; [011]; [110]; [111] }
XoOFF = { [001]; [100] }
x,oc = { [101] }.

A esta representacdao tabular pode facilmente fazer-se
corresponder uma representacdo geométrica. Genericamente,
diremos que se podem representar as varias possiveis
combinagbes das n variaveis de entrada, como pontos de um
espago a h dimensdes, onde o conjunto de todos os 2N possiveis
pontos formard os vértices de um n-cubo booleano (hipercubo

10



f

boolgano) [BRA84, FAB90]. Reportando-nos ao exemplo atras
referido, podemos entdo representar ff; e ffa construindo dois

cubos geométricos (m = 2) nos dois espagos booleanos a trés
dimensodes (n = 3).

Assim e generalizando para uma fungao légica com m variaveis de
saida e n variaveis de entrada, poderemos considerar a sua
representagcao geométrica como sendo n-cubos representados em
m espagos booleanos a n dimensbes. Logo existe uma
correspondéncia de um para um, entre o conjunto XiON, X;OFF ¢
XiPC e o conjunto dos vértices ViON, V{OFF ¢ V;PC dos n-cubos
representados nos m espagos booleanos a n dimensoes.

2.2 Operacoes com fungdes ldgicas

a) O complemento de uma fungao légica completamente
especificada f: X -> YM & uma outra fungao légica completamente

especificada f: X -> YM  tal que as suas componentes (f1, ....,fm)
tém o ON-set igual ao OFF-set de f e 0 OFF-set igual ao ON-set de
f.

b) A interseccdo ou produto de duas fungbes Ilogicas
completamente especificadas feg €& uma funcao logica
completamente especificada h=f N gou h = f.g cujas
componentes hj tém o ON-set igual a intersec¢cao dos ON-sets das
correspondentes componentes de fe g.

c) A diferenca entre duas fungOes Ildgicas completanente
especificadas f e g é uma fungcao ldgica completamente
especificada h = f-g que se obtem pela interseccao de f com o
complementar de g; logo h =fMN g. Entdo o ON-set das
componentes de h é formado pelos elementos do ON-set de f que
nao pertencem ao ON-set de g.

d) A reunido ou soma de duas fungbes ldgicas completamente
especificadas feg €& uma fungdo ldgica completamente
especificada h =fU g ou h =f+ g cujas componentes hj tém o
ON-set igual a reunido dos ON-sets das correspondentes
componentes de feg.

e) Uma fungado légica completamente especificada €& dita uma
tautologia, f = 1, se os OFF-sets de todas as suas componentes

11



sdo vazios; isto é, se todas as saidas de f sao iguais a 1,
quaisquer que sejam as entradas.

No caso das fungdes ldgicas nao completamente especificadas ff,
podem construir-se trés grupos de fungdes légicas completatente
especificadas ffON, ffOFF ¢ ffDC (ysualmente representadas por f,
d er) que determinam univocamente a fungao ff.

Define-se ffON de modo a que os ON-sets das suas componentes
igualem os ON-sets das correspondentes componentes de ff e os
OFF-sets das suas componentes igualem a reuniao dos DON'T

CARE-sets com os OFF-sets das correspondentes componentes de
ff.

A fungao logica ffPC tem os ON-sets das suas componentes iguais
aos DON'T CARE-sets das correspondentes componentes de ff e os
OFF-sets das suas componentes iguais a reuniao dos ON-sets com
os OFF-sets das correspondentes componentes de ff.

Finalmente ffOFF tem os ON-sets das suas componentes iguais aos
OFF-sets das correspondentes componentes de ff e os OFF-sets
das suas componentes iguais a reuniao dos ON-sets com os DON'T
CARE-sets das correspondentes componentes de ff.

Notar que a reuniao de f com d e com r cobre os m espagos
booleanos associados a ff. Isto €, para cada componente i
(1<i<m) o ON-set (fj), o ON-set (dj) e o ON-set (ri) séo
conjuntos mutuamente disjuntos e portanto a sua reunido é o
conjunto de todos os vértices do cubo booleano de dimensao n.
Entao, para cada i, os ON-sets de fj, dj e rj dividem o conjunto dos
vértices do cubo booleano de dimensao n em trés grupos. Portanto,
a reuniao de f com d e com r é uma tautologia.

2.3 Representacdo algébrica de uma funcao logica

A representacdo algébrica de ff, £, € um conjunto de m
expressbes booleanas que definem algebricamente as m
componentes de ff. Assim a representagdo algébrica da
componente ffj, de ff, € uma expressdo booleana fj que vale 1
para todas as entradas pertencentes a XjON, que vale 0 para todas
as entradas pertencentes a Xj°FF e que vale 0 ou 1 para todas as
entradas pertencentes a XiP¢ [BRA84].
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A representagao algébrica de ff pode obter-se a partir da tabela
de verdade ou da representacdo geométrica de ff (que é a

representagao que utiliza m cubos booleanos num espago a n
dimensoes).

Genericamente a representagao algébrica da componente i de ff
pode ser assim construida:

a) considerar cada linha da tabela de verdade cuja saida é 1 na
posicao i;

b) para cada uma dessas linhas, escrever o produto booleano
correspondente as n variaveis de entrada, aparecendo a variavel
complementada se na tabela de verdade lhe corresponder um 0 e
nao complementada caso lhe corresponda um 1;

c) formar a soma booleana de todos os termos produto obtidos em
no passo anterior.

No caso do exemplo descrito pela tabela de verdade atras referida,
obteremos

F1

)21)22;(3 p 2 )21;(2}(3 + X1)E2>23 + X1)E2X3 + X1X2)E3

]

Fos :21:2223 + )E1X2>E3 + )21X2X3 % X1X2)23 + X{X2X3

Note-se que seria possivel obter outras representacdes algébricas
de uma funcado légica. Em particular, temos liberdade de escolha
no modo como, na entrada, associamos os DON'T CARE a 1's ou a
0's. E para cada decisao tomada teremos uma diferente
representagcdo. Se no nosso exemplo, fizermos d de ff2 igual a 1, a
representacéo algébrica de ffz, 2, tera mais um termo, x;Xoxa.

Qualquer representacdo algébrica de uma fungédo ldgica pode ser
simplificada usando as regras da algebra de Boole, de modo a
obter-se uma representacao mais compacta de ff, mas
equivalente a inicial. Por exemplo, podemos simplificar f1 e f2 e
obter

F1 =X+ X1X3

F2 =X+ X1X3
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Notar que, embora estas equagdes formem um sistema diferente
do obtido anteriormente, os dois sistemas sao equivalentes pois
f1 e f2 no segundo sé valerao 1 quando £1 e F£2 no primeiro
também forem 1. Entdo diremos que duas representacdes
algébricas sdo equivalentes quando definem a mesma funcao.

Podemos ainda referir que existe sempre uma correspondéncia de
um para um, entre os possiveis termos produto (que fazem parte
da soma de produtos que define ff) e os conjuntos de vértices do
cubo definido no espago a n dimensdes que representa ff.

Do nosso exemplo, £1= X2 + X{X3, Vé-se que:

- X2 € uma fungao légica que vale 1 nos vértices com coordenadas
(0 00), (101), (001 e (100 docubo no espago a trés
dimensdes; notar que esses vértices formam um plano;

- Xx1X3 € uma funcao légica que vale 1 nos vértices com
coordenadas (1 0 0) e (1 1 0) do cubo no espago a trés dimensoes;
notar que esses veértices formam uma recta. '

2.4 Cubos e coberturas

Um cubo (num espago booleano a n dimensdes) associado a uma
funcdo f com saidas multiplas pode ser especificado pelas
coordenadas dos seus vértices e por um indice que indica a qual
componente de f se refere. De um forma compacta, um cubo é um
vector.

Consideremos uma funcao légica com n entradas e m saidas
representada por uma soma de produtos e refiramo-nos a uma
dessas parcelas p (produto). Entdo diremos que um cubo p é
especificado por um vector ¢ = [Cy, C2, ..., Cn, Cns1, ..., Cnsm] tal que
citoma um dos seguintes valores:
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0 se xj aparece complementado em p (i=1, 2, ..., n)
1 se xj nado aparece complementado em p (i=1, 2, ..., n)

2 se Xj nao aparece em p (i=1, 2, ..., n)

Il
w

Cij se p nao aparece na representagao algébrica de fij.n
(i=n+1, ..., n+m)

4 se p aparece na representagao algébrica de fj.n

(i=n+1, ..., n+m)

Relativamente ao nosso exemplo, se considerarmos p = x1X3, que
existe na expressdo algébrica de fi, teremos ¢ = [1 2 0 4 3].
Podemos subdividir o vector ¢ em dois subvectores; um contendo
0s n primeiros valores de ¢ é chamado o cubo de entradas ou
parte de entradas de c, I(c); outro contendo os m Ultimos
valores é chamado o cubo de saidas ou parte de saidas de c,
O(c). :

Note-se que o cubo de entradas representa, de uma forma
compacta, as coordenadas dos vertices do cubo correspondente ao
termo produto considerado. Assim I(c) = [1 2 0] identifica os
vertices (1 0 0) e (1 1 0) e O(c) = [4 3] refere a qual dos m
espagos o cubo pertence, neste caso f4.

Uma cobertura de uma fungdo logica ff com n entradas e m
saidas € um conjunto de cubos C que, relativamente a cada saida j
(j =1,2, ..., m) a que corresponde um 4, contém (nas suas partes
de entrada) todos os veértices correspondentes ao ON-set de ffje
nenhum dos vértices do OFF-set de ffj;, Uma cobertura é portanto
uma matriz C = {c1, c2, ..., ck} em que k representa o nUmero
total de parcelas diferentes que formam uma das possiveis
representacdes algébricas de ff [BRA84].

Convém notar que existe uma correspondéncia de um para um,
entre um conjunto de cubos e um conjunto de expressodes
algébricas, assim como entre uma cobertura de ff e a
representacao algébrica de ff expressa como soma de produtos.
Assim usaremos os termos cobertura de ff e representacao
algébrica de ff indistintamente.
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Sejam ¢ = {cy, Cp, ..., Cnym} € d = {dj, d2, ..., dn+m} dois cubos; entao,
diz-se que o cubo ¢ cobre (ou contém) o cubo d (¢ D d) se cada
entrada de c contiver a correspondente entrada de d; por outro
lado, ¢ contém estritamente d (c D d) se ¢ contém d e para pelo
menos um j, ¢j contem dj.

Geometricamente, ¢ conter d significa que o cubo de entradas de ¢
deve conter todos os vértices que constituem o cubo de entradas
de d; e d apenas pode estar definido em alguns ou eventualmente
em todos os espagos booleanos em que ¢ existe.

Um mintermo é um cubo, portanto um vector, cuja parte de
entradas n&o contém nenhum 2 e cuja parte de saidas s6 contém
um 4 e (m-1) 3's. Notar que para o mintermo i, o valor 4 estara na
posigao i. Assim um mintermo pode estar contido num outro cubo,
mas um mintermo nao contém nenhum outro cubo que néao ele
préprio. Logo, um mintermo € um elemento de um cubo. Entdo, cada
cubo pode ser decomposto num conjunto de mintermos que séao
elementos do cubo. Por outras palavras, um mintermo é o produto
de todas as variaveis de entrada da funcdo, ou dos seus
complementos.

Geometricamente um mintermo € um vértice de um cubo booleano,
especificado pela parte de entradas do cubo que representa o
mintermo; esse vértice sé pode existir em uma das m
representagées das saidas, portanto sé pertence a um dos m
espagos booleanos em que a fungao € definida.

'3

Assim, uma funcdo de n variaveis de entrada € representavel por
um subconjunto dos 2P possiveis mintermos da fungdo. E os 20
possiveis mintermos correspondem aos 2" vértices do n-cubo
booleano definido num espago a n dimensdes. Os mintermos sao
também chamados O0-cubos da funcado. Entdo, existe uma
correspondéncia de um para um entre os mintermos de uma fungao
de n variaveis de entrada e os vértices do n-cubo booleano
correspondente. Refira-se que se dois 0-cubos diferem sé em uma
coordenada (literal), entao formam um 1-cubo. Analogamente, um
2-cubo é a combinagcdo de quatro 0-cubos cujas coordenadas
diferem apenas em dois literais.
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A interseccéo ou produto de dois cubos ¢ e d é ainda um cubo e,

(e =c Nd-=c.d), que se obtém de acordo com as seguintes
tabelas:

dj dj
Nnfo 1 2 Nn|3 4
0|0 @ O 3 |3 3
Ci
ci 1 ]le 1 1 4 | 3 4
210 1 2
(1 <i<n) (n <i<n+m)

Note-se que, se qualquer que seja i, a interseccdo de cjcom dj é
um conjunto vazio (@), entdao a intersec¢cdo de ¢ com d também &
um cubo vazio. A interseccao de ¢ com d também serd um cubo
vazio, se a parte de saidas da interseccdo de ¢ com d sé contiver
3's. Por outras palavras, a interseccao de dois cubos é vazia, se as
partes de entradas dos dois cubos nao tém vértices comuns ou se
eles ndo estdo ambos presentes em nenhum dos m espagos
booleanos a n dimensdes.

Em termos geométricos, a intersecgao de dois cubos € um cubo
cuja parte de entradas contém os vértices comuns a ¢ ead e cuja
parte de saidas especifica que o cubo interseccao esta presente
nos m espacgos booleanos a n dimensdes em que ambos ¢ e.d estao
definidos. Dois cubos sao ortogonais se a sua intersecgao €
vazia.

A interseccdo de dois conjuntos de cubos & um conjunto de cubos,
que se obtém pela interseccao dois a dois de todos os cubos dos
dois conjuntos iniciais. Dois conjuntos de cubos sao ortogonais, se
a sua interseccao for formada por cubos vazios.

A reunidao ou soma de dois cubos ¢ e d representa-se por e,
(e=cUd=c+d) e & o conjunto dos vértices cobertos pela
parte de entradas de ¢ e de d no espago booleano a n dimensoes em
que os cubos estdo definidos. Logo, a reunidao de c ed € uma
matriz formada pelos dois vectores c e d.
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Um cubo p € um implicante de ff = (f, d, r) se a intersecgao de p
com todos os cubos que representam r for vazia; ou seja, se a
intersecc@o de p com todos os cubos que formam o OFF-set de ff
for vazia. Voltando ao exemplo que temos vindo a referir, vé-se
que o cubo [1 2 0 4 3] que representa a segunda parcela de f1, é
um implicante de ff, pois a sua intersecgdo com r =[0 12 4 3] é
vazia. Contudo o cubo [0 2 1 3 4] ja ndo é implicante de ff, pois a
sua intersecgdo com r=[00134]er=[100 3 4]janao é
sempre vazia.

Diz-se que um implicante é primo ou é um primo implicante se
e sO se ele ndo estiver contido em nenhum outro implicante, isto
é, se ele for o maior implicante que é possivel definir. Portanto,
um primo é um implicante que contém o maior nimero de 2's
possivel e portanto o menor nimero de literais. Por exemplo, seja
[01243] o conjunto dos OFF-set de uma dada fungao, entao o cubo
[2024 3] é primo, enquanto que o cubo [002 4 3] é um
implicante mas nao € primo, visto que estd contido em [20 2 4 3].

Um primo € um primo essencial se e s6 se contém um mintermo
de ff que nao esta contido em nenhum outro primo. Recorde-se que
um mintermo € um cubo que nao contém nenhum 2 na sua parte de
entradas. Entao, [2 0 2 4 3] é um primo essencial pois contém o
mintermo [0 0 1 4 3] que nao pertence a nenhum outro primo
[BRA84].

Uma cobertura C da fungdo ff € minima se nenhum subconjunto
de C for ainda uma cobertura de ff, isto €, se C for a menor
cobertura possivel de ff. Uma cobertura é prima se e sO se
todos os seus cubos sao primos.
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3. Método de Quine-McCluskey

3.1 Introdugéao

Este método classico [MCC65] é basicamente um processo
exaustivo e rigoroso que conduz a uma solugido 6ptima para a
fungao a simplificar. Como ponto de partida para a sua utilizagao
€ necessaria a lista de mintermos que define a fungdo. Caso a
funcdo nao esteja assim definida deve ser feita uma converséo,

por exemplo, de uma tabela de verdade para a correspondente lista
de mintermos.

Comega entdo por se procurar os termos produto que devem fazer
parte da fungdo simplificada. Esses termos sao chamados primos
implicantes. Para determinar os primos implicantes usa-se um
processo que compara cada mintermo com todos os outros que
definem a funcao. Se dois mintermos diferem numa so6 variavel,
remove-se essa variavel e obtém-se um termo produto com um
literal a menos. Repete-se este processo para todos o0s
mintermos, até que se complete uma procura exaustiva. Os novos
termos obtidos por essa simplificagao serao agora submetidos ao
processo de comparagao anteriormente descrito. Este
procedimento €& efectuado sucessivamente até nao se conseguir
nenhuma nova eliminagao de literais nos termos considerados.

Os termos produto finalmente obtidos, assim como todos os
termos que nédo foi possivel simplificar, constituem os primos
implicantes, que portanto serdao formados por um numero minimo
de literais. A soma desses primos implicantes define a fungao
minimizada, representada sob a forma de soma de produtos.

3.2 Representacdo espacial de fungdes booleanas

Como ja foi referido no Capitulo 2, € possivel fazer uma
representagdo geométrica das diferentes possiveis combinagdes
de n varidveis booleanas, associando essas combinagbes a pontos
num espaco a h dimensdes. Esses 2N pontos serdo os vértices de
um cubo booleano a n dimensdes (hipercubo booleano).
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Para representar fungdes de n varidveis como vértices de um cubo
a n dimensdes, estabelece-se uma relagao de um para um, entre os
mintermos da fungao de n variaveis e os vértices desse cubo.

Repare-se que estamos apenas a tratar fungdes de saida unica,
portanto consideramos cubos a n dimensdes todos no mesmo e
Gnico espago booleano. A generalizagdo foi apresentada no
Capitulo 2. Recorde-se também que os vértices correspondem aos
mintermos e podem ser referidos como 0-cubos. Se dois 0-cubos
de uma fungao apenas diferem numa coordenada (um literal), entao
diz-se que formam um 1-cubo. Analogamente se pode definir o
conjunto de quatro 0-cubos como sendo um 2-cubo da fungéo,
desde que os 0-cubos difiram entre si apenas em dois literais.
Assim e enquanto um 0-cubo é um vértice do cubo, um 1-cubo é
uma aresta'e um 2-cubo é uma face.

Recorde-se que um n-cubo maior contém um n-cubo menor; ou
inversamente, que um n-cubo menor €& coberto por um n-cubo
maior, como foi referido no Capitulo 2. Por exemplo, o 0-cubo
(1 00) esta contido nos 1-cubos (X00), (10X) e (1 X0) e no
2-cubo (1 X X); analogamente os 1-cubos (1 X0), (10 X),
(11X) e (1 X1) estao contidos no 2-cubo (1 X X).

3.3 Descricao do método

O método de Quine-McCluskey que, como ja foi referido, utiliza
como ponto de partida a lista de mintermos que define a fungéo,
pode descrever-se resumidamente em seis passos [HIL81].
Consideremos, como exemplificagao, a fungao assim definida:

f(w,x,y,z) = 2 m(0,1,2,8,10, 11, 14, 15).

19) Convertem-se os mintermos para a correspondente forma
bindria e ordenam-se segundo o numero de 1's que essa
representacao binaria contém, construindo-se assim uma tabela
em que se representam os mintermos pelo seu nidmero em decimal
e em binario.

2%) Separam-se 0s mintermos em grupos de acordo com 0 numero
de 1's que possuem, isto para reduzir o numero de comparagoes
que é necessario fazer para determinar os 1-cubos a partir dos
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mintermos (0-cubos). Se dois mintermos diferem um do outro
apenas em uma variavel, diz-se que eles combinam e entao pode
remover-se dos mintermos essa variavel. Isto é, dois mintermos
combinam se e sd se a sua representagao binaria é idéntica em
todos os bits excepto um (esse bit serdA 0 num dos mintermos e 1
no outro). Assim esses dois mintermos que diferem um do outro

apenas num bit, existem na tabela em grupos adjacentes, como se
exemplifica na Fig. 3.1.

mintermos (0-cubos) (1-cubos) (2-cubos)
WXyz

m 0 0000 v 0,1 000X - 0,2,8,10 Xoxo *
m1 0001 N 0,2 00X0 v 0,8,2,10 X0X0
m2 0010 v 0,8 X000 \F 10,11,14,15 [1X1X *
m8 1000 \ 2,10 X010 v 10,14,11,15 [ 1X1X
m10 1010 «f 8,10 10X0 v
m11 1011 N 10,11 101X N
mi4 1110 N 10,14 1X10 ~
mi5 1111 v | [11.15 X111

14,15 111X v

Fig. 3.1 - Determinagao dos primos implicantes.

3?) Partindo da tabela com os mintermos agrupados pelo modo
descrito, procura-se agora formar os 1-cubos. Comega entao por
comparar-se cada mintermo do primeiro grupo com todos os
mintermos do grupo imediatamente abaixo. Sempre que dois
mintermos sao iguais em todas as posicdes menos numa, devem
assinalar-se com um Y e construir-se, na tabela, uma nova coluna
onde se coloque o 1-cubo correspondente (que necessariamente
terd um X na posicao em que 0s bits ndao coincidem).

Terminada a comparagao de todos os mintermos do primeiro grupo
com os do segundo, comega a construir-se outro grupo comparando
os mintermos do segundo com os do terceiro grupo pelo processo
descrito. Note-se que cada mintermo de um grupo deve ser
comparado com todos os mintermos do grupo seguinte, mesmo que
um deles ou ambos ja tenham sido marcados com um V e portanto
ja tenham sido usados na construgéo de outro 1-cubo. Contudo, nao
é necessario voltar a assinalar esses mintermos com V.

Se apds estas operagdes, algum ou alguns dos mintermos nao tiver
sido assinalado com um YV, isso significa que ele nao foi usado na
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construgao de nenhum 1-cubo e portanto deve fazer parte da
representacao final da fungdo como soma de produtos. Esse termo
€ um primo implicante. Um primo implicante é portanto um cubo
que nao esta contido em nenhum outro cubo da mesma funcao.

4?) O préximo passo € a obtengdo de possiveis pares de 1-cubos
para formarem 2-cubos. Repare-se que, de igual modo, os
elementos de cada grupo apenas precisam de ser comparados com
os elementos do grupo imediatamente abaixo. Contudo dois cubos
s0 sao comparaveis se tiverem um X na mesma posicao, isto &, se
em ambos tiver sido eliminada a mesma varidvel, durante o passo
anterior. Completada a comparagao dos 1-cubos verifica-se se
existe ou nao algum primo implicante nessa coluna, isto &, se
algum 1-cubo nZo foi assinalado com um ¥. No exemplo em estudo
existe um primo implicante (00 0 X) = wxy.

5%) Finalmente procuram-se as possiveis combinagdes de 2-cubos
para formarem 3-cubos. No nosso caso, como nos dois cubos os X
estdo em diferentes posicoes, nao ha 3-cubos e portanto os
2-cubos sao primos implicantes. Assim ‘a fungao minimizada sera
a soma dos primos implicantes, isto é, f=wXxy + xz + wy.
Contudo, na maioria dos casos, a soma dos primos implicantes nao
é necessariamente a representagdo da fungao com o menor numero
de termos.

6°) Caso fosse possivel formarem-se 3-cubos o processo
continuaria de modo analogo ao ja descrito. Repare-se que este
método de comparacdo, utilizando a representagao binaria, é
adquado para um tratamento computacional. Como processo
manual é moroso e facilmente susceptivel de erros, sobretudo
quando se comparam 0's e 1's em longas listas de cubos. No
entanto, esta dificuldade é reduzida se se usar como método
alternativo a notagdo decimal em vez da binaria e depois se
proceder de modo analogo ao descrito.

Note-se que cada 1 em binario representa o coeficiente 1
multiplicado por uma poténcia de dois. Assim, quando dois
mintermos diferem apenas num bit, o mintermo que contém um 1
nessa posicdo é maior, por uma poténcia de dois, do que o
mintermo que contém um 0. Entdo para que dois mintermos possam
ser combinados é preciso que o numero do primeiro difira de uma
poténcia de dois do nimero do segundo que, necessariamente, tem
de pertencer ao grupo adjacente e abaixo na tabela.
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Comecga-se, entao, por construir uma tabela com todos os
mintermos, representados na notagdo decimal, agrupados de modo
idéntico ao anterior, como se mostra na Fig. 3.2. Em seguida
compara-se cada mintermo de um grupo com todos os mintermos
do grupo seguinte; se eles diferirem de uma poténcia de dois,
entao esses mintermos combinam e formam um 1-cubo. Devem
marcar-se ambos esses mintermos com um V e escrever-se 0
1-cubo na coluna correspondente da tabela.

Para representar o 1-cubo, usam-se os niumeros que definem os
dois mintermos e entre paréntesis indica-se a poténcia de dois
pela qual eles diferem. Assim, o nimero entre paréntesis indica a
posicdo do X na notagdo binaria. Referindo-nos ao exemplo
anterior poderiamos construir a seguinte tabela:

mintermos (1-cubos) (2-cubos)
(0-cubos)

0 N 0,1 (1) * 0,2,8,10 (2,8) *
1 N 0,2 (2) 0,8,2,10 (2,8)
2 wI 0,8 (8) 10,11,14,15 (1,4) *
8 \ 2,10 (8) W 10,14,11,15 (1,4)
10 v 8,10 (2) W
11 N 10,11 (1)
14 N 10,14 (4)
15 v 11,15  (4)

14,15 (1) W

Fig. 8.2 - Determinagao dos primos implicantes (notagdo decimal).

Note-se que a comparagao entre os 1-cubos de grupos adjacentes
s6 pode ser feita relativamente aos termos que tém igual numero
entre paréntesis, isto é, que tém o X em igual posicao. Também o
par de nimeros que representa o 1-cubo de um grupo deve diferir
de uma poténcia de dois do par de numeros que representa 0
i-cubo do grupo adjacente e além disso o0os numeros
correspondentes ao grupo inferior devem ser maiores do que 0s
nimeros do grupo superior. S6 assim os dois 1-cubos poderao
combinar, formando os 2-cubos. Estes serao representados na
préxima coluna da tabela pelos quatro numeros que correspondem
aos dois 1-cubos, acrescidos dos dois numeros que indicam as

posicoes dos X, entre paréntesis.
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Como ja vimos, todos os elementos da tabela que nao tém um v
sdo primos implicantes que, como é evidente, sdo os mesmos que

anteriormente tinhamos obtido, s6 que agora estao representados
em notagao decimal.

Assim, [0, 1 (1)] corresponde a (0 0 0 0) e
1-cubo (0 0 0 X) que é equivalente a wxy; [0,2, 8, 10 (2, 8)]
corresponde a (0 0 00), a(0010),a(1000)ea(t1010)ou
seja aos 1-cubos (0 0 X 0) e (1 0 X 0) e portanto ao 2-cubo
(X0 X 0) que é equivalente a xz; analogamente se obteria o
terceiro primo implicante wy; logo f = Wxy + XZ + wy.

a (000 1) ou seja ao
Y:
0

Mais uma vez se faz notar que esta expressdo, que é a soma dos
primos implicantes que cobrem todos os mintermos de f, nao é
necessariamente a representagdo minima de f como uma soma de
produtos. Embora a representagcdo minima deva ser uma soma de
primos implicantes, eventualmente s6 de alguns, os primos
implicantes essenciais. Recorde-se que um primo implicante é
essencial se e s6 se contém um mintermo da funcdo que nao esta
contido em nenhum outro primo.

Seja a funcao
fw x vy 2)=2x2Xm{,4,6, 7,8 9, 10, 11, 15)

cujos primos implicantes se representam na tabela da Fig. 3.3.

Representagao Representacao Representagéo Termo
decimal simplificada binaria produto
(W xy z)
1,9 (8) a x00 1 Xy z
4,6 (2) b 01x0 WXz
6,7 (1) c 011x WXy
7,15 (8) d x111 Xyz
11,15 (4) e 1x11 wyz
8,9,10,11,(1,2) f 10xx W X

Fig. 8.3 - Determinagdo dos primos implicantes.
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Para se encontrarem os primos implicantes que devem,
necessariamente, fazer parte da representagdo da fungao na sua
forma simplificada, comega por se construir uma tabela que

permite fazer a seleccdo do conjunto Optimo de primos
implicantes.

Cada coluna dessa tabela, como se mostra na Fig. 3.4, representa
um mintermo e cada linha um primo implicante, sendo estes
agrupados segundo o numero de literais do produto que
representam.

Mintermos
Primos 1 4 6 7 8 g8 10 11 15
Implicantes
* a J v
* b V \
G v V
d vV
e v v
* f \ V v v
v v N V \ \ v

Fig. 3.4 - Tabela de primos implicantes.

Para evidenciar a composicdo de cada primo implicante, coloca-se
um Y nas colunas correspondentes aos mintermos contidos nesse
primo. Depois procede-se a selecgao do numero minimo de primos
implicantes que cubram todos os mintermos da funcao. De seguida
procuram-se colunas com uma Uunica marca V. Isso significa que o
correspondente primo implicante é o Unico a conter o mintermo
referido.

No nosso exemplo, 0 mintermo mj é coberto pelo primo implicante
Xyz, isto é, a seleccdo do primo implicante Xyz garante que mjq
estad incluido na representagao da funcao. Analogamente mg e
coberto por wxz e mg € Mg por wx. Os primos implicantes que
cobrem os mintermos cuja coluna contém uma Unica marca \ sao
chamados primos implicantes essenciais. Esses devem
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necessariamente ser incluidos na representagao final da fungao
para garantir que todos os mintermos nela estao contidos.

Entdo esses primos essenciais sdo marcados com um * numa nova
coluna a esquerda na tabela; é também criada uma Ultima linha
onde se indica com um Y quais os mintermos que sdo cobertos
pelos primos implicantes essenciais. Por exemplo, o primo Xyz
cobre m4 e mg; enquanto que wxz cobre m4 e mg € wx cobre mg,
Mg, M40 € M44. Inspeccionando a dultima linha da tabela pode
verificar-se que os primos implicantes essenciais cobrem todos
0s mintermos excepto m7 e m1s.

Se todos o0s mintermos estivessem contidos nos primos
implicantes essenciais, entdo a soma desses termos seria a
representacao minima da funcao como soma de produtos. No nosso
exemplo teremos também de incluir, na soma de produtos final, os
mintermos m7 e mys. E evidente, que neste caso o0 primo
implicante xyz cobre m7 e mys e entao este primo também tem de
ser seleccionado. Mas caso nao fosse tao Obvia a sua deteccao,
construia-se uma nova tabela, agora reduzida, como se ilustra na
Fig. 3.5.

Mintermos
Primos
Implicantes 7 15
W XY
*e XyZ i vV
wyz N

Fig. 3.5 - Tabela reduzida de primos implicantes.

Saliente-se que nao haveria qualquer vantagem em usar WXy pois
sO cobre my7, ou usar wyz que sO cobre m14s, enquanto que Xyz
cobre m; e mys. Sendo assim, removem-se da tabela os primos
WXy e WXy, pois isso n@o nos impedira de encontrar a soma de

produtos minima.

i i

O primo xyz &, entdo, assinalado na tabela reduzida com para
indicar que é um primo implicante secundariamente essencial ou
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necessario; pode dizer-se que o primo implicante xyz é dominante
relativamente aos outros dois (wyz e wxy).

Repare-se que se na tabela reduzida aparecessem dois diferentes
primos implicantes cobrindo os mesmos mintermos, bastaria usar

um deles indiferentemente, podendo o outro ser suprimido da
tabela.

Se, apds a obtencdo dos primos implicantes secundariamente
essenciais através da tabela reduzida, ainda existissem varios
mintermos por cobrir, poder-se-ia aplicar novamente o processo,
isto é, construir uma nova tabela reduzida de onde se removeriam
agora os primos implicantes secundariamente essenciais e
proceder de modo semelhante ao ja descrito.

Pode ainda acontecer que a tabela reduzida seja como a
representada na Fig. 3.6.

Mintermos
Primos 6 7 15 38 46 47
Implicantes
a v v
b V
¢ \
d w.f v
e \ V
f v

Fig. 3.6 - Tabela reduzida de primos implicantes.

Esta tabela ja4 ndo pode ser mais simplificada, pois nenhuma
coluna tem uma UGnica marca ¥, nem nenhuma linha é dominante
relativamente a qualquer outra. Entdo utilizando o Método de
Petrick [PET59] pode obter-se uma selecgao final (minima) de
primos implicantes como se descreve a seguir.

As letras que representam os primos implicantes desta tabela
reduzida sdo interpretadas como variaveis booleanas, que portanto
tomardao o valor 1 se o correspondente primo implicante for
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sglecgionado e o valor 0 caso contrario. Assim relativamente a
primeira coluna, ou a ou f tem de ser escolhido para que mg seja
coberto, logo escreve-se (a + f) = 1. Analogamente, ou a ou ¢ tera

de ser seleccionado para cobrir my; portanto obtém-se
(a+f)(a+c)=1.

Procedendo deste modo, constroi-se um produto de somas, cada

soma sendo formada pelos primos implicantes que contém um
determinado mintermo. A expressao final sera

@+f)(@a+c)(b+c)(e+f)(d+e)(b+d)=1.
Aplicando as propriedades da algebra de Boole obtém-se
abe + abdf + acde + bcef + cdf = 1.

Para que esta Ultima equagao seja verdade, pelo menos um dos
cinco produtos tem de ser igual a 1. Como se pretende a solugéo
minima, opta-se por escolher um dos produtos abe ou cdf, pois
correspondem apenas a trés primos implicantes. Destes dois
produtos selecciona-se o que corresponder ao menor numero de
variaveis de entrada. Entao, os primos implicantes contidos nesse
produto seleccionado séo incluidos (juntamente com os primos
implicantes essenciais) na soma de produtos que define a fungao
na sua forma simplificada.

O método de Quine-McCluskey pode ser ligeiramente modificado
para se utilizar na simplificagdo de fungbes com termos don't
care. Assim, os don't care sao incluidos na lista de mintermos
usada para se fazer a determinagao dos primos implicantes, que
deste modo sdo determinados com o menor numero de literais
possivel.

Contudo, ao construir-se a tabela de primos implicantes, apenas
0s mintermos sdo usados (e ndo os mintermos mais os don't care),
pois os termos don't care ndo tém de ser cobertos pelos primos
implicantes seleccionados. Veja-se o seguinte exemplo, em que se
quer determinar a representagdo minima de

f (A, B, C, D, E) = ¥ m(1, 4, 7, 14, 17, 20, 21, 22, 23) + Y. d(0, 3, 6, 19, 30)

Para a obtengdo dos n-cubos, listam-se entdao os mintermos e 0s
don't care, como se exemplifica na Fig. 3.7.
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mintermos (1-cubos) (2-cubos)
(0-cubos)
0 \ 0,1 (1) h *1,3,7,19 (2,16) a
i N * 0,4 (4) [ * 4,6,20,22 (2,16)b
4 \ 1,3 (2) * 37,1923 {4,16) ¢
3 N 1,17 (16) * 6,7,22,23 (1,16)d
6 v 4,6 (2) * 6,14,22,30 (8,16) e
17 v 4,20 (16) * 17192128 (2,4) 1
20 \ 3.7 (4) *20,21,2223 (1,2) g
7 v 3,19 (16)
14 N 6,7 (1)
19 v 6,14 (8)
21 N 6,22 (16)
290 N 17,19  (2) A
23 J 17,21 (4) A
30 N 20,21 (1)

20,22 (2)

7,23 (16)

14,30 16)

19,23 (4)

21,23 (2) A

22,23 (1)

22,30  (8)

Fig. 3.7 - Determinagao dos primos implicantes.

Contudo, na tabela dos primos implicantes, mostrada na Fig. 3.8,
representam-se apenas 0s mintermos.
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Mintermos

Primos 1 4 7 14 17 |1 20 | 21 22 23
Implicantes
i a y v
XX b v v v
c ! v
£ : d v Y v
" 5 . N
o f v \ v
{g v V v V
h \
i v
\ v v v \ o \ \ v

Fig.3.8 - Tabela de primos implicantes.

Notar que para cobrir my¢ basta usar f ou g. Da tabela obtém-se
f(A,B,C,D,E)=e+a+b+d+ (foug),

onde o primo implicante e é essencial, a, b ed secundariamente
essenciais e f e g opcionais; ou seja

f(A,B,C,D,E)=CDE+BCE+BCE+BCD+(ABE ouABC)

Para se obter esta expressao a partir da anterior, procede-se do
seguinte modo. Por exemplo, para determinar a expressao
correspondente ao primo implicante e, que e representado por
[6, 14, 22, 30 (8, 16)], escolhe-se um dos mintermos que O
definem, seja o 6, e converte-se 6 em binario (001 10); nao
tomando em consideragdo as posigoes correspondentes aos
nimeros entre paréntesis, portanto 8 e 16, pois correspondem_ a
variaveis que foram eliminadas, obtém-se (- -1 10), logo CDE.

Uma outra adaptagdo do método pode ser efectuada de modo a
possibilitar a simplificagao de fungoes definidas como produtos
de somas. Apenas sdo necessarias duas modificacbes. Sao
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listados os maxtermos (e nao os mintermos), portanto os 0's da
fungao e também os don't care, caso existam. Depois procede-se
do modo ja descrito e finalmente obtém-se as somas dos
complementares das varidveis de entrada, de que em seguida se
calcula o complementar.

Refira-se que, como se viu, o método de Quine-McCluskey é
aplicavel apenas a fungdes representadas numa das formas
standard de somas de produtos ou de produtos de somas, o que
poderia ser interpretado como um condicionamentc a sua
utilizagdo. Contudo, como na maioria das aplicagbes é usada a
forma standard, ndao se torna relevante esse problema.

3.4 Circuitos de saidas multiplas

Até aqui estivemos a estudar um processo de minimizar uma
funcdo de saida Unica, mas frequentemente o que € necessario

s

realizar € a simplificagao de fungbes de saidas mdltiplas.

Entao, pode considerar-se uma fungao de saidas multiplas como
um conjunto de varias fungbes de saida Unica e trata-las pelas
técnicas ja referidas. Contudo, verifica-se que se obtém
consideravel economia a nivel da implementagao, se for possivel
efectuar-se uma partilha de elementos entre as varias fungodes.

Como ¢é logico, sera de todo o interesse detectar produtos comuns
as varias fungdes e utilizar as simplificagbes que conduzam as
realizagdes Optimas das fungdes, isto €, as implementagbes de
todas as fungdes recorrendo ao menor numero possivel de
elementos.

Suponhamos que queriamos simplificar as trés fungtes seguintes:
fo (A, B, C, D) = ¥ m(2, 4, 10, 11, 12, 13)
fs (A, B, C, D) = = m(4, 5, 10, 11, 13)
fy (A, B, C, D) = £ m(1, 2, 3, 10, 11, 12)

Para se determinarem os primos implicantes correspondentes as
trés fungbes, procede-se essencialmente de modo analogo ao
anterior e acrescentam-se trés importantes condigdes [HIL81].
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Comega por se listar todos os mintermos das varias fungdes,
ordenados pelo nimero de 1's da sua representagao binéria,
independentemente da fungdo a que pertencem. A cada mintermo
acrescenta-se uma etiqueta com a indicagado de qual ou quais as
funcoes a que correspondem. O processo ¢é ilustrado na Fig. 3.9.

mintermos (1-cubos) (2-cubos)
(0-cubos)
1y N 1,3(2) vy f «2,3,10,11(1,8) 7y a
2 ay v 2,3(1) v
e 4 ap i « 2,10(8) ay g
3 vy N e 4,5(1) B d
5 B v e 4,12(8) a b
10 apy v 3,11(8) y
e 12 ay j 5,13(8) B e
11 afy «10,11(1) apfy h
e 13 ap k «12,13(1) a ¢

Fig. 3.9 - Determinagcdo dos primos implicantes de uma fungao de
saidas multiplas.

Para se poderem formar os 1-cubos € necessario, além das
condigbes habituais, verificar-se que:

12) sé se podem combinar dois cubos, se existir pelo menos uma
letra comum nas suas etiquetas; isto €, ndao se pode combinar um
cubo de uma fungdo com um cubo de uma outra fungado. Assim mj
de fy e mgs de fg, embora possuam as condi¢cbes gerais para
poderem combinar, ndo pertencem a mesma fungao e portanto nao
combinam;

2°) quando os dois cubos combinam, a etiqueta do cubo resultante
é formada apenas pelas letras comuns as etiquetas dos dois cubos
originais. No exemplo considerado, quando se forma o 1-cubo
[5, 13 (8)], a etiqueta é P, pois & a unica letra comum na
etiqgueta de ms e de m13;

3%) apds os dois cubos terem sido combinados, coloca-se uma
marca YV naquele ou naqueles cujas etiquetas aparecem totalmente
na etiqueta do cubo maior. Assim referindo-nos a combinagado de
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ms e my3 para formarem o 1-cubo [5, 13 (8) Bp], apenas
marcamos ms como ja tendo combinado e ndo my3, pois embora o
mintermo 13 tenha combinado para formar um 1-cubo de fg, nao

combinou em f, e é portanto um primo implicante de (ap).

Com base nestas regras obtém-se o conjunto de primos
implicantes assinalados com um e na tabela da Fig. 3.9. Agora é
necessario construir a tabela de primos implicantes e obter um
forma simplificada para as trés fungdes. As colunas correspondem
a todos os mintermos de cada fungdo. As linhas sao formadas
pelos primos implicantes ordenados segundo o nimero do n-cubo a
que pertencem, isto é, segundo o nimero de literais que os
definem. Na tabela, representada na Fig. 3.10, é também indicada a
fungao ou fungbes em que cada primo implicante aparece.

Primos 214 (10|11 12(13[f4 |5 [101113|f1 ] 2|3 |10]11[12
Implicantes
¥ a VNN Y
o b V V
o c U
B | d K
ﬂ e V v
* oy f v v
* oy g || v V vV v
*q[i'y h v v Y y v v
ap i vV J
* oy I el \
op k v M
v AERR K VINIVIVIVIY

Fig. 3.10 - Tabela de primos implicantes.

Em cada linha assinalam-se os mintermos que constituem cada
primo implicante, por exemplo, o primo implicante
a=1[2,3,10, 11 (18) y] s¢ ira ter marcas ¥ na fungéo y e nos
mintermos 2, 3, 10 e 11. Depois procuram-se 0s Pprimos
implicantes essenciais, pesquisando quais as colunas com um
inico V. Neste caso os primos implicantes essenciais sao
(f, g, h, j), assinalados na Fig. 3.10 com um *. Note-ge, contL_Jdo,
que estes nao cobrem todos os mintermos das trés fungoes,
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portanto € necessdrio construir-se uma tabela de primos
implicantes reduzidos para se tentar obter os primos implicantes

secundariamente essenciais ou necessarios, como se mostra na
Fig. 3.11.

fa f3

Primos 4 13 4 5 13
Implicantes

o b )

@ c \

G e \: \JI

aB i v v

aB  k v v

Fig. 3.11 - Tabela reduzida de primos implicantes.

Agora detectam-se as linhas dominantes no intuito de reduzir a
tabela. Veja-se que, ao procurar-se uma linha dominante, ela deve
ser dominante para toda a tabela e nao apenas para uma fungao.
Isto quer dizer que, por exemplo, a linha d que seria dominante
relativamente a linha i se s0 se considerasse fg, deixa de o ser
ao pensar-se em toda a tabela. Portanto neste caso nao podemos
eliminar nenhuma linha por este processo, logo nao ha primos
implicantes secundariamente essenciais.

Aplique-se, entdo, o método de Petrick e obtenha-se um produto
de somas. Cada soma define os primos implicantes que cobrem
cada um dos mintermos que nao foram cobertos pelos primos
implicantes essenciais ja detectados. Neste caso encontra-se

b+i)(c+k)(d+i)(d+e)(e+k) =1
e aplicando as leis da algebra de Boole, obtem-se
cei+bcde+eik+dik+bdk=1.

Cada produto representa um conjunto de primos implicantes
suficiente para cobrir todos os mintermos que nao foram cobertos
pelos primos implicantes essenciais. O que se pretende agora é
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seleccionar o conjunto a que corresponda o menor nimero de
literais.

Como na soma de produtos obtida cada letra representa um primo
implicante, convém considerar apenas os produtos com o menor
ndmero de elementos, ou seja, (cei), (bdk), (dik) e (eik). Os dois
primeiros conjuntos representam dois 1-cubos e um 0-cubo,
enquanto que os dois Ultimos formam um 1-cubo e dois 0-cubos.

Entao, como (cei) e (bdk) contém menor nimero de literais, dado
que correspondem a dois 1-cubos e um O0-cubo, escolhe-se
arbitrariamente um deles, por exemplo (cei). Assim o conjunto
total de primos implicantes sera: c(a), e(B), f(y), g(ad), h(apBy),
i(aB), j(ay) e destes determina-se o conjunto requerido para
definir cada fungao.

Note-se que se um determinado primo implicante s se refere a
uma dada fungado, deve necessariamente ser usado na
representacao dessa fungcdo. Se por outro lado, o primo implicante
pertence a mais do que uma funcado, deve ser analisado
cuidadosamente.

Assim, veja-se o caso do primo implicante j = mq, que pertence a
fo e fy. Relativamente a fy, o primo implicante j é essencial e
portanto tem de pertencer a forma simplificada de fy. Quanto a
fo, repare-se que m {2 € coberto, por exemplo, por
c=[12, 13 (1)]; logo j € redundante relativamente a f, e

portanto nao pertence a forma simplificada da funcao o.
Com base nestas consideragdes, obtém-se
fao=Cc+g+h+i
f=e+h+i
fy=f+g+h+]
ou, procedendo do modo anteriormente descrito
f=ABC+BCD+ABC+ABCD

f3=ABC+BCD+ABCD
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fy=ABD+BCD+ABC+ABCD

Repare-se que o termo BCD é comum a « ev; ABC é comum a
a,pey;e ABCD €& comum a o e B. Assim ao ser realizada a
implementagao destas fungdes ¢é possivel efectuar-se uma

partilha de elementos entre elas, o que conduz a uma consideravel
economia.

3.5 Conclusao

Como ja foi referido, este método é rigoroso e exaustivo e garante
a obtengao de uma representagao minima da fungao booleana
considerada. Contudo, quando o nimero de varidveis de entrada e
elevado (cerca de 16), mesmo utilizando um bom programa de
computador para realizar a simplificagao da fungao surgem
problemas e isto devido aos elevados tempos de execugao do
programa e ao espago de memodria que é necessario utilizar, ja que
o método é exaustivo. Assim, € pouco provavel a obtencao de um
algoritmo exacto que seja eficiente.

Uma outra eventual desvantagem do método tabular de
Quine-McCluskey é a possivel ocorréncia de erros quando se
comparam duas longas listas de mintermos. Entdo, o método dos
mapas de Karnaugh poderia parecer preferivel; mas como ja foi
indicado, para funcoes de mais de 5 variaveis nao se pode ter a
certeza de se estar a obter a expressao simplificada ideal.
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4. O Programa EXPRESSO-II|

4.1 Introducéo

O programa Expresso-ll [BRA84] é uma ferramenta de minimizagao
de funcdes ldgicas cujos principais objectivos sdo a simplificacao
de fungbes usando o menor nimero possivel de recursos
computacionais, bem como a optimizagdo dos resultados finais
mediante a utilizagdo de heuristicas eficientes.

As entradas do programa sdo as coberturas do ON-set e do DON'T
CARE-set, respectivamente F e D, de uma fungao booleana nao
completamente especificada ff. Como opgéo, as entradas também
poderao ser F e R, as coberturas do ON-set e do OFF-set. A saida
sera uma cobertura minimizada.

Fundamentalmente este programa minimiza:

NPT - o numero de termos produto, isto €, o nimero de cubos que
formam a cobertura da fungao (portanto minimiza o numero
de linhas da matriz);

NLI - o namero de literais (que nao 2's) existentes no cubo de
entradas da cobertura;

NLO - o nUmero de literais no cubo de saidas.

O processo de minimizagao utilizado pelo programa Expresso-Il,
define uma funcao vector objectivo ¢ = (NPT, NLI, NLO) e um
ciclo de simplificagbes que serdo executadas até que nenhuma das
trés componentes de ¢ seja minimizada em duas sucessivas
passagens no ciclo.

Antes de se iniciar a execugdao do programa de minimizagao €
usado o preprocessador UNWRAP. Este procedimento €& aplicado aos
dados e prdcura quais os cubos de entrada que correspondem a
mais do que uma saida (isto é, cuja parte de saida contém mais do
que um 4); se um desses cubos alimentar, por exemplo, k saidas,
serd substituido por k cubos, cada um alimentando uma saida.
Embora possa parecer que a cobertura resultante é pior do que a
inicial do ponto de vista da minimizacéo, de facto o que obtemos e
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um ponto de partida para a futura simplificagao que & menos
rigido; em particular, e deste modo, é possivel no procedimento
EXPAND decidir-se quais as melhores opgoes em termos de
associagoes de saidas.

Vejamos como actuam e interactuam as varias rotinas que
compoem o programa Expresso-|l.

COMPLEMENT

Calcula R (o OFF-set da fungcédo) se F e D forem dados como
entrada do programa ou calcula D caso F e R sejam os dados. O
complemento R é usado posteriormente para facilmente se
detectar se um dado cubo é ou ndo um implicante. Recorde-se que
um implicante € um cubo cuja intersecgdo com o OFF-set (R) da
fungdo é o conjunto vazio. A seleccao dos primos implicantes é
feita no procedimento EXPAND.

EXPAND

Substitui os cubos de F por primos implicantes, expandindo-os
(isto é, passando os 0's e os 1's para 2's sem que contudo haja
intersecgcoes com o OFF-set). Como aumenta o nimero de 2's na
parte de entrada de F, diminui ai o nimero de literais. De seguida
reduz a cobertura obtida a uma cobertura minima (portanto reduz
0 numero de cubos em F). Assim, atingem-se simultaneamente
dois dos objectivos de minimizacao propostos. Terminado este
procedimento substitui-se a cobertura F de ff por uma cobertura
prima.

ESSENTIAL_PRIMES

Localiza os primos essenciais, isto é, os primos que tém
necessariamente de aparecer na cobertura F porque contém
mintermos que apenas existem nesses cubos. Uma vez que esses
primos tém de aparecer na cobertura F, logo que sa@o localizados
sdo retirados de F e adicionados a D. Deste modo os primos
essenciais nao sao alterados desnecessariamente durante o ciclo
de minimizagao. Notar que este procedimento apenas € executado
na primeira vez que o programa percorre o ciclo de minimizagao.
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IRREDUNDANT_COVER

Subdivide a cobertura obtida em trés grupos: subcobertura
relativamente essencial, subcobertura parcialmente redundante e
subcobertura totalmente redundante. Os cubos pertencentes a este
ultimo grupo sao extraidos da cobertura inicial. Entdo, o
subconjunto dos cubos relativamente essenciais, juntamente com
uma parte do subconjunto formado pelos cubos parcialmente
redundantes e com o conjunto D dos DON'T CARES, formam uma
cobertura para todos os mintermos de F. Apds a execucdo do
procedimento IRREDUNDANT_COVER, a cobertura F é uma cobertura
minima de primos implicantes.

REDUCE

Considera, (em sequéncia) cada cubo c¢ pertencente a F e redu-lo
ao menor cubo ¢ que contém todos os mintermos de ¢ que néo
pertencem a [(F - {c}) U D] e em seguida faz F = [(F - {c}) U {c}].
Obtém-se assim uma cobertura ndo prima, na qual muitos dos
cubos originais tém agora tamanho menor. Esses cubos, ao serem
novamente expandidos (na proxima passagem no ciclo de
minimizacdo) originam dois tipos de vantagens. Primeiro, um cubo
menor pode, geralmente, ser expandido em mais direcgdes do que
um cubo maior. Segundo, quanto menores forem os cubos, mais
facilmente serdo cobertos pelas expansdes de outros cubos. Notar
que uma vez que este procedimento considera os cubos
sequencialmente, as maiores ou menores redugdes obtidas
dependem de uma prévia ordenagao heuristica desses cubos. No
fim de executado REDUCE, cada implicante foi reduzido a um primo
implicante essencial minimo.

Os procedimentos EXPAND, IRREDUNDANT_COVER e REDUCE fazem
parte de um ciclo de minimizagdo que sé termina quando, entre
uma passagem e a anterior, ndo tiver ocorrido nenhuma

simplificagao.
LAST_GAP

Este procedimento é semelhante ao REDUCE, mas o processo de
reducdo usa uma estratégia diferente, uma vez que a ordem pela
qual sdo tratados os cubos nao é sequencial. Para cada cubo ci
pertencente a cobertura F, calcula-se ci , isto é, o menor cubo

contendo a parte de ¢ que nao é coberta por [(F - {ci}) U D]. Como
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0s cubos sao reduzidos individualmente e nao em sequéncia, 0
resultado ndo depende do modo como os cubos estio ordenados.
Deve notar-se que os cubos {ci} podem nao formar uma cobertura
de ff. Usa-se agora uma variante de EXPAND na tentativa de
encontrar pelp menos um primo que cubra no minimo um dos cubos
reduzidos {c!}. O primo ou primos que obedecem a esta regra sao
agrupados numa cobertura H e entdo F é substituido por
IRREDUNDANT_COVER (F U H). Verifica-se que, sempre que H n&o é
vazio, apos esta simplificagdo se obtém uma diminuicao do | F |.

MAKE_SPARSE

Comeca por retirar os primos essenciais do DON'T CARE-set D e
coloca-los novamente na cobertura F. O nimero de cubos que
formam a cobertura F & agora o minimo possivel; resta agora
reduzir o ndimero de literais. Obtém-se assim uma cobertura final
minima, no sentido de que mais nenhum termo produto ou literal
de entrada ou de saida pode dela ser removido sem que F deixe de
ser cobertura de ff.

O fluxo de execucdo do Expresso-ll pode ser sintetizado do
seguinte modo:

UNWRAP e COMPLEMENT constroem as coberturas F, R e D (do ON-
set, OFF-set e DON'T CARE-set de ff).

Sao usados quatro vectores ¢1, ¢2, &3 e b4 para se verificar a
qualidade da cobertura, apos a execugao, respectivamente, de cada
um dos seguintes procedimentos: EXPAND, IRREDUNDANT_COVER,
REDUCE e LAST_GAP. Estes vectores sao inicialmente carregados
com o numero de termos produto, o numero de literais de entrada e
o numero de literais de saida correspondentes a cobertura F
inicial.

O ciclo principal do programa executa EXPAND, seguido de
IRREDUNDANT_COVER e REDUCE e no final de cada procedimento
verifica-se se a qualidade da cobertura melhorou (usando os
vectores &1, ®2, ®3); se nao ocorreu nenhuma redugao da
cobertura, inicia-se entdo LAST_GAP que procura encontrar algum
primo que possa ainda usar-se para reduzir a cobertura. Se for
encontrado algum cubo nessas condicdes, volta-se ao ciclo
principal e processa-se a simplificagdo da cobertura; caso
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contrario executa-se MAKE_SPARSE e termina o programa
fornecendo para o exterior uma cobertura minima de ff.

4.2 O Procedimento COMPLEMENT

Este procedimento calcula o complementar de fungbes com saidas
multiplas, com base no cdlculo do complementar de funcdes de
saida Unica.

No Apéndice A é referido como calcular o complementar de uma
fungcao booleana usando recursivamente a expansao de Shannon

F= XJ'. El + .x_i. f_fj

Para calcular o complementar de uma fungdo monétona de saidas
multiplas optou-se entdao por concatenar os complementares das
varias fungbes de saida Unica em que se decompds a fungao
inicial, fundamentalmente por duas razdes.

Primeiro, verificou-se que a complementacdo de uma funcao de
saidas multiplas raramente poupa tempo de calculo e muitas
vezes conduz a enormes necessidades de utilizacao do CPU.

Segundo, o calculo feito a partir das fungdes com uma Unica saida
permite mais eficiéncia e uniformidade na utilizagao do
procedimento EXPAND, que usa a complementagao. Contudo é
evidente que a utilizagdo de fungdes de saida Unica conduz a
maiores necessidades de armazenamento, pois havera termos
produtos que aparecerao repetidas vezes.

O procedimento COMPLEMENT (F, D) calcula o complementar de
uma fungdo de saidas mdltiplas, comegando por extrair as varias
fungbes de saida Unica que sdo equivalentes a inicial, assim como
o correspondente DON'T CARE-set para cada uma delas,
Posteriormente calcula o complementar de cada uma dessas
funcées de saida Unica. No Apéndice B € indicado o processo de
calculo do complementar.

Assim, no final de COMPLEMENT, obtém-se os OFF-sets (R) de
todas as fungoes de saida Unica que, apds concatenagao, formarao
o complementar da fungdo de saidas multiplas.
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4.3 O Procedimento TAUTOLOGIA

A classificagdo de uma dada fungdo booleana como sendo ou nao
uma tautologia (f= 1) € uma questdao fundamental requerida pelo
programa Expresso-Il. O célculo da tautologia é parte essencial de
varios procedimentos (ESSENTIAL_PRIMES, IRREDUNDANT_COVER,

REDUCE e LAST_GAP), pelo que é necessério que esse algoritmo
seja eficiente.

O procedimento TAUTOLOGIA comega por testar a existéncia de
alguns casos especiais que permitam conclusdes imediatas. Se nao
existirem casos especiais, é seleccionada uma variavel de
participagdo de x;(definida no Apéndice B) e sdo determinadas as
matrizes que representam os cofactores Fy i e Fgj da fungao
booleana (definidos no Apéndice A). Notar que F sé sera tautologia
se Fyje Fgj o forem. Entdo o procedimento TAUTOLOGIA ¢é
recursivamente chamado com argumentos F,je Fyj e s6 termina
quando é detectado um dos casos especiais (isto é, quando se
atinge uma folha da arvore bindria correspondente).

Note-se que cada nd dessa arvore bindaria € representado pela
matriz de um cofactor; cada ramo da arvore € um conjunto de
variaveis de particdo que corresponde ao caminho desde o
primeiro né até ao (ltimo dessa sequéncia; cada préoximo ndé ou é
uma folha (ndé terminal) e entdo é verificado se a fungao € uma
tautologia ou tem dois descendentes F,je F;j aos quais o

procedimento TAUTOLOGIA € aplicado recursivamente.

No caso da fungdo booleana ser de mdltiplas saidas, esta s6 sera
uma tautologia se cada um das fungdes booleanas componentes
também for uma tautologia.

4.4 O Procedimento EXPAND

Este procedimento transforma uma dada cobertura F de ff numa
cobertura prima e simultaneamente o menor possivel.

Para atingir tal objectivo optou-se por tratar os cubos de F um a
um sequencialmente e maximizar o numero de cubos que, em cada
passo, podem ser cobertos por uma dada expansao (substituicao de
cada cubo ¢ de F pelo correspondente cubo primo ¢+ que contém ou

42



é igual a ¢). Em seguida sdao removidos de F todos os cubos

cobertos por c*. Assim a cobertura final, além de prima, sera
minima.

Contudo e logicamente, o resultado de EXPAND vai depender da
ordem pela qual os cubos vao ser expandidos. Verificou-se uma
melhoria nos resultados quando se optou por ordenar os cubos de F
por ordem decrescente de tamanho, uma vez que quanto maior for
um cubo, maior é a probabilidade de cobrir outros e menor a
probabilidade de ser coberto por outros. Esta ordenagao € muito

simples mas, na maioria dos casos, verificou-se ser de facto
eficaz.

O principal subprocedimento de EXPAND transforma um cubo ¢ da
cobertura F num implicante primo c* e lista os cubos de F (outros
que nao ¢) que sao cobertos por c+; como ja se referiu o cubo c+ é
escolhido de modo a que cubra o maior nimero possivel de cubos
de F.

Dado um cubo ¢ que deva ser expandido, a sua expansao 6ptima
(maxima) corresponde a um cubo primo d contido ou igual a ¢ que:

- minimize o numero de cubos na cobertura expandida;

- transforme o cubo d no maior cubo possivel (isto é, dependente
do menor numero possivel de variaveis, portanto com o maior
namero possivel de don’t care).

Portanto, a operagcdo EXPAND minimiza ndao s6 o numero de cubos
em F, mas também o numero de literais.

Para o caso de fungboes de saidas multiplas, os cubos que
correspondam, por exemplo, a k saidas serao desmultiplicados
obtendo-se (a partir de cada cubo original) k cubos, todos com a
mesma parte de entradas e em cuja parte de saidas apenas existe
um 4.

4.5 O Procedimento ESSENTIAL_PRIMES

Dado que os primos essenciais tém de aparecer em todas as
coberturas primas de ff é preferivel detecta-los no inicio do
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programa e retira-los da cobertura em estudo durante as
operagoes de EXPAND, REDUCE e IRREDUNDANT _COVER.

Relembre-se que um dado primo é essencial se e sé se existir um
mintermo no ON-set de ff que esteja contido apenas nesse primo.
Assim, comeca por determinar-se o conjunto dos primos
essenciais de F, testando sucessivamente todos os cubos.

Para que, em termos computacionais, seja compensador fazer esse
teste, € necessario que o procedimento ESSENTIAL_PRIMES seja
suficientemente réapido. Seja E o conjunto dos primos essenciais
da fungéo ff; entdo, retirando os primos essenciais da cobertura F
e adicionando-os a D (DON'T CARE-set), reduzimos a dimensao do
problema de | E |, ou seja, o nimero de cubos do ON-set F diminui
de | E| e 0 nimero de cubos do DON'T CARE-set aumenta de igual
quantidade.

A ideia base do procedimento ESSENTIAL_PRIMES é testar todos os
cubos de F com o cubo ci para a determinagdo da sua
essencialidade e entao verificar se o conjunto dos cubos assim
obtido contém ou ndo ci; se sim, é porque ci ndo é essencial,
doutro modo ci é essencial.

Este teste usa fundamentalmente o algoritmo TAUTOLOGIA que €
um algoritmo rapido, como ja foi referido. Deste modo a extracgao
dos primos essenciais de F €& uma operagdo compensadora
relativamente a subsequentes economias de tempo.

4.6 O Procedimento IRREDUNDANT_COVER

Ao iniciar-se este procedimento partimos de uma cobertura prima
F de ff, tal que nenhum cubo de F contém qualquer outro. Contudo,
isso ndao garante que F seja uma cobertura minima, pois pode
acontecer que exista um subconjunto de F que também seja uma
cobertura de ff. Dados F e D, o procedimento IRREDUNDANT_COVER
produz ‘uma cobertura minima F formada por um subconjunto de
cubos de F (o menor nimero de cubos possivel).

O procedimento IRREDUNDANT-COVER € formado basicamente por
trés subprocedimentos.
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REDUNDANT divide F em dois conjuntos Ee R. Eé o conjunto dos
cubos ¢ pertencentes a F tais que (F - {¢}) ja4 ndo é uma cobertura
de ff. Logicamente esses cubos tém de aparecer em qualquer
subcobertura F contida em F e sao chamados cubos relativamente
essenciais (ou necessarios) de F. Os restantes cubos, R, podem ser
extraidos, individualmente, de F sem destruir a cobertura de ff e
sao portanto chamados cubos redundantes de F.

O subprocedimento REDUNDANT testa cada cubo ¢ pertencente a F
para verificar se (D UF - {c})c é uma tautologia, isto é, se o
cofactor de (D U F - {c}), relativamente a ¢, é igual a 1. Entao,
como (D UF - {c})c =1 se e sé se c for coberto por (D UF - {c}),
teremos que se (D U F - {c}) cobre c, entao ¢ é redundante; caso
contrario ¢ pertence a E (conjunto dos cubos relativamente
essenciais).

O conjunto de cubos redundantes R pode ser subdividido em dois
subconjuntos: o conjunto dos cubos totalmente redundantes Ry e o
conjunto dos cubos parcialmente redundantes Rp. O conjunto Rt é
formado pelos cubos c pertencentes a R que sao cobertos por
(D U E); logo, como E faz necessariamente parte de qualquer
subcobertura F contida em F, os cubos de R; podem ser retirados
de F. Os restantes cubos de R formam entdo o conjunto dos cubos
parcialmente redundantes Rp. Este teste é feito usando o
subprocedimento PARTIALLY_REDUNDANT.

Utilizando de novo o procedimento TAUTOLOGIA, verifica-se se
cada cubo c pertencente a F & ou nao coberto por (D U E). Entao,
se o cofactor de (D U E) relativamente a ¢ é diferente de 1, isto
é, se 0 cubo ¢ ndo é coberto por (D U E) entdo ¢ é parcialmente
redundante; doutro modo ¢ é totalmente redundante.

O passo mais dificil de resolver neste algoritmo consiste na
extracgdo, a partir de Rp, de um conjunto minimo R, tal que
F = (E U R) seja ainda uma cobertura de ff. Essa seleccao de
cubos é feita pelo subprocedimento MINIMAL_IRREDUNDANT, a
partir do qual se obtém o conjunto Rc. O desejavel seria produzir
um conjunto de cubos R que fosse o minimo, mas isso nem
sempre pode ser garantido. O conjunto Rc obtido pode nao ser o
minimo possivel; contudo, se Rc for o minimo, entdo F = (E U Rc)
é uma subcobertura minima de ff.
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4.7 O Procedimento REDUCE

O procedimento REDUCE transforma uma cobertura prima F numa
cobertura, em geral, ndo prima F, por substituicdo de cada cubo de
F por um outro cgbo, normalmente menor, contido no inicial. Como
alguns cubos de F j& ndo sdo primos, na préxima passagem no ciclo
de minimizagcdo, EXPAND pode ser aplicado a F de modo a obter-se
uma cobertura prima diferente da inicial e que pode ter um menor
nimero de cubos do que F, mas nunca mais, pois | F | <| F|.

Como a escolha dos cubos a serem reduzidos, assim como o
método a utilizar tém definitiva importancia no melhoramento da
solugao  obtida, optou-se por utilizar uma heuristica que processe
os cubos de F sequencialmente reduzindo cada um deles ao maximo
(sem destruir a cobertura).

Note-se que, se REDUCE for aplicado a uma cobertura que nao seja
minima, este procedimento gerara uma cobertura minima, uma vez
gue os cubos redundantes serao reduzidos a cubos nulos e portanto
removidos de F.

Consideremos F e D e seja ci um cubo de F. Como se pretende
reduzir ao maximo ci, mas mantendo F como uma cobertura de ff,
terd de obter-se o menor cubo possivel ¢l que contenha todos os
mintermos de ci que ndo sejam cobertos por [(F - {ci}) U D].
Entao, se definirmos

F(i) = [(F - {ci}) UD] e F(i) o seu complementar,

teremos ci = menor cubo contendo (c¢i N F(i)) = MCC (c! N F(i)).
Obviamente, MCC (ci N F(i)) existe sempre, porque é a interseccdo
de todos os cubos contendo (ci N F(i)). A operagao efectuada para
se obter ci é chamada redugdo de c relativamente a F. Note-se que

[(F - {ci}) U {ci}] é ainda uma cobertura de ff.

Uma vez que o evoluir deste procedimento € dependente da ordgm
pela qual os cubos sao processados, optou-se por uma heuristica
que permitisse uma ordenaga@o prévia dos cubos. Assim_ e com base
na ideia de que quanto maiores forem os cubos, mais facilmente
serdao reduzidos, detecta-se o maior cubo e ordenam-se o0s
restantes, relativamente a ele, por ordem crescente de "pseudo-
distancia". A ‘"pseudo-distancia” €& medida pelo nimero de
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diferencgas er;ltre dois cubos, por exemplo: [012134] e
[021144] tém "pseudo-distancia" igual a trés.

Entf.Slo e apés se reduzir o maior cubo, tenta-se reduzir os que
estao mais proximos dele. Deste modo, quando posteriormente se
efectuar a expansao da cobertura, ter-se-4 aumentada a

probabilidade de ver a expansdo do maior cubo cobrir os cubos
seus vizinhos.

Uma vez que o algoritmo EXPAND tem como principal finalidade
maximizar o numero de cubos que podem ser cobertos por uma
dada expansao, é provavel que o maior cubo que entretanto foi
reduzido por REDUCE, seja agora expandido de modo a garantir a
cobertura de um grande numero de cubos seus vizinhos.

No final de REDUCE, obtém-se uma cobertura F em que cada cubo ¢
foi substituido por c.

4.8 O Procedimento LAST_GAP

Com este procedimento pretende fazer-se uma ultima tentativa de
reduzir o numero de cubos da cobertura. LAST_GAP € um
procedimento formado por uma modificagao de REDUCE, seguida de
uma modificacdo de EXPAND e baseia-se no facto de, apods se
reduzir um cubo ¢, surgirem duas hipdteses de diminuir a
dimensao da cobertura a que ele pertence. Por um lado o cubo
reduzido ¢* pode ser coberto por um cubo vizinho apds a expansao;
e por outro o cubo reduzido ¢* pode ser expandido em diferentes
direccdes de modo a cobrir alguns cubos vizinhos. De qualquer
modo, quanto menor for o cubo reduzido c*, melhores resultados
se obtém.

Relembre-se que REDUCE é um procedimento dependente da ordem
pela qual sdo tratados os cubos que formam a cobertura. Assim os
Gltimos cubos de uma cobertura tém sempre menos hipdteses de
serem reduzidos do que 0S primeiros; ja que os cubos que os
precedem ja foram minimizados e a capacidade de estes virem a
ser cobertos ficou diminuida.

Ja se sabe que o procedimento REDUCE nao garante que a dimensao
da cobertura diminua quando EXPAND € aplicado. Contudo, como
LAST_GAP reduz cada cubo individualmente e ao maximo e depois
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aplica a e)fpanséo s0 aos cubos que foram reduzidos, verifica-se
que, se apos essa expansao se encontrarem cubos que cubram pelo
menos um dos cubos reduzidos, esses possibilitarao uma
diminuicao da dimensao de cobertura.

Sendo F = {c', ¢2, .., cP} uma cobertura prima de ff = {f, d, r},
define-se F(i) = (F - {ci}) e f(i) como sendo a funcdo booleana
correspondente. Entdo a redugdo maxima do cubo ci, que se
representa por ¢!, é definida como sendo o menor cubo contendo
[ci N (f(i) U d)]. Observe-se que F ={ct, c2, ..., cP} ndo é
necessariamente uma cobertura, uma vez que os cubos foram
reduzidos independentemente e ndo em sequéncia.

Em LAST_GAP, a primeira parte do procedimento calcula o
conjunto dos cubos maximamente reduzidos EF e em seguida
restringe F ao conjunto dos cubos que foram de facto reduzidos
(isto é, excluem-se de E os cubos ci=cl). Depois faz-se a
expansao desse conjunto de cubos e s6 desse. Note-se que os cubos
que nao foram reduzidos continuam sendo primos e portanto néo
poderiam ser cobertos.

Assim, a dimensao da cobertura s6 diminui se se tiver encontrado
pelo menos um primo que apds a expansdo cubra um dos cubos
reduzidos. Verifica-se (experimentalmente) que, se apoOs esta
expansdo se encontar pelo menos um primo nas condigoes
descritas, em geral ele cobrird nao um, mas dois dos cubos
reduzidos.

Sendo H o conjunto dos cubos primos que apds serem expandidos
cobrem pelo menos um dos cubos reduzidos {ci}, se H nao for
vazio, entdo LAST_GAP acrescenta os novos primos de H a
cobertura F. Deste modo, quando posteriormente se fizer
IRREDUNDANT_COVER (F U H, D) muito provavelmente reduzir-se-a
a cardinalidade de F. Portanto, este procedimento garante que nao
existe nenhuma melhor solugdo do que a obtida apoés a sua
execugao.

4.9 O Procedimento MAKE_SPARSE

MAKE_SPARSE é executado em dois passos e parte Fie uma
cobertura prima e minima F. O primeiro passo consiste em

LOWER_OUTS que reduz, sempre que possivel, todos os 4's para 3's
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na tgntativa de transformar a parte de saidas da cobertura numa
matriz esparsa. O segundo passo (subprocedimento RAISE_IN)

torna a parte de entradas da cobertura tdao esparsa quanto
possivel, aumentando os 1's e os 0's para 2's.

Repare-se que se se aplicasse RAISE_IN antes de LOWER_OUTS,
nao se conseguiria aumentar nenhuma entrada, uma vez que F ja é
uma cobertura prima. Contudo, se primeiro se reduzirem as safdas
(usando LOWER_OUTS), entao os cubos de F que forem alterados
deixam de ser primos e pode acontecer que seja possivel
expandi-los (aumenta-los) na sua parte de entradas.

Convém nao esquecer que antes de se executar o procedimento
MAKE_SPARSE é necesséario adicionar os primos essenciais a
cobertura F, pois mesmo os primos essenciais podem ser tornados
esparsos.

Em LOWER_OUTS é construido um vector P que indica se cada cubo
ci pertencente a F permanece ou ndo primo (isto é, se é ou nao
alterado). Sendo F e D as restrigbes de F e D a uma Unica saida k
(k = 0,...,m, onde m €& o numero de saidas da fungao), este
procedimento usa IRREDUNDANT_COVER e retorna um vector cujos
elementos formam um subconjunto minimo de F que é uma
cobertura para a saida k.

O subprocedimento RAISE_IN é uma modificagdo de EXPAND,
restringida apenas a parte de entradas de cada cubo de F. Note-se
que os cubos que sdo primos e que foram referenciados pelo vector
P, construido em LOWER_OUTS, nao sdao modificados por este
procedimento. Entdo, os cubos n&ao primos ci pertencentes a F séo
transformados em primos nas suas partes de entradas, isto &, a
parte de entradas de cada cubo ci é aumentada tornando-se tao
esparsa quanto possivel.

Observe-se que no final de MAKE_SPARSE a nova cobertura nao é
necessariamente prima, mas €& esparsa, isto é nao € possivel
transformar mais 0's ou 1's (da parte de entradas de cada cubo)
em 2's, ou transformar mais 4's (da parte de saidas) em 3's sem
que F deixe de ser uma cobertura de ff.
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4.10 Concluséao

Uma primeira versao do programa EXPRESSO-II, posteriormente
melhorada, foi publicada em 1982; em 1984 foi apresentada uma
implementagcao em linguagem C.

Os algoritmos que formam o programa EXPRESSO-Il constituem
uma ferramenta de minimizagao légica que atinge dois objectivos
fundamentais: uma execugao robusta e eficaz e a optimizagao dos
resultados finais.

A elevada qualidade da minimizagdo obtida com o programa
EXPRESSO-Il é o resultado da eficiéncia dos procedimentos
EXPAND, IRREDUNDANT_COVER, REDUCE e LAST_GAP. Assim, e em
meédia, pode verificar-se experimentalmente a eficiéncia relativa
de cada procedimento. Em percentagem do tempo total de
execucao, foram obtidos os seguintes valores para os tempos
correspondentes aos procedimentos indicados:

COMPLEMENT . 14%
EXPAND 29%
IRREDUNDANT COVER  12%
ESSENTIAL_PRIMES 13%
REDUCE 8%
LAST_GAP 12%
MAKE_SPARSE 10%

Fazendo-se a comparacao dos resultados obtidos pelo programa
EXPRESSO-Il com os resultados encontrados com outros
programas, nomeadamente com uma versdo modificada do metodo
exaustivo de Quine-McCluskey, verifica-se que se encontram
solugbes tao boas quanto as anteriores, mas muito menos
dispendiosas. Andlogas observagoes se podem fazer quando se
compara a execugdao do EXPRESSO-Il com a de outros programas
heuristicos, como POP [DEM84] ou MINI [HON74].

Estas tentativas heuristicas da resolugdo do problema da
minimizacdo de fungbes lbgicas tém como componente
fundamental um procedimento que faz a expanséo_ del cada
implicante e a posterior remogao de todos os gutros |mp_I|cantes
por ele cobertos. Deste modo evita-se a gerac;ao’exaustwa e o
armazenamento de todos os implicantes que definem a fungao

légica.
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5. Metodo de simplificacdo usando BDD’s

5.1 Introducéo

Uma diferente abordagem ao problema da minimizagdo de fungodes
booleanas € feita neste capitulo e baseia-se numa proposta de
Akers [Ake78] que recorre a arvores ou diagramas de decisao
binaria (BDD - Binary Decision Diagram) para representar as
fungbes booleanas. Estas serdo reduzidas posteriormente usando
métodos especificos de simplificagao [AKE78].

Neste capitulo comegar-se-a por fazer uma descrigdo do conceito
de BDD e em seguida indicar-se-a como construir e identificar um
BDD.

Os BDD’s sao grafos directos e aciclicos que fornecem uma
eficiente descricao da funcao booleana de uma forma completa e
concisa, mas independente da sua posterior implementacao, e que
sao facilmente armazenaveis e manipulaveis em computador.

Um diagrama de decisao binaria (BDD) pode ser descrito como uma
técnica de representacao de fungbes booleanas baseada em
arvores binarias e formado por elementos de decisao, os nés, e por
ramos de ligacao entre eles [AKE78].

Assim, um nd, que € o elemento de decisao, funciona de um modo
semelhante ao de uma condicao IF... THEN ... ELSE ... das linguagens
de programagao.

A B

Fig. 5.1 - Representagao de um n6 de um BDD.
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Por exemplo, o nd representado na Fig. 5.1 traduz a seguinte
sequéncia de instrugdes:

if C=0 then D:=A
else if C=1 then D:=B

Os ndés sao controlados pelas chamadas variaveis de controlo e,
dependendo do valor associado a essa varidvel, o valor I6gico da
saida do n6 é o valor da sua entrada esquerda (ramo esquerdo), se
a variavel de controlo for igual a 0, ou da sua entrada direita
(ramo direito) se a variavel de controlo for igual a 1.

Assim, cada um desses ramos pode ser o valor légico 0 ou 1 ou
ainda o valor de um outro ndé que, nesse caso, tera também de ser
calculado.

Na representacao de uma fungao booleana os ndés sao controlados
pelas variaveis de entrada da funcao. Entao, a representagao de
uma dada funcado légica f obtém-se atribuindo a f o valor a saida
do nd do topo do diagrama, isto &, da raiz da arvore. Note-se que as
variaveis de entrada que controlam os nés permitem definir um
Gnico percurso entre um dado né e um 0 Iégico ou um 1 légico que
estejam presentes num dos ramos de entrada. Estes poderao
corresponder a saidas de nos pertencentes a niveis inferiores.

Na Fig. 5.2 mostra-se, como exemplo, a representagao de uma
funcado légica de 3 variaveis, f=AC +ABC + ABC.
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Fig. 5.2 - Representagao de uma fungéo légica de 3 variaveis.

Assim, analisando o diagrama considerado, veremos que para o
conjunto de variaveis de entrada (A = 1; B = 1; C = 1) teremos
definido um dado percurso terminado em 1; para (A = 1; B = 0;
C =0) teremos um outro; e para (A = 0; C = 0) encontraremos
ainda outro. Entao, a funcao f pode ser definida pela soma das trés
parcelas obtidas a partir das combinagdes das varidaveis de
entrada cujo caminho termina em 1. Todas as outras possiveis
combinagbes dessas variaveis de entrada conduzem a situagoes
em que o valor da fungdo é igual a 0, ou seja, o caminho
correspondente termina em 0. Note-se que a um percurso definido
ao longo do diagrama e que termine em 1 corresponde um
mintermo da funcao.

Repare-se, no entanto, que a representagdao de uma dada fungao
booleana como soma de produtos ndo € univoca, pois existem
sempre varias possibilidades de especificar uma fungao booleana,
todas logicamente equivalentes. Nomeadamente, como exemplo da
afirmacéo, veja-se o caso da representagdo de uma fungdo antes e
apés a simplificagéo.

5.2 Alguns conceitos basicos

Vejamos melhor como utilizar 0s BDD's como técnica de
representagdo de fungbes logicas, através de alguns exemplos
simples.
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Consideremos a fungdo AND de quatro varidveis de entrada,
reprefsentada na Fig. 5.3. Como seria de esperar o Unico percurso
terminado em 1 corresponde ao caso de todas as variaveis de
entrada valerem 1;isto é, A=1;B=1:C=1:D = 1). Note-se que
para todas as outras combinagbes de variaveis de entrada o valor
da fungao é 0.

Fig. 5.3 - Representagcao da funcao AND de 4 variaveis.

Note-se que, para uma dada combinacao dos valores das variaveis
de entrada, existe um Unico caminho entre a saida de um né, neste
caso da raiz da arvore, e os valores loégicos 0 ou 1. Repare-se
ainda que o valor da saida do no raiz € o valor da fungao para as
combinagdes das variaveis de entrada cujos percursos terminam
em 1. Outros exemplos sao também facilmente representados. Nas
Fig. 5.4, 5.5 e 5.6 apresentam-se as representagbes das fungoes
OR, NAND e NOR de quatro variaveis, respectivamente.
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Fig. 5.4 - Representagao da fungao OR de 4 variaveis.

Fig. 5.5 - Representagao da fungao NAND de 4 variaveis.
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Fig. 5.6 - Representacao da fungao NOR de 4 variaveis.

Em todos estes exemplos, o Ultimo nd poderia ter sido suprimido,
considerando-se a variavel D aplicada directamente ao ramo
esquerdo ou direito do né controlado por C. Isto porque se podem
considerar equivalentes as duas representagdes ilustradas na
Fig. 5.7 que exemplifica como complementar o valor de um né.
No primeiro caso a saida do né vale C e no segundo vale o seu
complementar.

0 1 1 0

Fig. 5.7 - Complementagao do valor de um né.

Assim, nas Fig. 5.8 e 5.9 estdo desenhados diagramas equivalentes
aos das Fig. 5.3 e 5.5, respectivamente.
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Fig. 5.8 - Representagao da funcdo AND de 4 variaveis.

Fig. 5.9 - Representacao da funcao NAND de 4 variaveis.

E generalizando este conceito, dir-se-4 que o complementar de
uma fungao pode ser obtido directamente do BDD,
complementando os valores de todas as folhas da arvore binaria
(folhas sao os filhos dos ramos terminais, isto €, que ja nao sao
alimentados pela saida de nenhum outro n6). Nos exemplos
apresentados é facilmente reconhecivel esta regra, ao passar-se
da Fig. 5.3 para a Fig. 5.5 e da Fig. 5.4 para a Fig. 5.6.

Outro conceito importante, que permite a obtencdo de reducdes
nas representagoes das funcoes l6gicas por BDD's, € o da
inversdo logica do valor de um ramo. A0 avaliar-se um
diagrama, isto é, ao calcular-se o valor do né raiz, se existe
inversao de algum ramo, que sera representada por um ponto (*) no
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ramo em questao, o complementar do valor desse ramo deve ser
considerado.

Ilgualmente Gtil do ponto de vista da manipulagcdo dos BDD’s é a
nocao de complementar da variavel de controlo de um nd, que
se obtém simplesmente complementando a variavel de controlo e
trocando entre si os ramos esquerdo e direito desse no.

5.3 Construgao de um BDD

A obtengao de um BDD pode ser conseguida a partir de uma tabela
de verdade, de uma lista de mintermos ou ainda das equacgoes
l6gicas que representam a fungdo. Note-se que para uma fungao
com n variaveis de entrada podem definir-se 2n diferentes
percursos desde a saida do né raiz do diagrama até cada uma das
folhas da arvore binaria. A cada um dos 2N percursos definiveis
corresponde uma das 2" possiveis combinagdes das n variaveis de
entrada [AKE77, AKE78].

Para que uma dada combinagdo de varidveis de entrada seja um
mintermo de fungdo, é necessario que seja f = 1 para esse
conjunto de variaveis de entrada. Relembre-se que um mintermo
é dado por um produto de todas as varidveis de entrada ou seus
complementares a que corresponde no BDD um percurso terminado
em 1. Entdo, para se construir o BDD que represente uma dada
funcao definida pelos seus mintermos, basta aplicar um 1 as
entradas dos nods terminais a que correspondem 0s mintermos
dados; todas as outras entradas tomarao o valor 0.

Suponha-se a funcgao definida pela seguinte lista de mintermos
f(A B, C,D)=2m(@1,3,7, 12,13, 14, 15)

e representada na Fig. 5.10. Apds simplificagao resulta a fungao
equivalente representada na Fig. 5.11. Note-se que duas fungobes
booleanas sdo equivalentes se lhes corresponder a mesma tabela

de verdade.
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0 10 10 00 10 00 01 11 1

Fig. 5.10 - Representagcdo de uma fungao légica de 4 variaveis.

0 D

Fig. 5.11 - Representagdo da fungao apds simplificagao.

A simplificacdo é obtida por eliminagdo de nés redundantes (nds
redundantes sdo aqueles que tém o mesmo valor nos dois ramos),
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como adiante se explicara em pormenor. Apds simplificagao, a
fungao sera definida porf = ABD+ ABCD + AB.

Rf:pare-se que os termos produto que se obtém a partir dos BDD's
nao sao necessariamente primos implicantes (isto é, podem nao
ser formados pelo menor nimero possivel de literais), mas como
cada novo percurso que se considere contém pelo menos um ramo
diferente dos ramos que formam os percursos anteriores, isso
garante que os termos produto considerados sdo disjuntos, isto &,
nao se intersectam, e portanto pode dizer-se que sdo essenciais
no sentido de que cada mintermo é coberto por um e sé um
implicante essencial.

No exemplo representados na Fig. 5.10 os mintermos m{ € m3 sao

cobertos por A B D, enquanto que m7 é coberto por ABCD e mqa,
m43, M4 € My5 S&0 cobertos por AB.

Como facilmente se vé existe uma analogia nitida entre esta
configuragao do BDD e a soma de produtos da légica booleana. Um
termo produto corresponde a um caminho percorrido desde a raiz
até um 1 terminal ou uma variavel de entrada.

Este modo de configurar o BDD fornece um bom ponto de partida
para se proceder a geragao e simplificagdo da fungao respectiva.
Repare-se que a largura do diagrama cresce exponencialmente,
isto é, duplica sempre que se acrescente uma nova variavel de
entrada. Isto faz com que a simplificagdo do BDD seja um factor
imprescindivel; para se atingir esse fim €& necessario eliminar
todas as redundancias que facilmente aparecem neste tipo de
estrutura. Deste modo, geralmente, obtém-se grandes redugdes no
numeros de nds necessarios para definir a funcao.

O ideal serda ir construindo a arvore dinamicamente e
simultaneamente fazendo simplificacdes possiveis, ainda que nao
completas, de modo a minimizar as necessidades totais de
armazenamento. Assim a dimensado da arvore sera mantida dentro
de limites razoaveis. Finalmente assinale-se que parece ser
indiscutivel que um diagrama binario tem o tipo de estrutura
facilmente armazenavel e processavel em computadores,
nomeadamente se for utilizado uma linguagem de alto nivel tipo
Pascal ou C.
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Entao, avaliar um BDD, ou seja determinar o valor l6gico associado
a saida do nd raiz do diagrama, para um dado conjunto de
combinagdes das varidveis de entrada é uma tarefa que pode ser
definida de forma recursiva. Comecga por determinar-se o valor da
variavel de controlo. Se essa variavel de controlo for a saida de
um outro nd € necessario calcular primeiro o valor desse outro no.
Depois toma-se a decisdo sobre qual ramo (esquerdo ou direito)
seleccionar. Se o ramo escolhido apontar para uma constante (0 ou
1) ou para uma varidvel de entrada, determina-se o valor de saida
do n6é e o processo termina. Caso contrério, isto &, se o ramo

escolhido apontar para outro né, calcula-se primeiro o valor desse
outro né pelo processo descrito.

E importante notar aqui que, para um BDD construido da forma
descrita, o numero de operagdes envolvidas na sua avaliagao, para
uma dada combinacdo de varidveis de entrada, é limitado
superiormente pelo ndmero de variaveis da fungdo que ele
representa [MORB82].

5.4 Identificacdo ou descricdao de um BDD

Um BDD fica completamente definido se sobre cada ndé se conhecer
um determinado numero de elementos seus identificadores:

- numero do no: representa um inteiro que identifica
univocamente o no;

- variavel de controlo: representa uma referéncia que indica
qual a variavel de entrada, ou qual a saida de um outro nd, que é
usada como variavel de controlo;

- ponteiro esquerdo: representa uma referéncia para o ramo
esquerdo; pode ser uma constante, uma variavel de entrada ou a
saida de outro no¢;

- ponteiro direito: representa uma referéncia para o ramo
direito; pode ser uma constante, uma variavel de entrada ou a
saida de outro no.

Com base nestes elementos a descricao de um BDD pode ser
apresentada sob a forma de uma tabela, onde as variaveis de
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entra_da e os noés sdo numerados segundo as convencdes que a
seguir se indicam.

Seja ni o ndmero de variaveis de entrada da fungao a ser
representada.

As con;tantes ldgicas 0 e 1 sdo sempre representadas pelos
valores inteiros 0 e 1.

Se existirem valores indeterminados ou don't care, estes serao
representados pelo valor inteiro 2.

Os casos particulares dos nés com don't care serdo distinguidos
conforme os valores presentes nos seus ramos esquerdo e direito,
usando-se as seguintes regras:

ao né (20) corresponde o valor inteiro (-3)
ao no6 (02) corresponde o valor inteiro (-4)
ao né (21) corresponde o valor inteiro (3)
ao no6 (12) corresponde o valor inteiro (4)
ao no (22) corresponde o valor inteiro (2).

As variaveis de entrada sdo representadas por um valor inteiro
pertencente ao intervalo [5, ni+4]; o complementar de uma
variavel de entrada é representado por um valor inteiro negativo
pertencente ao intervalo [-ni-4, -5].

Os ndés sao numerados consecutivamente comecando no valor
inteiro (ni+5), isto é, a raiz da arvore sera associado a variavel de
controlo identificada por (ni+5).

Portanto, sempre que se fizer referéncia a n, sendo
abs(n) > (ni+5), estamos a associar n ao numero de um nd; mas
se a associagao for tal que abs(n) < (ni+5) entao n refere-se a
uma variavel de entrada.

Como ja foi anteriormente referido, para se construir um BDD
pode partir-se da informagéo contida numa tabela de verdade ou
na correspondente lista de mintermos e de combinagdes don't
care, ou ainda da informagdo de uma expressao légica ou de um
esquema légico representativo da funcgao.
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A medida que o numero de variaveis de entrada da fungao cresce, a
tabela de verdade vai-se tornando um modo pouco pratico de obter
informacdo. E entdo que a lista de mintermos e de combinagdes
don't care se torna muito Gtil e mais facilmente manipulavel.

Assim para gerar o BDD a partir dessas listas, basta associar a
cada uma das 2" entradas dos nés do Ultimo nivel da arvore o
valor 1 se a essa entrada corresponder um mintermo, o valor 2 se
Ihe estd associada uma combinagdo don't care e o valor 0 em todos
0s outros casos. Posteriormente serd associado a cada valor don't

care um 0 ou um 1 ldégico de modo a conseguir-se a maior
simplificagao possivel.

Por outro lado, para se obter um BDD a partir da descrigao da
fungdo em termos de uma equagdo légica dever-se-a proceder do
seguinte modo: para cada ramo de entrada de um né do ultimo
nivel, calcular a expressdo, usando a combinagcao de entradas que
activa o caminho que termina nesse ramo de entrada.

E evidente que este processo tem o grande inconveniente de, para
uma fungdo com n entradas, requerer 2N calculos da mesma
expressao cada um deles para uma das 2N possiveis diferentes
combinagdes das varidveis de entrada. Aléem disso, sempre que se
considerar uma nova variavel de entrada, o numero de calculos
duplica.

Para este caso, uma abordagem mais eficiente pode ser
conseguida mediante a utilizagao da denominada expansao de
Shannon, referida no Apéndice A

f(X1, Xy vy Xn) = X1 f('l, X2, ... Xn) + )21 f(O, XDy g Xn)

Facilmente se vé que a aplicagdo sucessiva, mediante a utilizagao
de uma técnica recursiva, da expans@o de Shannon a fungao f pode
ser equivalente a construgdo de uma arvore binaria em que cada
préximo nd sera o cofactor do nd anterior (no caso presente f),
relativamente a variavel Xq{ Ou ao seu complementar, portanto
f(0, x2, ..., Xn) ou f(1, x2, ..., Xn)

Esta técnica aplica-se sucessivamente até se obterem cofactores
. mondtonos ou valores constantes ao atingir-se os nos terminais
[FABS0].
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Os n6s terminais sao caracterizados por terem ambos os

ponteiros a nil e por o seu nimero identificador ser em valor
absoluto menor do que (ni+5).

Convém aqui fazer notar que, como a geragdao de um BDD pelo
processo inicialmente descrito conduz a um crescimento
exponencial do mesmo com o nimero de varidveis de entrada,
poderia parecer existir, inerente ao processo, uma limitagao
quanto ao numero de varidveis de entrada da fungéo a representar.

Contudo, esse problema pode ser contornado na medida em que nao
€ necessario comegar por se construir o diagrama completo, isto
é, o conjunto de 2M-1 nés e dos respectivos apontadores [MAT83].

O diagrama € construido por um processo dinamico e entdo logo
que, para cada nivel, se conhece o valor de um dado ndé e dos
respectivos ramos de entrada é feita uma tentativa de
simplificagdo. Assim, estas primeiras simplificacbes sao feitas
ao mesmo tempo que se vai construindo o diagrama, por forma a
manter a quantidade de informagao a armazenar, dentro de limites
aceitaveis [AKE78].

Sendo assim, facilmente se conclui que linguagens de programagao
como o Pascal ou o C, que permitem a atribuicao e desatribuicao
dindmica de espago de memodria sao especialmente convenientes
para a implementacdao destas técnicas.

5.5 Simplificacado de um BDD

A eficiéncia da representacdo que permite a construgao e
simplificagdo dos BDD’'s depende da ordem pela qual as variaveis
de entrada sdo consideradas na respectiva construgao. Existem
processos de se determinar a ordenagdo mais conveniente das
varidveis de entrada de modo a conduzir a maxima simplificagao
da arvore binaria [BRY86, FRI87, MOR82]. Contudo, convem notar
que um critério de ordenagdo que produza uma solugdo optima
relativamente a uma determinada caracteristica do problema,
pode ndo conduzir & melhor solugdo quando se pretende optimizar
uma outra caracteristica do mesmo.
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Um possivel algoritmo de ordenagao das variaveis de entrada que
produziria vantajosas simplificagées poderia ser enunciado do
seguinte modo. Na tabela da funcdo a estudar comega-se por
procurar qual a linha que contém mais don't care. Entao, qualquer
uma das variavies dessa linha, que nao seja don't care, podera ser
tomada como variavel de topo do diagrama. Veja-se, por exemplo,
0 caso de uma fungdo em que, sempre que a variavel de entrada E
fosse igual a 0, a saida da fungao fosse igual a 0
independentemente do valor das outras varidveis de entrada.
Assim, conviria que E fosse a variavel de topo, pois o seu ramo
esquerdo seria sempre 0.

Com o objectivo de construir e minimizar BDD’s foi desenvolvido
um programa designado por SIMPBDD. Neste programa nao se teve a
preocupacao de obter a ordenagado 6ptima das variaveis de entrada,
apenas se pretendeu partir de uma ordenacado aceitavel e
optimizar a simplificagao dai decorrente.

As operagdes mais significativas do modo como essa minimizagao
é efectuada serao descritas no capitulo seguinte, onde serao
simultaneamente referidas as heuristicas utilizadas em cada
passo da simplificacao.

5.6 Construcdo e simplificacdo de BDD's correspondentes
a funcdées de saidas multiplas

Apés se ter estudado, na secgédo 5.3, como construir um BDD no
caso de a fungdo ser de saida Unica, serd agora analisado o caso
em que a fungcdo em estudo & de saidas mdltiplas. Entdo o
equivalente BDD pode considerar-se como sendo formado pelo
conjunto dos BDD’s que se obtém a partir de cada uma das fungdes
de saida Unica em que se pode decompor a fungao inicial, apés uma
determinada associagao.

Essa associagdo deve permitir simplificagbes que nao seriam
possiveis se as funcdes de saida Unica obtidas a partir da funcao
inicial ndo fossem agrupadas. A ideia base sera comegar por
colocar lado a lado os BDD’s parcelares e transforma-los num
Gnico "super-BDD".
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Para se obter tal resultado recorrer-se-a a mesma nogao que foi
usada para se proceder a simplificacdo dos diagramas, mas agora
em sentido inverso; isto €, de modo a que se produza uma expansao
da arvore e nao uma redugdo da mesma [MAT83].

Seja, por exemplo, uma fungdo de saidas mdultiplas (quatro saidas
fo, 1, f2 e f3) de trés variaveis de entrada (A, B e C); entdao para
se poderem associar os quatro BDD's correspondentes, de modo a
obter-se um Unico BDD, é necessario expandir a arvore agrupando
esses BDD'’s.

Assim, comega-se por determinar o nimero de variaveis ficticias
necessarias a construcdo do "super-BDD". Sendo m o niumero de
saidas da fungao de saidas mdultiplas, verifica-se que o nimero de
variaveis ficticias € igual ao menor inteiro superior ou igual a
log,m, portanto, neste caso, 2 (X e Y).

Entdo pode construir-se um Unico BDD cujo nimero total de
variaveis seja igual ao numero de variaveis ficticias mais o
numero de variaveis de entrada. A Fig. 5.12 ilustra tal processo de
construcao.

Fig. 5.12 - Construgao de um "super-BDD".
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Apés a obtengdo desse "super-BDD", ele sera simplificado,
basicamente pelos mesmos algoritmos que os BDD's
correspondentes as fungdes de saida (nica. Neste caso concreto,
como resultado da simplificagcao, encontra-se um BDD ao qual é
preciso retirar os dois primeiros niveis (correspondentes as
variaveis X e Y) para se poderem obter as quatro saidas fo, f1, f2
e f3 da funcao de saidas multiplas considerada.

Note-se que se se pensasse em encontrar uma ordenagao optima

para as variaveis de entrada, as varidveis de topo X e Y nunca
deveriam ser incluidas nessa eventual ordenagao.
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6. O Programa de Minimizacdo Booleana

6.1 Introducéo

Neste capitulo é feita a descricdo de um conjunto de algoritmos
que constituem o programa de minimizacdo booleana SIMPBDD, que
utiliza BDD's para representar as fungbes logicas a simplificar.
Para o caso de fungdes de saidas multiplas existem no programa

algoritmos especificos para o seu tratamento, que serdao referidos
oportunamente.

O programa foi implementado em Pascal e corre num computador
HP9000/300, com sistema operativo UNIX e permite a realizagao
de testes com fungbes de, no maximo, 20 variaveis de entrada; no
caso de fungdes de saidas mdltiplas é possivel obterem-se 16
saidas simultaneas.

As entradas para o programa poderao ser fornecidas sob a forma
de uma lista de mintermos e de combinagdes don't care, ou sob a
forma de uma expressdo logica escrita como uma soma de
produtos ou ainda como uma tabela de verdade.

A estrutura de dados usada para armazenar a fungao a simplificar
é, como ja se referiu, uma arvore binaria, em que cada no contém,
além de dois apontadores (esquerdo e direito) necessarios a
implementagdo da arvore em meméria dindmica, o numero do né e
uma referéncia a variavel de controlo do mesmo (que neste caso €
o nivel), constituindo portanto um record com quatro campos.
Quando se fala na variavel de entrada de um nd, pode estar-se a
referenciar uma variavel de entrada externa, uma constante légica
0, 1 ou 2, ou ainda a saida de um outro no.

As saidas do programa sdo as fungdes simplificadas escritas sob
a forma de somas de produtos.

6.2 Avaliacdo de expressdes booleanas

A determinacdo do valor légico (0 ou 1) a atribuir a cada parcela
da soma de produtos que define a fungéo a simplificar, quando os
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dados sao fornecidos ao programa sob a forma de uma expressao

booleana’, e uma operagao que tem de ser executada repetidas
vezes até se avaliar toda a expressdo dada.

Para tal, quando se chega a um né terminal, usa-se o procedimento
AVALIAR que tem como argumento a referéncia ao né em estudo e
retorna o valor légico associado a saida desse né. Assim,
AVALIAR calcula, para cada possivel combinagao de valores das
variaveis de entrada, o valor l6gico a atribuir a cada parcela da

soma de produtos que define a fungao Idgica e associa-o ao
correspondente nd terminal.

Contudo, se os dados forem fornecidos ao programa sob a forma de
uma lista de mintermos e don't care, basta procurar,
ordenadamente, para todos os possiveis indices, quais os que
correspondem a mintermos, don't care ou zeros da fungéao.

6.3 Simplificacdo de um BDD correspondente a uma
funcdo de saida unica '

Conforme ja se referiu, a partir da informacao relativa as
variaveis de entrada, a arvore bindria que representa a fungao em
estudo é construida e simultaneamente minimizada.

A construgao da arvore bindria é feita de cima para baixo (isto e,
partindo da raiz) e comegando sempre pelo ramo esquerdo de cada
nd. Para tal é usado o procedimento CONSTRUIR que comega por
criar dinamicamente a primeira célula do record ja referido,
atribuindo-lhe os valores correspondentes a raiz da arvore.

Assim, ao campo numero do ndé é atribuido o valor dado por
(novo né + 1); é de notar que, no programa principal, novo né &
feito igual a (ni+4), para que o nimero do né seja sempre, em
valor absoluto, superior ou igual a (ni+5), como ja foi referido. Ao
campo nivel do né é atribuido o valor dado por (j+1); no programa
principal, j é inicializado a zero, de modo que a raiz da arvore
possa corresponder o nivel 1.

E enquanto nao se atingir o ultimo nivel e portanto nao se
definirem os nds terminais, vai-se recursivamente usando
CONSTRUIR de modo a criar dinamicamente todos os nds do
diagrama pelo processo descrito, comegando sempre pelo ramo
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esquerdo da arvore. Os nés terminais sao caracterizados por terem

ambos os ponteiros a nil e por o seu nimero identificador ser em
valor absoluto menor do que (ni+5).

Construidos os primeiros nds terminais, imediatamente é feita
uma tentativa de simplificagdo do diagrama, com o objectivo de
ndo se ter de armazenar informagao redundante. Deste modo o
procedimento PRSIMPL (primeiras simplificagdes) é aplicado
sucessivamente a cada nd terminal logo apés a sua construgao,
obtendo-se assim as primeiras possiveis simplificagdes do
diagrama. Como ja foi referido, sé apds a aplicacdo de PRSIMPL é
armazenada a arvore simplificada. Para se obterem essas
primeiras simplificagbes foram estabelecidas as seguintes regras
aplicaveis aos filhos (nés terminais) de um dado né. Sendo p4 0
apontador para o filho esquerdo do né apontado por p e p2 0
apontador para o seu filho direito, entdo fazendo

p12.nimero nd

numero do nd apontado por p1

p2*.nimero nd

numero do nd apontado por p2
pA.numero né = nimero do né apontado por p
teremos

* se (p1r.ndmero né)=0 e (p2*.numero nd)=0
entdo (p*.numero no)=0;

se (p1A.nuimero nd)=1 e (p2*.nimero nd)=1
entdo (p*.nUmero nd)=1;

* se (p1*.nimero nd)=2 e (p2*.nimero no)=2
entdo (pA.numero nd)=2;

* se (pi*.numero nd)=0 e (p2*.numero nd)=1 o
entdo (pA.ndmero né)=(p”.nivel+4), isto &, (p".numero no) € igual
ao numero identificador da varidvel de controlo desse no;

* se (p1A.nimero nd)=1 e (p2*.nimero nd)=0 o
entdao (p*.nGmero no)=(-p*.nivel-4), isto é, (p".nimero no) e igual
a0 numero identificador do complementar da variavel de
controlo desse no;
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se (p1”.nimero n6)=0 e (p2*.nimero nd)=2
entao (p*.nimero né)=-4;

se (p12.ndmero nd)=2 e (p2*.ndmero nd)=0
entao (p*.ndmero nd)=-3;

se (p1*.ndmero n6)=1 e (p2*.nimero nd)=2
entao (p*.numero nd)=4;

se (p1~.numero nd)=2 e (p2*.nlimero nd)=1
entdo (p”.ndmero nd)=3.

Os nés apontados por p, assim obtidos, sdo agora nds terminais,
portanto os seus apontadores sado postos a nil e o seu nimero de
né é em valor absoluto menor do que (ni+5). Verifica-se entdo que
dependendo do valor dos filhos direito e esquerdo de um dado no, a
esse noO sera associado um valor dado pela regra acima
estabelecida.

Por exemplo, considere-se o diagrama binario correspondente a
fungao légica definida pelos mintermos (3 e 5) e pelos don't care
(4 e 7) e representada na Fig. 6.1. Apds a primeira simplificagcao
resulta o diagrama da Fig. 6.2, que representa a fungdo equivalente
f=ABC + AB.

(&) e)
) © @ (€

0 00 12 10 2

Fig. 6.1 - Representagdo da fungéo a simplificar.
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(B) )

0 C 4 -4

Fig. 6.2 - Aplicagao de PRSIMPL ao BDD da Fig. 6.1.

Convém aqui evidenciar que durante o processo recursivo de
construgao da arvore, o procedimento PRSIMPL pode também ser
aplicado aos nés apontados por p (atras definidos) que passaram
entretanto a ser nds terminais, pesquisando-se ai novas possiveis
simplificacoes.

Apés estas primeiras simplificagcdes feitas por PRSIMPL, que sao
executadas partindo do lltimo nivel em direccdo a raiz da arvore,
sera tentada uma outra simplificagdo em sentido inverso, isto €,
iniciando-se na raiz da arvore ja parcialmente simplificada e
procurando comegar por eliminar a variavel de topo desse
diagrama, ou seja, a raiz. Caso nao seja possivel fazer-se a
simplificagdo da raiz, tentar-se-a proceder de modo idéntico
relativamente aos ramos esquerdo e direito da raiz, isto &,
procurando eliminar a varidavel de topo de cada um desses dois
ramos.

Para tal, o procedimento ELIMINAR efectuara a minimizagao
referida, caso ela seja possivel. Assim, ELIMINAR procede a
supressdao de um ndé cujas subdarvores direita e esquerda sao
iguais, assim como & eliminagdo de uma dessas subarvores. Ou
seja, retira da arvore um nd redundante e uma das subarvores que
foi detectado serem iguais.

Para decidir da possibilidade ou nao de tal simplificagao €
utilizado o procedimento COMPARE. Caso nao seja possivel
eliminar-se a variavel de topo do diagrama, deve entao tentar
aplicar-se essa mesma simplificagao a cada um dos ramos desse
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nd raiz; sempre na tentativa de eliminar as varidaveis o mais cedo
possivel, isto €, nos niveis o mais préximo possivel da raiz.

O procedimento COMPARE analisa a arvore de cima para baixo e
compara o ramo esquerdo com o direito de cada né em estudo, na
tentativa de encontrar igualdade. Deste modo, partindo da raiz da
arvore e sendo py o apontador para o seu ramo esquerdo e p2 O

apontador para o seu ramo direito, poderemos ter os seguintes
casos:

+*

se p1 se refere a um nod terminal, isto é, se o ndmero (n) do nd
apontado por p4 € tal que abs(n) < (ni+5), em que ni é o nimero
de variaveis de entrada da fungao, verifica-se se p, se refere
ou ndo a um né terminal;

se p1 se refere a um nd normal, verifica-se se p2 se refere ou
nao a um no terminal.

No texto que se segue usar-se-a pi para designar o apontador para
o ramo esquerdo de um dado nd e p2 para designar o apontador para
o ramo direito do mesmo né e ainda p{" e po” para representar os
nds apontados por p4 e p2, respectivamente.

Assim sendo teremos quatro hipéteses em analise:

se (p1™ € um no terminal e p2* é um nod terminal), utiliza-se
COMPAREA;

se (p1®» € um nd terminal e p2® & um noé normal), utiliza-se
COMPAREB;

se (p1™» é um nd normal e p2”» & um noé terminal), utiliza-se
COMPAREC;

se (p1A é um ndé normal e p2* é um n6 normal), utiliza-se
COMPARED.

Um nd terminal é caracterizado por ter ambos os ponteiros a nil e
por o seu nimero identificador ser em valor absoluto menor do que
(ni+5), enquanto que um né normal tem os ponteiros a indicar 0s
seus filhos esquerdo e direito e o seu numero identificador € em
valor absoluto maior do que (ni+5).
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Em cada um destes quatro subprocedimentos é decidido se se
encontrou igualdade entre py e p2 ou se é possivel fazer-se p1
igual a p2. Esta Ultima operagdo envolvera a atribuicao de valores
l6gicos definidos em substituicao dos don't care.

COMPARE analisa os nés utilizando regras onde é estabelecido o
modo de fazer a atribuicdo de valores aos don't care por forma a

se obterem as maiores simplificagdes possiveis. Assim impds-se
que:

- A comparagao seja sempre feita entre os elementos do Ultimo
nivel do ramo esquerdo do ndé que se quer tentar eliminar e os
elementos do Ultimo nivel do ramo direito desse mesmo né. Por
outras palavras, se na Fig. 6.3 se quer, por exemplo, eliminar o nd
A, devem comparar-se 0os nos terminais correspondentes as
subarvores definidas pelos filhos esquerdo e direito de A; ou seja,
comparar X1 com Xi*, X2 com X2*, X3 com X3* e X4 com Xga*.

© 0
OBOONNO

*

X XXz YX; %Xy X

Fig. 6.3 - Exemplificagdo do modo de execugao de COMPARE.
Ao proceder-se deste modo permitem-se simplificagoes que
seriam impossiveis se a comparagao fosse feita entre nos

sucessivos, como por exemplo se se comparasse Xq COM X2, X3
com Xxg4, etc.
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Utilizando o exemplo anterior, facilimente se pode provar a
afirmagao feita. Admita-se que x4, X2, X3, X4, X1*, X2*, X3*, Xa*
valem respectivamente, 2, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1. Entao, comparando X1
com X1%, X2 COM X2*, X3 com X3* e x4 com X4*, faciimente se vé
que fazendo o don't care (x1) igual a 1 (x4*), a subarvore esquerda
do n6 A é igual a subarvore direita; logo pode eliminar-se o né A e
uma das subarvores, ficando o BDD reduzido a outra subarvore.
Contudo, se se tivesse comparado x1 com Xz, X3 com Xg, etc., ter-

se-ia feito o don't care x4 igual a 0 (xz) e portanto ndao se poderia
ter eliminado o né A.

- Uma vez que simplificar uma fungdao booleana significa
minimizar o numero de parcelas da soma de produtos que a define;
e como cada parcela corresponde a um termo produto (mintermo);
para se minimizar a fungao, pode pensar-se em minimizar o
numero de mintermos. Logo, sempre que possivel, os don't care
serdao passados a zeros e nao a uns. Assim, um noé cujos filhos
sejam (2, 0) ou (0, 2) ou (2, 2), sera considerado igual a 0, a
menos que outra atribuicdo possivel conduza a maiores
.simplificagbes da arvore binaria.

- Sempre que um dos nds em analise p4» ou p2” corresponda a um
don't care, isto é, se piA.numero ndé = 2 ou p2A.numero no = 2,
entdo sera sempre possivel fazer esse né comparavel ao outro.
Isto significa que, por exemplo, qualquer que seja o valor de p2”*,
se piA.numero noé = 2, entdo pode fazer-se p1* = p2™ e portanto
eliminar-se o né pai de pi? e p2” assim como p4” ou p2”; entao, a
arvore ficara reduzida, por exemplo, a p1”.

No final de COMPARE ¢é sempre retornado um resultado, indicando
se se conseguiu ou nao obter igualdade, que permita ao
procedimento ELIMINAR proceder ou ndo a eliminagdo do n6 em
estudo. Se a eliminagdo do né que se esta a avaliar nao for
possivel, a atribuigdo dos valores 0 ou 1 aos don't care nao €
feita; s6 posteriormente e em face de outras possiveis
simplificacées do diagrama tal atribuigao sera executada.

Em COMPAREA analisa-se o caso de pi{A e p2* serem nos
terminais, comegando por estudar-se 0 caso de pi1M e pzﬂ_pqdere_m
ser iguais. Entao impde-se que se faga a eliminacao
correspondente usando ELIMINAR do modo ja descrito e no caso
de existirem don't care fazem-se as seguintes atribuigoes:

75



se (p1*.numero né=p2°.nimero nd)=2
entdo (p1*.nimero n6é=p2*.nimero né)=0

se (p1*.ndmero né=p2*.nimero no)=-4
entdo (p1*.namero né=p2*.nimero nd)=0

se (p1A.namero né=p2*.nimero né)=-3
entao (p1*.nimero n6é=p2*.nimero nd)=0;

se (p1*.numero né=p2*.nimero nd)=3
entdo (p1”.nimero né=p2*.nimero né)=1;

se (p1~.ndmero né=p2”.nlimero nd)=4
entdo (pi12.nUmero ndé=p2*.nimero nd)=1.

Os records que representam p1” e p2”, no campo numero do no,
poderao ter um dos seguintes valores:

0=(0 0), isto é, o nimero do n6 sera 0, se o nimero dos noés dos
filhos esquerdo e direito desse n6 forem 0;

pA.nivel+4=(0 1), ou seja, o numero do no valera (p”.nivel+4), se o
numero do ndé do seu filho esquerdo for 0 e o do direito for 1;

e analogamente para os casos restantes:
-4=(0 2);
1=(1 1);
-pM.nivel-4=(1 0);
4=(1 2);
2=(2 2);
-3=(2 0);
3=(2 1).
Note-se que temos aqui nove possiveis hipdteses de nds terminais.

No caso de pi» e p2 serem diferentes sao impostas as seguintes
regras para atribuicdo de valores aos don't care:
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- se entre p4”® e pM existirem incompatibilidades, entao
simplifica-se p1” e p2* independentemente um do outro; por
exemplo, se piA.nimeroné =-4 ¢ p2A.numerond =4, como a
comparagao de 0 com 1 ndo é possivel, faz-se piA.niimero né =0
e pz2*.numerondéd =1 e é retornado para o procedimento
ELIMINAR a informagdo de que a comparagao entre piA e p2h
falhou;

- se p1™ e p2* sao compativeis, entdo fazem-se as simplificagdes
correspondentes, e retorna-se para ELIMINAR a informagao de
que a comparagao foi possivel, por exemplo:

*

se (p1*.ndmero ndé=-3) e (p2*.nimero nd=-4)
entdo (p12.nimero né=0) e (p2*.nimero né=0)

se (p17.nmero né=-3) e (p2.nimero nd=4)
entdo (p12.nimero né=-p2-.nivel-4) e (p2*.ndmero ndé=-p2”*.nivel-4)

se (p1A.nimero né=-4) e (p2*.nimero ndé=p2-.nivel+4)
entao (p12.numero no=p2~.nivel+4) e (p2*.nimero né=p2*.nivel+4)

se (p1A.numero n6=3) e (p2*.namero nd=1)
entdo (p12.nGmero né=1) e (p2*.numero nd=1)

se (p1”A.nimero né=4) e (p2*.nimero nd6=3)
entdo (p1”.ndmero ndé=1) e (p2*.nimero nd=1)

e assim sucessivamente usando a mesma filosofia de redugao.

Repare-se que existem agora 81 diferentes possiveis combinagdes
de (piA.numero nd) com (pz”.numero no), decorrentes das nove
hipéteses referidas para os nds terminais. Podem portanto
formar-se nove tabelas, como se mostra na Fig. 6.4:
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entao Comparagao
p1*.n° né e p2*.n?né P1A.n?né e pa*.n® nd
-3 -3 0 0 possivel
-3 -4 0 0 possivel
-3 3 0 1 falhou
-3 4 -nivel-4  -nivel-4 possivel
-3 -nivel-4 -nivel-4  -nivel-4 possivel
-3 nivel+4 0 nivel+4 falhou
-3 0 0 0 possivel
-3 1 0 1 falhou
-3 2 0 0 possivel

Fig. 6.4 - Comparagao de ndés terminais.

O subprocedimento COMPAREB estuda o caso de p4” ser um nd
terminal e p2” ser um né normal. Entdo, como p1” podera tomar um
dos possiveis valores ja referidos em COMPAREA, para que p2”
possa ser feito igual a p1#, p2” tera de ser comparavel a p1*. Por
outras palavras, se, por exemplo, for pyA.numero né =0,
p2A.nimero noé sé sera comparavel a 0 (e portanto p2* = p1?) se
os ramos da esquerda e direita de p2” terminarem em 0’s ou 2’s,
isto é, se nao houver nenhum 1 entre eles.

Analogo raciocinio se podera fazer para qualquer um dos outros
casos. De qualquer modo COMPAREB retornara informagao sobre a
obtengdo ou néo de igualdade entre p1* e p2*. Em tudo semelhante
a este é o subprocedimento COMPAREC, em que agora p1* € um né
normal e p2” um nd terminal.

Quanto a COMPARED é um subprocedimento em que se chama
recursivamente COMPARE até se atingir um dos casos terminais,
analisaveis entido por COMPAREA, COMPAREB ou COMPAREC.
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Realce-se que a ideia do procedimento ELIMINAR é reduzir o
nidmero de ndés do diagrama; logo, sempre que este procedimento é
executado com sucesso produz uma simplificagdo maxima em
todos os sentidos - reduz o nimero de nés, diminui a largura do
diagrama e, eventualmente, reduz um nivel. Como tal, deve ser
executado de cima para baixo, para que as variaveis sejam
eliminadas ao mais alto nivel e portanto conduzam a maiores
simplificacbes. Mais uma vez se faz aqui notar a vantagem da
ordenagdo das varidveis de entrada relativamente as possiveis
simplificagbes obtidas.

Uma outra simplificagdo pode agora ser tentada sobre a arvore
minimizada, executando-se o procedimento FUNDIR. Basicamente,
este procedimento compara os ramos da arvore e produz, Sse
possivel, fusbes entre eles. Quando se fundem dois ramos surge
uma vantajosa redugao do nimero de nés do diagrama.

Considere-se, por exemplo, o diagrama da Fig. 6.5 e aplique-se
FUNDIR.

&)
o )

AR A A

Fig. 6.5 - BDD a FUNDIR.

Este procedimento pesquisa a arvore de cima para baixo na
tentativa de descobrir possiveis igualdades entre os quatro ramos
P, Q, R e S. Recorde-se que durante a execugao do procedimento
ELIMINAR sao procuradas possiveis igualdades entre (l_D eR)e (Q
e S) simultaneamente; caso nao se verifiquem essas |gualdadfes,
pesquisa-se o caso de ser (P = Q) ou (R =S). Logo, quando termina

79



ELIMINAR, ¢ porque (P#R) ou (sendo P=R é Q#S)ou (P # Q) ou
(R=S).

Assim, usando FUNDIR poder-se-4 encontrar um dos seguintes
casos:

*Q=ReP =S, isto é se Q e R puderem ser feitos iguais, entao
faz-se a fusao, isto €, o apontador esquerdo do né direito B sera
feito igual ao apontador direito do né esquerdo B; assim ambos
apontarao para o0 mesmo ramo, como se mostra na Fig. 6.6.

Fig. 6.6 - Fusao de Q e R.

*P=ReQ=8S, ou seja, se P e R puderem considerar-se iguais,
entdo comega por se ftrocar 0s ramos P e Q da arvore,
considerando portanto o complementar da variavel de controlo do
n6 B, pai de P e de Q e depois executa-se FUNDIR (P e R) do modo
indicado, resultando o diagrama da Fig. 6.7.
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Fig. 6.7 - Fusao de P e R.

*Q =S eP =R, este caso é analogo ao anterior; logo inicialmente
trocam-se os ramos R e S e complementa-se a variavel de
controlo do né seu pai, o né B, e em seguida procede-se a fusao de
Q e S, resultando o diagrama da Fig. 6.8.

Fig. 6.8 - Fusdo de Q e S.

*P-SeQ=+R, esta situagdo necessita de uma complementagao
_das varidaveis de controlo de ambos os nos B, portanto dos nos
cujos filhos sdo (P e Q) e (R e3S); seguidamente poder-se-a
executar a fusdo de P e S, pelo processo ja referido.

As igualdades (Q =S) e (P = R) nunca aqui ocorrerao
simultaneamente, pois este caso teria sido detectado em
ELIMINAR.
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Entég, apds a execugao de qualquer um dos casos anteriores, se for
possivel encontrar igualdade entre o par de ramos que ainda nao
foi fundido, a realizagdo dessa nova fusido conduzira

inevitavelmente a cruzamentos dos ramos do diagrama
simplificado.

A'ssim, FUNDIR pode produzir uma redugdo do nimero de nds do
diagrama, com todas as vantagens dai decorrentes.

Apdés a execugdao de PRSIMPL poder-se-ia ter utilizado outra
estratégia, continuando a simplificar a fungdo de baixo para cima.
Para tal, o procedimento ELIMINAR seria substituido por
SIMPLTOTAL que se descreve em seguida.

SIMPLTOTAL €& um procedimento que utiliza a mesma estratégia
de simplificagao que PRSIMPL, portanto faz a analise de dois
sucessivos nés terminais, e decide logo qual a possivel
simplificagdo, mediante a utilizagdo de tabelas idénticas as
utilizadas em COMPARE. Enquanto os nos obtidos deste modo
puderem ser sucessivamente simplificados, o processo prossegue
até, por fim, se chegar a raiz do diagrama.

Para se proceder a escrita da fungao simplificada sob a forma de
soma de produtos executa-se uma sequéncia de procedimentos
que, partindo da raiz e @ medida que se desce na arvore, primeiro a
esquerda e depois a direita, comega por guardar numa pilha os
valores das varidveis correspondentes a cada percurso possivel ao
longo do BDD.

Ao atingir-se um no6 terminal, se se verificar que esse percurso
corresponde a uma parcela da fungado simplificada, entao e S0
nesse caso, escreve-se o termo produto correspondente. Para que
um dado percurso represente uma parcela da soma de produtos que
define a funcdo simplificada é necesséario que o numero do no
terminal correspondente a esse percurso tenha um dos seguintes
valores: 1, 3, 4, (nivel do né + 4) ou (-nivel do né-4). Quando
~ se tiver percorrido todo o diagrama, ter-se-ao escrito todas as
parcelas da soma de produtos que representa a funcdo em estudo.

A apresentagdo e comparagao dos resultados obtidos é feita no
final do capitulo.
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6.4 Simg_lificagéo de um BDD correspondente a uma
funcdo de saidas multiplas

Como ja foi referido no capitulo anterior, quando se trata de
fu’ng()es de saidas multiplas, é necessario comecgar por calcular o
numero de variaveis ficticias que sao precisas para associar 0s
BDD's correspondentes a cada saida da fungdo e obter um Unico
super-BDD, como descrito na Fig. 6.9.

Fig. 6.9 - Construgao de um "super-BDD".

Assim, para uma fungdo com m saidas, o numero de variaveis
ficticias é igual ao menor inteiro superior ou igual a (log,m).
Sendo ni o numero de variaveis de entrada de cada uma das m
funcdes de saida uUnica, obtidas a partir da fungdo de m saidas
multiplas, pode construir-se o super-BDD do modo descrito a
seguir.

Comeca por construir-se um BDD pelo processo descrito para
funcbes de saida Unica, mas em que o numero total de variaveis de
entrada seja a soma de ni com o menor inteiro superior ou igual a
(log,m), isto é, a soma de ni com 0 nimero de variaveis ficticias.

Esse BDD assim construido sera simplificado normalmente pelos
procedimentos atras descritos. Referindo-nos a Fig. 6.9, para se
obterem agora as saidas fo, f1, f2, e f3 € suficiente eliminar, no
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super—BpQ, os dois primeiros niveis, o que é equivalente a dizer-
se suprimir as variaveis ficticias X e Y.

Para tal basta que, partindo da raiz do super-BDD, e enquanto o
nivel em estudo for menor ou igual ao numero de varidveis
ficticias, se continue a descer na arvore, usando um processo
recursivo; atingido esse nivel devem comecar a escrever-se as
expressoes que representam as fungbes simplificadas. Assim, no
exemplo referido, em que o nimero de variaveis ficticias é igual a
dois, quando se chega ao nivel 3 € chamado o procedimento que
executa a escrita das fungbes simplificadas (fo, f1, f2, e f3).

Quando (log,m) nao é um valor inteiro, € necessario construir o
super-BDD recorrendo a subarvores don't care. Se, por exemplo, no
caso referido anteriormente fosse m = 3, a saida f; seria uma
arvore don't care; isto €, todos os seus nds terminais seriam don't
care e portanto o valor da saida fj seria qualquer, desde que
conduzisse as maiores simplificagcbes da arvore. Entao, o numero
de subarvores don't care serd em cada caso igual a (2M-m), em
que M é o menor inteiro superior ou igual a (log,m).

6.5 Resultados obtidos

Para se verificar a eficiéencia do programa desenvolvido
realizaram-se varios testes, nao s&é no sentido de se
quantificarem os tempos de execugao, mas também para se avaliar
a qualidade das somas de produtos que formam as fungoes
simplificadas.

Um dos testes realizado utilizou um tipo de fungdes que se sabia a
priori ir obrigar & execugdo total do programa, isto &, em que
nunca surgissem hipdteses simplificativas que conduzissem a
interrupgdo da execugdo dos procedimentos antes do final dos
mesmos. Deste modo, os tempos obtidos para a execugao do
programa seriam 0s maximos. Testou-se uma fungdo de 16
variaveis de entrada (ni=16), que era definida apenas pelo
mintermo mgssas (216 - 1 = 65535); assim, toda a arvore foi
construida e simplificada até se atingir o mintermo Mess3s; a
funcao simplificada obtida foi, conforme se esperava,
f = ABCDEFGHIJKLMNOP.
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Utilizaram-se neste teste duas versdes do programa, baseadas em
duas estratégias diferentes; primeiro, recorreu-se a PRSIMPL
seguido de ELIMINAR, isto &, inicialmente a simplificacdo do BDD
foi feita de baixo para cima e em seguida partindo da raiz
tentaram eliminar-se os nés redundantes (VERSAO 1); depois,
utilizou-se PRSIMPL e SIMPLTOTAL, ou seja, simplificou-se

todo O#BDD de baixo para cima, sem se tentar eliminar nenhum né
(VERSAO 2).

Dependendo do modo como os dados foram fornecidos ao programa,
por exemplo, lista de mintermos e don't care ou expressédo ldgica

que define a fungao, os tempos de execucao resultantes (obtidos a
partir da fungdao Time do UNIX) foram substancialmente
diferentes. Assim obteve-se:

VERSAO 1 mintermos 13.0 s
VERSAO 1 exp. légica 425 s

* fungao simplificada:
f = ABCDEFGHIJKLMNOP
VERSAO 2 mintermos 14.2 s
VERSAO 2 exp. légica 44.4 s

* funcao simplificada:
f = ABCDEFGHIJKLMNOP

Em seguida testou-se uma fungdo idéntica definida por dois
mintermos, Ma32767 © Megss35, também escolhidos de modo a
possibilitarem toda a execugdo dos procedimentos, com 16
variaveis de entrada (ni=16) e obteve-se:

VERSAO 1 mintermos 13.1 s
* funcao simplificada:
f = BCDEFGHIJKLMNOP
VERSAO 2 mintermos 14.2 s

* fungdo simplificada:
f = ABCDEFGHIJKLMNOP + ABCDEFGHIJKLMNOP
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Entao, o que sugerem as estratégias de simplificagao escolhidas?

Primeiro, as expressdes que definem as fungdes simplificadas
obtidas s@o as esperadas. A VERSAO 2 do programa nao produz
eliminagdo de nods redundantes; logo, no segundo exemplo, era de
prever a existéncia do né A, o que conduz ao imediato
aparecimento de duas parcelas na expressado simplificada.

Segundo, os tempos de execugdo sdo idénticos para ambas as
versoes, sendo contudo ligeiramente superiores na VERSAO 2, dado
que nao se eliminaram variaveis, mas em vez disso se procurou
fazer simplificagbes utilizando uma técnica semelhante a de
COMPARE.

Terceiro, quando os dados sao fornecidos ao programa através de
uma expressao légica, os tempos de execugdo sdo muito maiores
do que quando é dada a lista de mintermos e don't care, isto porque
€ necessario avaliar uma expressao loégica, que € uma operagao
complicada, e repeti-la varias vezes.

Contudo, se a funcao testada for apenas de, por exemplo, 4 ou 5
variaveis de entrada, independentemente da forma como os dados
sdao fornecidos ao programa, ou da versao utilizada, os tempos de
execugdo sdo idénticos e muito baixos. Seja a fungado de 5
variaveis de entrada definida por

Y. mi2, 8 4,7 9 10, 12, 18, 18, 19, 20, 23, 25, 27, 28, 29)

e testada nas condigbes referidas; entao, em qualquer dos casos,
os tempos de execugao sao menores que 0.1 s.

Como era de prever, quando se passa de ni=15 para ni=16, os
tempos de execugdo, para o mesmo tipo de fungao e para a mesma
versao do programa, duplicam aproximadamente.

CASO 1
VERSAO 1 Y m(32767) ni=15 6.7 s
VERSAO 1 Y m(65535) ni=16 13.0 s
VERSAO 2 Y m(32767) ni=15 7.0 s
VERSI\oz > m(65535) ni=16 14.2 s
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CASO 2

VERSAO 1 Y. m(16383, 32767) ni=15 6.5 s
VERSAO 1 Y, m(32767, 65535) ni=16 13.1 s
VERSAO 2 Y, m(16383, 32767) ni=15 7.0 s
VERSAO 2 Y. m(32767, 65535) ni=16 14.2 s

Comparando o CASO 1 com o CASO 2, quando a funcao é definida
por uma lista de mintermos, os tempos de execugao sao idénticos;
enquanto que se a forma de entrada de dados for uma expressao
|6gica os tempos sao maiores no segundo caso, o que também é
razoavel uma vez que a expressao que define a fungdo tem mais
parcelas que terao de ser avaliadas sucessivamente.

Um outro teste foi realizado utilizando um multiplicador, em que
os dois factores foram definidos com 4 bits cada, resultando
portanto o produto com 8 bits. Um exemplo realizado foi a
multip[icagéo 11*9=99 sendo 11(10)—1011 (2), 9{101—1001(2] e
99(10)=01100011(2), usando a versao do programa que permite a
simplificagdo de fungdes de saidas multiplas (VERSAO 3) com 8
variaveis de entrada e 8 saidas simultaneas. Obtiveram-se o0s
resultados esperados que se apresentam a seguir:
- BDEFGH + BCDEFGH
f; = ACEFGH + ABCEFGH
- ABEFGH + ABCEFGH
f3 = ADEFGH + ABDEFGH + ABCDEFGH
— ACEEGH + ABCDEFGH + ABCDEFGH + ABCDEFGH
- ABEFGH + ABCDEFGH + ABCEFGH
= ABEFGH + ABCEFGH

fz=0
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O tempo de execugdo da minimizagao, isto &, o tempo que decorre
desde que foram encontrados os mintermos que definem a funcao
até se obterem as oito fungdes simplificadas foi de 0.6 s.

Foram ainda minimizadas varias fungdes de 4 e 5 variaveis de
entrada, apenas com o intuito de comparar a qualidade das
expressOes logicas resultantes das simplificacoes feitas usando
BDD’s com as obtidas por outros métodos, nomeadamente com 0s
metodos de Karnaugh e Quine-McCluskey. Em qualquer dos

exemplos testados encontraram-se tempos de execugdo inferiores
a 0.1s.

Por exemplo, considerou-se a fungdo de 4 variaveis de entrada e 3
saidas multiplas definida do seguinte modo:

fo= 2 m(2, 4, 10, 11, 12, 13)
f{ = X m(4, 5,10,11, 13)
fo=2> m(1, 2, 3, 10, 11, 12)
Obtiveram-se as seguintes fungdes simplificadas:
fo= ABCD + ABCD + ABC + ABC
f; = ABC + ABC + ABCD
fo= ABCD + ABC + ABC + ABCD

Para o caso de uma fungdo de 5 variaveis de entrada e saida Unica
definida por

f =3 m(0, 6, 8 10, 12, 14, 17, 19, 20, 22, 25, 27, 28, 30)
obteve-se

e se a fungdo considerada for
f=3 m(1, 4, 7, 14, 17, 20, 21, 22, 23) + X d(0, 3, 6, 19, 30)

a fungéo simplificada é:

88



f = ABCE + ABCDE + ABCD + ABCDE + ABCE + ABC

Embora a partir das expressdes minimizadas, escritas sob a forma
de somas de produtos, se verifique que o nimero de literais que
formam as diversas parcelas obtidas por este método pode ser, em
alguns casos, maior do que o nimero de literais encontrado por
outros métodos, os baixos tempos de execugdo do programa
permitem-nos admitir a eficiéncia do mesmo.

Os diversos testes realizados sugerem entdao que a qualidade dos
resultados obtidos, embora nao seja o&ptima, possa ser
considerada boa, nao so relativamente as somas de produtos que
definem as fungdes minimizadas, mas fundamentalmente no que se
refere aos tempos de execugao das simplificagoes realizadas.
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7. Conclusoes

Este trabalho pretendeu constituir um contributo para o estudo e

resolugao de problemas decorrentes da necessidade de minimizar
fungdes logicas.

Os algoritmos de minimizagcdo de fungdes ldgicas podem
facilmente atingir, como ja se referiu, elevados graus de
complexidade, impossibilitando na pratica a obtencdo de solugdes
exactas para casos reais. Assim, a pesquisa e utilizagdo de
meétodos heuristicos que conduzam a redugao dos tempos de
execucao e do espago de memdria utilizado durante a minimizagao
sao areas de investigacao de grande importancia e actualidade.

As fungOes logicas devem ser simplificadas com o duplo objectivo
de se obter uma expressao logica minima a que corresponda um
circuito com bom desempenho e também um tempo de execugao
aceitavel.

Desde o inicio dos anos 50, quando se iniciou o estudo do projecto
digital, tém sido propostos varios metodos de minimizagao de
funcdoes ldgicas, alguns dos quais foram referenciados e
analisados ao longo do texto, nomeadamente os métodos classicos
de Karnaugh e Quine-McCluskey, os métodos heuristicos que
tentam resolver alguns dos problemas levantados pela execugao
exaustiva inerente aos métodos classicos e o método baseado na
representacdo das fungdes booleanas por BDD's, proposto por
Akers em finais da década de 70.

Nesta tese foi desenvolvido um programa com o intuito de ser
utilizado como "banco de testes" de algumas das estratégias de
simplificagdo propostas. Nesse sentido interligaram-se, por
diversas formas, os procedimentos anteriormente descritos, de
modo a poderem comparar-se entre si 0s méritos relativos das
heuristicas utilizadas.

Fundamentalmente e resumindo, estudaram-se as seguintes
situagdes:

a) Aplicagdo inicial de uma simplificagao de baixo para cima,
feita apenas enquanto sdo encontrados nds terminais, executada
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por PHSIMP_L, seguida de uma redugdo do diagrama efectuada de
cima para baixo e realizada por ELIMINAR e FUNDIR - VERSAO 1.

b) Execugdo apenas de simplificagdes realizadas de baixo para
cima, utilizando os procedimentos PRSIMPL e SIMPLTOTAL.
Verifica-se neste caso que, embora os tempos de execugao sejam
idénticos aos obtidos a partir da VERSAO 1, as expressdes ldgicas
que representam as fungdes simplificadas podem ter mais
parcelas, ja que ndo ha eliminagdo dos noés redundantes do
diagrama - VERSAO 2.

c) Simplificagdo de fungbes de saidas mudltiplas; as estratégias
aqui utilizadas sao idénticas as realizadas na VERSAO 1, pois
verificou-se serem estas as mais eficientes. Considerando as
fungbes a simplificar como fungdes de saidas multiplas, podem
conseguir-se fusdes de ramos que doutro modo n&o seriam
possiveis - VERSAQO 3.

O programa foi ensaiado com diversos exemplos e obtiveram-se
resultados que confirmaram as previsdoes iniciais relativamente
aos meritos do meétodo investigado, nomeadamente no que se
refere a sua eficiéncia.

Pode considerar-se que 0s objectivos inicialmente propostos para
esta tese foram atingidos. Naturalmente que ao longo do trabalho
e, em particular, apés a analise dos resultados obtidos, se
evidenciaram alguns tdpicos que poderao justificar novas linhas
de trabalho e investigacdo a aprofundar no futuro, quer no que
respeita @ melhoria de aspectos de funcionamento do programa,
quer quanto a andlise de estratégias de minimizagao alternativas
e possiveis aplicagdes do programa.

A eficiéncia do programa na obtengdo de uma soma de produtos
minima, ndo s6 do ponto de vista do nimero de parcelas mas
também do nUmero de literais de cada parcela, depende
consideravelmente da ordenagdo das varidveis de entrada. Dai as
vantagens decorrentes da pesquisa e utilizagao de algoritmos que
conduzam a ordenagao dptima das varidveis de entrada da fungao a
minimizar, e que ndo foram considerados no ambito desta tese.

Numa outra perspectiva poder-se-ia pensar na possivel integ’ragéo
deste programa como parte de um gerador de PLA's e de sintese
l6gica.
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Apéndice A. Decomposicdo de Funcoes

A.1 Cofactores e expansdo de Shannon

Dado um conjunto de cubos G = {c!, c?, ..., ch} e um cubo p, todos
com n entradas e m saidas, o cofactor de G relativamente a p ¢
um conjunto de cubos (eventualmente vazio) que se obtém
determinando o cofactor de cada um dos cubos da cobertura G.

O cofactor de ci (i=1, 2, ..., h) relativamente a p é um cubo cujas
componentes sao:

@ se cNp=og

2 se pk=0 oupk=1

(cip)k =
4 se pk=3
ci, nos outros casos
k - é o numero de elementos do cubo p

ci, - sdo os elementos dos cubos c
Gp - é o cofactor da matriz G relativamente ao cubo p
cly - é o cofactor do cubo ci relativamente ao cubo p
Por exemplo, o cofactor de
110244
G= 012044
111143

relativamente ao cubo x4=[22 2 1 4 4]e
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11024 4
G4 =
1112 43

e relativamente ao cubo x4 =[2 2 2 0 4 4] é

110244
G =
012244

Seja g uma representagao algébrica da funcao ldgica
correspondente a matriz G, e gx; e gx; representagdes algébricas
das funcoes légicas correspondentes as matrizes G,je Ggj; G,j é
o cofactor de G relativamente ao cubo xie gx; o cofactor de g
relativamente a variavel x;. Entao, a expressdo que traduz a
expansao de Shannon de g é [AKE78]

g = Xj. Oxj + Xj. O%]

Facilmente se vé que a aplicagao sucessiva, mediante a utilizagao
de uma técnica recursiva, da expansao de Shannon a fungao g pode
ser equivalente a construgcdo de uma arvore binaria em que cada
proximo né sera o cofactor do nd anterior (g) relativamente, neste
caso, a variavel x; e ao seu complementar (logo gx; € gxj).

Esta técnica aplica-se sucessivamente até se obterem cofactores
mondtonos ou valores constantes ao atingirem-se o0s nés
terminais da arvore [FAB90].

Se agora calcularmos
G = xi G,j+ xi Gyj

obtemos um conjunto de cubos que formam uma outra
representacao da fungao g diferente de G mas equivalente a ela.
Note-se que xi G,j representa a interseccao de xi com G,j feita
linha a linha. Dizer-se que G eG sao logicamente
equivalentes, isto é tém a mesma tabela de verdade, é dizer-se
que G cobre os mesmos vértices que G e portanto ambos
correspondem a mesma fungéo légica g.

Relativamente ao exemplo anterior, obtém-se
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x4 G4 =
11 1 1 4 3
e
11 0 0 4 4
x4 G =
012 0 4 4
logo

G=X4Gx4+x_4G£4=
11 11 4 3

01 2 0 4 4

Partindo da matriz G, podemos escrever a representacao
algébricas de g

of X1X2 X4 + X{X2X3X4 + X{1X2X3

g2 X1X2X3 + X1X2X4
e a expansao de Shannon produz

X{X2X3 + X{X2X3 X1X2 + X{1X2X3
g = X4 Qxg + X4 O%4 = X4 + X4
X1X2)23 X1X2)Es + )E1X2

Quando se diz que g é igual a (X4 gx4 + X4 g%g), O sinal igual
significa que (X4 gx4 + X4 gx4) tem a mesma tabela de verdade que
g, isto é, (X4 Ox4 + X4 gx4) € logicamente equivalente a g.

Referir-se-d0, em seguida, algumas proposi¢coes fundamentais
usadas no estudo das fungbes booleanas.
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Proposicdo 1 - Sejam f e g as representagoes algébricas de duas
fungbes booleanas completamente especificadas; entao

a) (f N g)x; = (fx; N gx;), isto €, o cofactor da intersecgao é igual
a interseccao dos cofactores;

b) (f)x; = (fx;), isto é, o cofactor do complemento é o
complemento do cofactor.

Proposigdo 2 - Seja G = { ¢! } uma cobertura de cubos e seja p
um cubo; entao

pNG=pnNGp.
ou seja

(pNechk=(pNcipk qualquer que seja k,

em que Gp € o cofactor de G relativamente a p, cip é o cofactor do
cubo c! relativamente a p, k € o nimero de elementos dos cubos p
ecleié o nimero de elementos da cobertura G.

Proposicdo 3 - Um conjunto de cubos C cobre um cubo ¢, se e s6
se o cofactor de C relativamente a c, C¢, for uma tautologia, isto
e, seCec=1.

Recorde-se que o OFF-set de uma tautologia € o conjunto vazio,
isto &, qualquer que seja a entrada, a saida da fungao é igual a 1.

Note-se também que C cobre ¢, se e sd se (C N c)=c.
Proposicdo 4 - Sejaf = Xj.f_xj+ )TJ f_ii a expansao de Shannon

de uma fungao légica completamente especificada f, entdo f sera
uma tautologia, isto é, f = 1, se e s6 se ij =1e fii= 1.

A.2 Fusao

Os resultados anteriormente obtidos relativamente as operagoes
de interseccdao, complementagao e tautologia servem de base para
a resolugdo do paradigma geral que pode ser expresso
resumidamente do seguinte modo:
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1) aplicar a operagdo em questao aos cofactores:

2) fundir os resultados.

Genericamente diremos que utilizando este paradigma uma fungao
l6gica € recursivamente dividida até que cada parte seja
mondtona.

Seja, por exemplo, h = (f N g); se se aplicar a expansdo de
Shannon obtém-se

h = x;. hx; + x_l hx;
mas como
hx; = (f N g)x; =1x; N gx
obtém-se
h = (N g)=xj(fx; N gx)) + X; (fx; N gx;).

Aqui trata-se de se obter a interseccao de f e g a custa da
intersecgao dos cofactores respectivos, o que sugere facilmente
UM Processo recursivo.

Analogamente se trataria o problema da complementacao de uma
funcao logica.

Note-se que uma estratégia recursiva aponta para o aparecimento
de uma arvore binaria, em que cada ndé sera obtido a partir da
fusdo dos resultados encontrados para as subarvores
correspondentes.

Por exemplo, sejam hg e hq{ as fungdes légicas correspondentes as
subarvores de um dado nd; entdo o processo de fusdo da-nos como
resultado a funcéao total

h =xj hy + xj ho (em que xj e x; sdo variaveis).

Considerando H, Hop e H{ coberturas de h, hg e hq,
respectivamente, entdo por aplicagdo da expansao de Shannon,
obtém-se

H = xiHy + xi Hg (em que xi e xi sdo cubos).
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O principal objectivo serd agora manter o resultado na forma o
mais compacta possivel. Se, por exemplo, Hg e H1 forem
coberturas primas e minimas de hg e h1, 0 que se deseja é obter
uma cobertura H de h que seja também prima e minima.

Para se conseguir atingir tal objectivo, primeiro transformam-se
todos os cubos de H em cubos primos, obtendo-se assim uma
cobertura prima; depois para se fazer a cobertura ser minima,
removem-se de H todos os cubos redundantes.

A obtengao de uma cobertura prima a partir da cobertura dada H, é
feita por transformacdao de cada cubo de H no cubo o maior
possivel, mas de modo a que o cubo resultante nao fique a conter
vertices que nao pertenciam a H. Assim teremos de mudar os 0's
ou 1's da parte de entradas do cubo para 2's e mudar os 3's para 4's
na parte de saidas. O cubo assim formado conterd o inicial.

Como Hg e Hy sdo coberturas primas, sé na posi¢ao j poderemos
mudar os 0's e 1's em 2's e além disso os 3's ndo mudam para 4's.
Logo, a unica possibilidade de se aumentarem os cubos de H é
mudar para 2's os valores dos elementos da coluna j das matrizes
xiH{ e xiHp.

Sendo H4{ uma cobertura prima, os seus cubos j& sdo o maior
possivel; mas ao fazer-se a intersecgdo (produto) xiHj
novamente se colocam 1's na coluna j da matriz; logo, s6 se
consegue aumentar a matriz xiHq, isto &, transforma-la numa
matriz prima, colocando 2's na sua coluna j.

Logo, ao estudarmos um cubo de xiH{, por exemplo
[c1, ..., 1, ..., Cn+m], para que este cubo pertenca a H e portanto
interesse transforméa-lo num cubo primo [c1, ..., 2, ..., Chsm] €
necessario que [c1, ..., 0, ..., ch+m] pertenca a xiHg. E,
analogamente, o caso simétrico, ou seja, ao considerar-se um
cubo [cq, ..., 0, ..., chn+m] de xiHg, para que esse cubo pertengca a H é
necessario que o correspondente cubo [cq, ..., 1, ..., ch+m] pertenga
a xiH1. Notar que como H1 e Hp sdo coberturas primas, sé na
coluna j de xiH¢ ou de xiHp existem 1's ou 0's respectivamente.

Infelizmente, as operagdes de aumento da dimensao dos cubos,
assim como a transformagdo da cobertura em cobertura minima,
sdo muito dispendiosas. Pode contudo optar-se por um processo
aproximado mas mais rapido, em desfavor da obtencao de uma
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cobertura prima e minima, encontrando-se assim apenas uma boa
cobertura.

Note-se que este processo de fusdo nido garante que H seja um
conjunto de primos.

Um melhoramento heuristico que pode ser utilizado consiste em
fazer uma prévia ordenagao dos cubos de Hg e Hy de acordo com a
dimensdo de cada um, na medida em que um cubo menor nao pode
conter um maior.

O procedimento EXPAND utiliza estes conceitos quando faz a

transformagao de uma dada cobertura numa cobertura prima e
minima.
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Apéndice B. Funcoes Monoétonas

B.1 Definicoes e conceitos basicos

Na resolugao do paradigma referido no Apéndice A, durante a fase
correspondente a aplicacao da estratégia recursiva, é necessario
seleccionar uma variavel x;j, variavel de particao, relativamente a
qual se calculam os cofactores da fungcédo légica. Essa variavel
deve ser tal que minimize a complexidade da solugado. Entdo, é
possivel obterem-se métodos de calculo eficientes se
restringirmos o nosso estudo ao caso particular das fungoes
monotonas e se aplicarmos algumas heuristicas simplificativas.

A escolha da varidvel de particdo deve ser feita de modo a que os
cofactores da fungao légica completamente especificada f, sejam
o mais possivel aproximados a fungbes mondtonas.

Uma funcao légicaf é mondtona crescente (decrescente) na
variavel xj, se quando x; variar de 0 para 1, todas as saidas de f
gque mudam, variarem de 0 para 1 (de 1 para 0). Ou, por outras
palavras, a funcdo é mondtona crescente (decrescente) em Xxj, se
na expressao logica que define a fungido a variavel xj nao é (é)
complementada. Entdo, uma fungdo légica f diz-se monétona em Xx;
se for ou mondtona crescente ou mondtona decrescente em x;. Uma
funcao légica f € mondtona se for mondtona em todas as variaveis.
Por exemplo, f=x1X2+ X2x3 € monotona, porque € mondtona
crescente em x4 € x3 € mondtona decrescente em Xo.

Uma cobertura C € mondtona crescente (decrescente) na variavel
Xj se todos os cubos de C tém um 1 (um 0) ou um 2 na posigao j.
Para uma cobertura ser mondétona em Xxj, na coluna na coluna j so
pode ter 1's e 2's (ou 0's e 2's). Uma cobertura € monotona se for
mondtona em todas as variaveis de entrada.

Verifica-se que se uma cobertura € monotona em Xxj, entao a
fungao correspondente também & mondtona em x;, contudo, uma
funcdo mondtona pode ter uma cobertura que nao seja mondtona.
Mas, uma cobertura prima de uma fungdo mondtona, € mondtona.

Uma fungao légica f € mondtona crescente (decrescente) em X; se
e s6 se nenhum primo implicante de f tiver um 0 (1) na posigao j,
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pois para uma cobertura de f ser monoétona crescente em Xxj, na
coluna j s6 podem existir 1's e 2's.

Uma cobertura mondtona € uma tautologia se e sé se contiver uma
linha de 2's.

O complementar de uma fungao mondétona € mondtona.

Os cofactores de uma fungdo mondtona relativamente a xi e xi sao
mondtonos.

B.2 Escolha da variavel de particao

A obtencao de um algoritmo eficiente para a realizagao de, por
exemplo, interseccao, complementagao ou tautologia, a partir do
paradigma geral atras referido, tem como passo mais importante
a escolha da variavel de partigcéao.

A heuristica utilizada nessa escolha consiste em fazer com que as
coberturas C, e Cy das fungdes logicas fx e fx, sejam mondtonas
apés um nlmero minimo de particoes. Dai o ser necessario
escolher para varidvel de particdo, a variavel menos mondtona,
pois elimina a coluna com maior numero de 0's e 1's, como
veremos em seguida.

Como podemos nao ter cubos primos em todos o0s passos, as
fungdes ldogicas fx e fx podem ser mondtonas mesmo que as
correspondentes coberturas C, e C; ndo o sejam.

Se uma cobertura é mondtona relativamente a variavel xj, entao
diz-se que essa variavel x; & mondtona. Uma variavel nao
mondtona, diz-se BINATE. A variavel de particdo € escolhida entre
as variaveis binates: de facto, escolhe-se a variavel mais binate
para variavel de parti¢ao.

Notar que uma cobertura, ou uma fungdo légica, € mondétona
relativamente a varidvel xj, se na coluna j sé existirem 1's e 2's
(ou O's e 2's), isto é, na coluna j ndo podem existir 0's e 1's
simultaneamente. Logo, se na coluna j existirem 0's e 1's (e
eventualmente 2's) a cobertura ou a fungao légica nao é mondtona
relativamente a variavel x;. Entao, a variavel mais binate, xj, sera
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aquela a que corresponde o maior numero de 0's e 1's por coluna,
ou seja, 0 menor numero de 2's por coluna.

B.3 Complementar de uma cobertura monoétona

O complementar de uma cobertura monétona F €

F=xiFg+F,j se Fé monétona crescente na variavel X;
(todos os cubos de F tém um 1 ou um 2 na
posicao j)

F=xiF,j+Fg seF & mon6tona decrescente na variavel X;
(todos os cubos de F tém um O ou um 2 na
posicao j)

Podemos entdao decompor o problema da complementagao de uma
cobertura monétona em dois subproblemas:

o

19) calcular xi I_f,;j, e isto envolve complementar um reduzido
namero de cubos, pois | Fgj| < | F |; e além disso, em cada cubo nao
é necessario complementar a variavel xj, uma vez que Fgj contém
uma coluna de 2's na posigao j;

29) calcular ij, e isto envolve complementar a cobertura inicial
com excepgao (em cada cubo) da variavel xj, pois | Fyj[=| F | uma
vez que F é mondtona crescente em xje portanto na coluna j de F
s6 existem 1's ou 2's; logo, na coluna j de Fj sé vao existir 2’s.

Entdo o processo de complementagao € simples:
a) escolher a variavel Xx;j;

b) recursivamente complementar uma cobertura menor formada
por cubos que na coluna j s6 contém 2's;

c) recursivamente complementar a cobertura inicial mas com a
coluna j preenchida por 2's;

d) associar a variavel x; aos cubos do resultado da alinea b);

e) concatenar os resultados c) e d).
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A recursividade usada tem um final natural, pois o complemento
de uma cobertura sem cubos € o universo e o complemento de uma
cobertura sem variaveis € o vazio.

Verifica-se que para o caso de fungdes de saida mdltipla € mais
facil e mais rapido complementar uma saida de cada vez do que
complementar a fungdo de saida multipla.

A chave do sucesso na realizagdo dos procedimentos de
complementagcao consiste na boa selecgao da variavel de particao
xj. Assim, comega por identificar-se as possiveis variaveis de
particao, escolhendo-as no maior cubo de F, isto €, o que tem
maior numero de 2's. Poderdao ser variaveis de particao todas as
variaveis que pertencendo ao maior cubo de F sejam diferentes de
2. Depois de as identificar, escolhe-se a variavel (ou variaveis)
que aparece mais frequentemente nos outros cubos de F, ou seja, a
variavel correspondente a coluna com menor nimero de 2's. Essa é
a variavel mais binate e € a variavel de particao.
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