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Resumo

A presente tese tem como objectivo principal o desenvolvimento de métodos
numéricos para a analise e optimizacéo de estruturas do tipo placa e casca.

Faz-se a andlise e implementagdo de vérias variantes de elementos degenerados
com deformagdo assumida. Os elementos permitem a andlise de rotagcdes e
deslocamentos finitos, recorrendo-se a uma formulagdo Lagrangeana total.

Descreve-se a implementagdo de varios procedimentos de analise estrutural.
Apresentam-se procedimentos de andlise linear e ndo-linear em regime estatico e em
regime dinamico. Para o caso dindmico ndo-linear recorre-se a um método baseado na
informacgéo modal.

Com o objectivo de realizar optimizagéo de forma, apresenta-se um gerador de
malhas em cascas, que permite o calculo analitico das sensibilidades das coordenadas
nodais e dos vectores normais a superficie média da casca.

Na anélise de sensibilidades, recorre-se a derivagdo analitica das matrizes
elementares de rigidez e massa e do vector de forcas extemas. Para o vector de forcas
internas, recomre-se a um método hibrido analitico/semi-analitico. A analise de
sensibilidades é efectuada para problemas lineares estaticos e dinamicos, mas também
para problemas néo-lineares. Em problemas estéticos lineares usa-se o método da variavel
adjunta, enquanto que em problemas néo lineares e em problemas dinamicos utiliza-se o
método da diferenciacéo directa.

Por fim, analisa-se um método de programagéo no-linear e apresentam-se
algumas técnicas de melhoria desse método.

Mostram-se alguns exemplos das andlises realizadas, apresentados sob a forma de
representagdes de campos escalares e sob a forma de graficos.
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Abstract

This thesis main goal is the development of numerical methods applied to the
analysis and optimization of Plate and Shell structures.

Various degenerate elements with improved strain fields are analysed and
implemented. These elements allow the treatment of large rotations and displacements,
under a total Lagrangean formulation.

The numerical implementation of several structural analysis procedures is also
carried out. The procedures’ purpose is to evaluate the plate and shell response for the
linear and non-linear cases and in static and dynamic regimes. In non-linear dynamics a
modal based method is used.

With the intent of optimizing the shape, a surface mesh generator is presented,
which allows the analitical determination of the nodal coordinates and normal vectors’
sensitivity. :

In the sensitivity analysis, the analytical differentiation of the elementar matrices is
discussed and carried out. For the internal forces vector, a hybrid analitical/semianalytical
method is used. The sensitivity analysis is possible for linear statics and dynamics
problems, but also for non-linear problems. The adjoint variable method is implemented to
deal with linear-statics problems and the direct differentiation method to treat dynamics and
non-linear problems.

Finally, a mathematical programming algorithm is inspected and a few improving
techniques are presented.

Some numerical example problems are presented, related to the implemented
analysis techniques.
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Précis

La présente thése a, pour objectif principal, le développment de méthode
numériques pour I'analyse et I'optimization des structures du type Plaques et Coques.

On fait 'analyse et la création de plusieurs versions des eléments dégénerés avec
champs de déformation modifiés. Les éléments ont la possibilité d’analyser grandes
rotations et déplacements, au recours de la formulation Lagrangéane total.

On décrive la implantation computationale de plusieurs procédés de lanalyse
strutural. Sont présentés les procédés de analyse linéar et non-linéaire en statique et
dynamique. Pour le cas dynamique non-linéaire, on utilise un procédé basé dans l'analyse
modale.

Avec 'objectif de optimizer la forme des coques, on présente un génerateur de
maille en surfaces, qui permet le calcul analytique des sensibilitées des coordonnées
nodaux et des vecteurs normales au surface moyen.

Dans l'analyse de sensibilités, on dérive analitiquement les matrices élémentaires
de rigidité et masse et le vecteur de forces extérieures. Pour le vecteur de forces intemnes,
on utilise une méthode mixte analitique/semi-analitique. L'analyse de sensibilités est
effectuée pour les problémes linéaires statiques et dynamiques, mais aussi pour des
problémes non-linéaries. En problémes statiques finéaires on utilise la méthode de la
variable adjointe, tandis que pour des problémes non-linéaires et dynamiques on utilise la
méthode de la différentiation directe.

Enfin, on analyse une méthode de programmation mathématique non-linéaire e on
présente quelques techniques de améloration de cette méthode.

On montre exemples des analyses effectuées, présentés sous la forme de
représentations de champs et sous la forme de graphiques.
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Capitulo 1 Introducéo

1 Introducgéo
1.1  Estruturas do tipo placa e casca.

As placas e cascas sdo estruturas vulgares na natureza e em construgdes humanas
[HUA89]. Como definigdo pode dizer-se que uma casca ¢ um elemento estrutural limitado por duas
superficies curvas separadas por uma distdncia (espessura da casca) que é pequena em
comparacdo com as outras duas dimensdes e com 0s raios principais de curvatura. A espessura €
bissectada pela superficie média. Assim, conhecendo a superficie média e sobre esta 0 campo de
espessuras identifica-se a geometria da casca. Uma placa € um caso particular de casca: a sua
superficie média é plana.

Existem algumas teorias de cascas (ver [TIM59], [CHUS88]) cuja aplicabilidade é
condicionada e depende de varios factores: espessura, curvaturas, valores das componentes da
extensdo, e deslocamentos e rotacdes sofridos sob carga (ver [CHU88] para uma teoria geral). Um
texto introdutdrio sobre os esforgos e deslocamentos desse tipo de estruturas é o de Green e Zema
[GRES2, caps 10 a 16].

Varios objectos que nos rodeiam no dia-a-dia (0 ovo € um exemplo estruturalmente
ilustrativo) sdo cascas e é portanto natural que este tipo de estruturas tenha sido ja& profundamente
estudado. Existem algumas solugGes tedricas baseadas em teorias particulares e frequentemente
resultantes de expansdo em séries. Varias solucdes para casos simples podem ser obtidas em
[YOU89] ou [TIM59].

Como as solugdes tedricas estdo limitadas a casos geometricamente simples (cilindros,
esferas, cones) e a casos de ligagdo ao exterior igualmente simples, parece logico o recurso a
métodos aproximados muito mais versateis.

Um meétodo bastante usual de calculo é o Método dos Elementos Finitos. Existem alguns
programas comerciais atractivos (e dispendiosos) que recorrem a esse método e que permitem a
andlise de cascas. A utilizacdo desses programas néo pode contudo ser realizada sem cautelas (ver
[HUAB89]) e os resuitados devem ser examinados criticamente.

Neste trabalho foram implementados alguns elementos de casca e procedimentos de
andlise. Os elementos sdo do tipo degenerado de sélido, (um dos primeiros a sugir foi o de Ahmad
[AHM70]) e ndo recorrem a qualquer teoria de cascas mas directamente a mecénica dos solidos
([0GD97], [MARS3], [MAL69]) o que os torna robustos e versateis. O interesse da implementacéo
desses elementos ndo é apenas o de evitar a aquisicio de Software dispendioso, mas sim analisar,
experimentar, modificar e melhorar os elementos e procedimentos necessarios para compreender 0
comportamento das cascas.

Para além de analisar as cascas, 0 que corresponde grosso-modo a imitar numericamente a
natureza, qualquer projectista pode estar interessado em modificar a forma da casca ou 0 seu
campo de espessuras para a melhorar. Pode existir também, o interesse mais modesto de conhecer
a influéncia relativa das causas geométricas ou dimensionais para o desempenho estrutural da
casca.

Sio implementados neste trabalho procedimentos para calcular as derivadas dos funcionais
de desempenho estruturai em refagéo a alguns pardmetros geométricos e as espessuras.

Para além desse tipo de analise criaram-se subrotinas de optimizacdo das cascas, que
permitem melhorar automaticamente esses funcionais.

E claro que existem numerosos aspectos limitativos da generalidade e dimensdo dos
problemas que é possivel criar e resolver com os procedimentos aqui descritos. Os custos
computacionais impedem a realizacdo de grandes problemas. A geometria computacional
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implementada é obviamente limitada e esta fora de questdo gerar uma malha num avido Boeing
747.

Finalmente, a biblioteca de calculo (Solver) criada pelo autor amfmazena as matrizes em
membdria, para perder menos tempo, e portanto ndo aceita grandes estruturas.

1.2 Apresentagao do trabalho

Este trabalho pretende abranger varios aspectos da analise e optimizagdo de estruturas do
tipo placa e casca. Foi possivel implementar uma série de técnicas computacionais que ndo serdo
aqui expostas mas que sdo eventualmente tdo importantes como as ideias descritas neste texto. As
subrotinas foram criadas na linguagem Fortran80 [BRA92] e ndo houve tentacdo por parte do autor
de utilizar quaisquer dos programas existentes que permitem analisar (se funcionarem) as cascas.
As subrotinas foram isoladas por tarefas e agrupadas em bibliotecas de célculo de acordo com o
conceito de modularidade [PRE97]. Correram-se muitos de testes bem sucedidos nos varios
médulos, e utilizou-se o procedimento de criar subrotinas de teste das bibliotecas criadas, que
depois de testadas eram ligadas ao mddulo de elementos finitos. O cédigo implementado esta de
acordo com a notagdo aqui utilizada, e foi totalmente comentado em Portugués, 0 que permite uma
facil leitura e modificacao.

Os capitulos estdo ordenados por ordem de utilizacdo. Pode parecer, a primeira vista, que a
ligagdo entre os temas é ténue, mas pelo contrario: para fazer a optimizagdo de uma estrutura ¢
necessario realizar andlises estruturais e andlise de sensibilidades. Além disso, se se quiser
modificar a geometria é necessario criar um gerador automatico de malhas. Para fazer a andlise
nédo-linear é importante implementar um conjunto de procedimentos de solucéo iterativa. Da mesma
forma, na analise dindmica é necessario implementar métodos de integracdo temporal e, se
interessar resolver o problema hoje, um extractor de frequéncias eficiente.

Como antevisdo dos temas abordados, apresenta-se seguidamente um resumo.

No capitulo 2 mostram-se algumas ideias e conceitos de mecanica dos sélidos que séo uteis
no capitulo 3. Trata-se o tema da cinemética, dos tensores de extenséo e tenséo utilizados e da lei
constitutiva. O tensor de extensdo de Green em coordenadas curvilineas, por ser directamente
usado num elemento do capitulo 3, merece alguma atengéo, tal como a equagéo de equilibrio
resultante das decomposi¢des incrementais que é directamente aplicadvel na formulagdo por
elementos finitos.

O capitulo 3 é uma descrigio dos elementos implementados. Mostram-se métodos de
melhoramento forcado dos campos de deformagédo baseados na interpolago tensorial. Deduz-se a
interpolacdo tensorial mista para o termo n3o-linear e as expressdes da rigidez devida a rotacGes
nodais finitas. Os elementos permitem rotacdes e deslocamentos finitos e é usada uma fommulagéo
Lagrangeana total. As matrizes e vectores elementares sdo completamente descritos tal como foram
implementados.

No capitulo 4 apresentam-se os procedimentos de analise néo-linear e analise dinamica. Na
andlise ndo-linear apresenta-se 0 método Quasi-Newton BFGS que permite em certos casos poupar
tempo em relagéo ao Newton-Raphson, o que é de muita importancia na andlise de sensibilidades e
na optimizagdo. Além disso, implementou-se o método de calculo do passo, que é por vezes Uutil
para aumentar a velocidade de convergéncia em certos casos mais dificeis. Na andlise dinamica
mostram-se os métodos de integracéio implementados e os procedimentos de correcgdo da resposta
modal: 0 método da correcgao estatica e o método da sobreposicéo de aceleracéo. Para a analise
nio-linear dindmica apresenta-se o método implementado que é ainda pouco divulgado: o método
do impulso virtual [TAM96]. Como foi implementado o conhecido método de iteragéo em subespacgos
[BAT96] este ¢ igualmente descrito. Como altemnativa econémica ao meétodo de iteracdo em
subespacos apresenta-se o método aproximado de Rayleigh-Ritz com ortogonalizacdo, que foi

1.2



Capitulo 1 introducéo

implementado e pode ser usado como ferramenta na estimativa do intervalo de tempo adequado &
integracio directa de Newmark, igualmente implementada.

Q capitulo 5 é uma descricdo muito resumida dos geradores de malha e do pods-
processador. O tom sucinto usado prende-se mais com a impenetrabilidade descritiva da tematica
(essencialmente computacional) do que com a sua importancia. Foram implementados 2 geradores
de quadrilateros totaimente automaticos e que permitem o funcionamento como caixa-negra para a
optimizagdo de forma. Todo o pés-processamento apresentado no capitulo 8 foi realizado com um
programa do autor criado em OPEN-GL e Fortran, que permmite a animagdo dinamica, Zoom,
transtaccéo e rotagao das estruturas, etc.

No capitulo 6 descreve-se com detalhe o tema da andlise de sensibilidades implementada.

Em elementos de casca, 0 autor desconhece qualquer trabalho relevante nessa area, peio
que a descricdo tem algum pormenor. E desde ja importante afirmar que se realizou a andlise de
sensibilidades para problemas lineares estaticos, dindmicos e ndo-lineares geométricos e que ¢
possivel trabalhar com 4 espécies de funcionais de desempenho, em que apenas um € o objectivo:
tensédo de Von-Mises (tensor de Cauchy), deslocamento, energia de deformagéo e volume da casca.
As variaveis sdo de dois tipos: geométricas e de espessura. Na analise dindmica foram calculadas
as sensibilidades para um instante temporal dos funcionais e ndo as vulgarmente determinaveis
sensibilidades das frequéncias naturais. A notacédo e linguagem utilizadas estdo proximas das de
[KLE97] mas toda a analise & original. Optou-se pelo metodo da variavel adjunta nos problemas
lineares estaticos e pelo método da diferenciagéo directa na analise ndo-linear e na andlise dindmica
linear. Na andlise néo-linear o método da diferenciagdo directa ndo é necessariamente menos
eficiente do que o método da varidvel adjunta (ver [KLE97]). Na analise dindmica, o metodo da
variavel adjunta tem uma implementacdo complexa e requer trabalho de escrita e leitura inversa
para ficheiros [HIE91)], para além de estar sujeito a erros devido a simulagéo do impulso no instante
de analise. Por esses factos o método da diferenciagéo directa é mais usual [SUN98), [CAR92] em
problemas dinamicos.

No capitulo 7 apresentam-se 0s conceitos necessarios de optimizagéo e descrevem-se as
subrotinas implementadas. Essas subrotinas, embora sejam baseadas no método da programacéo
quadratica sequencial [ARO89], sd#o acompanhadas de algumas ideias no capitulo da
implementacio e na estratégia de redugdo das violagdes. A implementagéo realizada revelou-se
muito eficiente, mas esta limitada a problemas de reduzidas dimensées, devido a dificuldade de
armazenamento da Hessiana. Certas deficiéncias do algoritmo original sdo evitadas ou minoradas
através de procedimentos que resultaram de intensivos testes e analises com fungdes de teste da
programacao matematica e com exemplos estruturais.

No capitulo 8 sdo mostrados exemplos ilustrativos ou resultados comparativos da analise
estrutural, andlise de sensibilidades e da optimizagao.

Comega-se com uma comparagio entre os resultados dos elementos implementados e os
obtidos por um programa muito conhecido em andlise linear estética do popular exemplo da casca
cilindrica sujeita a for¢ca pontual.

Apresentam-se posteriormente alguns exemplos classicos de andlise ndo-linear.

Depois apresentam-se resuitados de extracgdo de frequéncias e exemplos de analise
dinamica. Faz-se uma afericdo da anélise de sensibilidades com o método das diferencgas centrais e
finaimente apresentam-se resultados da optimizacdo para varas varidveis, varios funcionais e
condigbes de analise: andlise linear e ndo linear estatica e andlise dinamica. Os resuitados sdo
apresentados sob a forma de gréficos e representagbes dos campos.

Por fim, no capitulo 9 conclui-se sobre este trabalho e sdo apresentadas propostas de
evolugio e futuros algoritmos e técnicas para todas as tematicas abordadas.
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2 Conceitos introdutérios de mecanica dos soélidos
2.1 Sumario

Neste capitulo examinam-se alguns conceitos de mecénica dos sélidos sob a dptica da
pratica computacional. Assim, € dado énfase aos temas do movimento e de analise de tensdes em
solidos apenas nos seus aspectos relevantes para este trabalho. O tratamento sistematizado do
tema € remetido para textos especializados [MARB83]. A informagdo que se segue esta contida nos
textos habituais sobre o assunto [MAL89], [BAT96], [ABA97], [BON97], [CRIQ7], [CHU8S], [KLES9)
mas a sua exposi¢do direccionada para a tematica deste trabalho surge como fundamental para a
facil leitura dos capitulos seguintes. Como neste trabalho as ndo-linearidades tratadas sdo apenas
as referentes & cinematica das cascas, os conceitos sobre analise nao-linear material ndo sio
expostos.

Para permitir a progressividade na leitura apresentam-se inicialmente as equacbes
habituais da mecénica dos sélidos usando notagfo matricial para depois se usar a notagéo indicial
de [KLE89] utilizada correntemente por diversos autores [SIL97], [BAT96], [KLE91] e tomada como
mais clara para a formulagio incremental usada vulgarmente no método dos elementos finitos.

2.2 Cinematica
2.2.1 Introdugao

Analisa-se com algum pormenor a formulagdo de movimento dos sélidos ja que os
elementos implementados neste trabalho usam os conceitos deste capitulo. Na analise cldssica de
cascas o tema da cinematica é central j& que a mobilidade de uma casca pode ser bastante
complexa. Muito embora os elementos finitos neste trabalho sejam da familia dos elementos
degenerados de sélido, possuindo portanto uma formulagdo mais préxima dos meios continuos do
que de qualquer teoria especifica de cascas, o tema da cinematica tem interesse e merece algum
estudo j& que existe alguma complexidade na formulacio das matrizes elementares.

Alguns elementos finitos para analise de cascas necessitam de graus de liberdade de
rotag&o para simularem o efeito de flexdo. Na anélise de cascas o efeito das rotagdes finitas pode
ser importante [ABA97]. O tratamento da rotagio de vectores é feito neste capitulo e sera detalhado
quando se analisarem as equacdes do elemento, no capitulo 3.

2.2.2 Rotagao
2.2.2.1 Rotagao finita

Embora muitos slementos de casca contenham como graus de liberdade 3 rotagdes nodais,
o0s elementos usados neste trabalho possuem 2 graus de liberdade de rotag&o por né.
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Usam-se as 3 rotag8es nodais no caso de existirem unides entre varias cascas ou no caso
de ndo existir continuidade C1 geométrica. Neste trabalho usam-se cascas com continuidade
geométrica C1.

O tema das rotagdes finitas de cascas tem merecido bastante atengéo por parte de alguns
investigadores [CRI97] e é discutido em vérias fases ao longo deste trabalho. A formulacdo aqui
apresentada & particularizada no capitulo 3.

Um vector de rotacdo infinitesimal 5 consiste numa magnitude ¢ € numa direcgdo p de
rotacdo. Assim, 5 pode ser visto como uma rotacio de ¢ radianos em torno de p.

A rotagédo de um vector v pode ser escrita como

Jxv:qg-v (2.1)

emque ¢ é uma matriz anti-simétrica, cuja forma, usando na mesma base em que esta definido ¢

R
€ d=| ¢ 0 —¢; |, sendo ¢ a coordenada i do vector ¢ .
¢ & 0

No caso de a amplitude de rotagdo néo ser infinitesimal, a operacéo de rotagéo pode ser
obtida a custa da férmula de Rodrigues [CRI97] que seguidamente se deduz:

Se se pretende obter o vector r,, resultante da rotagéo finita de um vector ry é necessario

¢,
definir um ‘pseudo-vector rotagdo’ ¢ =< d, » de norma ¢ = /g e ¢ e direcgio e.
2

Atentando a seguinte figura, observa-se 0 vector variacdo de ry, Ar.

Fig. 2.1 Variacdo de rg

O vector Ar pode ser escrito como a adigdo de dois vectores Aa e Ab sendo AbL R e Aall
R.
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Assim como a seguinte figura e a Fig. 2.1 permitem concluir,

/7

Fig. 2.2 Decomposi¢ado de Ar

R =rysenca

da = R(1 - cos ¢)

Aa:%-(eX(eX"o))

seng

4b = @xm)

portanto,

Ou fazendo ¢ x 1, = ¢-r,, pode calcular-se r, como

= Rot'ro

em que

sen¢¢ (1 cos¢)‘$¢;
¢u

Rot =T+

(22

(2.3)

(2.4)

(2.5)
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A implementagdo computacional da actualizacdo de vectores a partir dos campos de
acréscimos de rotagdo pode ser realizada & custa da definicéo de outros pardmetros, seguidamente
mostradas:

Define-se o conjunto @ = {gg,q} em que

sen

v

¢

o,
N e,

qp =cosZ,q = é (2.6)

o

E possivel [ABA97] definir a matriz Rot & custa do conjunto .
Assim,

Rot = (2q§ -1)I+2q0(j'+2q~qT 2.7

em que g é a matriz anti-simétrica correspondente ao vector q.

2.2.2.2 Aplicagao ao caso da actualizagao de versores directores

A utilidade do conjunto @ definido por (2.6) torna-se clara na actualizacdo de vectores a
partir dos campos de rotagdo incremental. Se o campo AgZ * & conhecido na iteragdio i e interessa
actualizar um vector director 'V, e obter i~V  define-se:

a¢*
e e
Aql =cos—— e Aq' = ——=— Ag’ 2.8
e 5 q v 9 (2.8)
O vector #+1V pode se calculado como:
By =(2 : (Aqf,)z —1)‘V +24q) - Ag' X'V + 2. (Aq‘ 'iV)Aqi (2.9)

Na analise por elementos finitos deste trabalho, a equago (2.9) é usada na actualizacéo

dos vectores directores em cada iteragio i, 0 campo de rotagéo incremental é definido da seguinte
forma:

Ad' = A0V, +A6,'V, (2.10)
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Existem portanto duas componentes independentes da rotacdo Afr e Af2 em tormno dos
vectores 'V e 'V,

Se 'V1,'Vy,' V3 for um temo ortonormal ordenado directamente, a actualizagdo de iV3
pode ser escrita como:

=V, + 249 (a0 iy, + a6,V )+};;‘(%%—4€[—(A6’f + 402V, | @.11)
emaque Af = ,/AH{Z + A¢922
ou de forma compacta:
i+ly. = Rot(46,, 464} V; (2.12)

2.2.3 Conceitos de extensdo e deformagao

O tema dos grandes deslocamentos, devido ao numero de investigadores que ja o
estudaram, estd envolto numa certa disperséo de notagdes e ideias. Seguem-se neste texto apenas
as referéncias ja citadas. Embora existam vérios tensores de extensdo (ver [MAL6B9]) apenas alguns
s&o habituaimente usados na pratica computacional, sendo aqui apenas descritos estes.

Pode parecer a primeira vista que talvez fosse Uil expor os conceitos de extensdo e
deformacéo em coordenadas curvilineas na forma usual das teorias das cascas ([CHU88], p.ex.),
porém, ao contrario de certos elementos percursores na analise de cascas, os elementos
implementados neste trabalho sdo degenerados de sélido e assim possuem uma formulagio geral.

A discussdo seguinte 8, portanto, directamente aplicavel.

2.2.31 Gradiente de deformagado

Imagine-se um sélido como um conjunto de particulas materiais, identificadas pelas suas
coordenadas X correspondentes a uma base cartesiana E;, nas suas posigdes iniciais (=0). De
forma geral, as posigdes correntes destas particulas, no instante 2, sdo definidas pelas coordenadas
x, correspondentes a uma base cartesiana alternativa ei. Neste trabalho as duas bases coincidem,
mantendo-se contudo a distingdo pela sua generalidade. O movimento pode ser descrito através de
uma relacgio entre a posicdo em =0 e outro instante qualquer para o conjunto das particulas que
constituem o corpo. Por uma questio de satisfagdo das dividas que podem aparecer apds a
afirmacgdo anterior, 0 sélido & considerado um subespaco em R3 aberto [MARS3], para que se
possa manter a existéncia da relacdo em causa no caso de auto-contacto. Se aparecerem fendas
dentro do sélido, a relagdo pode néo existir. O movimento, mediante certas (ver [MARS3)) restricdes
pode ser entdo materializado pela seguinte relagio:
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x = x(X, 1) (2.13)

Para um dado ¢ fixo, a equagbe (2.13) representam um mapeamento entre o solido
indeformado e 0 mesmo solido deformado (que pode ser visto como outro sélido). De forma
analoga, se se impuser X fixo, a equagdo representa 0 movimento ou a trajectéria de uma dada
particula identificada por X. Ao longo deste trabalho ndo se ira impor restricbes & norma do
deslocamento u = x — X . E possivel observar um campo usando as coordenadas x ou X, &s quais
correspondem dois tipos de observagdo distintos de um mesmo campo. Se a observagédo de um
campo é realizada usando as coordenadas espaciais x, esta & chamada de observagéo euleriana ou

espacial, e alternativamente, usando as coordenadas materiais X, € chamada de observagdo
Lagrangeana ou material.

O conceito de gradiente de deformagdo F é importante na construcdo dos tensores de
extensdo usados neste trabalho. O gradiente de deformagao permite relacionar a posigdo relativa de
duas particulas apés deformacio, com a posigao relativa inicial das mesmas particulas. Assim,

dx=F dX (2.14)
Ou igualmente,
F = g}% (2.15)
Usando a notagéo indicial,
F= iFi}.ei®Ej (2.16)
i j=1
emque F) = %‘7 1,J=123

A existéncia do gradiente de deformacédo depende, claro estd, do tipo de mapeamento
(2.13) acima discutido. Como o deslocamento de cada ponto é considerado uma fungdo continua da
posicdo original do ponto, ndo ha razdes, neste trabalho, para se duvidar da existéncia de tal
gradiente.

2.2.3.2 Tensores de deformagido e extensdo

Usando dois vectores elementares materiais dX; e dX,, deformando-se para dx; e dx,
respectivamente, pode afirmar-se que tal deformagio envolve alongamento (mudanga de
comprimento) e variacdo de Angulo formado pelos dois vectores elementares. Recorrendo ao
conceito de gradiente de deformacdo, o produto escalar dxiedx, pode ser obtido a partir dos
vectores materiais como:

dx, e dx, = dX, «C-dX, @.17)
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em que C é conhecido por tensor de deformacao direito de Cauchy-Green, faciimente obtido & custa
do gradiente de deformacdo como:

C=FT".F (2.18)

De forma andloga, o produto escalar dXedX, obtém-se a partir dos vectores espaciais a
custa do tensor esquerdo de Cauchy-Green como:

dX, edX, =dx, ¢ b -dx, (2.19)

emque b=F . FT.

Assim, a mudanca no produto escalar pode ser contabilizada em termos dos vectores
materiais e do tensor de extenséo de Green E = 0.5(C ~ I) como:

05(dx1 'dxz —Xm 'dX2)= Xm ® EdX2 (2.20)

ou, a mesma mudanca expressa em termos dos vectores espaciais e do tensor de extenséo de
Almansi e = 0.5([ —b“l):

0.5(dx;  dxo —dX; e dXy,) =dx; s e dxy (.21)

Os tensores definidos acima (2.17 a 2.21) sdo tensores de extensdo, nomenclatura que
pode ficar clarificada se se escrever um vector material dX 4 custa dos seus versor N e norma d§:

dX = NdS e o vector espacial correspondente dx = nds. A mudanga no quadrado das normas,
decorrendo do movimento do ponto entre as posi¢des inicial e corrente, pode ser escrita como:

ds®-dS? =2dX ¢ E-dX (2.22)
ou, dividindo por 2-dS2:
2 2
1(ds”-dS" |\~ g N 2.23)
2 ds*
ou, de forma idéntica para e:
2 _ JQ2
1(ds”-dS" ) . oon (2.24)
2 ds?
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O tensor gradiente de deformacédo F pode [ABA27] ser decomposto como um produto de
um tensor rotagdo R e um tensor alongamento U :

F=R-U (2.25)

Recorrendo a definigdo de tensor direito de Cauchy-Green e reconhecendo a ortogonalidade
de R, C =U-U . A obtencdo de U pode ser realizada a partir dos valores e vectores proprios de C.

Assim, se os vectores proprios de C forem N;e ,852 0s valores préprios correspondentes,

3
C-= ZﬂfN,. ® N, ou seja, o tensor U pode ser obtido a partir de:
i=1

3
U=) B, N, ®N, (2.26)
=1

Parece claro que os valores proprios de U sé&o os mesmos de F, e é possivel [BON97]
provar que

3
F=Ypn®N, (2.27)
i=1

emque n; =R-N;

O tensor de extensdo de Green pode igualmente escrever-se a partir desses valores
proprios:

E=05-3 (5 -1}V, ®N, 2.28)

=1

A decomposicdo multiplicativa de F' pode ser escrita, em alternativa & relagdo anterior,
como:

F=V.R (2.29)

Conclusivamente, uma rotagéo rigida seguida de alongamento, em vez de um alongamento
seguido de rotagéo.

V é também um tensor simétrico, j4 que, aproveitando a ortogonalidade de R , se escreve
como:

V.-R=R-U <
V-RR'=R.U-R' = (2.30)
V=R.U-RT
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E possivel realizar-se a decomposicéo espectral dos varios tensores de alongamento,
definindo-se varios tensores derivados [BAT96).

2.2.3.3 Variagao do volume e da area devido a deformagéo

Os fenémenos de variagdo de volume e area devidos ao movimento dos pontos de um
sélido, em particular de uma casca, sdo importantes, quer na formulagdo das equacdes de equilibrio
da casca, quer na contabilizagdo da rigidez provocada por forgas de pressdo eventualmente ndo
conservativas.

Pode escrever-se a expressdo para o volume de um elemento dX;,dXedXs na
configuragdo material a partir das relagbes dX; = dX,E; como

dV=dX:dX:dX; (2.31)

relacdo assente na ortogonalidade dos vectores d.X..

Um elemento de volume dv na configuracdo deformada pode ser escrito a partir dos
vectores:

ox

dx. = dX; 2.32
x; ax, (2.32)

como o seguinte produto triplo
dv = dx; o (dxy x dxg) (2.33)

ou ento:
ox x Ox

dv = . dX, dX,dX, = detiF dV 2.34
'R, (axzxaxaj 1dXydX; = det{Fl @39

No caso da 4rea, a importancia da sua variagéo revelar-se-a4 quando se discutirem as forgas
nodais equivalentes no contexto do método dos elementos finitos.

Pode obter-se essa variagio A custa da férmula ja deduzida para o volume. Assim,
imaginando um vector material arbitrario dL, que 0 movimento transforma em dl,

dV =dLedA e dv=dleda (2.35)

em que, recorrendo aos vectores normais nn e V.
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da =nda e dA = NdA (2.36)

Relacionando os volumes inicial e final em termos do determinante de F, e escrevendo

dl = FdL conclui-se que:
da = det[F]F " .dA (2.37)

2.2.3.4 Taxa de deformacgédo

Os conceitos de taxa de deformacdo ou extensdo, apesar de ndo se usarem materiais
viscosos neste trabalho, tém interesse na discussdo de alguns conceitos neste capitulo.

A partir da relacfo entre o vector posicdo espacial de um ponto e o seu vector material, a
definicdo de velocidade do ponto é:

v(X,t)= ox(X, 1) (2.38)
ot
A derivada temporal do gradiente de deformag&o pode ser escrita como:
: 0 (ox
F=—|— 2.39
oX ( ot ] (&.39)

E possivel obter um tensor gradiente da velocidade I derivando a velocidade em ordem as
coordenadas espaciais como:
_ov

==
ox

(2.40)

Este tensor permite obter a velocidade relativa entre particulas infinitamente préximas
(dv =1ldx).

Usando o tensor gradiente de velocidade, a derivada temporal do gradiente de deformagéo
vem:

F=1-F (2.41)

O tensor velocidade de extensdo material é obtido directamente a partir da definicdo de
tensor direito de Cauchy Green como:
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E=05FT F+F".F) (2.42)

E usual escrever o tensor I como soma de um tensor simétrico com outro antissimétrico,
operagao sempre possivel e escrita como de seguida:

I=D+W (2.43)

Em que D=sim(l) ¢é o tensor taxa de deformagio [BAT96]. W=assim(l) é o tensor de
rotacéo (Spin Tensor). A velocidade de extenséo pode ser relacionada com a taxa de deformacéo
[BAT96], [ABA97] a partir de (2.41):

E=F'".D.F (2.44)
ou inversamente :

D=F'.E.F! (2.45)

2.2.4 O tensor de extensdo de Green em coordenadas curvilineas

Neste trabalho, um dos elementos finitos criado, é formulado em coordenadas curvilineas.
As linhas coordenadas permitem a constru¢do do tensor de Green. Os vectores da base covariante
s8o tomados como as tangentes as linhas coordenadas e os da base contravariante obtém-se
destes.

Um tensor de 2 ordem, como o tensor das extensdes de Green, pode ser escrito recorrendo
as componentes covariantes e aos vectores da base contravariante, ou vice-versa. Assim, se A é
um tensor de 2° ordem. Se e; forem vectores da base covariante e e’ vectores da base
contravariante, esse tensor pode escrever-se das formas:

. , (2.46)
A=Al @

As componentes covariante e contravariante obtém-se facilmente a partir da projecgéo do
tensor A:
A =e; o(A:ej)

ij
2.4
AV =i o(a:e) &4
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O gradiente de deformacdo em coordenadas curvilineas (&, &, &) pode escrever-se

recorrendo & notacéo: dX = -%Y—dgi =Eds,.

L

L

Para a configuragéo corrente: dx = -gidﬁi =e;dE,.

Obtém-se, portanto, a seguinte expressdo para o gradiente de deformagéo:

F=e¢ ®F +e,®LE, +e,®FE, (2.48)

A obtengédo do tensor E é realizada & custa do gradiente de deformacéo a partir da equacéo
ja conhecida:

1

E=§[FT-F~I]= L

(Ei®e) e, ©8/)-E0E-EE ek - slmy-M,JE 0 B/

[y

b=

(2.49)

Em que mi; denota as componentes do tensor métrico da base e; e Mj; as componentes do
tensor métrico da base E..

Fazendo u=x-X resulta:

E, =

1=3 e (2.50)

1 au-Ej+ilf—-E,- u du
08, e ; &, &;

E também importante relacionar as componentes covariantes do tensor da extensio de
Green com as componentes cartesianas. Assim, se iz-is for uma colecgéo de vectores de uma base

cartesiana, e nessa base as componentes de E denotarem-se E,, e se E, — E, forem os vectores

da base covariante, na qual as componentes de E denotam-se E as relagdes entre as
componentes escrevem-se como:

(2.51)

A variacdo das componentes covariantes do tensor E escreve-se recorrendo 2 definicdo de
tensor metrico, como:
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. 1

2.3 Tensoes

A avaliagdo das consequéncias das forgas ou cargas sobre os sélidos é util, quer para a
avaliagéo da integridade do sélido, quer para ¢ estabelecimento das equagdes de equilibrio desse
solido.

A seguinte figura mostra o corte de um corpo sdlido segundo um plano identificado por um
ponto P, e um versor normal 7. A forca resultante da acgéo da parte do sélido ndo representada
sobre a parte representada na Fig. 2.3, em P e sobre a area 4S, é Af.

Fig. 2.3 Definicdo do vector tenséo.

A definigdo do vector tens&o ¢ actuante no ponto P, mediante as condi¢des da Fig. 2.3, é:
. Af
t= lim / (2.53)
AS—0 AS

O vector tensdo ¢ =t(P,t,A) depende das coordenadas do ponto P considerado, do

instante considerado e da direccao de corte 1. A dependéncia de ¢ em relacdo a P e ¢ pode ser
obtida a partir do conhecimento de outros campos como o do deslocamento. Ja a dependéncia de ¢

em relagdo ao vector normal ao plano de corte n, pode ([BON97] pags. 98-99) ser explicitada
recorrendo a um tensor de 22 ordem (j.e. com base de ordem 2) conhecido como tensor de tensbes

de Cauchy e identificado por o
Assim,
th)=o-n (2.54)

em que, usando as matrizes de base correspondentes a configuragio espacial:

2.13



Capitulo 2 Conceitos introdutérios de mecéanica dos sélidos

3
o= ) 0,e®e, (2.55)

i,j=1

O tensor de Cauchy ¢é usado na avaliagdo da integridade dos sélidos, ja que contabiliza os
efeitos das forgas reais sobre a geometria deformada. No estabelecimento das equacgbes de
equilibrio & usado neste trabalho outro tensor das tensdes adequado ao tipo de formulagio
escolhido.

2.3.1 Equilibrio

Para um sdlido com um volume v sob a acc¢éo de forcas de superficie, £, actuantes na sua

fronteira ', e forgas de volume f, o principio de Alembert implica que a soma de todas as forgas
aplicadas no sélido e na sua fronteira seja nula:

[tdr+[fdv=0 (2.56)
r v

As forgas de superficie podem ser determinadas a partir do tensor de Cauchy na fronteira e
do vector n normal a fronteira:

[ondC+ [ fdv=0 (2.57)
r v

Recorrendo ao teorema de Gauss:

[{dive+fldv=0 - (2.58)

v

O divergente de um tensor de 22 ordem como o é um vector que se obtém a partir do tensor
de 32 ordem Vo como a contracgio dupla deste com a identidade:

. 3 0a'i.
dive=Vo:I=) —Le, (2.59)
i=10x;

A validade da equacdo de equilibrio (2.58), ndo esta restringida ao volume total do corpo
sélido. Assim, se se imaginar partes do corpo como sendo iguaimente corpos pode aplicar-se a
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mesma equacgdo a essas partes. A equacgédo é valida para qualquer volume de integragdo, e pode
escrever-se:

divo+f=10 (2.60)

A equacédo (2.80) é a conhecida equagéo de Cauchy de equilibrio [MAL69] ou a equacéo de
equilibrio espacial na sua forma pontual. A equagdo de Cauchy resulta do equilibrio de forcas
segundo 3 direcgdes. O equilibrio de momentos, para o caso ndo-polar ([MAL69], pags 217 a 220),

permite concluir a simetria de o

ol =0 (2.61)

A equacdo (2.60), por si s6, peca em utilidade na formulacdo do equilibrio numa forma
numericamente imediata (no caso de parte da fronteira do solido possuir deslocamentos prescritos,
por exemplo). E usual utilizar uma forma escalar projectada da equagéo, projectando os vectores t e

o sobre campos vectoriais definidos no dominio do corpo, assim como no seu contorno. A selecgéo
desses campos depende do objectivo da projeccdo. Se o objectivo & obter a equacéo de equilibrio
do sodlido, usam-se como campos as velocidades ou os deslocamentos cinematicamente
admissiveis. Neste texto usa-se um campo de deslocamentos virtual [SIL97] ja que parece a forma
mais popular da equacédo de equilibrio projectada. A equagéo escalar resultante é habitualmente
chamada de Principio de Deslocamento Virtual, ou Principio de Trabalho Virtual (PTV).

Assim, realizando tal projeccdo na equacao de equilibrio na sua forma integral:

[ou” o (divo + fdv)=0 (2.62)

ou, integrando por partes, e tendo em conta que du = @ na parte de I', I',, & qual corresponde a

prescrigdo de deslocamento (j& que o campo virtual é compativel com as condigbes cinematicas
reais do soélido),

fou” o tdr, +j5uT o fdV = j[@_] odV (2.63)
n v 7\ O0x
A equacgao escalar (2.63) pode ser interpretada fisicamente como:
Wgy = Wy, (2.64)

isto é, o trabalho realizado pelas forgas exteriormente aplicadas ao sélido é igual ao trabalho
realizado pelas forgas intemas, estaticamente equivalentes ao estado de tens&o.
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« odu
Analogamente a [, pode decompor-se 6l = —ax— em dois tensores, sendo um simétrico e

. v 7 s * * »~ N . y
outro antissimétrico: sl” = D" + SW" . Como a contracgdo dupla entre um tensor antissimétrico e
um simétrico é um escalar nulo, a equacao de equilibrio resulta:

[oul otdr, + [ou" o faV = [8D" : dV (2.65)
L v V
emque
. oou (o)
SD* =0.5 S 4| 21 .
[6x+(0xj J (2.66)

2.3.2 Tensor de Kirchhoff e os tensores de Piola-Kirchhoff

Neste trabalho o equilibrio & estabelecido usando o tensor de extensio de Green.

Assim, também o tensor de tensfes usado nas equagdes de equilibrio ndo € o de Cauchy,

mas o 2°tensor de Piola-Kirchhoff, S, definido a partir do célculo da poténcia por unidade de volume
baseada nos tensores de taxa de deformacao:

Jo-D=8-E (2.67)

,emque J =detF.

A relagéo entre oe S pode ser re-escrita como de seguida:

Jo-D=S-FTD.F&
Jo-D=F.S-FT . D& (2.68)

1
—~F.S.FT
757

Na manipulagdo (2.69), foram realizadas operagbes pouco Gbvias, remetendo-se para
[BAT96 pag 515] a sua explicagdo. A igualdade entre os tensores é valida para qualquer taxa de
deformnacao D, eis a razéo do Gltimo passo. A relagdo inversa pode ser escrita como:

S=JF'!. o FT (2.69)
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Uma interpretagéo fisica do 2° Tensor de Piola-Kirchhoff pode realizar-se escrevendo o 2°
tensor de Piola-Kirchhoff para um estado pontual de rotagéo de corpo rigido:

S=R".c-R (2.70)

Neste caso, as componentes de S sdo as componentes de o rodadas para a configuragéo
de referéncia. Como exemplo Si1 é a componente da tenséo normal correspondente a forga, rodada
para a configuragdo de referéncia, por unidade de area, actuante na superficie cuja normal era

inicialmente paralela a X na configuragéo de referéncia.
A forca movida para a configuragéo de referéncia € uma forca ficticia ((BAT96] pag 516)
obtida por aplicacdo de F .

Um tensor usado nas leis constitutivas para grandes deformacoes é o tensor de tensdes de
Kirchhoff:

r=Jo (2.71)
O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff é dado por;
S.FT (2.72)

Neste trabalho utilizam-se os tensores de Cauchy e 2° Tensor de Piola-Kirchhoff.

A equacio (2.65), traduzindo o principio dos trabalhos virtuais, pode ser reescrita recorrendo
ao 2° Tensor de Piola-Kirchhoff, tomando a forma [BAT96}:

[ouT etdr, +[ou” o fdV = [SE : Sd°V 2.73)
o v v

em que JE é a variagdo do tensor de extenséio de Green e °V & o volume do sélido na
configura¢éo de referéncia.

2.3.3 Tensdo significativa

O tensor de tensdes Cauchy é essencial na avaliacdo de qualquer invariante ou nomma que
possa servir para concluir acerca da seguranga ou ndo de determinado objecto, ja que é o tensor
que contabiliza os efeitos das forgas sobre a geometria deformada.

Assim, em qualquer andlise de tensdes ao longo deste trabalho usa-se como campo escalar
significativo do campo tensorial das tens6es de Cauchy, o campo de Von-Mises:
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SVM = ,/%UD o) 2.74)

Em que

Op =0-— %trac(a)l (2.75)

2.3.4 Lei constitutiva

Neste trabalho usam-se apenas materiais elasticos, com possibilidade de anisotropia.

Representando as componentes da extensdo de Green por & e as componentes do 2°
tensor de Piola-Kirchhoff por S, a lei de Hooke pode escrever-se como:

Sij = C”klgkl (276)

Y
Para um material isotropico

Cijnt = A8;i0p + ulSin 1 + 6481 ) .77)

em que os pardmetros de Lamé, definidos em termos das constantes elasticas de engenbharia,
escrevem-se como:

P Ev
C+v)i-2
{avfi-2) (2.78)
_E
#—21+v)

E é o médulo de Young e v é o coeficiente de Poisson do material considerado.

O caso da anisotropia sera referido e particularizado quando se discutir o elemento de
casca, no capitulo 3.
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24 Decomposig¢des incrementais

Neste trabalho segue-se a metodologia de [KLE89], [BAT96] tendo o autor optado pela
formulacdo Lagrangeana total. A opcéo justificar-se-4 aquando da andlise de sensibilidades. A
notacdo usada a partir deste momento na analise ndo-linear ¢ a indicial. Resumidamente, um
sobreescrito esquerdo indica a configuragéo corrente e, quando necessario, um subescrito esquerdo
indica a configuragdo de referéncia. Quando néo faga sentido falar da configuragio de referéncia, o
sobreescrito esquerdo indica a configuragdo para a qual a varidvel é medida. Os subescritos direitos
s8o os indices correspondentes as componentes do tensor.

Na formulacado Lagrangeana total os tensores de extensdo e tensdo sdo referidos a
configurag&o original ou de referéncia, aqui identificada com o simbolo 0. Assim, 2V é o volume do
solido na configuragéo de referéncia. Na solugio de problemas néo lineares em termos de estado,
este pode ser obtido usando um processo incremental em que se determina o estado num instante
t+4t a partir do estado conhecido no instante { e dos incrementos de forga aplicados entre os dois
instantes. E portanto usada uma forma incremental de equilibrio.

Atendendo a Fig. 2.4., podem observar-se 3 configuragdes distintas: posicdo de referéncia,

instante ¢ e instante t+A4t. E importante notar que neste trabalho todos os tensores s#o
representados em bases cujos versores ndo acompanham o movimento do sdélido.

X1

Fig. 2.4 Configuragdes distintas para trés instantes

E habitual decompdr aditivamente a posigdo, deslocamento, tensfo e extensdo como soma
das componentes determinadas em ¢t com a sua variagdo incremental, ou seja .
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fx,="x, +hu,

b+ 0 +
+_\.txl_= x4 M”‘i

i

t+AL

w,='u, +Au, (2.79)

t+AL L _t
E;= &y +A€ij

“-AZSL‘j =tSU + ASU

A variagéo, ou incremento do deslocamento pode escrever-se, das equagdes acima, como:

Au, ="~ x, (2.80)

3 i

A equagéo do principio dos trabalhos virtuais em t+4t, escrita em termos do 2° Tensor de
Piola-Kirchhoff, é, usando notacéo indicial:

J‘ HAOtSUCSHAtEndOV =5t+AtW (2.81)

0®ij
Y

S"™™W é o trabalho realizado pelas forgas exteriores mais o trabalho realizado pelas forgas de
inércia podendo escrever-se como:

5t+AtW - J‘ t+AL fiuolé‘uidtmtv + J‘t+Atfisé-ui3dt+AtS (282)

I+MV I+A.lsf

O primeiro termo refere-se as forgas volumicas de densidade ”A‘fi“"l e 0 segundo termo as
forgas de superficie.

Na maioria dos exemplos neste trabalho assume-se que o carregamento exterior é
independente da deformacgdo. De facto, tal pode ndo suceder em certas aplicagbes praticas.
Imagine-se por exemplo um caso em que a pressdo que se mantenha nommal & superficie
deformada. Assumindo a independéncia, escreve-se:

5t+AtW = J‘t+Atﬁuol&LidOV + j‘t+Atfia§uiadOS (283)
v

a
5

No caso de existir dependéncia entre as forgas de superficie ou de volume e a configuragéo
deformada do sélido é possivel a utilizagio de um procedimento aproximado, que sera discutido
quando se referir o método iterativo.
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Um conjunto de forgas volimicas de densidade conhecida e que merece uma
particularizagdo & o das forgas inerciais (ver [BAT75]). O trabalho destas pode ser escrito como:

[/ 0!, 8u,d MY = - [ 1 A G, dOV (2.84)
traty Oy

As forgas de inércia, obtidas de forma discreta como o produto da matriz de massa pelo
vector aceleragdo nodal, podem ser avaliadas actualizando apenas o vector, j4 que a matriz é
calculada uma Unica vez para a configuracéo de referéncia, devido a igualdade (2.85).

A equacdo de equilibrio (2.82) foi escrita usando o volume de referéncia para o trabalho das
forcas internas e todos os tensores sdo referidos & configuragdo de referéncia. Corresponde
portanto a uma formuiagdo Lagrangeana total, em contraste com a formulagdo Lagrangeana

actualizada em que o equilibrio € estabelecido usando a configuragéo actualizada (em ).
A extenso virtual correspondente ao campo virtual de deslocamentos é

e =0 Ae (2.85)

igualando portanto o acréscimo virtual de extensao.

O tensor de extenséo de Green em t+4t , "}/ E , de componentes €;, pode escrever-se,

recorrendo as componentes, como:.

3
“SE= Y "%s,E ®F, (2.86)
i,j=1

em que

ey = 0.5(‘*“5 w4 )+ 0.5 Gy, " Su,,; somaem k (2.87)

De forma anaioga para o instante £:

;=05 (5u,-,j +O‘u,-'j)+ 0.551y,; ol ; SOMa em k (2.88)
Fazendo a subtracgio de (2.88) a (2.87), obtém-se

0 Agij

= 0.5 v (0 Auw +0 Au/j’i +éuk'i ‘0 Auk'j +0 Auk‘,- 'Ot ltk,j )+ 0.5'0 Auk'i ‘0 Auk,j (2.89)

termo‘iinear termo quadrético
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ou ainda, separando o termo linear em termos de derivada do acréscimo de deslccamento do termo
quadratico, resulta:

0 A& =o€+ 1 (2.90)

Neste ponto parece util detalhar o acréscimo da extensdo de Green escrito usando as
componentes covariantes, recorrendo as equagdes pormenorizadas anteriormente.

Tais componentes obtém-se usando a subtracgdo jA realizada para as componentes
cartesianas:

1{6Aut odu ,  ddu ddu
odey; = o e + o'e + ° =

= =0y ” 2.91
2 afz J 56} i 651 afj 0 elj +O ’7;] ( )

A equacdo de equilibrio no instante { pode ser re-escrita decompondo os tensores da forma
ja realizada:

[0AS;6,88,d°V + [ 38;80m;d°V =6"W ~ [ $S,5,,d°V (2.92)
DV OV

oy
Note-se que o deslocamento virtual §"*u; pode ser escrito da analise da Fig. 2.4 como:
8" u; = oA, (2.93)

O acréscimo de extenséo virtual pode escrever-se como:

50A£i}' =50€ij +507]l] (294)

em que

Soty = 0.5(8 oAty +8oA,;+i1ty; 8oy ; +6 oMy 1y )

(2.95)
Ootty = 0-5(50Auk,i'o Ay, j+oAly,; ‘50Auk,j)

A primeira das relagdes (2.96) é independente do gradiente do incremento de deslocamento
e a segunda é linear em termos desse gradiente.

O incremento do 2° tensor de Piola-Kirchhoff pode ser relacionado com o incremento do
tensor das extensées de Green como:
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0 A‘Sij =0 Cij}el 0dEy =
OASij:O Cijkl(oekl+0 "7kz)<:> (2.96)

¢~ _t
0 Sij =0 Sij +o Cijkl (o Crto M )

Esta equacio de actualizaclo é usada neste trabalho numa subrotina de actualizagéo do
tensor das tensdes.

Substituindo as Ultimas decomposi¢cfes na equagdo do PTV incremental, resulta:

; i
I(5o€ij 0 Cijrto€r +60€i5 0 Cijaet o Mt +3 07550 Cijii 0 €kt +807055 0 Cijna 0 Mt + 0070350 535 ﬁV =
0 r

V

=5’M‘W - jﬁgeij OLSUdV
Oy

(2.97)

O segundo membro da equacdo (2.97) é independente do gradiente do incremento de
deslocamento e representa o trabalho virtual das forgas residuais ou em desequilibrio, apds a
discretizagio pelo Método dos Elementos Finitos (MEF).

A equacdo (2.97) é a base da formulagio incremental do MEF baseado em aproximagéo de
deslocamentos.

A equacdo contém no primeiro membro termos néo-lineares em termos de acréscimo de
deslocamento. A formulagéo classica da andlise nédo-linear, que conduz a matriz tangente usada
habitualmente, ou consistente no caso de existir ndo-lineariedade material, surge naturalmente do
desprezo dos termos néo-lineares da equagio acima.

E habitual, nos textos do M.E.F., agrupar vectorialmente os tensores de ordem 1, mas
também e fazendo uso das propriedades de simetria de alguns tensores de 2% ordem, estes.

A forma de agrupamento usada para todos os tensores de 2* ordem neste trabatho é
{11,22,33,12,13,23}T, resuitando para os termos do acréscimo de extenséo e para os termos
acréscimo de extensdo virtual, respectivamente :

( 0€11 ( o1 ] [ o1y ] [ OoThy )
0€as 07lon S a2 S o722
0633 0733 S as 8oTaa
e= . ER ;0 =4 b 0om = (2.98)
°f ] 20019 ° 20 7hs ° 2019 ° 200
20€15 20 s 20213 20,m3
\20‘323, 120 Toa |20 os (2607723 |

O 2° tensor de Piola-Kirchhoff agrupa-se de forma semelhante:
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051
052
0533
051
O[SIB
0513

(2.99)

Em relagdo aos tensores de 1 ordem, o agrupamento é dbvio.

O tensor de 42 ordem oCiri , pode agrupar-se matricialmente usando os pardmetros de

Lamé:
A+2u A A 0 0 0]
A A+2u A 0 0 0O
A A A+24 0 0 O
C= .100
0 0 0 0 u 00 (2.100)
0 0 0 0 u O
0 0 0 0 0 u

A equacdo do P.T.V. na sua forma final, usando o agrupamento efectuado acima, resulta:

j 5oeToCoel""SoeToCoﬂ+5oﬂToCoe+§onTOCo7]+507771065 dv =

0 v v v
V| Linear emAu Quadratico em Ans Ctibico em A Linear em At (2.101)

=5"W - [Sqe” ¢ SdV
oy

A discretizagdo da equacéo (2.102) permite um estabelecimento natural e claro das matrizes
elementares e do equilibrio em termos de elementos finitos.

Mantendo apenas o0s temmos lineares em temmos de gradiente do acréscimo de
deslocamento, a equacéo (2.102) mantém-se claramente néo-linear em termos de deslocamento,
mas permite a aplicagdo da formulagdo do M.E.F. baseado na matriz de rigidez tangente. A
formulagdo usada por grande parte dos autores usa essa expresséo linearizada em termos de
gradiente do acréscimo de deslocamentos:

| (50e7‘-O Coe+5,n" ¢ S)iv =8 4W - [S,e" g SdV (2.102)
oy

oy
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A solucfo da equacéo original (2.101) em termos de acréscimo de deslocamento de ¢ a
L+At pode ser realizada de forma iterativa usando a equacgéo (2.102), linearizada.

Desvenda-se j4 o procedimento realmente usado recorrendo ainda ao conceito de trabalho
virtual. Conhecendo os campos de deslocamentos, extensdes e tensdes aproximados, resultantes
da aplicacdo de um método baseado na equacdo acima escrita, calcula-se a diferenga entre o
trabalho virtual das forgas interas e o das forgas externas, melhora-se a estimativa dos campos até
que essa diferenga seja aceitavel para o utilizador. Assim, o residuo em termos de trabalho virtual é

calculado escrevendo 0 2° membro da equacio do P.T.V. para a configuragio no instante t+4¢.

Diferen¢a'® =5"4W - j'doeT(k)-‘“gSde
oy (2.103)

k=12,

Esta equaco traduz, numa forma iterativa, o desequilibrio entre forgas internas e externas.

Como antecipagdo pode revelar-se que os métodos de solugdo de problemas estéaticos ou

dindmicos neste trabalho recorrem a procedimentos iterativos para cada instante ¢ . Usam-se assim
procedimentos iterativos e incrementais.

Existen casos em que as forcas externas sdo ndo-conservativas, no sentido de
dependerem de alguma forma do deslocamento. A pressdo aplicada sobre uma superficie pode
mudar de direcgdo, a area sob essa pressdo pode iguaimente mudar, uma forga pontual devida a
acgdo do exterior pode rodar devido a deformagdo e muitos outros exemplos sdo possiveis. Para
simular esse efeito, aparecem termos dependentes do gradiente de acréscimo de deslocamento na
expressdo do principio dos trabalhos virtuais correspondentes & ac¢do dessas forgas. Esses termos
podem [BAT96] introduzir assimetrias na rigidez do sistema e portanto adicionar dificuldades a
determinagdo computacional do estado. Para mais detalhes sobre o assunto e sobre a forma de
calcular a rigidez devida a variacdo da area sob pressdo em cascas, correspondente a um temo

d8+W, pode consuitar-se (JABA97] pag 3.6.3-8) ou [BON97].

No caso de existirem forgas ndo conservativas, neste trabalho usa-se um procedimento
simplificado, que, em conjunto com incrementos de forga exterior de pequena dimenséo, pode
simular o efeito desejado & custa de despesa computacional. Assim, usa-se a presséo
correspondente ao tempo {+4t mas integra-se na area correspondente 2 iteracdo imediatamente
anterior a iteracfo actual. Como foi dito, faz-se a seguinte aproximagdo, correspondendo & iteracéo
k:

J‘ z+A:]¢}S&LiSdt+AtS = J‘ t+Ath_S&LiSdz+AtS (2.104)

""“S, A S[(k»l)

Esta técnica serd descrita com mais pormenor quando se tratar a anélise dos elementos de
casca.

Ainda sobre rotagdes finitas, devido aos elementos usados possuirem termos de rigidez
provenientes do facto de poderem sofrer rotagbes nodais arbitrarias, é importante identificar tal
contribuigdo na equacio do principio dos trabalhos virtuais linearizado.

Assim o termo & Oeijg ;j » independente do incremento do gradiente de deslocamento, no é
independente do incremento das variaveis nodais, como veremos. Alias, a contribuigdo desse termo
na rigidez é incluida em todos os elementos deste trabalho e atinge apenas certos graus de
liberdade. Para que o termo S,e;; contribua para a rigidez tangencial, & necessario que ¢eij seja
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néo-linear em termos de incremento de varidveis nodais, mas para que o P.T.V. se mantenha linear
em termos de varidveis nodais, o termo 5Oe,~j incluido deve ser lineariezado nas varidveis nodais e

portanto, apenas para efeitos de contabilizagio de rigidez, 08 é quadratico em termos de variaveis
nodais.
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3 Analise estrutural - elementos de casca

3.1 Sumario e notas justificativas

Neste capitulo descreve-se a fomulagcdo e a implementagdo de elementos de casca. A
necessidade de construir um programa de anélise de cascas é justificada, quer pela possibilidade de
utilizagdo de uma linguagem atractiva, o Fortran 90, quer pela inexisténcia de cédigos cujas
caracteristicas sejam adequadas aos objectivos e intengdes deste trabalho.

A utilizagdo dessa linguagem ¢ justificada pelas potencialidades a nivel de manipulagio de
vectores e matrizes, existindo varios comandos que permitem a realizagdo de operagbes matriciais,
& a capacidade do uso em conjunto da linguagem grafica OpenGl. Existe também a possibilidade,
inexistente noutras linguagens como o Fortran 77, de definir tipos conforme o interesse do utilizador,
e de criar modulos (Modules) de partilha de variaveis comuns aos varios tipos de anélise.

Os programas pré-existentes recorrem frequentemente a operagdes dispendiosas de escrita
e leitura para o disco magnetico mesmo para pequenas quantidades de informagio. Como exemplo
refira-se que um programa existente para analise de cascas usa o disco para introduzir as matrizes
B (que irdo ser definidas neste capitulo) para todos os elementos e pontos de Gauss, o que, dada a
dimenséo das matrizes e dado o seu nimero, &€ um procedimento ineficiente. Por outro lado, ainda
sobre as matrizes B, o uso da metodologia de célculo habitual para elementos com deformacéo
melhorada é inadequado, devido ao facto de que parte do célculo de aiguns elementos de B ser
comum a todos os pontos de Gauss. Os programas mais antigos usam intensivamente as
operacdes de leitura e escrita para o disco magnético porque os computadores da altura tinham uma
capacidade de memoéria muito limitada. Ora, essa realidade mudou e, hoje em dia, as operacdes
com o disco tornam-se muito dispendiosas e inlteis, a excepgdo do armazenamento das matrizes
globais, que para grandes estruturas, podem nao caber em meméria.

Deve finalmente referir-se que o custo temporal de compreender um programa, ja
manipulado por diversos programadores, com o objectivo de o modificar e de adicionar novas
estratégias de calculo, pode ser superior a realizagdo de um novo, escrito numa linguagem mais
atractiva.

E também necessario dizer que, habitualmente, os elementos degenerados requerem um
gerador de malha tridimensional que permita escrever as coordenadas dos noés da estrutura sobre
as superficies superior e inferior da casca, 0 que muitas vezes complica desnecessariamente os
ficheiros de entrada e é fonte de problemas, principaimente ndo se tratando de analise de placas.
Portanto é habitual definir a espessura e os vectores normais a superficie média da casca a partir
dessas coordenadas e 0s programas ja existentes usam tal informagdo extensivamente. No
programa implementado pelo autor deste trabalho, com foram previamente construidos geradores
de matha que permnitem o célculo analitico desses vectores normmais, baseados na geometria
computacional, o ficheiro de entrada apenas possui as coordenadas dos nés na superficie média da
casca e é portanto muito simples e facil de ler. Por outro lado, o facto desses vectores serem
calculados analiticamente permite que as suas derivadas também o sejam o que é muito importante
para a andlise de sensibilidades da geometria.

Todas as subrotinas foram criadas e ensaiadas pelo autor deste trabalho. E ainda
salientdvel que a notacéo usada nesta parte do relatério segue de perto a utilizada pelo programa,
com o intuito de facilitar a sua leitura e modificacdo pelo leitor/utilizador.
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3.1.1 Caracteristicas dos elementos degenerados de tridimensionais:

Os elementos finitos para analise de cascas com uma formulacdo baseada nos meios
continuos, em particular degenerados de elementos tridimensionais, sdo muito populares e antigos
[AHM70]. A razéo de tal popularidade baseia-se na sua generalidade, e principalmente na
simplicidade da sua formulagéo, em relacfo aos elementos de casca DK (Discretos de Kirchhoff) ou
aos elementos baseados noutras teorias de cascas.

As caracteristicas fundamentais do elemento s&o os graus de liberdade, 3 componentes do
deslocamento e 2 rotagfes em cada nd. A tensdo normal a superficie média da casca é considerada
nula. Assume-se que os segmentos rectos originalmente normais a superficie média da casca
permanecem rectos apés deformacao.

Os elementos degenerados originais (Ahmad [AHM70]) permitem resultados satisfatérios em
cascas moderadamente espessas. No entanto, para cascas finas, 0 uso de integragéo completa o
elemento fica excessivamente rigido quer em termos de efeitos de membrana quer de corte. O uso
de integracdo reduzida, aparentemente eficaz na atenuacfo desse excesso de rigidez induz no
entanto, para condigbes de contomo pouco restritivas do movimento, o aparecimento de
mecanismos ou pelo menos de frequéncias naturais de vibragdo anormalmente baixas e modos
esplrios de membrana, facto alias verificado pelo autor.

Vérios autores modificaram o elemento original, recorrendo a técnicas de melhoria do
campo de deformagio [HUAB86], [BAT93], [RHI88] para referir apenas alguns, de modo a evitar o
efeito de rigidificacdo para as pequenas espessuras.

As técnicas referidas, baseiam-se basicamente na substituicdo dos termos da deformacéo
referentes a efeitos de corte @ membrana por outros obtidos da interpolacdo do valor destes num
conjunto discreto de pontos dentro do elemento.

Certos autores constroem o campo de deformagdo baseando-se numa teoria de cascas
[PARS1] enquanto outros [BAT93] usam a teoria geral dos meios continuos. Neste trabalho segue-
se a segunda via, por facilidade de formulagio.

Neste trabaiho foram implementadas véras versdes dos campos de deformacéo, de forma a
comparar-se resultados e a concluir-se acerca da utilizagéo dos varios tipos de elementos.

Em relacdo a andlise ndo-linear geométrica, os elementos permitem rotacbes arbitrarias,
existindo um esquema exacto de actualizacdo dos vectores normais & superficie média e incorpora-
se termos baseados na aproximagio quadratica do esquema anterior na formulagido da matriz de
rigidez. N&o existe igualmente qualquer restricdo em relagéo aos deslocamentos

Os elementos de casca permitem uma facil modelacdo de estruturas laminadas, através da

construgdo de uma matriz de elasticidade, D, obtida das propriedades eldsticas de cada lamina.
Esse aspecto foi pouco explorado neste trabalho, embora o elemento implementado permita o uso
de um laminado até 6 laminas. O autor deste trabalho tem no entanto a ideia que, por si s6, a
modelagdo realista de materiais laminados requereria um trabalho muito extenso e portanto esse
aspecto, tal como 0 da modelagdo de materiais compostos, fica posto de lado neste trabaiho.

O facto do elemento degenerado ter uma formulagéo proxima dos elementos adequados a
meios continuos, facilita a formulagio de leis constitutivas ndo-lineares sem que seja necessario
recorrer a formulagBes especificas em coordenadas curvilineas adequadas a cascas [CRI97]. E bem
conhecido o tratamento [HUA89] elasto-plastico de laminados usando a teoria classica da elasto-
plasticidade anisotropica. Embora ndo seja excessivamente complexa a inclusdo desse
comportamento no programa criado pelo autor, optou-se pela exploragéo do comportamento elastico
geomeétricamente ndo-iinear, em detrimento da implementacéo de novas leis constitutivas.

Assim, deu-se énfase a clareza da formulagdo eléstica, com “grandes” deslocamentos e
“grandes” rotagfes. Apresentam-se todas as matrizes elementares tal como foram implementadas e
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os pormenores de implementagdo quase sempre ignorados nos artigos publicados em jornais e
revistas.

As formulagbes que se seguem ndo sdo precisamente idénticas as comummente presentes
em artigos sobre o tema e o autor deduziu certas expressées como a da rigidez devida as grandes
rotagbes, e modificou outras como a expressao para a derivada do deslocamento total em que se
usa uma actualizacdo exacta dos vectores normais em cada iteragéo. O referencial local é também
distinto do habitual. Convém lembrar que os vectores normais baseados na geometria
computacional s&o conhecidos inicialmente, tal como as coordenadas nodais.

Sobre a discussdo do nimero de nés do elemento a implementar, 0os elementos que no
passado eram considerados satisfatérios [BAT93] possuindo 16 ou 25 nés, sdo excessivamente
pesados para o tipo de exemplos realizados neste trabalho e sdo pouco ou nada usados em
programas comerciais. O elemento de 4 no6s sofre de excesso de rigidez ainda ndo completamente
corrigido [BAT86], tem dificuldades de modelagdo de esforcos de membrana e aproxima
grosseiramente a geometria. O elemento triangutar de 6 nés, inicialmente estudado, parece ter caido
em desuso, com o aparecimento dos geradores automaticos de quadrilateros. O elemento
Serendipity de 8 nés parece muito atractivo, mas sofre do problema habitual destes elementos que &
0 mau mapeamento isoparamétrico [BAT93] e os resultados pioram se a malha se torna muito
distorcida, facto alids possivel em problemas de optimizagdo. Escolhe-se assim o elemento de 9
nos, com fungdes de forma de Lagrange, o qual parece um bom compromisso, nas condigdes deste
trabalho, entre resultados e complexidade.

3.2 Sistemas de coordenadas

O elemento implementado deriva da familia de elementos de casca degenerados desdlido e
a seguinte figura mostra o elemento, os seus nos e sistemas de coordenadas.

Fig. 3.1 O elemento degenerado de 9 néds e os sistemas de coordenadas
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A formulacdo do elemento utiliza os quatro sistemas de eixos representados na figura,
sendo um deles, correspondente as coordenadas naturais, curvilineo.

3.2.1 Coordenadas globais

Na criagdo da malha estabelece-se implicitamente uma base ortonormada de
componentesi, j, k.

Nessa base sdo expressos 0s vectores nodais de deslocamento linear :

u=ui +uvj +wk (3.1)

3.2.2 Coordenadas nodais

E definido, para cada né da malha, um sistema ortonormado, a partir de um vector OVBK

definido na fase de geracdo automatica de malha (instante 0), com base na geometra
computacional.

Assim, segue-se 0 seguinte esquema:

» %V, & o versor normal & superficie média da casca no né K.
» VX = jx°VX se j ndo ¢ paralelo a °V,<
« VK =F se j éparalelo a °V, X

oy K_0y K, 0yK
= V="V VY,

O sistema nodal permite o estabelecimento de 2 graus de liberdade de rotagéo, £, e 8, em

torno de VX e °V respectivamente.
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3.2.3 Coordenadas naturais

O sistema &, n, ¢ de coordenadas naturais, curvilineo é definido através do mapeamento
elementar de 2° grau e permite a definicdo de uma coordenada ao longo da espessura nodal como
Zx =C(ag, sendo ax a espessura no nd K.

3.2.4 Coordenadas locais

Para este sistema, baseado no anterior existem varias metodologias possiveis, mas

aqui pretende-se a existencia de simetria’ entre este sistema ortogonal e o anterior, ndo ortogonal,
para isso segue-se o procedimento de [HUG87]

Podem facilmente definir-se tangentes as curvas r=cte e &=cte.
Assim, respectivamente,

e, =k
’ “’Cc‘” (3.2)
x:']

A I}
<.

e

Um versor normal aos dois anteriores & simplesmente

_ e, xe, a3
" e ve,] o

Os vectores [, m tangentes 4 superficie s4o escolhidos tais que o angulo formado entre [ e
e; seja igual ao angulo formado entre m e e,, .

Assim,

(3.4)

Ccom

" Devido a interpolago de corte, que ira ser discutida num capitulo seguinte
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e. +e,
e, = ————
e + e,,”
3.5)
e = nxe,
e
A matriz ortogonal de transformagdo de 22 ordem do sistema global para o local é:
T =[l,m,n] (3.6)

Neste trabalho, as componentes dos tensores quando definidos no referencial local, séo
identificadas pelo sobrescrito .

3.3 Campos de posi¢ao e deslocamento
3.3.1 Posigao

O mapeamento por elementos finitos permite a determinacido da posigdo de um ponto
dentro de um elemento a partir das posigies dos nés desse elemento. De facto, tal ponto pode nao
verificar a equacdo da superficie computacional ou analitica da casca, o que significa que a malha
de elementos finitos apenas aproxima geometricamente a superficie real.

Para um elemento qualquer, com N nds, a posicdo de um ponto, definida no referencial
globai é:

N .
tr=Y NN +2 Vi @7
-1
t -instante

Sendo N; a funcgdo de interpolagdo para o né i. Neste trabalho usam-se os polinémios de

Lagrange com a forma j& conhecida [ZIE91]. 'ry € a posi¢do para o instante ¢, no referencial global,
do né i do elemento.
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3.3.2 Deslocamento

Como o deslocamento entre 0 e ¢ é a diferenga de posicdo, pode escrever-se, usando a
expressdo acima, o deslocamento em ¢ e o seu incremento como:

tu='r-Op
(3.8)
Au:m—Atu_zu:HAl r__l r
resultando
N . .
‘w=3 N[, +2,(vi-ov;)
j=1
’ (3.9)

N
Au =3 N, [Au’oi +ziAV3i]

i=1

Onde AVSF =t+At VSL _¢ Val

A avaliacdo de AV; para rotagBes arbitrdrias pode ser efectuada através de uma
expressdo explicita em termos de incrementos de rotagdo em torno dos trés eixos do referencial
global. No entanto, para cascas com continuidade geométrica C4 é usual definir os incrementos de
rotagéo Af; e Afzem torno de eixos locais. E de salientar que a avaliagéo de AV; neste trabalho é

exacta para o termo correspondente s forgas intemas equivalentes e usa-se uma aproximacéo de
2% ordem [BATS96] para avaliar a contribuicio para a rigidez. Alids, como se usa uma formulagio
incremental baseada na matriz de rigidez tangente, a aproximagdo quadrética para o termo da
rigidez é necessaria.

Observa-se na figura 3.2 a representagdo para o instante #, do sistema nodal para um né i,
e a convengo usada neste trabalho para as varidveis de rotagéo.

%7 ABsi

tvi
2 Lyt
|4

I \

Fig. 3.2 Convencéao das variaveis de rotacdo nodal

Al
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A equacdo de avaliacdo de AV; , ja deduzida para o caso geral, no capitulo 2 pode ser aqui
repetida, mas usando a convencéo anterior:

_ senAd
Af

1-cosA#
AB?

AV (—A9zi’Vzi —Aé’u‘Vf)+ [— (A@i +A0§i)‘V3‘] (3.10)

Esta formula é usada directamente numa subrotina que actualiza, em cada iteracdo, os
vectores (aproximadamente) normais a superficie meédia deformada. Para se obter uma
aproximac¢do quadratica de modo a incluir um termo da rotagdo na matriz de rigidez, recorre-se a
equacéo (3.10) fazendo:

. senAadg@
im0 =
o 3.11
. 1-cos A48 . 1lsendd 1 @17
lim —————" = lim — =
4650 AQ* 8502  AQ 2
o vector AV; pode ser determinado aproximadamente
. . , 1 .
AV; =V A0, V; A6, —-2-(A912i +A9§21-)“73‘ (3.12)
Obtendo-se assim o incremento de desiocamento
N , . .
au =3 N[, +2,(-Via6,~Via6,, -0.5(a62 + 205 V)] (3.13)

=1
Na forma matricial :

tu =3 NI~z [fvi +0.5402 v v +05408VE )] 4a, = SN, da;  (3.14)
i=1

i=l

em que N; é a fungdo de forma matricial correspondente ao né i. Estas fungbes de forma séo as
usadas na construgéo da matriz de massa e no célculo das forgas nodais equivalentes.

Para o caso linear, a equacéo (3.14) vem
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Andlise estrutural - elementos de casca

Capitulo 3

N
Au = ZN;-[A% +zi(—°VJA91,-—°V,_,"492,- )] (3.15)

i=1

As variaveis nodais, na forma incremental séo habitualmente agrupadas vectorialmente :

Al
Av
Aa;, =4 Aw ¢ (3.16)
AB,
ABZJ l:
ou, reunindo todos os noés de um elemento e,
Aa, = : (3.17)

Aa,

3.3.3 Transformagdes de tensores de 12 ordem

Para o caso da transformacio de vectores entre os referenciais de coordenadas naturais e
globais, apresenta-se de seguida o tensor de 2® ordem usado para essa transformacéo.

Derivando o vector posicéo em ordem as coordenadas naturais, obtém-se

3

%:2%[‘)‘ +2; V]

__‘;:;%Laf‘r’{ 1y +2,V] (3.18)
o'r Y a

or s N

TR

A transformacéo
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Capitulo 3 Anélise estrutural - elementos de casca

u, U, w, Ue Ve W,
oyl
u, v, w,=J\u, v, w, (3.19)
u, v, w, We UV, We
e realizada a custa das derivadas (3.18), ja que
¢
s
‘T=|'r, (3.20)

Para a transformagdo de vectores definidos no referencial global para o referencial local, a
matriz de transformacéo ja foi definida como:

' ha ¥
T=[Lmnl=|y,. y, y. (3.21)
z,x' 2,yr Z,

Dada a ortogonalidade de cada um dos referenciais,

T-:=TT (3.22)

A matriz correspondente & transformacgédo entre coordenadas locais e naturais é escrita

comao.
f,x' 77,x' g,x'
£, ny Cyl=TT-d7 (3.23)
;z' 77,:’ C,z'

Estas transformacfes sdo necessérias em vArios pontos do programa e foram criadas
subrotinas que as executam.
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Capitulo 3 Andlise estrutural - elementos de casca

3.4 Extensdo

Os elementos aqui discutidos possuem interpolagéo de extensdo de corte efou membrana.

A deformagédo baseada no deslocamento, as matrizes interpoladoras, os varios pontos de
amostragem usualmente adoptados e a formulagdo Lagrangeana total sdo detalhados neste capitulo
e todas as matrizes expostas estdo na sua forma adequada a implementacao.

3.4.1 Derivadas cartesianas dos deslocamentos

As derivadas naturais do vector incremento de deslocamento, podem ser obtidas
imediatamente a partir desse mesmo vector incremento de deslocamento, usando a aproximacéo de
22 ordem como:

651_;4 - g%[‘m“i 2, (- Vi 46,V 40, - 0.5(462 + 262 }V7)|
%L_:.;{. ) N _?_{%-_[Auoi +2; (_t VliAgli_‘V;AHZi -O.5(A912,- + AH;)‘V;)] (3.24)
i=1

55‘—4” - i N, %(-‘ V46,V A6, - 0.5(46% + 462 FV;)

ou na forma matricial:

(64l [ ON, aNi,.t I\
‘“‘a“g— ¢ [IB] Y ¢ 81 pY: ¢ 82
oAu N ON, ON. . 0N, ‘
L — ifr Lottt Lelgl L Ag. 3.25
odu [O]st N.'gi N.'gs
og | L

em que

g} =-05a,('V; +0.546,'V;)

. | | 2.26)
‘gl = 050, ('V{ +0.540,'V)

O caso linear é obtido desprezando os termos néo-lineares.
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Capitulo 3 Analise estrutural - elementos de casca

E necessério referir que os termos ndo-lineares em termos de acréscimo de rotagdo
incluidos nas derivadas do acréscimo de deslocamento apenas sdo efectivamente incluidos na
matriz de rigidez tangente se existir actualizago iterativa desta. Se se usar um método aproximado
de actualizagdo da matriz (BFGS por exemplo) esta inclusdo é apenas realizada para o vector de
forcas internas.

As derivadas cartesianas em relagédo & configuracio ¢ do acréscimo de desiocamento
podem ser obtidas usando a regra da derivagdo em cadeia:

aAu 6Au du, ;1 aAu‘,J_l 0Au ‘J

ax  of M ap Yo

odu _ odu , ;. . oAl g, o0du ‘! 3.27)
woes Hoam F e |

odu _ oAu L aAu.thol 0du odu ;g
0z o& on R/

Os termos ‘Ji}l correspondem aos elementos da matriz inversa da matriz jacobiana.

Au
Substituindo as derivadas em ordem as coordenadas naturais, fazendo A ={ Av ;e
Aw
rearranjando matricialmente:

1
i

ddu/d'x Ny, 0 0 ‘giGi ‘g Gi

6Av/6tx 0 tNi,x 0 glx th laéx "t G.‘g

04w/ x 0 0 Ny, ‘gi.+Gi é’zx + G

0du/ o'y wleNiy 0 0 ‘gliy , G gzy Gi

aAv/aiy L = Z 0 tNi,y 0 gly tG2 gzy GZ - da; (3.28)
6Aw/6 v 0 0 1 Niy gly tG3 g2y tG%

aAu/atz zNL,z 0 0 glz ¢ Gl gZz ‘t G{

aAv/a‘z 0 1 Ni; 0 glz 't Gz goz t Gé

\(’Mw/atz 0 0 1Nz ‘gl Gj g2z - G i

em que
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Capitulo 3 Andlise estrutural - elementos de casca

G| = C(tJﬁl Nig+'dy Ni,r;)*tJl?il N;

t -1 L 7-1 3
(N = N;‘,: +e Ny,

o L (3.29)
¢ lvi’y = J21 1Vl',‘,: + J22 j\ri,r]

Nt 7l t7-1;
(Ni="d g N+ N,

As iguaidades (3.28) e (3.29) s&o de facil dedugdo, mas por uma questio de compacidade o
autor apresenta apenas os resultados finais. As derivadas (3.28) podem ser extendidas ao caso das
derivadas dos acréscimos de deslocamento em relagdo as coordenadas originais, bastando
substituir ¢ por 0 nos termos envolvendo a inversa da matriz jacobiana. As derivadas cartesianas dos
deslocamentos totais estdo envolvidas no calculo do acréscimo de extensdo de Green e
correspondem ao termo dos deslocamentos iniciais.

Pode obter-se as expressies para essas derivadas de forma imediata como

L N \ N . , .
ZT" =3 0N, + 3 SN TR N [V -VE)
X = i=l
du ¥ i Yay - i i
na-(J;:;ONi,ytu +§7(§0Ni,y+oJ2§N£XtV3 ‘OVS) (3.30)
ou X i I a; - i i
8% 221 o, ‘u +§“§(§0Ni,z+ngéNiXtV3 -v;)

Ao contrario da abordagem da maioria dos autores, neste trabalho nédo se explicita a
diferenga ‘V;-°V,} em termos das variavreis nodais mas mantém-se essa diferenga actualizada

em cada iteragdo, usando a férmula exacta de actualizacdo (3.10). Sdo necessarios portanto dois
grupos de vectores normais a superficie, um deles guarda os vectores originais e outro 0s
actualizados.

3.4.2 Tensor de extensdo de Green-Lagrange na formulagao Lagrangeana
total

Relembrando os conceitos analisados no primeiro capituio,

H‘Aé&'ij:(; gij+OA£ij (3'31)

em que
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Capitulo 3 Andlise estrutural - elementos de casca

0 BE =o€ 401y (3.32)

com

o€y = 0.5(0 A”’i,j +o Auj‘i +(§uk,i 0 All,k’j +o Ay, ; (ﬁ Uy )
r (3.33)
ol = O.O(O Auk,i 0 Auk.j)

a deformagao virtual total é dada por

5" 0e; =6Ae; (3.34)

Resta portanto explicitar os tensores na forma matricial usando a discretizacio j4 realizada.

3.4.3 Matrizes deslocamento-extensao em coordenadas globais
3.4.3.1 Formulagdo geral

Antes de se particularizarem as matrizes elementares especificas do elemento em causa, é
util identificar, para qualquer elemento baseado na interpolagdo do campo de desiocamentos, as
matrizes correspondentes aos termos do acréscimo de extensdo. Dessa forma, a formulagédo do
elemento torna-se bastante simplificada e qualquer utlllzador podera, se assim quiser, modificar o
programa de uma forma concertada.

Partindo das derivadas do acréscimo de deslocamento e do desiocamento total:

[(6u) 8% ] (8u/o%x]
04v/8°x dtv/0%
d4w/d°x dlw[8°x

h, d4u/ 3y . dlu /8%
0 0 0 ¢ 0
04v/o O,v/0"y

oh = o”: =<6A:)//00:§1> e oh = oj::z =<6;‘)w//80y> (3.35)
0'*3

i 84u %z diu/d’z
odv/8% ot/

04w/ 8% 6¢w/8%)

3.14



Capitulo 3 Andlise estrutural - elementos de casca

Os dois termos do acréscimo de extenséo escrevem-se como:

ve=|Lo+¢L (Rl (3.36)
e
1
o7 =50 Ly (oh}oh (3.37)
em que
AOhIT 03 03 |
03 thT 03
T
oL (oh)=| % 0 oha (3.38)

ohs ohi 0,
ohi 0, GRS
0, 0 hg 0 h2T i

.e de forma analoga para , L, (O‘h)

(3.39)

=l elo ool
SO = O OO
O = O O oo
S O = O O O
ol el allel
_ o O O o o
o~ O O O O
_ O O O O Q
oSO O = O CQ

Apds a discretizagdo pelo método dos elementos finitos € possivel relacionar ,h; com o
vector acréscimo das varidveis nodais, Aa. Assim, jh;=,H - Aa ou na forma de somatério, para
todos os NNOS de um elemento:

NNOS
ol = Y (H} - Aa* (3.40)
k=1

Resulta assim para o acréscimo linear de extenséo;

oe=(,B,+!B;(‘a)) 4a (3.41)

ou na forma de somatorio:
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NNO

pe= ZfoBfo +gB§1(‘a))Aak (3.42)

k=1

Para o acréscimo naoc-linear de extenséo:

1
07 =50 B, (da)- sa (3.43)

A forma geral das matrizes (B;,, B, e ,B, é importante para este trabalho, ja que
permite uma facil particularizac&o para os casos aqui discutidos e seguidamente expostos, ou outros
do interesse do lejtor. A forma explicita de ,B;, é imediata, portanto aqui apresentam-se apenas

0B eoB;:

ohi Hf

oh; H;

ohs Hy
ShIH!+oh] H}
ohs H +hi Hy
Lohs Hy +ohy Hy |

. Bi = (3.44)

Aot HF HE
da* H! HE
B} = 4o HY' HY 3.45
o = kT kT 2y BT gy kT grk (3.45)
da” H; H +4a” H H;
da* H! HE + sa* " HI H}
Aa*" HEHE + Ad" H HY

Para os acréscimos virtuais de extenséo:

Sqe = (,BLo+B,, (‘a)) 54a (3.46)

8on = %5031 (4a)- da %O B, (4a)- 64a=,B,(4a)- 54a (3.47)
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Nesta fase sdo necessarios alguns comentarios acerca do acréscimo linear de extensdo. No
caso de o vector das variaveis nodais, para além de deslocamentos, possuir rotagdes, o acréscimo
oe depende de Aa ndo-linearmente. Esse facto, bem presente neste trabatho, necessita de um
tratamento detalhado, como se observara. Sendo assim, antevé-se que:

S,e = (6,B,o(4a) +5B,, (4a))- aa +(, B,,(da)+ B,, (4a))- 5a (3.48)

3.4.3.2 Extensdo linear

O termo correspondente & parte linear em termos de acréscimo de deslocamento do vector
de acréscimo de extensao é;

0€11
0€22
e
0@ =3 20 633 (3.49)
0€1g
25e)5
(20 €4
A matriz deslocamento-extenséo & obtida recorrendo 4 decomposigéo ja discutida:
ONL,x O 0 tg{.xOGli tgé:xOGlb
0 oV, 0 tg{yoaé tgéyoGé
tB _ 0 0 ONi,z tg{zOGg tgéz'o G(; . (3 50)
oBro = - ; ; - . : : . .
ONi,y ONi,x 0 lgleOG.;-'_tglLyOGll tgéleG?L,_*_Lg;.yOG]:
oV, 0 o, ‘g1, 0Git+'gl, 0 Gy tgéxoGé*'tg:lzzon
0 oVi, ONi,y tg{yoG:;+tgfzoG§ tgéyoGé"‘tg;zoGg |
e
hoN;x lioNix 310V 7’1':10(7{. 5”2f1oG1'_.
haoNN;y LygoN; booNiy ‘—”f‘zoGé WézoGé
haolV;x bsoNix 3oV« 3003 Y3003

tB .
O Ll ol B - . . . . . . .
hioNiy+haoNix bioNiy+haolNie kiolNiy +haolNix H200t +¥1005 ool +¥2100s

hioNiz +haoNix lo1oNiz +laolNie biroNiz +haolNix Vi%oai +#1005  ¥asoG +¥51003
hooN;z+h3oNiy losoN;, +haolViy haolViz +haolNiy Pa0Gs+¥a0Gs Po3oGh+¥ea0Gs |
3.51)
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As matrizes (3.50) a (3.51) podem ser deduzidas das derivadas cartesianas do
deslocamento e do acréscimo de deslocamento escritas anteriormente (ver [BAT82]). Os termos

ainda ndo conhecidos de ; B,, podem escrever-se como:

o'u,

l:‘j Oul

J'x,
(3.52)

3
LPL‘? = ztg?mlmj
m=1
No caso linear, existe apenas uma matriz de deformacao e é dada por:

B=B, (3.53)

3.43.3 Extensdo nao - linear

A matriz de deformacao resultante do termo ¢ 0’7y que € a variagédo do termo quadratico do
acrescimo de extenséo pode ser escrita na seguinte forma:

myyoliy may o Nj a0 N x ‘ﬂfioG{ dié'me
mygoNiy Mgoo Ny mgyo iy 45{_20@3 djézoG‘z_
. Mg o Nix mazo Nz mazoN;x i (P{soG‘g ) . ’PéaoG:S

my1oNiy +mao N, maioNiy+magoNjy myolN y +imgaoelN . d’{zon +@le5 Pa20G) + Py10Gy
myoNiz+maoNix Moo Niz+magoNie myoNiz+maaoNiz PlaoGl +‘1‘1'I10Gs'g Pa30G; +P10Gs
mgoNiz +maoNiy megolNig +ingaoNiy MugoNig +myaoNiy @aola+Plz0Gs PogoGo+ Pag0Cs| |
(3.54)

E_
il

em que
oAu,

1

Ty
/ (3.55)

3
ko t ok
(D;] - Z gimmmj
m=1

O termo 677 ¢S pode ser escrito como:
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on"-3S=gBy," -5 By, (3.56)

em que S & uma matriz de dimensdes 9x9 cujos elementos sdo as componentes do 2° tensor de
Piola-Kirchhoff e,

oV 0 0 cgfxoG'li lgéxOGli_
0 oV;, 0 tgliyOGli lgfiZyOGli
0 0 oNi,x tgfzon tg;zoGli
olV; 0 0 LgfxoG; EggxoGé
¢Bi,=| 0 N 0 ‘gl0Gi ‘85,0Gi (3.57)
0 0 oNi,y tgfzoGé tgézoG;:

0 iglixoGé ‘420G
0 oN;, O ‘gfyOGé tg;yoGé

N;, tgfzoGé tgézo ';_

~agrupando para 0s 9 nos:

{By =|-¢Biy ) i=123,..9 (3.58)

Este agrupamento depende obviamente do arranjo da matriz das tensdes baseada no
2° tensor de Piola-Kirchhoff, e portanto existem vérias formas possiveis para esta matriz.

3.4.4 Matriz deslocamento-extensio em coordenadas naturais

Um dos elementos implementados usa uma formulagdo da extensdo de Green em
coordenadas naturais, @ & portanto necessario definir as matrizes de deslocamento-extensao
correspondentes a essa formulagdo. Reescrevendo o acréscimo de extensdo de Green, obtém-se:

(3.59)

t i
s 1[6Aqu.+aAu du 0du,,  odu O'w 0Au aAu]

=3\ 3E, VT GE og, "o, °' ' 0g, OF  0F O

em que JJ; é a linha i da matriz jacobiana. A partir desta relagdo, escreve-se a matriz 0B, em
coordenadas naturais como:.
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°J, - HN,
°J, - HN,
°J, - HN,
oBrov =1 oy | HN,+%0, . HN,
°J, -HN,+°J, - HN,

°J,-HN,+°J, - HN, |

(3.60)

em que HN,; é uma matriz anadloga 4 H,; j4 referida (3.40), mas neste caso particularizada para o
caso das coordenadas naturais.

Para as matrizes (B, e sB,y 0s resultados sdo andlogos aos j4 obtidos para as
expressdes gerais das matrizes em coordenadas cartesianas (3.50), (3.51) sendo no entanto
necessdario substituir as coordenadas x, y, z por &, n, £

Estas matrizes séo usadas no elemento Q93, definido posteriomnente neste capitulo, em
conjunto com um esquema de interpolacdo para melhoria da deformacio.

3.4.5 Transformagao tensorial

As matrizes de deformagéo correspondentes ao termo linear podem ser transformadas para
o sistema de coordenadas focal da seguinte forma:

oBL=,ST'B, (3.61)

em que ST é uma matriz correspondente a transformagéo de 4* ordem da matriz de deformacéo.

01:3 Dl_y2 Olz2 Olroly Ol:rDlz Olyolz
om:z: 0"132; omi oMoy 0Mx oMy oMyon;
oST = o"?: 0"5 0"3 0ftzoly 0lxolz olyoliz
2kzomy 25lyom,y 2plz0m; olzomytomeoly  ohoMztomzol  olyomatomyol:
2020k 29 nyDly 29150k OnxO'ly"'leO"y ofzoletolzony o”yolz+olyo“z
20myony 2pmyony 2gmzohy 0Mxoly+olte0My  aMazoliztolzoMs  oMyoMz+olyoMMy |

(3.62)

Os elementos ol, o, o1 s@0 0s versores do referencial local correspondentes A posicio de
referéncia.

A transformacgido para a matriz de extensédo néo-linear ndo € explicitamente necessaria, ja
que se pode transformar a matriz 9x8 das tensOes para coordenadas globais realizando as
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operagbes apenas a nivel das 6 componentes independentes das tensbes evitando o elevado
nimero de operagdes necessario & transformagéo de | B,, .

No sistema local, apenas 5 componentes da extensio sao considerados ndo nulos, ja que

3.4.6 Interpolacgao tensorial da deformagéo

Os elementos de casca degenerados com formulagdo baseada unicamente na interpolagdo
de campos de deslocamento apresentam excesso de rigidez para cascas de pequena espessura.

Uma solugéo artificial desse problema consiste em modificar o campo de deformacgdes
recorrendo a uma interpolagdo modificada desse campo, criando um campo assumido como mais
adequado do que o baseado nos deslocamentos. Ndo deve existir repudio por esse tipo de
procedimento, ja que o campo de deslocamentos é igualmente assumido, na maior parte das
formulagdes de eiementos finitos.

O primeiro trabalho usando essa técnica em cascas parece ter sido o de Bathe & Dvorkin
[BAT86] para o elemento de 4 n6s usando as componentes covariantes do campo de deformacio.
Vérios autores usaram técnicas semelhantes para o elemento de 9 n6s [HUAS6], [BAT93], [RHI88].
Neste trabalho detalham-se tecnicas semelhantes as usadas em [BAT93] e [HUAB86]. Inicialmente
esta metodologia aplicou-se a problemas lineares, mas a extensdo para os problemas nio-lineares
foi realizada pelo autor de uma forma porventura distinta da realizada por [BATS3]. £ salientével
que, apesar do autor desconhecer a aplica¢do da metodologia de Huang em problemas nio-lineares
geométricos, ela é realizada neste trabalho aplicando-se a interpolacdo separada de corte e
membrana em problemas como uma extensdo do processo usado em problemas lineares. A
formulagdo é apresentada para problemas lineares e a extensdo ao caso geral é feita no fim da
apresentagao.

O autor deste trabalho implementou véarias versdes da interpolacéo tensorial de modo a que
o utilizador do programa possa optar por uma. O elemento sem interpolagio & neste trabalho
identificado pelo simbolo Q90, o elemento com interpolagdo de corte com o simbolo Q91, o
elemento com interpolacdo de corte e membrana com o simbolo Q92 e o elemento que usa a
interpolacdo mista em coordenadas covariantes com o simbolo Q93.

As ideias baseiam-se na melhoria dos campos de deformacédo de corte transversal e/ou
membrana através da avaliagdo de algumas componentes das deformagdes em sistemas de
coordenadas adequados.

Mostram-se de seguida as formulagdes de interpolagdo de corte, de membrana e mista
sendo esta Ultima uma variagéo sobre o método proposto por Bathe [BAT93].

3.4.6.1 Interpolagdo de corte

Pode escrever-se o vector contendo as componentes transversais ou de corte em
coordenadas naturais da extenséo de corte como
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{E‘f*‘} (3.63)
5774’- '

Na analise ndo - linear geométrica essas componentes correspondem apenas & parte linear
do acréscimo de extensio.

Com o objectivo de melhorar o valor dessas componentes, usam-se 12 pontos de
amostragem dos valores dessas componentes, 6 para cada componente como a Fig. 3.3 mostra.
Observam-se 0s pontos de amostragem das componentes de deformacgéo e também a posi¢ao dos

pontos de Gauss para a quadratura, onde habitualmente é avaliada a deformacdo baseada no
desiocamento:

n
X - Pontos de Gauss
O - Pontos de Amostragem ‘ !
Q__
®, : X
f 1 (Ol 7
0.7745.]. 0.577350..
X Q (O—
4 z s
)12 O 1o ) €
x % 'Y
e

Fig. 3.3 Pontos de amostragem e pontos de Gauss para a interpola¢io de corte

Os pontos numerados de 1 a 6 sdo 0s usados para a interpolacéo de & € 0S pontos

numerados de 7 a 12 s&o usados para interpolar £, . A posi¢éo dos pontos é a de [HUA89] mas

outras combinagfes foram testadas. Pode afirmar-se que pontos mais proximos do centro do
elemento tendem a diminuir a sua rigidez.

Usando esses pontos, pode escrever-se:

6
£ Ao (g &)= E NC;(&7) -ﬁ‘ggues (&:,7:.0)

- (3.64)
Eng Ass (5, 7, g) = ; NC; (f: 77) EnfDes (fi T :0)

onde o sobrescrito 'Ass' & a abreviatura de assumido, e sobrescrito '‘Des’ & a abreviatura de baseado
no campo deslocamento. NC,; s&o as fungdes de interpolacdo gozando da propriedade das fungdes
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de forma usadas no desfocamento : NCi(cfl-,n,-): 3! . As fungdes NC; séo lineares numa das
varidveis naturais e quadraticas noutra.

Note-se que apesar de, em coordenadas naturais, as componentes de corte serem
independentes de ¢, a transformacgo para coordenadas locais impde essa dependéncia.

A forma matricial da interpolagéo, fundamental para a construgdo da matriz B modificada €
aqui escrita pelo autor, ndo € apresentada em qualquer artigo sobre o0 assunto. A metodologia usada
para o caso linear sera posteriormente extendida ao caso ndo-linear geométrico.

Pode separar-se a matriz B assumida em coordenadas naturais, Bcn em duas
submatrizes Bcnl correspondente aos termo deixado intacto pela interpolacdo, ou seja baseado no
e
87117
€t

‘9517

campo de deslocamentos e correspondente as componentes , € a submatriz Bcn2

&g

. } que sofrem modificagéo devido a interpolagdo. Assim:
7

correspondente as componentes {

Ben

Bcnl
= 4x45 (3.65)
65 | BenZ,

A matrichn2|2>< 45é obtida a partir da interpolacdo de 12 matrizes em coordenadas
naturais B|2>< 45 obtidas do campo de deslocamento e avaliadas nos 12 pontos ja representados, e

correspondentes aos termos de corte da matriz B.

Bcen2=NC -_}3_|24x45 (3.66)

A matriz NC é a matriz de interpolagéo de corte, que para a posigéo dos pontos acima pode
ser escrita como:

A;h 0 BZI 0 Agz 0 32"2 0 Ai" 0 B;h 0 0,4,

NC = 3.67

o o G4 o Da o C& , D& o C& o D& &80
b 4 4 2 2 4 4

em que
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A=1+43¢ s, =s{l+5)
B=1-3¢ §, =1-s"
(3.68)
C=1++3p 5, =5(1-5)
D=1—“\/-3_7] S=§’77

A matriz §|24x45é constituida pelas matrizes B’2x45. Como estas ultimas ndo estdo

explicitamente disponiveis, podem determinar-se 3 custa das matrizes B‘ 6xd5 €M coordenadas

globais, j& definidas neste capitulo (3.50). Assim, usando a matriz de transformacdo de 4* ordem,
mas aproveitando apenas as 2 ultimas linhas, correspondentes s compondentes da deformacéo
interpoladas:

(3.69)

B|2x45 = SGN!ZXG B Bx45

e S;y € determinada a partir das componentes da matriz jacobiana:

S ={2J11J31 2 95 2e13dyy Jyg tJpds Iy dyy + gy Jipdys + i3
o 2dog1fsy 2 ogdyy 23y Sy teSagdy Iy gy t gl Joadgy + ey,
(3.70)
A matriz Bcn2|2x 45 Pode ser assim obtida por:
Ben2|, = NC(En)oxoa - Sanlyg,gs - Broxas @.71)
em que
B(&,m.,¢ =0)
Bls = : 3.72)
B(&5,m2.¢ =0)
e
Son(&.m0) 0 0

0 0 Sgn(&2,m2.0)
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Como a matriz §124X45 esta definida em coordenadas naturais e por razbes de lei

constitutiva todas as matrizes elementares devem estar definidas em coordenadas locais, €&
necessario transformar a matriz Bcn\ 6x45 de forma a obter a matriz de deformagio de corte em

coordenadas locais. Tomando em consideracdo que em coordenadas locais, tal como em
coordenadas naturais, apenas as 2 (ltimas componentes da deformagdo correspondem a efeitos de
corte transversal.

2x45 = SNlexﬁBcn|6x45 (374)

em que Sny é uma matriz formaimente idéntica a Sey mas os seus elementos s3o os
correspondentes a transformacéo natural-local.

Pode obter-se Bcnll ix45 @ partir da matriz B definida em coordenadas globais, usando as
4 primeiras linhas da matriz de transformacéo de 4 ordem:

Benl=Sgy - B (3.75)

Em que SEN é uma matriz correspondente cujas componentes séo as contidas nas quatro
primeiras linhas da matriz de transformacéo de 4® ordem do tensor de extensio.

lel J122 123 JllJll JllJll JllJll
S;N — J22]. ??2 223 J21J22 J21 J23 J22J33
J.‘;ll J§2 J§3 JBIJBZ J31J33 J32J33
2Jll’]‘?l 2J12J22 2J13J23 J11J22 +J12J21 JllJZS + J13J21 J12J23 + J13J22
(3.76)

Como conclusio pode escrever-se a matriz B correspondente a efeitos de corte transversal
como:

SZ?N (51 7, 4‘) B(f, 7 ;) 3.77)

B=Snn )| = e S B

Para o caso ndo-linear geométrico:

{Son Em ¢¥BLEnC)
NC(.n) Sy ¢ Br

0B, ={Snr ) (3.78)
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Usando esta metodologia, o efeito da Jocking de corte é atenuado. Resta ainda o tratamento
de um problema semeihante, que se prende com o locking de membrana, Este problema € tratado
seguidamente.

3.46.2 Interpolagdo de membrana

As deformagbes de membrana sé podem ser separadas das deformagdes de flexdo no
referencial local. E pois normal que alguns autores [HUAZBG] utilizem esse referencial para realizar a
interpolagdo das deformacdes de membrana.

Pode representar-se o vector de deformacéo definido em coordenadas locais por

R T 0L 0 €s
&= 5=+ = (3.79)
o'y 0°x' Otgt’

6‘u’+5tw’
602' an:
a‘u'+a‘w
kaOzl aoylj

Neste sisiema de coordenadas pode separar-se as componentes (s) da deformacio que
actuam num plano tangente a superficie média e as que actuam () em planos perpendiculares a
esta.

Parte de gsé devida a efeitos de membrana e outra parte é devida a efeitos de flex&o.
bt L '

As componentes do deslocamento, no plano tangente, podem ser escritas separando , no
caso linear, o deslocamento na superficie média com o deslocamento devido a rotacéo:

r ! !
u'=uy+20,

3.81
v'=vg +2'0, 3.81)

As componentes da deformagéo correspondentes a efeitos de membrana obtém-se como:

3.26



Capitulo 3 Analise estrutural - elementos de casca

Emyy =Voy (3.82)

O autor deste trabalho usou varias estratégias de colocagdo dos pontos de amostragem,
com fungdes lineares e quadraticas. Pode afitnar-se que a pontos de colocacdo mais interiores

corresponde um comportamento mais flexivl do elemento. A interpolacdo de membrana usa os
mesmos pontos anteriores.

gmx'x‘Aaa ((f’ 7, :) = i NCL (f’ U)me'x‘Des (51 H 77i 'O)

=1

12
gmy‘y'Ass (é:: 7, 4) = ‘_/:,7 NC; (5: Tl)gmy'y'De‘9 (fi! 7; ’O)

a0 (2 1 g eg
Epey ™" (€.1.6) = 5 X NC, 1, 611,.0) (3.83)
=1

1

) 1 ea
me'y'A (f’ n, ;) = .2— 4 NC‘ (g’ nkmx'y'D (51 T ’0)

=7

(=]

Ass Ass(@) Aas'®)
=& &

mx'y' mx'y' mx'y'

A separacdo dos termos correspondentes a efeitos de membrana dos termos

correspondentes a efeitos de flex&o, em termos matriciais, foi realizada neste trabalho da seguinte
forma:

m m m [ f
m m m f f
B=lm m m f f (3.84)
c ¢ ¢ ¢ ¢
lc ¢ ¢ ¢ ¢
Apenas os termos m e/ou ¢ sdo modificados.
A matriz B pode ser escrita como:
B=|BrBs (3.85)
B.
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A matriz correspondente aos efeitos de membrana é interpolada da forma ja vista, a forma
matricial é:

Em

3x45 NM(5’7X3><36 B laexas (3.86)

A matriz contendo os valores obtidos nos pontos de amostragem é:

Bn(&,m.¢ =0)

B'm’36x45= _ : (3.87)
Bm (19,m3.¢ =0)
A matriz NM (f, 77) deduzida pelo autor para os pontos ja discutidos é:
Am g o Bmoy o Am 4 o Bmog o Am o, 4 Bm 4
4 4 2 2 4 4
NM={0 0 0 ©0 0 O 0O O O © 0 O 0 0 0 0 0 0O
0 0An o o8B o AR o o Bn o g Am , , Bm
8 8 4 4 8 8
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
G o o Ay o C29 0 B2y o Zmg o P&y o
4 4 2 2 4 4 D
0o 0&m g o Bm oo gfm 5 o P 4 o Cfm o g Dm
8 8 4 4 8 8
(3.88)
Como conclusdo, se se usar interpolacdo de corte e de membrana, resulta, para o caso
linear:
_ NM -B,, + By
B= g { Sgy B } (3.89)
NL
NC-Sgy B

e de forma semelhante para o caso ndo-linear geométrico.
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3.4.6.3 Interpolagdo mista em coordenadas naturais.

A metodologia descrita é bastante dispendiosa em termos computacionais e certos autores
[BAT93] preferem adoptar uma interpolagdo num tnico referencial, sem separar a defoxmagéo de
flexdo da de membrana. Se se usar um referencial curvilineo, geralmente nao-ortogonal,
correspondente as linhas £,7,¢, @ possivel diminuir bastante o tempo de calculo da matriz de

deformagéo. O tensor de extensdo de Green-Lagrange, baseado no campo de deslocamentos em
coordenadas naturais pode ser escrito como [BAT93] :

0‘8‘1,)“ — __(lej * ej ___OEi 'OEJ-) (390)

B —

em que 'e; e "E, sldo os vectores de base covariante associados aos instantes t e 0

respectivamente. Estes vectores, podem ser faciimente obtidos a partir das derivadas naturais das
coordenadas cartesianas:

OE:' = ng ; 2‘31 =§f§z =ﬂ:§s =C
a‘xi 6(°x+‘u) oy (3.91)
‘e =—="___-F +
CE; &, %,
A interpolagéo é realizada como:
6
Aas(f» ,é') }_;N (f U)gggDes(fuﬂn )
6 ===
€ ,4) §N € €omind)
£ En )= 2. N (&meg " (&,m:.0) (3.92)
6 —=——
e "€ ¢) = LN, e (&::7:.0)
4 ==
£, " (. ¢) = LN, €mee, ™" (& mi,¢)

em que as fungdes 7\7—1— a N; correspondem aos pontos 1 a 6, as fungdes ‘Z\T; a ﬁ;aos pontos 7

a12 e asfungdes N, a N, correspondem aos pontos 13 a 16.
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De seguida mostra-se uma figura com os pontos usados.

© - Pontos de Amostragem

-
2 1
1 ~ k
D 0as e 130 07 0.77459...
4 3 0.5773....
9] O A AR
g
120 018  O1p 140 Og
O O
6 5
Fig. 3.4 Pontos de amostragem para a interpolagéo mista
As functes de interpolacdo séo:
_n(n i1 AR K- _ﬂ_j
—4-B(B+1J(1+A] . 4.13(19+ U
7 (1)1 £ T=L(£+1j[1_17_]
‘43(3”}[1 AJ 2~ 1.B\B A
_ifm Y. 4 R R )
ST T
3.93
Ay aY,E w2 o
“2l7 B A tTol0 BE)A A4
__n(n_ < N==__§_.(.§__1)(1+;’7.J
"3 B(B 1)(“24] "“1.B\B A
1 (n_4Yi-< oo S _{_1](1_17_)
”4-3(35 1)(1 A] N 4-3(3 A
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Tt

40 AT A

N, =1 1+-‘5-j[1-—’7—j

T4l Al A

= 1/ ¢ (3.94)
N, ==[1-2 |1+

Ny 1 1 A](“-Aj

N i1 SY,_m

Ni=4|1 A][l Aj

emqueA:JIeBx\/g.
3 5

Na implementagédo deste procedimento, foi usado um procedimento de célculo que permite
que a interpolacio seja pouco dispendiosa computacionalmente.

Para os problemas nio-lineares o procedimento é analogo.

Des . Des Des Ass _ Ass Ass
o BB =o€ oy o Ar T =6 oy (3.95)

Antes de se concluir este tema é pertinente a discussdo das operagdes a realizar na
interpolacdo mista, j& que ainda pode parecer a alguns pouco clara a maior economia deste
procedimento em relacdo aos anteriores.

Para ndo sobrecarregar por enquanto a discussdo, introduz-se apenas a interpolagdo no
caso linear e ao discutir matriz de rigidez introduzir-se-a a interpolagfo mista para o caso ndo-linear.

Detalhando a matriz de extensdo linear em coordenadas naturais baseada na interpolagio
de deslocamentos:

01 (& m.¢) HN1(E,n,8)
05 (.n.¢) HNo(E,n.0)
0J3(&n.¢) HN3(£,7)
Od1(£,m.¢) HNo (€, O 0o E,n, &) HN (£,7,¢)
Oy m.¢) HN3 &y 3(Em,¢)- HN, (E1,¢)

| Odo(E,n,8) - HN3 (kO3 n,¢)- HNo(E,7,¢)

¢Bron (€7,¢)= (3.96)

O autor deste trabaiho criou um esquema de caiculo da matriz assumida, tendo em conta as
dependéncias dos varios termos da matriz original das coordenadas naturais:
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Ass

1(5:77:5) V_(f M Exome. &) HN (€4 1, )

t
oBron

e =

W& 2 Erss Mhss ) HN3 (Ers ) Mg &)
( 1,6)- HN3(é,n,¢)

Ny (&l &, Mhs12-C) HNo (Earg s Mharn, €+
~( Epiizs Mtz $) HNy Erare s Trann )
{Broy™ 5(5»77,C)=}(211Vk(§,77)[€]1 (&, 71.0)- HN3 (£),,7,,0) +

T (& 10,0) F—Z‘lla o} Mﬂ

otBLoNAss 2(‘5,”,5)
{Broy ™ (s n¢)=d

(B (4: n, C)=

!H‘“‘ =

&IIMJ—

o&
6 e
* 6(5»77,4’)= ZNk(glﬂXJ3(§k+6r77k+670)'HN2(§k+6’77k+6t0)+

s 21, ) {o}ﬂ

t
0Bron

(3.97)

em que, claramente:

] Ass
BLON
gB Ass

LON
‘B
' Ass 0 LON 3
oBron” =1, B4 (3.98)
0~ LON
] Ass
o Broy

] Ass
0 BLON

3.4.6.4 Efeito da interpolagdo

Ao usar-se uma matriz de deformacdo substituta, como a matriz é avaliada em cada
elemento para todos os pontos de Gauss, e estes podem ser numerosos, o ndmero de operactes
aritméticas é bastante elevado. Para minorar esse problema, nas subrotinas que calculam as
matrizes de deformagfo é realizado o célculo de uma vez s6 para todos os pontos de Gauss e
armazenado, para cada elemento de cada vez, em memoria. Além disso, a ordem das operagdes é
estudada de forma a evitar a repetigdo de calculos. A implementagdo dos procedimentos de
melhoria do campo de deformacgfes permite atenuar os problemas habituais dos elementos
degenerados. Existem numerosos pormenores importantes na implementacdo que apenas uma
leitura do cédigo permite examinar.

Estes procedimentos talvez parecam a primeira vista artificiais. O autor deste trabaiho, apds
dezenas de casos distintos corridos, pode afirmar que o comportamento dos elementos com
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deformacéo assumida foi, em todos os casos até ao momento, melhor do que o elemento original.
Nos problemas néo-lmeares. devido a necessidade de célculo do residuo repetidas vezes, o
procedimento, mesmo com a implementacéo realizada, toma-se bastante demorado.

Todos os elementos estdo disponiveis na andlise nao-linear.
Nos problemas nao-lineares geométricos, o efeito da interpolagéo pode ndo ser tdo notorio.

Um exemplo ilustrativo do bom comportamento, de forma a justificar desde ja a
implementagéo efectuada pelo autor € o de uma placa quadrada, encastrada de lado a=1 m sujeita
a presséo uniforme. Apenas para valores muito elevados ou muito baixos da relagdo a/h, sendo h
a espessura, € que os resultados dos elementos com deformagio melhorada comecgam a piorar. O

erro é obtido por comparagio com a solugéo analitica [TIM59]. O elemento Q90 apresenta excesso
de rigidez, como a seguinte figura mostra.

25% -
o 20% —a— Q90
X 15% —x— Q91
§ - —e—Q92
- ——Qg3
E 5%
8
g OOA) T **7 * *
2 51/.05+o1 10E+02 1.0E+03 1.0E+04 1.0E+05 1.0E+06 1.0E 1.0E+08
5% 1
g
Wo0% + . . = . —a
15% L
a’h

Fig. 3.5 Hlustragdo do bom comportamento dos elementos com deformacgio assumida.

3.5 Tensdes e lei constitutiva

Na equacao matricial de equilfbrio, usa-se o 2° tensor de Picla-Kirchhoff, Como a formulagao
& incremental e iterativa, as componentes desse tensor s3o actualizadas em cada iteracdo. Na
formulacio de equilibrio usou-se uma linearizagdo em termos de acréscimo de deslocamentos para
o valor dessas componentes. Certos autores usam uma actualizacdo consentdnea com essa
linearizagdo (ONA&OLIVER [OLI84]) enquanto que outros usam a actualiagdo completa de 2® ordem
[SIL97]. Como o célculo das forgas nodais intemas & o passo crucial em termos de resultados da
analise ndo-linear, os dois procedimentos produzem resuitados distintos. N&o é clara a necessidade
de imp6r uma actualizacdo de um campo coerente com a formulacio da equacéo de equilibrio que
Ihe deu origem. Alias, basta observar o caso das rotagdes finitas, em que o autor e grande parte dos
investigadores usam uma actualizacdo exacta dos acréscimos de rotacdo em cada iteracdo e sédo
obrigados a aproximar quadraticamente o acréscimo de rotagdo incluido nas forgas internas se o
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desejam incluir no equilibrio. O programa desenvolvido neste trabalho permite os dois tipos de
actualizacdo a escolha do utilizador. Para o caso geral:

0AS; = o Dyoen + ¢ Dy 0 1u (3.99)
N ’ skt O kL
1ordem 2%ordem
ou, matricialmente
0AS=,D(,e+,7) (3.100)

Obviamente, o 2° tensor de Piola-Kirchhoff na configuracéo t+A4t pode obter-se a partir de

”AotSij:otSij‘FoASij (3.101)
Recorrendo as matrizes de deformacgéio ja detalhadas,

OAS=OD-{;BL %OBI]Aa (3.102)

ou, em func¢&o das varidveis nodais:

,AS=,D- { ‘B, + B[ a)+%o B, (Aa)} . da (3.103)

Em problemas elasticos ndo-lineares geométricos, é possivel determinar directamente, na
forma nao-incremental, o 2° tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff:

woTe

A G _tAT). |>OBLO rap (zmz a):l.emt a (3.104)

A equacdo (3.104) é usada na formulagéo de equilibrio. Na saida de resultados, porem, usa-
se o tensor de Cauchy, ja que este mede a acgéo das forgas sobre a geometria deformada e ¢ o
tensor adequado & avaliagdo da seguranga dos objectos.

A aplicagdo computacional do célculo desse tensor é bastante simples. Para cada ponto de
Gauss, realiza-se a transformagio:
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o

=WO‘F-O‘S-O‘FT (3.105)
0

emque 45 esta agora na forma matricial. A determinagéo do gradiente de deformacio é realizada
como de seguida:

t

o'y,
+0,; &
aoxj ! (3.106)

L ¢ _
oF; +d; =

5§ 0 Y

cF=4l+1,

A passagem das componentes do tensor de Cauchy dos pontos de Gauss para os nés tem
de ser realizada no referencial global, j4 que s6 neste s&o aditivas as componentes obtidas para
cada ponto de Gauss de um elemento.

Assim, recorrendo & matriz de transformagdo de 42 ordem a operacéo é dbvia:

‘o =STT .to (3.107)
Global Local

A passagem para os nos € realizada usando as fungdes de forma associadas aos 9 pontos
de Gauss habitualmente utilizados:

1 nelN ngaus ngaus
3

IN = eIN

N e e | Ex 710} O g g (3.108)

tel=1 igaus=1 jgaus=l

em que nelN é o nimero de elementos que possuem o n6 N, ngaus é o nimero de pontos de
Gauss em cada direccdo.

Em termos de lei constitutiva, este trabalho, embora limitado ao caso eldstico, permite o
tratamento de problemas anisotrépicos. Essa possibilidade foi propositadamente omitida nos
exemplos mostrados, mas estd implementada. A razdo para a omissdo prende-se com o facto de
néo ser objectivo deste trabalho tratar materiais laminados ou compostos.

A lei constitutiva é escrita no referencial local. I1sso prende-se com o facto de num referencial
ortogonal os elementos da matriz serem de facil obten¢do e de existir um tratamento correctivo de
algumas componentes do tensor de elasticidade.

O facto da lei constitutiva ser escrita no referencial local impde que as matrizes extenséo-
deslocamento também o sejam. Esse facto induz bastante esforgo de cédlculo para cada ponto de
Gauss e é em parte responsavel pelo peso computacional dos elementos. A matriz elasticidade,
para eixos coincidentes com as direcgdes principais de elasticidade dos materais (como por
exemplo fibras), pode ser escrita como:
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—

OO 0.953
o o

(3.109)

SO oo

em que

i

12
{5

E,v, (3.110)

Sendo £; o médulo de Young correspondente a direcgéo i e Gij 0 modulo de corte no
plano ij. Os pardmetros o sdo parametros de correcgdo de corte [HUAB89].

Para eixos locais basta definir um angulo & entre x’ e a direcgdo 1, para que a determinagdo
da matriz [}’ seja imediata:

D'=T."-D-T, (3.111)

em que a matriz de transformacéo é dada por

2

¢ 2 sc 00
s ¢* -s¢ 0 0
T, =|-2s¢c 2s¢ ¢*-s® 0 0 (3.112)
0 0 0 c s
0 0 0 -5 cC
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e claro, c=cosf@ e s=senb.

. 5 ,
Os paré@metros a; e oz séo 5 para cascas isotropicas e determinam-se segundo [HUAB89]

para cascas anisotropicas. A existéncia destes pardmetros destina-se a cormrigir a resultante da
distribuigdo parabdlica das tensdes de corte quando se assume uma distribuicao linear ao longo da
espessura.

A tenséo de Von-Mises ¢ determinada, para cada nd, a partir da expressdo usual.

3.6  Vector de forgas internas

O vector que contabiliza as forgas intemnas equivalentes ao estado de tenséo, resultante do
termo (Cap. 2) do trabalho virtuai I&oeT-O‘SdV, na equacéo de equilibrio, determina-se a partir
Oy
da relacdo:

}}j5OeT-éSdetJd§dnd§= j'HO‘ST SoedetJdEdnde =

-1-1-1 -1~-1-1

111

[[]s8” -(5OBLO (Aa)+5O‘BL1(Aa)).AadetJd;’dndg+ (3.113)

-1~1-1

sAa” } } j(o B, (da)+/B;, (Aa))T ¢S detJddnd

-1-1-1

111
Otermo ‘i= [ | f(o B, (da)¢B,, (Aa))T ¢S detJdédnd¢ da equagdo (3.113) 6
-1-1-1
habitualmente designado como vector de forgas internas.

3.7 Rigidez tangencial

Considerando a equacéo de equilibrio definida em (2.102) e a equagao (3.113), o termo

111

[[]¢S™ -(6,BLo(d0)+6(By, (4a))- Aadet Jdednds (3.114)

~1-1-1

e o termo

3.37



Capitulo 3 Anadlise estrutural - elementos de casca

11
ff(5oeT-oC'oe+5onT-éS)d§dnd§ (3.115)

1-1-1

—

s8o proporcionais ao acréscimo de deslocamento nodal.

Assim, na formulacdo matricial do problema discretizado, estes dois termos podem
escrever-se como:

K, Aa (3.116)

em que

Cada uma das matrizes pode ser escrita como:

111
K, =[[[¢B[ -D-/By detJdédnd¢

-1-1-1

111 .
Ky, = [[[sBs S By, detJdédndd (3.118)
-1-1-1
0 o .. 0 0 -« . 0
111 5 '.‘ 111;: .
K,=[[]| deteddédnds +[[f|. det Jdédnd¢
RCT| Py B ] Ps
o ... ... Dy o ... ... D

sendo p; e ps definidos da seguinte forma:

t gk topk
9081 - 9,85 ='—0~52aktV3 (3.119)
o6, 00,

D= ‘0~5zaktV3T ‘og lop G{
. t
sim T33 (;3
T|to to tor GE (8.120)
aotg{g 11 12 13 ||
Pg = otlT Y
o6, .
sim o33 || Gs

em que ‘aij sdo as componentes do 2° tensor de Piola-Kirchhoff, para o instante ¢.
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Claro que a contribui¢do da rigidez de cada elemento, & qual correponde a matriz Kr acima
referida para a estrutura € efectuada através da operacéo de agrupamento:

K Estrutura _ nelem K ielem
T = A Kp (3.121)

telem=1

Neste trabalho, a operacdo de espalhamento é realizada em memdaria, mas a matrz de
rigidez da estrutura € posta num vector, de acordo com o procedimento Skyline [BAT96).

E agora oportuno discutir a interpolagdo mista da componente ndo-linear do tensor de
extensao em coordenadas naturais.

Partindo da expressao habitual referente a rigidez ndo-linear:

111 _
[[[sBy.-i8 !By, detJdEdnde (3.122)

~1-1-1

E possivel reescrever essa expressdo, usando o 2° tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff em
coordenadas globais, a partir da matriz , B, :

111 .
j”oBf”< ‘o v detJdEdnde (3.123)

R ) O

ou, explicitando os termos de B, :

111
T t T t
KNL = J-J‘_‘.(Hl 'H1 (o4} +H2 ‘Hz 0'22+
-1-1-1
t T t
HaT'HstC’:sa +I’IlT'Irfzzﬁz +H§«HI‘0'12 +H1T'H3 o3 +Hg -H, oy +

H?T'Hlstdza +H§'H2t0'23 detdednd;

(3.124)

Reescreve-se o 2° tensor de Piola-Kirhhoff em coordenadas naturais:

‘o =ST*T o (3.125)
Natural Local
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ST* ¢é a matriz de transformagdo de 4° ordem obtida a partir dos elementos da matriz de
transformacgao de 2% ordem entre as coordenadas naturais e locais, j& discutida (3.23).

Usando as componentes do tensor das tensdes em coordenadas naturais:

111
KNL = _‘-J‘_‘-(HNIT.HNllO-II‘Nm_ +HN§'HN2tO'22
-1-1-1

HN7 -HNy' 05|y, +(HN1T ‘HN, + HN; 'HNl)to'lz‘Nm. +<HN1T “HNj, + HN ‘HN1}0'13|N
(NT BN, HNT HN,Y o] et Jdzdndg

lNat. +

(3.126)

A interpolagéo mista é facilmente realizavel fazendo

111
t 3 t t t
= J‘.[I(Al GlliNat. +A2 Tag Nat, + A3 33 Nat. + A4 12 Nat. + A5 0’13‘Nat. +

A, oyl Jdet Jdédnde

(3.127)
em que
5
AEn.¢)= ;1 N, (& nHNT (& m.¢)- HNy (&, m1.¢)
Ay(En.¢)= HTJ;( EMENT (Eris. Mhes:C) HN(Erigr e &)
Ay(£,m,¢)=HNT (&,n) HN,(£,7)
4 ==
A, )=}§Nk(§ ﬂ)[HN1 (Erni2 Mg €) HNo(Ehog. Moz §) + HNT (& 10,12, €)- HNl(fmw:ﬂmm»C)]
1
6
As(¢n.6)= k}:Nk(f AT (€,74.0): HN3 (&, 74,0) + HNT (&4, 74,0)- HN (§.77,.0)]
-1
6 o
A (En.¢)= ZNk(fvﬂ)[HNg(fkw’ﬂk+6,0)'HNs(fma:Ukw,0)+HN§ (5k+6:77k+6:0)'HN2(§k+61’7k+6’0)]

bl
it

1

(3.128)

Esta portanto completamente definido o procedimento de interpolacéo para o caso néo-
linear.
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3.8 Massa e amortecimento

Na formulag:_éo da§ equacbes incrementais de equilibrio sdo geralmente incluidas as forcas
de inércia. Apos a discretizago, as forcas de inércia sdo materializadas pelo produto de uma matriz
de massa pelo vector das aceleragdes nodais.

A matriz de massa usada neste trabalho é escrita usando a mesma interpolagéo do campo
de deslocamentos. N&o se usa, por néo ser necessario, qualquer procedimento de diagonalizago
dessa matriz.

Assim,

1
j N[ N, detJdédndg, (3.129)

-1

- |

Y
-1

f{

1,j=1,...,Nnos

O agrupamento da matriz de massa € igual ao da rigidez e usa-se também o Skyline.

nelem ,
M Betrutura _ A Miekem (3.130)

ielem=1

O amortecimento disponivel no programa implementado € do tipo proporcional, com a matriz
de amortecimento C sendo uma combinagio das matrizes de rigidez e de massa:

C=aoK+/M (3.131)

Este tipo de matriz de amortecimento pemnite a utilizagdo do método da sobreposicdo modal
habitual com desacoplamento completo das equagdes na base modal.

A matriz de amortecimento ndo é explicitamente construida nos procedimentos de solucio.

3.9 Forgas nodais equivalentes

Neste trabalho, o tipo de cargas aplicadas as cascas pode ser dos seguintes tipos:
Forgas de volume (como o peso da propria casca)

Forgas superficiais aplicadas a uma das superficies (inferior ou superior)
Esforgos distribuidos ao longo dos lados (como momentos, cargas distribuidas)

¢ Forgas pontuais aplicadas a um né.
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O caso das forgas pontuais aplicadas num ponto de um elemento ndo foi ainda
implementado, por ndo ter sido necessario.

As forgas de volume podem ser calculadas a partir da densidade volimica b (N/m®) das
forgas, e da direc¢do de actuacio, d. Assim, b=b-d.

Nos nés, resulta:
111

fra = [ [ [NT bdetJdédnds (3.132)

-1-1-1

Para o peso, se este actuar segundo zz negativo,

0
bz{ 0 } (3.133)
- P8

Para as forgas de superficie, como a pressdo (p), o vector de forgas nos nés & escrito como:

dédndd (3.134)

4l
§=1

11
fSuperﬁCie = J..[NTL=§ (—gp{g_gxggj

-1-1

emque ¢ = +1 para a superficie superior e £ = —1 para a inferior.

Em termos de esforgos aplicados ao longo de um lado, se for um lado =1 ou 7=-1:

SRS

dg

rel e

7 1
fLado =§INL"”=14
i=6

(3.135)

dg

”rf Nq=~1,¢=o

3 1
fLado =Z J.I\[i’”:_l<

i=l

Se for um lado &1 ou &=-1;
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]‘:\7
5 1 fy
e
m
s
(3.136)
f (f. ]
g 1 /y 0 fy
Frado zngJg:—ﬁ f. ’H'TnH¢=_1,¢=od’7+ IN1’§=~1 f: Hr"’ll5=‘1'¢zodn
=7 -1 N
m, ™
m, ] mg

As forgas pontuais aplicadas aos nos sdo imediatas.

O agrupamento dos vectores de forgas nodais equivalentes é feito como a soma das
contribuigdes, em cada né, de todos os elementos que o possuem.

3.10 Conclusdes

Neste capitulo detalharam-se todos os pormenores dos elementos implementados, assim
como o0s procedimentos actualmente usados para methorar as caracteristicas dos elementos de
casca degenerados de sélido. Como todo o programa foi criado de raiz, as equac¢des aqui
apresentadas estdo de acordo, em notagdo, com as subrotinas implementadas. Pela mesma razdo,
0 autor deste trabalho optou por clarificar, neste capitulo, a formulagdo dos elementos, por forma a
que de uma forma simples, qualquer leitor modifique ou ensaie as subrotinas. Os elementos
degenerados implementados permitem, na maioria dos exemplos-tipo para estruturas do tipo casca,
bons resultados em andlise linear e ndo-linear.

O peso computacional dos elementos com deformagido melhorada foi bastante atenuado,
com a implementacéo do elemento Q93, em coordenadas naturais, para o qual o tempo de célculo é
semelhante ao Q90. Os elementos Q91 e Q92 sdo dispendiosos em andlise ndo-linear.
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4  Analise estrutural - procedimentos

4.1 Introdug¢do e sumario

Os procedimentos de solugédo implementados sdo descritos resumidamente neste capitulo.
O autor criou uma biblioteca de procedimentos que permite a analise linear estatica, a extrac¢do de
formas e frequéncias naturais, a analise dindmica linear, a analise estatica ndo-linear e a analise
dindmica néo-linear. Essa biblioteca funciona de forma independente de qualquer elemento e as
subrotinas ligadas & saida de resultados ou ao cdculo de residuos, etc. sdo argumentos da
biblioteca, o que permite isolar os procedimentos de anélise.

Toda a biblioteca usa o agrupamento das matrizes estruturais sob a forma da banda
variavel, num vector. Como neste trabalho os exemplos sdo de pequena dimenséo, as matrizes, sob
a forma vectorial, s8o mantidas em memoéria.

A biblioteca foi programada em Fortran90 Standard e usa alguns algoritmos da biblioteca
comercial IMSL .

E importante referir que as bibliotecas comerciais de algoritmos numéricos raramente tém as
subrotinas adequadas aos problemas de elementos finitos. Esse facto é devido as caracteristicas
particulares das matrizes estruturais resultantes do Método dos Elementos Finitos (MEF) e também
a informagdo que habitualmente interessa ao analista. Assim, as matrizes de rigidez e massa sio
normalmente simétricas e em forma de banda, definidas positivas e muitas vezes esparsas. Da
mesma forma, na extraccdo de formas e frequéncias naturais de vibragdo, o analista esta
frequentemente interessado num intervalo do espectro e as bibliotecas muitas vezes extraem todo o
espectro.

Por outro lado, algoritmos simples como os de ordenagdo podem ser aproveitados dessas
bibliotecas comerciais, o que permite implementar rapidamente o cédigo.

4.2 Analise estatica

4.2.1 Analise linear

Neste trabalho, para a anélise estética, usa-se 6 método de eliminagdo de Gauss baseado

na decomposicdo da matriz de rigidez na forma L-D- LT em que os elementos de D) ocupam as

posicbes originais da diagonal principal da matriz e os elementos de L, ocupam as posi¢des fora da
diagonal.

O agrupamento € do tipo Skyline ou banda varidvel [BAT96] e usa-se o endereco das

diagonais, o vector MAXA, para localizar os elementos da matriz hipotética no vector efectivamente
usado no agrupamento. Apenas os elementos abaixo da banda varidvel sdo agrupados, evitando-se
assim um grande nimero de operagbes envolvendo elementos nulos na fase de decomposicéo.

Os procedimentos de eliminagdo e substituicho sdo realizados em separado, logo séo
necessarias duas chamadas & subrotina de solugéo linear para resolver o sistema de equagdes.
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4.2.2 Andlise ndo-linear

A andlise n&o-linear estatica recorre, neste trabalho, a procedimentos iterativos e
incrementais.

Escrevendo a equacgdo de equilibrio incremental, anteriormente detalhada,

b2t f___H—dti - 0 (41)

em que %' f & o vector de forgas nodais equivalentes e “*2j & o vector correspondente as forgas

internas, calculados como no capitulo 3.
Como o vector correspondente as forgas intemmas depende de forma ndo-linear dos

deslocamentos nodais, é necessdrio usar um processo iterativo para resolver, em termos de
deslocamentos, a equacio de equilibrio.

Neste trabalho usam-se dois procedimentos alternativos, com o objectivo de determinar o
vector de deslocamentos nodais. O método de Newton-Raphson e o método Quasi-Newton BFGS.

O esquema de Newton-Raphson (NR) é sinteticamente escrito da seguinte forma:

-1 =£+Atf_£+4t ii-l
,1=1,2,3,.. 4.2)
t+AtKi—1Aa£ — ri-l

r

t+Atal: :t"'Mai—l +Aai (43)

sendo da’ a variagéo de deslocamento para a iteragéo 1.

As condicdes de inicio de cada incremento séo:

t+Ata =ta

L+Ati0 =.ti

(4.4)

Estas equagdes sdo obtidas linearizando a resposta do sistema no instante ¢+t na iteragéo
i-1.

Em cada iteragfo calcula-se um vector de carga em desequilibrio ou residuo r gue provoca
um incremento no acréscimo de deslocamento. Continua-se o processo iterativo até que o residuo
ou o acréscimo iterativo de deslocamento sejam suficientemente pequenos.

O esquema de Newton-Raphson pode ser descrito formaimente a partir da nulidade do
vector residuo.

Assim, procura-se a solucdo, a *, que permita a seguinte igualdade:
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ri(a*) =0

r(a®)=""f(a®-"i(a%) .9

Se na solugio iterativa se conhecer ”A‘a’"l, uma expansio em séries de Taylor permite

escrever:

@ *—‘““a"“)+ (4.8)

Hdtal—l

da

r(a*)= r(’“"a"'1 )+ (a—r]

Assumindo que as forgas exteriores séo independentes do deslocamento, resulta

(5

Desprezando os termos néo-lineares, calcula-se o incremento nos deslocamentos,

(a & _t+A a£~1)+ “.=t+Atf_L+Atii—l (47)

l+dtai—l

t+AtKi—1 . Aai:t‘fﬂﬂf_t"'dlii—l (4.8)

a matriz rigidez tangente corrente é:

t+AtKi—1 = [_‘?i) (4 9)
0@ )| t+at yi-1
A solugdo melhorada é claramente
A condicdo inicial em termos de rigidez tangente é:
t+AtK0 =tK (4.1 1)

O processo iterativo prossegue até que os critérios de convergéncia sejam satisfeitos.

Uma caracteristica deste processo é que uma nova matriz de rigidez tangente é calculada
em cada itera¢io. Este método & chamado método de Newton-Raphson completo.
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Algumas propriedades deste método estéo referidas em [BAT96). Analisando o método sob
o ponto de vista do custo computacional, salta a vista o calculo e factorizagdo da matriz de rigidez
tangente. Esses célculos podem ser muito dispendiosos em problemas de grandes dimensdes, ou
guando se utiliza iterativamente o MEF. em optimizagéo. Podem ser utilizadas modificagdes do
método de NR.

Um método simples de poupar tempo de calculo na decomposi¢do e construcdo da matriz
de rigidez tangente consiste em calculd-la para cada incremento apenas numa iteracdo dentro do
incremento. Outra possibilidade consiste em calcula-la apenas em certos incrementos.

Para alguns problemas estas alternativas podem ser mais dispendiosas do que o método de
NR completo, ja que requerem geralmente mais iteracdes antes de convergirem.

Uma alternativa as formas iterativas de Newton-Raphson é a utilizagdo dos métodos Quasi-
Newton, muito usados em problemas de optimizacdo e também em andlise ndo-linear. Um desses
meétodos, o BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno), foi implementado, a par do NR, neste
trabalho.

Os métodos Quasi-Newton baseiam-se na actualizagdo numérica da matriz de rigidez ou da
sua inversa, aproximando-a de uma forma secante da iteragéo i-1 & iteracéo i .

Neste trabalho usa-se o método BFGS tal como descrito em [VIL95].

A matriz secante, aqui identificada por B ¢é definida pela sua equagéo de Quasi-Newton,
como:

B .[@ -a")=r -r (4.12)

Aqui, a matriz B* éuma incégnita. A matriz ‘passa’ pelos pontos "'I,i""1 , i,ii .
q

Pode dar-se uma forma diferente & equacéo (4.12), definindo:

-1 il i
yTErT e 4.13
sl =gt —a! “.13)
Reescreve-se a equacéo (4.12) como:
B _si—l =yi-1 (4.14)

Depois da matriz secante B' ser determinada, o vector a'*! & obtido resolvendo o sistema
linear:

B .s'=r' (4.19)

e subsequentemente actualizando
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al =a' +s' (4.16)
Uma nova matriz secante, B'*, pode ent&o ser calculada e assim sucessivamente.

Os métodos que usam directamente a matriz B pertencem a familia dos métodos de Quasi-
Newton directos. Os métodos inversos estio relacionados com a aproximagio da inversa da matriz

tangente. Assim, H = B!,
A equacdo de Quasi-Newton pode reescrever-se da seguinte forma:

H' .yl =g 4.17)

esta igualdade, em conjunto com mais algumas condi¢des, permite a determinacio da matriz H

Os métodos Quasi-Newton inversos sdo habitualmente preferidos, ja que sipode ser
determinado sem recurso a resolugdo de um sistema de equacgdes.

ss=H/'r' (4.18)

Neste trabalho as matrizes tangentes s8o simétricas e definidas positivas. Assim, a
estratégia usada consiste em inicializar o método QN com uma matriz simétrica definida positiva

(SDP) BP e transferir estas propriedades em cada iteracio:

B! simétrica = B simétrica
B*! definida pos. = B definida pos.

Uma familia de actualizagdes [VIL95] pode ser escrita sob a forma:

(yi—l _ gt _si—l)_(ci(—l )T);_ ot '(yi—l _ Bl . )T
gt I il
(yi”l _ Bl . gt )7' e o .(Ci_l )T

)

B' =B+

(4.19)

em que ¢! sum qualquer vector pertencente a %",

A matriz resultante da equagdo de actualizagio obedece simultaneamente & equagdo de
Quasi-Newton e a condi¢do de simetria.
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Se se pretender uma matriz B® definida positiva calculada de B! definida positiva, usa-
se [VIL95]:

cL~l - yz-l

(4.20)

Introduzindo a igualdade na forma geral e usando uma actualizago inversa, obtém-se a
férmula de BFGS:

H ppos = s yH,T o) SN i ] (4.21)

(yi—l )T Lgi (yi—l )T . gil (yi—l )T L gid

O quadro seguinte resume o processo iterativo usando o BFGS para um dado instante {. O
simbolo ¢ é propositadamente omitido por razdes de facilidade de leitura.

O método foi implementado de forma a minimizar o trabatho com matrizes, sendo grande
parte do calculo vectorial.

Tabela 4.1 Descrigdo do algoritmo BFGS.

Algoritmo do métode BFGS em anélise ndo-inear

10.

Calcular K°

Resolver o sistema K°Aa! = r°

Actualizar a' = a° + Ad!
R S
Avaliar r- = r(a )
Controlo: se a' é suficientemente bom-sai
1>1:

; Aai
Calcular e armazenar w' = - : .
T

L T |
Calcular e amazenar v* =rf —|1+ |+—o— [Fi7!
(wi)Tri—l

Calcular p = HL{I +v’ (wj)T)r"

Resolver o sistema K°q = p

, ) o
Calcular e armazenar Aa'™! = HH(I +w’ (v’)T}J
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11, Actualizar @'*! = @' + Ad*™!

12, Avaliar r't! = r(ai“)

13.  Controlo de convergéncia: se a'*! ¢ suficientemente bom-sai.

14, [=i+1 e vai para 6.

A convergéncia do método, quando acelerado com a pesquisa unidireccional, é superlinear
[ViL95].

Os passos 8 e 10, ao contrario do que parece & primeira vista, sdo realizados usando
apenas operacdes vectoriais, ja que se recorre a propriedade (I +a-bT)c=c+ (bT . c)- a.

O algoritmo do método de Newton-Raphson, mais simples, pode ser visto em [BONG7], por
exemplo.

Um dos passos opcionais do método de NR ou do BFGS é a pesquisa unidireccional. Neste
trabatho usa-se o algoritmo de [VIL95]. A actualizacdo dos deslocamentos nodais passa a ser do
tipo:

a*! =a' +n;,,Aa’! (4.22)

7m;.1 € 0 passo, anteriormente assumido unitario.

Pretende-se determinar 7;,, de tal forma que @**'(;,,;) seja melhor (i.e. mais préximo da
solugéo) do que a’*!(1).

O problema reduz-se a determinagéo do escalar n;,, tal que:

r(7;) = r(ai + 77i+1Aa“”1): 0 4.23)

Sucede geralmente que a solugdo a** para r(a”l): 0 ndo esta sobre uma linha paralela

a Aa'*! e portanto o residuo, ao longo dessa linha, ndo se anula. O problema da determinacéo de
7,41 € modificado para um problema de minimizag&o do residuo:

Pretende-se determinar 7;,; que minimize ‘¥(;,,) sendo

¥(7:01) = (Aa"“ )Tr(ai + ni,,lAa"”) (4.24)

que é a equacdo linearizada da energia potencial total associada ao ponto a@**.
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Transforma-se portanto o problema da minimizacdo do residuo no problema de minimizagéo
de uma funcéo escalar.

Os métodos de pesquisa linear requerem habitualmente que o médulo de‘{J(mH) seja
baixo gquando comparado com o mddulo de kP(O). Assim,

711 ) < £ P0) (4.25)

sendo ¢ uma tolerdncia especificada da pesquisa unidireccional. Esta tolerdncia é escolhida no
intervalo [0.5,0.8].

Usa-se aqui uma técnica baseada no facto de que se pode determinar facimente ¥(0) e
w(1):

#(0)= (Aa it )T r

(4.26)
w(1l)= (Aa”l )T il

Testa-se a condigdo de paragem para 7;,; =1. Se esta ndo é satisfeita, realiza-se uma
interpolag&o no plano (7, ') entre os pontos 7;,, =0 & 7;,; =1. Resuita portanto:

¥(0)

. E-JUEE RS 4.2
Tis1,1 \P(O)—‘I"(l) (4.27)

como tentativa 1 para prever 7;,;. Se a condigio de paragem ainda ndo é satisfeita, usa-se a
formula de recorréncia para a actualizacéo de 7, 5!

¥(0)

N (4.28)
Tivlk = T+l k-1 ¥(0) - ¥7;41,5-1)

q’(ﬂm k—l) .
Se o quociente . & positivo, é realizada uma extrapolagdo. Essa extrapolagéo
q ”——(——‘P 0) p

pode produzir valores muito elevados de 7;, g1, © Que geralmente leva a maus resultados. Para
evitar essa situagio, especifica-se um limite superior para 7., .

‘{J(ﬂm k—l)
De forma semethante, para valores muito negativos de —————-5——- obtém-se um valor de
¥(0

77;+1 p+1 Préximo de 0 e o algoritmo n&o progride. Especifica-se um limite inferior para 77;,; -
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Se o nimero de iterag8es nio foi suficiente para que a condig&o de paragem seja veiificada,
actualiza-se:

a'' = a’ 47, pdatt (4.29)
e prossegue-se para a iteragéo seguinte. Na equacdo (4.29) Tig1,0pt € O valorde nm;,; .y, para o

qual M%%;J foi minimo.

O algoritmo pode ser analisado a partir do seguinte fluxograma:

Calcular ¥(0)= (Aai+1 )Tri

ai+1,0 — al +Aal+l

pitL0 _ r(a”l'o)

w(1) = (Aai+1)Tri+1.0

=1
=¥(1)

Atribuir 1%

opt

¥(0)

Calcular 7, | = %F(O)—Y/ 1)

77i+1,1 < ﬂmin

ou

[/jtn’buir a*' =a"?°

77i+1 1 > 77ma.x
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Ciclo iterativo de pesquisa unidireccionai
i k=0,nitemax

I

i } i+l
=a +1,,,4a

Calcular g'***

Avaliar o residuo r'* = r‘(a””‘)

Calcular Yl(ﬂiﬂ,k) _ (Aa‘“ )T oLk

Atribuir
Topt = i1k

ylopt = yj(ﬂupt)

| < 5“1/(0)
» (0) sim
Calcular .., . =1 5
b Lt 5P'(O)‘-l’(/(flzx«l,}lz-l) Atribuir @'*t = @

néo 77i+1,k < N mir

cu

’ Atribuir @™*! = a*™*'°

T’iﬂ,k > Nma

. j-+1 2 i+1
’I Actualizar @™ = a’ +1,,, 4a'

Fig. 4.1 Fluxograma da pesquisa unidireccional
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Neste trabalho usaram-se os seguintes valores heuristicos:

e=0.75
Mmin = 0.1
Moo =1.5

nitemax =6

Quer o NR, guer o BFGS permitem a adop¢do deste procedimento como opc¢do, sendo
aconselhavel em problemas com elevada nio-lineariedade quando se usa o BFGS.

O critério de convergéncia usado neste trabalho é a verificagdo da normma relativa do
residuo:

tolf =

(4.30)

Os métodos de controlo de arco, necessarios para problemas de instabilidade, n&o foram
imptementados.

4.3 Andlise dinamica

4.3.1 Introdugdo

Os problemas estruturais envolvendo forcas de inércia e dissipacdo viscosa sé&o
extremamente importantes. Existem numerosos exemplos de casos em que ndo se podem
desprezar os efeitos inerciais.

Na andlise de cascas, estes efeitos devem ser incluidos em casos de impacto sobre chapas
ou reservatoérios, sobre cascos de navios, etc.

Neste trabalho detalham-se os pormenores do processo de exiraccdo de formas e
frequéncias, integragdo directa e sobreposicdo modal e, finaimente, o método do impuiso virtual
para problemas nio-lineares.

Os sistemas lineares podem ser representados pelo sistema de equacbes diferenciais:

M-ia+C-a+K-a=f (4.31)

onde K é a matriz de rigidez do sistema, C a matriz de amortecimente e M a matriz de massa.

. . da
Os vectores ainda ndo definidos sdo @ = %—ct-‘- ea= E_‘tl—'
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Em problemas ndo-lineares, a equagdo de equilibrio é uma simples extensdo da ja
conhecida para 0 caso estatico:

M'a="f-i (4.32)

Estas equacdes tém procedimentos de solugéo dispendiosos, principalmente para o caso
nao-linear. E o objectivo de muitos investigadores desenvolver procedimentos de solugo eficientes,
robustos e versateis.

4.3.2 Extracgio de formas e frequéncias naturais

4.3.2.1 Introdugao

Para a utilizacdo do método de sobreposigdo modal, com vista & determinacéo da resposta
temporai de uma estrutura, é fundamental extrair algumas formas e frequéncias naturais de
vibragdo. As frequéncias sdo, por elas mesmas, indicadoras da rigidez da estrutura. Mesmo em
analises ndo-lineares, alguns métodos usam as propriedades das formas e frequéncias naturais.

Por todas essas razdes, & importante a discussdo de métodos aproximados ou exactos para
o calculo das frequéncias e formas naturais. Comega por expér-se sinteticamente as propriedades
do problema caracteristico para um sistema estrutural comum, para depois mostrar os algoritmos
utilizados.

Neste trabalho foram implementados o método de iteragdo em subespagos e o metodo
aproximado de Rayleigh-Ritz com ortogonalizagdo. O meétodo de iteragdo em subespacos é
completamente realizado em memoria, ao contrario da verséo original [BAT96] e usa um
procedimento de filtragem dos modos do espectro indesejados [LLOH84]. Além disso, o procedimento
de deteccdo de frequéncias intermédias baseado nas sucessbes de Stumm, presente no trabalho
original, embora como opg&o, ndo é usado pelo autor deste trabalho por ser muito dispendioso.

Analisando por enquanto o caso linear ndo amortecido e em regime livre:

M.i+K-a=0 (4.33)

Pode bem assumir-se, por analogia com os sistemas ndo-amortecidos de 1 grau de
liberdade, que o movimento livie é harménico simples de frequéncia o, Apos substituicdo dessa
resposta assumida na equago (4.33), e se u for a forma do sistema, obtém-se o seguinte problema
caracteristico:

I_K - sz}; =0 (4.34)

cuja solugdo ndo-trivial para 1 é apenas possivel se:
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det|K - 02M|=0 (4.35)

Esta equagio é chamada de equacdo de frequéncias do sistema. Expandindo o

determinante obtém-se uma equacéo algébrica de grau n em «? para um sistema de n graus de
liberdade.

As frequéncias w, ,...,», s&0 habitualmente ordenadas de forma crescente num vector w.

E possivel afimar-se que para matrizes de massa e rigidez simétricas e definidas positivas,
todas as raizes da equagdo de frequéncias sdo reais e positivas [CLO93].
A cada raiz @ corresponde um vector u; chamado forma natural de vibracdo. Claro que

cada vector u; é definido a menos de uma constante. Correspondendo a ordenagao das frequéncias
agrupa-se todos esses vectores por colunas numa matriz U.

Estes conceitos, se bem que basicos, permitem localizar o problema da extracgdo de formas
e frequéncias.

4.3.2.2 Algumas propriedades do problema caracteristico
Uma das propriedades centrais das formas naturais de vibragdo é a de que estas séo
ortogonais relativamente as matrizes de massa e rigidez.

Tendo em conta a simetria da matriz de massa e rigidez, e a igualdade K - u,, = w:M-u,,
resulta:

u’ M-u, =0 (4.36)
u’ -K-u, =0 (4.37)
se n#m

Neste trabalho, usa-se uma normaiizago das formas naturais de vibragdo que produz
massas modais unitarias.

Assim, por uma questéo de facilidade de leitura, as formas normalizadas atribui-se o simbolo
¢, . Portanto, o procedimento de normalizago é o seguinte:

b = jisl,n (4.38)

Agrupando por colunas os vectores normalizados, obtém-se a matriz @.
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Podem agrupar-se apenas as p<n formas correspondentes as p frequéncias mais baixas, ja
que frequentemente sao as que melhor representam o movimento da estrutura.

A solucdo para esses p modos (i.e. formas e frequéncias) pode ser escrita cOmo:

K ®=M.-®-0 (4.39)

em que {2 é uma matriz diagonal contendo os quadrados das frequéncias naturais.

E possivel aparecerem frequéncias naturais nulas. Devem-se a modos de corpo rigido, no
caso da estrutura os possuir, ou a modos espurios resuitantes da deficiéncia de rigidez de um
elemento. Neste trabalho, podem analisar-se modos de corpo rigido, ja que existe um procedimento
de translacgdo do espectro (Shiffing) que permite essa andlise. Nenhum dos elementos
implementados apresentou frequéncias espurias.

Apos a normalizag&o, as propriedades de ortogonalidade escrevem-se como:

¢;T 'M'¢j =5ij
(4.40)
‘ﬁ;T 'K'¢,' =w,2;5

]

Podem também aparecer frequéncias de multiplicidade m as quais correspondem formas
naturais que geram um espaco m-dimensional, mas n&o so unicas (ver p.ex [BAT96] ex.10.2).

E importante referir que pode existir um conjunto de dimensdo p que verifique as condigdes
de ortogonalidade, sem que esses p vectores sejam formas naturais. Esses sd serdo formas
naturais se, para além de verificarem as condicdes de ortogonalidade, p=n.

Se se realizar a decomposicdo LDLT de K - m?M obtém-se o polinémio caracteristico a
custa dos elementos de D:

Plo?)= det LDIT =] d; @.41)
i=1

Claro que em o] , P=0.

Uma das propriedades usada na construgdo de algoritmos de extracc@o de frequéncias € a
propriedade de sequéncia de Sturm dos polinémios caracteristicos.

Sendo K(’) a matriz de ordem n-r obtida eliminando de K as suas ultimas r linhas e
colunas, e da mesma forma para M () define-se o seguinte problema caracteristico associado:

K0 ) = 2O M) ) (4.42)

Claro que se podem reordenar linhas e colunas de forma a que sejam as uitimas. o
polinémio caracteristico correpondente a este problema é dado por:
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Pm@ﬂﬁﬁﬂdew—wﬂﬂMﬁn (4.43)

Como propriedade relevante, os valores préprios do problema r-+1 separam os do problema

(r+1) < < (DZ(r) < m‘l(rﬂ) < m2(r) (4.44)

2
2 == Waer-l =¥ p-r-1 = “a-r

602(r) < ml?.(r+1) <o (r) <o

2
1 - 2

Uma importante consequéncia da propriedade de separagdo dos valores proprios € a
seguinte: assumindo que se pode factorizar K —pM na forma LDL" , o nimero de elementos
negativos em D & igual ao nimero de valores proprios menores do que .

2 . . . .
Consequentemente, se w; <,u<a);2+1, existem exactamente 1 elementos diagonais

negativos em D. Esta propriedade pode ser imediatamente usada para determinar valores préprios.

Assumindo uma translacgéo u e verificando se 4 & menor ou maior do que o valor prdprio requerido,
pode reduzir-se sucessivamente o intervalo no qual o valor proprio esta localizado.

Este procedimento importante é extensivamente usado na solugdo de valores e vectores
proprios. O propdsito pode ser o de acelerar os calculos ou de determinar valores préprios nulos
correspondentes a movimentos de corpo rigido.

Assim , para a solugdo K - ¢ =w>M - ¢, aplica-se uma translacgéo o em K, calculando:

K=K-pM (4.45)

Considere-se ainda o problema caracteristico K. = 1*M -y . Pretende-se relacionar os

valores e vectores proprios dos dois problemas. Faz-se y"‘ =p+ ,u2 resuitando:

K-wv=y'M-y (4.46)
Como este problema caracteristico é o inicial, obtém-se:

2 2
=ptu (4.47)

w
p=y

Para p<0 é possivel usar o método de iteragdo em subespacos em sistemas semi-definidos.
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Neste trabalho o procedimento de translacgdo foi implementado como uma opgdo do
método de iteragdo em subespagos e pode ser usado com o objectivo de permitir a extracgdo em
estruturas livres.

4.3.2.3 A implementagdo do método de Rayleigh-Ritz

Em problemas de grandes dimensdes, ao usar-se 0 método de sobreposicdo modal, 0s
algoritmos de extracgdo podem tornar-se dispendiosos [BAT96]. No calculo aproximado dos
primeiros modos é possivel usar um método aproximado, o método de Rayleigh-Ritz. Neste trabalho
usam-se as ideias de [CO089] , [BAT96] e [CLO93].

O principio de Rayleigh, afirma que:

w? = minp(p) (4.48)

onde o minimo é obtido de todos os vectores possiveis ge (¢ € o quociente de Rayleigh:

_¢" K¢
)= iy (4.49)

O quociente tem um minimo para o primeiro valor proprio € é estacionario para os outros
[CO089]. O problema da determinacgéo das frequéncias pode ser resolvido como um problema de
optimizagédo [CO089].

Os limites ao quociente de Rayleigh séo:

0<w? < p(p)< @l <o (4.50)

Na analise de Ritz considera-se um conjunto de vectores E que sdo combinacdes lineares
dos vectores da base de Ritz, y5i=1,...,q.
Assim um vector é dado por

é= i X (4.51)

=1

x; s30 as coordenadas de Ritz. Ao subespago gerado pelos vectores de Ritz chama-se V, [BAT96].
Este esta contido em V, que é o espago onde estdo definidas as matrizes KeM.

Na andlise de Rayleigh-Ritz, interessa determinar os vectores Ei i=1,...,q que, estando
contidos no espago V,, melhor aproximam os vectores préprios pretendidos.
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Avaliando o quociente de Rayleigh;

SSaxR, -
P@: A L3 (4.52)

iixixjﬂij o

1=
em que
> _ T
Kij“‘//i 'K"/’j

~ r (4.53)
Mij=V/i ’M‘Wj

Aplicando a condigio de estacionariedade, chega-se ao seguinte problema caracteristico
reduzido:

K x=pM x (4.54)

cujas matrizes séo gxg , x & o vector de coordenadas de Ritz desejadas e os q valores préprios

Prsees Py s0 aproximacdes aos g valores proprios wfcuf
Uma importante caracteristica das aproximagdes p,,...,p, € que limitam superiormente
cada valor préprio do problema inicial..

[}

i

IA A

Pi
o <0 (4.55)

L)

w
[

A prova das desigualdades (4.55) é dada por Bathe [BATE6]. Uma consequéncia dessa
prova, que é dtil para a utilizago consciente deste método aproximado, é a seguinte.

Para obter p; e 4_'5,' minimiza-se p@) sujeito as i- I condigGes de ortogonalidade:

3 M. ¢, =0 j=1,...i-1 (4.56)

Essa observacdo permite concluir que se pode esperar menos precisdo na aproximagéo das
altas frequéncias do que nas baixas, para as quais sdo impostas menos restrigbes. Este facto é
observado nas experiéncias realizadas com as estruturas do tipo casca deste trabatho.

O procedimento adoptado para a geragfo dos vectores ¢ o seguinte:

Os vectores de Ritz sdo determinados a partir da solugdo estatica onde os g segundos
membros sdo empiricos.
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K-¥=F (4.57)

em que ¥(nxq) guarda os vectores de base de Ritz por colunas e F (nxq) os padrbes de carga
empiricos.

De seguida, avalia-se as projecgdes das matrizes K e M no subespago V,.:

—~

K=¥".K.y¥
(4.58)

M=¥"T .M.V

Como, neste trabalho, as matrizes K e M estdo ammazenadas na forma vectorial, foram
criadas subrotinas de multiplicacio especificas para realizar eficientemente a projeccdo sobre os
vectores de Ritz.

Resolve-se o problema caracteristico reduzido pelo método de Jacobi generalizado:

~

K-X=M-X-p (4.59)

em que g=diag(p:). Finalmente, obtém-se as aproximagdes aos vectores proprios:

o=V X (4.60)

Para se obter uma matriz de massa reduzida definida positiva, os vectores de base de Ritz
devem ser linearmente independentes [BAT96]. Na pratica, excitam-se varios graus de liberdade
distintos através dos vectores de carga contidos em F. Em termos de erros, as aproximagdes estio
muito dependentes dos vectores de base de Ritz. Podem obter-se bons resultados se as
combinagbes dos vectores de Ritz permitirem aproximagdes razodveis aos vectores proprios
desejados.

Este procedimento é o usado no inicio do método de iteragdo em subespacos.

Neste trabalho, 0s padrdes de carga sdo os de Bathe [BAT82], [BATS6], [ABA97]. Outros
[CLO93] poderiam ser usados mas os implementados parecem satisfatérios, pelo menos para as
baixas frequéncias.

Um procedimento atractivo, para gerar vectores de Ritz ortogonais em relagdo a massa,
melhorando a qualidade destes, é o de {CO089). Este procedimento foi implementado e requer uma
ortogonalizacdo de Gram-Schmidt.
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Tabela 4.2 Descri¢céo do procedimento de ortogonalizagéo dos vectores de Ritz

Algoritmo de geragao de vectores de Ritz ortogonais em relagdo a massa

1. Determinar K -y, = F,

Normalizar w, em relagdo & massa e obter y,

4.  Parai>l

41 K.y =M -y, | Resolverpara y;
4.2 ke * il T *
w. =y; — > ¥, - M-y, w, Orogonalizagdo
P
4.3

Normalizar z//:* em relacéo a massa e obter y,

E possivel melhorar ainda o método, recorrendo a uma projec¢do modificada das matrizes
definidas em V,, como & proposto por [CLOS3]. Na préatica, e para os problemas de peguena ou
média dimensio deste trabaltho, o método de iteracdio em subespacos revelou-se satisfatorio. No
entanto, o método de Rayleigh-Ritz pode ser adequado a determinagdo da mais alta frequéncia de
uma estrutura, escrevendo a seguinte igualdade:

det[M - a2KJ =0 (4.61)

O menor valor préprio do problema permite a determinagéo da mais elevada frequéncia da
estrutura e portanto do periodo mais pequeno:

T, =2ra, ' (4.62)

O método de inteéragéo directa implementado possui célculo automatico do passo baseado
na informac#o do periodo acima (4.62) calculado.

Como o método de Rayleigh-Ritz é aproximado, uma medida do erro é a seguinte:

< 3=t

K

&= (463)
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4.3.2.4 O método de iteragdo em subespagos implementado

Implementou-se uma versdo modificada do algoritmo de Bathe [BAT82] totalmente em
memaria, sem o procedimento de verificagdo baseado nas sucessées de Sturm (que alias, ja era
opcional) e com um processo de filtragem [LOH84] das frequéncias indesejadas. Existe
possibilidade de translac¢do (Shifting). Ndo menos importante, a versdo criada neste trabalho ¢
escrita em Fortran 90 com todas as vantagens sobre o cédigo original, repleto de GOTQO’s e outras
particularidades indesejaveis do Fortran V.

O método de iteracdo em subespacos junta 0 método de iteragdo inversa de vectores com o
método aproximado de Rayleigh-Ritz, ja descrito. Algumas melhorias foram propostas ao algoritmo
original, pelo proprio autor desse algoritmo [BAT82] ou por outros [AKL82], [LOH84] para citar
apenas alguns. As melhorias propostas pelos diversos autores prendem-se essenciaimente com a
capacidade de calcular frequéncias elevadas, com a filtragem de frequéncias ndo pedidas e com a
aceleracgdo da convergéncia do algoritmo.

O problema caracteristico na base reduzida & resolvido usando o método de Jacobi
generalizado, utilizando um cédigo methorado mas baseado no proposto em [BAT96].

Embora actualmente o método de Lanczos pare¢a a muitos investigadores [CLO93],
[CO089] [HUG8T] mais eficiente e versatil, o metodo de iteracdo em subespacos é ainda o Unico
presente em programas comerciais de grande qualidade [ABAST].

O método revelou-se eficaz na extracgdo modal até p=25.

Aqui ndo se apresentam todas as particularidades do meétodo ou pormenores sobre a
convergéncia, sendo o leitor interessado remetido para as referéncias ja citadas.

A dimensio do subespago é a proposta por [BAT82] e [ABA97] e é g = min(2p, D+ 8,n,).

A tolerancia para o critério de convergéncia dos valores proprios € tol=1E-6 e o numero
maximo de iteragdes é nite=16.

Apresenta-se de seguida o algoritmo implementado, que & uma variagdo do original.

Tabela 4.3 Método de iterag¢do em subespacos

Algoritmo de iteragdo em subespacgos implementado

1, Factorizagdo de K: K=L-D-L'
2. Calcular os q vectores de arrangue em Y:

3. Fazer, de k=1,nite

3.1a) Se k=1, entdo: resolver K- Xia =Y,

3.1b) Se k=1 entdo: resolver K-Xpa =Y, ~ K- X, (LOH84)

—r
32  caleularK,,, = Xt - Y,

33 Calcular Yeer =M - X ket

.—..T —
34 calcular M, ; =Xkt - Yro
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Resolver o problema caracteristico usando o método de Jacobi generalizado:
Kk+1Qk+1 = Mk+1Qk+1Ak+l

36  Caloular Y,,; =Y Q.

3.5

3.7 Calcular X,,, = —}fkquH

38 Determinar &, se s<tol sai, sendo continua

E possivel afimnar [BAT96] que lim X, | = @.

Os pormenores da determinagédo de fséo dados em [LOHB84].

4.3.3 Sobreposi¢do modal

4.3.3.1 Introdugéo

Existem, para probiemas lineares em dinamica, duas técnicas habituais de determinacg3o da
resposta temporal de uma estrutura. Uma das técnicas recorre as propriedades de ortogonalidade
das formas naturais de vibracio é chamada de sobreposi¢cdo modal, enquanto que a outra baseia-se
na discretizagdo do tempo e aproximagéo assumida das aceleragdes, velocidades e deslocamentos
dentro de cada intervalo de tempo. Este ditimo método é chamade de método de integragdo directa.

Na maior parte dos casos, para problemas lineares 0 método de sobreposi¢do modal com
base truncada é bastante mais eficiente do que os métodos de integragéo directa [ABA97]. E pois
aconselhavel o seu uso em Soffware pedagdgico.

Neste trabalho é usada uma matriz de amortecimento proporcional, isto é:

C =K + M (4.64)

Nos métodos de sobreposigdo modal, esta estrutura da matriz de amortecimento pemite o
desacoplamento das equagdes da dinamica, nos casos em que existe amortecimento.

A sobreposicdo modal baseia-se na seguinte transformacéo de coordenadas:

sendo @ a matriz nxn que possui as formas naturais de vibragdo agrupadas por colunas e g 0
vector de coordenadas modais.

Substituindo a transformagao na equagao de equilibrio dindmico resulta:
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M-®.¢g+C- @ qg+K - @®-q=f (4.66)
pré-multiplicando ambos 0s membros por @ T resulta:
dg+@R+8)-g+02-9q=Q (4.67)

em que Q=0" -f.

) O sistema de equacdes inicial foi assim substituido por um conjunto de equacdes
diferenciais ordinarias de 2® ordem:

g; +(ao? + Bl +02q; =@ i=l..n (4.68)
ou ailternativamente,
4; +26,0,q, +@iq; =@ i=1..,n (4.69)

sendo & a razao de amortecimento do modo 1.

A frequéncia amortecida do modo ¢ é dada por:

2
0y =0 1-E =, [1- LR (4.70)
2 2

Cada uma das equacdes deste conjunto deve ser resolvida para um dado intervalo I de
analise temporal, comum a todas, [ : [0, T].

As condig6es iniciais na base modal séo faciimente relacionaveis com as condigdes iniciais
do problema original:

% =" -M-ay @4.71)
do =" -M-a,

A solugdo de cada uma das equagdes pode ser obtida, para uma solicitagéo qualquer do
sistema, recomrendo ao integral de convolugéo, para cadate [0, Tj)
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t

1 £, 3
q;(t)= ———IQ‘. (5" sen(w,, (t - 7))z + A,e 5% cos(w,;t - 6;) 4.72)

@y 0

em que i e & sdo constantes e fungdes das condigdes iniciais. Pde a questdo da existéncia ou nao
da excitagdo para (=0, j& que as constantes s&o distintas para ambos 0s casos.

Alternativamente pode usar-se um procedimento de integragio directa na base modal, como
seja o método das diferencgas finitas centrais.

E habitual realizar a transformagio modal recorrendo a parte das formas naturais de
vibragdo, ja que a resposta da estrutura depende normalmente de alguns modos mais influentes. Se
existir informacdo sobre o espectro de carga, devem extrair-se os modos cujas frequéncias estejam
préximas das mais importantes do espectro de carga. De uma forma geral, apenas as frequéncias
naturais mais baixas s3o usadas na determinagéo da resposta pelo método da sobreposigdo modal.
Existem alguns factores importantes que contribuem para que assim seja (ver [CLO93]). Faz-se
assim uma truncatura da base modal, introduzindo em @ apenas as p primeiras formas naturais.
Este método, usando uma base modal truncada, permite grandes economias na fase de extracgéo
de frequéncias. Essa economia & acompanhada de algumas deficiéncias na representacdo da
excitacdo na base modal. A resposta de uma estrutura pode ser dividida em quasi-estdtica e
dinamica [CO089] e a deformada quasi-estatica é frequentemente mal representada quando se usa
p<n. Para resolver essa deficiéncia existem dois métodos, ambos implementados, o método da
correcgdo estética e a sobreposicdo de aceleragoes.

O algoritmo implementado permite, para além de condi¢des iniciais ndo-homogéneas, forgas
exteriores aplicadas. Assim a representagdo da forga exterior sobre a estrutura é realizada através
de uma decomposicdo multiplicativa de um vector, que representa a distribuigéo das cargas sobre a
estrutura, e um escalar, que representa a distribuicio temporal dessa forga:

f=for (4.73)

Claro que f* é o vector de forgas nodais equivalentes ja discutido na andlise dos elementos
de casca.

Neste trabalho existem 3 fun¢des possiveis para f(t): Degrau, Rampa e Sinusoide.

A saida de resultados é realizada apenas de m em m passos e pode realizar-se uma
animagcéo de qualquer processo dinamico.

As proprias subrotinas de sobreposicdo modal calculam automaticamente o passo para a
integracdo na base modal como sendo:

At = —E (4.74)

em que T}, é o periodo natural ndo amortecido do modo p.

O célculo automatico do passo & muito importante em problemas de optimizagao, ja que
existe modificacdo, entre iteragdes, do espectro de frequéncias.
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Quer o operador de diferencas finitas centrais (ou outro), quer o integral de convolugdo
podem ser usados na determinacdo da resposta modal, O métedo das diferencas centrais &
condicionalmente estavel mas é geral, enquanto que o integral de convolugdo d4 uma resposta
especifica para um dado tipo de fungéo.

Uma alternativa, usada por [CLO93] e [ABAS7], consiste em proceder a uma linearizagio de
qualquer fungo entre cada instante de analise e determinar, uma Unica vez, a resposta pelo integral
para um segmento de recta.

g+ 280G+ 0°q = Q, , + % At (4.75)

A solucdo é obtida somando as componentes particular e homogénea, ¢ pode ser escrita
simultaneamente para deslocamentos e velocidades modais, usando a seguinte formula de
recorréncia [ABA97] obtida a partir do integral de convolugdo:

Qeﬂu} - lian Qg ]{qz} + {bu by H 1, } 4.76
{Qt+Al Qg1 Qg2 (4 by, oy || frra “.79)
Para problemas subamortecidos (£<1):

a, = A/(B sen+ cos)

a,y = ——sen

@p
ay, =—-ACsen
(qq = A(cos— Bsen) @4.77)
b, = -A|(E + D)sen+ (F + G)cos]+G
b, = A(Dsen+ Geos)+ F -
by, = —Al(@,, cos— £w sen XD + E) -~ (wp sen+ o cosF + G)-H
by, = —A[- (> cos— éwsen)D + (@p sen+ &o cos)GT+ H
em que:
A — —-fmdt o
B-= é_,_a)_ 0w p
Wp = —];—
w 2
- : D (4.78)
1-¢ ==
252 -1 w f‘t
 otopdt H= w* At
e também:
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cos = cos(wp4t)
sen = sen(w,At)

(4.79)
Este processo permite incluir naturalmente as condig¢des iniciais.

O operador de diferencas finitas centrais implementado, altemativamente usado, tem um
esqu €Ma de recursdo bastante simples (ver, p.ex. [CLO83]).

A resposta é obtida usando a transformacgdo modal:

a= éﬁﬁi(k
a=§mm

(4.80)

4.3.3.2 Métodos de correcg¢ao implementados

Devido a incorreccdo na representacdo da componente estdtica da excitacdo foram
im plementados, neste trabatho, procedimentos de correcgdo da resposta.

n
Escrevendo f = ZQ;M - ¢, , pode avaliar-se uma representagdo truncada deste vector
t=1

p
como: f, = Z QM - 4, . A diferenca entre o vector e a sua representacdo truncada é:
i=1

H=F-SQM- ¢, .81)
i=1

Sendo assim, para compensar o desvio na representagho do vector de forcas nodais
equivalentes, deve fazer-se uma comecgdo pelo menos estatica:

K - Ada=Af 4.82

Esta comeccdo deve ser realizada em apenas alguns instantes relevantes, ja que é bastante
dispendiosa computacionaimente, embora a decomposicdo de K seja realizada uma unica vez n:
extraccéo das frequéncias.

Neste trabalho, o método de sobreposigdo modal, com a opgéo de correccéo estatica activa
impde a comrecgdo apenas quando hé saida de resultados para um ficheiro, e imediatamente ante:
desty saida.

Uma alternativa a este método é o método de sobreposigéo de aceleragdes.
Faz-se a transformagfio modal apenas nas velocidades e aceleracdes:
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Mo g+C-@.g+K-a=f<

. (4.83)
a=K' - f-K' - M-©-4+C-9-q)
como K- @7 =@ (27" resulta para C proporcional:
a=K"' - f-0-27" - (Gg+£-q) (4.84)
A matriz & & diagonal, com os termos 2&;w; .
Usando uma base modal truncada a p modos, em que p<<n.
_ d 1. 2.
a=K 1'f_z¢i(——_o-qi+iQ£) (4.85)
i=1 w; @;

O primeiro termo da equagdo representa a resposta quasi-estatica, ja referida, o segundo
termo representa a correcgéo dindmica devida aos efeitos inerciais e viscosos.

Na implementac&o, a integragdo na base modal é a mesma usada no método anterior, mas
em vez de se usar a transformagio modal para a obtengéo da resposta, usa-se a equacéo (4.85).

Se a forca f6r decomposta multiplicativamente f=f (t)f *. o método é bastante econdémico,
j& que é desnecessaria a fase de substituicho em cada passo para 0 célcuio de K7 f . Basta

realizar uma tnica vez a operacdo v = K-'f" e multiplicar, em cada passo v por f(t). Uma das

desvantagens deste procedimento é a impossibilidade, de nesta forma, tratar estruturas em que K é
singutar.

4.3.4 QO método de Newmark

Como alternativa ao método de sobreposicio modal, existem métodos de determinacéo da
resposta temporal sem que seja necessario extrair as formas e frequéncias naturais de vibragéo.
Uma classe desses métodos & a integragéo directa, usada quer em analise linear guer em ndo linear
e muito popular na area dos elementos finitos. E importante afirmar que estes métodos raramente
sdo econdmicos em andlise linear [ABA97] quando comparados com os métodos de sobreposicéo
modal truncada com correcgio, especialmente quando os intervalos de analise s&o longos. E facil
constatar que a integragdo das equagdes da base modal e subsequente sobreposi¢éo é muito mais
econdémica do que a fase de substitugfo usada na integracéo directa. O custo da analise modal esta
praticamente concentrado na extracgdo dos modos naturais. Uma das razies da popularidade dos
métodos de integracdo directa parece ser a facilidade de implementagéo, que dispensa a extracgdo
de frequéncias e formas, a transformag4o de bases e os procedimentos de correcgéo que
complicam bastante a implementacgdo dos métodos de sobreposicdo modal.
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Para uso em pequenos intervaios, e principalmente com o objectivo de testar os resultados
obtidos usando a sobreposi¢do modal, foi implementado um métode muito popular de integracéo
directa, 0 método de Newmark. Existem logo & partida duas formulaces possiveis, uma em termos
de deslocamentos e outra em termos de aceleragfes [ZIE91]). Usa-se aqui a formulagdo de
deslocamentos, j& que pode existir a possibilidade de se realizar a analise de sensibilidades com
este operador (correntemente, por razdes de economia, € o método de sobreposi¢do modal).

O método de Newmark, ou regra trapezoidal, € uma extensdo do método da aceleragdo
linear. As equacgbes usadas para a discretizacdo do dominio do tempo sdo as seguintes:

gt 4 (1 - S)d +ot e pe

; 4.86
s aviass][L-ala el w29

e, claro,

M‘+At'd +Ct+At a +Kt+Ac_a=t+A£f (487)

Introduzindo as aceleragdes assumidas na expresséo para as velocidades, obtém-se “***d

e "% a em funcéo apenas dos deslocamentos desconhecidos. Essas relagdes sio introduzidas na

equagdo de equilibrio que € resolvida para &g . As velocidades e aceleragbes sdo depois
imediatamente determinadas.

A férmula de recorréncia é dada por [ZIE91]:

a1 + CoAt+ Rad |** a = 46" 2f -
C. aAtZ'(‘aAt(l - 6)‘d)~ 5At(‘a +Atfa + Atz(%—ajtdﬂ+ M-[‘a +4t'a +At2(é-- aJ‘c‘i]

(4.88)
no caso de a=0 o método pode ser explicito, isto é, a resolugdo do sistema (se C e M forem

diagonais) ndo é necessaria. Os métodos explicitos tém a desvantagem de exigirem a construcéo
de uma matriz de massa diagonal, recorrendo a processos por vezes semi-empiricos (ver [HUG87]).

O método de solucio consiste em decompor uma Gnica vez a matriz

K'=M +C3At + KaAt (4.89)

resolver o sistema K'***a = f' e actualizar as velocidades e aceleragbes usando as expressdes
de Newmark.

O esquema ¢ incondicionalmente estavel para & 2—% e a=025(5 +0.5)2 [BAT96]. Os
parametros escolhidos sdo os de [BAT98]: § =0.5 e o = 0.25.
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Em termos de passo At é adoptado o esquema de calculo do periodo minimo da estrutura

T, através da inversdo das posi¢cdes das matrizes de rigidez e massa no algoritmo de extraccéo,
adoptando-se seguinte valor:

T
At =1
T (4.90)

Os métodos de integracdo directa est&o sujeitos a erros de alongamento de periodos e
diminuicdo de amplitude. O método de Newmark, com os parametros referidos, apresenta apenas
alongamento de periodo [BAT96]. Uma prova desta afirmago é realizada em [CO089]. Em relacfo
a possibilidade de usar um método explicito com uma matriz de massa diagonal, o método foma-se
condicionalmente estavel e exige um intervalo At muito pequeno [BAT96}. Uma notavel colectdnea
de informacgdo sobre métodos directos pode ser consultada em [HUG87] , nomeadamente sobre
intervalos criticos para alguns elementos.

Existe ainda um processo de melhoria da precisdo obtida pelo algoritmo de Newmark
descrito em [ZIE91].

4.3.5 Problemas nao-lineares

4.3.5.1 Breve introdugdo aos métodos explicitos e implicitos

Em problemas nio-lineares (neste trabalho existe a possibilidade de analisar o
comportamento nao-linear geométrico) a andlise dindmica pode ser realizada recorrendo a métodos
de integracdo directa explicitos ou implicitos ou ainda a métodos baseados na sobreposicdo modal.
Existem numerosas referéncias tecendo consideragbes sobre essas metodologias [OWES80],
[ABAQ7], [BAT96], [CLO93], [TAM96], [ZIE91] sendo destacavel o trabalho de resumo de Crisfleld
[CRI197] sobre os métodos explicitos e implicitos em anélise néo linear.

Existem varios esquemas implicitos com actualizagdes separadas para as variaveis de
rotagdo, velocidades angulares e aceleragbes angulares recorrendo as férmulas exactas das
rotages finitas (ver p.ex. [ABA97] e [CRI97]). Os métodos explicitos ndo integram habituaimente
esses preciosismos mas sdo bastante eficientes computacionalmente. A discussdo sobre a
utilizacdo de uma ou outra das familias de métodos de solugdo parece ainda existir e & proveniente
das propriedades desses métodos: os métodos implicitos podem ser incondicionaimente estaveis,
mas exigem iteragdes de Newton-Raphson em cada passo que forgosamente exigem a resolugio
de sistemas de equagdes. Os métodos explicitos evitam a resolugio de sistemas mas sdo
condicionalmente estaveis e exigemn um passoe muito mais pequeno com eventuais corre¢des ao
passo ao longo do processo, para além do processo de diagonalizacéo da matriz de massa, que é
discutivel. Uma estratégia ilustrativa de um processo com commecgdo do passo € a de [ABA97]. Neste
trabalho, ndo se realiza qualquer tentativa de comparar métodos ou sequer referir os existentes, ja
que o trabalho realizado nesta area é extensissimo e os métodos podem ser na pratica bastante
sofisticados.

Uma alternativa s metodologias de integracdo directa é o uso de uma estratégia baseada
na sobreposicdo modal [BAT96], [CLO93}, [ABAQ7], [TAM96]. Esta afimagdo pode parecer absurda
ja que o principio de sobreposi¢do implica linearidade. E verdade, mas existem algumas estratégias
mais ou menos rebuscadas para contornar essa realidade. Uma dessas estrategias, aparentemente
atraente, & a de [CLO93]. Recentemente apareceu um método muito eficiente, que foi o
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implementado neste trabalho, e possui a particularidade de poder ser aplicado a problemas
altamente n&o-lineares e irreversiveis, ao contrério do método de projeccdo modal usado em
software comercial [ABA97}. O autor desse método, Tamma [TAMS86], ilustra-o com um caso de uma
placa elasto-plastica. O aplicag&o a estruturas do tipo casca aparece no presente trabalho.

Uma nota sobre o amortecimento: a modela¢do do amortecimento em problemas néo-
lineares é, na opinido do autor, complexa. |sto devido ao facto de persistir a dlvida sobre a correcta
divisdo dos efeitos dissipativos entre a lei constitutiva e o amortecimento ‘estrutural’ correspondente
a fase linear. Embora seja porventura simplista eliminar esse amortecimento da formulacdo
incremental de equilibrio, neste trabalho o amortecimento é inexistente em problemas néo-lineares.
Claro que em problemas lineares é bem possivel modelar o amortecimento e este est4 presente nas
subrotinas de sobreposi¢do modal e de integracio numérica.

4.3.5.2 Implementagdo do método do impulso virtual

Este método é, segundo os seus autores [TAMS6], incondicionalemente estavel, possui uma
formulagdo explicita, ndo exige diagonalizag¢do da massa e néo envolve o célculo de aceleragdes.

A ideia base do método é ja bastante conhecida (ver p.ex. [CLO93]) e baseia-se na
construgdo artificial de um problema linear em que os termos néo-lineares séo incorporados num
vector de forcas ‘exteriores’. O método dos residuos pesados, também ja bem conhecido na fungéo
de integracdo das equagdes hiperbdlicas ([ZIE91], p.ex), é usado com uma escolha criteriosa das
fungdes de peso.

Assim, comega-se por transcrever a equago incremental de equilibrio em anélise néo-linear
dindmica:

Mla+lila)='f (4.91)

para obter uma equagio anéloga a do caso linear, transforma-se (4.91) como:

M a+2K" a=F(a) (4.92)

em que
LF(a)=f-Li+JK (4.93)

O método dos residuos pesados pode ser utilizado sobre a equacéo (4.93), integrando entre
os instantes ¢ e {+AL.:

t+A b+ A
fwr. (M d+oK-" a)ir— wT.IF(adr (4.94)

t
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As fungdes W=W(t) sdo as fungdes de peso temporais e serdo posteriormente
analisadas.

Integrando por partes o termo da aceleragdo obtém-se:

t+at . b+
[WT . Mia+WT-0K-"ade+[W" M a-W" -Maf* = [WT;F(ah: (499)

t L

+4t

Neste método escolhe-se W como sendo as solugdes fundamentais do seguinte problema
linear:

M-W+K-W=M-05(-1) reltt+At] (4.96)

Com condigdes W(t)=W(t)=0.

A matriz @ foi ja definida e contém as formas naturais de vibragdo por colunas dos p
primeiros modos. O problema caracteristico é o correspondente as matrizes iniciais:

K- o=M-®-02 (4.97)

As fungdes de peso sdo dadas por [TAMS6]:

1
(-1)= —a:¢isenmi(t—r) set>r (4.98)

T
0 set<r

Usando a transformacio modal usual e utilizando as propriedades de ortogonalidade das
formas, a forma fraca representada em coordenadas modais no dominio temporal [0, At] é escrita

comao:

{ Ccos \/~.Q_At - \/E_lsell‘\/EAthHAlQ} = {IQ} +Tz+rQ * {' Jb—_lsen«/—ﬁr}dr (4_99)

JQsenVQ4t cos 24t g ‘q) o cos/ 21t

em que @* é o vector de forgas ‘externas’ na base modal,

Q*=0" . F(a) (4.100)
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A matriz diagonal /€2 contém as frequéncias naturais ordenadas.

Realiza-se uma interpolagéo linear do vector Q* no dominio [O,At], resultando:

H—rQ* =(1—ZT£}Q*+Z%HNQ* {4.101)

Substituindo esta equag¢ao no integrando da equag&o acima, e rearranjando, resulta:

-1
{HMQ} _| cosear V2 senVal {LQ} N [“1 ag H ‘Q* } (4.102)
g |- J2senV QAL cos QAL tq] laz ag)MtMQ*
As matrizes diagonais a; sdo definidas como:

a, =07 -[(Atx/ﬁ)_l sen«/EAhI}
a, =27 ‘[I - CoS J—Q—At]/,dt

oy =827 -[cos QAL - (At«/_.(s)—l sen«/EAt}

(4.103)
a, = \/5_1 . [sen\/._Q—At + (Atx/E)_l (cos Jad - I)}

Pode adaptar-se o procedimento para impdr um processo iterativo explicito adequado para a
solucdo eficiente e precisa de problemas néo-lineares.

Assim, para a iterag3o ,
; -1
tagt] | cosv2at 2 senvQal {‘q} N [al ag H ‘Q* H (4.104)
ot ) J2send2At  cosy/ QAL g lee ag Q™
As forgas internas Aoy *i g0 obtidas na base modal como:

t+AtQ #i_l+dl Q_HL“’T" +Q‘““.qi (4.105)

em que

/ T 48
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H‘”Q - @T'Hdﬂf
. (4.108)
L+ALT - ¢T 'L.hjg iL
O critério de convergéncia do esquema de integragédo explicita é escrito como:
t+AL ] t+AE
q q
{HAtqu}—{HAtqi} <€ (4.107)

Depois de obter a resposta iterativa na base modal, usa-se a transformagdo modal para
determinar os deslocamentos e velocidades nodais.

O algoritmo proposto por [TAM96] ndo pode ser utilizado na sua forma original, ja que no
calculo das forcas internas tem de se usar o deslocamento obtido na iteracdo anterior, o que
significa que a transformagdo modal tem de ser realizada em todas as iteragdes.

Este método, para além de nio necessitar de diagonalizagdo da massa, permite o uso de
um processo iterativo para uma base reduzida de dimenséo p.

O método também possui arranque proprio, ao contrario do método das diferencas finitas
centrais.

O método ¢ incondicionalmente estavel (para problemas lineares...). Pelos exemplos
mostrados em [TAM96] é constatada a superioridade em tempo de CPU relativamente a familia
Newmark implicita e explicita.

4.4 Conclusoes

Na construgdo de bibliotecas de solucdo adaptadas as caracteristicas dos problemas
estruturais, e dos métodos de discretizagfio por elementos finitos, hé ainda muito trabalho a realizar
com vista a melhorar o desempenho dos métodos existentes e a desenvolver métodos
revolucionarios.

Neste capitulo, apresentaram-se alguns algoritmos que foram implementados com o©
objectivo de construir uma biblioteca de solugéo. Foi possivel implementar todos 0s métodos sem 0s
relacionar com os elementos finitos implementados. Parte dessa estratégia é realizada devido as
potencialidades de programac&o do Fortran 90.

Para se construir um Solver verdadeiramente eficiente e atractivo, parece incontomavel o
uso de uma biblioteca de operagdes escrita numa linguagem de baixo nivel como o MASM. Devido
a0 facto de este trabalho ndo se centrar na construcio desse Solver, as subrotinas foram todas
escritas em Fortran80.
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5 Pré e pos processamento
5 1 Introdugéo

Neste capitulo mostram-se os procedimentos de geragdo automatica de mathas em
domiinios planos e superficie e apresenta-se uma breve descricio do pos-processador. Quer os
geradores quer 0 pos-procesador foram criados de raiz pelo autor deste trabalho. O gerador de
malhas em dominios planos foi criado em Fortran77 (Powerstation 1.0) e o gerador de superficies
em Fortran90. O p6s-processador foi construido em Fortran90 e OpenGL.

A criagdo de geradores automéaticos de malha & indispensével na optimizagdo de forma. O

pos-processador é Gtil na representagdo de campos de tensdes e deformadas. Na analise dindmica
faz-se a animagéo dos campos.

Todos os exemplos deste trabalho foram criados recorendo aos pré e pds processadores
aqui sucintamente descritos. Além disso, foram criados pequenos programas para gerar as
condicdes de contorno por grupos de nés ou elementos.

5.2 Gerag¢do de malha

5.2.1 Justificagéo

O tema da geracdo de malhas é fundamental no Ambito da andlise de solidos
geometricamente realistas recorrendo ao método dos elementos finitos, Os programas de analise
estrutural mais divulgados (I-Deas, Ansys, Abaqus, Adina,...) possuem actuatmente mecanismos de
computacio grafica bastante sofisticados e de utilizag8o pratica. No entanto, como habitualmente
ndo ha acesso ao codigo desses programas, torna-se necessério, no ambito deste trabaiho,
desenvolver programas e subrotinas que permitam gerar de forma automatica e ciclica as malhas
necessarias e que permitam visualizar as malhas geradas.

Quando se pretende optimizar a forma de sélidos, tendo em conta o seu desempenho
estrutural, a geragdo autornatica de malhas é imprescindivel.

As necessidades de actualizagio da geometria dos sdlidos em cada iteracdo do processo
de optimizagdo impdem caracteristicas de robustez, independéncia de intervengdo humana e
rapidez aos geradores de malha. Neste trabalho foram criados dois geradores de malha, um para
placas e outro para cascas (superficies). O gerador de malha (free - meshing) para dominios ptanos
permite tratar dominios ndc-convexos e multiplamente conexos de uma forma muito rapida (em
relacio p.ex ao programa |-Deas) e automética, tendo o autor conseguido eliminar a tendéncia
habitual que os geradores de malha free tém de gerar elementos muito distorcidos em que
aparecem por exemplo ‘quadrilateros’ com 3 vértices colineares. O gerador de malha em cascas foi
desenvolvidlo com base na tecnologia de mapeamento e multiblock. Embora o autor esteja
consciente das limitagdes geométricas deste tipo de procedimento, os resultados obtidos foram os
suficientes para os objectivos deste trabalho. Ambos os geradores requerem apenas informagéo
acerca da geometria do sélido (alguns pontos) e um indicador do nimero de elementos sobre a
fronteira exterior do sélido. Parece importante referir que ao contrério dos geradores de triangulos,
OS  geradores completamente automéaticos de quadrildteros tém alguma complexidade
cOmputacional, e exibem dispersdo de tempos de processamento em fungdo da geometria
cOnsiderada. Existem, desde 1990/91 geradores de quadrilateros baseados em métodos frontais e

51



Capitulo 5 Pré e pds processamento

offset que apresentam resultados muito semelhantes aos obtidos neste trabalho (ver [SEZ91],
[BLA91], [ZHU91], [JINSO]).

Em relagdo as cascas € comentadvel a importdncia da computagdo grafica e da
parametrizacdo de entidades geométricas de dimens&o 1 ou 2 na definicdo de dados necessérios ao
programa de andlise estrutural e de sensibilidades. Assim, para elementos finitos de casca
degenerados de 3D, para os quais s&o habituaimente usados geradores tridimensionais, o gerador
deste trabalho permite o calculo analitico dos vectores normais & superficie e torna desnecessaria a
criacdo de nos em duas superficies paralelas a8 média. Na analise de sensibilidades é necessario
obter os vectores velocidade dos nds de cada elemento. Esse cdlculo, entre outros, é analitico se
recorrermos a parametrizacio de entidades geométricas de dimenséo 1 e 2.

Devido ao avancado estado das tecnologias da geometria computacional e da modelagdo
de solidos, ndo é intengdo do autor deste trabalho fazer investigagdo, ou sequer citar trabalhos
nessa darea, mas apenas construir as ferramentas geométricas necessarias a um trabaiho de
optimizacéo de forma.

Sendo assim, 0s seguintes conceitos e ideias s3o os estritamente necessarios a
implementagao dos geradores automaticos de malha e 3 analise grafica das malhas.

5.2.2 Interpolagao linear ponto a ponto

Sejam X ,..., X, eR® e formam um poligono B. Um poligono consiste numa sequéncia
de segmentos de recta, cada um interpolando um par de pontos X, X, . B pode entdo ser
chamado de interpolador ponto a ponto L dos pontos X; .

Se os pontos X; estdo sobre uma curva C entdo B é chamado de interpolador linear ponto
a ponto de C e escreve-se:

B=pLC (5.1)

Uma das propriedades importantes dos interpoladores lineares ponto a ponto é a sua
invaridncia afim: se uma curva C é mapeada numa curva ®C por um mapeamento afim @, entéo o
interpolador linear ponto a ponto para ®C é um mapeamento afim do interpolador original ponto a
ponto:

£LOC=0 pLC (8.2)

Os interpoladores ponto a ponto foram usados neste trabalho na aproximacéo das linhas de
fronteira em poligonos.
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5.2.3 Linhas de Bézier

5.2.3.1 Defini¢ao de linha e poligono de Bézier

Dados X0,X1,...Xn € R%e e R, faz-se:

X/ @)=0-0)X @)+ eX7 ) { r=Lon (5.3)
1=0,...n-r

e X)t)=X,.

Entdo, X} (t) € o ponto com parédmetro de valor  sobre a linha de Bézier Xn.

O poligono B formado pelos pontos X, X,...,X» é chamado poligono de controlo ou
paligono de Bezier.

Assim, pode definir-se um operador linear B tal que X"(t)= B[B,t]. Esse operador
associa a linha de Bézier ao seu potigono de controlo.

As propriedades das linhas de Bézier ndo sdo escritas neste trabatho, por uma questdo de
concisao.

As fung¢des polinomiais sdo muito populares, pela sua facil manipulagéo analitica.

Os polinémios de Bemnstein, utilizados neste trabalho no gerador em dominios planos,
podem ser escritos explicitamente:

") (1= (5.4)

A utilidade dos polindmios de Bernstein na criacdo das curvas de Bézier é revelada ao
exprimir 0s pontos de Bézier intermédios em termos desses polinémios:

X!(t)= ¥ X,,,BE() 5.5)
=0

j
No caso de r=n, obtém-se a posi¢éo de qualquer ponto sobre a linha de Bézier como:

X"(t)= ijjBE;‘(t) (5.6)

j=0

A partir de (5.6) pode obter-se a derivada da linha de Bézier, como
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d 5 n-1
=X )=nY.(X,., - X,BE} () (5.7)
g j:O

As curvas de Bézier com base de Bernstein (5.4), tal como outras curvas de base
polinomial, podem ser escritas na forma:

Moo+ Mon | T
X0 =[X,..X,]| : SN (5.8)
My -+ m

em que {ti} € a base monomial. A forma (5.8) pemmite a construgdo de linhas com propriedades

diversas das de Bézier, atraves de diferentes matrizes M = {m,-j }

5.2.3.2 Interpolagao por partes

Se se quiser usar uma base polinomial de dimensdo 4 na criacdo de curvas, é habitual
definir uma curva como um conjunto sequencial de véarias curvas de Bézier. Pela imposicdo de
igualdade nas coordenadas nos pontos de fronteira assegura-se a continuidade Co. Se for util a
continuidade C4 nas fronteiras de ligacdo entre as curvas deve impdr-se colineariedade dos trés
pontos: da fronteira, 1° da curva seguinte e 3° da curva corrente. A base de Bemstein ndo assegura
a verificagdo da equagéo da curva por parte dos pontos intermédios.

Fig. 5.1 Imposicéo de continuidade C1 numa curva de Bézier usando a base de Bernstein
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5.2.4 Superficies obtidas de um produto tensorial

5.2.4.1 Introdugdo

Combinando duas equagdes paramétricas de curvas sob a forma de Bézier, pode obter-se
uma superficie [FAR88), [GEQ91].

m
Se existe uma curva de Bézier inicial X ™ (1) = Y X;BE!" (u) e se fizermos X atravessar
i=0
uma curva de grau n:

X, =X,(v)=Y X, ,BE}({v) (5.9)
j=0
pode entdo escrever-se:
X" (u,v)=>> X, BE"u)BE"(v) (5.10)
i=0 j=0

5.2.4.2 Forma matricial

Em termos computacionais é frequentemente vantajoso escrever a equacgio paramétrica da
superficie em termos matriciais

Xoo + Xon BE{ (1)

X" (u,0) = [BED (). BET ()] (5.11)

X, ~ Xpn||BE"()

A matriz B = {X,.j} 6 chamada a matriz geométrica do macroelemento'. A forma monomial

(5.10) ndo esta limitada a superficies de Bézier, e substituindo os polindmios BE,-j por outros,
obtém-se superficies diversas das de Bézier.

Se usarmos a base de polinémios de Bernstein, podemos re-escrever a equagio
como

XOO XO UO
P L SN IR P 12
X

m0

T A nocdo de macroelemento tem concretizagdo quando se c¢ria uma superficie baseada numa
matriz de superficies de Bézier, procedimento alids usado neste trabalho.
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e 0<u,v<1éodominio de referéncia do macroelemento,

As matrizes quadradas M e N podem ser escritas, para o caso da base de Bemstein:

my =(-1) [rjj(ﬂ (5.13)
ny =(-1) _[r;)m (5.14)

As superficies usadas neste trabalho usaram ndo a base de Bemstein, mas a base de
Catmull-Rom usada habitualmente para linhas [FAR88], [GEOQ91].

Nesse caso, e para n=m=3, as matrizes M e /N sdo:

-1 2 -10
3 -5 0 2

M=N=05 .
-3 4 1 0 (.19)
1 -1 0

Uma das virtudes da utilizacio da base de Catmull-Rom é a satisfacdo da equagéo da
superficie nos pontos de controio.

5.2.4.3 Superficies compoétas

Devido ao facto de habitualmente se usar bases de dimensdo 4 para os polinOmios de
Bernstein e Catmull-Rom, a versatilidade geométrica obtida com um lnico macroelemento néo é
suficiente [GEO91] para a representacdo de superficies de engenharia. Sendo assim ¢ habitual

definir varios dominios de referéncia resultando em varios dominios fisicos (em 9%3).

Uma configuragdo usada também neste trabalho ¢ a matriz 3x3 apresentada na seguinte
figura
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123
1L+1L—) £
7y

Fig. 5.2 Matriz 3x3 de dominios de referéncia

5.2.4.4 Derivadas no dominio de referéncia

As derivadas das coordenadas fisicas em ordem aos pardmetros (i.e. coordenadas de
referéncia) sdo uteis, neste trabalho, para o calculo dos versores normais & superficie num qualquer
ponto.

Sendo assim, pode obter-se para uma derivada de uma superficie de Bézier:

r+s t ! m-—rn—s
O X™i(uu)= — I NTS 40 P0X, BEMT(WBE W) (5.18)
é”uld) i 7”)' ("’ 5 i=0 j=0
em que
4K, = AKX - AKX e 40K = A - ATX 617
com
ALO-Xi,j =X~ X
(5.18)
0, -
4 1Xi,j = Xi,j+1 _Xi,j

A funcdo versor normal a uma superficie de Bézier é dada peio produto vectorial:

g xmn (u,v)x 2 xme (,v)
n(u,v) = -2 4l (5.19)

%X”"” (,v)x %Xm (u, U)‘
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Para a base de Catmuli-Rom [GEO91] , os vectores obtidos acima sio faciimente obtidos.

5.2.5 Comprimento de arco

Devido ao método de insercdo de nds nas fronteiras de dominios planos e cascas ser
efectuado, neste trabalho, através do calculo do comprimento de arco, este € mostrado de seguida:

i) forma analitica
b .
st) = | HXH dt (5.20)
com s €|a,b]

ii) forma aproximada

Como o integral acima néo tem, para o caso de polinémios ctibicos, solugdo analitica, pode
aproximar-se a férmula acima por

LAt (5.21)

fol o valor (heuristico) utilizado neste trabalho

em que Af= L
3000

5.2.6 Classes e métodos de geragio de malha

A classificagio dos métodos mais comuns existentes pode ser realizada com base na
abordagem computacional adoptada e o tipo (e quantidade) de dados fornecidos ao programa de
computador [GEO91]:

Classe 1
i) Geracdo manual

Define-se toda a informagdo relevante. Assim, neste caso, o utilizador define os elementos
pelos seus vértices.
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ii) Geragédo semi-automatica

) Deﬁ_ne-se toda a informagao relevante para uma malha, assumindo que as conectividades
séo conhecidas. Um exemplo deste método consiste na geragdo de malha 2D numa secgdo
transversal de uma barra que depois é extrudida para formar elementos volumétricos.

Classe 2
iiiy Mapeamento

Consiste em gerar uma matha num dominio de referéncia geometricamente elementar (

triangulos, quadrilateros) e mapear a malha (i.e. cada ponto) para um dominio fisico através de
funcdes de mapeamento. '

Este processo, em conjunto com uma parti¢do estruturada do dominio, foi usado no gerador
de malha em cascas no presente trabalho.

Classe 3
iv) Solugdo de equages as derivadas parciais

As equagdes sdo formuladas numa malha de referéncia a qual corresponde uma geometria
onde a matha é faciimente gerada. Uma fungdo de mapeamento & definida de modo a asseqgurar
algumas propriedades pretendidas (ortogonalidade de elementos, densidade de elementos, ...)

Classe 4
v) Aplicagbes de técnicas de sobreposicdo e deformacéo

O dominio, definido pela sua fronteira, é incluido numa grelha de quadrilateros que depois é
deformada de modo a cobrir 0 dominio precisamente. Uma variante deste método é o método da
grelha inteira (infeger grid) , que consiste na criagdo de uma grelha incluida completamente no
dominio e depois usa uma variante do método frontal para a ligagdo da grelha a fronteira do
dominio. O método da grelha inteira foi o adoptado, com modificagbes, pelo autor do presente
trabalho no gerador de dominios planos.

Classe 5
vi) Partigdo estruturada

Este método, também chamado de Muitiblock, consiste na particdo estruturada do dominio
por macroelementos de geometria pouco complexa. Ap6s essa particao, é gerada a malha em cada
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macroelemento (por exemplo por mapeamento), tendo em conta a compatibilidade nas fronteiras
entre cada macroelemento.

Classe 6

vii) Métodos frontais

Neste método, a geracdo da malha, j4 bastante explorado pelo autor, é realizada a partir da
fronteira que €, em cada varrimento do processo, aproximada por um poligono B. A partir de cada
segmento de recta do poligono, séo criados pontos, segmentos de recta e elementos. A partir do
momento em que todos os segmentos do poligono foram usados, cria-se um novo poligono e
repete-se 0 processo. Existem diversas versdes destes métodos em que apenas se geram
tridngulos (¢ alids muitissimo simples) e tridngulos com quadriléteros.

A gerag;é‘onde malha_s que incluam apenas quadrilateros requer bastante esforco de
computagdo (particdo automatica do dominio, limitagdes em dominios multiplamente conexos).

viii) Geragao do tipo Delaunay-Voronoi

Neste caso, aproxima-se igualmente a fronteira por um poligono e define-se pontos de
insercao, a partir da geometria do poligono. E um método adequado principalmente a geragdo de
tridnguios e baseia-se em consideragdes geometricas.

Classe 7
ix) Combinagdes de malhas

As transformacbes geométricas usadas em CAD (simetria, rotagfo, translacgéo, ...
permitem combinar malhas geradas por um qualquer processo anterior e junté-las (merging).

Existem técnicas de geragéo livre de malhas cuja classificagdo nao se reduz a realizada
acima. Alguns exemplos sdo o Paving [BLA91], as técnicas de offset [SEZ91], [JINGO], as
conversées tridngulos-quadrilateros [JOH91], [ZHU91] e a subdivisdo sequencial do dominio
(actualmente muito popular) [TAL90].

O autor combinou os métodos frontal e da grelha inteira de forma a aproveitar as vantagens
de um e outro método. Esta combinagdo foi ja usada com bons resultados por Kikuchi e Tezuka
[KiKg4].

Como resumo de técnicas e trabalhos para dominios planos pode referir-se o trabaiho de
Blacker e Stephenson [BLA91), cuja técnica permite a formag#o de quadrilateros através de geracio
de fronteiras internas criadas com um conjunto de regras. O trabalho de Sezer e Zeid [SEZ91], que
inspirou alguns procedimentos do presente trabalho, permite a exploragéo da técnica de offset de
fronteiras. Sezer e Zeid criam inicialmente uma malha de quadrildteros e tridngulos que € depois
transformada, tal como no presente trabalho, numa maiha apenas de quadrilateros. O trabalho
supracitado refere igualmente técnicas eficazes de geragio de nds sobre linhas e ‘smoothing’. Em
relagdo a técnica de decomposigdo sequencial de dominios, que & usada em programas de
optimizacio estrutural, o artigo de Talbert e Parkinson [TAL90] estd muito claro e refere algumas
limitagdes praticas desta técnica, uma das quais € a necessidade de subdivisdo prévia de dominios
multiplamente conexos. As técnicas baseadas em transformagdo de malhas de tridingulos em
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quadrilateros e de aplicagéo do método frontal (inicialmente adoptado para tridngulos), em conjunto
com alguns truques (p.ex a eliminagdo de um lado comum a dois tridngulos para formar um

quadrilatero), sdo também comuns e podem referir-se 0s trabaihos de Johnston, Sullivan e Kwasnik
[JOH91], e de Zhu, Zienkiewicz, Hinton e Wu [ZHUS1].

' Finaimente, para superficies, apesar da rarefagéio dos trabalhos, é salientavel o trabalho de
Jin e Wiberg [JIN90], que embora esteja limitado a tridngulos, usa a tecnologia muitiblock com

superficies de Coons com 3 e 4 lados e, ao apresentar alguns exemplos sugestivos, inspirou o
corrente trabalho em que se usou quadrilateros e superficies de Catmull-Rom.

Existem alguns livros sobre o assunto que foram utilizados intensamente na realizagdo
deste trabalho. Em geometria computacional, geragio de malhas e optimizaco ¢ interessante o
livro de Kodiyalam e Saxena [KIK94], sobre geracdo de malha o livro de George [GEO91] e o livro
de Thomson, Warsi e Mastin [THOB8S)]. Farin [FAR88] trata extensivamente o tema das linhas e
superficies.

5.2.7 Algoritmo de geracao de malha em dominios planbs

5.2.71 Introdugdo

A geragdo de malha em dominios planos é efectuada usando uma combinagdo do método
frontal com o método de sobreposicdo. Além do programa principal, usam-se duas bibliotecas
criadas pelo autor. Uma das bibliotecas € constituida por subrotinas para calculo geométrico e outra
é constituida por subrotinas de computagéo grafica. Usa-se uma estrutura do tipo base de dados
com 3 tipos de entidades: nds, elementos e lados. O programa em si é bastante complexo,
apresentado-se aqui apenas o0s resultados dos passos fundamentais.

5.2.7.2 Criagdo de noés e lados nas fronteiras

Mediante o numero de nés pretendido na fronteira e dos pontos de controlo dessa fronteira,
mede-se o comprimento de cada linha definida pelos seus pontos de controlo e gera-se
automaticamente os nés sobre cada uma das linhas, igualmente espacados. Se fOr necessario,
ordena-se directamente os nos.

5.2.7.3 Cria¢do de uma matriz de nés no interior

Depois de se saber as dimensées das fronteiras gera-se uma matriz de pontos. Estes
pontos séo interiores ao dominio e possuem uma disténcia minima das fronteiras, 0.5xD, sendo D a
dimensdo indicativa dos elementos.
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5.2.7.4 Criagado dos elementos sobre a matriz

] Deppis da matriz de ponto§ ser construida, a gera¢éo dos primeiros elementos e/ou lados é
poss.wel, umpdo 0s pontos da matriz. Existem 11 combinagdes possiveis dependendo dos pontos da
matriz que sdo candidatos a nés. Assim, considerando 4 pontos vizinhos:

ij+1 j+1,j+1
O

I i+, O

|

f

|

]
N

G

Fig. 5.3 As onze combinagdes para os lados e elementos da grelha

5.2.7.5 Criagédo dos elementos que ligam a matriz as fronteiras

Depois da criagdo dos lados e elementos a partir da matriz de pontos, & necessario criar 0s
lados e elementos restantes de forma a completar a malha. Parte-se dos lados usados uma ou
menos vezes, e procuram-se os pontos adequados & construgdo de um novo elemento.
necessario, por vezes, percorrer todos os lados (teis varias vezes, ja que se podem formar novos
lados uteis ou eliminar alguns. A estratégia consiste em encontrar alguns nds candidatos,
eliminando sucessivamente do grupo dos candidatos os nos inadequados.
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O primeiro filtro elimina os nés cuja distancia a cada um dos nés do lado é superior a um

dado valor.

Fig. 5.4 Zona de influéncia para os pontos candidatos

O segundo filtro elimina os proprios nds do lado.

AN

Fig. 5.5 Os proprios pontos do lado ndo podem ser candidatos.

O terceiro filtro elimina os nds que provocariam intersecgdes de lados.

¢

Fig. 5.6 Eliminagéo dos pontos que provocariam intersecgdes.
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O quarto fitro elimina os nés que formariam um tridngulo cujo centroide estaria dentro de um
elemento.

In O

o0

Fig. 5.7 Eliminacéo dos pontos que criariam um tridngulo cujo centroide seria interior a um elemento

O quinto filtro elimina os nds que formariam um tridngulo que conteria um centroide de um
elemento.

OO

Fig. 5.8 Eliminagao dos pontos que criariam um tridngulo a conter o centroide de um elemento

O sexto filtro elimina os nés candidatos que formariam um elemento fora da fronteira
exterior.
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Fig. 5.9 Eliminagdo de pontos que criariam um lado exterior ao dominio

O sétimo filtro elimina os nés demasiado préximos do lado.

a

Fig. 5.10 Eliminag&o de pontos excessivamente proximos

O oitavo elimina nés que produziriam lados com dngulos excessivos.

Fig. 5.11 Eliminagdo de pontos que criariam um elemento muito distorcido
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Depois da aplicagdo dos filtros, os nds candidatos séo escolhidos mediante um conjunto de

critérios. Pode surgir um quadrilatero ou um tridngulo. As estruturas de elementos e lados sdo
actualizadas e passa-se ao lado seguinte.

5.2.7.6 Modificagao da configuragdo dos elementos

Depois 'da formagdo dos elementos pertencentes a grelha e dos elementos de ligagdo da
greiha as fronteiras, aparecem alguns tridngulos em conjunto com quadrilateros. Toda a malha pode
ser subdividida, por forma a transformar os tridngulos em quadrilateros.

Fig. 5.12 Transformag&o de um tridngulo em irés quadrilateros

5.2.7.7 Nos intermédios

Depois da formacdo dos quadrilateros, a formagdo dos elementos de 9 nds é realizada
interpolando linearmente os lados rectilineos dos quadrilateros. Depois dessa operacdo, renumera-
se directamente os nds dentro de cada elemento de forma a que possa ser utilizado pele programa
criado. '

5.2.7.8 Reposicionamento

Pode melhorar-se a qualidade e o aspecto da malha reposicionando os nés. O método aqui
usado é o do centroide [SEZ91]. Comeca-se por determinar o centroide de cada elemento que

possui 0 nd. Depois, determina-se a nova posicdo do ponto a partir dos centroides dos m
elementos.

Depois de se ordenarem os nds no sentido directo, e se 0 elemento possuir n nos, a
posigdo do centroide P, ={X,,Y,} é dada por:
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1 & ) , .9
X = [g Y (6 =X 1 130 ) 1,—11]} /“1

J=1
(5.22)
, 18 , S W
T = ['gz (V1 - 3’/'1“9(“1 £ X )+ ,2+1]}/A
ja
onde
1=13 (%, X, N+ 1) € d - .
‘ 24 : S A Mg ) @, ¢aro, Xpi=Xy Y=Y (5.23)
j'.:

Depois de se determinarem os centroides P, B,,... dos elementos vizinhos, determina-se o
centroide combinado como:

o
P= k=l

(5.24)

O processo é iterativo. No programa usam-se 4 iteragdes.

5.2.7.9 Visualizagao

Neste trabalho, para além do pos-processader para visualizar os resuitados, implementou-
se subrotinas para visualizar as malhas, os numeros dos elementos e dos nés, etc. Existe a
possibilidade de fazer Zoom, translacgio e rotagdo e de aplicar o procedimento de
reposicionamento dos nos.

Mostra-se, para uma geometria muito simples, o processo de geracéo de matha.

Sucintamente: geragdo dos primeiros nés e elementos na fronteira e na grelha, ligacéo as
fronteiras, primeira fase de reposicionamento, diviséo de todos os elementos de forma a s6 restarem
quadrilateros, introducdo de nés a meio dos lados e ditimo reposicicnamento e, por fim, visualizagio
dos nimeros dos nés e/ou elementos.
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Fig. 5.13 Algumas etapas na construgdo de uma maiha plana

5.2.8 Geracédo de malha em superficies

A geragéo de malhas de quadrildteros em superficies € uma tarefa bastante mais complexa
e de implementagio mais dispendiosa do que em dominios planos.

Aqui opta-se por gerar a malha recorrendo a superficies compostas numa matriz 3x3, j&
mostrada. Claro que essa configuragdo é limitativa, mas ja permite alguns resultados em
optimizacdo de forma. Neste trabalho usa-se uma estratégia inspirada em [GEQ91]. Através do uso
da base de Catmull-Rom, cria-se a matriz. Depois gera-se nos em comprimentos de arco jguais em
cada linha da matriz. Para cada nd gerado nas linhas guardam-se as coordenadas do dominio
(plano) de referéncia. Com essas coordenadas, gera-se no dominio de referéncia uma rede em cada
macroelemento unindo nés de linhas opostas. Essa rede, cujos nds tém as coordenadas de
referéncia bem conhecidas, & remapeada para o dominio tridimensional para cada um dos
macroelementos. Tem, claro, de existir compatibilidade entre os macroelementos em termos de nos.
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A seguinte figura resume 0 processo;
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Fig. 5.14 Geracdo de malhas em superficies

Tal como no caso das malhas planas, este gerador é completamente automatico e pode ser
usado como passo na optimizagdo. A andlise de sensibilidades usa a informagdo criada neste
gerador e o calculo é detalhado no capitulo 6. As malhas em superficies podem igualmente ser
geradas a partir do programa de dominios pianos recorrendo a uma transformagéo analitica.

Os detalhes de implementagdo ndo séo aqui escritos, j4 que ndo € esse o objectivo deste
trabalho. Apresenta-se seguidamente um exemplo de uma malha em superficie:
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Fig. 5.15 Exemplo de uma malha numa superficie recorrendo & matriz de macroelementos.

5.3 Pés-processamento

Todos os exemplos mostrados no capitulo 8 usam um pds-processador criado no dmbito
deste trabalho que permite visualizar deformadas, campos escalares, campos sobre as deformadas,
formas naturais, respostas temporais, etc. Esse poés-processador permite realizar as operagbes
habituais mais simples dos sistemas CAD: Zoom, rotagdo e translacgao, mas em tempo real.
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6 Analise de sensibilidade:
6.1 Sumario e introdugao

Neste capitulo discutem-se os procedimentos implementados para a andlise dos funciona
(entre os quais se incluem algumas varidveis de estado) em ordem as espessuras das cascas e &
coordenadas dos nés que definem a malha. O interesse deste tipo de analise & claro. E possiv:
saber precisamente qual a influéncia de certos parametros geométricos ou dimensionais na resposi
estrutural da casca.  Assim, a andlise de sensibilidades é como que uma extensdo da analis
estrutural: o projectista, para além de saber qual é o comportamento de uma dada casca, fic
tarmbeém com a informagdo da influéncia da geometria e dimensdes nesse comportamento. Esi
aitirma infomacao tem, em certas situag8es, um valor mais importante do que a informagao ¢
cornportamento em si.  Frequentemente, em termos de projecto a geometria e/ou as dimensfes sé
incognitas.

A tecnologia da andlise de sensibilidades estd actualmente muito divulgada e a dificuldac
da sua realizagdo prética & quase toda ao nivel de implementagdo. Neste trabalho, optou-se p
realizar a andlise estrutural e de sensibilidades de uma forma muito préxima, de modo a que
informacio das sensibilidades fosse tratada, se necessario, simultaneamente com a informagéo ¢
analise estrutural. Tal s6 foi possivel devido & implementacdo conjunta das subrotinas e porque
autor optou por criar um novo programa de analise estrutural, de sensibilidades e optimizacio.

Na analise de sensibilidades por via analitica existem presentemente duas [YAMS.
correntes de formulagdo das equacdes para as derivadas. Certos autores de textos sobre 0 assun
usam uma formulagio variacional derivando a equagéo de equilibrio antes da sua discretizagé
pelos elementos finitos enquanto outros derivam directamente as equaces de equilibrio
discretizadas. A segunda abordagem é utilizada neste trabalho, j& que normalmente permite u
tratamento mais acessivel e claro e em certos casos é formalmente idéntica a primeira.

A realizacdo da analise de sensibilidades requer o célculo das derivadas parciais d:
rmatrizes elementares ja definidas para os elementos de casca. Esse calculo pode ser realizac
numMmericamente ou analiticamente. Neste trabalho todas as derivadas s3o obtidas analiticamente,
que as derivadas numéricas, por exemplo recorrendo as diferengas centrais, que muitos auton
utilizam devido & sua simplicidade, podem introduzir erros elevados nas sensibllidades de estrutur:
do tipo casca. Para além disso, o método das diferengas centrais ndo pode ser usado directamen
na andlise ndo linear geométrica, devido a dependéncia das matrizes elementares relativamente :
variaveis de estado.

Neste trabalho foram criadas subrotinas de analise de sensibilidades para problem:
estaticos lineares e geometricamente néo lineares, e dindmicos lineares.

Neste capitulo detalha-se a analise de sensibilidades para as varidveis geomeétricas e pa
as wvaridveis de espessura. No entanto, para enquadrar o problema, comeca-se com uma formulagi
de sensibilidades geral.

Existem vérias referéncias importantes na andlise de sensibilidades. Podem referir-se
trabalhos de Chen et al [CHES7], de Guillet et al [GUI98], de Zhang ef al [ZHA95] na ligacdo
analise de sensibilidades a sistemas de CAD e parametrizagdo geométrica.

Na dindmica e frequéncias naturais sdo realcaveis 0s trabalhos de Angulo [ANG9
Ramakrishman [RAMS1], Lund [LUNS4], Hien (Processos estocasticos) [HIES1], Sun (Anali
dinamica nio-linear) [SUN®6], Cardoso (Equacdes de estado adjunto para 0 problerna dinami
N&o-linear) [CAR92).

Algumas aplicagbes em cascas podem ser vistas em [YAMS3] e [YAMQ?].‘ Existt
Procedimentos aproximados de analise que podem diminuir o tempo de célculo das sensibilidad:
Algumas referéncias sobre a tematica sdo [NOO91] e {ZHA97].
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6.2 Formulagdo geral da analise de sensibilidades

E util imaginar um sistema estrutural na forma de um bloco como a seguinte figura mostra:

AT0) SISTEMA q)
DEFINIDO PELOS _

Fig. 6.1 Modelo conceptual de uma estrutura

Em termos conceptuais, a materializagdo do sistema estrutural é simplesmente o conjunto

de equacdes que definem as relagdes entre o conjunto Q(z) de sinais de entrada, que sdo, no caso
deste trabalho, as forgas exteriores aplicadas ao sistema e o0s deslocamentos prescritos, ¢ 0

conjunto de sinais de saida, ou variaveis de estado g(t) constituidos, no caso corrente, por
deslocamentos, tensbes, deformacdes , etc.

O sistema estrutural é caracterizade por um conjunto h de parmetros, habituaimente

designados por variaveis de projecto. Desse conjunto h podem distinguir-se, para o caso deste
trabalho dois tipos de pardmetros: os pardmetros dimensionais e 0s parametros geometricos. Assim
temos, no caso das cascas, 0 campo de espessuras, obtido a partir de um conjunto de pardmetros
definidores desse campo, como parimetros dimensionais. As coordenadas de alguns ponios
definidores da malha de elementos finitos sdo os pardmetros geometricos.

A andlise de sensibilidades realizada para a classe dos parametros geométricos possui
algumas caracteristicas particulares e € alvo de um tratamento especifico neste trabaiho.

A analise estrutural, ja discutida em capitulos anteriores, relaciona-se com a determinagéo
das variaveis de estado q(t) a partir do conjunto @(z). Nessa andlise & assumido que o sistema
em si, ou seja, o conjunto h, é mantido inatterado. Na analise de sensibilidades, contudo, estuda-se
o comportamento do sistema g(t) em fungio de h. A andlise de sensibilidades tem habitualmente
uma de duas intengées: saber que direcgdo deve temar h de modo a obter uma melhoria do sistema
ou um dado estado pretendido. Alternativamente, pode servir para saber qual o efeito de uma
imperfeicdo, como uma variagéio local de espessura inesperada, ou uma mossa, no estado do
sistema.

A problemética existente na andlise de sensibilidades prende-se com a dependéncia dos
funcionais de desempenho com os conjuntos h e g(t), ja que g(z) depende implicitamente de h.

Considerando portanto um funcional de desmpenho G que ,no caso deste trabalho, pode
ser a tensdio equivalente de Von-Mises, o deslocamento, a flexibilidade ou 0 volume, e a sua
dependéncia com h da forma:

G = Gla(h)h) 6.1)

ou ainda, em funcdo das D componentes de h e das N componentes de q,

6.2



Capitulo 6 Analise de sensibilidades

G =Gla, (g b hy) ©.2)

G é explicito em termos dos seus argumentos ¢» & hd, mas q» depende implicitamente de ha.

A derivada do funcional de desempenho em ordem a um pardmetro ha pode escrever-se
como:

dG _ oG 9, oG
dh, ©oq, ohy Ohy

, somaemn (6.3)

Para facilitar a notacao, usa-se:

dG 8G dq oG
dh " g oh oh ©.4)

No caso da analise estrutural n3o-linear geométrica, (s pode depender dos acréscimos das
variaveis de estado:

G =GlAg, (hybhy) ®.5)

resuftando, assim,

dG _ oG da, oG

= (6.6)

E igualmente til definir os conceitos de variagdo do funcional de desempenho, separando
também os termos explicito e implicito.

A variago total de G devida as varidveis de projecto denota-se 5G e escreve-se:

-, oG oG —
=& S 6.7
oG P + 20, q, ®.7)

Usa-se, entdo, a seguinte terminologia:

Variacdo explicita de G-

3G = _a_q Sh (6.8)
oh

Variacio implicita de G:
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~ oG dq
56 =29 % 5
2q, dh ©.9)

Deste modo, a variacio devida as variaveis de projecto escreve-se:
3G = 0G + 6G (6.10)

. Neste capitulo a analise de sensibilidades é detalhada para varios modelos de analise
estrutural. Antes de se mostrarem as diversas particularidades dessa analise para cada um dos
modelos, existe uma parte do calculo que é comum a alguns desses modelos e que se prende com
as derivadas parciais dos pardmetros geometricos.

6.3 Sensibilidades da superficie parametrizada

Para calcular as sensibilidades em relagdo as varidveis geométricas, € necessario calcular
as derivadas das coordenadas de todos os nds da malha em ordem as variaveis geométricas, assim
como calcular as derivadas das componentes dos vectores nommais em ordem as variaveis
geomeétricas. Neste capitulo ilustram-se apenas 0S t6picos fundamentais dessas sensibilidades, ja
que a tarefa computacional, mais uma vez, ndo pode ser aqui totalmente dissecada.

Em termos praticos, cada ponto de controlo (ver Cap.5) da malha de uma superficie pode
ser identificado pelo seu vector posicao:

xij
sendo i e j os indices correspondentes a posicdo no macroelemento ao qual o nd pertence.

Entdo, se se pretende parametrizar a posic&o de cada ponto de controlo (a malha esta ja
completamente parametrizada usando 0S macroelementos), pode relacionar-se a posigdo corrente

de cada ponto de controlo com a sua posicdo original Yi}’ :

sendo V,-f-’ um vector tangente  trajectéria do ponto de controlo da malha.
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i de ¥, :
. A derivada _ Y, em ordem ao pardmetro y,, essencial para o célculo das velocidades
nodais, escreve-se simplesmente como:

oY,

iy
o, 6.13)

A parametrizagdo geométrica da malha, que j foi discutida no Cap. 5, pode concretizar-se
aqui, por uma questéo de facilidade de tratamento, para cada coordenada do vector posicio de um
n6é em cada macroelemento. Se um né k pertence ao macroelemento [, e o vector posigdo desse né

x}\'
6 identificado como X, = ¢ ¥, r, pode entdo escrever-se:

=
x,=u” M" B_ N
v, =u"-M".B,-N-v (6.14)

z,=u’ -M"-B,-N-v

Onde todas as matrizes foram identificadas neste capitulo, com excepgdo de B,,B,.B,,

que podem chamar-se matrizes geométricas (ver Cap. 5) correspondentes as coordenadas x,y,2,
por analogia com a matriz B. Estas matrizes sdo funcdo de Yi!. )

A derivada de um dado vector posicdo X, em ordem a um parametro y;, de um nd de

controlo do macroelemento que contém o nd k, pode ser obtida a partir de:

.?:_Cf_zuT MT,(?'_B.E.N v
ij aX-ij
D _yr oy BN 6.15)
ax.u aXij
Py oyt MT 9B, N.v
iJ ax"f
emque
0B _0B ; (6.16)
ax«ij aYJJ

As derivadas sao imediatas, recordando que se usarm as superficies de Catmull-Rom (Cap.

5) neste trabalho.
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Para cada vector posicdo dos nos na malha é necessario obter a derivada em ordem a
todos 0s nds de controlo da malha. Cada né k tem de possuir informagdo sobre as suas
coordenadas u, v, X, y, z e ainda sobre o macroelemento a que pertence.

Como, para além das coordenadas nodais, os elementos necessitam dos vectores normais
a superficie média, estes podem ser derivados usando a mesma interpolagéo usada para as
coordenadas.

Os vectores normais nos nds, para o instante inicial, identificam-se por DVf. Estes podem

ser determinados a partir das derivadas em ordem aos pardmetros u € v usados na interpolagéo
das coordenadas desse no:

1 oX, oX,

V)= X (6.17)
: oX anK ou v
ou v
em que
T
X M yT.B.N-v
ou ou {6.18)
Xy o7 9B g2
ov oK ov

A derivada de °V* em ordem a uma parmetro y;, se €sse parametro controla 0 no k, é
realizada de forma oObvia:

3°VE 1 [a?xK Ky Xy aXK]_
ony  |0Xy  OXg[louox, o ooy G

ou ov 6.19)
1 [(ax,( ) aXK].(azxK 0X, X X, ﬂ 0X, 0K,

X, . Xy *ILouw  ov udy, Ov Ovdyy; ou )| du dv

ou v

e, naturalmente,

T
aE‘XK =§_l£_ MT_Q.'B_.NU

auax‘.j ou Ny (6.20)
"Xy _yt . M" B, N2
ovoy,; Xy ou
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Neste trabalho, os \iectores tgngentes a trajectoria s&o normais & superficie nos pontos de
contro!o. 'Estes' vectores sdo actualizados sempre que se refaz a malha. Usando os vectores
normais ¢ possivel manter a malha pouco distorcida, embora possa ainda ocorrer interferéncia. Na

opt!mizagéf) !imita-se 0 passo das variaveis geométricas por forma a controlar facilmente os casos
de interferéncia.

Existem pormenares a detalhar na andlise de sensibilidades geométrica. As equagdes (6.17)
a (6.20) resumem 0s passos fundamentais implementados computacionalmente e permitem uma
interface com o método dos elementos finitos extremamente eficaz, baseada apenas na geometria
paramétrica computacional, sem aproximagdes numéricas de ‘perturbagdes’ (feia-se método das
diferencas finitas) da malha através de movimentos da fronteira. Neste trabalho, cada né da malha
de elementos finitos tem a sua posi¢io controlada apenas por alguns nés de controlo da malha.

Em termos de sequéncia de calculo, a andlise realiza-se como:

Criagdo da superficie

Geracio da malha sebre a superficie

s Analise de sensibilidades da malha

Andlise de sensibilidades estrutural

No trabalho realizado pelo autor podem seleccionar-se os nds de controlo desejados de
forma a movimentar apenas uma parte da maiha, ou toda. Para além das varidveis geométricas,
existem ainda as variaveis de espessura.

Podem executar-se problemas de calculo de sensibilidade envolvendo os dois tipos de
variaveis, em separado ou em conjunto.

6.4 Sensibilidades do campo de espessuras

A partida parece complexo usar uma parametrizagdo do tipo da anterior, de forma a definir
economicamente um campo de espessuras. Como os elementos de casca degenerados usam, na
sua formulacdo, as espessuras nodais, pode de uma forma geral usar-se as espessuras nodais
como variaveis. Esse tipo de procedimento levanta problemas ao nivel da analise e da optimizagao.

Se existirem grandes gradientes de espessura dentro de um elemento, este comeca a
produzir maus resultados e surgem jacobianas singulares. Esses maus resultados sdo deviqos a
grande sensibilidade do elemento com as espessuras. Para além desse problema, que poqena ser
resolvido recorrendo a restrigdes adicionais em temos de espessuras, 0 m]_mero de variaveis toma-
se elevado (€, pelo menos igual ao nimero de nds) e a fase de optimizagdo tarda em convergir. A
ideia de usar, em vez das espessuras nodais, as espessuras glementares, é uma solugéo para esse
problema. Alguns autores [CCA85], recorrendo a0 conceito de macroelemento, optam por realizar
um ‘smoothing' das espessuras, transferindo para os nos de ligagdo na fronteira as espessuras
obtidas nesses macroelementos. Neste trabalho, esse procedimento ndo é usado.

Alternativamente ao procedimento das espessuras nodais, o autor usa espessuras deﬂ_nidas
para os nés de canto de cada elemento, interpolando para oS nds a meio dos lados ou centrais, as
espessuras dos cantos do elemento. Este procedimento equivale a utilizagdo das funcdes de forma

do elemento de 4 nds para a interpolagio das espessuras.
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6.5 Equacgdes de estado lineares

Devido a existéncia de diferengas, ndo apenas ao nivel do calculo dos funcionais, como
obviamente na determinagéo do estado, entre os problemas de estado lineares e os problemas de
estado nao-lineares, separam-se estas analises por forma a facilitar a ieitura.

A andlise de sensibilidades para problemas lineares esta actualmente bastante divuigada,
para os elementos finitos mais comuns (ver p.ex. [OLH95)). Em termos de analise de sensibilidades
de estruturas do tipo casca, a bibliografia & bastante reduzida e frequentemente pouco clara, ou
mesmo muito simplificada ao nivel geométrico (ver [YAMO3]). A complexidade destes elementos
limita o uso de métodos semi-analiticos sem uma andlise critica do passo e introduz dificuldades no
calculo analitico das derivadas.

6.5.1 Analise estatica

Ap6s discretizagdo em elementos finitos, o estado de equilibrio de uma estrutura com
comportamento linear pode ser descrito através de um sistema linear de n equagdes, sob a forma:

Ka=f ®.21)

em que K é a matriz de rigidez, f é o vector de forgas nodais, e a é o vector de deslocamentos
nodais.

Quer K quer f dependem explicitamente das variaveis de projecto, h. Consequentemente,
a depende de h de uma forma implicita.

A lineariedade da equagdo de estado refere-se apenas 4 dependéncia entre as
componentes de f e @, e ndo & dependéncia entrea e h.

Neste trabalho, e de uma forma geral, @ é uma fungéo nio-linear de h.

Note-se que as equacgdes de equilibrio s#o postas em temmos de deslocamentos, @ , e
portanto, das varidveis de estado q referidas anteriormente apenas uma parte, @, é suficlente para

estabelecer a dependéncia implicita entre 0 estado e as varidveis de projecto.

dG _3Go oG
dh oa oh Oh’
consiste em derivar a equacéo de estado em ordem a cada uma das componentes de h.

da
Uma forma simples de obter _67{ com o objectivo de calcular

Assim, se h & uma componente de k ,

da_df _dK,

K- =an " dh

6.22)

Este sistena 6 suficiente para determinar o valor da sensibilidade do estado. Este método é
conhecido como método da diferenciacfo directa.

6.8



Capitulo 6 Analise de sensibilidades

Apesar da simplicidadg da sua formulagéo, e do facto da matriz K estar j& decomposta da
fase de andlise estrutural, 0 método exige que se resolva um sistema para cada variavel de projecto.

Como o nGmero de varidveis de projecto pode ser elevado, neste trabatho, principalmente
quando se trabalha com espessuras nodais, o custo computacional resuiltante & elevado. Em
alternativa a este método existe outro, conhecido como método do sistema adjunto, ou método da
variavel adjunta.

A formulagdo desse método € também bastante simples. Segue-se aqui a derivagéo obtida
por [ARO95] usando um funcional aumentado (i.e. com uma restricdo). Re-escreve-se a equagdo
(na verdade o sistema de equagbes) de equilibrio da forma:

R(a(h),h) =0 (6.23)

para a qual R(a(h),h)=f-Ka.

Criando o funcional aumentado G* através do vector n-dimensional de multiplicadores de
Lagrange, A.

G*[A(n) a(r)h]= Gla(h)h]+ AT (W)R(a(h) k) (6.24)

Derivando o funcional em ordem a A, obtém-se:

* T
dG" _oG 0Gda dA"  .rdR

o 6.25
dh " oh " dadh dh dh ©.29)
. . dR
a equacdo de estado é valida para qualquer h, o que significa que [KLE97] Th =0.
Logo:
4G _dG (6.26)
dh dh
A derivada do funcional aumentado pode ser ento re-escrita como:
dG* oG ,r(df dK ) (aG T ]da
AT L a4+ | —-A K |— 6.2
an " oh [dh an )"\ %a dh ©.21)

Assume-se agora a estacionariedade do funcional em ordem as varidveis de estado a:

6.9
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o aG _ oG T .
6G ——*a—‘; “(EE—A KJ&G:O (628)
A equagéo
G k-0 oGY'
oa - =0 K= _5(;.] (629)

é a equacdo de estado adjunto, cuja solugdo e o vector dos deslocamentos adjuntos.
Resulta, portanto, para o calculo das derivadas dos funcionais,

dG" oG ,p(df dK
it (EE’EE“J .30

Assim, resumidamente, o método da varidvel adjunta, para o caso em questéo, envolve os
seguintes passos:

+ Determinagdo do estado a
» Determinacéo do estado adjunto para cada funcional A

¢  Determinagéo, para cada (7 e para cada h, de ig—

dh

Usando este método & bvio que o niimero de sistemas a resolver depende do numero de
funcionais. Como frequentemente este é inferior ao niimero de variaveis, optou-se neste trabaiho,
para problemas estaticos lineares, pelo método da variavel adjunta.

6.5.2 Analise dinamica

A andlise de sensibilidades para problemas dinamicos lineares, implementada neste
trabalho, recorre ao método da diferenciagdo directa. Essa opgéo é fundamentada na facilidade de
implementagio deste método, na maior clareza da sua formulagdo e, mais importante, na menor
propenséo a imprecisdes de caracter numérico, ja que ndo se recorre a qualquer integragio
numérica temporal das derivadas, ao contrario do que acontece neste caso com o metodo da
variavel adjunta.

O comportamento dindmico linear de uma estrutura & descrito por um sistema de equacdes
diferenciais ordinarias de 2® ordem sob a forma:

M(R)i(e,h)+ C)a(eh)+ K(hale.h) = () () (6.31)

6.10
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onde M ide'ntiﬁca’a mgtn‘z de massa e C a matriz de amortecimento. Neste trabalho, o vector de
forgas exteriores & obtido a partir do produto de um vector de distribuicdo espacial da forga f(h),
por um escalar que impde a distribuicdo temporal f(r).

As condigBes iniciais podem assumir-se nulas a(0,k) = 0; a(0,h}=0 .

Quer através_ de uma translacgdo do tempo, quer através de mudanga de varidvel, pode
relaxar-se essa condicdo.

Os funcionais usados em dindmica linear podem representar-se de uma forma unificada
como:

i i
G(a(z,h).h) = g(a(t, h),h) + [&la(z, ), ks (6.32)
0

em que ¢ & o chamado instante terminal e identifica o extremo superior do intervalo de tempo no
qual se pretende obter as sensibilidades.

A derivada do funcional anterior em ordem a uma varidvel h escreve-se como:

t ¢ Lram oo
dG _0g 0Ogoa I(.‘?{{J, % a_“Jd», (6.33)

dh~ oh ocach j\oh oadh

A equagdo (6.32) pode ser faciimente particularizada para um dado funcional, Partindo da
equacéo de estado, calcula-se a primeira variagéo em h:

M(h)si(r,h)+ Clh)sa(z, h) + K(R)salz,h) =

(6.34)
() () - M (RYilz, h) - 5C(R)a(z, h) - K (h)alz,h)
Recorrendo a notagio usada na integrago temporal passo a passo:
M(R)5'd(r, h)+ C(R)S"a(r, h) + K(R)5"alz, h)= 635

tF(2)of (h) - sM (b)Y a(z.h) - sC(hY a(z,h)- oK (h) alz.h)

A equagéo usada para as sensibilidades é assim forma!mer]te idéntiqa 3 equacio de estado.
O método de solugdo pode, portanto, ser 0 mesma. Como as matrizes do sistema s@o as mesmas,
apenas o segundo membro é distinto, grande parte dq esforgo de caleulo, que é dedicado a
determinagéo das formas e frequéncias naturais, foi ja realizado na fase de determinacio do estado.

A sequéncia de cdlculo baseia-se no calcuto do estado e na sua introdugdo no segundo
membro da equag&o de sensibilidades, por forma a determinar as sensibilidades.

As condigBes iniciais da equacéo das sensibilidades séo, neste trabalho, nulas. Isto &,

6.11
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sa(0,h)=0

(6.36)
safo,h)=0

Estas igualdades significam que qualquer modificacdo no valor das variaveis de projecto néo
interfere nas condices iniciais de velocidade e deslocamento.

Podem existir varios instantes terminais, correspondentes a vérios funcionais. A introdugéo
do parametro temporal no problema de sensibilidades requer, de uma forma geral, para 0S
funcionais que dependam dele, que se calcule um instante critico para cada funcional.

Assim, como exemplo, se um dos funcionais é o deslocamento mais elevado e outro 0
segundo deslocamento mais elevado em toda a estrutura e para o intervalo de tempo de andlise, 0s
instantes de ocorréncia de um ou de outro ndo sao necessariamente coincidentes.

Neste trabalho, optou-se por determinar um Gnico instante critico. Essa opgéo foi tomada
para manter a simetria nos problemas de optimizacéo. Determina-se o instante critico como 0
instante onde ocorre o deslocamento maximo.

A estratégia computacional utilizada consiste em realizar uma analise estruturai, onde se
extraem as frequéncias e formas naturais que sao lteis nesta fase e na fase de andlise de
sensibilidades, depois, faz-se a andlise estrutural, enviando para um ficheiro de acesso directo de m
em m passos (m é estabelecido pelo utilizador), o estado: posicéo, velocidade e aceleracio.

Determina-se o instante critico e depois comega-se com a andlise de sensibilidades para
cada variavel, recorrendo as mesmas frequéncias e ao estado guardado em ficheiro, percomrendo o
intervalo até ao instante critico.

6.5.3 Derivadas para os elementos de casca

Descreveram-se brevemente oS procedimentos utilizados para realizar a andlise de
sensibilidades em problemas lineares. Os pormenores variam portanto de elemento para elemento.

Como neste trabalho se usam elementos de casca, detaiham-se agora 0S pprmenores do
caiculo das derivadas das matrizes globais e elementares para o elemento Q90, descrito no Cap. 3.

Foram realizadas muitas experiéncias com 0s outros elementos, principalmente Q91 Q92,
mas o tempo de computagédo & muito mais elevado e toma-se pouco pratico o seu uso em
problemas de optimizaco.

As derivadas das matrizes e vectores globais em ordem a uma varidvel h podem obter-se
da seguinte forma:
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aK nel 6K9

i |

Ooh et Oh

M am

oh L oh

oC oK oM 6.3
—=q——tf—

oh oh oh

of _mer

oh el oh

assumindo a proporcionalidade do amortecimento.

As operagdes de agrupamento sdo as ja conhecidas da analise estrutural.

Cada variavel i é habitualmente comum a apenas alguns elementos, pelo que a operagao
de agrupamento envolve apenas 0S elementos afectados por h.

O caiculo das derivadas das matrizes elementares é discutido de seguida.

As derivadas elementares da rigidez podem obter-se, escrevendo a matriz de rigidez num
volume de integracdo em coordenadas naturais, como:

[ [BLo DBy, detJdzdnds

—T
oK® 11t 0BLo = —T GY: P
=”J‘( 'D'BLodetJJfBLO-D-——a—h——-detJ

oh

=T —  Odetd
+Bro-D- B o

e 111 %
____ag = 2-3im(f I _“B’io .D-Bro detdedﬂdC)
1 -1-1-1

(6.38)

)dédnd{ &

em que
v« 9B Bro 0ddetd (6.39)
Bro=—5""34etd oh

Para o caso da matriz de massa.

M= plj } iNT N dot Jdédnds <

|
e T
oM ? } }(% . N det Jdédnd (6.40)

__.__-zp

ch S1-1-1

r ON T, .a.iiit-’!-jddd
+N -—é—ﬁ-detJ+N N— &dnd¢
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Para o caso do vector de forgas exteriores,

11l
p =[] [NT -baetJagdndc + | [NF

44 Qo le=t1m 05 Om

afe 111 aNT
= [ [ E—bd
oh _jl _jl _jl G bdetJasind

ddet J LaNT | e g (6.41)
+NT ~b—————-—)dc§dndé’+ — p=—x ’r\ dédn +
oh i J1 oh ot 08" 0n|pesy 5

11 2 2
(7] e el
137 lemt” | agoh on|,,, 05 ondh

or or
_—-—.-x.__

dédn <
=1l

dédn +
£=%1

Na equagdo (6.41), considerou-se que o vector das forgas pontuais néo depende das
variaveis de projecto.

6.5.3.1 Derivadas da matriz extensio-deslocamento em coordenadas locais

A matriz de extenso-deslocamento em coordenadas locais pode ser obtida a partir da pré-
multiplicagdo pela matriz de transformagao de 4° ordem da matriz de extensdo-deslocamento em
coordenadas globais. Esta matiiz de transformagao ¢ fungdo das variaveis de projecto, tal como a
matriz extensdo-deslocamento em coordenadas globais.

Lembra-se (Cap.3) que
BLo=ST By, (6.42)

e portanto,
§BLo = 8ST- By, + ST By, (6.43)

Sh, resulta:

oB
Fazendo B, = 6L0
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0 4N, 0 S\gi, Gy olg, -Gy
5By = 0 0 4N _ 5_{z‘G:§ slga. -Gy
ON;, Ny 08 L Gil+olgl, -Gl slgs. G+ iG]
6N;, 0 oN,, olg,-Gy)+dlg, G| o LG+ 8\gy, Gy
o av, N, ola, Gileolel Gl eles, Gi)eolen, G
(6.44)
em que
5lgh,Gi)= &4G! + g340G]
(ﬂVi,x =M£}Nh‘f +d‘]£§Ni,n
5Ni,y = &Iz_’lllvhg + 5J§‘12Ni’,,
5Ni.z = d]:;,]iNl,ﬁ +&'I?;,12Ni,r] (645)

56{ = (0N, +5¢]ﬂ§Ni
8Gi = ¢N, , +8J 35N,
5G£; = §5Ni‘z + a",.’;,]EBN:

Relativamente ao calculo de 5gj-k , depende directamente do tipo de variavel considerado:

Se h & geométrica e influencia Vy , entdo:

8gh, =-0.50; i—"i’i‘—Sh (6.48)
jk * 1 ah
em que V},é a componente k: do vector V.
Se h 6 a espessura gi, entdo:
6.47)

i

vy % s30 obtidas da seguinte forma:

—_— 8

As derivadas
s deriva o 7
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_(?Yli = jx———i se j ndo é paraleloa V¥
oh oh g
oV, n

9y _ g se j éparaleloa VF
ovi evi . 8V

2 _ Vil gyl
o Y T ®

As derivadas dos elementos da matriz jacobiana séo obtidas da seguinte forma:

( or -\
aoh
o'r
oh | éndh
o*r

L goh

Assim, se h é geométrica e atinge 0S n6s do elemento em questéo,

No caso em que h=a:, entao,

ot _§oNi, oVs
ana i=1 77 ah
or N, a0V
=% N. =
d¢oh ; "2 oh
Qr— =§—NJ:-\:rD,- +£V3']
of ¢ 2
or =gl—v—i—[rm- +§—V3'}
on On 2
or L
o _N,=Vi
o 2’

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(8.53)
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Para a derivada do determinante jacobiano, resulta, de forma bastante simples:

I 527"? i 6_7' —‘ i or ‘1
2E0h 0& o
ddete or o*r d
=det| = [+det +det| L
oh on onoh ¢ on 8.5
oo
L 9 | L 9¢ | | 8¢oh |
Para a inversa da matriz jacobiana é claramente:
d ~1
———-—J = --J_l ﬂJ_l (655)

oh oh

& necessario calcular as derivadas dos vectores [,m,n. Estes

Para se obter

dependem das varidveis geométricas, mas também das espessuras.

ol Jz"[aea g_gi]

oh 2\ 0oh Oh
(6.56)
om _2(0e, 0
h 2| oh oh
em que:
de oe
P 2 (e'f*e")'{ah 01:}
de, _ oh _0h _ . (eﬂen)
oh e v, l|e¢+e,,l| (6.57)
on
an _ve, (nxe,,)( Y m X
des _ah " o " oh " .,
oh “nxeau “nxeau
e, paran
de de
de, de, (e x e )[—-—c- “’“’"‘eiJ
éﬁ_%—xeﬂ——%—xe@“ ¢ "5l o '13 oh e, xe, (6.58)
oh “ef X e,,l “ef % e,,||
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para a matriz de transformacgéo de 2° ordem:

oh | oh’ oh’ oh (8.59)

Para a matriz de transformagéo de 4 ordem:

o, O o o g O
gh 7 oh * Bh
m, a
m, 7}:— 2m, ;ny QmZ%r;—:—
om
21 Zalz . +2_a.__z_. .

“n T ok
252: Ny +26;: m, .‘ZT}L:’—ny +2%;y—- y 2%:— . +2—ah—mz
al, v ol, aly g 3 al, al, ]
am(ih * %Lmv amih @ agm 6yh ‘Y oh z
al, aha::j +T;L;n?7; al, om o ;’ H;l;l—a—h‘ al om —_—ZZZ +,(;Ly:1; o A
—g:.tﬁlx m agh N mgr-?z -(gh:z ngz +;?—1}ff-lx +m=a-l5i —a;r;:-lﬂrnyg{;Jf;(Z-f:—l_ﬁrn,;fl—
am—a—’:— ) +nl.agnli-+g§ gl 5}5ym am-éﬁlz+nx§+§lx+nz -5}-;” an;éITvlﬁny;ajJra?rg—l, +n, Eé-m
ah" ny+m"'—a_}i_+3h£m’+n"—5}—z—y— —5hinz+m,—5}—:—+—é7;—mz+n,——a—ﬁi —é—}f—nz my—(jw—(ﬁ:—mzmy—afj
(6.60)

rias ao célculo da derivada da matriz extensao-deslocamento
derivadas foram implementadas com

Todas as derivadas necessa
tinas de calculo dessas

linear estdo pois definidas. As subro
base nas que calculam as proprias matrizes.

6.5.3.2 Derivadas das fungdes de forma

adas do vector de forgas exteriores e da matriz de massa, estad
da matriz das fungdes de forma.
ta, para o caso linear:

No calculo das deriv
envolvida a derivada do vector

A matriz dessas fungdes & aqui reescri
(6.61)

N= [Nl,...,Ni;--')NB]Bxle

6.18




Capitulo 6 Andlise de sensibilidades

em que:
N, = NI -z Vi Vi (6.62)

Facilmente, se h é geométrica e modifica o né i, entdo:

ON. atvi atvi
ZYV N0, -z, | L —2
an { 3 z‘{ oh ' oh ﬂ (6.6

Se h & a espessura do né I, entdo:

aNi i v
= =N {03 ,-%[‘ ViV, ﬂ (6.64)

6.5.4 Funcionais usados na andlise

Os funcionais usados neste trabalho séo 0s seguintes:

e Volume da casca indeformada

. As 4 maximas tensdes de Von-mises para todos os pontos de Gauss

. Os 4 deslocamentos maximos para todos 0s nés da malha de elementos finitos
. A flexibilidade (i.e., energia de deformacio) da casca

A razo para a utilizago de 4 pontos de Gauss e 4 nés onde ocorrem os valores mais
criticos prende-se com a possibilidade, muito comum, de existéncia de muitiplos pontos criticos
numa casca. Se se usasse apenas o ponto mais critico em termos de tensdes e 0 nd mais critico em
termos de deslocamento, na fase de optimizag&o apareceriam algumas assimetrias, alias
constatadas pelo autor na fase de experimentagdo numerica.

O volume de uma casca pode ser numericamente determinado a partir da integragéo

numérica com a seguinte férmula:

elem Ngaus Ngaus Nlayr
VOl = Ni Ni A idetJ 'WigauangauaVVilayr (665)

e=1 igaus=l jgats=1 ilayr=1

onde W, sdo escalares correspondentes ao processo de integracéo.
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aVO dVOl Nelem Ngaus Ngaus Nioyr ddete
=5~ Z i E : igmus‘/ jgaus Wiluyr (666)
oh dh e=l igaus=l jgaus=1ilayr=1 oh

Para a determinacdo das derivadas das 4 maximas tensdes de Von-Mises, determina-se
quais os elementos que contém os 4 pontos de Gauss mais criticos e estes.

A tensdo de Von-Mises pode facilmente determinar-se recorrendo a sua relagdo com as
componentes do tensor das tensdes:

SUM = \F;_ﬂ wcryy)2 +(cryy —au)z +(02-m o\ +6(an +o, +crf;) 667

resuitando, portanto,

oSVM (20, -0, -0z)

oo, 2SVM
GSVM _ (Zo'yy = O ~ O"&)
do,, 25VM
osVM _ (0. —0u-0y)
oo, 2SVM (6.68)
oSVM _3 Oy
00, SVM
OSVM _3 fo 8
o0, SVM
65' =3 o.yz
00, SVM
Como
cru}
Tyy -
o, =D-Bu-a, (6.69)
O’EZ
Ty ),
resuita:

6.20



Capitulo 6

Anélise de sensibilidades

Assim,

aproximada:

desprezando as rotagdes nodais:

Os funcionai

e

oo _D. 8B Lo a,
ch oh "

Xz

oo — " .

28 ~ DBro-{1(i)} se i pertence ae.
da, :

_‘?f.. = {) se i néo pertence ae

da,

oSVM _ oSVM 90

oh ooy Oh
aSVM _ oSVM do
Oa; do; da;

~ 2 2 2
d; =\u; +v; +W;

(6.70)

6.71)

(6.72)

(6.73)

s de deslocamento méximo podem ser definidos da seguinte forma

6.74)
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o6
et :
ad;, u;
ou; d
oy _ % 6.75
avb—di ®.
ow, d

jamente %—O
& obV! b

Para o funcional flexibilidade usa-se a expressao da energia de deformagio:

F=05fa 6.7t

ou seija metade do produto interno entre o vector global das forgas exteriores e o vector de variave

nodais.
Resulta assim para as derivadas parciais:

OF _o.5f,

5
= O5...t_a

oh oh

3 Estéo, pois, escritas as expressdes para as derivadas parciais dos funcionais usados na
analise de sensibilidades linear em regime estatico ou dindmico.

6.8 Equagoes de estado ndo-lineares

realizou a andlise de sensibilidades para problemas néo-lines
A anélise dindmica ¢ uma extensdo bastante simples do ¢
e o tema da analise de sensibilidades em problemas de est
lineares a formulagio pode ser baste

g Neste trabalho tambem se
ESO.métricos em regime estatico.
|iﬁtatico e nao é referida aqui. S
© gres é j4 muito popular e pacifico, nos problemas néo-
~n°lhplexa e alguns autores usam procedimentos simplificados [NOO91]. O tema é ainda alvc
r\'estigar;éo e na area das estruturas do tipo casca o autor desconhece a existéncia deste tipc
Ayalho. Parece portanto util citar alguns trabalhos consultados, que permitem adquirir a perspe<
qe ral do tema antes da particularizacéo para as cascas. Existe pelo menos um livro sobre 0 asst
Ue 6 o de [KLES7] e cuja notacao & semelhante 3 usada neste trabalho. O tratamento matem
[8 tema foi realizado por [BAR96] recorrendo a analise funcional. Em analise dinamica é relev
AR92Z] e em termos de aplicagbes em dinamica [SUNG6]. Em analise elastoplastica [OHSS

A Z95]. Existern alguns textos introdutérios sobre o tema como [HAF85] e [YAM94]. Na formul:
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od;, u,
ou, d,
a0, = d, 6.75)
ow;, d

ad.
e obviamente, —gl =0,

oh

Para o funcional flexibilidade usa-se a expressdo da energia de deformagdo:

F=0.5fa (6.76)

ou seja, metade do produto interno entre o vector global das forgas exteriores e o vector de variaveis
nodais.

Resulta assim para as derivadas parciais:

OF _ o5,

da; 6.77)
oF of

- = 05___

oh oh

Est8o0, pois, escritas as expressdes para as derivadas parciais dos funcionais usados na
analise de sensibilidades linear em regime estatico ou dindmico.

6.6 Equagdes de estado nao-lineares

Neste trabalho também se realizou a analise de sensibilidades para problemas ndo-lineares
geométricos em regime estatico. A analise dindmica é uma extensdo bastante simples do caso
estatico e nao é referida aqui. Se o tema da analise de sensibilidades em groblemas de estado
lineares é ja muito poputar e pacifico, nos problemas néo-lineares a formulagdo pode ser bastante
complexa e alguns autores usam procedimentos simplificados [NOOQ91]. O tgma é ainda al_vo de
investigacio e na area das estruturas do tipo casca o autor desconhece a ex:sténqxg deste tipo .de
trabalho. Parece portanto (til citar alguns trabathos consuitados, que permitem gdqumr a perspectiva
geral do tema antes da particularizagdo para as cascas. Existe pelo menos um livro sobre 0 assunto,
que é o de [KLE97] e cuja notagdo & semelhante a usada neste trabalho. O tratamento matematico
do tema foi realizado por [BAR96] recorrendo a analise funcional. Em analise dinamica é relevante
[CAR92] e em termos de aplicagdes em dindmica [SUNS6]. Em andlise elastoplastica [OHS94] e
[VAZ95]. Existem alguns textos introdutérios sobre o tema como [HAF85] e [YAM94]. Na formulagéo
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geral segue-se aqui a metodologia de [KLE94], um trabalho chave na andlise de sensibilidades ja
que o autor conclui, de uma forma simples, que néo & necessario determinar as derivadas da matriz
de rigidez tangente para o calculo das derivadas parciais do vector de varidveis nodais. Pela
segunda vez, 0 método da diferenciag8o directa parece possuir uma formulacdo mais simples, e
neste caso, ndo implica necessariamente maior despesa computacional [KLES7]. ’

A equagéo de equilibrio incremental e iterativa usada neste trabalho é escrita como:

tKTé‘aiztﬁltf_l-!-dtii-l (6.78)

com

£+A£i0:ti (679)

ou, alternativamente, na forma incremental;
‘Kpda="*f-"i (6.80)
em que Aa =@’ +....+8a" +...

Pode realizar-se a decomposigéo incremental no tempo do funcional G, como:

GG+ AG <
4G 0'G N 0AG
oh oh ©oh

(6.81)

o4G
A decomposicéo temporal do funcional G ndo recorre a uma linearizagéo temporal e S

& calculada recorrendo directamente 4 derivada do acréscimo de deslocamento [KLE94].

A derivada total do funcional G em ordem a uma variavel de projecto pode ser calculada
recorrendo A sua decomposigao:

1+ 4t At t+a4b brdt o
d"*G = oG + GO 4 soma em i (6.82)
dh  oh  o"%a, oh
+ + + t .
dt AtG _ at AtG . at ALG a al + aAat (6.83)
dh - oh "% | o ok

ou, recorrendo ao acréscimo temporal de sensibilidade:
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dAG _04G 204G d'a;  5"*G o,
dh oh  o'a; Gh  9"*a, Oh

(6.84)

£+ At
: : oda.
Sendo assim, basta o célculo de T L, oude 2‘2‘ para a determinacdo da derivada de

qualquer funcional.
Pode derivar-se directamente a equagao de equilibrio incremental:

dda ovYf o o' oo, ('K, O'Kp
‘K, = f_ ~ Lo R it M P (6.85)
oh oh 6h  Oa; Oh oh da; ©oh
Pode observar-se a seguinte relagéo:
dt+At : is [PK] ty 13 4 .
dhl 3%_]1+__dd2‘ =%+(5KT LI Kr aa,J (6.86)
Aardalh) v AuzAa(h) oh oa; oh
resultando em
t+At t+At 2
g, 0o _0"f _d"i | 6.87)

oh  oh dh

lAa::Aa(h)

A equacio (6.87) &, para este trabalho, a equagdo fundamental da anélise de sensibilidades
em problemas néo-lineares.

£ extraordinario que, mesmo que o problema de estado exija um processo iterativo em cada
incremento, a andlise de sensibilidades é realizada no fim da convergéncia do processo iterativo, de
forma néo-iterativa.

Conclui-se portanto que, no caso deste trabaiho, a analise de sensibilidades em problemas
nao-lineares é realizada de forma néo iterativa.

Se existir interesse na derivada do vector deslocamento, basta somar as derivadas dos
acréscimos de deslocamento obtidas para todos 0s incrementos:

da _ ¥ oda (6.88)
oh inc=1 Oh ine

em que ninc representa o nimero de incrementos.

6.24



Capitulo 6 Andlise de sensibilidades

A formulacéo nggrangeana total, usada neste trabaiho, tem vantagens em temmos de
simplicidade de formulacéo sobre a formulacdo Lagrangeana actualizada [KLE97].

Resumidamente, o procedimento consiste em calcular a derivada das forcas internas para

of

—, e resolve-
ninc oh

se o sistema (6.86), depois actualiza-se o vector deslocamento e as derivadas das tensées.

cada variavel, faz-se a escala da derivada do vector de forga exterior derivado

6.6.1 Derivadas para os elementos de casca

A particularizacdo para os elementos descritos neste trabatho reduz-se praticamente &
andlise da derivada do vector das forcas intermas e & actualizagéo incremental da derivada do 2°
tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff, j& que as outras derivadas foram ja discutidas para o caso da

analise linear.

Como
tedi ge P peasT t+dt
= ”J’ B " gdet JJdédnds (6.89)
S1-1-1
resulta:
—— A'. Rt T
at+Atie B '1‘»'1[]'- aHAiBL . 6t AtBL . atai [+Ato_+
oh dazdalh) -1-1-1 ch d'a, oh
(6.90)
trat—=T| d' o dHALEL 6detJ
BL ——+D'—-———-—-— Aa det J+l+AtBT H—At dé:d dé‘
dh d
h Aaz=da(h)

A derivada d_g_ é funcdo das derivadas dos acréscimos de deslocamento para instantes

anteriores a t+At. A derivada da varidvel nodal em ordem a uma varidvel de projecto é
simplesmente obtida a partir da soma das derivadas do acréscimo da variavel nodal nos uitimos

incrementos:

o Ninclt+at)-l .
d'a; _ t dda, 691
oh [~ 0oh
onde Ninc(i+At) é o namero do incremento correspondente ao instante t+4¢.
A matriz e BL pode ser decomposta da forma habitual:
— A —
“OBL=""BLo+ " Bu | (6.92)
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b+ A —
O caso da matriz B o foi ja tratado, restando a derivada de

At —

By =8T“*B,, (6.93)

A derivada de “** B, , em ordem as variaveis é realizada como no caso linear e a derivada

parcial de ‘"¢ B, , em ordem as varaveis é aqui realizada recorrendo a diferencas centrais. A razdo

para esse método é simples: embora a despesa de implementagdo ndo seja muito elevada, este
método, aplicado apenas a4 matriz linear 1, permite poupar algum tempo.

Assim,

By, _ Byl +p)H**By[h - p)
oh 2hp

(6.94)

em que p foi um ndmero determinado heuristicamente. Neste trabalho considerou-se p =1x107®

E importante referir que o facto de se ter omitido o indice de h é apenas para ndo
sobrecarregar a notacdo e ndo impede que a analise de sensibilidades, como foi implementada,
permita uma analise simultinea de D) varidveis de projecto. E o caso e existe a facilidade de
determinar simultaneamente as sensibilidades em ordem as varidveis seleccionadas pelo utilizador
do programa.

A derivada em ordem a uma variavel nodal a: ,& qual corresponde um deslocamento linear
ou uma componente da rotacdo, é realizada analiticamente, j4 que aqui o método da diferenga
central torna-se dispendioso (45x2 avalia¢gbes da matriz 1).

. at-f-AtB
Escrevendo a derivada ———=L
éa,;
gﬁ‘--N,-, a_l‘l_l_.N,.x ilau_.N‘.; %G; %G;
da; ' da,; ' da; da; da;
%Z—-Ni %.Ni %l'Ni _?f.fz..a;' _a_ﬁ.(;;':
oa; da; o oa; M7 8a; da;

hg Oy Olys 85 i 8%

fhs N P . PN L3 e fim g

4B, da; * da; * da; 7 Ba, 8 da; 4

o C - C o

da; ‘3_lu..Ni +%'Nu %.Ni TS N, %I—-Niﬁ%l-N,, fﬁz..c;;,um.aé 6'1'22.(;;4.3“”&1.(;;

8a; ¥ @a; "7 Ba; Y 8a; 7 By M day da; da; Bua; da;
! P i P
%-N,. Jr%.]\]‘.x %.N”+§.l2__§_.zvix Ql_?-l_.N“.(..‘zﬂ_ﬁ_.Nix ?.i.(;li+a_¥’1_l.aé a%a-GH%-Gg

da f o " oa; M ey YT B " ga; MY da; Ba; Ba; da;
i P P P
Ohy N, +..6__N Ol N -‘1..a_l2.5!.‘.[\]I alsz.Niz.p.%_S_.Nl, %~Gé+2ﬁz_.0§ %;.Gé+ay122.(}§

0 Rl "oge; T Bo; Y Bw; 7 Ba; Y da da; d6; da;

(6.95)

As derivadas contidas nos elementos da matriz podem ser determinadas a partir da
estratégia seguidamente descrita.
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apitulo 6

Para cada né k do elemento, estdo associados 3 graus de liberdade de transiacgdo
{=1,2,3) e duas rotagdes ([=4,5). Re-escreve-se portanto a; como ai .Assim, epara [ <3:

all} — {N,w Sel/ = l

5?;‘,: Osei=l
a(//m N alkj (696)
oa. " oal
jara [ >3:
0mo
Nnos . a _ .
L = 2 Nk,j't “u, +_2)i‘(§'Nk,j +Jj31 'kat AzVBi“OV:ﬁ) (6.97)

g v Vai é implicito em ai , faz-se a seguinte aproximagao:

t+A¢V}e -~ t+At0 OVk t+At0 0vk 0V3 (6.98)
portanto,
al;
_-—k(g Nk!+J ka V)
%“;k 2 (6.99)
'S 9_’3_(4‘ N, +J5 NkX“OV;:‘)
a8 2
oy ="’"z"”g Ol (6.100)
daj, ket 5

Os funcionais s40 0S mMesmos que 05 discutidos na anélise linear, sendo no entanto

t+At
. Assim,

necessario examinar o célculo de

d*e d'o dAa@

= +
dh dh dh 6.101)
+4 —
d*4g oo puam 04
dh oh oh
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Esta actualizag#o é realizada para todos os incrementos, depois de determinada a derivada
do acréscimo de deslocamento nodal.

6.7 Conclusdes

A andlise de sensibilidades implementada computacionalmente foi descrita neste capitulo. A
implementag&o computacional &, sé por si, bastante importante. Isto porque para realizar de forma
econdmica a analise de sensibilidades é necessario investir muito na implementagéo. Em problemas
lineares, a implementagdo conduz a varias subrotinas bastante eficientes. Foram criados moduios
de partitha de varidveis e subrotinas de interface (EXTERNAL) para que a analise de sensibilidades
seja usada por um optimizador. Assim, ¢ possivel definir a fung&o objectivo e as restricbes e
modificar o problema iterativamente alterando os ficheiros de dados, gerando novas malhas, etc. Em
analise ndo linear, as possibilidades sdo as mesmas s6 que 05 problemas limitam-se ao caso
estatico. Esse facto deve-se mais & impraticabilidade de se correrem exemplos realistas em
sensibilidades com problemas néo-lineares dindmicos em computadores pessoais do que a eventual
dificuldade de implementacdo do cédigo.

A discusséo sobre a analise de sensibilidades usando elementos de casca isoparameétricos
parece estar ainda pouco desenvolvida. O unico artigo sobre o tema, envolvendo andlise linear é o
de [YAM93] e carece de profundidade. Neste trabaiho, pese embora a inexisténcia do tratamento
das ndo-lineariedades materiais e a reducéo ao caso estatico na andlise nédo-linear, os resultados

foram muito animadores e o tratamento misto analitico — semianalitico da matriz **3 By, parece ser

uma boa solugdo, depois de se encontrar um passo p adequado. A andlise de sensibilidades
semianalitica é desaconselhada para este tipo de estrutura [YAM93] e, portanto, o trabalho de
derivacdo analitica efectuado parece ser mesmo a unica via para a determinacdo rigorosa das
sensibilidades.

Nao obstante a importancia central das estruturas do tipo casca, existem poucos trabalhos
sobre as sensibilidades destas estruturas. O autor pensa que este capitulo pode ter alguma utilidade
no despertar do interesse sobre a tematica.

As sensibilidades geométricas merecem também um estudo aprofundado, nomeadamente
entre a integracdo das tecnologias de modelagdo sélida e a andlise de sensibifidades. Ja que muitas
estruturas do tipo casca com interesse préatico podem ser modelizadas como a fronteira de sdélidos
obtidos por operacdes booleanas, o interesse de determinar as derivadas de alguns funcionais em
ordem as dimensdes dos solidos primitivos parece extremamente (til.

Por fim, refira-se que as limitagfes actualmente existentes em termos de velocidade de
processamento e capacidade de meméria dos computadores pessoais tendem a diminuir
rapidamente, o que permite prever um futuro fértil para esta tecnologia. -
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7  Optimizacao
7.1 Introdugao

A optimizagdo estrutural esta bastante difundida na area de investigacdo da mecanica
estrutural. Em termos de optimizagdo do campo de espessuras e forma de cascas a bibliografia &
rara e limita-se a casos muito simplificados. A andlise estrutural e de sensibilidades de cascas
usando o elemento degenerado é pesada do ponto de vista computacional e portanto a optimizagéo
s6 é computacionalmente possivel em computadores pessoais para problemas de pequenas
dimensdes.

A teoria da programacio n&o-linear, exposta em muitos textos dada a sua aplicabilidade
multidisciplinar, é usada neste trabalho para melhorar ou optimizar estruturas do tipo casca. E dtil
distinguir entre andlise e concepgio. Até agora tratou-se da anélise de cascas, consistindo em saber
a resposta do sistema ao ambiente. Separou-se a informacdo de ordem 0 da de ordem 1
identificando-as como analise estrutural e de sensibilidades respectivamente. Na concepg&o define-
se parte do sistema, sendo a analise um subproblema no processo de concepgio.

O objectivo da optimizac¢éo estrutural é a busca racional do melhor projecto que verifique 0s
requisitos do projectista [VANS84].

Os problemas aqui tratados sé@o do tipo minimizacdo com restricdes e todas as fungbes so
nédo-lineares. Este tipo de problemas & habitualmente resolvido recorrendo a duas possiveis
estratégias: transformacéo do problema com restrigdes num problema sem restrigdes, ou resolucéo
directa do problema com restricdes. As técnicas associadas a primeira estratégia sdo designadas
por Técnicas de Minimizagdo Sequencial ndo Restringida, ou em inglés ‘Sequential Unconstrained
Minimization Techniques’, SUMT. A resolugdo directa é frequentemente realizada recorrendo a
subproblemas aproximados que s&o resolvidos usando a programacéo linear ou quadratica. Devido
ao facto das tecnicas directas, e em particular as mais actuais (SQP, p.ex.), serem ligeiramente
superiores (ver [ARO89] p.ex.) para as fun¢des de teste da programacéo ndo linear do que as
técnicas SUMT, optou-se pelo uso de uma técnica directa em conjunto com algumas estratégias de
simplificacdo do problema tratado.

Neste capitulo transmite-se a informacdo prévia necesséria & compreensdo do aigoritmo e
0s passos fundamentais deste.

7.2 Conceitos basicos

7.21 Formulagao

Chama-se a [y, hy,....h, | o vector das variaveis de projecto, a f(h) a fungéo objectivo e
€2 o dominio admissivel. O problema de optimizagfio pode ser escrito como:

Minimizar f(h) sujeitoa h e Q 7.1

O problema é um problema de programagéo matematica.
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A definicdo de dominio admissivel recorre aos conceitos de restri¢do:

2= {he R" gj(h)s 0,j= 1,2,...,m,;ij(h)=0,j = 1,2,...,p} (7.2)

emque g; e i; séo as restricdes desigualdade e igualdade, respectivamente.

O problema de optimizacdo nao-linear basico & escrito como:

min f(h)
sujeitoa g;<0;j=12,..,m (7.3)
ea i; =0,7=12,...,p

Onde f,i,g sdo fungdes continuas em R" e pelo menos uma delas € néo linear em termos
de varidveis de projecto. Além destas restricdes, é por vezes adequado separar as restricbes
directamente aplicadas as variaveis:

WY >h;2hl, j=1,.,n. (7.4)

Estas restricdes sdo alvo de um tratamento separado no algoritmo usado.
Qualquer restrico desigualdade é dita activa se g; =0 e inactiva se g; <0. Uma

restricdo desigualdade é violada se g; > 0.
Escrevendo i = [il,...,ip}T e g= [gl,...,gm]T tem-se:
min f(h)

sujeitoa g£<0 (7.5)
ea i=0 ‘

Introduzindo as varidveis auxiliares 1eR™ e peRP chamadas varidveis duais ou

multiplicadores de lLagrange, define-se a fungfo Lagrangeana associada ao corrente problema
como:

Up, A, )= f(R)+ A7 g(R)+ 1" i(h) (7.8)

7.2



Capitulo 7 Optimizacéo

7.2.2 Minimo local e global

A definicdo de minimo local e global é feita seguidamente.

Um ponto h* & um minimo local de f em Q se existe uma vizinhanca
A=fheQ) [h - %<5} talque f(R)= f(h*) Yhe A Se f(h)>[(h*) YheaA, entdoh*eé
um minimo estrito local.

Um ponto A* é um minimo global de femQse f(h)> f(h*) VheQ.

Em certos casos é possivel assegurar a existéncia de um minimo global, mesmo que ndo se
determine. O teorema de Weierstrass assegura essa existéncia mediante certas condigdes.

Se f é continua no dominio Q néo vazio, 0 qual ¢ fechado e limitado, entdo f tem pelo
menos um minimo global em Q.

Os métodos de programagdo matematica procuram geralmente 0s minimos locais. Os
minimos globais s6 podem ser caracterizados em certos casos particulares, como seja na
programagcdo convexa.

7.2.3 Tépicos sobre a convergéncia

Os métodos de programacdo ndo-linear sdo usualmente iterativos. Parece portanto atil
referr alguns conceitos sobre a convergéncia desses métodos. Dado um ponto inicial h°, uma
sequéncia de pontos {h"} é obtida por aplicacdo sucessiva da regra algoritmica. Esta sequéncia

deve convergir para a solugdo h* . Essa convergéncia é chamada de assimptotica quando a
solugéio ndo é obtida ao fim de um namero finito de iteragdes. Os métodos de programacédo néo-
linear possuem habitualmente uma convergéncia assimptética.

Um algoritmo iterativo é dito globalmente convergente se para qualquer ponto inicial
h’ eR" (ou mais realisticamente h e Q) gera uma sequéncia de pontos convergindo para a
solugdo do problema.

Um algoritmo iterativo é dito localmente convergente se existe um real positivo p tal que
para qualquer ponto inicial h® e R™ (ou h° € Q) verificando adicionalemente ”h” -h *“ <p,
gera uma sequéncia de pontos convergindo para a solugdo do problema.

O grande objectivo das técnicas usadas é obter métodos globalmente convergentes e,
simultaneamente, eficientes. Na optimizacdo estrutural, a eficiéncia esta relacionada com o elevado
custo da avaliagdo das fungdes e dos gradientes da fungdo objectivo e restricdes. Os calculos
internos dos algoritmos de optimizagdo em si sd0 normaimente muito menos dispendiosos do que
as analises estrutural e de sensibilidades. Alguns conceitos sobre a velocidade de convergéncia
s8o, pois, (teis para a comparacdo quantitativa dos algoritmos.

A ordem de convergéncia de uma sequéncia {hk }—> h* & o maior nimero p dos nimeros
néo negativos B que satisfazem a seguinte relacéo:
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”hk+1 “R*
== fB < (7.7)

lim
k> ‘

lhk__h*

Se p=1 temos convergéncia linear e se p=2 a convergéncia é quadratica. Se p=1 e /=0
temos convergéncia superlinear, em que S é a razio de convergéncia.

De uma forma geral, os métodos globaimente convergentes da programacgdo matematica
baseiam-se na definicdo, em cada ponto da sequéncia, de uma direc¢lio de pesquisa e na
determinagdo de um ponto nessa direcgio.

7.2.4 Direcgdo de pesquisa

E necesério caracterizar essa direccdo de pesquisa de acordo com dois atributos que deve
possuir: a direcgdo deve ser de descida e admissivel.

Assim, um vector d € R" é uma direcgdo de descida de uma fungdo real f em h e R" se
existe um & > 0 tal que f(h +td) < f(h) paratodoo t e 0,5].

Se f & diferenciavel em h e d - Vf(h) <0 d & uma direcgio de descida de f.

Um vector d e R™ ¢ uma direcgdo admissivel do problema em h e se, para algum
9 >0, se verifica b + td e Qpara todo o ¢ € [0,8)].

7.3 Condigdes de optimalidade
7.3.1 Formulagao

E bastante importante saber quais as condigbes necessarias para que um ponto
considerado seja um minimo local, ou ainda, gquais as condicées que, a ndo serem verificadas,
asseguram que 0 ponto nio seja um minimo local. E também interessante saber em que
circunstancias esta assegurada a existéncia de minimos globais.

Estas condigcdes podem ser (teis na criagdo de técnicas numéricas de resolucdo de
problemas. As condigbes para problemas multidimensionais sdo obtidas considerando que qualquer

curva admissivel h(t) passando por um minimo local h* do problema, tem um minimo local de
f[h(t)] em h*. Assim, aplicando as condi¢bes de optimalidade de problemas unidimensionais a
f; [h(t)] pode obter-se as condigfes para problemas multidimensionais.

O seguinte teorema permite uma interpretacdo geométrica das condi¢cdes de optimalidade:

7.4
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Teorema:

Se h*eQ éum minimo local de f em 2 entdo, para cada direcgdo admissivel d € R”,
tem-se:

i) d? -Vf(h* >0

if) se d” -Vf(h* 0,entao dT -sz(h*)~d_>_ 0

A primeira afirnag&o significa que cada direcgio de descida de fem A * ndo é adimissivel.

7.3.2 Problema néao restringido

Para o caso de ndo existirem restricbes, qualquer d € R" & uma direccdo admissivel. Para
esse caso, as condicdes necessarias sdo as seguintes.

Se h* é um minimo local de fem R" , entdo,
i) vin*)=0
i para todo o d € R", dT -V2f(h*)-d2 0. Isso significa que a Hessiana de f é

semi-definida positiva ou definida positiva.

As condigles suficientes séo as seguintes:

Sendo f uma fungdo escalar duplamente diferencidvel em R" e h* é tal que,
) virt)=0
i) v2f(n*) & definida positiva

entdo, h* é um minimo estrito de f

7.3.3 Problema restringido
No caso do problema com restriges do tipo igualdade:

{ min f(h) 7.8)

sujeitoa i =0
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Uma definicdo importante para o problema restringido é a de ponto regular.

Um ponto h € Q é um ponto regular de Q se os gradientes de todas as restrigbes em h séo
linearmente independentes.

Assim, as condi¢Bes necesséarias de primeira ordem para o problema com restricées do tipo
igualdade séo seguidamente escritas.

Sendo h* um ponto regular das restrigbes i=0 e um minimo local, existe um vector
4" e RP tal que:

V(R *)+ Vi(h *)u* =0
f(h*)+ Vi(h *)u 79
i(h*)=0

Recorrendo a definicdo do Lagrangeano, as condicbes acima podem escrever-se como:

Vib=0 7.10
v,i=0 @19

Conclui-se que o Lagrangeano desempenha o papel da fungéo objectivo da optimizacéo ndo
restringida.

Para as condi¢des necessarias de segunda ordem:

Sendo h* um ponto regular das restrigdes i=0 e um minimo local, existe um vector
* . - -~ . -
4 € RP tal que as condigbes anteriores sdo verificadas e a matnz:

H(h* px*)=V2f(h*)+ iﬂfvzij(h *) (7.11)
Jj=1

é semi-definida.

As condigdes suficientes de 2*ordem exigem que a matriz H seja definida positiva. Este
caso, nio envolvendo desigualdades, é Gtil na derivagéo do método SQP.

Chama-sea I(h)= {;‘g ;(n)= O} o conjunto de restrigbes activas em h.
h ¢ um ponto regular se os vectores Vg; para jel (h) s#o lineamente independentes.

Se dTVg ;<O parajel (h), entdo d é uma direcgio admissivel em h.

Se h* é um ponto regular e um minimo local do problema restringido, entéo também € um
minimo local de f sujeito a g;{h)=0 para je I(h*). Resulta, portanto, recorrendo ao caso

anterior, que existe um vector A* ¢ R™ tal que:
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Vi(h*)+Vgh*)A* =0

onde /%; =0 para j e I(h *). Esta condigdo é chamada de condigdo de complementaridade e pode
ser representada pelas seguintes igualdades:

2 8;(h*)=0 parai=12,..,m

Uma condi¢do necessaria adicional (ver p.ex. [ARO89]) é A* > 0.
As condicdes necessarias de primeira ordem, sdo seguidamente resumidas:
Sendo h* um ponto regular das restrigges g(h)<0e um minimo local, entdo, existe um
vector * € R™ tal que: ‘
V/(h*)+Vgh*)A* =0
Ag (h*)=0,j=12...m
A*20
gh*)<o

Para o caso geral, com restricbes do tipo igualdade e desigualdade, escrevem-se
seguidamente as condigdes necessarias de primeira ordem de Karush-Kuhn-Tucker.

Sendo o ponto h* um ponto regular das restrigbes g(h)< 0 e i(h)=0 e um minimo local
do problema

min f(h)
sujeitoa g<0
ea i=0

Entdo, existe um vector A* € R™ e um vector u* € RP tais que:

Vi(h*)+Vgh*)A™ + Vi(h*)u =0
Agih*)=0j=1..m

i(h*)=0

gh*<o

AT =20

As condigSes necessérias de 22 ordem incluem as condig3es anteriores, mas também impd&e
que a matriz
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H(h* u*)= V2 f(h*)+ Y 9% (%) + 3 4 vg, (h ) 7.12)

j=1 J=1

seja definida positiva ou semidefinida.

Para que as condigdes necessarias sejam também suficientes, a matriz H tem de ser
definida positiva.

Alguns comentarios devem ser feitos relativamente as condi¢8es necessarias de primeira
ordem (KKT):

i) ' Qualquer ponto que ndo satisfaca as condi¢cdes de KKT sé pode ser um minimo local se for
irreqular
ii) As condi¢cbes de KKT podem ser utilizadas para verificar se um dado ponto é ou ndo

candidato a minimo

7.4  Algoritmo de programag&o nédo-linear com restrigdes

7.4.1 Introdugdo

Neste trabalho implementou-se o métedo directo SQP (Sequential Quadratic Programming).

A comparagio dos diversos métodos e algeritmos de minimizagdo com restricdes foi ja
realizada por vérios investigadores [RAQ96]. Habitualmente usam-se fungbes de teste bem
conhecidas, de forma a testar e comparar os varios algoritmos. Antes de aplicar os algoritmos aqui
descritos a problemas estruturais, o0 autor deste trabalho ensaiou-os usando as fun¢des propostas
por [PIES86].

Segundo um trabalho publicado por Shittkowski [RAO96] o algoritmo SQP foi considerado o
mais eficiente seguido do GRG (Generalized Reduced Gradient). Os métodos SUMT parecem
menos eficientes [RAO96). Como existem bibliotecas disponiveis que resolvem eficazmente o
subproblema quadratico, o SQP é de implementagdo acessivel (L.e. 900 linhas de Fortran90) e
permite um funcionamento robusto, depois de terem sido eliminados alguns defeitos do método
original. Arora [ARQ89] alerta para varios pormenores de implementacéo, que na pratica sdo muito
importantes. A adaptacdo do algoritmo inicial de forma a evitar o célculo da Hessiana é realizada
recorrendo a uma actualizagdo Quasi-Newton [ARO89]. Este autor afirma que os métodos Quasi-
Newton, como o PLBA que é uma sofisticagdo do SQP, sdo superiores aos ndo Quasi-Newton.

Segundo Herskovits [HER95] o SQP é, em 1995, o método mais utilizado para problemas
néo lineares restringidos, e é baseado numa ideia proposta por Wilson em 1963.

Vérias estratégias de methoria dos algoritmos sdo referidas em [VAN84] e foram
implementadas. '

Neste trabalho, os problemas sdo de pequena ou média dimensdo. Se for necessario
resolver um problema com centenas de varidveis, o algoritmo implementado néo é eficiente. Para
esses casos é (Gtil actualizar vectorialmente a aproximagdo a matriz Hessiana, recorrendo a um
método de baixo armazenamento (ver [NASI6]).
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Existem, algumas estratégias de localizagdo de minimos globais, que recorrem a métodos
de programagdo matematica como etapa na pesquisa das regibes onde se encontram
presumivelmente os minimos globais (ver [ELVV96]).

7.4.2 Programacio quadratica sequencial — um primeiro algoritmo

Comeca-se por aproveitar as condigdes necessarias para a existéncia de um minimo local
para o problema com restrigdes do tipo igualdade:

VL = Vf(h*)+Vi(h*).- u* = 0

i(h %)= 0 (7.13)
ou, matriciaimente:
F(y)=0 (7.14)
em que
e[F]er-{2)

Recorrendo ao método de Newton-Raphson para a varidvel y, obtém-se o seguinte sistema

vET (y®). 4y® - -Fly®) (7.16)

linear:

para a iteragéo k:

Sy = ylhet) _ o),

2 () (%) I ALL
AL

particularizando:

A matriz N (nxp) contém as derivadas das restrigbes em ordem as variaveis de projecto.

A primeira linha de (7.13) corresponde a :

v2L. ah® £ N . gl = _yr ) (7.18)
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recombinando matriciaimente:

9 (k)
vi, N7 [an®) _ [y
[NT o:l {ﬂ(fwl)} = —{ hL} (7.19)

O processo iterativo & mantido até se verificar a convergéncia.

A solugéo deste problema é a solugdo de um problema de programacao quadratica definido
na iteragéo k& como:

VfT . 4R +0.54h" V2L - 4h (7.20)

sujeito as restrigdes linearizadas:

i;+Vi;T AR =0,j=1..p (7.21)
A funco de Lagrange correpondente ao problema é:

L=VfT.4h+054hT V2L sh+ iuj(ij +ViJ-TAh) (7.22)
j=1

As condi¢bes necessarias para a varidvel Ah séo:

VL =0

(7.23)
i;+Vi;T - 4h=0

Combinando as duas igualdades e escrevendo-as matriciaimente, obtém-;g a férmula
iterativa do processo previamente descrito. Conclui-se, portanto, que o problema da minimizacéo de
[ sujeito a i]. =0;j=1,..,ppode ser resolvido recorrendo & solugdio iterativa de um problema
quadratico. A matriz Hessiana da funclo lagrangeana é aproximada segundo a férmula BFGS, ja

que habitualmente n#o estdo disponiveis segundas derivadas das restrigéeg eda fung:éo objectivo.
A extensdo para 0 caso gue inclui as restrigbes desigualdade é realizada seguidamente.

O algoritmo basico SQP, segundo o autor deste trabalho, pode ser apresentado da seguinte
forma:

Repetir até a convergéncia:
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i) Obter a direcgdo de pesquisa d resolvendo o problema quadratico:
r?j{l(w d+0.5d7 -H d)
Vi, -d+6i, =0k=1..p
ii) Calculo do passo «a recorrendo ao método da penalidade exterior
Re«d.0xR
Preet (@)= 3 fmax(0,8, ) + 3 i (0
i=1 k=1
@, iciar (B, R) = [(1)+ RP,picic ()
Fazer, de it=it1,nl
. (_];Jit
122 2
h, =h+a;d
m
Py () = 5" fmax(0, g (s I + [ ()P
=1 k=1
Dy, (hiz , R) =f (hit)+ RPit (hit )
se @y < }Djpicigr €NtEO
o =0y
sai
sendo
continua
iiii) Actualizacdo da aproximacéo da matriz Hessiana H = v2[ (BFGS):
T, AT
gepg-Hpp H a4 (7.25)
pf-Hp P4
em que:
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p= hk __hk—l
q=ty+(1-0)Hp
y=VL hk,,uk,/lk)—VL(hk’l,,uk'l,lk'l) (7.26)

m p
L(hk,/.lk,/lk)zf%-Z/ljgj +Z‘UJLJ
j=1 j=1
1.0 se p-yzO.QpT ‘H-p
6=¢ 08p’ -Hp
p" H-p-py

se p-y<0.2pT-H-p

Fig. 7.1 Algoritmo da programag&o quadratica sequencial

Na obtencdo da direcco de pesquisa, 08 parémetros JJ- e & sdo usados para assegurar
gue as restrigdes linearizadas néo eliminem totalmente a regido admissivel [VANS4].

Aqui,
5=095
5j=1segj<0 (727)
5‘, =5$egj >0

Na obtencdo da direcgdo de pesquisa & habitual néo incluir todas as restrigdes
desigualdade, mas apenas as mais activas. Este assunto & discutido posteriormente.

Parece importante referir que a pesquisa unidireccional apresentada é diferente da original.
O autor experimentou varias técnicas e funcdes de descida ( [ARO8Y], [ARO91] ) ,
seguidamente referidas:

i) Aproximagéo polinomial quadratica das restrigbes e da fungo objectivo, seguida de
pesquisa dourada com 0 método da penalidade exterior/interior (ja qua a fungdo & ndo
diferenciavel).

i) O mesmo com aproximagéo cubica.

iii) O método original [VAN84] recorrendo a muitiplicadores de lagrange, com a estratégia da
pesquisa unidireccional inexacta [ARO89]. :

iv) O método da penalidade interior com a pesquisa unidireccional inexacta.

v) A fungdo de descida de Pshenichny com a pesquisa unidireccional inexacta.

vi) A fungdo de descida de Shittkowski com a pesquisa unidireccional inexacta.

Em termos de fungbes de descida, o autor obteve resultados semelhantes recorrendo a
funcio de Pshenichny e a0 método de penalidade exterior.

Os métodos de penalidade interior, devido a descontinuidade que apresentam na fronteira
da regido admissivel, provocam problemas numéricos, ja que ndo se consegue assegurar que 0s
pontos sejam admissiveis.
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Os métodos baseados na aproximacdo polinomial directamente aplicados & fungdo de
descida sdo bastante restritivos, ja que esta é frequentemente ndo-diferenciavel.

Os métodos i) e ii) sdo frequentemente bastante rapidos mas em casos altamente néc-
lineares falham na fase da aproximagdo. Como a fase da pesquisa dourada é realizada sobre as
aproximagdes polinomiais, ndo ha dispéndio computacional em anélises estruturais.

O método original falha frequentemente ja que, recorrendo aos multiplicadares de lagrange,
ou se faz uma analise de sensibilidades em cada passo da pesquisa (altamente dispendiosa) ou se
usam os Gltimos multiplicadores calculados na fase de analise anterior. Sucede portanto, que se se
recorrer a segunda hipotese, existem restricGes que se podem tomar activas estando previamente
inactivas e portanto com multiplicador nulo € estao assim despenalizadas. Claro que & possivel
aproximar os multiplicadores [ARO91], mas essa estratégia ndo difere da dos métodos de
penalidade.

O método usado, embora frequentemente ndo seja o mais eficiente, & o mais robusto, néo

envolve aproximagdes e tem dado resultados satisfatorios. A actualizacio R«.0xR é heuristica. O
numero 4 usado neste trabalho ndo é a Unica possibilidade (ver [VAN84]) mas é adequado aos
problemas resolvidos até agora.

O subproblema quadratico pode ser resolvido recorrendo indirectamente ao método de
Simplex (ver p.ex [ARO89]). O autor recorre a subrotina QPROG da biblioteca IMSL..

Para os multiplicadores de Lagrange, podem usar-se 0s obtidos do subproblema quadratico
ou calcular-se directamente [RAO96].

Para as restricdes desigualdade, recorrendo as condigdes necessarias:

Vg-A=-Vf <
vgl .vg-A=-vgl .Vf & (7.28)

- —(ve” g veT -vf

Outras técnicas de actualizagdo podem ser obtidas em [ARO91].

O algoritmo, tal como apresentado até aqui, falha em pontos para 0s quais o subproblema
quadrético nio tem solugdo. Como as restrigbes do problema quadratico sdo aproximagdes lineares
das restricdes do problema original, o dominio admissivel do subproblema pode ser um conjunto
vazio. [HER95] propde uma alteragfio A definicdo do subproblema quadratico. Também [SNY96]
apresenta um método, chamado SAM2, que mantém os pontos na regido admissivel.

Este método parece mais eficiente do que o SQP, segundo os testes realizados por
[STA98).

Uma estratégia que pode resolver este problema consiste em néo incluir todas as restrigbes
no subproblema.

Um efeito nocivo que pode ocorrer neste algoritmo é o efeito de Maratos (n[HE_RQS])._ Esse
efeito traduz-se na dificuldade de reduzir o valor da fungdo objectivo perto da solugéo, impedindo 0
algoritmo de convergir para o 6ptimo.

Outra deficiéncia do método, raramente referida mas bem presente na pratica, prende-se
com a possibilidade de d ser inadmissivel. O passo resultante de d inadmisss_ivel tende para 0
forgando sucessivamente a convergéncia para pontos que nAo obedecem as condigbes de KKT.

Para visualizar a situacfio, imagine-se uma restricio gr activa (g+=0). Se a restrigdo
Vg, -d + 6,8, <0 é também activa, i.e., Vg, -d + 6,8, =0, resulta:
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Vgp-d=0 (7.29)

; Significando que d é tangente & fronteira do dominio admissivel. Se a situagéo for a da
igura:

g/e:'o
0o

Vg d

Fig. 7.2 Inadmissibilidade da direcgéo de pesquisa

a direcgdo é inadmissivel e 0 passo toma-se nuto.

Uma estratégia empirica que pemite atenuar a inadmissibilidade consiste em substituir a
restricao do subproblema quadratico Vg, d+6,8;, <0 por Vg, -d+5,8,<p. emaue p<0e
portanto, para O caso anterior Vg, .d <0, tomando d uma direccdo admissivel (ver p.ex.
[HERS9S5)).

Neste trabalho, usa-se um valor para p<0 empirico, baseado na maxima violagéo.

7.5 Melhorias e modificagoes do algoritmo original
7.5.1 Restrigoes

£ vantajoso normalizar as restrigdes do tipo r < Iy, Naforma:

! ibilidad aseragj‘l—?z—uma
R-1<0& g, <0 com R=—. As sensibilidades passam o, T ok :

rma.x
observacao dtil é que uma restricdo g, <0 pode ser substituida por uma do tipo

C8r $0:C; >0 (7.30)

e, portanto, 0 seu gradiente tambem.
Para inciuir uma restricdo inactiva no conjunto das restricbes potenciaimente activas &
vulgar considerar quase activa uma restricdo que verifique a desigualdade g; +&2 0 come>0.
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7.5.2 Estratégia de eliminagdo de restrigGes e algumas consequéncias

Normalmente, para poupar esforco de cdlculo (e problemas no subproblema quadratico)
anvolvem-se no problema apenas algumas restricdes, e ndo todas, poupando esforco no calculo dos
gradientes.

Define-se um conjunto de indices, correspondente a iteragéo k como:

Ik :{

que inclui as restrigdes do tipo igualdade e as desigualdade quase activas.

(7.31)

{gj =1..,p igualdades)}

|gl +820,i = 1,...,m

Habitualmente ordena-se as restricbes desigualdade por ordem crescente de actividade.
Essa ordenacdo permite uma eliminagdo sucessiva no caso de o subproblema quadratico
apresentar um dominio admissivel vazio.

Como consequéncia da estratégia, existem restricbes, em cada iteragéo, que s&o incluidas
ou excluidas do conjunto. O gradiente da funcédo Lagrangeana envolve, de forma geral, gradientes
de restrigdes distintas entre cada iteracéo.

A diferenca y = VL(hk,,uk,;Lk)— VL(h"‘l,pk”l,,lk“l) pode envolver gradientes em k-1
que néo sdo calculados em k.

Para ultrapassar esta dificuldade apagam-se em VL(hh'l, ,uk‘l,/lk'l) os gradientes das
restricdes que se tornaram inactivas.

Se j=I,..,u sdo os indices das restrigbes que se tornaram inactivas, ento:

VLr(hk—l’ﬂk—l,lk—l)z vL(hk—l’#k—-l’ﬂk—l)_iﬂl?—lvg.l;—l 7.32)
. g
e
y= vL(hk"uk’Ak )__ er(hk-—I,ﬂk—l’Ak—l) 7.33)

7.5.3 Normalizagdo das restricdes e a pesquisa unidireccional

Para a resolugio estavel do subproblema quadratico [ARO88a] & conveniente usar uma
estratégia de nomalizagdo das restrices e dos seus gradientes. Neste trqbalho,_faz—se a uma
normalizagéo igual para todas as iteragdes e baseada em valores obtidos na primeira iteragdo:
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Vf||+0.001[Vg,|
Ck=ma><[“ Vel >0
Vel [Vae|
C, =1.0,|Vg,|=0 (7.34)
gr < Cr8

ng <« Ckvgk

O parametro de penalidade incial, R., é obtido, apds a escala das restrigdes, como:

R, = max(@,ixi ,IJ (7.35)
i=1

Claro que estes valores sdo empiricos, mas tém resultado bastante bem para os problemas
tratados. As referéncias [ARO88a] e [ARO88b] contém resultados de experiéncias numericas com
varios parametros. Neste trabalho, os valores foram baseados nesses resultados e na experiéncia
do autor.

Para o parametro it I foi escolhido o valor 0 para a primeira iteragdo, -1 para as iteragfes 2
a 6 e 0 para as iteragdes superiores a 6. Para 0 parametro nl, escolheu-se 14, embora existam

estratégias bastante sofisticadas [ARO88a]. Se nl for ultrapassado, faz-se o ‘restart’ da matriz
Hessiana. Para além disso, & necessario, na fase de pesquisa unidireccional, pré-condicionar 0s
pontos de teste de forma a n&o violarem as restricdes as varidveis. Dessa forma, pode ocorrer um
anulamento de Ah . Se for esse o caso faz-se o ‘restart’ da matriz Hessiana.

7.5.4 Tratamento de grandes violagdes-modifica¢do ao subproblema

No caso de algumas restrigbes estarem muito violadas, é util substituir o su_bproblema
quadratico de minimizagéo por outro, que permita reduzir a violagdo, ou mesmo verificar se 0
dominio admissivel néo & vazio (ver [ARO89]).

O algoritmo de correcgdo de restricbes baseia-se na eliminagdo da fungdo objectivo do
subproblema:

min(0.5d7 -d)
] _
Vg1d+5jg150;1 =1,...m (7.36)

Viy -d+ 6 =0k =1...0

O que equivale a igualar 0 gradiente da fungdo objectivo a zero e a matriz Hessiana da
fungdo Lagrangeana a uma matriz identidade.
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Este problema € equivalente & determinacdo de uma direccdo d 3 qual corresponde a
menor distancia do ponto corrente ao dominio admissivel linearizado.

O subproblema proposto e implementado induz habitualmente ao aumento do valor da
fungdo objectivo.

7.5.5 Fuga ao calculo dos gradientes

Depois da determinacéo dos valores das restricdes e da fun¢éo objectivo, pode realizar-se
um teste para se saber se os gradientes calcutados na iteragfo anterior ainda poderdo ser usados
nesta sem introduzir um grande erro nos cdlculos. Sabendo que o calculo dos gradientes é
dispendioso (anélise de sensibilidades), esta metodologia permite poupar tempo de computagio em
problemas onde os gradientes se mantém razoavelmente constantes.

Recorrendo a expansio de primeira ordem em séries de Taylor da fungdo objectivo e das
restricdes:

(7.37)

Yo ™=

ol o) o )
) ) i ) )

et )-Fln*) s
Se —/(h_k)— < ¢ sendo e uma tolerancia pré-estabelecida, mantém-se Vf(h ; )

Faz-se 0 mesmo para cada uma das restrigdes.

7.5.6 Reactualizagao da Hessiana

Para evitar 0 mau condicionamento da matriz aproximada A Hessiana, convém inicializa-la
periodicamente (aqui, 10 iteracBes) ou sempre que estd mal condicionada (o quociente entre o
maior e o menor valor préprio é elevado). Como neste trabalho ndo se realiza a decomposigéo da

matriz H, usa-se um teste para verificar se & necessario um ‘restart’. Assim, como em [HUAS6],

recorre-se ao seguinte teste.
Se:

ld""1 .d* ) > 0.2||dk”2 (7.38)

entdo é realizado um ‘restart’. Este teste & devido a Powell [HUAS6].
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7.5.7 Problemas no subproblema quadratico

Sempre que aparecerem erros no subproblema quadratico, erros que sao introduzidos em
variaveis de estado da biblioteca IMSL, é necessario tomar medidas que permitam a determinagio
da direccdo de pesquisa. Os emos sdo frequentemente devidos ao excesso de restricbes na
formulagdo do subproblema, provocando um dominio admissivel vazio.

Neste trabalho, usa-se uma estratégia inspirada em [ARO88Db] que consiste, sempre que 0

subproblema quadratico bloqueou ou sempre que exista um multipticador A>1.0x10", em

eliminar a primeira restrigio do conjunto I , que esta ordenado por ordem crescente de actividade.
Se nao for suficiente, repete-se o procedimento até o subproblema ter solugio.

7.5.8 Tratamento das restrigdes as variaveis

Neste trabalho, recorre-se a uma estratégia de separagdo das restricdes as variaveis, das
outras restricbes. E necessario um pré-condicionamento do ponto usado antes de cada teste na fase

de pesquisa unidireccional e quando se actualiza o ponto R

Assim, usa-se um procedimento extremamente simples e que consiste em:

k U k U

hE <hl =k < B (7.39
J J J J

Embora haja autores que incluem estas restricbes no subproblema quadratico (ver
[ARO88a]), e outros que usam procedimentos mais sofisticados(ver [VAN84]), este método tem
resultado bastante bem.

7.5.9 Convergéncia

Os critérios de convergéncia utilizados neste trabalho consistem numa série de condigdes, ja
usuais, e uma condicio de verificagdio simultidnea das anteriores pelo menos durante 3 iteragbes
sucessivas.

As condicbes referem-se a variagdo dos pontos determinados, da fungéo objectivo, da
méxima violacio e dos multiplicadores:

7.18



Capitulo 7 Optimizagdo

il JS
X! H
Jkarl;’* kl <5x107 (7.40)

V= r_r_llax(gi) <1x107®

A <1x107®

Se em trés iteragfes sucessivas se verificarem estas condigdes, 0 processo para.

7.6 Conclusdes

O método SQP ¢ eficiente em problemas estruturais ([ARO89], [ARO88a], [ARO88h],
[VANS84], [BELB84], [HUAS6E], [COS96]). A possibilidade de a direcgdo de pesquisa ser inadmissivel
foi evitada, através de algumas estratégias por Herskovitz [HER95]. Os meétodos SAM (Successive
approximation method) parecern muito eficientes [COS96], [SNY96] e uma comparacio exaustiva
podia ser util.

Os métodos de determinagio de um minimo global, podendo usar os algoritmos da
programacdo matemadtica sucessivamente, permitem a resolugdc de problemas de grandes
dimensbes e parecem de facil implementacgio (ver p.ex. [ARO96]).

A programac¢éo n&o-linear parece ainda longe de formecer ferramentas simultaneamente
robustas e eficientes para qualquer problema. Existem muitos métodos cuja implementagdes é
dependente de pardmetros empiricos e experiéncias numéricas.

E notavel que um método eficiente a resolver problemas analiticos de teste pode néo o ser
num problema estrutural (e, embora menos frequentemente, vice-versa). Esse facto e algumas
particularidades justificam a publicagdo de pelo menos uma revista sobre o assunto (Structural
Optimization, Springer-Verag).
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8 Resultados numéricos

8.1 Introdugao

Neste capitulo apresentam-se os resultados da analise e optimizacdo de varias placas e
cascas. Na andlise estrutural, comparam-se, sempre que € possivel, os resultados obtidos neste
trabalho com os obtidos por outros autores, ou com resultados analiticos.

Na andlise de sensibilidades comparam-se os resultados com os obtidos pela aplicagéo do
método das diferengas centrais.

Em optimizagdo apresentam-se os resultados obtidos e a formulacdo do problema de
optimizacéo.

Apresentam-se graficos ilustrativos e imagens das deformadas, campos de tensbes e
campos de espessuras.

Como este trabalho é bastante lato, a exemplificagcdo ndo pode ser muito intensiva. Assim, a
ténica é posta sobre a andlise ndo linear e sobre a optimizagéo.

8.2 Analise linear estatica

O caso da casca cilindrica sujeita a forgas pontuais, documentado em [HUA89] e [BAT93] &
usado neste capitulo em analise nao-linear.

Como exemplo do bom comportamento dos elementos implementados pelo autor, mostra-se
uma comparagdo com outros elementos. O erro relativo no deslocamento do ponto sob a forga
pontual é um indicador da rigidez dos elementos em andlise estética linear. Os resultados do
programa Abaqus estdo documentados em [ABA96].

Cilindro com forga pontual

1%

0% __-____-__.-. f_
2 1% -
(7]
% 2% - Malhas
(]
g 3% m8X8
©
o 4% - m 10X10
g
o 9% -

6% -

7%

Q92 Q93 Abaqus S8R5 Abaqus S8R Abaqus S9R5

Fig. 8.1 Erro relativo do deslocamento sob uma forga pontual, comparagéo de elementos.
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O autor realizou varios testes, com varios problemas, aos elementos em andlise estatica
linear. Em andlise de placas, os elementos Q91, Q92 e Q93 sdo muito semelhantes. Se os efeitos
de membrana estiverem presentes, os elementos mais aconselhaveis sédo os Q92 e Q93.

O elemento Q92 € o mais insensivel a distorgdo da malha.

Para malhas regulares o elemento Q93 é habitualmente o mais preciso. Este tem ainda a
vantagem de ser pouco dispendioso computacionalmente, quando comparado com o Q92.

8.3 Analise estatica nao-linear

8.3.1 Introdugdo

Em analise néo linear de cascas existem alguns testes ja tradicionais (ver, p.ex. [SAN92]) e
alguns desses testes sdo aqui executados.

Existem trés elementos que permitem a andlise n&o-linear geométrica com grandes
deslocamentos e rotagdes: Q90, Q92 e Q93. O Q91 foi ja utilizado, mas em alguns casos, como no
do cilindro pontual, é semelhante ao Q90.

Naturalmente, os resultados obtidos pelos elementos com deformagdo melhorada séo
bastante superiores aos obtidos com o Q90.

Nao se faz uma exemplificagédo detalhada para ndo monopolizar este capitulo com a fase de
analise.

Comparam-se, sempre que possivel e revelador, os resultados obtidos com o programa
criado pelo autor com os resultados obtidos por outros autores, ou com os obtidos recorrendo ao
programa ANSYS.

8.3.2 Placa quadrada encastrada e simplesmente apoiada

Este exemplo é habitualmente usado para avaliar resultados em andlise né&o-linear
geomeétrica. Para a placa encastrada, os efeitos de locking estdo presentes [SAN92] e é portanto um
bom teste para o desempenho dos elementos com deformacdao melhorada.

A placa é quadrada de lado L=1 m, espessura h=0.002 m e esta sujeita a uma presséo
uniforme p=1000 N/m’.

O material tem as seguintes caracteristicas elésticas: E=210x10"" N/m® e 1=0.3.
Apresenta-se uma comparagéo entre varias malhas e elementos.

Usaram-se malhas regulares de 4x4 e 6x6 elementos e experimentou-se a integragéo
reduzida (R). O modelo é, por razdes de simetria, o de % da placa.

Para a placa encastrada, o0 método de andlise foi o0 BFGS com pesquisa unidireccional
recorrendo a 10 incrementos iguais de forca e uma tolerancia tolf—'1.0x10‘7.

Para a placa apoiada usou-se o0 Newton-Raphson com pesquisa unidireccional.
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Os resultados obtidos para a placa encastrada, em termos de deslocamento do n6 central,
foram comparados com os do gréafico apresentado por 7Timoshenko ([TIMS59] Fig.208).

Para o caso da placa simplesmente apoiada, recorreu-se a expresséo analitica apresentada

por Timoshenko ([TIM59], expressdo 252), para aferir a qualidade dos resultados obtidos pelos
elementos.

3 2
paar [1.37 +1.94"‘:_3J ®.1)

L4

em que w, é o deslocamento transversal do centro da placa.

Para a placa encastrada, o deslocamento maximo teérico € w, = 0.003250m e para a
apoiada, w, = 0.0040275m.

Tabela 8.1 Deslocamento transversal no centro de uma placa encastrada

Elemento Malha Deslocamento obtido
(m)
Q90 6X6 0.0031419
Q90(R) 6x6 0.0031809
Q93 6X6 0.0031808
Q90 4x4 0.0030442
Q93 4X4 0.0031243
Shell 93 (Ansys) 4x4 0.0033105
1000 + —0—Q90 (4X4)
800 -+ Q93 (4X4)
) —+—Q90 (6X6)
Z 600 - i
- + Analitico [TIM59]
@ 400
o
o
200 -

0.000 0.001 0.002 0.003
Deslocamento do né central (m)

Fig. 8.2 Placa encastrada sujeita a press@o uniforme. Diagrama presséo-deslocamento
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Fig. 8.3 Placa quadrada encastrada. Campo de tensdes de Von-Mises, tensor de Cauchy, para a
camada inferior (Méximo=1.366467x107 Pa, Minimo=781.3044 Pa).

Fig. 8.4 Placa quadrada encastrada. Campo de tensdes de Von-Mises, tensor de Cauchy, para a
camada superior (Maximo=2.150861x10’ Pa, Minimo=782.5477 Pa).
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Fig. 8.5 Placa quadrada encastrada. Deformada ampliada, modelo de tridngulos.

Tabela 8.2 Deslocamento transversal no centro de uma placa apoiada

Elemento Malha | Deslocamento obtido
(m)
Q90 6X6 0.0037280
Q90(R) 6x6 0.0037236
Q93 6X6 0.0037236
Q90 4x4 0.0036724
Q92 4X4 0.0037236
Q93 4X4 0.0037236
Shell 93 (Ansys) | 4x4 0.0038109
1000 o Analitico [TIM59)] &°

800 | —— Q90 (6X6) o
——Q93(4X4) °
600 +
+ Q90(4X4)

400 +

Pressdo (N/m2)

200 +

0 T T
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004

Deslocamento do né central (m)

Fig. 8.6 Placa apoiada sujeita a presséo uniforme. Diagrama de pressao-deslocamento.
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Fig. 8.7 Placa quadrada apoiada. Campo de tensdes de Von-Mises, tensor de Cauchy, para a
camada inferior (Méximo=1.427174x107 Pa, Minimo=7.559646x10° Pa).

Fig. 8.8 Placa quadfada apoiada. Campo de tensdes de Von-Mises, tensor de Cauchy, para a
camada superior (Méximo=1.089018x10’ Pa, Minimo=2.430864x10° Pa).
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Fig. 8.9 Placa quadrada apoiada. Deformada ampliada, modelo de triangulos.

8.3.3 Flexé&o pura de uma viga

Este teste é ilustrativo do comportamento dos elementos em analise altamente néo-linear.

Os deslocamentos e rotagdes sdo finitos e da mesma ordem de grandeza das dimensdes da
peca. Como existe solucéo analitica, torna-se interessante uma comparagéo critica dos elementos.

A seguinte figura mostra a viga indeformada, as suas dimensdes, a malha usada e as
condicdes de contorno:

b=1m

Z

Fig. 8.10 Dimensdes e malha da viga encastrada

O material tem as seguintes propriedades elasticas: £=120000 N/m? e 1=0.0. A espessura
da chapa é h=0.1 m.

No processo de solugdo usou-se 0 método de Newton-Raphson puro e a carga foi dividida
em 100 incrementos. A tolerdncia para a forca foi de tolf=1x10".

Neste caso, 0 método BFGS ndo converge para os 100 incrementos.
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A solugdo analitica do problema, em termos de deformada, € um cilindro de diametro

D= —L— =3.1831m (ver [HUA89)).

T

Seguidamente apresentam-se as solugdes recorrendo aos elementos implementados neste
trabalho.

Fig. 8.11 Viga encastrada, flexdo pura. Elemento Q90.Campo de tensdes de Von-Mises, tensor de
Cauchy (Maximo=2537.536 Pa, Minimo=175.345 Pa) e deformada real.

Fig. 8.12 Viga encastrada, flex&o bura. Elemento Q93.Campo de tensdes de Von-Mises, tensor de
Cauchy (Méaximo=2652.731 Pa, Minimo=2189.088 Pa) e deformada real.
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Fig. 8.13 Viga encastrada, flexdo pura. Elemento Q92.Campo de tensdes de Von-Mises, tensor de
Cauchy (Maximo=2491.027 Pa, Minimo=2208.489 Pa) e deformada real.

Relembrando que, neste trabalho, se usa uma formulagdo Lagrangeana total, os resultados
anteriores sdo indicadores do excelente comportamento dos elementos Q92 e Q93 em casos
altamente nao-lineares.

O elemento Q90, devido ao excesso de rigidez, ndo consegue simular o enrolar da chapa.

Os resultados estdo de acordo com os obtidos por [HUA89] que recorreu a uma formulagéo
Lagrangeana actualizada.

E nitido que este problema poderia ser resolvido recorrendo a elementos mais econémicos,
mas o seu papel é testar a capacidade dos elementos e a correcta implementagdo computacional.

Um exemplo do mesmo tipo é o da flexdo cilindrica de uma placa [SAN92].

8.3.4 Casca cilindrica sujeita a for¢as pontuais

Neste problema, muito conhecido em problemas de andlise linear, testa-se um cilindro
apoiado em diafragmas sujeito a duas forgcas pontuais opostas P=640 N.

Devido a existéncia de 3 planos de simetria, apenas um oitavo do cilindro é usado no
modelo de elementos finitos. Este problema estd documentado em [SAN92] e os resultados aqui
obtidos estdo de acordo com os deste referéncia. O problema, devido a existéncia de forgas
pontuais, é usualmente impiedoso com alguns elementos.

As dimensdes sdo: R=0.100 m, L=0.200 m, h=1x10" m.

As propriedades elésticas sdo: E=3x10"" N/m’ e 1=0.3. Usa-se uma malha regular 5x5
elementos. Sansour [SAN92] usou uma malha 8x8 de elementos de 9 nés.

O procedimento usado foi o BFGS e recomreu-se a 15 incrementos.

8.9



Capitulo 8 Resultados numéricos

' Diafragma rigido

Diafragma rigido

Fig. 8.14 Cilindro sujeito a forgas pontuais

—0—Q9I0(R)
L | Q93
800 + —o— SAN92 8x8 9INE

0.000 0.005 0.010
Deslocamento do né sob P (m)

Fig. 8.15 Diagrama forga-deslocamento do n6 do cilindro sob a forga pontual.
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Fig. 8.16 Casca cilindrica. Elemento Q90R. Campo de tensdes de Von-Mises, tensor de Cauchy,

para a camada inferior (Maximo=4.17041 0x10° Pa, Minimo=2.62202x10° Pa) sobre a deformada
real.

Fig. 8.17 Casca cilindrica. Elemento Q90R. Campo de tensdes de Von-Mises, tensor de Cauchy,
para a camada superior (Maximo=2.301 748x10° Pa, Minimo=1.723267x10° Pa) sobre a deformada
real.

8.1



Capitulo 8 Resultados numéricos

Fig. 8.18 Casca cilindrica. Elemento Q90R. Deformada ampliada, modelo de tridngulos.

Os resultados obtidos estdo de acordo com [SAN92] que utilizou uma malha de 64
elementos.

8.3.5 Telhado sujeito a uma forga pontual

Este exemplo é bastante conhecido no teste de elementos e algoritmos de controlo da forca.

O exemplo aqui apresentado é baseado em [OLI84] e o interesse, ja que neste trabalho o
método de controlo do arco néo foi implementado, é de comparagéo entre os elementos para cargas
inferiores a critica. Apenas se modela % da casca, recorrendo a uma malha regular 4x4.

A carga critica é cerca de 2.22 kN. Usou-se o método de Newton-Raphson com 10
incrementos (tolf=1x10).

As propriedades elasticas sdo0: E=3.10275x10° e v=0.3.
A seguinte figura ilustra o problema:

Apoio dupla

Apoio duplo

Livre

R =2540 mm

Fig. 8.19 Dimensdes e forca sobre um telhado.
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2160 P
1960 - /
1760 -
1560 - -
A ——
s 1360
~ 1160 - Q92
S 960 -
L 760 - —%—Q90
560 - ——Q90R
360 -
160 -
40 +— — |
0.000 0.005 0.010 0.015

Deslocamento do né central (m)

Fig. 8.20 Diagrama forga-deslocamento do n6 cental do telhado sujeito a forgca pontual.

Fig. 8.21 Telhado. Elemento Q93. Campo de tensdes de Von-Mises, tensor de Cauchy, para a
camada inferior (Maximo=1.760323x10" Pa, Minimo=81607.66 Pa) sobre a deformada real.
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Fig. 8.22 Telhado. Elemento Q93. Campo de tensées de Von-Mises, tensor de Cauchy, para a
camada superior (Mé\ximo=2.028161><107 Pa, Minimo0=2669034.0 Pa) sobre a deformada real.

Constata-se, mais uma vez, que o elemento Q90 é o mais rigido.

Em problemas onde surjam fenémenos de instabilidade, a maior rigidez do elemento Q90
origina cargas criticas superiores, 0 que pode ser perigoso.

Na referéncia [OLI84] os autores Oliver e Ofiate obtiveram resultados analogos para a
regido do diagrama forga-deslocamento anterior a instabilidade.

8.4 Dinamica- andlise linear e ndo linear

8.4.1 Introdugdo — o telhado sujeito a pressédo e a uma forga pontual.

Os modos de vibragdo naturais excitados dependem do espectro de frequéncias da
excitacdo e da distribuigdo espacial da excitagao.

Assim, se a excitagdo possui um espectro com um pico perto de uma frequéncia de
ressondncia de amplitude da estrutura, o modo ao qual corresponde esta frequéncia sera
dominante.

A distribuigdo espacial da excitagdo também é importante: Se a distribui¢éo espacial ‘segue’
uma forma natural de vibragdo, é comum que a resposta seja dominada por esta (ver [CLO93]).

Realiza-se uma anélise bastante genérica em termos de distribuicdo espacial da excitagéo,
de forma a que a comparagéo entre os métodos seja 0 mais geral possivel.

Quando se pretende determinar os modos naturais de vibracdo de uma estrutura, as
simplificagbes de simetria geométrica, ndo podem, geralmente, ser usadas directamente. Isto,
porque as estruturas simétricas podem possuir formas antissimétricas.
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No entanto, pode usar-se 0 método de sobreposicdo modal para obter a resposta da
estrutura, recorrendo a simetria geométrica e de excitacéo, ja que se a excitagdo € simétrica, os
modos antissimétricos ndo contribuem para a resposta.

Usa-se assim uma malha regular 4x4, correspondente a % do telhado.

Em todos os métodos de sobreposicdo modal e também no método do impulso virtual,
utilizam-se os 25 primeiros modos naturais de vibragéo.

Assim, utiliza-se a geometria do telhado j4 definido, com uma forga pontual ascendente de
F=4000 N e uma pressao uniforme descendente aplicada 4 camada superior p=10000 N/m?.

A massa volumica é p=500 Kg/m3 e os parametros de amortecimento: «=0.0001 ; =0.002.

8.4.2 Frequéncias e formas naturais

Comparam-se as 25 primeiras frequéncias naturais ndo-amortecidas do telhado obtidas pelo
método de iteracdo em subespacos (IS) para varios elementos. Também parece relevante comparar
os resultados do método de iteracdo em subespagos com o método aproximado de Rayleigh-Ritz
(RR), mais rapido. Comparam-se os espectros para o elemento Q93. Por fim, mostram-se as
primeiras formas naturais usando uma representacéo de tridngulos.

Como, por enquanto, sdo importantes todos os modos, a malha é 8x8 correspondente ao
telhado completo.

12000 -
10000 -
8000 -
6000 -

4000 -

Frequéncia angular (Rad/s)

0 o 10 15 20 25
MODO

Fig. 8.23 Espectro de frequéncias naturais de 4 elementos.
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35000 -
2 30000
ém_ —e—Q93 (IS)
'é %00 - —=—Q93 RR)
« 15000 -
§ 10000 -
B
. 5000 -
0 T T T T 1
0 5 10 15 20 25
MODO

Fig. 8.24 Comparagao entre o método de iteragéo em subespacos (IS) e o método de Rayleigh-Ritz
(RR)

Seguidamente, mostram-se as 25 formas naturais de vibragéo do telhado.
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Fig. 8.25 25 primeiras formas naturais de vibragéo do telhado.
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O elemento Q90 é o mais rigido. O método de Rayleigh-Ritz apresenta erros muito elevados
a partir da 42 frequéncia natural.

Se a resposta for dominada pelos modos mais baixos, este método pode dar resultados
aceitaveis e é econémico.

Neste trabalho, para obtengdo da resposta no tempo, usa-se exclusivamente o método de
iteragdo em subespacos. Nesta fase usa-se apenas o degrau unitario: f(t)=1

O intervalo de cada passo é At =5x107"s e a anélise consiste em 500 passos, com saida
de 5 em 5 passos.

8.4.3 Comparacido de métodos em analise linear

Compara-se a resposta, para o elemento Q93, recorrendo a integragdo directa de Newmark
(ID), a sobreposigdo modal de deslocamento com (SDC) e sem correcgéo (SD) e a sobreposicéo de
aceleracdo (SA). A excitagdo é o degrau unitario.

Escolhe-se uma vez mais o centro do telhado para a resposta.

A animacdo da distribuicdo espacial das tensdes mudando com o tempo é possivel e por
vezes transmite informacéo util.

1.40E-02 +
€ 120802+
s . A
€ 100E02+ ~ R
o . . - . ...oqu.. e
= y .:.__,.._ : :_ 3 § X ';;;vu*i',;_.‘-
2 gooE03 1 : R o Gy G F
(=] 4 . - he® - .“.o
@ 2 . ." e e
% 6.00E-03 + . .SD  ‘u
5 400031, - SDC
S % SA
8 200031 .
0.00E+00 : 3 + - ! —
0 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006

Tempo (s)

Fig. 8.26 Deslocamento do né central para o caso do degrau unitario.
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Tensdo de Von-Mises no né central

(Pa)

3.00E+07 -

2.50E+07 4

2.00E+07 -

1.50E+07 -

1.00E+07 -

5.00E+06 -

T

0.00E+00

0

0.005 0.006

Fig. 8.27 Tensdo de Von-Mises no né central, na camada inferior, para o caso do degrau unitario.

Tensao de Von-Mises no né central

—
©

(%

4.00E+07 -
3.50E+07 -

3.00E+07 |

2.50E+07 +

2.00E+07 &+
1.50E+07 +

1.00E+07 +
5.00E+06 +

! 3

0.00E+00
0

0.005 0.006

Fig. 8.28 Tens&o de Von-Mises no n6 central, na camada superior, para 0 caso do degrau unitario.

Observa-se em (8.27), (8.28) que os métodos de sobreposicdo modal SDC e SA permitem
obter resultados, em termos de resposta das tensdes, idénticos ao método de integrago directa.

O método de sobreposigdo modal SD, permite obter resultados semelhantes aos SDC e SA
em termos de deslocamento, para bases modais representativas da excitagéo. Existem muitos
casos em que o procedimento de correcgdo da resposta modal produz uma maior diferenca, do que

a aqui observada, na resposta de deslocamento.

8.19



Capitulo 8

Resultados numéricos

8.4.4 A influéncia do elemento na resposta

Recorrendo ao método de sobreposicdo modal de deslocamento com correcgcdo estatica,
comparam-se 0s quatro elementos disponiveis.

1.40E-02 +

g AT e,

E ._;:;.0 o..t.:'.-.. "

£ 1.00E02 + -

o - o.... ”

‘2 8.00E-03 + - et

o 2

© .:o

£ 6.00E-03 + Ly

é 6 3 ,;;' * Q90

S 4.00E-03 + ' - Q91

§ Q92

O 2.00E03 + . Q93

0.00E+00 + % " ; : ; |
0 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001 0.0012

Tempo (s)

Fig. 8.29 Deslocamento do n6 central do telhado, comparacgéo entre elementos

8.4.5 Analise nao-linear

Recorrendo ao elemento Q93, comparam-se as curvas de deslocamento e tenséo de Von-

Mises para os casos linear e ndo-linear. O intervalo é At = 5x107%s. O intervalo de andlise
corresponde a 800 passos. A diminuigdo do intervalo deve-se a previsivel diminuicéo dos periodos
naturais, relacionados com o aumento de rigidez da casca.

A tolerancia de forca para a analise ndo-linear é tolf =1x107°.
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1.40E-02 T
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Fig. 8.30 Resposta temporal linear e néo-linear do telhado em termos do deslocamento do n6
central.

8.5 Analise de sensibilidades

8.5.1 Introdugao — placa apoiada sob pressao.

Na andlise de sensibilidades a verificagdo de resultados € habitualmente realizada
comparando os resultados obtidos por diferenciagdo analitica com os resultados dados pela
perturbacéo dos ficheiros de entrada recorrendo as diferengas centrais.

Para ilustrar e confirmar a implementacgéo realizada na analise de sensibilidades mostram-
se graficos de barras que comparam os valores obtidos pelo programa em conjunto com os obtidos
pelas diferengas centrais para o caso da placa apoiada ja detalhada em anélise ndo-linear.

Antes de se apresentarem esses resultados, sdo expostos os campos de sensibilidades
para as espessuras. Em dindmica usa-se a fungéo degrau e o calculo automatico do passo.

8.5.2 Representagdes de campos de sensibilidades

A titulo ilustrativo mostram-se os campos de sensibilidades da flexibilidade para a placa

oF
apoiada. As varidveis sdo as espessuras e assim, a representacéo é a de: 7——5 sendo F' a
ohlx,y,z

energia de deformacédo da estrutura.
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Os outros campos também podem ser representados. No entanto, o campo de
deslocamentos é um pouco redundante em relagédo ao da flexibilidade, e o campo de sensibilidades
das tensdes é muito localizado, aparecendo apenas um ‘pico’ na zona correspondente ao ponto de
Gauss.

Fig. 8.31 Campo de sensibilidades para a flexibilidade, anélise linear estatica (Maximo:
8.830503x10° N, Minimo: -18.318 N).

Fig. 8.32 Campo de sensibilidades para a flexibilidade, andlise linear dindmica (Maximo:
2.913013x10™" N, Minimo: -7.383207 N).
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Fig. 8.33 Campo de sensibilidades para a flexibilidade, anélise néo linear. (Méximo: 1.379526x10
N, Minimo: -4.849491 N) .

8.5.3 Comparacgao com as diferencas centrais

Recorre-se a uma perturbacédo p=1><10'7 m para a espessura de um né e para uma variavel
geométrica. A variavel geométrica corresponde a terceira linha e terceira coluna (variavel 13) da
matriz de macroelementos (ver Cap. 5). Apresentam-se alguns resultados para as sensibilidades de
deslocamento e tensdo. Estes resultados sdo apenas ilustrativos. A qualidade das sensibilidades de
espessura depende muito do né considerado e do perturbacdo usada na afericdo pelas diferencas
centrais. A qualidade da sensibilidade do volume é muito elevada, ja4 que este ndo depende do

estado. Analisa-se % da placa. A pressdo sobre a placa é g=100 N/m”.
Assim, os resultados para as variaveis de espessura sdo seguidamente mostrados:

Andlise linear estatica Andlise dinamica Andlise naoinear

0.00E+00 -

-2.00E+08 -
-4.00E+08 -

-6.00E+08 -
@ Andlise de sensibilidades

-8.00E+08 - m Diferengas centrais

-1.00E+09 -

-1.20E+09 -

-1.40E+09 ]

Fig. 8.34 Resultados para a sensibilidade de tenséo, usando a variavel de espessura mais influente.

8.23



Capitulo 8

Resultados numéricos

0.00E+00

-2.00E-01

-4.00E-01

-6.00E-01

-8.00E-01

-1.00E+00

-1.20E+00

|

1

Andlise linear estatica

@ Sensibilidades
m Diferengas centrais

Analise dinamica

Analise ndo-linear

Fig. 8.35 Resultados para a sensibilidade de deslocamento, usando a variavel de espessura mais

influente.

Para as variaveis geométricas, apresentam-se seguidamente os resultados:

5.00E+04 -
4.50E+04 -
4.00E+04 -
3.50E+04 -
3.00E+04 -
2.50E+04 -
2.00E+04 -
1.50E+04 -
1.00E+04 -
5.00E+03 -

0.00E+00 -

Andlise linear estatica

@ Andlise de

sensibilidades
m Diferengas centrais

Andlise dinamica

Fig. 8.36 Sensibilidades de tensdo, varidvel geométrica 13 da matriz de macroelementos.
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Analise linear estatica Analise dinamica
1.80E-05 -

1.60E-05 - @ Andlise de

sensibilidades
1.40E-05 1 m Diferengas centrais

1.20E-05 -
1.00E-05 -
8.00E-06 -

6.00E-06 -
4.00E-06 -

Fig. 8.37 Sensibilidades de deslocamento, variavel geométrica 13 da matriz de macroelementos.

8.6 Optimizagao de espessuras e forma

8.6.1 Viga em Cantilever

Este exemplo é bastante simples. Trata-se de uma viga encastrada de 10 m de
comprimento por 1 m de largura sujeita a uma forga pontual unitaria na extremidade. Os valores
iniciais para o deslocamento e tensdo de Von-Mises séo 1.729x10° m e 292522 Pa
respectivamente.

A malha consiste em 10 elementos alinhados.
O objectivo € minimizar o volume, restringindo a tensdo de Von-Mises a 300000 Pa. A
espessura inicial € 0.01 m e o intervalo para as espessuras € [5,20]><10‘3 m.

Apresentam-se 0 campo de espessuras optimizado e o gréfico de convergéncia.
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@ VIGA-OPTINMIZACAD  POS PAREIAS1998

Fig. 8.38 Campo de espessuras optimizado para uma viga em Cantilever. Maximo: 1.008988x107 m,

Objectivo

Minimo: 7.222083x10 m.

1.20E-01 + — 0.00E+00
1.00E-01 | 1 5.00E-05
8.00E-02 + 1+ -1.00E-04
6.00E-02 | 1 1.50E-04
4.00E-02 + —a—Objectivo 1 2.00E-04
—e—Maxima Violagéo
2.00E-02 + | 2.50E-04
0.00E+00 -t 1 BRI A o -3.00E-04

0 2 456 & r 42,08 9610 0 22

lteracéo

Fig. 8.39 Grafico de convergéncia para a viga em Cantilever.

Maxima violagdo
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8.6.2 Placa encastrada inicial sob pressao uniforme

8.6.2.1 Dados

Usa-se uma placa quadrada de lado L=1 m, de espessura inicial h=2x10"m, e sujeita a
uma pressdo de 1000 N/m?. O material é ago (£=210x10° N/m? 1=0.3).

As variaveis de espessura estdo restringidas ao intervalo [1.0,8.0]x10'3 m e as variaveis
geométricas ao intervalo [-0.2,0.2].

O objectivo € o volume e as restricdes sdo as 4 maiores tensdes de Von-Mises, os 4
deslocamentos maximos e a energia de deformagdo. Alternativamente, e a titulo ilustrativo, o
objectivo pode ser um outro funcional.

Para as espessuras modela-se % da placa e para a geometria a placa toda.

Usam-se malhas 4x4 elementos para as varidveis de espessura e, para as variaveis
geomeétricas, usam-se malhas 3x3 e 6x6.

8.6.2.2 Analise estatica linear

O quarto da placa apresenta originalmente um volume de 5 x 10~* m® uma tenséo de Von-

Mises méaxima de 2.2818x10’ Pa, um deslocamento méximo de 7.783x10° m e uma energia de
deformacéao de 0.28529 J.

Apresentam-se seguidamente os resultados para o campo de espessuras Optimo,
restringindo o deslocamento a 1.5x10™> m.

8 PLACA-OPTIMIZACAO POS PAREIAS 1998

Fig. 8.40 Campo de espessuras para a restricdo ge deslocamento (Maximo: 6.6x10° m, Minimo:
1x10™ m).
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1.00E-03 + + 1.40E-04
9.00E-04 + =— Objectivo + 1.20E-04
8.00E-04 + —e— Maxima violagdo | 1 00E-04
7.00E-04 -+ + 8.00E05 8

g 6.00E-04 - &
£ + 6.00E05 3
@ 5.00E-04 + =
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Fig. 8.41 Gréfico de convergéncia para a placa com a restricdo de deslocamento.

Para a restricio da tensdo de Von-Mises (8x10° Pa) apresentam-se seguidamente os

resultados:

¥ PLACA-OPTINIZACAC POS PAREIAS1998

Fig. 8.42 Campo de espessuras para a restricdo de tensdo de Von-Mises.

(Maximo: 7.446x10”° m, Minimo: 1.0572x10° m).
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1.20E-03 + + 2.50E-05
1.00E-03 ~WA 1 2.00E-05
—e—Maxima Violagédo
+ 1.50E-05
8.00E-04 + 8
O
2 + 1.00E05 &
3 6.00E-04 + .
6] 1 5.00E-06 £
4.00E-04 | 3
+ 0.00E+00
200E'04 = i) s ‘500E‘06
0.00E+00 L -1.00E-05
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lteracdo

Fig. 8.43 Gréfico de convergéncia para a placa sujeita a restricdo de tenséo.

Para a restricdo de flexibilidade, limita-se a energia de deformacédo a 0.25 J.

58 PLACA-OPTINIZACAO POS PAREIAS 1998

Fig. 8.44 Campo de espessuras para a restricdo de energia de deformacédo. (Maximo:3.2833x1 0°m,
Minimo 1.0x10° m).
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Fig. 8.45 Convergéncia para a placa com a restricdo de energia de deformacéo.

Reunindo todas as restricdes, obtém-se uma distribuicdo igual a obtida para a restricdo de
tensdes, ja que esta é a (nica activa para esse caso.

E possivel combinar quaisquer restricdes com qualquer fungéo objectivo, dos 4 funcionais
envolvidos: tensdo de Von-Mises, deslocamento, flexibilidade e volume.

Por enquanto, o optimizador permite uma unica fungéo objectivo e um numero qualquer de
restricdes. No futuro serdo implementadas subrotinas para o uso de miiltiplos objectivos.

Nos problemas de geometria parece interessante utilizar objectivos distintos do volume,
embora pudesse proceder-se analogamente para as espessuras.

E relevante comparar a influéncia do geometria com a influéncia do campo de espessuras.

Uma pequena modificacdo geométrica permite alterar completamente os valores maximos
das tensdes e deslocamento, a custa de uma pequena penalizacdo do volume e, portanto, da
massa.

O seguinte problema envolve apenas 2 variaveis geomeétricas e consiste na minimizacao do
deslocamento maximo, com restricdo do volume de % da casca a 5.5x10° m°.

As varidveis foram limitadas ao intervalo [-0.1,0.1]. A malha é 3x3, o que explica a
disparidade entre os funcionais e os anteriores.

Seguidamente, mostra-se a geometria final (toda a casca foi modelada, e ndo % como para
0 caso da espessura)
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¥ PLACA-OPTIMIZACAD POS PAREIAS19S8

Fig. 8.46 Geometria final para a placa, minimizando o deslocamento (2 variaveis). Modelo de

triangulos.
5.00E-03 + Z -1.84E-06
450E-03 + P PR B
4.00E-03 + 1 1.88E-06
3.50E-03 + —a— Objectivo + -1.90E-06
3.00E-03 + i i &
% —e—Méxima Violagéo | 1.92E-06 %
8 2.50E-03 + i
el + -1.94E-06 £
O 2.00E-03 + £
| “O
1.50E-03 + e =
1.00E-03 - -1.98E-06
5.00E-04 - - -2.00E-06
0.00E+00 - - 2.02E-06
0 2 4 6 8 10 12 14

lteracéo

Fig. 8.47 Grafico de convergéncia para a minimizag&o do deslocamento recorrendo a 2 variaveis
geomeétricas.

E espantosa a influéncia da geometria no deslocamento méaximo. O deslocamento final €
453 vezes inferior ao original, devido a um movimento transversal méximo de 50 mm da geometria,
para uma placa de 1 m de lado.

Recorrendo a 16 variaveis, a geometria resultante € iguaimente simétrica:
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¥ PLACA-OPTIMIZACAD POS PAREIAS 1998

Fig. 8.48 Geometria final para a placa, minimizando o deslocamento (16 variaveis). Modelo de

Objectivo
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20
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Fig. 8.49 Gréfico de convergéncia para o problema da placa usando 16 variaveis geométricas.

Com a utilizagéo de 16 varidveis, o deslocamento final é 6766 vezes inferior ao inicial.
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8.6.2.3 Analise dinamica linear

O problema dindmico é andalogo ao anterior. Como as frequéncias naturais sdo muito
dependentes do campo de espessuras e da geometria, a anélise temporal tem de ser realizada
recorrendo ao célculo automatico do passo. A analise recorre a 200 passos.

Usa-se uma base de dimensé&o 5 e o amortecimento é determinado pelos pardmetros

a=2x10" e B=1x10"". Para a restrigdo de tensdo de Von-Mises, e para o objectivo de
minimizacédo do volume, mostram-se 0s resultados.

B PLACA-OPTIMIZACAC POS FAREIAS1958

Fig. 8.50 Campo de espessuras optimizado, placa em regime dinamico (Maximo: 8x10™ m, Minimo:
2.278345x10° m)
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Fig. 8.51 Gréfico de convergéncia para o problema da placa em regime dinamico

Tens&o de V.M. no ponto central (Pa)
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Fig. 8.52 Respostas final e inicial, em termos de tens&o de Von-Mises no ponto central da placa.

Para a restricdo de deslocamento, mostram-se seguidamente os resultados.

8 PLACA-OPTIMIZACAD POS PAREIA

51998

Fig. 8.53 Campo de espessuras optimizado para a placa em regime dinamico sujeita a restrigdo de
deslocamento. (Méximo: 7.968x10> m, Minimo: 1.0x10° m)
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Fig. 8.54 Gréfico de convergéncia para a placa em regime dinamico sujeita a restricdo de

Fig. 8.55 Respostas inicial e final do ponto central da placa, em termos de deslocamento.
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Para as varidveis geométricas repete-se aqui o problema da minimizagéo de deslocamento,
com 16 varidveis, mas em regime dinamico. Utiliza-se uma malha 6x6 elementos.

Apresenta-se a geometria final, recorrendo ao modelo de tridngulos, o gréfico de
convergéncia e a resposta final em termos de deslocamento.

Fig. 8.56 Geometria final optimizada para a placa em regime dinamico. Modelo de tridngulos.

Objectivo

Fig. 8.57 Gréfico de convergéncia para a placa em regime dinamico, variaveis geomeétricas.
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Fig. 8.58 Resposta temporal final do ponto central da placa optimizada.

8.6.2.4 Analise nao-linear

A placa é optimizada em termos de espessuras. O deslocamento passa a estar limitado a
0.2x10™ m. O objectivo & o volume.

A placa apresenta inicialmente uma tenséo de Von-Mises méxima de 1.901x10’ Pa e um
deslocamento méaximo de 2.47x10° mm. No processo de andlise usaram-se 3 incrementos de forca
para um méximo de 100 iteragdes.

A tolerancia para a forga & de tolf=1x10" .

B PLACA-OPTIMIZACAD POS PA! 798

Fig. 8.59 Campo de espessuras optimizado, analise nao-linear.
(Méximo: 8x10° m, Minimo: 1.8949x10° m)
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Fig. 8.60 Grafico de convergéncia para a optimizacéo da placa recorrendo a analise néo-linear.

8.6.3 Cilindro sob forgas pontuais harmonicas

Utiliza-se aqui o cilindro j& descrito no exemplo de analise ndo-linear, sujeito a forgas
pontuais P=640 N. Usa-se uma malha 4x4. A analise é realizada recorrendo a 100 passos, com uma

base modal de dimenséao 5.

As espessuras sdo limitadas ao intervalo [0.5,2]><10'3 m.

O material usado tem agora as seguintes propriedades: E = 210x10° N'm*, v=03 e

p = 7850 Kg/m®.

A excitagdo temporal é f(t) = sen(lOOOt). Como a excitacdo é harmonica, impde-se um

passo temporal: At =5x107° s.

O problema consiste em minimizar o volume, restringindo o deslocamento a 0.05x10° m.

Apresentam-se o campo de espessuras final, as curvas de convergéncia e a comparagao
entre as respostas final e inicial em termos de deslocamento, para 0 ponto de aplicagéo da forga.
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Fig. 8.61 Campo optimizado de espessuras para o cilindro sob forca harménica (Maximo: 2x10°m
mm, Minimo: 5x10™* m)
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Fig. 8.62 Gréfico de convergéncia para a optimizag&o do cilindro sob forga harménica.
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Fig. 8.63 Respostas inicial e final em termos de deslocamento do ponto sob a forca harménica.

8.6.4 Hemisfera sujeita a forgas pontuais

Este exemplo, usualmente utilizado quer em andlise linear quer em nédo-linear (ver [SAN92]
e [PAR95)) é interessante pela presenga de forgas pontuais, e pelo facto de as extensbes serem
baixas [SAN92] e [PAR95].

Aqui usa-se uma malha 5x5. Apenas % da hemisfera é necesséria para a construgédo do
modelo.

A abertura do furo faz 18° com o eixo de revolug&o, a espessura da casca € h=0.01m, o
raio da esfera € R=10 m.

As propriedades elésticas sao: E=6.825x10" N/m’, 1=0.3. As forgas pontuais séo P=100 N.

A tensdo de Von-Mises maxima inicial é 245277.2 Pa e o deslocamento maximo inicial é de
162.7 mm. O volume inicial & 1.493867 m°.

Pretende-se minimizar o volume, restringindo o deslocamento a 150x10™° m e as varidveis
de espessura séo restringidas ao intervalo [0.005,0.03] m.
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Fig. 8.65 Campo optimizado de espessuras da esfera (Maximo: 30 mm, Minimo: 5 mm)

8.41



Capitulo 8 Resultados numéricos

4 - 1.80E-01
- 1 1.60E-01
- 1.40E-01
£ F120801
g Aty —=— Obijectivo +1.00E01
2 21 —e—Méxima Violagéo | 8.00E02 %
S s - 6.00E-02 §
- 4.00E02 =
"1 . 2.00E-02
0.5 T  0.00E+00
0 ' , -2.00E-02
0 10 20 30

lteracéo

Fig. 8.66 Grafico de convergéncia para o caso da hemisfera com restricdo de deslocamento.
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9 Conclusdes e perspectivas de desenvolvimento
9.1 Conclusdes

Neste trabalho apresentaram-se algumas técnicas e métodos para a anélise estrutural, para
a andlise de sensibilidades e para a optimizagéo de estruturas do tipo placa e casca.

Como ilustragédo da utilizacdo dessas técnicas apresentaram-se alguns exemplos de placas
e cascas. O trabalho computacional consistiu na implementacéo de raiz de todas as subrotinas aqui
utilizadas. Pelo facto da tarefa de descrigdo dos procedimentos computacionais ser certamente
fastidiosa e complexa, foram descritos os algoritmos e equacbes utilizados de forma fiel a
implementacio. O cddigo em si ndo foi descrito.

Os resultados obtidos pela andlise estrutural foram bastante animadores, mesmo em
problemas altamente ndo-lineares.

O tratamento dos grandes deslocamentos e rotagdes pemmite analisar alguns casos dificeis
em problemas geometricamente néo-lineares. Foram completamente descritos os processos de
melhoramento dos campos de extensdo através da interpolagdo tensorial e apresentadas as
expressdes que permitem dimuinuir o tempo de cdlculo, habitualmente elevado, tal como foram
implementadas.

Em anédlise néo-linear discutiram-se os algoritmos criados: Newton-Raphson, B.F.G.S. e
pesquisa unidireccional.

O método de Newton-Raphson permite analisar problemas pouco lineares. A sua
convergéncia, principalmente usando a pesquisa unidireccional, é realizada em poucas iteracdes.

O método B.F.G.S. revela-se eficiente em problemas mais lineares ¢ pode apresentar
algumas oscilagdes entre iteracdes.

Na andlise dinamica, apresentaram-se varios métodos de integragdo das equacgles do
movimento. Por ter sido necessario, o tema da extraccdo de frequéncias e formas naturais foi
iguaimente discutido. Foi mostrado igualmente 0 método aproximado de Rayleigh-Ritz.

Para a analise néo-linear foi discutido e implementado o método do impulso virtual, baseado
na extracgio de frequéncias para o problema linear.

Em termos de integracdo das equagdes do movimento foram discutidos os métodos de
sobreposi¢cdo modal classica, integragdo directa de Newmark, sobreposicio de aceleragdo e os
procedimentos de correcgdo da resposta modal. Apés aiguns exemplos, os métodos de
sobreposicBo modal mostram-se muito eficientes, particularmente para intervalos de analise
extensos. Além disso, os métodos de sobreposigdo sdo muito adequados para a anélise de
sensibilidades, j& que as frequéncias calculadas na fase de andlise estrutural sfo utilizadas
posteriormente na anélise das derivadas.

Os geradores de malha implementados revelaram-se também bem sucedidos. O gerador
para dominios planos é extremamente robusto e permite criar malhas facilmente em dominios
multiplamente conexos de forma eficiente. Para as cascas, o gerador de malhas em superficies &
também muito robusto e pelo facto de calcular automaticamente os vectores normais a superficie e
as sensibilidades das coordenadas nodais e dos vectores normals, permite a realizagio da anaélise
de sensibilidades e optimizagio de forma.

Na analise de sensibilidades, os resultados foram muito proximos dos obtidos recorrendo 3
perturbacdo do problema pelo método das diferengas centrais. O autor realizou a andlise de
sensibilidades para varidveis de espessura e geométricas, em problemas lineares estaticos, lineares
dinamicos dindmicos e estéticos ndo-lineares.

Em termos de elementos de casca degenerados, esta analise aparece como original.
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Foi criado também um optimizador baseado no algoritmo da programagdo quadratice
sequencial. Esse optimizador & eficiente e pemmitiu realizar os exemplos apresentados. Foramr
implementadas algumas estratégias de melhoramento do algoritmo original, nomeadamente pare
atenuar as dificuldades de solugdo no problema quadratico e no calculo do passo.

9.2 Perspectivas de desenvolvimento

Em termos de desenvolvimento de novos elementos de casca, o conceito de Ahmad
[AHM70] ndo parece ainda esgotado. As ideias de melhoramento desta familia de etementos estdo
ligadas a diminuicdo do excesso de rigidez apresentado, em particular de locking em analise néo-
linear, & ao aumento de eficiéncia computacional, No primeiro aspecto, as ideias de Bathe [BAT93]
parecem interessantes e foram implementadas.

Existe também a necessidade, ditada pela aplicabilidade pratica, de desenvolver elementos
de unido entre cascas e elementos de ligagdo entre cascas e sdlidos. Por outro lado, a aplicacdo de
leis constitutivas ndo-lineares é uma imposic&o para aplica¢gdes de conformacfo plastica e crash-
worthiness. O desenvolvimento de elemenios de contacto para cascas parece também il na
analise de contacto entre as cascas € as ferramentas, etc.

Em termos de procedimentos existe ainda muito a realizar. E importante a implementagdo
de um renumerador de graus de liberdade de forma a reduzir o ndmero de elementos nulos por
baixo da banda da matriz de rigidez. Sobre a extrac¢do de frequéncias, 0 método de Lanczos
[CLOS3], [HUG8T] é tido como mais rapido do que o método de iteragdo em subespacos.

Para a andlise ndo-linear, € também necessario o desenvolvimento de estratégias de
controlo da carga, como o método do controlo do arco [BAT96}.

Na andlise de sensibilidades, as estratégias de utilizagdo de bases reduzidas [ZHA97], de
reanalise e outros métodos aproximados [VAN84] parecem ser apropriadas para a reducéo dos
custos computacionais.

Na anadlise dindmica, a reanélise pode ser realizada facilmente: os vectores de arranque do
método de extracgdo de frequéncias podem ser os vectores préprios da iteragdo anterior, o que
permite uma reducdo no nimero de iteracoes.

A parametrizagdo geométrica e a modelagdo sélida também sio importantes para se
realizar a analise de sensibilidades de solidos e cascas geometricamente realistas. A integracio das
tecnologias de CAD com a analise de sensibilidades tomar-se-a previsivelmente importante.

Finalmente, uma palavra sobre as técnicas de optimizagdo. O método utilizado ¢é eficiente e
parece légico continuar a melhora-lo. Para problemas de grandes dimensdes deve ser utilizada uma
actualizagio vectorial da matriz Hessiana ¢ um processo de escala [HUAS6]. Os métodos de
optimizacdo global que utilizam uma fase local parecem também Uteis e merecedores de
investigacao (ver p.ex. [ELW96]).
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