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Resumo

Esta Dissertacdo de Mestrado é baseada no livro [Mason, J. C., Handscomb, D. C., Chebyshev Poly-
nomials, Chapman & Hall, 2003] e tem como objetivo estudar as principais propriedades das quatro
familias de Polinémios de Chebyshev e algumas das suas aplicagoes na Analise Numérica. Conside-
ramos, em particular, a ortogonalidade destas familias e os desenvolvimentos de fungoes em séries de
polinémios de Chebyshev, assim como as propriedades de aproximacao destas séries. Implementamos
programas no software Maxima com o objectivo de efectuar o calculo simbdlico destes polinémios e
de ilustrar graficamente os resultados apresentados.

Palavras-chave: Andalise Numérica, Séries de Chebyshev, Polinémios de Chebyshev,
Polinémios Ortogonais.



Resumo

This Master’s Dissertation is based on the book [Mason, J. C., Handscomb, D. C., Chebyshev Poly-
nomials, Chapman & Hall, 2003] and aims to study the main properties of the four families of
Chebyshev Polynomials and some of their applications in Numerical Analysis. We consider, in par-
ticular, the orthogonality of these families and the development of functions in series of Chebyshev
polynomials, as well as the approximation properties of these series. We implemented programs in
Maxima software with the purpose of making the symbolic computation of these polynomials and
graphically illustrate the results presented.

Key words: Numerical Analysis, Chebyshev Series, Chebyshev Polynomials, Orthogonal
Polynomials.
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Introducao

Este trabalho foi baseado no livro [Chebyshev Polynomials, Chapman & Hall, 2003], de J.C Mason
e D.C Handscomb e tem como objectivo apresentar as principais propriedades dos polinémios de
Chebyshev e algumas das suas aplicagoes na Analise Numérica.

Pafnut Lvovitch Chebyshev foi um matematico Russo que viveu entre os anos 1821 e 1894 e que
em 1853 definiu a primeira e a segunda familias destes polinémios. Em 1992, o matematico Walter
Gautschi, renomeou os polinémios de perfil aerodindmicos como polinémios de Chebyshev de terceira
e quarta espécies, uma vez que os polinémios de perfil aerodindmicos tém propriedades semelhantes
as das duas primeiras familias.

O trabalho apresentado é desenvolvido a partir da defini¢do trigonométrica destes polinémios, por
esse motivo foi necessario utilizar diversos resultados de trigonometria que se apresentam organiza-
dos no Apéndice B] As definigbes trigonométricas conduzem a féormulas explicitas dos zeros, sendo
as mesmas uma das principais vantagens destas familias em relacao a outras familias de polinémios
ortogonais. Com efeito, os zeros dos polinémios de Chebyshev ocupam um lugar preponderante em
problemas de interpolagdo e de quadratura Gaussiana que nao foram abordados neste trabalho. Con-
centramos a nossa aten¢ao no desenvolvimento de fung¢oes em séries de polinémios de Chebyshev e
no estudo das suas propriedades de aproximacao. Para tal é crucial a férmula explicita dos extremos
dos polinémios de Chebyshev de primeira espécie que traduz a equioscilagao destes polindémios.

O software Mdxima foi usado como um instrumento de calculo simbdlico e representacao grafica com
o objetivo de ilustrar os resultados apresentados. Os programas implementados encontram-se no

Apéndice [E]

Esta dissertacao é constituida por cinco capitulos. A seguir apresentamos de forma sintética o con-
teudo de cada um deles.

O Capitulo [I] tem como objectivo definir trigonometricamente as quatro familias de polinomios de
Chebyshev, apresentar o calculo dos primeiros polindémios, as suas relagées de recorréncia, a paridade,
os zeros e os extremos, os coeficientes na base canodnica e o seu calculo recursivo, calcular os poli-
noémios em pontos especiais, estabelecer relagoes entre as quatro familias, determinar os polinémios
de Chebyshev no intervalo [0, 1] e no intervalo [a, b]. Certos resultados que foram apresentados neste
capitulo nao constam do livro base desta tese mas sim no artigo [5]. Foi nossa intengao explicitar
certos calculos de forma a adquirir experiéncia nesta area cientifica.

O capitulo seguinte apresenta os principais resultados da Teoria da Aproximacao Minimax. Dentre
esses resultados, mereceram particular destaque o Teorema fundamental da Teoria da Aproxima-
¢ao (Teorema de Weierstrass), o Teorema da alternancia para polinémios algébricos, o Teorema da



alternancia para polinomios trigonométricos e a Propriedade da alternancia para os polinomios de
Chebyshev de primeira espécie.

No Capitulo |3| deduzimos as férmulas fechadas das fungoes geradoras para as familias de todas as
espécies utilizando o mesmo método descrito em [5]. Apresentamos, também, os resultados sobre a
ortogonalidade destes polinémios relativamente a um produto interno definido a custa dum integral
com fungdo peso continua e nao negativa. Seguidamente apresentamos o desenvolvimento da fung¢do
sinal em séries de polinémios de Chebyshev das quatro espécies. Efectuamos, também, a represen-
tagdo grafica das somas parciais destas séries e efectuamos algumas comparacoes.

Terminamos esta dissertacao com consideracoes finais.



Chebyshev polynomials are everywhere dense in numerical analysis. - J. C. Mason € D. C.
Handscomb



Capitulo 1

As Quatro Familias dos Polinémios de
Chebyshev

Neste capitulo partimos das defini¢oes trigonométricas das quatro familias dos polinémios de Chebyshev
e demonstramos as suas principais propriedades, tais como: o calculo dos primeiros polinémios, as
relacoes de recorréncia, a paridade, os zeros e os extremos assim como as relacoes entre as familias.
Na generalidade seguimos de perto o contetido do livro [I]. No entanto, as ideias usadas nas demons-
tragoes apresentadas nas Seccoes [1.1.3] [1.2.3] e [1.3.4] sdo andlogas as apresentadas na Seccao 2.4 de
[8]. Na demonstragao da Proposicao foi usada uma técnica apresentada em [5].

1.1 Polinémios de Chebyshev de primeira espécie

1.1.1 Definicao trigonomeétrica

Definicao 1.1. Os polinomios de Chebyshezﬂ de primeira espécie, representados por T,(x) com
n € Ny, sao polinomios em x de grau n, definidos pelas identidades

T, (z) = cosnb, com x = cos . (1.1)

Como o dominio da varidvel z estd definido no intervalo [—1, 1], podemos considerar que o dominio
de defini¢ao da variavel 6 é o intervalo [0, 7]. Estes intervalos sdo percorridos em sentidos contrarios
visto que © = —1 corresponde a § = m e x = 1 corresponde a 6 = 0.
E possivel exprimir cosnf como soma de poténcias de cosf de expoentes entre 0 e n. Vejamos os
calculos dos primeiros seis elementos da sucessdao {cosnf},°,. neste processo, vamos usar varias
identidades trigonométricas que se encontram reunidas no anexo [B]

1. Se n =0, entao

cos 00 = 1. (1.2)

2. Sen =1, entao
cos 16 = cos 6. (1.3)

3. Se n = 2, entao
cos 20 & 2cos? 0 — 1. (1.4)

'Pafnut Lvovitch Chebyshev, matematico russo que viveu entre os anos 1821 e 1894. Para mais informacdes sobre
a vida e obra deste cientista, consulte o Anexo [75]

8



Polinémios de Chebyshev Primeira espécie

4. Se n = 3, entao

cos 30 = cos(20 + 0)
= cos 20 cos § — sen 26 sen
(B.6) ) )
= 2 0—1 6 —2cosd 0
5D (2 cos ) cos cos 0 sen (1.5)
= (2cos?6 — 1) cosf — 2 cos (1 — cos® )
B2)
= 4 cos® ) — 3 cosb.
5. Se n =4, entao
cosdf = cos2(20)
= cos?(20) — sen?(20)
E10)
= 2cos?(20) —1
— 2 2 92
5 2(cos® 0 —sen®0)* — 1 (1.6)
= 2(2cos’0—1)> -1
(B-2)
=  2(4cos’d —4dcos?H+1)—1
C3)
= 8costf — 8cos?+1.
6. Se n =5, entao
cos 50 = cos(46 + 0)
= cos 40 cos 0 — sen 40 sen 0
(B.6)
= (8cost @ — 8cos® O + 1) cos — 2 sen 26 cos 26 sen 6
9).B3)
= 8cos® — 8 cos® O + cosf — 4sen § cos (2 cos? § — 1) sen §
E3).EB10) (1.7)
= 8cos® ) — 8 cos® § + cos§ — 4(2 cos® § — cos 0) sen? 6
= 8cos® ) — 8 cos® § + cos ) — 4(2 cos® @ — cos 0)(1 — cos? §)
= 8cos® — 8 cos® O + cos ) — (—8cos® § + 12 cos® § — 4 cos )
= 16 cos® § — 20 cos® 6 + 5 cos 6.
Dado ([1.1)) entao, os primeiros polinémios de Chebyshev serao:
r) = cosO =1
xr) = cosfl =u.
r) = cos20 =2x?—1. (1.8)

To(x)

Ti(z)

Ts(z)

Ty(x) = cos30 = 4x® — 3z.

Ty(zr) = cos4f =8z —8z*+1.

Ts(x) = coshh = 162° — 2023 + bz, ...
Na Tabela estao representados os graficos dos primeiros polinémios de Chebyshev da primeira
espécie.



Polinémios de Chebyshev Primeira espécie

Tabela 1.1: Polinémios de Chebyshev de primeira espécie

o T T T T T e T T T T T 200

To(z) X: 1 Ti(z) ==z Ty(z) = ;xQ -1

1.1.2 Relagao de recorréncia

A obtenc¢ao dos polindmios de Chebyshev de grau mais elevado a partir da definicao trigonométrica
envolve calculos fastidiosos. Em alternativa, vamos reescrever as identidades - de forma
a encontrar uma regularidade que nos permita calcular estes polinémios mais facilmente de forma
recursiva. Assim notemos que:

cos20 = 2cos’0 —1=2cosf(cost) — 1.
cos30 = 4cos*d —3cosf =2cosb(2cos?f — 1) — cos ) = 2 cosO(cos 20) — cos 6.
cos4f = 8cos?d —8cos® +1 =2cosf(4cos®d — 3cosf) — (2cos’ 0 — 1)

= 2cosf(cos30) — cos 26.

A partir destes exemplos, somos inferidos a enunciar o seguinte resultado.

(1.9)

Teorema 1.1. Os polinomios de Chebyshev de primeira espécie podem ser gerados pela sequinte
relacao recursiva de ordem 2, com as correspondentes condigcoes iniciais:
TO(:U) = 17 n —= O
Ti(z) = =, n=1 , comx € R. (1.10)
T.(z) = 22T, 1(x) —T,a(x), n=2,3,...
Demonstragio. Pela Defini¢ao [1.1} demonstrar que (1.10]) gera os polinémios de Chebyshev da pri-
meira espécie é equivalente a demonstrar que a relacao

cosnfl = 2cosfcos(n — 1) — cos(n —2)0, n>2 (1.11)
é verdadeira. Assim:

T, (z) = cosnf cos((n—1)+1)0

= cos nf & cos(n — 1)0 cos —sen(n — 1)fsen
—92) —
— cosnf = cosfcos(n—1)0 — cos(n — 2)6 — cosnf
(B.17) 2
— 2cosnf = 2cosfcos(n —1)0 — cos(n — 2)8 + cosnb
= cosnf = 2cosfcos(n —1)0 — cos(n — 2)0

Assim sendo, esta provado que a férmula ((1.11)) é verdadeira, logo, prova-se também que a relacao
(1.10) gera os polinémios de Chebyshev de primeira espécie. [ |

Realcemos o facto de que em (|1.10]), a varidvel x pode assumir qualquer valor real, ndo necessita de

pertencer ao intervalo [—1,1]. Assim a relacdo recursiva e as suas condigdes iniciais produzem um

prolongamento analitico a R dos polinémios de Chebyshev definidos trigonometricamente por (|1.1]).
10



Polinémios de Chebyshev Primeira espécie

Calculo recursivo dos coeficientes na base canénica dos polinémios de Chebyshev de
primeira espécie

Vamos escrever T),(x) na base candnica com coeficiente denotados por ay, ;, como
n
k
To(z) = anpa”. (1.12)
k=0

Proposicao 1.1.1. Os coeficientes ay, . dos polindmios de Chebyshev de primeira espécie podem ser
calculados usando a sequinte relagdo de recorréncia

Qn 0 = —QGp-20
Qn,k = 2an71,k71 — Qp—2 k, k=1...n— 2, (1 13)
Apn—1 = 2an71m72
Qpn - Qan—Ln—l
cujas condigcoes iniciais $ao:
a =1
0.0 (1.14)
a1 = 0, a1 = 1.

Demonstragio. Consideremos a relagao recursiva dos polinémios de Chebyshev de primeira espécie,
dada em ([1.10]), Vamos rescrever a férmula (1.10) usando (|1.12), isto é,

n—1

n n—2

k k k
> " =22 an_152" = an_opx
k=0 k=0 k=0

n—1 n—2
_ k+1 k
S ST < PR
k=0 k=0
n—2 n—1
_ k k+1
= —p20— Y Up2pl” +2D  ap_1 T
k=1 k=0

n—3 n—1
_ k+1 k+1
= —On-20— Y Gn—21Z 2 an_1
k=0 k=0
n—3 n—3
o k+1 k+1 n—1 n
= —Qp_20 — Z Up—2 k1T~ +2 Z Ap—1 kT + 20p—1p—27 +2ap-1 1%
k=0 k=0
n—3
o k+1 n—1 n
= —Qp-20 — Z (a1 — Gn—opt1) T + 2ap_1 o1 +2ap-15p1%
E=0
n—2
k n—1 n
= —Qp-20 — Z (2051 k-1 — An_ok) " + 2ap_1 y_ox + 2ap-1p17
k=1
Assim obtemos:
n n—2
k k n—1 n
>’ = —an_09 — Y (2an-14-1 — p2k) T + 2051002 + 2051017 (1.15)
k=0 k=1

Identificando em ambos os membros da igualdade ([1.15)) os coeficientes das poténcias de z de igual
grau, temos a seguinte relagao de recorréncia entre os coeficientes de (|[1.12])

Qn,0 = —Qap—20

A o = 20p_1%-1— Op—2k, k=1...1n—2,
Apnpn-1 = 2an—1,n—2

Qpon - 2an—l,n—l

11



Polinémios de Chebyshev Primeira espécie

cujas condigoes iniciais sao:

{TO(:U) =1 :{ao,o = 1

Tl(l') = T aio = 0, CLLl:l.
|

Proposicao 1.1.2. O coeficiente do termo principal dos polinomios de Chebyshev de primeira espé-
cie,
Tn(x) = an,nxn +eey

onde as reticéncias representam os termos de grau inferior a n, é dado pela formula,
U =271, n=1,23.... (1.16)

Demonstra¢do. Vamos fazer a demonstragao usando o método de indugao finita.
Seja n = 1; procuramos mostrar que a;; = 27! = 1. Como T}i(z) = z decorre imediatamente o
facto. Vamos supor que para n = k, o termo principal de

Ti(z) = ahkxk 4
pode ser escrito como
apy = 287! (1.17)
e vamos provar que para n = k + 1, o termo principal do polinémio
Tier1(z) = apgr o™ + - (1.18)

pode ser escrito como

1 ppr = 20T =28,

Usando a relagao recursiva (|1.10]), vamos escrever o polinémio Ty, 1(x) como:

Tk+1($) = 2$Tk($) — Tk_l(l’)

= 2$(ak’kxk + - ) — (ak,ljk,lxkfl + - ) = 2ak7kxk+1 4+ .-

Y

onde as reticéncias representam termos de grau inferior a k.
Igualando os coeficientes dos termos principais dos polinémios dados em e (1.19) e usando a
hipdtese de indugao temos,

k—1 k
Aha 1 fr1 = 20 = 2 X 2 = 2",
thit i wv

Assim, prova-se que a férmula (1.16]) gera o coeficiente principal dos polinémios de Chebyshev da
primeira espécie. [ |

12



Polinémios de Chebyshev Primeira espécie
1.1.3 Paridade, zeros e extremos

Paridade
Definigao 1.2. Uma sucessdao de polinomios {Pn(x)} , tal que, o grau de P,(x) € igual a n, diz-se
n=0
simétrica se e somente se:
P,(—x) = (=1)"P,(x), Vr € R. (1.19)

Isto significa que, se n for par P,(—x) = P,(z), Yz € R, ou seja, P,(z) é uma fungio par, e se n
for impar P,(—xz) = —P,(z), Vo € R,ou seja, P,(x) é uma fungio impar.

Proposigao 1.1.3. A sucessao {T,(x)};>, ¢é simétrica.

Demonstracao. Fagamos a demonstragao usando o método de inducao finita.

Seja n = 0, entao, pela Definido 1.2}, To(x) = 1 ¢ par, visto que To(—z) = 1 = Ty(x).

Seja n = 1, entdo, pela Defini¢ao [1.2] Ti(z) = = é fmpar, visto que T1(—z) = —z = =T (x).

Seja n € N, vamos supor que, para cada k € {0,1,2,...,n}, Ti(x) é par se k for par e Ty(x) é impar
se k for impar. Vamos provar que 7,,.(x) tem a mesma propriedade.

Sabe-se que

Thi1(z) = 22T, (x) — T—1(x).
H& agora dois casos a considerar:
i) Se n + 1 for par, entdo n é impar e n — 1 é par. Aplicando a hipé6tese de indugdo, podemos
afirmar que T,,(x) é uma fungao fimpar e T,,_;(z) é uma fungao par. Uma vez que x é uma

fungao impar, entdo z7,,(x) é uma fungao par, por ser produto de duas fungdes impares. Assim
sendo, T, 11(z) é par por ser a soma de duas fungdes pares.

ii) Se n+ 1 foi impar, entdo n é par e n — 1 é impar. Aplicando a hipétese de indugao, podemos
afirmar que T),(x) é uma fungao par e T,,_1(x) é uma fungao impar. Uma vez que x é uma
fungao fmpar, entdao 7, (z) é uma fungao impar, por ser produto de uma fungao impar e outra
par. Assim sendo, T,.1(x) é impar por ser a soma de duas fungoes impares.

Zeros

Proposicao 1.1.4. T,,(x) tem n zeros reais em [—1,1] dados pela sequinte formula

2(n—k)+1

T = 080y, onde b, = m, k=1(1)n. (1.20)

Notemos que os angulos 0, i, sao decrescentes em k e satisfazem a condi¢ao ™ > 0, > 0y, k41 > 0 >0
pelo que, x, 1, € crescente em k e satisfaz —1 < xp ) < Ty 41 < 1.

Demonstragio. Os zeros da fungao T,,(x), para x € [—1, 1], que correspondem aos zeros da funcao
cosnf, para 0 € [0, 7], podem ser calculados pela equagdo trigonométrica,

T.(z) = 0
T
< cosnf = cos o
— n0 = Zikn kel
2 1
— ka — %k‘;—)ﬂ-? keZ
n
2(n — 1
— gnk — wy keZ.
’ 2n

13



Polinémios de Chebyshev Primeira espécie

Figura 1.1: Variacao da variavel dependente x em funcao da variagdo da variavel independente #, na
fungao x = cosé, para 6 € [0,7] e x € [—1,1].

Dado que a fungao cosseno é periddica de periodo positivo minimo 27, os zeros da fungao T, (z) sdo
dados por

(2k — 1)

S k=1 (1.21)

T = COS O, 1 = COS
Como os intervalos das variaveis « e  sdo percorridos em sentidos contrarios a férmula (1.21)) vai
gerar uma sucessao de zeros decrescentes para a varidvel z, para se evitar esta organizagao vamos
usar a formula

2(n —k)+1
(= k) +1_

= ] . k=11

Tyl = COS [

Na Figura estao representados os zeros das fungoes T3 (z) e T32(x). Note que quanto maior for
o grau do polinémio, mais proximo dos extremos z = —1 e x = 1 se localizarao os seus zeros e, por
consequéncia da paridade, estes zeros sao simétricos em relagao a origem.

T T T T T T
Zeros de T3(x) @ Zeros de T32(x) @

04 F B 04 B
02t ' g 02t ' g
- (Eees e e 0 ¢ 2 0 8 0 -0 - # 8 # 000000000 = (@Neees e e e 0 & 0 ¢ & 8.0 ¢ 8 0 0 6 0 0000000
02t 3 . 02t 3 .
g : q 04 F : i

1 1 L 1 1 L
1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1

x x

Figura 1.2: Localizacao dos zeros do polinémio T31(x) e Tso(x)
14
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Na figura (1.3 estao representados no mesmo sistema de eixos os gréaficos das fungoes Tio(z) e Th1(z),
onde se nota que os zeros de dois polinémios de Chebyshev consecutivos entrelacam-se entre si.

0.1 T T T T

T
Zeros de T10(x) &
Zerosde T11(x) ®m

0.05 - .

-0.05 i -

01 I I i L I

Figura 1.3: Localizacao dos zeros do polinémio Tio(x) e T11(z)

Extremos

Proposigao 1.1.5. T,,(z) apresenta n + 1 extremos locais no intervalo [—1,1] alternados entre —1
e 1 e esses extremos sdo dados por

Ty = COS <n — k) 7, k=0(1)n.

n

Demonstracao. Pelo Teorema , se a funcao T),(x) admite extremos, entao

dT,(z) dT,(x)dd  dcosnf 1 1 nsennf
T = = — = = — 0 = =0. 1.22
() dx o dx dg dcosf el gy sen (1.22)
do
Os zeros da derivada correspondem aos zeros da func¢do senn#, isto é,
T!(z) = 0
<= sennfl = sen0
— nd = 0+kr, keZ (1.23)
<— O = k—ﬂ, kel
n
Assim, os extremantes serao dados por
k
Ty = COS —T, k=0(1)n. (1.24)
n

Como as varidveis = e 0 sdo percorridas em sentidos contrarios, a sucessao dada em ([1.24]) vai gerar
uma sucessao decrescente de extremos. Para apresentar estes extremos na ordem crescente, vamos
usar a férmula que se segue,

—k
Ty = COS <n - ) T, kE=0(1)n. (1.25)



Polinémios de Chebyshev Primeira espécie
1.1.4 Coeficientes na base candnica

Em vérias aplicacoes, ¢ util e conveniente podermos expressar os polinémios de Chebyshev explici-
tamente em termos de poténcias de x e vice-versa. Por ser mais facil obter estas formulas para os
polinémios de Chebyshev de primeira espécie, entao vamos concentrar-nos neles.

Escrever as poténcias de = em termos de {7),(z)}

A poténcia " pode ser expressa em termos dos polinémios de Chebyshev de graus inferiores ou iguais
a n, mas, como estes sao alternadamente func¢oes pares e impares, precisaremos apenas de incluir
polinémios de graus alternados, ou seja, T, (), Th—o(2), Th-4a(z),... Se considerarmos x = cos¥b,
precisaremos de expressar " em termos de cosnf, cos(n — 2)6, cos(n — 4)6,. ..
Dado que € = cos@ + isen 6, pela férmula de Moivr temos que:
eif | =it A . A '
cosf) = ———— <= 2cosf = e + e = (2co0s0)" = (e’e e #)n (1.26)

2 ———
(4) (B)

Usando o binémio de Newtonf], vamos desenvolver a parte (B) da férmula (1.26) do seguinte modo:

(eie +€7i9)n _ inf (") cin=20 < n >€i(n2)0 4 emint
n—1

([OF)) 1
_ Zn: (”) pin=k)0 o —ik0 _ Zn: (”) pi(n—2k)0
im0 \F im0 \F

Entéo, de (1.26)) conclui-se que
2"cos™ 0 =) ein=2k)0, (1.27)
o \k
A partir daqui, vamos considerar dois casos, um para n par e outro para n impar, isto é:

1. Se n for par (n = 2p), a férmula (1.27) vai corresponder a 2p + 1 parcelas e agrupando o
primeiro e ultimo termos, o segundo com o pentltimo e assim por diante, vamos ter p pares e

2Abraham De Moivre foi um matematico francés que viveu entre 1667 e 1754.
3Isaac Newton foi um matemaético e fisico inglés que viveu entre 1643 e 1727.
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Polinémios de Chebyshev Primeira espécie

vai sobrar uma parcela, esta parcela corresponde a k = p, isto é,

2p 62i(p—k)6+( 2p )62ip9—2i(2p—k)9 1 (213)
p

Il
- o

I
"??T
LI

I
ST
LM

"???‘

— 2,;) 2}5) cos 2(p — /{)9} + (p) cos2(p —p)o
= 2;%’(2;9) cos2(p — k)0

Nota: Usou-se, no somatorio assinalado por C, a substituicao & = 2p — k para podermos
efectuar a mudanca dos limites do intervalo de soma. Assim, os limites inferior e superior deste
intervalo passaram a ser k =0e k=p— 1.

p
O simbolo Z’ significa que quando p — k = 0 <= p = k a parcela cos2(p — k)6 de-

k=0
vera ser dividida por dois.
Entao,

P
22 cosP ) = 22'( >COS2p k)6
k=0

P
— 2% lcos? = Z( )cos?p k)0

k=0 (1.28)
— cosf = 2= QPZ < >C082p k)0, x = cosf

2p 1—-2p
v 2 Z ( )Tm o(@)-

2. Se n for impar (n = 2p+1), a férmula (1.27) corresponde a 2(p + 1) parcelas, desta forma nao
aparecera o termo isolado que aparece no caso par. Agrupando o primeiro e ultimo termo, o

17
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segundo com o pentltimo destes termos, e assim por diante, teremos:

2p+1 2p+1
920+ L 2Pl g — pz: 2p+1 oi(2pH1-2k)0 _ pz 2p+1 ci2(p—k)+1]0
k=0 k k=0 k

o —+1\ . ol fop 1)
_ Z ( pk >€Z[2(pk)+1]9 + Z pk 61[2(p*k)+1]9’ k=2p+1—k
k=0 k=p+1
= (219 + 1>ei[2(pk)+1]9 i zp: < 2p+1 )ei{2[p(2p+1k)]+1}9
= k o \2p+1-k
_ Z (227 + 1> ci2—R)+1]0 zp: < 2p +1 )ei[—Z(p—k’)—lle
= k o \2pt+1—Fk
_ Z (219 + 1) H2=k)+1160 zp: ( 2p+1 )e—i[Q(p—k)H]@
= k i—o \2p+1— k
20+ 1\ o0 Po2p+ 1\ o,
_ Z ( pk )62[2(;; LRSI Z < pk >e i[2(p—k)+1]0
k=0 k=0
P
_ Z (2]9 + 1> [6i[2(p—k)+1]9 + e—i[?(p—k)-i—l]@}
k=0 k
P (2 1
:22<p2— )cos[Q(p—k)—f—l]@
k=0

Finalmente teremos,
P72 1
2t cos?t g = 2 p;— ) cos[2(p — k) + 1]6

0

—  2Pcos?O = ) (2}9;— 1) cos[2(p — k) + 16
_l’_
k

- 5 hop i1 . (1.29)
= Pp=prt = _ x
kz:% 2(p k)+1( )
P (2 1
= P = 2Ty ( v >T2(p—k>+1(37)
o\ K
Escrever {T,(z)} em termos das poténcias de x
A partir da férmula de De Moivre sabe-se que
e = cosf +isend (1.30)

e

e = (cos@ +isen )" = cosnb + isennd. (1.31)

Usando o desenvolvimento do binémio de Newton, vamos expandir a expressao (|1.31]), isto é,

n

(cosf + isen )" = cos™ 6 + (1

) cos" ' f(isenf) + ... + <n
n

)(z senf)". (1.32)

18



Polinémios de Chebyshev Segunda espécie
Vamos igualar as partes reais das formulas (1.31)) e (1.32), isto é,

cosnf) = cos" 0 — (n) cos" 2 f0sen’ ) + (n) cos" *fsen O + ... (1.33)

2 4

A - )
= cos" 1 0(—1)7sen*1 0

q=0

Da férmula (B.2]) sabe-se que

sen’f =1 — cos’ 6

entao
sen?? ) = (1 — cos?®6)%. (1.34)
Desse modo teremos,
/2
cosnf = (12:(:) <2q> cos" 21 6(=1)"(1 — cos? )1 (1.35)

3 () e (ot () o)

Se considerarmos que x = cos f entao teremos,

A q
Tu(z) =3 (2q>x”—2Q(—1)q (Z(—1)k<z>x%> (1.36)

q=0 k=0
/2] (/]
= —1)(a=F) n q n—2(q—k)_
EPIPI <2q k)"

Se considerarmos que r = g — k, teremos r <[22l e g = r + k para 0 < k < [n/2] — 7.
Assim, a féormula ((1.36]) pode ser escrita como:

T =3 %(—w’"(;q) () (1.37)

Sl S (0]

1.2 Polinémios de Chebyshev de segunda espécie

1.2.1 Definicao trigonométrica

Definicao 1.3. Os polindmios de Chebyshev de sequnda espécie, designados por U,(x), sao polind-
mios em x de grau n, n € Ny, definidos pela identidade

sen(n + 1)0
sen 6

Un(z) = , com x=cosf, wxzel[-1,1], 0€]0,n]. (1.38)

19
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E possivel representar os termos de ordem n da sucessao {sen(n + 1)0}°°, como soma de poténcias
de cos@ de expoentes entre 0 e n, multiplicados pelo factor senf. Seguidamente apresentamos o
calculo dos seus primeiros seis elementos. Neste processo, faremos uso das férmulas encontradas no

desenvolvimento da sucessao {cosnf},2 .
1. Se n =0, entao

sen(0 4 1)0 = send.

2. Sen =1, entao

sen2 = 2senfcosf
(B-8)
3. Se n =2, entao
sen 30 = sen (260 + 0)
= sen 26 cos 6 + sen 0 cos 20
(B.4)
= 2sen 0 cos? 6 + sen 6(2cos* 6 — 1)
(B-8).(B-10)
= senf(4cos® 0 — 1)
4. Se n = 3, entao
sen 46 = sen(36 + 6)
= sen 36 cos 6 + sen 6 cos 36
B3)
= sen §(4cos® 6 — 1) cos 6 + sen 6(4 cos® 0 — 3 cos 6)
(T41),([L3)
= sen 0(8 cos® 0 — 4 cosf).
5. Se n =4, entao
sen 50 sen (46 + 0)

sen 46 cos 0 + sen 6 cos 40

S Fn

sen 0(8 cos® 0 — 4 cos 0) cos 0 + sen O(8 cos® § — 8cos? O + 1)
22),(T9)
= sen 0(16 cos* 6 — 12 cos? 0 + 1).
6. Se n =5, entao
sen 66 = sen(b6 + 0)
= sen 50 cos 6 + sen ¢ cos 50
(B.4)
= sen 0(16 cos? @ — 12 cos? 0 + 1) cos 6
(19 )
+sen 6(16 cos® 6 — 20 cos® 0 + 5 cos 6)
= sen (32 cos® 6 — 32 cos® 6 + 6 cos ).
Tendo em conta que
1)6
U () = S0 D0 s
sen ¢

20
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Polinémios de Chebyshev Segunda espécie
entdao os primeiros elementos da segunda familia dos polinémios de Chebyshev serdao os seguintes:

sen ¢
Upla) =~ =1, (1.45)
26
Up(z) = Sse;e = 2cosf = 2z,
30
Us(z) = sseer;g =4cos’f — 1 =4z* -1,
sen 46 3 3
Us(x) = 7 = 8cos” —4cosf = 8z° — 4x,
sen
0
Us(x) = oen 59 =16cos* 0 — 12cos* 0 + 1 = 162" — 1227 + 1,
sen
0
Us(z) = 2 60 = 32c0s° 0 — 32cos® 0 + 6 cos O = 322° — 322° + 6.
sen

A Tabela contém os graficos dos primeiros destes polinémios.

Tabela 1.2: Polinémios de Chebyshev de segunda espécie

U0 —

1.2.2 Relagao de recorréncia

A obtengao dos primeiros polinémios de Chebyshev de grau mais elevado a partir da defini¢ao
trigonométrica envolve calculos fastidiosos. Vamos reescrever as identidades (1.41]) - (1.44) de forma

a encontrar uma regularidade que nos permita calcular estes polinémios de forma recursiva.

sen30 = senf(4cos?f —1)
= 4cos?fsenf — sen 6 (1.46)
= 2cosfsen2f —senf

sen4f = senf(8cos® — 4cosf)
2cosfsenf(4cos*f — 1) — 2senf cosb (1.47)
= 2cosfsen3f — sen26.

senb50 = senf(16cos?d —12cos?0 + 1)
2cosfsenf(8cos® @ — 4cosf) —senB(4cos*f — 1) (1.48)
= 2cosfsen4f — sen 36.

Estes exemplos sugerem a existéncia da seguinte relacao de recorréncia:
21
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Teorema 1.2. Os polinomios de Chebyshev de sequnda espécie podem ser obtidos pela relagdo recur-
stva de ordem 2 que se seque, com as correspondentes condicoes iniciais

U(](x) - 1, n = 0
U(z) = 2=, n=1 : (1.49)
Un(l‘) = 2:L‘Un_1(l') - Un—2<m)7 n=23...

Demonstragdo. Consideremos que n > 2 e senf # 0 <= 0 # 0V 0 # 7, pela Definicao temos
que

Un(z) = sen(n + 1)6 _ sen(nd + 0)
enf sen
sen?n +1)0 sennf cos 6 + sen  cos nf
<~ _ =
sen d B4 sen 6
1)6 1—n)o
sen(n + 1)f cos  sennb + sen(n + 1) —; sen(l —n)
= _— 0 =
sen 6 B13) sen 6
sen(n + 1)0 2 cosfsennf + sen(n + 1)0 + sen(1 — n)o
<~ _ =
sen ¢ 2senf
2sen(n + 1)0 2 cosfsennb + sen(n + 1)0 + sen(1l — n)d
— /= 7 =
x2 sen ¢ sen ¢
2sen(n + 1)0 2cosfsennf —sen(n — 1)8  sen(n + 1)6
= = +
sen 6 sen 6 sen 6
sen(n + 1)0 2cosfsennfl  sen(n—1)0
= — = = -
sen ¢ sen sen ¢
sen(n + 1)0 2cosfsen{(n —1)+1}0 sen{(n—2)+1}0
= _— = - :
sen ¢ sen 0 sen 0
Pela Defini¢ao [I.3] temos que:
Un(z) = 22U,y (z) — Up—a(x), n > 2.
Suponhamos que senf =0 <= 0 =0V 0 = 7, o que corresponde a x = cos0 =1V x =cosm = —1.
Assim, se x = 1, temos de provar que
Un(1) =2(1)Up-1(1) — Up—a(1), n> 2. (1.50)

Por ([1.106)) verifica-se que (1.50)) é equivalente a
n+l=2[n-1)+1-[(n-2)+1]len+l=2n—n+lon+l=n+10=0,

que é uma proposicao verdadeira.
Suponhamos que z = —1, teremos de provar que

Un(=1) =2(=1)Up_1(—1) = U,_2(—1), n > 2. (1.51)
Por verificamos que:
1. se n for par, entdo n — 1 é impar e n — 2 é par, desse modo é equivalente a
n+l=-2(-1)[n—-1)+1-[n-2)+1l]lent+l=2n—-n+leon+l=n+1<0=0,

que é uma proposicao verdadeira.
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2. se n for impar, entdao n — 1 é par e n — 2 é impar, desse modo ([1.51]) é equivalente a
—n+1)==2[(n-1)+1+[rn-2)+1]e —-(n+1)=-2n+n—-1n+1l=n+1<0=0,
que ¢ uma proposi¢ao verdadeira.

Assim prova-se que a relagao (1.49) é verdadeira. [
Calculo recursivo dos coeficientes na base candénica dos polinémios de Chebyshev da
segunda espécie

Proposicao 1.2.1. Os coeficientes dos polinomios de Chebyshev de sequnda espécie podem ser cal-
culados usando a sequinte relacdo de recorréncia

bn.o = —bn-2p
e 132
bun = 2bp_1,1
cujas condigcoes iniciais $ao:
{ ZSE _ (1) - (1.53)
Demonstragio. Analoga a demonstracao da Proposicao [1.1.1]. [ |

Proposicao 1.2.2. O coeficiente do termo principal dos polinomios de Chebyshev de sequnda espécie,
Un(z) = appa™ + -+,
onde as reticéncias representam os termos de grau inferiores a n, é dado pela formula
U = 2", n=0,1,2,... (1.54)

Demonstragio. Usando o método de inducgao finita, vamos demonstrar que o coeficiente do termo
principal dos polinémios de Chebyshev da segunda espécie é dado pela féormula .

Seja n = 0, procuramos mostrar que agg = 20 = 1. Como Uy(r) = 1, entdo, decorre imediatamente
o facto.

Vamos supor que para n = k o termo principal do polinémio Uy (x) = ajxz® + - -+, pode ser escrito
como

ap = 2~ (1.55)
Vamos provar que o coeficiente do termo principal do polinémio
Uk1(2) = apsrppr e 4 - (1.56)
¢ dado por

k41
oy 1 1 = 2
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quando n =k + 1.

Vamos usar a relacao ((1.49) para rescrever a ([1.56|), isto é,

Uki1(x) = 22U,(x) — Up_y1(x)
= 2x(ak,kxk + - ) — (ak,Lk,lxk_l + - ) (157)
— 2ak7k$k+l _|_ PN

Igualando os coeficientes dos termos principais dos polinémios dados em ([1.56]) e (1.57)) teremos:

A1 hr1 = 20k
= 2x2k
)
— 2k+1

1.2.3 Paridade, zeros e extremos
Paridade

Com os mesmos argumentos usados na demonstracao do Teorema [1.1.3 prova-se que a familia dos
polinémios de Chebyshev da segunda espécie é simétrica.

Zeros

Proposigao 1.2.3. U,(x) apresenta n zeros reais no intervalo [—1,1] e esses zeros sao dados pela
formula

n—=k+1

1" E=1(1)n (1.58)

T = COS O, onde O, =

Demonstragao. Os zeros da funcao U, (x), para z € [—1, 1] correspondem aos zeros da fungao
sen(n + 1)0, isto é,

sen(n+1)0 = 0
= (n+1)0 = O0+kr, kelZ

=4 Hn,k

Atendendo a periodicidade da funcao cosseno, os zeros dos polinémios de Chebyshev de segunda
espécie sao explicitamente determinados por

k
T = COS (n n 1) m, k=1(1)n. (1.59)

Como os as varidveis = e 6 sdo percorridas em sentidos contrarios entdo a sucessdo apresentada
em ((1.59) vai gerar uma sucessao decrescente. Para reordenar esta sucessao vamos usar a seguinte
expressao:

Ty = €08 ——— 5T, k= 1(1)n. (1.60)

|
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Na Figura estao representadas a localizagdo dos zeros das fungoes Uy7(x) e Ug(x). Tal como foi
referido para a familia T, (x), para esta familia os zeros dos polinémios de graus maiores também
tendem a se acumular nos extremos do intervalo [—1, 1].

T T T T T T
§ Zeros de U17(x) e : Zeros de U18(x) @
04+ B 04+ =
02 - 02 -
=3 O e e e e e g . LR R e e =3 O R R T . B S SIS S g
0.2 |- = 02 =
04 = o4 =
1 1 | 1 1 |
1 0.5 0 0.5 1 1 0.5 0 0.5 1
X X

Figura 1.4: Localiza¢ao dos zeros do polinémio Uy;(x) e Uig(z)

Na figura estao representados, no mesmo sistema de eixos, os graficos dos zeros dos polinémios
Ug(x) e Uyo(x); e Urr(x) e Uig(x), onde se verifica que os zeros de polinémios de graus consecutivos
intercalam-se.

0.1 T T T T 0.1 T T T T
5 Zeros de U10(x) & ; Zeros de U17(x) &
Zerosde U9(x) ® Zeros de U1B(x) =
0.05 - B 0.05 B
S S R R R T R R R N
0.05 | : g 0.0 | : g
01 | I | I | 01 | I | I |
-1 0.5 0 05 1 1 0.5 0 05 1

Figura 1.5: Localizacao dos zeros dos polinémios Uyg(x) e Uy (z) & Urr(x) e Uig(z).

Extremos

Em geral, os extremos das familias U, (x) nao sao faceis de determinar visto que estes calculos
envolvem a resolucao de equagoes transcendentais.
Por exemplo, vamos mostrar a dificuldade que existe para determinar os extremos locais de U, (),
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para isso, vamos primeiro determinar a derivada da func¢ao U, (x), isto é,

U () = iUn(x) _ dUy(z) df _ dUy(z) 1 _ (n+1)cos(n +1)fsenf — cosfsen(n+1)8 1
" dx do dx do dx sen? 0 —sen 6
df
~ —(n+1)senfcos(n + 1)0 + cossen(n + 1)0
B sen3 6 '

Pelo Teorema [D.1] se a fungdo U,(z) admite extremos, entdo U, (z) = 0. Isto significa que

—(n+1)senfcos(n + 1) + cosfsen(n + 1)6
sen? 6

senf  sen(n+ 1)0
cosf  cos(n+1)8

=0 (n+1)

Os extremos correspondem, portanto, aos valores de 6 que satisfazem a equagao,
(n+1)tan @ = tan(n + 1)6. (1.61)

Pelo Teorema [D.1},  €]0, 7| entdo a equacio nao é igual a zero.

O que se pode dizer é que os valores dos extremos locais de U,(z) tém grandezas que aumentam
monotonamente conforme o |z| aumenta de 0, até a maior magnitude de n + 1 que é obtida em
xr = £1. Tendo em conta que x = cosf, a partir da Defini¢ao [I.3] temos

sen(n + 1)6

Un(x) = V1 —22U,(x) = senf sen(0)

=sen(n + 1)0

Proposigao 1.2.4. Os polinomios ponderados da sequnda espécie, ﬁn(ac), apresentam n+1 extremos
locais no intervalo [—1,1] alternados de valor igual a y = £1 e esses extremos podem ser explicita-
mente determinados pela sucessdo

2k +1
Ty = COS 2(n::—_1)7r’ =0(1)n.

Demonstrag¢io. Pelo Teorema , se a fungao Uyena(x) admite extremos, entdo U’ (z) = 0, isto &,

dU,(z) 0w dU,(z) 1 PR —(n+1)cos(n+1)0

dx do % N sen 0

A solucao da equagao ((1.62)) é dada por

cos(n+1) = 0« cos(n+1)§ =cos%

=0< cos(n+1)0 = 0. (1.62)

km
Op = — keK
< T 3t €
o%k + 1
Oy = " g keK.
< T 3mr)” €

1.3 Polinémios de Chebyshev de terceira e quarta espécies

Duas outras familias de polinémios de Chebyshev, {V,(z)}:2, e {W,(x)}:2,, que estdo relacionadas

com as familias {T,,(z)}>2, e {Un(2)},2,, podem ser construidas. As defini¢bes trigonométricas
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. . .0 o . . .
destas familias envolvem o meio dngulo, ou seja, 7 Estes polinémios foram designados de polinémios
de perfil aerodinamico, mas W. Gautschiﬁ os chamou de polinémios de Chebyshev de terceira e quarta
espécie, uma vez que estas familias tém propriedades analogas as familias da primeira e segunda
espécies.

Primeiro, vamos definir estes polindmios trigonometricamente, por um par de relagoes analogas

as expressoes ((1.1]) e (1.38]) e, seguidamente apresentaremos as relagdes de recorréncia andlogas as
relagoes ((1.10]) e (1.49). Os dominios das variaveis « e § mantém-se como anterior.

1.3.1 Definicao trigonomeétrica

Definicao 1.4. Os polindmios de Chebyshev V,,(x) e W, (x), de terceira e quarta espécies, sao poli-
nomios em x de grau n definidos, respectivamente, pelas expressoes

cos (n—i— %) 0

1
CoS 59

Va(r) = (1.63)

W, (z) = —— 24— (1.64)

com x =cosf, 0 € [0,7] ex € [-1,1].

0
Observe que fazendo a mudanga de variavel ¢ = 3 teremos

1 7
oS (n + 2) 0 = cos(2n + 1)5 = cos(2n + 1)t

que ¢ um polinémio impar de grau 2n + 1 que s6 contém poténcias de grau impar de cost, logo
podemos colocar cost em evidéncia o que simplifica com o denominador de (1.63)). Portanto, o
membro direito de ((1.63)) é um polinémio par de grau 2n em cost, o que equivale a um polinémio de

grau n em cos®t. Mas por (B.13),

0 1+ cost 1+cosf 1+zx
2 2
t = 1.
cos & cos (1.65)

assim, V,,(x) é um polinémio de grau n em x.
Da mesma forma sen <n + 2) 0 = sen(2n + 1)t pode ser escrito como produto de sent com um poli-

némio grau par em cost, logo podemos simplificar sent com o denominador de ([1.64). Deste modo,
a parte direita de (1.64) serd um polinémio de grau n em cos®¢ e por (1.65), W,(z) é um polinémio
de grau n em x.

Vejamos que é possivel escrever os elementos das sucessoes

o (n03)0},, e foen(ne2) 9},

4Walter Gautschi, ¢ um Matemético que nasceu em 1927, em Basileia na Suica, é Professor Emérito na Universidade
de Purdue nos Estados Unidos da América. E reconhecido pelas suas contribuigoes na area de Andlise Numérica, em
particular, na drea de Polinémios Ortogonais e suas Aplicagoes.
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I [
como soma de poténcias de cos 59 de expoentes entre 0 e 2n+ 1, sendo cos —um fator comum a todos

os seus termos. Iremos usar as algumas formulas deduzidas na Subseccao [1.1.1].

o0

Os célculos dos primeiros quatros elementos da sucessao {COS (n + 2) 9} sao:

n=0
1. Para n =0,
1 1
cos (0 + 2) 0 = cos 50. (1.66)
2. Paran =1,
oS (1 + %) 0 = cos3t = 4cos®t— 3cost
L3 (1.67)
= 4cos® S —3cost. '
3. Paran =2,
1 _ — 50 _ [4 [4
cos (2+2)9—cos5t 16 cos® 5 — 20 cos 5 + 5cos 5. (1.68)
4. Paran =3,
cos (3 + %) 0 = cosTt
= 64cos” £ —112cos® § + 56 cos® § — Tcos & (1.69)
Tendo encontrado os primeiros elementos da sucessao {cos (n + ) 6} , é facil determinar os
n=0
primeiros elementos dos polinémios de Chebyshev de terceira espécie, que sao:
1.
Vo(z) 0s 30 _, (1.70)
xr) = = i
0 cos %0
2.
cos (1 + %) 0 4cos®16 —3cosif
Vi(z) = i = 1
cos ;0 cos 50
= 4cos? %0—3 (1.71)

_ <1+00s0> s
[B-23) 2

= 2cosf—1=2x—1.
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3.

cos <2 + %) 0 B 16 cos® %9 — 20 cos® %9 + 5cos %9

1 i
CoS 56’ CoS 59

Va(z) =

= 16cos? %8 — 20 cos? %8 +5

2
1 1

_ 16 + cos _ 90 + cos @ L5

(B-23) 2 2 (1.72)

_ 18 1+ 2cosf + cos? 0 _ 90 14 cos@ L5

(([oF5)) 4 2

4cos?6 —2cosh — 1
= 422 —2x—1.

cos (3—1— %) 0

@) = cos 10
2

64 cos” %8 — 112 cos® %6 + 56 cos® %9 — 7cos %6’
CoS %9

= 64cos® %9 — 112 cos* %9 + 56 cos? %9 -7

61 (1 +§039>3 11 <1+2cos€>2+56 <1—|—0089) -

EZ) 2 (1.73)
1 2 3 1 2 2
_ e + 3cosf + 3 cos” 0 + cos” 6 119 + 2cosf + cos” 6
(3D 8 4
1 0
56 <+COS> 7
2
= 8cos®0 —4cos?0 —4cosf+ 1
= 823 —4a? — 42+ 1.
Assim, os primeiros polinémios de Chebyshev de terceira espécie sao os seguintes:
Volo) =1, Vi(z)=22—1, Vo(x) =42 201, Vs(z)=82"—4a® —4o+1,...
) N
Para a sucessao { sen <n + 2) } teremos:
n=0
1. Para n =0,
1 1
sen (0 + 2) 0 = sen 56. (1.74)
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2. Paran =1,

1 0 0
sen <1+2)6’:sen3t P sen2<4cos22—1>. (1.75)
3. Paran = 2,
1 0 0 0
24 - )0= = —(16cos’ = —12cos® = + 1. 1.
sen( +2>9 sen 5t i sen o ( 6 cos 5 CcoS 2—1— ) (1.76)

Desse modo, os primeiros polinémios de quarta familia serao:

1.
sen ?
Wo(x) = 3 =1. (1.77)
sen 5
2.
sen (1 + %) 0 seng (4 cos? g — 1)
Wi(z) = 0 = 0
sen 5 sen
0
= 4cos® = —1
2
_ 4<C089+1) 1 (1.78)
[B-23) 2
= 2cosf+1
= 2z+1.
3.

sen(24+1)0  sen? (16cos*? —12cos2? +1
i B0 s (et Rt )

sen 3 sen 5

16cos4g — 12 cos? g +1

2
1
_ 16 + cosf 19 1+ cos@ 1
[B23) 2 2 (1.79)
2
_ 16 cos“ 0+ 2cosl +1 19 cosf + 1 4
(o) 4 2

4cos?O +2cosf — 1
= 422+ 2x—1.
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4.
sen (3 + %) 0 seng (64 cos® g — 80 cos? g + 24 cos? g — 1)
Wi(z) = 0 = 0
sen & sen &

= 64cosﬁg—8000843—1—240082%—1

3 9
1 1 1
64( +20059> —80( +;30$9> +24< +;030>_1

3 2 2
64 <COS 0+3cos89—|—30089+1> _ 30 <cos 9+icos€+1) ! <C089+1> 9

5y
ol ll
&

Bl

= 8cos®f —4cos?h —4cosh— 1

= 8x3 —4x? —4x —1.
(1.80)

Resumidamente teremos:

Wo(z) =1, Wi(x)=2x+1, Wy(r) =4z’ +2x—1, Ws(z)=82"—4a® —dx —1,...

Nas Tabelas (|1.3)) e (1.4]) estao representados os graficos dos polinémios de Chebyshev de terceira e
quarta espécies, respectivamente.

Tabela 1.3: Polinémios de Chebyshev de terceira espécie

T T T T T T
VOx) —— V() ——

Vo(z) = 4o — 20 — 1

1.3.2 Relacao de recorréncia dos polinémios de terceira espécie

Teorema 1.3. Os polinomios de Chebyshev de terceira espécie podem ser determinados a partir da
sequinte relagdo recursiva de ordem dois, com as correspondentes condicoes iniciais:

Vi(z) = 2x—1, n=1 Vo € R. (1.81)
Vn(x) 2$Vn—1(x) - Vn—2(x)a n=23,...
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Tabela 1.4: Polinémios de Chebyshev de quarta espécie

Wop) — j ' ! T Wi —

Wy(z) =1 Wi(zx) =2z +1 Wo(z) = 42® + 22 — 1

0
Demonstragio. Consideremos que n > 2 e que cos 3 # 0, por (1.63)) teremos que

cos((n—l—i—%)—i—l)@

Vn<$> - 7]
CoS 5
cos((n—1)+21)0cosh —sen((n—1)+ 1) Osend
— V() = (=1 3) ; (=1 +3)
(B.-6) COS 3
cos((n—1)+%—1)8—cos((n—1)+%+1)6
cos((n—l)%—%)@cos@— (( )+ ) (( )+ )
_ 2
= Vu(z) = 9
B.17) oS 5
2cos((n—1)+1)0cos —cos((n—1)+1—-1)0 —cos((n—1)+1+1)0
P O (e o L2t (e R L (O B
2cos 5
2cos((n—1)+21)0cos cos((n—2)+21)0+cos(n+1i)o
e QVn($) XZQ <( >6 2) - <( ) 2> 0 ( 2)
oS 5 oS 5
2cos ((n—1)+1)0cosh® cos((n—2)+21)0
= V,(z) = <( )9 2) — (( 9) 2) .
oS 5 cos 5
Logo, por (1.63)) teremos
Val(z) =22V, _1(x) — V_o(x).
Suponhamos, agora, que cos 5= 0 <= x = cosm™ = —1 e vamos provar que
Vi(=1) = =2V, 4(~1) = V_o(—1). (1.82)

Por (1.112)) verifica-se que
1. Se n for par entdo n — 1 é impar e n — 2 é par. Desse modo, por (1.117)), (1.82) é equivalente a

n+1=-2[-2n+1)]-2n+1)&2n+1=2n+10=0.

que é uma proposicao verdadeira.

2. Se n for impar entdo n— 1 é par e n — 2 é impar. Desse modo, por (1.117)), (1.82)) é equivalente
a

—2n+1)=—2—-2n+1)—[2n+1)] e —2n+1)=—2n+1) < 0=0.
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Calculo recursivo dos coeficientes na base canénica dos polinémios de Chebyshev de
terceira espécie

Proposicao 1.3.1. Os coeficientes dos polinomios de Chebyshev de terceira espécie podem ser cal-
culados usando a sequinte relagdo de recorréncia

Cn0 = —Cph—20

Cn,k = QCn,kal — Cp—2.k, k=1...n—2 (1 83)
Chn—1 = 2Cn71,n72 .
Cnon - an—l,n—l

cujas condicoes iniciais $ao:

{CO’O B 1 . (1.84)

Cio = -1, C1,1 =2

Demonstragio. Analoga a demonstracao da Proposicao [1.1.1]. |

1.3.3 Relacao de recorréncia dos polinémios de quarta espécie

Teorema 1.4. Os polinomios de Chebyshev de quarta espécie podem ser determinados a partir da
sequinte relagdo recursiva, com as correspondentes condigcoes iniciais

Wo(z) = 1, n=>0
Wi(z) = 2z+1, n=1 Vo e R. (1.85)
Wn(x) = Qan—l(x) - Wn—Q(I)7 n=23,...

Demonstragio. Analoga a demonstracao do Teorema [1.3| [ |
Calculo recursivo dos coeficientes na base canénica dos polinémios de Chebyshev de
quarta espécie

Proposicao 1.3.2. Os coeficientes dos polinomios de Chebyshev de quarta espécie podem ser calcu-
lados usando a sequinte relacao de recorréncia

dn.0 = —dp-20
e = s T (150
dpn = 2dy_1n1
cujas condicoes iniciais $ao:
{ R (1.87)
Demonstragio. Analoga a demonstracao da Proposicao [1.1.1]. |

1.3.4 Paridade, zeros e extremos
Paridade

Os graficos que constam das Tabelas (1.3 e (1.4) mostram que os polinémios de Chebyshev de
terceira e quarta espécies nao sao fungoes pares e nem sao fungoes impares, portanto, estas familias
nao sao simétricas.
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Zeros

Proposicao 1.3.3. Os zeros dos polinomios, V,(z) e W,,(x), de terceira e quarta espécies sao dados,
respectivamente, pelas sequintes formulas

T = COSOpk, onde Oy =

k
Tp g = cosb,, ondel, = il’ k=1(1)n.

n+§

Demonstragio. Os zeros da funcao V,,(x), para x € [—1,1], que correspondem aos zeros da fungao

1
cos (n + 2) 0, para 0 € [0, 7|, 8 # m, podem ser calculados pela seguinte equagao trigonométrica:

Vo(z) = 0
cos (n+1)0
— ( 92) = 0
Cos 3
= (n+%)0 = Z+kr, kel
k+1
— bop = 21)7T, k=0(1)n—1
n -+ by
k-1
= O = ( QI)W, k=1(1)n
n -+ b
Finalmente, os zeros de V,,(z) serao dados por
o B k=1(1) (1.88)
T = COS ne1 o h= n .
Em ordem crescente os zeros de V,,(x) serdo dados por
(n—k+3Hm
Ty = COS T;, k=1(1)n. (1.89)

1
E, os zeros da fungao W, (x), para « € [—1, 1], que correspondem aos zeros da fungao sen (n + 2) 0,
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para 6 € [0, 7|, podem ser calculados pela seguinte equagao trigonométrica:

Wo(x) = 0
sen (n+ )0
<= —( 7 2> =0
sen 5
<= sen (n + %) 6 =0 (1.90)
( g —
— n + 2) 0 = km, keZ
k
— Qn,k - 7T1 5 keZ
n+ 3
Finalmente, os zeros de W, (x) serao dados por
ok = oS —— k=1(1)n (1.91)
2
Em ordem crescente os zeros de W,,(z) serdao dados por
(n—k+m
[

Na Figura estao representadas as localizagoes dos zeros das fungoes Vao(x) e Vag(z). Note que
para polinémios desta familia com n grande, os zeros tendem a se acumular nos extremos do intervalo
[—1, 1] mas, por esses polinémios nao serem simétricos, a distribui¢do dos zeros nao é simétrica.

0:2:-

- Dhee o @ & & 8 8 @

02

04|

R

-

T
Zeros de V10(x) @

B IEEEE R O B R L

04

02

o

02

0.4

bEs S 8- 8- 8 8 8 B

T
Zeros de V23(x) @

* -8 & -8 0 8 8 08

05 1

Figura 1.6: Localizacao dos zeros do polinémio Vo () e Vaz(x)

Extremos

Pelas mesmas razoes apresentadas na Seccao |1.2.3] vamos apresentar os extremos dos polinémios
ponderados da terceira e quarta espécies e nao os extremos dos polindémios de terceira e quarta

espécies.
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Proposicao 1.3.4. Dados os polinomios

Vo(x) = V1+ 2z Vy(z) = V2 cos (n + ;) 0

Wo(z) = V1 —2 Wy(z) = V2sen (n + ;) 7

ponderados de terceira e quarta espécies, respectivamente, os seus extremos sao explicitamente deter-
minados por

= L k=0,1,2,---, 1.93
Tk = COS =T n (1.93)
e
2k +1
= . k=0,1,2,--- ,n, 1.94
T = COS 5T n (1.94)
respectivamente.
Demonstra¢io. A demonstragao ¢ andloga a da Proposigao[1.2.4] [

1.4 Calculo dos polinémios de Chebyshev em pontos espe-
ciais
Proposicao 1.4.1. No ponto x = 0 os polinomios de primeira espécie admitem os valores

T5,(0) = (=1)", Yn>0
{T2n+1(0) = 0, Vn>0 ° (1.95)

Observemos que a sequnda igualdade de (1.95)) € uma consequéncia da simetria destes polinémios.

Demonstracao. Vamos recorrer ao método de inducao matematica para demonstrar que a relagao

é verdadeira para n > 0.

E facil mostrar que paran = 0 e n = 1 a relacao ¢ verdadeira, visto que, To(z) =1 e Ty(z) = x
pelo que Tp(0) =1 e T7(0) = 0.

Vamos supor que

T3, (0) = (-1)", 0<n<k—1 (1.96)

Tons1(0) =0, 0<n<k—1 (1.97)

Vamos demonstrar que para n = k a relagao ((1.95)) continua a ser verdadeira.

Sendo n = k, recorrendo a relagao (1.10) temos que

Tgk(O) = 2X0x TQk_l(O) — TQk_Q(O) = _TQ(k_1)<O) = —(—1)]671 = (—1)k
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Proposigao 1.4.2. No ponto x = 1 os polinomios de Chebyshev da primeira espécie tomam o sequinte
valor

T, (1) =1, ¥n > 0. (1.98)

Demonstracao. Usando o método de indugdo matematica, vamos provar que é verdadeira para
todo n > 0.

No caso n = 0, como Tp(z) = 1, temos que Ty(1) =1 e se n = 1, como T (x) = x, temos T1(1) = 1.
Vamos supor que para n < k — 1 se verifica

To(1) =1 (1.99)

e vamos provar que, para n = k, Tj(1) = 1.
Sendo n = k, fazendo x = 1 na relagdo de recorréncia ((1.10)), obtemos

Te(1) = 2Tp 1(1) —Tho(1) = 2x1x1—-1=1.

(.99)
[ |
Proposicao 1.4.3. No ponto x = —1 os polinémios de Chebyshev de primeira espécie tomam os
sequintes valores
- 1, sen for par
Tu(=1) = { —1, semn for impar (1.100)

Demonstrag¢io. Usando o método de indugdo matemadtica, vamos provar que (1.100) é verdadeira
para todo n > 0.
Seja n = 0, como Ty(z) = 1, entdo, To(—1) =1 e se n = 1, como Ti(z) = z, entdo, T1(—1) = —1.

Vamos supor que para n < k — 1, ou seja, para os valores {0,1,2,--- 2k — 2,2k — 1}, as igualdades
Ton(—1) =1, n>0. (1.101)

e
Toni1(—1)=—-1, n>0. (1.102)

sao verdadeiras.
Vamos mostrar que para n = k, ou seja, para os valores {2k, 2k + 1}, a igualdade ((1.100]) continua
verdadeira.

Se n = k, entdo, fazendo x = —1 na relagao de recorréncia ((1.10f), obtemos:
TQk(_l) = 2(_1)T2k71<_1) - T2k72($)
= —2To,—1(—1) — Top—y
= —2(-1) - 1
(T102),(T101)
= 1.
e
Topq1(—1) = 2(-DTerry-1(—1) — Targr)—2(—1)
= —2T2k(—1) — Tgk_l(—l)
= —2x1 - (-1
(T:101),(T102)
= —1.
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Proposicao 1.4.4. No ponto x = 0 0s polinomios de sequnda espécie admitem os valores

{Ugn(O) = (=1)" vn=0 (1.103)

U2n+1(0) = O, VTLZO '

Demonstragdo. Facilmente pode mostrar-se que a expressao ((1.103|) é verdadeira paran =0en =1,
visto que, Up(z) =1 e Uy(x) = 2z, pelo que Uy(0) =1 e U;(0) = 0.
Vamos supor que para n < k — 1 as igualdades

Uan(0) = (=1)" (1.104)

Usny1(0) = 0 (1.105)

sao verdadeiras.
Vamos demonstrar que para n = k a férmula ((1.103]) continua verdadeira.
Seja n = k, fazendo x = 0 na relagdo recursiva (1.49)), obtemos:

Uzk(O) = 2x0x ngfl(O) — ng,Q(O) = —Ug(k_l)(()) = —(—1)k_1 = (—1)k

Uar11(0) = 2% 0 x Ugky1)-1(0) = Uggry1)-2(0) = —Uz—1(0) =_ 0.

(1.105)

[ |
Proposicao 1.4.5. No ponto x = 1 os polinomios de sequnda espécie de grau n tomam o valor n+1,
isto €,
Unp(l) =n+ 1. (1.106)
Demonstragao. Vamos recorrer ao método da indugao matematica para demonstrar que a expressao
(1.106)) é verdadeira para n > 0.
Facilmente se demonstra que paran = 0 e n = 1 a expressao ((1.106)) é verdadeira visto que Up(z) = 1

e Uy(z) = 2z, pelo que, Up(1) =1 e Uy(1) = 2.
Vamos supor que para n < k — 1 a expressao

Un(z) =n+1 (1.107)

é verdadeira. Temos de provar que para n = k a expressao ((1.106)) continua verdadeira.
Seja n = k,recorrendo a relagao (1.49)) para x = 1, teremos

Uk(l) = 2x1x Uk,1<1) — Uk,2<1)
= 2x{(k—-1)+1} — {(F—=2)+1
s )+ { )+ 1) (1.108)
= 2k—k+1
= k+1
|
Proposicao 1.4.6. No ponto x = —1 o0s polinémios de sequnda espécie admitem os valores
- n+1, sen for par
Un(=1) = { —(n+1), sen for impar (1.109)
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Demonstragio. Vamos usar o método da indugao matemética para demonstrar que a férmula (1.109
é verdadeira para n > 0.

Se n = 0, entao, Uy(—1) = 1 pois Up(z) = 1.

Se n = 1, entao, U;(—1) = —2 pois U;(z) = 2.

Suponhamos que para n < k — 1 as igualdades

Un(—1) =n+1, n par (1.110)

Up(—1) = —(n+1), n impar. (1.111)

Vamos demonstrar que para n = k a afirmagao (1.109)) continua verdadeira.
Sendo n = 2k, recorrendo a relagao (|1.49)) para x = —1, teremos

Usi(—1) = 2(=1)Uspp_1(—1) — Upes(—1)
—2{-[2k - 1) +1]} — [(2k—2)+1]
- W — (2k-1)
= 2% + 1.

Sendo n = 2k + 1, recorrendo a expressao (|1.49)), teremos

Usy1(—1) = 2(=D)Ugks1)-1(=1) — Ugrs1—2(—1)
= —2Us(—1) — Up—1(—1)
[CTT0), (1) —2(2k +1) - @k =1+ 1}
= —4k — 2 + 2k
= —{(2k+ 1)+ 1}.
[ |
Proposicao 1.4.7. No ponto x = 0 o0s polinomios de terceira espécie admitem os valores
_ ) =0 n par

Vo (0) = { (—1)m+1, n fmpar (1.112)

Demonstragio. Vamos usar o método indugdo de matemética para demonstrar que a expressao

(1.112)) é verdadeira para Vn > 0.

Se n = 0, entao, V5(0) = 1 visto que Vp(x) = 1. E se n = 1, entdo, V1(0) = —1 visto que
Vi(z) =2z — 1.
Vamos supor que paran < k — 1
Van(0) = (—1)" (1.113)
e
Vani1(0) = (—=1)"+ (1.114)

vamos demonstrar que para n = k a férmula ((1.112)) continua verdadeira.
Se n = 2k, entao teremos,
Vor(0) = 2x0x Voeq(0) — Vap_2(0)
= —Vau-1)(0)
=~
= (=1~
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€

Varr1(0) = 2x0 X Viggg-1(0) —  Vigr41)—2(0)
—Var-1y(0)

— —(=1 k+1
1.114) ( )

— (_1)k+2
_ (_1)(l~c+1)+1'

Proposicao 1.4.8. No ponto x =1 os polinomios de terceira espécie admite o sequinte valor
V(1) = 1. (1.115)

Demonstracao. Vamos usar o método de indugao mateméatica para demonstrar a expressao
é verdadeira para Vn > 0.

Se n =0 entdo Vy(1) =1 pois Vy(z) =1 e se n =1 entdo Vi(1) = 1 pois Vi (z) = 2z — 1.

Vamos supor que para n < k — 1 temos

Va(1) =1 (1.116)

e temos de provar que para n = k a relacao (1.115]) continua verdadeira.
Se n = k, recorrendo a relagao (1.49) para z = 1, obtemos

Vk(l) = 2x1x ‘/2k—1(]-) — ng_g(].)

= 2x1-1

(L116)
= 1.
[ |
Proposicao 1.4.9. No ponto x = —1 o0s polinomios de terceira espécie admitem os valores

- 2n+1, sen for par

Va(=1) = { —(2n+1), sen for impar (L17)

Demonstracao. Vamos usar o método de indugao matematica para demonstrar que a expressao

(1.117) é verdadeira para Vn > 0.

Se n = 0 entao, Vo(—1) = 1 visto que Vo(x) = 1. Se n = 1 entdo, Vi(—1) = —3 visto que
Vi(z) =22 — 1.
Vamos supor que paran < k — 1
Vo(=1) =2n+1, se n for par (1.118)
e
Vo(=1) = —(2n+1), se n for impar, (1.119)

vamos demonstrar que para n = 2k e n = 2k + 1 a expressao ((1.117)) continua verdadeira.
Se n = 2k, entao,

Var(—1) = 2 x (—=1) X Vap_1(—1) — Vag_a(—1)
~ —2Va1(—1) = Vag-1(=1)
[CTT9),(T1T5) —2{-[2(2k = 1) + 1]} — [2(2k—2)+1]
= Sk —4k+1
= 4k +1
= 2(2k) + 1.
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e para n = 2k + 1 temos,

Var41(—1) = 2 x (=1) x Vigrsn—1(—=1) — Vigrg)—2(—=1)
= —2Vo(—1) — V(1)
RIE Y imet —2{—[2(2k) + 1]} — [2(2k—1) 4+ 1]
= 8k+2—4k+1
= 4k + 3
- 2(k+1)+ 1.

Proposigao 1.4.10. No ponto x = 0 0s polinémios de primeira espécie admitem os sequintes valores

Wgn(O) = (—1)"
{W2n+1(0) = (=1 (1.120)

Demonstracao. Vamos usar o método de inducao matematica para demonstrar que a relagao
é verdadeira para n > 0.

Paran =0en =1, teremos Wy(0) =1 e Wy(0) = 1 visto que Wy(z) =1 e Wy(z) = 2z + 1.

Vamos supor que para n < k — 1 as relagoes

Wan(0) = (—1)" (1.121)

Woni(0) = (—1)" (1.122)

sao verdadeiras e vamos provar que para n = 2k e n = 2k + 1 a relacao ([1.120]) continua verdadeira.
Seja n = 2k, entao,

ng(O) = 2 x0x ng_l(O) — ng_g(O)
— 0 — WQ(}C,D(O)
=, (D
(-
e, seja n = 2k + 1, entao,
Woes1(0) = 2x0 X Wigs-1(0) — Wiogs1)—2(0)
— 0 . - Wzkfl(O)
1.1:22 —(=1)
— (_1)k+1

Proposicao 1.4.11. O wvalor dos polinémios de quarta espécie no ponto x = 1 é dado por 2n + 1,
isto €,

Wo.(1)=2n+1, ¥n>0. (1.123)
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Demonstragciao. Vamos usar o método de indugao matemética para demonstrar que a expressao
(1.123) é verdadeira Vn > 0.

Se n = 0, entao, Wy(1) = 1 pois Wy(x) =

Se n = 1, entao, Wi (1) = 3 pois Wi(1) =2z + 1.

Vamos supor que para n < k — 1 a expressao

Wo(1) =2n+1 (1.124)

é verdadeira e vamos demonstrar que para n = k a expressao ((1.123) continua verdadeira.
Se n = k, entao,

Wk(l) = 2x1x Wk_1(1> — Wk_g(l)
= 2Wi — Wi_2(1)
o 2{2(k—1)+1} — {2(k—-2)+1}
= 2k+1
[ |
Proposicao 1.4.12. O wvalor dos polinomios de quarta espécie no ponto x = —1 € dado por
W,(—=1) = (=1)", Vn>0. (1.125)

Demonstragio. Vamos usar o método de inducao mateméatica para demonstrar que a expressao

(1.125)) é verdadeira Vn > 0.
Se n = 0, entao, Wy(—1) = 1 visto que Wy(z) =1 e se n = 1, entdo, Wy(—1) = —1.
Agora , vamos supor que para n < k — 1 a expressao

Wo(=1) = (~1)" (1.126)

é verdadeira e vamos demonstrar que para n = k a expressao ({1.125)) continua verdadeira.
Se n = k, entao

Wi(=1) = 2(=1)Wii(=1) — Wi(-1)
= —2Wk,1<—1) - Wk,Q(—l)
o VT o DT
(1) (-1
= (2-1(=1F

(
(=D~

1.5 Relacoes entre familias de polinémios de Chebyshev

As proposigoes que se seguem estabelecem formas de expressar os polindmios T,,(x), V,(z) e W, (x)
em termos dos polinémios de Chebyshev de segunda espécie.

Proposicao 1.5.1. Os polinomios de Chebyshev de primeira e de sequnda espécies satisfazem a
relacdo

T.(z) = zU,(z) — ;Un_g(l’), n > 2. (1.127)
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Demonstragdo. Pelas definigoes ([1.1)) e ((1.3)), provar que (1.127)) é equivalente a provar que

o — lsen(n+1)¢ 1sen(n—1)f
O = 9T e 6 2  senf

Supondo que senf # 0, ou seja, § # 0 A 0 # 7w, vamos multiplicar ambos os membros da tltima
igualdade por sen @, isto ¢,

senf cosnf = % sen(n + 1)0 — %sen(n —1)6
<= senfcosnf = sen(n + 1)¢ + sen(1 — n)Q‘ (1.128)
(B15) 2

Suponhamos agora que sen = 0 que corresponde a x = cos(0 = 1. Temos que provar que

(1) = ;Un(l) _ ;U“u), n> 2. (1.129)

Mas por (1.98)) e (1.106|) verificamos que ([1.129)) é equivalente a
2=n+1-(n—-2+1) <= 2=2,

0 que é uma proposicao verdadeira.
Suponhamos que = 0 que corresponde a x = cosm™ = —1. Temos que provar que

Ty(~1) = ~Up(~1) — ;Un_g(—n, n>2. (1.130)

Mas por (1.100)) e (1.109) verificamos que:

1. se n for par entao (1.130]) é equivalente a

2=n4+1-(n—-2+1) <= 2=2,

0 que é uma proposicao verdadeira.

2. se n for impar entao ((1.130]) é equivalente a
—2=—-Mn+1)+n—-241) <= —2=-2,
0 que é uma proposicao verdadeira.

Para estabelecer as relagoes entre os polinémios T, (x) e U,(z) com os polinémios V,(z) e W, (z),
vamos introduzir as seguintes variaveis auxiliares:

1 i 0 1—a\' 0
u= ( —I—x) = cos = e t= ( m) = sen —. (1.131)
2 2 2 2

As definigoes ((1.63)) e ([1.64]) derivam das defini¢oes ((1.1)) e (1.38]) do seguinte modo:

T, (z) = cosnb = cos 2 (nZ) = cos2n (Z) = Ton(u). (1.132)
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Polinémios de Chebyshev
sen(n+1)0 sen2(n+1)¢ sen{(2n+ 1)+ 1}  U,iq(u 1 _
Un<$): ( ) _ ( ; )2 _ {( ; ) ; }2 _ 2 +1(9) - “u 1U2n+1(u).
sen ¢ sen 23 (B3) 2sen 5 cos 5 2cos 5 2
(1.133)
cos (n + %) 0 cos2 (” + %) g cos(2n+1)%  cos(2n+ 1)% .
Vn(x) = ] = ] = 7 = =Uu T2n+1 (U) (1134)
oS 5 oS 5 oS 5 u
sen (n+3)0 sen2(n+1)2 on+1)2
Wn(.f[;) — ( 92) — ( - 2) 2 — Sen( n )2 — t71U2n+1<U>. (1135)
sen 5 sen 5 t
Proposigao 1.5.2. Os polinémios de Chebyshev da sequnda e de terceira espécie satisfazem a relagdo
Vol(z) = Up(z) — Uy (). (1.136)
Demonstragcio. Demonstrar que ([1.136]) é verdadeira é equivalente a mostrar que
0 1
2sen — cos (n + 2) 0 = sen(n + 1)0 — sen né,
também o é. Assim,
4 1
2sen — cos (n—i— 5) 7 sen(n+1)0 — sennd
1
2sen 9 08 (n + 5) 0 sen(n + 1) sen nf
<~ = _
:sen O 0 sen ¢ sen 0 sen 6
1
2sen 9 08 (n + 5) 0 _ sen(n+1)0 sen nf
20 N sen sen
sen —
4 1
2sen 9 €08 (n + 5) 0 sen(n + 1)6 sen nf
B3 0 0 B sen 0 "~ send
R 2 sen — cos 3
cos (n +3)0 sen(n + 1) sen{(n—1)+1}6
= — = —
0 sen 0 sen 0
cos —
2
Logo
Vo(z) = Up(x) — Uy—1(x)
[ |
Proposicao 1.5.3. Paran > 1 temos que
(1.137)

Wy(x) =Uy(z) + Ui ().

Demonstragcdo. Demonstrar que ((1.137)) é verdadeira equivale a demonstrar que
0 1
2 cos — sen (n + 2) 0 = sen(n + 1)0 + sennf
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é também verdadeira. Assim,

2 cos & sen (n + %) 0 = sen(n+1)§ + sennd
4 1
2 cos o Sen <” + 5) 0 sen(n + 1)0 sennd
— — +
:sen § sen 6 sen 6 sen 6
1
2 cos o Sen (” + 5) 0 sen(n + 1)0 sennd
— - +
sen 279 sen 6 sen 6
0 !
2 cos o Sen (n + 5) 0 sen(n + 1)0 sennd
= o0 o eno
(B.8) 9 sen 2 cos - sen sen
sen (n+ )0 _ sen(n 4 1)f sen{(n—1)+1}6
B sen ¢ sen ¢
sem

Logo,
Wy (z) =Uy,(z) + U,—1(x)
[ |

A partir dos calculos acima apresentados, conclui-se que se desejarmos estabelecer propriedades de
Va(x) e W, (x) poderemos fazé-lo de duas maneiras, uma é a partir das relagoes trigonométricas dadas
dadas nas defini¢coes destes polinémios e, a outra maneira é utilizar as propriedades dos polinémios
T.(z) e U,(x) e estabelecer a relagao com V,,(z) e W,,(x) usando (1.134)) e (1.135)).

Como ja vimos em , tal como nos polinémios U,(x), o coeficiente principal dos polinémios
Vo(z) e Wy (z) é determinado por 2" com n € Ny, o que sugere que existe um estreito vinculo entre
os polinémios V,,(z), W, (z) e U,(z). De facto, se calcularmos a média aritmética entre as condi¢oes
iniciais dos polinémios V,,(z) e W,,(x), obteremos as condi¢oes iniciais dos polinémios U, (z) a partir
das quais podemos mostrar que a média entre V,,(z) e W, (z) satisfaz a relagao de recorréncia [I.49

Proposicao 1.5.4. Para n € Ny, temos que

Un(z) = 5 ,n>0. (1.138)
Demonstracao.
U, () = sen(n+1)0  sen{(n+3)+3}0  sen(n+ 3)fcos§ + cos(n+ 5)sen §
! sen 0 sen2 (§) B3G9 2sen § cos §
Csen(n+3)0  cos(n+3)0  Vi(z)+ W,(z) 0> 0
- 2sen? 2cos & 2 T
[

1.6 Polinémios de Chebyshev no intervalo [0,1] e no inter-
valo [a,b]

Por vezes, em certas aplicagoes, ndo é o intervalo [—1, 1] que se utiliza, mas sim o intervalo [0, 1].
Consideremos z € [0, 1], s € [—1, 1] e as transformagoes lineares que levam um intervalo no outro

1
s:2x—1<:>x:§(s+1) (1.139)
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e isso leva a um polindmio de Chebyshev deslocado de grau n em x no intervalo [0, 1].

1.6.1 Polinémios da primeira espécie no intervalo [0, 1]

Definic¢ao 1.5. Os polindmios de Chebyshev da primeira espécie no intervalo [0,1], T (z), sao defi-
nidos a partir de (1.1]), tendo em consideragao a substitui¢io (1.139)), isto €,

Tr(x)=Ty(s) =T,(2z — 1),z € [0,1],s € [-1,1]. (1.140)
A partir de ((1.140]), podemos escrever os primeiros polindmios da primeira espécie no intervalo [0, 1],
To(s) = 1 = Tjx) = 1
Ti(s) = s = Tf(x) = 22-1
To(s) = 28°—1 = Ty(x) = 22r—-1)2-1
822 — 8z + 1 (1.141)

S g

Ty(s) = 45 —3s = Tj(x) 4(2x —1)% —3(2x — 1)

320% — 4822 + 18x — 1

Os polinémios 7T}, (x) possuem a seguinte propriedade que deriva das defini¢ao (|1.1)) e da definigao
(T.140)

Ton () = cos2nf = cosn(20) = T,,(cos 20) &0 T,(2cos*0 — 1) = T,(22* — 1) = T (%)

Donde se chega a conclusao que:
Ton(z) = T (2?) (1.142)

Comparando as formulas (1.8)) e sugerem claramente esta propriedade. Assim, 7)'(z) pode
ser obtido a partir de Ty, (v/z), um polinémio de Chebyshev com o dobro do grau na raiz quadrada
do argumento e a relagao fornece uma forma importante de como relacionar as sucessoes
{T(z)}22 e {T(x)}22 que complementa a mudanga de variavel dada em (1.140).

Tal como foi feito para os polinémios T,,(x), é possivel definir os polinémios T);(z) a partir duma
identidade trigonométrica.

Definigao 1.6. Se combinarmos as igualdades (1.1) e (1.142)) obteremos a defini¢do trigonométrica
dos polinémios de Chebyshev de primeira espécie em [0, 1], que é dada por

T (x) = cos2nb, x = cos’,n > 0. (1.143)

Proposicao 1.6.1. Os polindmios de Chebyshev de primeira espécie no intervalo [0, 1] satisfazem a
sequinte relagdo de recorréncia e condigoes iniciais

Ti(x) = 1, n=>0
i (z) = 2x—1, n=1 , comz € R. (1.144)
THx) = 2Qe—-1)T; (x) —T) 4(z), n=2,3,...

n

Demonstragao. A partir de ((1.10)) e (1.139) pode-se deduzir a relagdo de recorréncia dos polinémios
de Chebyshev de primeira espécie no intervalo [0, 1], isto é, basta substituir « por s na relagao (|1.10)
teremos

To(s) = 1 Ti(z) = 1, n=0
Ti(s) = s < Ti(r) = 2x—1, n=1
T.(s) = 2sT,-1(s) — Th_a(s) THx) = 2Qx—-1)TF ((x) —TF 5(x), n=2,3,---

|
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Estes polindmios nao sao simétricos, visto que T, (—x) # (—1)"Tr(z).
Na Tabela estao representados os graficos dos primeiros polinémios de Chebyshev da primeira
espécie no intervalo [0, 1].

Tabela 1.5: Polinémios de Chebyshev de primeira espécie no intervalo [0, 1]

T T T T T T T T T T T
Ts0() Ts0(x) Ts0(x)

2
828"y +

Ti(x) =1 Ti(x) =2z —1 Ty(x) =8x* — 8z + 1

Proposicao 1.6.2. O coeficiente do termo principal destes polindmios é dado pela formula

a, =21 n=1,2.3,--- (1.145)
Demonstragio. Andloga & demonstracao da proposigao (1.16)). |

1.6.2 Polinémios de segunda espécie no intervalo [0, 1]

Definicao 1.7. Os polindmios da sequnda espécie no intervalo [0, 1], U:(x), sio obtidos a partir de
(1.38) e (1.139), isto é,

U (z) = Uy(s) = Up(2z — 1) (1.146)

Assim, os primeiros polinémios da segunda espécie sao os seguintes:

6423 — 9622 + 40z — 4

Up(s) = 1 = Ujz) = 1
Ui(s) = 2s = Uf(z) = 4do-2
Us(s) = 4s*—1 = Uj(x) = 4(2xz-1)2-1
_ 2 _
o, 160° - 16043 (1147
Us(s) = 8s%—4s = Uj(zx) = 8(2r—1)%—4s

Proposigao 1.6.3. Os polinémios de Chebyshev de sequnda espécie no intervalo [0,1] satisfazem a
sequinte relagdo de recorréncia e condicoes iniciais

Us(x) = 1, n=>0
Uf(z) = 4z —2, n=1 , comx € R. (1.148)
Uia) = 2020 — )U; () — U o), n=2,3,...

Demonstragdo. Anédloga a demonstragao da proposicao ((1.144]). [ |

Na Tabela estdo representados os graficos dos primeiros polindémios de Chebyshev de segunda
espécie no intervalo [0, 1].
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Tabela 1.6: Polindmios de Chebyshev de segunda espécie no intervalo [0, 1]

" Usa o

16"%2-16"%+3

2l L L L L L i L L
A 05 0 05 1 | 05 A 05 0 05 1

Us(z) =1 Us (z) = 4z — 2 U (x) = 1622 — 16z + 3

Proposigao 1.6.4. De (1.38)) e de (1.146) pode-se concluir que

Usp1(z) = 22U (2%). (1.149)
Demonstracao.
sen Uy, _1(x) = sen2nf
< senfU,,_1(z) = senn(20)
< senfUs, 1(z) = sen20U,_1(cos20)
< sen Uy, () 2sen f cos OU,,_1(2cos® 0 — 1)
< senfUs, () sen (2 cos OU,,_1(2cos? 0 — 1)]
< senfUsy, i(z) = senf[2zU, ,(22* —1)]
= Usp1(x) = 22U (2?).

1.6.3 Polinémios de terceira e quarta espécies no intervalo [0, 1]

Definicao 1.8. Os polindmios de terceira espécie no intervalo [0,1], V.*(x), sao obtidos a partir de
([T63) e (T.139), isto ¢,

Vi(z) = Vu(s) = V(22 — 1) (1.150)

n

Assim, os primeiros polinémios da terceira espécie sao os seguintes:

Vo(s) = 1 = Vy@) = 1
Vi(s) = 2s—1 — Vi(z) = 4o-3
Vo(s) = 482 —2s—1 = Vy(z) = 42z—-1)*-22z—-1)-1
= 162> —-20x+5
)
Va(s) = 8s3—4s’ —4s+1 = Vi(z) = 8(2zx—1)3—-4(2x—-1)2—-42x—-1)—1

6423 — 11222 + 562 — 8

(1.151)

Na Tabela estao representados os graficos dos primeiros polinémios de Chebyshev de segunda
espécie no intervalo [0, 1].

48



Polinémios de Chebyshev Polinémios de Chebyshev em [0,1] e em [a,b]

Tabela 1.7: Polindmios de Chebyshev de terceira espécie no intervalo [0, 1]

1622045
6431122 +56"x8

Vi(z) =4z — 3 V() = 1622 — 20z +5 Vg (x) = 642% — 11227 + 567 — 8

As relagoes correspondentes para V" e W' sao ligeiramente diferentes dos casos ([1.142) e (|1.149)

0
envolvendo Ty, _1(x) e Uy, (). Usando a variavel u = cos 2 introduzida em ((1.131]), (1.134)) e (1.150))

teremos para a terceira espécie

* 2 _ 2 _ — .1
Vn_l(u ) " Vn_l(QU ].) ) Vn_1<5(]) u Tgn_1<u),

substituindo u por x teremos

Ton1(z) = 2V (2%). (1.152)

Defini¢ao 1.9. Os polindmios de quarta espécie, W) (z), sao obtidos a partir de (1.64]) e (1.139),
isto €,

WH(z) = Wa(s) = Wi(2z — 1) (1.153)

Assim, os primeiros polinémios de quarta espécie sao os seguintes:

Wo(s) = 1 = Wix) = 1
Wi(s) = 2s+1 = W) = 4do-1
Wo(s) = 4s*+2s—1 = Wj(z) = 4(2z—-1)2+202z-1)-1
= 162 — 12z +1
(1.154)
Wi(s) = 8% —4ds? —4s—1 = Wi(z) = 8(2z—1)3—4(2r—1)?
—4(2x—1)—1

6423 — 11222 + 562 — 9

i

Na Tabela [I.§ estao representados os graficos dos primeiros polinémios de Chebyshev da segunda
espécie no intervalo [0, 1].
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Polinémios de Chebyshev Polinémios de Chebyshev em [0,1] e em [a,b]

Tabela 1.8: Polinémios de Chebyshev de quarta espécie no intervalo [0, 1]

T T T T T T T T T T T T
Ws1p) —— wi2p) — Ws3(x) —

16212+
6473311242 456"3.9

Wi(x) =4z +1 Wi(z) = 162% — 122 + 1 Wi (z) = 642 — 1122 + 562 — 9

Usando as relages dadas em ((1.131)), (1.134)) e (1.153)) teremos para a quarta espécie

Wiy (u?) = W1 (2u® = 1) = Wy () = Usp(u)
substituindo u por x teremos

Uspn(x) = Wi (2?). (1.155)

1.6.4 Polinémios de Chebyshev definidos num intervalo [a,b]

Em geral, podemos definir os polinémios de Chebyshev em qualquer intervalo finito [a, b] na variavel x,
fazendo que este intervalo corresponda ao intervalo [—1, 1] de uma nova variavel s sob a transformagao
linear

S:2x—(a+b) @x:s(b—a)—l—(ahkb)

P— 5 , x € [a,b], s€[-1,1]. (1.156)
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Capitulo 2
Aproximacao Minimax

Neste capitulo apresentamos os principais resultados tedricos da Teoria da Aprorimacao Minimaz.
Dentre esses resultados, merecem particular destaque o Teorema fundamental da Teoria da Aproxima-
¢ao, conhecido como Teorema de Weierstrass, o Teorema da alternancia para polinomios algébricos,
o Teorema da alternancia para polinomios trigonométricos e a a propriedade da alternancia para os
polinomios de Chebyshev da primeira espécie, nao nos foi possivel apresentar as demonstracoes destes
teoremas mas elas podem ser encontradas em [I] ou em obras nele citadas. Duma forma geral, o
conteudo deste capitulo foi extraido do livro [1].

2.1 Consideracgoes gerais

Uma das areas em que os polinémios de Chebyshev tém um papel fundamental é a aprozimacdao
minimaz de fungoes por polindmios. Vamos inicialmente nos concentrar na definicao da estrutura
da funcao objeto da aproximagcao e apresentar alguns resultados tedricos essenciais, dando particu-
larmente aten¢do a aproximacdo uniforme (ou L) e introdugao a propriedade minimax dos
polinémios de Chebyshev.

E muito ttil poder substituir qualquer funcdo dada por uma funcio simples, como um polinémio,
escolhido para ter valores nao idénticos, mas muito proximo dos da funcao dada, uma vez que tal
aproximagdo pode nao so ser mais compacta para representar e armazenar valores, mas também mais
eficiente para avaliar ou manipular.

A estrutura de um problema de aprorimacdo apresenta trés componentes principais:

1. Uma classe de fungoes que contém a funcao a ser aproximada;
2. Uma forma para a fun¢do aproximante e

3. Uma norma (do erro de aproximagao), em termos de qual o problema pode ser formalmente
apresentado.

O trabalho do especialista em aproximagoes ¢ de fazer uma seleccao dessas componentes que seja
adequada ao problema de aproximagao proposto de modo que o consiga resolver.

Definigao 2.1. Chama-se classe de fungoes a uma familia restrita F de fungées f(x) que apresentam
uma determinada caracteristica comum.

Vamos usar as seguintes classes de fungoes definidas no intervalo [a, b]:

1. Cla, b] - classe das fungoes continuas no intervalo [a, b];
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Polinémios de Chebyshev Minimax

2. Ls]a,b] - classe das fungoes de quadrado integrével no intervalo [a, b], isto é,

Lola,b] = {h(a:) a0 — R /ab h?(x)dz < —l—oo} (2.1)

esta classe é um caso particular da classe £,, isto quando p = 2.

Apesar de estarmos interessados apenas numa funcao especifica, a que pretendemos aproximar, de-
finimos estas classes de fungbes porque isso nos ajuda a isolar as propriedades da funcao que sao
relevantes para o nosso estudo, para além de existir uma estreita ligacao entre a classe de funcao em
que trabalhamos e as normas que podemos usar. Em particular, ao colocar as fun¢des em uma das
familias acima apresentadas, assumimos implicitamente que ndo nos importaremos com o comporta-
mento das fun¢des nem desejamos aproxima-las fora do intervalo [a, b] dado.

Definicao 2.2. Chama-se forma de aproximacao a uma forma funcional especifica que serd adoptada,
que inclui os coeficientes indeterminados ou outros parametros.

Neste trabalho, salvo em casos especificos, as aproximagoes terao a forma polinomial com grau n
cuja forma geral é dada por

() = pu(2) = cpa™ + cp12™ 4o+ cox® + 1+ o, (2.2)
onde ¢, -+ ,cy com ¢, # 0 sao os coeficientes a determinar.

Definicao 2.3. Seja V' um espaco vectorial. Sejam u e v do espago vectorial V. Chama-se norma,
e representa-se por || - ||, a qualquer fungao escalar real definida em V, que satisfaca as sequintes
propriedades:

L YueV, |lul| >0 e |Jul|=0< u=0,
2. Vu, v, [lu+o|| < fful] +[|v]| e
3. Ya € R e Yu, ||aul|| = |al||u]|.
As principais normas das classes de fungdes anteriormente mencionadas sdo as seguintes:

1. L, que também é chamada norma uniforme, norma minimax ou norma de Chebyshev que é
definida como

1= 1lflloe = sup | F(a)] (2.3

2. Norma FEuclidiana:

5@ = 1 2 [ Pt d (2.4)

onde w(x) é uma funcdo continua e nao negativa definida no intervalo [a, b], integravel a Les-

b
begue neste intervalo e / w(z) dx >0

a
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Polinémios de Chebyshev Minimax
2.2 O problema da aproximacao

Na secgao anterior definimos classe de fungoes F, forma de aproximagio e uma medida || f(z)— f*(z)]|
que determina a proximidade de f*(x) em relacdo a f(z) definida em F. Entao, como é que podemos
julgar com precisao a qualidade de f*(x), como aproximante de f(z) em termos da norma?

Defini¢ao 2.4. Seja F um espago linear normado. Seja dado f(z) em F e seja A um sub-espaco
de F.

1. Uma aproximagao f*(x) em A é considerada aceitdvel se

1f(z) = fH ()]l <e (2.5)
onde € € a precisao.

2. Uma aprozimagao [(x) € considerada melhor aprozimagao em rela¢io a qualquer outra apro-
zimagao f*(x) se

1f () = fe(@)l] < [If(x) = f*(2)]] (2.6)
(@)
-t

Note que ds vezes haverd mais de uma melhor aprozimagdo para a mesma fungio f(z) dada.

3. Uma aproximagdio fx(x) é considerada quase-melhor aproximagio em relagio a uma distincia
p se

1f(z) = fy@)]] < A+ p) |[f(z) = fa2)l] (2.8)
onde p é um valor real positivo e f5(x) é melhor aproximagao de f(x).

Se a norma a usar for L, no lugar de melhor ou quase-melhor, usaremos a terminologia minimax
ou quase-minimax, respectivamente.

Um problema de aproximacao consiste em determinar uma aproximacao de um destes tipos. No
entanto, exige-se que a aproximacao seja aceitavel e melhor ou aceitavel e quase melhor, uma vez

que nao ¢ util encontrar uma melhor aproximacao se também for muito pobre.
1

@)

Teorema 2.1 (De Weierstraseﬂ). Dada uma fungio f(x) pertencente a Cla,b], e para qualquer e > 0
dado, existe sempre, pelo menos, um polindmio aproximador p,(x) de grau suficientemente grande,
tal que

A expressao (2.7)) pode ser vista como um problema de aproximagao ponderada, onde w(z)

1f(z) = pu(®)|] <. (2.9)

'Karl Wilhelm Theodor Weierstrass, foi um mateméatico Alemao que viveu entre os anos de 1815 e 1897, o seu
trabalho forneceu as bases para a teoria das fungoes analiticas e foi o pioneiro da Anélise Matematica moderna.

23



Polinémios de Chebyshev Minimax
2.3 Melhor aproximacao e aproximacao minimax

Definicao 2.5. Dada uma norma, a melhor aproximacdao serd dada pela solugio do sequinte
problema de minimizagdo
min x) — ff(x)]]. 2.10
min || (@) = @) (210)
No caso da aproximagao polinomial de grau menor ou igual a n, como é 0 Nosso caso, a expressao

(2.10) serd escrita como

minimo_ [1f(zx) = pa(@)] (2.11)

1,7, Cn

onde
pn(T) =co+ 1z + - + cpa”.

Teorema 2.2. Para qualquer p € [1,00| existe um Wunico polinémio p,(x) aprorimante da fungdo
f(z) € Ly[a,b] na norma L,, onde w(x) € a fungdo peso associada ao integral em L,, considerada
unitdria quando p — 00.

Teorema 2.3 (Teorema da alterndncia para polindémios algébricos). Para qualquer func¢io f(x)
pertencente a Cla,b|, existe uma unica aproximagcdo polinomial minimax p,(x) que € caracterizada
pela propriedade da alterndncia (ou equioscilagio) em pelo menos n + 2 pontos no intervalo [a, b
nos quais | f(x) — pu(x)| atinge o seu valor mdzimo, tomando |f(x) — pn(z)| sinais alternados nesses
pontos.

Este teorema, que muitas vezes é atribuido a Chebyshev mas, que na verdade, pertence & Bore[]
afirma que, para p,(z) ser melhor aproximacao é necessario e suficiente que a propriedade da equi-
oscilagao se mantenha e que apenas um polinémio que tenha essa propriedade serd uma melhor
aproximacao.

Como exemplo da aplicagao do Teorema , vamos supor que a funcido f(z) = x* foi aproximada
pela funcao linear

[ (z) =pi(x) =2 —0.125 (2.12)
no intervalo [0, 1]. Entéo o erro absoluto serd dado por
Af(m) =22 —2+0.125

e atinge o maximo absoluto de 0.125 nos pontos x = 0, x = 0.5 e x = 1. nesses pontos a funcao
assume alternadamente os valores +0.125, -0.125 e +0.125.

Teorema 2.4 (Teorema da alterndncia para polinémios trigonométricos). Seja Co. o espago das
fungoes continuas com periodo 2mw. Seja

q(0) = ap+ > _ (aj cos kb + by sen ko) (2.13)
k=1

no intervalo [a,b].

Para qualquer funcdao f(0) definida em C3_, o polinémio aprovimador q(6) da forma ([2.13) ewiste
e € caracterizado pela propriedade da alterndncia em 2n + 2 pontos para [—m,w|. Se by, -+ b, (ou
by, ,by) forem todos iguais a zero, entio q(0) serd wma soma de cossenos ou senos, respectiva-
mente. Se f(0) for uma fungao par (ou impar) entdo a aproximagio minimaz q(0) serd caracterizada
pela propriedade da alternancia em n + 2 (ou respectivamente n + 1) pontos de [0, 7].

2F¢élix Edouard Justin Emile Borel, foi um politico e matemaético francés que viveu entre os anos 1871 e 1956.
Como matematico, ele é reconhecido pelos trabalhos efectuados na Teoria de medida e sua aplicacdo a Teoria de
Probabilidades.
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Polinémios de Chebyshev Minimax
2.4 Propriedade minimax dos polinémios de Chebyshev

Da Proposicao sabemos que os polinémios de Chebyshev T},(x) admitem n+ 1 extremantes que
sdo determinados pela formula ((1.25])

Lema 2.5 (Propriedade da equioscilagao para T, (x)). A familia T,,(x) atinge no intervalo [—1,1] o
seu valor mdzimo igual a um, isto €, rr[Lalxl] |f(z)] =1, com sinais alterados, precisamente em n+1
ze|—1,

pontos, nomeadamente nos pontos dados por[1.25.

Corolario 2.6 (Do Teorema (2.3))). A aprozimagdo polinomial minimaz de grau n — 1 da fungdo
f(z) = 2™ no intervalo [—1,1] é dada por

Pt (z) = 2™ — 2T, (2). (2.14)

Corolario 2.7 (Propriedade minimax de T),(x)). 2'7"T,(x) é a aprozimagio minimaz no intervalo
[—1,1] para a fung¢do zero por um polinémio mdnico de grau n.

2.5 Polinémios de Chebyshev ponderados de segunda, ter-
ceira e quarta espécies

Vimos que a propriedade minimax de 7,,(z) depende da propriedade da alternancia de cosnf. No
entanto, a propriedade da alternincia mantém-se em n + 1 pontos 6, com 6 € [0, 7|, para cada um
dos polinémios trigonométricos

(k‘+%)7r

sen(n+1)0, 0 = ~—— k=0,1,---,m
kn—i—l
T

cos(n—l—%)@, 0= T k=01, N
kE+ i) 7

sen(n—i—%)@, 9:21), k=0,1,---,n.
n+5

Portanto, a partir das Definigoes [1.1], e as seguintes propriedades podem ser prontamente
deduzidas.

Corolario 2.8 (do Teorema[2.4)). As aprozimagées minimaz a zero no intervalo [1,1], por polindmios
mdnicos de grau n ponderados, respectivamente, por V1 — 22, /1 + 1z e /1 —z sdo dados por

27U, (), 27"Vu(z) e 27" W, (). (2.15)
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Capitulo 3

Funcoes Geradoras, Ortogonalidade,
Aproximacao L9 e Séries de Chebyshev

Neste capitulo, utilizando a relacao recursiva dos polinémios de Chebyshev e um método descrito em
[5], deduzimos as férmulas fechadas das fungoes geradoras para as familias de todas espécies destes
polinémios. Apresentamos os resultados sobre a ortogonalidade destes polinémios relativamente a um
produto interno definido a custa dum integral com fungio peso continua e ndo negativa. Seguidamente
apresentamos o desenvolvimento da fung¢do sinal em série de polindmios de Chebyshev de todas as
espécies. Efectuamos, também, a representacao grafica das somas parciais destas séries e efectuamos
algumas comparagoes.

A referéncia base deste capitulo é [I] mas a técnica usada na secgio [3.1], foi tirada de [5]. No artigo
em causa, esta técnica foi usada para encontrar fungoes geradoras para outros tipos de polinémios
ortogonais.

3.1 Funcoes geradoras

Definicao 3.1. Chama-se fungio geradora de uma sucessio de polinémios { Py(x)}re,, onde Py(x)
tem grau k, a uma funcao f que satisfaz

Fla,t) = i Py(z)t". (3.1)
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Polinémios de Chebyshev Funcoes geradoras
3.1.1 Funcao geradora dos polinémios de Chebyshev de primeira espécie

Consideremos a relagao de recorréncia dada em ([1.10)). Multiplicando ambos os membros desta por
t* e somando para n > 2, obtemos:

i_o:Tk(a:)tk = inTkl(x)tk—iTkQ(:c)t

— i Ti(x)t* = 2wt Z T (z)tF ! — 2 Z Tyo—o(z)tF 2
k=2 k 2

<~ Z Ty ([E)tk = 2t Z Tk —t? Z Tk

= i T (2)t* — Ty(z) — Ty (2)t ) 22t Z Ty (2)t* — To(z)| — t? Z Ty (x

e 7 fa) —To@) —Ti@)t = 2utf(r.t) — 20t — 12 f(:c )

— f(z,t) = 2atf(z,t) +12f (x,t) = 1—2xt+uat

= (1 -2zt +t*)f(x,t) = 1—uat

Assim, a funcao geradora dos polinémios de Chebyshev de primeira espécie é dada por

1—uxt >0
Fa,t) = thﬂ - kz:% Ty (2)t*. (3.2)

3.1.2 Funcao geradora dos polinémios de Chebyshev de segunda espécie

Consideremos a relagao de recorréncia dada em ([1.49). Multiplicando ambos os membros desta por
t* ¢ somando para n > 2, obtemos:

ZUk(l’)tk = QSEZUk 1 f; —ZUk 2
k=2 =

= iUk(x)tk = 2thUk 1 (z)tF tZZUk_ )2
k=2 k: 2

< ZUk([E)tk = 21’tZUk —tZZUk

— Z Up(2)t* — Up(x) — Uy (2)t = 2t Z Up(2)t? — Up(2)| — 12532 Up(2)tF

= flz,t) = Up(x) = Up(z)t = 2xtf(x t) —2xt — t2f(x,t)

= f(x,t) = 2wtf(x,t) + 2 f(x,t) = 1— 2xt+ 2t

— (1—2xt+t*)f(z,t) = 1

Assim, a funcao geradora para os polinémios de Chebyshev de segunda espécie é dada por:

1
1 — 2zt + 2

A (3.3)

k=0

[, t) =
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Polinémios de Chebyshev Ortogonalidade
3.1.3 Funcao geradora dos polinémios de Chebyshev de terceira espécie

Consideremos a relacao de recorréncia dada em [1.81] Multiplicando ambos os membros desta igual-
dade por t* e somando para k > 2, obtemos:

i_o: Vi(2)th = 22 i_o: Vi (z)tF — f: Vi (2)t

— S Vilz)th = 2thVk 1 (z)t* ! tQZVk, A
k=2 =

= S Vi(a)th = 2thVk —tQZVk
= k=1

— ka — Vi(z)t — Vo(x) 2t | Y Vi)t — Vo(x) —t2ZVk(x)tk

) — =
(2xt ’fgz)f(x, t)—2xt+ (2 — 1)t +1

2]

<~ f(x7t>

Entao a fungao geradora para os polinomios de Chebyshev de terceira espécie é dada por

1—1t >
fat)= =5 = ];) Vi (2)th. (3.4)

3.1.4 Funcao geradora dos polinémios de Chebyshev de quarta espécie

Consideremos a definicao de recorréncia dada em [1.85 Multiplicando ambos os membros desta
igualdade por t* e somando para k > 2, obtemos:

S Wi(z)th = 22> Wiy (z)th — Z Wi_a(z)t
k=2 k=2
= Y Wila)tr = 2atd> Wiq(a)t"! tQZWk o (z)tF
= k=2
= Y Wila)tr = 2atd Wi(a)t" —tQZWk )tk
k=2 k= 1
<:>Wt’f:2tWt—W — 12 Wi(a)tF + Wi (2)t + W,
> Wi(x) x l;) i of Z + Wi(z)t + Wo(z)
— flz,t) = (2ot —t*)f(x,t) — 2t + (2:1: + 1)t + 1.

Entao a fungao geradora para os polinémios de Chebyshev de quarta espécie é dada por:

1+ >

1 -2zt 4+t =

flz,t) = Wi (z)t". (3.5)
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Polinémios de Chebyshev Ortogonalidade
3.2 Ortogonalidade

3.2.1 Representacao integral e funcao peso

Definicao 3.2. Seja E um espago vectorial sobre o corpo K, em que K = R ou K = C. Consideremos
trés elementos, x, y e z, do espaco E.
Chama-se produto interno a fungdio (-,-) : E X E+— K, que satisfaz as sequintes propriedades:

e (r,2) >0 e (r,z) =0« x =0 (Positividade)
e (x,y) = (y, x)(Comutatividade)
e (az,y) = a(x,y) (Homogeneidade)
e (x+uy,2) = (x,2)+ (y, 2)(Aditividade).
Definicao 3.3. Chama-se funcao peso, e representa-se por w, a uma fungdo nao negativa, definida

e continua no intervalo [a,b], que € integrdavel a Lesbegue e

/abw(:t) dx > 0.

No contexto das funcgoes reais de varidavel real, o produto interno pode ser definido a custa dum
integral que depende duma funcgao peso.

Definicao 3.4. Seja E um espago vectorial sobre um corpo K, onde K =R ou K = C. Sejam f(x)
e g(x) duas fungoes reais ou complexas definidas em E, entao, o produto interno dessas fungoes serd
dado por

b
(f@).9@) = [ f@gleye(r) do (3.6)

Pode-se demonstrar que (3.6|) satisfaz os axiomas do produto interno apresentados na Definigao .
A norma Euclidiana, dada em (2.4]), ¢ uma norma definida a partir do produto interno ) através
da identidade:

151l = TG 7 = | [ Pete) do (3.7

Definigao 3.5. Duas fungoes, f(z) e g(z), definidas no espaco das fungoes continuas de quadrado
integrdvel no intevalo [a,bl, isto é, f(x),g(x) € La[a,b], sdo ortogonais no intervalo [a,b] em relagao
a uma funcao peso, se e somente se:

(f(x),g(x)) = 0. (3.8)

Vamos-nos concentrar nas familias dos polindmios ortogonais { P;(x) }2,, onde P;(z) tem exactamente
grau ¢, que satisfazem

(Pi2), i) =0, i#]. (3.9
Como a funcdo w(z) é ndo negativa, entao
(Pi(x), Pi(2)) = ||[P(a)|* > 0. (3.10)

Em particular, diremos que a familia é ortonormal se:

(Pi(x),P(z)) = 1, i=j
{<Pi(x)apj($)> = 0, @'7&; ' (3.11)
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3.2.2 Ortogonalidade dos polinémios de Chebyshev

Proposicao 3.2.1. A familia dos polinomios de C’hebyshlev de primeira espécie é ortogonal no in-
tervalo [—1,1] em relagio a fungio peso w(x) = (1 — 2?)"2, idsto ¢,

1 1
(T(2), Ty(@) = [ T@)Ty(@)(1 = a*) % de =0, i#], (3.12)
-1
Demonstragdo. Se considerarmos que z = cosf) = dr = —senf df e se usarmos a definicdo
T;(x) = cosif e atendendo que t = —1 = 0 =7,z =1 =0 = 0, para i # j, teremos
/1 TZ(:E)TJ(x)dx _ /0 cos i cost(_ sen 6) df _ /w cos i6 cos j6 send do
-1 1 — 22 ™ sen 0 1o sen 0

= /7r cos if cos jO dbf 5 /7r [cos(i + j)0 + cos(i — 7)8] db
0

0
1 Sy A s
_ 1 sen(z .]) n sen(z .j) _ "y
2 t+) =] 0
(3.13)
Consequentemente,
(Ti(2),Tj(x)) =0,  i#}]. (3.14)
Se 1 = j, teremos
1T = (Ti(x). Ti(x)) - / (cosif)? do
0
L 1 2i0 | |™ 1
= 7/ (1 +cos2if) dd = — g+ X =-m, >0
2 Jo 2 2% |l ~ 2
A norma dos polinémios T;(z), para i > 0, é dada pela férmula
T
IT@)I1” = 5 (3.15)
e para ¢ = 0 temos
IT@)|* = (Ty(a). To(x)) = [ db = . (3.16)
[

A segunda, a terceira e a quarta familias de polinémios de Chebyshev também formam sistemas orto-
gonais no intervalo [—1, 1] em relagdo a fungdes pesos apropriadas. Assim, usando certas identidades
trigonométricas teremos:

Proposigao 3.2.2. A familia dos polinémios de Chebyshev de sequnda espécie, {U;(x)}.2, € ortogonal
1
no intervalo [—1, 1] com respeito a fungio peso w(x) = (1 — x2> 2

Demonstracao.

Ui(x),Uj;(x)) = Us(x)U;(z) (1 —2%)? da
W), Us(@)) = | <><10 ) 1
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Sabendo que x = cosf entao

Nl
ol

(1 — xQ) = (:sen2 9) =send
e que
~ sen(i+1)0 B ,
Ui(x) = eemg 7 Sen OU;(z) = sen(i + 1)6.

Assim o integral dado em (3.17)) fica

™ 0 U.: 0 . i
(Ui(2),Uj(z)) = / send Uiw) sen® Uy(@) (. g — / sen(i + 1)@sen(j + 1)8 df
0 sen 0 0
I o o 1 [sen(i—j)8 sen(i+j+2)0 .
= - —7)0 — 2)0] df = - -
2/0 [cos(i — j)8 — cos(i + j + 2)0] 2[ i it jt2
= 0
(3.18)
Se na férmula (3.18) considerarmos que j = ¢ teremos
U@)P = (Ui@), Vi) — [ sen®(i+ 1) o
1 1 2(i+ 1)6] |
- 7/ 1= cos2(i+ 1) d = = |p— SR2EEVON 7
B 2 2 2(i+1) 2
Logo, para ¢ = j temos
T
U@ = 3 (3.19)
|

Proposicao 3.2.3. A familia dos polinémios de Chebysheuv de tercez'm espécie, {V;(x)},, € ortogonal

no intervalo [—1,1] com respeito a fungdo peso w(x) = (1 + :E) (1—2x)" )

Demonstracao.

Vi) V@) = [ (1+2) (1 =2) T Vi@)Vi(e) do

dx (3.20)

Considerando que x = cos# entao

NG
|
—~
—
+
Q
@}

107}
>
~—
N
Il
=
7 N
[\
(@]
@}
n
o}
\
>
N———
|
S
(@]
O
w0
>

(1+2x)2 =

e dr = —sen @ dfl, bem como

cos(i + 1)0
cos %0

Vi(z) = = COS ;9%@) = cos (z + ;) 9.
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Deste modo, de (3.18)), obtemos:

(Vi(x), Vj(x)) = 24ﬂcos<i+;)ﬁcos(j+;)9d9

= /0 [cos(i+ j 4+ 1)0 + cos(i — j)e]ﬂ dg (3.21)
_ [sen(it i+ 16 seni =0T _
1+ +1 =] 0

Se na férmula (3.21) considerarmos que j = ¢, teremos

V@) = (Vi@), Vi) =2 [ cos’ (@—F;) 0
Logo,
V@2 = (3.2

Proposigao 3.2.4. A familia dos polinémios de Chebyshev de quarta espécie, {W;(x)}o, € ortogonal

no intervalo [—1,1] com respeito a fungao peso w(x) = (1 + a:)_% (1-— .7:)%.

Demonstracao.
1 1
WiWy) = [ (1+2)7 51— 2)iWi@)W; () do
1 1—z)2Wi(z)(1 — z)2 W,
_ [ e W ) 52,
—11 (1—x)2
= [ (=21 - W) (1 2) W () da
-1
Note que
(1-— )% =(1 —cosQ)% = <2se 210)é = V2se 19
r)? = n g = ng
entao
1 0 1
(1 —2)2 Wi(z) = v2sen §VVZ(x) = V/2sen (z + 2> 0.
Deste modo, de (3.23)) temos:
1 1
(Wi, w;) =2 " sen (H— 2)9sen <j+2)9 db
= / cos(i — j)0 — cos(i+ j + 1)6] dbf
o—r (3.24)

11— 1+ +1

[sen i—j)f  sen(i+j+ 1)]
=0
0.
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Se, na férmula (3.24)), considerarmos que j = ¢ teremos

& 1
= (W), Wi(x)) = 2/0 sen? (z + 2) 6 do
™ sen2(i+1)0 b=r
= / [1—c082(i+;>0] do :[9—(12)
’ 2(2+5) =0

= 7.
Logo

[Wi(2)[[* =7

3.3 Aproximacao L,

(3.25)

No Capitulo[2] por meio do Teorema[2.3|caracterizamos uma melhor aproximagao polinomial minimax
e isso levou-nos a propriedade da alternancia. Agora consideramos a melhor aproximagao polinomial

L5 de um dado grau, o que nos levara a propriedade da Ortogonalidade.

Teorema 3.1. Para qualquer polinémio f(x) de grau n, existe um tinico polinémio p?(x) de grau

menor ou iqual a n que melhor aproxima uma dada fungao f(x) definida em Lo, tal que

(f(x) = pB (), pu(z)) = 0.

Demonstragdo. Consideremos

en = f(z) =y (2)

(3.26)

(3.27)

1. Necessidade. Suponhamos que, para algum p,(z), <ef ,pn(x)> # 0. Entao, para qualquer

escalar A,

@) = (@) + @) = leBl@) = Mpulw)]||

= (eB(a) — Mpu(x), B (x) — Apu ()

= (B@)" ~ 22l (@)pala) + 2 (pu(a))

= Hef(m)“z — 2\ <ef(x),pn(l‘)>

< et

Portanto, pZ(z) 4+ Ap,(z) é melhor aproximacio que p?(x), o que contradiz o enunciado do

teorema.
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2. Suficiéncia. Suponhamos que (3.27)) seja vélido e que ¢,(z) seja um polinémio de grau n, nao
idéntico ao polinémio p?(z). Entao

1£(2) = qul@)]> = || f(x) — pE ()

Portanto, ||f(x) — gu(@)||* > || f(x) -

I

iy 2@+ 22— @) = [k @) +r @) - 2@

= Jlef@ + (5 @) — )| = [|eE @)

= {(B@) + (1) — (@) ,eB(@) + (B (2) — gula)))
—(eB(a), B ()

= (eB(@) +2eB(x) (B (2) — ul@)) + (P () — gula))’
~(ef(@))”

= 2e8(0) (150) — @) + (B () — an())”

= (P(@) = gula). PE(2) — qul)) + 2 (eB(2), pP(2) — gu(x))
|2 ) = auto)|[

> 0

ACIE

Como ¢,(z) é arbitrario, pZ(z) deve ser a melhor aproximacdo em L,. Ele também deve ser
tnico, pois sendo poderiamos ter g,(x) para ser outra melhor aproximagcao e obtem-se a ultima

desigualdade como uma contradigao.

Corolario 3.2. Se {P;(z)}, sendo que o grau de P;(x) tem grau i, for um sistema de polindmios

ortogonais em |a, b, entdo:

1. a fungdio zero é a melhor aproximagao polinomial Ly de grau n — 1 para P, em [a,b];

2. P, é a melhor aproximagio de Ly da fung¢io zero em [a,b] entre os polinémios de grau n com

0 mesmo coeficiente principal.

Demonstracao.

1. Qualquer polinémio de grau n — 1 pode ser escrito na forma

pnl

Z ciPi( (3.28)
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Entao,

(Pu(7) = 0,ppa(x)) =

Pn(x),7§:0 Ci-Pi(‘r)>
3 ci (Pn(x), Pi())

0

S

Il
STl

(3-9)

O mostra, pelo Teorema [3.1], que a fungdo zero é a melhor aproximagao polinomial de grau néo

superior an — 1 de P,(x).

2. Seja ¢, (x) um outro polinémio de grau n que tenha o mesmo coeficiente principal que P,(x).
Entao ¢,(z) — P,(x) é um polinémio de grau n — 1. Podemos, portanto, escrever

4ul) — Po(z) = z P (z)

e de (3.9)), deduz-se que

(Pa(2), gn(x) — Po(z)) = 0. (3.29)
Agora temos
lan(@)[1” = [Pa@)[]” = (aa(2), qu(2)) = (Pu(), Pu(2))
= (@(2) = Pu(®), gu(z) — Pu(2)) — (Fu(2), gu(x) — Po())
|lgn(x) — Pa(2)]|
> 0.
Portanto, P, é a melhor aproximacao para a funcao zero. [ |

Corolario 3.3. O melhor polinémio aprozimador em Ly pZ(x) de grau n da fungio f(x) pode ser
expresso em termos da familia de polinémios ortogonais { P;(x)} na forma

onde

Demonstragio. Para k=0,1,--- . n

(f(x) = pE(x), Pu(x))

i =0(1)n. (3.30)

f(@), Pu(w)) = 3 ci (Pi(x), Pr(x)) (3.31)
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Agora, qualquer polinémio de grau n, p,(z), pode ser escrito como

n

pale) = 3 diPi(a),

=0
e, portanto
(f(x) = pB (), palz)) = Zd (f(@) = PP (). Pix)) = 0.
Pelo Teorema (3.1} pZ(z) ¢ a melhor aproximacao. [

Para ilustrar a aplicagdo do Corolério [3.3, vamos determinar, para cada uma das familias dos poli-

némios de Chebyshev, a melhor aproximacoes p?(z) da funcao f(z) = 1 — 2%

Nos calculos que se seguem, quando necessario, iremos empregar a seguinte mudanca de variavel:
r=cos =>dr=—senf. Sex=—-1=0=mex=1=0=0. (3.32)

1. Para a primeira familia temos que

PP (z) = coTo(x) + e Th(2),

onde
(f(z), To(2)) 1/1 o\ 3 >
= ML 00 =~/ (1- 1—2%) d
“ g (f?) To(iv)> €m © 71< ) (1-a%) do
_ = = —/ sen? 6 df
™ 3.32) 7 Jo
B i 0 sen 260 B 1
02 27 2 . T
e
<f( ), Ty(x)) 2/ 3 >
cq = — "= = 1—=x 1—2%)x dx
' (T (@), Ta(@)) -gl( ) =)
= — 1—37 z dx = —/ sen? 6 cos 6 df
72T (13-32) 77'2 0 -
= —/ sen 0d(sen9) = ——sen’f = 0.
m Jo 3 0
Logo,
p?(x) = coTo(z) + 1 Th(x) = =
2. Para a segunda familia temos
pP(x) = coUp(x) + a1 U (),
onde
(f(z),Up(m)) / 2 2.y
_ Yolw)) 2 ) dr = f/ 6 do
0 (Uop(x),Up(x)) @EI9) 3:) ‘ B32) 7 Jo e
" o (30—sen2€) . = 7
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e
4 1 4
clzw = —/ (1—x2)2(1—x2>xdx = —/ sen 6 cos @ db
(Uy(x),Us(x)) @I 7.J-1 mlo
4 yw 4 o
—/ sen* 0 dsen 6 _ It = 0
T Jo T 5 o
Logo,
pP(x) = coUo(x) + Uy (z) = 1
3. Para a terceira familia temos
pY(x) = cVo(x) + e Va(e),
onde
(f(x),Vo(x)) I ) 1 >
= MWL) 2 (1—2)"2(1-2%) d
T o) Vo)) €3 7 1 1 z) 1< x> ! )
ol (4 (l-a) (1 —a?) (L +a)? I
m ) (1+2)?
_ ! 1(1+x) 1—x2)_%(1—x2) dx
[ 1
= -/ ( 1—-2%) d
= — [ (1+cosf)sen®d df
(13.32) 71T 07T 1 -
= —/ sen’ @ d9—i——/ sen’# dsenf
1 20\ 71 .
S + —sen®6
D2 27 2 0o 0
1
= 5
e
(f(x),Vi(x)) 1/1 1 1 5
- = S 4+ -2)(1-2?) (2 -1)d
U WEnE) @ 7l (i) )
1/1 1+z)2(1—-2)21-2*)1+2)(2zx-1) J
= = T
mJ-1 (1—1—95)%
= 1/1 (1+x)(1—x2)_%(1—3:2)(233—1) dx
T J-1
_ 1/1 (+a)(1-2%) o —1) d
= 71T i, T T T T
= —/ (1+cosf) (2cos® — 1)sen® 6 do
(13.32) 7{ 07r
= —/ (200s2«9+0089—1>sen20d0
3 17 1 7
= —/ coszﬁsen29d9+—/ cos&senQGdH——/ sen’@ do
7T2 ° ™ 17T %9” 1 sen72r<90 ™
n
= — (6 — 3sen20) 4= e
(D3).[D2) 8 o T 0o 2 0
1
- -7
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Logo,
1 1 3 1
pr(z) = aVo(z) + aVi(z) = 371 (2x—1) = 1"
4. Para a quarta familia temos
pP(x) = cWo(z) + a1 Wi (),
onde
( (), Wo () L
= = — 1 2 1_ 2 (1 —
O T Wo(e), Wo(@)) €2 / + ) 1 x)l( x>d*’”’ 1
_ lpaesteeioose-at,
) (1—x)2
1 _1
= — 1_ 1_ 2 2 1_ 2 d
00 T
?/;( 7)(1-2%)" do
= ~ [ (1—cosf)sen®d db
(13.32) 7{ OTF ) _
= - sen?6 df — = sen? 6 dsen 6
b 20\ [* 1 .
- (e_sen ) — —sen®0
@2 27 2 0o T 0
1
pu— 5‘
e
(f(z), Wy(x)) 1/t _1 1 9
— — — 1 2 1_ 3 1_ 2 1
T @), () 3 7T/—1( +a) 2 (1-2) ( x)<x+ ) dx
1 3 (1 — )7 (] — 22 N3
_ 1/ (o) 2(1-a)2(1-a) (=) 2 +1)
Tl (1—x)2
1 ! 2 _% 2
;/1(1_93)(1—93) (1—$)(2$+1) dx
1 /! 1
= */ (1- )(1—x2)2(2x+1) dx
13
= - _ 2
55 7{/0 (1 —cosf) (2cos@ + 1)sen-6 db
J— _ 4 2
= 7T/O (—2cos” 0 + cosf + 1) sen” 6 df

——/ cos? @ sen? 0d9—|——/ cos@sen®6 df + — / sen’@ db

™ 1sen30 1 0 sen29
S 2

(9—3sen29) + —

0 s

0

87
1

= T
Logo,
B 11 13
pr(z) = coWo(x) +eWi(x) ==+ -2z +1) = o+ —.
2 4 2 4
Apesar das questoes ligadas a convergéncia nao fazerem parte deste trabalho, interessa trazer o

seguinte resultado tedrico:

Teorema 3.4. Seja f(x) uma fungio definida em Cla,b], entao seu desenvolvimento em polindmios
ortogonais converge em Lo com respeito a funcoes peso apropriadas.
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3.4 Desenvolvimento de funcoes em série ortogonais

Definigao 3.6. Consideremos o desenvolvimento formal de uma dada fungao f(x) em série com base
em um sistema { g }re, de polindmios ortogonais no intervalo [a, b] relativamente a uma fungao peso
nao-negativa w(x), onde o grau de ¢r(z) € igual a k, ou seja

x) ~ g:ckcﬁk(:c), x € |a,b]. (3.33)

Aplicando o produto interno definido em ([3.9) com ¢;(x) a ambos os membros da igualdade anterior,
obtemos:

(f (@), dr(x)) = i_oj ¢i (i), dr(x)) = c (Pr(x), Pu(x))
ou seja

(@), () )
= @) ey O (3:34)

3.5 Desenvolvimentos da funcao sinal em séries de Chebyshev

Fixemos o intervalo [a, b] igual a [—1, 1] e tomemos as fungdes peso dos polinémios de Chebyshev de
primeira, segunda, terceira e quarta espécies, que sao respectivamente

1 1 11—
W (1) = ———, w,(z)=11-212 R e Wy, ’

V1—22 11— @) =\

Definicao 3.7. Os desenvolvimentos de fungoes em séries de polinomios de Chebyshev das quatros
espécies, sequndo (3.15)), (3.19), (3.22) e (3.25) tém a forma

1. Para a primeira espécie temos

x) ~ > el Ty(x) com ¢ —/ f(x )1 —a?)"7 dr. (3.35)
i=0

2. Para a sequnda espécie temos

z) ~ > Ui(x) com cf —/ (1 — xQ)% dx. (3.36)

3. Para a terceira familia temos

Zc U; com ¢} / z)(1+ x)

1=0

SIS

(1—2)"2 da. (3.37)

4. Para a quarta familia temos

[ W@ )

™

[SIES

o0
z) ~ > ¢'U; com ¢} =

1=0

(1—2)? da. (3.38)
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3.5.1 Desenvolvimento em série de polinémios de Chebyshev de pri-

meira espécie

Definicao 3.8. De acordo com (3.35)), o desenvolvimento formal em série de polindmios de Chebyshev
de primeira espécie é dado por

f(z) ~ Z’CZTTZ(x) = ;cho(x) +cI'(z) + dTo(z) +--- . (3.39)
i=0

Seguidamente vamos apresentar o desenvolvimento da fungao

1, >0

o) =sianta) ={ ;120

em série de polinomios de Chebyshev de primeira espécie.

De (3.35)) vem, parai=1,2,3,---
T 2 2\—1
= 2 @) -t de

m™J-1

= —¢ = /W(l—COSQQ)_%f(COSG)TZ-(COSQ)(l—COSQQ)% do
0

— = = /Oﬁf<COSQ)Ti(COSQ) df

us

— = = /Ef(cosﬁ)coswd@%—/ﬁf(cosﬁ)coszﬂd&
0 3

T bl . LA
— = = / cos 10 d9—/ cos it do
2 0 z
T o senif|?=5  senif|9="
= ¢ = — - —
¢ 1 0=0 1 9:%
T 2seniZ
T _ 2
— §C’i = - .
)

Se i = 0, entao,

™ z T 0=5% 0=m T T
rel = [ fleosO)Tolcos0) do = [* do— [“ap=0] "—6 =T-T—0ed =0
0 0 z 0=0 o=z 2 2
Sei=2k,k=1,2,---, entao
™ 2sen T 2sen k
ST o T g 0 F =0

Sei=2k—1,k=1,2,---, entado,

T 2sen ZUT ogen (kr — 1) 2(—1)k1
—C —_= = —
9 k-1 2k — 1 2k — 1 2%k — 1

70




Polinémios de Chebyshev Séries de Chebyshev

Assim

Finalmente, temos

(—1)2k T211—1($) _ ;‘; Ty(z) — ;T3(x) + éT5(96) NI (3.40)

sign(x) ~

A Figura[3.1] sugere que quanto maior for o niimero de termos somados na série (3.40)), tanto melhor
¢ a aproximacao.

) —— T — T g—
STO1(x) | L ST05() | L ST10()

) =——r 1(x) =—— fix) =——

)
ST15(x)

1+ F—————— 1 e ! 1 [m—m—m—mmme —

4 g B 4 A e S O]

Figura 3.1: Somas parciais de graus 1, 5, 10, 15, 20 e 22 da série de polinémios de Chebyshev de
primeira espécie

3.5.2 Desenvolvimento em série de polinémios de Chebyshev de segunda
espécie
As séries em {U;(x)}:2, podem ser obtidas directamente usando as propriedades da ortogonalidade

e a relagao (3.36)).

Definic¢ao 3.9. De acordo com (3.36)), o desenvolvimento formal em série de polindmios de Chebyshev
da sequnda espécie duma funcio f(x) é dado por

f(x) ~ iocgUi(x) = cgUo(x) + U (x) + S Us(z) + -+ . (3.41)

Seguidamente vamos apresentar o desenvolvimento da fungao sinal dada em (??) em série de poliné-
mios de Chebyshev de segunda espécie.
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De (3.36) vem, para ¢ =1,2,3,---,

<L

= 2 [ - @it da
= 72T/07r sen OU;(cos ) sen 0 f (cos @) db

2 ™
= 7/ sen (i + 1)@ senff(cosd) df
7 Jo

Por (3.42)), os coeficientes da série serdo dados por

chU = / senfsen(i + 1)0f(cos @) db
0
= /5 senfsen(i+ 1)0 df — /7T sen @ sen(i+ 1)0 do
0 2
B /3 cosif — cos(i + 2)0 40 B /7r cosif — cos(i + 2)0
0 2 z 2
1 senif sen(i+2)0 ’5 1 /senif sen(i+2)0
2\ i+ 2 0 2\ i i+ 2
_ sen‘zg B Sen(‘z + 2)5’ P>
1 1+ 2
Se i = 0, entao
TuU E T2
50 = /0 sen” 0 df - /ﬂ sen” 0 df

2

I

]

B

DN | —

S—
[VE]

1 rm
(1 —cos20) df — 2[5(1—00829) do

(3.42)

do

™

)|

Jus

_ 1 0_sen29 ‘3 1 9_sen20 ”:0.
2 2 0 2 2 T
Assim, teremos
¢ =0
Sei=2k, k=1,2,3,---, teremos
v _ senkr sen(k+1)m  senkm senkmcosm+ coskmsenw

T
292k = Top %k+1 @D 2%k 2% + 1
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Donde
¢, =0
Sei=2k—1, k=1,2,3,---, teremos
T v _ sen(2k —1)5  sen(2k +1)3 _ sen(km — 7)  sen(km + 7)
PR 2k — 1 2k +1 2k — 1 2k + 1
B _coskm  coskm [ (=D" N (—1)*
EDEDH 2k-1 2k+1 B 2k —1 ' 2k+1
4k
— — 1)k
e
Assim,
I 8 k

— k+1 —
C2k71_;4k_2_1(_1) 7k_]-727"'

De acordo com (3.41]) teremos que

, > 8= k
sign(x) ~ Z CQUk—1U2k—1($) = - Z 2 (—UkHUQk—l(ﬂU)
= i 4kt -1
8 /1 2 1
Se continuarmos a desenvolver a igualdade (3.42)) teremos
2 T
&&= —/ sen (i + 1)0sen 6 f(cos 0) db

mJo
2 1-(t+1)]0} — +2)0

_ 7/ cos{[1 — (i+ 1)]0} — cos(i + 2) F(cos )0

m Jo 2

1 g , .

= = / [cos i€ — cos(i + 2)0] f(cos ) db
m Jo

1 /= 1 /=
= —/ cos 16 f(cos ) dG——/ cos(i + 2)0f(cos @) do
mJo

™Jo

= ().

(3.43)

(3.44)

A férmula (3.44) permite-nos determinar coeficientes da série (3.41)) como diferenca dos coeficientes

da série em polinémios de Chebyshev de primeira espécie.
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Na Figura [3.2] estao representadas as somas parciais da Série para k = 1,5,10, 15, 20, e 22.

T T 2 T T T 2 T T T r
f(x) =— 1(x) fix) ==
W sl SU05(x) | sl SUI0) == |
A VAN il FaN A
0

~J

Figura 3.2: Somas parciais de graus 1, 5, 10, 15, 20 e 22 da série de polinémios de Chebyshev de
segunda espécie

3.5.3 Desenvolvimento em série de polinémios de Chebyshev de terceira
espécie
As séries em {V;(z)}:2, podem ser obtidas directamente usando as propriedades da Ortogonalidade

e a relagao (3.37)).

Definicao 3.10. De acordo com (3.37)), o desenvolvimento formal em série de polinémios de Chebyshev
de terceira espécie duma fungdo f(x) é dado por

flw) ~ el Vilw) = g Vol@) + ey Vi) + ¢ Va(z) + - - (3.45)
=0
De[3.37], vem
1/t 1 1
ey = —/ (14+2)2(1 —2) 2V(z)f(x) de, x = cosf dz = —send
wJ-1

71r/0(1 — CoS 9)’%(1 + cos@)%Vi(cos 0)f(cosf) (—send)dd

1 = 1\t 1 1 1
—/ (\/§ sen 9) (\/§ cos «9) Vi(cos ) f(cosf) (2 sen —0 cos 9) db
mJo 2 2 2 2

&
I
S
=
2

2 [ 1 o1
;/0 cos 59 cos(i + 5)9]‘((:05 6) db.

Portanto,

vV _
" B

C

3 |0

/07T (cosifl 4 cos(i + 1)8) f(cos @) db. (3.46)
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Vamos, agora, fazer o desenvolvimento em série de polinémios de Chebyshev de terceira espécie da

fungao f(x) = sign(z).
De acordo com (3.45)), os coeficientes da série serdo dados por

el = /Tr{cos i0 + cos(i + 1)0} f(cos 0) db
0

= /g{COS i0 + cos(i + 1)0} df — /ﬂ{cos i0 + cos(i + 1)0} dbf
0 5

senif  sen(i + 1)0\ == senif  sen(i+ 1)0 |="
= |—+— — = +—
? 1+ 1 6=0 1 1+1 o=z
_ 2sen.ig +2sen(i.+1)g’ P>
i i
Se i = 0, entao,
ey = / (14 cosf) f(cosb) db /E (14 cosf) db —/ (14 cos®) do
0 0 z
o=1 o=r :
= (0 +send) — (6 +sen?) = 2.
=0 6=1
Logo
2
Vv _ =
CO h— ﬂ-;
Sei=2k, k=1,2,3,---, entdo,
v 2senkm  2sen(2k+1)7 2senkmcos S +2sencoskm  2coskm  2(—1)"
TTC. k = + = g = s
? 2k 2k+1 @3 2k + 1 2k+1  2k+1
donde se chega a conclusao
2 (-1)F
v
= — k=1,2
Cok T 2%k + 17 )
Sei=2k—1,k=1,2,---, teremos,
el = 2sen(2k — 1)% N 2sen(2k)% _ 2senmcos g —2senfcoskm _ 2coskm _ 2(—1)k*1
- 2k —1 2k—-1 (B35 2k —1 2k —1 2k —1 "
e portanto
v 2 (_1)k+1

Cok1 = o 1 k=1,2,---

De acordo com m teremos

sign(r) (Z s Vor(x) + i c;/k_lng_l(a:)> (3.47)

- (3.48)

2 (S v+ 3 G ) (3.49

(3.50)

= i + i (Vl(x) —~ ;VQ(Q;) — ;vg(a:) + éwx) + ;Vs - ;Vﬁ) : (3.51)

75
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Na Figura [3.3] estao representadas as somas parciais da Série [3.43 para k = 1,5, 10, 15, 20, e 22.

2 T T T T 2 T T T T 2 T T T T
o) —— fx) =—— ) ——
svoi() — | -l svos() —— | sl sviox) — |

Figura 3.3: Somas parciais de graus 1, 5, 10, 15, 20 e 22 da série de Chebyshev de terceira espécie

3.5.4 Desenvolvimento em série de polinémios de Chebyshev de quarta
espécie

As séries em {W;(z)}:°, podem ser obtidas directamente usando as propriedades da Ortogonalidade

e a relagao (3.38)).

Definigao 3.11. De acordo com (3.38) o desenvolvimento formal em série de polindmios de Chebyshev
da terceira espécie duma funcao f(z) € dado por

f(x) ~ icz’vm(az) = cg Wo(z) + ¢ Wi(x) + ey Wa(x) + -+ . (3.52)
i=0
De vem
W = i _11<1 +2)2(1 = 2):Wi(z) f(2) da
= 71T _11(1 - 1'2)_%(1 — x)%VVZ(x)(l — x)%f(x) dzx,r = cosf,dr = —sen

— 1 /“(1 — cos® 9)*%(1 — CoS 0)%Wi(cos 0)(1 — cos 9)%]0(003 0) do
™ Jo

— 1 /Oﬂ (sen @) (\/ﬁsen Z) Wi(cos0) (\/58611 g) f(cos0) sen fdo

B1).B@) T
2 (r 1 0
= 7/ sen(i—i—)@senf(cos@) do
™ Jo 2 2

f(cos®) do

2 /” cosif) — cos(i + 1)0
™ Jo 2
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Portanto

1 0

oV = —/ (cosif — cos(i+ 1)) f(cos ) db (3.53)
7 Jo

Vamos, agora, determinar o desenvolvimento da fungao f(z) = sign(x) em série de polindémios de

Chebyshev de quarta espécie.
Por (3.53)), os coeficientes serdao dados por
1 s
oV o= —/ (cosif — cos(i + 1)8) f(cos ) do
0

¢ T

1 r2 1 /=

= —/ (cosif — cos(i+ 1)0) db — —/ (cosif — cos(i+ 1)0) df
™ Jo T g

1 (seni@ _sen(i + 1)6) : 1 (seni@ _sen(i + 1)6)

T\ g i+ 1 i i+ 1

™

0 T

[VE]

2 (i+1)sen 5i —isen (i 4 1)

- = > 1.
T i(i+1) e
Se i = 0, entao,
1 ™
= —/ (1 —cos®) f(cosB) db
7 Jo
1 (3 Ly
:—/ (1 —cos®) d@——/ (1 —cos@) do
7 Jo Tz
1 3 2
=—(0—senf)| ——(0—senl)| =——.
7T( sen )0 7T( send) . -
Assim,
2

Sei=2k, k=1,2,---, entao,

2 (2k + 1) sen 5(2k) — 2ksen 7 (2k + 1)
Cok -
7T

2% (2k + 1)

2 sen(km + %)
T 2k+1

2 sen k7 cos g + sen g cos km

B4 7 2k +1

_ECOS]@T(
T2k +1

Assim,

2 (—1)* 2 (—1)k+1

72k+1 7 2k+1
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Sei=2k—1, k=1,2,---, entao,

2 (2k)sen 7(2k — 1) — 2k sen Z(2k)

o =

2kt ™ 2k(2k — 1)
~ 2sen(km — 3)
oo 2k—1
B 2 sen k7 cos g — sen g cos km
BE 1 2k —1
B gcos km
- 2k —1

Assim,
W 2 (=1)F  2(=1)F!

et T TR 1 T w2k -1 (3.56)

De acordo com (3.52)) teremos
: 2 &
sign(x) ~ ——Wo )+ = > (CQkW2k + e W (z ))

k=1

= —iWo ii < )kﬂ Wor(x) + Cu™ Wzk—l(@)

2k +1 2k —1
_ fr (Wolw) + W) + ;WQ(J;) - ;Wg(aj) - ém(x) o)

fx) fix)
SWIS() ==t | SW20(x)

Figura 3.4: Somas parciais de graus 1, 5, 10, 15, 20 e 22 da série de Chebyshev de quarta espécie
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Séries de Chebyshev

3.5.5 Conclusao

Na Figura estao representados os graficos das somas parciais, Sk(x), das séries de polinémios de
Chebyshev de todas as espécies para k = 1,5, 10, 15,20, e 22. Esta figura mostra que quanto maior
for o niimero de termos somados na série, tanto melhor serd a aproximacao. A partir de k = 22,
o polinémio Si(x) comega a ser afectado pelo fendmeno Gibbs que se manifesta pelas oscilagoes

excessivas perto dos extremos.

()
ST05() —
SU05(x)
SV05(x)

SWO5(x)

T T
(x) =
ST10() ——
SU10()
SV10() y
SW0()

V= PP
.

N

Figura 3.5: Somas parciais de graus 1, 5, 10, 15, 20 e 22 das séries de polinémios de Chebyshev

todas as espécies
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

Este trabalho comegou por definir trigonometricamente os polinémios de Chebyshev, e a partir destas
fez-se o calculo dos primeiro polinémios, demonstram-se os teoremas sobre as relagoes de recorrén-
cia, as proposigoes sobre os zeros e extremos dos polinémios de Chebyshev. A partir da relagdo de
recorréncia determinam-se os coeficientes na base candnica e apresenta-se uma relacao para o calculo
recursivo destes coeficientes. A partir do método da inducao matematica e da relagao de recorréncia,
demonstram-se as proposigoes sobre os valores dos polinémios em pontos especiais. Estabelecem-se,
também, as relacoes existentes entre as quatro familias de polinémios de Chebyshev. E, determina-se
os polinémios de Chebyshev no intervalo [0, 1] e em [a, b].

De seguida, apresenta os principais resultados da Teoria de Aproxzimagdio Minimaz, onde se desta-
cam o Teorema fundamental da Teoria da Aprorimacao, conhecido como Teorema de Weierstrass e
as propriedades da alternancia para os polindmios de Chebyshev da primeira espécie.

A partir da relagao de recorréncia e utilizando um método descrito em [5], determinam-se as formulas
fechadas das funcoes geradoras dos polinémios de Chebyshev de todas as espécies. Apresentam-se
os resultados sobre a ortogonalidade destes polindomios relativamente a um produto interno definido
a custa dum integral com func¢ao peso continua e nao negativa. Faz-se o desenvolvimento da funcao
sinal em séries de polinémios de Chebyshev das quatro espécies e a partir da representacao grafica
das somas parciais destas séries conclui-se que quanto maior for a ordem das somas parciais tanto
melhor é a aproximacao da fung¢ao no intervalo [—1, 1].

Por falta de tempo e pelo avancar da dimensao desta dissertagao, nao nos foi possivel estudar outras
aplicagoes dos polinémios de Chebyshev. Lamentamos, em particular, por nao apresentar a aplica-
¢ao dos polinémios de Chebyshev na Interpolagio e na Quadratura Gaussiana. Esperamos que numa
proxima oportunidade possamos apresentar estes estudos.

E finalmente, este trabalho mostrou-se ser uma 6ptima oportunidade para integrar varios conheci-
mentos adquiridos na Licenciatura e nas diversas disciplinas do Mestrado. Foi, também, uma grande
oportunidade para aprender os polinémios de Chebyshev, de treinar a produgao de material cientifico
e a comunicac¢ao cientifica. Assim, considero que os objectivos propostos foram alcancados e espero
que as competéncias aqui adquiridas facam de mim um melhor profissional.

80



Bibliografia

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

Mason, J. C., Handscomb, D. C., Chebyshev Polynomials, Chapman & Hall, 2003.
Rivlin, T. J., The Chebyshev Polynomials, A Wiley-Interscience publication, 1974.
Fox & Parker, Chebyshev Polynomials in Numerical Analysis,1968.

Chihara, T. S., An Introduction to Orthogonal Polynomials, Gordon and Breach, Science Pu-
blishers, Inc., New York, 1978.

Zélia da Rocha, A general method for deriving semi-classical properties of pertubered second
degree forms: The case of the Chebyshev form of second kind, Journal of Computational and
Applied Mathematics, Pg: 677-689, 2016.

Delbourgo, R., Trigonometry: Notes, Problems and Exercises, World Scientific, 2017.
Spiegel,M. R., Manual de Férmulas e Tabelas Mateméticas, Mc Graw Hill.

Gongalves, J. L., Introducao a Aproximagoes de Fungoes: Trabalho de Conclusao de Curso
Apresentado ao Curso de Matemaética - Habilitacao Licenciatura, Departamento de Matemaética,
Centro de Ciéncias Fisicas e Matematicas, Universidade Federal de Santa Catarina, Floriano-
polis, 2004.

Rodrigues, F. C., Matematicas - Geometria, Trigonometria, Probabilidade e Estatistica. Guia
de Apoio ao Estudante, FGP - Editor, Lisboa, 1997.

Stewart, J.; Readlin, L.; Watson, S., Algebra and Trigonometry, Cengage Learning, Boston,
2014.

Stewart, J., Calculo Vol. IT Traducao, Cengage Learning, Sao Paulo, 2013.

Alves, M.J., Alves, E.V., Médulo de Anélise Matematica II, Livraria Universitaria - Universidade
Eduardo Mondlane, Maputo, 2013.

Alves, M.J., Alves, E.V., M6dulo de Anélise Matematica I, Livraria Universitaria - Universidade
Eduardo Mondlane, Maputo, 2012.

Abramowitz, M., Stegun, 1., Handbook of Mathematical functions with formulas, graphs and
Mathematical tables, Dover, New York, 1972.

Oetiker, T.; Partl, H.;Hyna, I.; Schlegl, E., The not So Short Introdution to ETEX2s, Oeti-
ker+Partner AG, Aarweg, Switzerland, 2015.

Lopez, 1. F.; da Silva, M* D. G., Introducao ao Uso do KTEX, Edicao do autor, Rio de Janeiro
2013.
81



Polinémios de Chebyshev Bibliografia

[17] Santos, B., Introducao ao Software Maxima, Centro de Matemética da Universidade do Porto,
Porto, 2009.

[18] Haager, W., Graphics With Maxima, Department Electrical Engenhering, St. Polten, 2011.

82



Apéndice A

Nota Biografica de Chebyshev

Pafnuty Lvovich Chebyshev nasceu em Okatovo na regiao de Kaluga, na Russia, em 16 de Maio
1821.

Ele estudou matematica na Universidade de Moscovo de 1837 a 1846, depois mudou-se para Sao
Petersburgo onde em 1847 se tornou professor assistente na Universidade de Petersburgo e professor
titular em 1851, no qual permaneceu até 1882.

Ele foi o principalmente responsavel pela fundacao, Direcao e inspirador da "Escola de Petersburgo'de
pesquisa matematica, notavel por sua énfase em desenhar problemas a partir de necessidades prati-
cas, e nao por mera curiosidade intelectual. Em 1874 foi eleito associado estrangeiro do Institut de
France e em 1877 da Royal Society of London.

Para além da teoria da aproximacao, ele trabalhou em varias outras areas, incluindo a teoria dos
niumeros (a distribui¢do de primos), integracao de fungdes algébricas, teoria geométrica de mecanis-
mos de articulacdo (o tema que ganhou seu interesse especial na aproximagao minimax de fungoes),
o problema dos momentos, formulas de quadratura e teoria da probabilidade (teoremas de limite).
Os polinémios de Chebyshev T), que agora levam seu nome (o simbolo "T” derivado de suas trans-
literagdes continentais como 'Tchebycheff’, "Tschebyscheft”) foram apresentados a Academia de Sao
Petersburgo em 1853. Eles foram discutidos com mais profundidade matemética em um segundo
trabalho (Chebyshev 1859) apresentado em 1857. Surpreendentemente, a luz do que parece hoje a
conexao Obvia com a teoria de Fourier, a sua discussao nao faz uso da substituicao x = cos¥6.

Ele morreu em Sao Petersburgo no dia 8 de dezembro 1894.
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Apéndice B

Identidades Trigonomeétricas

Este apéndice foi elaborado com base nas referéncias [6], [7], [9] e [10].

[
Identidade 1 (Identidade fundamental da trigonometria).
sen’z + cos’x = 1.
Identidade 2 (Seno em termos do cosseno).
sen’x = 1 — cos® .
Identidade 3 (Cosseno em termos do seno).
cos’x =1 —sen” .
Identidade 4 (Seno da soma de dngulos).
sen(z + y) = senx cosy + sen y cos T.
Identidade 5 (Seno da diferenga de dngulos).
sen(x — y) = senx cosy — seny cos .
Identidade 6 (Cosseno da soma de angulos).

cos(x 4 y) = cos T cosy — sen x sen y.

Identidade 7 (Cosseno da diferenga de angulos).

cos(x —y) = cos[x + (—y)] = coszcos(—y) — senxsen(—y) = cosz cosy + sen x sen y.

Assim,
cos(z — y) = cosx cosy + sen xseny.

Identidade 8 (Seno do angulo duplo).

sen 2z = sen(x + x) SeN T COS T + Sen & cos T = 2 sen & cos .
B9)

Assim,

sen 2x = 2sen x cos .
4

(B.1)

(B.2)
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Identidade

Identidade

Assim,

Identidade

Assim,

Identidade

Assim,

Identidade

Assim,

Identidade

Assim,

Identidade

9.

T T
senr = 2sen — cos —.

22
10 (Cosseno do angulo duplo).

cos 2z = cos(z + ) COST COST — sen rsenx = cos>x — sen’ .
[B.6)

cos 2z = cos’ xr — sen? .

11 (Cosseno do angulo duplo).

2

cos 2z = cos’x —sen’xr = cos’w — (1 —cos’x) = 2cos’ x — 1.
(B.2)

cos2x = 2cos’x — 1.

12 (Cosseno do angulo duplo).

cos2r = cos’r —sen’r = (1 —sen’z) —sen’r =1 — 2sen’z.

(B.3)

cos2r =1 — 2sen? 7.

13 (Quadrado do cosseno dum angulo).

cos2r = 2cos’xr — 1 <= 2cos’x = 1 4 cos 2z < cos’z =

1+ cos2z
5 .

cos’r =
14 (Quadrado do seno dum angulo).

cos2r =1—2sen’x < 2sen’x = 1 — cos 2r <= sen’z =

1 —cos2x
2

15 (Produto de seno e cosseno de dngulos diferentes).

sen2 T =

sen(x +y) +sen(x — y) = (senxcosy + senycosx) + (senx cosy — seny cos x)

<= sen(zr +y) + sen(x —y) = 2senx cosy

—

Assim,

sen(z + y) + sen(x — y)
2

Sen x cosy =

sen(x + y) + sen(zx — y)
2

SEN T COSY =

85

1+ cos2z
5 .

1 — cos2x
2

(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)
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Identidade 16 (Produto de cossenos de angulos diferentes).

cos(z + y) + cos(x — y) = (cosx cosy — senxseny) + (cosx cosy + sen xseny)
<= cos(x +y) + cos(x — y) = 2cos T cosy
cos(x +y) + cos(z — y)

— COST COSY =

2
Assim,
COS T COSY = cos(x + ) —; cos(z y) (B.16)
Identidade 17 (Produto de senos de dngulos diferentes).
cos(x —y) — cos(z +y) = (coszcosy + senxseny) — (Cosx cosy — senrseny)
<= cos(z —y) — cos(z +y) = 2senxseny
= senzseny = cos(z — ) g cos(x + y)‘
Assim,
sen sen y — cos(z — y) ; cos(x + y). (B.17)
Identidade 18 (Periodo da fungao Seno).
sen(z + 2m) = sen(z). (B.18)
Identidade 19 (Periodo da fungao Cosseno).
cos(x + 2m) = cos(x). (B.19)
Identidade 20 (Paridade da funcao seno).
sen(—z) = —sen(z). (B.20)
Identidade 21 (Paridade da funcao cosseno).
cos(—x) = cos(x). (B.21)
Lema B.1. Se k e n sdo inteiros tais que 0 < k < n e i a unidade imagindria (i*> = —1)entdo
il é_i)n_k = cos B(n - k)ﬂ':| (B.22)

Demonstragdo. Seja 0 < k < n, vamos considerar os possiveis valores de n — k e vamos calcular os
valores dos dois membros da igualdade (B.22) e verificar se sdo ou ndo iguais, isto é:
Seja n — k = 0, entao

= =1 =cos = cos 0.

1><0><
— T
2

Sejan — k =1, entao
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Seja n — k = 2, entao

‘n—k _\n—k —-1-1
" () = = —1=cos
2 2

- X2XT

= COST.

Seja n — k = 3, entao

R (=) —itd
2 2

~0—cos[; <] —em o]
——COS2>< X T —COSQ?T.

Os valores das poténcias de i repetem-se com periodo 4, isto é,

Z'n—k-‘r4 — /L'n—k‘
1
porque i* = 1. Os valores de cos [Q(n — k)w} também se repetem com igual periodo, isto é,

cos B(n —k+ 4)4 = cos B(n — k) + 277] = cos B(n — k)w}

Deste modo prova-se que

n—Fk __\n—k
i ) = cos [1(n—k’)7r}
2 2
|
Lema B.2.
2n 0 I\" n
cos <2> = <2> (14 cosf)". (B.23)

Demonstragcdao. Vamos fazer a demonstragao usando o principio de indugao finita.
Vamos demonstrar que (B.23)) é valida para n = 1. Seja n = 1 entao

0 0 1+ cosf I\t 1
2x1 (7)) o2l — PP (1) (g —r] )
€os (2) sy 2 (2) (1 cosf)” =51+ cost)

Vamos supor que (B.23|) é verdadeira para n = k, isto é,

cos?* (g) = (;)k(l + cos O)". (B.24)

Vamos demonstrar que (B.23)) é verdadeiara para n = k + 1, isto é,

akrny (0 _ (1) ki1
Ccos 5) =5 (14 cosf)"".

Seja n =k + 1, entao

0 0 6 7
2k+1) (U o oakr2 (U ok (U 2 (Y
cos <2> cos <2> cos (2) cos (2)
1 1
= (=) (1 +cos€)k<>(1 + cos0)
& () ;
1 k+1
(2) 1+ cos ).
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Apéndice C
Teorema do Binémio de Newton

Este apéndice foi elaborado com base nas referéncia [10].
Definicao C.1. Chama-se binomio a uma expressao da forma a + b.

Embora, em principio, seja facil elevar um binémio a qualquer poténcia, elevar a poténcia muito
grande pode ser tedioso.

Neste apéndice, vamos apresentar e demonstrar uma férmula para o desenvolvimento dum binémio
para qualquer expoente natural.

Definicao C.2. Chama-se factorial, e representa-se por n!, ao produto de todos 0s nimeros menos
de n, isto €,

nl=n-(n—1)-(n—2)---- 1. (C.1)

Definicao C.3. Sejam n e r dois nimeros naturais, com n > r. Chama-se coeficiente binomial,

e n 7/
e dendta-se por ( ), ao numero
r

Propriedades dos coeficientes binomiais

Propriedade C.1.

Propriedade C.2.

ARNONCY

Teorema C.1 (Binémio de Newton).

P(n) = (a+b)" = (g) "+ (T) a" b+ <Z> A" (n " 1) ab" !+ (Z) . (C.5)
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Polinémios de Chebyshev Apéndices - Analise

Demonstragcdo. Vamos fazer a demonstracao usando o principio da indugdo matematica.

Seja n = 1, entao,
1 Ly 1\ 4
P(l)=(a+0b) = NE +1, b

Vamos supor que n = kP(k) é verdadeira, isto é,

P(k) = (a+0b)f = (g) a* + (T) a" b+ (g) a" P 4 (k: ﬁ 1>ab’“ + (Z) vt (C.6)

e vamos demonstrar que para n =k + 1 (C.5) é verdadeira.
Seja n = k + 1, entao,

Pk+1) = (a+b"" = (a+b)(a+Db)F

won (o)t o (e (st ee (2 Juore ()
e (e (e (o (0

(e (oo (oo (0 Yoo ()]
L) G (e (B ()

[ (oo (oo (oo (o]
= (o) L) Qo (G ) G2 ()

E+1\ o (k+1) 40 (E41Y 41 k+1\ ., [k+1
_ b LR b .
<o)“+1“+2“ AR W A VN

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
P(k+1):< 0 )ak+1+< 1 )a%—l—( 5 >ak_1b2—|—---+< I )abk+<k+1>,

fica demonstrado o teorema. [ |

Como
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Apéndice D
Analise Matematica

Este apéndice foi elaborado com base nas referéncias [11], [12] e [13].

Definicao D.1. Diremos que a funcao f atinge no ponto xo € D um mdzimo local se existe uma

vizinhanga U(xg) de zg tal que f(x) < f(xo) qualquer que seja x € U(xg) \ xo.

Definicao D.2. Diremos que a funcgio f atinge no ponto xo € D um minimo local se existe uma

vizinhanga U(xg) de zg tal que f(x) < f(xo) qualquer que seja x € U(xg) \ xo.

Teorema D.1. Se a fungdo f atinge no ponto xy, sendo xoy um ponto interior do dominio da fungdo

f, um mdzximo ou minimo local entao
f(x0) =0 ou f'(z0)

nao existe

Demonstragio. A demonstracao pode ser encontrada em [13].

Proposicao D.0.1.

Demonstracao.

k

n 0 1 2 n—1 n
Zak (Zb]) :aOij+alzbj +GQij—|— "‘+G,n_1 Zb] ‘l‘CLanj
k=0 §=0 j=0 §=0 k=0 j=0

=0
= aobo + a1(bo + b1) + az(bo + b1 +b2) + -+

+ an-1(bo + b1 + -+ bp1) + an(bo + by + -+
=bo(ap+ai+ -+ ap_1 +ay) +bi(ar +ag+---

)m (S0

+ -+ bn—l(an—l + an) + bna'n

(éa& +b (éak> ot by (i: ay,

n—1
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Polinémios de Chebyshev Apéndices - Analise
D.1 Calculo de alguns integrais trigonométricos

1— 2 1 2
/sen2 dr = /7(:08 Ydr =2 <x o x) +C. (D.2)
. 2 2 2
1+ cos2x 1 sen 2z
2 _ =
/cos x dx =3 / 5 dx 5 (fE + 5 ) +C. (D.3)
1 — cos 22\ ?
/sen4:c dr = /(senzﬂzj)2 dx = /(cosx) dx
| [B14) ) 22 5 . 5
o1 B 5 17 2sen2zr 1 sen 2x
= 4/(1 2 cos 2z + cos x) dx o9 1 [m 5 +2 (x 5 > C
Assim
(D.4)

1
/Sen4x dr = 3 (3x —sen2z) + C.

/sen2 xcos’ x dx [%] / (sen2 xr —sen? x) dx = /sen2 T dx — /sen4x dx
B 1 ( sen2w> n 1 (3 %) + C
D3 3 x 5 g (3¢ —sen x) :

Assim,

1
/sen2x00821’ dr = g(q:—SseHQx) + C.
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Apéndice E
Programas em Maxima

1. Definicao da funcao
f(x) :=signum(x)
2. Polinémios de Chebyshev da Primeira Espécie

T[O,x]:1$
T[O,x]:1$
T[1,x]:x$
T[n,x] :=expand (2*x*T [n-1,x]-T[n-2,x])$

max:100$
Tt:makelist(T[n,x],n,0,max)$

3. Definicao das Constantes dos Somatoérios
C(k):=(-1)"(k-1)/(2xk-1)$
4. Somas parciais

define(S01(x) ,ratsimp(4/%pi*sum(C(k)*Tt [2*k] ,k,1,1)))$
define(S05(x) ,ratsimp(4/%pi*sum(C(k)*Tt [2*k] ,k,1,5)))$
define(S10(x) ,ratsimp(4/%pi*sum(C(k)*Tt [2*k] ,k,1,10)))$
define(S15(x) ,ratsimp(4/%pi*sum(C(k)*Tt[2*k] ,k,1,15)))$
define(S20(x) ,ratsimp(4/%pi*sum(C(k)*Tt [2*k] ,k,1,20)))$
define(S22(x) ,ratsimp(4/%pi*sum(C(k)*Tt [2*k] ,k,1,22)))$

5. Graficos
wxplot2d ([f(x),S01(x)], [x,-1.1,1.1],[y,-1.1,1.1], [1legend,"f(x)","S01(x)"]);
wxplot2d ([f(x),S05(x)], [x,-1.1,1.1]1,[y,-1.1,1.1], [legend,"f(x)","S05(x)"1);
wxplot2d ([f(x),S10(x)], [x,-1.1,1.1],[y,-1.1,1.1], [legend,"f(x)","S10(x)"]1);
wxplot2d ([f(x),S156(x)], [x,-1.1,1.1],[y,-1.1,1.1], [legend,"f(x)","S815(x)"]1);
wxplot2d ([f(x),S20(x)], [x,-1.1,1.1],[y,-1.1,1.1], [1legend,"f(x)","S20(x)"]);
wxplot2d ([f(x),S22(x)], [x,-1.1,1.1],[y,-1.1,1.1], [1legend,"f(x)","S22(x)"]);
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