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NOTACAO °
R" — espago vectorial euclideano de dimensdo n

R — quadrante positivo do espago vectorial euclideano R"

Letras maidsculas — Algumas letras maidsculas romanas (A, B,...) sdo usadas para
designar matrizes. Outras, romanas ou gregas (F, G, ..., Q) sdo usadas para

designar conjuntos definidos em cada secg@o ou capitulo.

Letras minidsculas — Algumas letras mindsculas, quer romanas, quer gregas,
(a, b,..., a, B,...) designam vectores coluna. Qutras (i, j,..., €, A,...) referem-
-se a elementos de IN ou R. Uma letra mindscula seguida de (), (f(x),..., ¢(x))

representa uma fungio de R"emR.

Sobreindices — Sendo nimeros representam subvectores ou submatrizes dum vector
ou duma matriz dada no capitulo ou sec¢do. Dum modo geral representam
elementos duma sucessio de vectores ou conjuntos.

e — infinito

Inl — valor absoluto do niimero real p

o3|
|

cardinal do conjunto F = niimero de elementos distintos de F
C — inclus3o entre conjuntos

N, -, U — as operagdes usuais entre conjuntos: intersecgdo, diferenga e reunido

U - reunido estendida aos conjuntos cujos {ndices pertencem ao conjunto K
keK

@ — conjunto vazio
{} — conjunto definido em extensdo ou compreensio

min{} — o menor valor entre os elementos do conjunto. max{} € similar

minimo local
minimo global

minimo global de f(x) em S € f(X) tal que Xe S e f(X) < f(x) para todo o xe S. Se
f(X) < f(x) para todo o xe S tal que lix — Xl < £ entdo o minimo diz-se local

— Para S subconjunto de R" e f(x) fungdo real definida em S, o valor
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2, >, <, < — operadores de relacdo de maior ou igual, maior, menor ou igual e menor
respectivamente

¢ — fim de demonstragio
Al - matrizinversa de A
AT _ matriz transposta de A
AT - maniz transposta da inversa de A
A; — linha i da matriz A (vector linha)
A — coluna j da matriz A (vector coluna)
Ajr — vector linha formado pelos elementos de A da linha i e colunas je F
Agj — vector coluna formado pelos elementos de A da coluna j e das linhas i€ F
aj; — elemento da matriz A que ocupa a linhai e a coluna j
Apr — submatriz de A formada pelos elementos a;; paraieF e je T
(AlAgp) — Complemento de Schur de Apgpem A
T .
a - vector linha
a; — componente i do vector a
+ - 4+ -
aj, a; — a; =max{a;, 0} ; a; = min{a;, 0}
' 2 a; — soma dos termos 3; para todo j do conjunto J
jel
n
Z a; — soma dos n primeiros elementos a;
i=1
€ — vector coluna com todas as componentes iguais a um
f, fy — limite inferior e superior da fungfo f respectivamente

I, — matriz identidade de ordem n

E; — matriz elementar que apenas difere da matriz identidade num elemento ndo diagonal
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P — matriz formada pelos vectores préprios p' de uma matriz quadrada ou matriz de
permutagio

P,, P, — matrizes de permutagdo

V; — elementos de uma familia de vectores ortogonais

(V, A) — rede cujos nds (v;) pertencentes a V sdo ligados por arcos pertencentes a A
(S, S) — corte, numa rede, que separa 0s nés vg € Vp,q (Vo€ S, V1€ S)

C(S, S) — capacidade do corte (S, S)

fij— fluxo através do arco orientado de v; para v;

ci(ji — capacidade do arco orientado de v; para vj

cil} — capacidade do arco no orientado que liga v; a vj

Ali:, A}i: — quantidades associadas respectivamente as varidveis x;, i€F ouie T

NP-completo — € a designagio dada a uma classe de problemas para os quais ndo
existe nenhum algoritmo que os resolva em tempo polinomial, isto é, na pior das
hipéteses o esforgo computacional para os resolver cresce exponencialmente com
a dimens3o do problema

LCP — Problema Linear Complementar (Linear Complementarity Problem)
LP - Programa Linear (Linear Program)

NSD - negativa semidefinida (matriz)

PD - positiva definida (matriz)

PSD - positiva semidefinida (matriz)

QP - Programa Quadritico (Quadratic Program)

QP 0 -1 - Programa Quadrético bindrio

SPD - simétrica positiva definida (matriz)

SLCP - Sequential LCP (método)

- viii -



LBTF - forma triangular inferior por blocos (lower block triangular form)
UBTF - forma triangular superior por blocos (upper block triangular form)

BCQP - Programa Quadrdtico Concavo com apenas limites nos valores das varidveis
(Box Concave Quadratic Program)

BLCP - Problema Linear Complementar com limites superiores (Box Linear
Complementarity Problem)

BLP - Problema de Programacao Bilinear (Bilinear Program)

GSBLP - Problema de Programagio Bilinear no Simplex Generalizado (Generalized
Simplex Bilinear Program)

BP — Problema de Programacgao de dois niveis (Bilevel Program)
BLLP — Problema de Programacio de dois niveis lineares

BLQP - Problema de Programagio de dois niveis em que o problema do 2° nivel é
Quadritico Convexo € o do 12 nivel é Linear

CQP - Problema de Programagio Quadritica Convexa (Convex Quadratic Program)

GLCP - Problema Linear Complementar Generalizado (Generalized Linear
Complementarity Problem)

LVI — Problema de Desigualdades Variacionais Lineares (Linear Variational Inequality
Problem)

MLCP - Problema Linear Complementar Minimo (Minimum Linear Complementarity
Problem)

RLP — Programa Linear Relaxado (Relaxed Linear Program)

-ix -



INTRODUCAO

O Problema Linear Complementar (LCP) tem vindo a merecer um enorme interesse
nos ultimos vinte anos, ndo sé devido as suas grandes aplicagdes nas dreas da economia,
ciéncia e engenharia, mas também como meio de resolugio de problemas da optimizagio.
Nesse sentido € conhecida a importincia da complementaridade linear na resolugio de
problemas de programagcio linear, quadratica convexa, desigualdades variacionais lineares
e da teoria dos jogos. Os LCPs dessas aplicagdes tém normalmente propriedades especiais
que tornaram possivel o desenvolvimento de algoritmos directos e iterativos para as suas
solucdes. A par dessa procura de técnicas eficientes para o LCP, toda uma teoria foi
construida em que as classes de matrizes tém um papel fundamental. Vdrias
generalizacdes do LCP tém também vindo a ser consideradas, conjuntamente com
algoritmos para as suas resolugdes.

A parte os casos especiais mencionados, o LCP € um problema NP-completo € por
isso apenas um método enumerativo € capaz de o resolver em todos os casos. Os LCPs
mais dificeis e algumas generalizagdes t€m um papel fundamental na resolugdo de
problemas de optimizac¢io globval, nomeadamente nos programas bilineares, de dois niveis
€ quadréticos ndo convexos.

Nesta tese procurdmos desenvolver processos para a resolugdo do LCP e algumas
generalizagbes nos casos mais dificeis e ao mesmo tempo aplicar essas técnicas na
resolucdo dos problemas de optimizagdo referidos anteriormente. Assim desenvolvemos
um método enumerativo hibrido capaz de resolver o LCP em todos os casos. Esse
processo torna-se mais eficiente quando a matriz € negativa semi-definida (LCP concavo).
Estuddmos teoricamente o LCP neste caso e propusemos um método polinomial para um
caso especial. Debrugdmo-nos ainda sobre a extensio de alguns métodos directos para a
resolugdo do problema linear complementar com limites superiores (BLCP).

Como referimos anteriormente, alguns problemas de optimizagdo global podem ser
resolvidos usando uma generalizagdo do LCP, em que é minimizada uma fungdo linear
sujeita a restri¢Ges lineares € a uma condigdo de complementaridade (MLCP). Neste
trabalho estuddmos a resolugdo do MLCP, propondo um algoritmo sequencial LCP
(SLCP), em que € resolvida uma sucessdo de LCPs (ou generalizagdes) até a obtengdo da
solugdo éptima do problema. Este SLCP, que incorpora o algoritmo enumerativo hibrido
para a resolugdo dos vérios LCPs, foi depois usado com algum sucesso na resolugio de-
programas bilineares, de dois niveis e quadrdticos ndo convexos. Finalmente estuddmos o
programa quadrdtico concavo com apenas limites nos valores das varidveis, propondo
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uma técnica que reduz o esforgo computacional na obtengio de um minimo global para
esse problema.

No nosso trabalho tivemos a preocupag@o de testar convenientemente 0S nossos
algoritmos com problemas de alguma dimensdo. Para isso foi necessdrio desenvolver
técnicas de implementagdo para os varios métodos.

Ao longo dos nove capitulos desta tese procurdmos tratar os varios assuntos de uma
maneira simples e rigorosa. Seguidamente apresentamos uma descri¢do muito sumdria
dos vdrios assuntos discutidos em cada capitulo. Assim no capitulo 1 € apresentado o
LCP e sdo discutidas sumariamente as técnicas mais importantes para a sua resolugdo.
Sdo ainda introduzidas neste capitulo algumas extensdes do LCP (GLCP, BLCP e
MLCP). O método enumerativo hibrido € apresentado no capitulo 2. Sdo apresentadas
vdrias técnicas heuristicas para aumentar a eficiéncia do método, bem como a
simplificacdo do algoritmo em alguns casos especiais. A solu¢do do LCP concavo €
discutida no capitulo 3, onde € introduzido um método polinomial para um caso especial.
No capitulo 4 € estudado o BLCP, sendo apresentadas extensdes dos métodos de Lemke
e Keller e aplicagdes em programagdo quadrdtica convexa e concava. S3o também
desenvolvidos dois algoritmos pivotais principais para a resolu¢do do BLCP concavo com
limites finitos. Finalmente € analisado um possivel método enumerativo para o BLCP.

No capitulo S € discutida a resolu¢do do MLCP, sendo apresentados dois processos
de resolug@o, nomeadamente um método de pesquisa em drvore com limites (branch-and-
-bound) e um método SLCP. Nos restantes capitulos desta tese € discutida a eficiéncia
destas técnicas na resolugfo de alguns problemas de optimizagdo global, designadamente
programagdo bilinear (capitulo 6), programagio de dois niveis (capitulo 7) e programagao
quadrdtica ndo convexa (capitulo 8). Uma aplicagdo da programagdo quadrdtica ndo
convexa a um problema de gestdo integrada de mini-hidricas € também apresentada neste
ultimo capitulo. Finalmente no capitulo 9 € estudado um caso especial de programagio
quadrdtica concava com apenas restrigdes nos limites das varidveis.



CAPITULO 1

PROBLEMAS LINEARES COMPLEMENTARES

1 - Problema Linear Complementar

O Problema Linear Complementar (LCP) consiste em encontrar vectores z € R" e
weR" tais que

w=q+Mz
z20, w20 (1.1)

zZTw=0

onde MeR™™ ¢ geR" sio uma matriz e um vector dados. A notagdo LCP (q, M) é

muitas vezes usada para representar um LCP com vector q € matriz M.

Este problema surgiu inicialmente como um processo de solugdo do jogo de duas
matrizes e do problema de programagio quadrdtica convexa [CODAG68]. Desde entdo tem
sido estudado intensamente e iniimeras aplicagdes t€m surgido nas dreas de engenharia e
economia [BAFA80, PAKAHA79, MATSS5, JUFA86]. H4 ainda uma grande diversidade
de problemas de optimizagdo importantes que podem ser reformulados como um LCP
[JUMIS8b]. |

Na defini¢do deste problema devemos distinguir as relagdes lineares que definem o

conjunto admissivel
S={(z,w):w=q+Mz,z20, w20} (1.2)

e a relagdo complementar zTw = 0. Como os vectores z ¢ w s30 ndo negativos, esta tltima
relacdo € equivalente a

ZiWi=O 1= 1, 2,...,11 (13)

Tal como em programagio linear, uma solugdo (z, w) que satisfaga as restri¢des
lineares diz-se admissivel. Uma solugdo (z, w) que verifique as relagdes (1.3) diz-se
complementar. Note-se que para cada i pelo menos uma das varidveis z; ou w; € igual a
zero. As varidveis z; e w; dizem-se complementares uma da outra.



Um LCP € admissivel se existir pelo menos uma solugdo admissivel e € ndo
admissivel no caso contrdrio. Se o LCP € ndo admissivel, entdo ndo tem solugdo. Além
disso toda a solug@o do LCP € uma solu¢do complementar admissivel.

Na resolugio de um LCP (q, M) podem surgir quatro casos:

i) LCP com uma solugdo unica.
ii) LCP com mais do que uma solugdo.
iii) LCP nio admissivel.

iv) LCP admissivel e sem solugdo.

Quatro tipos de metodologias tém sido propostos para a resolugdo do LCP, utilizando
algoritmos directos, iterativos € enumerativos € a redugio a problemas de optimizacdo ndo
convexa. Os métodos directos sdo baseados em conceitos semelhantes aos do método
simplex para programagdo linear e procuram obter a soluc¢io exacta do LCP num nimero
finito de iteragdes. Os métodos iterativos s3o normalmente extensdes para o LCP de
algoritmos existentes para a resolugdo de sistemas de equagdes lineares ou optimizacdo
convexa. Contrariamente aos métodos directos, estes processos procuram obter uma
solugdo aproximada do LCP. Muito recentemente t€ém sido desenvolvidos algoritmos de
pontos-interiores para o LCP. Esses processos podem ser considerados como iterativos
em termos de funcionamento e directos em relagdo ao fim em vista. Todos esses
algoritmos apenas podem resolver o LCP quando a matriz M pertence a certas classes

especiais.

Os métodos enumerativos procuram explorar o cardcter combinatério do LCP. Sdo
processos mais complexos que procuram obter uma solugdo do LCP por uma pesquisa
implicita de uma drvore bindria. Finalmente tém sido apresentadas algumas propostas de
resolugdo do LCP usando optimizagio ndo convexa. Tais processos consistem em
substituir a relagdo de complementaridade zTw = 0 por uma restrigdo ou fungio

equivalente e resolver o problema de optimizagio obtido.

Neste capitulo iremos discutir brevemente os processos mais importantes de cada uma
das diferentes categorias. A limitagdo do uso dos métodos directos e iterativos a certas
classes de matrizes levou a apresentar uma secgdo contendo alguns resultados referentes &
existéncia de solugdo do LCP para algumas classes de matrizes consideradas mais
relevantes para este trabalho.



2 - Classes de Matrizes

Os principais resultados tedricos relativos 2 existéncia e unicidade da solugdo do LCP
sdo apresentados em termos de classes de matrizes. Um estudo exaustivo das principais
classes aparece descrito em [MU88]. Neste trabalho limitar-nos-emos a apresentar alguns
desses resultados. Assim as classes mais gerais em termos de existéncia de solugdo do
LCP sio definidas dos seguintes modos:

MeQ ¢ LCP(g, M) tem uma solugdo para qualquer ge R"

MeQ, < LCP(q,M) tem uma solugdo para cadaqtalque S # 0

onde S é o conjunto admissivel do LCP.

O estabelecimento de condi¢des necessdrias e suficientes para estas classes tem sido
objecto de grande investigagdo. Algumas condigdes suficientes sdo apresentadas em
termos de outras classes de matrizes [JU83, MUS88]. Neste trabalho vdo apenas
considerar-se as seguintes classes:

MeP < todos os menores principais sdo positivos
MeP, ¢ todosos menores principais sio ndo negativos
MeZ & mijSO para todoi#j
MeK & MeZ e MeP
MePSD < x  Mx20 para todo xe R"
MePD & x Mx>0 para todo xeR"- {0}
MeNSD < x' Mx<0 para todo xeR"
As relagdes de inclusdo entre as diversas classes de matrizes s3o apresentadas no

diagrama seguinte através de segmentos orientados. As justificagdes dessas inclusdes
podem encontrar-se em [JU83, MU88].
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PSD Z

PD K

Figura 1.1

Além disso NSDNQ, # @ e NSDNQ =& como veremos no capitulo 3 desta tese.

Em relagio a unicidade da solugdo é possivel provar [MUS88, pp. 213] que, se MeP,
o LCP (q, M) tem solugdo dnica para cada q.

Para terminar esta secgdo note-se que o LCP é equivalente ao seguinte programa
quadrdtico:

minimizar qu+-%-zT(M+MT)z
sujeitoa Mz+q=20 (1.4)
z20

E conhecido que este programa quadrtico é Convexo, Concavo ou Ndo Convexo
dependendo da matriz (M + MT) ser PSD, NSD ou Indefinida (isto €, ndo pertencer a
PSD nem a NSD). Como para qualquer matriz M se tem

Me PSD (NSD) & M+ MT) e PSD (NSD)

entdo pode estabelecer-se a seguinte classificagdo dos LCPs:

i) LCPconvexo & MePSD
i1) LCP concavo & MeNSD

iii) LCP ndo convexo < M é€ indefinida



Um outro assunto que tem merecido bastante investigagdo € o estudo da complexidade
do LCP. Assim existem métodos polinomiais para resolver o LCP convexo [MU88,
KOMIYO89]. LCPs concavos € ndo convexos sdo problemas NP-completos [MU88],
mas existem alguns casos especiais que podem ser resolvidos por métodos polinomiais
[CHD70, AL89, MAN79].

3 - Métodos Directos para o Problema Linear Complementar

Estes métodos tém a propriedade de, sob determinadas condigdes, obterem a solugéo
pretendida num nidmero finito de operagdes. Sdo métodos pivotais, isto ¢, apenas usam
solugdes bdsicas do sistema w = q + Mz e operagdes pivotais. Seguidamente apresenta-
-se uma discussdo breve desses conceitos. Se designarmos por C a matriz [I; : —M] e

por x o vector (w, z)T, entdo o sistema w =q + Mz pode ser escrito na forma
Cx=q (1.5)

Tal como em programagdo linear, x = (w, z)T ¢é uma solugdo bdsica do LCP se for
possive!l encontrar uma parti¢io da matriz C em duas submatrizes B e N, tais que B € ndo
singular e as componentes de x associadas as colunas de N sdo iguais a zero. Assim, para
uma solugdo bdsica do sistema (1.5), tem-se x = (xg, xN)T com

BXB':q, XN=O (1.6)

A matriz B diz-se Base da solugdo bdsica x e as componentes dos vectores Xg € XN
designam-se por varidveis bdsicas e ndo bdsicas respectivamente.
Dada uma solugdo bdsica (1.6), o sistema (1.5) pode ser escrito na forma

xg=B1q+B1Nxy 1.7

Se se considerar a solugio bésica associada a base B, entdo a igualdade (1.7) pode ser
representada pelo quadro contraido

y=| b | a (1.8)

onde y e u sdo os vectores das varidveis bdsicas e ndo bésicas da solugdo bdsica associada
abaseB, b=Bq ¢ A= B'N.



Dado o sistema (1.5) ¢ uma solugio bdsica x, uma operagdo pivotal consiste em
transformar essa solugfio numa outra solugdo bdsica X por troca de uma varidvel bdsica x;

com uma varidvel ndo bdsica x; de x. Se B ¢ B sdo as bases associadas as solugdes
bdsicas x e X respectivamente, B € obtida de B por troca da coluna da matriz Cassociada a
varidvel x, com a coluna de C associada 2 varivel x 5. Em termos de quadros contraidos,
essa operagdo consiste em trocar a varidvel bdsica yg=x; coma varidvel ndo bdsica
u, = x » de acordo com o seguinte processo:

i) resolver a equagdo de ordem s do sistema (1.8) em relagdo a varidvel uy;

ii) substituir esta expressdo nas outras equagoes.

Note-se que essa operagdo s6 é possivel se a , € diferente de zero. Esse elemento diz-
-se o pivot da operagdo. Apés essa operagdo obtém-se um novo quadro contraido da
forma

u

y = b A

ondey; =y; se i#s, yg=1Up ﬁj=uj se jEr e u =yg.

Além disso os elementos de A e b vém dados por:

. a-
ESr=a—1sr-, airzi—;L(SCi?‘:S), Esj=_-a—:rl (sej#Tr)

3= 8~ Ay ;5;. (parai#s,j#T1) (1.9)
— b -
by=——%, bi=b;-ay bs (sei#s)

a5
Se A é uma matriz quadrada e se s =T, entdo o pivot a,; ¢ um elemento da diagonal de

A e a operagio diz-se Principal. Note-se que essas operagoes mantém a
complementaridade das solugdes bdsicas.
E possivel estender o conceito de operagdo pivotal para pivots que sejam submatrizes

de A. Assim, se {F, T} é uma partigdo do conjunto {1,...,n}, 0 quadro (1.8) pode ser
escrito na forma



Ug ur

ye=| br | AFr  AfT
(1.10)

yr=|br | At AT

Se a submatriz principal Apg é ndo singular, uma operagao bloco pivotal
principal com pivot Agp consiste em transformar o sistema (1.10) num sistema
equivalente, trocando as varidveis bdsicas yg pelas varidveis no bdsicas ug. O quadro
obtido € do tipo

YE ut

uF = — Ay bg Afk —AmpApr
(1.11)
yr=| br-ApAmby | ApAm  (AlAg

onde (AlAgp) = Arp— Ap AgpApr € 0 chamado Complemento de Schur de Agg
em A [CO74].

A operagio pivotal por bloco atrds referida € equivalente a | F | operagdes pivotais
simples, principais ou nfo, que trocam sucessivamente um elemento de yp com um

elemento de ug. Um caso particular importante € aquele em que

a.. a::
Ar=] 2t o) ] (1F1=2)
FF ™[ a5 ajj

com a; # 0, aj; # 0 e pelo menos um dos elementos da diagonal de Agg € nulo. Entdo
Axc € nio singular e a operagdo bloco pivotal é equivalente a duas operagdes pivotais

FF g perag p q peragoes p

principais simples com pivots 3 € aj;- A transformagiio que consiste nas duas sucessivas
operacdes pivotais simples dd-se a designagdo de operagao pivotal dupla, com pivots

alJ € aji.

Os métodos directos para a resolugio do LCP comegam com a solugdo complementar
bdsica (w = q, z = 0) e usando operagdes pivotais percorrem apenas solugdes bdsicas

complementares até encontrarem uma solugdo admissivel que € a solugdo do LCP.

Como s6 sdo percorridas solugdes bésicas e o mimero total dessas solugdes é finito, a
convergéncia do método fica estabelecida desde que, por imposigdo de certas regras, nao
se permita que haja repetigio de solugdes bdsicas. Os métodos diferem nas regras

impostas para que se atinja a solugdo admissivel, havendo a distinguir os principais e ndo



principais consoante apenas usem operagdes pivotais principais ou autorizem quaisquer
tipos de operagdes pivotais.

De todos os métodos directos aquele que se pode aplicar a uma classe mais lata de
matrizes é devido a Lemke [LE68]. Neste algoritmo uma varidvel artificial z, € um vector

p ndo negativo sdo introduzidos de modo a que
q=q+zp20
para um certo valor positivo de z;. Um sistema alargado da forma
w=q+2z,p+Mz (1.12).

é assim obtido. O método de Lemke é um algoritmo pivotal ndo principal em que apenas
solugdes complementares admissiveis do sistema (1.12) sdo usadas, isto €, tem-se

wZO,zZO,zOZO,sz=O

em cada iteragdo. Uma solugdo bésica nessas condigdes diz-se Quase-Complementar.
Para manter esse tipo de solugdes bdsicas, a coluna do pivot é escolhida como sendo a da
varidvel complementar da que passou a ndo bésica na iteragdo anterior ¢ a linha do pivot é
calculada usando o critério do quociente minimo usado no método simplex. Tal como no
método simplex, se a linha pivotal ndo puder ser escolhida, entdo o método termina numa
aresta ilimitada. Os passos do algoritmo sdo os seguintes:

ALGORITMO DE LEMKE

Passo 1 - Seq=0,entiow =g, z=0¢ solugdo do LCP. Caso contrdrio determine

r a partir de
qr gi
——== —=:q;<0
Pr max { Pi 6% <0}

Efectue uma operagio pivotal com pivot p; (z, passa a bdsica por troca

com w;) obtendo-se um quadro da forma (1.8).

Passo 2 - Seja u, a varidvel complementar da varidvel que passou a no bdsica na

iteragdo anterior. Seja

+o se a; 2 0 paratodoi=1,..,n
Ko = b,
min {—‘:a; <0}

i
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Se g = +°° 0 método termina em aresta ilimitada. De outro modo efectue
uma operagio pivotal com pivot ag, sendo s a primeira linha onde L €

atingido.

Passo 3 - Se z; =0, entdo obtém-se uma solugio do LCP. De outro modo vd para o

Passo 2.

Se todas as solugdes bdsicas sdo ndo degeneradas, isto €, se b;>0 para todo i=1,..., n,
entio a regra de escolha da varidvel a entrar na base garante que o algoritmo termina num
nimero finito de iteragdes. De facto, cada solugio bdsica € intersec¢do de duas arestas
quase—complementares, chegando-se & solugdo bdsica por uma dessas arestas €
abandonando-a pela outra aresta.

Se a solugdo bdsica for degenerada, poderd ser encontro de mais do que duas arestas
quase-complementares e por isso a conclusio anterior deixa de ser vélida. No entanto, o
critério do menor indice na deterninagdo de L, no Passo 2 normalmente evita a entrada em
ciclo no caso de algumas solugdes bdsicas serem degeneradas. E mesmo possivel provar
[CHG79] que ndo € possivel ocorrer um ciclo se a matriz M é PSD.

Como se pode verificar pela descrigdo dos passos do algoritmo, hd duas possiveis
terminagoes:

i) Terminagdo numa solugdo do LCP (z, =0).

ii) Terminagdo numa aresta ilimitada, com z; > 0.

Se M ¢é uma matriz qualquer, a terminago ii) ndo implica necessariamente a ndo
existéncia de solugdo do LCP. Por esta razio, o método de Lemke néo resolve 0 LCP em
todos os casos. Contudo, se M é PSD ou Z, a terminagdo ii) implica que o LCP € ndo
admissivel [MU88]. Se M é P entdo o método de Lemke termina sempre numa solugdo do
LCP. Como PD C P, o mesmo acontece quando M € uma matriz PD.

Como € perfeitamente conhecido, todo o programa quadrdtico convexo com apenas
desigualdades é equivalente a um LCP com uma matriz PSD [CODAG68]. Entéo o método
de Lemke pode ser usado nesse caso para obter um minimo global de um programa
quadrdtico convexo. No capitulo 4 apresenta-se uma extensdo do método de Lemke capaz
de resolver programas quadrdticos com quaisquer tipos de restri¢des. Nessa altura
discutiremos também uma implementag¢io do método de Lemke para resolugdo de LCPs €
de programas quadrdticos convexos de grandes dimensdes € estrutura esparsa.

-11-



Existem vdrios métodos pivotais principais capazes de resolver o LCP eficientemente
quando a matriz M é P ou PSD. Para uma descrigio desse tipo de processos sugerimos
[MU88]. Em relagio ao tipo de trabalho que propomos fazer nesta tese apenas o método
de Keller [KE73] tem algum interesse. Seguidamente vai apresentar-se uma descrigdo
desse processo.

O método de Keller é um processo capaz de resolver programas quadrdticos convexos
ou de obter um minimo local de um programa quadrdtico cdncavo ou ndo convexo com
apenas restrigoes de desigualdade da forma

minimizar ch+-§- xT Qx
sujeitoa Ax<b (1.13)
x20

sendo Q uma matriz simétrica de ordem £, Ae RM*£ x ceR2ebeRM. As condigdes

de Kuhn-Tucker de primeira ordem desse programa sio do tipo

y=c+Qx+ATu
v=b-AX
y, vV, X, u 20, xTy=vTu=O

A matriz deste LCP tem a forma

M= Q Al
1-A 0
e satisfaz por isso a propriedade da bissimetria. Recordemos que uma matriz M de ordem
n € bissimétrica se existe uma parti¢do {I,J}de { 1,2,...,n } tal que

PTMP=|: My My :|
My My

com My e My; simétricas, My =— M}i e P uma matriz de permutagéo.

-12-
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Consideremos o LCP (q, M) com uma matriz bissimétrica. Entdo podemos escrever
I Zj

wp=|q | M My

wy=| q | Mjp My

(1.14)

O método de Keller assume que qy 2 0, isto’é, x = 0 € solugdo admissivel do programa
quadrético (1.13). Se tal ndo acontecer, uma modificagio da Fase 1 do método simplex €
suficiente para obter uma solugdo bdsica com qy 2 0 [ KE73]. Além disso M3 =0
inicialmente e portanto M;j; € PSD . Estas duas propriedades sao mantidas em cada
iteragdo do algoritmo. Se (1.14) representar o quadro contraido associado a uma iteragdo
qualquer, entdo os passos do algoritmo nessa iteragdo sdo os seguintes:

ALGORITMO DE KELLER
Passo 1 - Seq;>0,faga TERM =1 e vd para EXIT. De outro modo seja

r =min{ieI: q; <0} (1.15)

Passo 2 — Calcule

dr
-— sem, > 0
u’l = mrr
+o0 se m < 0
(1.16)
min {_qi. :my, <0, i€ 1}
p,2= r

+oo se m; > 0 para todo ieJ
e seja [y = min{},, 1,)

Passo 3 — Se = +°°, faga TERM =2 e vd para EXIT. Se pg = |, vd para Passo
4. De outro modo, efectue uma operagdo pivotal principal com pivot m.
Obtém-se assim um novo quadro da forma (1.14) com I =1- {r} e
J =T U {r}. Vi para Passo 1.
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Passo 4 — Seja s o indice da linha onde L, € atingido.

(i) Se mg > 0, efectue uma operagdo pivotal com pivot mg. Entdo

obtém-se um novo quadro da forma (1.14) com I=1U {s} e
J=J - {s}. V4 para Passo 2.

(ii) Se mg = 0, efectue uma operagdo pivotal dupla com pivots mg, €
m,.. Obtém-se um novo quadro da forma (1.14) sem alteragdo dos

conjuntos I e J. V4 para Passo 1.

EXIT - Se TERM=1,(w=q,z=0) ¢ésolugdo do LCP. Se TERM=2,a
fungio quadrética é ilimitada no conjunto de restri¢Ges.

E possivel mostrar que as operagdes pivotais usadas pelo algoritmo mantém a
bissimetria da matriz M e que além disso q; 20 ¢ M;;e PSD em cada iteragdo [KE73].

A prova de que o método termina num nimero finito de operagdes pivotais baseia-se
no facto de o valor da fungio quadrdtica decrescer de iteragdo para iteragdo quando as
solucdes forem sempre ndo degeneradas. No caso de algumas solucdes serem
degeneradas € possivel provar que a regra de Bland [BL77], aplicada aos critérios de
escolha de r (1.15) e s (1.16), € suficiente para garantir que o algoritmo termine num
nimero finito de iteragdes [CHCOS0].

4 - Métodos Iterativos para o Problema Linear Complementar

Dando um ponto inicial Z0 > 0, os métodos iterativos geram uma sucessdo de pontos

z!, z2... obtidos por uma férmula de recorréncia do tipo

Zr+l = g(zr)

que em certas condiges converge para a solugdo do LCP. Se a escolha do ponto 20 ¢
determinante na obtengdo da solugdo, a convergéncia diz-se local. De outro modo a

convergéncia € global.

Estes métodos tém a vantagem de serem extremamente simples de implementar,
podendo tornar-se bastante eficientes para resolver problemas de grandes dimensdes com
estrutura esparsa, desde que a matriz do LCP seja bem condicionada. A maior parte dos
métodos iterativos baseia-se na equivaléncia de um LCP ao programa quadrdtico
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minimizar qu+%zTMz
(1.17)
sujeitoa  z20

Esta equivaléncia apenas se verifica se a matriz M ¢ simétrica e a funcdo quadrdtica €
limitada no conjunto

No entanto, para a maior parte dos problemas que sdo tratados neste trabalho, a matriz
M nio satisfaz essas propriedades.

No caso de M ser nio simétrica é ainda possivel estabelecer a convergéncia dos
métodos iterativos quando a matriz satisfaz uma condigdo de dominéncia diagonal
generalizada [AHS83]. Contudo essa propriedade ndo é satisfeita nos LCPs que
estudaremos neste trabalho.

Recentemente foram desenvolvidos alguns métodos de pontos-interiores para a
resolu¢do do LCP [KOMIYOS9, PAYEHAKA90, DILI91]. Esses métodos sdo iterativos
na concepgdo, mas, tal como anteriormente, a sua convergéncia estd apenas assegurada
quando a matriz do LCP for PSD. Apesar destes métodos poderem ser uteis em alguns
dos LCPs a estudar neste trabalho, sio ainda muito recentes para os incluirmos nos

processos de solu¢do que discutiremos nesta tese.

5 - Resolucio do Problema Linear Complementar por
Optimizagao Nao Convexa

Neste capitulo serdo revistos alguns dos processos que sao capazes de resolver o LCP
sem qualquer restrigio na classe da matriz M. Esses processos baseiam-se em
equivaléncias entre o LCP ¢ alguns problemas de optimiza¢do nio convexa. O primeiro
desse tipo de processos baseia-se no facto de a condigdo de complementaridade do LCP
(1.1) se poder traduzir por restrigdes disjuntivas do tipo z;=0 ou w;=0(i=1,...,n).
Como as varidveis z € w sdo ndo negativaé, tais restri¢gdes podem ser substituidas por
z;<0 ou w; <0 (i = 1,..., n). Portanto o LCP € um problema particular de

programagio disjuntiva do tipo
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minimizar f(x)

sujeitoa  xeS

xe U _§,
ke

onde S ¢ dado por (1.2), f(x) é a fungdo nula, Sy = {x: A¥x> ek, x 20}, com ek

vector de uns, e K o conjunto que numera os diferentes conjuntos disjuntivos Sy.

Este tipo de problemas é resolvido relaxando as restrigdes disjuntivas e acrescentando

planos de corte do tipo nix > T, tais que

x U _§ = TCTX.>_7t0
keK

O objectivo ¢ criar cortes o mais profundos possivel, de modo a que a solugdo
complementar seja rapidamente encontrada. Métodos para obter estes planos de corte
podem ser encontrados em [JE78, OW73, RASHS84], mas apenas no tltimo destes
artigos € apresentada alguma experiéncia computacional. No entanto, este tipo de métodos
levanta problemas de estabilidade e de capacidade de armazenamento [RASHS84] que ndo
permitem resolver eficientemente LCPs de média ou grande dimensao.

Bard e Falk [BAFA82b] usam a equivaléncia do LCP com o problema concavo
[MAN79]:

n
min 2 {min{O, Ml YA Zi + ql} + Zl}
z€S =1 )
onde M; corresponde 2 linha i da matrizM e S ¢ dado por

S={zeR":q+Mz20,220} (1.18)

Para o efeito, utilizam um algoritmo de pesquisa em drvore com limites (branch-and-

. 2 n+l P
-bound) que, na pior das hipéteses, resolve 2 —1 subproblemas, mas que na pratica
necessita de resolver um nimero bastante menor. Cada um desses subproblemas consiste

em resolver um programa linear do tipo

n
min ¥, (1-8)z+8 M z

zeS =)

1 ... . .
onde &, = 5 inicialmente, e depois toma os valores O ou 1 paracada i=1,...,n.
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Em alguns casos, o algoritmo obtém a solugdo na fase inicial, ndo necessitando de
ramificar a drvore. Tais casos correspondem a situagSes muito especiais em que 0 LCPse
pode resolver a partir de um programa linear. Para uma descrigdo das classes de LCP que
se podem resolver a partir de programagdo linear sugerimos [MAN79, AL89]. No caso
geral € necessdrio recorrer a um método de pesquisa em drvore com limites que parece ser
bastante ineficiente. Alids os autores ndo apresentam quaisquer resultados computacionais

que atestem a eficiéncia do algoritmo.

Em [AL86a] Al-Khayyal propds o tratamento do LCP como um programa bilinear
(BLP) com restrigdes ndo separadas da forma

minimizar z'w
sujeitoa w=q+Mz

w=20,z20

Para resolver este problema ¢ introduzido um hiper-rectangulo

Q={(@z,w):0<z<u,,0sw<uy}

que ¢ sucessivamente subdividido em outros hiper-rectingulos até se obter uma solugio
do LCP. Essas parti¢des sdo obtidas resolvendo programas lineares. E ainda possivel
encontrar processos de eliminar alguns hiper-rectingulos dessa parti¢do, quando se
verifica que nenhuma solugio do LCP pode af existir. Deste modo obtém-se um método
de pesquisa em 4drvore com limites que, de acordo com a experiéncia computacional
apresentada em [AL86a], se revela menos eficiente que um método tipo enumerativo
hibrido que serd objecto de estudo neste trabalho. Dai ndo nos debrugarmos sobre este
processo de solugdo do LCP a partir de programagio bilinear com restrigdes nao

separadas.

E ainda possivel provar [AL86b] que o LCP € equivalente a um programa bilinear com
restri¢des separadas da seguinte forma

minimizar g(z,y) = elz+ ClTY + YT M-Iz
(1.19)

sujeitoa Mz+q20,y<e,z20,y20

ondee =(1,..., l)Te R"e I, € a matriz identidade de ordem n. Além disso, z € solugdo do

LCP (g, M) se ¢ s6 se (z, y) é o minimo global do BLP(1.19) e g(z, y) =0. O facto de ser
conhecido o valor da fungio no minimo global torna este tipo de processo mais
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recomendével para a resolugiio do LCP. Esse assunto serd discutido no capitulo 6 desta

tese.

Entre as redugdes a problemas nio convexos, a proposta de Pardalos e Rosen
[PAROS88] § a tinica que apresenta alguma experi€ncia computacional com problemas de
dimensdo média. Esse algoritmo resolve, de forma ndo global, o programa quadrdtico ndo
convexo

minimizar qu+-é- zT(M+MT)z
(1.20)
sujeito a Mz+q=20,z=20

para viérios pontos iniciais z' em principio préximos da solugdo. Esses pontos sdo

escolhidos entre as solu¢des de 2n programas lineares, cujas funges objectivo sdo do

tipo v?z e —v?z, com v;(i=1,..,n) constituindo n direc¢Ges ortogonais.

Se entretanto a solugdo ndo for encontrada por este processo recorre-se a execugdo de
um programa 0 — 1 misto da forma:

maximizar p

sujeitoa 0<(My);+q;p<1-9§ i=1,..,n

0<y;£9; i=1,..,n
3;e {0, 1} i=1,..,n
0<p=l

Se a solugdo P deste problema for maior do que zero, z =y /P € solugdo do LCP(1.1). Se
P =0, o LCP ndo tem solugdo [PAROS88].

E dificil comparar a eficiéncia deste método com a de outros algoritmos, pois apenas
sdo indicados tempos de execugdo em [PAROS88]. Contudo, parece ser um método que
exige um elevado trabalho € a redugdo a um problema de programagcao inteira mista nao
parece ser a aposta mais conveniente para resolver o LCP. Um outro processo de
resolugio do LCP usando programagdo inteira 0 — 1 mista foi proposto anteriormente por
Ibaraki [IB71]. Se u,, € u, so limites superiores nos valores das varidveis w € z, entdo o

LCP € equivalente ao programa 0 — 1 misto
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0 < WJ Y 81 uw
0< Zj < (1—8_]) uzj _ j= 1,..., n
d5.€ {0, 1}

z

Alguma experiéncia computacional com este tipo de processo ¢ apresentada em
[KAHA78]. Esses resultados revelam que resolver LCPs usando este tipo de processo €
menos eficiente do que usar um método enumerativo mesmo quando este Wltimo algoritmo

¢ o menos sofisticado possivel.

6 - Métodos Enumerativos para o Problema Linear
Complementar

Este tipo de métodos baseia-se no cardcter combinatdrio da defini¢do do LCP, que

sugere uma pesquisa em 4rvore para encontrar uma sua solugdo.

Estes métodos surgiram inicialmente com o objectivo de enumerar todas as solugdes
do LCP [MU70, GALE71, MITJA79, JUMI88a]. No entanto, 0 esfor¢o computacional
para obter todas as solugdes do LCP € proibitivo mesmo para LCPs de pequena
dimensdo. Por isso estes algoritmos passaram a ser desenvolvidos para determinar uma
s6 solugdo [KAHA78, AL87, JUFA88a].

Para encontrar uma ou todas as solu¢des complementares € preciso encontrar um ou
todos os conjuntos AC{1,...,n,...,2n} tais que ieA seesdse i+ngA e para cada
um desses conjuntos A formar a matriz A tal que A; =1; se jtneA ou A; =- M; se
je A e verificar se Al q = 0. O método de Murty [MU70] procura determinar um ou
vérios conjuntos A usando para isso a resolugdo de uma sequéncia de problemas de
cobertura. Nenhuma experiéncia computacional é apresentada. Contudo, o método ndo
parece ser eficiente, dado que se tem de resolver problemas de cobertura e além disso as

dimensdes desses problemas vo aumentando passo a passo.

Os métodos descritos em [KAHA78, GALET71, MITJA79, JUMI88a] usam em cada
iteracio solugdes admissiveis e terminam quando uma solugo complementar € obtida. De
entre esses processos apenas o algoritmo descrito em [JUMI88a] incorpora heuristicas
que o tornam mais atractivo. Os autores apresentam ainda alguma experi€ncia
computacional para problemas de pequena dimensdo, que mostram a validade da
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w=q+Mz

0< Zj < (1—81) qu ' j= 1,..., n

Sje {0, 1}

2,

Alguma experiéncia computacional com este tipo de processo € apresentada em
[KAHA78]. Esses resultados revelam que resolver LCPs usando este tipo de processo €
menos eficiente do que usar um método enumerativo mesmo quando este ultimo algoritmo

¢ o menos sofisticado possivel.

6 - Métodos Enumerativos para o Problema Linear
Complementar

Este tipo de métodos baseia-se no cardcter combinatério da defini¢do do LCP, que

sugere uma pesquisa em drvore para encontrar uma sua solugdo.

Estes métodos surgiram inicialmente com o objectivo de enumerar todas as solugdes
do LCP [MU70, GALE71, MITJA79, JUMI88a]. No entanto, o esfor¢o computacional
para obter todas as solu¢des do LCP € proibitivo mesmo para LCPs de pequena
dimensdo. Por isso estes algoritmos passaram a ser desenvolvidos para determinar uma
$6 solugio [KAHA78, AL87, JUFAS88a].

Para encontrar uma ou todas as solugdes complementares € preciso encontrar um ou
todos os conjuntos AC{l,...,n,...,2n} taisque i€A seesése i+ng A e para cada
um desses conjuntos A formar a matriz A tal que Aj. = Ij_ se j+neA ou Aj_ =- Mj_ se
jeA e verificar se Al q 2 0. O método de Murty [MU70] procura determinar um ou
vérios conjuntos A usando para isso a resolu¢do de uma sequéncia de problemas de
Cobertura. Nenhuma experiéncia computacional é apresentada. Contudo, o método ndo
parece ser eficiente, dado que se tem de resolver problemas de cobertura e além disso as
dimensdes desses problemas vio aumentando passo a passo.

Os métodos descritos em [KAHA78, GALE71, MITJA79, JUMI88a] usam em cada
iteragdo solugdes admissiveis e terminam quando uma solugdo complementar é obtida. De
eéntre esses processos apenas o algoritmo descrito em [JUMI88a] incorpora heuristicas
que o tornam mais atractivo. Os autores apresentam ainda alguma experiéncia

Computacional para problemas de pequena dimensdo, que mostram a validade da
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proposta. As heuristicas que o algoritmo incorpora permitem fixar o valor de algumas
varidveis z; e w; em zero, reduzindo assim a pesquisa na drvore. Além disso essas
heuristicas sio baseadas em algoritmos do tipo simplex, o que torna ficil a sua
implementagdo para LCPs de média e grande dimensdo. No capitulo 2 vai discutir-se esse
método enumerativo e desenvolver outros procedimentos heuristicos que irdo aumentar a

sua eficiéncia.

Em [AL87], Al-Khayyal sugeriu o uso de um método de gradiente reduzido
modificado para diminuir a pesquisa de uma solugdo do LCP. No capitulo 2 vai
demonstrar-se que tal técnica ¢ bastante dtil e permitird o desenvolvimento de um
algoritmo enumerativo hibrido, que se mostrard eficiente para a resolu¢io de LCPs de
média e grande dimensdo de estrutura esparsa.

7 - Algumas Generaliza¢oes do Problema Linear Complementar

Em muitas aplicagGes de economia e engenharia existem situagdes em que as varidveis
estdo relacionadas entre si por relagdes lineares, mas a condi¢do de complementaridade
apenas ocorre entre algumas dessas varidveis. Assim aparece o problema linear
complementar generalizado (GLCP) da forma

w=q+ Mz + Ny
w20,220,y20 (1.21)
wiz; =0 i=1,..,n

m m . .
com weR™, zeR", ye Rt, Me R™" Ne Rth, ge R e m 2 n. Existem ainda

problemas de optimizagdo em que uma fungdo linear é minimizada num conjunto de
restrigGes que constituem um LCP ou GLCP. Esse problema serd denotado por MLCP e é
normalmente definido da seguinte forma

minimizar ¢z + dTy
sujeitoa w=q+Mz+Ny

w20,z20,y20 (1.22)
Wizi=0 i=1,...,n

Apesar da importincia destas duas generaliza¢des do LCP, ndo t2m sido desenvolvidos
algoritmos capazes de resolver estes problemas eficientemente. Nesta tese iremos estudar

-20-



e e pman

[y

estes problemas com algum detalhe, discutindo ndo sé algoritmos para a sua solugdo,
como também o seu uso na resolugio de alguns problemas de optimizagio global.

Uma outra generalizagdo do LCP, que ocorre bastante em aplicagdes e na resolugio de

problemas de optimizagdo usando a complementaridade linear, considera limites
superiores b; nas varidveis z; e condigdes de complementaridade referentes aos limites

inferiores € superiores. Esse problema € denotado por BLCP e ¢ definido do seguinte

modo:

w=q+Mz
z,=23;=> w;20 . .
Zi = bl = “/l <0 1= 1"-~7n (1.23)

ai<Zi<bi$ Wl=0
com - <a;<b;<+ee paratodo i=1,..,n

Tal como no caso do LCP, iremos distinguir GLCPs, MLCPs e BLCPs Convexos,
Concavos e Nio Convexos, dependendo da matriz M, associada 3s varidveis
complementares ser PSD, NSD ou indefinida respectivamente. Note-se que M, =Mno
caso do BLCP e M, € uma submatriz de M nas defini¢des dos GLCP e MLCP.

Devido a sua importincia, vdrios algoritmos directos e iterativos tém sido propostos
para a resolugdo do BLCP [JUPI89a, MOTO91, PAYEHA90]. Em particular BLCPs
convexos podem ser resolvidos por métodos polinomiais. Por outro lado BLCPs
concavos e ndo convexos sio problemas NP-completos. No capitulo 4 estudaremos com

algum detalhe o BLCP.
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CAPITULO 2

METODOS ENUMERATIVOS PARA
PROBLEMAS LINEARES COMPLEMENTARES

1 - Método Enumerativo Simples para LCP e GLCP

Tal como foi referido anteriormente, o problema linear complementar LCP consiste em
encontrar vectores ze R" e we R™ tais que

w=q+Mz, 220, w20, zTw=0 (2.1)
Nestas restri¢Ges hd que distinguir as lineares que definem o conjunto admissivel
S={(z,w):w=q+Mz,z20, w20} (2.2)

¢ a condi¢do de complementaridade zTw = 0. Como as varidveis z; € w; sdo ndo

negativas, esta tltima condigdo € equivalente a
ZiWi=O i= 1, 2,..., n (23)

Uma maneira simples e geral de resolver o LCP consiste em obter inicialmente uma
solugdo admissivel (isto &, um elemento do conjunto S) ¢, usando sempre solugdes
admissfveis, explorar uma 4rvore bindria da forma
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com iy, iy,... inteiros pertencentes ao conjunto {1,..., n}, até se obter uma solucdo

complementar. Como essa solugdo é complementar e admissivel, entfio € uma solugdo do
LCP.

No né inicial hd que obter uma primeira solugdo admissivel. Tal € conseguido

resolvendo o programa linear
e 7
sujeitoa w=q+z,p+Mz (2.4)

w,z,zOZO

com z, uma varidvel artificial € p um vector ndo negativo satisfazendo p; > 0 para todo i
tal que g; < 0. Neste capitulo iremos discutir vdrios processos de resolver este programa

linear.

Cada um dos outros nds é gerado resolvendo um subproblema que consiste em
minimizar uma varidvel z;_ou wj,, sujeita as restri¢des lineares do LCP e restrigdes da
forma zy =0 ou w = 0, correspondentes as varidveis marcadas (isto €, fixas a zero) no

caminho que define o ramo que estd a ser explorado.

Assim, por exemplo, para se gerar o né 4 da figura 2.1, resolve-se o problema de
programagio linear

minimizar z;
2

sujeito a w=q+Mz,z.>_0,w20,zil=0

Para resolver este programa linear, usa-se uma modificagdo da Fase 2 do método simplex
que serd discutida mais adiante. Dois casos podem ocorrer:

i) avaridvel minimizada tem valor igual a zero, e entdo € marcada de modo
a permanecer igual a zero em todos os caminhos descendentes da drvore;

L1
e
A

se o minimo da varidvel é positivo, entdo o ramo € podado, pois nido
existe nenhuma solugdo do LCP que satisfaga as condi¢des de
complementaridade impostas ao longo do caminho ji existente.

O método enumerativo procura resolver o LCP gerando sucessivos nés da drvore de
acordo com o processo anterior, até que se obtenha uma solugdo complementar ou se



estabeleca que o LCP ndo tem solugdo. O algoritmo consiste genericamente nos seguintes

passos:

Passo 1 — Procura determinar-se uma solugio inicial admissivel. Se tal ndo for
possivel, o LCP € ndo admissivel e ndo tem solugdo.

Passo 2 — Se a solugio é complementar, entdo é uma solugdo do LCP e o processo
termina. De outro modo, segue para Passo 3.

Passo 3 -~ Escolhem-se duas varidveis complementares z;, w; bdsicas e positivas e
geram-se dois novos nés resolvendo dois programas lineares de
minimizagdo de z; e w;. Para cada um dos problemas, se o minimo da
varidvel é positivo o respectivo ramo € podado. De outro modo, a

varidvel com minimo zero € marcada.

Passo 4 — Se ndo houver nds por explorar, o LCP ndo tem solucdo. Caso contrério,
escolhe-se um né para explorar e volta-se ao Passo 2.

Este algoritmo s6 é eficiente se houver poucos nds a serem visitados antes de se obter
a solugdo ou de se provar que ela ndo existe. Por isso € necessdrio estabelecer processos
heuristicos que acelerem a pesquisa dessa solugdo. Esses processos dizem respeito a
escolha do par (z;, w;) no Passo 3 ¢ a escolha do né no Passo 4. Também se constatou
que € importante obter uma "boa" solugdo inicial no Passo 1 e encontrar uma "boa"
técnica para gerar os nds da drvore. Estas heuristicas basearam-se numa vasta experiéncia
computacional. Por isso a sua explicagdo serd acompanhada com a apresentagdo de
resultados da solugdo de alguns problemas-teste. A definicdo desses problemas €
apresentada na tltima secgdo deste capitulo.

I - Escolha do Né

Em [ALS87], Al-Khayyal sugeriu a escolha do né, no Passo 4, como aquele para o
qual o produto P = z'w é minimo. A nossa experiéncia computacional mostrou que a
incorporacdo de tal critério normalmente aumenta a eficiéncia do método enimerativo
relativamente a outros processos de escolha de nés. De facto, apesar de obrigar muitas
vezes a repor informagdo referente a exploragdo de um né anteriormente abandonado,
obtém-se mais rapidamente a solugdo, pois ndo se corre o risco de estar a explorar
completamente ramos que ndo forneceriam uma solug3o.
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Outro critério [JUFAS88a], que a nossa experiéncia computacional mostrou ser
importante, consiste na escolha do né para o qual ¢ minimo o nimero NCP de pares de
varidveis complementares bdsicas da correspondente solu¢@o bdsica. Como os dois
critérios sdo muitas vezes conflituosos entre si, tentou obter-se um compromisso entre os
dois critérios, tendo-se optado pela escolha do né que minimiza a quantidade

NCP+ B

p

onde p € um valor previamente fixado.

No quadro 2.1 é apresentada a eficiéncia destas técnicas de escolha de nés da drvore.
Nesse quadro T, NI e ND representam respectivamente o tempo CPU em segundos, o
niimero de operagdes pivotais e o nimero de nds gerados de que o método enumerativo
necessita para resolver alguns dos problemas-teste do quadro 2.1. Ainda nesse quadro o
simbolo > significa que o método enumerativo foi incapaz de obter a solugdo ao fim do
tempo que é indicado. Nestes casos, o tempo de referéncia resulta da informagdo de
outros tempos ja obtidos para a resolug@o do mesmo problema com outras versoes. E
também importante referir que o mesmo problema-teste aparece vdrias vezes com
resultados bastante diferentes, devido ao facto de se terem escolhido heuristicas distintas

em outros passos do método enumerativo.

min P min NCP min(NCP + 2)
p

p:lO p=100

Prob. T ND NI T ND NI T ND NI T ND NI
R1 09 11 22 2.0 23 45 0.9 11 22 1.1 13 26
R2 260 73 321 14.7 45 182 260 71 319 147 45 182
R3 565 69 376] 56.6 69 376 § 566 69 376 566 69 376
R3 {2270 229 1538 81.0 77 504¢F 960 95 578 81.0 77 504
R4 750 81 360] 64.0 81 310 69.0 83 330 69.0 83 330
R4 |260.0 217 1822 [>420.0 >335 >3038 |266.0 223 1858 | 313.0 265, 2185
R4 850 71 486 {>300.0 >189 >1860| 72.0 61 404 128.0 97 709

Quadro 2.1

Para a maior parte dos problemas testados, o valor p = 10 mostrou fornecer um bom
compromisso entre os dois critérios de minimizagdo das quantidades P e NCP referidas
anteriormente. Este novo critério € normalmente o mais consistente entre aqueles que
foram analisados, conforme se verifica das indicagdes do quadro 2.1. Neste quadro



também se apresentam resultados obtidos para p = 100, que confere um maior peso a
influéncia de NCP. Esses resultados mostram que a escolha desse valor para p € menos

conveniente do que a anterior.

II - Geragio dos Nos

Como foi referido anteriormente, para se gerar um novo né no Passo 3 € necessério
resolver um programa linear, que consiste em minimizar uma varidvel x; sujeita as
restrigdes lineares do LCP e de restrigdes z; =0 ou w; =0 correspondentes as

varidveis que foram marcadas anteriormente.

O primeiro algoritmo utilizado é uma pequena varia¢do a Fase 2 do método simplex.
Esse processo serd denotado por MINVAR e o seu objectivo € minimizar uma varidvel x;

partindo de uma solugdo admissivel em que x; € bdsica.

O programa linear a resolver € do tipo
minimizar Xx;

sujeitoa  Ax=q (2.5)
x20 e xj=0 paratodo jeJ

onde J € o conjunto dos indices das varidveis marcadas em niveis anteriores, x; ¢ uma
varidvel z; ou w;j e A =[I, : — M] . Como apenas solugSes bdsicas admissiveis sdo

usadas pelo algoritmo, sé é necessdrio aplicar a Fase 2 do método simplex para
minimizar a varidvel x;. Seja t a linha da varidvel x;. Se designarmos por q; e Eij 0s
elementos actualizados do quadro contraido correspondente & solugdo bdsica corrente,

entdo vdrios casos podem acontecer e sdo discutidos a seguir.

i) Seq,=0¢
r =min {j:Etj;tO com jeJ} (2.6)

entdo efectua-se uma operagio pivotal com pivot a, . tornando a varidvel
x; ndo bdsica que assim pode ser marcada. Se Etj = 0 para todas as
colunas ndo marcadas j& J, a varidvel X; continua bdsica, mas pode ser

marcada porque nunca tomard valores diferentes de zero.

-
e
N’

Se q,>0e Etj 20 para todas as colunas j ndo marcadas, entdo x; tem

minimo positivo e o ramo pode ser podado. De outro modo, seja

-26 -



r = min {j:Etj=rrllin{5[k<O e keT}} Q.7)

Entdo determina-se s tal que

s=min {i: 2 =py=min{ —-:3,<0}} (28)
e b

e faz-se uma operagdo pivotal com pivot ag. Se s = t entdo a varidvel x;
torna-se ndo bdsica e é marcada. Caso contrdrio, uma nova iteragdo €
efectuada.

Para evitar possiveis entradas em ciclo, em casos degenerados, usa-se a regra de
Bland [BL77], passando nesse caso o critério (2.7) a ter a forma

r = min {j:Etj<0 e jelJ) (2.9)

Este processo tem a desvantagem de ndo controlar o niimero de pares de varidveis
complementares positivas. Nesse sentido propusemos em [JUFA88a] uma modificagéo
do método BRES (Basis Restricted Entry Simplex) desenvolvido por Wolfe [WOS59] para
a resolugo de programas quadriticos convexos. No algoritmo BRES uma varidvel ndo
bdsica z;(ou w;) com um custo reduzido negativo sé pode passar a bdsica se a sua

complementar for nfio basica. Este algoritmo BRES pode ter trés terminagdes possiveis:
TERM = 1 — Uma solugdo bdsica com min x; = 0.
TERM = 2 — Uma solugo bdsica éptima do programa (2.5) em que min x; > 0.

TERM = 3 — Uma solugdo bdsica ndo éptima do programa linear (2.5), mas sem
haver varidveis ndo bdsicas candidatas a passar a bdsicas.

O algoritmo MBRES proposto em [JUFA88a] consiste essencialmente em continuar o
processo de minimizagdo no caso em que a terminagdo TERM = 3 ocorre. Os passos do
algoritmo sdo apresentados a seguir.

ALGORITMO MBRES para gerar um né k > 1

Passo 0 - Seja NCP o nimero de pares de varidveis complementares (z;, w;), com
z; € w; ambas bdsicas na solugdo bdsica.
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Passo 1 - Aplique o algoritmo BRES. Se uma solugio bdsica complementar for
encontrada quando o algoritmo BRES estd a ser usado, faga TERM =1¢
NCP =0 e v4 para EXIT. Se o algoritmo BRES terminar com TERM =1
ou TERM = 2, v4 para EXIT. Caso contririo (TERM = 3), vd para
Passo 2.

Passo 2 — Faga NCP = NCP + 1 e execute uma operagdo pivotal com pivot a
pertencer a uma coluna com custo reduzido negativo e v4 para Passo 1.

EXIT - Se TERM =1 e NCP = 0, uma solu¢do do LCP foi encontrada € o
método enumerativo pdra. Se TERM =1 ¢ NCP > 0, o n6 k foi gerado.
Se TERM =2, o né k ndo pode ser gerado e o ramo € podado.

Como no algoritmo MBRES as varidveis ndo bdsicas a entrar na base tém que
satisfazer um critério adicional, este processo requer geralmente mais iteragdes do que o
algoritmo MINVAR. Contudo, o processo MBRES néo s6 controla a quantidade NCP,
como também controla a quantidade P, o que se vai traduzir muitas vezes numa redugio

do esforgo computacional do método enumerativo, conforme se pode ver no quadro 2.3.

Em certos casos, porém, o uso do processo MBRES obtém nés para os quais NCP ¢
P sdo bastante pequenos, mas ndo conduzem a qualquer solugo complementar. Se tal
acontecer o método enumerativo gasta muito tempo a pesquisar nés que ndo necessitariam
de ser explorados. E esta a razio dos alguns maus resultados da variante MBRES
apresentados no quadro 2.3.

A experiéncia computacional revelou que em bastantes casos uma solugio
complementar era obtida durante a execugdo dos processos MINVAR ou MBRES. Essa
solugdo seria no entanto perdida pelo processo enumerativo, dado que ndo seria a dltima
solugdo obtida pelo processo. Daf se fazer a verificagdo de todas as solugdes bdsicas
usadas pelos processos MINVAR ou MBRES quanto & sua complementaridade. Como
esta verificagdo € bastante rdpida (ver secgdo 7), esta modificagdo ndo aumenta muito o
tempo de execugio e justifica-se plenamente pela grande frequéncia com que uma solugio

complementar ¢ encontrada durante as iteragSes intermédias desses processos.

III - Solugio Inicial

Como foi referido anteriormente, o Passo 1 do método enumerativo consiste em
encontrar uma solugdo admissivel para as restrigdes lineares do LCP. Em [JUFAS88a] sdo
apresentados vérios processos de obter essa solugdo que se discutem a seguir.

-28 -



[y

Como as restri¢des lineares do LCP sdo constituidas pelas desigualdades z 2 0,
Mz + q 2 0, entdo o primeiro processo consiste simplesmente em

T
mmimzar € zZ

sujeitoa Mz+q=20,z20 (2.10)

com e=(l,..., l)T , usando o método dual simplex (METODO 1 ). Com efeito, como
esse programa linear tem uma solugdo dual admissivel, o uso do método dual simplex €
recomendivel e a solugio Sptima do programa linear (2.10) € uma solugdo admissivel do
LCP.

Um outro processo igualmente simples de obter uma solugdo admissivel do LCP
consiste em usar a Fase 1 do método simplex com uma inica varidvel artificial [MU76,
pp.136-138]. Introduz-se assim uma varidvel artificial zy e o vector e =(1,..., 1)T nas

restricdes lineares do LCP e resolve-se o programa linear
minimizar  z,

sujeito a Mz+zoe+q20,220,2020 (2.11)

Se q 2 0 a solugdo z = 0 é uma solugiio complementar do LCP. Seja entio
q, =min{q;:q;<0,i=1,..,n]}

A varidvel bdsica na linha r € entdo substituida pela varidvel artificial zj, obtendo-se uma
solugdo admissivel de (2.11) com z;, > 0. Para minimizar z; pode aplicar-se o algoritmo
MINVAR (METODO 2) ou MBRES (METODO 3). Note-se que no METODO 3 se tenta
controlar os parimetros NCP e P que sdo importantes no desenvolvimento do processo
enumerativo.

Uma outra hipétese a explorar serd a de usar o método de Lemke para tentar resolver o
LCP. Se o método terminar com uma solugio do LCP, entdo o método enumerativo ndo
chega a ser usado. Se se terminar numa aresta ilimitada, um dos algoritmos MINVAR ou
MBRES ¢ aplicado para minimizar a varidvel z,, obtendo-se deste modo .uma solugdo
inicial bdsica admissivel para o método enumerativo. Estes processos hibridos sdo
designados por METODO 4 ¢ METODO 5, conforme se usa MINVAR ou MBRES
respectivamente.

No quadro 2.2 € apresentada a efici€ncia dos cinco métodos discutidos nesta secgdo na
resolugdo de alguns dos problemas-teste introduzidos na sec¢do 8. Neste quadro Nl e T
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representam o nimero de operagdes pivotais € o tempo CPU em segundos de cada um
dos processos € NCP e P sido as quantidades referidas na secg@o anterior.

METODO PROBLEMA
R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9
NCP | 10 9 14 22 25 21 21

P 361 526 959 343 766 879 1161
NI 47 29 53 27 46 81 104

NCP 8 12 13 22 23 27 27
P 180 1217 849 343 590 1261 1839

2
NI 38 20 38 27 57 61 57
T 2.6 0.8 2.7 1.8 4.7 64 8.1
NCP 5 5 3 20 21 20 11
P 597 268 402 350 604 1893 1537
3
NI 34 48 65 26 55 70 102
T 1.5 3.3 6.1 1.8 4.3 6.7 15.5
NCP 9 10 8 22 21 25 23
P 412 724 573 243 568 1307 2143
4
NI 42 73 37 33 56 65 96
T 2.7 2.7 2.8 2.1 4.2 6.3 179
NCP 5 5 5 18 20 14 6
P 371 731 481 350 553 942 704
5

NI 47 93 74 32 52 77 223
T 2.0 4.5 6.7 2.0 4.2 5.6 47.7

Quadro 2.2

Estes resultados revelam que, em geral, os METODOS 1 ¢ 2 requerem um reduzido
nimero de iteragdes, mas os METODOS 3 e 5 fornecem um melhor controle das
quantidades NCP e P. Uma outra conclusdo que se pode retirar do estudo computacional
€ a de que a incorporagdo do método de Lemke ndo prejudica significativamente a
eficiéncia do processo de obtengio de uma solugdo admissivel.
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Assim, e dadé a importincia do controle de NCP e P no método enumerativo,
recomenda-se a utilizagdo dos METODOS 3 ou 5 no Passo 1. Além disso, os resultados
do quadro 2.3 mostram que a escolha desses métodos € particularmente importante se o
processo MBRES for usado na geragdo dos nés.

METODO |Problema MINVAR MBRES

T ND NI T ND NI

R1 3.2 11 35 2.7 9 32

R2 541 105 506 | 1094 193 1222

: R3 1369 149 868 65.2 59 518
R4 72.3 61 404 | >420.0 >265 >2698

R1 3.2 11 36 2.7 9 33

R2 539 103 515 | 1230 215 1335

2 R3 64.4 69 430 48.2 39 336
R4 |>410.0 >307 >2851 | 103.5 73 641

R1 3.3 11 36 2.7 9 33

R2 64.5 109 645 28.5 47 265

: R3 52.6 59 367 14.8 11 120
R4 49.3 39 294 | >420.0 >267 >3019

R1 3.3 11 37 2.7 9 34

R2 38.7 77 369 346 6l 344

* R3 46.8 39 346 29.5 23 223
R4 93.5 81 557 | 1420 93 838

R1 3.3 11 37 2.7 9 34

R2 29.3 55 202 30.9 53 324

. R3 109.6 127 721 68.2 55 512
R4 78.1 55 442 53.4 39 385

Quadro 2.3
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IV - Escolha do Par de Varidveis Complementares

Para a escolha do par de varidveis complementares no Passo 3, Al-Khayyal [AL87]
sugere que se considere aquele par para o qual o produto z;w; seja mdximo. A nossa
experiéncia computacional confirmou o acerto dessa escolha. Essa experi€ncia também
mostrou que o critério que escothe o par de varidveis (z;, w;) para o qual o produto z;w; €
minimo tem tendéncia a gerar nés que ndo sdo podados e que pouco alteram o valor de P.
Consequentemente a solugdo é obtida sé depois de uma grande busca. Por outro lado, a
simples escolha do primeiro par de varidveis complementares cujo produto € diferente de
zero torna 0 método pouco robusto.

V - O Algoritmo Enumerativo Simples

Baseados nas conclusdes apresentadas nesta secgdo, elabordmos um método
enumerativo que incorpora as heuristicas mais eficientes. Assim, o algoritmo tem as

seguintes caracteristicas:
(i) O METODO 3 ¢ usado para gerar o ng inicial.
(ii) O algoritmo MBRES ¢ usado para a geragio de nds.

(iii) A escolha do né no Passo 4 ¢ feita a partir do critério que utiliza a

quantidade NCP + P com p = 10.
p

(iv) No Passo 3 € escolhido o par (z;, w;) que maximiza o produto z;w;.

Este algoritmo enumerativo pode ser aplicado sem modificagdes significativas na
resolugdo do GLCP. Na secgdo 7 iremos descrever sumariamente uma implementagao
deste processo para a resolugdo de LCPs e GLCPs de médias e grandes dimensdes e
estrutura esparsa.

Para aumentar a eficiéncia deste algoritmo foi incorporado no Passo 3 um algoritmo
heuristico de [JU82] que consiste em minimizar simultaneamente as duas varidveis z; e w;
ou, pelo menos, em minimizar uma delas sem aumentar o valor da outra. Este processo
tem a vantagem de permitir marcar varidveis sem criar novos nds, reduzindo bastante o

esforgo de pesquisa da solugio.

-32.



Assim, s6 se efectuam pivotagens quando um dos seguintes casos ocorrer:

(i) uma das varidveis é nula, considerando-se entdio a linha associada como
linha pivot e para coluna pivot a correspondente a um elemento diferente

de zero dessa linha;

(ii) ambas as varidveis sdo positivas e a coluna pivot tem elementos
negativos ou, pelo menos, ndo positivos com um deles negativo nas

linhas associadas a essas varidveis.

Quando tal nio for possivel, pode acontecer que uma das varidveis satisfaga uma das

propriedades:
(P.1) G=0ea;= para todo o jeJ
(P.2) q;>0ea;20 paratodoojel

onde q; e Eij sdo os elementos actualizados do quadro contraido correspondente a solugdo

bdsica corrente. Se uma das varidveis satisfizer (P.1) entdo pode ser marcada, dado que
nunca mais toma valores diferentes de zero. Se uma das varidveis satisfizer (P.2), o seu
valor minimo é positivo e, portanto, a sua complementar vai ser marcada usando o
algoritmo MBRES, sem necessidade de, explicitamente, definir novo né. Se ambas as
varidveis satisfizerem (P.2), o ramo € podado.

Se todas as colunas nio marcadas tiverem elementos de sinais contrdrios nas linhas
associadas a essas varidveis, usa-se o processo normal jd descrito no Passo 3, gerando-se

dois novos nds.

Na secgio 8 deste capitulo apresentamos alguma experiéncia computacional com este
método na resolugio de alguns LCPs de média dimensdo com matrizes indefinidas. Tal
como seria de esperar, os resultados mostram um aumento significativo do esforgo
computacional 3 medida que a dimensdo do LCP aumenta. Para minorar essa
desvantagem Al-Khayyal sugeriu em [AL87] uma modifica¢do do método de gradiente
reduzido que ¢ aplicado em cada né. Este processo serd discutido na préxinia sec¢do.

.33.-



2 - Algoritmo de Gradiente Reduzido Modificado de
Al-Khayyal

Como foi referido anteriormente, o LCP é equivalente ao programa quadrdtico

e e . T
minimizar g(z, w) =z'w

sujeitoa  (z, w)ES (2.12)

sendo S o conjunto admissivel do LCP definido por (2.2). Devido 2 definigdo do LCP €
ficil provar, usando os argumentos apresentados em [MU76], que ou o LCP ndo tem
soluciio ou entdio existe pelo menos uma solugio que € um ponto extremo de S (isto €,
uma solugdo bdsica admissivel). Por isso apenas basta procurar uma solu¢do do LCP
entre os pontos extremos de S. Baseado nesta propriedade, Al-Khayyal [AL87]
desenvolveu um algoritmo de gradiente reduzido modificado que procura obter um ponto
de Kuhn-Tucker da fungdo objectivo do programa (2.12) ou pelo menos um ponto
extremo (z, w) de S tal que

gz, W) < g(z, w) para todos os pontos extremos de S adjacentes a (z, ).

Tal ponto extremo serd denotado por LSM (Local Star Minimum) em conformidade com a

notacdo usada por Al-Khayyal.

Seja (z, W) um ponto extremo de S e consideremos a aproximagio linear @(z, w) da

funcio g(z, w) em (z, w) dada por
Oz W) =W Z+Z W+ @ W) 2.13)
Considere-se ainda o programa linear:
minimizar ¢(z, w)
suyjeitoa  (z, w)e S (2.14)

Entio verifica-se o seguinte teorema:

Teorema 2.1 - (Z, W) é uma solugdo 6ptima do programa linear (2.14) se €.s6 se
(z, W) é um ponto de Kuhn-Tucker do programa quadrdtico (2.12).
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Demonstracio: Considere o programa dual de (2.14)

maximizar qu
veR"

N M7 W
sujeito a I, v o~

Se (z, W) é uma solugio éptima do programa linear (2.14), entdo o dual tem solugdo

(2.15)

éptima ¥ e além disso (Z, W, V) satisfaz a condi¢io de complementaridade das varidveis de

folga. Portanto tem-se

0 I, M 0 &
I, 0 -1, w [-lo |=] & (2.16)

Z, W, 8, B20,z a=pw=0

Mas (2.16) sdo exactamente as condigdes de Kuhn-Tucker do programa quadrético
(2.12). Donde (z, W) é um ponto de Kuhn-Tucker do programa (2.12). De igual modo se
prova a implicagdo inversa. ¢

Deste modo, o programa linear (2.14) permite identificar facilmente pontos de
Kuhn-Tucker do programa quadrdtico (2.12).

Se o ponto (Z, W) ndo for ponto de Kuhn-Tucker de (2.12), existird pelo menos uma
aresta incidente em (z, W) tal que o valor de 2z w decresce ao longo desta, sendo esse
decréscimo tanto mais rdpido quanto mais negativo for o seu custo reduzido. Como
interessa determinar pontos extremos LSM de g(z, w) = sz, teremos que analisar o que

acontece a esta fungdo no outro extremno da aresta.
Se designarmos por (dz, dw) a direcgfio que caracteriza essa aresta, teremos
(Z*, w*) = (Z, W) + 1 (dz, dw) (2.17)

onde L, € obtido pelo critério do quociente minimo usado no método simplex. Por outro

lado o valor de z'w a0 longo dessa aresta € dado por

f() = dz dw p2 + (A2 Z +dz W) L+ Z W (2.18)
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onde P € uma varidvel com valor compreendido entre zero € Jy. Se reordenarmos as
componentes da direcgdo (dz, dw) segundo as varidveis bdsicas e ndo bdsicas (xp, xp) do
ponto (Z, W), essa direcgdo terd todas as componentes nulas, com excepgdo da
correspondente 2 varidvel ndo bdsica x », que € incrementada ao longo da aresta, e das

varidveis bésicas. O seu valor € dado por:
dxg=-B'N, e dxy=1I, (2.19)

onde N , ¢ uma coluna de — M ou de I, associada a varidvel ndo bésica x y, consoante
essa varidvel seja zouw, e I , é a coluna £ da matriz identidade.

Entdo a quantidade (dew + Wsz) ¢ exactamente o custo reduzido € y associado a
varidvel nfo bdsica x . Para encontrarmos direcgdes descendentes para a fungdo g(z, w)
do programa (2.12) temos que analisar o custo reduzido e também o produto dz dw.
Assim podem acontecer os seguintes casos:

(i) Secy= Zwa + \Tdez <0 e dszw < 0, entdo o valor da fungdo

gz, w) = Z'w no ponto extremo adjacente

@z, W) + Y, (dz, dw)

vem dado por
Z0W 4Ty g+ (A2 dw) g2 <Z'w
(ii) Sec 2 < 0e dszw > 0, entdo a fungdo sz decresce de valor no

ponto extremo adjacente se
Mo (dz7dw) <-T (2.20)

(iii) Se ¢,=0 e dszw <0 , entdo a fungdo 2 w decresce de valor no

ponto extremo adjacente. Contudo a fungdo nio muda de valor se
dz'dw =0 e aumenta de valor se dz'dw > 0. Portanto h4 reducdo de
valor se a condigdo (2.20) se verificar.

(iv) Se ¢, >0, entdo dszw < 0 para haver decréscimo do valor da
P

fungdo. Além disso tal acontece apenas se a condi¢do (2.20) €
verdadeira.

Portanto em todos os casos hd a necessidade de verificar se a condigdo (2.20) €
verdadeira. O algoritmo de gradiente reduzido modificado de Al-Khayyal € um processo
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que apenas visita pontos extremos do conjunto S procurando em cada iteragdo uma
direcgdo descendente satisfazendo (2.20).

Assim, e tal como no método simplex, determinam-se os custos reduzidos € g do
programa linear (2.14). Se forem todos ndo negativos, entdo obteve-se um ponto de
Kuhn-Tucker e o método termina. Se existir pelo menos um € < 0, as varidveis ndo
bdsicas sdo ordenadas por ordem crescente dos custos reduzidos e por essa ordem faz-se

uma busca de direcgdes descendentes, comegando, tal como no método simplex, por
determinar a coluna actualizada dxg a partir de (2.19) e calcular

o =min (- : dx; <0} 2.21)

ieF i
com F conjunto dos indices das varidveis bdsicas.

Se |, ndo existir, estaremos numa aresta ilimitada que no pode ter pontos onde a
fungio zTw reduz de valor, pois a fungio zlw ¢ limitada inferiormente. Se 1, existir,
determina-se dwTdz e verifica-se se a condigfio (2.20) € verdadeira. Se tal acontecer,
entdo uma direcgio descendente foi encontrada e efectua-se uma operagio pivotal
tornando bdsica a varidvel x » por troca com a varidvel xg, em que s € a primeira linha em
que ocorre o valor . Passa a ter-se nova solugdo bdsica e por isso um novo programa

linear de forma (2.14). O processo € entdo repetido.

Se se ndo encontrar nenhuma direcgdo descendente adjacente, entdo o processo

termina com um ponto LSM.

A ocorréncia de solugdes degeneradas provoca com frequéncia mudangas de base,
sem no entanto mudar de ponto extremo. Por isso, e para que o processo nio entre em
ciclo, Al-Khayyal [AL87] evita usar o seu algoritmo quando a solugdo bdsica €
degenerada. Contudo, 2 medida que a dimensdo do LCP vai aumentando, a ocorréncia de
solugdes bdsicas degeneradas € muito mais frequente. E por isso justificado o uso desse
algoritmo de gradiente reduzido modificado mesmo em casos degenerados. Para tal, se
um pivot degenerado ocorre (1 = 0), faz-se a escolha da varidvel a entrar para a base pela
regra de Bland [BL77], escolhendo o primeiro coeficiente de custo'negativo para
determinar essa varidvel. Esta regra ¢ seguida até que um pivot ndo degenerado ocorra,
passando entdo a usar-se o processo original descrito por Al-Khayyal. Usando esta
extensdo, o algoritmo de gradiente reduzido modificado (MRG) pode ser usado em todos
os casos, terminando num ponto de Kuhn-Tucker ou num ponto LSM. Este processo
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pode ser usado em qualquer né da drvore. Nesse caso a pesquisa de direcgbes

descendentes € apenas feita para as varidveis ndo marcadas.

Os passos do algoritmo MRG sio apresentados a seguir.

ALGORITMO MRG

Passo 0 -

Passo 1 -

Passo 2 -

Passo 3 -

Passo 4 -

Passo § -

Seja x = (z, w) uma solugdo bdsica com Base B, T o conjunto das
varidveis ndo bdsicas nio marcadas e | T | o nimero de elementos desse
conjunto. Faga deg = 0.

Calcule os custos reduzidos €; (j€ T) associados a fungdo do programa
linear (2.14). Se Ej > 0 para todo je T, entdo x = (z, w) € um ponto de
Kuhn-Tucker do programa (2.12) com as varidveis ndo bdsicas x; (j& T)

marcadas e pdre. De outro modo v4 para Passo 2.

Se deg = 0, ordene as colunas das varidveis nfo bdsicas por ordem
crescente dos valores de T;. Caso contrdrio mantenha a ordenagio

anterior. Faga k = 1 e v4 para Passo 3.

Se k> T | pdra. Um ponto LSM foi encontrado. Caso contrdrio, seja X,

a varidvel niio bdsica candidata a entrar na Base. Determine d = (dz, dw)
e Wo de acordo com as férmulas (2.19) e (2.21) respectivamente. Se
lo = 0 vé para Passo 4. De outro modo (i > 0), vé para Passo 5.

Sec; <0 efectue uma operagdo pivotal, faga deg = 1 ¢ vd para Passo 1.
Secj 20fagcak=k+ 1 e v4 para Passo 3.

Determine PD = dzTdw. Se g PD <— Cj,» efectue uma operagio

pivotal, faga deg = 0 e v4 para Passo 1. De outro modo fagak =k + 1e
v4 para Passo 3.

3 - Equivaléncia entre os Métodos de Al-Khayyal e de Keller

Consideremos um né qualquer da 4rvore da figura 2.1 e sejam K e L os conjuntos das
varidveis z; e w; respectivamente niio marcadas no caminho que vai da raiz da drvore até

a0 n6 em discussdo. Se J = KNL, entio o método MRG procura resolver o seguinte

programa:
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e o s T
minirmizar ZJW]

sujeitoa I,w-Mz+q=0 (2.22)

ZKZO, WLZO
z; =0 seieK
;=0 seigL
Sejamx =(w,z),A=[I;:-M] e

0 E,
H—[En 0 ]

com E_ uma matriz diagonal de elementos diagonais e;; tais que

{1 se ieJ
i = )
0 seig]ld

Entio o programa quadrdtico (2.22) pode ser escrito na forma
minimizar g(x) = X H x
sujeitoa Ax+q=0 (2.23)
x20

Nesta secgio iremos apresentar uma versdo do método de Keller para a resolugao
deste programa quadrdtico (2.23) em que apenas sdo usadas solugdes bdsicas das
restricdes Ax + q = 0, isto &, pontos extremos do conjunto admissivel S do LCP. Em
cada iteragdo podemos escrever:

A=[B:N]

com B matriz Base associada 2 solugfo bdsica corrente. Se F ¢ T sdo os conjuntos de
fndices das colunas de A que pertencem a B e a N respectivamente, entdo podemos
escrever as condigdes de Kuhn-Tucker do programa quadrético (2.23) na seguinte forma:
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T
ye=| pPr | Hpg Hpr -B
yr=|pr| Hrg Hpr -N (2.24)

=1]q B N 0

x20,y20, xTy=0

com V um vector de varidveis artificiais (y =0) e pg =py = 0. Entio a solugdo bdsica

referida anteriormente ¢ obtida do quadro (2.24) por uma operago pivotal principal com

B 0

e tem associada a si um quadro da forma

pivot

XT 4 YE
=|p. | B Hpe -NT
T PT T TF
_ — — =T

@ =|pgp | Her Hpp -B

Como 0 € um vector de varidveis sem restri¢io de sinal, entdo X € um ponto de
Kuhn-Tucker se g 2 0 ¢ py 2 0 . Além disso, usando as regras das operagdes pivotais
principais, € facil de ver que os vectores P, P € q sdo dados por

Devido 2 definigio da matriz H, uma linha j de Hgp 56 serd ndo nula se a varidvel
complementar da varidvel x; for também bdsica. Além disso, se ke F € a linha dessa
varidvel complementar, entdo tem-se hjx =hy; = 1. Assim, se X;j = z; entdo xg = wj €
portanto Hp q representa o vector dos coeficientes de custo das varidveis bdsicas no

método MRG. Do mesmo modo a linha j de Htg s6 serd ndo nula se a varidvel
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complementar de x; for bdsica numa linha ke F. Nesse caso h; = 1 e portanto Hreqé
exactamente o coeficiente de custo da fungio linear usada pelo método MRG. Entdo se ¢ €

o vector dos coeficientes de custo da fungdo linear usada pelo método MRG, os vectores
G, Pr € Py do método de Keller satisfazem as igualdades

q=Xg
-I‘;F = B-T CF =T
§T=cT—nTN =Cp
onde X é o vector das varidveis bdsicas, T € o vector das varidveis duais e Ct € o vector

dos custos reduzidos usados pelo método MRG. Portanto a escolha da direcgdo
descendente é feita de modo igual nos dois métodos.

Se uma varidvel ndo bésica x_for escolhida no método de Keller para entrar na base e
de Y, é o valor do quociente minimo, entéo o valor da fungio quadrdtica ap6s a operagdo

pivotal dupla vem dado por
= T 2
g(x) = g(&) + 21y P+ hyr g
com g(X) o valor da fungio antes da operagdo pivotal ser efectuada. Portanto a operagdo

s deve ser efectuada se

2p, +h Hy<0 (2.25)

Err =Hp N.r - NE B-T(HFr + Hpg N.r)

Como H € simétrica, entdo
T T T
-N;. B =N,
Portanto
By =Hp N, + Hp N, + N Hpp N, = 20w'dz

tendo em conta a definigio da matriz H e a definigdo de d = (dw, dz) apresentada na
secgdo anterior. Como ﬁr é o coeficiente de custo reduzido da fungdo linear usada no
método MRG entio a condigio (2.25) é exactamente igual a condigdo (2.20) usada no
método MRG. Portanto este ultimo algoﬁtmo e a versdo do método de Keller que apenas
usa pontos extremos de S seguem exactamente 0 mesmo caminho e sdo portanto
equivalentes.
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4 - Método Enumerativo Hibrido para LCP e GLCP

Este algoritmo é essencialmente o método enumerativo simples incorporando o
algoritmo MRG introduzido na secgdo 2. Os passos do método enumerativo hibrido sdo
os seguintes:

METODO ENUMERATIVO HIBRIDO

Passo 0 — Faga NODE = NNODE = 1, onde NNODE ¢€ o niimero total de n6s a ser
investigados ¢ NODE o né corrente. Faga STZ (NODE) = STW
(NODE) = 0, onde STZ (NODE) e STW (NODE) sdo os conjuntos de
fndices das varidveis z ¢ w marcadas no né NODE respectivamente.

Passo 1 - Geracio do né 1 (primeira solugfo admissivel)

(i) Aplique o algoritmo MBRES para resolver o programa linear
(2.11). Se TERM = 1 ¢ NCP =0, vd para EXIT. Se TERM =2 vd
para EXIT. Caso contrdrio (TERM =1¢ NCP >0) vd para (ii).

(ii) Aplique o algoritmo MRG para encontrar um ponto LSM(z, w) da
fungdo g(z, w) = z¥ w. Se g(z, W) =0, faca TERM = 1 e vd para
EXIT. Caso contririo faga NCP (NODE) = NCP e v4 para o Passo
2.

Passo 2 — Ramificagdo
Faga NCP = NCP (NODE), STZ = STZ (NODE) e STW = STW
(NODE). Escolha o par de varidveis complementares (z g, w,) no né

NODE tal que

Z, Wy=max (Z;, ; :k = 1,..., NCP)

O né NODE est4 explorado. Vd para o Passo 3.
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Passo 3 -

Passo 4 -

Passo 5 -

EXIT -

Geragdo do n6 NNODE + 1
(i) Aplique o algoritmo MBRES para resolver o programa linear
minimizar zg

sujeitoa w=q+Mz, z,w20
zj=0 , wy=0, jeSTZ , 2eSTW

Se TERM = 1 ¢ NCP = 0 v4 para EXIT. Se TERM = 2 o né
NODE est4 explorado, o ramo é podado € v4 para o Passo 4. Caso
contrdrio, faca STZ (NODE) = STZ U (s} e vd para (ii).

(ii) Aplique o algoritmo MRG. Se g(z, W) = 0, faga TERM =1 e vd

para EXIT. Caso contrdrio faga NCP (NODE) = NCP, g(NODE) =
NCP

= Wi Zip © v4 para o Passo 4.
k=1

Geragdo do n6 NNODE + 2
Este é o Passo 3 com zg, STZ e Passo 4 substituidos por wg, STW ¢

Passo 5, respectivamente.

Escolha doné
Se todos os nés 1,..., NNODE estdo explorados, faga TERM =2 ¢ vd
para EXIT. Caso contrédrio, escolha o né NODE a partir do seguinte
critério:

NCP(NODE) + (N?{)DE) =

= min { NCP(j) + %-)- : j=1,..., NNODE e j por explorar}
V4 para o Passo 2.

Se TERM = 1, a solugdo bésica complementar (z, W) € uma solucdo do
LCP. Se TERM =2, o LCP ndo tem solugdo.

Este algoritmo pode ser aplicado  resolugdo do GLCP. A implementagdo deste
processo para a solugio de LCPs e GLCPs de média e grande dimensdo e estrutura

esparsa serd discutida na secgdo 7. Finalmente na sec¢do 8 apresentamos experiéncia

computacional da resolugio de LCPs, que atesta a superioridade deste processo em

relagdo ao método enumerativo simples, particularmente quando a dimensdo do LCP

aumenta.

.43 -



[y

5 - Aplicacio a LCP e GLCP com Estrutura Separada nas
Variaveis Complementares

Como veremos em capitulos posteriores aparecem em algumas aplicagdes LCPs da

forma:

wl q! 0 M;, z!

= + 2.26
W2 q2 M21 0 Zz ( )

wl, w2, zl, 220 wizi=0, i=1,..,n+n,

i i n . nixn n2xn . . .
com wi, Ze R™, i =1, 2 e M},e R" ™" ¢ M,;e R">""\. Em tais casos existem matrizes

de permutagdo P, e P, tais que

E O

P [I;:-M]P,= o D (2.27)

nmx ni+n ng x (ni+n ~ . . ’
onde EeR ! (n1+n2) e DeR 2 (ny+n2) sdo matrizes tais que E contém as colunas de w!

2 e .
e 72 ¢ D as colunas de w” e z. Portanto, o LCP tem uma estrutura separada nas varidveis

complementares e para qualquer Base B associada a uma solug@o bdsica do LCP tem-se

P,BP,= (2.28)
0 B,
com B e R M, B,e R"?*™ matrizes ndo singulares.

Seguidamente iremos mostrar que o método MRG se simplifica bastante neste caso.

Para isso consideremos os seguintes conjuntos
J,={L.,n}, L={n+1.., n,}

Seja x = (xg, xN) uma solugdo bdsica de base B satisfazendo (2.28) e F e T os

conjuntos de fndices associados as varidveis bdsicas ¢ ndo bdsicas respectivamente. Se



[ —

xp, £eT, € uma varidvel nio bésica escolhida a entrar na base, entio a direcgio d €

definida por:
dz =1
dj =0 paratodojeT - {2}
—B'll E p se R2e],
dF1=
0 se Rel,
0 se el
dF2= 1
-B, D, se ke,
Portanto

dw; =0 ou dz;=0 paratodo i=1,..,n

Entdo a condigdo (2.20) é verdadeira se € s6 se € negativo o custo reduzido T , da varidvel

ndo bésica associado 2 fungio objectivo do programa linear (2.14). Assim, o método

MRG reduz-se a um processo tipo simplex em que a direcgdo descendente ¢ escolhida

apenas pelo sinal dos coeficientes de custo reduzido associados a fungdo do programa

linear (2.14).

Tendo em conta as conclusdes obtidas, podemos apresentar os passos do algoritmo

MRG simplificado (SMRG) na seguinte forma:

ALGORITMO SMRG

Passo 0 — Sejam x = (z, w) uma solugdo bésica com Base B e T o conjunto dos

indices das varidveis ndo bdsicas nio marcadas. Faca deg =0.

Passo 1 - Calcule os custos reduzidos Ej, je T, associados a fungdo linear do
programa (2.14). Se Ej > 0 para todo je T, entdo x € um ponto de

Kuhn-Tucker e termine. De outro modo v4 para Passo 2.

Passo 2 - Calcule

P {min[i:6i=min€j} se deg = 0

min {i:¢; < 0} se deg =1

€ seja X  a varidvel ndo bésica a entrar na base.
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Passo 3 — Calcule o quociente minimo Mg Se pg=0 (y> 0) faga deg =1
(deg = 0). Efectue uma operagdo pivotal e obtenha uma nova solugdo
bédsica admissivel do LCP. V4 para Passo 1.

A incorporagio desta versio simplificada do algoritmo MRG no método enumerativo
aumenta evidentemente a eficdcia do processo. No préximo capitulo apresentamos alguma
experiéncia computacional com LCPs de médias e grandes dimensGes que atestam a
validade desta afirmagdo.

E ainda importante notar que o algoritmo SMRG pode também ser usado na resolugdo
de GLCPs com estrutura separada nas varidveis complementares, isto €, GLCPs da forma

w!q gt 0 M;p[ 1
w2 = q2 + M21 0 2 + Ny (2.31)
v b Hl H2 YA

comv,be Rm, H; e Rmxni, i=1,2eNe R(m+nl+n2)x£ e t um inteiro positivo, tendo
H =[H, : H)] ¢ N também estrutura separada em J; ¢ J,. Este tipo de GLCP aparece

muito frequentemente em aplicagdes da complementaridade a problemas de optimizagdo
global.

6 - Aplicacao ao GLCP Convexo

Tal como se referiu anteriormente, se a matriz do LCP é PSD, existem vérios métodos
eficientes para o resolver. No entanto, isso j& ndo se verifica no caso do GLCP convexo.
Como vimos, o algoritmo MRG pode ser aplicado para resolver o GLCP. Seguidamente
iremos provar que o algoritmo MRG pode ser simplificado neste caso. Consideremos o
GLCP (1.21) e seja:

n
gz, w,y) = z W; Z;

i=1

Se Z, W, §) e (z*, w", y") sdo dois pontos extremos adjacentes de S entdo tem-se

@, W,y = @ W, 7) + Ho (dz, dw, dy)
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onde iy € 0 quociente minimo do método simplex e d = (dz, dw, dy) ¢ uma direcgdo

s 2 . . . *
admissivel que caracteriza a aresta definida pelos dois pontos extremos @, w",y")e
(z, W, ¥). Entdo:

gz, w*, v = @+ 1o d2)T (F+ g dw) =
=77 W+ 2 dz" dw + po@  dw + W' dz)

= 8@E, W, ) + o (g dzT dw + @ dw + W dz))
Portanto sé haverd redugdo de gz, W, ) se 4o>0 ¢
Hodzl dw + @ T dw + w1 dz) <0 (2.32)

Por outro lado, como ambos os pontos %, w*, y") e (Z, W, ¥) sdo solugdes
admissiveis do GLCP, tem-se

W + Hgdw =q + M(Z + g dz) + N(F + po dy)
€ portanto

dw=Mdz+ Ndy
Donde

dz! dw = dzT M dz + dzT N dy

Como M é PSD, entdo dz' M dz 2 0 e ¢ por isso pouco provdvel que (2.32) se
verifique quando o custo reduzido satisfaz a

Cp=@ dw+Ww dz)20

Portanto, € recomenddvel neste caso procurar apenas direcgdes descendentes em
colunas cujo custo reduzido seja negativo. Com efeito, o tempo que se perde a fazer
buscas em outras direcgdes ndo € compensado devido a pouca frequéncia com que
direcgGes descendentes ocorrem para varidveis com coeficientes de custo reduzido ndo
negativos. E de notar que nio h4 garantia neste caso de o algoritmo MRG terminar num
ponto de Kuhn-Tucker ou LSM. Contudo, o algoritmo MRG € usado para reduzir o valor
da fungio zlw ¢ isso é conseguido com esta forma simplificada. No capftulo 7 iremos
verificar a importincia que esta simplificagdo do algoritmo MRG tem na efici€ncia do
método enumerativo hibrido para a resolugdo de GLCPs associados a problemas de
optimizagao global.
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7 - Implementacio dos Métodos Enumerativos para LCP e
GLCP Esparsos

Como foi referido anteriormente, os métodos enumerativos simples e hibrido baseiam-
-se em operagdes pivotais e procuram obter uma solugio complementar (isto €, uma
solugdo satisfazendo z; w; = 0 para todo i = 1,..., n) usando sempre solugdes bdsicas
admissiveis. Nesta conformidade, uma implementagdo de um método enumerativo para a
resolugio de um LCP ou GLCP esparso deve incorporar as técnicas usadas para
implementar o método simplex para programas lineares com €sse tipo de estrutura. Esses
processos serdo discutidos mais adiante. A implementagdo deve ainda conter algumas
estruturas de dados que permitam o funcionamento do método enumerativo. Assim,
deverd haver antes de mais uma estrutura de dados que permita representar eficientemente
os vdrios tipos de varidveis que um LCP ou GLCP pode conter. Nessa estrutura as
varidveis complementares associadas a matrizes diferentes da matriz identidade (varidveis
7) serdo numeradas de 1 até n. Se existirem varidveis sem complementar associadas a
matrizes diferentes da identidade (varidveis y), elas serio numeradas a seguir, de n+1 até
MAC. As varidveis complementares das varidveis z (varidveis w) serdo representadas
pelos inteiros MAC + 1,..., MAC + n. Se existirem ainda varidveis sem complementar
associadas 3 matriz identidade (varidveis v), estas aparecerdo no fim, numeradas de
MAC+n+1até MAC+n+ £ =NV.

Deste modo, pela simples numeragdo das varidveis, podemos detectar pares de
varidveis complementares (i e MAC + i, para i < n). Além disso, para ndo haver
necessidade de guardar as matrizes identidade, existe ainda uma quantidade MA, tal que
todas as varidveis com numeragio j > MA estio associadas a colunas da matriz identidade.
Desta forma j — MA é o indice da linha ocupada pelo elemento igual a 1.

Para todos os exemplos de GLCPs apresentados nesta tese, verifica-se MA = MAC,
sendo, no caso particular da resolugio de um LCP, MAC=MA =ne NV =2n. No
entanto, preferimos separar as duas quantidades, pois podem ocorrer problemas passiveis
de resolugdo pelo método enumerativo hibrido em que aquela igualdade ndo se verifique.

Como em cada iteragdo se usam solugdes bdsicas, hd necessidade de guardar a
informagio da solugdio bésica, assim como das varidveis marcadas e ndo marcadas. Para
isso usa-se um vector X que guarda os valores numéricos das varidveis bdsicas dessa
solugdo, e um vector de inteiros IVAR de dimensdo igual a NV. Essa vector € definido do
seguinte modo:
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(i) as primeiras m componentes de IVAR contém inteiros que representam
as m varidveis bdsicas.
(ii) os inteiros correspondentes as varidveis ndo bdsicas ndo marcadas sio
guardados nas componentes m+1 até m+NC de IVAR.
(iii) as varidveis marcadas estdo representadas nas componentes m+NC+1
até NV.

Exemplo : Consideremos um LCP (g, M) com n = 3. A numeragio das varidveis
{2y, 2y, 73, Wy, Wo, W3} serd (1,2,3,4,5,6) respectivamente. Se estivermos perante
uma solugdo bdsica ndo complementar xg = (25, W, W9), XN = (21, 23, W3), associada a

um né com as varidveis z; € w3 marcadas, vird

IVAR =(2,4,5,3, 1,6}

m=23
NC=1
NV =6

Se X =(2.5, 0.5, 1.25) entdo a solugdo bdsica é

22 = 25
Wl =0.5
W2 = 1.25

2;=23=w3=0

Para se conhecer a localizagdo de uma varidvel em IVAR, consideramos um vector
IPT, tal que IPT(i) indica a componente de IVAR que guarda a varidvel i. Estes vectores
IVAR e IPT sdo actualizados em cada iteragdo do método enumerativo e sio bastante uteis
para analisar se uma varidvel € bdsica, ndo bdsica ou marcada, detectar solugdes bdsicas
complementares e definir a fungio objectivo do algoritmo MRG.

Em determinadas situagdes sdo ainda utilizados vectores auxiliares que permitem o
acesso rdpido a uma dada informag3o. Por exemplo, no método MBRES usa-se uma lista
ligada para mais rapidamente serem percorridas as varidveis ndo -bdsicas com
complementar também ndo bdsica ou marcada.

Em cada iteragdo, para além da informagdo anterior, é necessdrio conhecer o valor
numérico associado 2 solugio bésica xpg, a parte bdsica dxg da direc¢do admissivel d e

ainda, em alguns casos, os custos reduzidos associados a uma fungdo objectivo. Como

xg=-Blq , dxg=B'N,
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xp € dxg podem ser obtidos a partir da solugdo de dois sistemnas de equacgdes lineares com

matriz B. Para se obterem os custos reduzidos das varidveis ndo bdsicas tem que se
T n- c . ~ S
calcular y=cg B 1, onde cg € o vector dos coeficientes de custo da fungdo objectivo

correspondentes 2s varidveis bdsicas. Esse vector y pode assim ser obtido a partir da
solugio do sistema BT y = cp.

Para resolver estes sistemas, usa-se a decomposi¢do LU da matriz Base B. Tal
decomposi¢do € apresentada na forma [RE2]

L'B=P,UP,

onde P, e P, sdo matrizes de permutagdo armazenadas em dois vectores de dimensdo m,
U € uma matriz esparsa armazenada por linhas e Ll ¢ armazenada na forma produto do
tipo

L'=EE.,...E

Nesta representacdo E; é uma matriz elementar, que apenas difere da matriz identidade

num elemento nio diagonal que ¢ alids o dnico elemento real a ser armazenado na
estrutura que armazena a forma produto.

Deste modo, para resolver o sistema

Bx=h
tem-se
LP, UP,x=h
ou seja
P,UP,x=L'h=EE_ ..E h=h

Portanto, para obter x, resolve-se o sistema triangular superior
_pl pk
UP 2X= P 1 h
Por outro lado, para a resolugio de

tem-se
P, U P L y=cy

Assim resolve-se o sistema triangular inferior

UTP v=P,cy
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¢ calcula-se

T T T T
y=L"v=E ..E_|E v

usando as matrizes elementares armazenadas na forma produto.

Esta decomposi¢do LU € actualizada em cada iteragdo de acordo com o esquema
sugerido por [RE82], provocando enchimentos em U e acrescentando novos elementos a
L1, Tal como em outros processos deste tipo, sdo efectuadas reinversdes periédicas a
partir do quadro inicial. Essa reinversio consta de uma Fase de Andlise na qual a matriz €
permutada de modo a provocar poucos enchimentos e de uma Fase de Factorizagdo onde
os pivots obtidos na primeira Fase podem ser alterados para manter a estabilidade do
processo

Na Fase da Andlise é usada uma técnica semelhante a desenvolvida em [HERA71,
HERA72]. No processo usual de Hellerman-Rarick, a matriz ¢é reordenada na forma
triangular inferior por blocos (LBTF) de modo a que, por pivotagem, sé sejam gerados
acima da diagonal elementos diferentes de zero em poucas colunas (normalmente
designadas por "spikes").

Z

Figura 2.2 - Forma LBTF de Hellerman-Rarick

Como alguns dos pivots podem ser nulos, esta reordenagdo nem sempre permite uma
factorizagio estivel [ERGRLEPOS8S5] e hd necessidade de, na Fase de Factorizagdo,
prever a troca de "spikes". Por outro lado, como a matriz U estd ordenada por linhas e
como na Fase de Factorizagdo € usada a escolha limite de pivot [RE82], preferimos a
reordenagio que transforma a matriz na forma triangular superior por blocos (UBTF) (ver
figura 2.3).
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NN

Figura 2.3 - Forma UBTF

Assim, a escolha limite de pivot s6 faz a troca de linhas "spikes" ndo alterando muito a
estrutura prevista na Fase de Andlise. Além disso, pelo modo como a actualizagio
provoca enchimentos na decomposigio LU, a reordenagio UBTF, da figura 2.3, tem
vantagens relativamente 3 LBTF da figura 2.2, pois comega com L! mais esparso e com
U mais cheio na zona em que tem mais tendéncia a encher.

Para manter a estabilidade € necessdrio que os pivots, encontrados ao longo de todo o
processo, satisfacam a certas condiges. Para isso, introduziram-se duas tolerdncias, a
Tolerancia Absoluta TOL2 ¢ Tolerdncia Relativa TOLR, exigindo-se que o valor absoluto
do pivot seja maior que a tolerdncia absoluta e superior ao produto do maior valor
absoluto da coluna abaixo da diagonal pela tolerdncia relativa (escolha limite de pivot).

Se o valor absoluto do pivot for inferior 2 tolerdncia absoluta durante a actualizagdo da
inversa, faz-se a reinversio da matriz B a partir do quadro original. Se durante a
reinversdo se voltar a confirmar essa propriedade, entdo a matriz Base € singular, ndo se
chegando a calcular a sua inversa. Deste modo o algoritmo termina podendo pensar-se em
executd-lo de novo com outros valores para as tolerdncias.

Se o valor absoluto do pivot ndo satisfizer a condigdo de limite, entdo efectua-se uma
troca de linhas de forma a que o elemento com maior valor absoluto passe a ser o pivot.
Com esta troca, a decomposigdo fica mais estdvel, apesar de ocorrerem mais enchimentos.
Para controlar esses novos enchimentos, é conveniente usar um valor de TOLR ndo muito
grande (TOLR = 0.1 é normalmente recomendado [TO72]).
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As reinversdes sdo efectuadas devido a razdes de estabilidade e de efici€ncia. Assim,
como critério de estabilidade € feita uma andlise da solugdo, usando um critério sugerido
por [TO72], sempre que o elemento m4ximo em valor absoluto da decomposic¢do LU €
grande (> 10%). Tal critério consiste em comparar o residuo r; de

r=h-Bx
com a quantidade

si=z | by; %!
J

onde x ¢ a solugdo obtida pela decomposigdo actual. Sempre que Ir;1>TOLs; (T OL ¢
normalmente igual a 10°5), a decomposigio € rejeitada e é efectuada uma reinversdo para
obter uma nova decomposi¢do da mesma matriz B.

Como critério de eficiéncia, obriga-se a que uma nova reinversio seja executada
sempre que se tenham executado pelo menos NACT actualizagdes (onde NACT € um
parimetro fornecido pelo utilizador, normalmente igual a 40) e que o nimero de
elementos da dltima actualizagio ultrapasse o dobro dos elementos da iltima reinversdo.
Por outro lado, como os elementos de U podem ter as suas linhas dispostas
desordenadamente e com elementos nulos entre elas, é necessério algum espago livre para
que sejam efectuadas actualizagdes sem que sejam necessdrias muitas compressoes da
estrutura de dados que armazena U. Assim, na pritica é conveniente também executar
uma reinversio quando 2/3 do espaco livre da dltima reinversdo jd esteja ocupado.

Quando um né é gerado, € necess4rio guardar, em memdria auxiliar num ficheiro de
acesso directo, alguma informagdo acerca do né corrente e da solugdo bésica associada.
Essa informagdo inclui os vectores IVAR e IPT referidos anteriormente. Assim, no Passo
5 do método enumerativo hibrido, sempre que a escolha recai num né diferente do iltimo
explorado, toda essa informagio € lida do registo que corresponde a esse nd, sendo
necessério repor, por reinversio, a decomposigio LU correspondente aquela solugdo
bésica.

Como os nés sdo percorridos segundo uma certa ordem (normalmente por ordem
crescente da quantidade NCP + P/ p) usa-se uma lista ligada que consiste num vector
NNV e numa varidvel ponteiro LPI. A varidvel LPI aponta para a componente de NNV
associada ao primeiro né segundo a ordenagdo pretendida e NNV (i) aponta para a
componente de NNV associada ao né seguinte segundo essa ordenagdo. O dltimo
elemento da lista é identificado por NNV (i) = 0. Os indices desse vector NNV
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representam os nimeros dos registos do ficheiro directo que guardam a informagao
necessdria para identificar o né. Depois de explorado o né, fica livre um desses registos.
Assim, para que o ficheiro directo ndo fique muito extenso, 0 mesmo vector NNV, com
outra varidvel ponteiro LPL, é usado para ligar os registos cuja informagdo jé ndo €
necessdria. Apenas no caso de LPL ser igual a zero (ndo existem registos livres) é que é
incrementado o nimero de registos utilizados. Com este tipo de implementagao, o
processo de escolha do nd a ser explorado € extremamente simples e recorre sempre a um
ficheiro com o menor mimero de registos possivel.

Finalmente € bastante importante em problemas de grande dimensdo ordenar as
colunas nio bdsicas por ordem crescente dos custos reduzidos, sempre que o método
MRG faz busca de direcgdes descendentes. Para isso, na primeira iteragdo, usa-se o
algoritmo "Quicksort" [WI76], dado que é o mais rdpido quando o vector estd
desordenado. Nas iteragdes seguintes, como essa ordenagio ndo é geralmente muito
alterada, usa-se o algoritmo "linear", que é mais eficiente para estes casos [WI76].

8 - Experiéncia Computacional

Nesta secgio apresenta-se alguma da experi€ncia computacional usada para testar os
métodos enumerativos na resolugio de LCPs em que a matriz M € indefinida. Experi€ncia
computacional com LCPs ¢ GLCPs com Me NSD ou com estrutura de varidveis

separadas serd descrita em capitulos posteriores.

Os resultados foram obtidos usando um computador CYBER CDC 720 da
Universidade do Porto. Os problemas—teste foram gerados de modo a que o LCP tenha
pelo menos uma solugdo complementar. Os elementos da matrizM e as componentes do
vector q foram gerados aleatoriamente de acordo com uma técnica descrita em [RASH
84], que ¢ explicada a seguir:

- . nxn . , ..
a) Os elementos ndo nulos da matriz Me R sio numeros inteiros

uniformemente distribuidos entre — 50 e +50.

b) Os valores de q sdo gerados de modo a que o LCP tenha pelo menos uma
solugdo (z, w), com as primeiras k = n / 5 componentes de z iguais a
zero, € as restantes n — k componentes iguais a um inteiro uniformemente
distribufdo entre 2 e 5, inclusive. Os valores de w sdo tais que:
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2 se M;z>0
w:=4 0 se M;z=0 parai=1,..,k
1

1
s¢ M.iZ<O

e w; = 0 para i = k+l,..., n. O vector q € entdo univocamente

determinado por g=w-Mz

Usando esta técnica, foram gerados dois tipos de problemas esparsos. No primeiro
grupo de problemas foi introduzida uma quantidade NZ que representa o nimero de
elementos ndo nulos da matriz M, sendo esses elementos nio nulos distribuidos
aleatoriamente pela matriz. Foram gerados doze problemas deste tipo, identificados pela
letra R. A dimensdo n e nimero de ndo zeros NZ de cada um desses problemas sdo

apresentados no quadro 2.4.

Problema} R1 R2 R3 R4 R5 R6 R7 R8 R9 RI0 RIl RI2

n 40 40 40 40 50 100 100 100 100 150 200 300
NZ 69 135 215 263 340 158 263 442 871 405 682 747
Quadro 2.4

No segundo grupo de problemas usdmos as técnicas indicadas em [PAROS88], para
gerar matrizes tridiagonais e pentadiagonais, identificadas respectivamente pelas letras T e
P. A solugio € gerada de tal modo que, aleatoriamente, uma das componentes wj Ou z;
seja nula e a outra tome um valor inteiro aleatério no intervalo [0, 2]. As dimensdes n
desses problemas sdo as indicadas no quadro 2.5, tendo-se gerado, para alguns deles,
dois valores diferentes para as componentes do vector q.

Poblema|{ T1 T2 T3 T4 T5 T6 T/ T8 T9 P1I P2 P3
n 100 200 200 300 300 400 400 500 500 100 200 300

Quadro 2.5

E importante notar que os 24 problemas apresentados tém matrizes nio simétricas
indefinidas com cerca de metade dos elementos gerados negativos, € que o vector q
também tem um nimero significativo de valores negativos. Além disso,‘o método de
Lemke [LE68], com vector € = (1,..., 1)T, termina em aresta ilimitada em todos estes 24
problemas-teste. |

Nas experiéncias procurdmos testar a eficiéncia do método enumerativo hibrido, que €
identificado por ALKHYBEN, e do método enumerativo simples SIMEN. Os quadros
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2.6 e 2.7 contém a experiéncia computacional com estas duas versdes do método
enumerativo na resolugdo dos problemas-teste descritos anteriormente.

Problema SIMEN ALKHYBEN

T ND NI T ND NI
R1 2.7 9 33 0.8 1 22
R2 28.5 47 265 4.8 3 69
R3 14.8 11 120 11.1 9 114
R4 >4200 >267 >3019 14.9 5 114
R5 141.8 63 570 29.8 5 148
R6 5.6 7 61 6.8 7 51
R7 38.3 51 280 21.9 5 130
R8 > 760.0 >79 2397 57.9 1 218
R9 * 160.2 3 264
R10 > 1260.0 >969 5941 |~ 77.0 17 241
R11 * 193.7 3 490
R12 * 405.5 19 481

Quadro 2.6
Problema SIMEN ALKHYBEN

T ND NI T ND NI
T1 7.9 11 68 13.8 5 78
T2 28.1 31 137 42.8 3 128
T3 29.6 27 149 49.9 3 150
T4 64.3 33 227 164.6 7 221
T5 116.0 71 353 291.9 9 262
T6 132.1 59 336 299.6 7 292
T7 278.1 137 656 317.0 11 330
T8 > 14600 >530 >2592 694.8 17 385
T9 * 1080.0 13 441
P1 139.5 119 872 37.6 9 204
P2 >4000 >113 >913 172.5 7 320
P3 * 997.4 37 797

Quadro 2.7

Tal como anteriormente, nestes quadros os parimetros T, ND e NI representam
respectivamente o tempo de CPU em segundos, o nimero de nés e o nimero de
operagdes pivotais. O simbolo > significa que o método enumerativo foi incapaz de
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encontrar a solugio complementar durante o tempo T que se the segue. O simbolo *
significa que o problema-teste correspondente nio chegou a ser resolvido, pois a sua
execucdo seria bastante ineficiente.

Os quadros 2.6 e 2.7 revelam que a versdo simples do método enumerativo, descrita
na secgdo 1.V, tem um bom comportamento para problemas bastante esparsos. Este facto
¢ particularmente evidente para a maior parte dos problemas-teste com matrizes
tridiagonais, onde a versdo simples se comporta melhor que a hibrida. Contudo, quando a
dimensdo e a densidade do problema aumentam, esta versdo simples piora. A versdo
hibrida é eficiente para todos os testes e ndo é t3o sensivel a um aumento de densidade e
dimensdo da matriz do LCP.

E também importante notar que em todos os problemas-teste o algoritmo
ALKHYBEN requer muito poucos nés para encontrar uma solugdo complementar. O
nimero de iteragdes é normalmente menor do que na versdo simples, embora os tempos
sejam piores em alguns casos. Este aumento significativo do tempo de execugdo €
explicado pela necessidade que o método MRG tem em pesquisar mais do que uma
direc¢do em cada iteragio do processo para esses problemas mais dificeis.
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CAPITULO 3

PROBLEMAS LINEARES COMPLEMENTARES
CONCAYVOS

1 - Propriedades do LCP Cdncavo

Como € perfeitamente conhecido, uma matriz M quadrada de ordem n é Negativa
Semi-Definida (Me NSD) se e s6 se X Mx < 0 para todo xe R". Neste capitulo

estudaremos a resolugiio do LCP quando a sua matriz M pertence a essa classe. Iremos
ainda considerar uma subclasse NSD, das matrizes NSD em que os elementos ndo

diagonais s3o nio negativos. Essa classe € portanto definida de acordo com a seguinte
equivaléncia:

MeNSD, < MeNSD e mijZO para todoi #j

Comegamos por recordar os conceitos de Transformada Principal e Complemento de
Schur de uma matriz que terdo um papel fundamental no estabelecimento dos principais
resultados deste capitulo. Seja M uma matriz quadrada de ordem n e F um subconjunto de
{1,..., n}. Entdo existe uma matriz de permutagio P tal que

M M
PTMP=[ FF FT ]
Mg Mpr

comT = {1,..., n} - F. Se Mg € ndo singular, a transformada principal de M com pivot

Mg é a matriz M dada por

-1 -1

M MM

M=|: FF-1 FF FT] (3.1)
MtgMgg  (MIMEgp) .

com
(M| Mgg) = Myp— Mg Mk Mgy (3.2)

Esta dltima matriz é denominada Complemento de Schur de Mgz em M.
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Usando demonstra¢des semelhantes 3s apresentadas em [MUB88], € possivel
estabelecer um nimero importante de propriedades que estdo agregadas no seguinte lema:

Lema 3.1: Se M ¢ uma matriz quadrada de ordem n, entdo
i) MeNSD(NSD,) => MzeNSD(NSD,) para qualquer FC{1...., n}
ii) MeNSD(NSD,) = m;; <0 paratodo i=1,...,n
iii) MeNSDem; =0 = my; =—my; para quaisquer j #1i
MeNSD_ _em;=0 = m; ‘—‘mji:O para quaisquer j#i

iv) MeNSD(NSD_) = P MPe NSD(NSD,) onde P ¢ uma matriz de
permutagdo

v) se M é a matriz dada por (3.1), entdo
MeNSD = MeNSD
vi) se Mg € ndo singular e (M | Mgg) € a matriz dada por (3.2), entdo
MeNSD(NSD,) = (M1 Mpgp)eNSD(NSD,)
Como consequéncia do lema anterior podemos estabelecer a seguinte propriedade:

Lema 3.2 - Se MeNSD, e nio singular, ento M'<o0

Demonstragio: Iremos demonstrar o teorema usando o método de indugdo sobre a
ordem n da matriz M. Se n = 1, entio M = [m;;] <0 e M! = [1/m;,] < 0.
Suponhamos agora que o lema € vdlido para todas as matrizes Me NSD_ de ordem

k <n-1 e demonstremos que também € verdadeiro quando M tem ordem n. Podemos

escrever
[ ]
M= T
a mnn

onde a e b s3o vectores de ordem n — 1 ¢ M, € uma matriz quadrada de ordem n — 1. Se
M, € singular, existe um conjunto FC {1,..., n - 1} tal que Mgg € a submatriz ndo
singular de M, de maior ordem. Entdo pelo Lema 3.1 tem-se
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1 1 1
Mgg  -MgpMgpr —~Mgpbp

Ty -1 —
L apMgp 0 m,

com T = {1,...,n - 1} —F. Portanto pela Férmula de Schur [CRHA69] tem-se:

0O O
detM) = det(Mgg) det [ _ ] =0
Loy,

Mas isto é impossivel, porque M € ndo singular. Entdo M, € ndo singular e podemos
escrever em (3.3) Mgz =M, e T =0. Além disso pela Férmula de Schur

_ detM)
n= derMy 70

e osinal de m,, € negativo pelo lema 3.1. Entdo a inversa de M pode ser obtida da matriz

(3.3) por uma operagio pivotal com pivot m,, € tem-se

M+ Mba™] - M7
T 1 1 Myn
P™M7p =
— --‘_]‘—a_']:‘l\/l'l\l .—1_
Myn Myn

Como MeNSD, entio a20,b20 e m_, <0. Além disso M'l1 <0 pela hipétese de
indugdo e portanto M'<0. ¢

Estamos agora em condigdes de estabelecer o primeiro resultado referente a existéncia
de solugdo do LCP cdncavo [JUFA91a].

Teorema 3.1 - (i) se MeNSD + € q<0, entdo o LCP € ndo admissivel

(ii) QNNSD, =5
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Demonstracio: Basta demonstrar (i), pois (ii) € uma consequéncia de (i) e da defini¢do
de matriz Q apresentada no capitulo 1. Dois casos podem ocorrer € sdo discutidos a
seguir:

a) Se M é ndo singular, o LCP € equivalente a

=-Mlqg+Mw

T

220, w20, zw=0

Como 0 # M'_1 <0, w20 e q<0,entio M'lq >0 e M'w <0. Portanto
o LCP € nio admissivel.

b) Se M ¢ singular, existe um conjunto FC {1,..., n} € uma matriz de

permutacdo P tal que

Mg  bg Mgy
T T
P'MP=| af m, ap

Mg by Mrpp
Mg € ndo singular, T = {1,...,n} - (FU{r}) e EHI:nyT—a;MI}; bg = 0.

Como Mg € nido singular, entdo efectuando uma operagdo pivotal principal
com pivot Mgy nas restrigbes w = q + Mz obtém-se o seguinte sistema

equivalente:
d ~ ML —Mclbe MM [ we |
Zg qr FF FFOF FFVIFT F
1 = Ty -1 Z
w. [=] 9 |*| 2rMfF 0 0 r (3.4
W q M{Mfr O M Zr
T — MTEMEF TT <%= -~

Como a20, gq<0 ¢ MI}II;SO, entio

Taq-1 ‘ Tag-1
qr=qr—aFMFFqF<0, aFMFFSO

Portanto ndo existem vectores z =0 e w 2 0 satisfazendo o sistema (3.4) e
0 LCP € ndo admissivel. ¢

Recentemente Cottle [CO90] estabeleceu que o segundo resultado (ii) do dltimo
teorema € também v4lido para qualquer matriz NSD. Dada a sua simplicidade, apresenta-
-5¢ a seguir a respectiva demonstrago:
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Teorema 3.2 — NSDNQ =92

Demonstracao: Se Me Q, entio existe um vector z > 0, tal que Mz > 0 [LE70].
Portanto existe um vector z > 0 tal que 2'Mz>0 e MeNSD. ¢

Se Me Q, entio existe um vector z > 0, tal que Mz > 0 [LE70]. Portanto existe um
vector z> 0 tal que z2'Mz>0 e MgNSD. ¢

Seguidamente iremos investigar a intersecgdo Q,(INSD. Essa intersecgio € ndo vazia,

pois segundo [JU90]:

Teorema 3.3 - Se n=2 entdo NSDCQ,

Contudo esse resultado ndo € verdadeiro para matrizes de ordens superiores a 2, pois
podem existir matrizes NSD que ndo sejam Qu. Mais adiante mostraremos que
NSD_CQ,.

Em relagdo ao desenvolvimento de metodologias para resolver o LCP cdncavo

comegaremos por mostrar que o método de Lemke n@o pode ser usado para resolver o
LCP quando MeNSD,.

Teorema 3.4 — Se Me NSD,, o método de Lemke termina sempre em aresta ilimitada.

Demonstragio: Tal como foi referido anteriormente este algoritmo considera um vector
P20, com p; >0 para todoital que g; <0, de modo a obter o sistema adicional

w=q+2z5p+Mz

com z, uma varidvel artificial. No passo inicial é efectuada uma operagio pivotal que
troca a varidvel no bdsica z, com a varidvel bdsica w, de tal modoque q+ Z,p =0
para certo valor positivo Z, de z,. Entdo z ¢ a varidvel ndo bdsica a entrar na base na

iteragdo a seguir. Actualizando a coluna que lhe estd associada, tem-se

N )

T
%:mk—% p;20,paratodo i#r
T

Assim foi encontrada uma aresta ilimitada e isso demonstra o teorema. ¢
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Este resultado ndo é verdadeiro para matrizes NSD gerais. Com efeito € possivel
determinar um ponto de Kuhn-Tucker de um programa quadrdtico concavo resolvendo
um LCP c6ncavo com o método de Lemke [MUS88]. Contudo a nossa experiéncia
computacional mostra que em geral o método de Lemke ndo consegue resolver LCP

cdncavos.

Um outro assunto de extrema importdncia tedrica e algoritmica diz respeito a
complexidade do LCP cdncavo. E possivel demonstrar que o LCP concavo é um
problema NP-completo [MU88]. Neste capitulo iremos ainda mostrar que se Me NSD

entdo o LCP concavo pode ser resolvido em tempo polinomial.

2 - Método Enumerativo para LCP Concavo

Se o LCP € cOncavo, o algoritmo de gradiente reduzido modificado de Al-Khayyal
pode ser extremamente simplificado. Tal como vimos anteriormente este método procura
em cada né encontrar um ponto LSM ou um ponto de Kuhn-Tucker da fungdo

g(z, w) = 2 rAA
ieJ
com J conjunto dos pares de varidveis complementares ndo marcadas. Sejam (z, W) e
(z*, w*) dois pontos extremos adjacentes do conjunto admissivel S do LCP. Entdo

(Z*a W*) = (29 ‘_N) + P-o (dZ, dW)

com W, o quociente minimo do método simplex e d = (dz, dw) a direcgdo que define a

aresta que une esses dois pontos extremos. Mas
g(z*, W¥) = @ + 1y dz)| (W + g dw) =
=ZTW + py (Wdz +Z dw) + p2 dzdw
Como (z*, w*)e S, entiio

W+, dw=q+MZ +l,dz)=q+MZ+p;Mdz
€ portanto '
dw=Mdz

Como Me NSD, entio

.63 -



dzldw = dz'Mdz <0

Assim tem-se
gz, w¥) = (Z, W) S g (Widz +Z dw)

Mas \Tdez + Ewa € o custo reduzido associado a fungdo linear @(z, w) = iTw + v—sz

da varidvel néio bésica que € incrementada para gerar a aresta definida por d. Portanto cada
custo reduzido negativo corresponde a uma direc¢do descendente e o algoritmo MRG
pode ser substitufdo pelo método SMRG. E ainda de notar que o algoritmo SMRG
também pode ser usado para resolver GLCPs concavos da forma

w=q+Mz
v =b+Hz (3.5

v,w,z20, sz=0

Esse tipo de GLCP ird aparecer em alguns problemas de optimizagio global.

3 - Método Polinomial para um Caso Especial do LCP Céncavo
Consideremos o conjunto de restri¢des
w=q+Mz : (3.6)

do LCP. Se apenas operagdes pivotais principais forem usadas para obter solugdes
bdsicas de (3.6), entdo a condi¢io de complementaridade Zlw=0¢ sempre satisfeita,
obtendo-se em cada iteragio um sistema da forma

w=gq+Mz . (3.7)

onde (w, z) € uma permutagdo de (w, z) € M é uma transformada principal de M dada por
(3.1). Além disso Me NSD pelo lema 3.1. Como apenas operagdes pivotais principais

sdo efectuadas, a solugdo do LCP ocorre quando se encontrar um sistema da forma (3.7)
comq 2 0.

O processo a discutir nesta secgio é um método pivotal principal. Seguidamente

apresentamos os seus passos para depois estabelecer a polinomialidade do processo
quando Me NSD, .



ALGORITMO POLINOMIAL [JUFA91a]

Passo 0 —

Passo 1 -

Passo 2 —

Passo 3 —

Passo 4 —

Seja I=(i:q;<0}, J={(1,...,n}-L F=0 ¢ M=M
Seja

r = min{iel}
e considere-se o conjunto

Ly= {jeJ—F:rTxU->O}

Se Ly # @ v4 para Passo 3. De outro modo v4 para o Passo 2.

Sejal =1- {r}. Se I # 0 vd para o Passo 1. De outro modo, o LCP é
ndo admissivel e pdre.

Seja seL. Faca F=FU{s} e efectue uma operagio pivotal principal
com o pivot mg,. V4 para o Passo 4.

Considere I={i:q; <0} e J={1,...,n} - L Se I=0, o vector z

definido por
{ q; seieF
7. =

1
0 seigeF

¢ solucdo do LCP. Caso contrdrio, vd para o Passo 1.

Seguidamente iremos estabelecer que se Me NSD, entfo este algoritmo termina no

mdximo em n operagdes pivotais. Nesse sentido comegaremos por provar que a operagio
pivotal no Passo 3 é sempre possivel. Como os pivots g, pertencem ao Complemento

de Schur Myt da matriz Mgg em M, entfio, pelo Lema 3.1, mgg < 0. Mas, se myg = 0,

todos os elementos dessa linha e coluna sdo iguais a zero (Mg = Mgt = 0), 0 que tornaria
vazio o conjunto Ly do Passo 2. Logo m < 0.

Provemos agora por indugdo que Qg 20 em cada iteragdo. Como apenas operagdes

pivotais principais sdo efectuadas, em cada iteragio do algoritmo podemos considerar um

quadro da forma

1 WE G\

zz= | Qg Mgg Mg
(3.8)

Wt 3 qr M1 Myt
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com )
Qp=—Mgpqr € Gr=qr+ M Qg

Suponhamos entdo que Gg 20 numa iteragdo k. Além disso MI}%; <0, pelo Lema

3.2,e Mg 20 e portanto I\7IFS =— MFII; Mg 2 0. Se efectuarmos uma operagdo pivotal
com pivot Mg, entdo qg 2 0, mg < 0. Como F € acrescido da componente s, as novas
componentes do transformado de qz vém dadas por

= 9 o 95

Qg — —— . MFS € —-—-
Mg Mg
¢ sdo portanto todas ndo negativas.

Assim, quando uma varidvel z, i€ T, se torna bdsica (i torna-se um elemento de F),

i nunca mais pode pertencer a I. Isto mostra que, na pior das hipéteses, s3o necessdrias
n operagdes pivotais principais e o algoritmo € polinomial.

Para estabelecer a convergéncia do método, basta agora demonstrar que, caso no se
encontre um pivot em L =J — F, o LCP € ndo admissivel. Para isso, vamos escrever o
quadro (3.8) na seguinte forma:

W1

we=lq | Mg Mp; Mpp

I
=y
<
e
2
<
=

onde
Gp20, q;<0, § 20, Mgp=M<0
— — _1 .
[MFI:MFL]=_ FF [MFI-MFL]20
-
Mk Mg 1
- = MFFSO
Mg M g
€
M;, M
n Mp
_ _7 |= MiMgpensD,
LM My
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Se o algoritmo ndo puder efectuar uma pivotagem no Passo 3, entdo MIL = (0. Como

Mp<0,q<0e My e NSD_, estamos na situagdo do teorema 3.1 e o LCP € ndo
admissivel.

Assim, o algoritmo € polinomial, e ou termina com uma solugdo do LCP ou com a
informagdo de que o LCP € ndo admissivel. Portanto, NSD,CQ,,. Esta inclusdo €

obviamente estrita, pois existe um grande mimero de subclasses das matrizes Q, que ndo
sdo NSD, [MU88].

4 - Implementagio do Algoritmo Polinomial para LCP de
Estrutura Esparsa

Na implementagdo deste algoritmo para o LCP concavo de grande dimensdo, é
importante notar que toda a informagdo necessdria pode ser encontrada resolvendo
sisternas com a matriz M. Assim, da defini¢do de operagdo pivotal principal apresentada

no capitulo 1, o seguinte processo permite determinar o vector J:

Resolver M Qe =-qg

Além disso para determinar Exq no Passo 1, tem-se:

Resolver Ml;rp o= M};:

Calcular iy =my~ Mg o

Como Mpe NSD +» €ntdo pode resolver-se o sistema sem usar escolha parcial de
pivot [FUPL81). Se a matriz M é simétrica, entdo a implementagao descrita em [JUPI89b]
pode ser usada para resolver o LCP concavo de grandes dimensdes com estrutura esparsa
através deste método polinomial.

Nessa implementagdo é usada uma Fase de Anilise, na qual € escolhida uma
permutagdo principal da matriz M, de tal modo que n3o ocorram muitos enchimentos no
processo de decomposigdo LDLT. Para esse fim & conveniente usar um algoritmo de
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reordenagdo das linhas e colunas de M. O algoritmo de grau minimo [GELI81, cap. 5] é
um bom processo e deve por isso ser incorporado nessa implementag3o.

Na Fase de Andlise, € guardado espago para a estrutura de dados das matrizes L e D
de qualquer submatriz Mg de M usada pelo algoritmo pivotal principal.

Como apenas ocorrem em F modificagdes de um elemento entdo € vantajoso actualizar
a decomposi¢io LDLT de uma matriz MEg a partir da decomposigdo da iteragdo anterior.
Tal € conseguido usando um processo baseado numa versdo para matrizes esparsas
[LA85] do algoritmo de Bennett [BE65]. Para uma melhor descrigdo do processo de
implementagdo sugerimos [JUPI88]. A nossa experiéncia computacional mostrou ser
conveniente escolher os indices s € r no método polinomial de acordo com a ordenagdo da
Fase de Andlise. Com esta escolha ndo s6 a actualizagio da decomposigio se faz de um
modo mais eficiente como também h4 normalmente um menor nimero de passagens pelo

Passo 2.

Apesar da nossa experiéncia computacional se reportar apenas ao caso de M ser
simétrica, o processo de implementagdo discutido pode ser estendido de um modo simples
para uma matriz ndo simétrica. Para isso a Fase de Andlise deve ser aplicada a estrutura da
matriz M + M” e decomposigdes LDU das matrizes Mg devem ser usadas.

S - Experiéncia Computacional

Nesta secgdo iremos apresentar alguma experiéncia computacional de resolugdo de
LCPs concavos com matrizes NSD gerais ¢ NSD,. Em relago ao primeiro caso testdmos
a eficiéncia do método enumerativo hibrido na resolugio de LCPs concavos. Duas
versoes deste algoritmo foram usadas que diferem entre si apenas na versdo do método de
gradiente reduzido modificado. Assim o algoritmo HYBEN incorpora a versio SMRG,
€nquanto que como anteriormente o0 método ALKHYBEN usa o algoritmo MRG na sua
forma usual.

No quadro 3.1 apresenta-se a experiéncia computacional na resolugio de onze
problemas-teste de diferentes fontes, efectuada num CDC CYBER 180-830 da
Universidade do Porto. Esses problemas sdo apresentados a seguir:

i) As matrizes dos problemas-teste PT1, PT2 e PT3 sdo tridiagonais
simétricas, com os elementos gerados aleatoriamente, sendo os
elementos da diagonal determinados de modo a que a matriz seja NSD.
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i)

iii)

As matrizes dos problemas-teste PT4 ¢ PTS5 sdo simétricas e foram
geradas- aleatoriamente por um esquema semelhante ao descrito em
[YATOSS].

Os problemas-teste PT6 e PT7 constituem as condigdes de Kuhn-Tucker
dos problemas quadréticos de estrutura semelhante aos apresentados em
[GO86]. Contudo a fungdo objectivo foi multiplicada por —1 e os limites

superiores nas varidveis foram substituidos por uma restri¢do do tipo
eTx <1 (onde el =(1,..., D).

Os problemas-teste PT8, PT9, PT10 e PT11 sdo as condigdes de
Kuhn-Tucker do problema quadritico, cuja fungdo objectivo € definida
pelas matrizes usadas em PT4 (PT8 e PT9), PT1 (PT10) e PT5 (PT11).
As restri¢oes foram geradas de um modo semelhante ao usado para gerar
as restri¢des lineares dos LCPs indefinidos referidos no capitulo
anterior. O vector q foi gerado segundo a técnica de Ramarao e Shetty
[RASH84] referida no capitulo anterior.

Para testar melhor a eficiéncia do método enumerativo resolvemos todos os problemas
pelos métodos de Keller [JUFA90], Lemke e por uma modificagdo do método de Lemke
[MU88] capaz de obter um ponto de Kuhn-Tucker de um programa quadrdtico com
solugdo 6ptima. O método de Lemke foi incapaz de resolver qualquer dos LCPs, tendo a
terminagdo em aresta ilimitada ocorrido sempre. Daf nos referirmos, na coluna LEMKE
do quadro 3.1, & versdo modificada do método de Lemke.

No quadro 3.1 usaram-se as seguintes notagdes:

n

dimensdo do LCP = ordem da matriz M

= nimero das varidveis do problema quadritico
= nimero de restrigdes do problema quadratico
= mimero de operagdes pivotais

= numero de nés

= tempo de CPU em segundos

= o método foi incapaz de obter solugdo do LCP

= o método entrou em ciclo
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PT| n | 2 |m HYBEN | ALKHYBEN | LEMKE | KELLER
NI 160 160
1|500|500]— | ND 53 53 UN UN
T 27.8 52.5
NI 325 325
2 | 1000| 1000| — | ND 103 103 UN UN
T 92.1 263.6
NI 699 699
3 |2000{2000{ — | ND 243 243 UN UN
T | 4224 1989.
NI 189 189
4 |s00]s00]— |nND 65 65 UN UN
T 35.9 71.
NI 531 531
5(600f 600] — | ND 87 87 UN UN
T 115.9 298.7
NI 325 287 19 4
6 | 1199 799 400 | ND 23 13 — —
T 109. 280.4 5.2 0.5
NI 124 124 9
7 | 1499{ 999 | 500 | ND 1 1 C —
T 42.8 152.8 1.2
NI 136 136 7 30
81520]500(20 | ND 7 7 — —
T 33.3 87.1 1.3 1.16
NI 1355 1354 307 668
91550 500] 50| ND 23 23 — -
T | 4272 1124, 38.7 72.2
NI | 3613 3709 821
10[ 550 500 50 | ND 25 23 C —
T 1091. 2492, 88.7
NI 1905 1905 683 764
11[ 650 600 50 | ND 45 45 — —_
T | 7292 2064. 120.9 104.

Quadro 3.1
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Os resultados computacionais permitem concluir que o método enumerativo hibrido
HYBEN resolve todos os problemas-teste de um modo eficiente. O facto de usar a versdo
simples SMRG do algoritmo de gradiente reduzido modificado no método enumerativo
hibrido faz aumentar drasticamente a sua eficiéncia. Com efeito, apesar dos niimeros de
iteragdes € n6s dos algoritmos HYBEN e ALKHYBEN serem sensivelmente os mesmos,
os tempos sdo muitos inferiores para a versio HYBEN. Isto é explicado pela ndo
necessidade de pesquisa de direc¢des descendentes no método HYBEN. Com efeito
qualquer direc¢fo associada a uma varidvel ndo bdsica com custo reduzido negativo gera
uma direcgdo descendente.

Os métodos de Keller e a versdo modificada de Lemke mostraram-se incapazes de
resolver LCPs concavos em todos os casos. No entanto sdo bastante mais eficientes que o
método HYBEN quando conseguem obter essa solugdo. Tais resultados sdo de certo
modo esperados. Com efeito esses algoritmos n3o necessitam de qualquer pesquisa em
drvore para obter uma solugdo. E ainda interessante notar que no método de Lemke
ocorreu um ciclo em dois dos problemas-teste. Isso mostra que, contrariamente aos LCPs
convexos [CHG79], a regra de Bland ndo € suficiente para evitar ciclos no método de
Lemke quando a matriz do LCP é NSD.

Seguidamente apresenta-se alguma experiéncia computacional com o algoritmo
polinomial (POLYN) na solugdo de LCPs cdncavos com matrizes NSD,, simétricas. Para
gerar matrizes NSD_, considerdimos problemas com matrizes PDNZ e multiplicimos
todos os seus elementos por (-1). Assim nos problemas-teste PT14 e PT15 foram
consideradas matrizes PDNZ associadas  resolugdo de equagdes diferenciais parciais com
o método das diferengas finitas. Essa matrizes tém uma estrutura tridiagonal por blocos
em que cada bloco diagonal € uma matriz tridiagonal. Essas matrizes tridiagonais foram
usadas na geragdo dos problemas-teste PT12 e PT13. Finalmente nos problemas PT16 e
PT17 as matrizes foram geradas de um modo aleatério em que a estrutura da matriz é
~ gerada de um modo semelhante 4 da técnica exposta no capitulo anterior. Tal como
anteriormente o vector q foi gerado segundo a técnica de Ramarao e Shetty [RASHS84].
Para testar melhor a eficiéncia do método polinomial resolvemos alguns dos problemas-
teste com o método enumerativo hibrido HYBEN.

No quadro 3.2, que apresenta os resultados das experiéncias, além dos p‘arémctros n,
ND, NI e T usados anteriormente, usam-se também o parimetro BVZ, que indica o
niimero de varidveis bisicas z; da solugio obtida pelo método enumerativo HYBEN, ¢ o
pardmetro NEG que indica o niimero de componentes negativas do vector g.

Para cada problema-teste, foram gerados dois problemas que diferem apenas no vector
q. Isso permite estudar o comportamento do método para diferentes valores de NEG.
Essa quantidade normalmente influencia o comportamento dos métodos pivotais
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principais [JUPI88]. Os resultados do quadro 3.2 mostram que, neste caso, isso também
acontece para o algoritmo POLYN, mas o aumento de NI com NEG revela-se pequeno.
Pela andlise do quadro, pode concluir-se que o algoritmo POLYN tem um bom
comportamento ¢ € muito mais eficiente do que o método HYBEN. Além disso o
algoritmo obtém uma solugdo do LCP com mais varidveis bdsicas z; do que o algoritmo
HYBEN. Esta conclusdo baseia-se no facto de BVZ ser sempre inferior a NI do método
POLYN e NI indicar o nimero dessas varidveis z; na solugdo obtida por este ultimo

algoritmo. Neste momento ainda ndo encontrdimos uma explicagio para tal

comportamento.

POLYN HYBEN
PT n NEG | NI T ND NI T BVZ
130 | 484 19.6 83 589 | 67.4 | 233
12 1 500
166 | 497 20.1 105 623 | 80.4 | 344
305 | 987 81.9 195 1349 | 289. | 528
13 | 1000
336 | 992 90.6 189 1129 | 261. | 656
223 | 466 41.6 5 388 | 80.5 | 300
14 | 512
251 | 503 57.6 S 570 | 268. | 421
480 | 987 | 2454
15 | 1008
498 | 996 | 284.8
202 | 424 39.2
16 | 500
227 | 434 47.5
258 | 772 73.6
17 | 1000
337 | 781 78.6

Quadro 3.2

Como conclusdo final deste estudo computacional, podemos afirmar que o método
enumerativo hibrido HYBEN €é um método capaz de resolver eficientemente LCPs
concavos de grandes dimensdes. Os algoritmos directos de KELLER e LEMKE sio
bastante mais eficientes que HYBEN, mas em geral sdo incapazes de obter uma solugio
do LCP concavo. Se a matriz pertencer 2 classe NSD,, entdo o método polinomial
desenvolvido neste capitulo é altamente recomenddvel. Parece-nos uma 4rea de
investigagdo importante a procura de outras classes de LCPs cdncavos para as quais seja

possivel desenvolver métodes directos ou iterativos para a resolugio do LCP.
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CAPITULO 4

RESOLUCAO DO PROBLEMA LINEAR
COMPLEMENTAR COM LIMITES SUPERIORES
(BLCP)

1 - Propriedades do BLCP

. ’ . n
Tal como referimos no capitulo 1, o BLCP consiste em encontrar vectores zeR" e

weR" tais que
w=q+Mz

ai<zi<bi=> Wi =

onde geR" e MeR™" sjo dados e — <a; <b;<+°° paratodoi=1,...,n. Se M é
simétrica entdo o BLCP representa as condigdes de Kuhn-Tucker do programa quadrdtico
[GIMUWRS1]
minimizar qu+-21- ZTMz
(4.2)
sujeitoa  ze€S

S={zeRM:a;<z<b;,i=1,..,n) (4.3)

Em geral o BLCP ¢ equivalente ao seguinte Problema de Desigualdades Variacionais

Lineares [HAPA90]
Encontrar z €S tal que

(q+MZ)T(z-Z)20paratodoz€S | (4.4)

com $ o conjunto definido por (4.3). Como este problema tem solugdo no caso de S ser
um conjunto convexo e compacto [HAPA90], entdo podemos enunciar 0 seguinte
resultado;
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Teorema 4.1 - O BLCP tem solugdo se todos os limites inferiores e superiores forem

finitos.
Neste caso particular, se considerarmos sem perda de generalidade que todos os

limites inferiores sdo iguais a zero, entdo o BLCP € equivalente ao LCP [AHS83]

CIGHECIG] e

y,B.z,v20 , va=yT[3=O

Consideremos agora um BLCP na sua forma mais geral e suponhamos que, de igual
modo, todos os limites inferiores finitos sdo nulos. Entdo podemos considerar uma
particdo de {1,...,n} nos seguintes conjuntos:

G={i:a=—o eb;=+}
J,={i:aj=0ebj<+e}
J,={i:a;=0eb;=+} (4.6)
J,={i:aj=- eb;<+eo}
Suponhamos inicialmente que G = @. Nessas condigdes, considerando a equivaléncia
referida anteriormente e que paracada ie J; podemos fazer uma mudanga de varidvel

yi=bi—-Zi . OSyiS+°° , iEJ3

entdo 0 BLCP € equivalente a um LCP da forma

r S— povn — p— — p— ——
Vi qy,+Mj 5, by, Mg, My, My Lo || 2,
v -
T2 }_ a5,*My, 1, by, + M My, Mp,1; 0 %1, 4.7
By Q3+ Myyy, by, ~Myyy, M5, My, 0 Y13
_y.]1 - L le _ L _I|JI| O O O . "'BJI -
v,2,5 pB=20 va=BTy=O

com z, ve R"1Y le, B, ye R"1Y J3I, e 1J1 o nimero de elementos do conjunto J. Além

disso tem-se
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Teorema 4.2 - Se o BLCP € convexo (cdncavo), entdo o LCP (4.7) é convexo

(concavo).

Demonstrﬁgﬁo: Podemos escrever a matriz do LCP (4.7) na seguinte forma:

- A _B
_gT
H=| _C D 4.8)
_ E | o
com
A B
M =
¢ D

Para qualquer vector x = (xl, x2, x3) tem-se
1T 1
an L] [ 23] 5]
X -C D X
=HTAx =) B®- AT Cx' - AT D 2

=) TAMH &)Y B ) + DT cxl+ BT D (- %)

T
L] [e ][]
—x2 C D —x?
Donde a matriz do LCP (4.7) é PSD (NSD) se e s6 se 0 BLCP é convexo (cOncavo). ¢

Consideremos agora o caso em que o conjunto G definido por
G= {i:ai=—°° ebi=+°°}

€ ndo vazio, isto &, existem varidveis sem restri¢do de sinal. Entdo as varidveis w;, i €G,
t€m que ser nulas em qualquer solugio do BLCP. Essas varidveis podem ser eliminadas
usando um algoritmo descrito em [JU82]. Esse processo usa apenas solugdes bdsicas do
BLCP ¢ operagaes pivotais principais. Uma solugdo bésica para o BLCP ¢ definida de
modo semelhante ao usado no LCP, mas as varidveis nio bdsicas podem tomar valores
iguais a um dos limites inferiores ou superiores. Considerando os conjuntos G,
Ji @=1,2, 3) definidos por (4.6), uma solugdo basica inicial para 0 BLCP vem dada por
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z; =0,ieGUNIUT,, 7z =b;,ie];

Wi =qi+ Zmljbj=nl i=1,...,n
jel;

Se IGl ¢ o mimero de elementos do conjunto G e M € uma matriz PSD ou NSD, entio
0 seguinte processo pode ser usado para obter uma solugdo bdsica com wg =0 ou

mostrar que o BLCP nio tem solugio:
ALGORITMO FASE 1
Passo 0 - Seja M=M, g=1 ¢ G=G.
Passo 1 - Se G = ¢ termine. De outro modo seja
r=min {i G}
Passo 2 - Se m, = 0 vd para Passo 3. De outro modo efectue uma operagio pivotal
principal com pivot in_. Faga G = G - {r} e v4 para Passo 1.

Passo 3 - Seexistir umseG U J; U J, U I3 tal que i  # O v4 para Passo 4. De
outro modo calcule q, . Se q,# 0, entdo o BLCP ndo tem solugdo. De

outro modo a linha r € redundante, faga G = G — {r} e v4 para Passo 1.

Passo 4 - Efectue uma operagio pivotal dupla com pivots m, € My =— M. Faga
_ G- (s, r} seseG

G=3y _ _

G- {r} se s¢ G

V4 para Passo 1.

Como € discutido em [JU82], é sempre possivel usar este algoritmo quando Me PSD
Ou NSD. Com efeito M é PSD ou NSD em cada iteracdo, pois apenas operagdes pivotais
principais sdo usadas [MU88). Além disso se My, = 0 ¢ fgg # 0, entdo Mg = —Hi

[MU88] e portanto a operagdo dupla pode ser efectuada no Passo 4.

Apés a aplicag@o deste algoritmo, as varidveis z;, i €G, sdo bdsicas ou nio bdsicas
numa coluna nula e as varidveis w;, 1 €G, sdo ndo bdsicas ou bdsicas numa linha nula.
Como as varidveis z;, i €G, ndo tém restrigdo de sinal, entdo ndo sdo importantes na

resolugdo do BLCP. Nessa medida podemos sem perda de generalidade assumir G = @
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nos BLCPs convexo e concavo. Neste capitulo iremos desenvolver algoritmos para
BLCPs convexos € concavos e para terminar discutiremos um possivel algoritmo capaz de
resolver 0 BLCP em todos os casos.

2 - Extensao do Método de Lemke

2.1 - Descrigao do Algoritmo

l Tal como no método de Lemke discutido no capitulo 1, a extensio [JUFA91c] a
propor nesta sec¢do considera uma varidvel artificial 0 < zy < +o com vector p

associado de modo a obter um sistema alargado da forma

w=q+z,p+Mz 4.9)

O vector p € definido de modo a que este sistema tenha uma solugdo satisfazendo

i=1,..,n 4.10)
ai<Zi<bi=>Wi=0 A

Se G =g, entdo os conjuntos J, (i=1,2,3) definidos por (4.6) formam uma parti¢io
de {1,..., n}. Para satisfazer as condiges (4.10) & necessdrio que as componentes p; do

vector p satisfagam as seguintes condigdes:

iEJIUJ2=>
q;<0=>p;>0

(4.11)

i€J3=>
q;>0=p;<0

Considerando um vector p nessas condigdes, calcule-se

0 se {ieJ;UJ,:q;<0} =9
Hi= ;
max [—%:ieJIUJzeqi< 0}

1
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0 se {iel3:q;>0}) =90
Ko = .
max {—9-'-:ie.13eqi> 0}
P;
eseja
Ho= max {|; W,}

Se r € a linha onde o valor i é atingido, entdo efectuando uma operagao pivotal com

pivot p, obtém-se um quadro da forma:
I

Zr =& | AFF AFF AR,
WT1= ng ATlﬁ ATlTl AT]TZ (4.12)
WT,= |81, | ATF AT, AnLT,
com
F ={i:zébdsica , i=0,1,...,n}
T, ={i:w;ébdsica e z;=0]}
T, ={i: w;€ébdsica e z;=b; }
F =F-{0} U {r) (4.13)

3 T, se z,=b,
T, =
T, U{r} se z. =0

3 T, se z.=0
T,=
T,U({r} se z.=b

r

Além disso, a solugdo bdsica dada pelo quadro (4.12) satisfaz as seguintes

propriedades:

(i)  Existe um par (z,,w,) de varidveis ndo bdsicas complementares; °

(ii) Paracadai=r
z; bdsica < w; ndo bdsica

z; ndo bdsica < w; bdsica;
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(iii) 2z, é bdsica;

(iv) Semn € o vector definido por

Ni =&+ 2 aj bj i=1,..,n (4.14)
jefz
entdo
3;<M;<b; ,ieF M7, 20 e Ny, <0 (4.15)

Como no método de Lemke, chamamos quase-complementar a uma solugfo bdsica
com estas caracteristicas. A extensdo do método de Lemke contém dois critérios de
escolha da varidvel ndo bdsica de entrada e da varidvel bdsica que sai da base que séo
apresentados a seguir.

Critério (C1) para a variavel de entrada
A varidvel de entrada é a complementar da varidvel que se torna ndo bdsica ou que
mudou de um limite para o outro na iterag3o anterior.

Critério (C2) para a varidvel de saida
Seja 1 o vector definido por (4.14), T; e T, os conjuntos dados por (4.13). Além

disso consideremos a parti¢do do conjunto F definido por
Fi={ieF: 3,=0 e b;<+}
Fy={ieF : 3;=0 ¢ b;=+=} (4.16)
Fy={ieF : aj=— e b;<+}

Seja A a coluna do quadro (4.12) associada a varidvel de entrada escolhida pelo

critério (C1). Para cada um dos seguintes conjuntos K apresentados atrds, considerem-se
os conjuntos K, i = 1, 2, definidos por:

K,=(ieK:a;>0} K,={ieK:a,<0}

Entdo hd quatro casos possiveis que se apresentam a seguir.
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Caso 1 - w,éavaridvelde entradaez.=0( eF)

Caso 2 -

Calcule
+oo se T, = Fy;UF;UF5UF3 UT,UT,, = &
M= min {“i—:i ciel,) (4.17)
com
=4

1

{b S¢€ iEFIIU F31
0 se iEJ4—'(F11U F31)

Se Wo=+°°, a terminagdo em aresta ilimitada ocorre. Caso contrdrio,

faca T, = T; U {r}, F =F - {r} e seja t o indice da varidvel bdsica para a

qual

(i)

(i)

(iii)

(iv)

Ko € atingido. Entio:
se t e Fy; U F3, z, passa a ndo bdsica com valor b; e faga
F=F- [t] € T2=T2U {t}

se t e Fo U Fyy, 7z, passa a ndo bdsica com valor 0 e F = F - {t}.

Se t = 0, pére: a solugdo do BLCP foi encontrada. Caso contrdrio,
facaT; =T, U {t}.

se t € Ty, w, passa a no bdsica. Faca
T1=Tl— (t} € —F=-FU {t}
se t € Ty, w, passa a ndo bdsica. Faga

T2=T2— {t} e F=FU {t}

w, é a varidvel de entradae z. =b, (r eF)
Calcule

—00 §¢ 15 = F11UF12UF21UF32UT11UT22= %}

Ho = -
max (Sl i e Jg) (4.18)

1r
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com

ai=

{bl s¢ i€F32U F12
0 se iEJS—(F32U F12)

Se pg=—o°, a terminagdo em aresta ilimitada ocorre. Caso contrdrio, faga
T,=T;U (1}, F=F— {r} e seja t o indice da varidvel bésica para a qual
g € atingido. Entdo:

(i) seteF;; UF,,zpassa ando bisica com valor0 e F=F - {t}.
Se t =0, pdre: a solugdo do BLCP foi encontrada. Caso contrério,
fagaT; =T, U {t}.

(ii) seteFz, U F,, z passa a ndo bdsica com valor b, ¢ faga
F=F-{t} e T,=T,U {t}

(iii) seteT;, w,passaa ndo bdsica e faca
T,=T,-{t} e F=FU {t}

(iv) seteT,, w,passa ando bésica e faga
T,=T,—{t} ¢ F=F U {t}

Caso 3 - z éavaridvel deentradaez =0 eT)).
Calcula-se pg por (4.17). Se b <+ e pg2b,, faz-se z. = b, isto €,
T, =T;—{r} e T, = T,U{r}. Se g = +°°, a terminagdo em aresta
ilimitada ocorre. Caso contrdrio, faz-se F=F U {r} e T; = T} - {r}.
Além disso, a actualizagdo dos conjuntos dos indices € realizada como no
caso 1.

Caso 4 - z éavaridvel deentradae z =b, (reT,).
Calcula-se pg por (4.18). Se a,=0 € — g2 b, faz-se .zr = 0, isto &,
T, =T, - (r} ¢ T; = T; U{r}. Se pg=—°°, a terminagdo em aresta
ilimitada ocorre. Caso contrdrio, faz-se F=FU (r} ¢ T, =T, {1} ¢

actualiza-se os conjuntos dos {ndices como no caso 2.

Da descrigdio dos passos do algoritmo chega-se A conclusdo que ou uma solugdo €
obtida ou ocorre a terminagio em aresta ilimitada. A semelhanga do método de Lemke,
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este dltimo tipo de terminagfo pode significar que o BLCP ndo tem solug¢io, mas também
pode ocorrer para BLCPs que tém solugdo. Seguidamente iremos estabelecer a
convergéncia do método para M € PSD e mostrar neste caso que a ocorréncia da

terminagio em aresta ilimitada significa que o BLCP ndo tem solugdo. Além disso também
provaremos que se todos os limites inferiores ou superiores forem finitos, entdo a
termina¢do em aresta ilimitada ndo ocorre e obtém-se sempre uma solugio do BLCP
[JUMAFA91].

2.2 - Convergéncia do Algoritmo

Consideremos o BLCP (4.1) e seja

G=(i: ay=—c0 , bj=+) =0

Como vimos anteriormente 0 BLCP ¢ equivalente ao LCP (4.7). Seja p o vector
auxiliar usado na extensdo do algoritmo de Lemke proposto neste capitulo e consideremos
0 seguinte vector:

Entdo € ficil de ver que o passo inicial da extensio do método de Lemke,
EXTLEMKE, corresponde ao passo inicial do método de Lemke para a resolugdo do LCP
(4.7) com & o vector auxiliar neste dltimo processo. Tal como no método de Lemke

iremos supor que todas as solugdes basicas usadas pelo processo EXTLEMKE sdo ndo
degeneradas, isto ¢,

z; bdsica = 0 < z; < bi
(4.20)
w; bdsica = w;> 0 ou w; < 0

Nessas condigGes é possivel provar que os quatro casos do processo EXTLEMKE
correspondem aos seguintes casos no método de Lemke aplicado ao LCP (4.7):

Caso 1 - v, € a varidvel de entrada. Além disso as ocorréncias (i), (ii), (iii) € (iv)
significam que a varidvel a passar a ndo bdsica € y,, z, v,, B,

respectivamente.

Caso 2 - B, € a varidvel de entrada. Além disso as ocorréncias (i), (ii), (iii) e (iv)
significam que a varidvel a passar a ndo bdsica € z, y,, v, B,

respectivamente.
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Caso 3 - z € a varidvel de entrada. Entdo (i), (ii), (iii) e (iv) sdo iguais ao caso 1. O
procedimento para a ocorréncia de p 2 b, corresponde a (i) com t =r.

Caso 4 - y, € avaridvel de entrada. Entdo (i), (ii), (iii) € (iv) sdo iguais ao caso 2. O
procedimento para a ocorréncia de —{1 2 b, corresponde a (i) comt =r.

A demonstragdo de equivaléncia entre o método EXTLEMKE para o BLCP € o
método de Lemke aplicado ao LCP (4.7) € bastante técnica e ndo serd apresentada neste
trabalho. Como consequéncia desta equivaléncia € possivel estabelecer dois resultados em
relacdo a terminagdo do método EXTLEMKE.

Teorema 4.3 - Se o BLCP € convexo (M € PSD) e tem pelo menos uma solugio € se
as solugdes usadas pelo método EXTLEMKE sdo ndo degeneradas,
entdo o método obtém uma solugio do BLCP.

Demonstracio: Devido ao teorema 4.2, o LCP (4.7) é convexo. Se aplicarmos o
método de Lemke a esse LCP ou se obtém uma solugdo ou entdo o LCP ndo tem solugdo.
Dada a equivaléncia entre o algoritmo de Lemke aplicado ao LCP (4.7) e o processo
EXTLEMKE aplicado ao BLCP e a equivaléncia desses dois problemas, o resultado é
imediato. ¢

Teorema 4.4 - Se todos os limites inferiores e superiores so finitos e as solugdes
bdsicas sdo todas ndo degeneradas, entdo o método EXTLEMKE
obtém uma solugdo do BLCP.

Demonstragio: Devido 2 equivaléncia entre os algoritmos e os problemas BLCP ¢ LCP

(4.5), basta provar que a terminagdo ilimitada ndo pode ocorrer se aplicarmos o método de
Lemke ao LCP (4.5). Como b;>0e 0 <z; <b; para todo o i, entdo também 0 <y;<b;

para todo i = 1,..., n. Portanto a terminag¢do em aresta ilimitada sé pode ocorrer em um
dos dois seguintes casos:

(i)  B; — +co. Neste caso também v; — +o° e portanto v; tem de ser bésica pela
hipétese de ndo degenerescéncia. Entdo y; = b; > 0 € bdsica e [3; ndo pode ser
a varidvel nio bdsica a ser escolhida para passar a bdsica. Portanto fB; ndo

pode tender para +°°;

(ii) v; — +°°. Entio z ¢ no bisica (z; = 0) e portanto y; = b; > 0. Logo B, € ndo

bdsica devido 2 hipétese de ndo degenerescéncia. Mas
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n
Vi =qi+2081+2 m;; Z;
Fl
com & vector auxiliar do método de Lemke dado por (4.19). Como

0 < z; < b; para todo o j, entdo zyg — +°°. Donde a aresta ilimitada ¢ a
primeira e isso é impossivel. Logo v; também ndo pode tender para +o°.

Portanto a terminagdo em aresta ilimitada ndo pode ocorrer € a extensdo do método de
Lemke termina numa solugdo do BLCP. ¢

Provdmos assim que o método EXTLEMKE ¢€ capaz de resolver BLCPs convexos
(MePSD) ou BLCPs em que todos os limites inferiores e superiores sejam finitos, desde
que todas as solugdes bdsicas sejam ndo degeneradas. A experiéncia computacional com
este tipo de BLCPs mostrou que o uso da regra de Bland (isto €, a escolha do primeiro
indice no critério da varidvel a passar a ndo bdsica) € suficiente para resolver BLCPs dos
tipos citados anteriormente quando algumas das solugdes sdo degeneradas. O
desenvolvimento tedrico de processos capazes de evitar possiveis ciclos em casos
degenerados, bem como o estudo de classes de matrizes para as quais o método
EXTLEMKE possa resolver o BLCP, serdo certamente dreas de investigacao futura.

2.3 - Implementaciao do Algoritmo para BLCP de Estrutura Esparsa

Da descrigio do processo EXTLEMKE conclui-se que € necessdrio conhecer em cada
iteragdo os conjuntos F;, F,, F3, G, T e T, e, actualizados, a coluna pivotal d=A; €
o vector N (4.14) dos termos independentes.

Uma estrutura de dados simples € usada para armazenar toda a informagao relacionada
com os conjuntos de varidveis mencionados anteriormente. Nessa estrutura de dados as n
varidveis z,,..., z (Wy,...,wp) sdo representadas por inteiros 1,..., n (n+l,..., 2n)
respectivamente. O inteiro (2n+1) corresponde 2 varidvel artificial z,. Usando esta
representacdo, duas varidveis i € j sdo complementares se e sé se li—jl=ne isto €
explorado na escolha da varidvel de entrada em cada iteragdo. A estrutura de dados
consiste em trés vectores IVAR, IPT e MARCA ¢ € definida do seguinte modo:

(i) o vector IVAR tem dimensdo (2n+1) e armazena nas suas primeiras NG
componentes as varidveis z; correspondentes ao conjunto G. Todas as

restantes varidveis bdsicas sdo armazenadas nas n — NG posigdes seguintes
de IVAR. As nvb varidveis ndo bdsicas z; que estdo no limite superior b; sdo

armazenadas nas componentes (n+1),..., (n+nvb) de IVAR. As dltimas
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(2n+1) — (n+nvb) componentes do vector IVAR nio sdo importantes e
podem conter quaisquer nimeros inteiros.

(ii) O vector IPT tem dimensdo n e satisfaz
IPT (i)=j = IVAR () =i

para todo j € {n+1,..., n+nvb}. Todas as outras componentes deste vector

sdo iguais a zero.

(iii) O vector MARCA tem dimensio n e € definido do seguinte modo

(1 & IVAR (DeT,

-1 & IVAR ()eT,
MARCA () =%
2 < IVAR (i)eF,UF,

L3 & IVAR (i)eF,

Estes vectores sdo modificados em cada iteragdo por um processo simples e rdpido.
Além disso esta estrutura de dados satisfaz completamente os nossos propdsitos de
representar os conjuntos F; e T; e escolher a varidvel de entrada em cada iteragdo de um

modo eficiente.
O sistema w =q + z; p + Mz pode ser escrito na forma

Ax=q 4.21)
onde

A=[L,:-p:-M] , x=[w:zO:z]T

Como apenas sdo usadas solugdes bdsicas associadas com o sistema (4.21), entdo em
cada iteragdo o vector T € a coluna pivotal d podem ser obtidos a partir de

Bnn=q+ M.Tg sz

-1, se w_ € avaridvel escolhida em (C1)
pas{

. se z. ¢ avaridvel escolhida em (C1)

onde B é a matriz base associada com a solugdo bdsica. Tal como anteriormente a
decomposigdo LU da matriz B é usada para resolver estes sistemas e € actualizada usando
0 esquema descrito no capitulo 2.
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E evidente que o método de Lemke é um caso particular do processo EXTLEMKE
quando todos os limites inferiores sdo nulos e os limites superiores sdo todos infinitos.
Por isso este processo pode também ser usado para resolver LCPs. Neste ltimo caso as
estruturas de dados ficam mais simplificadas.

2.4 - Aplicacio a Programacgio Quadritica Convexa
Consideremos o programa quadrdtico convexo (CQP) na sua forma mais geral
minimizar  cTx+5 xTQx
sujeito a Apx=dl , A x2 d2 4.22)
o, <x;<B; ,i=1,2,..,2

com A; € RMix? dicRMi j=12 ceR% xeRle Q eR4*4 ¢ uyma matriz simétrica
PSDe —e <q;<B;<+e paratodoi=1,..,L. Como a fungdo é convexa, as suas
condicdes de optimalidade de primeira ordem sdo necessdrias e suficientes e constituem
um BLCP [GIMUWRS1] com

Cc T T X
Q -A; -A y
_ a2 A, 0 0 v2 62

=Y- i=2Z2+1,.., 2+m,

0 i=2+m+1,..., 2+m,;+m,

b}{ B, i=1,.,2

1 .
+0 i=2+1,..., £+m +m,

Devido a esta equivaléncia o0 método EXTLEMKE pode ser usado para obter o
minimo global de qualquer programa quadritico convexo. Se a terminagdo em aresta
ilimitada ocorrer entdo ou 0 CQP ¢ ndo admissivel ou a fungdo tende para —o° no conjunto
de restrigGes. A implementagio do método EXTLEMKE descrita anteriormente pode ser
usada para CQPs de grandes dimensdes desde que seja introduzida uma estrutura de
dados para representar os limites inferiores e superiores. Um estudo computacional da
eficiéncia do processo EXTLEMKE para a resolugdio de CQPs [JUFA91c] ¢
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seguidamente apresentada. Todas as experiéncias foram efectuadas num CDC CYBER
180-830 da Universidade do Porto. Os resultados computacionais sdo apresentados nos
quadros 4.1 e 4.2 onde sdo usadas as seguintes notagoes:

n = dimensdo do BLCP = ordem da matriz
2 = ndmero de varidveis do CQP.
m = nimero de restricdes do CQP (4.22)

nup = niimero de limites superiores finitos nas varidveis x; do CQP 4.22)

nonz = nimero de ndo zeros da matriz M do BLCP

nvz = ndmero de varidveis bdsicas z na solugfio do BLCP

nvb = nimero de varidveis ndo bésicas z; igual ao limite superior na solugdo do

BLCP
NI = numero de iteragoes.
T = tempo de CPU em segundos.

O quadro 4.1 apresenta o comportamento do método EXTLEMKE na resolucdo de
um certo ndmero de CQPs em que as restrigdes consistern em apenas limites inferiores e
superiores nas varidveis. As matrizes dos problemas-teste foram tiradas das seguintes
fontes:

ZR

matrizes simétricas positivas definidas (SPD) com elementos nio
diagonais nio positivos e gerados aleatoriamente [JUPI89a]

P = matrizes SPD pentadiagonais [JUPI89a]

PS = matrizes SPD associadas com problemas de "portfolio” descritos em
[PANSO]

FPA = matriz SPD de uma aplicagio de CQP em andlise elastopldstica de
estruturas [JUPI89a]

Todos os CQPs foram gerados com os limites inferiores iguais a zero.
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Probl. | fonte n nonz | nup nvz nvb NI T
125 125 376 | 52.7
500
187 188 564 | 339.
1 ZR 500 2156
125 125 376 | 47.1
250
183 67 318 39.2
250 250 751 154.
1000
375 375 | 1126 | 319.
2 ZR | 1000 | 2842
250 250 751 142.
500
372 128 629 116.
125 125 376 | 46.8
500
187 188 568 | 74.2
3 P 500 2494
125 125 380 | 40.1
250
183 69 326 | 33.6
250 250 757 171.
1000
375 375 | 1146 | 295.
4 P 1000 | 4994
250 250 757 157.
500
374 134 647 140.
50 50 151 8.8
200
75 75 221 16.8
5 PS 200 1922
50 50 151 8.7
100
72 28 129 7.1
150 150 455 82.7
600
225 225 676 193.
6 PS 600 9878
150 150 454 | 70.4
300
218 82 386 | 59.9
121 121 390 |.93.9
484
181 182 564 | 217.
7 EPA | 484 9920
121 121 456 107.
242
193 58 392 | 97.5
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O quadro 4.2 apresenta os resultados da solugdo de CQPs descritos em [GO86] que
contém limites em todas as varidveis e igualdades.

Probl. 2 m n nonz nvz nvb NI T

Gi1 99 49 148 439 95 2 161 12.2

Gl12 199 99 298 889 193 4 451 79.5

G13 299 149 448 | 1339 | 294 3 560 171.

G14 399 | 199 598 | 1789 | 393 3 851 368.

G15 499 | 249 748 | 2239 | 470 2 1032 | 476.

G21 99 49 148 586 49 49 107 5.8

G2 | 199 | 99 298 | 1186 | 99 99 | 203 | 206

G23 299 149 448 | 1786 149 149 303 42.6

G24 399 | 199 598 | 2386 | 199 199 403 | 73.7

G25 499 | 249 748 | 2986 | 249 249 503 119.

Quadro 4.2 — Solugdo do CQP com restrigdes de igualdade

Os resultados das experiéncias de resolugido de CQPs de média e grande dimenséo
mostram que o processo EXTLEMKE resolve eficientemente todos os CQPs. Como €
esperado deste tipo de métodos pivotais, o nimero de iteragdes depende do nimero
(nvz + nvb) de varidveis que mudam o seu estatuto da solugdo inicial para a final. Estas
conclusdes, conjuntamente com a possibilidade do processo comegar com uma qualquer
solugio bdsica, poderdo ser exploradas no desenvolvimento de métodos do tipo Newton
[JO79, MAT85] para a resolugdo de programas ndo lineares de grandes dimensdes. Este
serd um dos tépicos de investigacdo futura.
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3 - Métodos Pivotais Principais para Solu¢do do BLCP Concavo
com Limites Finitos

3.1 - Os Algoritmos

Nesta sec¢do vamos apresentar algoritmos que fornecem uma solugdo do BLCP
quando M é uma matriz NSD e os limites sdo todos finitos, isto €, a;=0 e b; < +o° para

todo i=1,..., n. Como vimos anteriormente, o BLCP € equivalente ao Problema de
Desigualdades Variacionais Lineares (4.4) com

S={zeR":0<z<b}

Como S é limitado, o0 BLCP tem solugio para cada ge R". Além disso, se M € simétrica,
o BLCP representa as condi¢des de Kuhn-Tucker do Programa Quadritico (4.2), isto &,
qualquer solugdo do BLCP € um ponto estaciondrio desse programa.

Como todos os limites sdo finitos, 0 BLCP € equivalente 2 um LCP do tipo

w=q+Mz+], B

v=b-I,z

w,v,z, 20 (4.23)
viB=2zTw=0

Os algoritmos que vamos discutir sdo métodos pivotais principais que em cada
iteragdo usam solugdes bdsicas complementares inadmissiveis do LCP (4.23) até obter
uma solugdo complementar admissivel.

Dada a solugio bdsica (z = 0, B = 0) do LCP (4.23) podemos considerar os conjuntos
F={i:q;<0} e T={i:q;20} e escrever as igualdades do LCP (4.24) na seguinte

forma;
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Se efectuarmos uma operagio pivotal bloco principal com pivot

[MFF IIFI]
Iy O

obtém-se o seguinte quadro contraido:

1 v zzr wg Byr

Be=|dr | Mpg Mg I O
wr=|Gqr | Mg M 0 Iy
zg=|bg| 4y O 0O 0 (4.25)
ve={b| 0 a5 0 0

com

Q= - (@ + Mg bp)
{qF qr FF OF (4.26)

qr =qt + Mpg bg

Consideremos agora o quadro (4.25). Se q = (qg, Q1) 20, ento z = (bg, 0) é uma
solugdo do BLCP. De outro modo existe pelos menos um ie FUT tal que q; < 0. Se

efectuarmos uma operagdo pivotal com pivot
-1 0

q; =—(Tqj + my; by)

q; ¢ transformado em

Como m;;<0,b;>0 e G; <0, entdo ;>0 e ainadmissibilidade desaparece. Além
disso apés essa operagdo pivotal obtém-se um quadro da mesma forma, com os conjuntos
F e T actualizados da seguinte forma:
{ieF=> F=F-{i} e T=TU (i)
ieT=F=FU{i} e T=T - {i}

Portanto este tipo de processo pode ser repetido sucessivamente. Assim se obtém um
algoritmo pivotal principal, que pode ser usado para a resolug¢io de um BLCP com uma
matriz NSD, simétrica ou ndo. Contudo a convergéncia tedrica deste processo para
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matrizes nio simétricas ainda nio foi estabelecida. Para matrizes simétricas a convergéncia
estd assegurada. Com efeito basta notar que o algoritmo pivotal principal € exactamente
igual ao método de Keller, em que a solugdo inicial € z = (bg, 0), com

F={i:q<0}
Esta escolha é conveniente, pois o valor da fungdo f do programa quadritico (4.2) com
z = (bg, 0) € inferiora f(0). Com efeito

f(z) = qF by + 7 bk Mg b < 0= £0)

pois MppeNSD, qg<0 e bg>0.

Portanto o seguinte algoritmo pivotal principal resolve o BLCP quando M € uma
matriz NSD simétricae a;=0, bj <+ paratodo i=1,...,n.

ALGORITMO PRPIVT

Passo 0 — Faga F=(i:q;<0} e T={i:q;20}.

Passo 1 - Calculeq por (4.26).

Passo 2 - Se q=(@Qp qy) 20, pdre; z = (bf, 0) € uma solugdo do BLCP. De outro

modo seja
r=min(i:q; <0}
Faga
{F— {r} se reF
FU {r} se r¢F

e T={1,...,n} -F. Vdpara Passo 1.

Para implementar este algoritmo, basta considerar um vector de inteiros MARCA de
ordem n definido por

~1 se ieF
MARCA(@G) =
1 se ieT

e um vector real Q de ordem n. Esse vector é actualizado em cada operagdo pivotal da
seguinte forma:

i b T
Q(i)={ Q) + mi by se 1< 4.27)

Q@) - my b, se reF
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Além disso o vector q dos termos independentes vem dado por

g; = MARCA(@).QG), i=1,...,n

Cada iteragio do algoritmo consiste numa passagem pelas n componentes dos vectores Q
e MARCA.

Sempre que q; <0, os vectores MARCA e Q séo actualizados por
MARCA() = —MARCA®®)

e pelas férmulas (4.27), respectivamente. Na prética € conveniente comegar com F =g,
isto é, com MARCA() = 1, i = 1,..., n, pois poupa-se uma passagem pelas n
componentes do vector q. A implementagdo do algoritmo PRPIVT tem entdo a seguinte
forma:

IMPLEMENT. ACA~0 DE PRPIVT
Passo 0 — Faga MARCA()=1 e Q()=q; i=1,..,n e NUPD=0.

Passo 1 - Parai=1,..,n
Calcule VAL = MARCA().Q®3)
Se VAL <0 faga
Paraj=1,...,n
Q) = Q() + my; bMARCA()
MARCA() = —MARCA()
NUPD = NUPD +1

Passo 2 - Se NUPD =0 v4 para EXIT. De outro modo faga NUPD =0 e vé para
Passo 1.

EXIT - O vector
{0 se MARCA() = 1
Z; =
'“lb; se MARCA() = -1

€ uma solugdo do BLCP.

Como facilmente se constata pela descri¢do dos seus passos, o algoritmo PRPIVT €
extremamente simples. A complexidade deste processo ndo € conhecida e estd relacionada
com o niimero de vezes que o Passo 1 € usado.
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Como cada operagao bloco principal com pivot
[ Mgk Ik :l
(Y
¢ equivalente a IK! opera¢des pivotais com pivots
[ 5]
-1 0
entdo também o seguinte algoritmo bloco principal pivotal é capaz de resolver o BLCP
quando Me NSD.
ALGORITMO BLOCK
Passo 0 - Faga F={i:q;<0} e T={i:q;20)}.
Passo 1 - Calculeq por (4.26).
Passo 2 - Determine o conjunto de inadmissibilidades
K={i:q;<0}

Se K =4, pdre; z=(bg, 0) ¢ solugio do BLCP. De outro modo vi
para Passo 3.

Passo 3 — Sejam

Kg=KNF e Kr=KNT
Faga

F=F-KgUK7, T=T-K1UKg
e vd para Passo 1.

Na implementagdo deste algoritmo utiliza-se um vector INADM de dimensio
nadm < n, que em cada iteragdo armazena as inadmissibilidades (indices do conjunto K).
O processo tem a seguinte forma:
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IMPLEMENTACAO DE BLOCK
Passo 0 - Faca MARCA()=1 e Q@) =gq;i=1,...,n.

Passo 1 — Actualizagio do conjunto de Inadmissibilidades
nadm =0
Parai=1,...,n
Se MARCA(1).Q(@) <0 faca
nadm =nadm + 1
INADM(nadm) =i
Se nadm = 0, vd para EXIT. De outro modo v4 para Passo 2.

Passo 2 - Parai=1,...,nadm
k =INADM()
Para j=1,...,n .
| QG)=Q() +my b MARCA®K)
MARCA(k) = —MARCA(k)
e vd para Passo 1.

EXIT - O vector
{ 0 se MARCA(@l) =1
Z;=
" Ib; se MARCA() = -1
€ uma solugio do BLCP.

Da descrigdo dos passos da implementagdo do método BLOCK facilmente se conclui

que o algoritmo PRPIVT necessita de um menor esforgo computacional. Na iltima parte

desta secgdo apresentaremos alguma experiéncia computacional com estes dois

algoritmos, que mostra, para a maior parte dos casos, a superioridade do método

PRPIVT.

Tal como o algoritmo PRPIVT também a complexidade do método BLOCK ndo €
conhecida. Contudo € possivel estabelecer que o método BLOCK ¢é polinomial nos

seguintes casos:
(i) M € ndo positiva
(ii) Os elementos ndo diagonais de M sdo ndo negativos.

Além disso a matriz M pode ser ndo simétrica em ambos os casos.
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Caso 1 - M é uma matriz nao positiva

Se
Fi=F-Kg, T{=T-Kg

entdo as componentes do vector q sio transformadas de acordo com as seguintes

formulas;

9r, = Qg + Mg g bx ~ Mg ko bk

Ik~ —9kp~ Mgk Pk + Mgk bk
(4.28)

qKT - _qKT + MKTKF bKF - MKTKT bKT

ar, = Gt~ M7 ke bk + M7 K7 bRy

Se M <0, entdo as férmulas (4.26) implicam que Gg 2 0 apés o Passo 0 do algoritmo
BLOCK. Portanto K = & e na primeira iteragdo do algoritmo tem-se

F =FUKt=F,UKy
Além disso as componentes do vector g apds esta iteragdo vém dadas por
ieF, = Q= §- Mg bk,
i€Kr = q;=-q;- Mjg, bg,

Como M <0, entdo Gz 20 e portanto o conjunto de inadmissibilidades foi reduzido
na segunda iteragdo. Além disso ndo hd inadmissibilidades no conjunto F, pelo que
sempre que uma varidvel z; toma o valor b; permanece até ao fim com esse valor. Isto
mostra que ambos os métodos BLOCK e PRPIVT tém no mdximo n itera¢Ges € sdo por
isso polinomiais. Além disso as convergéncias dos algoritmos sio baseadas apenas na
redugio do nimero de inadmissibilidades, pelo que se mantém convergentes quando M é

ndo simétrica.

Como n3o hd inadmissibilidades no conjunto F, ambas as implementa¢des dos
algoritmos PRPIVT devem ser modificadas de modo a explorar essa propriedade. Assim
no método PRPIVT € introduzido um vector INADM de dimensdo nadm < n, que é
actualizado segundo um processo semelhante ao usado no método BLOCK e que contém
os fndices que pertencem ao conjunto T. No Passo 1 hd que investigar apenas o sinal das
nadm componentes do vector Q cujos indices pertencem ao vector INADM. Além disso
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apenas essas nadm componentes do vector Q t€ém de ser actualizadas. O mesmo se passa
no que diz respeito ao algoritmo BLOCK, onde a investigagdo das inadmissibilidades no
Passo 1 e a actualizagio do vector Q no Passo 2 sdo feitas apenas em relagio a esses
indices que pertencem ao vector INADM. Se compararmos os passos dos processos
PRPIVT e BLOCK neste caso, facilmente concluimos que o primeiro continua a ter um
menor esforgo computacional por iteragdo. Além disso a estratégia usada no algoritmo
PRPIVT permite fixar mais varidveis z; no valor b;. Isso vai obviamente reduzir a
pesquisa na iteragdo seguinte. A experiéncia computacional apresentada no final desta
sec¢do mostra que o algoritmo PRPIVT € realmente mais eficiente.

Caso 2 - Os elementos nao diagonais de M sio nio negativos

Para estabelecer que o método BLOCK ¢€ polinomial neste caso, precisamos do
seguinte resultado

Teorema 4.5 - Considere-se o quadro

com q<0 e b>0. Se efectuarmos uma operagio pivotal principal
com pivot

M I,
-1, O
entdo o transformado do vector q tem pelo menos uma componente

ndo negativa.

Demonstracdo: Se efectuarmos a referida operagio pivotal, obtemos um quadro de

forma
v w
B = q M In
z=| b -1, 0

-97-



com
q=-(q+Mb)

Se <0, entdo q + Mb >0 e portanto qu +bTMb > 0. Isso & impossivel por q <0,
b >0 e MeNSD. Portanto existe pelo menos um i tal que g; = 0. ¢

Consideremos entdo a aplicagdo do método BLOCK para a resolugdo do BLCP com M
NSD (simétrica ou ndo simétrica) de elementos nio diagonais ndo negativos. Se usarmos
a notagao by para representar o conjunto J na iteragdo i, entdo apds o Passo 0 tem-se,
por (4.26)

Qg1 =—(qp1 + Mpip1 bet)
A1 =Gq1 + Mpip bpa 20
Portanto
K.=0, K'=K CF
eosconjuntos F e T sdo actualizados da seguinte forma:
FF=F-K, T"=T'UK_
Na segunda iteragdo tem-se, por (4.28),
Qg2 = —(Qp2 + Mpap1 bpy) + MFzK%: bK%_-
Como os fndices de F* correspondem a varidveis com valores ndo negativos, entao
— Qg2 + Mp2p1 bpt) 20
e portanto
Q220

Além disso, as novas componentes 'q‘T do vector Q2 vém dadas por
AL = gL + MLt bp1) = Myt gt Dyt

El-'rl = (qu + MTIFI bFI) - MTIK%;- bK%:
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Mas Q1 20e
M 11 b - MTIKII: bK}: >0

por K; C F!. Donde
Q120

Entdo ou EK%: 20 e obtém-se uma solugio do BLCP ou
K2 = Ki‘ c K11= k!

2 . .. - 1 .
Mas se K’l‘ = KII:, isso significa que todas as componentes q;, i€ KF’ se mantiveram

negativas, o que € impossivel pelo teorema 4.5. Portanto K’cK.

Na terceira iteragdo, os conjuntos F e¢ T sdo entdo actualizados da seguinte forma:
F=FUK:, T=T-K;
Mas ap6s essas mudangas tem-se, por (4.28),
q3=93+M32bo+Mj 2b.220
A3 = Qp3 + Mpag2 b2 + M2 bz

pois q3+ MT3F2 bF2 20 por as inadmissibilidades de T2 niio pertencerem a T. Além

disso as novas componentes c_ng do vector §F3 vém dadas por
Q2 =— Qg2 +Mp2p2 b + MFzK% bK% )
Mas K.2r c K;. € portanto
FUKLCFUK =F
Se L=F' - (F2 U K_2r), entio vem
Mgzg2 bp2 + Me2g2 bye2 = Meagt bt — Mgy by
Donde

Qg2 =— (a2 + Mp2p1 b)) + Mg by 20
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Portanto ou as componentes q.,2 de q.3 sdo ndo negativas e obtém-se uma soluc¢io do
po qKT qg3 g ¢

BLCP ou entdo

2

K3=K3Fc1c2r=1<

pois, como anteriormente, a igualdade K; = K,zr ndo se pode verificar pelo teorema 4.5.

De modo semelhante se provava por indugio que para qualquer iteragdo 123 se tem

Ki+1 c Ki

i {mpar = K= K;.
i par= K= K,Il.

Provdmos assim que o método de BLOCK tem no midximo n iteragGes e que as
inadmissibilidades ocorrem alternadamente em F ¢ T a medida que o processo vai
prosseguindo. Esta propriedade pode ser explorada na implementagio do algoritmo. Com
efeito a actualizagio do conjunto de inadmissibilidades pode ser implementada de modo a
considerar apenas as inadmissibilidades da iteragdo anterior.

A complexidade do algoritmo PRPIVT nio € conhecida. Na tltima parte desta secgdo
iremos apresentar experiéncia computacional com ambos os algoritmos na resolugdo de
BLCPs com este tipo de matrizes que mostra uma superioridade do método BLOCK neste
caso.

3.2 - Experiéncia Computacional

Nesta secgdo apresentamos alguma experiéncia computacional com os algoritmos
BLOCK e PRPIVT para os trés casos analisados. As experiéncias foram efectuadas
usando um computador CYBER CDC 180-830 da Universidade do Porto. Para gerar as
matrizes NSD, considerdmos problemas com matrizes PSD e multiplicdimos todos os seus
elementos por (—1), usando técnicas jd apresentadas anteriormente. Assim gerdmos
problemas-teste com matrizes ndo positivas (PT1, PT2), com matrizes de elementos ndo
diagonais ndo negativos (PT3, PT4) e com matrizes de elementos nio diagonais de sinal
arbitrdrio (PTS, PT6). As matrizes -M dos problemas-teste PT2, PT3 e PT4 foram
geradas de modo aleatério, segundo técnica apresentada em [JUPI89a]. Em PT1 a matriz
-M ¢ tridiagonal por blocos obtida na resolugdo de problemas de equagdes diferenciais
parciais pelo método das diferencas finitas. Finalmente, as matrizes —-M dos problemas
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PT5 e PT6 correspondem a problemas de "portfolio” descritos em [PANS8Q]. Os limites
superiores de todos os problemas sdo iguais a 1. Para cada problema PTi, i = 1,..., 6,

foram considerados cinco problemas-teste que apenas diferem nos termos independentes.

Esses elementos foram gerados aleatoriamente de modo a que sejam alguns negativos.

No quadro 4.3 apresenta-se o comportamento dos dois algoritmos na resolugdo dos
cinco problemas de cada PT;, mostrando, em termos de tempo de CPU, o resultado

melhor (B), o pior (P) e 0 médio (M). Nesse quadro, usaram-se as seguintes notagdes:

n = nidmero de varidveis z = ordem da matriz M
NZ = nimero de ndo zeros de M
NEGMIN = ndmero minimo de g; negativos
NEGMAX = nimero mdximo de g; negativos
NI = mimero de iteragdes = nimero de passagens pelo Passo 1
T = tempo de CPU em segundos
PRPIVT BLOCK
Probl.} n NZ | NEGMIN | NEGMAX NI T NI T
B 2 .08 2 .08
PT1 | 3000 |11660 505 2240 M 2 .10 2 .10
P 2 12 2 12
B 5 17 6 .20
PT2 | 3000 |13108 518 1950 M 5 .18 8 24
P 7 .22 13 34
B 2 12 2 | .06
PT3 | 3000 [13532 505 3000 M 2 21 2 15
P 3 34 3 27
B 2 13 2 .07
PT4 | 3000 |15902 505 3000 M 2 .25 3 21
P 3 .36 3 30
B 4 37 7 47
PT5 | 3000 (24070 243 3000 M 5 43 7 54
P 8 .58 6 .64
B 5 40 7 48
PT6 | 3000 28062 243 3000 M 5 46 8 59
P 7 .63 7 .70

Quadro 4.3
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Os resultados computacionais permitem concluir que os algoritmos PRPIVT e
BLOCK sido extremamente eficientes na resolugdo de BLCPs de grandes dimensdes. A
eficiéncia dos métodos € afectada um pouco com o aumento da densidade problema, mas
tal redugdo ndo é considerdvel. Assim o ligeiro agravamento dos resultados nos
problemas-teste PT5 e PT6 é justificado mais por um aumento de densidade do que pelo
facto de se tratar de problemas gerais onde o comportamento polinomial dos algoritmos
nio estd provado teoricamente. Os algoritmos sdo bastante robustos, dado que ndo se
verifica grande alteragdo entre o melhor e o pior resultado. O nimero de elementos
negativos do vector q ndo parece ter grande importincia na efici€ncia dos algoritmos.
Apesar das solugdes obtidas pelos dois métodos nem sempre serem coincidentes, as
diferengas significativas encontradas para os respectivos esforgos computacionais indica
que o algoritmo PRPIVT é mais eficiente para M <0 e para as matrizes gerais. De um
modo geral nestes dois casos o algoritmo PRPIVT necessita de um menor nimero de
iteragdes para obter uma solugio do BLCP. Para matrizes NSD de elementos ndo
diagonais ndo negativos o método BLOCK ¢ mais eficiente, pois a actualizagdo do
conjunto de inadmissibilidades neste algoritmo requer um esforgo computacional bastante
inferior.

4 - Extensao do Método de Keller a BLCP Bissimétrico

4.1 - Algoritmo

No capitulo 1 apresentdmos sumariamente o método de Keller para a resolugdo de
problemas de programagdo quadrdtica com apenas restrigoes de desigualdade. Se o
programa quadrdtico é concavo entdo € possivel estender este método para restrigdes de
igualdade e limites superiores nas varidveis explorando devidamente as caracteristicas do
problema. Considere-se entdo o seguinte programa quadrdtico concavo:

minimjzar Tx+5 xTQx “29)

com
S={xeR": Ax=d e 0<x<b}
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As condigdes de Kuhn-Tucker de 12 ordem deste programa quadrdtico constituem o
seguinte BLCP:

= c+Qx—AT9
=—d+Ax

(4.30)
Xi=0=> yl_O
X;= bl=> yl_() 1=1’. ., n
0<xi<bi=> yl—O
0<x;<b

A extensdo do método de Keller aqui proposta € bastante semelhante ao método
simplex com limites superiores [MU76, cap. 10]. Assim comega-se por encontrar uma
solugdo admissivel do conjunto S. Para obter essa solugdo usa-se o processo Fase 1 com
bases de trabalho descrito em [MU76].

Sejam B, N! e N? respectivamente as submatrizes de A associadas as varidveis
bdsicas, varidveis ndo bdsicas com valor zero e varidveis no bdsicas com valor no limite
superior. Entio A=[B:N] ¢ N=[N!:N2?]. SeF, T; e T, (T\UT,= (1,...,n} - F)
forem os conjuntos dos indices das colunas associadas a B, Nle Nz, a solugdo
admissivel obtida na Fase 1 do algoritmo tem a forma

XF-_—'q , ET1=O ] iTZ-_—sz

Entdo pode associar-se a esta solugdo um quadro da forma

X1, X1, A4 YF

_ _ _ T
yr,= | P, | &y Qryr, Qopp (N
yr,= | P, | @y Qrr, Qrp -

S ~ ~ =T
6 =|PF | Qr;, &1, ¢ B (4.31)
xg=|q | N N B 0

com Y um vector de varidveis artificiais.
Este quadro € obtido de (4.30) por uma operagdo pivotal principal com pivot

Qpr -B'
B 0
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Esta matriz é ndo singular pois B é ndo singular. Como 6 € um vector de varidveis

sem restri¢do de sinal e X € uma solugdo admissivel de S, entioq20e
¥r, =Pr,» ¥1,=P1,>® =PF+ Xp =T X, = by,

é solugio do BLCP (4.30) desde que ﬁTl 20e §T2 < (. Caso contrdrio, determina-se a
varidvel a entrar x,. pelo critério
1P| =max { 1p;1: (T, ep;<0), (ieT,ep;>0)}
O valor da varidvel x, é entfio incrementado a partir de zero (r € T;) ou reduzido a
partir de b, (r € T,). Como Q € NSD entio, pelo lema 3.1, também Qe NSD e esse
incremento ou decréscimo sé pode ser bloqueado por uma varidvel x¢ (s € F) que

entretanto tenha atingido um dos limites.
Assim se designarmos por

F, ={ieF:n; >0}
F,={ieF:n, <0}
o critério para determinar X, terd dois aspectos:

Caso 1 - SereT,,calcula-se s a partir de

o — Q-
min{ —— 4 e F; UF,}

Ko = D

4 oo SCFIUF2=6

com

ai=

{bi se ieF,

0 se ieF,
Se [y > b, ento a varidvel x. muda para o limite superior e faz-se

T1=T1— {r] (] T2=T2U {r}.
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Caso 2 -

Depois desta iteragdo ter sido executada, um novo quadro da forma (4.31) € obtido € 0

Caso contrdrio, efectua-se uma operagdo pivotal com pivot

qrr _ﬁsr]
l: - 0 4.32)

st

e dois casos podem ocorrer:

(i) se seFy, X4 passa a ndo bdsica com valor b e tem-se
F=F-{s}U {r}, T;=T)-{r} ¢ T,=T,U {s}

(ii) se s eF,, X; passa a ndo bdsica com valor 0, € tem-se
F=F-{s}U {r} e T, =T;— (1} U (s}

Ser e Ty, calcula-se s a partir de:

q;— &

max :ieF, UF,}

Ho = ~ e
-~ seF,UF,=20
com

(li=

{o se i e Fy
b.

; se ieF,

Se — 1y 2 b, entdo a varidvel x, muda para o limite inferior e faz-se

T;=T,U (1} e T,=T,— {1}

Caso contrdrio, efectua-se uma operagdo pivotal principal com pivot

(4.32) e dois casos podem ocorrer:

(i) se s F,, x, passa a ndo bdsica com valor 0 e tem-se
F=F-{s}U {r}, T, =T, U {r} e T,=T,— s}
(i) se s € F,, x, passa a ndo bdsica com valor b, e tem-se

F=F-{s}U {r} e T,=T,— {r} U {s}

processo € repetido.
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Se Q e NSD é simétrica e se apenas pivotagens ndo degeneradas forem usadas (isto €,
Qs> 0) entdo o valor da fungdo quadrdtica do programa quadrdtico (4.29) decresce em
cada iteragdo € o método termina num nimero finito de iteragdes. No caso de haver uma
pivotagem degenerada, € fixada uma ordem para as varidveis e uma modificagdo da regra
de Bland [GO86] para a escolha das varidveis x, € X5, segundo essa ordem, € suficiente

para garantir a convergéncia.

Se Q e NSD € nio simétrica, entdo o BLCP (4.30) € equivalente a um problema de
desigualdades variacionais (LVI) do tipo:

Encontrar X €S tal que
(x—-)_c)T (c+QX)20 paratodo x€S
desde que S seja limitado e ndo vazio [KIST80].

Neste caso 0 argumento que nos garante a convergéncia no caso simétrico néo €
vélido. Contudo o método de Keller funciona exactamente da mesma maneira e
conjecturamos a convergéncia do algoritmo para uma solugdo do LVI em todos os casos.
Alids a experiéncia computacional apresentada mais adiante confirma exactamente esta
nossa conjectura.

4.2 - Implementacio do Método de Keller

Tal como se viu na secgdo anterior, cada iteragdo do método de Keller tem associado
um quadro da forma (4.31) com Q e NSD e 2 0. Contudo, para a aplicagdo do método
¢ apenas necessdrio conhecer os vectores g, P, € Pr, ¢ a coluna N,, da matriz N,

associada 2 varidvel x_ que entra na base. Mas todos os elementos do quadro (4.31)

podem ser obtidos do BLCP (4.30) por uma operagdo pivotal principal cujo pivot € a

matriz
Qpp -B'
B 0
1

— T
q | | Qer -B cg + Qfr, br,
Pg B 0 -d + N?bq,

Com efeito tem-se
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Assim, os vectores q ¢ pg sdo calculados resolvendo o sistema

T _
I:QFF -B ][q :|_ [CF+QFT2 sz:l
_ |=- 2

que € equivalente a resolver:

Bg=-(-d+Nbr)
(4.33)
T - _
B pr=cp+ Qr, b1, + Qrrd

_ =pp=(cp+Qrr, br) +[Q:-N'1| _
|:P'r2 R T PF

Pr=cr+Qrr, br, + Qrd-N' bg (4.34)

Entio

isto é

Finalmente para determinar a coluna N ;, tem-se

-1
.r=“B N.

zl

ou seja, N ;€ a solugo do seguinte sistemna linear:

BN,=-N, (4.35)

A implementagdo proposta consiste em considerar em cada iteragfio a decomposi¢io

LU da matriz B, usando um processo idéntico ao indicado para as implementagGes

anteriores. Como cada operagdo pivotal consiste simplesmente em trocar uma coluna de B

por uma coluna de N, o processo de actualizagdo da decomposi¢io LU, descrito

anteriormente, € utilizado.

Como em cada iterag@o temos que ter acesso rdpido a N, a matriz esparsa A €

armazenada por colunas na forma compacta [PI84]. Para a matriz Q € usado 0 mesmo

esquema por colunas para facilitar os produtos (4.33) e (4.34). Note-se que com este

esquema a matriz Q ndo € decomposta, o que permite resolver problemas de grandes

dimensdes de modo bastante eficiente.
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O tipo de implementacdo descrita € particularmente recomenddvel para restrigdes da
forma Ax = d. Se no conjunto S existirem t restrigdes de desigualdade Ex 2> g
(E eR™", g eRY), estas sdo transformadas em igualdades introduzindo t varidveis de
folga z;. Entdo obtém-se um BLCP da forma

1 X z 9L 9T

y=lc| Q@ o0 -aAT _gT
w=| 0 0 0 0 I
0=]d] A o o0 o0 (4.36)
0o=|-g| E O o0 o0

com z 2 0 e x a satisfazer as restrigdes (4.30). Esta transformagdo implica um aumento da
dimensdo do BLCP. Contudo, o armazenamento desta nova matriz esparsa € feita do
mesmo modo que a anterior, pois como veremos, as colunas referentes as varidveis de
folga ndo precisam de ser armazenadas.

Nesse processo de implementagdo as varidveis x sdo numeradas de 1 até n. Na Fase 1
sdo introduzidas as varidveis n+1 até n+m+t, onde t é o nimero de varidveis de folga
e m o de varidveis artificiais (que serdo eliminadas se possivel ao longo dessa Fase 1).
Com este processo de numeragdo das varidveis, é possivel gerar a informagdo necessdria
do quadro (4.36). Se a varidvel tem a numerag¢io i < n, temos que considerar a coluna i
de Q, A e E. Se a varidvel tem a numeragdo i > n, a Unica componente diferente de zero

=-1) € a correspondente a restrigdo i—n do conjunto S. Isto permite que as restrigoes
de igualdade e desigualdade estejam dispostas por qualquer ordem, existindo um vector
ISe R™* para identificar o tipo de restrigdo. Se IS(i) = 0 a restrigdo i é de igualdade e se
IS(i) # 0 a restri¢@o i € do tipo <.

Tal como anteriormente € usado um vector IVAR para guardar-a informagdo das
varidveis bdsicas e ndo bdsicas. As varidveis bdsicas estdo guardadas nas primeiras
M = m+t componentes de IVAR e as varidveis ndo bdsicas estdo guardadas nas
componentes M+1 até M+NC (se ndo existirem varidveis artificiais bdsicas, isto €, ndo
houver restrigdes redundantes, M+NC = t + n). As iltimas NB componentes de IVAR
correspondem a varidveis nio bdsicas com valores iguais aos limites superiores. E assim
possivel percorrer rapidamente as componentes pertencentes a T,, o que facilita a
obtengdo da informagao necessdria ao cdlculo das férmulas (4.33 - 4.35). Para uma maior
facilidade nesses cdlculos, considera-se ainda um vector IPT com n componentes, tal que
IPT(i) representa a componente de IVAR que guarda a varidvel x;. Este vector é bastante
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util para identificar se uma varidvel x é ou ndo bdsica e sendo ndo bésica se estd no limite
inferior ou superior. Assim se IPT(i) <M entdo i €F e se IPT(i) > M tem-se i € T. Neste
tltimo caso i € T se IPT(i) >M + NC - NB e i € T; no caso contrdrio. Usando estes
vectores € possivel implementar os produtos das férmulas (4.33 - 4.35) de modo a evitar
que os blocos nulos sejam considerados. Isso torna o esforgo computacional idéntico para
os casos das igualdades e desigualdades.

4.3 - Experiéncia Computacional

Nesta secgdo apresentamos alguma experiéncia computacional do método de Keller na
resolugdo de QPs e LVIs concavos com limites superiores nas varidveis.

Dois tipos de problemas-teste foram considerados. No primeiro grupo de testes, PT1,
PT2 e PT3 foram retirados de [GO86], multiplicando a matriz da forma quadritica por -1
para que Q € NSD. Os outros problemas-teste PT4, PTS5, PT6 e PT7 foram construidos
usando a técnica descrita em [ST80] para gerar a matriz —Q, enquanto que a matriz esparsa
A e R™*" das restrigdes do conjunto S ¢ gerada de modo idéntico ao descrito na secgio

2.8. Os limites superiores foram gerados aleatoriamente.

Para construir LVIs com matrizes NSD ndo simétricas alguns dos elementos
simétricos aj; € a;; dos problemas-teste PT1-PT7 foram modificados de modo a que
a;J + aj'i = a;; + 3;;, mas com ai'j # aj'i.

Os testes foram executados num CDC CYBER 180-830 da Universidade do Porto,
apresentando-se os resultados no quadro 4.4. Nesse quadro usam-se as seguintes

notagdes:

m = nimero de restrigdes
n = nuimero de varidveis

nimero de ndo zeros de A
r(A) =

n

nimero de ndo zeros de Q
rQ = o
NI = ndmero de iteragbes
T = tempo de CPU em segundos
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Os resultados apresentados neste quadro mostram a eficiéncia da implementag3o para
resolver QPs e LVIs concavos com matrizes simétricas e ndo simétricas.

Fase 1 Método de Keller
Q simétrica Q nio simétrica
m n 1(A) NI T Q| NI T | @] NI T

299 599 1.5 299 | 152 | 3.|300}20.2] 3.| 594 | 51.4
399 799 1.5 399 | 27.2 | 3.} 398]36.5| 3.] 79 | 90.
499 999 1.5 499 | 42. 3.1498| 56.} 3. 994 | 142.
50 500 6.6 455 | 49.4 }6.2| 630 120.| 4.9] 644 | 119.
80 500 4.9 637 | 90. |6.2] 877]216.14.9| 850 | 210.
50 600 6.6 602 | 77.4 |9.3]1102]244.] 7.2| 1076 | 230.
80 600 4.9 786 | 122. |9.3]1348]393.| 7.2 1284 | 357.

\lo\u:-b-wto»—a:’]

Quadro 4.4

Como seria de esperar constata-se que um aumento da densidade e dimens3o da matriz
A é mais importante na eficiéncia do processo do que um tal aumento na matriz Q. Isto
confirma a vantagem desta implementagdo na resolugdo de QPs e LVIs com um grande
niimero de varidveis e um niimero razodvel de restrigdes. Além disso, como com este tipo
de implementagio a matriz Q nio necessita de ser decomposta, € de esperar o
desenvolvimento de outras implementag3es para programas quadriticos e LVIs concavos
com restri¢des de estruturas especiais, tais como problemas de redes e de transportes
[MU83]. Uma outra aplica¢do deste tipo de processo € o da resolugdo de programas ou
desigualdades variacionais concavos ndo lineares por uma sequéncia de programas
quadriticos ou LVIs coéncavos [GIMUWRS1, MAT85]. Se as restricoes desses
problemas ndo lineares forem lineares, entdo esses QPs e LVIs t&ém o mesmo conjunto de
restri¢Ses. Por isso a matriz Base correspondente a uma solugdo da sequéncia pode ser
usada como solugio inicial do problema seguinte. Elimina-se assim a necessidade da
resolugdo da Fase 1 que, como se pode ver no quadro 4.4, exige um esforgo

computacional elevado.
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5 - Método Enumerativo

Nesta secgdo iremos apresentar algumas propostas para um possivel método
enumerativo capaz de resolver o BLCP em todos os casos. Como vimos anteriormente, s¢
todos os limites inferiores e superiores forem finitos entdo o BLCP € equivalente ao LCP

w!l =q+Mz+I, w?

v =b-I;

v,wl,z, w2>0 4.37)
ZTwl=vIw2=0

O método enumerativo descrito no capitulo 2 pode entdo ser aplicado a esse LCP.
Contudo, devido 2 natureza especial da matriz do LCP, vdrias simplificagdes sao

possiveis nesse algoritmo.
Considere-se a seguinte parti¢do de {1,...,n}

F ={i: 0<z<b;}
T, = {i: =0}
T, = {i: z;=b;}
Para obter uma solugio bdsica inicial podemos simplesmente escrever

T,={i: 20} , T,={i: q;<0} ¢ F=9

Depois calcula-se
g=q+ ), M;ib
i€ T2

e faz-se:

; (4.38)

se 'qj > 0 entdo w; € bdsica

{ se g; < 0 entdo w2 ¢ bdsica
J

Como w=q+Mz e 0<z<Db, este algoritmo fornece uma solugio admissivel,
tanto do BLCP, como do LCP (4.37) que ndo é complementar, nos seguintes casos:

(i) cxistcjeTltalque'q'j<0
(ii) existejeT, tal que 'qj >0

Sempre que uma solugio admissivel do LCP (4.37) néo é complementar, teremos, tal
como anteriormente, que obrigar a que uma das varidveis complementares seja nula.
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Como neste caso existem relagdes simples entre as varidveis z;, v; € w%, wzi convém

estudar as marcagdes de z;, w} €V w% simultaneamente e ver o que € que isso significa

no BLCP.

Notemos que se verifica a seguinte correspondéncia entre o LCP (4.37) ¢ 0 BLCP:

Wi = wiSO

Figura 4.1

tém a seguinte forma para o BLCP:

Figura 4.2
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Mas pela anélise da figura 4.2 € como b; # 0, 0 ramo 4 € inadmissivel. Portanto cada

né d4 lugar aos tr€s seguintes ramos:

R3—z =0 e w;20

A questio que agora se pde é como se vdo obter cada uma das solugdes admissiveis
destes trés ramos. Isso deverd obrigar a tomar diferentes vias consoante o tipo de solugéo
bdsica associada a cada né e ramo pretendido. Esses caminhos obrigardo a maximizar, ou
minimizar z; ou w;. Nalguns desses subproblemas w; passa a ser uma varidvel com
limites de um dos tipos w; = 0 ou w; £ 0. Além disso 0 <z;<b; paratodo i=1,...,n.
Isto obrigard a marcagdes um pouco mais complicadas do que as utilizadas no método
enumerativo para solugio do LCP, pois os programas lineares a resolver terdo que ter em
conta esses limites.

Quanto  determinagio da varidvel ndo bésica escolhida para passar a bdsica usar-se-d
uma técnica semelhante 2 do método simplex com limites superiores [MU76, cap. 10].
Nesse processo uma varidvel ndo bdsica s6 serd candidata a entrar na base se estd no
limite inferior e esse custo reduzido for negativo ou se estd no limite superior € o custo

reduzido for positivo.

Um possivel método enumerativo para o BLCP terd obviamente que incorporar um
algoritmo do tipo MRG para diminuir a pesquisa em &rvore. Esse € um dos pontos de
investigagio futura e serd determinante no desenvolvimento de um algoritmo eficiente para
a resolugio do BLCP em todos os casos.
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CAPITULO 5

RESOLUCAO DO PROBLEMA LINEAR
COMPLEMENTAR COM UMA FUNCAO
LINEAR A MINIMIZAR (MLCP)

1 - Definicio do MLCP

O Problema Linear Complementar com uma fungdo linear a minimizar (MLCP) foi
introduzido por Kirchgissner [K162] tendo sido depois estudado com maior detalhe em
[JU82]. Como referimos no capitulo 1 este problema pode ser definido da seguinte forma

minimizar g(x, y) = cTz + dTy

sujeitoa w=a+Mz+Ny
v =b+Ez +Dy 5.1

zZ,w,y,v20

2lw =0
onde a,c,z weR", d,ye R, v, be R'z, MeR™", NeR™", Ee R¥™ & De R
Portanto este tipo de problema consiste na minimizag¢io de uma funggo linear sujeita a um
conjunto de restrigdes que constituem um LCP ou GLCP. Como o conjunto de restri¢oes
é ndo convexo ¢ bastante dificil determinar uma solugdo Gptima deste problema. Alids o
MLCP € em geral um problema NP-completo, pois o mesmo acontece ao GLCP. A
importancia deste tipo de problema advém do facto de vérios problemas de optimizagao
global se poderem resolver mais ou menos eficientemente explorando a sua equivaléncia a
MLCPs. Esses problemas serdo discutidos em capitulos posteriores desta tese.

E interessante notar que o MLCP pode ser um problema bastante simples em alguns
casos especiais. Assim, por exemplo, se t = £ =0 ¢ MePD, entdo o MLCP pode ser

resolvido polinomialmente. Com efeito neste caso o conjunto de restrigdes do MLCP
consiste apenas de um ponto, que como vimos anteriormente pode ser determinado por
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um método polinomial. Em geral o conjunto de restri¢des € constituido por mais do que
um ponto ¢ é apenas finito em alguns casos especiais. Contudo, mesmo nesses casos o
esforgo computacional para determinar todas as solugdes do GLCP € proibitivo. Daif a
necessidade de desenvolver métodos que permitam resolver o MLCP sem tentar obter
todas as solugdes do correspondente GLCP. Nesta tese iremos apresentar dois processos
enumerativos de pesquisa em drvore que permitem resolver pelo menos em teoria o
MLCP em todos os casos. Esses processos serdo depois usados em capitulos posteriores
para obter solugdes 6ptimas de alguns problemas de optimizagdo global bastante
conhecidos na literatura. Como nota final desta introdugdo gostarfamos de salientar a
importincia do desenvolvimento de algoritmos directos ou iterativos capazes de resolver o
MLCP em alguns casos particulares. Essa serd certamente uma das 4reas de investigagdo
futura.

2 - Método de Pesquisa em Arvore com Limites

Este processo foi inicialmente proposto por Ibaraki [IB71] para um caso especial do
MLCP equivalente a um programa linear 0 -1, tendo depois sido desenvolvido em [JU82]
para 0 MLCP geral. Nesse algoritmo ¢ primeiramente obtida uma solug@o 6ptima do
programa linear RLP, que se obtém do MLCP por relaxagdo da condigdo de
complementaridade. Usando depois solugdes primais ou duais admissiveis do RLP, uma
drvore bindria do tipo da figura 2.1 do capitulo 2 € explorada até se obter uma solugdo
6ptima do MLCP. Sempre que uma solugdo complementar (z, ¥) do MLCP (isto €, uma
solugio do seu conjunto de restri¢des) € obtida, tal solugdo é denominada incumbente € €
armazenada. Todos os nés da drvore para os quais o valor da fungdo linear € superior ou
igual ao valor da fungio da incumbente g;;. = g(z, ¥) sdo entdo desprezados. O processo
continua obtendo sucessivamente novas incumbentes € eliminando nés segundo este
processo, até se ter a garantia que ndo hd nés a investigar. Os passos do algoritmo de
pesquisa em drvore com limites s3o os seguintes:
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ALGORITMO DE PESQUISA EM ARVORE COM LIMITES

Passo 0 -

Passo 1 -

Passo 2 —

Passo 3 —

Passo 4 -

Passo 5 —

EXIT -

Seja k=0 e gj,c = +°°.

Resolva o programa linear

minimizar ¢'z+d'y

suyjeitoa w=a+Mz+Ny 5.2)
v =b+Ez +Dy

zZ,w,y,v20
Zit=0 ou wit=0 para t=1,...,k-1

Se o programa linear é ndo admissivel, vd para Passo 5. De outro modo

seja X = (zk, wk, yk, vk) a solugdo Gptima desse programa linear.

Se g(zk, yk) 2 ginc» V4 para Passo 5. De outro modo, v4 para Passo 3.
Se xk é complementar (zli(wlic =0,1=1,..., n), entdo (zk, yk), ¢ uma
solu¢do incumbente. Actualize
8inc = g(zk» yk)
e vd para Passo 5. De outro modo, v4 para Passo 4.

Seja (zg,, W, ) um par de varidveis complementares positivas e ramifique
a drvore, minimizando as varidveis zg_e wg,_sujeitas ao conjunto de
restricdes do programa linear (5.2). Se o minimo de alguma dessa
varidveis € positivo, entdo o né respectivo ndo pode ser gerado.

Se todos os nds gerados anteriormente jd tiverem sido explorados, vd para
EXIT. De outro modo escolha um né do nivel k da drvore e v4 para
Passo 1.

Se ginc = +°°, 0 MLCP nido tem solugdo. De outro modo a ltima solugdo

incumbente € a solugdo dptima do MLCP.

A experiéncia computacional [JUFA91b, JUFA91d] com este algoritmo sugeriu que
no Passo 5 se deve escolher o né para o qual g(zK, wk) é minimo. Este tipo de regra

heuristica conduz normalmente & obtengido de "boas" solugdes incumbentes que vio

permitir podar vérios ramos, tornando assim mais reduzida a pesquisa em drvore. Além
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disso no Passo 4 é conveniente escolher o par (zg, wg) para o qual € médximo o valor de

ZiWi.

A resolugio do programa linear (5.2) pode ser feita usando os métodos primal ou dual
simplex. O uso destes dois tipos de processos € discutido em [JU82], tendo sido
mostrado que a escolha do método dual simplex € normalmente vantajosa pelo menos para
os problemas-teste resolvidos nesse trabalho. Com efeito, a geragdo de nds € muito mais
simples se 0 método dual simplex for usado. Se o método primal simplex € escolhido,
entdo o processo MINVAR descrito no capitulo 2 € normalmente usado para gerar os nés
no Passo 4.

Em alguns casos de utilizagdo do MLCP em optimizagdo global, o problema linear
RLP é admissivel mas ndo tem solug¢@o optima, isto €, a funcdo linear tende para —=.
Essa desvantagem pode ser ultrapassada introduzindo uma restri¢do

elz+ely<t (5.3)

com e =(1,..., 1)T e T um nimero bastante grande [JU82]. Contudo a inclusdo desse

tipo de restrigdo acarreta dificuldades computacionais na resolugdo do MLCP [JU82]. Um
outro processo de ultrapassar este problema consiste em obter um limite inferior LB para
o MLCP [JUFA91d] e introduzir a restri¢do

g(z,y)2LB (5.4)

Veremos mais adiante como € possivel determinar esse limite inferior em algumas
aplicagdes do MLCP na resolugio de problemas de optimizagdo global.

3 - Método Sequencial LCP (SLCP)

Este processo foi inicialmente introduzido por Bialas e Karwan [BIKA84] para um
caso especial do problema de dois niveis. Neste método € introduzido um pardmetro A e a

fungdo objectivo € substituida pela restrigdo

clz+dTy<h (5.5)
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obtendo-se o seguinte problema linear complementar

LCP(A)
w a M N
z
v |=| b |+| E D (5.6)
y
Vo A —cT T
W,V,V5 2z Yy20 wiz=0

O algoritmo sequencial consiste em encontrar uma solugdo do LCP(A), onde A € o
menor valor de A, tal que LCP(A) tem uma solugdo. Para encontrar essa solucdo, o
método comega por resolver o LCP(A,) obtido do LCP(A) (5.6), omitindo a restri¢do
clz + dTy <A Seja , yo) a solugdo do LCP(Ay) € Ay = (2, yo) =cl®+ dTyO. O
algoritmo resolve entio uma sequéncia de LCPs(A,), onde {A(} € uma sucessdo

decrescente definida por
A =g@ L Y- 118 YD1 (5.7)

com (zk, yk) solugdo do LCP(A,) ¢ ¥ um niimero positivo pequeno. O método termina
numa iteragdo k para a qual LCP();) ndo tem solugdo. Quando isso acontece, a solugdo
(zk'l, yk'l) do LCP(A, ,) satisfaz

0<g@ YN -g@ P < ¥ 15" YD1 (5.8)
onde (Z, ¥, W, V) € a solugdo éptima do MLCP (5.1).

Assim, se o conjunto de solugdes admissiveis do MLCP € ndo vazio e limitado, o
algoritmo SLCP encontra uma solugdo &-6ptima do MLCP com

g=¥1gZ1, ykI (5.9)

Na prética, se ¥ for suficientemente pequeno, a solugéo (K1, yk1) do tltimo LCP(Ay.;)
¢ normalmente a solugfio éptima do MLCP. Em capitulos posteriores discutiremos o valor
que ¢ deve tomar na pritica.

Os passos do algoritmo SLCP sdo os seguintes:
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ALGORITMO SLCP
Passo 0 - Faga k=0

Passo Geral — Resolva o LCP(A}). Se LCP(Ay) ndo tem solugdo, vd para EXIT.
Caso contrdrio, seja (X, yk, wK, vK) a solugio do LCP. Faga

Ace1 = £GK, yO) 7 1 g(@K, y9) |

onde ¢ é um valor previamente fixado. Faga k =k + 1 e repita o
processo.

EXIT - Se k = 0, o MLCP nio tem solugdo. Caso contririo, (zk‘l, yk‘l) é
uma solugdo £-6ptima do MLCP, onde &€ € dado por (5.9).

A eficiéncia do algoritmo SLCP depende essencialmente do algoritmo para resolver
LCP(Ay). O método enumerativo hibrido descrito no capitulo 2 serve perfeitamente os

nossos propésitos. Em alguns casos de aplicagdo do MLCP em optimizagdo global €
possfvel usar um método directo ou iterativo para resolver o LCP(A). Esse assunto serd

discutido em capitulos posteriores.

E de notar que, quando se pretende resolver o LCP(),), a solugdo do LCP(Ay_y) jd €
conhecida e pode por isso ser usada como solugdo inicial para o LCP(Ay). Com efeito
LCP(Ag.;) € LCP(Ay) s6 diferem na dltima componente do vector dos termos

independentes

A

Por isso se B € a base associada 2 solugo (K1, k-1, wkL, vKL vE1) do LCP(Ay.p) €

g=B'q

entdo ﬁj >0 paratodo j=1,.,n+ 2 e G,y <O. Portanto, para a obtengdo da

solugdo inicial admissivel, o método enumerativo hibrido tem de resolver o problema
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7,

sujeito a
w a M N z
v |=| b +] E D +pz (5.10)
Vo Xk —CT—dT y
no qual o vector p € definido por
0
p=B ) (5.11)

onde Qe Rthe € o vector nulo.

A escolha desta solucdo bdsica inicial provoca normalmente uma grande redugdo no
esforgo computacional do método enumerativo hibrido. De facto, o algoritmo requer com

frequéncia um reduzido nimero de operagdes pivotais para encontrar a solugdo do
LCP(Ay) [JUFAS88b, JUFA88c].

Para aumentar a eficiéncia deste algoritmo, foram ainda introduzidas duas
modifica¢des ao método sequencial atrds descrito e que sdo discutidas a seguir.

Quando uma solugfio do LCP(A}) € encontrada, procura-se uma nova solucdo do
LCP(Ay) tal que Tz + dTy tenha um valor inferior. Para isso procura maximizar-se a
varidvel vy de tal modo que a condigdo de complementaridade z'w = 0 se mantenha
satisfeita em cada iteragdo. Isso é realizado com a maximizagdo de v; usando o método
BRES descrito no capitulo 2. Assim, o método simplex ¢ usado para maximizar vq, mas
em cada iteragio a varidvel a entrar na base ¢ escolhida de modo a que a sua complementar
seja também ndo bésica. Este algoritmo, que denotaremos por MAXVAR, pode terminar
de dois modos possiveis:

i) se foi encontrado o valor mdximo da varidvel vy, sujeito as restrigdes
lineares do LCP(Ay), obteve-se a solugdo Sptima global do MLCP e o
algoritmo SLCP termina (TERM = 1);

ii) a varidvel vy pode ainda ser incrementada mas com a destrui¢do da
condigio de complementaridade, isto é, sdo bdsicas todas as
complementares das varidveis ndo bdsicas com custos reduzidos
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positivos. Neste caso, A é redefinido por (5.7) € outro LCP tem que ser
resolvido no algoritmo SLCP (TERM = 2).

Como foi discutido em [JUFA88c] € pode ser confirmado por toda a experiéncia
computacional apresentada nos préximos capitulos, a resolugdo dos ultimos LCPs da
sucessdo exige geralmente um esforgo computacional muito superior aos restantes. Com a
inclusdo do algoritmo MAXVAR consegue-se normalmente melhorar o comportamento
global do método [JUFA91d] mas sem afectar a resolugdo do dltimo LCP. Assim, a
maior parte do esforgo computacional de todo o método ¢ gasto na resolugdo desse dltimo
LCP. Para alguns tipos de problemas [JUFA91b] uma forma de ultrapassar este problema
consiste em reduzir o valor de A um pouco mais e aplicar novamente o algoritmo

enumerativo hibrido. Na prética isso é conseguido limitando o nimero de operagdes

pivotais que a solu¢do do LCP pode exigir através de uma quantidade NMAXPV
fornecida pelo utilizador. Se esse nimero for atingido, Ay € modificado para

Ay = gL WD - T 1 g, W) | (5.12)

onde ¥ é uma constante positiva maior do que ¥. Entdo resolve-se o LCP(A}),
comegando com a solugdo bdsica corrente, mas sem limite no nimero de pivotagens. Se
este LCP nio tiver solugfo, a dltima solugio obtida pelo algoritmo SLCP € uma solug¢do
€-6ptima, onde

£=7 gy (5.13)

Assim, o algoritmo que se aplica em cada iteragdo do processo SLCP tem os seguintes
passos:

Passo 1 - Seja NMAX = NMAXPV, onde NMAXPV ¢ um nimero positivo
escolhido pelo utilizador.

Passo 2 — Aplique o método enumerativo hibrido para resolver LCP(Ay). Se o

nimero de operagdes pivotais requeridas pelo método enumerativo
ultrapassar NMAX, actualize Ay a partir (5.12) e faga NMAX = +eo.

Caso contrdrio, o método enumerativo termina e vd para o Passo 3.

Passo 3 — Se LCP()y) nio tem solugdo, faga TERM = 3 e v4 para EXIT. Caso
contrdrio, aplique o algoritmo MAXVAR e v4 para EXIT.

EXIT -  Se TERM = 1, a solugio (obtida pelo algoritmo MAXVAR) € um 6ptimo
global do MLCP. Se TERM = 2, faga k =k + 1 e nova iteragdo do
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algoritmo SLCP € executada com Ay definido por (5.7). Se TERM =3,
a solugdo obtida na iteragdo k-1 do algoritmo SLCP € uma solugdo €
ou £-6ptima para MLCP, consoante NMAX = NMAXPV ou
NMAX > NMAXPV, respectivamente.

A experiéncia computacional que € apresentada em capitulos posteriores mostra que
estas modificagdes tornam o método SLCP mais robusto e capaz de resolver de modo
eficiente alguns problemas de optimizagio global explorando a sua redugdo a um MLCP.

Como afirmdmos anteriormente os dois algoritmos discutidos neste capitulo sdo
bastante gerais, pois permitem resolver o MLCP sem qualquer tipo de propriedade
especial das matrizes envolvidas. Nos capitulos posteriores iremos discutir a efici€ncia
desses processos na resolugdo de alguns MLCPs que sdo reformulagdes de problemas de
optimizagdo global bastante conhecidos.
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CAPITULO 6

PROGRAMACAO BILINEAR

1 - Definicao do Problema

O Problema de Programagio Bilinear (BLP) é normalmente definido da seguinte

forma:
minimizar ¢ x + dTy + xTCy
6.1)
sujeitoa  xe S, yeS§,
com
S, = {xeR™: Ax>a,x 20}
(6.2)

S, = {yeR"Z:Dy2g,y=20}

e X, ce Rnl, d,ye R"Z, Ae erxnl, DeR™?™ ¢ Ce R™*™2 Este problema foi inicialmente
estudado em [KON71] onde foram apresentadas algumas das suas mais importantes
aplicagdes nos dominios da engenharia, economia € na resolugdo de outros problemas de
optimizagdo. Uma caracteristica interessante deste problema reside no facto das restrigGes
nas varidveis x e y da funcdo bilinear estarem separadas em dois conjuntos S; e S,

respectivamente. Além disso € possivel provar o seguinte resultado [KON76]:

Teorema 6.1 — Se o BLP tem uma solugfio éptima, entdo existe uma solu¢do optima
(x*, y*) tal que x* ¢ y* sdo pontos extremos de S; € S, respectivamente.

Baseado neste teorema € possivel desenvolver um algoritmo simplex para a
determinagio de um ponto estaciondrio de um BLP. Esse algoritmo é devido a Konno
[KON76] e consiste em resolver uma sucessio de programas lineares em x e em y. Os
passos desse processo sdo apresentados a seguir.
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ALGORITMO SPL

Passo 0 -

Passo 1 -

Passo 2 -

Passo 3 -

Passo 4 -

Seja y uma solug@o admissivel de S,. Se y ndo existir o BLP € ndo

admissivel e termine.
Resolva o programa linear

PLl: minimizar (c +Cy)'x
(6.3)
sujeitoa  xe€§,

Se PL1 € ndo admissivel entdo o BLP € ndo admissivel e termine. Se PL1
¢ ilimitado o mesmo acontece ao BLP e termine. Se os casos anteriores
ndo ocorrerem seja x* uma solugdo 6ptima de PL1.

Se X ndo estd definido faga X = x* e vd para Passo 3.
Se x* =X entdo (X,y) € um ponto estaciondrio do BLP e termine. Se
x* #X faca X =x* e vd para Passo 3.

Resolva o programa linear

PL2: minimizar (d+C'x)Ty
(6.4)
sujeitoa  yeS§,

Se PL2 € ilimitado o mesmo acontece com o BLP e termine. De outro

modo seja y* uma solugdo éptima desse programa linear.

Se y* =Y, entdo (X, ¥) é um ponto estaciondrio do BLP e termine. De
outro modo faga y = y* e volte ao Passo 1.

A resolugdo dos programas lineares PL1 e PL2 pode ser feita usando o método

simplex ou um método de pontos-interiores. Parece-nos contudo mais razodvel usar o

primeiro tipo de processos, porque na sucessdo de programas lineares PLL1 e PL2 os

conjuntos de restricdes sdo os mesmos. Assim, a solu¢do bdsica éptima do programa

PL1(PL2) numa iteragdo pode ser a solugdo inicial para o mesmo tipo de programa na

iteragdo a seguir. Esta caracteristica de usar uma Base Avangada ndo € utilizdvel pelos

métodos de pontos-interiores e daf a nossa opgdo pelo método simplex.
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Se a determinagio de um ponto estaciondrio de um BLP € um problema relativamente
simples, j4 0 mesmo nio se pode dizer da obtengdo de um seu minimo global. Com efeito
o BLP é um problema NP-Completo [HAJASAB89] a ndo ser em alguns casos especiais.
Um desses casos é aquele em que o conjunto S, ou S, € um simplex generalizado, onde €

possivel obter o minimo global do BLP em tempo polinomial, conforme se mostra a

seguir.

Seja S, um simplex generalizado da forma
S, = {xeR™M:e'x < a5, x 20} (6.5)

com a, um niimero positivo e e =(1,..., l)T. Entdo S, contém apenas n; + 1 pontos
extremos xX. Portanto se resolvermos os n, +1LPs da forma

PL(k): minimizar cIxk + (d+ CTxk)y
(6.6)
sujeitoa  yeS$,

obtemos um minimo global do BLP. Como cada LP(k) pode ser resolvido em tempo
polinomial [KA84], entdo concluimos da veracidade da nossa afirmag3o.

Este tipo de BLP [JUFA91d] € designado por BLP no simplex generalizado
(GSBLP). Um processo simples de obter esta solugdo baseia-se no uso sequencial do
método simplex, aproveitando a base de um dado LP para base de arranque do LP
seguinte, conforme ilustra o algoritmo seguinte:

ALGORITMO BLSIMP

Passo 0 — Seja B, uma base admissivel de S,. Se B, ndo existe, faz-se
TERM =0 e v4 para EXIT. Caso contrdrio, faga VAL =+° ek = 1.

Passo Geral - Seja x*o ponto extremo do conjunto S, (6.5), obtido fixando Xj = 0

para todo j # k. Resolva o PL(k) usando o método simplex com
base inicial By ;. Seja B a base da solugdo Gptima yk obtidae

VAL(K) = ¢ x¥ + (d + CTx¥)T y¥

Se VAL(k) < VAL, entio VAL = VAL(k) e (X = x¥, 7 = y¥) . Se
k =n, + 1, vd para EXIT. Caso contrdrio, fagak =k + 1 e repita o

passo geral.
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EXIT — Se TERM =0, o GSBLP € nio admissivel. De outro modo (X, y) €
a solugdo 6ptima do BLP e VAL é o valor da fungdo objectivo nesse
ponto.

Os algoritmos mais recomendados na literatura para a determinagdo de um minimo
global do BLP sdo processos de planos de corte e de pesquisa de pontos extremos
[GAUL77, KON76, SHSH80, VASH77]. O algoritmo considerado mais importante €
devido a Konno [KON76]. Trata-se de um método sequencial, que garante a obtengdo de
um £-6ptimo, ponto extremo de S; € S,, num nimero finito de passos. Para tal, vai

gerando sucessivamente cortes de trés tipos
i) bxso,
ii) ply<a,

iii) bx+py<a

~ que eliminam a solugdo previamente obtida. As restrigSes do tipo i) € ii), conjuntamente
com as que definem S, e S,, sdo utilizadas para determinar um ponto estaciondrio pelo
algoritmo SPL. Faz-se entfio uma busca entre os vértices adjacentes dum chamado "Local
Maximum Vertex". Sempre que novos cortes sdo gerados ¢ feito um teste de optimalidade
que lhe permite identificar solugSes e-6ptimas do BLP. Apesar de prever a eliminagio de
cortes redundantes, o nimero de cortes vai aumentando, € o método, tal como os outros
métodos deste tipo, tem tendéncia a perder eficiéncia e a tornar-se pouco estdvel. Assim,
estes algoritmos s6 funcionam relativamente bem para BLPs de dimensdes muito
reduzidas, nio se encontrando, em nenhum dos trabalhos referidos atrds, experiéncia
computacional com BLPs de dimensdes razodveis. Em [JU82] foi pela primeira vez
utilizada a complementaridade linear para obter o minimo global do BLP. Neste capitulo
iremos apresentar os resultados das nossas tentativas em seguir essa via.

2 - Reduc¢io de um BLP a um MLCP

Tal como ¢ referido em [JUMI88b], o BLP formulado em (6.1) pode ser escrito na
forma:
mym{dTy +g(y) 1 ye$,} 6.7)

com
g(y) =min{(c + Cy)'x : xS, } (6.8)
X
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O dual do programa linear (6.8) tem a seguinte forma:

max aTu
u
sujeitoa Alu<c+Cy (6.9)
uz0

Se o programa linear (6.8) tem uma solugdo Gptima para qualquer ye S, entéo, da
teoria da dualidade da programagdo linear, x é uma solugio éptima do programa (6.8) se e
s6 se se verificam as seguintes condigdes:

a=c+Cy—ATu

B=-a+Ax

o, B,uy,x20

(xTx=BTu=O
Além disso

gly)= alu

Portanto o BLP (6.1) é equivalente ao MLCP

minimizar h(y,u)=d'y +a'u
o c 0 AT ¢ X

sujeito a B J|=| -a |[+] A 0 0 |.{ u (6.10)
v -g 0 0 D y

o, B, v,x,u,y20 aTx=BTu=O

A equivaléncia estabelecida apenas exige que g(y) exista para qualquer ye S,. Para
isso basta que o conjunto S, seja limitado.

Devido 2 equivaléncia apresentada nesta secgio, a detexminégﬁo de um minimo global
do BLP reduz-se 2 resolugio do MLCP (6.10) pelo método de pesquisa em drvore com
limites ou pelo algoritmo SLCP descrito no capitulo 5. Nas préximas secgdes iremos
discutir o uso desses processos para o BLP. Finalmente uma comparagdo computacional
entre esses algoritmos serd apresentada na dltima secgdo deste capitulo.
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3 - Método de Pesquisa em Arvore com Limites para o BLP

Tal como foi referido no capitulo 5, neste algoritmo comega por resolver-se o
programa linear RLP obtido do MLCP (6.10) por rélaxaga’io das condigdes de
complementaridade olx = [3Tu =0. Se S, e S, sdo conjuntos limitados entdo € possivel
provar [JU82] que a fungdo linear desse programa tende para —e° no conjunto de
restri¢des. Para ultrapassar essa dificuldade foi sugerido em [JU82] a introdugdo de uma
restri¢do do tipo

T T T
ex+eu+ey<t (6.11)
com e um vector de uns € T um niimero positivo suficientemente grande.

Experiéncia computacional com o método de pesquisa em drvore com limites descrito
no capitulo anterior, mostrou que, para 0 MLCP definido por (6.10) e (6.11), o método
dual simplex é preferivel para ser incorporado no Passo 1 do processo para gerar limites
inferiores [JU82, JUMI88b]. Contudo o0 método nio se mostrou particularmente eficiente
para os problemas-teste resolvidos, pois algumas dificuldades computacionais aparecem
devido 2 introdugdo da restrigdo (6.11). A situagdo torna-se muito mais grave quando a
dimensdo do BLP aumenta. Nesse sentido foi sugerido em [JUFA91d] introduzir uma
restri¢do do tipo

d'y +au>LB (6.12)

onde LB € um limite inferior para o0 BLP. Uma maneira simples de determinar um limite
inferior € baseado na desigualdade

mn dy+cx+x Cy> min d+6)y (6.13)
x€ S;,y€ S, ye S,

onde O € um vector cujas componentes 6y satisfazem

LP(k): 6= min (c+ cx (6.14)
1

com C a coluna k de C. Segundo esse processo € necessdrio resolver n, programas
lineares da forma (6.14) para determinar o vector 6. Esses programas t€m solugoes
Sptimas, pois S, € limitado, e podem ser resolvidos usando uma técnica semelhante a do
algoritmo SPL descrito na secgio 1 deste capitulo. Apds a obtengdo do vector 0, LB €
calculado a partir de
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LB = min (d+6)Ty (6.15)
yeS;y
Portanto € necessdrio resolver (n, + 1) programas lineares para obter o limite inferior.

Note-se que esse niimero pode ser pequeno mesmo para programas bilineares de grandes
dimensdes, desde que um dos vectores x ou y tenha dimensdo reduzida.

O algoritmo que permite determinar o valor do limite inferior LB serd denotado por
LOWBND e consiste ent3o nos seguintes passos:

ALGORITMO LOWBND

Passo 0 — Determine duas solugdes basicas admissiveis referentes aos conjuntos de
restrigdes S; € S,. Se tal ndo for possivel faga TERM = 0 e vd para
EXIT. De outro modo, faga k = 1 e sejam B e B as matrizes bases

associadas a essas solugoes.

Passo 1 — Resolva o programa linear LP(k) definido por (6.14) pelo método
simplex comegando com a base inicial By ;. Seja By a base associadaa
solugio éptima xK e 6 o valor 6ptimo do LP(k). Se k = n, vd para o
Passo 2. De outro modo faga k =k + 1 e repita o Passo 1.

Passo 2 — Resolva o programa linear (6.15) usando o método simplex comegando
com a base inicial B Entdo LB € o valor éptimo desse programa ¢ vd

para EXIT com TERM = 1.

EXIT - Se TERM =0, o BLP ¢ ndo admissivel. De outro modo o limite inferior -
LB do BLP foi calculado.

A introdugio da restrigio (6.12) nas restrigdes MLCP (6.10) origina solu¢des duais
altamente degeneradas. Com efeito, os coeficientes desta restrigdo sdo iguais aos
coeficientes de custo da fungdo objectivo do MLCP. Por isso ndo € aconselhdvel usar o
método dual simplex para resolver os programas lineares que sdo necessdrios para
determinar limites inferiores no método de pesquisa em drvore com limites. Daf termos
optado pelo método primal simplex para a resolugdo desses programas lineares.

Tal como referimos no capitulo 5, o método de pesquisa em 4rvore com limites
permite, pelo menos teoricamente, obter um minimo global do BLP. Na iltima sec¢do
deste capitulo apresentaremos alguma experiéncia computacional com este algoritmo na
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resolugio de alguns BLPs de média dimensdo. Esses resultados mostram que a efici€ncia
do método € bastante deteriorada pelo aumento da dimensao do BLP.

4 - Método SLCP para o BLP

Como foi referido no capitulo anterior, neste processo € introduzido um pardmetro Ae
a fungo objectivo do MLCP (6.10) € substituida pela restri¢do dTy +alus A, de modo a

obter o seguinte LCP:
LCPQ)
o c 0 -AT C x
B || 2| A& O O u (6.16)
v -g 0 O D
Vo A 0 —-al —dT y

Xy, u B, v,vg20 aTx=BTu=O

O algoritmo consiste em resolver uma sucessao de LCPs(A), com {Ay} uma sucessao de

nimeros reais decrescente definida a partir de
A = h(yL, uk ) =7 Th(yX L, uF )

onde h(y,u)= dTy + cTu, (xk'l, uk'l, yk'l) ¢ a solugdo do LCP(A, ;) e ¥ é um nimero

real positivo pequeno.

O método termina numa iteragdo k tal que LCP(A;) ndo tenha solugdo. Nesse caso,

&K1, ok, yk'l) ¢ uma solugdo e-6ptima com

e=7 |h@FL, ukh|

Seguidamente iremos discutir os processos de solugdo dos LCP(A)).
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(i) Solucio do LCP(Ay)

Neste LCP a restri¢do dTy +aTu <A € omitida, dando assim lugar a um problema da

forma:
(o ] c 0 -AT c[ x
B =] —a + A 0 0 u (6‘17)
L v _| -g ) 0 D y

Devido 2 sua estrutura especial, a solugdo deste LCP pode ser obtida do seguinte
modo:

i) Encontrar uma solu¢do ye S,

ii) Resolver o LCP
T o | [ cicy | I:O -AT] X
| B L o-a _+ A 0 u
- - - T
X o X o
20, 20, =0
e 5 e L]0

(6.18)

Mas, pela teoria de dualidade da programagﬁo linear [MU76, cap. 4], resolver o
problema (6.18) é equivalente a encontrar a solugdo Gptima do seguinte programa linear:
minimizar (c +C ijx
sujeitoa  Ax=2a (6.19)
x20
Por outro lado, como a escolha da solugdo admissivel ye S, € arbitrdria e tendo em

conta que o fim em vista é a determinagdo de um minimo global do BLP, podemos

calcular y a partir da solugio do seguinte programa linear:
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minimizar (d + C'%) 'y
(6.20)
sujeitoa  yeS§,

comX = 0.

Se x0 e y? sdo as solugdes 6ptimas dos programas lineares (6.19) e (6.20)

respectivamente € s¢
Ag=(+Cy)Tx0+d"y0=@+CTx)Ty0+c'x0 (6.21)

entdo (x%, y?) é uma solugio do LCP(Aq). Como se pretende determinar um minimo
global do MLCP (6.10), entdo A deverd ser o mais pequeno possivel. Para isso,

podemos usar o algoritmo SPL descrito na secgdo 1 e assim determinar um ponto
estaciondrio do BLP. Se (x%, y?) for esse ponto entio (x?, y°) é solugdo do LCP(Ag) com
Ag dado por (6.21).

Chegamos assim 2 conclusdo que o algoritmo SPL pode ser usado como processo
para resolver o primeiro LCP. Em [JUFA83c] foi investigada ndo s6 a eficiéncia do

algoritmo SPL (isto €, o nimero de operagdes pivotais e o tempo de CPU) mas também
se o valor A, obtido pelo processo SPL estd suficientemente perto do valor 6ptimo do

BLP. No quadro 6.1 sio apresentados alguns resultados computacionais que dao alguma
ideia do comportamento do algoritmo. Os problemas-teste foram gerados de acordo com o
processo descrito na dltima secgdo deste capitulo. Nesse quadro usamos as seguintes

notagoes:
NVX = niimero de varidveis x do BLP

NVY = mimero de varidveis y do BLP
NRX = niimero de restri¢des x do BLP

NRY = nimero de restrigdes y do BLP
Ay = valor de A, apés algoritmo SPL

A¢ = valor de A correspondente a solugdo 6ptima do BLP (ou melhor
solugdo encontrada) '

NLP = nimero de programas lineares resolvidos pelo algoritmo SPL
NI = mimero de operagdes pivotais do algoritmo SPL

T  =tempo CPU em segundos
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Estes resultados nio permitem tirar conclusdes seguras quanto a obtengdo de um valor
para A préximo do valor éptimo do BLP. Com efeito h4 alguns problemas para os quais
A, estd muito proximo de Ag (até € igual em dois casos), mas também hd outros BLPs

para os quais

¢ grande. Contudo o método SPL ¢ bastante eficiente. Com efeito ndo s6 € reduzido o
niimero de programas lineares a resolver, como também o nimero de operagdes pivotais €
o tempo de CPU sdo bastante pequenos. Daf recomendarmos o método SPL como o
processo a usar para a resolugdo do LCP(QAp).

Prob. Dimensao SPL
NVX|NVY | NRX!| NRY | NLP | NI T Ay Xf

1 4 148 | 3.7 | =294.9 -321.3
30 200 1 30

2 4 229 | 5.8 | -255.1 -343.6

3 4 231 | 7.3 | -562.7 -562.7
30 300 1 30

4 4 210 | 6.9 | —461.2 -552.7

5 4 308 | 10.9 | —-92.48 -132.8
30 100 1 50

6 4 320 111.9 | -90.08 -109.2

7 4 393 | 17.1 | -292.1 -292.1
30 200 1 50

8 4 360 | 15.1 } -250.4 -340.7

9 4 117 | 1.5 | -38.26 -38.51
10 100 10 30

10 4 112 1 1.5 | -43.72 —45.08

11 4 114 | 2.1 | -85.35 -126.0
10 200 10 30 .

12 7 137 | 2.4 | -86.25 —89.27

Quadro 6.1
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(ii) Solugio do LCP(A,), k21

Como foi referido anteriormente, pode usar-se 0 método enumerativo hibrido descrito
no capitulo 2 para resolver os LCPs(Ay) com k 2 1. Nesse método enumerativo, em cada

n6 é aplicado o algoritmo de gradiente reduzido modificado para determinar um ponto de
Kuhn-Tucker ou LSM para a fungéo

gla, x, B, u,y, v, V) = a'x +BTu

referente ao conjunto de restri¢des lineares do MLCP.

Como a estrutura do LCP(Ay) ¢ separada nas varidveis complementares, entdo o
algoritmo SMRG pode ser usado em cada um dos nés gerados pelo método enumerativo
hibrido. Recordemos que nesse processo uma direcgdo descendente € identificada apenas
por um custo reduzido negativo de uma determinada varidvel ndo bésica.

5 - Experiéncia Computacional

Nesta secgio é apresentada alguma experiéncia computacional com os algoritmos
descritos neste capitulo na resolugdio de BLPs de pequena e média dimensdo. Tal como
anteriormente a experiéncia foi desenvolvida num CDC CYBER 180-830 da Universidade
do Porto e os resultados sdo apresentados nos quadros 6.2 a 6.5. Nestes quadros além
das notagdes referidas na secgdo anterior ainda consideramos os seguintes pardmetros:

NC = niimero de pares de varidveis complementares do MLCP (6.10)
NRW = nimero de linhas da matriz do MLCP (6.10)
NCL = ndmero de colunas da matrizdo MLCP (6.10)

NLCP = niimero de LCPs(A,) a serem resolvidos pelo algoritmo SLCP
(incluindo o0 LCP(Ay))

ND = nimero de nés

NS = o algoritmo ndo terminou apés 20000 operagdes pivotais

BVAL = valor da fungio objectivo correspondente 3 melhor solugdo
encontrada pelo algoritmo SLCP ou pelo método.de pesquisa
em 4rvore com limites.
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LVAL = valor do limite inferior obtido pelo algoritmo LOWBND

Os problemas-teste apresentados nos quadros 6.2 ¢ 6.3 foram gerados do seguinte
modo:

i) cada problema-teste PTi tem associados determinados valores de NRX, NVX,
NRY, NVY;

ii) para cada PTi sdo considerados cinco problemas-teste nos quais as matrizes A,
D e C sdo geradas aleatoriamente, por uma técnica semelhante 3 descrita no

capitulo 2 e onde A e D tém uma linha densa de uns de modo a tornar limitados

os conjuntos S, e S, do BLP.

Os quadros 6.2 e 6.3 contém a informagdo do comportamento dos algoritmos na
resolugdo dos cinco problemas de cada PTi, mostrando, em termos de operagdes pivotais,
o resultado melhor (B), pior (P) ¢ médio (M). Na coluna encabegada por OPTIMO
apresentamos o esforgo computacional dos algoritmos para determinar a melhor solugio
do BLP (solugio 6ptima em alguns casos). Como referimos no capitulo anterior, o tltimo
LCP normalmente acarreta um muito maior esforgo que todos os outros. Para ilustrar um
tal procedimento resolvemos apresentar 0s resultados computacionais referentes a este
LCP numa coluna 2 parte encabegada por ULTIMO.

Na experiéncia computacional na resolugdo de BLPs comegdmos por testar a
influéncia do processo MAXVAR na eficiéncia do algoritmo SLCP. Nessa medida
resolvemos os problemas-teste da colecgdo de BLPs usando o algoritmo SLCP (com
7 =10" incorporando o processo MAXVAR ou ndo. Os resultados computacionais
apresentados no quadro 6.2 mostram que O uso do processo MAXVAR implica uma
razodvel redugdo do nimero de LCPs (Ay) a resolver. Isso acarreta por sua vez reducgoes
no niimero de operagdes pivotais e no tempo de CPU, mas os decréscimos nesses valores
ndo acompanham as elevadas redugdes no nimero de LCPs a resolver. Daf também se
poder concluir a grande eficiéncia do método enumerativo hibrido quando uma boa base
inicial € conhecida. '

O uso do algoritmo MAXVAR aumenta também a robustez do método SLCP, pois €
normalmente menor a diferenga entre a melhor e a pior eficiéncia do processo para cada
um dos problemas-teste PTi. Além disso as comparagdes dos resultados dos quadros 6.2
e 6.3 mostram que o algoritmo SLCP ndo é muito influencidvel pelo valor do parimetro
¢, mas normalmente o valorde ¥ = 10" & mais recomendével.
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Os resultados computacionais apresentados nos quadros 6.2 € 6.3 mostram que 0
algoritmo SLCP ¢ bastante eficiente para encontrar um minimo global dum GSBLP.
Todavia, o tempo e o esforgo computacional exigidos para estabelecer que tal solugdo foi
encontrada sdo superiores aos necessdrios para a obter. Este facto deve-se ao grande
nidmero de nés que o método enumerativo necessita de explorar quando o LCP(Ay) ndo
tem solugdo. A mesma conclusdo pode ser tirada para os restantes problemas, sendo
nesses casos ainda mais notdria a ineficiéncia do método enumerativo para mostrar que o
tiltimo LCP nio tem solug3o.

A eficiéncia do algoritmo SLCP, com ou sem MAXVAR, depende da dimensdo do
BLP, sendo evidentes a maior influéncia do nimero NC de pares de varidveis
complementares do correspondente MLCP e a menor influéncia do niimero NCL quando
o seu acréscimo se deve apenas ao aumento de varidveis y. Como na formulagdo de um
BLP no MLCP (6.10) ndo importa quais das varidveis se vai identificar por x ou y,
recomenda-se a escolha das varidveis x quando

NRX + NVX <NRY +NVY

No quadro 6.3 é também apresentada a eficiéncia do método de pesquisa em drvore
com limites (BRANCH-AND-BOUND) e de dois algoritmos referenciados como
INCUMBENTE B.B. e SLCP C/CORTE. No primeiro destes dois dltimos algoritmos,
uma solugio incumbente é encontrada inicialmente pelo algoritmo SLCP, sendo depois
usado o método de pesquisa em drvore com limites, resultando o esforgo computacional
na soma dos dois métodos. No segundo algoritmo, € calculado um limite inferior da
fungio objectivo pelo algoritmo LOWBND e a restrigdo (6.12) € acrescentada ao tltimo
LCP(Ay) do SLCP.

Os resultados apresentados neste quadro 6.3 revelam que o método de pesquisa em
drvore com limites nfio é competitivo com o método SLCP. O uso de uma incumbente
dada pelo algoritmo SLCP melhora bastante a efici€ncia do método de pesquisa em
drvore, mas mesmo assim o processo ndo é competitivo com o algoritmo SLCP. Além
disso, ndo se detectaram melhorias pelo facto de se usar o corte (6.12) no método SLCP.
Se se tiver em conta, entretanto, que para contabilizar o esforco computacional se deve
incluir o relativo ao LOWBND, € ainda mais clara a desvantagem de se utilizar uma tal
variante no método SLCP.
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Probl. LOWBND SLCP (MAXVAR) BRANCH-AND-BOUND
NI T | LVAL |NLCP] NI T | BVAL | ND NI T BVAL
7-1 | 2149 | 414 ] -177.3 4 5266 1 231. | -128.8 | 337 | 16969 | 1027. | -59.4
7-2 | 1873 | 35.11 -168.2 5 353 | 1161 -110.7 § 23 1012 | 54.8 | -52.1
7-3 11594 | 3141 -177.1 9 561 | 229 -138.3 § 111 | 5135 | 290. | -97.12
74 | 1803 | 36.6 | -172.9 9 913 | 37.4 | -101.0 | 285 | 13496 | 882. | -76.84
7-5 | 1861 { 35.0 | -172.2 3 1610 | 65.8] -136.2 | 193 | 13018 | 853. | -44.45
8-1 | 2307 | 58.8 | -374.1 6 440 | 18.9 | -300.6 | 371 | 19982 | 1546. } -100.5
82 | 2571 | 65.8 { -340.9 3 231 | 8.7 | -2447 1359 ! 11972 | 820. | -123.1
8-3 12994 | 87.4 | -357.7 5 9935 | 576. ] -242.8 | 351 | 16422 | 1219. | -113.0
84 | 2911 | 86.6 | -346.8 4 7391 | 426. ] -289.9 ]| 235 | 20051 | 1469. | -1424
8-5 | 2578 | 65.6 | -358.6 9 285 | 11.3 ] -303.9 | 269 | 19772 | 1436. | -184.6

Quadro 6.4 - Valores das melhores solugdes obtidas pelo algoritmo SLCP e método de

No quadro 6.4 compara-se o limite inferior encontrado pelo algoritmo LOWBND com
os melhores valores obtidos pelo algoritmo SLCP e o método de pesquisa em drvore com
limites para os problemas em que o algoritmo sequencial ndo terminou. Os resultados
mostram que os valores encontrados pelo algoritmo SLCP s3o muito mais pequenos que
os obtidos pelo método de pesquisa em 4rvore. Além disso, o esforgo computacional para
obter a melhor solugio é muito menor para o algoritmo SLCP. A diferenga entre o valor

pesquisa em édrvore

BVAL encontrado por este tltimo método ¢ o limite inferior LVAL explica a dificuldade

do SLCP C/ CORTE em terminar. Estes resultados também mostram que o algoritmo

LOWBND nio fornece, geralmente, um limite inferior preciso.
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Probl. DIMENSAO BLSIMP SLCP (MAXVAR)

OPTIMO ULTIMO

NVX| NRY | NVY | NI T | NLCP| NI T NI T

1 5 30 | 150 | 134 3.2 1 137 } 2.7 | 71 2.5
2 10 30 | 150 | 336 | 7.5 3 150 | 3.5 | 232 } 8.0
3 15 30 | 150 | 626 | 14.5 1 163 | 3.0 | 656 | 25.3
4 20 30 | 150 | 1076 27.3 1 129 { 2.4 | 888 | 36.8
5 30 30 | 150 | 1536] 36.9 1 213 | 4.2 | 1199 53.7
6 40 30 | 150 | 2840} 72.7 3 247 | 8.3 | 2266 ] 116.
7 30 30 | 300 | 2820 10S. 5 621 | 35.8 | 1997 | 137.
8 30 50 | 100 | 4853 ] 201. 4 702 | 35.4 | 4501 | 298.
9 30 50 | 150 | 5834 | 271. 4 5459 | 359. | 53391 359.
10 30 50 | 200 | 7049 [ 366. 3 2313 | 169. | 5597 | 428.

Quadro 6.5 - Solugdo de GSBLPs

O quadro 6.5 mostra que o algoritmo SLCP €, em muitos casos, competitivo
relativamente ao método BLSIMP na resolugio de GSBLPs. O tempo € sempre menor
para este dltimo algoritmo, porque ele trabalha com matrizes base de dimensGes menores.

Como conclusio final deste estudo computacional, pode afirmar-se que o algoritmo
SLCP ¢ bastante eficiente na obten¢do de um minimo global (ou pelo menos de uma
solugdo bastante préxima do 6ptimo) para um BLP de dimensdes razodveis. No entanto,
o método ¢ incapaz, geralmente, de estabelecer que a solugdo foi encontrada. O uso do
algoritmo SLCP como método de obtengdo do minimo global depende assim da escolha
de procedimentos capazes de encontrar limites inferiores precisos. O algoritmo
LOWBND, pode servir em certos casos, mas em geral ndo € um método eficiente para o
objectivo em causa. E de crer que o uso de um procedimento que gere limites inferiores
precisos, conjuntamente com o método SLCP, possa conduzir a um algoritmo poderoso

para a resolugdo de BLPs.
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CAPITULO 7

PROGRAMACAO DE DOIS NIVEIS

1 - Definicao e Propriedades

O problema de programagio matemdtica de dois niveis (BP) € na sua forma geral

definido do seguinte modo:
mml%rmzar f; (X, ) (7.1)
xeR"2, yeY
sujeito a gix,y)20,i=1,.,m

com x definido implicitamente como a solugdo ptima do programa

minimizar f, (x,y) (7.2)
xeX
sujeito a hx,y20,i=1,....,m

Nesta formulagio y e R™, x e R™, Y e X sdo subconjuntos convexos de R"! e R"™2
respectivamente ¢ f,, £, g; ¢ h; s3o fungSes de R"*"2em R.

O BP ¢ assim um problema de optimizagdo hierdrquica, onde existe um primeiro nivel
de decisdo que controla as varidveis x;, y;, € um segundo nivel correspondente as
varidveis x;. Este problema tem sido bastante estudado nos ultimos anos devido ao seu
elevado nimero de aplicagcdes [BEBLBO88, KOL85, KOLAR6, SA89]. Virios
algoritmos tém sido desenvolvidos para o BP, principalmente para a sua versdo mais
simples em que todas as fungdes sdo lineares (BLLP) [BIKA82, BARDS3, JUFA88Db,
JUFA91b, ANWHS8, HAJASA89, BAMO90]. Alguns desses processos podem ser
estendidos ao caso em que a fungdo f, é quadritica (BLQP) [BAMO90, JUFA91e,
HAJASAS9]. Mais recentemente tém sido propostos algoritmos para a resoldgﬁo de BPs
ndo lineares [EDBA91, SAGA 90] e de BPs em que algumas das varidveis sdo inteiras
[MOBAY0]. Neste trabalho iremos estudar essencialmente problemas BLLP e BLQP.

Nesta secgio iremos comegar por apresentar algumas defini¢des e propriedades que
tém sido propostas na literatura da programagio de dois niveis € que nos ajudam a
entender melhor o problema. Assim, se considerarmos as fungGes
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g (X, Y) = (gl (X, y)r'"’ gm1 (x’ Y))
h (%, ¥) = (g (%, Y)seess Biny (%, )

entdo podemos definir os seguintes conjuntos:

(i)  Espago de Solugdes Relaxado
Q={(xyeXxY: g(x,¥)20, h(x,y)20}

(ii) Projecgio de Q no 12 nivel de decisdo

Q (Y) = { ye Y: existe xe R"2tal que h (x, y) 2 0}

(iii) Conjunto de Reacgdol do 22 nivel para y fixo

M (y) = { xeX: h(x, y) 20 e x € argmin £, (x, y)}

(iv) Regido Induzida
IR={ (% yeXxY: x,y)eQ , xeM (y)}

Se ndo existirem restri¢des no 12 nivel, IR aparece com a defini¢do mais comum:
R={(xyeXxY: yeQ(Y), xeM(y)}

No caso de haver tais restri¢des, entdo podemos escrever
IR={(x,y)eXxY: yeQ(Y), xeM(y) e gx,y) =20}

Um dado ponto (x*, y*)e Q ¢ uma solugio 6ptima do BP se e s6 se (x*, y¥)elR e
f; <% y*) <f; (%)
para todos os pontos (X, y)eIR.

A resolugio do BP ¢é normalmente feita explorando formulagdes equivalentes. Assim,
se Q é compacto e M (y) € univoca, entio o BP ¢ equivalente a um problema com um s6

nivel da forma [SA89]

minimizar ) (x(y), y)
y

sujeitoa yeQ(Y) (7.3)

g(x(¥,y20
onde x (y) =M (y).
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Como veremos mais adiante, alguns dos métodos de resolugio usam esta formulagdo.
No entanto nio é em geral ficil obter um éptimo global, pois o problema ndo € convexo.
Além disso, esta formulagio ndo é simples jd que exige o conhecimento de x (y) e Q (Y)

que ndo estdo definidos explicitamente.

Outros processos de solugio do BP exploram uma outra formulagio em que se
substitui o problema do 22 nivel pelas suas condigdes necessdrias e suficientes de
optimalidade. Com efeito, se o problema do 22 nivel for convexo, entdo o BP ¢

equivalente ao seguinte problema de optimizagdo:

minimizar  f; (x,y)

x,y)e XxY
sujeitoa  gx,y)=20 (7.4)
V.6, x,y)-AV,h(x,y)=0
hx,y)=20
Ah(x,y)=0
A20

Se a fungdo do 22 nivel for quadritica, entdo as restri¢des do problema (7.4) sdo
lineares. Se além disso f; é uma fungdo linear, o BP € equivalente a um MLCP ¢ portanto

podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 7.1 - Se o BLQP tem uma solugio éptima, entdo alcanga o éptimo num ponto
extremo de 2.

No entanto, como M (y) ndo é convexo, o BP € um problema de programag@o nao
convexa, podendo demonstrar-se [JE85] que se trata de um problema NP-completo.

2 - Métodos de Solugao

Os algoritmos para a resolugdo do BP podem ser classificados em trés categorias
[KOLS85]. Assim existem métodos descendentes, que exploram a equivaléncia do BP com
o problema (7.3). Este tipo de métodos € muito usado na resolugdo de problemas de
programagdo matemdtica ndo linear, mas ndo merece igual aceitagdo na resolugio de
problemas de dois niveis. Com efeito [SA89] o programa (7.3) ndo € convexo e
normalmente tem vdrios Gptimos locais. Como o método descendente apenas garante a
existéncia de um minimo local, a determinagdo do Gptimo global fica dependente da
escolha do ponto inicial. Além disso € dificil calcular a fungio implicita x (y) €, na maior
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parte dos casos, essa fungdo ndo ¢é diferencidvel em todo o dominio. Essas razdes sao
mais do que suficientes para preterirmos este tipo de metodologia.

Numa segunda categoria incluem-se os métodos de enumeragdo implicita de pontos
extremos. Tais processos baseiam-se no teorema 7.1, mas tornam-se impraticdveis
quando a dimensdo do BP aumenta [CATOS82, BIKA&4, PAP82].

Finalmente as metodologias mais usadas baseiam-se na equivaléncia do BP com o
problema (7.4), que se obtém a partir das condig¢des de optimalidade do problema do 2°
nivel. Esses sdo os dnicos métodos a serem discutidos nesta tese.

Em relagio ao BLLP, o MLCP equivalente tem a forma

minimizar c¢Tx +dTy

o -b 0 A, A, u
jeito a: = 7.
sujeito a 3 . + AT 0 o0 7; (7.5)

X,y u0B20 , xIB=ula=0

Como vimos anteriormente este problema pode ser resolvido por um método de
pesquisa em 4rvore com limites ou por um algoritmo SLCP. O primeiro trabalho a propor
a resolugdo do BLLP através do método SLCP foi apresentado em Bialas e Karwan
[BIKA84]. O processo ai proposto é bastante semelhante ao algoritmo SLCP, mas ¢é
sugerido o algoritmo BRES descrito no capitulo 2 para resolver os vérios LCP (Ay). Os
autores concluem erradamente que, se o algoritmo BRES terminar sem obter solugdo,
entio o LCP (Ay) é inadmissivel. Com efeito o seguinte exemplo apresentado em
[JUFA88b] mostra que tal ndo € verdadeiro.

Considere-se o BLLP:

min — X
X,Y
com x a solugdo Sptima de
min x
X

syjeitoa:—y—-2x<-10
y—-2x<6
2y-x<21
y+2x<38
-y+2x<18
x,y20
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y+2x<38
-y+2x<18
x,y20

Para resolver o LCP (0) usando o algoritmo BRES introduz-se uma varidvel artificial
zgcom colunap=(1,0,0,0,0,0, 0)T e obtém-se o seguinte quadro inicial:

29 7 n  m  Z 2% % Y
wi=|-10 | (@ o 0o o o o 2 1
wa=| 6] 0 0o 0o o 0o o 2 -
ws=| 22| 0 0o 0o o o0 o 1 -2
we=| 3| 0 0o 0o o 0o 0o 2 1
ws=| 8] 0 0o 0o o o0 o 2 1
we=| 1] 0 2 =2 a1 2 2 0 o0
w=| of o o o o o o 1 o0

onde z = (u, x) ¢ w = («, B). Inicialmente z; é introduzida na base efectuando uma
operagio pivotal com o pivot indicado por um circulo no quadro. O quadro associado com
esta solugio bdsica € apresentado a seguir:

Wiz % Z3 24 Zs Zg Y
z=| 10 1 0 o0 O o0 0 2 -1
w,=] 6 o o o o o o 2 (I
wy=| 21 o 0o o ©o0 o0 0 1 -2
wy=| 38 o o0 o0 o0 o0 0 -2 -1
ws=| 18 o o0 o0 o o0 o0 -2 1
wg=| 1 o 2 =2 -1 2 2 0 0
vo=| 0 o 0 o0 o o0 0 1 0

Como se pretende minimizar a varidvel zy, as varidveis z¢ € y s3o elegiveis para
entrarem na base. Contudo zg ndo pode entrar pois wg € bdsica. Por isso y € a varidvel
escolhida para entrar na base. Depois de se encontrar o pivot (assinalado por um cfrculo
no quadro) pelo critério usual do quociente minimo e de se efectuar a correspondente
operagio pivotal, obtém-se uma outra solugdo bésica complementar admissivel que € dada
pelo seguinte quadro:
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Wi %4 () 23 Z4 Z5 Zs Wr
Zy = 4 1 0 0 0 0 0 -4 1
y = 6 0 0 0 0 0 0 2 -1
w3 = 9 0 0 0 0 0 0 -3 2
wy=1| 32 0 0 0 0 0 0 -4 1
ws=| 24 0 0 0 0 0 0 0 -1
W = 1 0o -2 2 -1 2 2 0 0
Vg = 0 0 0 0 0 0 0 1 0

Nesta iteragdo apenas z4 ¢ elegivel para entrar na base. No entanto, como wg € bdsica,
esta varidvel nio pode ser candidata e o algoritmo BRES termina com TERM=3.
Contudo, o LCP (0) tem pelo menos a solugdo z=(0.5,0,0,0,0, 1), y=38.

Este exemplo mostra que o método descrito em [BIKA84] ndo assegura a
determinagdo de um 6ptimo local nem global, pelo que esse algoritmo ndo vai ser
considerado na nossa discussdo.

Para resolver o MLCP (7.5) Fortuny-Amat ¢ McCarl [FOMC81] propéem a
substitui¢io da condigio de complementaridade w; z; = 0 pelas restrigdes

Wi S 1T
zist(l-my)
nie {0, 1}

para cada i = 1,..., m, + n,, onde T é um nimero suficientemente grande. Portanto o
MLCP ¢ transformado num programa linear com algumas varidveis inteiras. No entanto
este problema ¢ também de dificil resolugdo. Além disso a dimensdo do problema aumenta
drasticamente com essa transformagio. Também os autores ndo apresentam quaisquer
resultados computacionais que mostrem a validade dessa proposta.

O método de Bard e Falk [BAFAS82] tenta contornar a dificuldade da condigdo de

complementaridade, transformando o MLCP (7.5) num problema de programagdo com
varidveis separadas. Para tal introduz as varidveis y; e substitui a condi¢do de

complementaridade wT z =0 pelas restrigdes

mo+ny
2, (min (0, y;} +2) =0
=1

Wi—Zi=Vj
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No entanto ndo é apresentada qualquer experi€éncia computacional com tal algoritmo e
nio nos parece que o processo seja eficiente devido a ndo convexidade das suas restri¢des
adicionais.

O método apresentado em [HAJASAS89] pode também ser considerado como um outro
processo de explorar as condigdes de optimalidade do problema do 22 nivel, eliminando
algumas varidveis desse 2° nivel num método de pesquisa em drvore.

O principio bdsico do método recai no facto de, na solugdo éptima, algumas das
desigualdades do 22 nivel, incluindo as restri¢Ges de sinal nas varidveis x, serem activas,
isto é, serem satisfeitas como igualdades. Isso vai permitir eliminar varidveis do 22 nivel
associando a cada restrigdo uma varidvel inteira o; € {0, 1} e gerando uma 4rvore bindria
em que em cada ramo um dos @; é fixado com o valor 0 ou 1 com o significado

{ 1 se a restrigdo i € activa
o= ..
110 no caso contrdrio

No entanto, para tornar mais eficiente a pesquisa dessa 4drvore, as ramificagdes sdo
feitas de modo racional sé se considerando as ramificagGes a que a solu¢fio éptima tem
que satisfazer. Para tal, criam-se condi¢bes necessdrias de optimalidade nas varidveis o;
obtidas a custa do teorema de dualidade aplicado ao problema do 22 nivel. Assim, se se
considerar que o problema do 2° nivel, depois de fixadas al gumas varidveis, ¢ dado por

min T %

%
sujeitoa A X+A,y-v=b
0

20v

!
v

entiio, para a solugdo Sptima (X *, y *), existe um vector B e s tal que
AlB+s=7
Bz20,s20

BTv=xTs=0

Logo, se @ <0, tem que existir pelo menos uma varidvel B; > O correspondente a um

Ei{i <0 (Eilj é um elemento de A,). No entanto, por complementaridade, v; =0 ¢ portanto a
restrigdo i tem que ser activa. Se, pelo contrério, @ > 0 entdo ou € s; > 0 e portanto x; =0
~1

ou existe pelo menos um P; > 0 correspondente a um a;: > 0 e portanto € v; = 0.
P i po ij P i
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Estas condigbes necessdrias de optimalidade obrigam as seguintes relagdes 16gicas:

fiy
5j<0=> 2 (XiZI

l=1|5'i1j<0
)
3>0 = 2 0 + Cljppp, 2 1 (7.6)
l=ll5'i1j>0

onde 0y, estd associada a desigualdade X; 2 0.

Assim, quando se faz uma ramificagio, é usada uma das restrigdes (7.6) anteriores,
gerando-se novos ramos em que em cada um deles se impdem valores zero ou um para as
viérias varidveis da restri¢do l6gica adicional.

Para tornar ainda mais eficiente o método, sdo verificados em cada né testes de
admissibilidade e de optimalidade que vdo permitir podar ramos, melhorar solugdes
incumbentes e fixar varidveis sem necessidade de ramificar.

Tal como em programagio inteira mista, sdo calculadas penalidades p; associadas a
restrigio i ndo activa que medem o custo na fungdo objectivo do 1° nivel em obrigar a que
seja nula a varidvel de afastamento da restrigdo i no problema relaxado. Essa penalidade
vai permitir também podar ramos ou mostrar que determinadas restrigdes ndo podem ser
activas para que a solugdo 6ptima desse subproblema ndo seja pior do que a solugdo
incumbente. Além disso, fornece um bom critério para escolha do primeiro né a ser
explorado. Para uma descrig¢do completa do algoritmo aconselhamos [HAJASA89].

A experiéncia computacional apresentada nesse artigo indica que o algoritmo €
normalmente superior a um algoritmo de pesquisa em drvore com limites para a resolugio
do MLCP, quer no nimero de nés a explorar, quer em termos de tempo de CPU. Tais
conclusdes sdo mais evidentes para problemas mais esparsos.

No entanto trata-se de um método pouco robusto no sentido de que existe uma grande
variagdo do esfor¢o computacional na resolugdo do melhor e do pior problema-teste. De
facto, tal como € referido em [HAJASAS89], se muitos problemas sdo resolvidos sem
ramificar, para outros sio muitas vezes necessdrios mais nés do que os usados no
algoritmo de pesquisa em drvore com limites. Por esse facto e porque este algoritmo
exigia "software" bastante diferente do que o que havia disponivel, optou-se por testar
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. apenas os algoritmos de pesquisa em 4rvore com limites ¢ SLCP. Como afirmdmos
anteriormente, esses processos resolvem o MLCP directamente. Como esses métodos sdo
também possiveis de utilizar para 0 BLQP e o BLLP ¢ um caso particular desse problema,
iremos considerar a aplica¢do do algoritmo ao BLQP. Esse problema pode ser escrito na
sua forma mais geral do seguinte modo:

xe?‘gﬁg“l f,x,y)=cTx+dTy

sujeito a : E;x+E,y2g .7

y20

e x eR™ ¢ a solugdo 6ptima de

minimizar aTx+yTCx+%-xTQx
xe R™

sujeitoa: A;x+A;y2b (7.8)
x20

onde E = [E, : E}JeR™* 0112 A —[A : A,]e R"2X (¥ CeR™MM2, g R™,
beR™ e QeR"7™ ¢ uma matriz simétrica positiva semi-definida.

Se o conjunto de restrigdes do problema quadrdtico convexo do 29 nivel (7.8) €
limitado e ndo vazio, as condi¢des de Kuhn-Tucker desse problema originam o seguinte
MLCP equivalente: ’

minimizar cT x+dTy

suyjeitoa: a=-b+A;x+Ayy (7.9)
B=a+Qx+Cy—-ATu
v=-g+E; x+Eyy

Xy u0Bv20 , xIB=ula=0

Esse problema pode ser resolvido pelo método de pesquisa em drvore com limites
discutido no capitulo 5. Alids Bard ¢ Moore [BAMO90] propuseram este tipo de
algoritmo sem o relacionar com a complementaridade. Daf se referir erradamente na
literatura esse método como devido a Bard e Moore.

Um outro processo de resolugdo do MLCP ¢ o algoritmo SLCP descrito no capitulo 5.
Tal como foi referido anteriormente, em cada iteragdo do método SLCP € resolvido um
LCP (A) que se obtém substituindo a fungio objectivo pela restrigio ¢ x + dTy <A
Portanto:
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LCP (A)

(94 -—b 0 Al A2 u
T
Bofo] 2 |« 21 Q@C x (7.10)
v -g 0 E, E,
Vo A 0 —T-qrdLY

o, B,v,vp 0, x,y20 , uTOL:xTﬁ =0
No processo SLCP, A toma uma sucessdo de valores decrescentes {Ay} definidos por
A= K yR ) — 7 1 (KL, yRl) |

com (xX1, y¥1) solugdo do LCP (Ay_;) e ¥ um valor pequeno positivo. O método
termina numa iteragdo k tal que LCP (A;) ndo tem solugdo. Nesse caso (x*7!, yk-1) ¢

uma solugdo e-6ptima do BLQP com
=¥ I, k1, ys D)

O LCP (X)) (7.10) pode escrever-se na seguinte forma mais geral:

w=q+Mz+Ny w=20,z20,y20 (7.11)
z;.wij=0,i=1,..,my+n;
onde _
o -b
w=| B ERm2+n2+m1+1 . q= _Z ERm2+n2+m1+1
_ 30 Ay

0 A,
M = M, _| -AT @ R(m2+nz+m1+1) X (M2+n2)
= =l o E, |%
M2 1
0 T
A,
N = g ER(m2+n2+m1+1)xn1 ‘
2
-dT

e M,eRM2) x(M2#n2)¢ pgpy.
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Para resolver cada um destes LCP () é usado o método enumerativo hibrido referido
no capitulo 2. Note-se que, como a matriz M; é PSD, podemos usar a simplificagdo do
método MRG exposta na secgdo 2.6. Como referimos anteriormente esse processo torna
o método enumerativo bastante mais eficiente. Todas as outras metodologias usadas no
algoritmo SLCP e discutidas no capitulo 5 devem também ser usadas neste caso.

No caso do BLLP, tem-se C=0 e Q=0 e é fcil de ver que o LCP (7.10) tem uma
estrutura separada. Nesse caso o algoritmo SMRG deve ser usado em vez do processo
MRG simplificado.

Para a solugio de LCP (A) é resolvido o LCP (7.10) sem a restrigdo cTx+dly<hy

o —b 0 Al A2 u
B |=| a |+] -AT @ ¢ x (7.12)
v -g 0 E; E, y

o, B, v,u,x,y20 , wla=xTB=0
usando o método enumerativo hibrido.

No entanto, como este LCP tem virias solugdes, nem sempre a primeira solugdo
encontrada por esse método enumerativo € uma "boa" solugdo no sentido de o valor de A

estar muitas vezes bastante afastado do valor 6ptimo A.

No caso do BLLP ¢ possivel explorar a separabilidade das varidveis complementares e
usar o processo SPL para obter uma solugio do LCP (Ag). Como Q=C=0noLCP

(7.12), ento resolver esse LCP € equivalente a obter a solugio éptima do programa
minimizar ul o +xT B

sujeitoa: a=—-b+A;X+AyYy (7.13)
B=a-Afu
v=-g+E;x+Eyy
o, B, v,u,x,y20

que tem valor zero. Mas a fungdo objectivo desse programa pode escrever-se na forma
ula+pTx =—bTu+uTA1x+uTA2y+aTx—uTA1x=aTx—-bTu+uTA2y

Portanto o problema (7.13) é um BLP ao qual se pode aplicar o algoritmo SPL
descrito no capitulo anterior. No entanto, como este algoritmo apenas fornece um ponto
estaciondrio do problema (7.13) pode acontecer que a solugio obtida ndo satisfaga a
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condigio de complementaridade (o valor da fun¢do objectivo de (7.13) ser diferente de
zero). Por isso, a solugdo obtida, além de ndo ser complementar, pode também ndo ser
uma "boa" solugdo inicial para o SLCP. Com o intuito de melhorar essa solugdo,
introduz-se a fungio objectivo do problema do 1 nivel e obtém-se o BLP

c + a ! X X
minimizar |: ] l: :|—bTu+uT[O Az][ :|(7.14)
d y y

sujeitoa  A;x+Ay2b A'lruSa

E;x+Eyy2g u=0
Xx,y20

que, tal como o anterior, pode ser resolvido pelo algoritmo SPL. Neste caso o algoritmo
pode ter duas terminagdes:

(i) a solugdo (x*, y*, u*) obtida por esse algoritmo satisfaz a condigdo de

complementaridade
w*Tb+ A x*+Ayy%) =0
x*Ta-ATu%) =0

Entdo (x*, y*, u*) é uma solugdo do LCP (7.12) e 0 método SLCP pode ser
inicializado definindo Ay por

Ag = cTx* +dTy*

(ii) caso contrdrio, a solugdo obtida por esse algoritmo apenas fornece uma
solugo inicial para o método enumerativo hibrido. Seguidamente este ltimo
processo € aplicado para a solugdo do LCP (7.12).

Alguma experiéncia computacional com este algoritmo € apresentada na secgao
seguinte.
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3 - Experiéncia Computacional

Nesta secgdo ¢ apresentada alguma experiéncia computacional com o algoritmo SLCP,
comparando-a em alguns casos com o método de pesquisa em 4rvore com limites [BAMO
90] que foi implementado de acordo com o descrito no capitulo 5.

Os problemas-teste sdo de trés tipos diferentes. Num primeiro grupo sio usados
problemas BLLP com restri¢des apenas no 22 nivel, sendo a matriz A = [A;: A)]
construida do mesmo modo que as matrizes A ¢ D dos problemas bilineares descritos no
capitulo anterior. Para este tipo de problemas, a cada matriz A foram associados dois
problemas-teste que apenas diferem nos coeficientes de custo. Nos problemas
identificados com PTN, todos os coeficientes de custo ¢, d e a das duas fungbes
objectivo sio ndo negativos. Nos problemas identificados por PTG, os coeficientes de
custo ¢ e d da fungdo objectivo do 12 nivel sdo ndo negativos, mas a fungio objectivo do
22 nivel tem alguns dos coeficientes a negativos. Com isto pretendeu simular-se BLLPs
com objectivos conflituosos (problemas PTG) e ndo conflituosos (PTN).

Num segundo grupo de problemas-teste PTL, foram gerados problemas BLLPs com
as caracteristicas descritas em [HAJASAS9], onde as matrizes A € E = [E; : E;] t€m
dimensbes fixas, sendo geradas matrizes esparsas com uma percentagem de zeros fixada
previamente, respectivamente 17% e 40%. Os elementos diferentes de zero sdo
uniformemente distribuidos entre — 15 e 45 e os coeficientes das duas fungdes objectivo
variam uniformemente entre — 20 ¢ 20. Fez-se apenas uma modificagdo na determinagio
dos termos independentes, para que a maior parte destes problemas ndo fossem rejeitados
pelo facto de nio serem limitados ou ndo terem solugdo. Por essa razio, em vez de se
gerarem termos independentes aleatoriamente entre 0 ¢ 50 e aleatoriamente 70% de
restrigdes de < e 30% de 2, foi introduzida, tal como nos problemas-teste anteriores, uma
restrigdo com todos os coeficientes iguais a um e os termos independentes foram gerados
de modo a que o dominio  admitisse a solugdo x; =y; = S0/N,onde N=n; +n,.

Para um terceiro grupo de problemas-teste PTQ, além das matrizes A ¢ E geradas pela
técnica anterior com 8% de nio zeros, foram ainda geradas matrizes Qe PSD ¢ C

quaisquer, obtidas a partir de matrizes PSD de dimensdo n; + n,, j4 usadas anteriormente
e definidas em [PANS80], conservando-se as n, primeiras linhas dessa matriz.

As caracteristicas de cada problema-teste sdo apresentadas em cada quadro. Todos os
testes foram executados num CDC CYBER 180-830 da Universidade do Porto. Os
pardmetros incluidos nos quadros tém os seguintes significados:
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n = nimero de varidveis x do problema do 2° nivel
m = ntimero de varidveis y do problema do 1° nivel
2 = nimero de restri¢des do 12 nivel =n?de linhas de E
r = nimero de restri¢gdes do 22 nivel = n? de linhas de A
sp = nimero de :f; zeros de A
nimero de ndo zeros de A
psp = r X (n+m) x 100
NC = nidmero de varidveis complementares de MLCP (7.10) =r+n

NRW = niimero de linhas do MLCP (7.10) =r +£+n

NCL = nidmero de colunas do MLCP (7.10) =r +n+ m

NLCP = nimero de LCPs (Ay) resolvidos pelo algoritmo SLCP

NLP = niimero de LPs resolvidos pelo algoritmo SLP

NI = nudmero total de operagdes pivotais

ND = niimero de nds requeridos pelo método de pesquisa em drvore com
limites (BRANCH-AND-BOUND)

T = tempo de CPU em segundos

NS = o algoritmo ndo terminou depois de 20000 operag¢des pivotais.

O primeiro objectivo deste estudo foi investigar a importincia das diferentes
alternativas do algoritmo SLCP. Para tal, foi utilizado o primeiro grupo de problemas-
-teste PTG e PTN. No algoritmo designado por SLCPMETO ¢ usada uma primeira versao
[JUFA88b], que ndo recorre ao processo MAXVAR, nem ao parimetro NMAXPYV,
sendo o valor de ¥ igual 0.01. Para os restantes algoritmos € usada a subrotina
MAXVAR e o valor NMAXPV=500, designando-se por SLCPMET]1 o algoritmo em que
¥ =0.01 e ¥ =0.05 ¢ por SLCPMET? o algoritmo em que ¥ =0.001 e ¥ =001

A comparagio entre o SLCPMETO e o SLCPMET!1 apresentada no quadro 7.1 mostra
que, dum modo geral, o método SLCPMET1 € mais eficiente, fazendo diminuir
significativamente o mimero NLCP de LCPs resolvidos e melthorando também, apesar de
um modo ndo tdo significativo, o nimero de pivotagens NI. Isso deve-se ao facto dos
LCP (Ay) que sdo evitados pelo uso da MAXVAR serem aqueles que sdo resolvidos pelo

algoritmo BRES, gastando um niimero minimo de operagdes pivotais (normalmente 3).
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Este facto também se reflecte no tempo de execugdo, que algumas vezes € menor com o
algoritmo SLCPMETO, mesmo quando o niimero de pivotagens € ligeiramente maior,
pois o algoritmo BRES ¢ mais rdpido do que o MAXVAR.

Como afirmdmos anteriormente, o algoritmo SLCP s6 garante soluges €-Optimas do
BLLP. No entanto, se o algoritmo SLCP terminar com o algoritmo MAXVAR, entdo um
minimo global € encontrado. Por isso € interessante investigar a influéncia que a
MAXVAR e a redugio do valor de € (3 ou ¥) tém na eficiéncia do método SLCP. O
SLCPMET? foi considerado com esse propésito. Foi acrescentada no quadro 7.1 uma
coluna encabegada por OPT, na qual o valor a significa que o método SLCP pode
assegurar pelo menos 0% do valor éptimo (& = 0 significa que o minimo global foi
encontrado). No caso de a # 0, é importante verificar quando a solugio obtida pelo
método SLCP € um minimo global. Para tal resolvemos os problemas pelo método de
pesquisa em 4rvore com limites e escrevemos S (N) quando as solugdes dos dois métodos
coincidem (ndo coincidem) isto €, quando o algoritmo SLCP encontrou (ndo encontrou) o
6ptimo global. O algoritmo de pesquisa em drvore com limites ndo conseguiu resolver em
menos de 20000 operagdes pivotais os BLLPs de dimensdes maiores € por isso ndo se
pode saber nesses casos se a solugdo obtida pelo método SLCP € um minimo global para
esses BLLPs. Por isso usou-se a notagdo ? na coluna OPT para esses problemas-teste.

Os resultados apresentados no quadro 7.1 permitem tirar as seguintes conclusdes:

(i) todas as solugdes obtidas pelo método SLCP, com excepgio de um tunico
caso para o SLCPMETO, sdo e-6ptimas;

(ii) ainclusdo do algoritmo MAXVAR faz com que o algoritmo SLCP encontre
com mais frequéncia um Gptimo global, podendo, na maior parte desse
casos, garantir esse ptimo global;

(iii) o processo SLCPMET1 parece mais eficiente do que o método SLCPMET?2.
No entanto, a diferenga ndo é muito grande e o SLCPMET?2 tem a vantagem
de poder assegurar que a solugfo estd mais préxima do éptimo global;

(iv) para todos os problemas-teste, excepto um, o algoritmo SLCPMET2
encontrou um 6ptimo global mesmo quando ¢ = 0.1. O SLCPMET1 falhou

em trés casos tendo, no entanto, encontrado um éptimo global no problema-
-teste em que a versio SLCPMET?2 falhou;
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(v) ovalor ¥ =0.05 teve que ser usado no SLCPMET?2 para que o problema-
-teste PTG8 terminasse em menos de 20000 operagdes pivotais.

Estas conclusdes permitem-nos recomendar o uso da versio SLCPMET?2. Contudo,

quando (r+n) é grande € conveniente considerar 7 =0.05.

O valor NMAXPV = 500 foi usado em todos os ensaios apresentados no quadro 7.1.
Para analisar o efeito dessa quantidade no método SLCP, foram executados, para
diferentes valores d¢ NMAXPV, todos os problemas-teste cuja versio SLCPMET?2 s6
tinha garantido uma percentagem do éptimo superior a 0.1, levando-se essa anilise até se
encontrar a solugio €-6ptima.

Prob. | r+n | NMAXPV TOTAL OPTIMO OPT
NLCP| NI T NI T
500 26 | 1068 | 86.1 730 | 62.4 | 1,S

PTG4 | 100 1500 25 | 2212 | 163. 730 | 62.4 | 0.1,
3000 25 | 2212 | 163. 730 | 62.4 | 0.1,S
4500 25 | 2212 | 163. 730 | 62.4 | 0.1,S
500 31 6657 | 856. | 4763 | 618. 1,S
PTN7 | 300 1500 29 | 5404 | 691. 2541 | 332. 1,S
3000 28 | 4979 | 638. | 2541 | 332. | 0.1,
4500 28 | 4979 | 638. 2541 | 332. | 0.1,S
500 39 | 4257 | 776. 2498 | 551. 1,7
PTG7 | 300 1500 39 | 5084 | 871. 2498 | 551. 1,7
3000 39 | 6574 | 1051. | 2498 | 551. 1,7
4500 38 | 7018 }1090. | 2498 | 551. | 0.1,?
500 40 | 6910 | 1040. | 2380 | 382. 1,N
PTN8 | 300 1500 43 110621 | 1568. | 5166 | 777. 1,7
3000 43 12161 | 1789. | 5166 | 777. 1,7
4500 43 | 9741 | 1430. | 5166 | 7717. 1,?
500 69 | 8843 |2123. | 7879 | 1980.] 5,7
PTG8 | 300 1500 69 | 9854 |2340. | 7879 | 1980.| 35,7
3000 69 11542 |2660. | 7879 | 1980. ] 5,7
4500 69 |13016 |2952. | 7879 | 1980.| 35,7

Quadro 7.2 - Influéncia do NMAXPYV no SLCP
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Os resultados no quadro 7.2 mostram que valores demasiado grandes de NMAXPV
niio sdo os mais apropriados em termos de velocidade. Contudo NMAXPV =500 ndo € a
melhor escolha para o problema PTN7 cujo nimero (r+n) de varidveis complementares ¢
igual a 300. Assim, se se estiver interessado em obter uma boa solugdo rapidamente,
entio um valor relativamente pequeno para NMAXPV (< 10 (r+n)) deve ser usado e
quando (r+n) € grande pode considerar-se ¥ =0.05. Se, pelo contririo, se estiver mais
interessado na precisio do resultado, um valor maior para NMAXPV deve ser

considerado e ¥ =0.01 é uma boa escolha.

Assim, para obter os restantes resultados, optou-se pela versdo SLCPMET2 com
NMAXP=10(r+n) ¢ ¥ = 0.05 quando (r+n) ¢ maior.

Nos quadros seguintes esta versdo do método SLCP € comparada com o método de
pesquisa em drvore com limites. Nos quadros 7.3 e 7.4 € analisada também uma outra
versio do método de pesquisa em drvore (INCUMBENTE B.B.) cuja solugdo
incumbente inicial é dada pelo algoritmo SLCP. Para cada tipo de problemas foram
considerados cinco problemas-teste, € o comportamento dos algoritmos a resolver estes
cinco problemas é analisado apresentando os resultados médios (M), o pior (P) e o
melhor (B) em termos de operagdes pivotais NI. Se para um PTi um algoritmo for incapaz
de resolver, pelo menos um dos problemas, em menos de 20000 operagdes pivotais,
entdo na linha encabegada por (M) ¢ escrito apenas o nimero de vezes que o algoritmo

terminou com Sucesso.

Nos quadros 7.3 e 7.4 ¢ apresentada uma coluna OPT com informagdo semelhante a
anterior nas linhas correspondentes a (P) e (B), enquanto que a linha associada a (M)
apresenta o nimero de vezes que o algoritmo SLCP terminou com um minimo global.
Esses resultados conduzem 3s seguintes conclusdes:

(i) o algoritmo SLCP ¢ bastante eficiente para encontrar uma solugo e-6ptima
(ver coluna OPTIMO). Contudo, quando a dimensdo aumenta, torna-se
dificil garantir essa optimalidade e grande parte do esforgo computacional é
gasto a resolver o tltimo LCP;

(ii) o método de pesquisa em drvore com limites é competitivo com o método
SLCP para BLLPs de pequena dimensdo, sendo nalguns casos até mais
eficiente. Contudo ¢ significativamente menos eficiente & medida que a
dimensido do BLLP aumenta;
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(iii)

(iv)

o uso da solugdo do SLCP como incumbente no método de pesquisa em
drvore aumenta a eficiéncia deste método para problemas de dimensdo maior.
Contudo, mesmo neste caso, o0 método de pesquisa em drvore com limites
ndo € competitivo com o algoritmo SLCP;

o algoritmo SLCP encontrou o minimo global do BLLP em mais de 60% dos
problemas-teste.

No quadro 7.5 ¢ apresentada alguma experiéncia computacional para BLQPs com

restrigdes no problema do 1° nivel. As seguintes conclusdes devem ser apresentadas:

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

tal como nos outros casos o algoritmo SLCP € bastante eficiente para
encontrar um 6ptimo global do BLQP (ver coluna OPTIMO), mas o esfor¢o
computacional para estabelecer essa optimalidade é em muitos casos maior
que o requerido para obter a solugdo. A dificuldade deste dltimo LCP (Ay) é
maior para este tipo de problemas BLQPs do que a verificada para BLLPs,
como se pode ver comparando com os quadros anteriores;

o método SLCP € um algoritmo robusto no sentido de ser pequena a variagdo
entre o problema melhor e pior para cada problema PTQi (i = 1,...,7);

a eficiéncia do algoritmo SLCP depende da dimensdo do BLQP, mas é
principalmente influenciada pelo nimero NC de pares de varidveis
complementares do MLCP (7.10);

o algoritmo SLCP € mais eficiente do que o método de pesquisa em drvore
com limites, aumentando significativamente a diferenga com o aumento da
dimensdo do BLQP. Além disso o método de pesquisa em 4rvore ndo €
robusto no sentido explicado anteriormente.

No quadro 7.6 € analisada a eficiéncia do método na resolugdo do BLQP com e sem
restrigdes no 12 nivel, e do BLLP com restri¢Ses no 12 nivel. Para tal fixou-se NC em 60

¢ 80 e gerou-se para cada NC trés problemas:

(i)
(ii)
(iii)

BLQP com restrigdes no 12 nivel = PTQ4 ¢ PTQ6;
BLQP sem restrigdes no 12 nivel = PTQS8 e PTQY;

BLLP com restrigdes no 12 nivel = PTL9 e PTL10.
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Os resultados apresentados no quadro 7.6 mostram que:

(i) os problemas BLQP sdo mais dificeis de resolver do que o BLLP e a
diferenga no esforgo computacional aumenta significativamente com o
aumento do nimero NC de pares de varidveis complementares do MLCP
(7.10);

(ii) a existéncia de restrigdes no 12 nivel torna o problema de mais dificil
resolugio, sendo até o BLQP sem restri¢des no 12 nivel muito mais simples
de resolver do que o BLLP com restrigdes no 12 nivel. Tal como
anteriormente, a diferenca de complexidade dos dois tipos de BLQPs
aumenta significativamente com um pequeno aumento do nimero NC.

O estudo computacional apresentado nesta secgdo mostra que o método de pesquisa
em 4rvore com limites [BAMO90] nio é muito eficiente para resolver BLLPs e BLQPs de
dimensfo razodvel. A eficiéncia deste algoritmo pode no entanto ser melhorada se se usar
a solugio do SLCP como solugo inicial incumbente. Para tal € necessdrio decidir quando
se deve abandonar o método SLCP e comegar com o método de pesquisa em drvore com
limites. Como normalmente s6 nos tltimos LCP(Ay) o algoritmo SLCP necessita de um
nimero grande de operagdes pivotais, um dos critérios que poderd ser utilizado € o que se
baseia na quantidade NMAXPV jd definida. Assim, se na resolu¢do dum LCP(Ay) com
k> 1 o0 método enumerativo hibrido requerer mais d&¢ NMAXPYV operag3es pivotais, a
solugio obtida na iteragdo k — 1 vai ser a solugdo incumbente para o método de pesquisa
em 4rvore com limites. Tal como j4 se viu atrds, a experi€ncia mostra que o valor de
NMAXPV nio deve ser nem muito grande, nem muito pequeno. NMAXPV = 10 (r + n)
¢ possivelmente uma boa escolha.

No entanto, a experiéncia computacional apresentada com este método para BLLPs de
dimensio maior mostra que mesmo assim o método € pouco robusto. Parece importante a
investigagdo de bons limites inferiores para o método de pesquisa em drvore.

A grande dificuldade do algoritmo SLCP reside na necessidade de resolver o iltimo
LCP. Por isso este método poder4 ser bastante til na resolugio de problemas ndo lineares
por uma sequéncia de problemas de dois niveis lineares em que ndo ¢ necessdria a
obtengdo da solugdo éptima mas apenas uma boa solugdo e-6ptima.
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Tal como j4 referimos anteriormente, € apresentado em [HAJASA89] um algoritmo
tipo pesquisa em 4rvore que elimina as varidveis x do problema do 22 nivel de modo a
reduzir a complexidade do BLLP. Apesar de ndo compararmos totalmente o método
SLCP com este método, a experiéncia computacional indica a superioridade do método
SLCP em geral, que além do mais se mostra muito mais robusto no sentido referido

anteriormente.

Tal como se referiu atrds o programa bilinear pode ser explorado de modo a obter uma
"boa" solugio inicial para o BLLP. Os resultados obtidos com este processo SPL sdo
apresentados no quadro 7.7. Os problemas-teste escolhidos foram os problemas de
tamanho médio apresentados nos quadros 7.3, 7.4 € 7.6, pois para esses problemas ¢
mais natural que a escolha da solugdo inicial influencie mais o resultado final.

Os resultados apresentados no quadro 7.7 conduzem as seguintes concluses:

(i) ainclusdo do algoritmo SPL fornece uma melhor soluggo, evitando por isso a

resolugdo de um nimero significativo de LCPs;

(ii) o nidmero total de iterages nem sempre é inferior, pois a resolugdo do
LCP()Ay) usando o algoritmo SPL normalmente requer um maior nimero de

operagdes pivotais;

(iii) o tempo de execugio do SLCP com SPL € normalmente inferior, mesmo
quando o mimero de pivotagens é superior, pois o esforgo computacional por
operagdo pivotal no SPL é bastante inferior ao do método enumerativo
hibrido.

Pode concluir-se por isso que, apesar do mimero de pivotagens nem sempre ser
melhor, o esforgo computacional do método SLCP normalmente diminui se se incorporar
0 algoritmo SPL. Convém também referir que apesar de o algoritmo SPL ndo permitir
garantir que a solugdo obtida seja complementar, uma tal solugdo foi obtida para a quase
totalidade dos problemas sem restrigdes no 1° nivel. O mesmo jd ndo se verifica nos
problemas com restrigdes no 12 nivel, onde a maior parte das solugGes obtidas sdo ndo
complementares exigindo por isso a utilizagdo do método enumerativo hibrido para obter a
solugdo inicial. No entanto, ao iniciar o método enumerativo hibrido com a solugdo obtida
pelo algoritmo SPL, o método enumerativo ¢ extremamente rdpido e fornece uma solugdo
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sem piorar muito o valor de Ay. Podemos por isso recomendar o uso do algoritmo SPL

como processo inicial do método SLCP para o BLLP.

Como conclusio final deste estudo podemos afirmar que o método LCP € um
processo bastante eficiente para obter uma solugdo e-6ptima dos problemas BLLP ¢

BLQP. Tal como no caso do BLP a necessidade de mostrar que o iltimo LCP nido tem
solugio € a parte menos convidativa. Contudo este defeito € menos pronunciado para

problemas de dois niveis do que para programas bilineares.
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CAPITULO 8

PROGRAMACAO QUADRATICA NAO
CONVEXA

1 - Introducao

Um Programa Quadritico (QP) é um problema de optimizagdo que consiste em
. minimizar uma fungdo quadrética sujeita a restrigdes lineares. Neste capitulo iremos
considerar apenas restrigdes de desigualdade e portanto o problema QP tem a forma

minimizar £(x) = c1x + %xTQ X
sujeitoa Ax=2b 8.1)
x20

onde c,xe Rn, Ae Rmx", beR™ e Qe R™™ ¢ uma matriz simétrica. Como € usual em
problemas de optimizagdo, podemos considerar QPs Convexos e Ndo Convexos,
dependendo da fungdo f ser convexa ou ndo. Como essa propriedade estd associada com
o facto de Q ser PSD ou nio, entdo podemos afirmar que

QP é Convexo <& QePSD
QP é Nio Convexo & QePSD

Se um programa quadrético é convexo, entdo todo o minimo local € global e pode ser
calculado resolvendo o problema linear complementar

[W ]:[ c ]+|:Q ‘.AT][X :l (8.2)
0 -b A 0 u
xuw,020 , xIw=ulg=0

Este problema pode ser resolvido em tempo polinomial [KOMIYOB89] e existem vérios
algoritmos directos e iterativos bastante eficientes para a sua solugdo [MU88].
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A parte uns casos muito especiais em que a solugdo do LCP (8.2) ¢ um minimo global
do QP niio convexo (8.1) [MART5, cap. 9], a resolugdo deste tipo de problema € bastante
complexa. Se a matriz Q é NSD, entdo a fungdo f € concava ¢ o QP diz-se Cdncavo.
Nesse caso é possivel provar que o minimo global é um ponto extremo do conjunto de
restri¢ces do QP

S ={xeR": Ax2b, x>0} (8.3)

Contudo, mesmo neste caso, o QP é um problema NP-completo [PAROS87] e portanto
de dificil resolugdo. Um programa quadrdtico ndo convexo € nio concavo diz-se
Indefinido, pois o mesmo acontece 2 sua matriz Q. Nesse caso o minimo global do QP
pode ser alcangado num ponto fronteira de S que néo seja ponto extremo [PAROS&7].

Existem vdrias aplicagdes da programagio quadrdtica ndo convexa, tanto em
problemas quadrdticos como na resolugdo de outros problemas de optimizagdo
[PAROS87]. Neste capitulo iremos estudar esse problema com algum detalhe. Apds uma
descri¢do sumdria de alguns processos que t€m sido propostos para a sua resolugdo,
iremos debrugar-nos sobre a utilizagdo do problema MLCP para a obtengdo do minimo
global de um programa quadrdtico ndo convexo. Alguma experiéncia computacional
indicar4 as vantagens e desvantagens desse tipo de processo. Finalmente apresentaremos
uma aplicagio concreta da programagdo quadrdtica ndo convexa na gestdo de pequenos
aproveitamentos hidroeléctricos.

2 - Métodos de Solucao

Como afirmédmos anteriormente o minimo global de um QP cdncavo € atingido num
ponto extremo do seu conjunto de restrigdes. Por essa razdo os primeiros algoritmos para
a resolugio deste tipo de problemas basearam-se na busca de pontos extremos. O método
mais conhecido desta categoria é devido a Cabot ¢ Francis [CAFR70]. No primeiro passo
desse processo uma fungdo linear g(x) € construida de modo a satisfazer

g(x) <f(x) paratodoxeS

Para obter essa fungdo resolvem-se n programas lineares da forma

minimizar Q}" X (8.4)
xe S ’

com j=1,2,...,n € Q; a‘colunajde Q.
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Se o conjunto S ¢ limitado, cada um destes programas lineares tem um valor finito B¢

a fungdo g(x) € dada por
c 1
gx) =, (cj + 5 6% (8.5)
=1

Se xg € a solugdo Gptima do programa linear

minimizar  g(x) (8.6)
xe S

e x* é um minimo global do QP (8.1), entio
fp =g(xg) Sf(x*) <f(xp) =1,

Portanto x, é minimo global do QP (8.1) se f(xq) = g(xo). Caso contrdrio fp e f;; sdo
respectivamente um limite inferior e superior da fungdo f. Usando o método de pesquisa
de pontos extremos de Murty [MU76, p.142] obtém-se uma sucessdo de pontos extremos
{xi} de S tais que

g(xk.1) < g(x¢) paratodok

Além disso sempre que f(xy) < f, faz-se f, = f(xi). O processo termina quando se
encontra um ponto x; tal que g(x,) > f,. Nesse caso o ponto extremo xy tal que f(xy) = f,
é o minimo global do QP (8.1).

Da descrigdo do algoritmo facilmente se conclui que este processo € muito pouco
eficiente quando a dimensdo do QP aumenta. E ainda de notar que este algoritmo nio
pode ser aplicado a QPs ndo convexos indefinidos, por ndo haver a certeza do minimo
global ser atingido num ponto extremo.

Algoritmos de planos de corte [PAROS87] foram também propostos por varios
autores para a resolugdo de QPs ndo convexos. A filosofia deste tipo de processos €
semelhante A referida no capitulo 6 para a resolugdo do programa bilinear. Tal como entdo
referimos, esses algoritmos possuem algumas desvantagens que Os tornam mais ou
menos impraticdveis para QPs nio convexos de dimensdes razodveis.

O método mais popular para a resolugdo de QPs ndo convexos € devido a Pardalos e
Rosen [PAROS87]. Nesse processo o programa quadrdtico € escrito numa forma um
pouco mais geral que consiste em introduzir varidveis y; que apenas intervém linearmente

no problema. Assim, considera-se o seguinte programa quadratico:
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minimizar  f(x,y) = c'x +5x"Qx +d'y 8.7)
(x,y)eS
com

S={(xy):A x+A,y<b,x20,y20}

e cxeR™M, d,yeR™,beR™, A;eR™M  Ase R™"2, O primeiro passo do algoritmo
consiste em determinar a decomposigdo espectral de Q (isto €, os seus valores proprios €
vectores préprios associados) e transformar o QP num programa quadratico de varidveis
separadas da forma

m
. . 1
minimizar  f(x, y)=d'y + 2, (hju; + -2-Xiu%)
i=1

sujeito a Bu+A,y<b (8.8)
y20

onde Xy,..., an sdo os valores préprios de Q associados aos vectores proprios pe
P=[pl,..p"], B=A,P, h=PTc, PTx=u
E agora possivel encontrar um conjunto Q° que contenha o conjunto de restrigdes do

QP (8.7) se se resolverem 2n programas lineares da forma

minimizar u; , maximizar y; i=12,...,m
(u,y)e Q (u,y)e Q

com  conjunto de restri¢des do programa (8.8). Com efeito, se 0; € B; sdo os valores
6ptimos desses programas lineares, entao

Q%= {(u, y)eQ o<y <Ppi=1,2,..., 1)

Considerando as quantidades

o; seXj=20
Wi= i= 1,..., ny
B; seXj< O

a fungio linear

] .
1
o, y) =d'y +Z (hi + > Wi X) uj

i=1
satisfaz

@(u, y) Sf (x,y) para todo (x, y)eS
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Seja (ug, y) 0 minimo do programa linear

mlmmlzag o(u, y)
(u,y)e Q

Entdo, se (x*, y*) é o minimo global do QP (8.7), tem-se

f2 = @(ug, yo) S fix*, y*) < f(xp, yo) = fu

Se ¢(ug, Yo) = f(Xg, Yo) » (Xg» Yo) € 0 minimo global do QP (8.7). De outro modo ¢

desenvolvido um método de pesquisa em 4rvore que vai obtendo conjuntos da forma:

= [(u’ Y)EQ : alfs uls ﬁll(’ i= 1’ 2’"-9 nl}
com
(5li( - 0‘]i() < (kal - Otk?) para todo k

O processo termina quando se obtiver um conjunto em que (Bli( - ali() seja quase nulo.

Nesse caso a solug@o do programa

minimizar (P(u, Y)
(u,y)e Qn Qk

¢ uma solugio £-6ptima do QP (8.7).

Experiéncia computacional apresentada em [PAROS88] para QPs de varidveis
separadas, com n, relativamente pequeno € n, elevado, mostra que 0 algoritmo € eficiente
para n; bastante pequeno, mas o seu comportamento piora drasticamente com um
aumento de n;. E ainda de notar que no caso do QP ndo ser de varidveis separadas €
necess4rio determinar a decomposigio espectral da matriz Q ¢ obter o QP (8.8). Essa é
uma outra desvantagem deste tipo de processo.

Uma outra abordagem foi estudada em [JU82] e consiste em explorar a
complementaridade linear. Com efeito [JUMI88b, JU82], o programa quadrdtico (8.1) €
equivalente ao seguinte MLCP:

minimizar  clx +blu

sujeito a w= c+Qx—ATu (8.9)
=-b+ Ax
x,u,w,020, xTw=uT9=0

Este MLCP pode ser resolvido por um dos dois algoritmos referidos no capitulo 5.
Como referimos anteriormente o processo de pesquisa em 4rvore com limites €
normalmente o menos eficiente dos dois processos. Neste caso, ¢ & semelhanga da
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programagio bilinear, é possivel provar [JU82] que o programa linear relaxado da
condigio de complementaridade linear é ilimitado. Para ultrapassar esse inconveniente €
obtido um limite inferior a partir da resolug¢@o do programa linear (8.6). Se LB € o valor
éptimo desse programa, introduz-se a restri¢o

c’x +blu>LB

Por essa razio e tal como afirmdmos anteriormente, € preferivel usar o método primal
simplex para resolver os vérios programas lineares de que o método de pesquisa em
drvore necessita.

Uma outra hipétese de resolver o MLCP (8.9) € o algoritmo SLCP descrito no
capitulo 5 . E de notar que, tal como afirmémos no capitulo 3, o algoritmo SMRG pode
ser usado no caso do QP ser cdncavo, enquanto que o algoritmo MRG tem de ser usado
na sua forma geral para QP indefinidos. Isto mostra que o método SLCP € mais simples
de implementar para QPs cdncavos, o que ndo quer dizer que os QPs cdncavos sejam
mais fdceis de resolver que os QPs indefinidos.

E ainda importante mencionar que os QPs concavos podem ser resolvidos a partir de
programas bilineares. Com efeito, se Qe NSD, o QP (8.1) € equivalente ao programa
bilinear

minimizar 2f(x,y)=ch+cTy+xTQy
sujeito a Ax2b Ay=2b (8.10)
x20 y20

Essa redugdo foi obtida por Konno [KON76], que propds o seu algoritmo de planos
de corte para programas bilineares para resolver QPs concavos. Na préxima secgdo
iremos apresentar alguma experiéncia computacional da resolugdo de QPs concavos
usando o algoritmo SLCP para a resolugdo do MLCP (8.9) e do que se obtém do
programa bilinear (8.10).

Como referimos no capitulo 1, vdrios autores tém proposto a solugdo do LCP a partir
da resolugio de programas nio convexos equivalentes. Assim é sabido que o LCP ¢
equivalente ao programa quadritico

minimizar  q'z+52zT M+MDz=h()

sujeito a Mz=>-q (8.11)
z20
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e além disso Z ¢ solugdo do LCP se € s6 se h(z) = 0. Como vimos anteriormente, a
grande desvantagem do método SLCP estd no dltimo passo onde é necessdrio provar que
um LCP ndo tem solugdo. O facto de se saber o valor da fungdo no minimo global torna
desnecessério este dltimo passo. Serd por isso interessante atestar da eficiéncia do método
SLCP para a resolugdo de LCP cdncavos e indefinidos. Na préxima secgdo iremos
também discutir a eficiéncia deste tipo de processo.

3 - Experiéncia Computacional

Nesta secgdo iremos apresentar alguma experiéncia computacional com o método
SLCP para a resolugio de programas quadrdticos concavos. Para testar a eficiéncia do
método SLCP foram executados num CDC CYBER 180-830 da Universidade do Porto
problemas-teste de fontes conhecidas ou gerados aleatoriamente.

A primeira experiéncia consiste em comparar a eficiéncia do método enumerativo
HYBEN descrito no capitulo 3 com o método SLCP (SLCPQP) para a resolucdo de LCPs
concavos de média dimensdo. Tal como foi afirmado anteriormente, o método SI.CPé
aplicado 2 resolugio do QP céncavo (8.11) e o processo termina quando h(z) =0. Um
outro algoritmo SLCP (SLCPBLP) ¢ também considerado neste estudo computacional,
consistindo em aplicar o algoritmo SLCP ao programa bilinear equivalente ao QP concavo
e construido de acordo com a redugfo explicitada em (8.10).

As matrizes dos problemas-teste foram obtidas considerando matrizes simétricas
positivas definidas de fontes conhecidas e multiplicando todos os seus elementos por -1
para obter matrizes NSD. A técnica de Pang [PAN80] foi usada para gerar 0s problemas-
teste PT1 e PT2. Para gerar PT3, foi utilizada uma matriz associada a solug&o de equagdes
diferenciais elipticas pelo método das diferengas finitas. Finalmente, para gerar PT4,
usou-se uma matriz tridiagonal do bloco diagonal da matriz do tipo anterior. Foram
gerados aleatoriamente cinco termos independentes para cada matriz M de cada problema-
teste. No quadro 8.1 é apresentado o comportamento dos algoritmos, mostrando o melhor
(B), o médio (M) e o pior (P) em termos de operagdes pivotais. Neste quadro, tal como
nos restantes, usam-se as seguintes notagoes:

= dimensdo do LCP = ordem da matriz
= nimero de vari4veis do programa quadritico

n
2
NI = nidmero de operagdes pivotais
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ND = ndmero de nés
T = tempo de CPU em segundos
NLCP = niimero de LCPs (A} ) resolvidos pelo algoritmo SLCP.

Em ambos os métodos SLCP foi utilizado o valor de ¢ = 1073 jd recomendado em

capitulos anteriores.

SLCPBLP SLCPQP HYBEN

PT | n NLCP | NI T | NLCP | NI T |TND | NI T
B 1 63 | 1.9 1 20 .69 1 21 | .67

1 100 | M 4 163 | 14. 3 100} 9. 4 32 | 1.6
P 9 255 {27.6 7 332 1343] 5 54 3.

B 1 34 | 2.8 1 10 .88 1 9 .69

2 1300 | M 2 67 [10.2 2 80 | 19.]| 2 18 | 1.7
P 4 132 | 21.7 3 189 | 50.61 3 36 | 3.8

B 7 290 | 26.1 4 | 131}112] 3 9% | 4.4

3 1100 M 5 320 | 31.8 S 156 | 26.1] 3 126 | 7.2
P 3 363 | 30.3 7 198 | 56.1] 3 138 | 8.7

B 1 18 | .43 1 14 ] 36| 1 3 .06

4 1100 | M 2 66 | 5. 2 64 | S. 2 8 .36
P 4 219 | 20.6 5 258 | 23.5f 17 23 | 1.4

Quadro 8.1 - Comparagio de SLCP e HYBEN para LCPs concavos de dimens&o média
As seguintes conclusdes podem ser tiradas destes resultados:
(i) o algoritmo HYBEN ¢ mais eficiente do que os algoritmos SLCP.

(ii) O algoritmo SLCPBLP parece ser mais robusto do que o algoritmo
SLCPQP, j4 que apresenta uma menor diferenca entre o melhor e o pior
resultado.

(iii) o algoritmo HYBEN trabalha com LCPs de dimensdo menor (¢ portanto com
bases mais pequenas) do que os algoritmos SLCP. Tal facto contribui para
um aumento do tempo de execugdo por operagdo pivotal nos métodos SLCP.

(iv) Apesar de o algoritmo SLCPBLP trabalhar com bases ligeiramente maiores
do que o SLCPQP, o esforgo computacional por operagio pivotal ndo ¢
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muito agravado, dado que essas bases sio mais esparsas. Além disso
verifica-se que de um modo geral o aumento do nimero de operagoes
pivotais nfio é muito significativo, pois é igual o niimero de pares de varidveis
complementares em ambos os algoritmos SLCP.

Pode assim concluir-se que para a resolugdo de LCPs concavos de grande dimens&o
se deve usar o algoritmo HYBEN, em vez de se explorar a sua equivaléncia com
problemas de optimizagdo ndo convexa. Esses resultados permitem também mostrar a
grande eficiéncia dos algoritmos SLCP na resolugio de problemas cujo valor 6ptimo €
conhecido, j4 que nio h4 necessidade de resolver o iiltimo LCP inadmissivel, cujo esforgo
€ normalmente elevado.

A segunda experiéncia consistiu em utilizar o método SLCP na resolugio dos QPs
concavos descritos em [FLPA90]. As seguintes versdes do método SLCP foram
consideradas:

(i) SLCPQP, que procura resolver o MLCP da forma (3.9).

(ii) SLCPBLP, onde os QPs cdncavos sdo transformados em programas
bilineares equivalentes que sdo resolvidos pelo algoritmo SLCP descrito no
capitulo 6.

(iii) SLCPLBQP - nesta versdo o limite inferior LB é primeiramente obtido
resolvendo os programas lineares (8.4) e (8.6) segundo um algoritmo
semelhante a0 LOWBND descrito no capitulo 6. O plano de corte

c'x+bTu>LB
é entiio introduzido no MLCP que € resolvido pelo algoritmo SLCPQP.

(iv) SLCPLBBLP - 0 mesmo procedimento que em iii), mas usando o algoritmo
SLCPBLP.
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Os resultados das experiéncias aparecem no Quadro 8.2 onde se usa a notagdo NS
quando o método enumerativo hibrido néo consegue resolver o LCP (A) (encontrar a
solugdo ou estabelecer que ndo existe solugdo) em menos de 30000 operagdes pivotais.
Nas colunas OPTIMO e ULTIMO regista-se respectivamente o esforgo computacional
necessério para encontrar a solugdo éptima € o necessdrio para mostrar que 0 LCP ndo
tem solugdo. O desempenho do algoritmo LOWBND € apresentado nas colunas sob essa
designagdo. Os resultados apresentados no Quadro 8.2 conduziram 3s seguintes

conclusoes:

(i) Os quatro algoritmos foram capazes de obter os minimos globais (ou as
melhores solugdes) de todos os problemas referidos em [FLPA90]. Nos seis
primeiros problemas-teste 0s processos conseguiram estabelecer que os
minimos globais foram realmente encontrados. Tal néo aconteceu para 0s
restantes problemas, tendo apenas o algoritmo SLCPLBQP conseguido
mostrar uma Gnica vez que o ltimo LCP (Ay) ndo tem solugdo. Além disso
no problema 7.5 os algoritmos obtiveram uma solug¢ao melhor do que a
referida em [FLPA90]. Esta solugdo x* é dada por

x; = 1.0429 xyy = 1.7467 x5 = 0.43147
X16 = 4.4331 X18 ™ 15859 X909 = 16.487
x;=0 , i#3,11,16,18,20

¢ o valor da fungdo objectivo € — 4150.4102.

(ii) A eficiéncia dos algoritmos SLCPQP e SLCPBLP na determinagdo da
solugio 6ptima nio parece ser muito influenciada pelo uso do algoritmo
LOWBND e corte respectivo. Contudo, o desempenho do método
enumerativo hibrido para o tiltimo LCP (Ay) € em geral melhorado pelo uso

deste corte.

(iii) Em muitos problemas, os algoritmos SLCP sio bastante eficientes na
determinagio da melhor solugdo (ou minimo global). Hd no entanto alguns
problemas-teste nos quais os algoritmos SLCP encontram algumas
dificuldades em cumprir aquele objectivo. E importante referir que uma boa
solugio para estes problemas pode ser encontrada com esforgo relativamente
pequeno, mas é muito elevado o esforgo computacional para determinar a
solugdo 6ptima. '
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(iv) O algoritmo SLCPBLP ¢ geralmente mais eficiente que o método SLCPQP
para achar a solugdo ptima (ou minimo global). No entanto, o SLCPQP
comporta-se muito methor no problema-teste 7.4.

No quadro 8.3 sdo apresentados resultados para QP cdncavos com varidveis
separadas do tipo:

n
X (x; W2+ Py D, CiX
i=A+1

Mo

Py
mmmnzar2

—
It
—

sujeito a xe S
onde py, PR, X, we R*® € X = (Xj..., X 2) > 0.

Estes problemas foram gerados aleatoriamente, de acordo com 0 processo indicado em
[PHRO88] para gerar problemas "dificeis". Para cada dimensdo foram gerados cinco
problemas, dois deles com W exterior a S (problemas mais ficeis) e trés com w
pertencente ao interior de S. Tal como foi indicado em [PHRO88] fizemos p, =~ 0.001e
p, = 0.1 nas nossas experiéncias.

Para testar a eficiéncia dos métodos SLCP foi utilizado o algoritmo SLCPBLP que
anteriormente se revelara o mais robusto. Assim, cada QP concavo € reformulado e
transformado num BLP do tipo (8.10). O algoritmo LOWBND foi aplicado a cada
problema para encontrar um limite inferior LVAL, que € utilizado apenas como critério de
paragem quando A, < LVAL.

No quadro 8.3 sdo ainda introduzidas as seguintes notagoes:
NC  =niimero de pares de varidveis complementares
NRW = niimero de linhas do LCP(Ay)

NCL = niimero de colunas do LCP (Ay)

BVAL = melhor solugio obtida pelo SLCPBLP
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Probl. DIMENSAO LOWBND SLCP BLP
m|n |2 INC INRWINCLINI | T lLVAL NLCP| NI T |BVAL
503 | 102 -34.7] 10 | 318} 85| -13.1
598 | 12.1} -183.5( 1 38| 04 |-1833
1 |20] 25 ]25]45 65 | 70 | 729 | 14.6] -1723 1 30 04 | -1720
665 | 13.5| 445 12 12490 {70.1 | -26.9
5151103 427] 3 31 | 0.6 | -15.6
1073} 29.0| -1938] 1 42 | 1.2 |-193.8
1108} 44.8] 2232 1 64 | 1.6 {-223.2
2 20125 25] 145 | 165 | 270 | 1074] 146 -193.2f 1 30 | 1.7 |-193.2
1077] 13.5}-2122] 1 |2490 | 2.9 |-212.2
1101} 10.3] -1914 1 31 | 1.7 {-1914
863 | 49.6| -372. 1 90 | 3.9 [-372.0
861} 256 4076 1 86 | 3.6 |-407.6
3 {20)225]25]245 | 265 | 470 | 965 | 55.6| -361.5 1 66 | 2.5 |-361.5
991 | 39.8]-39431 1 | 104 | 44 |-394.3
8301 156] 4012 1 70 | 2.8 |-401.2

Quadro 8.3 - Solugdo de QP concavos de Philips e Rosen [PHROS88]

Para todos os problemas-teste com £ < n, o algoritmo SPL incorporado no método
SLCPBLP (ver capitulo 6), encontra o minimo global para o QP cdncavo (NLCP = 1).
Para estes problemas, o algoritmo LOWBND ¢ bastante eficiente, pois fornece o valor
desse 6ptimo (LVAL = BVAL). Por isso a solugdo 6ptima, ¢ facilmente reconhecida € o
método SLCP ¢ muito mais eficiente do que o método de Pardalos e Rosen [PHRO88].

O mesmo tipo de comportamento ocorreu para dois dos QP concavos puros (£ = n).
Tais problemas correspondem a problemas com w exterior a S, que sdo reconhecidos por
[PHROS88] como problemas simples. Contudo, para os restantes QP cdncavos em que W
€ interior a S, o algoritmo SLCPBLP j4 requer mais do que um LCP para o resolver € ndo
consegue terminar antes das 20000 operagdes pivotais. Este tipo de problemas €
considerado em [PHRO88] como o de mais dificil resolugdo, com o método ai descrito a
necessitar de 60000 operagdes pivotais para encontrar um valor e-6ptimo com € = 0.001.

Podemos por isso considerar que o algoritmo SLCP € superior ao de Pardalos e
Rosen, pelo menos para este tipo de problemas-teste.
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Convem no entanto referir que, em qualquer dos casos, se 0 algoritmo LOWBND néo
tivesse sido utilizado, o algoritmo SLCP seria incapaz de estabelecer em menos de 20000
operagdes pivotais que o 6ptimo global tinha sido encontrado.

Como conclusio final, verifica-se que os resultados apresentados neste capitulo vém
confirmar os j4 obtidos em capitulos anteriores mostrando que o algoritmo SLCP €
bastante promissor como método global. Permanece contudo a necessidade de
desenvolver processos eficientes que permitam acelerar o método SLCP na parte final de
alguns problemas dificeis e também de eliminar o elevado custo do dltimo LCP.

4 - Uma Aplicacio da Programacio Quadritica Nao Convexa

Nesta secgiio apresenta-se uma aplicagio da programagio quadrdtica no convexa num
modelo de gestio integrada de pequenas centrais hidroeléctricas (mini-hidricas) que se
situam numa mesma linha de dgua [SOFA90]. Trata-se de um instrumento de andlise 2
viabilidade e interesse em se gerir a capacidade de regularizagdo conjunta de uma série de
pequenos reservatorios em cascata.

O desenvolvimento deste modelo gera um programa quadrdtico n3o convexo, com
uma condigio adicional de complementaridade, que € é resolvido iterativamente pelo
método SLCP, usando o método enumerativo hibrido descrito no capitulo 2 desta tese.

A reduzida capacidade de regularizagdo, geralmente associada a pequenos
aproveitamentos hidroeléctricos, conduz a modelos de exploragdo do tipo "fio-de-dgua”
com arranque ¢ paragem das turbinas reguladas pelo nivel da albufeira. Em alternativa,
procurou formular-se um modelo que se aplicasse a sistemas de mini-hidricas no mesmo
curso de 4gua, aceitando a sua interdependéncia e tirando partido da capacidade de
regularizagio conjunta de modo a optimizar a produgdo energética do sistema.

A configuragio-base do sistema de mini-hidricas que foi objecto de modelagdo prevé
as seguintes caracteristicas fundamentais:
- agude galgdvel;
- central no pé do agude com restitui¢do préxima;

- descarga de fundo, como solugdo mais corrente de descarga auxiliar.
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Com esta configuragio, designadamente na consideragio de vazio sobre o agude,
procura encontrar-se uma situagio abrangente relativamente a outras configuragdes de
mini-hidricas, onde estruturas tais como cAmaras de carga retiram a importancia daquela
vazio na defini¢io da queda itil do aproveitamento.

Foi assim criado um modelo matemético que aproxima suficientemente bem a
realidade e que, tendo como objectivo primeiro a optimizagdo da energia produzida por
um sistema numa dada sequéncia de unidades de tempo, pode também ser aplicado a uma
mini-hidrica funcionando isoladamente, ¢ permite a comparagdo dos respectivos
resultados com os modelos de exploragio mais vulgarmente utilizados.

4.1 - Construcio do Modelo de Optimizagao
I - Varidveis do problema
O estudo de um sistema de mini-hidricas envolve os seguintes caudais integrais, com i

e j designando respectivamente a posi¢do da mini-hidrica no sistema e o niimero de ordem
do intervalo de tempo em estudo:

- volumes afluentes Q(Q, j);

- volumes DS(, j) descarregados pelo agude;

- volumes DA, j) descarregados pela descarga auxiliar;

- volumes T(j, j) turbinados;

- volumes V(i, j) na albufeira i no final do perfodo de tempo j.

Sendo Q(i, j) um dado do problema, as restantes quatro varidveis contém um grau de
dependéncia traduzido pela equagdo de balango hidrico

V(la j) = Vi,O + i Q(i’ k) -
k=1

- i [DSG, k) + DAG, k) + TG, k)] + (8.12)
k=1

+ i [DSG-1, k) + DAG-1, k) + T(-1, k)]
k=1

onde V, representa o volume inicial no reservatorio i.
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As varidveis do problema, para um estudo que envolva n mini-hidricas € m periodos
de tempo, serdo em nimero de 3 n m ¢ dadas por DS(, j), DA, j) e TG, j).

II - Funcao Objectivo

A energia produzida por n mini-hidricas € dada por

n
E=), ETAjpghT; (8.13)
i=1
com [ e g valores constantes, ETA; o rendimento do conjunto turbina-alternador, h; a
queda \itil média explorével e T;j o volume turbinado.

Dado que ¢ h; fungio do volume médio da albufeira no intervalo de tempo em estudo,
da carga sobre o agude devida a DS e do nivel de dgua na restituigdo dependente de
DS + DA + T, e como o rendimento é também fungdo dos trés tipos de varidveis, a
equagio (8.13) pode apresentar a formulagdo geral

E =g f(DS, DA, T) HDS, DA, T) T (8.14)

Sendo perfeitamente definida a contribuigdo do volume T como factor, optou-se por
linearizar toda a restante expressio para que a fungio objectivo pudesse ser quadrdtica.
Para tal, adoptaram-se aproximagdes da curva do rendimento (por patamares) e das curvas
que contribuem para a queda (til (com interpolagGes lineares segmentadas), consideradas
preferiveis 3s simplificagSes de natureza matemdtica em que se incorreria se se optasse
pela resolugio de um problema de programagio de grau superior a0 quadrdtico.

No que diz respeito a curva de rendimentos (DS, DA, T), modificada para introdugdo
das perdas de carga no circuito hidrdulico, o intervalo de discretizagao adoptado determina
o niimero de patamares que sdo convenientemente indexados.

Quanto 2 queda ttil H(DS, DA, T), cada uma das rectas de interpolag@o das curvas
h(V) (de capacidade do reservatério), h(Q) (da vazéo sobre o acude) e h(A) (da altura de
dgua na restituigio) foi assimilada a uma expressdo do tipo

y=k1+k2X

sendo os parimetros k; ¢ k, indexados sob a forma k(t, i, £) 0 que permite referencié-los
a0 tipo de curva e ordem do parimetro, ao reservatério a que se aplica, € a sua localizagdo
na sequéncia de rectas de cada interpolagdo.
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A expressio (8.14) que constitui a fungdo objectivo do problema, pode ser
apresentada na forma
T, , 1. T
CX+35X Qx (8.15)

em que o vector x terd 3nm varidveis, correspondentes a valores de DS(, j), DAG, j) e
T(, j) para cada reservatério e cada unidade de tempo. O vector ¢ tem apenas
componentes nio nulas associadas a T(i, j) e a matriz Q terd elementos ndo nulos
associados a T(i, j)2 e aos produtos de T(i, j) com DS(, j) € DA, j), que sao definidos a
custa das leis de vazio do agude e de descarga de fundo.

IITI - Condigoes de Restri¢io

As condigdes de restrigdo exigidas pelo problema sdo do tipo x 2 0 (todas as varidveis
s6 podem tomar valores ndo negativos) € ainda da forma Ax 2 b, resultantes de outros
limites a impor. Assim

Vi S VG, ) VM, (8.16)

determinam os volumes minimo e mdximo no reservatdrio i. O volume mdximo de
turbinamento para o intervalo de tempo em estudo € imposto pela condi¢do

TG, §) < T, (8.17)

e as condi¢des de volume méximo ou minimo a ser produzido pela descarga auxiliar no
mesmo intervalo de tempo s3o dadas pelas expressoes

DA, j) < DAy
e/ou (8.18)
DAG, j) 2 DAp;

Com uma destas tltimas condigdes (8.18) e as condigdes (8.16) e (8.17)
desenvolvidas de acordo com a expressio (8.12), o modelo gera a matriz das restrigdes A
de ordem 4nm por 3nm e o vector b com 4nm componentes, fungdo dos limites das
condigdes de restrigdo. '

IV - Condicio Adicional de Complementaridade

Podem ocorrer situagdes em que a transferéncia de 4gua de uma mini-hidrica para a
situada imediatamente a jusante seja exigida pelas condigdes de optimizagdo energética.
Nos casos em que a indisponibilidade da central ndo seja total, o modelo poderia recorrer
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a descarga no agude, por ser mais favordvel em termos de queda iitil, sem que o
reservatério estivesse cheio e violando a realidade fisica.

Porque havia de remeter essa transferéncia, em tais casos, para a descarga de fundo,
houve que recorrer a uma condi¢do adicional de complementaridade, entre o volume
descarregado pelo agude e o volume livre da albufeira, do tipo

s, j) =DSG, ) =0
onde s(i, j) é uma varidvel de afastamento dada por
s(i, j) = Vagi— VG, J) (8.19)

Impde-se assim que s6 haja descarga pelo agude (DS(, j) > 0) quando o reservatorio
estiver cheio (s(i, j) = 0) e que, por outro lado, estando este abaixo do nivel mdximo
(s(i, j) > O) terd a descarga superior de ser nula (DS(, j) = 0).

Passaremos entio a ter um problema quadritico com uma condigdo de
complementaridade cuja resolugdo § feita a custa de um problema equivalente do tipo

minimizar —(ch +%— xTQx) +¥ st Xp

suyjeitoa Ax2Db (8.20)
x20

onde xp € um sub-vector de x correspondendo s componentes do tipo DS@, j), s o

vector das varidveis s(i, j) definidas em (8.19) e ¥ um escalar positivo e suficientemente
grande para que a minimizagio de sTxD ocorra para o valor zero.

Caso o problema quadritico seja resolvido satisfazendo em si mesmo a condigdo de
complementaridade, torna-se desnecessdria a intervencdo de ¢'. No entanto, no caso
contrério, este parimetro terd um efeito de penalizagdo sobre a nova parcela da fungdo
objectivo e serd incrementado, tanto quanto necessdrio, até que a contribuigdo dessa
parcela se tomme nula.

: T ce s -
O desenvolvimento de s xp nas varidveis do problema conduz a uma expressao com

a forma

sTxD=vTx+ % x'C x
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onde C é uma nova matriz quadrada de ordem 3nm e v um vector de 3nm
componentes [SOFA90].

4.2 - Resolu¢io do Problema de Optimizagio

Como se infere dos pontos anteriores, o problema quadratico (8.20) passa a ser do
tipo
minimizar —(cTx+ 1 x'Q ) +7 (T x+5 x"Cx)

sujeitoa Ax2b
x20

onde nenhuma das matrizes Q e C € positiva semi-definida. A resolugdo do problema €

entdo equivalente a um MLCP do tipo
minimizar (—cT+ 4 v)Tx+bTu

sujeito a w=(—cT+8’v)+(—Q+3’C)x-ATu
6=-b+Ax (8.21)
x,u,w,0 20
wa=uT6 =0

onde Q ndo ¢ constante, dependendo da combinagdo dos intervalos relativos as
interpolagdes lineares das curvas que definem a queda ttil. O problema quadrdtico terd por
isso de ser resolvido iterativamente até haver coincidéncia entre todos os intervalos de
entrada (cada um deles fungdo de varidveis que designamos por VS) e os intervalos

correspondentes 2 dltima solu¢@o do problema.

Considerando os novos vector e matriz
C=—c+¥v,Q=-Q+¥C

o algoritmo do problema € entdo como se segue:

Passo 1 - Fixe Q inicialmente, de acordo com o conjunto de arranque das varidveis VS
(abcissas das curvas que definem H) e com ¥ = 0 (ndo impondo a condigdo
adicional de complementaridade).

Passo 2 - Resolvao MLCP (8.21). Se a solugdo obtida satisfizer a condigdo adicional
de complementaridade v4 para o Passo 4. Caso contrdrio v4 para o Passo 3.
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Passo 3 -

Passo 4 -

Altere Q, com incremento do tipo
¥=¥i=¥ 1+ ¥inc

(onde ¥, € 0 incremento de ¥) para forgar a complementaridade a ser

satisfeita, e volte ao Passo 2.

Construa um novo conjunto de VS a partir da solugdo obtida, e verifique a
correspondéncia entre os intervalos de interpolagdo ligados aquele conjunto e
os referentes aos valores de VS que intervieram na construgo de Q. Se tal se
verificar, o processo termina e obteve-se a solugdo do problema. Caso
contrdrio, Q é redefinida com as VS actualizadas e regressa-se ao Passo 2,
tomando-se sempre que possivel para solugdo inicial uma solugdo bésica
cujas varidveis basicas e ndo bdsicas tém indices iguais as varidveis bésicas
ndo bdsicas da iltima solugdo obtida.

Para a resolugio do MLCP (8.21) utiliza-se o algoritmo SLCP descrito neste capitulo.
Como se trata de um programa indefinido, o método enumerativo hibrido incorpora o
método de gradiente reduzido modificado MRG para a busca de direcgdes descendentes.

4.3 - Experiéncia Computacional

O modelo foi ensaiado para situagdes existentes, com dados de exploragdo

conhecidos, e ainda para sistemas miltiplos de mini-hidricas e diversas sequéncias de

caudais, com diferentes intervalos de tempo.

Os ensaios confirmaram qualitativamente as expectativas, com a obtengdo das

seguintes conclusdes:

(i)

a gestdo integrada ¢, do ponto de vista energético, mais favordvel que a
gestio convencional, permitindo ainda a racionalizagdo dos recursos no
cumprimento de outros objectivos (abastecimento de dgua, regas, controle de
poluigio, etc.);

em termos percentuais, a gestdo integrada assume um maior interesse para
maiores relagdes "volume total dos reservat6rios-caudais afluentes”;

a capacidade de gestdo integrada é maior quando os maiores reservatérios se
situam a montante;
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(iv) a maior eficiéncia de gestio integrada ndo € obtida & custa de perdas
significativas para qualquer das mini-hidricas do sistema;

(i) o modelo de gestio ¢ ainda, quando aplicado a mini-hidricas isoladas, mais
favordvel que o modelo de gestdo convencional.

Do ponto de vista computacional, o modelo revelou-se consistente, com tempos de
execugdo que tornam possivel a operagdo em tempo real e, embora sem ter sido
demonstrado, sempre convergente no processo iterativo resultante da utilizagdo de
interpolagdes segmentadas. Além disso estd adequado a variagdo de todos os parimetros
envolvidos no problema, podendo ser simulados graus de discretizagdo no tempo sem
grandes limitag&es. Os reduzidos tempos de execugio resultam em parte do facto de se ter
deixado de exigir a resolugio do LCP (&) inadmissivel sempre que & =0, jd que se
verificou em todos os ensaios realizados que a solugio Gptima ocorria para o LCP (Ag).
Na verdade, a intervengdo da condigdo adicional de complementaridade s6 em condiges
excepcionais de exploragdo poderd ser exigida e conduzir portanto a extensdo desses
tempos de execugdo. Poderd isto querer dizer que, nas situagdes correntes de
funcionamento do sistema, a solugio Sptima global € tinica.
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CAPITULO 9

PROGRAMACAO QUADRATICA CONCAVA
COM APENAS LIMITES NOS VALORES DAS
VARIAVEIS

1 - Introdugao
Neste capitulo iremos estudar programas quadréticos (BCQP) da forma

minimizar f(x) = qTx + %xTM X
.1
suyjeitoa 0<x<b

com (, XE R", b = (by,..., bn)T, 0 <b;<+ paratodo i=1,...,n ¢ M uma matriz
simétrica negativa semi-definida (NSD) de ordem n. Este problema ¢ NP-completo
[PAROS87] e portanto de dificil resolugdo. Além disso o minimo global deste programa
quadrético ocorre num ponto extremo do hiper-rectingulo

Q={xeR": 0<x<b) (9.2)

e pode por isso ser obtido a partir da resolugdo do seguinte programa quadritico de
vairdveis 0-1 (QP 0-1):
minimizar cTy + -;— yTQy
(9.3)
sujeitoa y;e (0,1} , i=1...,n

X . .
onde y; = Fi' » Ci =qjbj e g;=m;;b;b;, L,j=1,..,n

Inversamente qualquer QP 0-1 da forma (9.3) pode ser transformado num QP
concavo da forma
. T 1
minimizar ¢y + 5 yTQy+1:yT(e—y)
(9.4)
syjeitoa O0<y<e
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come = (1,..., l)Te R" e 1 um ndmero suficientemente grande de modo a que
(Q-211)eNSD.

A determinagdo de um minimo global do QP cdncavo com apenas limites nos valores
das varidveis tem suscitado grande interesse nos dltimos anos. Com efeito, além da
importincia do problema em si préprio, hd a considerar vdrios problemas combinatdrios
que tém formulagdes do tipo QP 0-1. Sugerimos [PARODS89] para uma revisdo das
aplicagBes mais importantes deste tipo de problemas.

Devido 2 sua complexidade, apenas um método de pesquisa em drvore € capaz de
resolver o QP concavo em todos os casos. Vérios processos heurfsticos tém vindo a ser
desenvolvidos de modo a tornar mais reduzida a pesquisa de um minimo global
[GUGUMI84, BAJURE89, PAROD90, PARR9]. Neste capitulo iremos desenvolver
técnicas para esse fim e discutiremos as suas implementagoes € incorporagdes num
processo do tipo pesquisa em 4drvore com limites. Se os elementos nio diagonais da
matriz M sio ndo positivos, entio o BCQP pode ser reduzido a um problema de corte
minimo de uma rede [PIRA74]. As técnicas referidas anteriormente podem neste caso
reduzir a dificuldade da resolugio de um tal problema, pois permitem marcar algumas
varidveis e reduzir a dimensdo da rede. Esse assunto serd também discutido neste
capitulo;

2 - Métodos de Resolucao

Como referimos na secgdo anterior existem dois processos para resolver o BCQP,
nomeadamente o método de pesquisa em drvore com limites € a sua redugdo a um
problema de redes. Seguidamente iremos discutir sumariamente estes dois tipos de
processos.

2.1 - Algoritmo de Pesquisa em Arvore com Limites

Como j4 foi discutido em capitulos anteriores, o método de pesquisa em drvore com
limites é um processo bastante geral que vai decompondo o problema a resolver em
subproblemas de menor dificuldade que se obtém fixando os valores de algumas
varidveis. Esses subproblemas sio os ramos de uma 4rvore que vai assim sendo
explorada até se obter o minimo global. Em relagdo ao BCQP, em cada nivel da 4rvore
sdo considerados dois subproblemas que se definem fixando uma dada varidvel x; a um
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dos limites 0 ou b;. Para uma descrigdo do algoritmo consideremos numa dada iteragdo os

conjuntos
K=(i:x=0), B=(i:x=by)

eseja J lj = {1,...,n} — (Jg U Jlf) o conjunto das varidveis livres (isto é, ndo fixadas a
nenhum dos limites inferior ou superior). Entdo podemos apresentar 0s passos do
algoritmo na seguinte forma:

ALGORITMO DE PESQUISA EM ARVORE COM LIMITES
. k_k k
Passo 0 - Sejak=0,Jg=J;j=0 e Jp= {1,..., n}. Faca

f (X) se X é um minimo local conhecido
VINC =
4+c0 de outro modo

Passo 1 - (i) SeJX = @, seja X a solugdo definida por J e Jf. Se f (X) < VING,
entio X € a nova solugdo incumbente. Faga VINC =f (X) vd para
Passo 3.

(ii) Se Jlj # @, escolha uma varidvel x, r€J lj para ser fixada e vd para

Passo 2.

Passo 2 - Crie dois novos nds, retirando r de J lj e acrescentando-o a Jg el i‘

respectivamente.

Passo 3 - Se nio houver nés a explorar, a tltima solugdo incumbente é um minimo
global do BCQP. De outro modo escolha um dos nés por explorar (n6 k)
e v4 para Passo 1.

Este algoritmo determina o minimo global de um BCQP explorando os 2" 1 nés
da drvore bindria. No entanto, a pesquisa exaustiva desta drvore € proibitiva mesmo para
valores de n suficientemente pequenos. O grande objectivo dos utilizadores deste tipo de
técnicas consiste por isso em desenvolver processos que reduzam drasticamente a
pesquisa da drvore bindria. Na secgdo 3 iremos apresentar um algoritmo bastante eficiente

para esse fim.

A redugio da pesquisa também depende da maneira como se escolhe a varidvel no
Passo 1 e 0 né no Passo 3. Seguidamente iremos descrever sumariamente cOmo sdo feitas
essas escolhas. Esses processos sio baseados em algumas das ideias apresentadas em
[PAROD89, PAROD90, GUGUMIg4].
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Assim, no que se refere ao Passo 3 e contrariamente ao que ¢ proposto no capitulo 2,
o né a escolher € o tltimo né gerado. Esta regra é de muito mais fécil implementagio do
que a usada no método enumerativo do capitulo 2. Essa outra regra justificava-se pelo
facto deste dltimo algoritmo apenas procurar uma solugdo complementar. No caso do
algoritmo desta secgdo, a determina¢do de um ponto estaciondrio do BCQP néo implica de
modo nenhum a sua terminagio. Daf o esforgo computacional adicional que uma regra
mais elaborada acarreta ndo compensar neste caso.

Para a escolha do fndice r no Passo 2, usamos a seguinte regra sugerida em [PARS9]:

8, = max {8 = min (- 25, u§),ieT}) (9.5)
com
k_— , 1 -
,ei =q;+ b3 miibi+ Z mijbj
jeJ§
j#
(9.6)
k_— .1
u;=q; + 3 m;; b; + Em:;bj
jelli
j#
e
G=q+ ), m; b 9.7)

jey

my; = min {m

j §-0) , mif = max {my; 0}

Para além destas duas regras heuristicas, usamos em cada n6 k um procedimento que
foi sugerido em [PARS9] e que permite em muitos casos podar ramos da drvore. Para a
sua descri¢do, sejam Jlé, Jlf e Jf os conjuntos mencionados anteriormente € PXo

problema a resolver no né k. Seja ainda VINC o valor da incumbente e consideremos uma
fungfio g que satisfaz s seguintes condigdes:

g (P¥) < £ (P¥)

g PX) =f (PX)seJ§ =0

g (Pk) 2g (Pi) se P* ¢ um subproblema de p!
onde f é a fungdo do BCQP. Entdo g (Pk) > VINC implica que nenhum dos nés abaixo ’
de P¥ precisa de ser investigado, por ndo conduzir a qualquer ponto estaciondrio do

BCQP com valor inferior a VINC. Para a construgdo da fungdo limite inferior g podemos
usar o valor LB obtido pelo algoritmo LOWBND aplicado a0 BCQP. Assim tem-se
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n n
0 1 1 S
g®)=Y (qg+ -2-mubi+§j§mijbj) b;
j#A
eparak2>1
n

1 1 -
g®)=f@E+ Y, @ +zmb+5 2 m;b)Th
jeli jeJ§
j#
onde p~ = min {p, 0} e q; € dado por (9.7). E de notar que g (Pk) ¢ um melhor limite
inferior para f (Pk) do que o usado em [PARS9].

2.2 - Redugiio a um Problema de Corte Minimo de uma Rede

Uma rede é representada por G = (V, A), onde V representa o conjunto de n+2 nds
Vg--+» Vn4+1 € A 0 conjunto dos arcos que ligam esses nds. Tal como ¢ referido em
[PIRA74], numa rede podemos associar a cada par de nés v; € v; 0s seguintes arcos:

(i)  um arco orientado no sentido de v; para v; com capacidade cg
(ii) um arco orientado no sentido de v; para v; com capacidade cﬁ

(iif) um arco ndo orientado com capacidade c‘i} = c;ll

Os nés vge vpy; sio normalmente designados por fonte e destino. Um corte
(S, S) separando os nés vge v, € uma partigdo dos nés de V tal que vp €S €
Vps+1 € S. Chama-se capacidade de (S, S) 2 soma das capacidades dos arcos que unem

umné de S aum né de S. Assim

CEH=Y Y ci+h (9.8)
iel jET
com
I=(i:v;eS}, I={i:v;eS}

Finalmente um corte minimo separando os nés vg € v,;; € 0 corte que separa Vg

€ Vpy1 € tem capacidade minima.

Tal como ¢é referido em [PIRA74], a cada corte (S, S) podemos associar um vector
(1,Xgs Xgs.er X, 0) com xj€ {0, 1) talque S={v;:x;=1} e S={vj:x =0)}.
Usando esta notagio, a capacidade do corte (S, S) vemn dada por
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n+l n+l n+1 n+l

CEDH=Y > dxd-xm+zy X of&-x)’
0 0 i=0 0

Fazendo xg=1, Xy, =0 eatendendo aque xje {0,1} paratodo i=1,..,n ¢
c'i} = c}’i, podemos escrever

n+1 n n
C(. 9=, Coj+2 (Cins1 —Coi + D, Cij) Xi—
=1 i=1 1
n n
—2 2 Cij Xi Xj
=1 j=l

onde cj; = cg + c}’J Assim o problema de determinagdo de um corte minimo pode ser

formulado num QP 0-1 da forma

minimizar p+bTx+xTQx

(9.9)
sujeitoa  x;€ (0,1} , i=1,...,n
com
n+l n
p= 21 Coj » bi=ci,n+1“coi—zi Cij Xj» Qjj = — Cij
= =

Inversamente, dado um QP 0-1 (9.9), é possivel encontrar uma rede orientada ou ndo
orientada cujo corte minimo fornece um minimo global para o programa quadratico, sendo
o seu valor éptimo igual a capacidade desse corte minimo. Assim [PIRA74], o QP 0-1
(9.9) é equivalente 2 determinagio do corte minimo da rede ndo orientada cujas
capacidades sdo definidas por

cij = Cij =~ dj
n
u
Ci,n+1 = Cj,n+1 = MAX >, gj+b;,0)
Fl
n
ch; = coi=max {- ), gj—b;, 0}
Fl
Além disso a determinagdo do corte minimo dessa rede reduz-se a um problema de
fluxo méximo, pois verifica-se o seguinte teorema [PASTS2, pp 119-120}:
Teorema 9.1 — O fluxo mdximo de v, para vy, ¢ igual & capacidade do corte

minimo. Além disso o fluxo f e o corte (S, S) s3o Gptimos se € s6 se

fij=0 se vieS e vjeS

fij=cjj se vieS e vje§
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Se as capacidades c;; sdo de sinal arbitrdrio, o problema de fluxo médximo € muitas
vezes impossivel de resolver [PIRA74]. Contudo, no caso de todas as capacidades serem
ndo negativas, o problema do fluxo médximo pode ser resolvido em tempo polinomial
[PAST82]. Ap6s a obtengdo do fluxo m4ximo, o corte minimo pode também ser obtido
em tempo polinomial usando o método de marcagdo de Ford-Fulkerson [PASTS82,
pp. 120]. Daqui se conclui que o BCQP e o QP 0-1 podem ser resolvidos em tempo
polinomial desde que os elementos ndo diagonais de matriz sejam todos ndo positivos. A
experiéncia computacional tem indicado que o método simplex é normalmente mais
eficiente que os métodos polinomiais existentes para o problema do fluxo médximo
[GLKLMOWH79], principalmente quando o nimero de nés da rede aumenta. Na dltima
secgo deste capitulo apresentaremos alguma experiéncia computacional na resolugdo de
alguns QP 0-1 usando este tipo de abordagem. O problema BCQP pode também ser
resolvido de modo semelhante desde que seja previamente transformado num QP 0-1,
usando a reducdo (9.3).

3 - Algbritmo para a Determinagﬁo de uma Boa Solucao
Incumbente e Marcagio de Varidveis

Como referimos no capitulo 8, 0 BCQP é equivalente a um MLCP da forma
minimizar zy =q x—b'p
sujeitoa  w =q+Mx-I;p (9.10)

v =b-I;x
w,v,Xx,20 ,xTw=vTB=O

Na secgiio 3 do capitulo 4 foram introduzidos algoritmos pivotais principais capazes
de obter uma solugiio do LCP (9.10) em que todas as varidveis x; t€m valores iguais a um
dos limites 0 ou b;. Tal solugdo é em geral um minimo local do BCQP. Nesta secgdo
iremos descrever uma técnica bastante simples que permite obter um LSM, isto €, um
ponto extremo X do conjunto Q de restrigSes do BCQP, tal que f(X) < f(x) para todo o
ponto extremo de Q adjacente a X. Iremos também introduzir um pro;:esso de marcar
varidveis x; num dos limites inferior ou superior. Esse processo vai reduzir a dimensdo do
BCQP, proporcionando uma muito mais fécil utilizagdo do algoritmo de pesquisa em
drvore com limites ou de fluxo méximo.

Consideremos uma solugfio bdsica X do BCQP geral, isto ¢, um ponto extremo do
conjunto Q definido por (9.2). Se considerarmos os conjuntos
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F={i:-fi=bi}, T={i:-fi=0}

entio podemos escrever as relagdes lineares do MLCP (9.10) na seguinte forma:

1 x¢  x Be Br

zp=| & | Qg qp  -bg -bp

wg=|qg | Mg Mgr Ig O
wr =| qr MrEr Mo 0 Iy
ve=|{bg| Iy O 0 0O ©.11)
ve=|br| 0 43 0 0

onde o =0 ¢é o valor da fungdo objectivo do BCQP. A solugio bdsica X referida atrds
podemos associar um quadro semelhante, que se obtém de (9.11) por uma operagao
pivotal principal com pivot

l: Mgg I ]
I O

Esse quadro tem a forma

zo={ @} Qf qy -bg b

Be=|T | Mg Mgr Iy O
wr=[qr | M Mg 0 Ij
ve={bg| Iy 0 0 0 9.12)
vp=[br| 0 I O O

com
Qg =—(qp + Mpp bg) » Qr=qr+Mrpbg
(9.13)
& = o + 2by qp + by Mgg bg

Se G =(Qg, q7) 2 0, entdo a solugdo bésica dada pelo quadro (9.12) € em geral um
minimo local do BCQP. Contudo podem existir pontos extremos adjacentes de X para os
quais o valor da fungdo objectivo € menor que «. Se verificarmos atentamente a
expressdo de @ — a, facilmente conclufmos que tal ndo acontece se

2q; +m;; b;20 paratodo i=1,...,n (9.14)
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Se existe um re {1,...,n} tal que 2q, + my b, <0, entdo a fungdo objectivo f(x) tem
um valor menor que @ no ponto extremo adjacente de X que se obtém mudando o valor
da varidvel x, de um limite para o outro. A esse ponto extremo podemos associar um

quadro da forma anterior que se obtém de (9.12) por uma operagao pivotal principal com

m_ . 1
-1 0

O processo € entdo repetido e terminard numa solugdo bdsica satisfazendo a condigio
(9.14). Como foi discutido no capitulo 2, uma tal solugdo € denominada um ponto

pivot

LSM. A terminagio do algoritmo é consequéncia do facto do valor da fungio decrescer
em cada iteragdo. Os passos do processo sdo apresentados a seguir.
ALGORITMO LSMBCQP
Passo 0 - Faga NUPD=0, F=¢ ¢ T={1,...,n}
Passo 1 - Para i=1,...,n faga
Se 2q; +m;; b; <0 faga
(i) NUPD=NUPD +1
(ii) Actualize F e T a partirde

F - {i} se ieF

{F U {i} se ieF
e T={1,..,n}-F

(iii) Actualize q a partir de (9.13)

Passo 2 - Se NUPD = 0, pdre. (Xxg = bg, X7 = 0) € um ponto LSM. De outro
modo faga NUPD =0 e v para Passo 1.

A implementagdo deste algoritmo é semelhante & do método PRPIVT discutido na
seccdo 3 do capitulo 4.

Da descrigao do algoritmo facilmente se conclui que este processo pode ser usado para
o QP 0-1 sem necessidade de converter este tipo de problema num BCQP. Experiéncia
computacional apresentada na dltima secgdo deste capitulo mostra que o LSM obtido por
este processo € normalmente uma boa solugdo incumbente, isto €, uma solugdo para a
qual o valor da fungdo objectivo nio estd muito longe do valor éptimo da fungao. E ainda
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interessante notar que, para o caso do QP 0-1, o algoritmo LSMBCQP € equivalente ao
apresentado em [GUGUMI84] para o mesmo fim. No caso do BCQP ¢ vantajoso utilizar
o algoritmo descrito no capitulo 4 primeiramente, principalmente quando os elementos
fora da diagonal sdo nido negativos, e comegar com os conjuntos F e T dados por esse
processo. |

Seguidamente iremos descrever um processo que procura marcar algumas varidveis
num dos limites inferior ou superior, diminuindo assim a dimensio do BCQP ou QP 0-1
a resolver pelo método de pesquisa em 4rvore com limites ou de corte minimo. Para isso,
e tal como foi feito no capitulo 4, sejam K ¢ K1 os conjuntos dos indices das varidveis x;
que vio mudar do limite superior para o inferior e inversamente respectivamente. Entio
tem-se

F=KgUF, , T=KpUT,

onde F; e T; sdo os conjuntos dos indices das varidveis que permanecem sem alteragfo.
Se na solugdo bdsica dada por (9.12) as varidveis x;, i € Kg U K mudarem de um limite

para o outro, entdo obtém-se uma solugdo bdsica com valores dados por

dF; = GF; * MpKg ke~ MEKT bKT

=)}

Kp=— QKF - MKFKF bKF + MKFKT bKT
(9.15)

LI

KT =~ KT * MKTKE bKE~ MKTRT bKT
dr; = 913 — Mrkebke + MK bKT

Além disso o valor & da fungdo objectivo associado a essa solugdo bésica satisfaz a
igualdade

= — T —
-0 = bKF (2 qKF + MKFKF bKF— MKFKT bKT) +
(9.16)

T, A=
+ bKT Q2 qKT + MKTKT bKT— MKTKF bKF)

Tendo em conta que a matriz M € simétrica, tem-se MkgkT = MK:{:KF e podemos
escrever a expressao (9.16) numa das seguintes formas:
‘ = T —
aA-a= bKF 2 qKF + MKFKF bKF— ZMKFKT bKT) +
9.17)
T A~
+ bKT 2 qKT + MKTKT bKT)
ou
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o0-0= bKT 2 qKT + MKTKT bKT - 2MKTKF bKF) +
(9.18)

T o —
+ bKF 2 dkg + MKFKF bKF)

Podemos ainda isolar a contribui¢do de uma varidvel x; no valor da fungdo objectivo
quando muda de um limite para o outro. Assim, se i€ K, a sua contribuigio é

by 2qi+myb; +2 Y, myb ~ 2 > m; by
j€Kg j€Kt
J#

Por outro lado, se i€ KT, entdo a contribuigdo de x; serd dada por
bi (G +my by + 2 3, mybj — 2 3, my b))

jeKT jeKF
j#

Se essas quantidades s3o ndo negativas para quaisquer escolhas de Kg e Kr, entdo a
varidvel x; pode ser fixada no conjunto a que pertence, isto €, serd marcada em zero ou

b;, dependendo de i€ KT ou ie Kg respectivamente. Na prética esta propriedade pode
ser verificada de um modo simples, se introduzirmos as quantidades

Ap=2qi+myb; + 2 Y mib -2 Y mb; (9.19)
jeKF jeKT
j#

Ap=2G+myb +2 Y mpb -2 Y mib (9.20)
jEKT jeKp
i

onde

mwy; = min{my;, 0} , my; = max{my, 0}

Com efeito, como x;e {0, b;} € 0<b; paratodo i=1,..., n, entdo verificam-se as

seguintes implicagdes:

AL>0 = x;=b; (icF)
9.21)

AL20 = x;=0 (ieT)

Este tipo de marcagdo de varidveis pode ser aplicada a um qualquer ponto extremo do
conjunto Q de restrigdes do BCQP. E evidentemente boa politica aplicd-lo ao LSM obtido

pelo algoritmo LSMBCQP. Suponhamos que tal aconteceu e sejam Kp e Kr os
conjuntos das varidveis ndo marcadas por este tipo de processo €

K =Kp UKy
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Se o niimero de elementos | K | de K é menor ou igual do que um, entdo o LSM € um
minimo global do BCQP. Isso é consequéncia imediata da defini¢do do ponto LSM.

Sejaagoral K1>1 e suponhamos que o quadro associado ao ponto LSM tem a forma
(9.12). Se calcularmos, a partir de (9.16), o valor T da fungo objectivo correspondente
4 solugdo bdsica que se obteria se muddssemos todas as varidveis x;, i€ K, de um limite

para o outro, entdo podem acontecer dois casos, que serdo discutidos a seguir.

Caso 1 - Se @ 2 @, entdo 0 novo ponto extremo ndo deve ser considerado. Nesse

caso 0 LSM € um minimo global se | K| < 2. Com efeito apenas mudangas
de um elemento poderiam dar lugar a melhorias no valor da fungio
objectivo e tal é impossivel por defini¢do de ponto LSM. Se 1 K| > 2,
entio o LSM é uma solugio incumbente para o método de pesquisa em
drvore com limites. Além disso esse processo deve ser utilizado apenas
para o0 BCQP correspondente as varidveis ndo marcadas x;, i€ K, que terd

por isso dimensdo igual ao nimero de elementos do conjunto K.

Caso 2 — Se @ <@, entdo todas as varidveis x;, i€ K, devem mudar os seus valores
de um limite para o outro. Se | K | <2, o novo ponto extremo € um ponto
LSM, pois

ZEi + mj; bi = —Ali;- >0 se ie KF
ZEi + mj; bi = —A-ir >0 se ie KT
Tal como no Caso 1 esse ponto LSM € um minimo global do BCQP.
Se IK1>2 entfio anova solugdo X satisfaz as seguintes propriedades:

Teorema 9.2 — (i) X pode ndo ser um ponto LSM

(ii) o conjunto K das varidveis ndo marcadas ndo € alterado.

Demonstragio: Sejam § e q os vectores transformados de q correspondentes as
solugdes bdsicas X e X. Se designarmos por J! e J2 os conjuntos que caracterizam
essas solugBes bdsicas X e X, tem-se:

1 1
2 1 1 1 2 1 1 1

2 _ ol 2l
Kp=Kr., Kp=Kg
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Para demonstrar (i) teremos que provar que existe pelo menos um ie K tal que
2qQ; +my b; ndo é necessariamente ndo negativo. Mas por (9.15) e (9.19) tem-se para
ie Kll:

221_—i+miibi=2(—ql my by — Zm b + zmu J)+mub

_]EK;;- _]GKT
j#
= -Af1-2 ¥ m} b +2 Zm b;
1
_]EKF jGKT

j#
Por outro lado, se ie K—}, por (9.15) e (9.20) vem

2q; + my by = 2(Gj—my by — Y, my; b+ Zmu by) + my b;

jEK-lI- ]eKF
j#
= -Ap1-2 Y mib +2 Zm b;
1
_]EKT jEKF

JA
Entio 2q; +my; b; ndo é necessariamente ndo negativo e isso prova a propriedade @.

Para demonstrar (ii) basta provar que AIi:z <0e A,irz < ( paratodo ieK. Como X
€ um ponto LSM,

Zqi + my; bi 20 para todo ieK
Além disso, por (9.15), (9.19) e (9.20), tem-se

AF2 2q; +m;; by +2 Zm b;-2 ZmUJ

jEKF ]EKT
J#
=2 (-qj~m b;— Zm b + qu ;
jGKT jEKF
j¢1
+my; by +2 2 my; b; - 2 Zmu ;
JGKT _]GKF
J#
=—(2G;+ my b; +2 Zlmu i Zmu b) <0
j€Kyp _]EKF
j#
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Al2 =27+ my b +2 Zm bj—2 Y, miib;

_]EKT JEKg
i
=2 (-q;— my; b;— Zm b + Zmu ;
JEKF JeKF
j
+ my; by +2 zlm bj—2 Zmu ;
K eK
j€Kg JERT
jA
=—(2g; + my; b; +2 Zmu i~ Zm” b) <0. ¢
_]GKF ]EKT
i

Por este teorema hd toda a vantagem em aplicar o algoritmo LSMBCQP apés a
obtengdo da solugiio X. Se tal acontecer, entdo o conjunto K das varidveis nio marcadas
correspondente ao novo ponto LSM X obtido pelo método LSMBCQP € igual a K. Com
efeito, basta notar que X pode ser obtido do ponto LSM X por uma operagio pivotal
principal e usar a demonstragdo do teorema 9.2 (ii). Portanto, apds a aplicagdo do
algoritmo LSMBCQP, nio hd qualquer necessidade de investigar se algumas varidveis
podem ainda ser marcadas.

Estas consideragdes sugerem o seguinte algoritmo que permite determinar uma boa
solugdo incumbente e a0 mesmo tempo marcar algumas varidveis do BCQP:

ALGORITMO MINBCQP

Passo 0 - Aplique o algoritmo BLOCK ou PRPIVT da secgdo 3 do capitulo 4.
Sejam F e T os conjuntos correspondentes a solugdo obtida por esse
algoritmo. Faga Kp=F,Kr=T ¢ NK=n.

Passo 1 - Aplique o algoritmo LSMBCQP. Faga NMARK = 0.

Passo 2 - Para i=1,...,NK fa¢a
(i) Se ieKp, calcule Al apartir de (9.19). Se AL>0 faca
Kg=Kg- {i}) ¢ NMARK = NMARK+1.
(ii) Se ieKr, calcule A—i- a partir de (9.20). Se A-}ZO faca
Kr=Kr— {i} ¢ NMARK = NMARK+1.
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Passo 3 - Se NMARK = 0, vd para Passo 4. De outro modo faga
NK = NK - NMARK e v4 para Passo 2 ou Passo 4, dependendo de
NK >2 ou NK <2 respectivamente.

Passo 4 - Se NK<1,faga TERM =1 e vé para EXIT. De outro modo calcule &
a partir de (9.16).
(i) Se @ <&, v4d para EXIT com TERM =1 (se NK <2)ou
TERM =2 (se NK > 2).
(ii) Se @>&, faca F=F-KgU Ky, T=T-KqU Kg. Se
NK <2, faga TERM =1 e vd para EXIT. De outro modo
actualize q a partir de (9.15) e q = g. Aplique o algoritmo
LSMBCQP, faga TERM =2 ¢ vd para EXIT.

EXIT - Se TERM =1, asolugio
x;j=b; , ieF; x;=0, ieT (9.22)

¢ um minimo global do BCQP. Se TERM =2, a solugdo (9.22) € uma
solugdo incumbente para o BCQP. Além disso hd apenas a necessidade
de resolver um BCQP de dimensdo NK.

Este algoritmo pode também ser utilizado para a solugdo do QP 0-1 desde que se
altere o Passo 0. Com efeito, os métodos pivotais principais BLOCK ou PRPIVT s6
podem ser utilizados para o BCQP concavo. Deste modo pode comegar-se o Passo 1 com
F=0 ¢ T={1,...,n}.

O algoritmo MINBCQP pode também ser aplicado em cada né da drvore gerada pelo
algoritmo de pesquisa em drvore com limites. Nesse caso se TERM =1 ocorre, nenhum
dos nés abaixo do né corrente necessita de ser investigado.

O algoritmo MINBCQP ¢ muito mais eficiente no caso em que a matriz M € ndo
positiva. Com efeito verifica-se o seguinte teorema:

Teorema 9.3 — Seja M <0 e x = (bg, 0) a solugdo obtida pelo algoritmo
LSMBCQP, com F = @ inicialmente. Entdo as varidveis x; =b;
podem ser marcadas, isto é§, NK =n — | F |, com | F | niimero de
elementos do conjunto F.
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Demonstragio: Como F = g, entio também € vazio o conjunto Ky das varidveis x;
a mudar de valor de b; para 0. Se x =0 ndo ¢ um ponto LSM, tem de existir pelo
menos um i€ T tal que

2qi + my; bi <0
Entdo o algoritmo LSMBCQP faz
F={i} e T={1,...,n}-{i)
Ap6s esta mudanga Kg = {i} e portanto
Ap=2G; +m; bj+2 Y, my b,

jE KF
J#

= -2(q; + mj; by) + my b;
= —(2(1l + my; bi) >0
Entdo x; =b; pode ser marcadae Kg=2.
Suponhamos agora que numa iteragdo k do algoritmo LSMBCQP se tem uma solucio

X tal que todas as varidveis x; =b;, ie F¥ estdo marcadas. Donde Kgp=9 e,se X nio
€ um ponto LSM, existe pelo menos um i€ T tal que

2G; + m;; b; <0
Obtém-se uma nova solu¢do X cujo conjunto FX*! satisfaz a
Fk+l = Fky (i}
Alémdisso Kg = {i} e portanto

All:=2q=i+miibi+ z rnu bJ
jGKF

=-2q+ 9, my; b)) + my; b;
jG Fk+1

=-2(qi+ Y, my; b;) —my; b;

je FK

1

)>0

Entdo x; pode ser marcada em b; e o resultado fica demonstrado por indugio. ¢

Por este teorema, sempre que uma varidvel toma o valor b; pode ser imediatamente
marcada. Por isso no Passo 2 apenas hd a necessidade de investigar as quantidades Ar.
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4 - Experiéncia Computacional

Nesta secgdo apresentamos alguma experiéncia computacional da resolugdo do QP 0-1
no caso particular de m;; <0 se i j. Para testar a eficiéncia dos métodos geraram-se
aleatoriamente alguns problemas-teste que foram resolvidos usando um computador CDC
CYBER 180-830 da Universidade do Porto. Como referimos anteriormente, 0 método de
pesquisa em 4rvore com limites ndo é o mais indicado para este tipo de problemas. A
reducdo a um problema de corte minimo é bastante mais recomendada, pois esse problema
é resolvido com bastante eficiéncia por um método de fluxo madximo e pelo método de
marcagio de Ford-Fulkerson. Por essa razdo, apenas para os problemas de menor
dimensdo € apresentada alguma experiéncia com o método de pesquisa em drvore com
limites (BRANCH-AND-BOUND), destacando-se na coluna encabegada por OPTIMO o
esforco computacional para obter o éptimo global. O algoritmo de pesquisa em 4rvore
com limites incorpora numa fase inicial o algoritmo MINBCQP (com F =9 no Passo 0).
Na informagdo referente a este algoritmo, indica-se na coluna OP o mimero de vezes que
esse 6ptimo global é encontrado por esse processo. Para resolver o problema de corte
minimo usou-se um algoritmo muito semelhante ao apresentado em [MASA91]. Nos
resultados apresentados esse algoritmo é aplicado ao grafo do problema completo
(FLUXTO) ou apenas ao grafo do subproblema definido pelas NK varidveis ndo
marcadas pelo algoritmo MINBCQP (FLUXINC) e que tem por isso NK+2 nos.

As matrizes dos problemas-teste foram obtidas segundo a técnica apresentada em
[PAROD90], de modo a que os elementos fora da diagonal tivessem uma percentagem
predefinida de elementos inteiros negativos pertencentes a [-50, ~1]. Os elementos da
diagonal pertencem a [-50, 50} ou [-100, 100]. Esses elementos foram gerados
aleatoriamente através de um gerador GGBUFS usado na IBM tal que

DS = (16807 x DS) mod (231 - 1)
GGBUFS = D§/23!

onde DS é uma semente previamente fornecida em dupla precisdo. Para cada matriz M
foram gerados aleatoriamente cinco termos independentes positivos. Nos quadros 9.1 e
9.2 sdo apresentados os resultados dos diferentes algoritmos, mostrando o melhor (B), o
médio (M) e o pior (P) em termos de tempo de execugdo. Nesses quadros usam-se as
seguintes notagoes:

n = nimero de varidveis x do QP
NZ = nimero de nio zeros fora da diagonal de M
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NI

T
TT

[y

= niimero de iteragdes do algoritmo MINBCQP = nimero de
passagens pelo Passo 1 do algoritmo LSMBCQP + nimero de
passagens pelo Passo 2 do algoritmo MINBCQP

tempo parcial de CPU em segundos
tempo total de CPU em segundos

NK = nimero de varidveis nio marcadas

NR = nimero de ramos explorados

Para cada problema fixdmos um tempo mdximo de 100 segundos para a aplicagdo do

algoritmo de pesquisa em 4drvore com limites. Dado que o algoritmo ndo foi capaz de

resolver alguns dos cinco problemas em menos de 100 segundos, optou-se por

apresentar, na linha referente a notagio (M), o nimero de vezes que o algoritmo teve

b

sucesso. Além disso, na linha referente A notagdo (P) € apresentado o esforgo

computacional necessdrio para resolver o pior dos problemas em que o algoritmo

terminou. Assim, numa mesma linha (P), as informagdes contidas nas colunas NR e TT
nas colunas enquadradas por OPTIMO (NR ¢ T) néo correspondem necessariamente ao

mesmo problema.

MINBCQP BRANCH-AND-BOUND |FLUXTQ| FLUXINC
OPTIMO
Probl] n NZ NI|TT | NK|OP|NR ]| TT | NR | T TT TT | NK
B]4].06 0 0 .06 0 .06 A2 6] O
PT1|S500]5038i{M |4 ]|.16 |219] 5 0 |.16 2.2 121} 219
P |5 ].261 416 5 3.3 0 .26 4.1 2.6 | 480
B|]3].08 0 0 .08 0 |.08 .14 08] O
PT2 |500] 7574 | M | 4 | .25 ] 293| 5§ 0 25 2.0 1.6 | 293
P10} .49 0 2 52 0 .49 5.0 4.8 | 477
B|4].09 0 0 .09 0 | .09 73 Q7] 0
PT3 ]1000] 7096 I M | 6 | .29 | 320 | 4 2844 | 9.5 173 | 62] 320
Pi161.49 | 711 2 A1 114221146.3 35.5 ]15.8] 882
B|3].12 0 0 g2 0 12 21 1.12 0
PT4 |1000] 10136 | M | 3 | .25 | 393} 5 0 |.25 3.6 22| 393
P |4 1].45 ] 965 2 10. 0 45 13.2 ] 9.9 965
Quadro 9.1

A anilise dos resultados apresentados no quadro 9.1 mostra que o método de pesquisa
em 4rvore com limites ndo € robusto. Com efeito, o algoritmo € muito eficiente quando
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consegue terminar, mas em geral € incapaz de em tempo \til garantir o minimo global do
BCQP. A solu¢do incumbente obtida pelo método MINBCQP permite obter, de um modo
geral, o éptimo global rapidamente.

O algoritmo MINBCQP € extremamente eficiente, mesmo para os problemas mais
dificeis. O tempo de execugio parece depender mais da densidade do problema do que da
sua dimens3o. Em geral, quanto mais esparso € o problema, menor € o tempo de
execugdo e maior € o nimero de varidveis marcadas pelo algoritmo. O algoritmo
FLUXTO parece ser mais sensivel a dimensdo do problema do que 2 sua densidade. Dos
trés métodos globais apresentados, o algoritmo FLUXINC mostrou-se o mais eficiente
para resolver este tipo de problemas, apesar do algoritmo FLUXTO ser bastante eficiente.
Isto deve-se ao facto do algoritmo MINBCQP ser extremamente rdpido e portanto o seu
tempo de execugdo pouco afectar o tempo total de execugdo do processo FLUXINC
mesmo quando poucas varidveis sdo marcadas. Como, dum modo geral, grande parte das
varidveis sdo marcadas pelo algoritmo MINBCQP e a dimensdo do grafo afecta de modo
significativo a eficiéncia do método de fluxo médximo, torna-se evidente a vantagem do
algoritmo FLUXINC.

MINBCQP FLUXTO | FLUXINC
Probl.{ n NZ NI | TT | NK | OP TT TT NK
B 4 | .06 0 12 .06 0
PT1 | 500 | 5038 M| 4 | .16 | 279 5 2.2 1.2 | 279
P 5 | .26 | 416 4.1 2.6 | 480
B 4 | .09 0 73 .09 0
PT3 |1000] 7097 | M | 6 | .29 | 320 4 17.3 6.2 | 320
P 6 | .49 | 711 35.5 15.8 | 882
B 6 | .17 2 4.4 17 0
PT5 |2000 | 12020 M | 10 | .66 | 424 3 77.3 22.4 | 424
P | 22] 18 | 531 240. 107. | 1572
B 8 .23 6 24.2 .23 6
PT6 |3000 13428 M | 9 | .59 | 343 2 142, 15.1° | 343
P 10 | 1.5 | 1405 340. 73.2 | 1405

Quadro 9.2

No quadro 9.2 sdo apresentados alguns ensaios com matrizes de dimensdes maiores.
Os resultados confirmam algumas das conclusdes referidas anteriormente. E no entanto
ainda mais evidente que o ndmero de varidveis que sio marcadas pelo algoritmo
MINBCQP aumenta com a esparsidade do problema. Tal como anteriormente, o
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algoritmo FLUXTO € mais sensivel 2 variagdo da dimensio do que 2 variagdo da
esparsidade. Daf se concluir a grande vantagem do método FLUXINC para BCQPs muito
esparsos € de dimensdes elevadas.

Como conclusio final deste estudo computacional, pode afirmar-se que a incorporagio
do algoritmo MINBCQP num método de resolugio de corte minimo é altamente
recomenddvel. O algoritmo deve também ser incorporado num método de pesquisa em
drvore com limites. Contudo, mesmo assim, este dltimo método ndo é de modo algum
competitivo com o outro tipo de técnica.

Se a matriz do BCQP tem pelo menos um elemento nio diagonal positivo, entdo o
método de corte minimo ndo pode ser usado. Por outro lado, apesar do método
MINBCQP ser igualmente eficiente para obter boas solugdes incumbentes, é de admitir
que ndo consiga marcar tantas varidveis. Por isso hd que esperar que o método de
pesquisa em drvore com limites ainda seja menos recomenddvel neste caso. Daf a
necessidade de encontrar processos alternativos que possam resolver o BCQP no caso
geral. Esses processos devem incorporar o algoritmo MINBCQP de modo a obter uma
boa solugdo incumbente € até marcar algumas varidveis. Essa serd certamente uma 4rea
muito ixnporfantc da nossa investigagdo futura.
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CONCLUSAO

Nesta tese procurdmos desenvolver algoritmos para o Problemas Linear
Complementar (LCP) Nido Convexo (em que a matriz ndo é positiva semi-definida) e
algumas das sua generalizagdes (GLCP, BLCP e MLCP), aplicando esses processos na
resolugio de alguns problemas de optimizagdo global. Todos esses algoritmos foram
testados para problemas de médias e grandes dimensdes, tendo sido desenvolvidas
implementag3es eficientes para o efeito. Na sequéncia desse trabalho indicam-se, ao longo
desta tese, vdrias pistas para investigacdo futura.

No capitulo 2 discutimos a eficiéncia de um método enumerativo para a resolugdo do
LCP e GLCP. Ap6s a introdugdo de vdrias técnicas heuristicas, debrugdmo-nos sobre o
algoritmo de gradiente reduzido modificado (MRG) de Al-Khayyal e propusemos
algumas extensdes e simplificagGes para certos casos particulares. Experiéncia
computacional com LCPs nio convexos, de dimensio média, mostrou que o algoritmo é
capaz de resolver eficientemente esses problemas.

No capitulo 3 estuddmos o LCP cdncavo, isto é, 0 caso em que a sua matriz € negativa
semi-definida. Mostrdmos que o método enumerativo hibrido discutido no capitulo 2 é
extremamente simplificado neste caso, pois o algoritmo MRG passa a ser um método tipo
simplex. Nesse mesmo capitulo foi ainda proposto um método polinomial para o LCP
cdncavo quando os elementos ndo diagonais da sua matriz s3o ndo negativos. Experiéncia
computacional indica que este iltimo método é muito eficiente para resolver LCPs de
grandes dimensdes. Esses resultados sugerem a importincia de investigar no futuro
outras classes de LCPs concavos para as quais seja possivel desenvolver métodos
directos e iterativos.

No capitulo 4 apresentdmos extensdes dos métodos de Lemke e Keller para o BLCP.
Mostrdmos que o primeiro processo € capaz de resolver pelo menos BLCPs convexos e
BLCPs nio convexos com os limites todos finitos. Além disso, a extensdo do método de
Keller pode ser usada para BLCPs cdncavos bissimétricos. Experi€éncia computacional
com BLCPs concavos um pouco mais gerais levou-nos a conjecturar a sua utilidade para
esses problemas. Desenvolvemos ainda dois algoritmos pivotais principais muito
eficientes para a resolugdo do BLCP cdncavo quando todos os limites sdo finitos. O uso
deste métodos para outros casos especiais do BLCP, assim como o desenvolvimento de
um algoritmo enumerativo para o BLCP geral, sdo certamente dreas de investigagdo
bastante importantes. Alids, algumas ideias para este dltimo tipo de processos foram
apresentadas na parte final do capitulo.
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No capitulo 5 apresentdmos um algoritmo sequencial LCP (SLCP) para a resolugio do
ML.CP. Nesse processo € resolvida uma sucessdo de LCPs (ou GLCPs) usando o método
enumerativo hibrido discutido em capitulos anteriores. O algoritmo termina quando
aparecer um LCP (ou GLCP) sem solugdo. Esta é a grande desvantagem do algoritmo.
Assim, o processo € bastante eficiente para terminar uma solugdo €-6ptima do MLCP,
mas torna-se incapaz de terminar quando a dimensdo € elevada. O estabelecimento de
condig¢des suficientes ou processos capazes de ultrapassar esta desvantagem terd
certamente um grande impacte na optimizagio global. Com efeito, este método SLCP
pode ser utilizado na resolugdo de alguns problemas de optimizagio global com as
vantagens e desvantagens jd referidas. As programagdes bilineares, de dois niveis e
quadriticas ndo convexas s3o exemplos desses problemas e foram objecto de estudo nos
capitulos 6, 7 e 8. A utilidade deste método SLCP para outros problemas de optimizagdo
global serd certamente uma das nossas prioridades futuras.

No dltimo capitulo estuddmos a resolugdo de problemas de optimizag¢do quadrdtica
concava apenas com limites finitos nos valores das varidveis. Foi desenvolvida uma
técnica bastante eficiente para aliviar a pesquisa de um minimo global desse problema.
Esses resultados tém implicagdes importantes na resolugdo de programas quadrdticos 0-1.
Acreditamos que outros processos poderdo ser desenvolvidos para o mesmo fim,
mostrando a importéncia de se considerar alguns problemas de optimizag¢io combinatéria
no contexto da optimizagio global.
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