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RESUMO

As técnicas convencionais de determinacio dos factores de
intensidade de tensdo, normalmente utilizadas na mecanica da fractura
linear elastica, consideram medidas muito préximas da extremidade da
fenda e, portanto, podem conduzir-nos a imprecisdes, devido as
perturbagdes existentes na extremidade da fenda, ndo s6 pela existéncia de
uma pequena zona plastica, mas também pela grande concentracio de
tensdes ai existente e geometria dessa extremidade.

O objectivo do presente trabalho é a determinacio dos factores de
intensidde de tensio em modo I e modo misto, aplicando as técnicas
fotoeldsticas, mas com a consideragio de serem tomadas medidas sobre as
franjas isocrométicas mais afastadas da extremidade da fenda.

Assim, comecamos por analizar os conceitos fundamentais da
mecanica da fractura linear elastica, seguindo-se uma breve analise dos
diversos processos de determinagdo dos factores de intensidade de tensio.
Dos métodos experimentais dd-se particular énfase as técnicas que utilizam a
fotoelasticidade e que nos servem de base ao nosso trabalho.

Para que possamos considerar medidas, sobre as franjas isocromaticas,
mais afastadas da extremidade da fenda, o campo de tensdes é considerado
sob a forma de desenvolvimento em série, conduzindo-nos a um sistema de
equacbes ndo lineares. Resolvendo este sistema pelo método iterativo de
Newton - Raphson associado ao processo de minimizacio dos minimos
quadrados, chegamos a determinagio dos factores de intensidade de tensio
em modo I e misto, que sdo comparados com os valores obtidos por outros
processos.
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SIMBOLOS UTILIZADOS

a - comprimento da fenda, semi comprimento 2a

am - comprimento da fenda no modelo

Aqn, Bm, Cp - coeficientes das funcdes de tensio

[B] - matriz de deformacio

bj - vector de Burger

bm - largura do modelo

[D] - matriz de elasticidade

D;j (s) - densidade da distribuigdo das deslocacdes

dp - comprimento de plastificagdo

E - médulo de Young

e, em, ep - espessura, espessura do modelo, espessura do
protétipo

f (x) - fungio de tensdo

fs - constante fotoelastica

[Fel - forgas nodais equivalentes para o elemento

Fm - carga aplicada ao modelo

g (a, x) - fungdo de Green

G, G¢ - taxa de libertagdo de energia de deformacio e seu
valor critico

I - intensidade de luz num polariscépio

Im - parte imagindria de

Io - intensidade de luz incidente

J - linha integral

Ky, Kjp - factores de intensidade de tensio em modo I e I

Kic, Kiie - valores criticos dos factores de intensidade de
tensdo

Kap ' - factor de intensidade de tensio aparente
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Km, Kp - factor de intensidade de tensdo do modelo e do
protétipo

(Kl - matriz de rigidez para o elemento

1, m - cossenos directores

M (s, x) - nidcleo da transformada

m (a, x) - fungdo peso

N - ordem da franja isocromatica

[N] - fungdes de forma

P (s) - fungdo proporcional ao deslocamento das faces da
fenda

p (x) - pressdo interna

R - coeficiente de reflexio

Re - parte real de

'm - raio vector méximo

Ip - comprimento de plastificagio

r - raio vector de um ponto em coordenadas polares

Sk - factor de carga

St - factor de escala

Sy - factor de forma

t - comprimento de plastificagdo

T - vector forga actuando na normal 2 linha integral
J; coeficiente de transmissido

8) - energia de deformagao elastica libertada

Up - energia consumida na deformagio plastica

Us - energia de superficie

{u} - campo de deslocamento de cada elemento

u, v - componentes do deslocamento

X,y - coordenadas cartesianas

X.Y - componentes das forgas de superficie por unidade
de drea

Y - factor geométrico

Ym - factor geométrico para o modelo

W_ - fungdo de tensio

z,2 - variavel complexa e seu conjugado

Z, Z_' - funcdo complexa e sua derivada

z,z - primeiro e segundo integrais de Z

o, a, Q, Q08 - parametros proporcionais a Gox

B - angulo de inclinagio da fenda
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- retardagdo relativa

- vector dos deslocamentos nodais de cada
elemento

- deformagio de cada elemento

- componentes das deformacdes

- fungdo complexa

- angulos polares

- energia de deformagéo plastica

- energia de tensio superficial

- modulo de elasticidade transversal

- coeficiente de Poisson

- fungio de transformacio

- fungdes de variavel complexa

- angulo polar méximo

- energia potencial de cada elemento

- campo de tensdes de cada elemento

- tensdo remota

- tensdes principais

- tens@o nao singular na direc¢do da fenda

- componentes normais das tensdes em
coordenadas cartesianas

- componentes normais das tensdes em
coordenadas polares

- tensdo de cedéncia

- tensd@o de corte maxima

- componente da tensdo de corte no plano xy

- componente da tensdo de corte em coordenadas
polares



1. INTRODUCAO

O exame de estruturas, que sofreram rotura sob a ac¢io de solicitagdes
médias inferiores ao do seu limite elastico, mostra a existéncia prévia de
defeitos através dos quais se deu a propagacdo rapida e que a teoria classica
da elasticidade ndo pode explicar. A analise estrutural que considera a
extensdo de fendas, como funcgdo da carga aplicada, chama-se mecanica da
fractura.

Num material do tipo fragil , a propagagdo duma fenda que se produz
através da deformacgédo eléstica e reduzida zona de deformagdo plastica na
extremidade da fenda, tem um caracter irreversivel, conduzindo a ruina dos
materiais. E este o problema estudado na Mecanica da Fractura Linear
Elastica.

Deve-se a Griffith a base da mecanica da fractura linear elastica,
apesar de ndo ter sido reconhecido como tal por mais de 30 anos.

Mais tarde chega-se a caracterizagdo do estado mecanico na
extremidade da fenda através do factor de intensidade de tensdo definido
por Irwin, para cada um dos modos de fractura. O conhecimento deste factor
é suficiente para descrever o estado de tensdo e o campo de deslocamentos
na extremidade da fenda, razdo pela qual o seu célculo se torna primordial.

Para ‘a determinagdo experimental desse factor de intensidade de
tensdo € necessirio a tomada de medidas junto 2 extremidade da fenda, o
que devido as perturbagdes existentes nesse local, pode levar a que a precisao
seja afectada.

O objectivo do presente trabalho é contornar as dificuldades referidas,
através da fotoelasticidade, com medidas em zonas mais afastados da
extremidade da fenda.

Inicia-se este estudo no capitulo 2 com os conceitos fundamentais da
mecanica da fractura fragil para problemas planos.



No capitulo 3 faz-se uma breve resenha sobre os diversos métodos de
- determinagédo do factor de intensidade de tensdo, para a seguir, no capitulo 4
nos debrucarmos mais detalhadamente sobre as técnicas fotoelasticas para a
determinagdo da singularidade existente na extremidade da fenda.

Para podermos fazer medidas em pontos mais afastadas da
extremidade da fenda vamos representar o campo de tensdes sob a forma de
desenvolvimento em série. Sobre as franjas isocromaticas serdo tomadas
medidas, que introduzidas no campo de tensdes, nos. vio permitir a
determinagdo do factor de intensidade de tensdo por via numérica,
associado a um método iterativo e de minimizagdo. A andlise sera realizada
sobre o modo I e misto. Este assunto serd o objectivo do capitulo 5, bem
como a andlise e comparagdo dos resultados. Finalmente, no capitulo 6
reunem-se as principais conclusdes e apresentam-se algumas sugestdes para
trabalho posterior nesta area.



2. - CONCEITOS FUNDAMENTAIS DA MECANICA DA
FRACTURA LINEAR ELASTICA

2.1. - INTRODUCAO

Os principios fundamentais da mecanica da fractura foram
desenvolvidos sobretudo depois da segunda guerra mundial, devido ao
aparecimento de roturas catastréficas de estruturas, sem que nada o fizesse
prever.

Neste capitulo vamos analisar, para um problema plano, a teoria da
mecéanica da fractura linear elastica, apresentando alguns principios gerais
que vdo definir as equagdes de base que permitem exprimir o estado
mecanico dos materiais com fendas, através do critério energético de
Griffith, da aproximagdo de Irwin e de Williams, e, que nos vdo permitir
definir os parametros caracteristicos ou sejam, os factores de intensidade de
tensdo KJ e K] na extremidade da fenda.

Analisaremos ainda a zona pléstica que se forma junto a extremidade
da fenda, apresentando os modelos mais correntes.

Por fim, serdo estabelecidos alguns critérios de rotura através do
conhecimento do factor de intensidade critico, quer para o modo I quer para
o modo II.

2.2 - MODOS DE CARREGAMENTO OU DEFORMACAO

Nos problemas planos existem fundamentalmente dois modos de
fractura, como mostra a figura 2.1.

O modo I é caracterizado pelo deslocamento das superficies da fenda
na direccdo perpendicular ao plano da fissura.



O modo II é definido pelo escorregamento das superficies da fenda na
direcgdo perpendicular a extremidade da fissura.

Y

MODO II
MODO I

Fig. 2.1 - Modos de carregamento ou deformagdo para um problema plano.

O modo I é considerado o mais importante técnicamente . No
entanto, sé muito raramente uma fenda é solicitado s6 em modo I ou s6 em
modo II, sendo a situagdo mais frequente a existéncia simultdnea dos dois
modos, a que chamamos modo misto.

2.3 - TEORIA DE GRIFFITH

Griffith [1] admitiu que num material fragil, no caso concreto o vidro,
a discrepancia entre os valores tedricos e reais da resisténcia a rotura se
deveria explicar pela presenca de pequenas fissuras no material.
Experimentalmente provou que para uma existéncia minima possivel (a
tender para zero) de fissuras a resisténcia observada aproximava-se da
tedrica. Havia entdo que explicar como é que a presenca de fissuras
conduzia a uma menor resisténcia a rotura:

- Quando uma fenda se propaga stibitamente (fractura fragil) hd um
aumento da 4rea dos lados da fenda a que corresponde um
aumento da energia superficial Ug para vencer a forca de coesdo dos

dtomos. Este aumento de energia superficial s6 pode provir da



energia de deformagdo eldstica U (energia potencial) que se liberta
quando a fenda se propaga.

Griffith estabeleceu, entdo, o seguinte critério para a propagagdo de
fendas: uma fenda propaga-se quando a diminui¢do da energia de
deformacdo elastica é pelo menos igual a energia requerida para criar a nova
superficie da fenda.

Considerando uma placa de espessura reduzida, como representado
na figura 2.2, com uma fenda de comprimento 2a e solicitada pela tensao
tractiva 6, a energia de deformagao elastica que se liberta por unidade de

byt
7

2a

RERR

o
Fig. 2.2 - Modelo para o cilculo da energia de deformagdo eldstica

espessura associada a zona tracejada do lado direito do eixo dos yy (fenda de

comprimento ) é, para o estado plano de tensdo, [1,15].

2

(o) 2
U—-Z—E—na

e para o estado plano de deformagio [1,15]
2
0 _ 2 2
U=- EE a (1 -V )

sendo v o coeficiente de Poisson



A energia para a criagdo de uma fenda de comprimento a , ou seja a

energia de superficie é

Us=27a

Como U é proporcional a aZeUsg é proporcional a a ,para valores

muito pequenos de a ndo existirdo as condi¢Oes energéticas favoraveis a

propagagdo da fenda. Porém, a partir dum certo valor de a , dar-se-4 a

situacdo inversa.

A condigdo de propagagédo é entdo (figura 2.3)

U | |9Us

rix=

da da

ou seja, para o estado plano de tensio:
2

0 Ra

22y,
] Ug=2Ysd
<
Pt
@)
o
[25) |
=
= -
1 a
h \ Ut=U+ US
(a) :
|
1 2022
: U=- geTma
{ 2E
1
i : oy
3
5 :/ a 2Ys
. |
|
Vi
§ |
1 -
ax a

[y

(2.1)

Fig. 2.3 - (a) Variagdo da energia com o comprimento da fenda

(b) Variagao da taxa de libertagdo de energia com o

comprimento da fenda.



e pode definir-se um valor critico de a* para uma determinada tensao
aplicada, ou um valor critico da tensio, 6¢, para cada valor de a, isto é,

cc=(

2E¥y,

) 172 22)

na

Para o estado plano de deformagado obtém-se,

o[

2Ey, 112

___2]

ma(l-v)

As duas expressodes anteriores permitem calcular o valor da tensdo requerida
para propagar uma fenda num material fragil, em fun¢do do comprimento
da fenda, para os problemas planos.

2.4 - EXTENSAO DA TEORIA DE GRIFFITH

A teoria de Griffith prevé satisfatériamente a resisténcia a rotura dum
material completamente fragil, como o vidro.

Nos materiais metalicos que sofrem fractura completamente fragil,
verifica-se a presenca de alguma deformacao pléastica antes da fractura. Deste
modo, a equagdo de Griffith ndo se deve aplicar para os metais.

Orowan sugeriu, por volta de 1950, [2,3] que a energia de deformagio
elastica libertada era consumida nido sé como energia de tensdo superficial,
mas também na deformacgdo plastica associada ao processo de fractura

(energia Yp ). A equacio (2.2.) é entdo alterada pela inclusdo do termo ¥p que
define o trabalho plastico requerido para se verificar a propagacio da fenda

2Ely.+v. | 12 ,Ey (12
"c=[———(“s p)] =(—9)

onde se verifica que o termo y,>>7v, e, consequentemente, ¥s pode ser
desprezado.

Entretanto, Irwin [4] estabelece um critério semelhante que conduziu
a criagdo da Mecénica da Fractura.



Assim a teoria de Griffith - Orowan - Irwin estabelece que quando a
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taxa de libertagdo de energia de deformagdo eléstica % excede a taxa de

U

% a instabilidade ocorre e a

energia consumida na deformacgdo plastica
fenda propagar-se-a.

Para uma extensdo infinitesimal da fenda, pode-se provar facilmente

U
(ver, por exemplo, ref.2 [3,15]) que —a—-=G é independente da aplicacdo de
a

carga, isto é, pode ser determinado em ensaios ou a carga constante ou a
deslocamento constante, ou recorrendo a uma combinag¢ido de ambos.

Orowan e Irwin estabeleceram que, desde que os métodos da
elasticidade linear possam ser aplicados, ou seja, a extensdo da zona
deformada pléasticamente seja menor do que a, a resisténcia a fractura é dada
pelo valor critico de G, Gg, e portanto

0c=( c)1/2

EG
a

T

com G, _= %

" oa

Irwin admitiu também que a dissipagdo de energia de deformacdo
pléstica junto a extremidade da fenda G¢ é uma propriedade do material e
que pode ser determinada em ensaios normalizados. Como G depende das
condigdes de carga e da geometria da fenda, o problema na Mecéanica da
Fractura linear eldstica reduz-se a determinagdo daquele parametro, para os
varios tipos de fendas.

A teoria de Griffith no que diz respeito ao balango energético, bem
como as subsequentes modificagdes introduzidas por Orowan e Irwin dao
uma condigdo necessaria para o inicio da fractura, mas ndo caracterizam
convenientemente todos os tipos de fractura que se observam.



Entdo Irwin propds a utilizagdo do campo de tensdes local junto a

extremidade da fenda, em vez da taxa de energia de deformacao 5,/ Parase

caracterizar a fractura.

U

A relagdo entre 5— e o campo de tensdes pode ser obtida
a

considerando o problema inverso, onde um pequeno segmento de uma
fenda contida num corpo em estado plano é fechada por uma forca o dx

actuando na superficie da fenda, figura 2.4

YA

dx

»

L P!
0 Pn~‘0'

===
== N

Sa

=Y

Fig. 2.4 - Fecho da extremidade da fenda

A energia de deformagéo no fecho da fenda tem de ser igual a energia
de deformagao libertada quando a fenda se estende de da , que por sua vez é
igual a Gda

da
oU=Goa= f V.0, x) dx (2.3)

onde v é o deslocamento, A distancia x da origem das coordenadas, dum

comprimento elementar dx sujeito a forca o, dx
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Admitindo que a regido deformada plasticamente a frente da
extremidade da fenda ndo muda o estado de tensdo significativamente,
entio v e Oy podem ser determinados, tomando em consideragio a
existéncia dum estado elastico na vizinhanga da ponta da fissura, dedugédo
essa que sera analizada mais adiante.

Neste caso v é o deslocamento dum ponto da fenda, a distancia x da
origem das coordenadas considerando-se a extremidade da fenda nessa
origem, enquanto Gy é a tensdo do fecho da fenda associada ao

deslocamento v e é igual a tensdo normal a frente da extremidade da fenda e
resultante da fenda inicial pelo fecho dum comprimento da.

Para a determinagido do valor da energia absorvida no fecho da fenda
torna-se necessario conhecer as expressdes analiticas de v e Oy. Entéo, todos

os problemas da mecanica da fractura linear eldstica podem agora ser
convertidos em problemas de elasticidade linear, como veremos a seguir.

2.5 - ANALISE BIDIMENSIONAL DE IRWIN
2.5.1 - TEORIA DA ELASTICIDADE LINEAR

Num  problema de elasticidade, em estado plano de tensao,
considerando a auséncia de forgas de volume, as equagdes de equilibrio sdo

do, Oy,
= T dy 0
(2.4)
g + _atxY_ =0
dy ox
Podendo ainda considerar-se a seguinte equacdo de compatibilidade
2
V (o, +0,)=0 (2.5)

onde V2 é o operador de Laplace.

Sdo estas as trés equagdes a partir das quais, nos problemas planos, se
véo calcular as componentes ox, Oy e Txy -
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O método de resolugdo destas equagdes consiste na introdugdo de uma

nova fungdo, chamada fun¢do de tensio de Airy. As equagdes (2.4) sdo

satisfeitas tomando uma fungdo W (x , y) e considerando as seguintes
expressdes para as componentes das tensdes

2 2 2
s AW W 3w
Tyt Yol ¥ oy

A equagido de compatibilidade (2.5) sera satisfeita se e s6 se for

4 4 4
8W+2 a W +8W=0 (2.6)
x* ot oyt
ou seja,
4
V W=0

Assim, a solugdo dum problema bidimensional reduz-se a encontrar
uma solugdo da equagdo (2.6), mas que sé serd solugdo do problema se
verificar as condi¢des de fronteira correspondentes a solicitagdo exterior, isto

z

é
X=lo,+ mt,
Y=11,,+mo,
onde
X,Y - componentes das forgas de superficie por unidade de
area.
I,m - cossenos directores da normal a fronteira
G.,0.,T - componentes da tensdo no corpo

Xy xy

Uma fungdo de tensdo de Airy que satisfaz VAW = 0 pode ser
representada por varidveis complexas [5], de acordo com o esquema que se
apresenta a seguir.
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2.5.2 - FUNCOES DE TENSAO DE VARIAVEL COMPLEXA

Demonstra-se [6,7,8] que qualquer func¢do biharménica W, definida no
paragrafo anterior, pode ser expressa com a ajuda de duas fungdes d(z)e ¢(z)

de varidvel complexa z = x + iy , de tal modo que
W=R,[z®@) + 0]

onde
R, significa a "parte real de”
z é o conjugado de z, ou seja z = X - iy

Considerando a fungdo ¥(z) = ¢'(z) (derivada de ¢), num ponto de
coordenadas (x, y), a representacdo complexa das componentes do tensor das
tensdes e do campo de deslocamentos a partir dos potenciais complexos ® e
Y é

G, +0,= 4R, [D'(2)]

Gy— O, + 2i Ty = 2 [z®"(2) + V'(2)] (2.7)

U (u+iv) = k B@) - 2D'(2) - ¥(2)

sendo
Kk=3-4v para o estado plano de deformagdo
_3-v
K= 1+v Paraoestado plano de tensdo
M o médulo de elasticidade transversal
v o coeficiente de Poisson

As relagdes (2.7) representam a formulagdo geral para o estado plano, pelo
que convird agora fazer a sua andlise para cada um dos modos
fundamentais de carregamento, no estado plano de tensao.
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2.5.2.1. - Andlise da Solicitacio em Modo I

Consideremos uma placa infinita, que apresenta uma fenda de
comprimento 2a, solicitada em modo I como se indica na figura 2.5

1]

Fig. 2.5 - Fenda solicitada em modo I

A partir das relagdes (2.7) temos

Oy+i1T,,= 2R [®'(@] + [2D"(2) + ¥'(2)]

Atendendo as condigdes de simetria T,,=0e a que z= z ao longo do
eixo dos xx

Im[zd'(z) +¥(2)]=0 paray =0
Esta equacdo é satisfeita por [9,10]
z®'(2)+ ¥ (2)=A (2.8)
onde A é uma constante real.
As equagdes (2.7) podem ser transformadas, tomando a forma
G, = 2R [P (@D)] - R [V'(D)] - xR [P"(2)] - y I [D'(2)]

G, = 2R [P (@] + R [V (D] + xR [P )] + y I, [D'(2)] (2.9)
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Try =~ YR [P'@D)] + x I, [D"(2)] + I, [¥'(2)]
A equagdo (2.8) é equivalente ao par de equagdes

XRe [@'(2)] =y [ [@"(2)] + R [¥'(2)] —A =0

X I [D'(D] + yR [@'(2)] + I [F'(2)] = 0

que introduzidas nas equagdes (2.9), conduzem as seguintes equagdes do
estado de tensdo

0,=2R [P(D)] -2y I,[P"(D)]-A
c,= R [DP@)]+2yI,[P@)]+A
=-2yR_ [D"(2)]

‘ny

ou, mais usualmente, considerando a funcdo de tensdo Z(z) em
que Z=2d(2) + A

6,=R.[Z]-yI,[21-2A
G, = R [Z] +yI,[Z]
Ty=— YR, [Z]

Estas equagdes ddo-nos as duas situagdes bem conhecidas, ou seja, para

A =0 - Temos a placa a sofrer uma solicitagdo biaxial e encontramos as
equagdes de Westergaard [5]

A =0, - asolicitagdo serd uniaxial e temos as equagdes devidas a
Irwin [4].

Examinemos entdo, por exemplo, o caso de uma fenda de
comprimento 2a segundo o eixo xx numa placa sujeita as solicitacbes
Ox =0y =G no infinito, representada na figura 2.6
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(o}
L
———— Y‘ R
———g— ——
B et i
G e —?—»0
e ‘Za -
. 2 R
—— —

T

Fig, 2.6 - Placa com fenda submetida a tensao biaxial ¢ .

Entio a fungio de tensdo de Westergaard para o modo I de
deformacdo, com as extremidades da fenda em (-a,0) e (0, + a) pode ser

representada por

__g(@
Z= (zz_ a2)1/2

onde g (z) é uma fungdo analitica dependente da geometria e das condigdes

de fronteira e que para o caso sera g (z) = ¢ z.
Entédo

oz oz

Z (2.10)

= 2 1/2=
" Grne-a”

No entanto é preferivel formular a funcdo de tensdo na extremidade
da fenda, o que vai permitir por em evidéncia os factores de intensidade de

tensao.

Assim, para um sistema de eixos com origem na extremidade da

fenda, figura 2.7, temos { =z - a



iy A

o

X
R a . a
[

Fig. 2.7 - Estado de tensdo na vizinhanga da extremidade da fenda

e de (2.10) vem

7= o +a)
[£E+2a)"
e, quando & — 0,
12
7 = ca_  _ csal/2 : o(ma)

1/2 172 172
(€2a) (25 (2r€)

16

. . 2 £
Irwin introduziu entdo o factor KI=6(1ta)” que é o factor de

intensidade de tensdo, e entido

K -12
Z= I1 2é
en

Logo, por definigdo

1/2
K= lim Z (2r€)

E—0

Para um ponto P de coordenadas (r, 8) situado junto a extremidade da
fenda, figura 2.7, as componentes do tensor das tensdes sera, atendendo a

que & = rei®
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c, = Kl cosg(l —sine sinﬁ)
X (2nr)1/2 2 2 2
K, ) ) 30
o, = 7 osf(l +sin 5. sin —2-) (2.11)
(2nr)
oS0 8 30
xy = 72 Sin 5 .COS 5. €OS -

(2nr) .

Pelo que ja foi referido, para uma solicitagio uniaxial ndo nos
devemos esquecer de sobrepor a este estado de tensdes a tensdo G,

segundo o eixo da fenda.

Quanto aos deslocamentos, em estado de tensdo plana, vem

K, s\ 12 ) (1—1) .20

u=—(— cos —. +sin” —
L o2 2 "1+vwv 2
(2.12)
Ki/r '
v=— (— sm— ( -cos® —
po2m 1+v 2

A formulagio de Irwin pde em evidéncia a existéncia na extremidade

. . ~ -172 .
da fenda duma singularidade de tensdes em r 2, sendo KJ o responsavel

por essa singularidade.

Vimos o caso de uma placa de dimensdes infinitas, mas os casos

gerais sdo de dimensdes finitas e entdo teremos

K=Y o(ma)'’? (2.13)

sendo Y um factor de correc¢io que traduz a geometria do corpo e
distribuicdo da carga, sendo dado para numerosos casos de interesse pratico
nas referéncias [11, 12, 13].

Da expressdo (2.13) se infere que K] s6 depende da tensdo remota ¢ e
da geometria do corpo, sendo independente das caracteristicas do material.
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2.5.2.2. - Anadlise da Solicitacio em Modo II

Consideremos agora uma fenda de comprimento 2a solicitada em
modo II como se representa na figura 2.8

2a

'

Fig. 2.8 - Fenda solicitada em modo I

Atendendo as condices de simetria, temos

G, = 0 sobre o eixoy =0

Utilizando a representagdo complexa das tensdes, esta condicdo é
satisfeita para

Y(z) =-20'(z) - z0"(z)

Considerando Z = - 2i®'(z), obtemos para as componentes do tensor
das tensdes

6, =21,[Z] +yR,[Z]
6y= - y Re [Z']
Toy= R [Z] -y I[4[Z]

Para a solicitacio e geometria definida na figura 2.8, podemos
escrever, seguindo um raciocinio idéntico ao considerado para o modo I
1z
Z= 172
[z +2)(z-2)]
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Na vizinhanca da extremidade da fenda obteriamos, dum modo analogo,

7o @
172
é (23) 1/2
ou seja,
K -12
Z= I:/z com K ;= 1 (ma) 12
(2m)

sendo KJI o factor de intensidade de tensdo em modo II, que por definigdo
sera

K= limZ 2n&)'"?
& —0

Num ponto P de coordenadas (r, 6) situado junto a extremidade da fenda, a
representagdo do estado de tensdes sera

K

x= I .sing(2+cosg.cosﬁ)
172 2 2

(27r)

Ky .9 0 39
X = . sin—. cos —. cos —
112 2 2 2

K
xy= I . cosg(l—sing.sin—%—e—)
172 2 2
(2nr)

T

e o campo dos deslocamentos, para o estado plano de tensdo sera

20

( sm—(1+u+cos )
K 1/2 1-v 20
IJH E cos—(1+u+sn 3

Analogamente ao modo I, estas equagdes traduzem a existéncia, na

extremidade da fenda, duma singularidade de tensdes em 2

e que é
governada pelo factor de intensidade de tensdo KII.
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2.53. - RELACAO ENTRE G e K

Como vimos em 2.4. o trabalho dU pode ser calculado a partir do
conhecimento das tensdes e dos deslocamentos existentes na vizinhanga da
extremidade da fenda através da relagio (2.3).

Consideremos, novamente, a figura 2.4 onde dx é um elemento nas
faces da fenda com a abcissa O<x<da. Antes do fecho da fenda este elemento
encontra-se em P' e depois do fecho (0' — 0) esse elemento vai para a
posicdo P, através da forca oydx, efectuando o deslocamento PP, que é igual
ao deslocamento da fenda de extremidade 0' e que é dado pelas equagdes
(2.12), com r=da-x e 6=mx, ou seja

v= 4Ky da- x) 12 (2.14)
E 2%

e o campo das tensdes, definido pelas equagdes (2.11), vira para esse valor
elementar, comr=xe6=0

K
G = 1

- 2.15)
T ert?

substituindo as equagdes (2.14) e (2.15) na equagdo (2.3)vem

2K2 da
U = If (aax-x)llzdx=Gaa
[+]

nE

ou seja, para o estado plano de tensdo

e para o estado plano de deformagio
2
K 2
G=—2-(1-v)

Um estudo semelhante para o modo II conduzir-nos-ia a expressdes
semelhantes. |
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Estes resultados mostram a equivaléncia entre o factor de intensidade
de tensdo K, caracteristica da intensidade da singularidade de tensdes na
extremidade da fenda, e o parametro fisico G que pode ser considerado como
uma forga por unidade de espessura que se opde a propagacio da fenda.

2.6. - FORMULACAO DE WILLIAMS

Uma técnica alternativa para resolver a equagdo VAW = 0 consiste em
usar fungdes de tensdo escritas como séries polinomiais em vez de simples
fung¢des algébricas como as do tipo empregado por Westergaard. A aplicagdo
directa deste método ao célculo da fenda deve-se a Willians [14].

Fig. 2.9 - Fenda em corpo com forma, tamanho e carga arbitrérias

O problema seré tratado em coordenadas polares. Assim num ponto
de coordenadas (r, 0), figura 2.9, a equagido biharménica é

2 2
VVW(0)=0 (2.16)
com
2 3 3
v =—5+%%+—15—2
81' r ae

e as componentes da tensao, sdo

s olaw 19w
Troar 22
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Cp= — (2.17)
or
_1aw 12'W
230 T e
as quais satisfazem, naturalmente, as equagdes de equilibrio.
Considere-se, entdo, a fungdo de tensdo de Airy [10, 14]
W, 0)=r"""'F(0) comAeR* (2.18)

A equacgao de compatibilidade (2.16) é satisfeita se F(8) for solugdo da
seguinte equagdo diferencial

4
d—i+ [(x—1)2+ A+ 1)lj d—ze+ [- DA+ 1)2] F=0

de de
ou seja
F@)=Acos(A+1)9+Bsin(A+1)0+Ccos(A-1)0+Dsin(A-1)0 (2.19)
sendo A,B,CeD conétantes a determinar.

A equagdo biharménica definida por (2.18) e a fungdo (2.19) podem
ser usadas para resolverem problemas como o ilustrado na figura 2.9, em
que a forma e tamanho do corpo é arbitrario, bem com as trac¢Ges aplicadas a
fronteira exterior.

Para maior facilidade de calculo é usual considerar as coordenadas
polares (r, ) da figura 2.10

Fig. 2.10 - Geometria da fenda e sistema de coordenadas



23

Relativamente a este sistema de coordenadas e atendendo a (2.17),
(2.18) e (2.19) temos

o,=r" '[F" @)+ A +1)F ¥)]
A-1

G =r"" [A (A+1) F ()]

ty== 1 LE ()]

As condigdes de fronteira nas superficies da fenda sob tracgdo
especifica que

cy (r,0)= o, (r,2r)=0
(2.20)

‘tw(r, 0)= tw(r, 2n)=0
e por outro lado

FO)=F(@2n)=0

F'(0)=F"(2n)=0

e estas quatro equagdes sio satisfeitas para

A=-C
B=-X-ID
A+1

assumindo A infinitos valores

n
ln=§ comn=1,2,3,...

Voltando ao sistema de coordenadas polares (r, 8) inicial (figura 2.9),
ou seja, fazendo y=0 + &, para cada conjunto An correspondem Wn (r, 8)
que satisfazem a equacfio (2.16) e as condigdes de fronteira (2.20), e a solugdo
geral é uma combinagio linear de cada uma das solugdes, sendo a fungio de

tensdo de Airy
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= G+

W, (r,0)=>r2 ".F,(0) (2.21)
n=1

onde

F,(0)=C, {cos [G- DO+m] -cos [G+ D (@ + n)]} +

+D {sm[(i-l)(6+n)] n+2 sm[(2+1) (0+1t)]>

e conjugando as equagdes (2.17) e (2.21) vem

o= i r(%' 1) [Fn 0) + (521—+ 1)F, (6)]

n=1

Gy= ir(%'l) [% (%+ 1)F, (0]

n=1

- 3G DEE®

n=1

Se nestas equagdes considerarmos s6 o primeiro termo,
encontraremos a formulagdo de Irwin, com
K; Kn

D1=- € C1=
en)'’? en)'’?

2.7. - PLASTICIDADE NA EXTREMIDADE DA FENDA

A teoria da elasticidade conduz-nos, como vimos, a uma expressio
das tensdes, na vizinhanga da extremidade da fenda, que traduz uma
singularidade em r'1/2,

Chega-se assim a uma impossibilidade fisica, ou seja as tensdes sdo
infinitas na extremidade da fenda, figura 2.11, conduzindo ao paradoxo de
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um meio perfeitamente eldstico contendo uma fenda, ndo poder suportar
nenhuma carga.

Oy A

RY

Fig. 2.11 - Variagdo das tensdes em fungdo de r

Entdo, para descrever o estado de tensdes, considera-se a existéncia de
uma pequena zona pléstica a frente da extremidade da fenda.

A seguir tratar-se-do brevemente os aspectos particularmente mais
relevantes, nomeadamente o tamanho e forma, da zona plastica na
extremidade da fenda.

2.7.1. - MODELO DE IRWIN

Consideremos uma placa com uma fenda de comprimentos 2a,
solicitada em modo I no estado plano de tensoes.

Atendendo ao analizado anteriormente, admite-se que o material tem
um comportamento elasto-plastico sem endurecimento, numa zona muito
restrita, junto a extremidade da fenda.

A extensio da zona deformada plasticamente pode ser avaliada,
admitindo que [3, 15]



26

K,
y 172 ys
(27r)

sendo Oys a tensdo de cedéncia do material, figura 2.12, resultando, em

Oy A
F
o B C
ys 1
A D
D
t
NN T
o“r“\® | e
-t P -

Fig. 2.12 - Zona plastica na extremidade da fenda

estado plano de tensdo

K\ 2

p
2n Gy,

(2.22)

e em estado de deformacgéo plano

K. 2

p
6™ Oy

No entanto o valor de (2.22) nédo é correcto, pois estamos a deprezar a
4rea tracejada ABF. Assim, considerando que as 4reas CC'D e BBE sdo
iguais, pois que o perfil CD se deduz do perfil BE pela translac¢do de BC,
temos

area QACC' = area OFBB'
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e podemos escrever

p
2K1 12
1/2°P

dyo, . = G, dr=
ys y 2m)
(o)

ou seja, a extensdo da zona deformada plasticamente sera

dp=2rp X

entdo para r < d existe plastificagdo e a tensdo é limitada a Oys.

P

Irwin mostrou que o estado de tensdo fora da zona plastica era o
mesmo que numa fenda ficticia, suposta perfeitamente elastica, figura 2.13,
de comprimento (a + rp)

Oy i

la}

Y
]
\

Fig. 2.13 - Modelo de Irwin

E conveniente considerar neste caso um factor de intensidade de

tensao modificado KI , tal que
Ki=o0[n(@+r)]"
Esta correcgdo pode ser desprezada se o comprimento da fenda a for
superior a 2.5 (ﬁ 2
c

ys
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Note-se que este modelo se fundamenta na hipétese de que a regido
plastica na extremidade da fenda é circular.

2,7.2. - MODELO DE DUGDALE

Considere-se a figura 2.14 que representa uma fenda de comprimento
2a numa placa sujeita a tensdo remota ©.

NENREREY

EEEERRRE

g
Fig. 2.14 - Modelo de Dugdale

Dugdale sup6s uma plastificagdo no prolongamento da fenda sobre
um comprimento t, que se produz logo que Oy é igual a oys sobre este
comprimento.

Para determinar o comprimento t, considera-se a fenda ficticia de
comprimento 2 (a + t), com uma compressdo igual a tensdo de cedéncia Oys
sobre t.

Para tal estado de solicita¢gdes, podem calcular-se os factores de
intensidade de tensido correspondentes a tensdo remota 6

a

K=ox (a+t)]1/2 arc cos (a+t

(2.23)

e a tensao Oys sobre os comprimentos t, que se demonstra ser [15] -
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a+ty1/2 a
K=-20 (—n_) arc cos (a—+—t (2.24)

Atendendo a aditividade dos factores de intensidade de tensdo para o
modo I de carregamento, o valor de t é encontrado com base no
desaparecimento da singularidade do estado de tensdo na extremidade de (a
+t), e de (2.23) e (2.24) vem

172

o[rn (a+t)]”2-20ys(aT+t) arc cos (%)=O

ou seja

1
t=a] ——~1 (2.25)

Cos ( )

o
2 Oys
Para uma tensdo ¢ << Oys , € considerando o desenvolvimento em

série do cosseno, a equagdo (2.25) vira
T, K2
-5

que é uma solugio pouco diferente da encontrada por Irwin em (2.22)
com t=dp = 2rp.

2.7.3. - FORMAS DA ZONA DE PLASTIFICAGCAO

Irwin determinou o comprimento da 2zona plastica no
prolongamento da fenda (8 = 0), supondo que esta dimensdo era a mesma
em todas as direc¢des, o que conduz a uma forma circular de plastificagdo na
extremidade da fenda.

Para estudarmos a forma e dimensdo da zona plastica em fungdo de 6
poderemos utilizar os critérios de Von Mises e de Tresca [15, 19].
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2.7.3.1. - Critério de Von Mises

O critério de Von Mises estabalece que

2 2 2 2
sendo 6}, 0, , G5 as tensdes principais e que sdo dadas por
6,+0, 1 2 2 b2
G, = > +5[(Gx—6y) +41, ]
G.+G, 1 2 2 12
G,=— , y 2 [(o, - c,) +41, ] (2.27)

05 =0 em estado plano de tensio
03="(0, +0,) em estado de deformacio plano

e substituindo as equagdes (2.11) nas equagdes (2.27) e estas em (2.26) em
estado plano de tensdo obtem-se

2
Kj
Ir.=

p 2

4n Gy,

(1 +%sin29 +cos 0) (2.28)

e em estado plano de deformagéao

2
Ky
2

4n Gy,

r,= [3sin®0+(1-20)° (1 + cos 0)] (2.28a)

Em representagdo grafica, estas duas situagdes correspondem ao
esquematizado na figura 2.15(a).

2.7.3.2. - Critério de Tresca

Este critério estabelece que

G5 =0y em estado plano de tensdo
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Oys=0,—030uC,;=0,-0, em estado plano de
deformagio

e ap6s manipulagdes idénticas ao caso anterior, obtém-se em estado plano de
tensdo

2
K 0 CREL
r,= 5 [ cos 3 (1 +sin 7)] (2.29)

27t0y s

e em estado plano de deformagéo

2
Ki 26 . 042
rp: 3 CcoS 7(1—2'\)4‘ sm—2-) (2293)
276,
ou

2

_ KI 29

I'p—- COS 7
210

cuja visualizagdo grafica pode ser observada na figura 2.15 (b).
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Fig. 2.15 - Forma das zonas plasticas. (a) Critério de Von Mises. (b) Critério de Tresca

Analizando estes resultados, verifica-se que a zona plastica
encontrada por Tresca é sensivelmente mais larga do que a de Von Mises.

Substituindo 6 = 0 nas equacgdes (2.28) e (2.28a) obtemos um valor de
rp que é metade do valor dado pela equagdo (2.22) estabelecido por Irwin,
verificando-se assim que ndo ha coincidéncia de resultados.



32

Outros analistas se tém debrugado sobre o assunto, quer através de
estudos analiticos, quer experimentais das dimensdes e forma da verdadeira
zona plastica na extremidade da fenda, e, embora haja alguma convergéncia
de resultados a investiga¢do continua.

2.8. - CRITERIOS DE ROTURA

Vimos em 2.4., que se a taxa de libertagdo de energia de deformacio
elastica G for superior  energia critica G¢ dar-se-a a propagacio da fenda. Do
mesmo modo existirdA um factor de intensidade de tensdo critico Kic e a
fenda propagar-se-a catastréficamente se K[ = Kfc . Kic é entio uma
caracteristica mecénica do material que traduz a resisténcia a propagagio de
uma fenda em modo I e que se designa por tenacidade.

2.8.1. - DETERMINACAO EXPERIMENTAL DE Kj.

Um dos processos de determinagdo da tenacidade Kjc é a via
experimental, podendo serem utilizados véarios tipos de provetes
normalizados, designadamente pela A.S.T.M. [16] e pelas B. S. [17].

As figuras 2.16 e 2.17 representam dois dos tipos de provetes mais
utilizados, o " 3P.B." (Three Point Bend) e o "C.T.S." (Compact Tension
Specimen), indicando-se as propor¢des que as diversas dimensdes
caracteristicas dos provetes devem manter entre si.
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COMP. DO ENTALHE = M = 0.25W a 0.45W )

COMP. EFECTIVO DA FENDA = a = 0.45W a 0.55W

Fig. 2.16 - Proporgdes e Tolerancias para Provetes 3PB
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Fig. 2.17 - Proporg¢des e Tolerdncias para Provetes CTS

2.8.2. - DETERMINACAO DE K[;.

Em modo misto, o critério de Griffith deveria indicar que a fenda
propagar-se-ia na direc¢do para a qual a taxa de libertagdo de energia por
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unidade de comprimento é maxima e a fenda tornar-se-ia instivel se a taxa
atingisse um valor critico.

Para uma fenda solicitada em modo II ou misto, varios critérios tém
sido propostos, sem, no entanto, se ter chegado a um consenso geral, sendo
o critério de Sih [18] o mais generalizado.

Atendendo a que o cilculo de Gjjc era dificil Sih estabeleceu as
seguintes hipoéteses: '

- a fenda propaga-se numa direcgdo radial 6, para a qual a tensdo o é

maxima e a tensdo de corte T0 é nula.

- a fenda torna-se instavel logo que o, @rn'?= Kic (2.30)
Considerando as tensdes em coordenadas polares
1 0 . 26 0
Grz—mcosi KI(I + sin 5) + 2K“(3 cos 9 - 1) tg -2—]
(2nr)
1 o 20 3 :
Og= 08y K;cos 7——2—1(“ sin 9] (2.31)
(2nr)

cos 9 K;sin6 +K;(3cos 6 - 1)]
(2nr) '

entdo, devido a primeira hipétese

vindo

0,=0 considerando s6 o modo I

(]
0,=70,5 s6para o modo II

Substituindo 6y da equagdo (2.31) em (2.20) vem
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0
COS'2‘ KICOSZ%";—KH sin 9]= KIC

e atendendo ao valor de 6, temos para os dois modos fundamentais

K;=K|cem modo I

KII= 0,866 KIC em modo II

2.8.3. - OUTROS CRITERIOS

O célculo experimental da tenacidade, ndo estd sé confinado ao
descrito em 2.8.1., pelo que se poderdo destacar, por exemplo, os métodos
que sdo utilizados em materiais com microestrutura grosseira (porosos) ou
para medidas a altas temperaturas e que sio normalmente conhecidos como
"a K constante".

Mais recentemente, para materiais com uma microestrutura bastante
fina e homogénea, foi desenvolvido o método de determinagdo de KIC por
penetragdo, onde o defeito criado artificialmente corresponde a uma
impressdao de microdurezas (Vickers ou Knopp). O estudo da zona elasto-
plastica na vizinhanga da impressdo permite o calculo de K]C.

Existem outros critérios, quer baseados em considera¢bes energéticas,
quer fundamentados em relagdes empiricas, que estabelecem relagbes entre
K}, K11 e KIC , mas cujo consenso ndo é geral.

2.9. - CONCLUSAO

Os factores de intensidade de tensdo, introduzidos por Irwin, sdo
parametros caracteristicos dos materiais na vizinhanga da extremidade de
fendas para cada um dos modos I e II, fundamentando a mecéinica da
fractura linear elastica. Estes factores sdao independentes das caracteristicas
mecanicas dos materiais e traduzem a intensidade da singularidade das
tensdes na extremidade da fenda.
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A aproximacdo de Griffith d4 um significado fisico aos factores de
intensidade de tensdo, exprimindo a energia G da criagdo da superficie livre
em fungdo de K] e KJJ.

Os critérios de rotura permitem estabelecer uma relagdo entre Ky e KJI
e o seu valor critico, caracteristicas do material, e prever o momento a partir
do qual se da a instabilidade da fenda.

Eis porque, a maior preocupagio da mecanica da fractura linear
elastica é a determinacgdo dos factores Ky e Kj .
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3. - METODOS DE DETERMINACAO DOS FACTORES DE
INTENSIDADE DE TENSAO

3.1 - INTRODUCAO

Dum modo geral podemos dizer que o controle da rotura é baseado
em dois tipo de analise:

- a analise de esforgos residuais, que determinam o méximo
comprimento que se pode tolerar para uma fenda.

- a analise da extensdo critica da fenda (normalmente devido a fadiga
ou tensdo por corrosido) para calcular o tempo de crescimento de
uma fenda de um determinado comprimento até ao valor maximo
toleravel, estabelecendo a seguranga ou o intervalo de inspecgdo da
estrutura.

O conhecimento do factor de intensidade de tensdo é, entdo, de
primordial importancia para o controle da fractura.

Como o factor de intensidade de tensdo pode ser sempre expresso por
uma expressio do tipo (2.13):

K=Yma)'?

o problema reside na determinagdo do factor geométrico Y que depende da
forma da fenda, sua orientagio e proximidade de outras fendas ou

fronteiras.

Depois das bases introduzidas por Griffith, Irwin e Orowan para o
estabelecimento da mecanica da fractura, muitos trabalhos tém sido
desenvolvidos para conseguir solugdes de Y para diversas configuragdes
[9,10,11].

No entanto, para configura¢des estruturais complicadas esses
manuais ndo nos ddo directamente essas solu¢des, podendo no entanto,
resolver-se o problema por sobreposi¢do de um nimero de casos para os
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quais a intensidade de tensdo é conhecida, como se verd mais 2 frente. Esta
sobreposicdo diz respeito aos factores de intensidade de tensdo e ndo aos
factores de forma.

Nio se conseguindo a sobreposigdo existem outras vias para a
determinacgdo do factor de intensidade de tensio.

Ndo se pretende neste trabalho fazer uma enumeragio e um
desenvolvimento exaustivo das diversas técnicas de determinagdo do factor
de intensidade de tensdo. Assim, cada método sera descrito com o minimo
detalhe matemaético possivel, sendo dadas as referéncias onde cada caso pode
ser apreciado mais desenvolvidamente [15,19,20].

3.2 - METODOS TEORICOS

3.2.1 - METODOS ANALITICOS

Os métodos analiticos para a determinagdo do factor de intensidade de
tensdo constituem a base do estabelecimento da mecanica da fractura.

A partir destes métodos constituiram-se as equagdes basicas da tensdo
e do campo de deslocamentos na extremidade de fendas e, ainda hoje,
servem de partida para muitas outras solugdes.

Porém, estes métodos sdo bastante limitados, aplicando-se
essencialmente, a geometrias simples de corpos ou placas infinitas, para os
quais as condigdes de fronteira sido satisfeitas exactamente.

Como ja vimos em 2.5, a solugdo analitica baseia-se em encontrar, por

4
exemplo, uma fungdo de tensdo que satisfacga V W=0, e que pode ser

representada por varidveis complexas.

3.2.1.1 - Fungdo de Tensio de Westergaard

Para uma placa infinita, fig. 2.6, que apresenta uma fenda central de
comprimento 2a e solicitada em modo I, a fungdo de tensdo de Airy
estabelecida por Westergaard [5], tem a forma:

W=R,Z+yl,Z 3B.1)
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onde Z é a fungdo de tensdo complexae Z e Z sdo definidas por:

Z= e Z=

SIS
RI&

comz= x+iy

Para a configuragao descrita a fungio de tensio de Westergaard é

Z=o0z(@z*-a)" (3.2)
e o factor de intensidade de tensdo sera

K =) ?im[ -2z (3.3)
Z—a

3.2.1.2. - Funcdo de Tensio de Muskhelishvili

A fungdo da tensdo estabelecida por Muskhelishvili [6] é expressa em

termos de duas fungdes complexas @) e (2) ja4 definidas em 2.5.2, de tal
modo que

W= Re[E D (z) + <p(2)] (3.4)

conduzindo-nos a representagdo complexa das componentes do tensor das
tensdes e de deslocamentos dados pelas equagdes (2.7).

Atendendo as propriedades de @' e considerando a extremidade da
fenda em z; obtemos para o modo misto

K;-iKp=2 @0'im|¢- 20 0'@)] (3.5)

zZ— 2

Uma das vantagens da aproximagio dada pela funcio de tensio
complexa é a sua extensdo a problemas que permitem a "representacio
conforme" como se referird mais adiante.
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3.2.2. - "BOUNDARY COLLOCATION"

Bésicamente, o método aplicado 2 elasticidade bidimensional, consiste
em tomar a expansao de séries algébricas exactas que resolvem a equagio

4
diferencial biharménica (V W= O) , ha qual os coeficientes das séries sdo as
incognitas, fazendo a sua truncagem para um dado nimero de termos.
Alguns coeficientes, atendendo & geometria e condigdes de simetria, podem
considerar-se iguais a zero.

Os valores das incégnitas sdo determinados através dum sistema de
equagdes lineares que satisfazem as conhecidas condigdes de tensao, forca ou
deslocamento na fronteira.

As solugdes das séries assim obtidas normalmente satisfazem
exactamente algumas condi¢des no interior da regido ( por exemplo, a
condi¢do de tensdo na superficie da fenda) e dum modo aproximado as
condig¢des noutras fronteiras.

A convergéncia da técnica de colocagdo para a solugdo correcta nio
esta ainda rigorosamente provada, no entanto o seu uso tem sido aplicado a
varios casos com erros inferiores a 1% relativamente a outros métodos.

As duas formulagbes da fun¢do de tensdo mais utilizadas para a
solugdo por "boundary collocation” sdo a fungdo de tensdo de Williams e a
funcdo de tensdo complexa de Muskhelishvili.

Bésicamente a técnica de "boundary collocation” utilizando a funcio
de tensdo de Williams (analizada no paragrafo 2.6) consiste:

- Determinagdo da fungdo de tensdo de Airy para o corpo sem fenda

8l

- Calculo dessa fungdo e da sua derivada normal para um
determinado ntimero de pontos (colocagdo) em torno da fronteira.

- Substitui¢do da fungdo de Airy e da sua derivada em cada ponto na
funcdo de tensdo de Williams, obtendo um sistema de equagdes
lineares que permitem calcular os coeficientes da funcdo de
Williams. '



42

Este processo tem sido usado essencialmente para placas com fendas
laterais, incluindo o modo II [21].

A formulagdo da colocacio através das funcdes de tensio complexas
deriva directamente do que ja foi visto em 2.5. [6].

Os factores de intensidade de tensdo em corpos bidimensionais, com
ligagdes miiltiplas, sujeitos a cargas no seu plano, podem ser determinados

através da utilizagdo de duas funcdes complexas ¥(z) e a(z) , em que a
primeira ja foi definida anteriormente e a segunda por [15,22]

5(z)=¢'(z)+z<b"(z)+\y'(z) (3.6)

As tensodes e os deslocamentos virdo entio

6,+0,=2| 0@+ 0 @) |= 4R [0'@)]

G, O, +2it, =2 [(2 -2) B(z) - B'(2) +Q (z)] (3.7)

21 (u+iv) = kfzcb'(z) dz -fz Q@) dz- (z-z) D'(z)
0 0

As fungdes de tensdo complexa podem ser expandidas em série, da
forma:

'(2) =" -a) " * Y.C.2"+ YD 2"
n=0 n=o0
(3.8)

Q)= (22 ) a'2)-1/2 zcnzn ) anzn
n=0 n=0

satisfazendo as condigdes de fronteira, e impondo as condigdes de equilibrio
e compatibilidade.
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No entanto numa fenda interna é necessario satisfazer uma condigio
de compatibilidade suplementar, para garantir valores singulares para os
deslocamentos junto a fenda, o que é conseguido por:

K§ch'(z) dz - fCQ (2)dz=0 (3.9)

onde C representa o contorno da fronteira interna.

O método consiste, portanto, na determinacio dos coeficientes CneDp
por "colocagdo” da tensdo em torno da fronteira e tendo em conta os valores
singulares para os deslocamentos.

O factor de intensidade de tensdo é entdo definido por (3.5).

Varios casos foram analizados por este meio. Kobayashi, Cherepy e
Kinsel [22] fizeram a determinacdo do factor de intensidade de tensio
considerando uma placa com fenda central em tensio uniaxial, obtendo
resultados com a precisdo de + 1% a 3%.

Outros estudos foram feitos por Isida analizando placas com fenda
central considerando trés tipos de condigdes de fronteira, condi¢des de
tensdo, de deslocamento, ou a combinagio de ambas [23], fendas em placas
posicionadas excentricamente [24] ou ainda fendas préximas de uma
mudanga de espessura ou de rigidez e fendas préximas de orificios em
estruturas em chapa [25].

O "boundary collocation" foi ainda aplicado a determinacio do factor
de intensidade de tensdo de fendas em placas poligonais [26] utilizando a
funcdo de tensdo de Westergaard.

3.2.3. - TRANSFORMACAO CONFORME

Uma das vantagens das fun¢des de tensdo complexas, relativamente
as funcdes de tensdo de Westergaard é a sua utilizagdo em transformacio

conforme [6].

Considerando a expressdo de transformacgio

z=0(§)
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e a extremidade da fenda em &1, no plano de transformcio &, a equagio (3.5)

vira:

12 112 ¢
Ki-iKg=2Q@2n) lm[wE)-oE)] € (3.10)
')

§-¢,

Além da aplicagdo desta técnica a casos simples, como fendas em
placas infinitas, alguns problemas mais complicados como, por exemplo,
fendas que se propagam através de furos foram analizados por Bowie [27,28]
em que se usou a expansao em série da expressdo de transformacdo. Bowie e
Neal [29] estabeleceram um outro processo para a determinacio do factor de
intensidade de tensdo, combinando a expressdo de transformacio com a
"boundary collocation”, aplicado a um disco circular com fenda no seu
interior e submetido a uma tensdo hidrostitica exterior. Varias outras
situagbes, quer em termos de configuragio, quer de carga, foram analizados
por estes e outros especialistas.

3.24 - FUNCOES DE GREEN E FUNCOES PESO

O principio de Bueckner [30] e analizado em [31] é muito importante
para a determinagdo do factor de intensidade de tensdo, quer quando se
utilizam fungdes de Green ou fungdes peso. O problema da determinacio
do factor de intensidade de tensdo para uma fenda livre de tensdes, dum
corpo sujeito a determinadas solicita¢des, é substituido pelo mesmo corpo
com a mesma fenda, mas agora sujeita a pressdes normais as suas

superficies.
A figura 3.1 mostra esquematicamente o principio de Bueckner.

A figura 3.1 (a) representa um corpo elastico, com uma fenda AB livre
de tensdes no interior da fronteira O que esta dividida em O1 e O2. A figura
3.1 (b) representa a fronteira O1 sujeita as tracgdes T e O2 aos deslocamentos
V e no seu interior as forgas F. Com este sistema de carga e deslocamentos o
factor de intensidade de tensdo serd Kp. Na figura 3.1 (c) considera-se o corpo
sem fenda, mas sujeito as tensdes T, deslocamentos V e forcas interna F. A
distribui¢do da tensdo resultante onde se situava a fenda AB sera d(x).
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Fig. 3.1 - Corpo eléstico sujeito a tracgdes e deslocamentos arbitrarios.

A figura 3.1 (d) representa o corpo com a fenda AB mas agora sujeita 4
distribuigdo de pressdo p (x) aplicada as suas superficies, sendo as condi¢des
de fronteira T=V=0 com F=0. Com esta distribui¢do de pressio o factor de
intensidade de tensdo serd K=K{. Entdo o principio de Bueckner estabelece
que se o(x) = p (x) entdo o factor de intensidade de tensdo para a fenda nas
figuras 3.1 (b) e (d) sdo iguais

Kp =Kd

Entdo, se conhecermos a distribuigdo de tensdes na zona da fenda, do
corpo sem fenda (figura 3.1 (c)), a determinagio do factor de intensidade de

P

tensdes é estabelecido para o problema simples da figura 3.1 (d) que é
equivalente ao problema inicial da figura 3.1 (b).

A determinagido do factor de intensidade de tensdo usando fungdes de
Green ou fungdes peso envolve normalmente o principio de Bueckner e o
célculo dum integral da forma:
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K=f 6 (x). H(a, x)d x 3.11)

(o)

onde a é o comprimento da fenda e x um ponto da mesma. A tensio o (x)
representa a distribuigdo da tensdo ou pressdo na zona onde devera existir a
fenda (corpo sem fenda) e H (a, x) ¢é uma funcio que depende da geometria
do corpo, sendo independente das trac¢des aplicadas, mas podendo
depender de algumas condic¢des impostas pelos deslocamentos.

[y

A fungdo H (a, x) pode ser determinada como o factor de intensidade
de tensdo resultante de uma carga unitéria aplicada a superficie da fenda.
Neste caso, esta fungdo é proporcional A fungio de Green g (a, x) para uma
fenda de comprimento a com a carga pontual localizada a distancia x, sobre
a superficie da fenda. O integral (3.11) tomar4 a forma:

2.112

K= f o (x). g (a, x) dx (3.12)
na

(o]

Mais detalhes, juntamente com algumas solugbes técnicas, utilizando
as fungdes de Green para a determinacdo do factor de intensidade de tensio
podem ser analizadas em [32].

Por outro lado a fungdo H (a, x) pode ser determinada como uma
fungdo peso [33,34] m(a, x ) definida por:

8 Lav*(a,X)
(1+x) K o (3.13)

m (a, X) =

onde
u é o mdédulo de elasticidade transversal

k =3 -4 v no estado plano de deformagio

3-v
k =7 no estado plano de tensao

1+v
K* é o factor de intensidade de tensdo conhecido para uma
determinada configuracio geométrica. '
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v* (a, x) é o deslocamento na direccio yy do ponto de posigdo x da
fenda, da configuragdo geométrica a que se refere K*.

A equagdo (3.11) tomar4, entdo, a forma:

K =f o (x). m(a,x) d x (3.14)

)

Alguns exemplos poderdao também ser observados em [15,31], bem
como muitos outros cujas referéncias estio incluidas nessas obras, como por
exemplo [35] que trata do estabelecimento da fungio peso para o caso de
fendas radiais em tubos e anéis.

Como vimos, a anilise do factor de intensidade de tensio utilizando
fungdes peso ou fungdes de Green ¢ feito através do calculo dum integral da
forma (3.11). Vérios autores calcularam esses integrais, para configuracdes
particulares, considerando 6(x) expresso na forma polinomial.

3.25 - TRANSFORMADAS INTEGRAIS E MODELOS DE DESLOCACAO

Neste método o problema elastico é considerado como um problema
misto de valor de fronteira e resolvido usando técnicas standard das
transformadas integrais.

Este processo reduz-se normalmente a solugdo de uma equagio
integral da forma [15]
b

M(s,x).P(s) .
ds=-f(x) 3.15
R COICED) 12 (615

onde f(x) é uma funcdo de tensdo conhecida na zona da fenda, para 0 corpo
sem fenda. O ntcleo da transformada tem a forma:
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M(s, x) = % +F (5.%) (3.16)

sendo F (s, x) ndo singular para a<s<b e a<x<b. A funcio desconhecida P (s) é
propocional ao deslocamento relativo das faces da fenda:

2 b
_2(1-v) P(s)
v =- E f (s-a) (b-s) ds (3.17)
X

Entdo, conhecendo P(s), torna-se possivel determinar o factor de
intensidade de tensdo, que na extremidade g, vem:

E . 13 av(x)}
K,=———1lim{[2% (x - a) (3.18)
2 (1-v)° <[ ] ox

X —a

comparando (3.17) com (3.18) tem-se:
Ka=P(@)

e dum modo semelhante
Kp =P(b)

logo, a solugdo da equagdo (3.15), considerando P(s) como uma funcio da
posicdo da fenda, conduz-nos ao factor de intensidade de tensdo pretendido.

A resolugdo da equagdo integral (3.15) pode ser conseguida em alguns
casos através da quadratura de Gauss-Chebyshev convencional ou
modificada [36].

A utilizagdo das transformadas integrais para a determinacio do factor
de intensidade de tensdo, para fendas com diversas configuragdes, podem
ser analizadas em diversos trabalhos, dos quais se destacam os de Sneddon e
Lowengrub [37,38], onde se faz a andlise de fendas simples dispostas em
série, cruciformes, circulares, etc.

Um outro método [20] que conduz a equagdes integrais idénticas a
(3.15) é aquele que se baseia nas deslocagdes continuas.
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As fendas sdo representadas como sendo uma distribuicio de
deslocagdes, sendo a densidade dessa distribui¢io determinada de modo a
satisfazer as condi¢des de fronteira.

Para fendas em meios eldsticos continuos, para uma deslocacdo
infinitesimal e densidade Dj(s) na posigdo s, o vector de Burger é:

D, (s) ds

Por analogia com a definigéo fisica de deslocagdo, o vector de Burger
para um conjunto continuo de deslocagio é dado por:

bi = .l;Dl (S) ds
onde s é o contorno da distribuigdo das deslocagdes.

Para uma fenda central de extremidade - a e +a, numa placa infinita
sob a accdo de uma pressdo interna p(x), a abertura dessa fenda pode ser
representada por um conjunto de deslocagdes continuas de densidade Dy(s)

paray=0,|x|<a e sendo o vector de Burger by = _I; Dy (s) ds . Entdo, para y=0,

estas deslocagdes produzem as tensdes:

+a
D, (s
0,=—0,= 2u f y()ds

n(1+x) x-S

-a

e (3.19)

As condigdes de fronteira em y = 0 sdo:
G, =—p(x) para|x|<a

Tay = 0 para qualquer x

Estas condigdes conduzem a equagdo (3.19) a:

aD |
p(x) +—m —”leds=0 (3.20)
nt(l+x) X—Ss
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Para os deslocamentos terem um valor préprio na zona envolvente
da fenda, ndo deve existir o vector de Burger em torno da fenda, ou seja:

f "D, (s)ds =0 (3.21)

Determinando Dy(s) através das equagdes (3.20) e (3.21) o factor de
intensidade de tensao sera:

202m' 2
S T hm[(a -0 D, (X)] (3.22)

X—a

K

Formulagdes semelhantes podem ser feitas quer para o modo II quer
para o modo IIL

Para configuragdes mais complexas a equagdo (3.19) contem termos
que tém em conta a interacgdo da deslocagdo com fronteiras adicionais [39].

Um método aproximado ao das deslocagdes é anunciado em [20] e
proposto por Hisitani, H.. Neste processo sdo aplicadas forgas pontuais ao
longo do segmento onde vai existir a fenda. A densidade desconhecida
destas forcas é determinada de modo a que as condi¢des de fronteira, no
segmento correspondente a fenda, sejam satisfeitas.

3.2.6. - METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O método dos elementos finitos [40] é considerado uma ferramenta
poderosa para a resolugio de problemas em engenharia de certa
complexidade, e por isso é um método largamente utilizado.

Num meio continuo, em que o namero de graus de liberdade é
infinito, apenas em certos casos é possivel obter-se uma solugio analitica
exacta da distribuigdo das tensdes e das deformagdes, por isso se utilizam as
solugdes numéricas, que, embora aproximadas, sdo sempre possiveis. Uma
dessas solug¢des numéricas, o ja referido método dos elementos finitos,
pressupde o meio continuo dividido num nimero finito de elementos
ligados entre si por um ndmero finito de pontos, designados por pontos
nodais.
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No método dos deslocamentos em elementos finitos, considera-se
que esses elementos apenas tém valores desconhecidos nos pontos nodais.
Assim o campo de deslocamentos de cada elemento {u} é difinido a partir
dos valores nodais por meio de fungdes interpoladoras:

{u}=[N]{3.} (3.23)
onde [N] é o conjunto das fungdes interpoladoras, designadas funcdes de
forma, e {8,} é o vector dos deslocamentos nodais para cada elemento.

A deformacgio de cada elemento sera:

{e}=[B] {5} (3.24)

onde [B] representa a matriz de deformagéo, formada pelas derivadas das
funcdes de forma.

E para as tensdes

{c} =[D] (&} (3.25)

sendo [D] a matriz de elasticidade.

A partir do momento em que as fungdes de forma foram escolhidas, a
energia potencial do meio continuo II é a soma das contribuicdes de energia
dos elementos individuais ITe , ou seja:

m=) 1,

Minimizando a energia do elemento relativamente aos

deslocamentos nodais 8e , temos:

(3.26)

dlle { dlle 'SI'Ie } T

s} ‘o5, a5

m

Atendendo a que a equagido da energia potencial do sistema, nido
considerando as tensdes térmicas e as forgas de volume, é:

H=%I{0}T{e} dv-fs{u}T{X}ds - (327)
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onde {0}, {e}, {u} e {X} representam a tensio, deformacio, deslocamento e
as cargas aplicadas respectivamente, a equagao (3.26) pode expressar-se em
termos da matriz de rigidez [Ke] e das forgas nodais equivalentes {F .} para o

elemento:
ne

o) =[K] {3} —{F.} (3.28)
com ‘

[KJ= fve[B]T[D] [B] dv (3.29)
e

T
[Fe] = Le[N] {X}ds (3.30)
dIl,

A soma de todos os termos estendida a todos os elementos é

o{8.}
igualada a zero, resultando um sistema de equagdes de equilibrio para a
totalidade do meio continuo. Resolvido este sistema obtemos os
deslocamentos nodais e os campos de deformacio e de tensdo, no interior de
cada elemento, que podem ser obtidos pelas expressdes (3.24) e (3.25)
respectivamente.

Resumindo, para se encontrar uma solugdo por elementos finitos
relativamente a um problema de equilibio, devemos seguir os seguintes

passos:

- Subdivisio do meio continuo em elemento finitos;

- Defini¢do da matriz de rigidez e do vector de solicitacio de cada

elemento;

- Reunido das matrizes de rigidez e dos vectores de solicitacio de
cada um dos elementos numa matriz de rigidez e de solicitagio

globais;

- Resolugdo do sistema e equagdes para determinar os deslocamentos
nodais da estrutura;
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- Determinagdo dos campos de deformagio e de tensdo no interior de
cada elemento.

As técnicas para a determinagdo do factor de intensidade de tensio
utilizando elementos finitos caem, normalmente, numa das categorias:

- A primeira, aquela em que o factor de intensidade de tensio pode
ser determinado directamente.

- A segunda dum modo indirecto, através da variacio da energia
devido a presenga da fenda.

- E por tltimo, a que considera a utilizagio de elementos especiais.

3.2.6.1 - Meétodos Directos

Neste tipo existe a necessidade de um refinamento da malha dos
elementos finitos muito préximos da extremidade da fenda de modo a
podermos ter uma representagio adequada da singularidade da fenda.

Os dois processos mais utilizados sdo o método da tensdo e dos
deslocamentos.

Assim, o método da tensdo estabelece a relagdo entre as tensdes
existentes nos pontos nodais da malha dos elementos finitos e a tensio
junto a extremidade da fenda que é dada por :

-1/2
Gy (r.8) =Kn(2nr) / . fij ©) (3.31)

sendo r, 8 as coordenadas polares centradas na extremidade da fenda e f ij 9)

uma fung¢do conhecida de 6 [41].

Para o modo de abertura (N=I) a equagado (3.31) pode ser escrita:

K= @) *lim o,
r-0

podendo, entdo, determinar-se o factor de intensidade de tensio a partir do
conhecimento de Gy muito perto da extremidade da fenda.
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Varios autores verificaram que este método néo é tdo preciso como o
método dos deslocamentos, que consiste no estabelecimento da relagio entre
os deslocamentos dos pontos nodais da malha de elementos finitos e o
deslocamento da superficie da fenda para distancias muito préximas da
extremidade da fenda.

Para o modo de abertura, em estado plano de deformacio temos:

172
. Ev 2r
Ki=tim———(F
4(1-v)
r—o

e através do conhecimento do deslocamento da superficie da fenda v junto 4
extremidade da fenda, determinamos K.

Vaérios trabalhos utilizando este método encontram-se referenciados
em [20].

3.2.6.2. - Método da Energia

A vantagem deste método, relativamente aos anteriores é de nio
necessitar de um refinamento da malha tdo grande junto a extremidade da
fenda, permitindo alargar a malha na ponta da fenda sem diminuir a
precisdo significativamente. Tém no entanto a desvantagem de, em modo
misto, KI e KJI ndo poderem ser determinados separadamente [42].

Um dos métodos utiliza a taxa de libertagdo de energia de deformacao
por unidade de espessura:

18]

G=$’

sendo U a energia de deformagdo do sistema para um determinado
comprimento da fenda a. Bisicamente, o processo consiste em calcular a
energia de deformagdo armazenada para uma dada fenda e posteriormente
recalcular a energia de deformagdo quando se deu uma pequena extensdo da
fenda, através dos elementos finitos.
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A taxa de libertagio de energia por unidade de espessura, pode
também ser dada em funcio da "compliance" C [41]:

onde P é a carga aplicada e a partir da qual se obtém:

12
E oC
Ki=P (jg (3.32)

no estado plano de tensdo, e no estado plano de deformacio:

172

E aC
K;=P [—2 D2 (3.33)
2(1-v)

Determinando a "compliance" para diferentes comprimentos da
fenda através da técnica dos elementos finitos, podemos obter o factor de
intensidade de tensdo através das equagdes (3.32) ou (3.33).

O factor de intensidade de tensdo pode também ser determinado
através da linha integral J:

J =I(Udy- T?Tids)
r
onde I' é o contorno arbitrario junto a extremidade da fenda, figura 3.2, U a

densidade de energia de deformagdo, u deslocamento, T é o vector forca
actuando na normal a I' e ds o comprimento ao longo da linha I'.

Y|

T

e o

\// )
r

Fig. 3.2 - Contorno arbitdrio I" contendo uma fenda

Na elasticidade linear o integral J é igual a G e entdo, para o modo I

em estado plano de tensdo, sera:



56

K= ( E)l/2

e para o estado plano de deformagio:

JE
KI=( 2)
1-v

1/2

O integral ] pode entdo ser determinado numéricamente através dos
elementos finitos, considerando a discretizacio em torno da extremidade da
fenda, e consequentemente, a determinagdo do factor de intensidade de
tensao.

Para uma malha com dimensdes idéncticas, o factor de intensidade de
tensdo calculado através do integral J d4, na maioria dos casos, melhores
aproximagdes que os métodos da tensdo ou deslocamento [42].

3.2.6.3 - Utilizacdo de Elementos Especiais

Existem vérios tipos de elementos especiais utilizados para a
determinacdo do factor de intensidade de tensdo e aplicados a diversas
configuragdes [42], podendo distinguir-se dois grupos:

- No primeiro, a extremidade da fenda é incluida no interior do

elemento, figura 3.3

Fig. 3.3 - Elemento circular contendo a extremidade da fenda

- No segundo grupo consideram-se elementos em que um dos
pontos nodais coincide com a extremidade da fenda, como mostra

a figura 3.4
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Yy

e |

Fig. 3.4 - Elementos triangulares com um né na extremidade da fenda.

Estes métodos, utilizando elementos especiais, requerem menos
elementos que os métodos anteriores, obtendo-se solugdes mais precisas,
embora se exija algumas modificagdes no programa standard de elementos
finitos.

Normalmente, estes elementos especiais sdo colocados junto a
extremidade da fenda, utilizando-se elementos convencionais no resto da

estrutura.

3.2.7 - METODOS DE FRONTEIRA

Os métodos de fronteira sdo dos que mais se tém desenvolvido
ultimamente, sendo normalmente descritos por:

- Método dos elementos de fronteira
- Método das equagdes integrais de fronteira
- Método das forcas de volume

sendo as solu¢des numéricas, normalmente, de dois tipos:

- Métodos diferenciais, incluindo elementos finitos
- Métodos integrais.

Esta técnica envolve a sobreposicio de solugdes particulares das
equagdes diferenciais, considerando dois tipos de formulagdo, a directa e a
indirecta [43].
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Na formulagdo directa, as fun¢des desconhecidas na equacgéo integral
sdo as tensdes e/ou deslocamentos na fronteira. A solucdo numérica da
equacdo integral da directamente as tensdes na fronteira.

No método indirecto as informacdes ficticias sio distribuidas através
de determinadas fronteiras e o problema é resolvido em termos da
densidade de informagdes, de modo a que as condic¢des de fronteira sdo
satisfeitas em torno da regido fisica considerada (embebida).

Outras solugdes tém sido apresentadas, quer através da conjugagao
dos métodos directos e indirectos, quer através de métodos chamados semi-
directos, cujas referéncias podem ser encontradas em [15], ou ainda, casos
como a combinagdo do método indirecto com a transformacio conforme, e
que da aproximagdes muito precisas [44].

Ultimamente tém sido apresentados muitos trabalhos utilizando este
método [45], que é especialmente preferido relativamente ao método dos
elementos finitos, devido a obtengdo de solugdes muito rapidas, pois o
nimero de elementos que se consideram é muito menor.

3.2.8. - METODO ITERATIVO

Este método, também designado como técnica de Schwarz-Neumann
[5], foi utilizado para estudar a interferéncia duma fenda com a superficie
livre. Em principio o método é simples, mas a sua aplicagio a solugdes
numéricas de problemas com fendas pode tornar-se fastidiosa.

Basicamente o método conduz-nos a solu¢do numa zona formada
pela intersec¢do de duas regides, através de problemas de valor de fronteira,
por sobreposigdo iterativa de sequéncia de solugbes. No limite, as solugdes
na regido comum, convergem para a solugdo desejada.

Na sua aplicagdo a problemas da mecénica da fractura linear elastica,
uma solugdo auxiliar (primeira solugdo) serd aquela em que se considera a
fenda solicitada numa placa infinita e a outra (segunda solucdo) sera a de
uma placa contendo uma fronteira (B) sujeita a uma distribui¢do de tensdes
arbitraria. A partir do conhecimento das condi¢des de fronteira na fenda, a
primeira solucgdo é utilizada para calcular as tensdes através da linha (L)
onde as tensdes de fronteira vdo ser introduzidas. A segunda solugdo é



59

entdo sobreposta com as tensdes em B ajustada de modo a anular as
existentes na linha L. Obtemos entdo L livre de tensdes, mas introduzindo
tensdes residuais na fronteira da fenda. A segunda solugio é novamente

z

utilizada e o processo é repetido até que as conhecidas condi¢des de
fronteira sejam satisfeitas e as tensdes em L sejam desprezaveis. O factor de
intensidade de tensdo é obtido pela adi¢io dos efeitos de remocio das

tensdes da fenda em cada etapa do processo, utilizando func¢des de Green.

A determinagdo do factor de intensidade de tensdo por este método
foi utilizado em algumas aplicagdes [46] quer para problemas bidimensionais
quer tridimensionais. Outras referéncias podem ser encontradas em [20].

3.29. - METODO DE SOBREPOSICAO

A determinacdo do factor de intensidade de tensdo para configuragdes
complexas, quer através de métodos tebricos quer experimentais, podem
envolver custos muito elevados.

Procurando resolver este problema, Rooke e Cartwright estabeleceram
o método em epigrafe, aplicando-o a configuragdes com fendas podendo ter
varias fronteiras, como por exemplo furos ou outras fendas, que vao
influenciar o factor de intensidade de tensdo.

A determinagio do factor de intensidade de tensdo por este processo,
consiste na decomposigdo da configuragio complexa em configuragdes mais
simples, solicitadas do mesmo modo, e para as quais se conhecem as
respectivas solugdes, tendo Rooke e Cartwright [47] demonstrado que as
solugdes das configuragdes auxiliares podem ser "compostas”, para obter a
solugdo pretendida Kr, de acordo com a equagdo:

N
K.=Ko+| X (Ko-Kg[+Ke (3.34)

n=1

onde Kg é o factor de intensidade de tensdo, considerando a auséncia de
. e e _ 12
todas as fronteiras e para uma determinada solicitagéo. Ko= 0 (na) para

. < 2
tensdes remotas ou fendas submetidas a pressdo, e Ko=P (1a) " para cargas
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pontuais. Kn € o factor de intensidade de tensio para cada uma das
configuragdes divididas e Ke tem em conta a interacgio entre fronteiras.

Dividindo (3.34) por Kg obtemos a expressio adimensional:

N
LSS 2(_n_1) LK. (3.35)

Portanto se conseguirmos determinar Ke ou considerarmos esse valor
muito pequeno e, consequentemente ser desprezado, a equagio (3.35)
permite-nos determinar o factor de intensidade de tensdo pretendido.

A eliminagdo de Ke conduz-nos a imprecisdes que sdo menores que
10%, podendo em alguns casos [48] ser menor que 5%.

Existindo publicagdes [11, 12, 13] que nos dao o factor de intensidade de
tensdo para varias configuragdes e solicitagdes, facilmente se conseguem
solugdes, aplicando este método, para outros casos mais complexos.

Como exemplo [15] considere-se a placa da figura 3.5a), sujeita a tensio
remota ¢ e para a qual se pretende determinar o factor de intensidade de
tensdo nas extremidades da fenda A e B.

Considerando o problema como sobreposicdo das figuras 3.5 b) a d), a
solugdo de cada caso b) a d) podem ser encontradas em [11], secgdes 1.3.7,
1.3.5 e 1.1.11 respectivamente.

o o} o]

Fig. 3.5a) Configuragio do problema; b) - d) Decomposigao.
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Assim, para a extremidade A, tiramos:

K
—%_0,880

Kc Kd
K, =—=1,201 ; 5—=1,091

'K, 'K,
e aplicando a equagdo (3.35), desprezando Keg, obtemos

K 1172 ‘
io__ ’

Para a extremidade B, vem

K, ) K, . K4

K_o—0,880 ’ 'I(—o'— 1,561 v K—o- 1,056
obtendo

K _ 1,497

Ko

3.3 - METODOS EXPERIMENTAIS

3.3.1 - INTRODUCAO

A andlise experimental das tensdes e deformagdes, que é a base da
mecanica experimental, utiliza varios métodos tais como a extensometria,
fotoelasticidade, franjas de Moiré, cdusticas e outrso métodos épticos, rais x,
ultrasons, emissdo actstica, métodos energéticos, etc.

Em principio, qualquer método que permita calcular tensdes ou
deslocamentos pode ser aplicado a determinagdo experimental do factor de

intensidade de tensdes.

Nos métodos experimentais o factor de intensidade de tensdes ndo
pode ser medido directamente, mas pode ser obtido através das relagdes
entre K e a quantidade medida, tais como a tenséo, a deformacio, a
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compliance ou os deslocamentos. Alguns destes métodos sé sio utilizados
em laboratério embora existam outros que podem ser aplicados
directamente a estruturas em servigo.

Com o intuito de ndo ser muito fastidioso, vamos abordar alguns
tépicos dos métodos que poderao ser mais facilmente utilizados

3.3.2 - EXTENSOMETRIA

O uso da extensometria é um processo largamente utilizado para a
determinagdo do factor de intensidade de tensdes. Colocando os
extensometros junto a extremidade da fenda, tendo o cuidado de ficarem
exteriores a zona de deformacéo pléstica, podem medir-se as deformagdes £x

Ey- Sabidas estas, podemos determinar as tensdes

- E ) s o= E ey
o, = S(ectvey) s o= G

1-v 1-v

e consequentemente determinar K.

A primeira divida que surge, relativamente a precisio do método,
tem a ver com o tamanho do extensémetro. Se nos situarmos alguns anos
atras, podemos dizer que este método nao daria valores muito precisos [19].
Entretanto, com o desenvolvimento de novas tecnologias, novos
extensémetros foram concebidos [49, 50]. Assim, existem hoje extensémetros
muito pequenos, atingindo as dimensdes 0.2 x 0.1 mm. Outros com formas
especiais, como por exemplo o extensémetro "Pecker”, que tem uma ponta
que lembra o bico dum pica-pau e que pode ser utilizado a altas
temperaturas, podendo ser utilizado para medir tensdes térmicas em
estruturas como, por exemplo, turbinas a vapor, caldeiras, etc.. Para
aplicagdes debaixo de &gua, outros extensémetros foram idealizados,
podendo ser utilizados para temperaturas que variam de - 150°C a + 120°C,
podendo dizer-se hoje que o método da extensometria da boas precisdes

relativas.
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3.3.3 - COMPLIANCE

Vimos em 3.2.6.2. que a taxa de libertagdo de energia de deformagao é
dada por

2
p2a
G=7%

@]

(336)

5

sendo A a area da fenda. .

O factor de intensidade de tensdes, em estado plano de tensdo, sera

1/2
Ki=p [=. 8] (3.37)
e no estado plano de deformagio
E oCq 172
Ki=P[—— 3% (3.38)
2(1-v)

Determinando experimentalmente a "compliance” para uma gama de
comprimentos da fenda, o factor de intensidade de tensdes pode ser
determinado a partir das equagdes (3.37) e (3.38). Este método necessita de
muito cuidado no cédlculo da "compliance" para se obterem resultados
satisfatorios.

3.34 - TAXA DE PROPAGAGCAO DA FENDA

Embora anteriormente a 1961 tenham sido propostas vérias leis
empiricas de propagacdo de fendas, s6 nessa data Paris [51] admitiu que o
factor de intensidade de tensdes devia estar relacionado com a taxa de
propagacédo da fenda através da expressdo

da
=f @ (339)

onde N é o niimero de ciclos por segundo e AK a amplitude do factor de
intensidade de tensdes, que é:
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AK =Knsx - Knin
A grande quantidade de experiéncias que se efectuaram desde que
Paris propds a sua lei, mostram que ela ndo é inteiramente vélida para toda

da
a gama dos valores AK. Isto significa que se representamos gy em fungéo de

AK em escalas logaritmicas essa relagdo ndo é linear mas sigmoidal, figura
3.6, sendo a equagdo (3.39) valida s6 na regido II. Na regido I os resultados

Y Al s . da
indicam uma dependéncia muito acentuada de g7 com AK, havendo um

limite minimo de propagacdo AKth, e na regido III a velocidade de
propagacdo aumenta dum modo significativo na vizinhanga do valor critico
do factor de intensidade de tensdes. Procurando resolver este problema,
outras equagdes apareceram [52, 53, 54] para correlacionar os resultados
experimentais obtidos nas zonas limites da curva de propagacao.

Para determinar o factor de intensidade de tensdes, faz-se o teste de
fadiga para um modelo do qual se conhece K. A partir da taxa de propagagao

lo d_%
8 dN
A
I ,II IIII
| |
| |
{ 1/1
! [
l
l 11
| ; P
| ’ 11
: P
l |1
if | 11
L 11 —
AKeh Ke log AK

da
Fig. 3.6 - Representagio esquemadtica da curva de propagagio dN’ AK

da fenda observada no modelo considerado, o factor de intensidade de
tensdes pode ser determinado para a estrutura com o mesmo material

através da equagdo (3.39).
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3.3.5 - METODOS OPTICOS

Os métodos 6pticos, utilizados para a determinagdo do factor de
intensidade de tensdes, podem considerar-se subdivididos em dois grupos:

- um, que permite a determinagdo de K a partir do estado de
tensdo como, por exemplo, a fotoelasticidade, o método cdustico
e a interferometria

- outro, a partir do campo de deslocamentos como, por exemplo,.
a técnica da granularidade e o método de Moiré.

A determinagdo do factor de intensidade de tensdes utilizando a
fotoelasticidade é um dos processo experimentais bastante utilizado, ndo s6
devido ao facil manuseamento do seu equipamento, mas também pela
facilidade de obtenc¢do dos modelos em materiais birrefringentes.

O método consiste na andlise das franjas isocromaéticas, que nos dao
linhas de igual tensdo de corte méxima, que pode ser relacionada com os
factores de intensidade de tensdo e consequentemente a determinagio
destes, quer em problemas bidimensionais, quer tridimensionais.

2

Uma vez que o trabalho proposto é a utilizagdo dum método
fotoelastico, serd& conveniente passarmos em revista, um pouco mais
detalhadamente, os varios métodos conhecidos. Por isso estes processos
serdo analizados, separadamente, no capitulo seguinte.

Os primeiros estudos experimentais, na mecanica da fractura,
utilizando o método cdustico, foram feitos por Manogg [55] sobre materiais
transparentes, sendo mais tarde aplicados a materiais opacos [56, 57] por
reflexdo.

O principio do método baseia-se no facto de que, quando um feixe de
raios luminosos incide normalmente a superficie duma placa transparente
com fenda, ndo carregada, esses raios atravessam-na e manter-se-ao
paralelos. Se agora considerarmos a placa solicitada, existird na extremidade
da fenda uma grande concentragdo de tensdes, que originard uma alteragao
no indice de refracgdo do material, bem como na espessura do modelo e, &
saida do modelo a luz incidente desviar-se-4, como mostra a figura 3.7.
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Fig. 3.7 - Principio de formagdo dum caustico

Colocando um ecran a uma determinada distdncia do modelo
observa-se uma zona sombreada que constitui o cdustico. Através da
proporcionalidade do didmetro transversal do catstico e das tensdes
determinam-se os factores de intensidade de tensdo, quer em modo I [58,59]

quer em modo misto [60].

Este método requer cuidados experimentais especiais, pois é
necessario que as faces do modelo sejam rigorosamente planas e paralelas e
as superficies sejam perfeitamente polidas. A precisdo do método situa-se
entre 5% e 10% [56].

Outro dos métodos que utiliza a distribuicio de tensdes para a
determinagdo de K é a interferometria, que pode ser considerada como
classica e interferometria hologréfica.

Na interferometria classica as franjas obtidas resultam da combinagéo
das isocrométicas (onde 61 - 62 é constante) com as isopaticas (onde 61 + ©2 é
constante). Com o intuito de obter sémente as franjas isopiticas ,
consideram-se materiais pouco birrefringentes, e, utilizou-se
interferometria hologréfica para eliminar as isocromaticas. Um primeiro
método [61] consiste em fazer atravessar duas vezes o modelo pelo feixe
luminoso em incidéncia quase normal. Antes de se efectuar a segunda
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passagem, o feixe é submetido a accdo dum "poder rotativo”. O conjunto
modelo - "poder rotativo" comporta-se entio como um modelo sem
birrefringéncia de espessura dupla. Um outro método consiste em
considerar a face de entrada do modelo semi-reflectora [62]. A parte reflectida
é registada por holografia em dupla exposi¢do e as franjas traduzem os
deslocamentos perpendiculares a placa, ou seja as variagdes de espessura do
modelo, com a condigdo de que o plano médio do modelo se mantenha
constante durante a solicitagdo. Assim a partir do conhecimento das franjas
isopaticas e da sua relagdo com o factor de intensidade de tensdes, este pode
ser determinado [63, 64]. Por comparagdo com a fotoelasticidade, a
interferometria holografica é uma técnica 6ptica mais demorada e delicada,
o que pode explicar a limitagdo deste método ao estudo s6 em modo I.

Como se sabe a determinacdo do factor de intensidade de tensdes,
pode ser obtido a partir do conhecimento dos deslocamentos junto a
extremidade da fenda. Dois métodos experimentais utilizados para a
determinagdo desses deslocamentos sdo: a técnica de Moiré (melhorada pela
holografia) e que foi utilizada para a determinagdo do COD numa placa de
aluminio solicitada em modo misto [65] e a técnica de granularidade que foi
aplicada para a determinagdo do factor de intensidade de tensdes num
modelo solicitado em modo I [66], podendo, no entanto, ser aplicado
também em modo misto.

4.3 - CONCLUSAO

Agora pde-se o problema da escolha do método para a determinagao
dos factores da intensidade de tensdes.

Para geometrias simples ou algumas complexas cujos modelos sdo
faceis de obter, deve-se verificar, em primeiro lugar, se o factor de
intensidade de tensdes pode ser determinado através das referéncias [11, 12,
13]. A seguir, ter-se-a de ponderar, atendendo as vantagens e desvantagens
duns sobre os outros, algumas das quais ji4 foram enumeradas na descrigdo
dos métodos. Atendendo a existéncia de computadores cada vez mais
potentes, os métodos numéricos sdo, neste momento, capazes de
resolverem a grande maioria dos problemas bidimensionais, embora exista
uma certa limitagdo na solugdo dos tridimensionais. Além disso, para estas
técnicas serem preferiveis relativamente a outras, terd de atender-se a
disponibilidade ou ndo de programas, ao tempo e custos de computagdo para
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obter as solugdes e que podem, por isso, ndo serem "rentaveis". Existem
ainda outros problemas da mecénica da fractura que envolvem plasticidade,
viscoplasticidade e elasticidade dindmica, onde as técnicas analiticas e
numéricas sdo menos capazes que os métodos experimentais, especialmente
os processos Opticos. Estes, e dum modo particular a fotoelasticidade e a
técnica da granularidade, podem ser utilizados com facilidade na andlise em
modo misto e tridimensional, ou ainda em configuragdes complexas para
verificar resultados obtidos pelos métodos teéricos. Outros, como por
exemplo, o que utiliza a taxa de propagacdo da fenda, embora sejam mais
sensfveis a introducdo de erros, sio no entanto preferiveis para o calculo do
factor de intensidade de tensdes para estruturas em servigo.

Portanto, poder-se-a concluir que a escolha dum método para a
determinagdo dos factores de intensidade de tensdes deve ser ponderado,
atendendo: ao tempo disponivel, a precisdo que se requer, aos custos que o
processo envolve, a sua utilizagdo (uma ou mais vezes) ou ainda a
facilidade de obtencdo dos modelos.
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4- DETERMINACAO DOS FACTORES DE INTENSIDADE DE
TENSAO K1 E K ATRAVES DA FOTOELASTICIDADE

4.1 - INTRODUCAO

Poucos sdo os problemas que, na mecanica da fractura, admitem uma
solugdo exacta. Por isso, utilizam-se muitas vezes os métodos numéricos
(elementos finitos, equagdes integrais, etc) e os métodos experimentais para a
determinacdo dos factores de intensidade de tensao.

Os métodos experimentais, nomeadamente a fotoelasticidade, além de
permitirem uma verificagdo dos resultados obtidos numéricamente,
oferecem-nos ainda a possibilidade de tratar certos problemas que sdo dificeis
de esquematizar por uma técnica numérica (corpos e condi¢des de fronteira
de geometrias complexas, por exemplo).

Sempre que um fenémeno é reproduzido em laboratério, coloca-se, o
problema da semelhanga, por isso mostrar-se-4 que na mecanica da fractura
linear elastica a semelhanga entre o modelo e o seu protétipo é rigorosa.

A seguir, apresentar-se-d0 as diversas técnicas de determinagdo dos
factores de intensidade de tensdo, quer em modo I quer em modo misto,
utilizando a fotoelasticidade. Para cada um destes métodos, faz-se uma breve
descricio do seu principio, que permite a determinagio de K] e KJJ através de
informagdes recolhidas na vizinhanga da fenda.

4.2 - SEMELHANCA EM MECANICA DA FRACTURA

Sempre que um problema é tratado experimentalmente, é necessario
assegurar que as condigdes de semelhanga permitem passar para o protétipo
os resultados obtidos pelo estudo do modelo.

Os critérios de semelhanga sdo obtidos a partir da homogeneidade
dimensional [67].
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Assim, considere-se a figura 4.1, onde b, h e t sio dimensdes e F a carga
aplicada, designando os indices m e p grandezas correspondentes ao modelo

e protétipo respectivamente.

Fm

e 3

(@) h;,/ | | > @
Nal a
ST p

Sl

Fig. 4.1 - Nomenclatura geométrica para o modelo (a) e o protétipo (b)

O factor de intensidade de tensdo Km, determinado pela medida da

carga e pelas dimensdes do provete, sera:
F
Kn=Yn — (may) 1
em bm

sendo Y _ o factor geométrico, ja definido em (2.13).

O factor de intensidade de tensdo para o protétipo obtem-se [67] pela
expressao

-1 -1 32
Kp=Sy 'SF'SL 'Km

onde
Sy ¢é o factor de forma e, supondo o modelo e protéptipo semelhantes,

Sy=1

Fn
Sp=%_ éofactor de carga
P



71

hm bm em 2
Sy =+—=1—=— 6 o factor correspondente a escala das dimensdes
p “p °p
obtendo
Fp 32
Kp=—g.SL .Km (41)
m

que nos mostra que, na mecanica da fractura, a semelhanca é rigorosa e que
os resultados obtidos em laboratério sdo facilmente transportaveis para a
estrutura real.

A equacdo (4.1) mostra-nos que, para a mesma carga aplicada ao
modelo e protétipo e S[, < 1, o valor do factor de intensidade de tensdo no

protétipo é inferior ao do modelo.

4.3 - PRINCIPIOS GERAIS

Desde 1951 que Post [68] utilizou a fotoelasticidade para estudar a
concentracdo de tensdes junto a extremidade de uma fenda em modo I.

Well e Post estudaram, em seguida, a aplicagdo da fotoelasticidade ao
estudo da fissuragdo dinamica [69, 70].

Desde entdo, muitos foram os trabalhos apresentados para a
determinacdo do factor de intensidade de tensdo através da andlise
fotoelastica.

As franjas isocromaticas obtidas em modelo birrefringente fornecem

linhas de igual tensdo méaxima t_ , tal que, em problemas bidimensionais, se

obtem:
(2 tm)2= (Gl - 62)2= (Gx - Gy)2+ (2 txy)i 4.2)

e a partir da lei optico-mecanica de Haxwell, temos

Nf
2T = —e—o (43)

m

sendo
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N - a ordem da franja isocromética
fo - a constante fotoelastica do material
¢ - a espessura do modelo birrefringente

A configuragdo das isocromaticas na extremidade da fenda é diferente
para cada um dos modos de fractura [71], tendo sido idealizados varios
métodos de determinagdo de factores de intensidade de tensdes através da
andlise das franjas.

4.4. - DETERMINACAO DO FACTOR DE INTENSIDADE DE TENSAO EM
MODO I

Considerando as equagdes do tensor das tensdes definidas em (2.11),

ndo esquecendo a componente ¢ na direcgio da fenda, e, atendendo a

equacdo (4.2), obtemos a expressdo da tensdo de corte maxima Ty, em fungdo

de K] e 6, na estremidade da fenda:

2
K 2K;o 2
(2 tm)2= 21) sin2 6+ ——L—‘;—; sin 0. sin—3—29+00x (4.4)

2nr Qnr)’

4.4.1 - METODO DE IRWIN

Irwin [4,70] foi o primeiro a apresentar um método original para a
determinacdo do factor de intensidade da tensdo K] através da andlise das
franjas isocromaticas.

Para uma fenda solicitada em modo I, as isocromaticas sdo curvas que
se fecham sobre a extremidade da fenda, figura 4.2.

O raciocinio de Irwin é baseado nesta geometria particular dos
isocromaticas. Sobre o circulo de raio rm tangente a curva, existe um angulo
Om onde T, é maximo.
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Tn = const. —5 =0

g

=y

- Fig. 4.2 - Caracteristicas geométricas das franjas isocromaticas

Neste ponto , de coordenadas (rm, Om), temos entdo

ot

m

4.5
™ 4.5)

Temos entdo duas equagdes (4.4) e (4.5), que nos permitem determinar
KIe oox: |

2tg ——

[1+¢ 29 )2]-1/2. 1+ 4.6)

3tg 3tg9

m

-2 1 cos Gm

4.7)
1/2

cos —= (cos’ 0+ 2 sin 0.)
4

Note-se que a inclinagdo das franjas isocrométicas (8  #0) traduz a
existéncia da tensdo gpx na direc¢do da fenda (caso dum corpo solicitado em

trac¢do uniaxial). Para a tracgio biaxial (modelo de Westergaard) Gox € nula e

entdo o ponto de coordenadas (r,,,0 ) encontra-se sobre o eixo dos yy.
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Vimos ja que o factor de intensidade de tensdo em modo I é sempre

positivo, o que conduz a limitar o método ao intervalo 69,40 < 6y < 148,8,
figura 4.3.

K
21, V211,
1,14

1 [l 1 1 | 1 1 1 1 I 1 1 L ] 1 o
10 20 30 40 50 60 70 80 90 10 110 120 130 140 150 160 9

Fig. 4.3 - Variagdo do factor de intensidade de tensdes em fungdo de 6.

De referir, ainda, que o intervalo anteriormente indicado, para uma
maior precisio e segundo varios autores [74, 75, 76], deve ser mais reduzido.

4. 4. 2. - METODO DAS DIFERENCAS DE SCHROEDL E SMITH

Com o intuito de reduzir a complexidade da expressdao que exprime

Tm em funcdo de K] e 6gx, Schroedl e Smith [72] consideraram 6 =% (sobre o

eixo dos yy). Entdo a tensdo de corte maximo (4.4) transforma-se na
expressao:

2 K! Kio,, 2
@71, =——+——2+0,, (4.8)
2nr  (nr)
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Considerando a solugdo positiva de KJ, temos
112 2 2 12
Ki=(ur)  [(87,—0x) —Oox (4.9)

2 2
e considerando que 0,,<<87T_, obtemos

K= @' ?[12 2t -0, (4.10)

O método consiste em tomar a medida sobre duas franjas sucessivas i
e j e que conduz a determinagio de Ky e oox :

172 2T = (2T,) ;

i\ 1/2
- ()

K= (2nr) (4.11)

@t): (2) 0y,
G )

r.\ 172
"1

Oox=

(4.12)

4.43 - TECNICA DE EXTRAPOLACAO DE SCHROEDL E SMITH

Os autores do método anterior, propuseram um outro método [73]
utilizando também pontos, na direc¢do do eixo prependicular a fenda, sobre
as franjas isocromaéticas, mas tendo em conta medidas mais afastadas da
extremidade da fenda.

A tensio de corte maxima Ty é entdo expressa com a ajuda do
desenvolvimento em série:

SRS B (4.13)
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sendo B proporcional a tensdo oox.

Definindo um factor de intensidade de tensao aparente Kap

1/2
Kap = (81171') . 'Cm (415)

a expressao (4.13), vem

n+1/2

172 o
K=Ky +@m) "X By (4.16)

n=0

A partir de valores medidos sobre o eixo dos yy, Schroedl e Smith
representaram, num sistema de eixos coordenados, as variagdes de Kap em

12
fungdo de (i) / , figura 4.4.

Kap A .

s i — —— — —— v— — ——— ——- = — — - —

(r/a) 1/2

Fig. 4.4 - Determinagdo de K] a partir da variacdo de Kap-

Sobre esta curva aparecem trés regides distintas A, B e C.

- A zona A é a mais proxima da extremidade da fenda. A ndo
linearidade é explicada pela presenca duma pequena zona plastica
ou ainda pelas perturbagdes devidas a forma ou raio de curvatura na
extremidade da fenda.



77

- A regido C, a mais afastada da extremidade da fenda, é também uma
zona onde a curva é ndo linear. A série que exprime Kap ndo pode
ser truncada ao seu primeiro termo Bp. E necessario ter em conta os

termos de ordem superior em 2,

- A tnica regido linear é a B. Nesta zona de medidas Kap experime-se

K=K+ (8m) ' *B,r'”?

e temos entao

K= lim Kag (4.16)

r1/2—)0

As medidas fotoelasticas feitas na regido B permitem tracar uma recta
e deduzir o valor do factor de intensidade de tensdo K] por extrapolagdo

sobre o eixo (g) 1 =0.

Este método permite explicar a ndo linearidade na regido C e apresenta

L r o
a vantagem de definir o intervalo — (correspondente a regido B) onde os

resultados experimentais sdo utilizaveis.

A partir dos resultados obtidos pelos mesmos autores [72] para uma
fenda de comprimento a num modelo de largura b, a figura 4.5 mostra a

’ r
representagdo da regiéo% (geometria do modelo) em funcido do valor -

correspondente ao valor do limite superior da zona B.

A razio -f; é entdo utilizada entre 0,2 e 0,02.

Verifica-se ainda que este método se torna muito delicado para

extremidades da fenda préximas do bordo (% préximo de 1), pois o intervalo

de medida é muito delicado.
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r/a A
0 ////////.\s//f/?{\ Al

Fig. 4.5 - Limite superior da regido B

4.4.4. - METODO DOS TRES PARAMETROS

Com o intuito de descrever dum modo mais geral o estado de tensdo
na vizinhanga da extremidade da fenda, Etheridge e Dally [74], introduziram
um novo parametro Q', tendo a fungdo de tensdo a forma

Z=

1+ (2)] 4.17)

K
v 2nz

K
O termo V22 representa a singularidade na extremidade da fenda de
nz

comprimento 23 numa placa infinita e sujeita a tensdo biaxial. Para uma
determinagdo de K] mais precisa através de modelos fotoeldsticos com outras

geometrias e submetidas a outros tipos de carga foi entdo considerado o

termo Q'(g) ,que pretende ter em conta o efeito de fronteira junto a

extremidade da fenda. E ainda considerada a tensio

6, =o' K/ (2na) ' (4.18)
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que se acrescenta & componente da tensdo o6x (direcgdo paralela a fenda). Pode
actuar-se sobre a' de modo a ajustéd-lo ao campo de tensdes afastado da
extremidade da fenda para melhorar as condig¢des de fronteira.

Substituindo as equagdes (4.17) e (4.18) nas equagdes de estado de

tensdo (2.9.a) e estas na equagéo (4.2), obtem-se, atendendo a que z= re’:

2
2 K 2 5
Tm:zi-nlr sin’0 [1 - 29'(%) cos 0 + Q' (g) ]

-2 oc'(%) 12 sin Glsin % - Q'(%) sin %] + a'2 (i) } (4.19)

Da anilise desta equagdo, pode concluir-se que Tm pode considerar-se
independente do comprimento da fenda (r<<a) se considerarmos os
parametros de o e , tais que:

e a equagdo (4.19) vira:

2
T,=— | sin"0|1-2Qrcos@+Qr

8nr

Y . . 36 . 0 2
-2ar231n6(51n—2-—-9r51n-2—)+(xr (4.20)

Seguindo um raciocinio idéntico a Irwin (4.4.1.) para analise das
franjas isocromaticas, temos
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m
0=0

" (4.21)
T _

a6

Diferenciando a equagéo (4.20) e utilizando as equagdes (4.21), obtemos

2
sin@ . cos Gm(l = 2Qr; cos@ +Q r2
o (I‘m)l/2=

.3
m] +Qr,sin” 6

0 0 1 0
. m . m . m . m
cos O . sin —5— * 3 sin S cosT) -Qr |cosO . Sin—- + 5 sin 6 mCOS—5-

Considerando duas franjas isocromaticas, para as quais temos 6m1,
Om2, rm1 € rm2, que substituidos na equagio (4.22) nos conduzem a duas

equagdes, com a consequente eliminagdo de a, obtendo uma equagao cubica
em Q:

[a4la12rmlrr2n2 T~ 242211 T rrznl(rm2)l/2] Q’
+[(rml)1/2(a4l 222Tm1Tm2" 231 alzfzmz)

- (rm2)1/2(342311rm1fmz' aszazlfzml) ] o’
+ [(\rml)llz(a4la12rm1'a31322rm2)

(4.23)
1/2
- () (342311fm2'a32321fm1)] Q

+ [(rmz)m(aaz ay)- (rm1)1/2(331322)] =0

onde

ay;=sin@_..cosO .

: ) 2
ag;=sin@ .. (sin"8 ;-2cos" 0 )

36, 3 30 i
az;=cos 8 ;. sin 2""+;smemi.cos—2m-l

(4.22.
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6. 1 0
a4i=cosemi.sinﬂ+_cos%
2 2

sin@_;

com i = 1 para a isocromética mais larga e i = 2 para a isocromatica mais
pequena, figura 4.6.

]
[

i

2

i

Fig. 4.6 - Geometria caracteristica dum par de franjas isocromaticas na extremidade

de uma fenda.

As trés solugdes da equagdo (4.23), sdo entdo substituidas em (4.22),
obtendo trés pares de valores para a e Q que substituidos na equagdo (4.20)
nos da trés solugdes para KI.

Para eleger a solugdo correcta para o factor de intensidade de tensdo
ter-se-a que considerar:

e K] deve ser positivo, logo as raizes negativas de (4.20) sdo eliminadas.
ea<0se8 <90 ea>0scH >90

o Q5050 <145 € Q<0 5e 0, >145

e a=Q=0quando @ _,=6 _,=90°
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4.4.5 - METODO DAS DIFERENCAS DE BRADLEY E KOBAYASHI

Bradley e Kobayashi [75,76], modificaram a andlise de Irwin,
considerando que Gpx era proporcional a K[:

5K
Cor=—> com § = 0% (4.24)
(na)"/ c

sendo ¢ a tensdo remota na direcgdo prependicular & fenda. Substituindo
(4.24) em (4.4) temos:

2
.2 2r\ 172 .30 2rd
sin“@ + 29 (? . smG.smT + — (4.25)

_Ki
(2 Tm)z— 2nr

Diferenciando a equacgdo (4.25) em ordem a 8 e considerando a equagao
(4.5), obtem-se:

cos 0

-sin@ . m
( m) o 42

2

. m .
cos Gm.smT+§-sm Gm cos

que substituida em (4.25), conduz a:

-1/2

+ (2nr,) " @) 2 tg 2
- 1+ ( (4.27)
sin 0 31ig0 3tig0

que é uma equagio idéntica a (4.6) e para a qual o sinal positivo corresponde
a 69,40<6m <148,89.

Bradley e Kobayashi verificaram que para 6m préximo de 69,40 ou de
148,80 o valor de K] se afastava do seu valor. Nesta regido pequenos erros na
medigdo de Om produziram grandes erros na determinagao de KT.

Para minimizar estes erros consideraram medidas sobre duas franjas
(i, j) e aplicando a equagio (4.25) obtiveram

2 (2 Tm) i" @ty (4.28)

KI=(21trirj) 1/2 " J)I/Z
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com

2
.2 2r\ /2 | . 30 2rd
f(r0)=|sin 0+28(—a—) .sm65m7+—a—-

4.4.6 - COMPARACAO DOS METODOS

Todos os métodos analizados utilizam pontos de medida sobre as
franjas isocromaticas na vizinhanga da extremidade da fenda, o que torna a
leitura das medidas delicada.

Num estudo comparativo Etheridge e Dally [75] mostraram que estes
métodos sdo particularmente sensiveis a precisio dos valores das
coordenadas de cada ponto (rm, Om) figuras 4.7 e 4.8. Neste estudo
utilizaram uma placa com fenda central. Chegaram a conclusdo que o seu
método e o da extrapolagdo de Schroedl e Smith eram os que davam os
resultados mais precisos, comparados com os valores exactos para uma placa
com fenda central.

SCHRQEDLE
~—— E
SMITH

KOBAYASHI"
10

I
T

0.20 Arm7

r
rp=23,825mm

Fig. 4.7 - Comparagdo dos erros relativos em K| em fungdo do erro medido Arm
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%—Z + IRWIN
s 1 \ e BRAgLEY
. ] KOBAYASHI
— / —t—t—t—t—tt
-8 -6 -4 -2 4_0 2 4 6 8 Aem
-2 L S
+ 8p= 90,92°
s+

Fig. 4.8 - Comparagdo dos erros relativos em K| em fungio do erro medido A6,

A determinagdo do factor de intensidade de tensdo pelo método de
Irwin estd limitado ao intervalo 69,49<0m<148,8° e necessitando de

medidas muito precisas.

No método dos trés parametros a principal desvantagem ¢é a
necessidade dum calculo mais moroso, especialmente se Om<74° e

6m >134°-

4.5 - MODO MISTO

Quando a fenda é solicitada segundo as modos I e II simultidneamente,
o tensor das tensdes é igual, por aplicagdo do principio da sobreposigdo, a
soma dos tensores correspondentes a esses modos [77, 78].

A tensdo de corte mdxima Tm sera entdo:

2 2
(Klsine +2 K“cose) + (Kll sinO) ]

@) =
T) =—o
2nr

26 2
—2%_ sin g{Kl sin@ (1 + 2 cosO)+ K (1 +2 c0s°0 + cosf) | + c,, (4.29)

+ .
@) 1/2 2

Devido a complexidade desta equagdo ndo linear em K], K e 6ox,05
problemas da fractura em modo misto sdo os que tém sido menos abordados,
tendo sido utilizado os métodos fotoeldsticos s6 a partir da década de 70.
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4.5.1 - METODO DE SMITH D.G. E SMITH C.W.

Com este método determinam-se os factores de intensidade de tensao
K e KII , considerando 6ox = 0 [79]. As franjas isocrométicas tém o aspecto da

figura 4.9, fechando-se sobre a extremidade da fenda e inclinadas dum
angulo Om relativamente a direcgdo da fenda.

yﬂ

Fig. 4.9 - Caracteristicas geométricas das isocromdticas em modo misto
(K120, Kj1 20, 6ox =0)

Este método baseia-se no utilizado por Irwin para a determinagdo de
KI. A tensdo de corte é maxima no ponto de coordenadas ( rm, Om) onde a
sua derivada relativamente a O é nula. Entdo, a partir da equagio (4.29)

obtemos a equagdo quadréatica em If(u
I
Ky 2 K
(= II) : II) cotg 20,,— = =0 (4.30)

K .
Resolvendo esta equagdo em ordem a T(E para um determinado valor
I

de 8y e substituindo esses valores em (4.29), ndo considerando cox, obtemos
os valores de K[ e Kj[ . Devido a ndo inclusdo de Gpx, para se obter uma
melhor precisdo, repete-se o procedimento anterior, considerando outras
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franjas cada vez mais préximas da extremidade da fenda. Tragando a

1/2
variacdo de K] e K[ em funcdo de (g) ! , os valores dos factores de

. . < x . ~ . 172
intensidade de tensdo sdo obtidos por extrapolagdo sobre o eixo (g) = 0.

Esta técnica baseia-se no método ja analisado para a determinagdo de K, em
4.4.3.

A determinagdo do valor 8m com precisdo é em algumas zonas dificil

devido a inclinagdo das franjas isocromaticas.

. . - K e
A figura 4.10 mostra, como varia 6m em fungio de -K—H verificando-se
I

que este método é particularmente sensivel a precisio da consideragdo dos

Kn
K

valores de 6m para altos valores da razao

1
1]
0 20 40 60 80

5V

K
Fig. 4.10 - Variagdo da TH em fungdo O,
I

4.5.2. - METODO DE THEOCARIS E GDOUTOS -

A formulagio de Irwin para a determinagdo dos factores de
intensidade de tensdo s6 é valida na vizinhanga da extremidade da fenda.
Devido aos problemas aqui existentes, Theocaris e Gdoutos [80, 81]
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analizaram o campo de tensdes em pontos mais afastados da extremidade da
fenda e através de leis de extrapolagdo obtém os pardmetros caracterfisticos do
campo de tensdes junto a extremidade da fenda.

Os autores construiram diagramas, para diferentes valores de

inclinagdo da fenda B, onde estabeleceram a relagdo (t_,, /7 onde Tméax

max’/’

representa a tensdo singular de corte méxima e 7,4 a tensdo exacta, em
funcdo de r/a , para diferentes valores de 6 . As figuras 4.11 (a) e (b)
exemplificam esses diagramas para uma fenda inclinada a 45°.

Tmax

Tmax ‘!
70

“ 1.

«35 4

«30

Fig. 4.11 - Variagdo da razdo (T4, / T4, em funcdoder/a.

(a) Junto A extremidade da fenda
(b) Afastado da extremidade da fenda

Entdo, para determinar os factores de intensidade de tensdo Ky e K,

seguir-se-ao 0s seguintes passos:
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1.- Determinagdo de N1 e N2 da ordem da franja em dois pontos A

(r1 ,91) e B(r2, 67) fora da zona nio linear da extremidade da
fenda.

2.- A partir do conhecimento de N1 e N2 calculam-se as tensdes de

corte maximo exactas (ndo singulares) (T;5)1 € (5,2 , sendo estes
valores extrapolados, através de dbacos idénticos aos da figura 4.11,
para encontrar os valores singulares da tensdes de corte maximo
(Tmax )1 e (T'max)2 correspondentes a outros dois pontos
A' (r'7 ,0'1) e B' (r'2,0'2) muito préximos da extremidade da
fenda.

3.- Considerando agora estes dois pontos A' e B' e aplicando a
equagdo (4.29) com Gox = 0, determinam-se K] e KJJ.

4.5.3. - METODO DOS TRES PONTOS

Os dois métodos anteriores ndo consideram a presenga da tensdo nio
singular cox . Tendo em atengdo esta tensdo verifica-se que a simetria das
franjas isocrométicas deixa de existir, ndo se fechando na extremidade da
fenda, mas indo intersectar a direcgdo da fenda, figura 4.12.

8

Fig. 4.12 - Geometria das franjas isocrométicas em modo misto.

O método de calculo consiste em utilizar eixos particulares [82] que
vao simplificar a equagio (4.29), que exprime tm em fungio de K|, KJI e Gox.
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Assim, para 6 = &, obtem-se a equagdo linear:

Nf 2K
(—e‘f) =Qt)=t% [ I;/z + oox] (4.31)

(2mr)

Considerando duas franjas de ordens N1 e N2 que intersectam a
direccdo da fenda 6 = & a distancia ry e r, respectivamente, obtemos:

f 172 (r rz)ll2
Kin=(3) (%) —”52-(—2)m (N, -Ny) (4.32)

que substituida na equagdo (4.31) permite determinar Gox

. . Lo . n
Considerando, agora, um ponto duma isocromatica sobre o eixo 0=—
2

e aplicando a equagdo (4.29), temos a relagdo:

Nf 2 2
= (4.33)

que nos permite determinar K.

4.5.4. - METODO ITERATIVO DE SANFORD E DALLY

Dally e Sanford [82] consideraram cerca de 20 pontos distribuidos
arbitrdriamente sobre as franjas isocromaticas, localizadas junto a
extremidade da fenda, obtendo assim um sistema de Q equagdes nao
lineares (Q pontos de medida) a trés incégnitas (KT, K| e Gox), aplicando a
equagéo (4.29):

fq(KI, Kip Gop T'q Oy Nq) 2, [(Klsme + 2Kﬂcoseq) (KH smeq) ]

20 0
_‘”‘_sinT“[Klsineq(l+200$9q)+Kn( 1+2cos 9q+coseq)]

on q)1/2
2 N fq2
+o°x—(

comq=1,2,3,..,Q

=0 (4.34)

Considerando o desenvolvimento em série de Taylor das equagdes
(4.34), obtemos a igualdade:
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[f] = [a] [AK] (4.35)

onde as matrizes sdo definidas por:

¢ of, df; of,
! aKl 8KH aGOX
of, of, of
f2 3 2 3 : P 2 -
K; 0Ky do
[f] = [a] = 1o o [AK] = | AK,,
. . . . Ao ox
aKI BKH acox

A equagdo (4.35) é resolvida através do método iterativo de Newton -

Raphson, associado com o processo de minimizagdo dos minimos quadrados
(83].

4.5.5. - COMPARACAO DOS METODOS

Todos os métodos para a determinagdo dos factores de intensidade de
tensdo em modo misto aqui apresentados, ou ndo consideram o efeito da
tensdo ndo singular Gox, ou sdo aplicados considerando a anélise de pontos

sobre as franjas isocromaticas muito préximo da extremidade da fenda,

. r
normalmente r/a<0,2 , considerando-se mesmo que para 0’05<5<0’1 0

efeito Ggx é muito reduzido [80].

Assim, os dois primeiros métodos determinam KJ e KJI considerando
a tensdo remota oox = 0. O primeiro e terceiro métodos previlegiam as
medidas fotoelasticas sobre os eixos particulares, necessitando, portanto, de
grande precisio nas medidas de 0 er e consequentemente, da posi¢do do
sistema de eixos relativamente a direcgdo da fenda.

A originalidade do método de Sanford e Dally ¢, contrariamente aos

outros métodos, de nao previlegiar certos pontos de medida sobre as franjas
isocromaticas e considerar o efeito da tensdo ndo singular Gox. A

consideragio de varios pontos junto a extremidade da fenda, permite
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minimizar os erros das medidas das coordenadas (r, ) por efeito de média,

através do método dos minimos quadrados [83]. Este método iterativo,
~ parace ser, pelo seu caracter geral, o que melhor se adapta a determinacio,
fotoelastica dos factores de intensidade de tensido, em modo misto, na
vizinhanga da extremidade da fenda.
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5- DETERMINACAO DOS FACTORES DE INTENSIDADE DE
TENSAO EM MODO I E MODO MISTO ATRAVES DE
MEDIDAS FOTOELASTICAS AFASTADAS DA EXTREMI-
DADE DA FENDA

5.1 - INTRODUCAO

Como se viu anteriormente, os métodos fotoeldsticos para a
determinacdo dos factores de intensidade de tensdo, requerem medidas
muito préximas da extremidade da fenda (r/a < 0.2 para o modo I). No
entanto estas medidas sdo muito delicadas nessa zona, ndo s6 devido a
existéncia duma pequena zona plastica que conduz a nio linearidade 6éptica,
mas também a triaxialidade do campo de tensdes na extremidade da fenda,
levando-nos a uma determinagdo imprecisa dos factores de intensidade de
tensdes.

Com o intuito de resolver estas dificuldades, vamos desenvolver um
método geral que permite, a partir de informagdes fotoelasticas mais
afastadas da extremidade da fenda, obter os valores dos factores K] e KJ. Este
processo baseia-se na expansdo das componentes do tensor das tensdes em
séries finitas, cujos primeiros termos sdo proporcionais aos factores de
intensidade de tensdo introduzidos por Irwin. A partir dos valores
arbitrdriamente recolhidos do espectro isocromético, obtemos um sistema
rectangular de equag¢des ndo lineares que é resolvido numéricamente,
associando o método iterativo de Newton - Raphson e o principio de
minimiza¢do dos minimos quadrados.

Este método vai ser aplicado a determinagido do factor de intensidade
de tensdo em modo I e em modo misto, sendo estes resultados comparados
com os valores determinados por alguns dos processos do capitulo anterior e
com a solugdo semi-analitica.
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5.2 - PERTURBACOES NA EXTREMIDADE DA FENDA

As técnicas fotoeldsticas utilizadas na determinagdo dos factores de
intensidade de tensdo, analizadas anteriormente, necessitam das medidas de
r e @ muito préximas da extremidade da fenda. No entanto, nesta zona,
varias situagdes podem prejudicar a precisio dessas medidas e,
consequentemente, conduzir a imprecisdes na determinagido de KJ e KII.

5§.2.1 - GEOMETRIA DA EXTREMIDADE DA FENDA

Na maior parte dos trabalhos fotoeldsticos as fendas sdo feitas
artificialmente, simulando a fenda real. Conforme estudo realizado por
vérios autores [73, 84] a geometria da extremidade da fenda tem uma grande
influéncia sobre o campo de tensdes nessa zona. Entre as varias formas
analizadas destacamos a fenda de extremidade eliptica de comprimento 2a,
representada na figura 5.1, e onde se representa a variagdo de Kap em fungao
de (r/a)1/2 para diferentes razdes p/a para um corpo suposto perfeitamente
elastico, sendo p o raio de curvatura da extremidade da fenda.

Kap/dm

A
. s] pla=0,001
pfa = 0,01

(x/a) 1f2

0] 0,1 0,2 0,3 0, b

Fig. 5.1 - Influéncia do raio de curvatura p na variagdo de Kap.
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Como se pode verificar, para uma fenda infinitamente aguda (p = 0),
Kap é uma fungio linear em rl/2, Quanto maior é o raio de curvatura, mais
necessario é afastar-mo-nos da extremidade da fenda para obtermos a
sobreposicdo das curvas com a recta p = 0. Isto significa que para uma fenda
artificial (p # 0) as medidas efectuadas muito préximas da extremidade da
fenda nos conduzem a uma deteminacio errada do factor de intensidade de
tensao.

5.2.2 - SINGULARIDADE DAS TENSOES

A alta concentracdo de tensdes junto a extremidade da fenda faz com
que exista uma grande densidade de franjas isocromaticas nessa zona, o que
torna a sua distingdo as vezes dificil. Por outro lado a pequena zona plastica
existente na vizinhanca da extremidade da fenda conduz a nio linearidade
6ptico-mecanica.

5.2.3 - LOCALIZACAO DA EXTREMIDADE DA FENDA

Para posicionarmos o sistema de eixos relativamente aos quais se véo
efectuar as medidas é necessario localizar a ponta da fenda com precisédo, o
que é muitas vezes dificil, ocasionando uma certa imprecisdo nos valores de

ref.

5.2.4 - CONCLUSAO

A partir das consideragdes feitas anteriormente, conclui-se que a
anélise de tensdes pela fotoelasticidade para a solugdo de problemas com
fendas, terd que ser feito com muito cuidado, para que os erros das medidas
na extremidade da fenda sejam minimizados. Atendendo aos
conhecimentos que temos até este momento, duas possibilidades se nos
oferecem:

- fazer medidas muito préximas da extremidade da fenda e,
portanto, obtermos valores errados ou imprecisos
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- ou entdo, recolher informagdes afastadas, da ponta da fenda e
aplicar a formulagdo de Irwin e que é também incompleto.

Para ultrapassar estas dificuldades, vamos desenvolver um método
que permite a determinagdo dos factores de intensidade de tensdo Kje Kj1 a

partir de medidas mais afastadas da extremidade da fenda, para que
possamos evitar as perturbagdes que descrevemos anteriormente.

5.3 - TEORIA DO METODO

As relacdes de Irwin, que pdem em evidéncia a existéncia duma
singularidade de tensdes na ponta da fenda, ndo sdo aplicdveis a partir do
momento que nos afastamos da sua extremidade. E entdo necessario, para
aplicarmos 0 novo método, que reformulemos as equagdes que exprimem o
estado mecanico dos corpos com fendas.

53.1 - MODO I

Vimos no Cap. 2 que para uma placa infinita contendo uma fenda
central de comprimento 2a e solicitada em modo I a condigdo de simetria

Tyy = 0 emy=0

é satisfeita se as fungdes holomérficas @ (z) e y (z) sdo tais que:

x I [0 (@] +1n [v'(d] =0 emy=0 (5.1)

Reexaminando as fun¢des de Westergaard, Sanford [85] mostrou que a
igualdade (5.1) é verificada pela fungio complexa 1 (z) definida por:

nig =z d"@ + y'(2) (5.2)
e atendendo a simetria, temos:

Iy [nf2] = 0 emy =0 (5.3)

Substituindo a equagdo (5.2) na segunda das equagdes (2.13), obtemos:
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o, - O, + 2iT,, = 2[z-4 @"(2) + n (2 (5.4)
e

6. = 2R, [0 @] -2y I,[®" @] - R, [n (zj]

o, = 2R [®' (] + 2y1, [®"(@)] + R, [n(z] (5.5)

T,y = -2yR.[@"(@] + I, [n(2]
Considerando
20'(2 = Z(z-n(2) (5.6)
as equagdes (5.5) das componentes do tensor das tensdes vem:
Or= Re[Z (2] - yIn 2] +y1n[n'(d] - 2R [nie]

0, = R [Z{2] + y1n [2'(]) - ¥ I [’ (2] 5.7)

Ty = -YR[Z'(@] + yR. [n' (@] + I [n(2]

De salientar que esta formulagdo é mais geral do que as encontradas
no pardgrafo 2.5.2.1, transformando-se nas equagdes de Westergaard e de
Irwin se 1 (z) = 0 e (2) = A = Ggx respectivamente.

5.3.1.1 - Eexpressio da Funcgdo Complexa Z (z)

Na zona onde vamos considerar as medidas de r e 8, sendo mais
afastada da extremidade da fenda, a singularidade das tensdes ja ndo ¢é
suficientemente preponderante, e portanto, o estado de tensdo ja ndo pode
ser descrito por um sé parametro Kj. Por esta razdo, para uma placa com
fenda e com a origem das coordenadas na extremidade da fenda, a fungéo
Z (z) é representada através do desenvolvimento em série da forma:

comne IN (5.8)

DI =

N=1
Z(g = 2 An_ e
n=0 -

N | —

sendo Ap proporcional ao factor de intensidade de tensao Kp:
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(5.9

5.3.1.2 - Expressio da Funcio n (z)

A tensdo de corte médxima tm em fungdo das componentes das tensdes
é, como se sabe, dado por:

2

2 |o.-0 2
=[xy
‘Cm—( 5 )+tx)

e atendendo as expressdes das tensdes (5.7):
2 t 1 2
T = (- yIn (2 + yIa[n'] - Re[nEe]

2
+ ( YR, [2'(] + yR. [n'(2)] + I [ IZD]) (5.10)
Sabendo que n (z) deve verificar:
In [n (z}] =0 paray =0
entdo sobre o eixo na direc¢do da fenda (y = 0) a expresséo (5.10) vira:

Th =

R, [0 (Z)]| (5.11)

Considerando a formulagio de Irwin (2 n (z) = oox), ter-se-a:

T = <;'OX

m = =5 = const. emy=o0 (5.12)

o que s6 é verdade para fendas cuja extremidade esteja suficientemente
afastada do bordo livre do modelo.

Assim, se a fenda se aproxima do bordo livre da placa fotoelastica, as
franjas isocrométicas tomam o aspecto da figura 5.2 (consideramos neste
exemplo a/b = 0.49, onde a e b sdo respectivamente o comprimento da fenda
e a largura do modelo fotoelastico).
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Nota-se que existe simetria das franjas isocromaticas relativamente ao
eixo da fenda, mas algumas franjas ndo se fecham sobre a extremidade da
mesma, intersectando o seu eixo perto do bordo livre, o que faz com que a

ordem das franjas nio seja constante no prolongamento da fenda e,
consequentemente, a igualdade (5.12) ndo é verificada.

Portanto a expressdo 2 1 (z) = 6gx, que permite a formulagdo de Irwin,

nio pode ser considerada quando a extremidade da fenda estd proxima dum
bordo livre.

Entdo a fungio m (z) devera representar o estado de tensdo mais geral.
Assim, Sanford [85] deduziu a sua expressdo, considerando-a representada
por um desenvolvimento em série, da forma:

P.1
nig = Cp 2’ com p € IN (5.13)
p=o

que satisfaz a condigdo de simetria Im [n ()] = 0 no eixo y = 0, qualquer que
seja 0 expoente p e, o primeiro termo Cq é proporcional a Gpx:

Co= -2 (5.14)
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Logo sobre o eixo y = 0:

Th =

PE,! .
20 Cp x (5.15)
p =

Portanto, a formulagdo de n (z) sob a forma dum desenvolvimento
limitado permite uma melhor representagio da configuragio das franjas
isocromaticas traduzida pela variacio da ordem das franjas no

[§

prolongamento da fenda.

5.3.1.3. - Expressio do Estado de Tensdo

As expressdes das componentes do tensor das tensdes num ponto
de coordenadas (r, 0), considerando um sistema de eixos na
extremidade da fenda, obtidas a partir das expressdes Z (z) e n (2)
definidas em (5.8) e (5.13) respectivamente e considerando a férmula de
Moivre zp =zp (cos n 0 + i sin n 0) serdo:

.= D Anr"'l/2 11 cos (n—l/z)e-siné) sin(n-%)e

n=o n-—

P-1
+ z Cp rp[p.sine.sin(p-l) 6-2cosp6]
p=0

N-1
o, = Y, Anr"'l/2 L cos (n-l/?_)e + sin 0 . sin (n-%)e
n=0

(5.16)

P-1
+ 2 Cp r’ [-p. sin 0. sin (p - 1)6]
p=0

N-1
Ty = E’o A, r"'%[-sine. cos (n-3/2) 9]

+ ) Cprp [p. sin®.cos [p-1) 6 + sinpO]
P

—

1]
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De notar que, se considerarmos o primeiro termo (n =0 e p = 0) destes
desenvolvimentos encontramos a formulacdo de Irwin.

53.2 - MODO II
Vimos ja em (2.24) que para o modo II:

o, =21,[Z{d] + yR. [2'(Z]

X

Il

o, = -yR, [Z'(7] (5.17)

txy = Re [Z(Z)] - yIm [Z'(Z)]

sendo Z (z) a fungdo de varidvel complexa.

5.3.2.1 - Expressio de Z (z)

As consideragdes feitas para o modo I sdo aqui vélidas também.
Assim, para que o método possa utilizar medidas mais afastadas da
extremidade da fenda é necessério que a fungdo de tensdo Z (z) seja escrita
sob a forma dum desenvolvimento em série:

_ M-1 B, m‘lz
Z@ = 3, —rz (5.18)
m=0 m-—

e onde o primeiro termo B, é proporcional ao factor de intensidade de

tensio em modo II:

K
B =.-.—0L

° 242 =

(5.19)

5.3.2.2 - Expressio do Estado de Tensao

Dum modo analogo ao estabelecido para o modo I, considerando a
férmula de Moivre num ponto de coordenadas (r, 8) dum sistema de eixos
com origem na extremidade da fenda, as tensdes serdo:

M-1
o, = 20 erm'l/2 21 . sin (m-l/z) 0 + sin9.cos(m-3/2) 0
m= m-—
2
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Gy = erm- 1/2 [- sin B . cos (m- 3/2) 6] (5.20)
m=0
M-1

Ty = erm'l/2 - cos (m-l/z)e-sine.sin (m-%)e
m=0 m-—

2

Considerando s6 o primeiro termo destes desenvolvimentos
encontramos as relagdes de Irwin.

5.3.3 - MODO MISTO

Dum modo geral, podemos referir que a maioria dos casos praticos
bidimensionais nio sdo solicitados individualmente em modo I ou em
modo II, mas sim dum modo misto, onde é necessario determinar Kj e Kjr.

Assim, consideremos uma placa com fenda central de comprimento
2a, com uma inclina¢io P relativamente a direcgdo da solicitagdo uniaxial g,
como mostra a figura 5.3.

——] —— - 4— -

et}

RN

Fig. 5.3 - Fenda solicitada em modo misto
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O estado de tensdo pode ser exprimido como sendo a sobreposigdo dos
modos fundamentais, os modos I e II, obtendo as seguintes expressdes das

tensdes para um modo misto de solicitagdo:

()

1
. -sinB.cosP + c.cos2PB

6,=0 .sin2B+o

X X
m 5 @

G, =0, .sin B+ o, .sinB. cosP (5.21)
m o

Txy = Txy - SiD B+ Tey- sinB. cos B

onde os indices (1) e (2) se referem aos modos I e II respectivamente.

A complexidade das equagdes (5.21) é normalmente simplificada por
muitos autores através da consideragdo de pontos muito préximos da

extremidade da fenda, e entdo, as func¢des de tensdo serdo:

7z

Z(l) (2= K; (2 T z)-

1
72?2 = kg (272) Z (5.22)
m o,
n (z) = 2

encontando-se a formulagio de Irwin, s6 valida na vizinhanca da

extremidade da fenda:

.1
K, (21tr) /2 cosg— (l-sin% . sin %)

Q
1l

.1
KH(21tr) /2 sin%(Z + cosg—. cos ¥)+ G,, - CosP

Q
I

1
K1(2nr) /2 cos%(l + sin%. sin %9_)

30 (5.23)

.1
+KH(21tr) 2, sini. €oS 5 . COS ——
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A e ) 39
) . sin = . cos cos

T (21tr 5 - -5

Xy

1
+ KH(2nr) /2 cos%(l-sin % sin %Q—)

e os factores de intensidade de tensio terio a forma

KI YI Ta. Sil’l2 B
(5.24)

Ky=Ygp.0. ¥ma.sinP.cosP

onde Y7 e Yj sdo os factores de forma para os modos I e II respectivamente.

5.3.4 - RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

A determinacdo dos factores de intensidade de tensdo, considerando
medidas mais afastadas da extremidade da fenda, serd feita através da
utilizacdo do desenvolvimento em série das fungdes complexas Z (z) e ) (z)
ja analizadas.

A equagdo que define a tensdo de corte mdxima Ty, pode escrever-se
sob a forma:

o) ol <o

onde T, é definida pela lei éptico - mecanica de Maxwell.

O método de anilise do espectro isocromatico que vamos utilizar
baseia-se na utilizagio de Q pontos de medida arbitrariamente repartidos
sobre as franjas isocromaéticas, idéntico ao considerado por Sanford e Dally
[80] na vizinhancga da extremidade da fenda.

Para o nosso estudo (determinacio do factor de intensidade de tensdo
em modo I e modo misto) temos, entdo, de resolver um sistema rectangular
de Q equagdes ndo lineares (que correspondem a Q pontos de medida) a (N +
M + P) incégnitas:
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2 2 2
fq = Dq + Tq - tm =0 comq= 1’ 2, - Q (525)
Q>N+M+P

e onde:

[§

e pelo principio da sobreposigdo, a partir das equagdes (5.16) e (5.20) obtemos:

N-1 n_»é . - 3
D, = - Z‘o Ay g [smeq. sin (n- /2) 94

sin (m- 1/2) 6q+ sin Bq. cos (m-%) Gq

M-1 1
+ z B, r:1 /2
m=0 m_i
P-1 2
+ Cprg sin ﬁ.[p.sineq.sin(p-l) 6, - cos pOJ
p=0

e
N-1 1
Ty = - OAnr:'/z[sineq.cos (n-%) 64
n=
M- 1 1
+ B, r /2 L cos (m-l/z) 8, - sin 0. sin (m-%) 0,
m=0 4 m-%

P-1
p .2 . .
+ 20 Cprq. sin” B [p. smeq .cos(p-1) B, + sin peq]
p:
O sistema (5.25) s6 pode ser resolvido através dum processo numérico.
O algoritmo de célculo que vamos empregar associa 0 método iterativo de

Newton-Raphson ao processo de minimizagdo do tipo dos minimos

quadrados [83].
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5.3.4.1 - Método de Newton-Raphson
O sistema (5.25) pode escrever-se sob a forma |
fq Xp=0 comq=12,..Q (5.26)
1=1,2,..,N+M+P)=L
Q>L
onde X sdo as incognitas An, Bm e Cp.

O principio do método consiste em atribuir valores arbitrarios as
incégnitas, obtendo-se entdo fq Xp #0.

Para corrigir os valores das incgnitas as fungdes fq (X)) sdo
desenvolvidas em série de Taylor:

L (of
(fqki + 1 ={fq ) + 121 (a_qui (AX) (5.27)

onde A X sdo as correc¢des sobre os valores anteriormente arbitrados e o
indice i corresponde a iteragdo de ordem i.

Obtemos entdo o seguinte sistema matricial, que satisfaz (fg)j + 1 = 0:
[f]=[a][4X] (5.28)

Os coeficientes da matriz rectangular [a] sdo as derivadas parciais das
fungdes fq (X)) relativamente a cada uma das incégnitas.

5.3.4.2 - Minimizagio pelo Método dos Minimos Quadrados

Para obtermos um sistema quadrado multiplicamos & esquerda ambos
os membros do sistema (5.28) pela transposta da matriz [a]:

[a]".(f]=[a]".[2] [AX]
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e considerando:

[b]=[a]".[f]
[c]=[a]".[a]

onde [c] é uma matriz quadrada N+ M + P, N + M + P).

Obtemos entio:

[AX]=[c]'[b] (5.29)

e as incognitas sdo entdo dadas por:

Xk = Xi)p + A%y (5.30)

A convergéncia da solugdo é relativamente rapida, requerendo poucas
iteragdes para obter um erro relativo sobre os factores de intensidade de
tensdo, que dum modo geral, sdo inferiores a 1% entre duas iteragdes
sucessivas.

5.3.4.3 - Conclusao

Para obtermos a melhor solugido para as nossas incognitas, seguir-se-do
entdo os seguintes passos:

a) Arbitrar inicialmente valores para as incégnitas X)

b)  Definir os elementos das matrizes [f] e [a] para cada conjunto de
pontos considerados sobre as franjas isocromaticas.

()] Determinagédo das correcgdes [A X] a partir de (5.29)
d) Recalcular os valores das incégnitas através das equagdes (5.30)
e) Repetir os passos b), c) e d) até que [A X] se torné aceitavel.

No Apéndice 1 encontra-se o programa, desenvolvido em linguagem
BASIC, para a resolugdo deste sistema de equagdes, que corre muito
rapidamente no computador Hewlett Packard Vectra QS 20 e que se
designou por "Programa FIT I + II".



107

5.4 - ANALISE EXPERIMENTAL

O método atrés descrito foi aplicado ao estudo de fendas solicitadas em
modo I e modo misto.

Para a determinagdo dos factores de intensidade de tensdo foi
utilizado, como material fotoeldstico, uma resina de poliester insaturada, a
resina Crystic 272, desenvolvida no Departamento de Engenharia Mecanica
da FEUP [86] e para a qual foi determinada a constante fotoelastica,
submetendo um provete a tracgdo, tendo-se encontrado:

fg= 15,2 107> « MN « (franja * m) '

5.4.1 - EQUIPAMENTO

A anélise fotoelastica foi feita com um polariscépio de transmissado, da
série 060 da Photoelastic Inc., figura 5.4.

Fig. 5.4 - Equipamento fotoelastico
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Devido a necessidade de obtermos um grande ntimero de medidas
numa determinada zona foi utilizado um método de multiplicagdo de
franjas que se encontra sintéticamente descrito no Apéndice 2 e que utiliza
um sistema de luz de raios paralelos, figura 5.5.

AN

: : .Y

Fig. 5.5 - Equipamento fotoeldstico

O esforco de traccdo a que foram submetidos os provetes foi analizado
por uma célula de carga ligada a um indicador de deformacgido, o Digital
Strain Indicator P-3500 da Vishay. Feita a calibragdo desta célula obtivemos a
correspondéncia:

1Kg = 66pe

Além desta aparelhagem foi ainda utilizada uma camara fotogréfica
para registo das imagens fotoeldsticas, bem como uma camara de video e um
computador que permitiu uma melhor visualizagdo das isocromaticas
utilizando o programa Zoom [87].
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5.4.2 - DETERMINACAO DO FACTOR DE INTENSIDADE DE TENSAO EM
MODO I

5.4.2.1 - Tipo de Provetes Utilizados

Todos os provetes foram obtidos a partir de placas de espessura
e = 3,85mm por maquinagem numa fresadora de eixo vertical, sendo a sua
largura b = 50mm e o comprimento h = 110mm, figura 5.6.

\
J_ ~
3 |

psa—
P —
e a—

Fig. 5.6 - Geometria dos provetes A1 e A2

Para o estudo deste modo de carregamento consideramos dois tipos de
modelos A1 e Az com razdes a/b diferentes (0,25 e 0,49 respectivamente).

Para se obterem as fendas, comegou por se executar um entalhe
perpendicular ao bordo livre do provete (de 10mm para o provete Aj e
22,5mm para Aj) utilizando uma serra de disco de Imm de espessura e com
a superficie de corte afiada, formando um éangulo de 60°, montada numa
fresadora universal. Seguidamente foi colocada uma lamina de barbear na
extremidade do entalhe e sujeita a um pequeno impacto capaz de originar
uma fenda natural. Para garantir uma direcgdo da fenda perpendicular ao
bordo do provete foram utilizadas duas placas metdlicas apertadas por
grampos ao provete para guiar a lamina. Para os casos analizados obtivemos
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uma extensio da fenda de 2,5mm e 2,0mm e consequentemente os
comprimentos das fendas para os provetes A1 e A2 foram a =12,5mme
a = 24,5mm respectivamente.

§.4.2.2 - Resultados

Numa primeira anélise das franjas isocrométicas verifica-se que para
o modelo A (a/b = 0,25), elas correspondem a curvas que se fecham todas na
extremidade da fenda, pelo facto dessa extremidade estar relativamente
afastada do bordo livre, como mostra a figura 5.7.

G N ORI~ gl

B .'"'\! FEL EIEC A |

Fig. 5.7. - Franjas isocromadticas para o provete A1

No provete Az (a/b = 0,49), figura 5.8, verifica-se que algumas franjas
isocromaticas nio se fecham sobre a extremidade da fenda, mas intersectam
a direcgdo da fenda perto do bordo livre, devido a maior proximidade da
extremidade da fissura da superficie livre.

O factor de intensidade de tensdo K| foi determinado para estes
provetes aplicando alguns métodos que utilizam medidas muito préximas
da extremidade da fenda, o processo analitico, e a seguir aplicando o nosso
método, considerando medidas mais afastadas.
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Fig. 5.8 - Franjas isocromdticas para o provete A2

5.4.2.2.1 - Método das Diferencas de Schroedl ¢ Smith

Como se referiu ja no capitulo 4 as medidas utilizadas para este
método sdo bastante delicadas, sendo a sua precisio um tanto duvidosa. Os
valores que se conseguiram mais préximos da extremidade da fenda, para o
angulo 6 = 90°, encontram-se no Quadro I, bem como os valores de K
calculados a partir da expressdo (4.11), para os dois tipos de provetes

analizados.
QUADRO I
PROVETES ORDEM RAIO 2MTm K1
-1/2 3/2
(m) (MN*m ) (MN+*m )
1,00+10°3 451
Al 8/7 5 025
1 1,48+103 395
9 0,99+10°3 5,08
A2 7 o 0,34
8/7 1,31+103 4,51
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5.4.2.2.2 - Técnica de Extrapolacdo de Schroedl ¢ Smith

Este método necessita também de medidas sobre um eixo priveligiado,
8 = 90°, perpendicular a direc¢do da fenda. As medidas para o provete A
foram efectuadas considerando r/a <0,12 e para o provete Az como o

QUADRO II
PROVETES| ORDEM | RAIO | (/2)1/2 Tm Kap K
(m) (MN+m2) | MN*m-3/2) | (MN+m3/2)
8/7 1,00¢103 0,28 2,26 0,36
Al 15/14 | 1,22:103 0,31 2,11 0,37 0,26
1 1,48+103 0,34 197 0,38
9/7 0,99+103 0,20 2,54 0,40
A2 8/7 131+103 023 2,26 0,41 035
1 1,79+103 0,27 197 0,42

2

dominio ttil de medidas é mais limitado, considerdmos r/a < 0,1. No
Quadro II encontram-se representados esses valores, 0os quais nos permitem

Kap A
0,404
0 35-':
o,ao_:
P o K1 = 0,26 MN m-2
0,257
X 1/2
(r/a)
1 | 1 1 —

0,1 0,2 0y 3 0yt

Fig. 5.9 - Determinacdo de K] a partir das variagbes de Kap para o provete A1
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representar as variagdes do factor de intensidade de tensdo aparente Kap
determinado pela expressao (4.14) em fungdo de (r/a)!/2 e consequentemente
determinar K] pela extrapolagao linear, como se pode analizar nas figuras 5.9
e 5.10.

Kap &
o,uo-:
0,35+
0301
0,25-:

1/2

\ (/)
1 1 . 1 —
0,1 0,2 0,3 9, 6

Fig. 5.10 - Determinagao de K] a partir das variagoes de Kap para o provete A2

Como facilmente se depreende, para obtermos uma boa precisdo
relativa com este método, é necessario termos um numero de franjas

bastante denso, para obtermos um grande niimero de medidas, de modo a
que a parte linear da curva representativa de Kap possa ser bem definida.

5.4.2.2.3 - Método Analitico

Atendendo a que o factor de intensidade de tensdes é dada pela
expressao:
1
K = Yo (n a)/2 (5.31)
basta-nos determinar o factor de forma Y, para o qual existem vairias
férmulas analiticas em fun¢do da razio a/b. Assim considerando:
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3

1/10.752 + 2,02 (a/b) +0,37 (1 - sin f—a)
v=22 g B2 il 32
ma  2b Ta (5:32)
cos —
2b
obtemos os valores indicados no Quadro III
QUADRO III
PROVETES a/b Y o (na)1/2 KI
(MN*m-2) (ml/2) (MN+m=3/2)
Al 0,25 1,49 0,93 0,20 0,28
A2 0,49 2,74 043 0,28 0,33

Os valores obtidos para K| por esta expressdo, correspondem a uma

precisdo de 0,5% [9] para qualquer valor de a/b.

5.4.2.2.4 - Aplicacdo do M¢étodo Proposto

Para cada um dos modelos analizados A1 e A2 consideramos 40 pontos
arbitrdrios sobre as franjas isocrométicas, cujas coordenadas foram colocadas
em “ficheiro de pontos" no programa FIT I + II. Para o provete Aj, as
medidas foram efectuadas no interior de um disco de raio r/a = 0,4, logo,
com um afastamento da extremidade da fenda de cerca de trés vezes superior
as medidas consideradas pelos outros métodos de determinagdo de Ky. Para o
provete Aj consideraram-se medidas que atingiram o dobro das consideradas
pelos métodos que utilizam medidas muito préximas da extremidade da
fenda.

Correndo o programa e considerando os valores arbitrados
inicialmente para as inc6gnitas Ap e Cp, existentes também em ficheiro no
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programa, obtivemos para cada um dos sete termos considerados na
expressdo do estado de tensdo os seguintes valores das incégnitas Ag:

NUMERO DE TERMOS
PROVETES] 1 2 3 4 5 6 7
VALORES Al 0068 | 006a | 0058 | 0059 | 0055 | -0054 | 0055
de Ag
MNem3/2) A2 0067 | 0063 | 0064 | 0066 | 0067 | 0066 | 0,066

Considerando (5.9) e atendendo a expressdo (5.31) podemos tragar os

graficos das figuras 5.11 e 5.12, que nos mostram a influéncia, sobre o factor
de forma Y, do ntiimero de termos que se tomam no desenvolvimento em
série do tensor das tensdes.

. Numero

Fig. 5.11 - Convergéncia de Y para o provete A1

7

Termos

Como se pode verificar bastam cinco termos do desenvolvimento

para se obter a convergéncia de Y, podendo por isso desprezarem-se 0s

termos de ordem superior, nio afectando o valor do factor de forma.
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Fig. 5.12 - Convergéncia de Y para o provete A2

Aplicando (5.9) obtemos para os factores de intensidade de tenséo, para
os provetes A1 e Ay, K1 = 0,28 e K| = 0,33 respectivamente.

5.4.2.2.5 - Comparacdo dos Resultados

Com o intuito de apresentar os resultados independentes da carga
aplicada, vamos compara-los através do factor de forma, uma vez que este é
proporcional ao factor de intensidade de tensdo K (5.31).

No Quadro IV temos, para os dois provetes analizados, os valores dos
factores de forma Y para os casos considerados.

QUADRO IV
) DIFERENCAS | EXTRAPOLACAO] METODO
ANALITICO | np o HROEDL | DESCHROEDLE | PROPOSTO
PROVETES E SMITH SMITH
A (a/b=025) 1,49 1,36 141 1,50
A(a/b=049) 2,74 2,85 2,93 2,78
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Como se pode verificar, quer o método das diferengas, quer o da
extrapolacdo de Schroedl e Smith conduzem-nos a diferengas de 6% a 9%
relativamente ao nosso método.

Comparando os valores obtidos através do desenvolvimento em série
com os valores semi-analiticos, verificamos que as diferengas sdo inferiores a
0,7%. Considerando que a solugdo analitica tem uma precisdo de 0,5%,
podemos induzir que o método proposto permite uma solugdo bastante
precisa.

5.4.3 - DETERMINACAO DOS FACTORES DE INTENSIDADE DE
TENSAO EM MODO MISTO

5.4.3.1 - Tipo de Provetes Utilizados

Os provetes utilizados na anélise dos factores de intensidade de tensao
em modo misto, sio do mesmo material e tém as mesmas dimensdes
externas dos que foram utilizados na andlise do modo I de carregamento.

Para se conseguirem as fendas inclinadas de um angulo B
relativamente a direcgdo de solicitagdo, figura 5.3, comegou-se por fazer um
furo no centro das placas com uma broca de Imm de didmetro, a partir do
qual se abriu, com uma serra de ourives de 0,3mm de espessura, os
respectivos entalhes de cerca de 15mm de comprimento nominal, sendo o
guiamento da serra garantindo por uma régua metalica apertada por dois
grampos contra uma das faces da placa. Estes entalhes foram feitos com as
inclinagdes de 67,5°, 45° e 22,5° relativamente a direcgdo da aplicagdo da
carga. Em cada uma das extremidades do entalhe criou-se uma fenda
natural, mediante o impacto de uma lamina de barbear. A direcgdo das
fissuras criadas pela lamina em alguns casos afastaram-se um pouco das
direc¢des do entalhe inicialmente feito com a serra, tendo-se obtido as
inclinagdes de 68,5°, 48,0° e 20,0°. Para cada uma destas direc¢des obtivemos
um comprimento total paraas fendas de 2a=19,9mm, 2a = 19,5mm e 2a
= 19,5mm respectivamente.

Consideramos, assim, trés tipos de provetes para a nossa analise
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e provete By com inclinagdo B = 68,5° e 2a = 19,9mm
e provete B2 com inclinagdo p = 48,0° e 2a = 19,5mm

e provete B3 com inclinagdo B = 20,0° e 2a = 19,5mm

5.4.3.2 - Resultados

As figuras 5.13, 5.14 e 5.15 mostram a configuragdo das franjas
isocromaticas para cada um dos trés tipos de modelos analizados.

S &
w VR B A
ey ";’g S

p R a0
el &

et i)

Fig. 5.13 - Configuragdo das franjas isocromdticas para o provete By

Como se pode verificar, a simetria das franjas isocromaticas deixa de
existir, indo intersectar a direc¢do da fenda, o que caracteriza 0 modo misto

de solicitagio.

Os factores de intensidade de tensdo K e Kjj foram determinados para
estes modelos, considerando o método analitico e 0 nosso método.
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. S

Fig. 5.14

S BRI

- Configuragdo das franjas isocrométicas para o provete B2

- : A hd *

f > )

e S 4

Fig. 5.15 - Configuragdo das franjas isocromdticas para o provete B3
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5.43.2.1 - Método Analitico

A partir dos factores de forma Yj e Y} e aplicando as expressdes (5.24),

podemos determinar os factores de intensidade de tensido Kj e Ky em modo
misto.

Para obtermos os valores analiticos dos factores de forma utilizamos a
expressao:

1
Y = [1 - 0,025 (%)2 + 0,06 (3)4] . (sec ;‘—z)/z (5.33)

considerada para uma fenda central, logo com a inclinagdo B = 90°, e que da
uma precisdo de 0,1% [9] para qualquer valor de a/b.

Portanto, se na expressdo (5.33) substituirmos a/b por a*/b, sendo
a* = a sin , obtemos, para o0 modo misto, os valores indicados no Quadro V:

QUADRO V
PROVETES % YI=Yn c (ra)1/2 Ki Kn
MN*m2) | ml1/2) }MN+*m3/2) | (MN+*m-3/2)
B, 0,37 1,09 1,85 0,18 031 0,12
B, 0,29 1,05 1,66 0,17 0,16 0,15
B, 0,13 1,01 3,32 0,17 0,07 0,18

onde os valores de K| e K[ foram determinados a partir das expressdes (5.24).

5.4.3.2.2 - Aplicacdo do Método Proposto

Para a aplicagdo do método proposto consideram-se 50 pontos
colocados arbitrdriamente sobre as franjas isocrométicas dos provetes By, B2 e
B3, cujos ficheiros sdo considerados no programa FIT I + II.

As medidas foram efectuadas no intervalo 0 <r/a < 04.
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Correndo o programa e considerando os valores inicialmente
arbitrados para as incégnitas Ap, By e Cp, existentes também em ficheiro,

obtivemos para cada um dos cinco termos, considerados na expressdo do
estado de tensdo, os seguintes valores para as incégnitas Ag e By,

TERMOS
PROVETES 1 2 3 4 5

VALORES B 1 0,069 -0,062 -0,061 -0,061 -0,061
DE A0 B2 -0,038 -0,034 -0,033 -0,033 -0,033
(MN*m-3/2) B3 0,003 -0,011 -0,013 -0,013 -0,014
VALORES B 1 -0,026 -0,023 -0,009 -0,022 -0,025
DE Bo B2 0,034 0,031 0,032 -0,032 -0,031
(MN*m-3/2) B3 0,027 0,027 0,030 -0,032 -0,037

Através de (5.9), (5.19) e (5.24) e considerando os valores das
solicitagdes de cada um dos provetes indicados no Quadro V, determinamos

X Nurero
I ! i ] i

I 2 3 4 5 3
Termos

Fig. 5.16 - Convergéncia dos factores de forma Yj e Yy para o provete B,
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os factores de forma Yj e Yj; Nas figuras 5.16, 5.17 e 5.18 esta representada a

convergéncia dos factores de forma Yj e Yjyem fungdo do niimero de termos
considerados.

1418

1,15

1,05
1,03—
! | ! 1  Numero
1 2 3 4 5 3
Termos

Fig. 5.17 - Convergéncia dos factores de forma Y] e Y]y para o provete B,

! | | | Numero
3

Termos

Fig. 5.18 - Convergéncia dos factores de forma Yy e Y} para o provete B
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Os valores dos factores de intensidade K e Ky obtidos para cada um
dos provetes foram o0s seguintes:

K1 K
PROVETES MN+m=3/2) (MN+m-3/2)
By 0,31 013
By 0,17 0,16
B3 0,07 019

5.4.3.2.3 - Comparacio dos Resultados

Dum modo analogo ao considerado em modo I, podemos analizar os
resultados para o modo misto de solicitagdo através dos factores de forma,
pois estes sdo proporcionais aos factores de intensidade de tensdo (5.24).

Para os trés tipos de provetes analizados em modo misto, obtivemos
para os factores de forma Y| e Y[j 0s seguintes valores indicados no Quadro

VI:

QUADRO VI
METODOS METODO PROPOSTO
PROVETES Y] Yii Y] Y1
By 1,09 1,09 1,09 1,17
By 1,05 1,05 1,06 1,11
B3 1,01 1,01 1,03 1,02

Verifica-se, portanto, que a determinagdo dos factores de intensidade
de tensdao em modo misto, considerando a andlise fotoeldstica com pontos
mais afastados da extremidade da fenda aqui analizada, tém uma boa
concordancia com os valores determinados analiticamente, verificando-se as
maiores diferencas nos célculos dos valores de Yj para o prevete B3 (cerca de
1%) e nos calculos de Yy para o provete By (cerca de 7%), talvez devido a
prépria configuragio das franjas isocrométicas, tornando-se menos precisa a
defini¢do dos pontos sobre as franjas que se encontram do lado da fenda.
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Esta situacdo pode ser melhorada, considerando os provetes
mergulhados numa solugio de densidade idéntica a dos modelos,
conduzindo-nos a uma melhor defini¢do das franjas isocrométicas, como se
refere no Apéndice 2.
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6. - CONCLUSAO E SUGESTOES

A andlise aqui efectuada, relativamente a problemas bidimensionais
da mecanica da fractura linear eldstica, permite-nos extrair as seguintes
conclusdes:

N

- Na extremidade de fendas existe uma singularidade de
tensdes em r -1/2, sendo os factores de intensidade de tensdo
responsdveis por essa singularidade, fundamentando a
mecanica da fractura linear elastica.

- A escolha do método utilizado para a determinagdo dos
factores de intensidade de tensdo terd sempre de ser
ponderado. Assim, a existéncia de estruturas simples ou
complexas, a maior ou menor precisdo, o tempo disponivel,
a facilidade de obtengdo de modelos, os custos envolventes,
etc, sdo alguns dos factores que tém de ser considerados.

- Praticamente todos os métodos utilizam consideragdes muito
préoximas da extremidade da fenda, o que pode acarretar
alguns problemas e, consequentemente, econémicamente
menos vidvel.

- O método experimental aqui analizado faz uso dos
conhecimentos da fotoelasticidade e considera varios pontos
distribuidos arbitrariamente sobre as franjas isocromaéticas.
Considerando a expressdo do tensor das tensdes sob a forma
de um desenvolvimento em série podemos, por isso, tomar
medidas numa regido mais afastada da extremidade da fenda.
Com este procedimento evitamos as dificuldades
encontradas na zona muito préxima da extremidade da
fenda, como por exemplo:
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- a grande concentracdo de tensdes, que faz com que a
densidade das franjas isocromaticas seja muito elevada.

- a existéncia de uma pequena zona plastica.

- e a imperfeicdo da geometria da extremidade da fenda e
a sua localizagao.

Por outro lado, tomando medidas mais afastada o erro
relativo sobre os valores der e 8 é menor.

Para a resolucdo do sistema de equag¢des ndo lineares foi
utilizada a via numérica com a minimizagdo dos erros por
um efeito de média, sendo necessarias poucas iteragdes para a
sua convergéncia.

O método aqui considerado foi aplicado ao estudo de fendas
em modo I e em modo misto e os resultados foram
comparados com o0s obtidos por outros métodos, tendo-se
chegado a conclusio que os valores obtidos atingiam uma
boa precisdo na determinagdo dos factores de intensidade de
tensdo, quer em modo I, quer em modo misto.

Considerando os resultados do trabalho aqui efectuado,
através da fotoelasticidade aplicada a problemas
bidimensionais, poder-se-4& pensar na aplicabilidade desta
técnica, para aquisi¢do de conhecimentos mais amplos, sobre:

- problemas tridimensionais
- estruturas com configuragbes complexas

- problemas que envolvam elasticidade dinamica.
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APENDICE 1

PROGRAMA PARA A RESOLUCAO DO SISTEMA
DE EQUACOES NAO LINEARES

O programa FIT I + II utilizado para a resolugdo do sistema de
equag¢des ndo lineares (5.25) foi elaborado em linguagem BASIC, com um
tempo de resolugdo muito curto, demorando apenas poucos segundos cada
iteragdo no computador Hewlett Packard Vectra QS 20.

A sequéncia de célculo é iniciada com o estabelecimento dos valores
dos coeficientes das incognitas Ap, By e Cp, para os Q pontos considerados
sobre as franjas isocromaticas, seguindo-se, como facilmente se pode
observar no programa, o calculo das matrizes definidas em 5.3.4.1 e 5.3.4.2
correspondentes ao método de Newton-Raphson e minimizagdo pelo
método dos minimos quadrados para a resolugdo do sistema de equagdes
nao lineares (5.25).

Os valores atribuidos inicialmente as incégnitas Ap, By, e Cp sao
colocados nos ficheiros "nome, AAA", "nome, BBB" e "nome, CCC"
respectivamente (s atribuimos valores aos primeiros termos Ag, By e Cp,
uma vez que temos a ideia da sua ordem de grandeza, e aos restantes foi
atribuido o valor zero).

Os valores dos raios, angulos e ordens da franja, correspondentes as
coordenadas dos Q pontos situados sobre as isocrométicas, sio também
colocados nos ficheiros "nome, DAT".
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'PROGRAMA FIT I+
10 CLEAR:CLS:KEY OFF
GOSUB INICIACAO
‘CALCULO COEF AAA BBB,CCC
FORi=1TOQ

FORj=0TO(N - 1) .
C(0,i,)=(-1) # R() ~ G - .5) w SINCTETAG)) » SIN(( - 1.5) w TETA())
C(1, 1, j)=(-1) wRG) "~ - 5) » SINCTETA()) » COS((j - 1.5) » TETA(D))
NEXT j
FORj=NTON+M-1) :
C(0,i,/) =R~ ( -n-.5) w (1 / G -n- .5) « SIN(G -n- .5) = TETAG))
+ SIN(TETA(i)) » COS(G -n- 1.5) » TETADY)
C(1, i, j)=R@) " (j -n- .5) » (1 / (j -n- .5) « COS(G -n- .5) « TETAG))
_ - SINCTETA()) # SIN(G -n- 1.5) « TETA)))
NEXT j

FORj=(N+M)TOS§-1
C(0, 1, j) =R() " (j-n-m) = SIN(BE) » SIN(BE) # ((j-n-m)
» SIN(TETA()) « SIN(( -n-m- 1) » TETA())
- COS((j-n-m) » TETA()))
C(1, 1, ) =R(i) * (j-n-m) « SIN(BE) » SIN(BE) « ((j-n-m)
* SIN(TETA(i)) » COS(( -n-m- 1) « TETA())
+ SIN((-n-m) « TETA()))
NEXT j
NEXT i

'‘CALCULO COEF AAA BBB,CCC

FORk=1TOQ
FORi=0TOS-1
FORj=iTOS-1
IF j =i THEN ALFA = | ELSE ALFA =2
D(i, j, k) = ALFA w (C(0, k, i) » C(0, k, j) + C(1, k, i} » C(1, k, j})

NEXT j
NEXT i
NEXTk
'CICLO PRINCIPAL
FORT=0TOIM
MATRIZ {a}=E
FORL=1TOQ
FORi=0TO(S-1)
EL,1)=0

NEXT i
FORi=0TO(S- 1)
IF i = 0 THEN 480
FORk=0TOi-1
kECL. i) =D, i, L) » Xk, T) + E(L, i)

480 EQ, i) =EQ, i) +2 « DG, i, L) « X(, T)
IFi=S- 1 THEN 520
FORj=(i+1)TO8-1
EQ, i) =EQ, i) +D(, j, L) « X(G, T)
NEXT j
520 NEXT i
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FOR i=QTO 1 STEP -1
FOR j=8TO 1 STEP -1

EG,)=EGj- 1
NEXT j:
NEXT i
MATRIZ TRANSPOSTA [a]T=F
FORi=1TO3
FORj=1TOQ
F@, ) =EG, D
NEXT j
NEXT i
MATRIZ [a]Te[a} =G
FORi=1TOS
FORj=1TOS8
RR=0
FORk=1TOQ
RR=RR +F(i, k) » E(, j)
NEXTk
g0, ) =RR
NEXT j
NEXT i
TNVERSAO [[a]T«[a]}!
FORi{=1TOs
FORj=1TOs
h(ijy=0
NEXT i
FORj=1TOS
hG, D=1
NEXT j
FORj=1TOS
FORi=jTOS
IF g(i, j) < 0 THEN 770
NEXT i
PRINT "MATRIZ SINGULAR?,
GOTO 1410
FORk=1TOS8
ss=gfj, k)
g(, k) =g(i, k)
g(,l)=ss
ss=h(j, k)
h(j, k) =h(, k)
h(, k) =ss
NEXTk
TT=1/gG,j)
FORk=1TOS
g3, k) =TT = g(j, k)
h(, k) =TT « h(j, k)

NEXTk

129
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FORL=1TOS
IF L =j THEN 970
n='g(1"j)
FORk=1TOS
8L, k) =g(L, k) + TT w g(j, &)
kh(L'k)=h(er)+'1T-(hU.k))

970 NEXTL
NEXT j
MATRIZ [f}=U

FORk=1TO Q
U=0
FORi=0TOS-1
FORj=iTOS-1
U=U+D(i!.]!k) ‘x(iy'r) *X(j,n
NEXT i
Uk)=U- TAUG)+TAUK)
k .

l[a["w{a]} o[a]"

FORi=1TOS
FORj=1TOQ
0

FORk=1TOS
RR=RR +h(j, k) « Fk, j)

NEXT i

[AxH[a] w(a]l «[a[Tu{f}=V

FORi=1TOS
FORj=1TO 1
RR =0
FORk=1TO Q
RR =RR +M(, k) » Uk)
k

NEXT
V(@) =(-1) « RR
J
NOVOS VALORES AAA BBB,CCC
FORi=0TOS§-1

X1, T+ 1) =XE T +VGE+1)
NEXT i
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TMPRESSAO - ITERACOES

CLS
PRINT TAB(20) *ITERACAQ"; T+ 1
PRINT
IF I$=*S* THEN LPRINT TAB(20) *ITERACAO*: T+
FORi=0TO - 1)

PRINT TAB(20) *A%; i; *="; X(i, T+ 1)

IF I$=*S* THEN LPRINT TAB(20) "A%; i; *=*; X(i, T+ 1)
NEXT i

FORi=NTO M +M-1)

PRINT TAB(20) *B*; i-N; *=*; X(i, T+ 1)

IF I$="S* THEN LPRINT TAB(20) *B*; i-N; '=*; X(1, T+ 1)
NEXT i
FORi=(N+M)TO3-1

PRINT TAB(20) *C"; i-N-M; *=*; X(i, T+ 1)

IF I$=*S* THEN LPRINT TAB(20) *C"; i-N-M; *=*; X(i, T+1)
NEXT i :
PRINT TAB(20) "Qualquer tecla para continuar® :lixo$=input$(1)

NEXTT
FIM DO CICLO PRINCIPAL

PRINT TAB(20) "Quer recomecar (S/N)":input. r3
IFr$='3" ORr$='s"” THEN 180 ELSE 1410

1418  END



132

INICIACAO:
LEITURA PARA Q PONTOSDE RAIO,ANGULO FRANJA
LOCATE 71
INPUT®* Qual 0 numero maximo de iteragoes......."; IM
INPUT"  Qual o valor de f5/2e..ccucummen " FF
INPUT"  Qual o valor de Beta (em g‘aus) ........... *.BE
INPUT*  Deseja imprimir (S/N)......cr. " I3
INPUT* Nome do ficheiro de pontos.......... *. FIC$

IFI$='S" OR I$="s* THEN I$="S"
PI=4* ATN(1!): BE=BE*PI/180
FIC$=FIC$+ DAT
OPEN ', #1,FICS
INPUT #1, NUMELE3
Q=VAL(NUMELES)
PRINT*  Qual o numero de pontos (maximo=*; Q; *)...*; : INPUT NP
IF NP > Q THEN NP = Q
Q=NP
DIM R(Q), TETA(Q), NQ(Q), TAU(Q)
FORI=1TONP
INPUT #1, RAIOS, ANGULOS3, FRANJAS
RO = VAI.(RAIOS)
TETAQ) = VAL(ANGULOS)
TETAQD =TETA(Q) * 3.1417/180
NQ() = VAL(FRANJAS)
TAUQ) =NQQ) * FF
NEXTI
CLOSE #1

LEITURA DOS COEFICIENTES AAA,BBB,CCC

INPUT* Nome do ficheiro de coeficientes. ......... *. COEF?%
FIC$=COEF$+" AAA"
OPEN *I', #1, FIC$
INPUT #1, NUMELES
N =VALNUMELES)
PRINT*  Qual o mumero de coef. AAA (maximo=*; N; *).."; : INPUT NP
IFNP>NTHENNP=N
IFNP=0THENN=0 ELSE DIM AAA(NP)
N=NP
FORI=1TON
INPUT #1, AAAS
AAA(QD) =VAL(AAAS)
NEXT1
CLOSE #1

FIC$=COEF$+" .BBB"

OPEN "I", #1, FIC$

INPUT #1, NUMELE$

M = VAL(NUMELE$)

PRINT®*  Qual o numero de coef BBB (maximo=*; M; *)...*; : INPUT NP

IFNP>MTHEN NP =M

IF NP = 0 THEN M = 0 ELSE DIM BBB(NP)

M=NP

FORI=1TOM
INPUT #1, BBBS
BBB() = VAL(BBBS)

NEXT1I

M=NP

CLOSE#1



FIC$=COEF$+".CCC’
OPEN 'I', #1, FIC$
INPUT #1, NUMELES
P =VAL(NUMELES)
PRINT*  Qual o numero de coef CCC (maximo="; P; *)...*; : INPUT NP
[FNP>P THENNP=P
IF NP = 0 THEN P = 0 ELSE DIM CCC(NP)
P=NP
FORI=1TOP
INPUT #1, CCC3S
CCC() = VAL(CCCS$)
NEXTI
CLOSE#]

S=N+M+P
DIM X(8, IM)
FORI=1TON
X{ - 1,0)=AAAQD
NEXT1
FORI=1TOM
X(+N - 1,0)=BBB()
NEXTI
FORI=1TOP
XA +N+M-1,0)=CCCO
NEXTI
DIM C(] ’st)rD(s'l 78'1 ,Q),E(Q,S),F(S,Q),G(S,S),}I(S,S),M(S,Q),V(Q)
RETURN
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APENDICE 2

REFINAMENTO E MULTIPLICACAO DE FRANJAS ISOCROMATICAS
A2.1 - INTRODUCAO

Devido a necessidade de termos de fazer varias leituras das
coordenadas de pontos situados sobre as franjas isocromaticas numa zona
relativamente restrita, havia que considerar um processo que nos mostrasse
com maior clareza e no maior niimero possivel essas franjas.

Para a resolugdo do problema foi utilizado um método, devido a Post
[88] e que ainda nio tinha sido testado no Laboratério de Optica do
Departamento de Engenharia Mecanica da FEUP.

O principio do método baseia-se na utilizagdo de espelhos parciais
(beam splitters) que sdo colocados um de cada lado do modelo birrefringente
num polariscépio de transmissdo. Os espelhos recebem os raios incidentes,

deixando passar parte da luz (transmissdo) e a outra parte é reflectida
(reflexdo).

Para o refinamento das franjas isocrométicas os espelhos sio
colocados paralelamente ao modelo, e, através da relagio entre a intensidade
luminosa dos raios e a birrefringéncia do modelo, consegue-se uma
diminuig¢do da largura das franjas isocromaticas.

Com o intuito de conseguir a multiplicagdo das franjas, os espelhos
sdo colocados ligeiramente inclinados relativamente ao modelo, sendo os
raios de luz, que atravessam o modelo um certo niimero de vezes, isolados
e observados.
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A2.2 - REFINAMENTO DAS FRANJAS ISOCROMATICAS

A largura das franjas isocromaticas pode ser reduzida através da
técnica devida a Post [88], pelo emprego de espelhos parciais num
polariscopio de transmissdo, sendo colocados um de cada lado do modelo e
paralelamente a este, como se representa na figura A2.1.

p Mk Modelo A4 A

Fonte

Luz

C—
]

A

Parciais
Fig. A2.1 - Polariscopio com espelhos parciais

O efeito dos espelhos sobre os raios que atravessam o modelo é
esquematizado na figura A2.2, tendo-se optado pela incidéncia obliqua dos
raios para uma melhor clarificagdo desta apresentagdo. Na prética os raios
tém uma incidéncia normal, entrando o emergido sobre o0 mesmo ponto do
modelo. Os raios sdo, em parte, reflectidos entre os dois espelhos e a outra
parte transmitidos. Assim, a intensidade de luz, em cada passagem sucessiva
pelo modelo, vai decrescendo. Por exemplo, o raio A é mais intenso, o raio
B menos intenso, etc..

—__
/>\>B
4——"‘<-\_
4-—""<\
— |
«______.>‘\> E

Espello  Modelo Espelho

Parcial Parcial

Fig. A2.2 - Reflexdo e transmissdo entre espelhos parciais paralelos
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Nao existindo espelhos parciais no campo do polariscépio, a
intensidade luminosa, em campo claro, que passa através dum modelo sob

tensao é dada por:

I =1,cos" = (A2.1)

Considerando agora a interposi¢do de espelhos parciais, figura A2.2,
verifica-se que a intensidade do raio A é diminuida devido a quantidade de

luz perdida por reflexdo entre os espelhos, obtendo-se:

I =1,(1 - R)2 c052% =1 T cosZ% (A22)

onde R e T sdo os coeficientes de reflexdo e de transmissdo, respectivamente.
A intensidade de luz associada ao raio B sera:

’12 =1, T? R? cos’ % (A23)

Neste caso o raio B tem duas reflexdes, logo R aparece elevado ao
quadrado, e passa trés vezes o modelo, pelo que o argumento do cosseno é
multiplicado por 3.

Generalizando, obtemos para o raio de ordem (m + 1):

22m+ 1)A
0§~ ————

5 comm=0,1,2,... (A24)

I, =1 T°R*™¢

Estas intensidades Iy, I, ..., I 4 1 somam-se aritmeticamente, obtendo-

se a intensidade de luz resultante, através da série:

3 2 © o2m __2{2m+1)A (A25
I=1,T mf;o R™™ cos” =——— )

A expressdo (A2.5) pode ser escrita como:
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I. TN &
1==— 3 [R2m+R2mcos (2m+1)A]
m=o
ou
I, T 1 —~ .2m i2m+1)2A
m 1 m+
R B Y w26
1-R m=o
e considerando R2 < 1, obtemos:
2 2
I, T -
=2 . (14R )CQ’SA (A27)
1-R 1+ R -2R"cos 2A

Considerando A/2 © = N na expressdo (A2.7), a figura A2.3 mostra o
aspecto da variagdo da intensidade com a birrefringéncia do modelo. A

curva a cheio representa essa variagdo para espelhos parciais com R = 0,85 e

a curva a tracejado refere-se & equagdo (A2.1) ou seja se ndo existissem
espelhos parciais (as escalas das curvas sdo diferentes).

Iy

—
-—
——

Fig. A2.3 - Variagdo da intensidade em fungio da ordem da franja A/2r = N

Facilmente se percebe agora, analizando a figura A2.3, que para uma
intensidade de luz a partir da qual as franjas comegam a ser observadas, a

sua espessura é reduzida quando consideramos espelhos parciais, colocados
paralelamente ao modelo, no campo do polariscépio.
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A23 - MULTIPLICACAO DE FRANJAS ISOCROMATICAS

A técnica, utilizando espelhos parciais, para a obtengio da
multiplicagdo de franjas isocromaticas, deriva directamente do que foi dito
para o refinamento das franjas e é devido também a Post [88, 89, 90].

Neste caso os espelhos sdo também colocados um de cada lado do
modelo, mas agora ligeiramente inclinados entre si, como mostra a figura
A24.

o .
R ]
\ I—-
R
8 ~. t
]
\-/7
=Tl
6 o T 8
<\ 5
I 740
T o 3
2 et 720 1

Espelho  Modelo Espelho
Parcial Parcial

Fig. A2.4 - Reflexdo e transmissdo entre espelhos parciais ligeiramente inclinados

Como se vé, cada raio de luz emerge do sistema de espelhos segundo
um angulo que depende do niimero de vezes que o raio atravessa o modelo.
Por exemplo, os raios 1, 3, 5 e 7 que atravessam o modelo o niimero de vezes
que o seu respectivo niimero, emergem sob os dngulos 0,2 o, 4 e 6 a. A
inclinagdo mostrada na figura A2.4 é bastante exagerada. Embora os raios
ndo passem por um ponto tnico do modelo, eles passam por pontos muito
préximos. O comprimento &, sobre o qual o efeito da birrefringéncia é
melhor definido, aumenta com a distancia entre os espelhos e o seu dngulo
de inclinagdo, para cada raio. Em [90] encontra-se permenorizado o estudo
que relaciona estes valores. Na prética, o valor normalmente utilizado para
o angulo de inclinagdo nio é, geralmente, maior que a = 1/200 radianos.

Devido ao facto dos raios de luz serem inclinados, sob angulos
diferentes, relativamente ao eixo do polariscépio, permite que cada raio
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emergente seja isolado, como mostra a figura A2.5. Assim, considerando o
feixe de raios a incidir nos espelhos, eles emergem a seguir sob angulos
diferentes, indo convergir em diferentes pontos no plano focal do campo de
lentes.

P A/4 Modelo A4 A

|—
A =

w ;N

Fonte

VA

Espelhos
Parciais

Fig. A2.5 - Polariscdpio com espelhos parciais para multiplicagio de franjas isocromaticas

Cada um destes raios pode ser observado colocando a vista ou o foco
de uma camara fotogréafica em cada um dos pontos de convergéncia. Para
uma melhor observagio é normalmente utilizado uma folha de papel com
um orificio, colocada no plano focal e normalmente ao eixo do polariscépio,
para podermos observar s6 o feixe que nos interessa.

Na prética, as franjas isocromaéticas associadas aos raios 1, 3, 5, 7, etc,
podem ser observadas e fotografadas, quer em campo claro, quer em campo
escuro. Considere-se, por exemplo, a obsevagdo dos raios 1, 3 e 5 em campo
claro e campo escuro. Para o raio 1 obtem-se a sequéncia da ordem das
franjas 0, 1/2, 1, 3/2,2,5/2, .... Para o raio 3, cuja luz atravessa o modelo trés
vezes, tem-se 0, 1/6, 1/3, 1/2,2/3, 5/6, 1, .... E, para o raio 5, onde a luz
atravessa cinco vezes o modelo, a sequéncia da ordem das franjas é 0, 1/10,
1/5,3/10,2/5,1/2, ....

Quando os raios de luz passam cinco vezes o modelo, o seu efeito é o
mesmo que 0s raios ao passarem por 5 modelos idénticos e carregados do
mesmo modo. Assim, a relac¢do entre a intensidade luminosa e a
birrefringéncia, considerando o campo escuro, é dada por:

T2 R™ ! in2 R4 (A2.8)

1=1, 5
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sendo n o ndmero de vezes que os raios atravessam o modelo e os
coeficientes da reflexio e transmissio sio os mesmos para ambos os
espelhos parciais.

A multiplicagdo de franjas isocromaéticas, utilizando este método, é
acompanhada por uma diminui¢io considerdvel da intensidade luminosa
da ordem de T2 R™1. Esta perda de intensidade pode ser minimizada, para
um determinado raio, se se fizer uma escolha dos coeficientes R e T. Assim,
considerando que ndo ha absorgdo, ou seja, os espelhos sdo perfeitos, temos:

T+R=1 (A2.9)

Substituindo (A2.9) em (A2.8) e resolvendo dI;,/dr = 0 em ordem a R,

obtemos o coeficiente de reflexdo para os dois espelhos, que minimizam a
intensidade perdida:
n-1

R = el (A2.10)

Uma vez que R é funcdo do nimero de vezes que o raio atravessa o
modelo, n, ndo é possivel optimizar os espelhos para todos os raios
simultdneamente.

TABELA 1 - Propriedade de espelhos 6ptimos para
multiplicacdo de franjas isocromaticas

FACTOR DE COEFICIENTES DE
MULTIPLICACAO R T INTENSIDADE

n T2 Rl

1 0 1 1

3 0,500 0,500 0,0625

5 0,667 0,333 0,0219

7 0,750 0,250 0,0111

9 0,800 0,200 0,0067




141

Na tabela 1, apresentam-se os valores 6ptimos dos coeficientes de
reflexdo e transmissdo para cada valor de n, bem como os coeficientes da
intensidade luminosa associados a cada raio.

A2.4. - APLICACAO PRATICA

A multiplicagdo de franjas isocromaticas através da técnica devida a
Post foi aplicada a anélise de franjas em provetes com fendas, com um
dispositivo semelhante ao esquematizado na figura A2.5.

A fonte de luz utilizada, uma lampada de halogéneo de 250 watts, foi
colocada no foco da primeira lente. A partir daqui a luz entra no sistema em
feixes parelelos, de modo que os raios penetram no modelo e emergem um
determinado ntimero de vezes na mesma direcgdo. Ao emergir da segunda
lente e, devido a inclinagdo dos espelhos, cada feixe de raios vai convergir
no seu plano focal nos pontos 1, 3, 5, 7, .... Em cada um destes pontos
observam-se, pela mesma ordem, as franjas isocrométicas de ordem 1, 1/3,
1/5,1/7, ..., considerando o campo escuro.

No foco desta segunda lente foi colocada uma folha de papel branca,
cujo plano é perpendicular ao eixo do polariscépio, com um orificio que s6
deixa passar um dos feixes luminosos, correspondentes a cada um dos
pontos 1, 3, 5, 7, .... No suporte desta folha, foi montada uma maquina
fotogréfica de modo que o seu foco coincidisse com o foco da segunda lente
e, consequentemente, com o furo existente na folha que materializa o plano
focal da lente. Este suporte pode deslocar-se segundo a direcgdo do eixo do
polariscépio, na horizontal e na vertical, de modo a podermos fazer
coincidir o furo com as sucessivas posi¢des dos diversos feixes de raios e
fotografar para as respectivas multiplicagdes.

Os espelhos parciais existentes no Laboratério de Optica do
Departamento de Engenharia Mecanica da FEUP tinham todos um
coeficiente de reflexdo e transmissdo de 0,5. Fazendo uso destes espelhos
conseguiu-se em alguns casos chegar-se a uma multiplicagdo de 7 vezes,
embora com os problemas inerentes a optimizagdo da intensidade
luminosa.
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Os espelhos foram montados em duas placas ligadas entre si por trés
parafusos micrométricos com mola, figura A2.6, de modo a haver intervalo
entre os dois espelhos para o modelo e para estabelecer a inclinagdo dos
mesmos.

Fig. A2.6 - Espelhos parciais no campo do polariscépio

Esta técnica para a multiplicagdo de franjas isocromaticas foi testada
numa placa circular de CR - 39 submetida 2 compressdo. A inclinagao
considerada entre os espelhos foi de cerca de 0,46°.

Analizando a franja de ordem 1, para os raios correspondentes a
multiplicagio por 1, 3, 5 e 7, verificou-se que a sua configuragio e posigao era
idéntica nos quatro casos.

A figura A2.7 representa a multiplicacdo de franjas isocrométicas de
1x, 3x, 5x e 7x, da placa com fenda lateral utilizada no nosso trabalho e
submetida & mesma tensdo unixial de 1,16 MN. m-2.
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Fig. A2.7 - Multiplicagdo de franjas isocrométicas numa placa com fenda de 1x, 3x, 5x e 7x

A2.5 - CONCLUSAO

Apbs utilizagdo desta técnica de multiplicagdo de franjas isocromaticas
chega-se a conclusido que os resultados encontrados foram satisfatérios.

No entanto, como se pode verificar, analizando as figuras A2.7, 5.7,
5.8, 5,13, 5.14 e 5.15, aparecem algumas manchas, que aumentam com a
multiplicagdo, e, que sdo consequéncia da birrefringéncia residual devido
essencialmente a superficie das placas ndo estar nas melhores condigdes,
pois apresentava-se bastante riscada e em alguns casos aparentando uma
certa rugosidade, bem como algumas porosidades, o que vai ocasionar certas
descontinuidades localizadas sobre as franjas isocromaticas. Verificou-se
ainda a existéncia de algumas zonas onde a espessura variava entre 3,8 e
3,9mm. Por outro lado, como na zona muito préxima da extremidade da
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fenda a deformacio é relativamente elevada, comparada com as zonas mais
afastadas, o fendmeno da refracgdo é aqui acentuado, e as isocromaticas nio
sdo aqui muito bem definidas. Estes fenémenos, que sdo prejudiciais a
qualidade das franjas isocrométicas, podem ser bastante melhorados e,
mesmo em alguns casos eliminados, através da imersdao do modelo num
fluido, colocado entre os espelhos parciais, com um indice de refracgdo
idéntico ao do modelo [90]. Além disso, para a multiplicacdo das franjas
isocromaticas a partir de 5x, dever-se-do utilizar espelhos com coeficientes

[y

de reflexdo superior a 0,5.
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