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Resumo

A jigagem ¢ um dos principais processos de separagdo hidrogravitica, sendo largamente utiliza-
da no tratamento de carvio, na preparagiio de minérios de ferro e manganés, em aluvides ricos em
estanho, titinio ou zircénio, em areias auriferas, etc. Embora a Jjigagem de minérios seja praticada
a vérios séculos, ainda ndo existe uma descrigdo fisica do processo considerada satisfatoria. Este
desconhecimento tem limitado, de certa forma, o seu desenvolvimento tecnolégico. Até muito re-
centemente, a previsdo dos resultados da jigagem era apenas possivel utilizando o método empiri-
co, baseado em curvas de partigdo.

Nos wltimos anos, surgiram diversos modelos mateméticos que procuram superar as caréncias
do método empirico, assim como as limitagdes das descriges tedricas existentes. As principais
dificuldades encontradas na modela¢do da jigagem tém sido a descrigdo cinética (dinamica) do
processo e a descri¢do da estratificagio com base na diferenga de calibre.

Neste contexto, pareceu pertinente desenvolver um modelo cinético, aplicavel a leitos forma-
dos por n componentes, onde a estratificacdo tanto pode ter origem na diferenca de densidade,
como na diferenga de calibre. O modelo usa elementos da teoria dos fenémenos de transferéncia
de massa. Fundamentalmente, a jigagem é descrita como um processo de segregagdo-dispersdo
multicomponente.

O modelo foi ajustado a dados experimentais. Os dados referem-se 4 jigagem de misturas
artificiais de magnetite e calcdrio, com dois ¢ com quatro componentes. O tratamento estatistico
dos resultados do ajuste permitiu validar o modelo.



Abstract

Jigging is one of the most important methods of gravity concentration. It is widely used for
beneficiation of ores of ferrous metals (iron and manganese), dispersed deposits of tin, titanium
and zirconium, gold-bearing sands, coal, etc. Jigging is also on of the oldest forms of mineral
processing, but the existing theories of Jigging have little practical use from design and operational
standpoint. The empirical method, based on partition curves, it is until now the standard method
for the calculation of coal washing unit performance.

In the last years, agrea!dwlofeﬂ‘orthasbeenexpendedbymanyrewarcherstomodellhe
Jigging mechanism. The main difficulties are the kinetic (dynamic) description of the process and
the description of the separation based on size difference.

In this context, it seems pertinent to develop a kinetic model, suitable for multicomponent jig
beds, were the stratification takes place as a result of density and size differences. The model uses
elements of the theory of mass transfer phenomena. Basically, the jigging mechanism is described
as a segregation-dispersion multicomponent process.

The model was fitted to experimental data. The data refers to the batch jigging of artificial
mixtures of magnetite ore and limestone, with two and four components. The statistical treatment
of the fitting results validates the model.



Résumé

Le jiggage est un dés principaux méthodes de valorisation des minerais basées sur la gravité,
étant largement utilisé dans la préparation du charbon, des minerais du fer, des alluvions riches en
¢tain, titane et zirconium, des sables auriféres, etc. Le jiggage des minerais est pratiqué de puis
plusieurs siécles, cependant il n’existe pas encore une description physique du processus considé-
rée satisfaisant, ce qui limite, d’une certaine fagon, son développement technologique. Jusque trés
récemment, la prévision des résultats du Jiggage était seulement possible en utilisant la méthode
empirique basée sur courbes de partage.

Dans les derniéres années beaucoup de modéles mathématiques apparaissent qui cherchent a
surmonter les carences de la méthode empirique, bien comme les limitations des descriptions
théoriques existantes. Les principales difficultés trouvées dans la modélisation du jiggage sont la
description cinétique (dynamique) du processus, et la description de la stratification basée sur la
différence de la dimension du grains.

Dans ce contexte, un modéle cinétique a été développé, applicable & dés lit formes par n
components, ou la stratification peut tant avais origine dans la différence de densité, comme dans
la différence de dimension. Le modéle utilise des éléments de la théorie des phénoménes de
transport de masse. Fondamentalement, le Jiggage est décrit comme un processus de ségrégation-
-dispersion multicomponent.

Le modele a été ajusté a des données expérimentales. Les données referant au Jjiggage de
mélanges artificiels de magnétite et calcaire, avec deux et quatre components. L’analyse statistique
des résultats de I’ajustement a permis de valider de modéle.
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Capitulo 1



1 Introducgao

Sumario
1.1 Apresentacéo
1.2 Revisao bibliografica

1.1 Apresentacao

Jigagem e estratificagdo

A jigagem ¢é um processo de separagdo que consiste na repetida expansdo ¢ contracgdo
vertical de uma leito de particulas, pelo movimento de pulsagdo de um fluido. Embora
existam outras possibilidades, o fluido é invariavelmente 4gua ou ar. E apenas considera-
do o primeiro caso. O resultado da jigagem ¢ a estratificagdo do leito, ou seja, a separagio
das particulas em camadas ou estratos horizontais. A estratificagdo reflecte, sobretudo,
uma separag¢do com base na densidade das particulas: a densidade dos estratos ¢ crescente
do base para o topo do leito. No entanto, sabe-se que o calibre ¢ a forma das particulas
também influenciam a estratificagdo. Normalmente, o leito ¢ sustentado por uma rede que
permite a passagem da agua. O movimento ciclico da agua ¢é provocado por um émbolo
ou por um diafragma, ou ainda por ar comprimido. A duragdo do ciclo e a sua amplitude
sdo dois dos mais importantes parametros do processo. Tipicamente, as frequéncias de
ciclo variam entre 100 e 300 ciclos por minuto. A jigagem ¢ largamente utilizada no trata-
mento de carvdo, na preparagdo de minérios de ferro e manganés, em aluvides ricos em

estanho, titAnio ou zirconio, em areias auriferas, etc.
Gaudin e Mayer

O mecanismo da jigagem tem interessado os investigadores a mais de 100 anos. Mui-
tos estudos tém sido efectuados com o objectivo de explicar a estratificagdo operada em
jigas. Destes estudos resultaram diversas teorias, das quais as mais frequentemente aceites
sdo os principios (ou mecanismos) da aceleragdo diferencial, da sedimentagdo-perturbada
e da percolagdo intersticial, sistematizados por Gaudin (1939), e o principio da minimiza-
¢do da energia potencial do leito de Mayer (1964).

De acordo com o principio da aceleragdo diferencial, o movimento das particulas, nos
primeiros instantes da queda, faz-se com aceleragdes, ¢ logo com velocidades, que sdo



fungdo da sua densidade, mas que sdo independentes do seu calibre (¢ forma). A funda-
mentagdo deste principio pode ser facilmente entendida se considerarmos a equagdo do
movimento de uma particula em sedimentagdo no interior de um fluido

dv
—=(m-m'Yg—R, 1.1.1
mdr (m—-m)g ( )

onde m representa a massa da particula, m’ representa a massa deslocada de fluido, g ¢ a
aceleragdo da gravidade, R ¢ a resisténcia oposta ao movimento pelo fluido, v € a veloci-
dade da particula (na direcgdo vertical) e  é o tempo. Nos primeiros instantes da queda, a
resisténcia, que ¢ fungdo da velocidade, é negligenciavel, pelo que a equagdo de movi-
mento se pode escrever
dv_m- m'
dt m
Agora, fazendo intervir as massas especificas da particula e do fluido, temos
55:[ -fiig, (1.13)

ou seja, 0 movimento da particula ¢ fungdo da sua densidade, mas € independente do seu

(1.1.2)

calibre e forma. Pode, entio, inferir-se que a repetigdo de ciclos de jigagem, com duragdo
suficientemente curta, conduz a uma estratificagdo fundamentalmente com base na densi-
dade das particulas.

Se observamos o movimento das particulas apés um intervalo de tempo mais longo,
estas terdo tido tempo de atingir a sua velocidade terminal. Neste caso, a velocidade de
queda ¢ dependente nio s6 da densidade, mas também do calibre (¢ da forma). Num leito
constituido por particulas com massa especifica p, € ps, com p 4 maior que pg, as particu-
las mais densas concentram-se no fundo da jiga, sem se misturarem com as menos den-
sas, se (Burt, 1984)

€£<(PA‘EEY, (1.1.4)

d, Pr ~Ps
onde d; e dy sdo os didmetros das particulas e o expoente » € igual a 1 no regime de
Newton e € igual a 0.5 no regime de Stokes. Utiliza-se a densidade do leito p;, porque se
considera que a queda ocorre em condigdes perturbadas. A expressdo (1.1.4) constitui o
enunciado do principio da sedimentagdo-perturbada. A sedimentagdo-perturbada ¢ impor-
tante, sobretudo, quando se utilizam frequéncias de ciclo mais baixas ou quando € inibido

o efeito de sucgdo.

Durante a fase final do ciclo, quando ocorre a contracgdo do leito, as particulas com
maior dimensdo sdo as primeiras a imobilizar-se, enquanto as mais pequenas podem ainda



deslocar-se através dos intervalos e canais formados pelas maiores. Este mecanismo € fre-
quentemente designado por percolagdo intersticial (“intersticial trickling”, “tassement”).
A percolagdo intersticial pode ser especialmente importante na recuperagdo de finos den-
sos, em alimentagdes com alguma extensdo granulométrica. O efeito de sucgdo na fase

final do ciclo pode potenciar este mecanismo.

Contrariamente as ideias de Gaudin (e de outros investigadores), em que se considera
o movimento de particulas individuais, a abordagem proposta por Mayer considera o leito
como um todo. De acordo com Mayer, um leito de particulas, com diferente massa espe-
cifica, define um nivel de energia potencial: a energia potencial gravitica do leito. Com a
pulsagdo, as particulas deslocam-se para novas posigdes, de tal modo que a energia poten-
cial do leito diminui; por outras palavras, o leito estratifica. A estratificagdo esta, assim,
ligada a redugdo de energia potencial do sistema e, na opinido de Mayer, a reducdo de
energia € a unica causa fisica da estratificagdo. Entdo, a energia fornecida ao leito pela
pulsagdo ndo ¢é directamente responsavel pela estratificagdo, mas ¢ apenas um meio de
libertar a energia potencial contida na mistura granular. Mayer verificou que a redugdo da
energia potencial, durante a jigagem, obedece a seguinte lei

Yu=SA-k)", (1.1.5)

onde v, é a coordenada do centro de gravidade apos » pulsagdes, S € o abaixamento total
do centro de gravidade e £ ¢ um pardmetro que mede a rapidez com que o sistema tende
para o estado final (a estratificagdo perfeita). A equagdo (1.1.5) indica que a unica limita-
¢do a estratificagdo perfeita ¢ de ordem cinética.

O método empirico

E amplamente reconhecido que os principios atras apresentados proporcionam apenas
uma descri¢do qualitativa do processo, € como tal ndo podem ser utilizadas na previsdo
do desempenho de operagdes industriais. Na auséncia de uma teoria util que descreva o
processo de jigagem, utilizam-se frequentemente modelos empiricos. O modelo empirico
com maior aceitagdo ¢ método da curva de parti¢do (ou curva de Tromp). As curvas de
parti¢cdo sdo ainda o método standard no calculo da performance de unidades que tratam
carvdo (Tavares, King, 1995). O método da curva de parti¢do ¢ muito eficaz em aparelhos
que usam um meio com densidade fixa para alcangar a separagdo (como acontece na
separagdo em liquidos densos ou em meios densos). No entanto, 0 método é muito menos
satisfatério em aparelhos onde a separagdo tem lugar num meio com caracteristicas
criadas pelas préprias particulas. De facto, a principal desvantagem do método empirico,



quando aplicado a jigagem, ¢ a dificuldade em prever a variagdo da curva de particdo em
fungdo das propriedades do material da alimentagdo (nomeadamente, a composigdo densi-
taria e granulométrica). A curva de partigdo é também muito dependente do caudal de ali-
mentagio e da regulagdo do aparelho (por exemplo, a posigdo das comportas de saida do
material denso).

O modelo proposto

Nos tltimos anos, surgiram diversos modelos matematicos que procuraram superar as
caréncias do método empirico, assim como as limitagdes das teorias de Gaudin ¢ Mayer.
Os trabalhos mais frequentemente referidos sdo apresentados, com algum detalhe, no
ponto 1.2. As principais dificuldades encontradas na modelagdo da jigagem tém sido a
descrigdo cinética (dinimica) do processo ¢ a descrigdo da estratificacio com base na di-
ferenga de calibre. Assim, por exemplo, no modelo de Tavares-King (1995), s6 € possivel
determinar o perfil de densidades do leito no estado final de equilibrio (isto €, quando o
tempo de jigagem tende para infinito), e so para leitos monogranulométricos. O modelo
de Costa (1993) permite a descrigdo cinética do processo, mas limita-se a leitos binarios
(isto €, leitos constituidos por duas classes de particulas).

A descrigdo cinética do processo tem grande utilidade, pois torna possivel simular es-
tados transientes. Um modelo cinético pode, entdo, reagir a alteragdes da composi¢do da
alimentagio, ou a alteragdes nos caudais de entrada ou saida de material. Por outro lado, é
frequente utilizarem-se alimentagdes com alguma extensdo granulométrica, pelo que, em
muitos casos, a diferenga de calibre também tem influéncia na estratificagdo do leito. As-
sim, orientamos os nossos esforgos no sentido de criar um modelo cinético ¢ verdadeira-
mente multicomponente, isto ¢, capaz de descrever a estratificagdo com origem nas dife-

rengas de densidade e calibre.

Etapas no desenvolvimento do modelo

No desenvolvimento do modelo cinético multicomponente estabelecemos duas etapas:

— Modelo cinético binario. Neste primeira etapa, que corresponde ao capitulo 2, é con-
siderado o problema da evolugdo da estratificagdo de um leito batch, formado por dois
componentes. Consideramos, em primeiro lugar, a resolugdo deste problema, pois desde o
inicio tivemos a convicgdo de que o problema multicomponente pode ser tratado como
uma sobreposi¢do de problemas binarios. Do ponto de vista formal, o desenvolvimento



do modelo parte da equagdo da continuidade, aplicada ao leito de Jigagem. Em seguida,
admite-se que os fluxos de massa podem ter origem em dois mecanismos: um mecanismo
de segregagdo (concentragdo) e um mecanismo de dispersdo (mistura). Esta hipétese foi
primeiramente formulada no modelo de Costa (1993). Também adoptdmos as expressdes
para os fluxos de segregagdo e dispersdo propostas por este autor (que se baseiam num
trabalho anterior de Rowe e Gibilaro (1974), sobre leitos fluidizados por ar). O modelo
foi ajustado a dados experimentais. Os dados utilizados dizem respeito a jigagem de leitos
binarios, constituidos por uma mistura artificial de magnetite ¢ calcario. O tratamento es-
tatistico dos resultados do ajuste permitiu validar o modelo.

— Modelo cinético multicomponente. Na segunda etapa do desenvolvimento do mode-
lo, que corresponde ao capitulo 3, é considerado o problema da estratificagdo de um leito
batch formado por n componentes. A segregagdo multicomponente ¢ descrita como uma
sobreposi¢do de segregagdes binarias. (Na realidade, a equagdo da segregagdo binaria
apresenta alguma semelhanga formal com a equagdo para a difusdo de Maxwell-Stefan.
Este facto, sugere que o processo de generalizagdo da equagio de Maxwell-Stefan, de
dois para n componentes, pode também ser aplicado & equagdo da segregagdo.) Para o
problema da dispersdo multicomponente ¢ adoptado o formalismo de Onsager (lei de Fick
generalizada). Surge, assim, um conjunto de coeficientes cinéticos, cujo nimero cresce
muito rapidamente com o niimero de componentes. Isto sugere que os coeficientes nio
sdo independentes, devendo existir entre eles determinadas relagdes. Procuramos estabe-
lecer estas relagdes ligando os coeficientes cinéticos as propriedades das particulas. Neste
ponto, clarifica-se o papel da densidade o do calibre na estratificagdo. O modelo foi, tam-
bém, ajustado a dados experimentais. Os dados dizem respeito a jigagem de leitos for-
mados por quatro componentes. O leito era constituido por uma mistura de particulas de
magnetite e calcario, mas agora pertencentes a dois lotes granulométricos. O tratamento
estatistico dos resultados do ajuste permitiu validar o modelo multicomponente. De facto,

os indicadores da qualidade do ajuste sdo comparaveis aos do problema binario.

Embora o modelo multicomponente possa simular uma estratificagdo com origem,
simultaneamente, em diferengas de densidade e calibre, apresenta, no entanto, alguma
limitagdo em relagdo a esta ultima propriedade. Como veremos, o cilculo dos fluxos de
segregagdo e dispersdo baseia-se num mecanismo de troca de posigdo entre particulas,
que admite que o volume dos espagos intersticiais nio se altera. Ora, existindo contraste
granulométrico entre as espécies que compdem o leito, ndo é possivel garantir que a poro-
sidade se mantém constante. Para lidar com este problema, encontra-se em fase adiantada

de desenvolvimento um modelo que inclui uma correcgdo empirica para a variagdo da
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porosidade. Em leitos onde a razio entre o calibre das particulas maiores e mais pequenas
¢ inferior a 4, verificimos que, na pratica, se pode considerar que a porosidade ¢ constan-
te, sem prejuizo da segregacdo com base na diferenca de calibre. Em leitos onde as dife-
rengas de calibre forem muito grandes, ¢ onde podem surgir fenémenos de percolagio
intersticial, o calculo dos fluxos, assente no mecanismo de troca de posig¢do, talvez ndo

seja aplicavel.

Encontra-se, igualmente, em fase adiantada de desenvolvimento, um modelo cinético
multicomponente para a estratificacdo de leitos em regime continuo.



1.2 Revisao bibliografica

Rong, Lyman (1991, 1993)

Trata-se de um modelo empirico muito simples que relaciona a extensio da estratifica-
¢do, no regime descontinuo, com o tempo de jigagem (tempo de residéncia). A extensdo
da estratificagdo ¢ quantificada mediante o indice CPI (concentration profile index). Este
indice define-se como a 4rea entre a curva de concentragdo versus profundidade, de uma
dada fracgdo granulométrica e densitaria, e a linha correspondente de concentragdo num
leito perfeitamente misturado. As concentragdes sdo expressas em termos de percentagem
de massa. O valor do CPI cresce com a extensdo da estratificagdo. A relagdo do CPI com
o tempo de jigagem ¢ estabelecida pela seguinte equagio

10000

-k, ?
ce ™

CPl = (1.2.1)

onde ¢ ¢ k sdo duas constantes positivas. Rong ¢ Lyman, baseados apenas no critério do
melhor ajuste, propuseram também a equagio alternativa
10000

-y

CPl = (1.2.2)

2

onde ¢, e ¢ sdo, igualmente, duas constantes positivas. As constantes k ¢ ¢, constituem
uma medida da rapidez (eficiéncia) da estratificagio.

O trabalho experimental, que esta na base das relagdes anteriores, foi efectuado numa
Jiga piloto Baum. Para além do estudo da relagio do CPI com o tempo de jigagem, os au-
tores procuraram ligar este indice aos pardmetros operatorios do aparelho.

Beck, Holtham (1993)

No modelo de Beck e Holtham ¢ simulado 0 movimento de um niimero limitado de
particulas esféricas (elementos discretos) que representam o leito de uma Jiga batch. Sio
considerados os movimentos de translagio e de rotagdo de cada particula, num sistema de
coordenadas xy. O sistema de equagdes que descreve o movimento da cada particula é o

seguinte
d’y
translagdo (m+m") 7 =(m;-m)g+f, (1.2.3)
d’x
(m+m')_d”_:f; (1.2.4)



rotagdo 1 5—:2 =4, (1.2.5)
dt
onde m ¢ a massa da particula, m r€ a massa deslocada de fluido, m’ é a massa acrescenta-
da (avaliada em m,/2), I é o momento de inércia da esfera, @ ¢ o angulo de rotagio e 7 é
0 momento aplicado na particula. A forga exterior F=(f,, f,) ¢ o resultado de interacgdes
do tipo particula-fluido e particula-particula (ou particula-parede). O momento exterior 7

¢ apenas o resultado de interacgdes do tipo particula-particula.

No modelo, para além da impulsdo hidrostatica, é considerada, como interacg¢do com o
fluido, a forga de arrasto, que actua na direcgdo da velocidade relativa do fluido. Admite-
-se que a velocidade da corrente de fluido ¢ a mesma em qualquer ponto do escoamento,

num dado instante. A equagdo utilizada no calculo da forga de arrasto é a seguinte

arrasto

F =%p,d2cpywm,;wm,, (1.2.6)

com Wm = wﬂuido - wmn 3 (1.27)

onde p, ¢ a massa especifica do fluido, d ¢ o didmetro da particula e Cp ¢ o coeficiente de

arrasto, fungdo do nimero de Reynolds.

Sdo considerados dois mecanismos de interacgdo particula-particula. Um mecanismo
diz respeito a colisdes ou a contactos com muito curta duragdo. O outro mecanismo refe-
re-se a contactos com duragdo mais longa. A passagem do primeiro para o segundo meca-
nismo ¢ determinada, portanto, pelo tempo de contacto entre as particulas. Inicialmente, ¢
activado o mecanismo de colisdo, mas se as particulas permanecerem em contacto mais
do que dois incrementos de tempo ¢ activado 0 mecanismo para contactos com duragdo

mais longa.

Duas particulas ao colidirem, se a sua velocidade relativa for diferente de zero, sofrem
um impulso. Aplicando o teorema da conservagio da quantidade de movimento, as com-

ponentes normal e tangencial deste impulso podem ser calculadas mediante as seguintes
equagoes

J,=——1T2_(11e)c,, (1.2.8)
m +m,

J,=- it (1+e)cy,,, (1.2.9)
m1+m2

onde m, e m; sdo as massa das particulas em colisio, e é o coeficiente de restitui¢do e
Ci2n € €125 S30 as componentes normal e tangencial da velocidade relativa da particula 1



em relagdo a particula 2. A componente tangencial do impulso ¢ ainda limitada por um
coeficiente de atrito 4, relativo a fricgdo entre a superficie das duas particulas
|7, < p| 7, (1.2.10)

Conhecidas as componentes J, e J,, podem ser determinadas as alteragdes (instantineas)
nas velocidades de translagdo e de rotagdo das particulas.

Quando duas particulas estabelecem um contacto com duragdo mais longa, a forca
normal, que exercem uma sobre a outra, é calculada com base num modelo do tipo mas-
sa-mola-amortecedor, criticamente amortecido. A forga da mola, que € considerada fun-
¢ao do grau de sobreposigdo das duas particulas, é dada pela equagdo

F,=(mk,d )n, (1.2.11)
onde k, € a constante de elasticidade da mola, d, é a sobreposi¢do das duas particulas, m,
¢ uma fungdo da massa das duas particulas e 7 ¢ o vector unitario normal as superficies
em contacto. A for¢a de contacto na direcgdo perpendicular a 7, que tende a anular a
rotagdo das particulas, ¢ dada pela equagio

F. ==k e,.. (1.2.12)
onde k; ¢ um pardmetro do modelo. A forga de contacto F, é também limitada pelo coe-
ficente de atrito u

|F,|< u|F,|. (1.2.13)

Assim, as forgas e os momentos, gerados pelo contacto entre as particulas 1 ¢ 2, sdo os
seguintes

particula 1 F . =(F,+F,)+F, (1.2.14)
Teomy = | Fs @y (1.2.15)
particula 2 Foier ==F oy (1.2.16)
Teomt2 =|F,la,, (1.2.17)

onde F, ¢ a forga de amortecimento ¢ a, e a, sdo os raios das esferas. Estas forgas ¢

momentos sdo incluidos nas equagdes de movimento (1.2.3) a (1.2.5).

O modelo que acabamos de descrever foi utilizado, pelos seus autores, na simulagio
de um leito de jigagem constituido por 200 particulas esféricas, com 5 cm de didmetro e
pertencentes a 8 classes de densidade, variando entre 1.3 e 2.0. Com base nos outputs do
simulador foram montadas sequéncias animadas. O movimento simulado foi considerado
razoavelmente realista, sugerindo que o modelo captou os aspectos essenciais do processo
de jigagem. As simulagdes efectuadas sugeriram, também, que o leito € elevado em bloco
durante a fase de subida do fluido, ndo ocorrendo, por isso, estratificagio durante esta
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fase. A estratificagdo s6 tem inicio quando a velocidade da 4gua muda de sentido, prosse-
guindo até o leito compactar sobre a rede.

A principal caréncia do modelo, apontada por Beck e Holtham, é nio permitir simular
a percolagdo de particulas mais pequenas. Isto acontece porque num leito compacto 2D
ndo ha comunicagdo entre os espagos intersticiais. Assim, sé sio possiveis simulagdes
realistas de intervalos granulométricos estreitos. Outra caréncia, indicada pelos autores, é

a excessiva simplicidade do modelo de circulagio do fluido.

Mishra, Mehrotra (1998, 2001)

No modelo de Mishra e Mehrotra ¢ simulado o movimento tridimensional de um certo
numero de particulas esféricas que representam o leito de uma jiga batch. As equagdes de
movimento, trés para a translagdo e trés para a rotagdo, tém uma forma semelhante is
equagdes desenvolvidas por Beck e Holtham. Assim, por exemplo, para o movimento

vertical € valida a equagdo
'y
= =mg+f,.+f,, (1.2.18)

onde f,. ¢ a componente vertical das for¢as geradas pelos contactos particula-particula
(ou particula-parede) e f,,s ¢ a componente vertical das forgas devidas a interac¢do com o
fluido. Sao consideradas como forgas de interacgdo particula-fluido, a for¢a de impulsdo
hidrostatica ¢ a forga de arrasto.

Neste modelo ndo ¢ feita a distingdo entre contactos com curta e longa duragdo. Todos
0s contactos entre particulas (ou com as paredes) sio modelados com base num sistema

do tipo massa-mola-amortecedor. A forga normal de contacto entre duas particulas, F,, é
dada pelas seguintes equagdes

fo =1 = (k, Aty (12.19)
d,=-B,v: (1.2.20)
F,=f,+d,, (12.21)

onde o indice / indica 0 niimero da iteragdo, A7 é o passo de integragdo, f, € d,, sdo as
componentes normais da forga da mola e da forga do amortecedor, v, é a componente
normal da velocidade relativa das duas particulas, &, é a constante de rigidez da mola ¢ S,
¢ a constante de amortecimento. A componente tangencial da forga de contacto, F, é de-
terminada de uma forma analoga. O médulo de F, é ainda limitado pelo modulo de F,, de
acordo com a seguinte relagio
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|F!|< p|Fi|+e, (1.2.22)

onde x ¢ um coeficiente de fricgdo € ¢ é um coeficiente de coesdo, caracteristicos dos
materiais das particulas.

As forgas de arrasto sdo calculadas pela seguinte correlagio, que inclui a influéncia da
porosidade do leito

2
P =%Cnp; ”j £ |av|ave (2 | (1.2.23)

onde Cp € o coeficiente de arrasto, Pr € a massa especifica do fluido, & é a porosidade do
leito, d € o didmetro da esfera e Av ¢é a velocidade relativa entre a particula ¢ o fluido. Os
cocficientes Cp e y sdo fungdes do nimero de Reynolds. A relagdo (1.2.23) tem origem
num trabalho de Di Felice (1994).

O modelo foi utilizado, por Mishra ¢ Mehrotra, na previsdo do perfil de densidade de
um leito real de jigagem. O leito, com 12 c¢m de altura, era constituido por 1600 particulas
esféricas, com 9.5 mm de didmetro, metade com densidade 2.65 ¢ a outra metade com
densidade 3.0. O nimero de particulas do modelo era igual ao nimero de particulas do
leito real. Os perfis de densidade previstos mostraram uma razoavel concordincia com os

resultados experimentais.

Costa (1993)

Estratificagdo de um leito bindrio. Seja um leito constituido por particulas com igual
calibre e pertencentes a duas classes de densidade. Durante a Jjigagem, as camadas inferio-
res tendem a enriquecer no componente denso, enquanto as camadas superiores tendem
a enriquecer no componente leve, conservando-se 0 volume total do leito. Esta evolugdo
pode, entdo, ser descrita como um processo de troca de posi¢do entre particulas densas,
situadas na altura h+dh, e particulas leves, situadas na altura A. Assim, o fluxo volumé-
trico do componente pesado (componente A4), que atravessa a secgdo do leito em A, € igual
a KCy(n+an)Caen)» onde C, e Cp sdo as fracgdes de sélidos (em volume) dos dois compo-

nentes e K € uma constante cinética.

Quando o leito ¢ expandido pela corrente ascendente de 4gua, ¢ admitida a possibilida-
de de algumas particulas trocarem de posigdo. Esta acgio é acentuadamente ndo-selectiva
e tende, por isso, a amortecer ou a eliminar os efeitos do mecanismo de segregagdo ante-
riormente descrito. O fluxo volumétrico de componente pesado, que atravessa a secgdo do
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leito na altura A, devido a esta acgdo de mistura ¢, entdo, igual a D(dC,/dh) ), onde D é
um coeficiente de difusio.

Efectuando o balango (de volume sélido) do componente A, num elemento do leito
com altura dh, somos conduzidos a seguinte equagio
(CA{H-JI} *CA(t})d"’ =

:[D c, _,dc,

+KC Coony ~BC o€ dr. (1224
dh ) dh (h-dn A(hidh) ™ B(h) ACh) s{h_mJ ( )

A esta equagdo de balango corresponde a seguinte equago diferencial

2
‘3;»* =D ‘;;‘ +K a%fﬂ g (1.2.25)
que € equivalente a
2
”E" =Dé;;“ +x(1~2cﬁ)%%, (1.2.26)

atendendo a que, por defini¢do, C,+Cs=1. A equagdo anterior pode ainda ser escrita na

seguinte forma adimensional
ac, a*C, ac,
= 1-2C 1227
20 ~F oz ¢ V5 ( )
com Z=£-, 9=K—r-, eﬂ:i,
H H KH

onde // ¢ a altura total do leito. O grupo adimensional 8 ¢ designado nimero de dispersdo
do separador. Este nimero mede importancia relativa dos mecanismos de dispersdo (mis-
tura) e segregacdo (concentragdo). Se S tende para « a separagdo é impossivel e o separa-
dor comporta-se como um misturador perfeito. Se /3 tende para zero a separagdo da-se na
auséncia de difusdo.

Regime continuo. Para uma jiga que opera em regime continuo, com dispersdo axial, a

equagdo (1.2.27) escreve-se, agora, do seguinte modo

ac, &c, o"zcj] oc, é&c
- 1-2C 2, 4 2
20 ‘B[ ot oe ) D5, Ox (1.2.28)
com X=——-v,_,
KL

onde X ¢ a coordenada da posi¢do num eixo horizontal, correspondendo X=0 a entrada
e X=L a saida; v, é a velocidade (horizontal) de progressdo do material no interior do

separador.
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Um resultado que julgamos ser importante, e para o qual o autor chama a atengéo, € o
que se obtém quando a solugdo da equagdo anterior ¢ calculada no estado estacionario
(t—0), na auséncia de dispersdo axial. As derivadas em ordem ao tempo anulam-se, ¢ a
equagio passa a escrever-se

5,y _ g0°C aoc,

2
4 30=2C 1.2.29
x oz* * 1) oz ( )

a qual ¢ igual A equagdo para o regime batch, se substituirmos x por 6. Portanto, neste
caso, a solugdo para o regime continuo, no estado estacionario, ¢ formalmente idéntica a
solugdo do regime batch, no estado transiente. Esta equivaléncia justifica o uso de testes
descontinuos na previsdo de resultados para o regime continuo (Costa, 1993).

Tavares, King (1995)

Estratificagdo de um leito multicomponente em regime batch. Consideremos um leito
constituido por particulas esféricas com igual didmetro e densidade. Suponhamos, agora,
que uma particula com a mesma forma e dimensdo, mas com densidade diferente, € intro-
duzida no leito. A energia potencial gravitica do leito varia com a mudanga de posigdo da
particula introduzida. Esta variagdo de energia ¢ dada por

AE = Eﬁnal = Eiiciat =

=pgV,H,-pgV,H,+p'gV,H - p'gV,H,, (1.2.30)
onde ¥, é o volume de uma particula, p ¢ a densidade da particula introduzida, p’ ¢ a den-
sidade das particulas vizinhas e H, ¢ H, (com H,>H>) sdo as alturas inicial ¢ final da par-
ticula introduzida, medidas a partir da rede. Fazendo

AH =H,-H,,
a equagdo anterior pode escrever-se

AE=gV,(p-p"AH . (1.2.31)
Fazendo, agora,

AH — 0,

e substituindo p’ por o, onde p ¢ a densidade média das particulas do leito, obtemos

dE =
A densidade média p (fungdo de H) é definida pela combinagdo linear das densidades
dos componentes

P(H)=Y C,(H)p, , (1.2.33)
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com gC,.(H)=l, (1.2.34)

onde » ¢é o numero de intervalos densimétricos € C;(H) ¢ a fracgdo de solidos em volume
(a concentragdo volumétrica) do componente i.

O gradiente de energia potencial dE/dH (ou o peso aparente) determina que uma
particula migre para cima ou para baixo, dependendo do sinal de p—p. Se p>p a
particula move-se para baixo; no caso contrario, a particula move-se para cima. Assim,
considera-se que o fluxo de particulas de densidade p;, resultante do gradiente de energia

potencial, ¢ dado por
dE

nm(H)=(LuE§u (1.2.35)
onde # é um coeficiente de mobilidade. Substituindo (1.2.32) em (1.2.35), obtemos

n,(H)=C,ugV,(p,~P). (1.2.36)
Na direcgdo oposta ao fluxo de segregagdo ¢ admitida a existéncia de um fluxo difusivo.
Este fluxo € descrito pela equagdo

np.-(H)=—D%, (1.2.37)

onde o coeficiente D, e também u, sdo dependentes do calibre e da forma das particulas,
mas sdo independentes da sua densidade.

De acordo com o principio da minimizagdo da energia potencial de Mayer (1964), o
perfil final de estratificagdo seria o resultado apenas dos fluxos #s. No entanto, na pratica,
observa-se que existe mistura de particulas com diferente densidade, mesmo ao fim de
um tempo muito longo de jigagem. Considera-se, entdo, que as concentragdes evoluem
até se estabelecer um estado de equilibrio dindmico entre os fluxos de estratificagdo ¢
difusdo. A condig¢do que define este equilibrio é dada por

ng +np =0. (1.2.38)
Entéo,
WL TR (1239)
dH D
Definindo a altura relativa
W=H/H,, (1.2.40)

onde H, € a altura do leito, podemos escrever

% =—aC,[p, - PN, (1.2.41)
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_ugV,H,
D

O coeficiente a varia entre zero, para um leito perfeitamente misturado, e infinito, para

um leito perfeitamente estratificado. Num leito constituido por particulas do mesmo cali-

bre ¢ com formas semelhantes, todas as particulas tém o mesmo valor de @.

com «a (1.2.42)

Para determinar o perfil de concentragdo de equilibrio é necessario resolver o sistema
de n equagdes diferenciais definido por (1.2.41), sujeito as constrigdes
D.Ci(n=1 (1.2.43)

i=l
1

e J'C,(h)dh =c/, (1.2.44)
0

onde C/ ¢ a concentragio da espécic i na alimentagdo. Para n>2, isto ¢, para sistemas
multicomponente, ndo existe solugdo analitica. Existe, no entanto, um processo iterativo
de resolugdo desenvolvido pelos autores. Notar que a solugdo das equagdes (1.2.41), su-
Jeita a (1.2.43) e (1.2.44), ¢ dificultada pelo facto de ndo ser possivel especificar a priori
as condigdes fronteira, uma vez que nio ¢ possivel saber de antemio a concentragio de
qualquer espécie no topo ou na base do leito.

Estratificagdo em regime continuo. Na jigagem em regime continuo podem ser destin-
guidos trés subprocessos: a estratificagdo do leito, produzida pela pulsagio vertical da
agua, o transporte lateral do leito, devido ao escoamento axial da agua, e a divisdo do lei-
to estratificado em dois produtos (overflow e descarga do produto sobre a rede; ndo é
considerada a possibilidade de descarga através da rede).

Na simulag¢do dos subprocessos de estratificagdo e de transporte é usado o artificio de
ponderar as concentragdes iniciais C; por um perfil vertical de velocidades v(k), do se-
guinte modo

I
IC,(h)v(h)dh
0

c/ =

(1.2.45)

] .
ICf(h)v(h)dh
0

j=
Portanto, o sistema de » equagdes diferenciais (1.2.41) é, agora, sujeito as constrigdes
(1.2.43) e (1.2.45). As velocidades v() sdo definidas pela seguinte equagdo empirica

v(h) =kh+(1-k)h?, (1.2.46)
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onde k£ ¢ um pardmetro do modelo. Admite-se, assim, que as velocidades v(/) aumentam
monotonamente da base para o topo leito, segundo um perfil parabélico.

Na simulagdo da divisdo do leito em dois produtos, considera-se que uma camada,
com espessura 29, ¢ perfeitamente misturada por este processo. Assim, o fluxo de massa
(relativo) do produto denso ¢ a recuperagdo do componente i sdo dados por

u-8 U8
_[,B(h)v(h)dh +1 _[,E(h)v(h)a’h
Y(u,6)=— £ (1.2.47)

_[,a(h)v(h)dh

0

e

a8
j' C,(hyv(h)dh+1 _[c,.(h)v(h)dh
¢ R,(u,86)=-2 1 f=s . (1.2.48)
_[C, (hyv(h)dh
0

onde 4 € a altura do corte.

Ajuste do modelo a dados experimentais. O modelo batch foi ajustado a dados recolhi-
dos na literatura, referentes a jigagem de dois sistemas ternarios. Um dos sistemas era
constituido por cubos de PVC com igual dimensdo. O outro sistema era formado por uma
mistura sintética de particulas de carvdo ¢ calcario. No caso dos cubos de PVC, o leito, no
estado final de equilibrio, foi segmentado em trés estratos. No caso da mistura de carvio ¢
calcario, o leito foi dividido em seis estratos. Em ambos os casos, o modelo descreve bem
os resultados das experiéncias. Os valores ajustados do pardmetro a sdo 0.113, para os

cubos de PVC, ¢ 0.098, para o sistema mineral.

No ajuste do modelo ao regime continuo foram, igualmente, utilizados dados recolhi-
dos na literatura. Os dados dizem respeito a jigas Baum e Batac, utilizadas na lavagem de
carvdes. Em alguns casos tratava-se de unidades com dois compartimentos. Especifica-
mente, os dados referem-se a distribui¢do granulométrica e densitaria da alimentago, e a
curva de parti¢do da separagdo. Para os pardmetros k e & foram conjecturados os valores
de 0.3 e 0. Portanto, apenas foram ajustados os pardmetros a ¢ x. Nio foi considerado o
efeito de variagdo do calibre. Verifica-se que 0 modelo, também neste caso, descreve bem
os dados experimentais. Este resultado levou os autores a concluir que a é, de facto, inde-
pendente da densidade das particulas; assim, o modelo pode, em principio, prever o resul-
tado de variagdes na composi¢do da alimentagdo (embora, de modo nio-dindmico).



17

Tavares (1999)

Introdugdo. Este trabalho constitui uma extensio do modelo de Tavares-King (1995).
Permite calcular o perfil final de concentragio de um leito batch, mas neste caso, formado
por uma mistura de particulas com densidade e calibre varidveis. O procedimento de cal-

culo assenta numa técnica de Monte Carlo desenvolvida pelo autor.

Célculo da energia potencial do leito. Consideremos o leito de uma jiga batch repre-
sentado por um array bidimensional de células. Cada linha do array corresponde a um
estrato horizontal. Cada célula contém o mesmo volume de sélidos (que é constante du-
rante a simula¢do). Sejam N e M o nimero de estratos horizontais e o nimero de células
que formam cada estrato. A energia potencial do leito, no caso geral, é dada pela seguinte
expressdo

N
E=Y"mgh,, (1.2.49)
i=1
onde m; € h; sdo a massa ¢ a posigdo do centro de gravidade do estrato i. O volume total
de solidos no leito ¢ NMV., onde V. é o volume de sélidos em cada célula.

Se assumirmos que os solidos estdo perfeitamente misturados em cada estrato horizon-
tal, a fracgdo de soélidos (em volume) em cada estrato ¢ dada por
MV,

5 1.2.50
i (1.2.50)

onde A ¢ a area da secgdo transversal do leito € 4k, é a altura do estrato i.

A massa total da mistura de solidos mais liquido que forma cada estrato é dada pela

expressao

fs
m, :MVC(EJ-'-)OTQJ, (1251)
onde p ¢ a densidade do liquido e p, ¢ a densidade média dos sélidos, definida por
1 M
5 =—S'p . 1.2.52
P o ;” (12.52)

onde p;; ¢ a densidade dos sélidos na posigdo 7/ .

O centro de gravidade de cada estrato é dado por

h,
h, =A—2L+Z,4hj . (1.2.53)
j=1
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Agora, atendendo a que a fracgdo de sélidos do leito pode ser expressa por

MNY,
¢= g (1.2.54)
h, A
onde 4, ¢ a altura do leito, a equagdo (1.2.53) pode ser rescrita do seguinte modo
i-1
h = %(_L+z i]. (1.2.55)
N 2¢r Jj=1 ¢i
Substituindo (1.2.51) e (1.2.53) em (1.2.49), obtemos
MEL. 1= 1 &1
E=gh chﬂ[— [p,.+p—L)(—+ —H (1.2.56)
- Nz] ¢ N\2¢ ,-z=:‘¢,-
Notar que
Yy MV, X 1
b =2y Ak = - —. 1.257
RN R, W

A fracgdo de sélidos em cada estrato pode ser calculada a partir da distribuigio granulo-
métrica usando, por exemplo, um modelo empirico de empacotamento. O autor usou o

modelo para misturas binarias de Westman-Hugill (1930).

Procedimento de simulagdo. A cada célula do leito € atribuido um volume de solidos
com uma determinada densidade e calibre, de acordo com a composigdo da alimentagio.
Esta atribuigdo ¢ feita ao acaso de modo a simular um leito perfeitamente misturado.

(Quanto maior for o niimero de células, maior € a precisdo da simulagio).

O procedimento comega por escolher, ao acaso, duas células. A posigdo destas duas
células € trocada, produzindo uma configuragdo de teste. A energia potencial do leito ¢
calculada para a configuragio de teste ¢ para a configuragdo original, usando a equagio
(1.2.56). A configuragdo de teste ¢ incondicionalmente aceite como o novo estado se a
energia diminuir (4£<0). No entanto, se a energia potencial aumentar (4£>0), a confi-
guragdo de teste € aceite com uma probabilidade dada pela distribuigio de Boltzmann,

que € expressa por

P(AE):exp(— %) (1.2.58)

O termo k7 fornece, empiricamente, uma indicagio sobre a intensidade do efeito de dis-
persdo no leito de jigagem. Para a aceitagdo com probabilidade dada por (1.2.58), ¢ gera-
do um nimero aleatério ¢ no intervalo [0,1]; se {<P(AE) a configuragio de teste passa a
constituir o novo estado; mas se {>P(AE) a configuragio original ¢ mantida. Este proce-
dimento € repetido até o leito atingir uma configuragio estavel, que corresponde ao esta-
do de equilibrio entre os efeitos de estratificagdo e dispersio.
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Resultados. Em leitos constituidos por particulas com igual calibre, verificou-se que
os resultados produzidos pelo procedimento atras descrito e pelo modelo de Tavares-King
(1995) sdo coincidentes. Assim, fica comprovada a validade da utilizagio empirica da
distribuicdo de Boltzmann para descrever o efeito de dispersdo. A validade do procedi-
mento de simulagio foi também testada através da comparagio com dados recolhidos na
literatura. Os dados dizem respeito a jigagem de leitos binarios em que existe, simultanea-
mente, contraste densitario e granulométrico. Verificou-se que o modelo descreve bem os
dados experimentais.



Capitulo 2
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2 Estratificacdo de sistemas binarios

Sumario

2.1 Introdugéo

2.2 Conservacao da massa dos componentes

2.3 Modelo cinético para sistemas binarios

2.4 Discretizagéo e integragdo das equagdes de conservacéo
2.5 Trabalho experimental com misturas de dois componentes
2.6 Ajuste do modelo binario

2.1 Introducéo

Neste capitulo, que corresponde a primeira etapa no desenvolvimento do modelo, é
considerado o problema da estratificagdo de um leito batch, formado por dois componen-
tes. Trata-se de um passo preliminar que se justifica, porque, por hipétese, admite-se que

o problema multicomponente ¢ uma sobreposi¢do de problemas binarios.
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2.2 Conservacao da massa dos componentes

Concentragédo pontual e concentragdo média

Consideremos, num leito de jigagem, um volume V, fixo no espago, com dimensdes
finitas (que passaremos a designar por volume finito ou célula). Seja Cyy a fracgdo deste
volume ocupada por particulas da espécie i. Entdo, ¢ valida igualdade

Y €,,)=Cy =1, 22.1)
i=1

onde » ¢ o numero espécies, ou componentes, e Cyy representa a fracgdo do volume ndo
ocupada por particulas. Neste contexto, a espécie i refere-se a particulas com igual (ou
aproximadamente igual) composi¢do mineraldgica e que pertencem a um lote granulomé-
trico suficientemente cerrado (que assegura uma certa regularidade da forma e calibre das
particulas). Por convengdo, as fracgdes de volume, ou concentragdes, dizem respeito ao
ponto do ciclo de jigagem em que o leito atinge a maxima contracgdo. Dada a curta dura-
¢do de um ciclo de jigagem, consideramos que as concentragdes, na pratica, variam conti-

nuamente no tempo.

Agora, se o leito for constituido por um grande nimero de particulas sélidas, ¢ tam-
bém possivel considerar que as concentragdes sdo variaveis continuas no espago geomé-
trico. Por outras palavras, estamos a considerar que o leito, a um nivel macroscépico,
constitui um meio continuo. Assim, em qualquer ponto do leito, existira (por abstracgio)

o limite

& il b (22.2)
A0 AV

onde AV representa a parte do volume AV ocupada por particulas do componente i ¢ C;
representa a concentragdo pontual deste componente. Atendendo a defini¢do (2.2.2), po-

demos escrever

Y (CHwE, =1, (2.2.3)

i=1
As concentragdes C; e C;y encontram-se ligadas pela seguinte relagio
_[ C,dv
_ ¥

(2.2.9)

onde se torna claro que Cyy € a concentragdo média no componente i, no volume finito V.
Notar que os integrais sobre o volume sdo integrais triplos.
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Concentragdes reduzidas

Frequentemente, ao longo do texto, na apresentagdo de dados e resultados, utilizamos
concentragdes reduzidas, que definimos do seguinte modo
CiV CIV

CI’
1-C,, l-e¢

(2.2.5)

2

com Zc,. =1, (2.2.6)

onde c; € a concentragdo (média) reduzida do componente i no volume ¥ ¢ & representa a
porosidade média do leito.

Balango de massa num volume finito do leito

Seja, novamente, o volume finito ¥, e seja S a superficie que o rodeia. Na analise que
vamos efectuar ¢ habitual designar-se V' por volume de controlo e S por superficie de
controlo. Num leito de jigagem, a massa dos componentes ndo ¢ destruida ou criada, isto
¢, a massa dos componentes conserva-se. Assim, em relagdo a um volume de controlo,

para um dado componente i, podemos escrever

taxa de acumulagdo caudal de saida caudal de entrada
de massa no interior ; + de massa atraveés - de massa através =0.
dovolume de controlo da superficie de controlo da superficie de controlo

A primeira parcela da expressdo anterior ¢ traduzida pelo integral

0
—C,dvV 2.27
o, 5 Cav. 227

onde p; ¢ a massa especifica do material que constitui as particulas do componente i. A
segunda e terceira parcelas, por sua vez, sdo traduzidas pelo seguinte integral, calculado
sobre a superficie de controlo S, que ¢ uma superficie fechada,

§S F,-ds. (2.2.8)

Neste integral, F; representa o fluxo de massa do componente i, medido sobre a superficie
de controlo. A grandeza dS simboliza o produto ndS, onde » é o vector unitario normal ao
elemento de superficie dS. O vector 7 tem o sentido positivo dirigido para fora do volume
de controlo V. O produto escalar F;-dS traduz, entdo, o caudal elementar de massa do
componente i, que atravessa o elemento de superficie dS. Notar que o integral sobre S é

um integral duplo.
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Em conclusdo, a equagio que exprime a conservagdo da massa do componente i, num
volume de controlo finito V, pode escrever-se

0
P, LEC,.dV+§sP} .dS =0. (2.2.9)
Esta equacdo ¢ habitualmente designada por forma integral da equagdo da continuidade.
Forma diferencial da equagdo da continuidade
Uma via para obter a forma diferencial da equagdo da continuidade, a partir da equa-

¢do anterior, consiste em aplicar o feorema da divergéncia de Gauss, ao integral sobre a

superficie de controlo S, e transforma-lo, assim, num integral sobre o volume ¥ isto €,

p,jya—iC,—dV+LV-F}dV=0‘ (2.2.10)
Agora, como a equagdo (2.2.10) foi escrita para uma volume de controlo arbitrario, ¢ vali-
da a seguinte equagdo diferencial

pfng-}ﬂ:a (2.2.11)

Adoptando o sistema de coordenadas rectangulares, a equagdo anterior, por extenso, es-

creve-se

pf iC'J +iﬁ‘ix +_a_‘F;y +£F}r
ot Ox oy 0z

=, (2.2.12)
onde Fi, F, € Fj., sdo as componentes do fluxo nas direcgdes do espago x, y € z. As
equagdes (2.2.11) e (2.2.12), traduzem, portanto, a evolugdo instantinea dos campos esca-

lares C(x, y, z, 1).

Por hipétese, para descrever a estratificagdo de um leito em regime batch, bastara con-
siderar a evolugdo das concentragdes na direcgdo vertical y. Assim, a equagdo anterior,
para este caso, podera a escrever-se, simplesmente,

pl EC: +3Ey =
ot oy

0. (2.2.13)

Na descrigdo do regime continuo, para incluir o0 movimento lateral do leito, sera também
necessario considerar a evolugdo das concentragdes segundo o eixo horizontal x. Neste
caso a equagao (2.2.12), escreve-se

0 0 0
—C, +—F,_+—F,_ =0. 2214
Pi ot i ox ix ay iy ( )

(Em jigas com secgdo transversal variavel, como na patente IHC, sera igualmente neces-
saria a coordenada z).
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Chegados a este ponto, parece razoavel admitir que os fluxos F;. e F;, podem ser de-
compostos na soma de duas parcelas: uma relativa ao mecanismo de transporte, que re-
presenta a corrente de particulas, que se estabelece no regime continuo, entre a entrada e
as saidas do aparelho; ¢ outra relativa ao mecanismo de estratificagdo, propriamente dito,
que representa a separagdo (concentragio) dos componentes. Para o mecanismo de trans-
porte consideram-se as componentes horizontal e vertical. Para o mecanismo de estratifi-
cagdo, que € o unico presente no regime batch, bastara a direc¢do vertical. Assim, a equa-
¢d0 (2.2.14) passa a escrever-se

0 0 0

i+ B~ 1+ 2

0
=, 2.2.15
ot Ox oy ¢ :

oy ”
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2.3 Modelo cinético para sistemas binarios

Equacéo da continuidade

Seja, por agora, o problema da jigagem, em regime batch, de um leito constituido por
duas espécies de particulas. As particulas que tendem a concentrar-se na parte de baixo do
leito constituem o componente A. As particulas que tendem a concentrar-se na parte de

cima do leito, sobre o componente A, constituem o componente B.

Como vimos no ponto 2.2, a equagdo que traduz a conserva¢do da massa do compo-
nente A pode ser escrita do seguinte modo
P -E%C“v-g:o. (23.1)
Para o componente B pode ser escrita uma equagdo do mesmo tipo. Agora, se admitirmos,
como primeira aproximagdo, que no regime batch a variagdo das concentragdes na secgio
transversal do leito € negligenciavel, a equagdo anterior pode escrever-se

d )
Pa5-Ca +5;ny =0, (2.3.2)

onde F, ¢ a componente do fluxo de massa da espécie 4, na direcgdo vertical y. Por
convengdo, o eixo y tem a origem no topo do leito e é orientado para baixo. Recordar que
as concentragdes referem-se ao ponto do ciclo de jigagem em que o leito atinge a maxima

contracgao.

Consideramos que os fluxos de massa F;, e Fj, tém origem em dois mecanismos: um
mecanismo de segregagdo (concentragdo) e um mecanismo de disperséo (mistura). Esta
hipotese, como vimos na introdugdo (ponto 1.2), foi anteriormente formulada por Costa,
1993 e Tavares, King, 1995. Tratando-se do regime descontinuo, ndo parece razoavel ad-
mitir a existéncia de fluxos de natureza convectiva. Na tradugdo matematica dos dois me-
canismos, em que a ideia central € a froca de posi¢do entre particulas, baseamo-nos espe-

cificamente no trabalho de Costa (1993).
Segregacgdo binaria

O mecanismo de segregagdo descreve o modo como as particulas dos dois componentes
trocam de posigdo selectivamente: as particulas do componente A, situadas em y-dy/2,
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trocam de posi¢do com as particulas do componente B, situadas em y+dy/2. Assim, 0
fluxo volumétrico de segregagdo do componente A, que atravessa a secgdo do leito a cota
Y, sera proporcional a concentragdo C,, em y-dy/2, e a concentragdo Cg, em y+dy/2, ou
seja,

S|, =KCaly=dv[2) Co(y+ay/2), (23.3)

sendo o respectivo contra-fluxo do componente B dado por

Sasl, ==y (23.4)

-
Por outras palavras, estamos a admitir que a forga motora (“driving force™) da segregagdo
dos componentes A € B ¢ o produto das suas concentragdes em y-dy/2 e y+dy/2. Aos

fluxos volumétricos dos componentes A e B correspondem os fluxos de massa

Fyy| = pakColy=dy[2) Coy +ay[2) (2.3.5)

e Fsy|,, =—ppkC,(y—dy[2) Cy(y+dy[2), (2.3.6)

onde p, € pp tém o significado anteriormente atribuido.

O coeficiente £, com dimensdes L/7, ¢ uma medida da velocidade a que ocorre a sepa-
ragdo entre os componentes A ¢ B. Este coeficiente pode ser fungdo da coordenada y e.
eventualmente, pode também ser fungdo das concentragdes.

Dispersao binaria

O mecanismo de dispersdo esta ligado a possibilidade de as particulas trocarem de posi-
¢do do um modo ndo-selectivo. O seu resultado é amortecer, ou mesmo eliminar, os efeitos
da segregacdo. No caso limite, em que o mecanismo de dispersdo anula completamente o
mecanismo de segregagdo, a jiga comportar-se-ia como um misturador perfeito. A disper-
sdo pode ter origem em diferentes fenomenos fisicos. Assim, pode estar relacionada com a
acgdo das correntes ascendentes de agua, durante a fase de expansdo do leito (Costa,
1993). A dispersdo pode também ocorrer durante o periodo de queda das particulas. Se
duas particulas, pertencentes a espécies diferentes, tiverem velocidades de queda proximas,
a turbuléncia do meio liquido, ou outra perturbagdo, pode determinar que a troca de

posig¢do seja ndo-selectiva (isto €, com se fosse ao acaso).

Na descri¢do matematica da dispersdo adoptamos a equagdo da difusdo (lei de Fick).

Esta equacdo esta de acordo com o principal efeito (macroscopico) do mecanismo de dis-
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persdo: anular os gradientes de concentragdo. Assim, o fluxo volumétrico (liquido) do com-
ponente A4, que atravessa a secgdo do leito a cota y, ¢ dado por

ac,

-~ (23.7)

ff!y‘y =-D

y
Porque se trata da troca de posi¢do entre particulas, ao fluxo do componente 4 opde-se um
contra-fluxo (liquido) do componente B, tal que

Tasl, == Ty 2.3.8)

»
Ou seja, a forga motora da dispersdo dos componentes A ¢ B € o gradiente de concen-
tragdo do componente A (ou, de um modo equivalente, o gradiente de concentragdo do
componente B). O coeficiente de dispersdo D tem dimensdes L*/T. Este coeficiente pode ser
fungdo da coordenada y e (ou) fungdo das concentragdes. Aos fluxos volumétricos (2.3.7)

¢ (2.3.8) correspondem os fluxos de massa

aC,
Fuly=-PaD=— i (239)
aC,
e Fy,|, =psD 5 (2.3.10)

¥y

Segregacao-dispersao binarias

Substituindo as equagdes dos fluxos (2.3.5) ¢ (2.3.9) na equagdo que traduz a conser-
vagdo da massa do componente 4, obtemos, finalmente,

e 2 o, CB)_E_(D_M«* J:o, 2.3.11)
ot 0Oy Oy oy
com 0C4 +%—=0. (23.12)
ot ot

As equagdes (2.3.11) e (2.3.12) mostram que, num sistema binario, existem apenas
uma concentragdo independente, um fluxo de segregagdo independente ¢ um fluxo de dis-
persdo independente. Existem, também, apenas um tnico coeficiente de segregac¢do e um
tnico coeficiente de dispersdo. E importante notar que a dedugdo das equagdes (2.3.11) e
(2.3.12) pressupde sempre que a concentragio de vazios C, ¢ constante ¢ uniforme em todo
o leito. Por outras palavras, considera-se que a troca de posi¢do entre particulas se da sem
alteragdo do volume dos espagos intersticiais.
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2.4 Discretizacao e integracao das equacdes de conservacao
Método dos volumes finitos — Apresentacéo

Na integragdo da equagdo diferencial (2.3.11), referente a segregagao-dipersdo binarias,
recorremos ao método dos volumes finitos. Este é o nome dado a técnica que permite dis-
cretizar, directamente no espago fisico, a forma integral de uma lei de conservagio. A apli-
cagdo desta técnica assegura que as quantidades basicas, como a massa, a quantidade de
movimento, a energia, também se conservam ao nivel discreto. O método dos volumes fini-
tos pode, também, ser entendido com uma variante do método das diferencas finitas, apli-
cada a forma diferencial conservativa de uma lei de conservagdo, em que se usam coor-

denadas arbitrarias (Hirsch, 1988).

Como vimos nos pontos 2.2 ¢ 2.3, a conservagdo da massa do componente 4 ¢ traduzi-

da pela equagdo diferencial (2.3.11) ou, de um modo equivalente, pela forma integral

B
P LECAdV+§sFA-dS=O, (2.4.1)

onde os fluxos F;, sdo definidos pela equagdes (2.3.5) e (2.3.9). Para o componente B ¢
possivel escrever uma equagdo do mesmo tipo. Agora, o primeiro passo na aplicagdo do
método dos volumes finitos, consiste em substituir a equagdo anterior pela seguinte forma

discretizada

e,
.V, a:‘ +Y F,-8=0, (24.2)
faces

ou seja, o espago fisico € dividido (discretizado) num conjunto de células (volumes finitos),
onde V, é o volume dessas células. A concentragdo C,; refere-se ao volume finito i. O

somatorio refere-se as faces externas do mesmo volume finito.

Apresentamos, em seguida, um conjunto de importantes caracteristicas gerais do méto-
do dos volumes finitos, tomando como exemplo a equagio (2.4.2):
1. A soma dos volumes finitos deve cobrir a totalidade do sistema em estudo. (Em
certas condigdes, pode haver sobreposi¢do de dois ou mais volumes).
2. A localizagdo precisa da variavel C,, no interior do volume finto, ndo ¢ expli-
cita. Assim, a concentragdo C,; ndo se refere a nenhum ponto em particular
dentro do volume finto i, devendo ser considerada como um valor médio da

variavel C,4 no volume i. Neste caso, C,; representa a fracgdo do volume finito
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i ocupada por particulas do componente 4 (ou seja, € a concentragdo média do
componente A no volume 7).

3. As coordenadas dos vértices das células aparecem apenas na determinagdo do
seu volume ¢ no calculo das areas das faces.

4. A equagdo (2.4.2) exprime que a variagdo do valor médio da C,, num intervalo
de tempo, é igual 4 soma dos fluxos trocados com as células vizinhas. Quando
sdo consideradas duas células adjacentes, o fluxo através da face comum con-
tribui para as duas células, com sinais opostos.

5. As condigdes fronteira do sistema podem facilmente ser postas em equagdo.
Por exemplo, no caso de uma parede sélida, a componente dos fluxos normal a
parede é nula: F-§=0.

6. A equagdo (2.4.2) corresponde apenas a formulagdo geral do método dos
volumes finitos, tendo o utilizador que definir como calcular o volume de cada
célula, como calcular as areas das faces, € como aproximar os fluxos que atra-

vessam essas faces.

Como veremos, em pormenor, no ponto 2.5, dedicado a descrigdo do trabalho experi-
mental, a solu¢do da equagdo diferencial (2.3.11), calculada pelo método dos volumes fini-
tos, esta em harmonia com o modo com foi efectuada a analise do leito de jigagem. A ana-
lise consistiu, fundamentalmente, em segmentar o leito em estratos horizontais. Em segui-
da, foram calculadas as concentragdes médias dos componentes, em cada estrato.

Segregacao binaria

Na aplicagdo do método dos volumes finitos, a resolu¢do da equagdo (2.3.11), o leito
foi dividido em N volumes finito, com forma paralelepipédica, como mostra a figura 2.4.1.
As dimensdes Ax e Az correspondem, respectivamente, a largura maxima e a profundidade
maxima do leito. A dimensdo Ay corresponde a altura dos volumes finitos. Assim, se H re-
presentar a altura total do leito: Ay=H/N.

No caso em que os fluxos tém origem apenas na segregacdo dos dois componentes,

atendendo a equagdo (2.3.5), podemos escrever

ZF,{ S =(Fy8) ) +(Fy-8), ®

faces

R Pa (kmxzcmcsm = ki—l/ZCAi—ICB:‘)ArAZ s (243)
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onde AxAz é a area das faces horizontais dos paralelepipedos. Substituindo este resultado
na equagdo (2.4.2), obtemos

oC
PAArAyAZ( 6: J + P4 (ki1 2C 4iCrint —Ki1/2C i1 Cpy ) Mx 2 =0, 2.4.9)

onde AxAy Az representa o volume das células em que o leito foi discretizado. Dividindo
por p, Ax Ay Az, a equagdo anterior passa a escrever-se
[aC,, ) 3 ki1 /2C 4iChin —Ki1/2C 411 Coi Sl 2.45)
ot J Ay

Finalmente, se aproximarmos a derivada parcial no tempo por

(ac,, ]"mCJ?'—C,’:.- —_—
ot ), ¥ ’ i
obtemos a seguinte equagdo as diferengas

C::l _C;r ” k.-'luzCL'fCE.-+l _kin—leC:i—lC;i =i (2.4.7)

A 4y

O indice n diz respeito ao instante ¢, , sendo valida a expressdo f,,, =1, + At . A equagdo
anterior pode ser facilmente resolvida (explicitamente), isolando a concentragdo relativa ao
instante ¢

n+l *

[

< 4

Figura 2.4.1

As condigdes fronteira determinam que os fluxos de particulas para fora do sistema sdo
nulos. Entdo, para as células 1 e N, temos

C;IH -C31 4 k,’l”zC;lC;g
a Ay
C;;rl _C:N k:r-wzC;N-lcgN

e i S =0. (2.4.9)

-0 (2.4.8)
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Erro local de truncatura

Como vimos no ponto anterior, a derivada parcial no tempo da equagdo diferencial
(2.3.11) é aproximada por

(acd J" L (2.4.6)
or ), a '

ou seja, ¢ usada uma diferenga a direita de primeira ordem. Entdo, o esquema numérico
(2.4.7) tem precisdo de primeira ordem no tempo. Por sua vez, a derivada parcial no espa-
¢o, referente a segregacdo, € aproximada por
( 2 (,{CACB))" SO e o
oy . Ay

ou seja, neste caso, ¢ usada uma diferenga centrada de primeira ordem, onde a fungéo é

(2.4.10)

avaliada nos pontos (i—1/2, n) e (i+1/2, n). Entdo, podemos concluir que o esquema numé-
rico (2.4.7) tem precisdo de segunda ordem no espago. Nestas condigbes, a equagdo as
diferengas (2.4.7), como aproximagdo a equagdo diferencial (2.3.11), quando D ¢ igual a
zero, tem um erro local de truncatura que tende a ser proporcional a At ¢ a Ay>, quando At
¢ Ay tendem para zero, isto €,

g =0(A1)+0(4y?). (2.4.11)

Precisdo de segunda ordem no tempo — Esquema preditor-corrector

Para obter um esquema com precisdo de segunda ordem no tempo, consideramos a
equagdo diferencial (2.3.11), com D igual a zero, satisfeita no ponto intermédio
Lan2 =(n+3) A

e, em seguida, substituimos a derivada

0
a(k C.Cp)
pela média das suas aproximagdes nos instantes # e n+1. Por outras palavras, a equagdo

6(: nel/2 n+l/2
( a:]. +(%(kC,.Cs)J_ -0 24.12)

foi aproximada por

Ca' ~Cii 1 iaaChiChi ~HnCaiC: |
At 2 Ay
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(2.4.13)

4y

Neste novo esquema, a derivada parcial no tempo € aproximada por uma diferenca centra-
da de primeira ordem, o que permite, entdo, alcangar precisdo de segunda ordem.

n+l n+l il n+l ntl ~ntl
+ kﬂIKICAi Ca:'+1 _kiwlf'}.CA:‘—!Cm :l_ 0

No entanto, o esquema (2.4.13) tem uma grande desvantagem: o calculo (implicito) das
concentragdes no instante n+1 exige a resolugdo de um sistema de equagdes ndo-lineares.
Com o objectivo de evitar esta dificuldade, adoptamos o seguinte procedimento do tipo pre-
ditor-corrector:

preditor: é::IA: C;:' + kiilfzcziC;nld_ykrtlilcji—lcgi = (2.4.14)

as concentragdes previstas para o instante #+1 e as concentragdes no instante » s3o, agora,

usadas no corrector,
Ch =Ch 1| BnCaChin —811Ch:iCs,
+ = +
2 4y

corrector:

rntl Sl Anel Ll Ansl Antl
knuzc.u C.B‘r'+] _ki—UZCAi—ICBi

Ay

0. (2.4.15)

Neste esquema, a derivada parcial no tempo €, ainda, aproximada por uma diferenga cen-
trada de primeira ordem, o que permite alcangar precisdo de segunda ordem no tempo. A
resolugdo das equagdes (2.4.14) e (2.4.15) pode ser efectuada explicitamente, isolando as
concentragdes C7' e C2' .

Nota bibliogréfica: A formula (2.4.13) ¢ baseada no esquema de Crank-Nicolson, que ¢
usado frequentemente na resolugdo da equagdo da difusdo (Hirsch, 1988, Smith, 1985). As
formulas (2.4.14) ¢ (2.4.15), por sua vez, baseiam-se no esquema de McCormack, que se
usa, por exemplo, para resolver equagdes hiperbolicas de primeira ordem (Hirsch, 1988).

Disperséo binaria

Consideremos, agora, o problema da integragdo numérica da equagdo (2.3.11), quando
k é igual a zero, isto é, quando existem apenas fluxos de dispersdo. Na aplica¢do do méto-
do dos volumes finitos, o leito é, novamente, dividido em N volumes finito com forma
paralelepipédica (ver figura 2.4.2).



33

- IAy
1

A /

r'y

Figura 2.4.2

Para a célula i é valida a seguinte forma discretizada da equagdo da continuidade do
componente A

oC
pAAxAy‘dz( a:) 8 s T 8)ss0 =0, (2.4.16)

onde, tal como anteriormente, AxAyAz representa o volume da célula. De acordo com a

equagdo (2.3.9), a componente vertical dos fluxos de dispersdo, que entram ¢ (ou) saem da

célula i, ¢ dada por
oC
Fyinrz) =—Pa D;--wz(a_;)._u; > (24.17)
oC
Fuytini) =—Pa Dnuz(a—;)nuz . (2.4.18)

Agora, se considerarmos as seguintes aproximagoes

~ C,n' == C,u-l
Fyytivig ®=PaDia T > (2.4.19)

CAHI - C,dl
Fayiinag ®PaDinss W 5 (2.4.20)

podemos escrever
Cm‘ & CAI—I
(Fy-8)1/2 =PaDinrs2 Tﬁx& 3 (2.4.21)
CAm il CA:‘

(Fy- )i ==PaDip =0~ tite, (2.422)

onde AxAz ¢ a area das faces horizontais da célula /. Substituindo as equagdes (2.4.21) e
(2.4.22) na equagdo de balango do componente 4, obtemos

p..,MyAz(aC‘] ~ padcte [Dmxz (2.4.23)

CAH! "CAE a Cy _CM—I -0
ot i i-1/2 =



e se dividirmos a equagdo anterior por p, Ax Ay Az, podemos escrever
€y =€y €, ~C...
[aCA ] o URP Lzm"' D/, ‘m—;” =0. (2.4.24)
ar ), 2y 2y
Tal como no caso da segregagdo, a derivada parcial no tempo é aproximada por
[ac,, J _Ca —Cu
ot J, At

: (2.4.6)

pelo que, substituindo esta aproximagio na equagio (2.4.24), obtemos, finalmente,

Cut e o4 AN 4 Ch—Ch-
Ai Ai -= [D;:_]fz Ai+l 5 Ai L D:l,.rz A'—IA']] — 0 = (2.4.25)
A Ay 4y

As condigdes fronteira determinam que os fluxos de particulas para fora do leito sdo
nulos. Assim, para as células 1 e N sdo validas as seguintes equagdes

Cn-l-l _-Cn Cn _Cn
Al Al “D;:_],rl A2 ; Al = 0’ (2426)
A Ay
Cm-l _Cn Crr _Cn' .
AN AN +D:r_|_;2 AN 2AN 1 —_-0. (242?)

Precisdo de segunda ordem no tempo — Método de Crank-Nicolson

Como vimos no ponto anterior, a derivada parcial no tempo da equagio diferencial
(2.3.11), € aproximada por uma diferenga a direita de primeira ordem. A derivada parcial
no espago, referente a dispersdo, ¢ aproximada por uma diferenga centrada de primeira
ordem, onde a fungdo ¢ avaliada nos pontos (i—1/2, n) e (i+1/2, n). Entdo, o esquema
numérico (2.4.25), como aproximagio a equagdo diferencial (2.3.11), quando k é igual a
zero, tem precisdo de primeira ordem no tempo ¢ precisdo de segunda ordem no espago.
Neste ponto, deduzimos um esquema alternativo, que permite alcancar precisdo de segunda
ordem, simultaneamente, no tempo e no espago. O novo esquema constitui 0 método de

Crank-Nicolson.

Seja a equagdo diferencial (2.3.11), com k igual a zero, satisfeita no ponto intermédio
Lanse =(n+3)4,

isto €,

aCA ntl/2 [ 6 ( aCA )]!H*l/z
- —| D—= =i 428
( ot l oy dy QA2
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Agora, se a derivada

[i(DaCAJJM‘UZ’
oy\ 0y ),

for substituida pela média das suas aproximagdes nos instantes 7 e n+1, ou seja,
) 6C n+l/2 1 C"H —C"'- Cn‘_ _C";‘._
(6_[D 2 '4)] *‘E[Dnm _A‘EZ—A_D;-—W_%"'
y y 4y 4y
C;:-:l _C::I

a°

C:}q - C::—ll

+D,1/2 =D, T:‘ (2.4.29)

¢ se a derivada no tempo for aproximada por

n+l/2 ntl _ n
(ac;, ] io..r Bei.” (2.4.30)
ot ), At
podemos escrever
C;:'rl -Ch l Can —Chi P Cai —Cli
T :‘+1sz i-1/2 2 e
ntl n.+1 n-lnl o n.+]
+D,,y 'C%__D;-Uz &%]=0‘ (2.4.31)

No esquema (2.4.31), isto €, no método de Crank-Nicolson, a derivada no tempo €
aproximada por uma diferenga finita centrada de primeira ordem. Entio, ¢ possivel alcan-
gar precisdo de segunda ordem no tempo. Notar que consideramos o coeficiente de disper-
sdo constante no tempo, embora seja fungdo da coordenada espacial y.

A resolugdo do sistema de equagdes (2.4.31), em ordem as concentragdes no instante

n+l, € facilitada se o escrevermos sob a seguinte forma matricial

A€ = BEr, (2.4.32)
onde os vectores das concentragdes sdo definidos por

€l =L €. .. OS5 (2.4.33)

A matriz A dos coeficientes ¢ uma matriz tridiagonal, cujas caracteristicas permitem apli-

car o algoritmo de Thomas, sem necessidade de pivotagem.
Segregagéo-dispersdo — Métodos dos incrementos fraccionarios

Neste ponto, consideramos o problema da resolugio numérica da equagdo diferencial
(2.3.11), quando os coeficientes k € D sdo simultaneamente diferentes de zero. Para tal,
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recorremos a um procedimento, muito simples, que se baseia no método dos incrementos
Jfracciondrios (“method of fractional steps” ou “time splitting method”). Este método ¢
frequentemente utilizado em problemas do tipo advecgdo-difusio e em problemas multidi-
mensionais (Press et al., 1986, Ames, 1992).

Suponhamos que pretendemos resolver a seguinte equagio diferencial parcial

0 . (2.4.3)
ot

onde L € um determinado operador. O operador L ndo é necessariamente linear, mas pode

ser escrito como uma soma linear de m parcelas, ou seja,

%‘}: Lu+Lu+--+L,u. (2.4.35)
Agora, suponhamos que para cada equagio

0

';—1: =L,u, etc.,

¢ conhecido um esquema numérico que permite actualizar a variavel %, do instante para o
instante »+1. Assim, podemos escrever
™ = ", &),

u™ =U,(u", a), (2.4.36)

un+| =k UM(N". Af),
onde os operadores U, U, etc., representam os esquemas numeéricos parcelares. Uma ver-
sdo do método dos incrementos fraccionarios, consiste em passar do instante # ao instante

n+1, através da seguinte sequéncia de calculos (Press et al., 1986)
u™ " =", )

umm Uz(umi/m. At) (2.4.37)

u'"" =Um(un+(m—lj/m, Af)

O método que acabamos de apresentar pode, por exemplo, aplicar-se a resolugdo da
equacdo para o fransporte advectivo-difusivo

du +v6_u_ D 0%u
ot ox ox?

=0. (2.4.38)
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Neste caso, com vantagem, pode usar-se um esquema explicito para o operador advecgio
(o método de Lax-Wendroff, por exemplo) e um esquema implicito para o operador difu-
sdo (o método de Crank-Nicolson, por exemplo) — Press et al., 1986.

A semelhanca do exemplo anterior, na resolugdo da equagdo (2.3.11), aplicimos o
esquema predictor-corrector ao operador segregacdo ¢ o método de Crank-Nicolson ao
operador dispersio, ou seja,

e = s(Cs @), (2.4.39)

C = U 32 ). (2.4.40)
No entanto, como os operadores Upc € Uqy ndo sdo comutativos, para alcangar precisdo de
segunda ordem no tempo, o método dos incrementos fraccionarios foi implementado do

seguinte modo
C 2=, (Ch, ), (2.4.41)
EFY =ULACT"E, &), (2.4.42)
CI2 sy S ), (2.4.43)
CF =t €. &), (2.4.44)
Simulacao

Nos graficos 2.4.1 exemplifica-se um processo de segregagio (estratificagio) com dois
componentes. O sistema, no estado inicial, encontra-se perfeitamente misturado. Os dois
componentes existem na proporgdo de 50/50. O coeficiente de segregagio vale 0.1 cmys.
Nos graficos 2.4.2 ¢ exemplificado um processo de dispersdo (mistura), também com dois
componentes. Neste caso, o sistema, no estado inicial, encontra-se perfeitamente estratifi-
cado. Os dois componentes existem, igualmente, na proporgio de 50/50. O coeficiente de
dispersdo foi fixado em 0.1 cm*/s. Nos dois casos, a porosidade média do leito ¢ igual a
0.5, o passo de integragio Ar é igual a 0.5 s ¢ altura dos volumes finitos Ay ¢ igual a 1 cm.
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Graficos 2.4.1: Segregagéo (estratificacdo) de dois componentes.

Tempo de simulagéo: 60, 150 e 235 s.
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Gréaficos: 2.4.2: Dispersdo (mistura) de dois componentes.
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2.5 Trabalho experimental com misturas de dois componentes

Dispositivo laboratorial

A jiga. Trata-se de uma jiga Denver. E, portanto, um aparelho com crivo fixo, sendo a
pulsagdo da agua provocada pelo movimento de um diafragma de borracha. O diafragma
sobe e desce, num movimento harménico, por acgdo de um sistema de biela-manivela,
accionado, por sua vez, por um motor eléctrico. A excentricidade da manivela é regula-
vel, sendo assim possivel controlar a amplitude do ciclo de jigagem. O dispositivo conta
ainda com uma valvula rotativa, sincronizada com o movimento do diafragma, que con-
trola a entrada de 4gua pelo hutch. E, entdo, possivel reforgar a expansio do leito durante
a descida do diafragma ou, em alternativa, anular o efeito de sucgdo durante a subida. A
frequéncia da pulsagdo produzida é de cerca de 200 ciclos por minuto. Para comparti-
mento de jigagem foram fabricadas duas células em vidro acrilico (perspex). Uma célula
destina-se a observagdo do leito. A outra célula é destinada & sua anilise, permitindo
segmenta-lo em estratos horizontais.

A célula de observagdo tem uma altura total de 40 cm. A sua sec¢do interna tem a
forma de um rectingulo com os cantos arredondados ¢ mede 152 cm’. O minério ¢
sustentado por uma rede metalica, com malha quadrada, com 2 mm de luz. Na parte
superior da c€lula, a secgdo € dividida em quatro subsecgdes, com o objectivo de eliminar
o movimento de balango da agua gerado pela pulsagio.

A célula de analise ¢ formada pela sobreposigdo de 25 anéis com a altura de 10 mm e,
na parte superior, por um segmento inteirico com 15 cm de altura. O sistema de anéis
destina-se a segmentar o leito em estratos horizontais com altura conhecida. A secgdo
interna dos anéis ¢ da parte inteirica tem a forma de um rectingulo com os cantos arre-
dondados. Esta secgdo mede 156 cm’. A rede o sistema de buffers sio idénticos aos da
célula de observagéo.

O minério. Utilizimos uma mistura artificial de calcirio e minério de magnetite. O
minério de magnetite foi recolhido na mina abandonada de Vila Cova (distrito de Vila
Real). O calcério existia em depésito no laboratério. Ambos os materiais comegaram por
ser fragmentados, primeiro num britador Blake e depois num granulador de rolos, de
modo a adquirirem a granulometria pretendida — 100% abaixo dos 10 mm. Em seguida,
os materiais foram crivados, produzindo os seguintes lotes:
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-8.0a6.7 mm,
-6.7a4.75 mm,
—4.75 a3.35 mm,
—3.35a2.36 mm.

Apods a crivagem, o minério de magnetite foi concentrado num separador magnético
de disco, de baixa intensidade ¢ com funcionamento por via seca. Existia a possibilidade
de regular a intensidade do campo magnético do separador, fazendo variar a tensdo de
alimentagdo das bobines. Assim, durante a separagdo foi usada uma tensdo muito baixa,
com o objectivo de produzir um concentrado com elevado teor e reduzida dispersio. Para
controlar o teor médio dos concentrados foram recolhidas 4 amostras, uma por cada lote
granulométrico. Ap6s a sua moagem num moinho de anéis, onde adquiriram uma granu-
lometria 100% abaixo de 100#, as amostras foram tratadas num tubo Davis. As fracgdes
do material magnético retido sdo apresentadas no quadro 2.5.1. Os resultados indicam
que o teor dos concentrados ¢ relativamente elevado, 70% de minerais magnéticos, € que
¢ aproximadamente igual para os quatro lotes.

Ensaios no tubo Davis — Quadro 2.5.1

lote massa total (g) massa retida (g) fracgdo retida
8.0/6.7 mm 102 71 0.696
6.7/4.75 mm 101 71 0.703
4.75/3.35 mm 103 73 0.709
3.35/2.36 mm 103 72 0.699

Para determinar a densidade média de cada lote de concentrado foram recolhidas mais
4 amostras ¢, apos a sua pesagem, foi medido, numa proveta graduada, o volume de agua
deslocado. Para os valores de densidade obtidos foram calculados intervalos de confianga
aproximados. Para tal, consideramos que o erro de pesagem ¢ desprezavel em relagio ao
erro de medida do volume e que este ultimo erro, em aproximadamente 95% dos casos, é
de + 2 ml (+ uma divisdo da escala). Os resultados destes ensaios, assim como os interva-
los de confianga aproximados, sdo apresentados no quadro 2.5.2. Podemos, entdo, con-
cluir que o teor € aproximadamente igual para os quatro lotes ¢ que a densidade média
dos solidos, retendo apenas uma casa decimal, vale 4.1.

Foi também determinada a densidade média dos lotes de calcario. Os resultados sido
apresentados no quadro 2.5.3. Para este material a densidade média dos sélidos tem um
valor aproximado de 2.7.
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Ensaios com proveta graduada — Magnetite — Quadro 2.5.2

lote massa (g) vol. deslocado (ml) densidade erro estimado*
8.0/6.7 mm 251 62 4.05 +0.13
6.7 /4.75 mm 272 66 412 +0.13
4.75/3.35 mm 284 70 4.06 +0.12
3.35/2.36 mm 261 64 4.08 +0.13

Ensaios com proveta graduada — Calcario — Quadro 2.5.3

lote massa (g) vol. deslocado (ml) densidade erro estimado*
8.0/6.7 mm 179 66 2.7 +0.09
6.7/4.75 mm 159 60 265 +0.09
4.75/3.35 mm 182 68 268 +0.08
3.35/2.36 mm 167 62 2.69 +0.09

* valor aproximado do intervalo de confianga a 95%

Procedimentos

Observagdo em cdmara lenta. Filmamos, em video, a jigagem de uma mistura de par-
ticulas de calcario e magnetite, na proporg¢do 70/30 em volume de solidos. Foi utilizada a
célula de observagdo. As particulas pertenciam ao lote 4.75 mm a 3.35 mm e o leito tinha
uma altura de 10 cm. No instante inicial as concentragdes eram uniformes. Passando as

imagens em camara lenta, observou-se:

Quando o diafragma desce, o leito sobe em bloco, afastando-se cerca de 1 cm da rede.
Durante a subida, o leito ndo expande ¢ ndo se registam trocas de posi¢do entre particulas.
As particulas na base do leito sdo as primeiras a cair. Assim, durante a descida do
leito, forma-se uma onda de expansdo que progride da base até ao topo. A expansdo ¢
consideravelmente maior na metade inferior do leito. Também nesta regido a acgdo de
concentragdo ¢ visivelmente mais rapida. Ao fim de cerca de trés minutos encontram-se
formados dois estratos horizontais, constituidos quase s6 por magnetite ou quase s6 por

calcario.

Num ensaio prévio, com um leito formado sé por particulas de calcario, o padrdo de
movimento ¢ semelhante ao atras descrito. Num outro ensaio foi usado um caudal
continuo de entrada de agua pelo hutch de 10 I/min. Nestas condi¢des, a subida do leito
atinge cerca de 1.5 cm, mas o padrdo de movimento mantém-se.



43

Jigagem e segmentagdo do leito. Um ensaio de jigagem, realizado na célula de analise,
constava do seguinte encadeamento de procedimentos:

homogeneizag¢do da mistura de particulas,

enchimento da célula de jigagem, primeiro com o minério e depois com agua,
jigagem durante um certo intervalo tempo,

esvaziamento da agua,

segmentagdo do leito em estratos horizontais com cerca de 10 mm de altura,

para cada estrato, secagem e separagdo (com ajuda de um iman) das particulas de
magnetite e calcario,

pesagem.

Na pratica, a segmentagdo do leito em estratos com altura uniforme, era dificil. Foram
frequentes desvios a altura preestabelecida de 10 mm. Para permitir a quantificagdo do
erro experimental, devido a esta e a outras causas, optamos por efectuar duas observagdes
independentes, isto €, repetir cada ensaio duas vezes. Como veremos no ponto 2.6.2, veri-
ficou-se que o erro experimental se situa dentro de limites aceitaveis.

Em todos os ensaios efectuados a proporgdo entre particulas de magnetite e calcario
foi de 50/50, em volume de sélidos. No instante inicial, em resultado da homogeneiza-
¢do, as concentragdes eram uniformes. Os ensaios foram divididos em quatro grupos. Os
parametros usados em cada grupo sdo indicados no quadro 2.5.4. A altura do leito foi
fixada seguindo as indicagdes de Taggart (1951). A excentricidade refere-se & regulagdo
do sistema de biela-manivela. O caudal de agua indicado diz respeito ao caudal continuo
de entrada de agua pelo Autch. Optamos por ndo fazer uso da valvula rotativa, porque a
carga dindmica que era gerada poderia danificar a instalagdo de agua. Foram considera-
dos os seguintes tempos de jigagem (tempos de residéncia): 15 s, 30s,60s,90s, 120s e
180 s, os quais, como se disse, foram repetidos duas vezes. No quadro 3.3.5, para cada
granulometria, ¢ indicada a massa total de particulas de magnetite e calcario. Para deter-
minar estes valores a célula de analise foi enchida e depois sujeita a agitagéo.

Ensaios com misturas de dois componentes — Pardmetros — Quadro 2.5.4

grupo granulometria altura do leito excentricidade caudal de agua
| 3.35/2.36 mm 8 cm maxima 0
I 3.35/2.36 mm 8cm maxima 10 l/min
1] 6.7/4.75 mm 8 cm maxima 0

v 8.0/6.7 mm 8 cm maxima 0




Ensaios com misturas de dois componentes — Massas totais — Quadro 2.5.5

granulometria volume do leito magnetite calcario porosidade

3.35/2.36 mm 1248 cm® 1249 g 795g 0.518
6.7/4.75 mm 1248 cm® 1406 g 894 g 0.458
8.0/6.7 mm 1248 cm® 1438 g 914 g 0.446

Nos lotes sujeitos a jigagem a razdo entre os calibres das particulas maiores ¢ mais
pequenas ¢ inferior a 1.5. Esta uniformidade granulométrica permite considerar que a
concentragdo de vazios C, ¢ aproximadamente constante ¢ uniforme em todo o leito. Sdo,
portanto, aplicaveis as equagdes de balango desenvolvidas nos pontos anteriores € € pos-
sivel definir um valor constante de porosidade média do leito.

Dados experimentais

No anexo B, para cada ensaio, sdo indicadas as massas de magnetite e calcario reco-
lhidas em cada estrato. Sdo indicados, igualmente, os volumes de solidos e as concen-
tragdes reduzidas correspondentes. No calculo dos volumes de sélidos foram utilizados os
valores de densidade apresentados nos quadros 2.5.2 ¢ 2.5.3, aproximados a primeira casa
decimal. As concentragdes reduzidas, foram calculadas com base nas das seguintes for-
mulas

4
oy = A (2.5.1)
5 VWtV
V,
e g = 3 (25.2)
V,+Vg

onde ¥V, e Vp sdo os volumes de solidos de magnetite ¢ calcario. Notar que as formulas
(2.5.1) e (2.5.2) estdo de acordo com a definigdo (2.2.5). A soma de controlo das concen-
tragdes reduzidas, na maior parte dos casos, ¢ diferente de 4. Isto deve-se, fundamental-
mente, a deficiéncias na segmentagdo do leito. Sempre que o desvio a soma de controlo
foi superior a 0.2, o ensaio foi rejeitado e repetido. Este critério implicou a rejeigdo de um

em cada dez ensaios.

No anexo E, entre outras informagdes, representa-se graficamente a concentragdo re-
duzida de magnetite em fung¢do da posi¢do. Nestes graficos, assinalamos:
— Na metade inferior do leito a acgdo de concentragdo ¢ mais rapida, o esta de acor-
do com a observagdo em camara lenta.
— Para os tempos de residéncia de 15 e 30 s, em qualquer dos quatro grupos de
ensaios, pode ser notada uma reentrancia na curva de concentragdo. Este facto le-
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vou-nos a formular a hipotese de que o leito se divide em duas regides: uma regido
corncinéticamaisrépida,napartedebab&odoleito,eumaregiiocmncinética
maislenta,napaﬂcdecima;atransic;ﬁocntreasduasregiﬁwébmsca, como se
existisse um degrau na funcdo k(y).

— A segregagdo progride até a quase estratificagdo perfeita do leito. Assim, for-
mam-se dois estratos, um quase s6 com magnetite ¢ outro quase s6 com calcario.
Portanto, o efeito de dispersdo, que contraria a segregagdo, devera ser pequeno.

— A acgiio de concentragdo ¢ mais rapida nos leitos com menor granulometria. E
também ligeiramente mais rapida quando existe entrada de agua pelo hutch.



2.6 Ajuste do modelo binario

2.6.1 Fungéo objectivo
Modelos candidatos

No ajuste da equagdo da segregacgdo-dispersdo, aos dados apresentados no anexo A,
consideramos os seguintes modelos candidatos:

Modelos Candidatos Parametros
modelo com uma regido, sem dispersao k
modelo com duas regides, sem dispersdo kv, k2, yo
modelo com duas regides, com dispersdo ky, ka, D, vo

No primeiro modelo, admite-se que o coeficiente de segregacdo ¢ constante ao longo da
coordenada vertical y. No segundo modelo, o leito ¢ dividido numa regido superior ¢ numa
regido inferior. Como vimos no ponto anterior, as curvas experimentais de concentra¢do
sugerem esta divisdo. A regido superior do leito tem o coeficiente de segregagdo k. A re-
gidio inferior, junto a rede, tem o coeficiente de segregagdo k». O pardmetro y, (um inteiro)
indica o ultimo volume finito que pertence a regido superior. No terceiro modelo candidato,
sio igualmente consideradas duas regides na descrigdo da segregagdo. Os pardametros k; €
k, designam os coeficientes de segregagdo nas regioes superior ¢ inferior. O pardmetro D

designa o coeficiente de dispersdo comum as duas regioes.
Minimos quadrados

Os dados experimentais, como vimos atras, referem-se as concentragdes em magnetite €
calcario, observadas em estratos horizontais do leito, apés um certo tempo de residéncia.
Em cada estrato verifica-se sempre

Conag. ¥ Coat. =1,
isto ¢, existe apenas uma concentragdo independente. Assim, para efectuar o ajuste ¢ sufi-
ciente a concentragdo de um componente. Escolhemos a concentra¢do em magnetite.

Sejam os residuos do ajuste definidos do seguinte modo
g:(x)=r(;)-s.(x1;), (2.6.1)
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onde r,(1;) ¢ a concentragdo em magnetite observada no estrato w, apos o tempo de resi-
déncia t; € 5.(x,1;) ¢ a concentragdo correspondente prevista pelo modelo. O vector x
(nx 1) representa os pardmetros do modelo (excluindo o inteiro y). Na resolugdo da equa-
¢do da segregagdo-dispersdo, equagao 2.3.11, foram utilizados oito volumes finitos, com
altura Ay igual a 1 cm. Existe, assim, uma correspondéncia directa entre o volume finito w

¢ o estrato w.

Uma vez definidos os residuos, o ajuste pode ser formulado como um problema de
minimizagdo da norma de g(x), onde sdo manipulados os pardmetros x. Adoptando a
minimizagio do quadrado da norma Euclidiana, o problema escreve-se, entdo,

min f(x) = 4lg(0)l; =1Y g(x)’*, 2.62)
i=1

onde m é o nimero de observagdes. Como as fung3es g(x) sdo ndo-lineares em relagdo
aos parametros do modelo, trata-se, portanto, de um problema ndo-linear de minimos qua-

drados.
Minimos quadrados como um estimador de maxima verosimilhanga

Suponhamos que a cada observagao ,; esta associado um erro aleatorio. Sejam estes
erros independentes entre si € distribuidos em torno do verdadeiro valor da observagio, de
acordo com a lei normal. Suponhamos, também, que a varidncia dos erros ¢ a mesma para
todas as observagdes. Agora, se considerarmos que o modelo é correcto, ou seja, que O ver-
dadeiro valor de cada observagio € i as,(xt i ), onde ¥ ¢ o verdadeiro valor dos pa-
rametros, temos que

r =S (%, )ve, (2.6.3)

w)
com E(e,)=0, (2.6.4)
onde e, é o erro associado a ry; ¢ E(e;) € o valor esperado de e;. Sob este ponto de vista,

os residuos anteriormente definidos, calculados no ponto X, correspondem aos €rros €.

Nas equagdes anteriores, cada observagdo ¢ considerada como se fosse uma variavel
aleatéria formada pela soma duas partes: uma parte deterministica, que ¢ constituida pelo
verdadeiro valor da observagio, e que se supde ser dada pelo modelo; e uma parte estocas-
tica (aleatoria), que € dada pelo erro, ¢ para a qual foram consideradas uma série de pro-
priedades. Notar que o erro tanto pode ter origem em deficiéncias do método experimental,
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como pode ser resultado da variabilidade inerente aos sistemas particulados (existéncia de
bifurcagdes associadas as ndo-linearidades do processo — Rocha e Silva, 1988).

As propriedades dos erros, que por hipotese serdo validas, podem ser resumidas na
seguinte expressao vectorial
e~N(0.15%), (2.6.5)

onde Jo® ¢ a matriz de varidncia~covaridncia de e. Nesta matriz, os elementos da diagonal
principal s3o iguais a o” ¢ os restantes elementos, Cov(e;, e;), com i #, sdo iguais a zero.
Esta ultima propriedade ¢ consequéncia dos erros serem considerados independentes entre
si. A normalidade dos erros ¢é justificada pelo feorema do limite central. Assim, se cada
erro e; for o somatério de pequenos erros com diversas origens, independentemente da
distribuigdo de probabilidade de cada pequeno erro, ¢; tera uma distribuigdo que tende para

a lei normal, quanto maior for o nimero de erros parcelares.

Se o modelo é correcto, e se x é proximo de X, entdo os residuos
rw(’j)_sw(x' fj)
sdo proximos de e. Nestas condigdes, a densidade de probabilidade conjunta dos valores

observados, dados os parametros X, escreve-se

r.(t;)—s.(x ¢, 5
L(rlx)zlj[l:l{ﬁexp[— %[ ¢) s : )) :l}, (2.6.6)

porque, aproximadamente,

(rw(rj)—sw(x, ;)

g

J- N(0.1). 2.6.7)

Por definido, L(r|x) ¢ a fungdo de verosimilhanga dos valores observados. O método da
médxima verosimilhanga consiste, precisamente, em maximizar a fungdo de verosimilhan-
¢a, ou seja, em pesquisar os valores de x para os quais a probabilidade dos valores obser-
vados é maxima. Maximizar (2.6.6) ¢ equivalente a maximizar o seu logaritmo, ou a mini-

mizar o simétrico do seu logaritmo, ou seja, € equivalente a

min gz; [r'”("')_s‘"(x‘ r")]z —mfog(T;__;]. 2.638)

g

Como o ¢ constante, minimizar (2.6.8) ¢ também equivalente a minimizar (2.6.2). Em con-
clusdo, os pardmetros x, estimados pela técnica dos minimos quadrados, sdo estimadores
de méaxima verosimilhanga, quando os erros sdo independentes entre si e seguem a lei nor-
mal com varidncia constante.
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Natureza dual do erro

O valor de uma observagio pode, também, ser escrito do seguinte modo
o By 8 (2.6.9)

wj epi
onde 7, ; é o verdadeiro valor da observagio € e.; € 0 erro experimental associado a ry;.
No caso em que o modelo ¢ correcto,

Fj = sw(f. fj), (2.6.10)

pelo que substituindo (2.6.10) em (2.6.9), obtemos a equagdo (2.6.3). Agora, no caso em
que o modelo € incorrecto,

Py =8, 1))+ € is (2.6.11)
onde e,.4: € 0 erro do modelo associado ao valor previsto s,(x,t;). Se substituirmos a
equagdo anterior em (2.6.9), obtemos

Ty = Su(%, 1) F€nodi +euspis (2.6.12)
ou seja, quando o modelo € incorrecto, 0S erros tém uma origem dupla: tém origem nas
determinagdes experimentais e tém origem em deficiéncias do modelo. Neste caso, a técni-
ca dos minimos quadrados ¢ equivalente a pesquisar 0s pardmetros para os quais a proba-
bilidade de

By —Cni

¢ maxima.



50
2.6.2 Erro experimental

Decomposi¢ao dos residuos

Como vimos no ponto 2.5, em cada estrato, para cada tempo de residéncia, foram
efectuadas duas observagdes independentes. Seja

ey rwj! +rwj2

a média das duas observagdes. Se as propriedades dos erros experimentais, apresentadas
atras, forem validas, entdo
E(Fw; ) = E(rwj) = ij 2 (26 14)

ou seja, 7, ; constitui uma estimativa ndo-enviesada do verdadeiro valor da observagdo.

Agora, atendendo a que as duas observagdes tém o mesmo valor previsto pelo modelo,
podemos escrever os residuos do seguinte modo

gi(X) =t — (. 1)) (2.6.15)
ou gi(x) — (rwjlr _ij).'-(ij _sw(x’ t )): (2616)
com k=12¢ei=1,..,2m.

Nesta equagdo, o termo

Ywik ~ Fw J
é, portanto, uma estimativa do erro experimental associado a observagao 7y - Na mesma
equagdo, o termo

ij _sw(x' !J')

¢ uma estimativa do erro do modelo associado ao valor previsto s,,(x,?;).
Homogeneidade e distribui¢ao do erro experimental

De acordo com a prética habitual, para verificar se o erro experimental pode ser consi-
derado homogéneo (isto €, com varidncia constante), representamos graficamente a relagdo
entre 0s erros

Tk — . i
e as variaveis mais relevantes do processo. Nesta analise, consideramos a relagdo com as

seguintes variaveis:
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tempo de residéncia,
posi¢éo,
concentragio média das duas observagdes.
Os graficos efectuados dizem respeito aos grupos I a IV e encontram-se no anexo B.

Podemos ver que a dispersdo vertical dos pontos, ao longo das escalas de tempo €
de posigdo, ¢ aproximadamente uniforme, o que leva a crer que a grandeza do erro expe-
rimental é independente destas duas variaveis. No que se refere a relagdo com a concen-
tragio média, observa-se que, junto dos extremos da escala, a grandeza do erro € menor.
Trata-se, no entanto, de um efeito muito localizado e que envolve um nimero reduzido de
pontos. Assim, como primeira aproximacao, julgamos poder considerar que a varidncia do

erro experimental é constante.

(No caso em que o erro experimental ndo ¢ homogeéneo, os residuos devem ser ponde-
rados pelo inverso do desvio padrdo do seu erro experimental. Os pardmetros estimados
por esta técnica de minimos quadrados ponderados, sio ainda estimativas de maxima
verosimilhanga — Draper, Smith, 1998.)

Como a magnitude do erro experimental ¢ igual (ou aproximadamente igual) para todas
as observagdes, 0 erro quadrdtico médio dos desvios

w wj

pode ser calculado pela seguinte expressdo (Ross, 1987)
5%, = (soma do quadrado dos desvios) / (n.° de graus de liberdade),

ou seja, neste caso

Sir:lZZ(rWﬂ _?;J)z +(rw12 —F;f)z (Bl
J

1
ou s =—VZZ(r —rw.z)z, (2.6.18)

onde v é o nimero de graus de liberdade da soma de quadrados. Por defini¢do, o namero
de graus de liberdade de uma soma de quadrados ¢ igual ao mimero de termos da soma,
menos o nimero de relagdes lineares (constrigdes) existentes entre os termos (Ross, 1987).
Atendendo as constrigdes

_ Pojitlegn

rwj = 2 ] (2.6.13)
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entio, o nimero de graus de liberdade da soma de quadrados (2.6.18) ¢ igual a

v = (n.° de estratos ) x (n.° de tempos de residéncia). (2.6.19)

0 erro s2,, assim calculado, constitui uma estimativa ndo-enviesada do verdadeiro valor
da variancia do erro experimental o2, (Ross, 1987). Notar que, devido a0 erro na soma
das concentragdes reduzidas, ndo consideramos as constrigdes

Y =1 (2.6.20)

Se as propriedades dos erros, anteriormente apresentadas, forem validas, pode provar-
-se que a variavel
vsip / ai?
segue uma distribui¢do do qui-quadrado com v graus de liberdade (Hoel, 1984), isto €,
vel, /Gay~ s (2.621)

Para um niimero de graus de liberdade v, podem ser encontrados os valores 77 e .7’ tais

que
P{r*>1*}=1-a/2 (2.622)
c Pl >.x’}=a/2. (2.6.23)
Entio, atendendo a (2.6.21),
. v ]
Priy'e—="<ab (=1—& (2.6.24)
Oexp

ou seja, a probabilidade do intervalo

vs2 .
2 <0, < = (2.6.25)
2 X 4

conter o verdadeiro valor o‘f,q, ¢ igual a 1-a. Por outras palavras, (2.6.25) € o intervalo

de confianga do verdadeiro valor O'i? , para um nivel de significado de 100(1-a) %.

No quadro seguinte, apresentam-se a estimativa da varidncia do erro experimental € o
respectivo intervalo de confianga, para os grupos I a IV. Apresentam-se, também, outras
estatisticas que caracterizam a distribui¢do dos desvios 7, ;; — 7, - Da leitura do quadro
destacamos:

— Os valores méaximo e minimo, a média e o coeficiente de assimetria, reflectem o facto

das distribui¢des serem simétricas em relagdo a origem.
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_ O intervalo de confianga a 95% para a varidncia do erro experimental, em termos
relativos, é de +35% (aproximadamente); assim, o rigor das estatisticas calculadas com
base no erro quadratico médio ¢ reduzido.

_ O intervalo de confianga a 95% para o erro experimental, que ¢ aproximadamente
dado por +2 x erro padrdo, apresenta valores que rondam os 5% para os grupos I a [ll e
6.5% para o grupo IV. Julgamosqueesteniveldeerroéoonsentﬁneooomauﬁlizaciodos
dados na validagdo e discriminagdo dos modelos candidatos.

_ O coeficiente de curtose, nos grupos I e II, ¢ um pouco elevado. Isto indica que 0
ajuste a lei normal ndo ¢ muito perfeito. Para complementar esta informagdo, no anexo B,
¢ representada graficamente a comparagdo entre as distribuigdes dos desvios e a lei normal.
Julgamos, em fungdo desta informagdo adicional, que as distribui¢des dos desvios ndo con-
trariam a hipotese da normalidade. Assim, como primeira aproximagdo, vamos supor que
a distribuigdo dos erros experimentais segue a lei normal.

Estatisticas do erro experimental

Quadro 2.6.1
grupo | grupo I grupo Il grupo IV
nimero de desvios 96 96 96 96
média 0 0 0 0
maximo 0.0526 0.0488 0.0473 0.0524
minimo - 0.0526 - 0.0488 -0.0473 - 0.0524
soma de quadrado dos desvios 0.032346 0.025204 0.031289 0.050692
n.° de graus de liberdade 48 48 48 48
erro quadratico médio 0.000674 0.000525 0.000652 0.001056
intervalo de confianga 0.0004689; 0.000365; 0.000453; 0.000735;
da variancia a 95% 0.001052 0.000820 0.001017 0.001648
erro padrao* 0.0260 0.0229 0.0255 0.0325
+ 2 x erro padrao +0.0520 + 0.0458 +0.0510 + 0.0650
coeficiente de assimetria 0 0 0 0
coeficiente de curtose 2.420 2.242 0.6082 -0.0498

*erro padréo = (erro quadratico médio)'”

Todo o trabalho de inferéncia estatistica que temos vindo a efectuar, considera que os
erros experimentais sdo independentes entre si. Esta propriedade, como ¢ pratica habitual,

sera testada a posteriori, sobre os valores dos residuos.



2 6.3 Minimizagao da fungéo objectivo

Algoritmo geral

O modo como anteriormente definimos a fungdo n-dimensional f(x), sugere que s€
trata de uma fungdo suave, istoé,assuasprimeiracasegundaderivadasexistemesio
continuas. Nestas condigdes, ¢ aplicavel o seguinte algoritmo para a minimiza¢do, sem
constrigdes, de f(x) (Gill, Murray, Wright, 1986):

Seja x; a estimativa do ponto minimo, x*, na iteragdo k.
1. Teste de convergéncia.
Se as condigdes de convergéncia sdo satisfeitas, o algoritmo para, com X
como solugdo.
2. Calculo da direcgdo de pesquisa.
Calcular o vector nio-nulo p;, a direcgdo de pesquisa.
3. Calculo do comprimento do passo.
Calcular o escalar positivo @, 0 comprimento do passo, para 0 qual se verifi-
ca a condi¢do
flxp +a,pe) < f(x). (2.6.26)
4. Calculo da nova estimativa do minimo.

Xy =X YO Py (2.6.27)

Retornar ao passo 1.

Em ordem a que a condigdo (2.6.26) possa ser satisfeita, isto ¢, para que f(x) seja
reduzida em cada iteragdo, pi € @ devem possuir certas propriedades. Assim, a direc¢do
definida por p; deve ser uma direccdo de descida, isto é, p, deve ser um vector que
satisfaz a condig¢do

Vi(x.) pe <0, (2.6.28)
onde Vf(x;) é o gradiente de f/ no ponto X . Se p; ¢ uma direcgdo de descida, entdo pode
provar-se que existe sempre um escalar positivo a, tal que (Gill et al., 1986)

f(x, +ap) < f(x)- (2.6.29)

Métodos para minimos quadrados

Embora o problema da minimizagdo de £, sem constrigdes, possa ser resolvido por um
método geral, por exemplo, por um método que usa a direcgdo de Newton (ou uma apro-
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ximagdo quasi-Newton), as propriedades da fungdo f fazem com que seja compensador
usar métodos especificos. Em particular, o gradiente € a Hessiana de um problema de mi-
nimos quadrados tém uma estrutura especial. Seja Vg(x) a matriz Jacobiana (n x m) de
g(x) e seja V’g;(x) a matriz Hessiana (n x n) de g:(x). Entdio, pode provar-se que (Nash,
Sofer, 1996)

Vf(x) = Vg(x)g(x), (2.6.30)

V2 f(x) = Vg(x)Vg(x)+Q(x) , (2.6.31)

onde  Q(x)=3 Vg, (x)g,(x). (2:632)
i=1

Analisando as equagdes (2.6.31) e (2.6.32), podemos ver que a Hessiana da fungdo
objectivo de um problema de minimos quadrados, consiste numa combinagao especial de
informagdo de primeira e de segunda ordem. Os métodos para minimos quadrados assen-
tam na suposigao de que o termo de primeira ordem Vg(x)Vg(x)’ dominara o termo de
segunda ordem Q(x). Este pressuposto ndo se justifica se os residuos no ponto minimo
forem grandes, isto ¢, se a norma [g(x*)[l> for comparéavel ao maior valor proprio de
Vg(x*)Vg(x*)". Neste caso, sera aconselhavel usar um método geral (Gill, et. al., 1986).

Direcgdo de Gauss-Newton

Dado um ponto X, a direcgdo de Gauss-Newton pode obter-se linearizando g(x), em
torno do ponto x;
2(x. x,)=8(x,)+Vg(x,) (x—x;) (2.6.33)
¢, depois, minimizando o quadrado da norma da fungdo linearizada
min L] §(x, x,)l; - (2.6.34)

Uma via para a resolugdo do problema (2.6.34), passa por efectuar o desenvolvimento
(Bertsekas, 1999)

HIEx, xl; =
=1l g(xpl +2(x - x,)' Vg(x,)8(xe) +
+(x—x, ) VE(x, )Vg(x, ) (x—x;)] (2.6.35)
¢, em seguida, derivar 1| g(x, x,)|; em ordem a x ¢ igualar a zero

1[2Vg(x; )g(x, )+ 2Vg(x, )VE(x,) (x—x;)]= 0, (2.6.36)



de onde resulta, finalmente,
Vg(x, )Ve(x,) (x—x,)=-Vg(x,)8(X;). (2.6.37)

Agora, admitindo que a matriz Vg(xi)Vg(x;) tem inversa, podemos escrever

X, = %, —[VE(x,)VE(x,)T VB(x,)8(X) (2.6.38)
Esta tltima equagdo constitui a iteragdo pura do método de Gauss-Newton. Se g(x) for
uma fungdo linear, temos que

1g(0 2 =18¢x xl;
¢ 0 método converge numa tnica iteragdo. Ao vector definido por

d, = {Vg(x,)Ve(x,)T" V8(x,)8(x) (2.6.39)
chama-se direcgdo de Gauss-Newfon. Pode provar-s¢ que esta direcgdo constitui uma
aproximagdo a direcgdo de Newton, quando os termos de segunda ordem da Hessiana sdo
negligenciados. Nesta medida, um método baseado na direcgdo de Gauss-Newton ¢ um
método especifico para problemas de minimos quadrados.

Podemos, com facilidade, verificar que a direcgdo de Gauss-Newton ¢ uma direc¢do
de descida, se a matriz Vg(xr)Vg(xi) (ou, de um modo equivalente, a sua inversa) for
definida positiva ¢ se o gradiente em x; ndo for nulo. Assim, atendendo a que o gradiente
em x; é 0 vector Vg(xi)g(xx), a condigdo de direccdo de descida escreve-se

—[Va(x,)g(x )T [Ve(x, )VE(x, )T Va(x,)g(x,) <0.  (2.6:40)
Garantindo a descida e a convergéncia
Para garantir a descida no caso em que Vg(x;)Vg(xy) ¢ singular, e também para

melhorar as propriedades de convergéncia quando esta matriz ¢ quase singular, os
algoritmos baseados na direcgdo de Gauss-Newton sdo, habitualmente, implementados da

seguinte forma
X = X~ [VE(XVE(X) + 4T VE(x,)8(%) (2.6.41)
onde a; é o passo de descida, anteriormente definido, e A ¢ uma matriz diagonal tal que
Vg(x,)Vg(x,)+4,
¢ definida positiva.

Uma via para determinar os elementos da matriz A;, consiste em modificar o algo-
ritmo que faz a factorizagdo de Vg(x)Vg(x:)". Na nossa implementagio do método de
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Gauss-Newton, recorremos a um algoritmo modificado da factorizagdo de Cholesky que,
simultaneamente, factoriza a matriz Veg(x)Vg(xy) e calcula A, tal que a direcgdo de
pesquisa € sempre uma direcgdio de descida (excepto no caso em queé o gradiente em x; €

nulo).

A implementagdo do método de Gauss-Newton, que acabamos de apresentar, forma
explicitamente a matriz Vg(x:)Vg(xi)" e, depois, calcula a direcgdo de pesquisa resol-
vendo o sistema

[Ve(x,)Ve(x, Y +4,1p, = -V8(x,)8(%,) (2.6.42)

A principal desvantagem desta abordagem, consiste no facto de o nimero de condi¢do da
matriz Vg(x,)Vg(xy)" ser o quadrado do mimero de condigio de Vg(xy), ¢ de o majo-
rante do erro, no calculo da direcgdo py, ser proporcional a este nimero (Gill et al., 1986,
Nash, Sofer, 1996). O caminho normalmente seguido para evitar a exacerbago do nume-
ro de condigdo, consiste em resolver o problema de minimos quadrados lineares definido
pela expressdo (2.6.34), efectuando a factorizagio QR de Vg(x;). No entanto, conside-
rando a menor complexidade algoritmica (¢ conceptual) da factorizagio de Cholesky, € a
possibilidade de produzir um algoritmo modificado que controla (¢ diminui) o nimero de
condigdo, optamos por um método baseado nesta ultima factorizagao.

Mesmo no caso em que a matriz Vg(x;)Vg(xi) + 4 € definida positiva, pode suce-
der que as direcgdes dos vectores Vf(x;) e pi venham quase ortogonais. Nesta situagdo,
a direcdo pr ¢ quase paralela a aproximacdo de primeira ordem da linha de nivel
f(x)=f(x}) e, portanto, f(x) ¢ quase constante ao longo de px . Pode também acontecer
que a norma de p; venha arbitrariamente proxima de zero. Estes dois casos, que se
traduziriam numa convergéncia muito lenta, ou mesmo na paragem extemporanea do
algoritmo, podem ser evitados se o maior valor proprio da matriz Vg(x) Vg(xi)’ for
limitado superiormente (Bertsekas, 1999). No nosso algoritmo, ndo € tomada nenhuma
medida especifica para limitar o maior valor proprio da matriz Vg(xi)Vg(xi)" No
entanto, a matriz A, ¢é escolhida de modo a evitar um crescimento prejudicial dos valores
proprios de Vg(xi)Vg(xi)+ 4. Por outro lado, para impedir que a norma de p; venha
arbitrariamente grande, o menor valor proprio de Vg(x;) Vg(xk)” deve ser limitado infe-
riormente. O algoritmo efectua este controlo através da adigdo de 4;.

Ainda com o objectivo de garantir a convergéncia do algoritmo, o comprimento do
passo a; ndo deve respeitar apenas a condigdo (2.6.26). De facto, o passo deve ser esco-
lhido de modo a que f seja suficientemente decrescida em cada iteragdo. Na pratica, este
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objectivo pode ser alcangado se a satisfizer, por exemplo, a condigdo de Armijo. Esta
questdo é retomada mais a frente.

Célculo da direcg@o de pesquisa

Seja o sistema de equagdes lineares

[Vg(x,)Ve(x,) 1P, = -V8(X)8(%) (2.6.43)
escrito na forma simplificada Ax=b. Se a matriz A é simétrica e definida positiva, pode
provar-se que € sempre possivel efectuar, sem troca de linhas, a factorizagdo

A=LU, (2.6.44)
onde L é uma matriz triangular inferior, com os clementos da diagonal principal iguais a
um, ¢ U ¢ uma matriz triangular superior. A matriz U corresponde ao sistema de equagdes
triangularizado que é obtido como resultado da eliminagdo Gaussiana. A matriz L ¢ um
registo dos factores utilizados para produzir U. A factorizagdo de Cholesky, como vere-
mos, pode obter-se pela manipulagio da equagdo (2.6.44).

Seja D a matriz diagonal tal que d, =u,. Scja, também, a matriz U definida por
U =D"'U e, portanto, DU =U . Podemos, assim, escrever a matriz A como o produto
A = LDU . e sendo A uma matriz simétrica,
A=U'D'L'=0"DL'=A=LDU . (2.6.45)
Entdo, U’= L ou, de um modo equivalente, U = L' e, portanto,
A=TEDL". (2.6.46)

Como a matriz A ¢ definida positiva, verifica-se que x'Ax >0, para todo o x#0.
Utilizando a factorizagdo anterior,
x"Ax=x"LDL'x=(L'x)D(L'x)=y'Dy, (2.6.47)

onde y=L'x.Com0Léumamatﬁzn§o—singular, y#0 seesose x#0. Entdo,

0<y'Dy =Zd,.,.yf , paratodoo y#0. (2.6.48)

A condigdo anterior ¢ verdadeira se se verificar d,,>0, para todo 0 i. Em conclusdo, se A ¢
simétrica e definida positiva, D ¢ uma matriz com 0s elementos da diagonal principal
positivos.

Em fungdo da conclusdo anterior, podemos escrever D=DD, onde D ¢ uma matriz
diagonal com 3,,. =Jd-,.,. . Agora, se definirmos a matriz triangular inferior L=LD,
A=LDDL'= LD(LDY=LL' (2.6.49)



59

¢ omitindo o sinal , obtemos, finalmente,

A=TE". (2.6.50)
Esta ultima factorizagdo € referida como a factorizagdo (ou decomposi¢do) de Cholesky
da matriz 4.

Os factores de Cholesky /;; podem ser calculados directamente a partir da igualdade
elemento-a-clemento entre as matrizes A ¢ LL". Para tal, ¢ mais conveniente escrever a
factorizagdo definida pela equagdo (2.6.50), do seguinte modo

a), Gy a3 - a,

Ay Qyp Qyp ' Gy,

Ay Ay Ay - Gy, (T

_aul auz an3 am_
-'!ll | —III IEIZI 131 JIJr:l-
J21 122 "12 !32 Inl
_Inl fnl lu3 373 !m_ = Iﬂﬂ_

Igualando os elementos (1, 1), obtemos

dyy =i ou s =N - (2.6.52)
Igualando os restantes elementos da primeira coluna, obtemos

a, =11, ou I, = ?—“, =2, 050, (2.6.53)
11

Agora, igualando os elementos (2, 2),

I A ou by =Nt —1 . (2.6.54)
Os restantes elementos da segunda coluna podem ser calculados pelas equagdes

a, =lyly +1,ly

il
EYR L. A i=3,..,n (2.6.55)

Iy

Apos o calculo das colunas 1, 2, ..., j-1, o factor /;; pode ser calculado de acordo com as
seguintes equagdes

a; =0+ ekl (2.6.56)

j-1
= Ja” ~¥ .. (2.6.57)
m=1



Os restantes elementos da coluna j podem ser calculados pela equagdo

Zf.m im

L, _I—, i=j+, .., n. (2.6.58)

i

Pode provar-se que a instabilidade numérica de um algoritmo de factorizagdo esta,
sobretudo, relacionada com o crescimento dos factores, em relagdo aos elementos da ma-
triz original (Gill, et al., 1986, Burden, Faires, 2001). Analisando a equagdo (2.6.56),
verificamos que o crescimento dos factores /;; ¢ limitado @ priori pelos elementos da
diagonal de A, mesmo que surjam pequenos pivots durante a factorizagdo. Assim, ndo é
necessario efectuar pivotagem de linhas para que o algoritmo de Cholesky seja numerica-
mente estavel.

Consideremos, agora, o caso em que a matriz A ¢ adicionada uma matriz diagonal E,
F=A+E, (2.6.59)
onde E ¢ tal que F ¢ definida positiva. Os elementos da matriz E sido calculados, sequen-
cialmente, durante a factorizagdo, quando

j-1
2
A
m=1

for negativo ou préximo de zero, o que indica, de acordo com (2.6.57), que A nio ¢ defi-

nida positiva ou ¢ quase singular.

Os elementos da diagonal de E podem ser determinados aplicando o seguinte algorit-
mo modificado da factorizagdo de Cholesky (Bertsekas, 1999). Sejam dois escalares ; e

4 tal que se verifica 4, <u,. A primeira coluna da matriz L ¢ calculada de acordo com as

equagoes
Vdy S€ 4 <ay
) = (2.6.60)
h {'\J' se 4 2a,
[, == i=2,..n. (2.6.61)
]“

Calculadas as colunas 1, 2, ..., j~1 da matriz L, podemos obter os elementos da coluna j
através das seguintes equagdes

J-1
1‘0” —Zlfn‘ se py <a;; Zl =
.= m=1 (2.6.62)

=
Vi, se p, 2a1.;.—z:‘,,,
m=1
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j-1
a;; — Zl Ijm!im

I T A TR
I.ff

I i=j+l, .., (2.6.63)

Em resumo, em termos da matriz E, o elemento jj desta matriz ¢ igual a zero se
j-1
t<a;; =2l
m=1
eéiguala
j-1
H _(aj.r' ‘zlf'm)
m=1

em caso contrario.

Bertsekas (1999) recomenda que inicialmente seja escolhido x,=0, e que este valor s
deve ser aumentado se surgirem dificuldades no calculo da direc¢do de descida. O para-
metro x4, deve ser escolhido bastante maior de x,. Para fixar o seu valor, pode-se
comegar por tentar um g, relativamente pequeno, o qual devera ser aumentado se a
norma da direcgdo de pesquisa for substancialmente maior que a unidade. Seguindo estas
recomendagdes, adoptamos os valores g, =0¢ x;=0.1.

Uma vez factorizada a matriz F, o sistema de equagdes lineares
Fx=LL'x=5b (2.6.64)
pode ser resolvido calculando, em primeiro lugar, a solugdo do sistema triangular
Epn (2.6.65)
e, depois, resolvendo o sistema, também triangular,
L'x=y. (2.6.66)

A solu¢do do primeiro sistema pode ser calculada, no sentido descendente, de acordo
com as seguintes equagdes

Yi= f_]? (2.6.67)
1

b, —if,-,,,y,,,
— m=1

L ’

i

¥, £, .0 (2.6.68)

y sevy

A solugdo do segundo sistema pode ser calculada, no sentido ascendente, de acordo com

d, = f’— (2.6.69)

nn
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¥i= zlmidm
d=—== i=n1, ., 1. (2.6.70)

Célculo do comprimento do passo

Como foi referido, para garantir a convergéncia, o comprimento do passo a; deve ser
escolhido de modo a que f{x) sofra um decréscimo ndo trivial em cada iteragdo. E con-
digio suficiente de decréscimo ndo trivial, que a; seja escolhido respeitando a seguinte
desigualdade

f(x)—f(x, +a,p.)2-ca,Vf(x,) P, (2.6.71)
onde o ¢ um escalar compreendido entre zero e um (Gill et al., 1986, Bertsekas, 1999). A
condi¢do imposta por (2.6.71) designa-se, habitualmente, condigcdo (ou regra) de Armijo.
Notar que o decréscimo na fungdo f(x) ndo tem que ser apenas positivo; tem que ser
suficientemente grande para passar no teste (2.6.71).

Nos algoritmos baseados na condi¢do de Armijo, o comprimento do passo €, frequen-
temente, definido em termos de um passo inicial s ¢ de um escalar f compreendido entre
zero ¢ um. O passo escolhido € o primeiro membro da sucessdo

{B"s}, com m=0,1,.., (2.6.72)
que satisfaz a condi¢do (2.6.71). Na nosso algoritmo, consideramos s igual a unidade,
com o objectivo de maximizar a taxa de convergéncia do método na vizinhanga do mini-
mo. Respeitando os limites aconselhados por Bertsekas (1999), escolhemos £ igual a 0.1
e oigual a 107,

Aproximagao das derivadas

Em cada nova estimativa x;, € necessario calcular o Jacobiano dos residuos Vg(x,;), a
partir do qual se obtém o gradiente ¢ a aproximagdo a Hessiana. No entanto, dada a im-
possibilidade de obter uma expressdo analitica para as derivadas dos residuos, seguimos a
alternativa habitual, e calculamos uma aproximacgio do Jacobiano, mediante diferencas
finitas. Assim, recorrendo a formula das diferengas finitas a direita, o elemento (i, j) do
Jacobiano ¢ dado por

agj(x) k. gj(x+hj ef)'"g_f(x)
ox, h '

i 7

(2.6.73)

com =12, .. .nef=12..m;
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onde e; ¢ o vector unitario que indica a direcgdo 7, /; € o passo escalar dado nessa direc-

¢d0, n é o namero de parametros e m ¢ o nimero de residuos.

Tendo em conta as duas principais fontes de erro envolvidas nesta aproximagéo, o erro
de truncatura ¢ os erros de arredondamento no calculo de g; e na divisdo por A;, Nash e
Sofer (1996) recomendam a escolha do passo

h, = ’ M , (2.6.74)
8"

onde £y, ¢ a precisdo da maquina. Agora, se 0 médulo dos residuos € 0 modulo das suas
segundas derivadas forem da mesma ordem de grandeza, o que sucede frequentemente,
temos que

h, = ,/sm : (2.6.75)
Entdo, considerando que os calculos sdo efectuados com precisdo dupla (64 bits), a que
corresponde

Emag ® 10" :

adoptamos A; igual a 10°.
Condig¢des de paragem

A decisdo de que x; € uma aproximagdo adequada da solugdo do problema foi funda-
mentada em dois tipos de teste:
- tipo 1: x; quase satisfaz as condigdes suficientes para poder ser considerado um
minimo local: o gradiente é quase nulo ¢ a aproximagdo a matriz Hessiana ¢
definida positiva,
- tipo 2: a sequéncia de pontos x; parece ter convergido.
Assim, se as duas condi¢Oes seguintes forem verdadeiras, o algoritmo para ¢ assume x;
como solugdo:
- condigdo 1: | Vf(x; )|, <&, (2.6.76)
- condig¢do 2: || x, —x, [, <&,. (2.6.77)
Apés a paragem do algoritmo, € efectuado um terceiro teste, baseado na factorizagdo de
Cholesky, que permite concluir se VgVg~ ¢ definida positiva ou ndo. Apoiados na expe-

riéncia, para a nossa implementagdo do método de Gauss-Newton, ¢ para o nosso proble-
ma de ajuste, consideramos J, igual a 10%¢ &, igual a 10°.



2.6.4 Resultados do ajuste

Parametros ajustados

Parametros ajustados — Estimativas pontuais — Quadros 2.6.2

Modelo com uma regido, sem dispersdo

grupo | grupo Il grupo Il grupo IV
k 0.190936 0.206506 0.139854 0.119638
f 1.371 E-1 1.248 E-1 1.914 E-1 1.949 E-1
f = valor da fungdo objectivo
Modelo com duas regides, sem dispersdo
grupo | grupo Il grupo 111 grupo IV
Yo 5 5 5 5
k1 0.178986 0.194836 0.115814 0.096302
k2 0.345849 0.378632 0.239587 0.203949
f 6.103 E-2 5.357 E-2 7.855 E-2 6.678 E-2
Modelo com duas regides, com disperséo
grupo | grupo || grupo |l grupo IV
Yo 5 5 5 5
k1 0.178271 0.194120 0.113330 0.096160
k2 0.341322 0.372552 0.226450 0.203263
D 2299 E-8 6.581 E-8 1.594 E-7 8.659 E-7
f 6.109 E-2 5.363 E-2 8.015 E-2 6.679 E-2

Numa primeira leitura, nos quadros 2.6.2 destacamos:

— Os parametros k, ¢ k, apresentam valores claramente distintos. Verifica-se, igual-
mente, que quando passamos de uma para duas regides, o valor da fun¢do objectivo desce

para cerca de metade. Estes factos parecem indicar que o modelo com duas regides possi-

bilita uma melhor descrigdo do mecanismo de segregagao.

— O valor ajustado do coeficiente de dispersdo é muito pequeno. Simultaneamente, com
a inclusdo deste parametro, o valor da fungdo objectivo permanece quase inalterado. O me-

canismo de dispersdo parece, assim, estar ausente.

— Os valores dos parametros k, ¢ k, encontram-se sempre numa razio aproximada de

1:2.

— O parametro y,, que controla a dimensdo relativa das duas regides, assume 0 mesmo

valor nos quatro grupos.
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— Por ordem crescente dos coeficientes de segregagdo, temos:

grupo IV — grupo I1I - grupo I - grupo II.
Assim, tudo indica que a cinética de segregagdo cresce com a diminuigdo da granulome-
tria e cresce, também, com a entrada de agua pelo hutch.

Matriz de variancia-covarancia dos parametros ajustados — Caso néo-linear

Como vimos no ponto 2.6.3, a iteragdo pura do método de Gauss-Newton ¢ definida
pela seguinte equagao
Xp =%, =) T, 8- (2.6.78)
onde J; representa a matriz Jacobiana dos residuos, calculada no ponto x;. Se considerar-
mos um ponto X, suficientemente proximo do minimo da fungdo f(x), para que os resi-
duos sejam aproximadamente lineares em relagdo aos parametros, podemos escrever
Zrmxy~(Fod) " Jo 80> (2.6.79)

onde & representa o minimo de f{x). Notar que a validade desta aproximagdo nao depende
do método de optimizagdo utilizado. Depende, no entanto, da linearidade da fungdo f{x)
na vizinhanga do minimo.

Se, em vez de x,, tomarmos como ponto de partida X, que anteriormente definimos
como o verdadeiro valor dos pardmetros, € s¢ X ¢ X se encontrarem suficientemente pro-
ximos, para que a variagio linear dos residuos seja valida, podemos escrever

xax- (I ' T g(x), (2.6.80)
e, de acordo com a equagdo (2.6.3),
xax—-(JI) ' Je. (2.6.81)

Atendendo a expressdo (2.6.81) e a propriedade dos erros
E [e] =0,
temos que,
E[%]~%, (2.6.82)
ou seja, X constitui, aproximadamente, uma estimativa nio-enviesada do verdadeiro valor
dos parimetros, conquanto a aproximacdo (2.6.81) seja valida. Combinando (2.6.81) ¢
(2.6.82), obtemos

F-E[R]~—(JI) " Te. (2.6.83)



Agora, por definigdo,

VarCov [%] = E[(% - E[X])(% - E[%])'], (2.6.84)
assim,

VarCov [%]~ E[(JI) " Jee' 741"y ']. (2.6.85)
Como

Elgam " Jee' 3 ai]=
=(JI") " J E[ee"\J'(JJ")"
=N J16* ()™
=" 'e?, (2.6.86)
temos, finalmente,

VarCov [%] =~ (JJ") 'o?. (2.6.87)

Intervalos de confianga para os parametros ajustados

Analisando a expressdo (2.6.81), vemos que a estimativa X ¢, aproximadamente, uma
combinagiio linear da variavel e. Como e segue uma distribuigdo normal multivariada,
entdo % segue, aproximadamente, uma distribuigdo do mesmo tipo, ou seja,

&~ N(x, (I 'o?). (2.6.88)
Para cada parametro individual £; podemos, assim, escrever
%, ~N(x,. a,0%), (2.6.89)
onde a,, é o elemento i da diagonal principal da matriz (JJ") " . Se convertermos a distri-
buig¢io normal, na distribui¢do normal padrdo, obtemos
X =x

N(O.1). (2.6.90)

o.a

n

Nas expressdes anteriores, os elementos da matriz (JJ 7yl podem ser estimados a partir
do calculo do Jacobiano no ponto X . No caso em que o modelo € correcto, a variancia dos
erros o~ pode ser estimada pela varidncia (amostral) dos residuos, calculados, também, no
ponto x (Bates, Watts, 1988), ou seja,
= M. (2.6.91)

m-—p
Nesta equagdo, g(X)' g(*) representa a soma do quadrado dos residuos no ponto minimo,

Ay

m representa o niimero de observagdes e p é o mimero de pardmetros ajustados.
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Tratando-se de um problema ndo-linear, niio existe garantia de que a estimativa s°, cal-
culada pela equagdo (2.6.91), seja ndo-enviesada. No entanto, se 0 problema for razoavel-
mente linear na vizinhanga do minimo (e se 0 modelo for correcto), ¢ valida a aproximagdo
(Bates, Watts, 1988).

E[s“] ~o? . (2.6.92)

Num problema de regressdo linear, pode provar-se que (7 — p) s? /o’ é uma variavel
aleatéria que segue uma distribuigdo do qui-quadrado com m— p graus de liberdade
(Ross, 1987). Entio, extrapolando para um problema quase-linear, verifica-se aproxima-

damente que
SZ 2
(m=p)y—~Amp- (2.6.93)
o
Por definigdo, a variavel # com v graus de liberdade ¢ dada por
N(0,1
I ( ) : (2.6.94)
2'3 /v

Assim, se combinarmos as expressdes (2.6.90), (2.6.93) e (2.6.94), obtemos

(% —f,)/(cr a“.) $-%

=t .. (2.6.95)

m-p
‘\/;2 /o? Sy qii

Com base na expressdo anterior, podemos, finalmente, determinar os intervalos de con-

fianga para os pardmetros ajustados. Para um nivel de significado de 100(1-a)%, temos

que
a/2)< X —a/2)t=1-a (2.6.96)
Pliwsarns s )
ou seja, a probabilidade do intervalo
% -1, (1-a/2)s\a, <F,<% +1, ,(1-a/2)sa, (2.6.97)

conter o verdadeiro valor de x; éiguala 1-a.

Nos quadros seguintes, para os trés modelos candidatos, apresentam-se as estimativas
pontuais dos pardmetros ajustados ¢ os respectivos intervalos de confianga a 95 %. No
calculo da inversa da matriz JJ~ utilizamos o método de Gauss-Jordan, com pivotagem ¢
escalamento de linhas.



Parametros ajustados — Estimativas pontuais e intervalos de confianca a 95%

Quadros 2.6.3

Modelo com uma regido, sem dispers&o

68

grupo | grupo |l grupo Il grupo IV
k 0.190936 0.206506 0.139854 0.119638
(+ 0.010909) (+0.011507) (+0.008831) (+0.007543)
f 1.371 E-1 1.248 E-1 1.914 E-1 1.949 E-1
f = valor da fungdo objectivo
Modelo com duas regides, sem dispersdo
grupo | grupo |l grupo lll grupo IV
Yo 5 5 5 5
k1 0.178986 0.194836 0.115814 0.096302
(+ 0.006776) (+0.007088) (+ 0.004609) (+ 0.003473)
k2 0.345949 0.378632 0.239587 0.203949
(+0.041824) (+ 0.044048) (+ 0.030588) (+ 0.022909)
f 6.103 E-2 5.357 E-2 7.855 E-2 6.678 E-2
Modelo com duas regides, com dispersédo
grupo | grupo |l grupo Il grupo IV
Yo 5 5 5 5
K1 0.178271 0.194120 0.113330 0.096160
(+ 0.007344) (+ 0.007622) (+0.005102) (£ 0.003842)
k2 0.341322 0.372552 0.226450 0.203263
(£ 0.041838) (+0.043757) (£ 0.030165) (+ 0.024659)
D 2.299 E-8 6.581 E-8 1.594 E-7 8.659 E-7
(+0.001244) (+ 0.001066) (+ 0.002124) (+ 0.002245)
f 6.109 E-2 5.363 E-2 8.015 E-2 6.679 E-2
Discriminagdo entre os modelos candidatos
A equagio (2.6.95) permite utilizar o feste ¢ para verificar a hipotese
H,:x=p, (2.6.98)
contra a hipétese alternativa
H X +pu (2.6.99)
(ou H, X, >H,

ou H, :x;, <p),

onde ¢ um certo valor fixo.
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Assim, com o objectivo de discriminar entre os modelos candidatos, aplicamos o teste t
para verificar se o coeficiente de dispersdo ¢ significativamente diferente de zero, ou seja,

testamos a hipotese

H,:D=0, (2.6.100)
contra a hipétese alternativa

H,:D50. (2.6.101)

Neste caso, a estatistica do teste (supondo H,, verdadeira) calcula-se de acordo com a se-

guinte equagdo

D

§4/033

T=

~t . (2.6.102)

Calculando (2.6.102), chegamos aos seguintes valores:

grupo | grupo |l grupo llI grupo IV
T 3.670 E-5 1.226 E-4 1.491 E4 7.658 E-4
p 0.500 0.500 0.500 0.500

Quadro 2.6.4

No quadro anterior, p representa o valor de prova do teste (0 “p-value™), ou seja, € a pro-
babilidade

p=P{r>1,;(1-p)}. (2.6.103)
Em conclusdo, os testes indicam claramente que a hipotese H, ndo € rejeitada. Em conse-
quéncia deste resultado, que esta de acordo com o comportamento observado do sistema

(ponto 2.5), abandonamos o modelo que inclui 0 mecanismo de dispersdo.

Consideremos, agora, o problema da discriminagdo entre os dois modelos s6 com segre-

gagdo. Com este objectivo, testamos a hipotese

H,:k =k, (k)  (uma regido), (2.6.104)
contra a hipétese alternativa
H, :k >k, (duas regides). (2.6.105)

Neste caso, para testar H, aplicamos o feste F, e verificamos se o decréscimo na variancia

do erro, quando passamos de uma para duas regides, € significativo.

Assim, sejam as variaveis
2 2
S 5
(m-D)=% ¢ (m-2)-%,
o) g,
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onde 52, s2, o7 ¢ o tém o significado anteriormente atribuido, indicando os indices 1 €
2queasgmndezasscreferemaosmodeloscmnumregiiocduasregi6&s. Como vimos
atras (expressdo 2.6.93), estas variaveis seguem, aproximadamente, uma distribui¢do do
qui-quadrado com m — p graus de liberdade, ou seja,

2

(m~ l)% ~ L (2.6.106)
1
s2 5
e (m— 2);2; ~x%, (2.6.107)

2

Por definigdo, a variavel F, com v, e v, graus de liberdade, ¢ dada por

2
Bp=t %, (2.6.108)
X3 1vy

entdio, combinando (2.6.106), (2.6.107) ¢ (2.6.108), obtemos

2/ 2
 EA G (2.6.109)

m-1 m-21 -

2 Jag
Agora, supondo que H, ¢ verdadeira, isto ¢,
ol =02, (2.6.110)

podemos escrever

p=—~Fui n2- (2.6.111)

No quadro seguinte, apresentam-se os valores da estatistica ¢ para os quatro grupos de

ensaios. O valor p representa o valor de prova do teste, ou seja, € a probabilidade

p=P{¢>F,, ,.(1-p)}. (2.6.112)
grupo | grupo I grupo il grupo IV

[ 2.246 2.330 2.437 2.919
p 5.467 E-5 2.696 E-5 1.089 E-5 1.979 E-7

Quadro 2.6.5

Em conclusdo, a hipotese H, ¢ rejeitada, ou seja, quando passamos de uma para duas
regides, existe um decréscimo (acentuado) da varidncia estimada do erro. Este resultado
esta de acordo com a observagdo do sistema, que sugere claramente a existéncia de duas
regides. Assim, o modelo com duas regides ¢ aceite, em detrimento do modelo com uma

regido.



71

Qualidade do ajuste — Teste de Kolmogorov-Smirmov (teste KS)

Para quantificar a qualidade dos ajustes efectuados recorremos ao feste de Kolmogo-
rov-Smirnov. O teste KS tem, sobretudo, a vantagem de ser independente de uma estima-
tiva do verdadeiro valor da varidncia do erro experimental (o que ndo sucede, por exemplo,
com o teste do qui-quadrado ou com o teste F). Dado que a solugdo das equagdes do mo-
delo se encontra na forma discretizada, aplicAmos o teste na versdo para duas amostras
(retiradas de uma populagdo desconhecida, com distribui¢do de probabilidade continua e

univariavel).

De acordo com a pratica habitual, o teste foi aplicado individualmente a cada curva
ajustada. Assim, uma das amostras ¢ constituida pelos dados referentes a um certo tempo
de residéncia e a outra amostra ¢ constituida pelos valores previstos pelo modelo, para o

mesmo tempo de residéncia.

Se numa amostra existirem N dados, localizados em x;, com i=1, ..., N, entdo a dis-
tribuigio cumulativa empirica, Sy(x), ¢ a fracgdo de pontos localizados a esquerda de x,
isto €,
maior numeroi:x; <X

N
Sejam Sy (x) € Sy2(x), respectivamente, as distribuigdes cumulativas empiricas dos da-

Sy(x)= (2.6.113)

dos e dos valores previstos. (A variavel independente x, neste caso, representa a concentra-

¢do em magnetite).
Para comparar as duas amostras, mediante Sy;(x) ¢ Sya2(x), o teste KS utiliza a esta-
tistica DD, que € definida do seguinte modo
Dz"?'SNl(x)_SNz(x)l- (2.6.114)

Supondo que a hipétese nula ¢ valida (Sy1(x) e Sy2(x) sdo consistentes com a mesma
populagio), a distribui¢do de probabilidade de D pode ser calculada. Neste célculo ¢ utili-
zada a fungdo

O (A)= 2}%(-1)’“ exp(-25%4%), (2.6.115)
j=1

onde Qy(A) é uma fungio monotona com

Oks(0)=1 € Qys(+0)=0.
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Em termos de Os, o valor de prova do teste, para um valor observado de D igual a d, €
aproximadamente dado pela equagdo (Press et al., 1986)

P{D>d}=Qm( % ] (2.6.116)

0 erro associado ao calculo da probabilidade P, quando se utiliza a equagdo anterior,
decresce assimptoticamente com o crescimento de N, € N». No nosso caso, em que
N,=16 e N, =8,
a equagdo (2.6.116) garante apenas um algarismo significativo. Nos quadros seguintes,
para cada curva ajustada, apresentam-se os valores calculados da estatistica d e da proba-
bilidade P.

Atendendo aos valores relativamente elevados de P (P>0.05, em todos os casos),
podemos pensar que os dados experimentais ¢ os valores previstos provém da mesma
populagio (possivelmente, a distribui¢do dos verdadeiros valores das observagdes). Assim,
de acordo com os resultados do teste KS, o modelo nio € rejeitado.

Modelo com duas regides, sem disperséo
Teste KS — Quadros 2.6.7

grupo |
seg. 15 30 60 90 120 180
N1 16 16 16 16 16 16
N2 8 8 8 8 8 8
d 0.250 0.250 0.125 0.125 0.250 0.313
P 0.893 0.893 0.999 0.899 0.893 0.675
grupo |l
seg. 15 30 60 90 120 180
N4 16 16 16 16 16 16
N2 8 8 8 8 8 8
d 0.313 0.125 0.125 0.125 0.250 0.188
Bis 0.675 0.899 0.999 0.998 0.893 0.992
grupo 1li
seg. 15 30 60 90 120 180
N+ 16 16 16 16 16 16
N2 8 8 8 8 8 8
d 0.250 0.250 0.250 0.125 0.188 0.375

P* 0.893 0.893 0.893 0.999 0.992 0.441
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grupo IV
seg. 15 30 60 90 120 180
N4 16 16 16 16 16 16
N2 8 8 8 8 8 8
d 0.250 0.188 0.188 0.125 0.125 0.188
P* 0.893 0.992 0.992 0.999 0.999 0.992

* valorizar apenas o primeiro algarismo significativo

Andlise dos residuos — Distribuig&o

Se o modelo é correcto, os residuos no ponto minimo, aproximadamente, sdo o valor
dos erros experimentais. Assim, os residuos devem confirmar as hipéteses anteriormente
feitas sobre as propriedades dos erros (ou, pelo menos, ndo devem exibir um compor-
tamento contrario a estas hipéteses). Recordando o que atras foi escrito, as hipdteses sobre
as propriedades dos erros sdo as seguintes:

— os erros experimentais sdo independentes (e, portanto, os residuos devem consti-
tuir uma amostra aleatoria),
— tém média zero,
— tém varidncia constante,
— seguem a lei normal.
Analisamos, em seguida, os aspectos relacionados com a distribuigdo dos residuos ¢ s

depois passamos ao estudo da sua aleatoriedade.

Para percebermos o modo com os residuos se distribuem, comegamos por representar
graficamente a sua relagdo com as variaveis do modelo. Estas variaveis, como vimos ante-
riormente, s3o:

— o tempo de residéncia (variavel independente),
— a posigdo no leito (variavel independente),
— a concentragdo prevista em magnetite (variavel dependente).

Os graficos encontram-se no anexo C.

Podemos ver que a dispersdo vertical dos pontos, ao longo das escalas de tempo ¢ de
posigio, ¢ aproximadamente uniforme, o que confirma a hipétese da variancia constante.
No que diz respeito a relagdo entre os residuos ¢ a concentragdo prevista, verifica-se que,
junto dos extremos da escala de concentragdo, a dispersdo dos pontos ¢ menor. Este com-
portamento sugere que o erro, associado a estes pontos, ¢ também menor. Tratando-se, no
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entanto, de um efeito muito localizado e que envolve um nimero relativamente pequeno de
residuos, julgamos que a hipétese da homogeneidade do erro pode ser mantida. Os graficos
efectuados indicam, também, que ndo existem desvios sistematicos importantes entre o
modelo ¢ as observagdes (isto é, os residuos, aparentemente, distribuem-se de uma forma
aleatoria).

Num problema de regressdo linear pode provar-se que 0 somatorio dos residuos € igual
a zero (Draper, Smith, 1998). Entdo, a média dos residuos

m, =$ > g:(%), (2.6.117)
i=l

¢ também igual a zero. Para um problema ndo-linear (embora, no nosso caso, quase-linear)
ndio existe esta garantia. Assim, para verificar se o verdadeiro valor da média 4, (estimado
por m,) é igual a zero, aplicamos o teste t. Seguindo uma linha de argumentagdo seme-
lhante & que nos permitiu escrever a expressdo (2.6. 102), temos que

m
e,
Ty = !

s/J:_n_
onde s/\/;

(2.6.118)

m-22

¢ o erro padrio da media m,, s ¢ a estimativa do desvio padrio dos residuos € m € 0
nimero de observagdes. No quadro seguinte, apresenta-se a média dos residuos, a estatis-

tica 7, ¢ o valor de prova do teste, isto €, a probabilidade

p:P{]rg|>tm_2(l—p/2)}. (2.6.119)
grupo | grupo |l grupo lll grupo IV
Mg - 0.004194 0.002788 - 0.007337 - 0.008882
Tg - 1.1405 0.8091 -1.7585 -2.3087
p 0.257 0.420 0.082 0.023

Quadro 2.6.8

Em conclusdo, para todos os grupos, a hipdtese nula (4, ¢ igual a zero) ndo ¢ rejei-
tada, se fixarmos o nivel de significado do teste em 1%. Este resultado, aponta no sentido
de que niio existe tendéncia sistematica (acentuada) para a subestimagdo, ou para a sobres-
timagdo, dos valores observados.

No quadro 2.6.9, para os grupos I a IV, apresenta-s¢ um conjunto de estatisticas refe-

rentes as distribuigdes dos residuos. No quadro destacamos:
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_ O intervalo de confianga a 95% para o erro experimental, estimado a partir dos valo-
res dos residuos (e que é aproximadamente dado por +2 x erro padrdo), varia entre 68¢
8.2%. Isto significa um crescimento entre 1.1 e 3.1%, em relagdo aos valores anterior-
mente estimados. Assim, se existir, o erro do modelo parece ser toleravel.

_ Os coeficientes de assimetria ¢ curtose indicam que o ajuste a lei normal €, pelo
menos, razoavel. Portanto, as distribuigdes dos residuos nao contrariam a hipétese da nor-
malidade dos erros experimentais. No anexo C comparam-se graficamente as distribui-

¢des cumulativas dos residuos com a lei normal.

Estatisticas dos residuos
Quadro 2.6.9
grupo | grupo |l grupo Il grupo IV
numero de residuos 96 96 96 96
média - 0.00419 0.00279 - 0.00734 - 0.00888
maximo 0.1196 0.0956 0.1098 0.0880
minimo -0.1147 -0.0701 - 0.1098 -0.1286
soma de quadrado dos residuos 0.1221 0.1071 0.1571 0.1336
n.° de graus de liberdade 94 94 94 94
erro quadratico médio 0.00130 0.00114 0.00167 0.00142
intervalo de confianga 0.000889, 0.00087, 0.00128; 0.00109;
da variancia a 95% 0.00177 0.00155 0.00228 0.00193
erro padrdo * 0.0360 0.0338 0.0409 0.0377
+ 2 x erro padréo +0.0720 +0.0675 +0.0818 +0.0754
coeficiente de assimetria 0.2647 0.7924 0.1185 0.0183
coeficiente de curtose 1.733 0.5309 0.3095 1.094

* erro padréo = (erro quadratico médio)'?

Andlise dos residuos — Testes das sequéncias e do sinal

Como dissemos atras, se o modelo é correcto, os residuos sdo estimativas dos erros
experimentais. Entdo, se os erros ndo forem independentes, os residuos podem revela-lo.
Seguindo a pratica habitual, para verificar a independéncia dos erros, testamos a corre-
lagdo sequencial dos residuos. A correlagdo sequencial pode, fundamentalmente, ser de
dois tipos:

— correlagdo positiva (atracgdo), isto €, os valores sucessivos dos residuos tendem a
agrupar-se,

_ correlagdo negativa (repulsdo), isto ¢, um residuo positivo tende a ser seguido por um

residuo negativo, e vice versa.
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Na auséncia de correlagdo sequencial (e de qualquer outro tipo de correlagdo) os residuos

constituem uma amostra aleatoria.

Os residuos podem assumir valores positivos ou negativos, mas se forem verdadeira-
mente aleatorios, o seu sinal varia também de um modo aleatorio. A aleatoriedade dos
sinais dos residuos, ou a sua auséncia, neste caso, a presenca de correlagdo sequencial,
pode ser detectada aplicando o feste das sequéncias. Descrevemos, em seguida, o principio
deste teste.

Seja Xj, ..., Xy um conjunto de dados. Pretendemos testar a hipotese Ho de que os
dados constituem uma amostra aleatoria. Suponhamos que cada dado ¢ um 0 ou um 1, isto
¢, que cada dado pode ser dicotomizado em verdadeiro ou falso. No nosso caso, um 1
corresponde a um residuo positivo ¢ um 0 corresponde a um residuo negativo. Qualquer
sucessio consecutiva de 1’s ou 0’s é chamada uma sequéncia (“run”). Esta defini¢do
inclui, como excepgdo, sequéncias formadas por um uinico elemento. Assim, por exemplo,
o conjunto de oito dados

11000101

contém cinco sequéncias, trés de 1’s e duas de 0’s.

Suponhamos, agora, que o conjunto de dados X, ..., Xy contém n 1’s e m 0’s, onde
n+m=N, e que R é o nimero de sequéncias. Se H, ¢ verdadeira, qualquer das permuta-
¢oes de n 1’s e m 0’s ¢ igualmente provavel. Assim, dado um numero total de » 1's e m
0’s, se H, é verdadeira, a probabilidade de ocorrer um numero R de sequéncias igual a » €
dada por

Py {R = r} =
= (n.° de permutagdes de n 1’s e m 0’s resultando em r sequéncias) /
/ (n.° de permutagdes de n 1’s e m 0s). (2.6.120)

Estes dois niimeros de permutagdes podem ser determinados explicitamente, conduzindo as
seguintes formulas (Ross, 1987)

—1yn-1
PHO{R:Zk}=2(:_1 :_l]/["':"] 2.6.121)

s D

(2.6.122)
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No quadro seguinte (quadro 2.6.10), a probabilidade de ocorréncia de r sequéncias, quan-
do n=m=4, é calculada recorrendo as formulas (2.6.121) e (2.6.122).

Probabilidade da ocorréncia de r sequéncias (n=m= 4)
Quadro 2.6.10

Puo{R=r}
2/70
6/70
18/70
18/70
18/70
6/70
2170

-

@ ~N O O s W N

Numa amostra que contém n 1’s ¢ m 0’s, se o numero observado de sequéncias for
muito grande ou muito pequeno para ser explicado pelo acaso, a hipotese H, ¢ rejeitada
pelo teste. Um niimero elevado de sequéncias indica a possibilidade de correlagio negativa
entre os dados, a0 passo que um numero reduzido sequéncias indica a possibilidade de
correlagdo positiva. Especificamente, se 7 é o nimero observado de sequéncias, o valor de
prova do teste ¢ dado por (Ross, 1987)

p=2min(Py {R2r}, Py {R<r}). (2.6.123)

Para o nosso problema, aplicdimos o teste das sequéncias a cada sucessdo de oito
residuos, referentes a cada curva ajustada. Nos quadros 2.6.10, para cada teste ¢ indicado:

— o nimero #n de residuos positivos,

— o numero m de residuos negativos,

— o nimero r de sequéncias,

— a probabilidade P de ocorrerem r ou menos (ou mais) sequéncias.

Modelo com duas regides, sem dispersdo — Teste das sequéncias — Quadros 26.11

grupo |
seg. 15 15 30 30° 60 60° 90 90" 120 1207 180 180°

n 3 = 4 4 2 3 6 3 3 3 4 4
m 5 4 4 4 6 5 2 5 5 5 4 4

r 3 S 2 4 5 4 3 4 3 6 3 6

P 0143 0629 0.029 0371 0357 0429 0286 0429 0.143 0286 0.114 0.371
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grupo Il

seg. 15 15 30 30° 60 60° 90 80° 120 120° 180 1807
n 5 3 4 4 2 4 4 4 4 5 4 2

3 5 4 4 6 4 < 4 4 3 4 6

r 3 4 6 5 3 3 5 5 5 5 3 2

P 0143 0429 0371 0629 0286 0.114 0629 0.629 0.629 0.571 0.114 0.071

grupo llI
seg. 15 15° 30 30° 60 60" 90 90O 120 120 180 180°
n 4 4 3 4 3 2 2 3 2 2 2 1
m 4 4 5 4 5 6 6 5 6 6 6 7
3 5 5 5 2 2 4 4 4 4 4 2
P 0114 0629 0571 0629 0.036 0.071 0643 0.429 0.643 0.643 0.643 0.250

-

grupo IV
seg. 15 15° 30 30° 60 60° 90 90° 120, 1200 180 180
n 4 2 4 3 2 3 3 1 4 3 3 2
m 4 6 4 5 6 5 5 T L 5 5 6
r 5 4 6 6 3 L) 5 3 3 4 4 4
P 0629 0643 0371 0286 0.286 0.429 0571 0.750 0.114 0.429 0.429 0.643

Em fungdo dos resultados dos testes, ndo ¢ rejeitada a hipotese de que os residuos
constituem uma amostra aleatoria. Assim, também ndo ¢é rejeitada a hipotese de que os

erros experimentais sdo independentes.

Como podemos ver no quadro 2.6.10, se surgirem sucessdes de sinais do tipo
i
ou ++++————
o teste das sequéncias rejeita a hipétese da aleatoriedade dos dados. No entanto, no caso de

aparecem sucessoes do tipo
++++++ -+
ou —t—————— 5
o teste indica uma elevada probabilidade de ocorréncia do nimero de sequéncias, ndo
rejeitando a hipétese da aleatoriedade. Como a probabilidade dos sinais positivo e negativo
& igual, as sucessdes anteriores deveriam, em principio, implicar a rejeigdo da hipétese da
aleatoriedade. Assim, com o objectivo de detectar este tltimo tipo de sucessdes, aplicamos,
como complemento ao teste das sequéncias, o feste do sinal. Apresentamos, em seguida, o

principio deste teste.
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Seja Xj, ..., X, uma amostra, onde cada X; € R\0. Seja, também, 1y, ..., I, com J; defi-
nido do seguinte modo

_{l se X;>0

, (2.6.124)
0se X, <0

Pretende-se testar a hipétese Hy de que os dados 1, ..., I, formam um conjunto de varia-
veis aleatorias independentes, em que a probabilidade de /; ser igual a 1 ¢ igual a %2. Por
outras palavras, pretendemos testar a hipétese de que os residuos sdo independentes € que
tém igual probabilidade de ser positivos ou negativos.

Seja v o niimero observado de residuos positivos, isto €, 0 somatorio

Z::l L.

Se H, ¢ verdadeira, a probabilidade de ocorréncia de v residuos positivos, numa amostra
com » dados, é, entdo, dada por
P{ Bin(n,p):v}z{n)pv(irp)m", (2.6.125)
v

onde Bin(n, p) representa a lei binomial com pardmetros n € p (= %2). Se o nimero obser-
vado de residuos positivos for muito grande ou muito pequeno para ser explicado pela lei
binomial, com pariimetros » e p=", a hipotese H, ¢ rejeitada pelo teste. Para v residuos
positivos, o valor de prova do teste pode ser calculado pela formula (Ross, 1987)

{2}’{ Bin(n,0.5)<v} se v<n/2
2P{Bin(n,0.5)<n-v} se vz2n/2

(2.6.126)

Nos quadros seguintes apresentam-se os resultados do teste do sinal. O teste foi aplica-
do as sucessdes de oito residuos que foram objecto do teste das sequéncias. Para cada teste
¢ indicado:

— o numero 7 de residuos ndo nulos,

— o menor nimero de residuos com o0 mesmo sinal, v,

— a probabilidade P de ocorrerem v, ou menos, residuos.

Modelo com duas regides, sem disperséo — Teste do sinal — Quadros 2.6.12

grupo |
seg. 15 15° 30 30° 60 60" 90 90" 120 120" 180 180°

n 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
v 3 4 4 4 2 3 2 3 3 3 4 4
P 0363 0637 0637 0.637 0.145 0.363 0.145 0.363 0.363 0.363 0.637 0.637
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grupo |l
15 16’ 30 30° 60 600 90 90" 120 120" 180 180

8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
3 3 4 4 2 4 4 4 4 3 4 2
0363 0.363 0637 0637 0145 0.637 0.637 0.637 0637 0.363 0.637 0.145

seg.

grupo Il
15 157 30 30° 60 60" 90 90° 120 120 180 180°

8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
e K 3 4 3 2 2 3 2 2 2 1
0.637 0637 0363 0637 0.363 0145 0.145 0.363 0.145 0.145 0.145 0.035

seg.

grupo IV
15 15° 30 30° 60 60° 90 80° 120 120" 180 1807

8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
4 2 4 3 2 3 3 1 4 3 3 2
0.637 0.145 0637 0637 0.145 0363 0.363 0.035 00637 0.363 0.363 0.145

Nos grupos I e II a configuragdo mais invulgar de sinais ¢ do tipo 2 em 8, a qual

corresponde uma probabilidade de 0.145. Assim, para estes dois grupos, ndo ¢ rejeitada a

hipétese de que os residuos sdo independentes. Nos grupos III ¢ IV verifica-se que existe

uma sucessdo do tipo 1 em 8, a que corresponde uma probabilidade de apenas 0.035. No

entanto, atendendo a expressdo (2.6.126), que da o valor de prova do teste, se fixarmos o

nivel de significado em 5%, a hipétese H,, ainda ndo ¢ rejeitada. Assim, julgamos que se

mantém a hipotese da independéncia dos residuos e, por extensdo, mantém-se a hipotese da

independéncia dos erros experimentais.

Intervalos de confianga para observagdes futuras

Para finalizar, consideramos o problema da previsdo de observagdes futuras, sob a

forma de intervalos de confianca. Isto é, se se realizasse um nova série de ensaios, qual

seria o valor das observagdes previsto pelo modelo? Na literatura, o problema da previsao

de observagdes futuras é também referido como previsdo da resposta do modelo. A exten-

sdo dos intervalos calculados, permitira avaliar, com grande rigor, a capacidade efectiva de

previsdo do modelo.

Como vimos anteriormente, se 0 modelo € correcto,

r,=s5,(X)+e, (2.6.127)
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e, ~N(0, %) (2.6.128)
e Cov(e;, e;)=0, i#]. (2.6.129)

Entiio, para uma observagdo futura r, , verifica-se que

r, ~ N(s; (%), ?). (2.6.130)
Por definigdo, .
Cov(r,, r,) = E[(r, - Ele,)(r, - Ele,])] . (2.6.131)
Como
E[(r, - ElnD(r; —E[; D)=
= E[r,r,]-Elr)E[r]
= E[(5,(%) +¢,)(s,(X) +e,)]- Els5,(X) +e, 1E[s, (%) +e;]
=Elee;]-Ele1E[e,]
=Cov(e, ¢,), (2.6.132)
entdo,
Cov(r,, r,)=Cov(e, ;) (2.6.133)

¢ uma vez que as variveis 7; € 7; seguem a lei normal, as observagdes sdo independentes

entre si.

Nos desenvolvimentos seguintes vamos supor que, aproximadamente, se verifica
5,(X) ~ N(s,(%), Var(s,(x))) , (2.6.134)
ou seja, que, para pequenas variagdes dos parametros, o modelo é razoavelmente linear, €
que X ¢ proximo de X . Atendendo a que os pardmetros x sdo calculados com base num
conjunto de observagdes anteriores, os valores s,(Xx) sdo independentes das observagdes
futuras 7, (porque, como vimos, as observagdes sdo independentes). Entdo,
r.—s,(%)~ N(0, o* +Var (s,(X))). (2.6.135)
Se na expressdo anterior convertermos a lei normal, na lei normal padrdo, temos que

Lf _si(i)
o’ +Var(s,(X))

~N(O,1). (2.6.136)

Agora, seja a variavel b definida do seguinte modo
b=s?+se*(s,(X)), (2.6.137)
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onde s representa o erro padrdo de e, (isto €, a estimativa do desvio padrdo dos erros) ¢
se(s, (X)) representa o erro padrdo do valor previsto pelo modelo. Entdo, pelos argumen-

tos anteriormente apresentados, quando escrevemos a expressao (2.6.95), temos que

r, —s5;(X)
i (W 2.6.138
5 m-p ( )

Com base nesta expressio podemos determinar o intervalo de confianga para uma obser-
vagdo futura individual. Assim, para um nivel de significado de 100(1-a) %,

P{rm_P(a/Z) sr—’_ﬁmsrmq(l-aﬂ)} ~l-a, (2.6.139)

isto &, a probabilidade do intervalo
5 (®) =t ,(1—a/ Db <1, <5,(X)+1,,,(1 —a/2)b (2.6.140)

conter o valor da observagdo futura ¢ igual a 1-a.

No calculo do erro padrio dos valores previstos se(s, (X)), utilizamos a seguinte apro-
ximagio (Bates, Watts, 1988),

se(s; (X)) =syv, " (JI) 'y, , (2.6.141)

onde v; é a coluna 7 do Jacobiano, ou seja, € o vector

v, =Vg,(X). (2.6.142)
A aproximagdo (2.6.141) ¢ apenas valida se o modelo for razoavelmente linear na vizi-
nhanga do minimo. No célculo da inversa da matriz JJ* foi, novamente, utilizado o método

de Gauss-Jordan, com pivotagem e escalamento de linhas.

No anexo D, para os grupos de ensaios I a IV, representam-se graficamente 0s interva-
los de confian¢a a 95% calculados pela expressdo (2.6.140). Representam-se, também, os
dados experimentais ¢ as linhas de regressdo. Verifica-se que o termo se(s, (X)), na prati-
ca, é inferior a s, em pelo menos uma ordem de grandeza. Assim, no grupo de ensaios I, a
extensdo dos intervalos de confianga varia entre 7.1 ¢ 7.6%; no grupo de ensaios II, varia
entre 6.7 ¢ 7.2%: no grupo 111, entre 8.1 ¢ 8.5%; no grupo IV, entre 7.5 ¢ 7.9%. Notar que
os intervalos de confianga sdo truncados, sempre registam valores negativos ou superiores
a um (100%).



Anexos AaD
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Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo | — Quadros A.1

Tempo de residéncia 15 s

magnetite calcario
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 95 23.2 0.32 127 48.8 0.68
2 148 36.1 0.47 107 41.2 0.53
3 160 39.0 0.48 111 427 0.52
4 156 38.0 0.48 106 40.8 0.52
5 136 33.2 0.43 114 43.8 0.57
6 121 29.5 0.37 128 492 0.63
7 173 42.2 0.54 92 35.4 0.46
8 259 63.2 0.85 9 35 0.05
total 1248 304.4 4.05 794 305.4 3.95
Tempo de residéncia 30 s
magnetite calcério
estrato g cm’® conc. red. g cm® conc. red.
1 18 4.4 0.07 150 57.7 0.93
2 75 18.3 0.26 134 51.5 0.74
3 141 34.4 0.41 128 49.2 0.59
4 139 339 0.46 105 40.4 0.54
5 180 43.9 0.47 131 50.4 0.53
6 164 40.0 0.49 109 41.9 0.51
7 258 62.9 0.81 39 15.0 0.19
8 273 66.6 0.99 1 0.4 0.01
total 1248 304.4 3.96 797 306.5 4.04
Tempo de residéncia 60 s
magnetite calcario
estrato g cm?® cone. red. g cm’ conc. red.
1 1 0.2 0.00 163 62.7 1.00
2 5 1.2 0.02 185 71.2 0.98
3 68 16.6 0.20 170 65.4 0.80
4 156 38.0 0.45 119 458 0.55
5 167 40.7 0.51 101 38.8 0.49
6 267 65.1 0.77 50 19.2 0.23
7 291 71.0 0.96 8 31 0.04
8 290 70.7 0.99 1 0.4 0.01
total 1245 303.7 3.91 797 306.5 4.09



Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo | — Quadros A.1

Tempo de residéncia 90 s

magnetite calcério
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 2 0.5 0.01 201 77.3 0.99
2 9 22 0.03 197 75.8 0.97
3 28 6.8 0.09 180 69.2 0.91
) 100 244 0.32 137 52.7 0.68
5 214 522 0.72 54 20.8 0.28
6 265 64.6 0.89 20 7.7 0.11
7 325 79.3 0.97 6 23 0.03
8 303 73.9 1.00 0 0.0 0.00
total 1246 303.9 4.02 795 305.8 3.98
Tempo de residéncia 120 s
magnetite calcério
estrato g cm’ conc. red. g cm® conc. red.
1 1 0.2 0.00 158 60.8 1.00
2 1 0.2 0.00 185 75.0 1.00
3 3 0.7 0.01 214 823 0.99
4 58 14.1 0.19 162 62.3 0.81
5 259 63.2 0.76 53 20.4 0.24
6 324 79.0 0.95 11 42 0.05
7 303 73.9 0.99 2 0.8 0.01
8 297 724 1.00 0 0.0 0.00
total 1246 303.9 390 795 305.8 4.10
Tempo de residéncia 180 s
magnetite calcario
estrato g cm’® conc. red. g cm® conc. red.
1 1 0.2 0.00 147 56.5 1.00
2 1 0.2 0.00 223 85.8 1.00
3 1 0.2 0.00 201 77.3 1.00
4 16 39 0.05 195 75.0 0.95
5 290 70.7 0.88 26 10.0 0.12
6 294 Y 0.99 1 0.4 0.01
7 326 79.5 1.00 1 0.4 0.00
8 315 76.8 1.00 0 0.0 0.00
total 1244 303.4 3.93 794 305.4 4.07
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Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo | = Quadros A.1

Tempo de residéncia 15 s (bis)

magnetite calcério
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 85 20.7 0.30 125 48.1 0.70
2 161 39.3 0.47 116 446 0.53
3 157 38.3 0.48 107 41.2 0.52
4 158 38.5 0.47 113 43.5 0.53
5 151 36.8 0.46 113 43.5 0.54
6 132 32.2 0.39 130 50.0 0.61
7 145 35.4 0.54 78 30.0 0.46
8 259 63.2 0.94 1 42 0.06
total 1248 304.4 4.05 793 305.0 3.95
Tempo de residéncia 30 s (bis)
magnetite calcario
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 20 49 0.07 157 60.4 0.93
2 105 256 0.34 132 50.8 0.66
3 154 376 0.42 134 51.5 0.58
4 140 341 0.43 116 446 0.57
5 137 334 0.42 122 48.9 0.58
6 160 39.0 0.51 98 37.7 0.49
7 252 61.5 0.82 34 131 0.18
8 278 67.8 0.99 2 0.8 0.01
total 1246 303.9 4.00 795 305.8 4.00
Tempo de residéncia 60 s (bis)
magnetite calcério
estrato g cm’® conc. red. g cm® conc. red.
1 0.5 0.01 156 60.0 0.99
2 26 6.3 0.08 181 69.6 0.92
3 96 23.4 0.30 144 55.4 0.70
4 140 34.1 0.43 119 45.8 0.57
5 171 417 0.48 117 450 0.52
6 202 49.3 0.67 64 246 0.33
7 309 75.4 0.94 12 46 0.06
8 301 73.4 1.00 0 0.0 0.00
total 1247 304.1 3.91 793 305.0 4.09



Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo | = Quadros A.1

Tempo de residéncia 90 s (bis)

magnetite calcério
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 0 0.0 0.00 184 70.8 1.00
2 0.2 0.00 216 83.1 1.00
3 23 56 0.07 193 74.2 0.93
4 128 31.2 0.41 116 446 0.59
5 220 53.7 0.69 62 238 0.31
6 270 65.9 0.89 21 8.1 0.11
i 317 77.3 0.99 3 12 0.01
8 287 70.0 1.00 0 0.0 0.00
total 1246 303.9 4.05 795 305.8 3.95
Tempo de residéncia 120 s (bis)
magnetite calcério
estrato g cm’ conc. red. g cm® cone. red.
q 0 0.0 0.00 151 58.1 1.00
2 1 0.2 0.00 214 82.3 1.00
3 1 0.2 0.00 189 1207 1.00
4 28 6.8 0.09 188 723 0.91
5 269 65.6 0.81 40 15.4 0.19
6 33 80.7 0.95 10 38 0.05
7 318 776 0.99 0.8 0.01
8 297 72.4 1.00 0.0 0.00
total 1245 303.7 3.85 794 305.4 415
Tempo de residéncia 180 s (bis)
magnetite calcério
estrato g cm’ conc. red. g cm® conc. red.
1 0 0.0 0.00 154 59.2 1.00
2 1 0.2 0.00 214 82.3 1.00
3 1 0.2 0.00 212 81.5 1.00
4 34 8.3 0.10 187 71.9 0.90
5 312 76.1 0.90 23 8.8 0.10
6 275 67.1 0.98 4 1.5 0.02
7 317 77.3 1.00 0.4 0.00
8 303 73.9 1.00 0 0.0 0.00
total 1243 303.2 3.98 795 305.8 4.02
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Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo Il - Quadros A.2

Tempo de residéncia 15 s

magnetite calcério
estrato g cm® conc. red. g cm’® conc. red.
1 95 23.2 0.27 162 62.3 0.73
2 112 27.3 0.44 g1 35.0 0.56
3 167 40.7 0.46 123 47.3 0.54
4 144 356.1 0.45 111 427 0.55
5 148 36.1 0.44 118 45.4 0.56
6 135 329 0.42 118 454 0.58
7 173 42.2 0.64 63 242 0.36
8 274 66.8 0.96 8 3.1 0.04
total 1248 304.4 4.08 794 305.4 3.92
Tempo de residéncia 30 s
magnetite calcério
estrato g cm® conc. red. g cm’® conc. red.
1 30 7.3 0.10 181 69.6 0.90
2 131 320 0.37 141 54.2 0.63
3 128 31.2 0.42 113 43.5 0.58
4 118 28.8 0.43 101 38.8 0.57
5 162 371 0.45 116 446 0.55
6 156 38.0 0.49 103 39.6 0.51
7 235 57.3 0.80 38 14.6 0.20
8 296 722 0.99 2 0.8 0.01
total 1246 303.9 4.04 795 305.8 3.86
Tempo de residéncia 60 s
magnetite calcério
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 1 0.2 0.00 181 69.6 1.00
2 9 22 0.03 187 71.9 0.97
3 99 241 0.29 152 58.5 0.71
4 150 36.6 0.44 120 46.2 0.56
5 159 38.8 0.54 85 32,7 0.46
6 246 60.0 0.72 60 231 0.28
7 286 69.8 0.95 9 35 0.05
8 297 72.4 0.99 1 0.4 0.01
total 1247 304.1 3.98 795 305.8 4.02
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Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo |l — Quadros A.2

Tempo de residéncia 90 s

magnetite calcario
estrato g cm® conc. red. g cm’® conc. red.
1 1 0.2 0.00 162 62.3 1.00
2 1 0.2 0.00 225 86.5 1.00
3 7 1.7 0.02 206 79.2 0.98
4 93 227 0.31 132 50.8 0.69
5 232 56.6 0.74 51 19.6 0.26
6 302 73.7 0.91 18 6.9 0.09
7 319 77.8 0.99 2 0.8 0.01
8 291 71.0 1.00 0 0.0 0.00
total 1246 303.9 3.98 796 306.2 4.02
Tempo de residéncia 120 s
magnetite calcario
estrato g em’® conc. red. g em® conc. red.
1 1 0.2 0.00 187 71.9 1.00
2 2 0.5 0.01 207 79.6 0.99
3 2 0.5 0.01 206 79.2 0.99
4 4 10.0 0.14 161 61.9 0.86
5 277 67.6 0.87 26 10.0 0.13
6 314 76.6 0.98 1.9 0.02
7 279 68.0 0.99 2 0.8 0.01
8 327 79.8 1.00 0 0.0 0.00
total 1243 303.2 3.99 794 305.4 4.01
Tempo de residéncia 180 s
magnetite calcario
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 1 0.2 0.00 175 67.3 1.00
2 1 0.2 0.00 199 76.5 1.00
3 1 0.2 0.00 201 77.3 1.00
4 21 5.1 0.07 185 71.2 0.93
5 293 71.5 0.85 32 123 0.15
6 284 69.3 0.99 2 0.8 0.01
7 332 81.0 1.00 0.4 0.00
8 309 75.4 1.00 0 0.0 0.00
total 1242 302.9 3.91 795 305.8 4.09
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Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo Il - Quadros A.2

Tempo de residéncia 15 s (bis)

magnetite calcério
estrato g cm’ conc. red. g cm’ conc. red.
1 71 17.3 0.22 156 60.0 0.78
2 145 35.4 0.46 109 41.9 0.54
3 156 38.0 0.49 103 396 0.51
4 152 371 0.46 112 43.1 0.54
5 139 33.9 0.44 112 431 0.56
6 114 27.8 0.37 123 47.3 0.63
7 175 427 0.61 72 27.7 0.39
8 296 722 0.96 7 2.7 0.04
total 1248 304.4 4.02 794 305.4 3.98
Tempo de residéncia 30 s (bis)
magnetite calcario
estrato g cm’ conc. red. a cm® conc. red.
1 30 7.3 0.09 193 74.2 0.91
2 96 23.4 0.31 135 51.9 0.69
3 128 31.2 0.41 117 45.0 0.59
e 140 341 0.45 107 41.2 0.55
5 152 371 0.45 116 446 0.55
6 171 417 0.52 99 38.1 0.48
T 270 65.9 0.87 25 9.6 0.13
8 261 63.7 0.98 3 1.2 0.02
total 1248 304.4 4.09 795 305.8 3.91
Tempo de residéncia 60 s (bis)
magnetite calcario
estrato cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 0.5 0.01 226 86.9 0.99
2 14 34 0.04 197 75.8 0.96
3 79 19.3 0.28 128 492 0.72
4 151 36.8 0.47 108 41.5 0.53
5 190 46.3 0.58 87 335 0.42
6 251 61.2 0.82 35 135 0.18
7 279 68.0 0.94 12 46 0.08
8 280 68.3 0.99 1 0.4 0.01
total 1246 303.9 4.13 794 305.4 3.87



Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo Il - Quadros A.2

Tempo de residéncia 90 s (bis)

magnetite calcério
estrato g cm® conc. red. g cm’® conc. red.
1 2 0.5 0.01 182 70.0 0.99
2 3 0.7 0.01 171 65.8 0.99
3 8 2.0 0.02 218 83.8 0.98
4 79 19.3 0.23 165 63.5 0.77
5 245 59.8 0.78 44 16.9 0.22
6 320 78.0 0.94 12 46 0.06
7 316 771 0.99 0.8 0.01
8 274 66.8 1.00 0 0.0 0.00
total 1247 304.1 3.99 794 305.4 4.01
Tempo de residéncia 120 s (bis)
magnetite calcario
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 1 0.2 0.00 220 84.6 1.00
2 1 0.2 0.00 190 731 1.00
3 1 0.2 0.00 213 81.9 1.00
4 67 16.3 0.23 141 54.2 0.77
5 204 7.7 0.80 21 8.1 0.10
6 285 69.5 0.96 7 2.7 0.04
7 308 75.1 0.99 0.8 0.01
8 288 70.2 1.00 0.0 0.00
total 1245 303.7 4.09 794 305.4 3.91
Tempo de residéncia 180 s (bis)
magnetite calcéario
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 0 0.0 0.00 157 60.4 1.00
2 0 0.0 0.00 204 78.5 1.00
3 0 0.0 0.00 210 80.8 1.00
4 23 56 0.07 204 78.5 0.93
5 269 65.6 0.90 19 7.3 0.10
6 320 78.0 1.00 1 0.4 0.00
7 307 749 1.00 0 0.0 0.00
8 322 78.5 1.00 0.0 0.00
total 1241 302.7 3.96 795 305.8 4.04
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Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo Il — Quadros A.3

Tempo de residéncia 90 s

magnetite calcério
estrato g em® conc. red. g em’® conc. red.
1 2 05 0.01 219 84.2 0.99
2 13 32 0.04 175 67.3 0.96
3 74 18.0 0.20 192 73.8 0.80
4 159 38.8 0.42 140 53.8 0.58
5 187 45.6 0.53 106 40.8 0.47
6 238 58.0 0.75 50 19.2 0.25
7 385 93.9 0.96 1 42 0.04
8 344 B3.9 1.00 0 0.0 0.00
total 1402 342.0 3.90 893 343.5 410
Tempo de residéncia 120 s
magnetite calcario
estrato cm’® conc. red. g cm® conc. red.
1 0.0 0.00 252 96.9 1.00
2 0.7 0.01 187 71.9 0.99
3 14 3.4 0.04 198 76.2 0.96
4 100 24.4 0.29 159 61.2 0.71
5 252 61.5 0.71 66 25.4 0.29
6 286 69.8 0.87 27 10.4 0.13
7 § 350 85.4 0.98 5 1.9 0.02
8 396 96.6 1.00 0 0.0 0.00
total 1401 341.7 3.89 894 343.8 411
Tempo de residéncia 180 s
magnetite calcario
estrato g cm’ conc. red. g cm® conc. red.
1 0 0.0 0.00 198 76.2 1.00
2 0 0.0 0.00 246 946 1.00
3 0 0.0 0.00 207 79.6 1.00
4 27 6.6 0.08 202 77.7 0.92
5 275 67.1 0.85 31 11.9 0.15
6 379 924 0.99 1.2 0.01
7 368 89.8 0.99 0.8 0.01
8 349 85.1 1.00 0 0.0 0.00
total 1398 341.0 3.91 889 341.9 4.09
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Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo Ill — Quadros A.3

Tempo de residéncia 15 s (bis)
magnetite calcério
estrato g cm’ conc. red. g cm® conc. red.
1 138 33.7 0.36 159 61.2 0.64
2 164 40.0 0.49 108 41.5 0.51
3 122 29.8 0.46 91 35.0 0.54
4 177 43.2 0.50 112 43.1 0.50
5 173 4272 0.41 157 60.4 0.59
6 98 239 0.37 105 40.4 0.63
7 174 42.4 0.46 129 496 0.54
8 361 88.0 0.87 34 13.1 0.13
total 1407 343.2 3.92 895 3442 4.08
Tempo de residéncia 30 s (bis)
magnetite calcério
estrato g cm’ conc. red. g cm’ conc. red.
1 107 26.1 0.24 210 80.8 0.76
2 128 31.2 0.43 106 40.8 0.57
3 162 39.5 0.45 127 48.8 0.55
4 112 27.3 0.41 104 40.0 0.59
5 155 37.8 0.39 161 58.1 0.61
6 163 39.8 0.45 124 47.7 0.55
7 233 56.8 0.70 63 242 0.30
8 346 84.4 0.97 T 2.7 0.03
total 1406 342.9 4.05 892 343.1 3.95
Tempo de residéncia 60 s (bis)
magnetite calcério
estrato g cm’ conc. red. g cm’ conc. red.
1 37 9.0 0.1 197 75.8 0.89
2 83 20.2 0.27 145 55.8 0.73
3 118 28.8 0.35 137 52.7 0.65
4 127 31.0 0.38 132 50.8 0.62
5 154 376 0.43 128 492 0.57
6 220 53.7 0.54 120 46.2 0.46
i 283 69.0 0.87 28 10.8 0.13
8 378 922 0.98 4 1.5 0.02
total 1400 341.5 3.92 891 342.7 4.08



Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo Il - Quadros A.3

Tempo de residéncia 90 s (bis)

magnetite calcario
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 0 0.0 0.00 221 85.0 1.00
2 0.7 0.01 192 73.8 0.99
3 52 12.7 0.13 220 846 0.87
4 113 276 0.36 126 48.5 0.64
5 236 57.6 0.60 100 38.5 0.40
6 244 59.5 0.83 31 11.9 0.17
7 325 79.3 0.98 1.5 0.02
8 433 105.6 1.00 0.0 0.00
total 1406 3429 3.92 894 343.8 4.08
Tempo de residéncia 120 s (bis)
magnetite calcario
estrato cm® conc. red. g cm’® conc. red.
1 0.0 0.00 203 78.1 1.00
2 0.0 0.00 195 75.0 1.00
3 13 3.2 0.03 238 915 0.97
4 97 23.7 0.28 161 61.9 0.72
5 261 63.7 0.69 73 281 0.31
6 303 73.9 0.91 19 7.3 0.09
¥ 336 82.0 0.99 3 12 0.01
8 396 96.6 1.00 0 0.0 0.00
total 1406 3429 3.90 892 3431 410
Tempo de residéncia 180 s (bis)
magnetite calcério
estrato g cm’ conc. red. g cm’ conc. red.
1 0 0.0 0.00 221 85.0 1.00
2 0 0.0 0.00 223 85.8 1.00
3 0 0.0 0.00 225 86.5 1.00
4 52 12.7 0.15 186 71.5 0.85
5 238 58.0 0.82 33 12.7 0.18
6 386 941 0.98 5 1.9 0.02
7 357 87.1 1.00 1 0.4 0.00
8 373 91.0 1.00 0 0.0 0.00
total 1406 3429 3.95 894 343.8 4.05
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Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo IV - Quadros A.4

Tempo de residéncia 15 s

magnetite calcario
estrato g cm’ conc. red. g cm® cone. red.
1 142 346 0.38 149 57.3 0.62
2 132 32.2 0.48 91 35.0 0.52
3 172 42.0 0.49 1156 442 0.51
4 186 454 0.49 124 477 0.51
5 161 39.3 0.43 135 51.9 0.57
6 158 385 0.41 147 56.5 0.59
7 153 37.3 0.46 115 442 0.54
8 330 80.5 0.86 34 13.1 0.14
total 1434 349.8 3.98 910 350.0 4.02
Tempo de residéncia 30 s
magnetite calcario
estrato g cm® conc. red. g cm’® conc. red.
1 58 141 0.20 151 58.1 0.80
2 152 37.1 0.41 137 52.7 0.59
3 157 38.3 0.41 142 546 0.59
4 173 422 0.44 138 53.1 0.56
5 152 37.1 0.47 110 42.3 0.53
6 160 39.0 0.42 140 53.8 0.58
7 223 54.4 0.64 80 30.8 0.36
8 359 87.6 0.93 16 6.2 0.07
total 1434 3498 3.92 914 3581.5 4.08
Tempo de residéncia 60 s
magnetite calcario
estrato g cm® conc. red. g cm’ conc. red.
1 24 59 0.07 204 78.5 0.93
2 66 16.1 0.25 124 47.7 0.75
3 118 28.8 0.33 150 57.7 0.67
4 165 37.8 0.41 140 53.8 0.59
5 189 46.1 0.48 129 496 0.52
6 185 476 0.50 122 46.9 0.50
7 273 66.6 0.82 39 15.0 0.18
8 414 101.0 0.98 6 2.3 0.02
total 1434 349.8 3.85 914 3515 4.15



Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes — Grupo IV — Quadros A.4

Tempo de residéncia 90 s

magnetite calcério
estrato g cm® conc. red. g cm’ conc. red.
1 7 i b g 0.02 231 88.8 0.98
2 37 9.0 0.13 164 63.1 0.87
3 107 26.1 0.31 153 58.8 0.69
4 128 31.2 0.34 156 60.0 0.66
5 176 429 0.48 120 46.2 0.52
6 269 65.6 0.71 69 26.5 0.29
7 317 77.3 0.93 14 5.4 0.07
8 397 96.8 0.98 4 15 0.02
total 1438 350.7 3.91 911 350.4 4.09
Tempo de residéncia 120 s
magnetite calcério
estrato g cm’ conc. red. g em’ conc. red.
1 2 0.5 0.01 204 78.5 0.99
2 24 59 0.07 218 83.8 0.93
3 72 17.6 0.19 190 731 0.81
4 91 222 0.32 120 46.2 0.68
5 252 61.5 0.55 130 50.0 0.45
6 271 66.1 0.81 41 15.8 0.19
7 297 72.4 0.96 7 2.7 0.04
8 422 102.9 1.00 0 0.0 0.00
total 1431 349.0 3.9 910 350.0 4.09
Tempo de residéncia 180 s
magnetite calcério
estrato g cm’ conc. red. g cm® conc. red.
1 0 0.0 0.00 170 65.4 1.00
2 1 02 0.00 195 75.0 1.00
3 3 0.7 0.01 235 90.4 0.99
4 41 10.0 0.09 249 95.8 0.91
5 221 53.9 0.71 56 21.5 0.29
6 423 103.2 0.98 23 0.02
7 323 78.8 1.00 0.0 0.00
8 425 103.7 1.00 0 0.0 0.00
total 1437 350.5 3.80 911 350.4 420
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Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes - Grupo IV — Quadros A.4

Tempo de residéncia 15 s (bis)

magnetite calcario
estrato g cm’ conc. red. g cm’ conc. red.
1 98 23.9 0.32 135 51.9 0.68
2 152 371 0.45 120 46.2 0.55
3 191 46.6 0.53 106 40.8 0.47
4 196 47.8 0.49 128 49.2 0.51
5 140 341 0.43 120 46.2 0.57
6 156 38.0 0.35 183 70.4 0.65
7 161 36.8 0.53 86 33.1 0.47
8 352 85.9 0.88 31 11.9 0.12
total 1436 350.2 3.97 909 349.6 4.03
Tempo de residéncia 30 s (bis)
magnetite calcario
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 50 12.2 0.17 156 60.0 0.83
2 113 276 0.41 102 39.2 0.59
3 191 46.6 0.47 137 52.7 0.53
4 195 476 0.51 117 45.0 0.49
5 180 43.9 0.43 152 58.5 0.57
6 133 324 0.34 164 63.1 0.66
7 200 48.8 0.61 80 30.8 0.39
8 373 91.0 0.98 4 1.6 0.02
total 1435 350.0 3.93 912 350.8 4.07
Tempo de residéncia 60 s (bis)
magnetite calcério
estrato g cm® conc. red. g cm’ conc. red.
1 46 1152 0.12 207 796 0.88
2 95 232 0.34 116 446 0.66
3 110 26.8 0.38 113 43.5 0.62
4 208 50.7 0.44 170 65.4 0.56
5 144 351 0.39 141 54.2 0.61
6 205 50.0 0.51 127 48.8 0.49
7 306 746 0.85 35 13.5 0.15
8 321 78.3 0.99 3 1.2 0.01
total 1435 350.0 4.02 912 350.8 3.98
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Anexo A — Dados experimentais — Dois componentes - Grupo IV - Quadros A.4

Tempo de residéncia 90 s (bis)
magnetite calcério
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 5 1.2 0.01 228 87.7 0.99
2 22 54 0.08 163 62.7 0.92
3 89 21.7 0.27 153 58.8 0.73
4 161 39.3 0.37 174 66.9 0.63
5 162 395 0.49 108 41.5 0.51
6 298 72.7 0.73 70 26.9 0.27
7 302 73.7 0.94 13 5.0 0.06
8 389 97.3 1.00 1 0.4 0.00
total 1438 350.7 3.88 910 350.0 412
Tempo de residéncia 120 s (bis)
magnetite calcario
estrato g em® conc. red. g cm® conc. red.
1 0.2 0.00 251 96.5 1.00
2 5 1.2 0.01 210 80.8 0.99
3 53 12.9 0.15 194 746 0.85
4 122 20.8 0.36 135 51.9 0.64
5 239 58.3 0.65 83 319 0.35
6 274 66.8 0.83 35 13.5 0.17
7 302 73.7 0.99 2 0.8 0.01
8 437 106.6 1.00 0 0.0 0.00
total 1433 349.5 4.00 910 350.0 4.00
Tempo de residéncia 180 s (bis)
magnetite calcario
estrato g cm® conc. red. g cm® conc. red.
1 0 0.0 0.00 230 88.5 1.00
2 0 0.0 0.00 232 89.2 1.00
3 3 0.7 0.01 232 89.2 0.99
4 66 16.1 0.20 168 64.6 0.80
5 201 71.0 0.82 41 16.8 0.18
6 281 68.5 0.96 7 2.7 0.04
7 352 85.9 1.00 1 0.4 0.00
8 442 107.8 1.00 0 0.0 0.00
total 1435 350.0 3.98 911 350.4 4.02
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Anexo B — Andlise do erro experimental — Distribuicao
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Anexo D - Previsdo de observagdes futuras
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Gréficos D.1: Linhas de regresséo e intervalos de confianga a 95% para a previséo
de observagdes futuras. Grupo | — Tempos de residéncia: 15s, 30 s e 60 s.
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Anexo D - Previsdo de observagdes futuras
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Graficos D.2: Linhas de regressédo e intervalos de confianga a 95% para a previséo
de observagdes futuras. Grupo | — Tempos de residéncia: 90 s, 120 s e 180 s.
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Anexo D — Previsdo de observagdes futuras

08

08

04

concentragdo reduzida

02

i i " i L " " o

04

concentrago reduzida

0.2

Gréficos D.3: Linhas de regresséo e intervalos de confianga a 95% para a previséo
de observagdes futuras. Grupo Il — Tempos de residéncia: 15s, 30s e 60 s.
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Anexo D - Previsdo de observagbes futuras
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Gréaficos D.4: Linhas de regresséo e intervalos de confianga a 95% para a previséo
de observagdes futuras. Grupo |l — Tempos de residéncia: 90 s, 120 s e 180 s.
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Anexo D — Previsdo de observagdes futuras
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Gréficos D.5: Linhas de regress3o e intervalos de confianca a 95% para a previsao
de observagdes futuras. Grupo Il — Tempos de residéncia: 15 s, 30 s e 60 s.
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Anexo D - Previsdo de observagoes futuras
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Gréficos D.6: Linhas de regresséo e intervalos de confianga a 95% para a previséo
de observagdes futuras. Grupo Il — Tempos de residéncia: 80 s, 120 s e 180 s.
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Anexo D — Previsdo de observacgdes futuras
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Graficos D.7: Linhas de regresséo e intervalos de confianga a 95% para a previsa@o
de observagdes futuras. Grupo IV — Tempos de residéncia: 15s,30se60s.
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Anexo D - Previsdo de observagdes futuras
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3 Estratificacdo de sistemas multicomponente

Sumario

3.1 Introdugéo

3.2 Movimento de particulas sélidas num fluido

3.3 Trabalho experimental com misturas de quatro componentes
3.4 Modelo cinético para sistemas multicomponente

3.5 Ajuste do modelo multicomponente

3.1 Introducgao

Neste capitulo é considerado o problema da estratificagdo de um leito constituido por
n componentes. Faz-se a extensdo dos operadores segregagdo e dispersdo, de dois para n
componentes, ¢ tenta-se relacionar os coeficientes de segregagdo com as propriedades das
particulas, nomeadamente, com a densidade ¢ o calibre. Nesta questdo, assume especial
importincia o movimento de queda das particulas, durante o periodo de aceleragdo.
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3.2 Movimento de particulas sélidas num fluido

Forga de arrasto

Considere-se um corpo em movimento no interior de um fluido. Sobre um elemento
de area dA, na superficie do corpo, exerce-se uma forca elementar de contacto dF. O
sistema de forcas elementares dF tem como resultante uma forga unica F (e, em certos
casos, d4 também origem a um momento). A componente da for¢a F, paralela a direc¢do

do movimento do corpo, ¢ designada por for¢a de arrasto (resisténcia, “drag”).

Dadas a dificuldades, nalguns casos superaveis, para a determinagdo, por via tedrica,
do sistema de forcas elementares dF (sobretudo, em corpos com geometria irregular ou
quando existe formagdo de uma regido turbulenta a jusante do corpo), a forga de arrasto,

no caso geral, ¢ calculada recorrendo a seguinte formula empirica

2
F,=CpA "; , (3.2.1)

onde Cp é o coeficiente (adimensional) de arrasto, normalmente obtido por via experi-
mental, A ¢ a area projectada do corpo num plano normal a direcgdo do seu movimento,

p é a massa especifica do fluido e v é a velocidade do corpo em relagdo ao fluido.

A formula anterior ¢ frequentemente deduzida através da aplicagdo do método da and-
lise dimensional. Assim, do ponto de vista empirico, as grandezas que mais influenciam a
forca de arrasto sdo (Quintela, 1991):

1. a velocidade v do corpo em relagdo ao fluido,
2. as caracteristicas fisicas do fluido: a sua massa especifica p e a sua viscosidade
A, no caso de se tratar de um liquido,
3. a forma do corpo, representada, em primeira aproximagdo, por um conjunto de
dimensdes lineares, d, b1, b2, bs, ..., by,
4. a orientagdo do corpo, relativamente a direcgdo do seu movimento, dada por
um conjunto de trés angulos, a,, a;, as.
Entdo, temos que
f(Fp, p.p,v,d, b, b,,...b,,a,a,, a)=0 (322)
e aplicando o teorema 7 de Buckingham, podemos escrever

F, B b b
T i g R ‘_"_.a , &y, =0A 32.3
-fi[pvzdz de d d 1 2 afi} ( )

A expressdo anterior ¢ equivalente a
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F, =pv2d2fz[%- %‘ ,%‘,al, az.as], (3.2.4)
sendo, porém, convencional apresentar-se Fp, do seguinte modo

F,=Cp4 p; . (3.2.5)
onde

o :CD(Re, %‘, ,%", a,, a,, a3) (3.2.6)

e A & area caracteristica referente a dimensdo linear d, em geral, ¢ a area projectada do
corpo num plano normal a direcgdo do seu movimento. No caso de uma esfera apenas
intervém uma unica grandeza geométrica, o seu didmetro d, entdo

Cp, =Cp(Re). (3.2.7)

Leis de Stokes e de Newton. Regime intermédio
Para corpos esféricos, o sistema de forgas elementares tem como resultante uma forca

tinica, na propria direcgdo do movimento, ou seja, tem como resultante Fp. Atendendo a
que a area projectada de uma esfera ¢ dada por

rd*
A= 328
ik (3.2.8)
a forga de arrasto, para um corpo esférico, escreve-se
2.2
F,=C, 1"”;—"_ (3.2.9)

O coeficiente Cp, neste caso, como vimos, ¢ apenas fungdo do numero de Reynolds, para

a defini¢io do qual se adopta o didmetro da esfera como dimensdo linear.

A variagdo de Cp com Re, determinada experimentalmente, encontra-se representada
no grafico 3.2.1. Para valores do nimero de Reynolds inferiores a 0.2, a variagdo ¢ tradu-
zida por uma recta (em escala log-log) com equagdo

24

Ca= 3.2.10

5= ( )

A este coeficiente de arrasto corresponde a lei de resisténcia de Stokes
Fy=3nuDyv, (3.2.11)

a qual pode, também, ser obtida por via teorica.

Para valores de Re entre, aproximadamente, 500 e 2x 10°, o coeficiente de arrasto to-
ma um valor de cerca de 0.44. Este patamar, onde Cp ¢ independente de Re, corresponde
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a lei de resisténcia de Newton. Nesta regido, a forga de arrasto €, aproximadamente, pro-
porcional ao quadrado da velocidade.
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Gréfico 3.2.1: Variagdo do coeficiente de arrasto com o nimero de Reynolds para esferas.
Adaptado de Richardson et al., 2002.

Quando Re excede 2x 10°, o valor de Cp diminui bruscamente para 0.1, o que ¢ expli-
cado pela consideravel redugdo da esteira turbulenta, que passa a formar-se mais a jusante
do corpo (Richardson et al., 2002). Nesta regido, o coeficiente de arrasto €, também, inde-
pendente de Re.

Para a regido intermédia, entre os regimes de Stokes ¢ de Newton, isto €, para nameros
de Reynolds entre 0.2 e 1000, pode usar-se a seguinte aproximagdo

Cp = ;—4 [1+0.15Re*], (3.2.12)
(]

que ¢ referida como equagdo de Schiller-Naumann (1933).

Khan e Richardson (1987) propuseram a seguinte formula, valida para nimeros de
Reynolds entre 0.01 ¢ 10°, a qual abarca, portanto, os regimes de Stokes, Newton, ¢ inter-
médio

)3. 45

Cp, =(2.25Re™* +0.36 Re*™ (3.2.13)

Velocidade terminal
Um corpo homogéneo, mergulhado num fluido em repouso, desce ou sobe, consoante

a sua massa especifica for superior ou inferior 4 massa especifica do fluido. O movimen-

to do corpo ¢ provocado pelo seu peso aparente, opondo-se-lhe a for¢a de arrasto, que ¢
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fungdo da velocidade. Nestas condigdes, 0 movimento torna-se uniforme quando a forga
de arrasto iguala o peso aparente do corpo, isto €, quando

PYs
V(ps—*p)g=CDAT, (3214)

onde V é o volume do corpo, ps é a sua massa especifica e g ¢ a aceleragio da gravidade.
A velocidade v,, definida pela equagdo anterior, designa-se habitualmente velocidade ter-

minal (ou velocidade de sedimentagdo).

Para corpos esféricos, a equagdo (3.2.14) escreve-se

3 B § 8
f:—ps pg:CD": iz‘L (3.2.15)
P

e, assim, no caso em que Ps>p, a velocidade v, de queda de uma esfera pode ser calcu-
lada por

Conhecidas as caracteristicas do fluido, o didmetro ¢ a massa especifica de uma esfera,
o valor de Cp, a introduzir na equagdo anterior ndo pode, no caso geral, ser obtido directa-
mente do grafico 3.2.1, uma vez que o nimero de Reynolds ndo ¢ conhecido a priori.
Este problema, como veremos, pode ser resolvido através do calculo do numero de
Galileu, que é independente da velocidade de queda. Os regimes de Stokes e de Newton,
constituem, no entanto, excepgdes ao caso geral. Como vimos no ponto anterior, no regi-

me de Stokes
C, =24 / pYod
y7,
¢, entdo, podemos escrever
dl
Vo = fs;: (Ps—pP), (3.2.17)

o0 que permite calcular directamente v, (desce que haja a garantia de que Re<0.2). No
regime de Newton, o coeficiente de arrasto ¢, aproximadamente, independente de Re

Cp ~0.44,
assim, v, pode ser calculada aplicando a férmula (3.2.16) uma inica vez (se houver a

certeza de que 500<Re<2x10°).

A condigiio de equilibrio para corpos esféricos, expressa pela equagdo (3.2.16), pode
ser rescrita do seguinte modo
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d

2
PVYo

4
Cp = 3 (Ps—pP)E. (3.2.18)

Agora, multiplicando ambos os membros por Re; , onde Re, ¢ definido por

Re, = pv,d/u, (3.2.19)
temos
2332
C, Re? _44d(ps 2;o)g Vo dzp (3220
Pl H
= d?
o O Re-SEiDREE (3.2.21)
3 H
Definindo o numero de Galileu
3
Ga =(ps_p2_p£, (3.2.22)
e
podemos, finalmente, escrever
C, Re? =-§ Ga. (32.23)

Com base na equagdo anterior ¢ na equagdo (3.2.13), que relaciona Cp, com Re, Khan ¢
Richardson (1987) deduziram as seguintes relagdes

345

Ga=(2.07Re}” +033Rey®) ", (3.2.24)
Re, = (2.33Ga""® -1.53Ga*"¢)"> (3.2.25)
Esta ultima relagio permite calcular v, uma vez conhecido o niimero de Galileu (que €
independente da velocidade),
v, =L Re,. (3.2.26)
pd

Coeficiente de arrasto para particulas nao-esféricas

Actualmente, sio seguidas duas abordagens no calculo do coeficiente de arrasto de
particulas ndo-esféricas (Chhabra et al., 1999):

— Desenvolvimento de correlagdes para particulas com forma e orientagdo fixas. As
formas mais estudadas tém sido os cilindros, os discos e os poliedros. Estes estudos
conduziram a correlagdes que funcionam bem para a forma e orientagdo escolhidas,
mas a extrapolagdo para outras formas e/ou orientagdes ndo € possivel.

— Desenvolvimento de uma tnica correlagdo para todas as formas e orientagdes de
particulas ndo-esféricas. Claramente, esta abordagem tende a ser menos precisa que a
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anterior. No entanto, permite fazer interpolagdes/extrapolagdes para formas ndo estu-
dadas. Nesta linha, incluem-se os trabalhos de Haider e Levenspiel (1989) e Chhabra e
Madhav (1995), que em seguida apresentamos.

Haider e Levenspiel (1989) propdem a seguinte correlagdo, valida, em principio, para
qualquer particula esférica ou ndo-esférica

Gy = %% [1+[8.1716exp(— 4.0655 )] Re P 05¥ ) |1

73.69exp(—5.0748y)

, (3.2.27)
Re+5.378exp(6.2122y)

onde y representa o coeficiente de esfericidade (definido como a razdo entre a area da
superficie de uma esfera — com volume igual ao da particula — ¢ a area da particula). No
calculo de Re e da velocidade terminal deve ser utilizado o didmetro da esfera com igual
volume. Esta correlagdo foi estabelecida com base em ensaios com discos ¢ poliedros
(cubos, tetraedros, octaedros, etc.). Para particulas com forma irregular ¢ dificil calcular a
area da sua superficie, e logo o seu coeficiente de esfericidade, o que limita a aplicagdo
pratica da correlagdo (3.2.27).

Chhabra e Madhav (1995) chegaram a seguinte expressao
Cp = 2—4 [1+0.604 Re** | (3.2.28)
e

onde deve ser notada a auséncia de qualquer factor geométrico, além de d. Também, neste
caso, no calculo de Re e da velocidade terminal deve ser utilizado o didmetro da esfera
com igual volume. No trabalho experimental que sustenta a correlagdo (3.2.28), foram
utilizadas particulas com formas distintas (prismas rectangulares, cilindros e agulhas) ¢
diferentes condigdes cinematicas (0.095<Re<400). O erro médio no uso da correlagdo
(3.2.28) foi calculado em 11%. Portanto, a correlagdo anterior permite reconciliar as velo-
cidades terminais de uma grande variedade de formas, apenas em termos do diametro
equivalente, sem introduzir outro parimetro geométrico. No grafico 3.2.2 representa-se o
andamento do coeficiente de arrasto em fungdio de Re, para as expressdes (3.2.12) e
(3.2.28).

Periodo de aceleragéo
Em jigagem, normalmente, opera-se com frequéncias de pulsagdo relativamente eleva-

das — 100 a 300 ciclos por minuto — pelo que pode pensar-se que as particulas sedimen-
tam durante intervalos de tempo muito curtos, ndo atingindo, assim, a velocidade termi-
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nal. Por outras palavras, as particulas permanecem no periodo de aceleragdo ou, pelo me-
nos, este periodo ¢ importante no seu movimento.

coeficiente de arasto

01

0.1 1 10 100 1000
nimero de Reynolds

Gréafico 3.2.2: Variagdo do coeficiente de arrasto com o nimero de Reynolds.

Na descrigio do movimento acelerado de uma particula deve considerar-se que uma
porgdo do fluido também sofre aceleragdo (Richardson et al., 2002). Esta por¢do de flui-
do, a massa acrescentada (ou massa hidrodindmica), ¢ avaliada em Vp/2. Assim, para

uma esfera, temos que
massa virtual = massa da particula + massa acrescentada,

- : 3229
=" Pt P EREe)
3
s et ps[l-{- P sz(zps ”’]_ (3.2.30)
6 2ps 2ps

A equagio do movimento da massa m’, sobre a qual actuam o peso aparente ¢ a forga de

arrasto, escreve-se

my=—F, +w, (3.231)

com szCDAp;_ (3.2.32)

e w:mg@-ll} (3.2.33)
Ps

Agora, substituindo (3.2.32) e (3.2.33) em (3.2.31), e dividindo por m’, obtemos

v . 2(Ps—
3p 52 4 2(Ps P)g‘ (3.2.34)

y=-C y
% 2d(2ps +p) 2ps +p

Nos instantes iniciais da queda, a forca de arrasto, que ¢ fungdo da velocidade, €
negligenciavel, pelo que a equagdo de movimento se pode escrever, simplesmente,
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W el 2 (32.35)
2ps +p

Por outra palavras, as particulas movem-se com aceleragdes, ¢ logo com velocidades, que
sio fungdio da sua massa especifica, mas que sdo independentes do didmetro d. Como
referimos na introdugdo, podemos, entdo, inferir que a repeticdo de ciclos de jigagem,
com duragdo suficientemente curta, conduz a uma estratificagdo que ¢ controlada, essen-
cialmente, pela massa especifica das particulas e que ¢ relativamente independente do
calibre e da forma. A importincia da aceleragdo diferencial na jigagem tem sido apontada
por diversos autores: Gaudin (1939), Taggart (1951), Blazy (1970), Burt (1984).

Como referimos anteriormente, quando ¢ atingida a velocidade terminal, as forgas de
arrasto e o peso aparente igualam-se, ou seja,
3p .2 2(ps —pP) g, (3.2.36)

CD 4]
2d(2ps +p) 2ps +p
onde y. ¢ a velocidade terminal da particula. Agora, resolvendo a equagdo (3.2.36) em

ordem 2 velocidade y; , obtemos

: 4gdps-p
= J—-———, 3.2.37
Yo 3 Cp. P ( )

equagio que ¢ equivalente a (3.2.16). Este resultado ¢ consistente com 0 facto da massa

acrescentada apenas alterar a inércia do movimento; as forgas exteriores sdo as mesmas.

Durante o periodo de aceleragdo, com o crescimento da velocidade de queda e, portan-
to, com o crescimento do niimero de Reynolds, a sedimentagdo passa do regime de Stokes
ao regime intermédio. Se a velocidade continuar a aumentar, ¢ atingido o regime de
Newton. Ou seja, a lei de resisténcia muda com o crescimento da velocidade de queda.
Assim, durante o periodo de aceleragdo, a integragio da equagdo de movimento (3.2.34) €
facilitada se s adoptar a uma técnica numérica. Acresce que a maior parte das expres-
sbes para o coeficiente de arrasto, referentes a regido intermédia, impedem mesmo a inte-
gragdo analitica da equagdo (3.2.34).

A equagdo (3.2.34) pode ser rescrita na seguinte forma compacta

% = (), (3.2.38)
com y= % . (3.2.39)

onde a fungio f () representa o segundo membro da equagdo (3.2.34) ¢ y e y represen-
tam a posigdo e a velocidade da particula, ao fim de 7 unidades de tempo. Aplicando o
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método de Runge-Kutta de quarta ordem, a solugdo do sistema (3.2.38) € (3.2.39), num
dado instante ¢, ¢ para um passo de integragdo h, ¢ dada por

g =t +h, (3.2.40)
Vir =V, +%(k” +2ky +2ky, +ky), (3.2.41)
Vi =V Jr%uc,2 +2ky, +2ky, +kg), (3.2.42)
com
ky=hy, (3.2.43)
ki, =hf(3), (3.2.44)
ky =hy+5hk,, (3.2.45)
kyp =hf(y+5k2), (3.2.46)
ky =hy+3hky, (3.2.47)
ky =h f(+5kn), (3.2.48)
ky =hy+hksy, (3.2.49)
ky =hf(y+ksy). (3.2.50)

A partir da solugio numérica da equagdo (3.2.34), calculada pela aplicagdo do método

Runge-Kutta de 4° ordem, podemos construir curvas que relacionam a velocidade média
yilt

com o tempo de duragdo da queda 1. Se a velocidade média de duas particulas, para uma
queda com duragdo f, for igual, significa que a distincia percorrida pelas particulas,
durante a queda, ¢ também igual. Ou seja, as particulas comportam-se como se fossem
equivalentes. No grafico 3.2.3 podemos ver que a razo entre os didmetros de uma parti-
cula de quartzo e outra de galena, com igual velocidade média, cresce com a diminui¢do
dos tempos de queda. Assim, quanto maior for a frequéncia de pulsagdo, maior podera
ser, em principio, a largura do intervalo granulométrico a tratar. Na construgdo do grafico
foi utilizada a lei de resisténcia para corpos esféricos de Khan e Richardson (1987).

Para descrever o movimento de particulas ndo-esféricas devemos substituir a lei de
resisténcia de Khan-Richardson pela lei de Chhabra-Madhav e utilizar o didmetro da esfe-
ra com volume igual ao da particula.

A equagio (3.2.34) abstrai-se completamente da influéncia das particulas vizinhas. De
facto, num leito, sera mais realista considerar a equacdo
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my=-F,—-Fp+w, (3.251)
onde Fp é a resisténcia oposta a0 movimento vertical da particula, com origem nos cho-
ques ¢ na fricgio com outras particulas. Dada a dificuldade em avaliar a forga Fp, fre-
quentemente, considera-se que tudo se passa como se a queda ocorresse num meio com
massa especifica pc, onde pc correspondente a massa especifica do leito (Burt, 1984). No
grifico 3.2.4 utilizou-se um valor de pc igual a 1.7 g/em’. Podemos ver que as condigdes
de queda-perturbada favorecem a separagdo com base na densidade.

8

velocidade média (cmiseg)
8 8 8 8 8 83 8 8

tempo de queda (seg)

Grafico 3.2.3: Velocidade média versus tempo de queda. Particulas esféricas.
Queda néo-perturbada.
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Grafico 3.2.4: Velocidade média versus tempo de queda. Particulas esféricas.
Queda-perturbada.
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3.3 Trabalho experimental com misturas de 4 componentes

Leito multicomponente

Na formagdo do leito multicomponente, utilizimos uma mistura artificial de magnetite
e calcario, constituida por dois lotes granulométricos. Num primeiro grupo de ensaios, fo-
ram utilizados os lotes 8.0-6.7 mm e 3.35-2.36 mm; num segundo grupo, foram utilizados
os lotes 6.7-4.75 mm e 3.35-2.36 mm. O leito era, assim, formado por quatro componen-
tes, existindo, simultaneamente, contraste densitario e granulométrico. Em volume de so6-
lidos, a proporgdo entre magnetite ¢ calcario era de 50/50 ¢ entre particulas grandes ¢ pe-
quenas era, igualmente, de 50/50.

No quadro 3.3.1 sdo indicados os parimetros dos dois grupos de ensaios. Foi mantida
a altura do leito, assim como a regulagdo do sistema de pulsagdo da agua. Optamos, nes-
tes ensaios, por ndo introduzir agua pelo hutch. No quadro 3.3.2 sdo indicadas as massas
totais de magnetite e calcario. Os valores apresentados correspondem a um leito mistura-
do (com concentragdes uniformes), com aproximadamente 8 cm de altura.

Ensaios com misturas de quatro componentes — Pardmetros — Quadro 3.3.1

grupo granulometria altura do leito excentricidade caudal de agua
8.0-6.7 mm
8 cm maxima 0
3.35-236 mm
6.7—-4.75 mm
Vi 8 cm maxima 0
3.35-2.36 mm

Ensaios com misturas de quatro componentes — Massas totais — Quadro 3.3.2

grupo granulometria  volume do leito magnetite calcario porosidade
8.0—-6.7 mm .
1248 cm 1406 g 896 g 0.450
3.35-2.36 mm
6.7 —4.75 mm 3
Vi 1248 cm 1406 g 896 g 0.450
3.35-2.36 mm

Procedimentos

O trabalho experimental com misturas de quatro componentes implicou algumas
alteragdes nos procedimentos descritos no ponto 2.5. As principais alteragdes foram as

seguintes:
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_ O enchimento da célula de analise era efectuado por partes. O objectivo desta medi-
da era evitar a segregagdo do minério durante o enchimento. Para tal, o minério foi dividi-
do em oito fracgdes, com igual composi¢do ¢ com igual volume de solidos. Cada fracgdo,
depois de misturada, era depositada dentro da célula.

— Apbs a segmentagdo do leito, cada estrato, depois de seco, era primeiro crivado, € s6
depois era efectuada a separagdo entre particulas de magnetite ¢ calcario (com o auxilio
de um iman).

— Verificou-se que, para as granulometrias utilizadas, a cinética de segregacdo, com
base na diferenga de calibre, era relativamente lenta. Assim, os tempos de residéncia fo-
ram alterados: suprimimos o ensaio com 15 s e efectuamos um ensaio com 5 min ¢ outro

com 8 min.

Dados experimentais

No anexo E, para cada ensaio, sdo indicadas as massas dos quatro componentes, reco-
lhidas em cada estrato. Sdo indicados, igualmente, os volumes de sélidos e as concentra-
¢des reduzidas correspondentes. Nas conversdes entre massa e volume de solidos, utiliza-
mos, novamente, as densidades indicadas nos quadros 2.5.2 ¢ 2.5.3. Verifica-se, quase
sempre, que existe um pequeno erro na soma de controlo das concentragdes reduzidas.
Pensamos que estes erros tém origem, sobretudo, na dificuldade em segmentar o leito em
estratos com altura regular. Também neste caso, adoptamos o critério de rejeitar os ensai-

os em que os desvios eram superiores a 0.2.

No mesmo anexo, sdo também indicadas as massas totais de magnetite € de particulas
grandes, recolhidas em cada estrato, bem com os volumes de sélidos ¢ as concentragoes
reduzidas correspondentes. No anexo H (entre outras informagdes relativas ao ajuste do
modelo), representa-se graficamente o andamento das concentragdes reduzidas de magne-
tite total e de particulas grandes, em fungdo da posigdo, para cada tempo de residéncia.
Nestes graficos, assinalamos os seguintes factos:

— Nos dois grupos de ensaios observa-se que o leito tende a estratificar, de baixo para
cima, na seguinte sequéncia: particulas grandes de magnetite, particulas pequenas de ma-
gnetite, particulas grandes de calcario, particulas pequenas de calcario. No quadro 3.3.3,
para os lotes indicados, sdo apresentadas as velocidades terminais de sedimentagdo, con-
siderando as leis de resisténcia referidas no ponto 3.2. Assim, se a estratificagdo fosse
controlada pelas velocidades terminais, qualquer que seja a lei de resisténcia considerada,
a sequéncia seria: particulas grandes de magnetite, particulas grandes de calcario, parti-
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culas pequenas de magnetite, particulas pequenas de calcario (existindo alguma mistura
entre os lotes de calcario 6.7-4.75 mm e de magnetite 3.35-2.36 mm). Estes factos pare-
cem indicar que as particulas ndo tém tempo de atingir as suas velocidades terminais, ou
seja, a queda das particulas ocorre durante o periodo de aceleracdo.

— A curva de magnetite total, que traduz a evolugio da segregagdo com base na dife-
renca de densidade, tem um andamento semelhante a curva de magnetite dos ensaios com
dois componentes. Assim, para o tempo de residéncia de 30 s, pode ser notada a reentran-
cia caracteristica da fronteira entre as regides superior, com cinética lenta, e inferior, com
cinética rapida. Nos tempos de residéncia mais longos, a separagdo entre magnetite e cal-
cario ¢ também quase total.

— A curva de particulas grandes, que traduz a evolugdo da segregagdo com base na
diferenca de calibre, apresenta uma cinética mais lenta € que tende para um estado incom-
pleto de separagdo. Na realidade, comparando as concentragdes referentes aos tempos de
residéncia de 5 ¢ 8 minutos, a segregagio parece ter parado. Este facto sugere que podera
estar activo um efeito de dispersdo que contraria a segregagao.

Velocidades terminais de sedimentagéo (cm/s) — Quadro 3.3.3

lote Schiller-Naumann Khan-Richardson Chhabra-Madhav
magnetite, 8.0-6.7 mm 85.82 -78.54 92.11-83.80 74.75 - 68.41
magnetite, 6.7-4.75 mm 78.54 —66.13 83.80 -69.16 68.41 - 57.60
magnetite, 3.35-2.36 mm 55.53 — 46.61 56.14 — 44.80 48.37 - 39.85
calcério, 8.0-6.7 mm 63.55-58.16 67.74 - 61.43 55.35 — 50.66
calcério, 6.7-4.75 mm 58.16 — 48.97 61.43 - 50.32 50.66 — 42.65
calcério, 3.35-2.36 mm 41.13-33.11 40.48 — 31.96 35.82-26.73

Porosidade versus composigao

No quadro 3.3.4 ¢ indicado 0 modo como a porosidade varia com a composi¢do granu-

lométrica, nos seguintes sistemas:

— magnetite pertencente aos lotes 8.0-6.7 mm e 3.35-2.36 mm (curva 1),

— magnetite pertencente aos lotes 6.7-4.75 mm ¢ 3.35-2.36 mm (curva 2),

— calcario pertencente aos lotes 8.0-6.7 mm e 3.35-2.36 mm (curva 3),
— calcario pertencente aos lotes 6.7-4.75 mm ¢ 3.35-2.36 mm (curva 4).

A composigio granulométrica ¢ indicada pela fracgdo de particulas grandes, em volume
de solidos. A rotina experimental utilizada na obtengdo dos valores de porosidade com-
portava os seguintes passos:
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— pesagem dos produtos,

— mistura,

— deposigio numa proveta graduada (com capacidade de 250 ml e escala com divisoes
de 2 ml),

— agitagdo mecdnica, até o volume permanecer constante,

— medigdo do volume.

Nas conversdes entre massa ¢ volume de sélidos, utilizamos as densidades anteriormente
calculadas (quadros 2.5.2 € 2.5.3).

Porosidade versus composigéo — Quadro 3.3.4

fracgéo de porosidade

particulas grandes curva 1 curva 2 curva 3 curva 4
0 0.448 0.448 0.451 0.451

0.1 0.435 0.435 0.437 0.444

0.2 0.421 0.428 0.430 0.437
0.3 0.406 0.421 0.423 0.430

0.4 0.390 0.413 0.416 0.423
0.5 0.382 0.406 0.408 0.423
0.6 0.374 0.398 0.401 0.416
0.7 0.365 0.390 0.401 0.416
0.8 0.374 0.398 0.408 0.423
0.9 0.390 0.406 0.423 0.437

1 0.406 0.413 0.437 0.451

Podemos notar alguma discrepancia entre os valores apresentados no quadro anterior €
no quadro 3.3.2. Julgamos que esta diferenga tem origem na forma da célula de jigagem,
que é pouco adequada a medi¢do do volume de particulas. Ou seja, muito provavelmente,
as massas indicadas no quadro 3.3.2 ndo correspondem, exactamente, a um leito com
8 cm de altura.

No quadro 3.3.5 apresenta-se a composigdo granulométrica dos estratos ao fim de oito
minutos de jigagem. Com excepgdo do estrato 5, a fracgdo de particulas grandes situa-se
numa faixa que se estende, aproximadamente, entre 0.3 ¢ 0.7. Ou seja, a composigdo
granulométrica, entre o instante inicial ¢ os 8 minutos, varia apenas +0.2. Nesta faixa, a
variagdo méxima da porosidade, que se verifica na curva 1 (quadro 3.3.4), ¢ de apenas
0.024. Assim, parece-nos razoavel considerar, como primeira aproximagdo, que a porosi-
dade se mantém constante e uniforme em todo o leito.
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Composigéo granulométrica dos estratos ao fim de 8 min

Quadro 3.3.5
fracgdo de particulas grandes
estrato
grupo V 12 série grupo V 2® série grupo VI 12 série grupo VI 22 série
1 0.26 0.30 0.51 0.50
2 0.37 0.49 0.42 0.47
3 0.50 0.54 0.48 0.49
4 0.72 0.65 0.54 0.50
5 0.13 0.22 0.23 0.21
6 0.32 0.37 0.47 0.41
7 0.73 0.68 0.61 0.63
8 0.77 0.71 0.68 0.75
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3.4 Modelo cinético para sistemas multicomponente

3.4.1 Segregacdo e dispersdo multicomponente
Segregagéo multicomponente

Como vimos no ponto 2.3, num sistema bindrio, considera-se que a segregagao ocorre
pela troca de posigdo entre particulas do componente 1, situadas em y-dy/2, e particulas
do componente 2, situadas em y+dy/2. Entdo, parece razoavel admitir que o fluxo volu-
métrico do componente 1, que atravessa a secgdo do leito a cota y, € proporcional a con-
centragio C; em y-dy/2 e a concentragdo C, em y+dy/2, ou seja,

fisl, =kCi(y-dy/DCo(y+dy/2). (3.4.1)

Por outras palavras, a forga motora da segregagio dos componentes 1 ¢ 2 € o produto das
suas concentragdes em y-dy/2 e y+dy/2. Ao fluxo (3.4.1) corresponde um contra-fluxo
do componente 2, que € dado por

f2y|y = -f,y[y : (3.4.2)

Assim, num sistema binario, existe um dnico fluxo de segregacdo independente, uma
tinica for¢a motora € um unico coeficiente de proporcionalidade (coeficiente de segrega-
¢d0). Os fluxos anteriores podem ser convertidos em fluxos de massa

F,|, =i 1yl, (3.4.3)

¢ inseridos na equagdo de balango para o regime batch

Al o p BN RS Y 2213
Pi it i ay iy ( )
resultando

oc, o

—L4+—(kC,C,)=0 344

a5 6y( 1 63) ( )
e %—-i(kCiCz)zﬂ. (3.4.5)

ot 0Oy

Consideremos, agora, o que sucede num sistema multicomponente, constituido por
trés componentes. O componente 1 tende a concentrar-se no fundo do leito. O componen-
te 2 tende a concentrar-se sobre o componente 1, € o componente 3 sobre o componente
2. Isto é, no sentido ascendente, observa-se que o leito tende a estratificar na sequéncia
1-2-3. Num leito com trés componentes, as particulas do componente 1 trocam de posi-
¢do, ndo s6 com particulas do componente 2, mas também com particulas do componente
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3. Ja vimos como se escrevem os fluxos resultantes da troca de posigdo entre particulas
dos componentes 1 e 2. Entdo, bastara somar a equagio (3.4.4) um termo referente a tro-
ca de posigdo entre as particulas das espécies 1 € 3, ou seja,

aC,

0 0

A equagdo (3.4.6) ndo inclui um termo referente ao produto C,C’;, dado que ndo € razoa-
vel pensar que a troca de posigdo entre particulas das espécies 2 e 3 possa influenciar a
concentragdo da espécie 1. Seguindo o mesmo raciocinio, podemos escrever

oC 0 0
6‘1‘2 +5(k23 G, Ca)‘a(ku G Cy)=0 (3.4.7)
aocC 0 0
5 oy GG kGG =0. —

Notar que, das trés equagdes anteriores, apenas duas sio independentes, dado que
ac; . aC; 9C;
+ +

=) 349
ot ot ot ( )

Os coeficientes k;; sdo coeficientes de segregagdo bindria, no sentido em que dizem
respeito a troca de posigdo entre particulas de dois componentes. Quando /=7, a troca de
posigdo ocorre entre particulas do mesmo componente. Quando i>/, a troca de posi¢do
da-se no sentido contréario ao da sequéncia de estratificagdo. Entdo, parece razoavel admi-
tir que

ku=0 ge 42 F, com i=1; ..m e =1 .5

onde 7 é o nimero de componentes.

Finalmente, a generalizagdo das equagdes (3.4.6), (3.4.7) ¢ (3.4.8), para um sistema
com n componentes, onde se observa a sequéncia de estratificagdo, no sentido ascendente,

1-2-3-... -n, escreve-se

oC, o 0
Sl N L CC)-Y R 00 )=10, 3.4.10
a' b,.ay('k i l') ;a}’(h k :) ( )
aC.
onde za_:':(]' (3.4.11)

Dispersao multicomponente

Como vimos anteriormente (ponto 2.3), num sistema binario, constituido pelos com-

ponentes 1 e 2, a equagdo
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fig==Dr— (3.4.12)

traduz uma relagdo linear entre o fluxo de dispersdo independente f1, € a for¢a motora
independente C,/8y. Agora, no caso de um sistema ternario, existem dois fluxos inde-
pendentes

Sy + oyt 15y =0 (3.4.13)
e duas forgas motoras independentes

ac, ac; ocC;

+ T
dy 0y 0y

=0, (3.4.14)

Entdo, assumindo uma relagdo linear entre os fluxos independentes ¢ os gradientes de
concentragio independentes, podemos escrever (Taylor, Krishna, 1993)

oC oC
fiy =—Dy——-Dy, 2 (3.4.15)
oy oy
oC oC
e Sy :_Dzza—;—Dngj—- (3.4.16)

Os coeficientes D;; indicam o efeito que o gradiente de concentragdo do componente /,
tem no fluxo do componente i. Os valores de D;; podem ser positivos ou negativos ¢, em
geral, ndo sdo simétricos (D;;#D;;). Os coeficientes D;; sdo coeficientes de dispersdo
multicomponente. De facto, estes coeficientes ndo se referem a troca de posi¢do entre
particulas das espécies i e j, ndo sdo, por isso, coeficientes bindrios. Desconhecem-se,
assim, os fluxos que envolvem trocas de posi¢do entre particulas das espécies 1 ¢ 2, 1 ¢ 3,

2 e 3, etc. Conhecem-se apenas os fluxos totais de dispersdo de cada espécie.

Num sistema com »n componentes, existem n—1 fluxos de dispersdo independentes ¢
n—| gradientes de concentragdo independentes, assim,

f ——ED L TS [ (3.4.17)
1y fad ik 6}7 ? ==lly ieey ST

e Z":j:.y =, (3.4.18)
i=1

Segregacéo-dispersao multicomponente

Para um sistema multicomponente, com » espécies, combinando as equagdes (3.4.10),
(2.2.13), (3.4.17) e (3.4.18), obtemos
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aC. & P &0 &l a( aC
Ziy Sy —(k,CC)-Y —(k,.C.C)->Y—|D —*)=0,
6t kzziﬂ ay ik “i .t) pime ay( ki“k f) Z;ay ik ay

parai=1,..,n-1, (3.4.19)

com g : (3.4.20)
ot

Na analise que acabamos de efectuar, esta implicito que a porosidade € constante ¢
uniforme em todo o leito. Ou seja, a troca de posigdo entre particulas, que esta na base
dos mecanismos de segregagdo e de dispersdo, ocorre sempre com a conservagdo do volu-
me dos intersticios.

Aspectos computacionais

Na integragio numérica das equagdes (3.4.19) e (3.4.20), aplicimos o método dos in-
crementos fraccionarios, separando os problemas de segregagdo e dispersio multicom-
ponente. Assim, por exemplo, para o caso em que temos trés componentes, em linguagem
simbolica, podemos escrever

(€LEHEN™ " =tglE€.e..6) a1 (3.4.21)

c ECE™ <R 60 41, (3422)
onde Ugy ¢ Upy representam os esquemas numéricos parcelares empregues na resolugdo
separada dos problemas de segregagdo e dispersdo multicomponente. Como os operado-
res Usy € Upy ndo sdo comutativos, para alcangar precisdo de segunda ordem no tempo,

a semelhanca do que fizemos no caso binario, 0 método dos incrementos fraccionarios €

implementado da seguinte forma
(CLCLETY st ke . Cuet. 41, (34.21)
(€65.60™ =UKE €, 697", ], (3.4.22)
(C CCy™ =Ug e 65:6)™ A1, (3.4.23)
(CE,0." U e 6,6 i), (3.4.24)

O operador Us, consiste, fundamentalmente, numa generalizagdo do esquema predi-
tor-corrector apresentado no ponto 2.4 (equagdes 2.4.14 ¢ 2.4.15). Assim, tomando, nova-
mente, como exemplo o caso em que temos 3 componentes
it = Cii | kit aCliCain ki3 2CiiaChi |

preditor:
Ay
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4 kilfuzcﬁcz?m ‘”k:'l-alfzclnf—IC;i =1 (3.4'25)
Ay
sendo adoptado um processo de generalizagdo analogo na determinagdo das concentra-
¢des previstas dos componentes 2 ¢ 3. As concentragdes previsias sdo, agora, utilizadas
no calculo do passo corrector
C]T] P Cl’;

pa'y

corrector:
412 pnpon 12 n 12 Anil/2An4/2 12 Antl/2An41/2 7]

1 knwzcuczm = kr’—]f‘ZCli—ICIi + kmx ZCI;‘ C25+| . k:‘-uzcu—l Cz:'

i 4y Ay
1 13 I Vall 13 n n 13 Antl/2,ne1/2 13 Antl/2An01/2 7

1 ki+l/2Clr'C3i+l -k 52 u-lcar _+_ki+lf2Ch' C3a+1 _kl'—I/ZCli—l C3f

4y 4y

=0,

(3.4.26)
adoptando-se uma generalizagdo semelhante no calculo das concentragdes corrigidas dos
componentes 2 € 3.

Por sua vez, o operador Upy, referente a dispersdo multicomponente, consiste na apli-
cagiio sucessiva do esquema de Crank-Nicolson aos #-1 primeiros componentes. Assim,

C™ =1 ..[D,,CH " 41, (3.4.27)

cM =050, 41, (3.4.28)
sendo a concentragio do ultimo componente obtida por subtracgdo

CHM =AM e - o). (3.4.29)

Notar que estamos a considerar os coeficientes D;;, com i #J, iguais a zero.
Simulagao

Nos gréficos 3.4.1 a 3.4.3 apresentam-se os resultados de um processo de segregagdo
(estratificagdo) com trés, quatro e cinco componentes. Nos graficos 3.4.4 a 3.4.6 sdo apre-
sentados os resultados de um processo de dispersdo (mistura), para 0 mesmo numero de
componentes. No primeiro caso, considera-se que, no instante inicial, o sistema se encon-
tra perfeitamente misturado. No segundo caso, no instante inicial, o sistema encontra-se
perfeitamente estratificado. Os coeficientes de segregagdo k12, ki3, etc., sdo iguais a 0.1
cm/s. Os coeficientes de dispersdo D1y, D, etc., valem 0.1 cm’/s. O passo de integragio
At foi fixado em 0.5 s, ¢ a altura dos volumes finitos Ay em 1 cm. A porosidade média do
leito € igual a 0.5.
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Gréficos 3.4.1: Segregago (estratificagdo) multicomponente. Trés componentes.
Tempo de simulagdo: 100, 180 e 285 s.
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Gréaficos 3.4.2: Segregacéo (estratificagdo) multicomponente. Quatro componentes.
Tempo de simulagdo: 120, 195 e 325 s.
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Graficos 3.4.3: Segregacao (estratificagdo) multicomponente. Cinco componentes.
Tempo de simulagdo: 170, 260 e 385 s.
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Graficos 3.4.4: Disperséo (mistura) multicomponente. Trés componentes.

Tempo de simulagéo: 5, 30 e 125 s
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Graficos 3.4.5: Dispers&o (mistura) multicomponente. Quatro componentes.

Tempo de simulagéo: 2, 20 e 100 s.
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Graficos 3.4.6: Dispers&do (mistura) multicomponente. Cinco componentes.
Tempo de simulagéo: 2, 15e 90 s.
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3.4.2 Coeficientes de segregacéo e disperséo
Introducéo

Como vimos no ponto anterior, a integragio do sistema de equacgdes que descreve a
segregagdo-dispersdo multicomponente, implica que sejam conhecidos os coeficientes kij
e D;. Num problema com » componentes, atendendo a que

k=0 se ixj

e D;=0 se i#],

existem pz(;)+(n—l) (3.4.30)

coeficientes diferentes de zero. No quadro 3.4.1 podemos avaliar o crescimento de p com
o nimero de componentes. No caso em que se adopta a divisdo do leito em duas regides,
o namero de coeficientes é igual ao dobro do indicado.

componentes coeficientes
2 2
3 5
4 9
6 20
10 54
20 109
Quadro 3.4.1

O crescimento, muito rapido, de p com », sugere que os coeficientes ndo sio indepen-
dentes, devendo existir entre eles determinadas relagdes. Por outras palavras, deve ser
possivel impor um certo niimero de constrigdes a variagdo dos valores de ki e Dy;. Esta
subjacente a este raciocinio o principio da racionalidade (ou da parcimonia), que deter-
mina que se deve adoptar o menor mimero possivel de pardmetros. Como vimos no ponto
2.6.4, na fase de ajuste do modelo, mediante a analise estatistica dos resultados, podem
ser detectadas situagdes de excesso de pardmetros (parimetros nulos, parametros numeri-

camente iguais, etc.).

Coeficientes de segregagéo

Durante o periodo de pulsdo de um ciclo de jigagem, o leito sobe e, eventualmente,
dilata, até que a velocidade das particulas se anula. Nesse instante, inicia-se, a partir do
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repouso, a queda das particulas. Dado que se opera, normalmente, com frequéncias de
pulsagdo relativamente elevadas, os tempos de queda devem ser muito curtos, ou seja, a
sedimentagdo deve ocorrer, principalmente, durante o periodo de aceleragdo. Assim, pare-
ce razoavel considerar que os coeficientes de segregacdo estdo relacionados com as velo-
cidades de queda das particulas, medidas durante o periodo de aceleragdo. Especificamen-
te, os coeficientes k;; devem poder ser obtidos pela seguinte relagdo

ky =kolu; —u,), (3.431)
onde u; € a velocidade média de uma particula da espécie i, numa queda com duragdo 1,
¢ ko ¢ uma constante (adimensional) de proporcionalidade. Ou seja, o coeficiente ki é
considerado proporcional a diferenca de distincia percorrida pelas particulas das espécies
i € j, numa queda com duragdo . Pode verificar-se, por simulagio, que num leito formado
por particulas das espécies 1, 2, ..., N, a que correspondem as velocidades

U >uy >,
os coeficientes segregacdo k;;, quando inseridos na equagdo da segregagio multicompo-
nente (4.2.10), déo origem a sequéncia de estratificagdo, no sentido ascendente,

1-2-...-N.

Como vimos no ponto 3.2, a equagdo do movimento de uma particula esférica, sob a
acgdo da gravidade e no seio de um fluido viscoso, escreve-se

3p 52, 2(ps—p) (3.2.34)

£}

P==C y
?2d(2p; +p) 2p5+p

onde os simbolos utilizados tém o significado anteriormente atribuido. Também como
vimos atras, o movimento de particulas ndo-esféricas pode ser descrito com base nesta
equagdo, se for adoptada a lei de resisténcia de Chhabra-Madhav e ser for adoptado,

como dimensdo linear d, o didmetro da esfera com igual volume.

Na defini¢do das velocidades u;, consideramos, por hipétese, que a equagdo (3.2.34) ¢
representativa do movimento das particulas no leito. Ou seja, admitimos que a resisténcia
a0 movimento vertical tem origem, essencialmente, na forca de arrasto. Por outras pala-
vras, a influéncia das particulas vizinhas faz-se sentir, sobretudo, na medida em que estas
interrompem a queda. Assim, em linguagem simbélica, podemos escrever

u, =u(p;,d,t), (3.4.32)
onde p; € a massa especifica das particulas da espécie i, d, é o seu didmetro equivalente e
t € a duragdo da queda. Na prética, a velocidade média , é calculada pela integragdo
numérica da equagdo (3.2.34), aplicando o método de Runge-Kutta de 4 ordem, anterior-
mente apresentado.
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A relagdo (3.4.31) cumpre o objectivo de desligar o nimero de pardmetros do modelo
do mimero de componentes. De facto, independentemente do niimero de componentes, 0s
coeficientes k;; podem ser calculados conhecendo apenas a constante de proporcionali-
dade & e a duragdo  da queda. Na pratica, como veremos, ¢ necessério desdobrar o para-
metro 7 em dois parametros independentes: ¢, e 7,. O tempo de queda 7, refere-se a regido
superior do leito; o tempo de queda ¢, refere-se a regido inferior. Verifica-se experimen-
talmente que #,>1,. A relagdo (3.4.31) permite, também, que, dentro de certos limites, se
possam fazer extrapolagdes para sistemas com diferente composigdo.

Como referimos na introdugio, durante a fase final do ciclo de Jigagem, quando ocorre
a contracgdo do leito, as particulas com maior dimensio sdo as primeiras a imobilizar-se,
enquanto as mais pequenas podem ainda deslocar-se através dos intervalos e canais for-
mados pelas maiores. Entdo, em leitos constituidos por particulas com alguma diferenga
de tamanho, deve ser considerada a hipétese do tempo de queda de uma particula ser fun-
¢do do seu calibre. Por outras palavras, as particulas com menor dimensio devem corres-
ponder tempos de queda um pouco maiores.

Primeira estimativa dos tempos de queda

Nos graficos 3.4.7 ¢ 3.4.8 representa-se a velocidade média de sedimentagio, em fun-
¢do do tempo de queda, para os lotes utilizados nos ensaios experimentais. Foi adoptada
a lei de resisténcia para particulas ndo-esféricas de Chhabra-Madhay. Utilizamos, como
didmetro equivalente, a média das malhas que definem cada lote granulométrico.

8.0-6.7 mm - magnetite

8

8.0-6.7 mm - calcdrio

——————

3%

g--m

® I 3.35-2.36 mm - magnette
H

Bal. 0 gt L skl el S
30} T

8 3.35-2.36 mm - calcéno
$m

0.01 0.1 1 10
tempo de queda (seg)

Gréfico 3.4.7: Velocidades médias de sedimentagéo, em fungéo do tempo de queda

]

para os lotes utilizados nos ensaios experimentais. Grupo V.
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Grafico 3.4.8: Velocidades médias de sedimentagdo, em fungéo do tempo de queda,
para os lotes utilizados nos ensaios experimentais. Grupo V1.

Os gréficos anteriores tornam possivel fazer uma primeira estimativa dos tempos de
queda. A curva de particulas grandes de calcario troca de posi¢io com a curva de particu-
las pequenas de magnetite, cerca dos 0.15 segundos, no grupo V, e cerca dos 0.3 segun-
dos, no grupo VI. Portanto, os tempos de queda ¢, € ¢, devem ser inferiores a estes valo-
res, tendo em atengdo a sequéncia de estratificagdo observada.

Coeficientes de disperséo

Como referimos na introdugio deste ponto, consideramos que os coeficientes de dis-
persdo D;;, com i # j, sdo nulos. Assim, € excluida a possibilidade de ocorrerem efeitos de
interferéncia (do tipo difusdo inversa, difusio osmotica, barreira difusiva, etc.), que nos

parecem muito improvaveis em leitos de jigagem.

Os coeficientes D;;, como primeira hipétese, sdo considerados independentes das pro-
priedades das particulas, nomeadamente da sua densidade e do seu calibre. Pode verifi-
car-se, por simulagdo, que esta hipétese ndo invalida que a dispersdo (mistura) seja visi-
vel, sobretudo, na separagdo entre espécies com velocidades de queda aproximadamente
iguais. Este aspecto esta de acordo com a fenomenologia anteriormente atribuida ao me-
canismo de dispersdo (ponto 2.3). Na prética, como veremos, é necessario considerar dois
coeficientes de dispersdo: D, e D,. O primeiro coeficiente diz respeito a regido superior
do leito; o segundo coeficiente diz respeito a regido inferior. Verifica-se experimental-
mente que D>>D,.
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3.5 Ajuste do modelo multicomponente

3.5.1 Fung&o objectivo e erro experimental
Fungéo objectivo

Como assinalamos no ponto 3.3, nas curvas de concentragdo de magnetite total, obser-
va-se a reentréncia caracteristica da fronteira entre as regides superior, com cinética mais
lenta, e inferior, com cinética mais rapida. Assim, no ajuste do modelo, sdo considerados
dois tempos de queda, 7, € 75, e dois coeficientes de dispersdo, D, e D,. Os indices 1 ¢ 2
indicam as regides superior ¢ inferior do leito. Pensamos que se justifica a inclusdo do
mecanismo de dispersdo, pois, como vimos, a segrega¢io com base na diferenca de cali-
bre tende para um estado incompleto de separagdo. Os tempos de queda ¢, e 7, aplicam-se
a todos os componentes, independentemente do seu calibre. Os coeficientes de dispersdo
D, e D, sdo também validos para todos os componentes. Assim, em resumo, o modelo
para sistemas multicomponente compreende seis pardmetros: ko, t,, t2, D, D; € y, (um

inteiro, que indica o ultimo volume finito que pertence a regido superior).

Os dados experimentais, como vimos no ponto 3.3, dizem respeito as concentragdes
reduzidas de quatro componentes: particulas grandes ¢ pequenas de magnetite; particulas
grandes e pequenas de calcario. A partir das quatro curvas de concentragdo, podem ser
construidas duas curvas independentes: a curva de magnetite total, que caracteriza a sepa-
ragdo com base na diferenca de densidade, ¢ a curva de particulas grandes, que caracteri-
za a separagdo com base a diferenga de calibre. A partir destas duas curvas é possivel re-
construir as quatro curvas originais.

Podemos, entdo, definir os residuos do seguinte modo
g,(x)= w(rj)—sw(x, ) (3.5.1)
e hi(x)=u,(t;)-v,(x 1), (35.2)
onde 7,(t;) ¢ a concentragdo de magnetite total, observada no estrato w, apds o tempo de
residéncia 7; e s,,(x,;) é a concentragio correspondente prevista pelo modelo; do mesmo
modo, ,(1;) € a concentragdo de particulas grandes, observada no estrato w, apos o tem-
po de residéncia #; e v,.(x,,) é a concentragio homologa prevista pelo modelo. O vector
X representa os parametros do modelo (excluindo y,). Na integragio da equagdo (3.4.19),
foram utilizados oito volumes finitos, com Ay igual a 1 cm. Existe, assim, uma corres-
pondéncia directa entre o volume finito w ¢ o estrato w.
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Se adoptarmos a minimizag¢io do quadrado da norma Euclidiana dos residuos, o pro-
blema do ajuste escreve-se

min f(x)="1|g(x) [} +1| h(x)|? (3.53)
ou min f(x)= -;—Zm:g,.(.anc)2 +h,(x)?, 354
x i=]

onde m ¢ o niimero de estratos analisados (e, portanto, 2 é o niimero de residuos). Como
as fungdes g;(x) e h;(x) sdo ndo-lineares em relagdo aos pardmetros do modelo, trata-se,
novamente, de um problema nio-linear de minimos quadrados. Notar que ndo ¢ feita
qualquer diferenciagdo entre os residuos g;(x) e A,(x), opgdo que justificamos mais a
frente.

Também neste caso, no tratamento estatistico do ajuste do modelo, consideramos que,
a cada observagdo r.; € u.;, esta associado um erro aleatério. Estes erros, por hipétese,
sdo independentes entre si e distribuem-se, em torno do verdadeiro valor de cada observa-
¢do, de acordo com a lei normal (tém, portanto, média zero). Considera-se, também, que a
varidncia dos erros ¢ igual em todas as observagdes. Supde-se, igualmente, que o modelo
¢ correcto. Sendo validas estas consideragdes, pode provar-se, como fizemos anterior-
mente, que os pardmetros ajustados sdo estimadores de maxima verosimilhanga.

Erro experimental

Como vimos atras, cada ensaio foi repetido duas vezes. Entio, ainda antes do ajuste, ¢
possivel calcular uma estimativa do erro experimental associado a cada observagdo. Se-
guindo um raciocinio analogo ao apresentado no ponto 2.6.2, podemos concluir que

Vusp —Tyyn comk=12, (3.5.5)

¢ uma estimativa do erro experimental associado a observagdo r, jk>onde 7, ¢ a média
das duas observagdes referentes 4 curva de magnetite total. Podemos, igualmente, con-

cluir que

Uy —U,;, comk=12, (3.5.6)

¢ uma estimativa do erro experimental associado a observagdo u,, , , onde u,, ¢amédia
das duas observagdes referentes, neste caso, a curva de particulas grandes.

Com base nos valores dos desvios (3.5.5) e (3.5.6) ¢ possivel fazer uma primeira
avaliagdo das hipéteses a cerca do erro experimental. Assim, para verificar a homoge-
neidade do erro, representamos graficamente a relagio dos desvios (3.5.5) e (3.5.6), com
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as variaveis mais relevantes do processo: o tempo de residéncia, a posi¢do e as concentra-
¢oes médias. Os graficos efectuados encontram-se no anexo F.

Podemos ver que a dispersdo vertical dos pontos, ao longo das escala de tempo ¢ de
posigdo, € bastante regular. De facto, a regularidade é superior a que se verifica nos ensai-
os com dois componentes. No que diz respeito a relagio com as concentragdes médias,
verifica-se, novamente, que, junto dos extremos da escala, a grandeza dos erros é menor.
Trata-se, também neste caso, de um efeito muito localizado e que envolve um pequeno
numero de residuos. Assim, ndo parece existir fundamento para rejeitar a hipétese da ho-
mogeneidade do erro experimental.

Estatisticas do erro experimental

Quadro 3.5.1
grupo V grupo VI
nimero de desvios 224 224
média 0 0
maximo 0.0594 0.0686
minimo - 0.0594 - 0.0686
soma do quadrado dos desvios 0.091904 0.089041
n.° de graus de liberdade 112 112
erro quadratico médio 0.000821 0.000795
intervalo de confianga 0.000550; 0.000533;
da variancia a 95% 0.000931 0.000902
erro padrao 0.0286 0.0282
+ 2 x erro padrdo *+ 0.0572 + 0.0564
coeficiente de assimetria 0 0
coeficiente de curtose 0.6693 2.308

Como vimos, a grandeza do erro experimental é aproximadamente igual para todas as
observagdes. Assim, a semelhan¢a do que fizemos no ponto 2.6.2, podemos calcular o
erro quadratico médio dos desvios (3.5.5) e (3.5.6) pela seguinte expressao

ﬂp 2V Zz( wil w)’Z)z +(uwjl L—uwjz)z 3 (357)

onde v € o nimero de graus de liberdade da soma de quadrados, que neste caso ¢ dado por
v =2 x (n.” de estratos) x (n.° de tempos de residéncia). (3.5.8)

Pode provar-se que o erro s.,, constitui uma estimativa nio-enviesada do verdadeiro va-
lor da varidncia do erro experimental (Ross, 1987).
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No quadro 3.5.1 apresentam-se as estimativas da varidncia do erro experimental e o
respectivo intervalo de confianga a 95%, para os grupos de ensaios V e VI. Sio, também,
apresentadas outras estatisticas que caracterizam a distribui¢do dos desvios (3.5.5) e
(3.5.6). Da leitura do quadro destacamos:

— Os valores maximo ¢ minimo, a média e o coeficiente de assimetria, reflectem o
facto das distribuigdes serem simétricas em relagio a origem.

— O intervalo de confianga a 95% para o erro experimental, que é dado aproximada-
mente por * 2 x erro padrdo, apresenta valores que rondam os 5.7%. Este nivel de erro ¢
semelhante ao registado nos ensaios com dois componentes.

= O coeficiente de curtose, no grupo de ensaios VI, ¢ um pouco elevado. No entanto, a
comparagdo grafica da distribuigdo dos desvios com a lei normal (anexo F), indica que se
pode considerar que os erros experimentais seguem, aproximadamente, esta lei.
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3.5.2 Resultados do ajuste

Parametros ajustados

O modo como definimos a fungdo n-dimensional f(x) sugere, novamente, que se trata
de uma fungdo suave. Na realidade, em relagdo ao ajuste do modelo binario, em termos
da minimizagdo de f(x), apenas aumenta o niimero de dimensdes do problema. Assim, é
aplicavel o algoritmo de minimizagdo, sem constrig3es, anteriormente apresentado, que se
baseia na direcgdo de Gauss-Newton.

Parametros ajustados - Estimativas pontuais — Quadro 3.5.2
Modelo multicomponente

grupo V grupo VI

Yo 4 4
ko 0.195603 0.569477
ts (seg) 0.011008 0.003444
t2 (seg) 0.034607 0.037306
D1 (cm?/seg) 0.001222 0.000269
D2 (cm%seg) 0.043146 0.256138
f 2.154 E-1 1.756 E-1

f = valor da fungéo objectivo

No quadro 3.5.2 sdo apresentados os valores dos pardmetros ajustados, assim com o
valor da fungdo objectivo. Numa primeira leitura, destacamos os seguintes aspectos:

— Os tempos de queda ¢, ¢ ¢, apresentam valores claramente distintos. Também, os
coeficientes D, e D, apresentam uma diferenga que parece ser significativa. Este factos
sugerem que a divisdo do leito em duas regides ¢ necessaria para uma descri¢do adequada
dos efeitos de segregagio e dispersio.

~ A duragdo de queda 7, na regido inferior do leito, ¢ maior que a duragio de queda
11, na regido superior. Este facto é consistente com as observagdes anteriores: a expansdo
do leito ¢ maior na regido inferior.

— As quedas com duragdo 1, € f, proporcionam uma separagao, acentuadamente, com
base na diferenga de densidade (ver graficos 3.4.7 ¢ 3.4.8).

— Tendo em conta que a frequéncia de pulsagdo utilizada é cerca de 200 ciclos por mi-
nuto, cada ciclo dura, aproximadamente, 0.3 s. Assim, os tempos efectivos de separagido
et sﬁoapcnasumapequenaﬁacqﬁodaduraﬁototaldociclo, mesmo na regido infe-

rior do leito.
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— Os coeficientes de dispersdo sdo maiores na regido inferior do leito, o que esta de
acordo com a maior mobilidade das particulas nesta regido.

- O pardmetro y,, que define a dimensdo relativa das duas regides, assume 0 mesmo
valor nos dois grupos de ensaios.

~ E muito limitada a possibilidade de extrapolar os pardmetros ajustados para leitos
com outra composi¢do. Efectivamente, os grupos de ensaios V e VI tém uma composigio
semelhante, mas os pardmetros ajustados, sobretudo, ko, D, e D, tém valores muito dife-
rentes.

Intervalos de confianga para os parametros ajustados

Se os erros experimentais seguem a lei normal, com média zero e varidncia constante,
¢ se sdo independentes, entdo pode provar-se, como fizemos no ponto 2.6.4, que a proba-
bilidade do intervalo

% —t,s(1-a/2)sa, <% <% +t, 1-a/2)sa, (3.5.9)
conter o verdadeiro valor de x; ¢ igual a 1-a, conquanto, para pequenas variagdes dos
pardmetros ajustados, os residuos sejam lineares. Nesta expressdo, o erro padrio s pode
ser calculado com base na seguinte estimativa da varidncia dos erros experimentais

P g(i)'g(i)+:(£)"'(f) (3.5.10)
e

€ @y, o elemento i da diagonal principal da matriz (JJ')"', pode ser estimado a partir do
calculo do Jacobiano no ponto X .

No quadro seguinte apresentam-se as estimativas pontuais dos parimetros ajustados e
os respectivos intervalos de confianga a 95%, calculados pela expressdo (3.5.9). No cal-
culo da inversa da matriz JJ " utilizimos, novamente, o método de Gauss-Jordan.

Parametros ajustados — Estimativas pontuais e intervalos de confianga a 95%
Quadro 3.5.3 — Modelo multicomponente

grupo V grupo VI
Yo < 4
ko 0.195603 + 0.027078 0.569477 + 0.225365
t1 (seg) 0.011008 + 0.001342 0.003444 + 0.001361
t2 (seg) 0.034607 + 0.007239 0.037306 + 0.007814
D1 (cm?/seg) 0.001222 + 0.000652 0.000269 + 0.000375
D2 (cm’/seg) 0.043146 + 0.022295 0.256138 + 0.169159

f 2.154 E-1 1.756 E-1
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Testes baseados na distribuicéo ¢

Como vimos, a divisdo do leito em duas regides implica que sejam incluidos dois pa-
rametros adicionais. Assim, na validagio do modelo, assume grande importancia verificar
se esta divisdo ¢ pertinente. Sendo validas as propriedades dos erros, atris referidas, pode

provar-se que

J:J_ai S (3.5.11)
No entanto, atendendo ao elevado niimero de graus liberdade da distribuigdo ¢, ¢ valida a
seguinte aproximagdo
j; ~ N1y (35.12)
Entdo, € possivel testar a hipétese
H, :F, =1, (uma regido), (3.5.13)
contra a hipétese alternativa
H, :i, #1, (duas regides), (3.5.14)
mediante o calculo da estatistica
Z= h -1, ~N(0,1). (3.5.15)

[.2
s7(ay +ay;)

Para os pardmetros D, e D, pode ser efectuado um teste semelhante.

Nos quadros 3.5.4 ¢ 3.5.5, para os grupos de ensaios V ¢ VI, apresentam-se os resul-
tados dos testes referentes a igualdade entre pardmetros. O valor p representa o valor de
prova dos testes, ou seja, € a probabilidade

p=P{Z|>z(1-p/2)}. (35.16)
grupo V grupo VI
th—t2 - 0.02360 - 0.03386
Z -6.317 -8.414
p =0 =0
Quadro 3.5.4
grupo V grupo VI
D1-D2 - 0.04192 - 0.2559
Z -3.704 - 2.981
p 0.000212 0.002872

Quadro 3.5.5
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Em conclusdo, para os dois grupos de ensaios, a hipétese nula (f, igual a 75, D, igual a
D,) é rejeitada. Assim, é confirmada a validade da descrigdo dos efeitos de segregagdo e
dispersdo, mediante duas regioes.

Qualidade do ajuste — Teste de Kolmogorov-Smimov (teste KS)
Também neste caso, para quantificar a qualidade dos ajustes, recorremos ao teste KS.

O teste foi aplicado, individualmente, a cada curva ajustada. Os resultados encontram-se
nos quadros seguintes.

Modelo multicomponente — Teste KS — Quadros 3.5.6

grupo V — magnetite total

seg. 30 60 90 120 180 300 480
Ny 16 16 16 16 16 16 16
N2 8 8 8 8 8 8 8
d 0.188 0.250 0.250 0.375 0.375 0.375 0.375
il 0.992 0.893 0.893 0.441 0.441 0.441 0.441

grupo V — particulas grandes

seg. 30 60 80 120 180 300 480
N1 16 16 16 16 16 16 16
N2 8 8 8 8 8 8 8
d 0.250 0.250 0.188 0.188 0.188 0.188 0.188
p* 0.893 0.893 0.992 0.992 0.992 0.992 0.992

grupo VI — magnetite total

seg. 30 60 80 120 180 300 480
Ny 16 16 16 16 16 16 16
N2 8 8 8 8 8 8 8
d 0.188 0.125 0.250 0.250 0.375 0.375 0.375
P 0.992 0.999 0.893 0.893 0.441 0.441 0.441

grupo VI — particulas grandes

seg. 30 60 90 120 180 300 480
N1 16 16 16 16 16 16 16
N2 8 8 8 8 8 8 8
d 0.313 0.188 0.188 0.188 0.250 0.250 0.188
P* 0.675 0.992 0.992 0.992 0.893 0.893 0.992

* valorizar apenas o primeiro algarismo significativo
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Os resultados do teste KS indicam que os dados experimentais e os valores previstos
podem ter origem na mesma populagdo. Assim, de acordo com o teste KS, ndo existe fun-
damento para rejeitar o modelo. Verifica-se, também, que o modelo, em termos da quali-
dade do ajuste, ndo tende a privilegiar a curva de magnetite total ou a curva de particulas
grandes. De facto, sob este ponto de vista, o ajuste ¢ equilibrado. Assim, pensamos que se
Justifica a op¢do pelo tratamento ndo-discriminatério dos residuos g(x) e k(x).

Andlise dos residuos — Distribuigédo

Como referimos no ponto 2.6.4, se o modelo é correcto, os residuos no ponto minimo
sdo, aproximadamente, iguais aos erros experimentais. Assim, os residuos devem confir-
mar as hipéteses que anteriormente fizemos sobre as propriedades dos erros ou, pelo
menos, ndo devem contrariar estas hipoteses. Analisamos, em seguida, as propriedades
ligadas a distribui¢do dos residuos, e s6 depois verificamos se os residuos podem ser con-
siderados independentes.

Assim, para verificar a homogeneidade do erro experimental, representamos grafica-
mente a relagdo dos residuos com as varidveis mais importantes do modelo: o tempo de
residéncia, a posi¢do e as concentragdes previstas. Os graficos encontram-se no anexo G.
Podemos ver que a dispersdo vertical dos pontos, ao longo das escalas de tempo e posi-
¢d0, € bastante regular, o que confirma a hipétese da varidncia constante. Na relagdo com
as concentrag3es previstas, verifica-se que, junto dos extremos da escala, a grandeza dos
residuos ¢ menor. No entanto, também neste caso, trata-se de um efeito muito localizado
¢ que envolve um nimero relativamente pequeno de residuos. Em conclusdo, julgamos

que a hipotese da homogeneidade do erro experimental pode ser mantida.

grupo V grupo VI
me - 0.002599 0.000465
T - 0.8682 0.1716
p 0.3862 0.8639

Quadro 3.5.7

Para verificar se a média dos residuos difere significativamente de zero, aplicamos,
novamente, o teste t. A estatistica do teste é dada por

m
. T (35.17
i )

onde s/m
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¢ o erro padrdo da média dos residuos m,. No quadro 3.5.7 apresentam-se os resultados
do teste. O valor p indica o valor de prova do teste, isto ¢, a probabilidade

p=P{r|>t, (1-p/2)}. (3.5.18)
Podemos, entdo, concluir que ndo existe tendéncia sisteméatica para a sobrestimagio, ou
para subestimagdo, das observagoes.

No quadro 3.5.8 apresentam-se os principais indicadores estatisticos que caracterizam
a distribuigdo dos residuos. No quadro destacamos:

- O intervalo de confianga a 95% do erro experimental, estimado com base nos valo-
res dos residuos (e que ¢ dado aproximadamente por + 2 x erro padrio), varia entre 8.0 ¢
8.9%. Isto significa um crescimento entre 2.4 ¢ 3.1%, em relagio aos valores anterior-
mente estimados (quadro 3.5.1). Assim, o erro do modelo, caso exista, parece ser tolera-
vel. Estes valores confirmam, também, que ndo se verifica uma degradagdo da capacidade
de previsio do modelo, quando passamos de um problema binario para um problema
multicomponente.

— Embora os coeficientes de assimetria indiquem um bom ajuste a lei normal, os coe-
ficientes de curtose indicam que o ajuste ¢ um pouco imperfeito. No anexo G pode ser en-
contrada a comparagdo grafica entre as distribuigdes dos residuos ¢ a lei normal. Em face
desta informagdo adicional, julgamos que a hipétese da distribuigio normal dos erros ndo
¢ rejeitada.

Modelo multicomponente — Estatisticas dos residuos

Quadro 3.5.8
grupo V grupo VI
numero de residuos 224 224
média - 0.002599 0.000465
maximo 0.1129 0.1561
minimo -0.1880 -0.1462
soma do quadrado dos residuos 0.430744 0.351251
n.° de graus de liberdade 219 219
erro quadratico médio 0.001967 0.001604
intervalo de confianga 0.001645; 0.001341;
da varidncia a 95% 0.002394 0.001952
erro padrao 0.0443 0.0401
+ 2 x erro padrao +0.0886 + 0.0802
coeficiente de assimetria - 0.6465 -0.0153

coeficiente de curtose 1.759 2.108
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Andlise dos residuos — Testes das sequéncias e do sinal

Nos quadros 3.5.9 ¢ 3.5.10 apresentam-se os resultados da aplicagdo, a cada curva
ajustada, dos testes das sequéncias e do sinal. Os dois testes, como vimos no ponto 2.6.4,
visam verificar a hipétese de que os erros experimentais sio independentes. Recorda-se o
significado dos simbolos utilizados

— teste das sequéncias:

n, mimero de residuos positivos

m, numero de residuos negativos

r, nimero de sequéncias

P, probabilidade de ocorrerem r ou menos (ou mais) sequéncias
— teste do sinal:

n, nimero de residuos ndo nulos

v, nimero de residuos com o mesmo sinal

P, probabilidade de ocorrerem v, ou menos, residuos.

Modelo multicomponente — Teste das sequéncias — Quadros 3.5.9
grupo V — magnetite total

seg. 30 30" 60 60° 90 90° 120 120" 180 180" 300 300" 480 480

n 7 3 4 4 5 4 4 5 5 5 4 5 4 3
m 1 5 4 4 3 B o 3 3

3 5 2 2 4 4 4 4 < 4 2 2 2 2
P .750 .571 .029 .029 .429 .371 .371 429 429 429 029 .036 .029 .036

-

grupo V — particulas grandes

seg. 30 30" 60 60° 90 90° 120 1207 180 180" 300 300° 480 480"

n 6 4 5 5 5 5 3 3 4 4 4 5 3 3
m 2 4 3 3 3 3 5 5 4 4 & 3 5

r 3 6 3 4 5 5 5 3 5 5 S 4 6

P 286 .371 143 429 .571 .571 .571 143 629 629 629 429 .286 .429

grupo VI — magnetite total

seg. 30 30" 60 60" 90 S0° 120 120° 180 180° 300 300° 480 480

n 4 5 6 5 3 5 5 5 5 4

m 4 3 2 3 5 3 3 3 3 4

2 4 4 4 & 2 2 4 4

P 371 .571 286 .143 036 429 429 429 429 .029 .036 .371 .371 .036

q
w
w
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161

seg. 30 300 60 60" 90 90° 120 120" 180 180" 300 300" 480 480
n 3 4 4 2 5 5 4 3 3 3 4 4 3 3
m 5 4 4 6 3 3 4 5 5 5 4 4 5 5
¢ 5 5 4 4 4 6 4 4 3 3 6 4 4 3
P .571 629 .371 643 429 .286 .371 429 .143 429 .371 371 429 .143

Como vimos no ponto 2.6.4, o valor de prova do teste das sequéncias € calculado, com
base na probabilidade P, pela expressdo (2.6.123). Assim, em qualquer dos testes efectua-
dos, a hipotese da aleatoriedade dos residuos nio ¢ rejeitada, se fixarmos o nivel de signi-
ficado do teste em 5%. Em conclusdo, ndo existe fundamento para acreditar que os resi-
duos estdo correlacionados sequencialmente. Por extensdo, também ndo existe fundamen-
to para rejeitar a hipdtese de que os erros experimentais sdo independentes.

Modelo multicomponente — Teste do sinal — Quadros 3.5.10

grupo V — magnetite total

seg. 30 300 60 60° 90 90" 120 120" 180 180" 300 300" 480 480
n 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
v 1 4 4 3 4 4 3 3 3 B 3 4 3

.035 .363 637 .637 .363 .637 .637 .363 .363 .363 .637 .363 .637 .363
grupo V — particulas grandes

seg. 30 30 60 60° 90 90° 120 120" 180 180" 300 300" 480 480°
n 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
' 2 4 3 3 3 3 3 3 4 4 4 3 3 3

145 637 363 .363 .363 .363 .363 .363 .637 .637 .637 .363 .363 .363
grupo VI — magnetite total

segg 30 30" 60 60° 90 90" 120 120" 180 180" 300 300" 480 480°
n 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
v & 3 2 3 3 3 3 3 3 4 3 4 & 3

637 363 .145 363 .363 .363 .363 .363 .363 .637 .363 .637 .637 .363
grupo VI — particulas grandes

seg. 30 30° 60 60° S0 90" 120 120" 180 180" 300 300" 480 480°
n 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
v 3 4 4 2 3 3 4 3 3 3 4 4 3 3

363 637 .637 .145 .363 .363 .637 .363 .363 .363 .637 .637 .363 .363
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Os resultados do teste do sinal revelam apenas uma unica curva ajustada com v igual a
1. Em todos os outros casos o valor de v é superior. Assim, também com base no teste do
sinal, ndo deve ser rejeitada a hipotese de que os erros experimentais s3o independentes

Previsdo de observagdes futuras

Para um nivel de significado de 100(1-a)%, o intervalo de confianga para uma ob-

servagdo futura ¢ dado pela expressdo

s, (%)~t, (A-a/2Vb <1, <s5,(X)+1, (1-a/20¥b,  (35.19)
no caso de se tratar de uma observagéo referente a curva de magnetite total. Para uma ob-
servagdo referente a curva de particulas grandes, temos

u,(%)—t, (A-a/2)Vb <u, <u(%)+1, (1-a/2)¥b.  (3.5.20)
Em ambos os casos,

b=s*+se*(s,(X)), (2.6.137)

onde s pode ser estimado pela expressdo (2.6.10) e se(s,;(X)) pela seguinte aproximagio

se(s; (X)) =syv,"(JI) 'y, , (2.6.141)

onde v, € a coluna 7 do Jacobiano.

No anexo H, para os grupos de ensaios V e VI, representam-se graficamente os inter-
valos de confianga a 95%, calculados pelas expressdes anteriores. Representam-se, igual-
mente, os dados experimentais ¢ as linhas de regressdo. Na pratica, verifica-se que o ter-
mo se(s,;(X)) é inferior a s, em pelo menos uma ordem de grandeza. Assim, no grupo de
ensaios V, a extensdo dos intervalos de confianga varia entre 8.7 ¢ 9.2%; no grupo de en-

saios VI, varia entre 7.9 ¢ 8.5%.



Anexos EaH
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V — Quadros E.1
Tempo de residéncia: 30 s

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 67mm  236mm 67mm  2.36mm total grandes
1 100 110 27 28 55 127
2 69 64 40 45 85 108
3 65 66 73 71 144 138
4 68 66 70 81 151 138
5 80 74 56 70 126 136
6 59 52 49 114 163 108
7 11 146 166 312 152
8 0 0 239 119 358 239
total 447 443 700 694 1394 1147
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 236mm  67mm  236mm total grandes
1 38.46 42.31 6.59 6.83 13.42 45.05
2 26.54 24.62 9.76 10.98 20.74 36.30
3 25.00 25.38 17.80 17.32 35.12 42.80
4 26.15 25.38 17.07 19.76 36.83 43.22
5 30.77 28.46 13.66 17.07 30.73 44 .43
6 22.69 20.00 11.95 27.80 39.75 34.64
7 2.31 4.23 35.61 40.49 76.10 37.92
8 0.00 0.00 58.29 29.02 87.31 58.29
total 171.92 170.38 170.73 169.27 340.00 34265
concentracao — em®/ em’®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.41 0.45 0.07 0.07 0.14 0.48
2 0.37 0.34 0.14 0.15 0.29 0.51
3 0.29 0.30 0.21 0.20 0.41 0.50
4 0.30 0.29 0.19 0.22 0.41 0.49
5 0.34 0.32 0.15 0.19 0.34 0.49
6 0.28 0.24 0.14 0.34 0.48 0.42
7 0.03 0.05 0.43 0.49 0.92 0.46
8 0.00 0.00 0.67 0.33 1.00 0.67

total 2.01 1.99 2.00 2.00 4.00 4.01
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V — Quadros E.1
Tempo de residéncia: 60 s

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 67mm  236mm 67mm  236mm total grandes
1 129 150 0 3 3 129
2 91 77 3 10 13 94
3 101 91 12 32 44 113
4 87 78 25 68 93 112
5 39 41 64 166 230 103
6 7 132 202 334 135
7 0 241 135 376 241
8 0 0 226 83 309 226
total 450 444 703 699 1402 1153
volume de sélidos — cm®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 236mm  67mm  236mm total grandes
1 49,62 57.69 0.00 0.73 0.73 49.62
2 35.00 29.62 0.73 2.44 3.17 35.73
3 38.85 35.00 2.93 7.80 10.73 41.78
Bl 33.46 30.00 6.10 16.59 22,69 39.56
5 15.00 15.77 15.61 40.49 56.10 30.61
6 118 269 32.20 49.27 81.47 33.35
7 0.00 0.00 58.78 32.93 91.71 58.78
8 0.00 0.00 55.12 20.24 75.36 55.12
total 173.08 170.77 171.46 170.49 341.95 344.54
concentragao — em’/em?®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.46 0.53 0.00 0.01 0.01 0.46
2 0.52 0.44 0.01 0.04 0.05 0.53
3 0.46 0.41 0.03 0.09 0.12 0.49
4 0.39 0.35 0.07 0.19 0.26 0.46
S 0.17 0.18 0.18 0.47 0.65 0.35
6 0.01 0.03 0.38 0.58 0.96 0.39
7 0.00 0.00 0.64 0.36 1.00 0.64
8 0.00 0.00 0.73 0.27 1.00 0.73

total 2.01 1.85 2.05 2.00 4.05 4.06
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V — Quadros E.1
Tempo de residéncia: 90 s

massa — g
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 85 148 0 0 0 85
2 124 109 0 4 4 124
3 108 90 0 18 18 108
4 91 77 13 S0 103 104
5 23 55 199 254 93
6 100 160 260 105
7 238 133 371 238
8 0 0 295 91 386 295
total 451 450 701 695 1396 1152
volume de sélidos — cm’
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 32.69 56.92 0.00 0.00 0.00 32,69
2 47.69 41.92 0.00 0.98 0.98 47.69
3 41.54 34.62 0.00 4,39 4.39 41.54
4 35.00 29.62 3.17 21.95 25.12 38.17
5 14.62 8.85 13.41 48.54 61.95 28.03
6 1.92 1.16 24.39 39.02 63.41 26.31
7 0.00 0.00 58.05 32.44 90.49 58.05
8 0.00 0.00 71.95 22.20 94.15 71.95
total 173.46 173.08 170.98 169.51 340.49 344 .44
concentragdo — cm’/ cm®
calcério magnetite magnetite particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.36 0.64 0.00 0.00 0.00 0.36
2 0.53 0.46 0.00 0.01 0.01 0.53
3 0.52 0.43 0.00 0.05 0.05 0.52
4 0.39 0.33 0.04 0.24 0.28 0.43
5 0.17 0.10 0.16 0.57 0.73 0.33
6 0.03 0.02 0.37 0.59 0.96 0.40
7 0.00 0.00 0.64 0.36 1.00 0.64
8 0.00 0.00 0.76 0.24 1.00 0.76

total 2.00 1.98 1.96 2.06 4.02 3.98
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V — Quadros E.1
Tempo de residéncia: 120 s

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 68 131 0 0 0 68
2 76 108 0 0 0 76
3 119 110 0 3 3 119
4 150 84 6 33 39 156
5 36 12 81 211 292 117
6 0 0 129 213 342 129
7 0 186 121 307 186
8 0 0 299 117 416 299
total 449 445 701 698 1399 1150

volume de sélidos — cm®

calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 26.15 50.38 0.00 0.00 0.00 26.15
2 29.23 41.54 © 0.00 0.00 0.00 29.23
3 45.77 42 31 0.00 0.73 0.73 45.77
4 57.69 32.31 1.46 8.05 9.51 59.15
5 13.85 4.62 19.76 51.46 71.22 33.61
6 0.00 0.00 31.46 51.95 83.41 31.46
1 0.00 0.00 45.37 29.51 74.88 45.37
8 0.00 0.00 72.93 28.54 101.47 72.93
total 172.69 171.15 170.98 170.24 341.22 343.67
concentragdo — cm>/ em®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 67mm  236mm 67mm  2.36mm total grandes
1 0.34 0.66 0.00 0.00 0.00 0.34
2 0.41 0.59 0.00 0.00 0.00 0.41
3 0.52 0.48 0.00 0.01 0.01 0.52
L 0.58 0.32 0.01 0.08 0.09 0.59
S 0.15 0.05 0.22 0.57 0.79 0.37
6 0.00 0.00 0.38 0.62 1.00 0.38
7 0.00 0.00 0.61 0.39 1.00 0.61
8 0.00 0.00 0.72 0.28 1.00 0.72
total 2.00 210 1.94 1.96 3.90 3.94
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Anexo E — Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V — Quadros E.1
Tempo de residéncia: 180 s

massa — g
calcario magnetite magnetite particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 61 156 0 0 0 61
2 84 130 0 0 0 84
3 158 107 0 2 2 158
4 119 50 3 63 66 122
5 24 54 220 274 78
6 135 196 331 135
7 229 108 337 229
8 0 0 280 106 386 280
total 446 448 701 695 1396 1147
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 23.46 60.00 0.00 0.00 0.00 23.46
2 32.31 50.00 0.00 0.00 0.00 32.31
3 60.77 41.15 0.00 0.49 0.49 60.77
4 45.77 19.23 0.73 15.37 16.10 46.50
5 9.23 1.92 13.17 53.66 66.83 22.40
6 0.00 0.00 32.93 47.80 80.73 32.93
7 0.00 0.00 55.85 26.34 82.19 55.85
8 0.00 0.00 68.29 25.85 94.14 68.29
total 171.54 172.31 170.98 169.51 340.49 342.52
concentragio — em®/ em®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.28 0.72 0.00 0.00 0.00 0.28
2 0.39 0.61 0.00 0.00 0.00 0.39
3 0.59 0.40 0.00 0.00 0.00 0.59
4 0.56 0.24 0.01 0.19 0.20 0.57
5 0.12 0.02 0.17 0.69 0.86 0.29
6 0.00 0.00 0.41 0.59 1.00 0.41
7 0.00 0.00 0.68 0.32 1.00 0.68
8 0.00 0.00 0.73 0.27 1.00 0.73

total 1.85 1.99 1.98 207 4.06 3.94
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V - Quadros E.1
Tempo de residéncia: 300 s

massa — g
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 54 179 0 0 0 54
2 88 129 0 0 0 88
3 113 83 0 0 0 113
4 182 58 0 46 46 182
5 11 2 45 244 289 56
6 0 0 141 188 329 141
7 238 118 356 238
8 0 0 274 101 375 274
total 448 451 698 697 1395 1146
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 20.77 68.85 0.00 0.00 0.00 20.77
2 33.85 49.62 0.00 0.00 0.00 33.85
3 43.46 31.92 0.00 0.00 0.00 43.46
4 70.00 22.31 0.00 11.22 11.22 70.00
5 423 0.77 10.98 59.51 70.49 15.21
6 0.00 0.00 34.39 45.85 80.24 34.39
7 0.00 0.00 58.05 28.78 86.83 58.05
8 0.00 0.00 66.83 2463 91.46 66.83
total 172.31 173.46 170.24 170.00 340.24 34255
concentragdo — cm>/ cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.23 0.77 0.00 0.00 0.00 0.23
2 0.41 0.59 0.00 0.00 0.00 0.41
3 0.58 0.42 0.00 0.00 0.00 0.58
4 0.68 0.22 0.00 0.11 0.11 0.68
S 0.06 0.01 0.15 0.79 0.94 0.21
6 0.00 0.00 0.43 0.57 1.00 0.43
7 0.00 0.00 0.67 0.33 1.00 0.67
8 0.00 0.00 0.73 0.27 1.00 0.73

total 1.85 2.01 1.97 207 4.04 3.92
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Anexo E —- Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V — Quadros E.1
Tempo de residéncia: 480 s

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 56 163 0 0 0 56
2 62 105 0 0 0 62
3 11 112 0 0 0 111
4 204 66 5 22 27 209
5 14 2 18 256 274 32
6 0 0 108 227 335 108
7 0 0 251 93 344 251
8 0 321 97 418 321
total 447 448 703 695 1398 1150
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 21.54 62.69 0.00 0.00 0.00 21.54
2 23.85 40.38 0.00 0.00 0.00 23.85
3 42.69 43.08 0.00 0.00 0.00 42.69
4 78.46 25.38 1.22 5.37 6.59 79.68
5 5.38 0.77 4.39 62.44 66.83 9.77
6 0.00 0.00 26.34 55.37 81.71 26.34
7 0.00 0.00 61.22 2268 83.90 61.22
8 0.00 0.00 78.29 23.66 101.95 78.29
total 171.92 172.3 171.46 169.52 340.98 343.38
concentrag&o — cm®/ cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.26 0.74 0.00 0.00 0.00 0.26
2 0.37 0.63 0.00 0.00 0.00 0.37
3 0.50 0.50 0.00 0.00 0.00 0.50
4 0.71 0.23 0.01 0.05 0.06 0.72
5 0.07 0.01 0.06 0.86 0.92 0.13
6 0.00 0.00 0.32 0.68 1.00 0.32
7 0.00 0.00 0.73 0.27 1.00 0.73
8 0.00 0.00 0.77 0.23 1.00 0.77

total 1.91 21 1.89 2.09 3.98 3.80
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V — Quadros E.1
Tempo de residéncia: 30 s (bis)

massa —g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 58 87 24 18 42 82

2 95 83 39 60 99 134
3 83 80 36 70 106 119
4 73 69 57 70 127 130
5 71 66 56 84 140 127
6 46 73 131 204 127
7 11 137 147 284 145
8 0 0 277 115 392 277
total 442 442 699 695 1394 1141

volume de sélidos — cm?®

calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 22.31 33.46 5.85 4.39 10.24 28.16
2 36.54 31.92 9.51 14.63 2414 46.05
3 31.92 30.77 8.78 17.07 25.85 40.70
4 28.08 26.54 13.90 17.07 30.97 41.98
] 27.31 25.38 13.66 20.49 34.15 40.97
6 20.77 17.69 17.80 31.95 49.75 38.57
7 3.08 4.23 33.41 35.85 69.26 36.49
8 0.00 0.00 67.56 28.05 95.61 67.56
total 170.00 170.00 170.49 169.51 340.00 340.49
concentragéo — cm’/ cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.34 0.51 0.09 0.07 0.16 0.43
2 0.39 0.34 0.10 0.16 0.26 0.49
3 0.36 0.35 0.10 0.19 0.29 0.46
4 0.33 0.31 0.16 0.20 0.36 0.49
5 0.31 0.29 0.16 0.24 0.40 0.47
6 0.24 0.20 0.20 0.36 0.56 0.44
7 0.04 0.06 0.44 0.47 0.91 0.48
8 0.00 0.00 0.71 0.29 1.00 0.71

total 2.01 2.06 1.96 1.98 3.94 3.97
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Anexo E — Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V — Quadros E.1
Tempo de residéncia: 60 s (bis)

massa — g
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 88 126 0 2 2 88
2 107 90 0 9 9 107
3 101 86 12 33 45 113
4 105 83 24 58 82 129
5 41 49 70 148 218 111
6 135 210 345 141
7 193 138 331 193
8 0 0 267 96 363 267
total 448 442 701 694 1395 1149

volume de sélidos — cm®

calcério magnetite magnetite particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 33.85 48.46 0.00 0.49 0.49 33.85
2 41.15 34.62 " 0.00 2.20 2.20 41.15
3 38.85 33.08 2.93 8.05 10.98 41.78
4 40.38 31.92 5.85 14.15 20.00 46.23
5 18.77 18.85 17.07 36.10 53.17 32.84
6 2.31 3.08 32.93 51.22 84.15 35.24
7 0.00 0.00 47.07 33.66 80.73 47.07
8 0.00 0.00 65.12 23.41 88.53 65.12
total 172.31 170.00 170.98 169.27 340.25 343.29
concentragdo — cm’/ cm’
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.41 0.59 0.00 0.01 0.01 0.41
2 0.53 0.44 0.00 0.03 0.03 0.53
3 0.47 0.40 0.04 0.10 0.14 0.51
4 0.44 0.35 0.06 0.15 0.21 0.50
5 0.18 0.21 0.19 0.41 0.60 0.37
6 0.03 0.03 0.37 0.57 0.94 0.40
7 0.00 0.00 0.58 0.42 1.00 0.58
8 0.00 0.00 0.74 0.26 1.00 0.74

total 2.05 2.02 1.98 1.95 3.93 4.03
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V - Quadros E.1

Tempo de residéncia: 90 s (bis)

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 84 191 0 0 0 84
2 101 98 0 2 2 101
3 133 93 0 8 8 133
4 90 50 6 54 60 96
5 36 13 50 187 237 86
6 3 0 125 210 335 128
4 232 146 378 232
8 288 92 380 288
total 447 445 701 699 1400 1148
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 32.31 73.46 0.00 0.00 0.00 32.31
2 38.85 37.69 0.00 0.49 0.49 38.85
3 51.15 35.77 0.00 1.95 1.95 51.15
4 34.62 19.23 1.46 13.17 14.63 36.08
5 13.85 5.00 12.20 45.61 57.81 26.05
6 1.15 0.00 30.49 51.22 81.71 31.64
7 0.00 0.00 56.59 35.61 92.20 56.59
8 0.00 0.00 70.24 22.44 92.68 70.24
total 171.92 171.15 170.98 170.49 341.47 342.90
concentragéo — cm’/ cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.31 0.69 0.00 0.00 0.00 0.31
2 0.50 0.49 0.00 0.01 0.01 0.50
3 0.58 0.40 0.00 0.02 0.02 0.58
4 0.51 0.28 0.02 0.19 0.21 0.53
5 0.18 0.07 0.16 0.60 0.76 0.34
6 0.01 0.00 0.37 0.62 0.99 0.38
7 0.00 0.00 0.61 0.39 1.00 0.61
8 0.00 0.00 0.76 0.24 1.00 0.76
total 2.09 1.93 1.92 2.06 3.98 4.01
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V - Quadros E.1
Tempo de residéncia: 120 s (bis)

massa—g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 67mm 236 mm total grandes
1 77 132 0 0 0 77
2 76 104 0 2 2 76
3 136 127 0 5 5 136
4 131 71 4 64 68 135
5 27 13 67 194 261 94
6 144 212 356 144
7 182 117 299 182
8 0 0 307 105 412 307
total 447 447 704 699 1403 1151
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 236mm  67mm  236mm total grandes
1 29.62 50.77 0.00 0.00 0.00 2962
2 29.23 40.00 0.00 0.49 0.49 29.23
3 52.31 48.85 0.00 1.22 1.22 52.31
4 50.38 27.31 0.98 15.61 16.59 51.36
5 10.38 5.00 16.34 47.32 63.66 26.72
6 0.00 0.00 35.12 51.71 86.83 35.12
7 0.00 0.00 44.39 28.54 72.93 44.39
8 0.00 0.00 74.88 25.61 100.49 74.88
total 171.92 171.92 171.71 170.49 342.20 343.63
concentragdo — cm>/ cm®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.37 0.63 0.00 0.00 0.00 0.37
2 0.42 0.57 0.00 0.01 0.01 0.42
3 0.51 0.48 0.00 0.01 0.01 0.51
4 0.53 0.29 0.01 0.17 0.18 0.54
5 0.13 0.06 0.21 0.60 0.81 0.34
6 0.00 0.00 0.40 0.60 1.00 0.40
rd 0.00 0.00 0.61 0.39 1.00 0.61
8 0.00 0.00 0.75 0.25 1.00 0.75

total 1.96 2.04 1.98 2.02 4.00 3.94
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V — Quadros E.1
Tempo de residéncia: 180 s (bis)

massa — g
calcério magnetite magnetite particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 90 176 0 0 0 90
2 79 109 0 0 0 79
3 117 94 0 6 6 117
4 146 64 0 41 41 146
5 14 6 42 220 262 56
6 0 132 195 327 132
7 0 230 131 361 230
8 0 297 101 398 297
total 446 449 701 694 1385 1147
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 34.62 67.69 0.00 0.00 0.00 34.62
2 30.38 41.92 0.00 0.00 0.00 30.38
3 45.00 36.15 0.00 1.46 1.46 45.00
4 56.15 2462 0.00 10.00 10.00 56.15
5 5.38 2.31 10.24 53.66 63.90 15.62
6 0.00 0.00 32.20 47.56 79.76 32.20
7 0.00 0.00 56.10 31.95 88.05 56.10
8 0.00 0.00 72.44 2463 97.07 72.44
total 171.54 172.69 170.98 169.27 340.25 342.52
concentragdo — cm®/ em®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 67mm  236mm  67mm  2.36mm total grandes
1 0.34 0.66 0.00 0.00 0.00 0.34
2 0.42 0.58 0.00 0.00 0.00 0.42
3 0.54 0.44 0.00 0.02 0.02 0.54
4 0.62 0.27 0.00 0.11 0.11 0.62
5 0.08 0.03 0.14 0.75 0.89 0.22
6 0.00 0.00 0.40 0.60 1.00 0.40
7 0.00 0.00 0.64 0.36 1.00 0.64
8 0.00 0.00 0.75 0.25 1.00 0.75

total 2.00 1.98 1.93 2.09 4.02 3.93
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V — Quadros E.1
Tempo de residéncia: 300 s (bis)

massa —g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 79 180 0 0 0 79
2 106 129 0 0 0 106
3 109 73 0 0 0 109
4 154 61 3 66 69 157
5 28 258 286 30
6 161 183 344 161
i 206 86 292 206
8 0 0 306 104 410 306
total 450 445 704 697 1401 1154
volume de sélidos — cm®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 67mm  236mm  67mm  2.36mm total grandes
1 30.38 69.23 0.00 0.00 0.00 30.38
2 40.77 4962 0.00 0.00 0.00 40.77
3 41.92 28.08 0.00 0.00 0.00 41.92
4 59.23 23.46 0.73 16.10 16.83 59.96
5 3 7 74 0.77 6.83 62.93 69.76 7.60
6 0.00 0.00 39.27 44.63 83.90 39.27
7 0.00 0.00 50.24 20.98 71.22 50.24
8 0.00 0.00 74.63 25.37 100.00 74.63
total 173.08 171.15 171.71 170.00 341.71 344.79
concentragdo — cm®/ cm®
calcario magnetite magnetite particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.31 0.69 0.00 0.00 0.00 0.31
2 0.45 0.55 0.00 0.00 0.00 0.45
3 0.60 0.40 0.00 0.00 0.00 0.60
4 0.60 0.24 0.01 0.16 0.17 0.61
5 0.01 0.01 0.10 0.88 0.98 0.11
6 0.00 0.00 0.47 0.53 1.00 0.47
7 0.00 0.00 0.71 0.29 1.00 0.71
8 0.00 0.00 0.75 0.25 1.00 0.75

total 1.86 1.89 2.02 212 4.14 3.98
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo V — Quadros E.1
Tempo de residéncia: 480 s (bis)

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 73 168 0] 0 0 73
2 104 109 0 0 0 104
3 103 86 0 0 0 103
4 151 76 3 11 14 154
] 16 9 43 225 268 59
6 136 231 367 136
s 223 106 329 223
8 0 0 298 121 419 298
total 447 448 703 694 1397 1150
volume de sélidos — cm®
calcario magnetite magnetite particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 28.08 64.62 0.00 0.00 0.00 28.08
2 40.00 41.92 " 0.00 0.00 0.00 40.00
3 39.62 33.08 0.00 0.00 0.00 39.62
4 58.08 29.23 0.73 2.68 3.41 58.81
5 6.15 3.46 10.49 54.88 65.37 16.64
6 0.00 0.00 33.17 56.34 89.51 33.17
7 0.00 0.00 54.39 25.85 80.24 54.39
8 0.00 0.00 72.68 29.51 102.19 72.68
total 171.93 172.31 171.46 169.26 340.72 343.39
concentrago — cm®/ cm®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 6.7 mm 2.36 mm 6.7 mm 2.36 mm total grandes
1 0.30 0.70 0.00 0.00 0.00 0.30
2 0.49 0.51 0.00 0.00 0.00 0.49
3 0.54 0.46 0.00 0.00 0.00 0.54
4 0.64 0.32 0.01 0.03 0.04 0.65
5 0.08 0.05 0.14 0.73 0.87 0.22
6 0.00 0.00 0.37 0.63 1.00 0.37
7 0.00 0.00 0.68 0.32 1.00 0.68
8 0.00 0.00 0.71 0.29 1.00 0.71

total 2.05 2.04 1.91 2.00 3.91 3.96



i £

Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 30 s

massa—g
calcério magnetite magnetite particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 103 100 16 17 33 119
2 66 68 28 34 62 94
3 89 83 58 78 136 147
4 65 68 74 86 160 139
5 66 61 82 99 181 148
6 52 51 80 103 183 132
7 6 12 151 136 287 157
8 0 0 213 149 362 213
total 447 443 702 702 1404 1149
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 39.62 38.46 3.90 4.15 8.05 43.52
2 25.38 26.15 6.83 8.29 15.12 32.21
3 34.23 31.92 14.15 19.02 33.17 48.38
4 25.00 26.15 18.05 20.98 39.03 43.05
5 25.38 23.46 20.00 2415 4415 45.38
6 20.00 19.62 19.51 2512 4463 39.51
7 2.31 462 36.83 33.17 70.00 39.14
8 0.00 0.00 51.95 36.34 88.29 51.95
total 171.92 170.38 171.22 171.22 342 44 343.14
concentragdo — cm’/ cm®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm  2.36 mm total grandes
i 0.46 0.45 0.05 0.05 0.10 0.51
2 0.38 0.39 0.10 0.12 0.22 0.48
3 0.34 0.32 0.14 0.19 0.33 0.48
A 0.28 0.29 0.20 0.23 0.43 0.48
) 0.27 0.25 0.22 0.26 0.48 0.49
6 0.24 0.23 0.23 0.30 0.53 0.47
7 0.03 0.06 0.48 0.43 0.91 0.51
8 0.00 0.00 0.59 0.41 1.00 0.59

total 2.00 2.00 2.00 2.00 4.00 4.00
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 60 s

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 121 117 7 7 14 128
2 99 98 18 22 40 117
< 72 70 40 46 86 112
4 81 79 62 81 143 143
5 52 59 62 108 170 114
6 21 27 122 169 291 143
7 2 139 140 279 141
8 0 0 250 130 380 250
total 448 452 700 703 1403 1148
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 46.54 45.00 1.1 1.71 3.42 48.25
2 38.08 37.69 4.39 5.37 9.76 42.47
3 27.69 26.92 9.76 11.22 20.98 37.45
4 31.15 30.38 156.12 19.76 34.88 46.27
5 20.00 2269 16.12 26.34 41.46 35.12
6 8.08 10.38 29.76 41.22 70.98 37.84
7 0.77 0.77 33.90 34.15 68.05 34.67
8 0.00 0.00 60.98 3171 92.69 60.98
total 172.31 173.85 170.73 171.46 342.19 343.04
concentragdo — cm®/ cm’
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 0.49 0.47 0.02 0.02 0.04 0.51
2 0.45 0.44 0.05 0.06 0.11 0.50
3 0.37 0.36 0.13 0.15 0.28 0.50
4 0.32 0.32 0.16 0.20 0.36 0.48
5 0.24 0.27 0.18 0.31 0.49 0.42
6 0.09 0.12 0.33 0.46 0.79 0.42
7 0.01 0.01 0.49 0.49 0.98 0.50
8 0.00 0.00 0.66 0.34 1.00 0.66

total 1.96 1.98 2.01 2.04 4.05 3.97
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI - Quadros E.2
Tempo de residéncia: 90 s

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 72 103 0 0 0 72
2 105 111 0 0 0 105
3 121 102 0 7 7 121
4 118 88 18 40 58 136
5 29 32 101 163 264 130
6 154 220 374 154
7 209 167 376 209
8 0 0 216 97 313 216
total 445 441 698 694 1392 1143
volume de sélidos — cm®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 27.69 39.62 0.00 0.00 0.00 27.69
2 40.38 42.69 0.00 0.00 0.00 40.38
3 46.54 39.23 0.00 1.71 1.71 46.54
4 45.38 33.85 4.39 9.76 14.15 49.77
5 11.16 12.31 2463 39.76 64.39 35.78
6 0.00 1.92 37.56 53.66 91.22 37.56
T 0.00 0.00 50.98 40.73 91.71 50.98
8 0.00 0.00 52.68 23.66 76.34 52.68
total 171.15 169.62 170.24 169.27 339.51 341.39
concentragdo — cm®/ cm®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 0.41 0.59 0.00 0.00 0.00 0.41
2 0.49 0.51 0.00 0.00 0.00 0.49
3 0.53 0.45 0.00 0.02 0.02 0.53
4 0.49 0.36 0.05 0.10 0.15 0.54
5 0.13 0.14 0.28 0.45 0.73 0.41
6 0.00 0.02 0.40 0.58 0.98 0.40
T 0.00 0.00 0.56 0.44 1.00 0.56
8 0.00 0.00 0.69 0.31 1.00 0.69

total 2.04 2.07 1.98 1.91 3.89 4.02
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Anexo E — Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 120 s

massa — g
calcéario magnetite magnetite particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 143 141 0 0 0 143
2 92 107 0 0 0 92
3 109 109 0 6 6 109
4 92 68 15 32 47 107
5 14 16 110 187 297 124
6 1] 3 164 187 351 164
7 186 156 342 186
8 0 0 222 126 348 222
total 450 444 697 694 1391 1147
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 55.00 54.23 0.00 0.00 0.00 55.00
2 35.38 41.15 0.00 0.00 0.00 35.38
3 41.92 41.92 0.00 1.46 1.46 41.92
4 35.38 26.15 3.66 7.80 11.46 39.04
5 5.38 6.15 26.83 45.61 72.44 32.21
6 0.00 115 40.00 45.61 85.61 40.00
7 0.00 0.00 45.37 38.05 83.42 45.37
8 0.00 0.00 54.15 30.73 84.88 54.15
total 173.08 170.77 170.00 169.27 339.27 343.08
concentragéo — cm®/ cm’
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 0.50 0.50 0.00 0.00 0.00 0.50
2 0.46 0.54 0.00 0.00 0.00 0.46
3 0.49 0.49 0.00 0.02 0.02 0.49
4 0.48 0.36 0.05 0.11 0.16 0.53
5 0.06 0.07 0.32 0.54 0.86 0.38
6 0.00 0.01 0.46 0.53 0.99 0.46
7 0.00 0.00 0.54 0.46 1.00 0.54
8 0.00 0.00 0.64 0.36 1.00 0.64

total 2.01 1.97 2.01 2.01 4.02 4,02
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 180 s

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 102 146 0 0 0 102
2 91 109 0 0 0 91
3 101 104 0 2 2 101
4 137 80 10 45 55 147
5 14 8 102 192 294 116
6 0 0 164 195 359 164
7 0 187 147 334 187
8 0 0 245 114 359 245
total 445 447 708 695 1403 1163
volume de sélidos — cm’
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm  2.36 mm total grandes
1 39.23 56.15 0.00 0.00 0.00 39.23
2 35.00 4192 000 0.00 0.00 35.00
3 38.85 40.00 0.00 0.49 0.49 38.85
4 52.69 30.77 2.44 10.98 13.42 55.13
5 5.38 3.08 24 .88 46.83 71.71 30.26
6 0.00 0.00 40.00 47.56 87.56 40.00
7 0.00 0.00 45.61 35.85 81.46 45.61
8 0.00 0.00 59.76 27.80 87.56 59.76
total 171.15 171.92 172.68 169.51 342.19 343.83
concentragdo — cm’/ em®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 0.41 0.59 0.00 0.00 0.00 0.41
2 0.46 0.55 0.00 0.00 0.00 0.46
3 0.49 0.50 0.00 0.01 0.01 0.49
B 0.54 0.32 0.03 0.11 0.14 0.57
5 0.07 0.04 0.31 0.58 0.89 0.38
6 0.00 0.00 0.46 0.54 1.00 0.46
7 0.00 0.00 0.56 0.44 1.00 0.56
8 0.00 0.00 0.68 0.32 1.00 0.68

total 1.97 1.99 2.03 2.00 4.03 4.00
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Anexo E — Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 300 s

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm  2.36mm total grandes
1 121 139 0 0 0 121
2 92 120 0 0 0 92
3 85 101 0 0 0 85
4 133 77 2 14 16 135
5 14 9 63 219 282 77
6 183 214 397 183
7 206 136 342 206
8 0 0 251 111 362 251
total 445 446 705 694 1399 1150
volume de sélidos — cm®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 46.54 53.46 0.00 0.00 0.00 486.54
2 35.38 46.15 0.00 0.00 0.00 35.38
3 32.69 38.85 0.00 0.00 0.00 32.69
4 51.15 29.62 0.49 3.41 3.90 51.64
5 5.38 3.46 15.37 53.41 68.78 20.75
6 0.00 0.00 4463 52.20 96.83 4463
T 0.00 0.00 50.24 33.17 83.41 50.24
8 0.00 0.00 61.22 27.07 88.29 61.22
total 171.15 171.54 171.95 169.27 341.22 343.10
concentragdo — cm®/ em®
calcario magnetite magnetite particulas
estrato 475mm  236mm  475mm  2.36 mm total grandes
1 0.47 0.53 0.00 0.00 0.00 0.47
2 0.43 0.57 0.00 0.00 0.00 0.43
3 0.46 0.54 0.00 0.00 0.00 0.46
4 0.60 0.35 0.01 0.04 0.05 0.61
B 0.07 0.04 0.20 0.69 0.89 0.27
6 0.00 0.00 0.46 0.54 1.00 0.46
7 0.00 0.00 0.60 0.40 1.00 0.60
8 0.00 0.00 0.69 0.31 1.00 0.69

total 2.03 2.04 1.96 1.97 3.93 3.99
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 480 s

massa - g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm  236mm total grandes
1 136 133 0 0 0 136
2 80 109 0 0 0 80
3 110 118 0 0 0 110
4 112 84 2 22 24 114
5 9 68 243 3N 73
6 0 162 171 323 1562
7 0 192 125 317 192
8 0 281 135 416 281
total 443 453 695 696 1391 1138

volume de sélidos — cm?®

calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 52.31 51.15 0.00 0.00 0.00 52.31
2 30.77 41.92 0.00 0.00 0.00 30.77
3 42.31 45.38 0.00 0.00 0.00 42 31
4 43.08 32.31 0.49 5.37 5.86 43.57
5 1.92 3.46 16.59 59.27 75.86 18.51
6 0.00 0.00 37.07 41.71 78.78 37.07
7 0.00 0.00 46.83 30.49 77.32 46.83
8 0.00 0.00 68.54 32.93 101.47 68.54
total 170.39 174.22 169.52 169.77 339.29 339.91
concentragdo — cm®/ cm®
calcério magnetite magnetite particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 0.51 0.49 0.00 0.00 0.00 0.51
2 0.42 0.58 0.00 0.00 0.00 0.42
3 0.48 0.52 0.00 0.00 0.00 0.48
4 0.53 0.40 0.01 0.07 0.08 0.54
5 0.02 0.04 0.20 0.73 0.93 0.22
6 0.00 0.00 0.47 0.53 1.00 0.47
7 0.00 0.00 0.61 0.39 1.00 0.61
8 0.00 0.00 0.68 0.32 1.00 0.68

total 1.99 2.03 1.97 2.04 4.01 3.93
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 30 s (bis)

massa —g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm 475mm 236 mm total grandes
1 92 88 36 36 72 128
2 66 69 45 69 114 111
3 70 74 64 72 136 134
4 71 69 65 78 143 136
5 72 72 50 69 119 122
6 59 56 75 116 191 134
7 10 12 145 143 288 155
8 0 0 213 128 341 213
total 440 440 693 711 1404 1133
volume de sélidos — cm®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 35.38 33.85 8.78 8.78 17.56 4416
2 25.38 26.54 10.98 16.83 27.81 36.36
3 26.92 28.46 15.61 17.56 33.17 4253
4 27.31 26.54 15.85 19.02 34.87 43.16
5 27.69 27.69 12.20 16.83 29.03 39.89
6 2269 21.54 18.29 28.29 46.58 40.98
7 3.85 4.62 35.37 34.88 70.25 39.22
8 0.00 0.00 51.95 31.22 83.17 51.95
total 169.23 169.23 169.02 173.41 342.43 338.25
concentragdo — cm®/ cm®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 0.41 0.39 0.10 0.10 0.20 0.51
2 0.32 0.33 0.14 0.21 0.35 0.46
3 0.30 0.32 0.18 0.20 0.38 0.48
4 0.31 0.30 0.18 0.21 0.39 0.49
5 0.33 0.33 0.14 0.20 0.34 0.47
6 0.25 0.24 0.20 0.31 0.51 0.45
7 0.05 0.06 0.45 0.44 0.89 0.50
8 0.00 0.00 0.62 0.38 1.00 0.62

total 1.96 1.97 2.01 2.05 4.06 3.97
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 60 s (bis)

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm  236mm total grandes
1 122 127 2 5 T 124
2 85 87 13 23 36 98
3 87 86 30 45 75 117
4 82 76 41 60 101 123
5 49 54 81 125 206 130
6 14 17 115 162 277 129
T 2 186 150 336 188
8 0 0 226 128 354 226
total 441 449 694 698 1392 1135
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 46.92 48.85 0.49 1.22 1.71 47 41
2 32.69 33.46 .47 5.61 8.78 35.86
3 33.46 33.08 7.32 10.98 18.30 40.78
4 31.54 29.23 10.00 14.63 2463 41.54
5 18.85 20.77 19.76 30.49 50.25 38.61
6 5.38 6.54 28.05 39.51 67.56 33.43
7 0.77 0.77 45.37 36.59 81.96 46.14
8 0.00 0.00 565.12 31.22 86.34 55.12
total 169.62 172.69 169.27 170.24 339.51 338.89
concentragdo — cm’/ cm®
calcério magnetite magnetite particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 0.48 0.50 0.01 0.01 0.02 0.49
2 0.44 0.45 0.04 0.07 0.11 0.48
3 0.39 0.39 0.09 0.13 0.22 0.48
4 0.37 0.34 0.12 0.17 0.29 0.49
5 0.21 0.23 0.22 0.34 0.56 0.43
6 0.07 0.08 0.35 0.50 0.85 0.42
7 0.01 0.01 0.54 0.44 0.98 0.55
8 0.00 0.00 0.64 0.36 1.00 0.64

total 1.97 2.00 2.01 2.02 4.03 3.98
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Anexo E - Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 90 s (bis)

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 111 134 0 0 0 111
2 113 107 0 5 4 113
3 131 119 3 13 16 134
4 78 63 19 47 66 97
5 14 18 122 216 338 136
6 145 192 337 145
7 186 112 308 186
8 0 0 225 111 336 225
total 447 443 700 696 1396 1147
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 4269 51.54 0.00 0.00 0.00 42.69
2 43.46 41.15 "~ 0.00 1.22 1.22 43.46
3 50.38 4577 0.73 3.17 3.90 51.11
4 30.00 2423 463 11.46 16.09 34.63
5 5.38 6.92 29.76 52.68 82.44 35.14
6 0.00 0.77 35.37 46.83 82.20 35.37
7 0.00 0.00 45.37 27.32 72.69 45.37
8 0.00 0.00 54.88 27.07 81.95 54.88
total 171.92 170.38 170.73 169.76 340.49 342 65
concentragdo — cm®/ cm”®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 0.45 0.55 0.00 0.00 0.00 0.45
2 0.51 0.48 0.00 0.01 0.01 0.51
3 0.50 0.46 0.01 0.03 0.04 0.51
= 0.43 0.34 0.07 0.16 0.23 0.50
5 0.06 0.07 0.31 0.56 0.87 0.37
6 0.00 0.01 0.43 0.56 0.99 0.43
7 0.00 0.00 0.62 0.38 1.00 0.62
8 0.00 0.00 0.67 0.33 1.00 0.67

total 1.85 1.91 2.1 2.04 4.15 4.06



187

Anexo E — Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 120 s (bis)

massa —g
calcario magnetite magnetite particulas
estrato 475mm  236mm 475mm 236 mm total grandes
1 127 111 0 0 0 127
2 93 97 0 3 3 93
3 130 147 0 7 Fg 130
4 74 70 16 37 53 90
5 18 17 110 157 267 128
6 177 209 386 177
7 172 153 325 172
8 0 0 225 132 357 225
total 442 445 700 698 1398 1142
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 48.85 42.69 0.00 0.00 0.00 48.85
2 35.77 37.31 0.00 0.73 0.73 35.77
3 50.00 56.54 0.00 1.71 1.71 50.00
4 28.46 26.92 3.90 9.02 12.92 32.36
5 6.92 6.54 26.83 38.29 65.12 33.75
6 0.00 1.15 43.17 50.98 94.15 43.17
7 0.00 0.00 41.95 37.32 79.27 41.95
8 0.00 0.00 54.88 32.20 87.08 54.88
total 170.00 171.15 170.73 170.24 340.97 340.73
concentragdo — cm®/ cm®
calcério magnetite magnetite particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 0.53 0.47 0.00 0.00 0.00 0.53
2 0.48 0.51 0.00 0.01 0.01 0.48
3 0.46 0.52 0.00 0.02 0.02 0.46
4 0.42 0.39 0.06 0.13 0.19 0.48
5 0.09 0.08 0.34 0.49 0.83 0.43
6 0.00 0.01 0.45 0.53 0.98 0.45
7 0.00 0.00 0.53 0.47 1.00 0.53
8 0.00 0.00 0.63 0.37 1.00 0.63

total 1.98 1.98 2.01 2.02 4.03 3.89
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Anexo E — Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 180 s (bis)

massa - g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm  2.36mm total grandes
1 g5 126 0 0 0 95
2 89 110 0 0 0 89
3 86 115 0 0 0 86
4 163 88 6 14 20 169
5 12 8 105 200 305 117
6 191 201 392 191
7 173 157 330 173
8 0 0 233 122 355 233
total 445 447 708 694 1402 1153
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 36.54 48.46 0.00 0.00 0.00 36.54
2 34.23 42.31 0.00 0.00 0.00 34.23
3 33.08 4423 0.00 0.00 0.00 33.08
4 62.69 33.85 1.46 3.41 4.87 64.15
5 462 3.08 25.61 48.78 74.39 30.23
6 0.00 0.00 46.59 49.02 95.61 46.59
7 0.00 0.00 42.20 38.29 80.49 42.20
8 0.00 0.00 56.83 29.76 86.59 56.83
total 17115 171.92 172.68 169.27 341.95 343.83
concentragéo — cm>/ cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm  2.36 mm total grandes
1 0.43 0.57 0.00 0.00 0.00 0.43
2 0.45 0.55 0.00 0.00 0.00 0.45
3 0.43 0.57 0.00 0.00 0.00 0.43
4 0.62 0.33 0.01 0.03 0.04 0.63
<] 0.06 0.04 0.31 0.59 0.90 0.37
6 0.00 0.00 0.49 0.51 1.00 0.49
Té 0.00 0.00 0.52 0.48 1.00 0.52
8 0.00 0.00 0.66 0.34 1.00 0.66

total 1.98 2.07 1.99 1.96 3.85 3.97
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Anexo E — Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 300 s (bis)

massa — g
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm  2.36mm total grandes
1 100 162 0 0 0 100
2 89 119 0 0 0 89
3 125 110 0 0 0 125
4 113 51 5 36 41 118
5 14 2 75 229 304 89
6 140 208 348 140
7 0 0 225 119 344 225
8 0 0 254 109 363 254
total 441 444 699 701 1400 1140
volume de sélidos — cm®
calcario magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 38.46 62.31 0.00 0.00 0.00 38.46
2 34.23 45.77 0.00 0.00 0.00 34.23
3 48.08 42.31 0.00 0.00 0.00 48.08
A 43.46 19.62 1.22 8.78 10.00 44,68
5 5.38 0.77 18.29 55.85 74.14 23.67
6 0.00 0.00 34.15 50.73 84.88 34.15
7 0.00 0.00 54.88 29.02 83.90 54.88
8 0.00 0.00 61.95 26.59 88.54 61.95
total 169.62 170.77 170.49 170.98 341.47 340.11
concentragdo — cm®/ cm’
calcério magnetite magnetite particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 0.38 0.62 0.00 0.00 0.00 0.38
2 0.43 0.57 0.00 0.00 0.00 0.43
3 0.53 0.47 0.00 0.00 0.00 0.53
4 0.59 0.27 0.02 0.12 0.14 0.61
5 0.07 0.01 0.23 0.70 0.93 0.30
6 0.00 0.00 0.40 0.60 1.00 0.40
7 0.00 0.00 0.65 0.35 1.00 0.65
8 0.00 0.00 0.70 0.30 1.00 0.70

total 2.00 1.94 2.00 2.06 4.06 4.00
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Anexo E — Dados experimentais — Quatro componentes — Grupo VI — Quadros E.2
Tempo de residéncia: 480 s (bis)

massa—g
calcéario magnetite magnetite particulas
estrato 475mm  236mm 475mm 236 mm total grandes
1 146 146 0 0 0 146
2 84 95 0 0 0 84
3 114 118 0 0 0 114
4 90 82 1 15 16 91
5 10 9 54 251 305 64
6 0 136 195 331 136
7 0 223 133 356 223
8 0 0 287 98 385 287
total 444 450 701 692 1393 1145
volume de sélidos — cm®
calcério magnetite magnetite  particulas
estrato 4.75 mm 2.36 mm 4.75 mm 2.36 mm total grandes
1 56.15 56.15 0.00 0.00 0.00 56.15
2 32.31 36.54 0.00 0.00 0.00 32.31
3 43.85 45.38 0.00 0.00 0.00 43.85
4 34.62 31.54 0.24 3.66 3.90 34.86
5 3.85 3.46 13.17 61.22 74.39 17.02
6 0.00 0.00 33.17 47.56 80.73 33.17
7 0.00 0.00 54.39 32.44 86.83 54.39
8 0.00 0.00 70.00 23.90 93.90 70.00
total 170.78 173.07 170.97 168.78 339.75 341.75
concentragdo — cm°/ cm®
calcéario magnetite magnetite  particulas
estrato 475mm  236mm  475mm 236 mm total grandes
1 0.50 0.50 0.00 0.00 0.00 0.50
2 0.47 0.53 0.00 0.00 0.00 0.47
3 0.49 0.51 0.00 0.00 0.00 0.49
4 0.49 0.45 0.00 0.05 0.05 0.49
5 0.05 0.04 0.16 0.75 0.91 0.21
6 0.00 0.00 0.41 0.59 1.00 0.41
7 0.00 0.00 0.63 0.37 1.00 0.63
8 0.00 0.00 0.75 0.25 1.00 0.75

total 2.00 2.03 1.895 2.01 3.96 3.95



Anexo F - Andlise do erro experimental — Distribui¢éo
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Gréficos F.1: Erro experimental em fungéo do tempo de residéncia,

da posigdo e da concentragdo — Grupo V
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Gréaficos F.2: Erro experimental em fungéo do tempo de residéncia,

da posigéo e da concentragdo — Grupo VI
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Anexo F - Andlise do erro experimental — Distribuigdo

frequéncia

Graficos F.3: Comparagéo entre a distribuigdo acumulada do erro experimental
e a lei normal — Grupos V e VI
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Anexo G — Anélise dos residuos — Distribui¢éo
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Graficos G.1: Valor dos residuos em fungdo do tempo de residéncia,

0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1
concentragio prevista

da posigdo e da concentragdo prevista — Grupo V.
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Anexo G — Andlise dos residuos — Distribuigdo
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Graficos G.2: Valor dos residuos em fung@o do tempo de residéncia,

da posigao e da concentragéo prevista — Grupo VI.

195



Anexo G - Andlise dos residuos — Distribuigéo
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Graficos G.3: Comparacgédo entre a distribuigdo acumulada dos residuos
e a lei normal — Grupos V e VI.
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Anexo H - Previsdo de observacdes futuras — Quatro componentes
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Graficos H.1: Linhas de regresséo e intervalos de confianga a 95% para a previsdo
de observagdes futuras. Grupo V — Tempos de residéncia: 30 s, 60 s e 90 s.
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Anexo H - Previsdo de observacdes futuras — Quatro componentes
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Graficos H.2: Linhas de regresséo e intervalos de confianga a 95% para a previséo
de observagdes futuras. Grupo V — Tempos de residéncia: 120 s, 180 s e 300 s.
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Anexo H — Previsdo de observacdes futuras — Quatro componentes
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Grafico H.3: Linhas de regressao e intervalos de confianga a 95% para a previséo
de observagdes futuras. Grupo V — Tempo de residéncia: 480 s.



Anexo H — Previsdo de observagdes futuras — Quatro componentes
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Graficos H.4: Linhas de regresséo e intervalos de confianga a 95% para a previsdo
de observagdes futuras. Grupo VI — Tempos de residéncia: 30 s, 60s e 90 s.
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Anexo H - Previsdo de observacgdes futuras — Quatro componentes

08

concentraco reduzida

04

0.6

concentragio reduzida

02

04 08

concentragdo reduzida

02

Gréficos H.5: Linhas de regresséo e intervalos de confianga a 95% para a previsé@o
de observagbes futuras. Grupo VI — Tempos de residéncia: 120 s, 180 s e 300 s.



Anexo H - Previs&o de observagdes futuras — Quatro componentes

0.4 0.8 0.8
concentracdo reduzida

0.2

Gréfico H.6: Linhas de regresséo e intervalos de confianga a 95% para a previsédo
de observagbes futuras. Grupo VI — Tempo de residéncia: 480 s.
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