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SUNARIO

O uso do método dos elementos finitos para anadlise de problemas de
fractura torna-se complicado em virtude da singularidade do campo de
tensdo existente na extremidade das fendas. Esta dificuldade tem sido
ultrapassada pelo uso de malhas extremamente refinadas, as quais por seu
lado tornam o tempo de computagso muito alto. A necessidade de malhas
extremamente refinadas na regifio da extremidade da fenda pode, no

i entanto, ser ultrapassada com o uso'dé??i%%%EEE%:E%%EEEEE%, os quais
incorporam na sua formulagdo a singularidade necessaria da tensdo. O
objectiva deste trabalho é implemenfaf alguns desses elementos e
verificar a sua "performance” na solug#io de problemas conhecidos. Esses
elementos serdo baseados nos elementos isoparamétricos parabolicos de 8

Jfﬁés, os de uso mais generalizado em problemas de engenharia. Tails

ey
'\f’elementos especiail® podem, assim, incorporar-se facilmente numa malha de
¢ e

elementos iéoparamétricos convencionals, permitindo estudos de fractura
sem grande refinamento da malha. Particularmente, serdo implementados e
testados o0s elementos de ﬁenshell e Shaw, Blackburn e um elemento
baseado na solugde analitica. Péra todos eles se verificara a sua

capacidade para situag¢des de modo misto.
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Capitulo 1

/

/é

Um corpo sbélido reage a condigdes extremas de carga por largas

INTRODUGZO

deformagdes e / ou fractura. O segundo fenémeno pode ocorrer sem aviso
prévio de longas deformagdes e os seus efeitos podem ser catastréficas.

A causa do fenémeno & devida & presenga de fissuras no material,
que por acgdo da solicitagdo exterior, vdo aumentando até atingirem uma
dimensdo para a qual a sua propagagdo é instavel, isto acontecendo mesmo
para materials com elevada ductilidade.

Uma vez que as fendas estdo presentes em maior ou menor grau em
todas.as estruturas, podemos compreender a importancia de que se reveste
o estudo da estabilidade de tais fendas, estudo do qual se ocupa a
¥ecédnica da Fractura.

Este‘problema da propagagdo catastréfica das fissuras pde-se com

bastante acuidade em alguns campos da engenharia. Um deles é o da
indistria aefoespaciai, em que a seguranga é primordial e o peso da
estrutura se pretende minimo. Outro campo, ainda, & O das centrais
produtoras de energia, em que as consequéncias de propagagédo instavel de
fendas s83o a maior preocﬁpaqéo no projecto de tais instalagdes,
principalmente quando nelas se utiliza energia nuclear

A maior contribuic3o para o estudo da estabilidade das fendas, foi
dada pela introdu¢8io do conceito de factor de intensidade de tensdo,
como um Gnico pardmetro para caracterizar o comego da propagagdo da
fenda. Por outro lado, a utilizag#o deste parametro exige o conhecimento

exacto do estado de tens#o na vizinbhanga da extremidade da fenda, para

{CAP. 1)



as condi¢des de carga, geometria e ligagdes ao exterior da estrutura. Na
maior parte dos casos, essa determinagdo s6 € possivel com métodos
numéricos e destes é, sem davida, a técnica dos elementos finitos a que
mais se generalizou nos ultimos anos para a resolugdo de problemas en
engenharia. Portantc, seria esta técnica a que melhor se ajustaria ao
estudo do comportamento das fendas nos materials. No entanto, existe uma
singularidade na extremidade da fenda que numa analise linear elastica,
a torna dificil de reproduzir com elementos finitos. Por isso, o uso ce
elementcs finitos convencionais conduz a obtengdo de resultados menos
bons, em virtude da sua incapacidade em modelar o estado de tensdo na
vizinhanga da extremidade da fenda, a ndo ser que o refinamento da malha
seja muito grande. Por esta razdio e por forma a obter boas solugGes para
problemas de fractura utilizando o método dos elementos finitos, é
necessaria a utilizag3o de elementos especials que modelem o campo das
tensSes existente na zona da fenda. Ser3o apresentadas nos capitulos 5 e
6 algumas das solugdes que, utilizando elementos especiais, melhores
resultados tém conseguido em problemas da Mecdnica da Fractura ,solugdes
essas que podem ser usadas em condi¢Ses de modo misto determinando, por
conseguinte, K: e Ki1:.

Assim, no capitulo 5 serfdo estudadas as "performances” conseguidas
pelos elementos de Henshell e Shaw e pelos elementos de Blackburn, os
quals estdo preparados para se integrarem em malhas usando elementos
isoparamétricos de 8 nés.

No capitulo 6 estudar-se-a um elemento com formulagdio analitica,
preparado, como os anteriores, a 1integrar-se com O0S elementos

isoparamétricos de 8 nés.

[{CAP. 1]



No capitulo 7 serdo apresentados dois exemplos de aplicagdo,
usando num, a melhor solug8c do capitulo 5 e no outro, a solugdo que ira
ser estudada no capitulo 6.

Nos capitulos 2, 3 e 4 serdo revistos, respectivamente, os
conceitos essenciais da Mecanica da Fractura Linear Elastica, o método
dos elementos finitos e as varias formas ‘de obtengdo do factor de
intensidade de tenséo.

Finalmente, no capitulo 8 serdo apresentadas as conclusdes e as

sugestdes para futuro trabalho.

{CAP. 1]



Capitulo =2

CONCEITOS FUNDAMENTAIS SOBRE MECANICA DA FRACTURA

LINEAR ELASTICA (M.F.L.E.)

2.1 INTRODUGXO

Quando temos um corpo fissurado sujeito a cargas externas
aplicadas, uma de duas situag@es pode acontecer: a deformagdo plastica
na zona da extremidade da fenda circunscreve-se a uma pequena area junto
dessa extremidade, ou desenvolve-se extensamente por toda essa zona. 0O
primeiro caso & tratado pela Mecanica da Fractura Linear Elastica, senco

0 outro caso objecto de estudo da Mecanica da Fractura Elastopléstica.

.Em tudo o que se val seguir estaremos sempre perante situagdes
lineares elasticas. |

Assim na M.F.L.E. a tensfo total, que inclui as tensGes residuais
e secundarias (induzidas por deslocamentos), deve estar abaixo da tensi3o
de cedéncia. Por 1isso, no caso de estruturas soldadas e sem tratamento
térmico, em que as tensSes residuais podem estar préximas da de
cedéncla, as equagdes da M.F.L.E. serdo apenas validas para valores de
carga adicionals muito pequenos.

Neste capitulo iremos fever os conceitos basicos de M.F.L.E. e dos
quais iremos falar mais adiante. De todos os conceitos, ©O mais falado e
fundamental, & sem davida o factor de intensidade de tensdo, dai a razdo
pela qual ser4 o primeiro a abordar. Os outros conceitos necessarios e
com o anterior relacionados s%o0 a taxa de libertagéio de energia, o

integral J e a distribuig8o elastica de tensSes (e deslocamentos) na

[CAP. 2]



extremidade da fenda, ou seja, a soluglio analitica de problemas conm

fendas, em estado plano.

2.2 FACTOR DE INTENSIDADE DE TENSZO

Uma fenda existente num corpo solicitado exteriormente pode ser
deformado de diferentes modos. Irwin observou que existem trés
movimentos basicos e distintos das superficies superior e inferior de
fenda, uma em relac3o a outra, como se pode ver na figura 2.1 .

Esses trés movimentos correspondem a outros tantos ﬁodos de
deformacdo designades por:

- modo I (abertura segundo yy?,

- modo II (deslizamento segundo xx) e

‘- modo 111 (deslizamento segundo zz).

Qualquer deformagdo de uma fenda pode ser representada peia
-sobreposi¢8o destes trés modos. No entanto, o campo de tensSes associado
a cada um dos trés modos ¢ diferente. Irwin [1,2] com base na solugdo de
Vestergaard [3] para a distribui¢fio de tensdes na extremidade duma fenda
usando fun¢des complexas, mostrou que a distribuicdo das tensSes na
vizinhanga da extremidade da fenda, para o sistema de coordenadas

definido na figura 2.1, pode ser expressa na seguinte forma:

Txy = f2(9) Q.1

{CAP. 21



Nestas expressdes, r representa a distancia radial a partir da
extremidade da fenda e os termos £.(8) s8o fungdo apenas do angulo 8 en
coordenadas polares. Como se pode vef, o campo de tensBes possui uma
singularidade de valor 1/ VT na extremidade da fenda. Ela caracteriza-se
pelabexisténcia de tensfo infinita na extremidade da fenda quando r = 0,
e por valores préximos de zero para r = ®. Os parémetros Kz, Kiz , €
K:z: o#%0 conhecidos por factores de intensidade de tensdo
correspondentes aos trés modos vistos atras, e eles caracterizam a
intensidade do campo de tensdes na zona da extremidade da fenda. Desta
forma, a propagagdo de uma fenda pode ser controlada pela comparagao
deste valor com o valor critico, K., para o qual a propagagdo da fenda
se torna instavel. Esta quantidade K. ¢é considerada uma propriedade de
cada material e & designada por tenacidade.

Os factores de intensidade da tensfio variam com o comprimento da
fenda, geometria do componente, intensidade e distribuigdo da carga de

acordo com a seguinte expressdo geral:
K=Yo Via - @.2)

em que Y é um factor de correcgso adimensional que é funcdo da geometria
do componente e da fenda, posig3o da fenda e distribuigdo da carga.

A expressdo anterior é o conhecimento de K. tem diversas
apiicaqaes na pratica. Assim, por exemplo, se éqnhecermos a tensdio de
servigo ¢ e o comprimento da fissura, a, ¢ possivel escolber o material
cujJo K. garanta a integridade da estrutura. Inversamente, para um

determinado material (K.) e tensfio de servigo, & possivel determinar o

[CAP.2]



comprimento miximo da fissura, ac, ou ainda se conhecermos o comprimento
da fissura, podemos determinar a tens8o0 de trabalho critica, oc

(figura 2.2).

!
| A
2.3 TAXA DE LIBERTAGXO DE ENERGIA (&) f ngﬁ
. e ,
e ’ /
0 primeiro balango enq;géfi&o para a f;;;;:;gjfof proposto” por
Ry
Griffith [4,5]. Segundo ele, uma fenda tornar-se-ia instavel quando a
energia de deformagdo elastica, devida ao aumento no comprimento da
fenda, fosse superior ao aumento da energia de superficie associada a
formagc8o de novas superficies de fenda.

A energia de deformagdo elastica libertada na formagédo de uma

fenda de comprimento a num corpo inicialmente homogéneo, é dada por:

2 ‘
2;&; s a2 estado plano de tensdo
U= 2.3
02 2 2
>F "a a-vo estado plano de deformagdo

E - médulo de elasticidade
Y - coeficiente de Poisson

O correspondente aumento na energia de superficie é:

V=2ay (2.4>

¥ - tens3o superficial
Estes componentes da energia variam com o comprimento da fenda de
acordo com a figura 2.3 . Pode-se observar que a fenda se torna instéavel

para o comprimento a., quando:

[CAP. 2]
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2 w+rwm=o0 | 2.5
da »

efinindo ent3o a taxa de libertagdo de energia como :

- _ 8 _
G= - — (2.6)

. a forca de resisténcia & propagagdo como:

AV

R = da

mtdo o crescimento da fenda torna-se instavel para :
G=R 2.8
} a tensio para a qual isso acontece pode ser obtida através das

ixpressées (2.3), (2.4) e (2.5):

v = \/ iix estado plano de tensio @2.9

A teoria de Griffith tem grandes limitagdes, pois & valida apenas

para materiais frageis. No entanto, desenvolvimentos posteriores devidos
3 Irwin [6) e Orowan (7] passaram a ter em conta a deformagdo plastica
axistente na vizinhanca da extremidade da fenda. Dessa forma, a taxa de
libertagdo de energia passou a ter aplicag8io geral e o seu valor

\/N

sritico, Ge, & considerado uma propriedade do material, tendo um papel‘%f

A

\ . ¢

em relagZo A fractura semelhante ao da tensdo de cedéncia em relacldo a &}ﬁi
»

deformagéo plastica. : '&Y
Deve notar-se que para O cadlculo de G n8o é necessario o

conhecimento do campo de tensdes na zona da extremidade da fenda, como

para o caso de K. No entanto, estas duas formas de caracterizar a

[CAP. 2]



ractura podem relacionar-se, como seria de esperar. Demonstra-se que

ssa relacdo &, [8]:

x+ D 2 | :

GI = -——gg——— KI (2.10
m que:
3 -4V estado plano de deformagdo
k =
3 - estado plano de tensdo
1 +v
B = S S -] médulo tangencial
201 + V) -

As relagdes para os outros dois modos sdo :

okt D
C11° T K1
2.1
ok + D 2
¢ T8 R

Quando a fractura ocorre em condig¢des de modo misto e em estado

’lano, a taxa de libertagdo de energla & expressa como :

= - 2 2 (k + 1
G = GI + GII = (KI + KII ) 8p _ 2.12)

Podemos ver que G & a somé dos componentes correspondentes aos dois
modos de deformagde, e a ndo ser que um dos componentes seja zero, ndo -
podemos determinar o valor 1ndividua1 de cada um. Esta &, sem duvida, a
principal limitag3oc dos métodos energéticos para a carécteriiaqao da

fractura.

[CAP.2]



,4 INTEGRAL J

Além da taxa de libertacfo de energia, também um integral de
ontorno apresentado por Rice (9] pode ser relacionado com K.

Com base na figura 2.4 pode-se mostrar que O integral de linha
eguinte, a que Rice deu o nome de integral J, ¢é independente do
ontorno escolhido desde que o ponto inicial e final do contorno J

stejam em faces opostas da fenda e O contorno contenha a extremidade da

enda.
Esse integral é definido como :
J=[<Udy—t1ﬁds> 2.13)
dx :
m que:
‘U = densidade da energia de deformagéo
t. = vector tensZo
uy = vector deslocamento
ds = elemento de arco ao longo do contorno de integragdo T

Para situag¢des lineares elasticas, caso de que nos vimos ocupando,

» para cada modo particular de deformagdo:

G=17J 2.14
2 desta forma vemos que através de G se estabelece uma relagdo entre o

integral J e o factor de intensidade de tensdo.
2.5 DISTRIBUIGZO ELASTICA DE TENS3ES NA VIZINHANGA DE FENDAS

Vimos nos paragrafos precedentes, trés formas diferentes para

caracterizar a fractura e como elas se relacionavam entre si. Vimos

(CAP. 2]
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ambém que no caso de G e J essa caracterizag8o era feita sem que fasse
écess&rio conhecer o campo de tensSes na vizinhanca da extremidade da
enda. O mesmo, porém, ndo acontecia com a determinagdo directa de K.
este caso precisamos de saber o campo de deslocamentos e de tensdes
essa zona.

O nosso estudo diz apenas respeito a estados planos pelo que
penas serdo considerados os modos 1 e II de deformagdo.

As solugdes relativas aos campos de tensées e deslocamentos que
rdo ser apresentadas serdo utilizadas nos capitulos seguintes para a
leterminagdo do factor de intensidade de tens8o pelos métodos numéricos
[ue iremos ver.

Sneddon [10) foi o primeiro a fazer estudos sobre expanstes do
sampo de tensSes na extremidade de fendas. Irwin (1,2} e Williams [11]
lesenvolveram o trabalho de Sneddon fara representarem o campo de
tensGes en termos dos factores de intensidade de tens¥io K: e Kiz. Sih,
Rice e Loeber [12,13,14] desenvolveram ainda mais este trabalho através
5a .utilizagdo das fungdes complexas de Muskhelishvili (15]. Estas
formulag¢des s3o as mais indicadas para aplicagdes numéricas e conduzen a
ﬁma solucdo em série dupla, envolvendo incégnitas K as quais sdo
facilmente formuladas em termos de elementos finitos.

As equagdes de equilibrio para elasticidade plana:

) - ) Txy
ox ¥ oy =0
2.15)
d iXA+ 3 7XV .
oy dx

[CAP. 2]



_12_

o satisfeitas se os componentes de tensdo forem expressos em termos de

a func3o de tens¥o de Airy, A(x,y), do seguinte modo:

2 2 2 |
. =32A - =62A ; ,x=__b_i_ (2.16)
Xy Y o ax y dx dy

; equagdes de compatibilidade devem também ser satisfeitas:
2 :
Vit _ + o0 ) =0 .17
X y

n que y?Z representa o operador de Laplace. Substituindo (2.16) em

2.17) vem a equagdo bibarménica :

v a=v3viar=o0 .18

Deste modo o problema fica reduzido 2 determinagdo da fungdo A que
ﬁtisfaz (2.18) e cujos deslocamentos e tensdes satisfazem as condigdes
ronteira.

Muskhelishvili mostrou que cada fung3o biharménica A(x,y) de
priaveis X,y pode ser représentada de forma simples pelo uso de duas
u£q$es da variavel complexa z = x + iy. Este facto é fundamental para a
eoria das equagdes biharménicas e em particular para a teoria da
ilasticidade plana, pols as propriedades de fungdes de variaveis
jomplexas s3o geralmente bem conhecidas. Muskhelishvill mostrou que para
luas fung¢Ges analiticas, #¢(z) e x(z2) da variavel complexa z, a fungdo de

;ens3o, tensdes e deslocamentos podem ser escritos como:

A=Re [ Z g(z) + x(=2)] .19
Tt oy = ARe §'(z) =21 $'(2) + § ()]

2.20
Vy - + Zifxy =2 (Z §(2) + y" (2]
2p (U + 1v) = k (2> - 2 §'(2) - X' (2) 2.2L

[CAP.2]
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que
d §(2
! R
g (2) 3z
, _ 2 x2)
X' @2 3z
etc.

Re indica a parte real de uma expressdo
z indica o conjugado complexo de z, 1ista é, z = X% -1y
v é o coeficliente de Poisson

E ¢é o médulo de Young

3 -4 estado plano de deformagdo
k =
3 -V stado plano de tensi
RS estado plano de tensido
E

B= a9 ¢ o médulo tangencial

Estas fun¢des foram usadas pela primeira vez por Goursat, sendo

)r isso conhecidas,em geral, como fungdes Goursat,

Consideremos agora as fungdes Goursat complexos de valores

réprios:
iy N : an+l
= n -
[ K¢ -n§0 An A X (2) ngo Bn z (2.22>
m que os valores préprios i~ (n = 0,1,2,...) sfio reais e A~ e B sdo
2 1 2

onstantes complexas da forma (ai + ian) e (bn + ibn) respectivamente.

Considerando a figura 2.5 pode-se mostrar que a superficie de fenda

eve estar isenta de tracgdes, e por isso:

v, =71__=0 para 6 = £ =« ' (2.23)

Adicionando as equagdes (2.20):

{CAP. 2]
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e +1i1 =82 + 8 (2 +2z @) + (@ 2.24)
gy xy X

aplicando (2.22) com 2z = re19 vem:

© <xn—1) 1e<xn_1) _ -19(An-1)
¢ +4ir = L. {x T [A_e + A e ,
y xy 1n=0 'n n n
(2.2%)
1e<xn—3) 1e(xn—1>
+ (A -1) e + B O\ 1) e 1}
n n n
ando as condigdes fronteira (2.23) em (2.25) e notando que e:t T=-1,
2n_ i© ~
“M_. 41 assim como re ~ = r (cos® + 1 senf) , obtemos as equagoes
iguintes:
para 8 = &
A A+ A (cos2mx_ - 1 sen2m ) + B (1 +1) =0 (2.26)
nn n n n nn
para 6 = -x
A N _ ¢+ A (cos2mh_ + 1 sen2mx ) + B () _+1) = 0 2.27
n n n n n n n
ubtraindo estas duas equagdes, obtemos sen 2mx = 0, valida para:
\ === ; = 0,1,2 (2.28)
n 2 ’ n= IR 2 B N
ubstituindo em (2.25) e tendo em ateng8o (2.23) da:
n n T n
—— A + (- — = .
5 A, -1 An + Bn (2 + D 0 2.29
ubstituindo An e Bn e separando em partes real e imaginaria da:
) a:;(-g—+ D" 2 aiclz‘-- SEPLED
-b,_ = = —bn = o 2.30
- —_+
( =+ D ( > D

Ja (2.20) e (2.24) obtemos as seguintes expressdes:
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e +i1 = $'(2) + §' (Z) + 2z $7(2) + ¥ (D) 2.20)
¥ Xy X

e aplicando (2.22) com 2 = re19 vem:

@ (xn—l) 16(xn_1) - —16(An-1)
v+ 17 = L {x r [A_ e + A e _
y xy 1ns0 'n n n
2.25
19(xn—3) 19(kn—1)
+ (A -1) e + B (Ot e 1}
n n n
%
Usando as condig¢des fronteira (2.23) em (2.25) e notando que e T=n '
etgn: +1 assim como re18 = r (cos® + 1 senB) , obtemos as equagdes
seguintes:
para 8 = =«
A A+ A (cos2mn_ - 1 sen2mx ) + B (A +1) = 0 (2.26)
nn n n nn  nn
para 8 = -n
A % + A (cos2mn_ + 1 sen2mx ) + B (O _+1) = 0 .27
nn n n n n n
Subtraindo estas duas equagdes, obtemos sen 2mx = 0, valida para:
A= —— ;  n=01,2 (2.28)
n 2 ’ n= [ I B M
Substituindo em (2.25) e tendo em atengdo (2.23) da:
n n T o}
—A + (- o = .
= AL -1 An + Bn (2 + D 0 | 2.29)
Substituindo An e Bn e separando em partes real e imaginaria da:
) al(L 4+ -t aZ( 2 - DY)
plen 2 b2 =B 2 (2.30)
n (=+ 1 " (= + D ‘
2 2

Da (2.20) e (2.24) obtemns as seguintes expressdes:
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¢ + 11 =2 Re g'(2) *+ Z gm(z) + (@) =
y %y X

o
= 1.2 Rel (al + 1az>.2_r<n/2-1> Jleme-b
n=1 n n 2

(2.3D

+ (a1 + 1a2) r e-ie_g_cg__ 1) r(n/2—2) eiS(n/2-2) +
n n 2 2

+ (bl + ibz) ¢1-+ 1)_2_ r(n/2—1) e19(n/2—1) )
n n 2 2

Substituindoc a forma trigonométrica dos numeros complexos, separando em

partes real e imaginaria e usando (2.30) obtemos por fim:

[.+]
p =g B2 lia B )P coseg - 1O+
2 n 2 2

y =n=l
n n
+ (2 1 cos@i- 3)8 ] (2.32>
2 n n n n n
an[(2 > + -1 sen(2 1) + (2 v sen(2 3)8 1}
i (n/2-1>, 1 ’
N S D n _ -
Txy ngl 5T {an[(z 1) senég 1)6
- & + - DPsend- DO - (2.33)
2 2
2..n n n n n
an[(2 -1 cosG§ 3)0 65 -1 cos(2 10 1)

Do mesmo modo de (2.20) encontramos uma expressio para 0

v, - 1’rxy =2 Re g'(2) - [ Zg"(2) + X" ()]

n (n/2-1) .1 n n n
2r m&@+?+(n )wﬁ§ 1)60 2.3
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1 n
eé- 1 cos(2 3)9 1
(2.34>

2 n n n n n
—‘an[ @ + > ‘( 1D sen(2 1’8 (2 L sen(-g- 3)8 1}

Agora para as componentes u e v dos deslocamentos, a equagdo (2.21) da:

2utu + iv) = k #€(2) - 2 $'(2) - x' @

que de (2.22) resulta:

©

2pCu + 1v) = L, (kA zn/2 —z A __n_z(nlz—l) _
n=1 n n 2
- B (_rl,’_ D) zn/2 1
n 2

© .
= 1. (KA rn/2 eiB(n/Zl r eie A n r(n/2-1) e—iE(n/Z—l) _
n=1 n ne
- &+ 1 I_11/2 e-iB(n/2) )
n 2
® a2, 1
=T rMek@a + iaz)(cos-g-e + 1 sen—!l-e) -
n=1 n n 2 2
n 1 2 n n
> (an ian) (cos(é- 2)90 i sen(2 28 )
n 1 2 no. _ n
> + D (bn ibn) (cos 2 5] i sen > 8

finalmente, decompondo em parte real e imaginaria e usando (2.30):

iy rn/2 1 n n n
u -nZ__l 2}1 {an [k +—2—+ -1 608—2—- B -
n n '
> cos( > 20 1 (2.35)

- a2 D _ -9y RS - 2
an [(l:+2 (1))sen2 0 2sen(2 2)8 1}
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? 'I'n/2 1 n n n '
v =n§1 e {an {(k -3 -1 sen—é- 0 +
n n
+—2-sen( > 2)8 1 + (2.367

2 n n n n n
+an [(k.2+(1))cosze+2cos(2 28 1)

Das equagdes (2.32), (2.33) e (2.34) podemos ver que os primeiros termos
das séries, d&o a tensdo em fungdo do inverso de r, causando tenséo
infinita na extremidade da fenda; os termos de ordem superior d&o tensdo
zero na extremidade da fenda. Por isso, sé o primeiro termo da expansdo
infinita satisfaz a singularidade na extremidade da fenda. Aplicando o
caso especial de n=1 2as equagdes (2.32) a (2.36) encontramos as
-expreSSSes seguintes das tensdes e deslocamentos para a vizinhanga da

extremidade da fenda:

1 . 2
a a
trx =——lcos-g(1 - sen-g- sen-g—e-) +—Lsen% @2 + cos—g— cos -g—e-)
Vi 2 VT
a1 a2
O'y = 1 cos—g(l + sen-g sen _ZE) - ——}sen% cos—g- cos %9)
Vr VT
al ' a2 '
Tx = 1 sen-i cr:)s-2 cos -3—9-> --—-—lcos—e-(l - sen—e- sen QQ) 2.37
Yy VGT 2 2 2 ry 2 2 2
ay VE ) 30 a’f Vr 0 36
u = rm {(2k-1) cos-§ - €0S —2—-) -T {(2k+3) sen—2 + sen -2—-)
1 2
v = ay Vo ) sg. 21 VT 8 30
= {(2k+D) sen-—z- - sen 'é—) + m {(2k-3 cos—z,- + cos ?-)
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Aplicando a condi¢so 8 = 0° as equagdes (2.37), o campo de tenstes fica:

g =—21 ' (2.38)

Comparando estas expressdes com as de Irwin (2.1) e tendo emn

atenc8o que £(0) = 1, vemos que:

1. K
ay =——
Vax
| (2.39
2 K
a] =———-
) 2%

Deve ser salientado que em alguns trabalhos publicédos,
particularmente os mals antigos, como por exemplo Liebowitz (161, o
valor de x & omitido, e por isso a comparagdo de resultados deve ser
feita com cuidado, tendo em atengdo se esta quantidade esta ou ndo,
incluida nesses resultados.

Fol descrita uma soluqﬁo.em gérie infinita, para uma fenda num
plano semi-infinito, e vimos que 0 primeiro termo desta seérie -
corresponde ao campo de tensd@o da vizinhanca na extremidade da fenda,

como o obtido por Irwin.
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As solugdes dadas pelas expressoes (2.37) podem ser separadas nos
dois campos associados com osrmodos de deslocamento correspondentes a Ki
‘e Kiz. Estes dois modos de deformagdo produzem um campo de tensdo,
simétrico e anti-simétrico e, por essa razo, os dois termos das
solugdes em série s%0 conhecidos geralmente, .por termos simétrico e

anti-simétrico.
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Modo | Modo I Modo 1l

Fig, 2,1 - Modos de defofmaqao e referencial adoptado
para o estudo de fendas

Oc

G ViTa = const.

a

Fig, 2.2 < Relagdo existente entre o conprimento da fenda e a tensdo de
servigo '

Energia J

p!

Fig, 2,3 - Variagdo da energia de superficie e da energia de deformagdo
eldstica conm o conprimento da fenda

:-20“
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Fig, 2,4 - Contorno para a deterninagfo do integral J

Fig, 2,5 - Referencial utilizado na andlise de fendas em estado plano

_21_
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Capitulo 3
METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

3.1 ASPECTOS GERAIS

A técnica dos elementos finitos (17,18,19] tem por objectivo a
resolug8o de problemas de meios continuos pela discretizac8o do continuo
aum namero finito de subdominios ou elementos nos quals as solugdes séa
conhecidas. Estes elementos finitos sio entZo associados entre si
através de pontos designados de pontos nodais. A associag#o de todos
estes elementos pretende representar O problema continuo, cuja solugdo &
obtida pela resolug8o de uma série de equagdes simultaneas em forma de
matriz.

Em aplicagdes estruturais, as equagées de equilibrio podem ser
obtidas minimizando a energia potencial do sistema, X, a qual pode ser

expressa por:

n=-—;-[ (e1T € av -[[uquds (3. 1>
v s

em que: [e¢] e 0O ‘ténsor das tensdes
€ & o vector das deformagdes
{ul] & o vector dos deslocamentos enm qualquer ponto
q forgas da superficie aplicadas
As integragdes sZo feitas em todo o volume V do corpo, e em toda a

superficie carregada S.
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0 primeiro termo da equag8o (3.1) representa a energla de
deformagdo interna e 0O segundo termo é o trabalho das forgas de
superficie.

No método dos elementos finitos baseado 1o calﬁulo dos
deslocamentos, as incégnitas que pretendemos obter s8o os deslocamentos
dos.pontos nodals e a sua variagfio dentro dos elementos & expressa emn
termos de valores nodals através de fungdes interpoladoras do seguinte

modo:

u=¥%6° ' 3.2)

sendo ¥ um conjunto de fungdes interpoladoras designadas por fungdes de
forma e 6 o vector dos deslocamentos nodais do elemento.
As deformagBes no elemento, 80 expressas em termos dos

deslocamentos nodais por:

3.3

em que B & ; matriz das deformagdes, geralmente composta de derivadas
das fungdes de forma.

As tensdes s3o relacionadas com as deformagdes, através da matriz
de elasticidade D, por:

¢ =De : (3;4)

Desde que as fungdes de forma sejam escolhidas de tal modo que ndo
existam singularidades nas fungdes integradas da funcional, a energia
potencial do continuo pode ser expressa pela soma das contribui¢des dos
elementos, ou seja:

x=3I n° 3.5
e
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- em que x* representa a energia potencial total do elemento e, a qual,
usando a equagdo (3.1), se pode exprimir por:

- .—L-%-[[Se]T (817 p B 6%V —[{Se]T[H]Tq as (3.6)
’ ve S

em que V= é o volume do elemento, e S* a porg3c de area carregada do
elemento.
Minimizando a energia x= do elemento e em relagdo aos

deslocamentos nodais 6= do elemento, resulta:

® 52 = F° 3.7
em que:
F® = f (n’T q ds - G.e
S=
é a matriz das forgas nodais equivalentes, e
K° =[ (17 DB av o (3.9
Ve

€ a matriz da rigidez do elemento.

A soma dos termos da equagido (3.7) para todos os elementos da
origem a um sistema de equagdes de equilibrio para todo o continuo, as
quais nos permitam finalmente obter as 1ncégn1fas (deslocamentos
nodais). Com os deslocamentos nodais conhecidos, podemos determinar as
deforma¢des e, finalmente, a paftir destas podemos conhecer as tensdes.

Em resumo, os passos principais a seguir para a resolugdo dum
problema de elementos finitos sdo: |
- Subd1§isao do meio continuo em elementos finitos.

- Calculo dos termos da matriz de rigidez e vector de carga dos

[ CAP. 3]
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elementos.

- Formag3o da matriz de rigidéz e vector de carga globais.

- Solu#ﬁo do sistema de equagdes a fim de determinar os deslocamentos
nddais.

- Determinag¢do das tenssés e deformagdes a partir dos deslocamentos

Ry

nodais.

3.2 ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS

Existe uma grande variedade de tipos de elementos finitos os quais
tém a geometria nodal expressa como expansdo de séries para representar
a variag8o interna dos deslocamentos. Esses diversos tipos de elementes
s80 extensivamente abordados por Zienkiewicz [17]. No entanto, o tipo de
elemento que tem obtido melhores resultados e goza de maior popularidade
em engenharia, nas aplicagdes de cﬁrécter geral, ¢é o elemento
isoparamétrico e em particular o elemento bidimensional de 8 nés. Em
relagdo a outros tipos, o0 elemento 1soparamétrico consegue maior
prgcisﬁo com um nmenor numero de elementos e a sua convergéncla para a
solugBio exacta em fungdo do numero de elementos é particulérmente
rapida.

Em particular, o elemento 1so§aramétrico de 8 nés tem a vantagem
dos seus lados poderem conformar-se em curvas parabélicas dando uma boa
aproximac8o a curvas de determinados aréos; e no caso de estruturas
simples com linhas rectas, ; malha» com este élemento ¢ facilmente
gerada, ao contrario, por exemplo, do elemento triangular.

A figura 3.1 mostra um elemeﬁto isoparamétrico bidimensional de 8
nés. A caracteristica fundamental deste tipo de elementos

~(isoparamétricos), reside no facto das fungdes de forma usadas para a

[CAP. 31
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Coordenadas locais

=< Y

Referencial globai

Fig, 3,1 - Elenento isoparamétrico da 8 nds

irepresentaqao do campo de deslocamentos no interior do elemento, serem
utilizadas para interpolar as coordenadas (x,y) de um ponto do interior
do elemento. Assim, as fung¢des de forma N, além de relacionarem os

deslocamentos através da equagdo (3.2):

relacionam também as coordenadas em qualquer ponto com os coordenados

nodais, do mesmo modo:
4
xl\

x = (N} < >

(3.10

[ CAP. 3]
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em qué X1 , X2,.4. € Y1, y2,... s8o as coordenadas nodais dos pontos
1, 2, etc.
As funcdes de forma para o elemento de 8 nés, tendo em atengdo que

Yo e Yo sdo dados por:

Yo =¥ ¥y

¥ ¥

o 1
tém as seguintes expressdes:

.nés de canto

! L
o= = 4y + ¥4 + ¥, -1 (3.1

nés do meio dos lados

_ L 2 | . =
Hi =3 (1 + ¢y + xo) para y, = 0
(3.12)
N =L (1 +y 3 - xz) ara ¥y, = 0
1 -2 o P 1

" Pela equaglo (3.9) podemos ver que para derivar a matriz de rigidez
do elemento & necessaria a integrag@o em coordenadas globais. Contudo,
das equagdes (3.11) e (3.12) vemos que a matriz (Bl esta em coordenadas

locais, e tem o seguinte aspecto:

SHi .
6Ni :
'[Bil = 0 TE;_-, _ 3.13)
GNi GNi
5% Sy

[ CAP. 31
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sendo o integral de area da matriz de rigidez para o elemento:

{Kl =[[[B]T {D] [Bl dx dy . 3.14
- Ix Yy

Por isso, & necessario conseguir uma matriz Jacobiana que relacione
as derivadas do sistema de coordenadas locals com as do sistema de
coordenadas globais. Isto é& feito usando a regra da diferenciagéo

parcial, que da:

Pl fax o} 24 oty
oy dy oy dx dx
= (J1 3.15
hialy IR S TS 50 B P e
¥y dY 2% dy dy
B com o Jacobiano podemos obter a relagdo entire areas:
dx dy = detlJ] dy dy 3.16)

em que detlJ) & o determinante de [J]
Mudando ent%0 os limites de 1integrag8o, a equag8o (3.14) pode ser

escrita:

1 1

(K =[ [[B]T[D] [B] det(J] dy dy A (3.17
-1 -1

Dado que a integracéo éxacta da matriz de rigidez do elemento é
dificil psra os elementos isopqramétricoé, a integra¢do numérica & usada
para a determinag8o da matriz [X] e a equac8o anterior usando a
integragso de Gauss fica:

n n

_ T '
(K1 =L ng Hi HJ [B(yi, Yi)] {D] [B(yi, Yi)] _ (3.18)

[CAP. 3]
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A integrac#io de Gauss d4 solugldes exactas para fungSes de ordem
~ 2n-1 ou menores (201, sendo n o namero de pontos de Gauss. Como a matriz
{B] do elemento parabélico tem termos quadraticos, produzindo uma funcdo
de quarta ordem a integrar, o namero de pontos de integracdo a utilizar,
seria de 3. No entanto, demonstrou-se [21,22,23,24) que a integragdo
deste elementobusando 2 pontos de Gauss d& origem a melhores resultados.

Déve notar-se que apesar de todas as equagles desta secqaoAterem
sido derivadas em forma de matriz, esta nfio é a forma mais econémica
para a programagdo em computador. Assim, por exemplo, se examinarmos a
matriz (Bl, podemos ver que 33.3% da matriz & zero; por isso, resolvendo
as equagdes matricials que envolvam (Bl, na forma directa, senm
considerar os zeros,'obtemos uma economia de tempo da mesma percentagem.
Também por questdes de eéonomia, a matriz (D], por ser constante, deve
ser colocada fora da integrag3o, na equaglo (3.18).

A técnica de programag8o econémica & tratada exaustivamente por

Gupta f25].

3.3 ELEMENTOS COM FORMULAGXO ANAL{TICA

Nos elementos isoparamétricos o campo interno de deslocamentos era
expresso pelo uso de fungdes de forma polinomiais e portanto o campo
interno de tensdes era obtido pelas derivadas do primeiro. A principal
preccupacéio na especificagdio das fungSes de forma era a obtengdo do
campo de deslocamentos necessario nas fronteiras do elemento e em
consequéncia o campo interno de tensdes n8o obedece ao equilibrio
interno. Este equilibrio para este tipo de elementos pode ser melhorado

pela adic¢Zo de um campo interno de deslocamentos que sem afectar a
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fronteira do elemento n8o melhora no entanto o equilibrioc entre
elementos.

Em certos casos é possivel fazer a derivag@io de fungdes aﬁaliticas
exactas para o interior do elemento que satisfazem o equilibrio interno.
Bstas fun¢des analiticas podem ser as equagdes da teoria de placas e
cascas se 0 elemento tiver de ser desta forma, ou do tipo fungdo de
tensdio de Air&. Muskhelishvili (19] desenvolveu a formulag3io da fun¢lo
de tensfio com o0 uso de potenciais complexos, os quals geralmente
conduzem a uma solugdio na forma de séries infinitas. Destas fungdes
analiticas, & geralmente possivel derivar os campos de tensGes e
deslo&amentos, para os problemas considerados.

E assim possivel exprimir o campo de tensdes e deslocamentcs do
‘seguinte modo, na forma matricial:

{0)

(Pl (B}

{u)

(A} {0}
em que {B) e-{a)} sfo os coeficientes desconhecidos das funcdes tensdo e
desiocamento [Pl e [A)

A equag8io da energia potencial do sistema (3.1) pode ser agora
derivada tanto em termos davfunqao tens8o ou deslocamento ou ambas, e as
condi¢Ses estacionédrias s8o aplicadas aos coeficientes das incégnitas da
fung8o. De notar que se for usada a fun¢ldo deslocamento na equag8o da
energia, a formulag3io resultante ¢ uma minimizagdo da energia potencial.
Se for usada a funclo tensso} entédio a formulagdo da funglo energia
torna-se numa minimizag&o da energia complementar. Se forem usados ambos
0s campos de deslocamento e de tens8o, obtemos uma formulagfio mista, na
qual se procuram obter as condi¢des estacionadrias da funcional da

energia. Note-se entretanto, que enquanto com estas formulagdes se obtém
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o equilibrio interno dos elementos, o mesmo ndo acontece com a
conformidade e o equilibrio inter-elementos, os quais sdo violados.

| Apesar dos elementos formulados pelas formas acima referidas néo
_obedecerem ao critério de conformidade dos deslocamentos para a
convergéncia [17], isto n#o significa que ndo se obtenham bons
resultados. Como refere Gallagher [19], apenas se pode constatar que o
limite inferior da solu¢g8o n#o pode ser garantido. Foi feito uso
extensivo de elementos nfdo conformes né teoria das placas [22,283,24],
que deram excelentes resultados.

Deve-se notar que se for usada a minimizag8io da erergia potencial
com continuidade total inter-elementos, entfio & obtido um 1limite
inferior da solug#o [19]. Na prética isto significa que uma vez que as
'restriqses foram colocadas no campo de deslocamentos exacto, para tornar
os elementos conforme, a estrutura resultante serd mais rigida que a
solug8o exacta. No caso da formulag8o da energia complementar, obtemos
um limite superior da solugdo. Isto significa que devido a flexibilidade
extra, permitida pela descontinuidade dos deslocamentos inter-elementos,
a estrutura resultante sera mais flexivel que a solugldo exacta. No caso
da formula¢iio mista, a solug8io encontrada caird entre estes dois

iimites.
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Capitulo 4
M&TODOS DE DETERMINAGXO DO FACTOR DE INTENSIDADE DE TENSZO

Como se viu no capitulo 2, a M.F.L.E. tem como base do seu estudo o
_ conhecimento do factor de intensidade de tensfio. Por isso, é de todo o
-interesse conhecer as formas pelas quals o seu valor pode ser obtido.

Em termos gerais podemos dividir os métodos para a determinaé&o do
factor de intensidade de tensfio em trés grupos principais: métodos

analiticos, numéricos e experimentais [26].

4.1 M£TODOS ANALITICOS E EXPERIMENTAIS

Os métodos analiticos utilizam a equagdo V4 § =0 da teoria da
elasticidade, procurando obter a sua sdluqéo. As suas limitagdes tém a
ver com a dificuldade da resolug3o da equagBo anterior para geometrias
complexas que sfo as mals frequentes na pratica. Pode-se citar como
exegplo de método analitico, a formulag3o de Vestergaard [3] usada na
determinagfio de tensies e deformagdes em corpos fissurados.

Os métodos experimentais tém importancia consideravel, uma vez que
é através deles que se obtém resultados que irdo servir, pbr exemplo,. de
confirmac8o e gula aos valores teéricos e numéricos. Segundo M. Ferreira
{271 os mais usados s3o: o método da complacéncia (“compliance”), o

método da semelhanga e os métodos Spticos.
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4.2 M£TODOS NUMERICOS

0 terceiro grupo ¢ o dos métodos numericos, os quals sdo objectob
deste- estudo. Dentre os métodos numéricos, o método dos elementos
finifos destaca-se pelo seu uso e aplica¢8o em Mecdnica da fractura.

O campo das aplicagdes dos elementos finitos em mecénica da
fractura fol objecto de importantes estudos por Gallagher [28,29].
Nesses estudos Gallagher classifica as formas de obteng#o de K através

dos elementos finitos em:

métodos directos ou da extrapolagdo

métodos energéticos

método da sobreposiglo

método da fungdo singularidade

Nos métodos directos o factor de intensidade da tensfo K: &
calculado usando a técnica convencional dos elementos finitos mas com
uma rede bastante refinada na regifio da fenda. Considerando entdc um
determinado 4ngulo 6 podemos cdnhecer os valores das tensdes e
deslocamentos para varios raios (distancia a extremidade da fenda) e a
partir desses valores calcular os respectivos factores K: utilizando por

exemplo, as equag¢des de Irwin:

o 2 %

K, =—=
1 v;— fl(r,S)

u_ 8u
ou K, = b

I (2nr)* fz(r,e)

Com estes valores K: para varios raios ao longo de um determinado 8 (em
geral 6 = 180° , na face da fenda) fazemos finalmente a sua extrapolagic

para a extremidade da fenda.
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Os métodos energéticos podem ser subdivididos em trés:

método da energia total

método da energia local

método do integral da linha ou integral J

0O método da energia total relaciona o factor da intensidade da
tensdo com a taxa de libertaqab de energia total do corpo através da
equaglo (2.6):

v

G =%z

a qual pode ser escrita em termos do diferencial finito AV/aa. Ent8o

pela equaglio (2.10) obtenos:

-» - [ E W)’
K, -,/——-Aa . 4.1

Usando os elementos finitos, podemos entfo calcular para um determinado
comprimento da fenda (a) a energia total de deformagdio do sistema (V).
Pazendo o mesmo cAlculo, mas agora para um aumento da fenda de Aa,
iremos obter uma nova energla de deformag8o (V + aW). Por substituigao.
dos valores anteriores na equagio (4.1) ficaremos a conhecer K:. A maior
desvantagem deste método reside na necessidade de duas solugdes do
problema para obtermos os tefmos Aa e AV a aplicar na equagdo (4.1).

A 1limitag3o anterior pode ser ultrapassada se usarmos O que
Gallagher chama de método da. energia local. Neste método a equaglo
derivada por Irwin [2) para a energia de deformac@o contida numa regido

a4 volta da extremidade da fenda é&:
K. = / 8 EV
I VG-3w ry
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em que v é o raio do circulo‘que inclui a extremidade da fenda. Como se
pode ver, basta uma solugdo do problema para o caélcule do termo de
energia de deformag8o (¥) na regido considerada. No entanto, existenm
dificuldades na computacfo de um nimero particular de elementos e s8o
necessarias severas restri¢des na malha, de forma a assegurar a
fronteira circular na regifio pretendida. Também se chegou & conclusdo,
da necessidade de malbas refinadas na regifio da extremidade da fenda
para a obtengdo de resultados precisoé, ao passo que no método de
energia de deformagdo total os mesmos resultados séo obtidos com malhas
grosseiras.

b Gltimo método energético & o método do integral de linha ou
integral J devido a Rice [9]) expresso pela equagdo (2.13). Este método
tem todas as vantagens do método de eﬁergia local sem a limitag8o da
fronteira circular fixa em r». |

No método de sobreposig8a, o célculo do factor de intensidade de
tensdo e efeétuado pela combinag3io linear de solugSes classicas de
singularidades com uma solugdo modelo de elementos finitos incapaz de
produzir a singularidade necessafia.

No método da fung8o singularidade formulam-se elementos especiais,
os quais s%o capazes de modelar a necesséria singularidade da
extremidade da fenda. Estes elementos podem ser subdivididos em dois
grupos. Num deles sbé O primei;o termo da solugsio analitica derivada é
modelado exactamente, enquanto o0s termos de ordem superior sdo
aproximados pelas expressdes polimonials de elementos finitos. No outro
érupo modelam-se os campos de tensfio da fenda, no elemento, pelo uso de

uma forma truncada das séries infinitas da solugdo analitica. SHo
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exemplos de aplicagdo deste método os elementos desenvolvidos por

Blackburn {301 e Henshell e Shaw [31] de que se falar4d mais adiante.

[CAP. 41



_37_

Capitulo S
ELEMENTOS ISOPARAMATRICOS DE 8 NOS MODIFICADOS

5.1 INTRODUGZO

Bxistem diversés técnicas, com base nos elementos finitos, para a
determinaggo de factores de intensidade de tens8o. No entanto, o
problema da maior parte delas & a representagdio adequada da
singularidade existente na extremidade da fenda. O método dos elementos
finitos pode produzir erros graves quando utilizado, com pequeno ndimera
de graus de liberdade, na representacgéo de singularidades, ‘e por outro
lado o custo de uma rede extremamente refinada na extremidade da fenda
pode tornar-se inaceitavel. Felizmente que a forma da singularidade em
 X.F.L.E. & unica e bem conheclda tornando, possivel incorporar os
efeitos da singularidade na formulag#o dos elementos finitos. -

Existe - bastante trabalho de investigagdo neste domi nio,
nomeadamente o feito por Blackburn (307, Tracey (32}, Benzley (331,
Valsh [341, Pian, Pin Tong e al (35,361, Henshell e Shaw {31], Levy e al
{371 e Fawkes (38].

O acesso aos resultados obtidos por estes métodos sHo importantes
uma vez que eles podem ser usados en situagdes para as quais nenhum
outro método & utilizavel para comparagdo. Nessa‘ medida foram
incorporados num programa Jé& e;istente de céAlculo bidimensional [39] os
elementos que Fawkes [38] considera mais promissores. Esses elementos
s80 os de Blackburn e os de Henshell e Shaw, 0s quais sd0 incorporados

numa rede de elementos isoparamétricos de 8 nés e testados para
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diferentes geometrias que incluem modo simples e misto de carregamento

(modo I e II respectivamente).

5.2 FORMULAGXZO DE BLACKBURN

A forma rmals simples e 4bvia de representar a singularidade
existente na extremidade da fenda, ou mais exactamente os termos
singulares do deslocamento proporcionais a VT, & modificar as fungSes
de forma isoparamétricas de modo a incorporar O necessario campo de
deslocamento num dado ponto. As primeiras tentativas foram realizadas
por Levy e al {37] e continuadas mais tarde por Tracey [32). No entanto
& Blackburn [30)] quem desenvolve fungdes de forma triangulares especlais
proporcionais a VT para arestas tanto com deslocamentos lineares como
parabélicos. Estas fungSes de forma especiais s#o formuladas en
coordenadas da Area L. e Lz, como se pode ver na figura 5.1 , sendo a
terceira coordenada Ls relacionada com as anteriores por:

L1 + L2 + L3 = 1 GB.L

A sua relagiio com o sistema de coordenadas global é&:

L]
n

leB + L2 xC

5.2

<«
[}

Lyt Lz 3¢

em que (Xs, ys) e (Xe, Yc) sHo as coordenadas dos outros nés do
triasngulo relativamente & extremidade da fenda. Blackburn considera
entdo que a fungio deslocamento no triadngulo na sua forma geral pode ser
escrita como:

X ¥ X ¥ |
I #p, Lo L/ Va +
Ky 1 2 2 L+ L (5.2)
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Bsta fun¢8o permite variag@o polimonial dos deslocamentos na direcgéo ao
longo da aresta oposta ao né da fenda, de forma a assegurar continuidade
con outfos elementos; por outro lado, permite variagfio polinomial dos
deslocamentos relativamente ao quadrado da distancla da extremidade da
fenda, ao longo das linhas que nela passam, de forma a assegurar a
singularidade necessiria nessa extremidade. Se aplicarmos a equaglo
anterior (5.3) ao caso mais simples, de variag8o linear ac longo do lado

oposto & fenda, em termos dos valores ua, Us, Uc nos vértices, vem:

- - -
u=u, + {(uB uA) L1 + (uc uA) L2 Y7 V (L1 + L2 ) 5.4

O caso seguinte, no qual hA uma variag8o quadratica ao longo do lado

opaosto & fenda, em termos de ua, us, Uc nos vértices e uo no meio desse

lado, vem:
= - - ] - -—
u uA + {(uB uA)L1 + (uC uA)L2 + 2(..uD uB uc)Lle)/ 5.5
r———
/ (L1 + L2)

e com 0s nés D, E, F no meio dos lados BC, AC, AB respectivamente:

uA= uA + {(2uF— uB—uA )L1 + (2uE— uC-uA)L2 +

1 1 —
+ 4Cup -5 ug - S ul L, Wz 1))/\/(L1+L2)( 2-1) '+

(5.6)
+ WZ ug - 2ug - 2uA -Vvz u )k, 7 02-1) +

+ o2 ug - 2ug - 2u, —\/’2‘uA>L2./(\/§-1>

Os elementos produzidos pelas equagdes (5.4) e (5.5) foram formulados e

programados por Fawkes e al e permitem calcular o factor de intensidade
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de tensfo usando tanto o método da energia como o directo (extrapolagdo)
-por substituig@o dos deslocamentos.

Como ja& foi dito atras pretende-se que este elemento possa
incorporar-se numa rede de elementos isoparamétricos convencionais. Por
isso o elemento de jung8o quadrético dado pela equagdo (5.5) é imserido
no programa j& referido na secgfio 5.1 , de calculo Bidimensional.

As fun¢des de forma resultantes da equagdo (5.5) sdo:
L, +L

NA=1-—1—2-=1-V(L1+L2)
V(L1+L2)

L1 - 2L1L2

B V(L1+L2)

5.7
L2 - 2L1L2

¢ V(L1+L2)

172

4L,L
ovay

Inserindo estas funqsesvde-forma nas equagSes (3.1)-(3.7), transformando
as coordenadas através da equagdo (3.15) e fazendo a integragdo de Gauss
com integrac3io numérica em L, e L=, obtemos a matriz de rigidez do
elemento em coordenadas globals. No entanto, os resultados obtidos com
0s elementos assim formulados, como refere Fawkes (381, provaram ser
incorrectos, devido a auséncia de movimentos de corpo rigido. Por essa
raz#o, Hellen.[40] modificou as fungdes dé forma de modo a incluir esses
movimentos. O resultado obtido, foram as seguintes fungGes de forma,
dadas em coordenadas locais y,¥ para o elemento de 6 nés apresentado na

figura 5.2 eemque -1 €Y ¢ +1 e 0 ¢ y ¢ +1 :
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N o=y a- vzyh
N, =+ VD) a-yh gtryh
N e iy H @V gt - r1-y e
(5.8
W= ¢y
=t ¢ -y H e v of - r1-y -
Ng= @+ VD a-yh gf-w

Pela figura 5.2 podemos ver que as coordenadas locais y,Y¥ se relacionam

com as coordenadas de area L., L= por:

y=1- L1
(5.9
¥ = L1 + 2L2 -1
Agora as fung¢des de forma s#o fungdo de y*,x e de (5.9) obtemos:
3, W, 3 vy N, ¥
= +
bLl vy ALl .31 oLl
i La-1H) %+ o
6L1 d VY 2 1 3y
i AHi ) ani B ani 5. 109
ELl L2 2yy VY
Y. | 3, 3Vy 3, &
— = +
6L2 dVY bLz 3y bLz.
§ i R | (5.1
BL2 .} :
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B as derivadas das fungdes de forma vém:

3W, /5 o
> = -Q+VY2) +2V2 ")
in.l =0
Y]
632 vz y %
= + — m— .
a2 (VD A - — 2y°)
Y|
T2 = VD S - D
¥ y%
8%5 1 %
e - T ee V2oy° - (1 +V2) ¥ - 3y
_ (5.12)
Aa+vy2) y '
$}—— - —)
y y

AN 2%
e = @ VD Save T,
¥ 2 y% y%
AN ¥?

3%, ) 2 ¥
&y -7 %
y
e 1 %
VT ;7(2<2+\/§3y - a+V2) - 3y -
2
(1 +V2)y -
- - —)
y y
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Y] 2Y
5 1 1 +V2
= = { - +
TN > - @+ V2o + m e
y ¥y
2%, - ¥ % .
—% _ - sV A +t— - 2y°) (5.12)
VY y y
Iy
8 - (1+VD (-~ —— 1+ 10
3y J

Inserindo ent8o as equagdes (5.12) em (3.14) e (3.15) obtemos as
defivadas das fun¢des de forma em relaglio a Ly e L=z. Estas derivadas
poden ser usadas para obter a matriz [B] pela equagfio (3.13) e a matriz
de rigidez pode ser formulada pela equag8o (3.17) em coordenadas de

area, vindo:

1 ~-1-Ly T -
(K} = {B] ID] [B) det [J) dL_, dL (5.13)
0/0 2 1

com aplicagldo da integrag8o numérica a equagdo anterior fica:

n n T

K] = 121 ng Hi HJ [B(Li'LJ)] {D] [B(Li'LJ)] 5. 14

Apesar de se obterem bons resultados usando 2x2 pontos de Gauss na
integragdo da matriz anterior, Hellen [40] sugeriu a seguinte integracdo

exacta da matriz de rigidez em coordenadas da area L. e L=:

flfl-L‘ -
f¢<L,L,) dL, .dL, =
0o 172 2 1

__ 5,8 1,,30,3 1. 133 1
1 f( 5 '8 ) + 5 ¢ 2 '8 ) 180 £C o0, > ) +
5.15>
5 8 5 8 1 59 3
+ s f(—g—, 0) +-§— f<( 9 ! 9) -3—6!(—4—, o -
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59 59

59 3 1
- 36 f( 2’2 ) + 360 $¢0, 0O + 360 f¢0, 1) +
(5.19
56 1 56 3
+-E- f(O,T) +—1g f(O,T)

A posi¢8io dos pontos de Gauss, dada pela equagdo anterior, pade ver-se

na figura 5.3 .

5.3 FORMULAGXO DE HENSHELL E SHAV

Henshell e Shaw sugeriram uma técnica para se conseguir a
singularidade na extremidade da fenda, usando elementos isoparamétricos
parabslicos recorrendo 4 manipulagdo da posic8o dos nés do meio dos
lados do elemento, evitando desta forma a necessidade de introduzir
termos singulares nas fungdes de forma. A posicfo dos nés do meio dos
lados sera encontrada, considerando o elemento 1isoparamétrico
convencional de 8 nés no espago X,y O qual é representado por um
quadrado no espago y,¥ com vértices em (+1,£1). Vamos entdo considerar o
caso em que os nés dos meios dos lados sHo deslccados da sua posigdo
no;mal, para uma posigZo mais proxima de um nd6 de canto, como se vé@ pela
figura 5.4; por simplicidade vamos considerar apenas a aresta com ¥ = -
1, como sa de um elemento com apenas uma dimens8o se tratasse. Este
elemento pode ver-se na figura 5.5 com nés a y = - 1, 0, +1 er =0, é,
2 em que r representa a distancia de qualquer ponto ao né6 de canto
(extremidade da fenda) e p é 0 valor que nos da a ordem de grandeza de
singularidade (r—®). Para um elemento nfo modificado, temos p =1 .

Assim as fun¢des para r e para o deslocamento sdo:

= 2 '
r=a, + a, ¥y +tazy (5.16)
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2
u=b +byy+byy (5.17)

em que ai e b:s sdo constantes er = x/h

Escrevendo a equagdo (5.16) em termos dos valores nodais de r, fica:

0= a1 - a2 + a3
p=a, ‘ ' (5.18)
2=a, +ta, +t a

1 2 3

Determinando nestas equagdes 0S ai, vVem:

a, =p . i a, = 1 H a, = 1 -p (5.19
E substituindo em (5.16):
. .2 |
r=p+y + A -py 5.20

Que resolvido para y, da:

-1z \/1-4p+4p2+4(1—p)r

Yy = PR (5.21)

Uma analise da expressfo anterior mostra que a raiz positiva da o
resultado correcto. Agora a deformagdo é necessaria ser singular e

portanto derivando a equag8io (5.21) em relacdo a r vem:

_’%I.L=[1—4p+4p2+4k1—p)r]-% 5.22)

Bsta equa¢#o é singular quando:

2
_ - 2p
r 1 - 2p) (5.23

T4 - p)
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Agora é necessério que a singularidade esteja presente em r = 0. Isto &
conseguido fazendo p = 1/2 na equa¢8io (5.23). Substituindo esse valor em

(5.21) e (5.22) obtemos:

y =-1+ Var : - (5.24)
%Y; = en ™ ? , » (5.25)

Resolvendo a equagdo (5.17) em termos dos valores nodais de u e

substituindo y pelo valor dado por (5.24), vem:

+u. (-2r + 2V2D) + uy (2L Y2 (5.26)

u=u, [ 2 5

1

2 -3V2r + 2r )
2

Diferenciando agora (5.26) relativamente a r de forma a dar a
deformagdo, vem:

du _ I - -% _3 .,k
X sy (-2 @0 TH ru, 242 @D Fuy A - @DD (5.27)

¥a equagdo anterior pode ver-se que a deformaclio e portanto a
si;lgularidade da tensZo & da ordem necessaria de r~'/2., Desta form
vemos que a deslocaqao dos noés dos melos dos lados, da sua posigdo
normal, para 1/4 do comprimento da aresta, produz automaticamente a
singularidade necessaria da tens8o. Este posicionamento a 1/4 do
comprimento da aresta ¢ mostrado na figura 5.6. Henshell e Shaw
mostraram deste modo como ‘& possivel produzir singularidade na
extremidade da fenda, como também conseguido por Blackburn e Tracey, sé
pelo reposicionamento dos nés do meio dos lados, sem necessidade de
fun¢Ses de forma especiais ou férmulas de integragdo. Quanto & ordem de

integrag%o necessaria, testes de integrag8io deste elemento mostraram que
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2 x 2 ﬁontos de Gauss eram suficientes para a obtencZio de bons
resultados.

Deve ainda ser referido que uma das principals falhas deste
elemento & a existéncia de trac¢des na face da fenda, devido a propria
patureza das fungdes de forma. A causa disto deve-se ao facto da tenséo
{nfinita na extremidade da fenda n#o poder ser imediatamente reduzida a
zero a uma distancia infinitesimal ao longo da face da fenda, em virtude
da natureza continua da fung#o de forma do né na extremidade da fenda.
Contudo, Henshell e Shaw. mostraram que esta tracgdo se reduz muito
rapidamente no primeiro elemento e torna-se muito proxima de zero nos
elementos adjacentes. Contudo, esta errénea tens8o superficial conduz a
uma representa¢8io incorrecta do campo na extremidade da fenda, e a erros
nos valores calculados dos factores K. Apesar deste efeito ser melhorado
com o0 refinamento da malha na zona da extremidade da fenda, isto vem
contra os objectivos para os quails O elemento foi desenvolvido e, além
disso, existe ainda o perigo no uso de um elemento muito pequeno na
extremidade da fenda, pois assim nfio abrangera totalmente a zona de

efeito da singularidade ai existente.

5.3 APRESENTAGZO DE TESTES E RESULTADOS

Nesta seccSio 1iremos verificar a "performance” dos elementos de
Henshell e Shaw, e Blackburn e compara-la ainda com a obtida sem
utilizagdo de elementos eséecidis. ou seja, com todos os elementos sendo
isoparamétricos convencionais. Antes, no entanto, convéﬁ referir a
atengdo a prestar na comparag8o de resultados dados por diferentes

autores, uma vez que para alguns o valor de K entra em consideracsio com
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o factor Vx, enquanto outros autores apresentam oS valores de K sen
essa cons;deragao.

Os testes a realizar irdio incidir sobre duas formas de obtencdo de
K que s3o o métcdo directo, aqui designado de extrapolagdo e o método da
energia. Estas duas formas serfio utilizadas em situacdes de modo I,
enquanto que em situagdes de modo misto apenas sera considerado o método
de extrapolag&o, j& que O método da energia ndo permite, como Ja& vimos
(secg8o 2.3), a separagéo em K: e Krz. Finalmente, iremos analisar
situagdes de corte puro em que apenas obtemos Kzxx.

Antes, no entanto, analisemos 0S métodos que vamos utilizar.

- Método da extrapolaQdo

Este método apresenta muitas variantes a ter em consideragdo sobre
como fazer a determina¢8o de K. Importa pois, antes de mais, saber qual
a mais eficaz e conducente & obtenclo de melhores resultados. A primeira
variante diz respeito & utilizagdo de deslocamentos ou tensdes para
obter o valor de K; por seu lado, dentro dos deslocamentos podemos obter
o factor de intensidade de tens8io com 0S deslocamentos u (segundo XX) ou
v (segundo yy) e ﬁtilizando as tensdes ele pode ser obtido considerando
as tensdes ex Ou as e¢,. Optando por uma destas quatro.variantes existe
ainda outra opg3o a fazer que diz respeito & direcgéo de extrapolagéo, a
qual varia (considerando 1/2 estrutura) entre 0° a 180°. Refira-se, no
entanto, que para a direcclo 0° apenas existenm deslocamentos v e para a
direc¢8o 180° deslocamentos v j& que os outros s¥o nulos. Como se vé,
para um mesmo problema, poderiamos obter imensas solugdes algumas delas

bastante diferentes de outras e sem sabermos qual escolher.
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A primeira variante (deslocamentos ou. tensdes) fol estudada por
Fawkes [38)]. Nesses estudos ele mostrou que os valores obtidos a partir
dos deslocamentos apresentam menor dispersdo e aproximam-se mais dos
valores exactos que 08 obtidos a partir das tensdes. Por esta razdo,
apenas se ir& fazer uso dos deslocamentos para a determinag8o do factor
de intensidade de tens#o por este método.

Estudemos agora as outras opgdes. Considere-se entfo o problema
apresentado na figura 5.7 para o qual j& conhecemos a solug&o "padréoc”
dada por Rooke e Cartwright [41]. Vejamos entdo para este exemplo os
valores que obtemos de K para as vérias direcgdes e wutilizando
deslocamentos v e v. Nas figuras 5.8 e 5.9 apreséntam—se esses valores
em ordenadas estando em abcissas a distancia dos respectivos pontos a
extremidade da fenda. Apresenta-se ainda, nas mesmas figuras a solugdo
"padr3o” dada por Rooke e Cartwright {41]. Uma concluso imediata da
anAlise das duas figuras é a de que 0s valores de K dados por
deslocamentos v, tendem melhor para o valor exacto que o0s dados por
deslocamentos u. Outra constatag3o é a de que as direcgdes 45°, 135° e
180° s#o as que tém um comportamento mais regular e sem degradag8o do
valor de K para diversas distanclas da extremidade da fenda. E destas
trés direcqses,va de 135° & a que sugere melhores resultados. Acontece,
no entanto, que & necessario'ponderar outro aspecto que diz respeito ao
namero de pontos existentes nas diversas direcgdes para fazermos a
extrapolag8io de K. E as melhores sfo sem davida as direcgdes 0° e 180°,
onde de um modo geral existem muitos mais pontos em relag8o as outras
direc¢ées. Se virmos, por exemplo, a malha da figura 5.10 podemosv

verificar que o namero de pontos para as diversas direcgdes sdo:
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0° - 7 pontos
45° - 3 pontos
90° - 2 pontos
135° - 2 pontos

180° - ‘4 pontos

Por todos os aspectos vistos atras, a melhor direc¢8o a utilizar
seria a de 180°, a qual utiliza deslocamentos v para a obtengfo de K.
Para confirmar as curvas abtidas no exempld da figura 5.7 vejamas ©
exemplo da figura 5.10 em que as relagdes de carga com as dimensdes do
pravete e tamanho da fenda sdo diversas do exemplo anterior. Os
resultados s3o apresentados nas figuras 5.11 (para um valor de a/¥=0.4
de comprimento da fenda) e 5.12 (para a/V=0.6). Como se pode ver, a
direc¢io 0° continua a ter um comportamento degradado para pontos
proximos da extremidade da fenda ao passo que a direcgdo 180° confirma
as caracteristicas vistas no exemplo anterior. Ir-se-&4, por isso, no
método de extrapolagfo comsiderar oS valores de K, obtidos para a
direcc8o de 180° provenientes dos deslocamentos v. A extrapolag8io far-
se-& por regressdo linear, j& que a tendéncia dos pontos é uma recta,

através de implementag#o que foi feita no programa de calculo.

- Método da energia

As variantes existentes neste método dizem respeito sobretudo ao
namero de nés a libertar para fazer O novo calculo da energia da
estrutura. Existe a possibilidade de libertar 1 ou 2 nés. Se forem
libertados 2 nés a fenda evolui no seu comprimento de 1 elemento (aos '
quais os nés dizem respeito). Se se libertar 1 né esse aumento de

comprimento & variavel conforme se utilize, por exemplo, elementos
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convencionais ou de Henshell e Shaw. Nos elementos convencionais ©
aumento & de 1/2 elemento e NnOS de Henshell‘e Shaw corresponde a 1/4 do
. elemento. Por forma a evitar estas diferencas pela utilizagdo dos
diversos tipos de elementos apenas S€ ir4 considerar nos resultados de k
obtidos pelo método da energia a libertacéo de 2 nés.

Qutra particularidade existente na utilizaglo deste método, diz
respeito a formulagdo da malha, que para O mesmo problema tera de ser
diferente da usada no método da extrapolag8o. Assim e uma vez que neste
método o problema é resolvido 2 vezes para 2 comprimentos de fenda surge
a questfo: o valor de K obtido, diz respeito a qual comprimento de
fenda?

Como & légico, esse valor vai corresponder a um comprimento de
fenda intermédic dos dois. B a adaptaclo da malha terad de ser feita de
modo que esse valor intermédio corresponda ao comprimento da fenda para
o qual desejamos caber o valor de K. Apresenta-se na figura 5.14 a
adaptagdo da malha ao calculo'pelo método da energia para o problema da

figura 5.13 .

- Influéncia da malha e do nimero de elementos

0 primeiro teste realizado teve a ver com a variag8o que poderia
existir nos valores determinados do factor de intensidade de tensdo ao
midar a malha e o numero de elementos para um dado problema.-Assim foram
utilizadas as malhas das figuras 5.13, 5.15, 5.16 e 5.17,
respectivamente com 6, 8, 24 e 28 elementos. As malbas referidas s#o
utilizadas tal como estZo para o método da extrapolagdo e necessitam de

ser adaptadas para o método da energia, como se disse antes.
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Os resultados obtidos com o método da extfapolaqso estéo
apresentados nas figura 5.18. Recorde-se que neste método se esta a usar
a direcgZo para extrapolagdo de 180°, ou seja utilizando os porntos da
face superior da fenda. Da figura 5.18 podemos ver que a malor variagdo
do valor determinado de K acontece ao passarmos da malha de 6 elementos
para a de 8. Em relagdo a malha de 6 elementoé a de 8 estd mais refinada
na direc¢8io de extrapolacdo utilizando pontos mails préoximos da
extremidade da fenda. Isto poder4a explicar a melhoria obtida com todos
os tipos de elemento especialmente OS de Henshell e Shaw na utilizagdo
da malha de 8 elementos em vez da de 6. O maior refinamento da malba
traz alguma melhoria mno resultado dos elementos 1isoparamétricos
convencionais ao contrario do que acontece com os elementos especiais o
que vem ao encontro dos objectivos para que foraﬁ formulados. HNote-se,
entretanto, que os valores obtidos pela utilizagZc do elemento de
Blackburn se situam sempre abaixo dos obtidos com o de Henshell e Shaw
numa percentagem que se diria sempre muito préoxima como iremos confirmar
con outros resultadaos.

Utilizando o método da energia obtemos os resultados apresantados
na figura 5.19 . A primeira observagdo a fazer & a pequena variagdo dos
resultados e a também pequena melhoria com o refinamento da malha. Qutro
aspecto a considerar & a obteng8o de melhores resultados com os
elementos isoparamétricos convencionais do que com o0s elementos
especiais. A causa disto & a falta de adaptagdo dos elementos especiais
ao calculo pelo método da energia total. Assim, neste método, é
necessario resolver o problema duas vezes cada uma para um comprimento
de fenda. Ora como os elementos especiais estdo adaptados para um

determinado comprimento de fenda, quando se resolve o problema para
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outro comprimento de fenda ©O resultado obtido serad porventura pior do
que utilizando elementos convencionais, dai 0s resultados obtidos. A
forma correcta de resolugdo por este método seria adaptar a posiglo dos
-elementos especlais para cada comprimento de fenda, mas isso 1iria
complicar a programagéo é fazer dispender mais tempo de computacgéio, sem
contrapartida eventual nos resultados.

Hote—se; de novo, que os valores dados pelo elemento de Blackburn
se colocam abaixo dos de Henshell e Shaw de uma certa percentagemn.

Em resumo pode-se concluir que utilizando o método da extrapolagdo
resulta o uso de elementos especials desde que na direcgdo de
extrapolacdo a malha ndo seja exageradamente grosseira. Quanto ao método
da energia, o uso de elementos especiais nfio resulta e os resultados séo

pouco sensivels ao refinamento da malba.

- Tempo de computacdo

Além dos resultados obtidos, outro aspecto inportante na avaliagdo
de uma técnica numérica & o tempa utilizado no computador para os obter,
em virtude dos custos elevados envolvidos com O seu usO.

Na figura 5.20 podemos ver um grafico que relaciona o tempo de
computago com o namero de elementos utilizados na malha para os
diversos elementos e para os métodos da extrapolacdo e energia. Pode-se
verificar que para O DeSmO NUREro de elementos e para O mesmo tipo de
elemento o© metodo' da energié obriga a um gasto duplo do tempo de
computag8o, facto a que nfio & alheia a necessidade do programa correr
duas vezes para o mesmo problema. Dentro do mesmo método, e com O mesmo
nimero de elementos, o elemento de Henshell e Shaw tem praticamente o

mesmo tempo de computag#io dos elementas isoparamétricos convencionais
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sendo o elemento de Blackburn algo mais demorado que 0S anteriores pois
para a mesma malha gera sempre mais dois elementos se a estrutura for
simétrica (considerando-se ent#o 1/2 estrutura) ou mais quatro se n&o
houver simetria. |

Em virtude do seu elevado tempo de computa¢do, sem ganho evidente
nos resultados obtidos, e impossibilidade de analise de situagdes de
modo misto de acordo com o visto na secg8o 2.3, conclui-se que 0 nétodo
da energia deve ser ﬁreterido em relagioc ao método de extrapolagdo

usando elementos especiais.

- ¥odo misto de abertura da fenda ¥y e Krx)

Como se disse atras o método da energia ndio pode ser utilizado na
anAlise de situagdes de modo misto em virtude da impossibilidade de
obtenc8io de Kx e Eix, de modo que esta situacBo sera analisada apenas
usando o método da estrapolagdo.

0 problema a resolver esta apresentado na figura 5.21(a) e serdo
considerados diversos angulos de inclinag8o da fenda, os quais serdo
obtidos com inclinagBio da malha do mesmo valor de &ngulo. Na figura 5.21
alén do casa de inclinag8io da fenda de 22,5° (figura 5.21(a)) esta
representada a fenda inclinada de 45° na figura 5.21(c); na mesma figura
(5.21(b)) apresenta-se a deformada da malha da figura 5.21(a) para um
valor de a/¥=0.4 . - 4

Festas situagdes de modo misto e em virtude da auséncia de simetria
a estrutura do problema tem de ser toda considerada e nfio apenas metade.
Por esta razio e, como se vé& pela figura 5.22, para conseguirmos simular
uma fenda e a sua abertura & necessério considerar a existéncia de pares

de pontos sobrepostos (com as mesmas coordenadas), os quals se poderdo
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afastar, uns relativamente aos outros, quando for aplicada a
solicitagdo, para assim simular os movimentos das faces superior e
inferior da fenda. Esta sobreposig8o de pontos implica modificag8o no
programa que originalménte nfo permite esse tipo de situagdes ao passar
na subrotina CHECK2. Outra adaptag8o que fol necessaria, diz respeito a
determinagBo dos deslocamentos em cada ponto, no sistema de eixos local
correspondente a direcc8o da fenda. i1sto & devido ao facto das
expresstes que Das d%0 o valor de K ((2.37 e (2.39)) estarem
referenciadas no sistema de elxos que contém a fenda (figura 5.23) o que
implica que 0S deslocamentos que entram nessas expressdes devam estar
segundo esse referencial. Como no programa esses deslocamentos sdo
fornecidos no sistema de eixos global, & necessaria a sua transformagdo

através das expressdes seguintes e de acordo com a figura 5.24:

[
n

4 = U cosx - v sena
(5.28)

u sena + Vv cosa -

q
"

H;s outra adaptagdio & ainda necessaria. Como se viu na figura 5.22, a
direcgfo de extrapolagdo que usamos (6=180°) tem pontos sobrepostos que
correspondem & mesma direcg8o. Por outro lado, quando o corpo €
solicitado e a fenda abre, os pontos correspondentes que estdo na mesma
direcgdo de éxtrapolaqao (6=180°) tém deslocamentos diferentes por
estarem ou na face superior ou inferior da fenda, como se vé na figura
5.25. Deve-se notar, ainda, que oS deslocamentos utilizados para a
determinagdo de K s&o, como se disse anteriormente, os referenciados no
sistema de eixos solidario da fenda (X, ¥» da figura 5.25). Assim, e

ainda segundo a figura 5.25, oS deslocamentos do ponto 1 utilizaveis no

[CAP.5]




- 56 -

calculo de K si@o definidos em relag8o ao ponto P (posigd@o inicial do
ponto 1 antes de aplicada a"solicitaqao) cujos valores no referencial

global sdo*:

u10 - (u10 + u,.)/2

20 (Uyo = Up’/2

deslocamento segundo x

v - (v + v..)/2 = (v - v .0/2

deslocamento segundo y 10 10 20 10 20

O problema de modo misto fol realizado para os_angulos 0°, 15°,
22,5, 30°, 45° e 60" e dentro de cada, para diversos valores de
comprimento da fenda (a/W). Apesar da situa¢8io da fenda a 0° nfio ser de
modo misto, aproveita~se a malha para também neste caso comparar os
valores obtidos com os dados por Rooke e Cartwright [41].

A malbha para 0° apresenta-se na figura 5.26(ad) e o problema ¢
resolvido para 1/2 estrutura devido a existéncia dé simetria. Na figura
5.26(b) & apresentada a deformada com a/¥=0.4 . Os resultados obtidos
apresentamse na figura 5.27 utilizando os trés tipos de elementos que
temos vindo a estudar sendo o termo de comparagiio dado por Rooke e
Caftwright [41). Os valores obtidos pelos elementos especiais concordam
bem com os valores da ref.[41] e quanto aos elementos isoparamétricos
convencionais, eles situamse abaixo dos anteriores para valores de a/V
até 0.6 ultrapassando-os quando o comprimento da fenda & bastante
grande, tendéncia esta que se ir4 manter para os outros angulos como
veremos. Novamente se faz notar que os v&lores dados com o0 elemento de

Blackburn se situam abaixo dos de Henshell e Shaw de uma determinada

* - A rota¢8io B do plano bissector da fenda relativamente a sua posigdo
inicial ( Brarc sen{ve-ve)/a ) n8o fol tomada em consideragdo, dado
0 seu pequeno valor quando diferente de zero.
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percentagem, razé@io pela qual nfo se 1ir8o considerar os elementos de
Blackburn nos testes seguinte;.

A malha para o &ngulo de 22,5° assim como a respectiva deformada ja
foi vista nas figuras 5.21(a5 e (b) e os resultados obtidos apresentam-
se na figura 5.28 . Os valores de Ki: do elemento de Henshell e Shaw
seguem uma curva que se aproxima mais da ref.[41) que a dada pelos
isoparamétricos convencionais: valores mais altos para valores de a/V
até 0.6 e mis baixo para a/¥=0.8 .Bxiste assim um efeito de
amortecimento do elemento especial que o faz aproximar dos valores da
ref.(41]. Quanto aos valores de Ki: nota-se que o elementovde Henshell e
Shaw estima os valores um pouco acima estando o0s elenmentos
isoparamétricos convencionais mais préoximos dos valores da ref.(411.

Para 0 caso de 45° a malha Ja4 foil apresentada na figura 5.21(c) e
os resultados est%o0 na figura 5.29 . O que fol dito antes para os
valores de K: sobre a forma da curva do elemento de Henshell e Shaw se
aproximar mais da ref.[(41] que a dos 1isoparamétricos convencionais
torna-se aqui mais evidente. Repare-se que neste caso e ja para a/VW=0.6
o valor dado por Henshell e ©Shaw estd abaixo do isoparamétrico
convencional estando mais proximo da solug8o da ref.[41). Quanto a Kiz-
acontece 0 mesmo que para ©0=22,5° com desfazamento maior ainda em
relag3o aos valores experimentais, continuando os valores dados ?elos
elementos convencionais a ser melhores que os dados pelos de Henshell e
Shaw. -

Até agora sé se apresentaram os resultados para os Aangulos 0°,
22,5° e 45°, pois para estes &ngulos existe possibilidade de comparar os

resultados com Rooke e Cartwright. Os outros valores podem entretanto

-
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aproveitar-se para se visualizar o evoluir dos resultados de K: e de K1z
com a inclinagdo da fenda. Eésa evolugdo é apresentada nas figuras 5.30
e 5.31, respectivamente para a/¥=0.4 e a/¥=0.6 . Na figura 5.32 essa
evolugdo é comparada com valores dados por Karami e Fener (421 para
a/v=0.4,

Por todos estes resultados pode-se concluir que em situa¢des de
modo misto os valores de K: sfio melhor estimados usando os elementos
especlals para valares até a/¥=0.4 e especialmente acima de a/¥V=0.6 . A
faixa a/V=0.4 a 0.6 é uma zona em que um ou outro tipo de elementas
pode ser melhor dependendo da inclinag@io da fenda. No entanto continua a
ser melhor usar elementos especlals se a/¥ = 0.4 e 6 < 30° ou a/¥V = 0.6
e 6 > 45°, Quanto aos valores de Krx nZo ha dovida que os elementos
convencionais conseguem estimativas mals préoximas das da ref.[41]
estando as obtidas por elementos especiais um pouco acima, sendo piores

que aquelas.

- Corte puro

Qutro teste cujos resultados tém interesse conhecer & o de submeter
a estrutura e a fenda a modo II de abertura obtendo-se apenas Kix o0 qual
é conseguido com corte puro. A estrutura e a malha a utilizar é a mesma
que se tem vindo a utilizar, submetida no entanto a outra solicitagéo
que esta4 apresentada na figura 5.33(a). As deformadas para esse tipo de
solicitag8io est8o apresentados para a/W=0.4 e a/¥=0.6 , respectivamente
nas figuras 5.33¢(b) e (c), as quais s8o conseguidas aproveitando as
capacidades graficas de um terminal existente na FEUP/DEMec e para o
qual o programa de calculo fol adaptado de forma a escrever os dados

necessarios. 0Os resultados do teste apresentamse na figura 5.34 e o
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termo de comparag8io é dado por Vilson [43]1. Como se vé&, existe uma
relacdo muito préxima dos valores dados por Henshell e Shaw e cs dados
pela ref.[43] e a tendéncia da curva & muito semelhante. Note-se
entretanto que comparativamenté os valores obtidos aqui pelos elementos
convencionais e de Henshell e Shaw tém a mesma relacdo que para Kir em
sltuagdes de modo misto com a diferen¢a que neste caso o termo de

comparacdo se situa acima dos valores obtidos.

- Caso de modo misto definido por Murakami

Outro teste para o qual existem valores para comparag8ic & o dado
por Murakami [44)}. Para este teste a estrutura e respectiva solicitacéo
estdo apresentados na figura 5.35¢a). A deformada e os resultados
obtidos estdo na figura 5.35(b) e (c). Como se pode ver no grafico, para
a/¥=0.5 o valor de Henshell e Shaw para K: foge da tendéncia da curva da
ref.[44] e dos pontos anteriores e desce abaixo do correspondente
elemento convencional. Observando a malba verifica-se que quando a/¥=0.5
0s elementos & direita da fenda est8o bastante distorcidos razdo que
podéria explicar o sucedido e cuja confirmag8o levou & criag&o de nova
malha que evitasse a existéncia de elementos especiais t3o distorcidos.
A nova malha apresenta-se na figura 5.36(a) e novamente se apresentam a
deformada e o grafico de resultados nas figuras 5.36(b) e (c). Como se
vé, o resultado para a/¥=0.5 j& n¥o se apresenta fora da tendéncia o que
prova que a considerag8o de eleméntos especiais bastante distorcidos
- pode dar origem a resultados pouco satisfatérios o mesmo nfo
influenciando tanto os élementos convencionais. Os resultados do grafico
mostram que para Kx a curva da ref.[44] se situa aproximadamente a meio

das curvas definidas pelos pontos dos elementos convencionais e de
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Henshell e Shaw estando no entanto mais préxima deste ultima. Para Ki:x
os valores de Henshell e éhaw situam-se exactamente nos valares da

ref.[44] estando os dos elementos convencionais um pouco abaixo.
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Fig, 5,1 - Coordenadas de &rea utilizadas na formulagdo
do elemento de Blackburn,

Fig, 5,2 - Novo sistemas de coordenadas para definigdo das novas fungles
de forma, que t&m em conta os movimentos de corpo rigido,
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Fig, 5,3 - Posig80 dos pontos de Gauss no elemento de Blackburn,

Fig, 5.4 - Deslocamento dos nés para 1/4 do comprimento da aresta
~ (elemento de Henshell e Shaw),

y=~1 =0 , v=1
o0—-0 ; ~0
Uy T Tug
0 p 1 2

Fig, 5.5 - Deslocanento do né num elemento com uma dimens¥o,
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O - PONTOS NODAIS
% - PONTOS DE GAUSS
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Fig, 5,6 - Elenentos de Henshell e Shaw na regifo da singularidade,

Tensao uniforme = 10

2.0

| o8 o B o W T G- IT

Fig, 5.7 - Problema e malha utilizados para estudo das varidveis do
nétodo da extrapolagdo
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Fig. 5,9 - Valores de K obtidos com deslocamentos v,
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Fig, 5,10 - Problema e malha para estudo da direcglo de extrapolagdo,
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Fig, 5,11 - Valores de K obtidos no problema da fig, 5,10, com a/V=0,4 ,
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Fig, 5,12 - Valores de K obtidos no problema da fig, 5,10, comn a/¥=0,6 ,
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s -

Fig, 5,13 - Problena e malha de 6 elewentos para estudo da tntluéncia da

nalha e do n® de elementos; & direita, elenentos de Blackburn
para esta malha,

Fig, 5,14 - Adaptago da malha da figura anterior (método da
“extrapolagdo) para o célculo pelo método da energia
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Fig, 5,15 - Malha de 8 elementos, Fig, 5,16 - Malha de 24 elementos,

Fig, 5,17 - Malha de 28 elementos,
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Fig, 5,18 - Resultados obtidos, tom as diversas malhas, pelo método
da extrapolagdo
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Fig, 5,19 - Resultados obtidos, com as diversas malhas, pelo método
da energia :
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Fig, 5,20 - Tempo de computago dos métodos estudados, com o uso dos
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(a) 8-)) (c)

Fig, 5,21 - Estudo do modo misto, (a) Problema para este estudo e malha
para 22,5*; (b) Deformada do caso (a) e a/¥=0,4; (c) Malha para
fenda de 45°,
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Fig, 5,22 - Simulag¥o de fenda, (a) Pontos sobrepostos com fenda
fechada; (b) Fenda aberta,

%P\

-l

Fig, 5,23 - Sistema de eixos coordenados utilizado nas expressdes para
o cdlculo de X,

X1

Fig, 5,24 - Transformag%o dos deslocamentos do sistema de eixos global
para o local (solidario com a fenda),
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Fig, 5,25 - Andlise dos deslocawentos a utilizar, para o cdlculo de K,
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Fig, 5,26 - Problema da fig, 5.21 com €=0*, (a) Malha utilizada;
(b) daformada correspondente,
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Fig, 5,27 - Resultados obtidos com 6=0° para o problema da fig, 5,26 ,
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Fig, 5.32 - Comparag¥o dos resultados obtidos com elementos estudados
(isoparamétricos convencionais e de Henshell e Shaw) e os resultados
de Karami e Fener (problema da fig, 5,21),
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Capitulo ©
ELEMENTO BASEADO NA SOLUGZO ANALYTICA

6.1 INTRODUGZO

Bo capitulo anterior, vimos como por varias manipulagdes dos
‘elementos isoparamétricos, era possivel representar a singularidade do
campo de tensdo, préoximo da extremidade da fenda. No entanto, o cAlculo
de K por essa via é lento, trabalhoso e por conseguinte sujeito a erros,
sendo necessaria, além disso, a regeneragdo da malha para cada
comprimento de fenda.

Neste capitulo, vamos ver como é possivel formular lni elemento
capaz de representar todo o campo de tensGes e deslocamentos da zona da
fenda, e nSo apenas a singularidade da éxtremidade da fenda. Desta
forma, ser& possivel especificar a localizag3io da fenda em qualquer
parte dentro das suas fronteiras e também éumentar a fenda, apenas pela

definig8o da sua posigdo, evitando nova geragdo de malha.

6.2 FORMULAGXO DO ELEMENTO

Na secgdo 3.3 vimos como a matriz de rigidez de um elemento podia
ser obtida, se o campo de tensdes e /ou deslocamentos dentro de um
elemento fosse escrito na forma matricial de parametros desconhecidos,
usando cada ou ambos os campos de tensdes internas e deslocamentos. Se
for usado sé6 o campo de deslocamentos internos, entdo a formulagéo
resultante & uma minimizag%o da energia potencial, obtendo-se o limite
inferior da solug8o. Se for usado o campo de tensSes, a formulagdo é uma

minimizag8c da energia complementar, obtendo-se o limite superior da
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solu¢do. Usando ambos os campos de tensdo e deslocamento, cuja
formulagédo é conhecida de miéta, ndo se pode afirmar que se esteja em
presenga de um verdadeira minimizagBio da energia potencial ou
complementar e n3o pode, por isso dizer-se QUe ¢ um limite inferior ou
superior da solugdo. Contudo é de esperar que os resultados caiam entre
estes dois limites, produzindo resultados exactos.

Pretende-se, entd3o, elaborar um elemento que utilize formulagdo
mista. Como J& obtivemos na seccHo 2.5 a solug8o analitica, em forma de
série, do campo de tensdes e deslocamentos, para um corpo infinito com
uma fenda lateral, podemos ent8o utilizar ambos as solugdes para a
formulag8o do elemento. Tipo semelhante de formulagdo mista, tinba ja
sido usada por Rao e al. [45] e Apostal (46], e segue-se aqul a
formulada por Fawkes [38].

A solug8o analitica dos campos de tenéao e deslocamento, para o
problema de uma corpo infinito com uma fenda lateral, é dada pelas

equagdes (2.32) + (2.36). FNa forma matricial elas s#@o escritas como:

{0}

(P} {(a} 6.1

[A] {a} (6.2)

{u)

em que os coeficientes {a), se relacionam com os factores de intensidade

de tensf#o, K: e Ki:, de acordo com as equagdes (2.39):
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sendo: av.,=z,.... ~ 05 coeficientes relativos ao mcdo 1

Bn+t, ..., -n 08 coeficientes relativos ao modo 1II

Vimos na equag8io (3.1) que a energia potencial de um sistema se exprimia

por:

n=l[ (e1? e av —[[u]quS ' 6.3
2/y s

Vimos também (equaqao(3;4)), que a relaqao entre tenses e deformacgdes
é:

{¢) = (D} {e)
Aplicando a relag%o anterior na equagdo (6.3) e tendo em ateng8o (6.1),

vem:

X =—;—f @ Tim e <) av —[[u]Tq ds (6.4
v. S. .

Agora as incégnitas {a} podem ser relacionadas com 0s deslocamentos

nodais {§i) utilizando a equag8o (6.2) em cada né, ficando:

{8) = [A1 {a) - 6.5)

Aplicando as equagdes (6.2) e (6.5) a (6.4), da:

X =-%- @i U Tim T (2 7Y @) av -
v- : .

-[mTET\ LHTa g as
S.

(6.6)

a qual minimizada em relagdio as incégnitas {a}, se converte na equagdo

3.7):
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em que, neste caso, a matriz das forgas nodals equivalentes & dada por:
< <, T
F =1(A ]‘/'[Al q dS 6.7
S= . . :
e a matriz de rigidez é:

K =I[A —1]T[[P)T[DJT[P] av (a1t (6.8)
v.

0 elemento faormulado tem por base 0 elemento isoparamétrico de 8
nés, o0 que limita o nimero de deslocamentos nodais (8§} a 16 e restringe
o nimero de incégnitas {a) a 16. Das equagdes (2.32) + (2.36) usadas na
formag#o da matriz (Al vemos que na sua formulagdo nfo b4 termos de
corpo rigido. £ pois necessario incluir os trés modos dos movimentos de
borpo rigido nas direcgdes x, y e rotacional. Isto ¢ conseguido,
considerando o0s trés Gltimos termos a serem os deslocamentos 8, x, ¥y e

modificando a matriz {A] em consequéncia, do seguinte modo:

an
A y L 0 :
{u} = { : z ara (6.9
¢t x 0 1 5] ‘
X
y

Uma vez que os termos de corpo rigido nf8o induzem qualquer tensdoc no

elemento, o0s termos correspondentes da matriz [Pl sdo:
an

P: 0O :
{) = : 0 ara (6.10)
: 0
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Como se vé na equagdo (6.9), {A) & uma matriz constante, fungdo das
coordenadas nodais. Isto taz com que o integral da energia fique em

fung8o da matriz [(P] e da matriz de elasticidade (D1, do seguinte modo:

H =j‘u>1Jl (p1T [(P1 a4V ' 6.11)
v
em que:
K = tai—10g (a7t 6.12)

Uma vez que os Gltimos trés termos em (Pl e {A] tém de ser os termos de
corpo rigido, entdo as incégnitas foram definidas de modo que ax 3 ar
s8o os coeficientes do modo I, as 2 aia do modo Il e os Gltimos trés
termos Aos deslocamentos de corpo rigido 8, x y. Isto tem como
consequéncia a representagfio de modo I usar os primeiros 7 termos da
solucdo da série infinita, ao passo que o modo 11 utiliza apenas os
primeiros 6 termos.

O elemento fol formulado com uma fenda horizomtal a partir do né 8
para o seu interior, ficando o né 8 na face superior da fenda, como se
vé na figura 6.1. Para a integrag8io da equagdo (6.11) e atendendo a que
o5 termos da matriz [P)] estfo definidos em coordenadas polares, Fawkes
[38] conseguiu os melhores resultados dividindo o elemento em secgdes
triangulares e usando a quadratura de Gauss em coordenadas de area Ln e
Lz, pois estas sfo uma representacdio aproximada das coordenadas r,0.
Essas secg¢des triangulares, cujos vartices incluem a extremidade da
fenda e os nés do elemento, podem ver-se na figura 6.2 . A definigdo das
coordenadas de area para uma secg#io triangular tipica é apresentada na

figura 6.3.
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Assim, e considerando a integragiic em termos de coordenadas de

area, o integral de energia vem:

[ 1 1—L\
A ‘/: £(L,, L) dL, dL (6.13)

Para uma dimens8o, a integragdo de Gauss é:

1 n
,[:. f(x) dx =1§1 Hi f\ai) . 6.14)
em que H, s8o as fun¢des de peso e as as abcissas dos pontos de Gauss.

Aplicando a equag3o (6.14) ao integral Lz na equagdo (6.13), vem:

‘/ﬁ ' 1-L, 2
A SSHLr,p, B £, o (- Lo dLy (6.15)

e fazendo o mesmo para La:

n n 1-ay
I I.-H [T— Hi f(ax

RIS Y a1 -] | (6.16)

J J

Coﬁ uma integracsio de 3x3 pontos de Gauss, para a secgdo que estamos a
ver, a posi¢do dos pontos de Gauss & indicada na figura 6.4. Como se
pode ver nesta figura, o elemento é integrado numericamente usando
linhas radiais a partir da extremidade da fenda, o ideal para a
integracdo dos termos r da matriz [P). Apesar da outra direccdo de
integragdo ser horizontal e ndo na forma angular necessaria aos termos
0, os resultados provam ser uma boa solug8o. Podemos ver ainda que
existem 3 pontos que estfo concentrados na zona da extremidade da fenda
onde ocorre a concentrag8o de tensdes. Nas figuras 6.5, 6.6, e 6.7 pode

ver-se a distribuigfio dos 72 pontos de Gauss (8 secgdes vezes 9 pontos)
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no elemento analitico, para valores sucessivamente crescentes de
comprimento de fenda.

Salieﬁte—se que os valores de K sdo automaticamente dados pelc
 programa, pelo armazenamento de [(A1-' e depois da solugdo da

deslocamentos nodais {6}, pela aplicagso da equagdo (6.5) na forma:

a) = [A1-' {6)

K Kiz

e dando portanto, a, === e ag = —- Os deslocamentos de corpo rigido
var Ven

est¥o tambénm disponiveis e podem ser utels para a verificagdo da
"performance” do elemento.

Como neste elemento a fenda é suposta passar por um né, a sua
posi¢do fica completamente definida sabendo apenas o seu comprimento e
angulo. Se a fenda tiver um &ngulao que nab 0° ou 180°, a matriz de
rigidez resultante & formada no sistema de coordenadas normal ao &ngulo
da fenda. Por isso, na figura 6.8 os pontos de Gauss, para uma fenda
inclinada de 45° em relagiio a aresta, cailem fora do elemento, em virtude
de estarem formadas nesse referencial. £ portanto necessério transformar
a matriz de rigidez resultante, com coordenadas da fenda [K]1*, na matriz
de rigidez em coordenadas globais ([K). Isto é conseguido com a

transformag8o de coordenadas matricial seguinte:

(k1 = t1” c® o 6.17
em que cos B sen © 0 0 cos
-sen 8 cas 6 0 0 N

(L] = 0 0 cos 8 sen 8 ... 6. 18)
0 0 -sen O cos 8 ...

.
e
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Como se ve, [L)] & toda zero, excepto para as submatrizes 2x2
diagonais. O &ngulo © ¢é a inclinagdo da fenda (medida na sua
extremidade) em relag¢do ao eixo positivo x do sistema global. Assim, o
angulo da fenda da figura 6.5 mede 180° e o da figura 6.8 135°,

Sobre a ordem de integragsio a usar, Fawkes mostrou que 2x2 pontos
por secgdo eram suficientes para a obtencdo de resultados precisos.
Recomenda no entanto para casos praticos, o uso de 3x3 pontos por
seccdo, dando no total para o elemento 72 pontos de Gauss, de forma a
assegurar precisfo nos resultados e ajudar a ultrapassar praoblemas com
elementos bastante deformados ou com fendas que se aproximam das arestas

(ou demasiado pequenas ou cortando completamente o elemento).

6.3 FORMULAGZO DO ELEMENTO DE JUNGZO

Se aplicassemos uma carga uniforme ﬁuma fronteira remota da
extremidade da fenda no elemento que estamos a estudar, iriamos aobter
uma carga equivalente nos trés nés da aresta solicitada numa relagéo
1:2:1. O mesmo n#o acontece se for aplicada uma carga uniforme numa
aresta de um elemento isoparamétrico parabélico; Neste caso verifica-se
que a relagfio existente é 1:4:1. Assim, se assoclassemos directamente o
elemento analitico a elementos isoparamétricos convencionais, o
equilibrio seria violado nos'pontos nodais adjacentes. Por esta razéo,
Fawkes (381 formulou um elemento de jun¢do parabélico, com um lado que
permitisse a ligagfio ao elemento de fenda, sem violagdo do equilibrio.
Isso & conseguido com as seguintes fun¢Ses de forma, para os lados do

elemento de jung¢8o em contacto com o elemento de fenda:

= L - -y .
§o=gy¥a-yvpa IV') (6.19)
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6.19

6.20

Deste modo apenas com a substituig8io das fun¢des de forma parabdlicas,

de um lado de um elemento isoparamétrico, pelas dadas nas equagoes

(6.19) se obtém um elemento que pode ser associado ao elemento de fenda,

sem a violagdo do equilibrio nos pontos nodais.

Quanto aoc namero de pontos de integracéo, Fawkes mostrou que 2x2

pontos n#o eram suficientes. Por outro lado muitos pontos de integragdo

(até 6x6) n¥o produziam melhores resultados e 0S tempoos de computagdo

tornavam-se proibitivos. 0O melbor compromissoc era obtido dividindo o
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elemento em duas metades de y=-1 a 0 e y=0 a +1, evitando a
integracsio na singularidade e produzindo excelentes resultados com 2x2
pontos de Gauss em cada metade e, portanto, 8 pontos no elemento. A
posic8o dos pontos de Gauss nos elementos de jungdo pode ver-se na
‘figura 6.9, numa malha de 6 elementos. Na mesma figura se pode observar,
também, a localizag¢3o dos pontos de Gauss no elemento analitico e nos
elementos isoparamétricos convencionais.

A formulagdo deste elemento é extremamente simplés, pois sdo
utilizadas as subrotinas dos elementos convencionais apenas com opgéo
das trés fungdes de forma para produzir o efeito de aresta linear e com

um ciclo adicional para repetir a integracZio do outro lado do elemento.

6.4 APRESENTAGXO DE TESTES E RESULTADOS

£ necessario fazer algumas consideraqseé antes da apresentagdo dos
testes realizados com o elemento analitico. A primeira delas diz
respeito ao facto do programa e do elemento apenas estarem preparados
para funcionar em situagdes de estado plano de deformacsio. Por esta
raz8o, todos os testes apresentados neste e nos outros capitulos dizem
respeito a essa situagdo, de modo a serem comparavels o0s mesmos
problemas, resolvidos pelas diferentes técnicas apresentadas. Outra
consideragdio a fazer tem a ver com a impossibilidade de o elemento
analitico poder ter cargas distribuidas nas suas arestas. Esta situacéo
é facilmente ultrapassavel consideréndo que em vez disso, existem cargas
concentradas nos trés nés da aresta considerada, repartidas numa relagéo
1:2:1, de modo a existir continuidade entre elementos, se eles
existirem. No entanto, o programa de base utilizado [39] reparte as

cargas distribuidas pelos nés, numa relagdo 1,67:6,67:1,67 (1:4:1) e o
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facto & que optando por uma repartigdo como esta, 0s resultados obtidos

s80 francamente melhores, como iremos ver.

- Influéncia das dimensGes relativas do elemento apalitico

Nesta rubrica, ir-se-A ver como o elemento analitico se comporta,
através dos resultados obtidos, quando para o0 mesmo problema as suas
dimensdes se alteram, tanto na situa¢dio de isolado como quando integrado
numa malha.

Elemento isolado

Os primeiros testes sdo realizados considerando o elemento isolado,
e & nesta situag8io que se ira comparar como os dois casos de repartigdo
das cargas distribuidas influenciam os resultados.

Considere-se um corpo de largura unitaria com fenda lateral e
submetido a carga distribuida nas faces superior e inferior, de 100
unidades, comp se mostra na figura 6.10. Para este problema, vamos entdo
considerar a'penés um elemento analitico e variar a sua altura desde
metade da largura até ao seu quadruplo. As relagdes consideradas da
largura x altura do elemento, ir%o ser 1x0.5, 1x1, 1x2 e 1x4. Os
resultados do problema, com a carga distribuida repartida segundo 1:2:1,
est8o apresentados na figura 6.11, enquanto que a repartigdo segundo
1,67:6,67:1,67 se apresenta na figura 6.12. O termo de comparagdo & dado
por Rooke e Cartwright (411, Comparando as duas figuras, pode-se
verificar como as curvas carrespondentes, se aproximam mais e tém um
comportamento mais de acordo com o da ref.[41] para o segundo tipo de
reparticdo de carga. Considerando entdo esta repartigédo, verifica-se que
quanto as dimensSes relativas do elemento, o elemento 1x1 & o que obtém

melhores resultados quase seguindo exactamente os valores da ref.(41]
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para os varios comprimentos de fenda. Nota-se ainda que o elemento
"tolera” que a sua altura seja dupla da largura (1x2), mas "reage" de
forma notéria para o caso da sua altura se reduzir a metade da largura
(1x0.5), obtendo~se neste caso resultados ainda mais distantes dos da
ref.[41] que o elemento 1x4. Na figura 6.13 estdo os resultados para o
problema da figura 5.7 com repartigfio de carga 1,67:6,67:1,67. Os
resultados sfo idénticos aos da figura 6.12, com excepgdo dos obtidos
com o elemento 1x2, que se afastam algo mais que anteriormente. De
gsalientar, no entanto, que para a situagdo do problema da figura 5.7, ou
seja a/V=0.3, apenas um elemento analitico consegue o resultado dado por
Rooke e Cartwright, quer as suas dimensdes sejanm 1x1, 1x2 ou 1x4.

Como se vé& por estes primeiros testes, os resultados obtidos sdo
'muito encorajadores e o facto de ser apenas‘um elemento a consegui-los
torna as suas consequéncias de uma grande importancia. Basta lembrar que
o0 tempo de preparagdo e introdugdo de dados, assim como o tempo de
computagdo de um elemento, sdo pequenissimos; por outro lado, com o
elemento analitico d aumento do comprimento da fenda ndo obriga a nova
reformulacio da malha, bastando apenas dizer qual o seu novo valor; e
para as fendas inclinadas apenas basta referir qual o angulo
correspondente da fenda, ndo sendo necessaria a inclinacdio de toda a
malha como era necessario fazer no capitulo anterior, com o inevitavel
tempo de preparacdo e a possibilidade de se cometerem erros.

Elemento integrado em malha de 6 elementos

Vejamos agora o comportamento do elemento analitico quando
integrado numa malha, que se vai considerar ser de 6 elementos e, tal

como anteriormente, vamos variar as dimensdes relativas do elemento.
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0 problema a resolver é o que ja fol apresentado na figura 5.7 do
capitulo 5, cuja solugdo & K: = 22,65. Nas figura 6.14(a), 6.14(b) e
6.14(c), as dimensdes relativas do elemento sdo, respectivamente, de
1x0.5, 1x1 e 1x2. Apresentam-se nessas mesmas figuras os resultadces
obtidos de K:. Como.se v&, os resultados evoluem de forma semelhante aos
do elemento isolado, obtendo-se o melhor resultado para as dimensSes
\relativas de 1x1. S#o ainda apresentados nas figura 6.14(d) e 6.14(e’,
mais duas malhas para este mesmo problema, em que o elemento tem as
mesmas dimensSes relativas que anteriormente (excepto 1x2), mas em que
agora a sua largura é maior. Novamente se verifica a tendéncia descrita
anteriormente , mas agora de forma mais atenuada o que sugere dever
existir uma influéncia das dimensSes do elemento com o comprimento da
fenda, além da j& verificada entre as suas dimenssés relativas.

Como O elemento 1x1 continua a ser o que cbtém melhores resultados,
sera este o utilizado para testar qual a influéncia da relagdo entre as
dimens3es do elemento e o comprimento da fenda. Vamos continuar a usar o
mesumo problema,em que a/W=0.3 e cujo resultado sabemos ser K:=22.65 e
consideremos agora as malbas das figuras 6.15(a) a 6.15(f). A variagédo
comprimento da fenda:tamanho do elemento val de 0.6+2.0 a 0.6+0.7, o que
em termos de a/L (L-Lado do elemento) representa uma variag8o de 0.3 a
0.86. Os resultados obtidos estdo apresentados nas mesmas figuras. Como
se vé, o0s resultados apresentam uma variagdo pouco regular (ver figura
6.16) mas existe tend@ncia para melhores resultados quando o comprimento
da fenda tem dimensfio superior a metade da largura do elemento
(a/L>0.5).

Qutro aspecto relacionado com as "performances” do elemento é a

deslocag8io do né oposto ao né da fenda, utilizada quando o comprimento
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da fenda corta quase completamente o0 elemento, como se mostra na figura
6.17. Nesta situacdo interessa saber até que ponto os resultados cbtidos
desta forma serfio bons. Vejamos ent80 novamente as figura 6.15(d),
6.15(e) e 6.15(f) e afastemos o né oposto & fenda, desde a sua posigéo
norﬁal até ao dobro do comprimento da fenda. O termo de comparagdo é
K:=22,65, Os resultados obtidas apresentam—se'na tabela 6.1.

Como se v&, a evolug8do dos resultados & medida que o0 né se afasta da sua
'posigao normal, cresce.primeiro lentamente e depois mais rapidamente.
Sera entf8o vAlida adoptar esta solug8o, desde que o comprimento da fenda
0 justifique e ainda se o né nfo for demasiado deslocado da sua posigdo

normal.

TABELA 6.1

Coordenadas do né

X y Kx
Figura 6.15(d 1.0 2 (Pos.norm.)> 23.1
1.1 2 23.3
1.2 2 23.7
Figura 6.15(e) 0.8 2 (Pos.norm.) 22.8
0.9 2 23.0
1.0 2 23.5
1.1 2 24.3
1.2 2 25.2
Figura 6.15(H 0.7 2 (Pos.norm.) 22.28
0.8 2 22.37
0.9 2 22.94
1.0 2 23.98
1.1 2 25.37
1.2 2 27.0
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- Condicdes de modo mistg

Nesta secgdio, tal como na anterior, vamos testar o elemento quando
isolado e quando integrado numa malha de 6 elementos.

Elemento 1solado

Para esta situag@o iremos ver as "performances” do elemento para
inclinag¢ées da fenda de 22,5° e 45° para as quais existem termos de
comparag8io dados por Rooke e Cartwright [41]. Para 6=22,5° comparemos
novamente 0s resultadoé obtidos com as repartigdes da carga distribuida
de 1:2:1 e 1,67:6,67:1,67; Estes valores est8o apresentados nas figuras
6.18 e 6.19 . Para cada uma delas vamos considerar, ainda, um elemento
quadrado e outro em forma de losango cujos lados superior e inferior s#o
paralelos a fenda. Como & facil perceber, esta dltima forma permite
aumentar o comprimento da fenda para valores‘maibres de a/V, sem que a
extremidade da fenda corte completamente o elemento, especialmente para
valores altos.de 6. Os resultados mostram, de novo, que a reparticéo
1,67:6,67:1,67 de carga distribuida obtém os melhores resultados e por
isso sera.a utilizada daqui em diante. Pela figura 6.19 se verifica que,
para valores pequenos de a/V (até 0.3), ha coincidéncia nos resultados
obtidos com o elemento quadrado e losangular; no entanto, a partir de
a/¥=0.3 comeca a notar-se divergéncia a medida que a/¥ aumenta. Essa
divergéncia vem a favor do élemento losangular cujos valores, tanto de
K: como de Krx: quase coincidem coﬁ as vaiores de Rooke e Cartwright.

Aumentando agora a inclinagdo da fenda para 45°, obtémse os
resultados que se vém na figura 6.20. Novamente, 0s valores dados pelo
elemento losangular sfo os melhores, os quais quase coincidem para K:z e
se apresentam préximos para Ki. Refira-se que no elemento quadrado

quando a/VW=0.7 a fenda est4 prestes a cortar completamente O elemento e
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mesmo assim se conseguem ther resultados com este tipo de elemento.

.Blenento‘integzada en malha de 6 elementos

Para testar o elemento nesta situag8o vamos utilizar as malhas das
figuras 6.15(b) e 6.15(d), que serdio chamadas por simplicidade,
respectivamente, de malhas 1 e 2. Os resultades para 8=22.5° estfo na
figura 6.21. Note-se que na malha 2, o comprimento da fenda s6 pode ir
até a/¥=0.5 . Para Ki os valores obtidos pelos 2 tipos de malha
coincidem bastante bem com os ref.(41]; quanto a K:x, nota-se que a
malbha 1 a partir a/¥=0.6 tem tendéncia para subvalorizar os valores da
ref.(41) enquanto a malha 2 apresenta bons resultados.

Para 45° os resultados vém figura 6.22 . Feste caso ambas as malhas
consegﬁem obter valores bastante coincidentes com os de Rooke e
Cartwright.

Emtro teste a fazer, & o de saber como se comporta o elemento,
nesta situag8o de modo misto e integrado numa malha, se em vez de forma
quadrada tivef forma de losango com os lados paralelos & fenda, j& que,
como vimos, na situagBo de isolado, existe a vantagem de se poderem
obtér malores comprimento da fenda. £ entlo utilizada a malha 2, a qual
é adaptada de forma a tornar o elemento losangular. Os resultados sdo
comparados com o0s obtidos pela malha 2 original e estdo apresentados na
figura 6.23 para 0=22.5° e na figura 6.24 para 6=45°. Por esses
resultados vemos que ndo se obt&m melhores valores, mas existe a
vantagen de podermos resolver o prsblema para um maior comprimento de
fenda.

Apresenta-se, ainda, na figura 6.25 os resultados obtidos pelo

elemento isolado para a/¥=0.4 e para varias inclinag8es da fenda
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considerando o elementoc em forma de losango. XNa figura 6.26 os mesmos
valores sdo comparados com os obtides pelos elementos isoparamétricas
convencionals e de Henshell e Shaw do capitulo 5. Como se v&, de todos
os elementos é o elemento analitico o que consegue apresentar em termos
gerais melhores valores para K: e de forma significativa para Kirx.

Saliente-se o facto de apenas se estar a usar um elemento analitico.

= Corte purg

Tal como fizemns no capitulo anterior, testemos a capacidade do
elemento analitico em situagdes de corte puro, onde apenas obtemos Ki:.

Elemento isolado

llaA figura 6.27 est3o apresentados 0s resultados obtidos com um
elemento e também se pode ver como as cargas foram aplicadas, para se
obter a situagsio de corte puro, tendo em conta as limitagdes que o
elemento impSe. Os valores obtidos nfo acompanham a tendé&ncia da curva
de WVilson.(43]); no entanto, se excluirmos os valores mais altos do
comprimento da fenda (a/¥=0.8 e 0.9) podemos dizer que mesmo assim se
apro#imam bastante.

EBlemento integrado em malha de 6 elementos

Para esta situagfio utilizaram-se novamente as malhas 1 e 2 e estdo
apresentados na figura 6.28 os resultados correspondentes. Nota-se que
0os valores obtidos pela malha 1 sfo semelhantes aos do elemento isolada.
Quanto & malha 2, deve referir-se que a partir de a/V=0.4, o né oposto a
fenda teve necessidade de ser deslocado e os valores apresentados na
figura 6.28 dizem respeito aos melhores valores correspondentes a cada

comprimento da fenda. Apresentam-se ainda nas figura 6.29¢a) e 6.25(b),
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respectivamente as malbas 1 e 2 e as deformadas correspondentes para o

corte puro.

- Ieste, utilizando especificacies da ASTH

0 4ltimo teste a realizar tem por base valores tabelados pela ASTM
(471, para um provete com dimensSes e carregamento especificos. Na
figura 6.30 apresentam-se 0s resultados obtidos com o uso de apenas um
elemento analitico, para um provete correspondendo a essas
especificagdes. Como se vé&, com excepgdo de a/V¥=0.8, os resultados
obtidos estdo bastante préximos dos da ASTM, o que vem confirmar as boas

"performances” anteriores, conseguidas por este tipo de elemento.
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Fig, 6,1 - Localizag3o dos nés no elemento de fenda,

r)\l
:)m
)

O

8 ¢

J 4

1 2 , 3

Fig, 6,2 - Divis¥o do elemento de fenda em &reas de integragdo,
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Fig, 6.3 - Definig¥o das coordenadas de &rea para a integragdo numérica,

Extreaidade da fenda

Fig, 6,4 - Distribuigdo dos pontos de Gauss num sector, para uma
integragdo de 3x3 pontos,
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1

X

Fig, 6.5 - Distribuigdo dos pontos de Gauss no elemento de fenda, para
una integragdo de 3x3 ponios por sector e com a/W<0,5,

Fig, 6,6 - Distribuigdo dos pontos de Gauss no elemento com a/V=0,5,
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.
. AR

Fig, 6,8 - Distribuig3o dos pontos de Gauss com localizagdo calculada no
referencial ligado & fenda, para uma fenda inclinada 45° em relagdo a «
na aresta, ou seja, 6=135°,
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Fig, 6,10 - Problema a resolver para estudo das dimensBas relativas do
: elenento,
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segundo 1,67:6,67:1,67,
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Fig, 6,19 - Resultados obtidos em situagdo de modo misto com 6=157,5* e
com repartigdo 1,67:6,67:1,67,
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Fig, 6,20 - Resultados obtidos em situag3o de modo misto com 6=135' e
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Capitulo 7

DOIS EXEMPLOS DE APLICAGZO

7.1 INTRODUGZO

Neste capitulo ser3o apresentados dois casos de interesse pratico,
nfo existindo para o primeiro deles resultados publicados. Neste
primeiro caso iremos fazer o0 estudo do comportamento do facter de
intensidade de tens#o, quando aumentamos O comprimento da fenda num
pravete do tipo flexdo em 3 pontos, sujeito a deslocamento imposto
constante, tal como acontece durante a preparagdo de provetes para
ensaios COD. BHeste estudo sera utilizado o elemento formulado por
Henshell e Shaw, visto no capitulo 5. O segundo exemplo de aplicacgdo diz
respeito & determinagéo do factor de intensidade de tensdo numa junta
soldada cruciforme, para uma fenda na base de um cordfo de soldadura e
para o qual serdo aproveitadas as capacidades do elemento analitico,

apresentado no capi tulo 6.

7.2 VARIAGXO DC FACTOR DE INTENSIDADE DE TENSXO CON O COMPRIMENTO DA
FENDA, A DESLOCAMENTO CONSTANTE

O interesse pratico deste caso reside pa necessidade do
conhecimento do comportamento de K quando se submete um provete de
flex%0 em 3 pontos a abertura de fen&a de fadiga numa maquina do tipe da
desenvolvida no Laboratério de Ensaioé Tecnolégicos do DEMec, descrita
por F.Oliveira em [51]. A abertura da fenda de fadiga & Dnecessaria em
provetes destinados a determinac8o da tenacidade, quer no dominio da

MecAnica da Fractura Linear Blastica (Kie) [47]1, quer no dominio da
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Mecanica da Fractura Elastico-Plastica (COD ou J) [48,49]1. Estes ensaios
de determinagso da tenacidade em termos da Mecanica da Eractura exigemn
provetes contendo uma fissura de fadiga, n8o sendo aceitavel a sua
substitic8o por um entalhe (ainda que obtido por uma serra muito fina)l,
visto que se pretende simular as piores condig¢des de servigo.

A mAquina aplica ao provete uma solicitag8io ciclica que &
controlada em termos de deslocamento, através de um excéntriéo
regulavel, e por conseguinte s&o conhecidos e constantes os valores
miximo e minimo do deslocamento imposto. Dada a circunstancia desta
mAquina estar detalhadamente descrita na literatura [51], omite-se aqui
qualquer referéncia a solugdes construtivas. 0Os leitores interessados
deverdo consultar a publicagdo citada.

As normas relativas a determinag¢do da tenacidade [47,48]) obrigam a
que o valor do factor de intensidade de tens#io, durante a abertura da
fenda de fadiga, nH#o ultrapasse determinado valor mAximo., Por esta
raz8o, interessa-nos saber como evolui o factor de intensidade de tensdo
nas condigdes de funcionamento da maquina,'para que possamos controlar a
amplitude do deslocamento, de modo a que o valor de K satisfaga as
normas. .

As "ferramentas” a utilizar para a descrigfio quantitativa desse
comportamento. irdo ser o programa de calculo, usando os elementos de
Henshell e Shaw, descritos no capitulo 5, assim como os resultados
obtidos por Murakami [44]) para uma garra em condig¢des semelbantes as do
caso em estudo. Murakami apresenta esses resultados para uma barra
encastrada com uma fenda lateral situada a meio do comprimento da barra
e com uma carga distribuida aplicada, como se vé na figura 7.1. Os

resultados relacionam K com a carga aplicada, do seguinte modo:
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emque P=1 V3B
e F: e Fi: estlo relacionados com a/V através dos valores que se

mostram na tabela 7.1.

TABELA 7.1

a/v 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
F1 0.94 1.0 1.12 1.25 1.36
Fr: 0.43 0.68 0.94 1.17 1.36

A barra a utilizar neste estudo serd a mesma que ja fol apresentada
na secgio 5.3, com a mesma carga aplicada, mas agora com um local
diferente de encastramento, como se v& na figura 7.2, de modo a simular
as condigdes existentes na maquina. Esta mudanca de local de
encastramento vai fazer diminuir os deslocamentos dos pontos de
aplicagdo de carga, mas n3o modifica os valores do factor de intensidade
de tens3o, como se confirma no grafico da figura 7.3, cujos valores se
verificou serem muito semelhantes aos da figura 5.36(c). A malha deste
estudo e respectiva deformada estdo apresentadas nas figuras 7.4(a) e
7.4(b), respectivamente,

Neste estudo, por ser relevante K: em relacdo a K:zx (os valores de
K:r s3o, comparativamente, muito menores) apenas se irdc considerar os

valores de K: para a determinagdio da curva que pretendemos obter. Desta
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forma, os passos seguidos na obtengdc da curva "K: versus a/¥', a

deslocamento constante, sdo 0s seguintes:

- Determinagsio da curva "deslocamento do ponto de aplicag8o da carga
(ponto x da figura 7.2) versus comprimento da fenda”, para a carga
considerada. O resultado apresenta-se na figura 7.5.

- Determinagfio de outras curvas do Resmo tipo, para outros valores de
carga. Estas curvas sfio facels de obter uma vez conhecida a primeira,
j& que se fazendo a hipétese de ser O comportamento do material linear

elastico, para um determinado &, o valor do deslocamento é&

proporcional a P. Deste modo, o novo deslocamento obtém-se.

multiplicando o deslocamento »padrdo” pelo valor da razdo entre a nova
carga e a carga "padrdo”. A figura 7.6 & o resultado da aplicagdo do
que foi dito.

- Tragar a recta correspondente ao deslacamento que estamos a considerar
impér na barra e oBter os valores correspondentes de carga para oS
varios comprimentos de fenda. Neste caso tragaram-se trés rectas
gorrespondentes a outros tantos deslocamentos, como se pode ver na
figura 7.6. As curvas "carga versus comprimento da fenda" para os trés
deslocamentos est8o apresentadas na figura 7.7.

- Com os valores da(s) curva(s) obtida(s) no passo anterior, podemos
determinar cs correspondentes valores do factor de intensidade de
tens¥o, quer por utilizac#o dos valores tabelados por Murakami, quer
por utilizag#io do programa de calcélo que estamos a usar. Note-se que
os valores de Murakami e os obtidos pelo programa dé calculo séo muito
préoximos, como se viu na figura 5.36(c) e, também, na figura 7.3.
Optando pela primeira hipétese os resultados obtidos sdo os da figura

7.8.

[CAP.7]



- 125 -

A utilidade das curvas agora obtidas é evidente. Se quisermos abrir
uma fenda de fadiga num péovete, de modo a ndo se ultfapassar um
determinado valor de K, podemos escolher um valor maximo do deslocamento
a impér ao provete e esperar que se atinja ol comprimento da fenda
correspondente ac K: desejado (K:i < X1 1imite, dado pela norma
aplicavel). Hsse deslocamento a 1mpér & conseguido pela regulacdo do
excéntrico da mAquina.

Regista-se, finalmente, que tudo o que ficou dito se refere a
situcdo em que o provete de flexdo em trés pontas é encastrado a meio de
un dos seus lados (ver figura 7.2). Havendo interesse em considerar
outras situagdes, como por exemplo uma situacdo de encastramento mais
préoxima da zona da fenda (que poderia ser necessaria no caso de provetes
de grandes dimensées), seria necessario, naturalmente, refazer o estudo
apresentado, pols a familia de curvas da figura 7.6 sera diferente. Coma
& 6bvio, a partir do trabalho agora apresentado, tal estudo & trivial e
sé aqui n8o é apresentado pelo caracter repetitivo que a sua descricdo

teria.

7.3 FENDAS DE FADIGA NA BASE DE CORDSES DE SOLDADURA

O outro caso pratico que vamos ver, & o da determinagdo do factor
de 1intensidade de tens#io de fendas originadas por fadiga, em Juntas
cruciformes sem transferéncia de carga, as quais constituem detalhes de
soldadura com larga aplicag8o em vigas soldadas. O estudo far-se-&4 para
0 caso mais corrente, de iniciagfo da fenda no pé do corddo de soldadura
e com propagag8o perpendicular a face do elemento estrutural principal.
A caracteristica principal do estudo deste tipo de fendas, em Jjuntas

soldadas, é a do seu interesse para valores muito pequenas de

{CAP. 7]



- 126 -

comprimento de fenda, correspondentes as velocidades de propagagéo muito
lentas.

Ser4d interessante ver como se comporta o elemento analitico para
comprimentos de fenda t#o pequenos bem como, por outro ladag, perante a
existéncia de concentrag8o de tensSes existente na base do corddo de
soldadura. Para comparagdo dos resultados agéra obtidos, utilizar-se-&o
os de M. Ferreira [27] obtidos recorrendo ac método dos elementos
finitos seguindo a técnica de Albrecht [50].

O problema a resolver esta apresentado na figura 7.9 e a malbha
utilizada pode ver-se na figura 7.10. Fez-se o0 estudo variande o
compfimento da fenda desde a/V=0.0056 a 0.242, e os resultados obtidos
apresentam-se na figura 7.11. Nesta figura, alén dos valores obtidos com
o elemento analitico e dos obtidos por M.Ferreira, apresenta-se a curva
dada por Rooke e Cartwright [41] para a mesma barra sem ligagdes
soldadas (figura 7.12). A principal diferenca entre estes dois casos,
ests na existéncia de concentragdo de tensdes no barra com fenda junto
ao corddo de soldadura. Por isso, é de supor que, no exemplo que estamos
a estudar, o factor de intensidade de tensfio tenha um comportamento
semelhante ao do barra da figura 7.12, com valores acrescidos de uma
determinada percentagem, devida & existéncia de concentragdo de tensdes
na zona da fenda. A ser assim, vemos na figura 7.11 que a tendéncla da
curva com O eieménto analitico se 'aproxima muito mais da curva da
ref.[41] <(barra simples) que a obtida por H.Ferreira. Repare-se que,
nesta, o valor obtido para o menor comprimento da fenda foge bastante a
tendéncia dos outros pontos da mesma curva.

Comparemos agora os resultados obtidos usando o elemento analitico

na barra da figura 7.12 (sem corddo de soldadura e para a qual

{CAP.7]



=127 -

conhecemos os resultados dados pela ref.{41]), na barra cruciforme da
figura 7.13 <(em que a fenda estd ligeiramente afastada da concentragdo
de tensdes) e na barra que estamos a estudar. As malhas para estes trés
casos estdo apresentadas nas figura 7.14, 7.15 e 7.10, as quals procuram
ser o mais semelhantes possivel entre si, de modo a que as diferengas de
resultados n#o se fiquem a dever, também a isso. Desta forma, iremos ver
como o elemento analitico se comporta e adapta, ao passar de uma
situac8io sem concentragdo de tensdes para as outras sucessivamente com
maior concentragdo de tensSes. Os resultados apresentamse na figura
7.16.

Para a barra simples, em que existe resultado de Rooke e
Cartwright, vemos que, exceptuando os dois valores de a/V mnuito
pequenos, em que K vem sobrevalorizado, todos os outros seguem de muito
perto os valores da ref.[41] (e note-se que estamos a trabalhar com
valores muito baixos de comprimento de fenda). No caso do barra
cruciforme da figura 7.13 vemos que os resultados se situam ligeiramente
acima dos anteriores, o que parece indicar que o elemento analitico se
adaptou & nova situagdo de existéncia préxima do entalhe. Comparando
agora com estes, 0s valores obtidos com O exemplo inicial, vemos como
houve um aumento bastante maior de K, o que sugere a adaptagdo do
elemento a existéncia da coﬁcentraqﬁo de tensées existentes na fenda.
Note-se ainda que a concentragdo dé tensSes se fara notar tanto mais
quénto menor for o tamanho da fenda, pelo que a tendéncia da curva
obtida parece indicar andar préxima da que seria de esperar.

Depois da comparag@o dos resultados obtidos pelo elemento analitico
e por M.Ferreira serd interessante comparar oS meios utilizados pelos

dois métodos. Assim, se compararmos a malha utilizada por M.Ferreira,
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apresentada na figura 7.17, com a do elemento analitico (figura 7.10)

verificamos que ¢é constituida por 48 elementos ao passo que a doa

elemento analitico tem 12. Esta diferenga indica-nos que O tempo de

preparagdo dos dados para O problema, assim como O respectivo tempo de

computag8o, tem uma relagdo de pelo menos 1/4 a favor do elemento

analitico.
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Fig, 7.1 - Definigo do problesa com valores tabelados por Murakani
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Fig, 7.2 - Problena a resolver de um provete para abertura de fenda de
fadiga na maquina do LET
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(a) BET))

Fig, 7,4 - (2) Malba usada no problena da fig, 7,2} (b) Daformada
correspondente ,
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Fig, 7,5 - Curva "deslocamento versus comprimento da fenda” a carga
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Fig, 7,10 - Malha usada no problema da figura 7.9
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Fig, 7,14 - Malha usada no problema da figura 7,13
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Fig, 7,15 - Malha usada no problema da figura 7,12
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CONCLUSBES E SUGESTSES PARA TRABALHO FUTURO

8.1 INTRODUCZO

O trabalho realizado teve por base ‘a implementagdo de dois
programas de calculo de factores de intensidade de tensfo, os quais sZo
0 suporte das técnicas apresentadas nos capitulos 5 e 6,
respectivamente, |

Do que fol feito e das conclusies a tirar se faz referéncié de

seguida.

8.2 "SOFTVARE" UTILIZADO

O programa de base utilizado no capitulo 5 ¢ o programa "standard”
de elementos finitos para estados planos [39), alterado e adaptado per
forma a ser usado no calculo de factores de intensidade de tensfo pelos
métodos da extrapolagéio e energia.

O programa de calculo impleﬁentado para determinagdo de factores de
intensidade de tens@o pelo uso do elemento analitico (cap.6) tem uma
estrutura ligeiramente diferente do anterior, em virtude da eficiéncia
computacional ter sido o objeétivo principal na sua realizagso.

Para a entrada-de dados nos programés anteriores foram criados dois
outros, nos quais se salienta a sua capacidade‘para a geragdo espontinea
de malhas. Foi, ainda, criado um outro programa que permite a duplicagso
da malha, para resolver problemas nfo simétricos podendo, além disso,
inclinar a bmalha para resolver problemas de modo misto. Saliente-se,

também, que, por adaptagéio feita em todos eles, estes programas permitem
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utilizar as capacidades de um terminal grafico existente no Centro de

Computagdo do DEMec, no qual se pode visualizar a malha utilizada no

problema e a respectiva deformada, com as vantagens dai resultantes.

8.3 ELEMENTOS BASEADOS NOS ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS PARABOLICOS

Os elementos implementados de que se fez referéncia no capitulao 5,
foram utilizados na determinac8o do factor de 1nfensidade de tensdo
tanto pelo método da energia como pelo da extrapolagdo. Referem-se em
seguida as conclustes a tirar, mais importantes.

~ Método da energia

Dos dois métodos estudados no capitulo 5, este fol o menos usado,
em virtude da sua incapacidade para analise de modos mistos. £ esta, sem
duvida, a grande desvantagem do método da energia. Q outro aspecto
negativo assinalavel, e também importante, € o0 do seu elevado tempo de
computa¢dio, o qual &, aproximadamente, duplo do obtido com o método da
extapolagda. Ainda outro aspecto a considerar neste nétodo, é o de se
obterem pilores resultados com o uso de elementos especlais do que com o
uso de elementos isoparamétricos convencionals, com os quais, alias, se
obtém bons resultados.

A érande vantagem deste método, no entanto, reside na sua
insensibilidade ao refinamento da malha, permitindo, por isso, o uso de
malhas grosseiras.

— Nétodo da extrapolagio

Neste método concluiu-se que os melhores resultados eram obtidos
utilizando, para a determina¢do do factor de intensidade de tensZo, os
deslocamentos em vez das tensSes, e numa direcgdio de extrapolaclo de

180°*, j& que esta consegue o0 melhor compromisso entre o n2 de pontos
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para extrapolar o valor de K, a menor dispers&o de valores e os melhores
resultados obtidos.

O uso de elementos especiais neste =método, consegue melhorar os
resultados obtidos en relacgéo aos elementos isoparamétrico
convencionals, eépecialmente para malhas grosseiras e com poucos
elementos, desde que na direcg#o de extrapolagsio a falta de refinamento
n&o seja exagerada.

Quanto ao tempo de calculo, este método tem, relativamente ao da
energia, um tempo de computagdo baixo (cerca de metade).

Mas a grande vantagem deste método & a sua contribuicdo para
analise de situagdées de modo misto, o que ¢é conseguido com bons
resultados, de um modo geral, piorando a sua "performance” para grandes
inclinagées e / ou grandes comprimentos de fenda.

As situagdes de ccrte puro servem para confirmar os bons resultados

anteriores.

8.4 . ELEMENTO BASEADO NA SOLUGXO ANALITICA

O elemento analitico estudado no capitulo 6 vein, sem davida,
revolucionar as formas de determinagdo dos factores de intensidade de
tensdo por via numérica, quer pelos excelentes resultados conseguidos
para todas as situag¢des, quer pelo tempo envolvido na formula¢8o do
problema e sua resolugdo, quer ainda pelo facto de apenas um elemento
conseguir resultados que de outro modo sdo morosos de conseguir. A
confirmd~-lo basta referir os resultados obtidos, desta forma (um
elemento), nas situag¢des de modo misto bem como ter sido possivel aobter

(também com um s6 elemento) a calibragdo de provetes CT normalizados
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pela ASTK com um erro pequeno {(de 0.2 { a/V < 0.6 com precis3o superior

a 90%), o que ilustra bem a poténcia do método implementado.

8.5 SUGESTOES PARA TRABALHO FUTURO

Algumas questdes que seriam interessantes aprofundar dizemvrespeito
ao seguinte:
- Confirmar se as "performances” do elemento de Blackburn em situagdes
de modo misto continuam ligeiramente abaixo das obtidas pelo elemento de
Henshell e Shaw ou se, pelo contrario, melhoram.
- Estudar a possibilidade de utilizag3o do método da energia en
situagdes de corte puro, em que é necessaria uma estrutura completa, e
verificar os resultados conseguidos.
- Ver em que medida seria possivel utilizar o elenmento analitico para
estudo de situac¢des de fendas localizadas no interior de estruturas e
n8io apenas fendas exteriores.
— Analisar a melﬁoria obtida com a reparti¢so das cargas distribuidas no
elemento analitico segundo 1:4:1.
- Beneficiando da eficiéncia do elemento analitico agora implementade,
examinar exaustivamente o problema da determinagsio de factores de
intensidade de tens8o em liga¢des soldadas, assim como elaborar uma
compilagéio de dados de interesse pratico, o que, como se mostrou, pode

ser obtido com malhas grosseiras e baixo tempo de computagéo.
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