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1. INTRODUCAO



1. Introdugio

O objectivo deste trabalho centra-se fundamentalmente na analise da estabilidade de
sistemas de controlo realimentados na presenca de parametros incertos tendo como

base o trabalho pioneiro de Kharitonov sobre pontos extremos para desempenho e

estabilidade robusta. A partir desses resultados foi possivel mostrar que um conjunto
de sistemas satisfaz essas propriedades desde que estes se verifiquem num certo
nimero (finito) de elementos extremos dessa classe. A maioria dos resultados respeita

a sistemas realimentados com incerteza estruturada nomeadamente estruturas de

incerteza independentes. Quando a estrutura de incerteza ¢ apenas linear afim uma
outra linha de abordagem deste problema, e também motivada pelo trabalho de
Kharitonov foi desenvolvida pelo trabalho de Bartlett e colaboradores a partir do

célebre teorema da aresta. Neste caso a verificagdo das propriedades tem de ser feita

também ao longo de arestas e ndo apenas nos vértices. Apesar destes constituirem um
conjunto de pontos ndo numeraveis de dimensdo 1, o teorema de Bartlett representa
uma economia significativa em relagdo a uma busca exaustiva para todos os valores
possiveis dos pardmetros.

Este trabalho esta estruturado da seguinte forma :

No Capitulo 2, introduzem-se conceitos e definigdes necessarias a compreensdo deste
trabalho. No Capitulo 3, estuda-se a estabilidade robusta de familias de polinomios
através dos teoremas de Kharitonov e da aresta, mostrando numericamente a utilidade
destes resultados. No Capitulo 4, aplicam-se os resultados anteriores ao caso dos
sistemas de controlo realimentados. No Capitulo 5, analisa-se uma formulagdo especial
para o caso de um numero elevado de parametros incertos e finalmente no Capitulo 6,
apresentam-se alguns desenvolvimentos recentes e tendéncias actuais de investigagdo

neste campo.



2. BASES MATEMATICAS



2. Bases Matematicas

2.1. Introducao

Comegamos por introduzir alguns conceitos e apresentar

necessarias a compreensdo deste trabalho :

algumas defini¢Oes

. Parametros Incertos

. Estruturas Incertas

. Caixas Limitadas

. Pontos Extremos

. Politopos

. Familias de Polinémios Intervalares e Politopos de Polinémios
. Monicidade, Fraccdes préprias e Grau Invariante

. Estabilidade - @ Robusta

. Hiperplano

. Conjuntos Convexos

o Envolvente Convexa

. " Affine Hull"

. Arestas Expostas e Faces Expostas
. Conjunto Exposto

. Espaco Raiz

2.2. Piarametros Incertos

Um vector de pardmetros incertos ¢ um vector do tipo g = [ql,qz,

Q representa uma caixa de dimenséo /.

...,ql]Te 0, em que



2.3. Estruturas Incertas

Usamos a notagdo P(s) para descrever a planta e a notagdo P(s,q) para salientar a

dependéncia dos coeficientes da planta do vector de pardmetros incertos q; escrevemos

N(s,q)

POD= D05 q)

2.1)

onde N(s,q) € D(s,q) sdo polinomios incertos . Isto ¢, cada polinomio tem coeficientes

que sdo fungdes de q.
Para descrever um polinomio incerto, é conveniente escrever

P(s)= Ta(9)s 22

Diz-se que um polindémio tem estrutura incerta linear afim se ai(q) € uma fungdo

linear afim para i=0, 1, 2, ..., n, isto €, uma fung@o linear mais uma constante .
Exemplo de uma Fungfo Linear Afim para |=3 :
a;(q) =44, +6¢, - 7g3+5 (2.3)

Uma planta incerta P(s,q) tem estrutura incerta linear afim se o numerador N(s,q) e o

denominador D(s,q) tém estruturas lineares afins.

Um caso particular de uma estrutura incerta linear afim € estrutura incerta

independente.

Neste caso, cada componente, ¢,, de q s6 aparece num coeficiente. Por exemplo, o

polindmio incerto



psq)=s+(4+q + 6‘12)S2 +(7+q3+2q4)s+(5+4s) 24)

tem estruturas incertas independentes.
Quando lidamos com estruturas incertas independentes, agrupamos a incerteza,

simplificando-a da seguinte forma

n .
p(s,q)= ,Zoq,-s’ (2.5)
j=

Nota: Neste caso permitimos uma componente ¢, de g.

No caso de fungdes racionais, diz-se que a planta P(s,q) tem estrutura incerta
independente se o numerador N(s,q) € o denominador D(s,q) tém estruturas incertas
independentes e, além disso, nenhum pardmetro incerto que entre no numerador entra
no denominador e vice versa.

Para salientar o desacopolamento de incerteza entre o numerador e o denominador,

introduzimos um segundo vector de parimetros incertos r € R *1 ¢ escrevemos

§3%3j
P(s,qr)=2124) _i=0 (2.6)
D(s,r) o J
i=0
O polinémio incerto
P(sq)= Ta(q)s 2.7)

i=0

tem estrutura incerta multilinear se ai(q) € uma fungdo multilinear afim parai=0, 1,
2, .., n, isto é, se fixarmos todos excepto um dos componentes g, de g, entdo a,.(q) ¢

afim linear em ¢, .



Exemplo de uma Fungdo de Coeficientes Afim Multilinear

a,(q) = 5019293 +2q, — 643 +4qrq3 +5 (2.8)

2.4, Caixas Limitadas

Os vectores de pardmetros incertos ¢ e r pertencem a caixas multidimensionais O e R
respectivamente.

A descrigdo da caixa é motivada por aplicagdes nas quais cada componente do vector
de pardmetros incertos é conhecido dentro de dados limites. Para descrever as caixas,

assumimos os limites dos componentes

4, 5q,<q; (2.92)
riEris<rf (2.9b)

2.5. Pontos Extremos

Usamos a notagdo g'e ' para designar os i-ésimos pontos extremos de Q e R,
respectivamente. Associado com qualquer ponto extremo dos conjuntos limitados

incertos temos um polindbmio ou planta.

Por exemplo, se ¢" é um ponto extremo de Q, entdo

p(s.q")= ;‘Zoai( q')s (2.10)



¢ o polindmio extremo associado. Analogamente , se (¢",r) é um par de pontos

extremos para Q x R entdo P(s,q"t,r2) é a planta extrema associada.

2.6. Politopos

Um politopo ¢ uma envolvente convexa de um numero finito de pontos .

Exemplos :

<

Fig 2.1. Politopos



2.7. Familias de Polinémios Intervalares e Politopos de Polinémios

Se p(s,q) € um polindbmio incerto tendo uma estrutura incerta, entdo referimo-nos ao

conjunto
o ={P(.q9):9 <0} @2.11)
como uma familia polinomial intervalar. Por conveniéncia usamos a notago

p(s.q)= é[q,-" .q; ]s" (2.12)

Designaremos por P(s,q,r) a planta com estruturas incertas independentes, €

denominamos
P= {P(-,q,r):q eQ,r eR} (2.13)

SJamilia de plantas intervalares .
Se um polindémio incerto p(s,q) tem estrutura incerta linear afim, entdo o conjunto de

coeficientes associado
a(Q) ={a,(9).a(q).---.a,(9):q €0} (2.14)
¢ um politopo em R™'.

Através destes argumentos padronizados da analise convexa, podemos expressar a(Q)

como a envolvente convexa dos geradores a(qi) ; 1sto €,

a(Q) = conv{a(q‘ )} (2.15)



Consequentemente criamos uma correspondéncia biunivoca entre politopos em R™' e

familias de polinémios com estruturas incertas lineares afins.
Nota : Todos os polinémios da familia

o ={P(.q):q <0} (2.16)
podem ser expressos como uma combinagio convexa de p( 5,q ), isto &,

P = conv{P(s,q‘)} (2.17)

Através destas justificagdes podemos concluir que a familia 27 é um politopo de
polinémios.

2.8. Estabilidade - @ Robusta

Seja g’={p(-,q) :q eQ} uma familia de polindmios e @ c C a regido aberta da

localizagdo desejavel para as raizes dos polindomios; diz-se que PP é ‘D - estavel

robustamente se, para cada g €Q, p(s,q) tem todas as suas raizes em @

2.9. Monicidade, Fracc¢oes Proprias e Grau Invariante

No problema da analise robusta, ha que recorrer a algumas subtilezas quando um

polinémio incerto

p(s,q)= :Z“Oai( q)s 2.18)
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diminui de grau, isto quando a,,(q) =0 para um valor admissivel de g. No nosso

trabalho vamos admitir que o polindémio denominador ndo baixa de grau; para tal

apenas iremos considerar plantas cujo polindmio denominador é ménico.

2.10. Hiperplano

Um hiperplano H é um conjunto que pode ser definido como :

H={xerd|<x,y>=a} (2.19)

para um dado y, onde

yeR',y=0,
R? é o espago Euclidiano Real
x,y sdo pontos simples de R’

a é um namero real.

Qualquer semi-espaco aberto ¢ definido do seguinte modo :

{xeRi|<x,y>>a} (2.20)

para um dado y, onde y € R?, y # 0 para valores convenientes dea.

Logo, {x eR<x, y><a} ¢ também um semi-espago para qualquer y =0,

acontecendo o mesmo para semi-espagos fechados. Qualquer hiperplano que contenha

a origem € um subespago de dimensdo (d-1).

11



Para cada hiperplano H que niio contenha a origem, existe uma representagao

unica:

H:{x eRd{<x,u>:a} (2.21)

em que # é um vector unico e > 0.

2.11. Conjuntos Convexos

Um conjunto convexo K < R4 ¢ convexo se e s6 se para cada par de pontos distintos

a,b € K o segmento que os une estiver contido em K .

Usando a notagdo vectorial, a definicdo de convexidade pode ser reformulada da

seguinte forma :

K é convexo se e sO se

abeKeO<A<l=Aa+(1-A)bekK (2.22)

onde

A é um numero real

12



Exemplo :

™~

Fig 2.2. Conjunto convexo

Fig 2.3. Conjunto nio convexo

2.12. Envolvente Convexa

O espaco R ¢ convexo e a intersecgdo de uma qualquer familia numeravel ou nio de

conjuntos convexos ¢ também convexa.

13



2.13. "Affine Hull"

O conjunto de todas as combinagdes afins de dois pontos diferentes x,y € R4 ¢ a linha

L(x,y) = {(1—/1)x+/1y|/1real}. (2.23)
Se

x',y'e L(x,y) (2.24a)
e

x'zy (2.24b)
entao

L(x',y') = L(x,y) (2.24¢)

Chama-se H "flat" (ou variedade afim), ao conjunto H que tem a propriedade
L(x,y) < H, sempre que x,y € He xy.

O conjunto de todas as combinagdes afins formado a partir de subconjuntos finitos de
um dado conjunto 4, é um "flat" (subespago); ¢ designado por aff A e chamado de

"affine hull" (linear hull) de 4 .
O "affine hull" aff A do conjunto A4 pode ser definido equivalentemente como a

intersecgdo de todos os "flats” que contém A. A formagdo de "affine hulls” ¢ uma

invariante a translagio, isto €,

aff(x+ A)=x+aff 4 (2.25)

14



2.14. Arestas Expostas e Faces Expostas

Arestas expostas sdo conjuntos expostos de dimensdo um.

Faces expostas sio conjuntos expostos de dimensdo (d-1), e pode ser definida do

seguinte modo:
Seja K um subconjunto convexo de R ;
O conjunto F < K é face de K, se F' =, F’=K ou se existe um hiperplano de suporte

HdeKtalque F=KnH.

O conjunto vazio & e K sdo chamados de faces impréprias de K. O conjunto de
todas as faces de K é designado por F(K).

2.15. Conjuntos Expostos

Seja, P a representagdo de uma familia de polinomios no espago dos coeficientes.
Conjuntos expostos s3o conjuntos da forma %~ H onde H ndo ¢ um hiperplano de
suporte trivial.

A figura 2.4 mostra conjuntos expostos e ndo expostos, onde

CD € uma aresta exposta

AC ¢ uma aresta ndo exposta

15



Fig 2.4. Conjuntos expostos € ndo expostos

2.16. Espaco Raiz

Considerar um W 2. Entio R(W) c C ¢ o espago raiz (de W)

RW)={s:f(s)=0.1 W},

onde,

f(S) = s"+a1s"—] +...+a, .

16



3. ESTABILIDADE ROBUSTA DE FAMILIAS DE
POLINOMIOS



3. Estabilidade Robusta de Familias de Polindmios

3.1. Estabilidade Robusta

Um polinémio p(s) ¢ estavel se todas as suas raizes estdo contidas no semi-plano

esquerdo. Dada uma familia de polinémios
?={pl(.q): 90}, (3.1)

diz-se que 2” ¢ estivel robustamente se todas os polindmios de 2 sdo estaveis. Se

todos os polindmios de 27 tém o mesmo grau, entdo diz-se que 9 tem grau

invariante, isto €, se

pls,q) = i:ioai(q) s, (3.2)

entdo, 2P tem grau invariante se e so se a,,(q) # 0 paratodos g €Q.

3.2 Teorema de Kharitonov

3.2.1. Introducio

O Teorema de Kharitonov ¢ um resultado sobre estabilidade de classes de polinémios
definidos por coeficientes variando de forma independente em intervalos dados. O

resultado afirma que essa classe ¢ Hurwitz se e s6 se 4 polindmios especiais, a definir,

sdo Hurwitz,

18



3.2.2. Notagio

Um polindbmio com coeficientes reais diz-se ser Hurwitz se e s6 se todos os seus zeros

estio contidos no semi-plano esquerdo do plano complexo C isto é

b

Vze C p(z)=0= Re{z}<0.0 conjunto dos polindmios diz-se ser de Hurwitz se e

sO se todos os membros sdo Hurwitz.

Sejan>1eq ,q" eR”,ql.' < ql?L, i=0,..,n—1. Define-se o conjunto N como sendo o

conjunto moénico de polinémios de grau n da forma
p(S) = s"+q”‘ls""1+...+q0 (3.3)
para todos q,,...,q, talqueq; <gq,<gq,/,i=0,..,n-1. Entdo para todo o  €R

define-se H(w) = {p(j(o):p eN} cC,isto é, H(w) éa imagem por N do ponto jw.

A seguir definem-se os polindmios (onde ¢; =g, =1)

8(5)=q,+q,s°+q,s" .= (;S_jji-min{j'q;,j’qj}-si (3.42)
i=0, par

8.(s)=q,+q,s+q,s"..= | 0Zj"-mavx{j"q,.“,j"q:"}-s‘ (3.4b)
i=0, par

m(s)=q s+@,s+q;s = S min{fq g} s (3.4¢)

i=1,impar

m(s)=qs+q;s+q.s= i ma{jq gty G.ad)

i=1impar
Finalmente, definimos os polinémios de Kharitonov

Ki,l(s)zgi(s)+hl(s) i,1:192~ (35)

19



Exemplo :

Se

p(s.q) = 5+[0,54,2,26]5°+[0,55:2,25]s* +[1,3] 5> +

(3.6a)
+[3,75:4,25] s +[9,75:11,25]s+[0,57;13,25]

entio os polinomios de Kharitonov sio :
Ki1(s)=s0+2,265°+2,25s* + 53 +3,7552 +11,255+13,25; (3.6b)
K2(s)=s5+0,545° +0,555* +353+4,2552 +8,755+0,57; (3.6¢)
K3(s)=55+2,265+0,555* + 53+ 4,252 +11,255+0,57; (3.6d)
Ka(s)=5%+0,54+2,256* +353 43,7542 +9,755+13,25;  (3.6¢)
E conveniente usar-se K\(jo),K,(jo),K;(jw), K:(jw) em vez de

Kn(jw):Klz(jw)’Km(jw)’Kzz(jw)-

Nota: {K1(-). K2(-).K3(-). K4(-)} < N, Vo R, g,( Jo)eg,( jo) sdo nimeros reais
puros enquanto que /n(jw)e h,(jw) sdo imaginarios puros. Por outro lado, para
Vo 20, tém-se

Re{g,(jw)}<Re{p(jw)} < Relg,(jw)} Vp()eN (3.7a)

Im{m( jo)} < Im{p(jo)} < Imln(jo)}  Vp()eN (3.7b)

20



e para ® <0 trocamos hj e hy em (3.7b). Assim, vé-se que Vw € R, H(w) é um

rectangulo de nivel (isto €, os lados sdo paralelos ao eixo real e ao eixo imaginario)

com vértices Kl(jm),Kz(jco),K3(j0)),K4(jc)), como se pode ver na fig.3.1.

k,(joo) K
hz(jw) --------------------- ® 0(0 (J(D)
H(o)
h(®) [ |
(jo) ko) ' Go)
2 Go) e

Fig. 3.1. Imagem do rectdngulo de N em 5= jo (0 >0).

3.2.3. Propriedades dos polinémios de Hurwitz

Propriedade I - Se um polinbmio ménico p() ¢ Hurwitz, entdo todos os seus

coeficientes sdo positivos.

Propriedade IT - Se p(-) é Hurwitz com grau n > 1, entdo arg(p(jo)) € uma fungdo

crescente e continua de .

21



Propriedade 111 - Qualquer polindmio p() de grau n é Hurwitz se e so se arg( p) é
bem definido, isto &, p(jw) %0V e igual a ”% ‘

3.2.4. Teorema de Kharitonov

Lema: Se os polindmios de Kharitonov {K,(-), K2(-), K5(). K+(-)} sio Hurwitz, entio
OeH (m) Vo eR.

Demonstragdo:

Para os polinémios {Ki(-),Ka(-),Ks(-).Ks(-)} serem de Hurwitz tém que ter o
coeficiente g, >0 Vi (Propriedade I ), 0 ¢ H(w) = [q,._ ,q,.*]. Se H(-) é "continuo", isto

é, 0s 4 vértices variam continuamente com o, ¢ 0 € H{w) para algum © > 0, entdio 0

deve estar sobre o limite de H(@) para algum & e[o,m]. Como nenhum vértice passa

por zero (os vértices sdo Hurwitz), tem que se ter uma aresta que contenha o zero no

seu interior, a esta aresta chamamos de aresta "inferior" .

H()
k(o) e
\ k(o)

Fig. 3.2. Razio pela qual a origem ndo pode pertencer H(w).

v
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Através da figura 3.2. vé-se que K,(Jj a;) esta sobre o eixo real negativo ¢ K,(j ag)
esta sobre o eixo real positivo.

A Propriedade II implica que para 50 > 0 suficientemente pequeno, o vértice
K> ( j(m+3‘a))) se encontre no 3° quadrante e o vértice K,( j(co+3a))) no 4°

quadrante.

Teorema de Kharitonov : A classe de polindmios N ¢ Hurwitz se e s6 se os polinémios

de Kharitonov {K1 (-),K2('),K3('),K4(')} sdo Hurwitz.

Demonstragdo :

A condigdo necessaria ¢ imediata uma vez que

{KiC) k() Ks() Ka()} < N (3.8)

Supondo que os polinémios de Kharitonov { Ki().K:().Ks(-), Ka( )} sdo Hurwitz e

p(-) eN, o lema implica que pljo)20Vw , entdo o arg ... P) € bem definido.
Por outro lado, p( ja)) eH(w) Vo, entio arg, . (p) = ”% . A Propriedade 111

implica que p(-) tem n zeros em C e é Hurwitz.

3.3. Teorema da Aresta

3.3.1. Introducio

A presenga de parametros incertos quer nos modelos de estado quer na representagio
no dominio das frequéncias, sistemas lineares de parametros constantes (que passemos

a designar por sistemas invariantes) traduzem-se na incerteza dos coeficientes do

23



polindmio caracteristico. Se a familia de todos os polindmios é um politopo no espago
dos coeficientes, mostra-se que a localizag@o das raizes de uma familia completa, pode
ser determinada examinando apenas as raizes dos polindmios contidos nas arestas
expostas do politopo. Para mostrar como a existéncia de alguns resultados podem ser

conservativos, evoca-se o resultado do teorema de Kharitonov :

Se uma familia polinomial (gerada por sistemas de tempo continuo) é constituida por
polinomios intervalares, isto €, se uma familia é um hiper-rectingulo no espago dos
coeficientes com arestas paralelas aos eixos coordenados, entdo a estabilidade para os
4 polindbmios de Kharitonov {Kl (s), K (s), K(s), K4(s)}(secg:?10 3.2) ¢ necessaria e
suficiente para a estabilidade da totalidade do rectingulo. Kharitonov teve sucesso na
redugdo da carga computacional requerida para determinar a estabilidade de algumas
familias polinomiais, contudo, se a familia polinomial no é do tipo intervalar, entdo o

resultado de Kharitonov pode ndo dar condigdes necessarias.
Por exemplo:
Considerar o caso em que a familia polinomial é um segmento de recta obliquo no

espago dos coeficientes. Para usar o resultado de Kharitonov, envolve-se o segmento

num rectingulo (fig. 3.3) e aplica-se depois o teste de estabilidade aos vértices.
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2° (‘:\oeﬁciente

-
Familia
original

A .
»

1° coeficiente

Fig.3.3. Envolvimento do conjunto de incerteza (segmento de recta) por

um rectangulo de Kharitonov.

Se o teste falhar nada se pode concluir acerca da familia original, a sobrelimitagio nio
nos permite agora tirar partido da estrutura de incerteza inicial. Para remover o
conservadorismo imposto por se usar polindmios intervalares, esta secgdo vai focar
familias de polinomios que sdo politopos no espago dos coeficientes. Por exemplo,
essas familias (politopicas) descrevem o caso em que os coeficientes polinomiais
dependem linearmente de pardmetros incertos, € quando esses parimetros sdo fronteira
do conjunto de politopos. De facto, este ¢ muitas vezes o caso de polinomios
caracteristicos em malha fechada de sistemas realimentados nos quais a fun¢do de

transferéncia da planta tem coeficientes incertos (fig. 3.4).

R(s) j ~ N(s,q) Y(s)
T e g ’

Fig. 3.4. Sistema em malha fechada.
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O objectivo € mostrar que se uma familia é um politopo, entdo a localizagdo de raizes
dos polinémios contidos nas arestas expostas do politopo determinam completamente

as raizes de cada membro da familia polinomial. Isto fornece, o seguinte resultado :

Um politopo é estavel se e so se as arestas expostas sdo estdveis.

3.3.2. Teorema da Aresta (Bartlett e colaboradores (1988))

Para problemas de estabilidade-Z robusta com estruturas incertas lineares afins,
precisa-se apenas de procurar a estabilidade-9) para todos os polindmios associados
com as arestas da caixa 0. Se todos os polinomios correspondentes a pontos aresta de
Q sdo D - estaveis, entdo a familia completa de polinomios é @ - estavel
robustamente. Como as arestas sdo de dimensdo um obtém-se uma redugio acentuada
na complexidade computacional, contudo, notar que se Q< R', entio a caixa tem
127! arestas.

Pormenorizando, dado um politopo de polinémios 2 = { p(-q):q eQ}, definem-se as
arestas deste conjunto de fungdes por o isomorfismo natural entre 97 e a sua
representagdo no espago dos coeficientes, isto é, se a(q) € o vector de coeficientes
para p(s,q), entdo o conjunto de coeficientes é um politopo obtido tomando a

envolvente convexa de a(qi ) Usam-se as arestas expostas do politopo a(Q) para

definir as arestas expostas de 2 isto €, para cada 4° que se encontra numa aresta

exposta de a(Q) obtém-se um ¢"€Q e um polinémio aresta p(s,q‘) de 2 com

vector coeficiente a(q')za‘. Quando ¢ referido "arestas expostas" de a(Q), quer

dizer faces expostas de dimensdo um .

Usando as estruturas incertas lineares afins e alguns conhecimentos da analise
convexa, prova-se que todos os polinémios contidos em qualquer aresta exposta de 9
s30 obtidos a partir de qualquer aresta exposta de Q, contudo, uma determinada aresta

exposta de () ndo induz necessariamente outra aresta exposta de 2
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Teorema da Aresta (Bartlett e colaboradores (1988))

Seja @7 um politopo de polindmios com grau invariante e @ < C um conjunto aberto
e simplesmente conexo. Entdo 9P¢é P-estavel robustamente se e s6 se cada uma das

arestas expostas de P ¢é D-estavel.

Quando se aplica o Teorema da Aresta, é muitas vezes mais facil trabalhar com as
arestas expostas de 0 do que com as arestas expostas de 92 Trabalhando com as
arestas expostas de (), aceita-se a possibilidade de redundincia no teste de robustez,
isto €, pode-se acabar por testar um conjunto "maior" de arestas expostas de P
Resumindo, reduzimos o problema de estabilidade-2 robusta para um politopo de
polinémios a um numero finito de problemas aresta unidimensionais. Cada um destes

problemas aresta unidimensionais pode ser resolvido por uma grande variedade de

métodos classicos. Por exemplo, se ¢" e ¢» sdo dois pontos extremos de O cujas
combinagdes convexas descrevem uma aresta de Q, entdio o teste de estabilidade- @

robusta procura as raizes do polinémio
pi,iz(s"%) =(1 "1)P(S"Ii‘) + ﬂP(S,qi’) (3.9)

para A€[0,1]. Dividindo a expressio (4.1) por Ap(s,qi2), torna-se claro que o

"problema aresta" se reduziu a um problema de lugar de raizes para a planta

Pi;iz(s) =‘st—qi2) (3.10)

a qual é compensada por uma simples malha de realimentagdo como se pode ver na

fig.3.5.
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R(s) *":;

p(s.q)
p(s,q*)

Y(s)

Fig.3.5. Planta para a resolugdo dum problema aresta.

3.3.3. Exemplo ilustrativo da utilidade dos resultados

Seja < R® um politopo de polinémios determinado pela envolvente convexa de

quatro "vértices polinomiais" :

2(5

o

P3(s) = 5+8,9652+21,915+15,61;

P1(s)=53+9,775% +30,65+18,27;
)= +1552+ 755 +125;

(
Pa(s)=s3+11,4352+20,25+82,5;

Seja @ o semi-plano esquerdo do plano complexo. Para determinar se R(%)c @

usamos as defini¢Bes apresentadas nos pontos anteriores e calculamos o espago raiz

das arestas expostas de 7. As arestas expostas s3o seis segmentos de recta que ligam

os vértices polinomiais. Para calcular o espago raiz entre os vértices p, e p;

encontramos as raizes dos polinémio :

(l—}t)p,,(s)+/1pj(s) com0< A<
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Fazemos este calculo para as seis arestas expostas. O espago raiz resultante encontra-

se na fig. 3.6. Através desta figura vé-se que o espago raiz de todas as arestas expostas

de 2P estdo contidas em P .

imag

+ 4
sy 4 ﬂ}
¥

R t AR

& . + o+
*, +

+
Rasasd o L B B 2 KL I RS o + it S

-0 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -f

10

real

Fig. 3.6. Espaco raiz das arestas expostas do politopo.
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4. APLICACAO DOS RESULTADOS AOS SISTEMAS DE
CONTROLO



4. Aplicagédo dos resultados aos sistemas de controlo

4.1. Apresentaciio do sistema de controlo

4.1.1. Introducio

Neste capitulo vamos aplicar os resultados anteriores, que foram apresentados numa

perspectiva puramente matematica, ao caso dos sistemas de controlo realimentados.

4.1.2. Sistema de controlo realimentado

A fig. 4.1 representa a configuragio classica de sistema de controlo realimentado,

onde

R(s) > referéncia

P(s,q) — fungdo de transferéncia da planta
C (s) —  compensador

Y (s) —  saida (variavel controlada)

R(s) ¥ ~ NGs,9) Y(s)
< > ’ P(S,q)— D(S,C]) >

A

A

C(s)

Fig. 4.1. Configuragio classica de sistema de controlo realimentado.
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4.2. Lema

Seja P(s,q) uma planta incerta com estrutura de incerteza linear afim, a qual é

introduzida na configuragdo da fig.4.1 Sendo o compensador expresso como o

quociente de polindmios

8 4.1)

a fungdo de transferéncia em malha fechada é

N(s.9) D.(s)
N(s.q) N.(s)+D(s,q) D.(s)

Pal(sq)=

4.2)
_ NCL(srq)
DCL (S,q)

Lema : (Preservagdo da incerteza linear afim na malha fechada)

Consideramos uma planta incerta como na fig. 4.1. onde P(s,g) tem estrutura incerta

linear afim. Entdo conclui-se que a fungdo de transferéncia em malha fechada incerta

Pci(s,q) também tem estrutura incerta linear afim. Dai todos os resultados anteriores

serem também aplicaveis a malha fechada.
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4.3. "Teorema das 16 plantas"

4.3.1. Introducio

Para aplicar os resultados observados nesta sec¢do e nas seguintes, vai-se comegar

com uma familia de plantas intervalares 9 descrita por

“M5
=,
=

4
“,

k=3

P(s,q,r)= , (4.3)

M=
~
.
I
-4
e
M-&

I
<

¢ a regido de localizagdo de raizes @ ¢ o semi-plano esquerdo. Usa-se a notagio

P(s,q,r) para descrever a planta associada com o par de pontos extremos

( qi L) e x R. A questdo fundamental que agora se poe é :

"Se compensador C(s), estiver ligado como na fig. 4.1., estabilizando cada uma das
plantas extremasP(’s,q",ri:), pode-se concluir que C(s) estabiliza robustamente a

totalidade da familia 9 7"

"32 Arestas’

Se o polinémio em malha fechada tem grau invariante, nio € preciso procurar todas as
arestas para assegurar a estabilidade robusta. E necessario e suficiente procurar apenas
um conjunto de 32 arestas distintas. Estas 32 arestas sdo chamadas de segmentos de
Kharitonov , notar que o niimero 32 ¢ independente de m e n. As arestas distintas sio

obtidas da seguinte forma :
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Fixa-se o numerador da planta num dado um polindmio de Kharitonov J,(s) e

considera-se 4 arestas para o denominador da forma

(1-=A)Da(s)+ADx(s) (4.4)

onde D ('s)e D;,(s) sdo polindmios de Kharitonov, ou tendo para o denominador o
mesmo numero de coeficientes par ou o mesmo nimero de coeficientes impar.

Analogamente, se o denominador ¢ fixo como sendo um polindmio de Kharitonov

D..(s), obtém-se 4 arestas para o numerador da forma

(1=A)Nu(s)+ANi(s) (4.5)

onde N, (s)e Ni(s) sdo polinomios de Kharitonov, ou tendo para o numerador o
mesmo numero de coeficientes par ou o mesmo nimero de coeficientes impar.
Veremos na sec¢do 4.3.2. que a verificagio ao longo das arestas necessaria ao
problema de estabilidade pode ser substituida pela anilise em apenas 16 pontos

extremos (plantas) em vez de 32 arestas, quando o compensador é de 1* ordem.

4.3.2. Plantas Intervalares com Compensadores de 1* ordem

4.3.2.1 Introducio

Os compensadores de 1* ordem estabilizam robustamente qualquer familia de plantas
intervalares se e s6 se estabilizam todas as plantas extremas. Isto &, se a planta ¢
descrita por um polinomio numerador de ordem m e por um polinémio denominador
de ordem n monico, com coeficientes contidos num determinado intervalo, é
necessario e suficiente estabilizar o conjunto 2™*0*1 de plantas extremas. Estas plantas

extremas sdo obtidas considerando todas as combinagdes possiveis para os valores
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extremos dos coeficientes do numerador e denominador. Vai-se provar nesta

exposi¢do um resultado forte, nomeadamente, que é necessario e suficiente estabilizar

apenas 16 das plantas extremas. Estas 16 plantas sdo geradas pelos polinémios de

Kharitonov associados com numerador e denominador da planta.

4.3.2.2 Notacao e Definicoes
Considerar uma dada familia de plantas intervalares 97, da forma

P(s,q,r)= % (4.6)

onde o numerador e denominador sdo polindmios da forma
N(s,q):qm5’"+qm_15m“‘1+...+qls+q0 4.7)
D(s,r)=rps +rp_18" " Lt 4r1s+rg (4.8)

e onde os vectores q e r sdo dados pelos rectingulos Q e R, respectivamente, isto ¢
qu:{q:qi_ngq;” para izO,l,...,m} (4.9)
reRz{r:ri_SrSrl‘.’“ para i:O,l,...,n—l} (4.10)

onde os limites qi_,q;”,r;“ e r: sdo especificados & priori. As familias polinomiais

intervalares para o numerador e denominador s3o dadas por :

5 ={N(.q):q €0} (4.11)
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@ ={D(.r):r eR}. (4.12)
Para estabilizar a familia de plantas intervalares 9 considera-se o compensador de 1
ordem da forma

s—z
S—p

C(s)=K

(4.13)

Diz-se que um compensador C(s) estabiliza robustamente a familia de plantas

intervalares 9 se, para todos os ¢ € Q e todos # € R, o polindmio em malha fechada

resultante

Pa(s.q.r)=K(s—z)N(s,q)+(s—p)D(sr) (4.14)

tem todas as suas raizes no semi-plano esquerdo; isto é, Pci(s,q,r) € Hurwitz. A

seguir, introduzem-se os polindmios de Kharitonov para o numerador e denominador

da planta.

Numerador:

Ni(S)=q,+q,5+q, 5 +q,5 +q, 5" +qs 5" +...; (4.15a)
Na(s)=q,+q, 5+q, " +q, 5 +q, 5" +q, 5 +... (4.15b)
Ni(S)=q,+q,s+q, 5 +q, s +q,s* +q. s +...; (4.15¢)
Na($)=qy+q,5+4, S +4; 5 +q, s+, 5 +...; (4.15d)
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Denominador:

Di(s)=ri+ris+rs+rs+rist+ris+..; (4.16a)
Da(S)=ro+rs+rs+ris+risttris+..; (4.16b)
Di(s)=ro+ris+ris+ris+rist+ris+..; (4.16¢)
Du(S)=ro+rs+rs+rs+rist+ris+..; (4.16d)

Fazendo todas as combinagdes possiveis entre N;(s) e D;(s), obtém-se as 16 plantas

de Kharitonov

_ N; (s)

P;j,(5) D)

(4.17)

para j,i,=1,2,3,4. Para estas plantas extremas, quando se diz "C(s) estabiliza

Pij, (s)", entende-se que o polindmio da malha fechada
P,'liz(s,q,r) =K(s—z)N;(5,9)+(s~p)Dj(sr) (4.18)
€ Hurwitz.

Com base na expressdo (4.18), provou-se o seguinte resultado:

Um compensador de 1* ordem C(s) estabiliza robustamente 27 se e s6 se estabiliza

cada uma das plantas associadas P(s,q"',72) com os pares de pontos extremos

(¢",#2) e xR, isto é, para cada par (q",riz), 0 polindbmio associado em malha

fechada P, (s,q", ri:) é estavel.
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Teorema das 16 plantas (Barmish e colaboradores (1992))

Um compensador de 1° ordem C(s) estabiliza robustamente uma familia de plantas

intervalares estritamente proprias 97 se e sO se estabiliza todas as 16 plantas de

Kharitonov Piliz (S), ih,i2= 1129374 .

4.3.2.3 Exemplo Numérico

Nesta secgdo, vai-se ilustrar a aplicagdo do Teorema graficamente. Para isso,
consideremos uma planta composta por uma série de 3 tanques com a fungio de

transferéncia "aproximada"

1
(s+1)3

P(s)= (4.19)

onde a entrada ¢ o caudal de entrada no 1° tanque e a saida € o nivel de liquido no 3°
tanque.
Para se analisar a estabilizagdo robusta, vamos substituir P(s) por uma familia de

plantas intervalares 97 descrita por

1
s3+r252+r1S+ro

P(s,q,r)= (4.20)

Na resolug@o ilustrativa, consideram-se os pardmetros incertos

ro €[0,72;1,44]
r1 €[2,42;3,84]

r2 €(2,7,3,4]
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Para a familia 97 em causa, o objectivo é determinar a existéncia dum compensador PI

Cs)=K,+— (4.21)

robustamente estavel.

Uma vez que o numerador ¢ constante a busca por 16 plantas fica reduzida a quatro.

Por exemplo, usando os polinémios para N,(s) e D;(s), obtém-se o vector

4 1 384 Ky
E 2,7 L44+K, 0

23.307-0,370k; K, O (4.22)

1 o
s o 0
0 K> 0
onde

a1 =-2,7Ky~0,370K2+2,774 K\ +4,762 (4.232)
o =3,307-0,370K; (4.23b)

Usando as 4 tabelas Routh, imp3e-se agora a positividade para cada uma das primeiras

colunas. Isto conduz a inequagdes que envolvem K, e K>,

Por exemplo, para a tabela Routh da planta de Kharitonov Py;(s), obtém-se :
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K< 8,928; (4.242)
K. >0, (4.25b)

Na fig. 4.2 mostra-se o conjunto de pares estabilizadores (X, k). Concluindo-se

desta que o sistema com a incerteza indicada se mantém estavel desde que (K, K>) se

situe no interior da regido indicada.

Para a implementagio, pode-se usar qualquer combinagio (K,,K,) deste conjunto
para gerar um controlador robustamente estabilizador.
Por exemplo, um controlador PI robustamente estabilizador sera

C(s)=3,0 +10 (4.26)
S
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k13 +

Fig. 4.2. Conjunto dos controladores estabilizados PI robustos.

Infelizmente este resultado nem sempre € valido com compensadores de ordem mais
elevada.

A titulo de exemplo, consideremos a seguinte planta (Barmish e Kang (1993))

Plsq)= 2 f 255

onde g €[1,5000], com compensador

)= (s+ 3)(s+4)
(5+0.1)(s+0.2)(s+75)

implementado tal como na fig. 4.1. C(s) estabiliza as duas plantas extremas P(s,1) e

P(s,SOOO), mas o sistema de controlo realimentado é instavel para g = 2.
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5. ANALISE DE UM CASO ESPECIAL



S. Analise de um caso especial

5.1. Introducao

Os problemas de Estabilidade Robusta surgem, quando um sistema depende de

parametros incertos

qz[q,,qz,---,q,]T €Q. 5.1

Quando o seu nimero € elevado os métodos convencionais e atras expostos, falham.

No entanto, se o sistema permite "a decomposi¢do em arvore" do seu polindomio

caracteristico P(s,q) entdo, as imagens do eixo imaginario pelas fungdes 2( jco,Q) ou
A( Jjo ,Q) podem ser calculadas e representadas rapidamente, e o teste de Estabilidade

Robusta para o conjunto 22( Jjo,0) com exclusdo zero pode ser executado por
inspecgio .

Vamos demostrar nesta sec¢do como executar computacionalmente operagdes com

conjuntos ( jco,Q) e demonstrar que sistemas do tipo massa-mola-amortecedor

(mass-spring-damper) preservam a estrutura em arvore.

S.2. Apresentacio do problema

Como ¢ sabido a realimentagiio permite insensibilizar em certa medida o sistema de

controlo as incertezas (e perturbag¢des) da planta.

Se o modelo da planta for construido a partir dos modelos fisicos dos seus

componentes, entdo o modelo vem parametrizado por pardmetros fisicos incertos

q:[qquz""’ql]T (5.2)
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Onde apenas se conhecem os limites inferior e superior, isto é , 0 dominio de operagdo

¢ qualquer caixa de dimens3o /.

Qz{q:q,. e[q;,q:],i:I,Z,...,l} (5.3)

Se a familia de plantas ¢ linear, entdo a estabilidade pode ser analisada através dos

valores proprios da matriz sistema A(q) ou equivalentemente através das raizes do

polinémio caracteristico

p(s.q)= _%)ai( q)s (5.4)

O problema que se coloca na Analise da Estabilidade Robusta é :

"E oot (q) ou P(s,q) estdvel para todosos q €Q ?"
O teste de Robustez utiliza uma familia de matrizes
=2(0) ={4(q):q €0} (5.5)

ou uma familia de polindmios

2(s5.0) ={p(s.9):9 €0} (5.6)

Contudo do ponto de vista pratico, a formulagdo matricial ou a formulagdo polinomial
tém a desvantagem de tornar complexas as estruturas incertas. Como exemplo,

consideramos o sistema massa-mola-amortecedor com a seguinte equagio diferencial -
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my+dy+cy=u (5.7

Na formulagdo espago de estados com vector estado x = [ y y]T o modelo ¢

] 0 1 0
x:l:ﬁ%, _dex+|:%1]u (5.8)

O pardmetro incerto m "dilui-se" por diversos elementos da matriz. A vantagem da

formulagdo polinomial € dbvia, 1é-se
(ms*+ds+c)y(s)=u(s) (5.9)

Mas a simplicidade da parametrizagio polinomial é perdida, se nds fecharmos a malha

por um compensador

+bhS

u(s)=r(s)—”; (s) (5.10)

0
A caracteristica polinomial em malha fechada € entdo :
P(S)mrd’ctb()!bl’ao) = (ms2 +dg+c)(a0 +S)+(b0+bl S) (51 1)

e escrito como polindémio em s assume a da seguinte forma:

P(s,md,c,by,b),a0) =

3 : (5.12)
=ms +(mao+d)s’ +(dao+c+b)s+(cao+bo)
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A simplicidade da estrutura paramétrica de (5.11) foi "destruida" na formulagio
polinomial (5.12). Para um numero pequeno de parimetros pode ser viavel fazer o
"quadriculado” do parametro na caixa Q e aplicar métodos numéricos a cada ponto
"quadriculado”. Contudo, para um grande niimero de pardmetros incertos esta técnica
de subdivisio em "quadriculos" nd@o ¢ eficiente porque o esforgo computacional
aumenta exponencialmente. Por outro lado n3o podemos evitar o “quadriculado”
completamente, excepto para casos simples de polindmios intervalares ou coeficientes
afins a,(q). Isto pode ser completado, explorando a estrutura em arvore como em
(5.11) e a execugdo sequencial do conjunto de operagdes envolve apenas um

subconjunto pequeno de incertezas em cada passo.

O teste de Estabilidade Robusta pode explorar a estrutura em arvore excluindo o zero

do conjunto @( Jjo ,Q), isto &, P(s, q) ¢ estavel para todos 0s ¢ € O se e s0 se

i) existe um g, €Q tal que P(s,q,) ¢ estavel (5.13a)

ii) 0 ¢ 2(jo,Q) para todos © > 0 (5.13b)
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5.3. Formulacio de Problemas Racionais e Polinomiais

Seja um sistema do tipo massa-amortecedor-mola

~ d,
A
A
- C
A 2
- —C T u
; % €12 my z
—CCCTO—
; ¢ my
-
A
j///////// J7777777V/7777
X
X

Fig.5. Sistema com massas, molas e amortecedor

A caracteristica polinomial deste sistema pode ser escrita da seguinte forma

POL(S): Pl(S,CI)Pz(S"I)“Cazz (514)
com

PI(S,q):m152+d15+Cl+Ciz (5.15a)

Pz(SrQ):m2S2+d25+Cz+C12 (5.15b)
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Esta forma (equagdes 5.14, 5.15a e 5.15b) ndo satisfaz a defini¢do TSD (estrutura em
arvore), porque existe uma "repetiio” do parimetro ¢, que devera ser
"quadriculado". Para um ponto do "quadriculado™, ¢, =1, a forma TSD é obtida da

seguinte forma :

Por(5.q)= Pi(5,4") P.(5.47) -1 (5.16a)
q(l) = [m1 d, Cl]T ;qz = [mzdzcz]T (5.16b)

Designando por 1/ P, (s,q) a fungdo de transferéncia de u para x do sistema e por
B(s)
A(s)

a fungdo de transferéncia do compensador, temos a seguinte lei de controlo

B(s)
A(s)

u(s)=r(s)- xi(s) (5.17)

e que o polindmio caracteristico da malha fechada sera :

Pcr(5,9)= Por(5.q)A(s)+B(s) (5.18)

Pc.(S,q) encontra-se na forma TSD e o seu conjunto 2( jco,Q) pode ser construido

sequencialmente por multiplicagéo e adigdo.

Se modificarmos o exemplo da fig.5, tomando x, como saida controlada a, fungio de

transferéncia da planta sera

Pl(S,qm) "
(1) (2)
Pi(s.q 7 )P:(S,q7)-1

x:(s)= (s) (5.19)

com o seguinte polinomio caracteristico em malha fechada:
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Pa(s.q”.q”)=[P(s.9") P.(s.q”)-1]4(s)+ P.(s.9" )B(s) (5.20)

A expressio (5.20) ndo é uma estrutura em arvore polinomial, a TSD de frac¢Ses

racionais pode ser obtida da equagdo caracteristica na forma

L B(s) 11=0 (5.21)
Pa(s.q?)-1" A(s)
Pi(sq")

Em vez de testar a exclusido zero a partir do numerador podemos também testa-la a

partir da expressdo racional

0e¢R(jo*.0) (5.22a)

1 B(jo")
X
Prliotd¥)-1Pitje*qV) Alje")

@z(jm*,Q)={ +1: qu} (5.22b)

O conjunto Z(je ,0Q) pode ser construido por operagdes sequenciais sobre os

conjuntos complexos se nos considerarmos a inversio do conjunto

oy l= {—1- a 6@9{},0&@9{ (5.24)

a

Notar que para o sistema univariavel podemos considerar também o teste de exclusio

para o ponto critico -1 do conjunto de Nyquist, isto é,

-lex(jw,0) (5.25a)

- 1 B(jw')
N ,0)= 5 S —= 5.25b
(Jo.Q) {Pz(ja)',q( ))—1/P1(Jw,q())xf4(}a)) qu} ( )
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6. Generalizacgoes e desenvolvimentos futuros

6.1. Direccoes Convexas

6.1.1. Introducio

Motivada pela estabilizagdo robusta de plantas intervalares, esta sec¢do concentra-se
fundamentalmente nos problemas que envolvem familias de polinomios obtidas por
combina¢do convexa de "membros extremos". O objectivo serd fornecer condigSes
para as quais a estabilidade de extremos implica a estabilidade da totalidade da familia
polinomios. Para esse fim, introduz-se a Condigdo dos Complementos Algébricos
Alternados de Hurwitz (AHMC) mostrando como pode ser usada para alargar a classe
de familias de polindmios. Em contraste com a literatura existente para compensadores
de 1* ordem, a AHMC torna possivel lidar com classes de compensadores de ordem

elevada em qualquer contexto de ponto extremo.

6.1.2. Direccio Convexa

Defini¢ao

Um polindmio monico g(s) diz-se que é uma direc¢io convexa (no espago de

polinébmios estaveis de grau n ) se a seguinte condigao € satisfeita :
Dado qualquer polinomio f(s) estavel de grau n tal que f(s)+ g(s) é também estavel

e grau( f(s)+g(s)) = n para todos A e[0,1], entdo f(s)+ 1 g(s) é estavel para todos
A €[0,1].
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O conceito de Direcgdo Convexa é mostrado graficamente na figura 6.4 :

limite entre polinémios
estaveis e instaveis

f(s)+e(s)

Direccdo nfio convexa
polinémios instaveis

» Direcgdo convexa

f(s)+.(s)

Fig 6.4. Direcgdes convexas no espago de polinomios.

Através da figura, vé-se que g](s) ¢ uma direc¢do convexa porque f (s) +y g‘(s) faz
parte do conjunto estavel para todos y > 0 . Por outro lado, gz(s) ndo € uma direcgio
convexa . E importante salientar que os resultados de direcgdo convexa podem ser
reinterpretados em qualquer contexto de ponto extremo, isto é, g(s) é uma direcgio
convexa ¢ 0<y, <y,, entdo, a estabilidade de f (s)+ 7 g(s) e f (s) +7, g(s)
implicam a estabilidade f(s) + g(s), para todos os y €[y,,7,].

Barmish e Kang (1993), mostram através de um exemplo que nem todas as direc¢des

g(s) sdo estaveis, isto é:

se

f(5)=105+5+65+057 e g(s)=s"+25+1 6.1
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segue-se que f (s) e f (s)+ g(s) sdo estaveis, f (s)+ﬂ g(s) tem grau constante para

1 .
todos os Ae [0,1] mas f(s)+ 5 g(s) ¢ instavel. Resumindo, os autores realgam o facto

de que uma combinagdio convexa de polindmios estiveis nio é necessariamente

estavel.
Esta afirmag@o levanta o seguinte problema :

"Como fornecer condi¢des sob as quais g(s) é uma direc¢dio convexa.”
Teorema (Rantzer (1992a)

Um polinémio g(s) é uma direcgio convexa no espago de polindmios de grau n

estaveis se e sO se

d ) sin2 £ gl jo
~—tg(jo)s sin2 £ g{ o) (6.2)
0] 20

para todos @ > O tal que g(jw) #0.

O teorema acima € vantajoso para a explanagfio dos resultados existentes e para a
delineagdo de novas classes de problemas de combinagdes convexas, as quais admitem
solugdo de ponto extremo. Por exemplo, considerando as condigdes iniciais do
teorema de modo a permitir que o compensador

Ne(s)

C(s)= D—(_;S (6.3)

seja de ordem arbitraria, a satisfagdo de Condigdo de Crescimento de Rantzer conduz

ao seguinte resultado :
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A estabilidade robusta dos 16 pares interligados (Pj i,(s),C(s)) correspondentes as

plantas de Kharitonov implicam a estabilidade robusta para todos os pares interligados

(P(s),C(s)) com P(s) € 2 Por exemplo, dado o compensador

S—st-S+F+s5-1
$$-058+5'-1558% 45> —s5—-4

C(s)= (6.4)

¢ verificado imediatamente que o numerador e o denominador satisfazem a condigio
de crescimento. Consequentemente, se C(s) é ligado com qualquer planta intervalar
como na figura 4.1., a estabilidade robusta da malha fechada ¢ assegurada pela simples
procura da estabilidade dos 16 sistemas em malha fechada. Por exemplo, se ¢ g(jo) é
ndo crescente, entdo a condigdo de crescimento é satisfeita trivialmente. Obviamente,
desde que a condigio de crescimento seja necessaria e suficiente para g(s) ser uma
direc¢do convexa.

Comegando ao nivel de polinémios intervalares, pode-se interpretar a analise de
Kharitonov como uma estrutura de direcgdes convexas tomando g(s) como sendo um
polinémio que ou contém o mesmo nimero de poténcias pares ou 0 mesmo numero de
poténcias impares de s. O resultado de ponto extremo associado a f(s)+2 g(s) pode
ser explorado na demonstragio do Teorema de Kharitonov. Existem varias defini¢des
de direcgdo convexa dadas por outros autores, nesta exposi¢do vai-se usar a defini¢io

descrita anteriormente.
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6.1.3. Definicio de AHMC (Condiciio dos Complementos Algébricos Alternados

de Hurwitz)

Notagdes

Para definir a AHMC ¢ necessario definir alguma nova notagdo. Para um polindbmio

monico

m-1 .
g(s)=s"+Za;s,
i=0

a matriz associada é

Am-1 Am-3
1 an-
0  am
0 1
H(g)=| 0 0
0 0
0
0
| 0
chama-se
A (g) = Ams

aele) e 4|

Am-5
Am-4
am-3
Am-2

Am-1

a4

am-2

Am-5
Am-4
Am-3

Am-2

a

(6.5)

(6.7a)

(6.7b)
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Am-1 Am-3 Am-5
As (g) =det| 1 Am-2 dm-4 | (670)

O Am-t Am-3

An(g) = det H(g) (6.7d)

os complementares algébricos associados de Hurwitz de g.

Defini¢io de AHMC

Diz-se que um polindmio ménico g(s) satisfaz o AHMC se pelo menos uma das

seguintes condigdes se verificam.

(i) os complementares algébricos de Hurwitz de ordem impar correspondentes de g(s)

alternam-se segundo o "padrdo" de sinais

A1<0, A;>0, As<0, A;>0,.. (6.8)

(ii) os complementares algébricos de Hurwitz de ordem par correspondentes de g(s)

alternam-se segundo o "padrdo" de sinais

AZ <03 A4>07 Aﬁ <O) A8>O"-~ (69)
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Quando m = 1, adopta-se a convengio que (ii) também se verifica no conjunto vazio.

Finalmente, se para algum k > 0, ambas as condigdes (i) ou (ii) verificam-se excepto

quando A, =0 parai > k, entdo diz-se que g(s) satisfaz o AHMC alargado.

Exemplos

Exemplo 1

Para demonstrar a eficacia do AHMC, notar que o polindmio

g(s)=s'+s+s+25-1 (6.10)

tem a matriz Hurwitz

’1 2 0 0]

11 -1 0

H(g)=| 2 o (6.11)
0 1 -1

e os complementares algébricos de Hurwitz associados

Desde que A, <0 e A, >0 0 AHMC é satisfeito.

Exemplo 2

Para demonstrar a eficacia do AHMC, notar que o polinoémio

57



8(5)=5°-055+5"~1.55~ 4554, (6.12)

tem a matriz Hurwitz

<05 -15 -1 o0 o

H(g)=

0
0

-05 -15 -1 0 o0
0 (6.13)
0

0 1 1 -4 -4

e os complementares algébricos de Hurwitz associados

A1=—O.S,Az‘—"l,A3:O,A4=0,A5:O€A6:O-

Desde que A1<0,A3=0eAs=0, 0 AHMC alargado ¢ satisfeito quando k = 3.

Exemplo 3

Para demostrar a falha do AHMC, notar que o polinomio

g(s)=s5'+25~5s"—s-1 (6.14)

tem a matriz Hurwitz
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1 -1 -1 0

H(g)= (6.15)
70 2 -1 o
0 1 -1 -1

e os complementares algébricos de Hurwitz associados

AI:Z’ Ay=-1, A3=5 e A4‘—“-5.

Conclui-se, que a AHMC ¢ violado.

Teorema (Barmish e Kang (1992))

Sendo g(s) um polinémio ménico de grau m que satisfaz a AHMC alargada, entdo g(s)

€ uma direcgéo convexa no espago de polinomios de grau n > m.

Para ilustrar o exposto, consideremos o compensador

10(s+4)(s+1)(s-2)

C(s)=
(s°—3s+4)(s+2)(s-3)

(6.16)

onde o numerador e o denominador satisfazem as condigdes (i) e (ii), respectivamente.
Por outro lado, se a planta é estritamente propria com denominador monico, é facil

verificar que C(s) estabiliza robustamente qualquer familia de plantas intervalares Pse

e sO se estabiliza as 16 plantas de Kharitonov associadas.
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6.2. Dominio dos Tempos

Recentemente procurou-se generalizar os resultados anteriores a0 dominio dos
tempos, embora os resultados actualmente disponiveis nio sejam muito significativos,
excepgdo feita ao regime permanente.

A determinagdo da resposta em regime estacionario de um sistema para qualquer
entrada consistindo em degraus, rampas, e outros sinais é um problema fundamental
em controlo. Se um sistema é robustamente estavel e se a dependéncia de paridmetros
incertos é do tipo multiafim, entdo pode mostrar-se que os valores extremos das
respostas em regime estacionario calculados para todos os valores possiveis dos
pardmetros coincidem com as respostas calculadas nos vértices do conjunto dos
parametros. Estes resultados de vértices sio duplamente vantajosos, porque tanto sdo
validos para sistemas em tempo-continuo como em tempo-discreto.

Para a resposta transitoria de sistemas estaveis, os vértices nio fornecem informagdes
suficientes para fazer uma analise completa do mesmo tipo como seria desejavel. Pode
mostrar-se que quer para tempo-discreto quer para tempo-continuo (Bartlett (1990)) a
maxima das sobreelongagdes de sistemas estaveis robustamente com incertezas afins

ndo ocorre necessariamente num vértice.
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ANEXOS



Lista de Simbolos Especiais Usados neste Trabalho

Simbolo Pag. Simbolo Pag.
q 4 aff 4 14
P(s,q) s | aff(x+4) | 14
N(s,q) 5 F(K) 15
D(s,q) 5 R(W) 16
p(s,q) 5 N 19
a/(q) 5 H(o) 19
Plsqr) | ¢ g(s) 19
0 6 hi(s) 19

v 7 K.u(s) 19

R 7 p() 21

P 9 p, 28
a(Q) 9 R(®) 28
a(‘li) 9 N 35
@ 10 | (0.0 | 43

H 11 | R(e.0) | 43
R 11 Aq) 44
L(x,y) 14 | (0 44
P(s,0) 44

62



Bibliografia

Barmish, B R. and H. I. Kang (1992). "Extreme point results Jor robust stability of
interval plants : Beyond first order compensaltors". Automatica, Vol. 26, No. 6, pp.
1169-1180.

Barmish, B. R., C. V. Hollot, F. J. Kraus and R. Tempo (1992). "Extreme point results
Jor robust stabilization of interval plants with first order compensators". IEEE Trans.
of Aut. Control, AC-37, 707-714.

Barmish, B. R. and H. I. Kang (1993). "4 survey of extreme point results Jfor
robustness of control systems". Automatica, Vol. 29, No 1, pp. 13-25.

Bartlett, A. C., V. Hollot and L. Huang (1988). "Root locations of an entire polytope
of polynomials : it suffices to check the edges". Mathematics of control, signals and
systems, 1, 61-71.

Bartlett, A. C. (1990). "Vertex resuits Jor the steady state analysis of uncertaint
systems". Proceedings of the 29th Conf. Decision and Control ,Honolulu, Hawaii.

Jan van Tiel (1984). "Convex Analysis An Introductory Text". Royal Netherlands
Meteorological Institute.

J. L. Martins de Carvalho (1993). "Dynamical Systems and Automatic Control".
Prentice Hall International Series in Systems and Control Engineering.

J. Ackermann and Sienel (1990). "What is a "large" number of parameters in robust
systems?" Proc. IEEE Conf Decision and Control, Honolulu.

J. Ackermann and Sienel (1991). "On the computation of value sets for robust stability
analysis". ECC European Control Conference, Grenoble, France.

Minnichelli, R. J, J. J. Anagnost, and C. A. Desoer ( 1989). "An elementary proof of
Kharitonov's stability theorem with extensions" Trans. on Aut. Control, AC-34, 995-
998.

63



	Capa
	Índice
	1. Introdução
	2. Bases matemáticas
	3. Estabilidade robusta de famílias de polinómios
	4. Aplicação dos resultados aos sistemas de controlo
	5. Análise de um caso especial
	6. Generalizações e desenvolvimentos futuros
	Anexos
	Lista de símbolos especiais usados neste trabalho
	Bibliografia


