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Resumo

O Principio do Méaximo estabelece um conjunto de condigbes necessarias, a serem
satisfeitas pela solugdo 6ptima do problema. Estas condigdes envolvem um conjunto
de multiplicadores que tém como objectivo caracterizar a solugdo. Em determinados
problemas de controlo éptimo com restrigdes, é possivel definir a partida um con-
junto de multiplicadores que, satisfazendo trivialmente as condigoes necessarias, nao
fornecem qualquer informagio sobre a solugdo éptima do problema. Neste trabalho,
é apresentada uma versao do Principio do Maximo que evita tais multiplicadores me-
diante a satisfagdo de uma determinada condi¢do, designada por "qualificagao das
restricdes”. Neste contexto, sio estudados trés tipos de problemas que, de acordo
com as suas caracteristicas, sio abordados de maneira diferente. Assim, € tratado
inicialmente um problema de controlo éptimo com restrigdes de estado, incluindo
ainda restricoes de desigualdade sobre o estado no instante final e satisfazendo pro-
priedades mais ou menos regulares. O mesmo problema, mas com restricoes de
igualdade sobre o estado no instante final, é estudado em seguida através de uma
nova abordagem. Finalmente, consideramos um problema satisfazendo propriedades
mais fracas, através da consideragio da ndo diferenciabilidade das funcdes interve-

nientes. Neste caso, sdo utilizados métodos de célculo nao diferenciavel.
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Capitulo 1

Introducao



A Teoria de Controlo Optimo como moderna sucessora do Célculo das Variagbes € a
sua "herdeira” natural no tratamento de um elevado nimero de aplicagoes classicas,
desde os problemas isoperimétricos da antiguidade, passando pelos principios varia-

cionais dos séculos dezoito e dezanove.

Na tentativa de dar resposta aos problemas que surgiram com a evolugao de areas
como a Engenharia, Robdtica, Aeronautica, Controlo de Processos, Economia etc,

tem-se desenvolvido largamente, tornando-se uma ferramenta indispensavel.

Neste contexto estd a derivagio de condigdes necessérias de optimalidade, sob a
forma do Principio do Méximo, para problemas com restrigoes de estado. De facto,
restrigoes de estado surgem frequentemente associadas a problemas reais e a sua
inclusio nas condicdes necessarias bésicas permitiu que a Teoria de Controlo Optimo

pudesse ser aplicada a uma maior gama de problemas.

Tendo em vista o tipo de aplicagdo para o qual é dirigido e as propriedades dos
elementos envolvidos, o Principio do Méximo com restrigoes de estado aparece sob
formas diversas. Foi estudado pela primeira vez por Pontryagin e al. [20] e versoes
posteriores foram provadas por Gamkrelidze, Neustadt, Warga e outros [14], [19],
[27].

Os anos mais recentes continuaram'a ser testemunhas de muitos resultados nesta
4rea. Num ambiente de cilculo nio diferenciavel, foram derivadas condigdes neces-
sarias de optimalidade para problemas em que as fungoes intervenientes eram néo
regulares [8]. Problemas de tempo final livre problemas com restrigdes diversas de

ponto final sdo também exemplos de problemas com restricdes de estado largamente

estudados [8], [7], [9], [22], [26].

Condi¢des necessdrias de optimalidade, sob a forma do Principio do Méaximo, para
problemas de Controlo Optimo com restri¢des de estado sdo ainda obje;to de estudo
neste trabalho. Em particular, sdo obtidas condigdes necessarias cuja ndo triviali-
dade é garantida. Observando o Principio do Méaximo para problemas deste tipo e
em que o estado inicial esta sobre a fronteira das restricdes, é possivel definir logo a
partida um conjunto de multiplicadores que, satisfazendo trivialmente as condigGes
necessarias, nao fornece qualquer tipo de informagao para o problema. O objec-
tivo, neste trabalho, serd apresentar hipéteses sobre os dados do problema, a que
chamaremos qualificacdo das restrigées, de forma a ga.rantlr a existéncia de multi-

plicadores nao triviais para além dos triviais mencionados. Note-se que, nao se trata



de assegurar que todos os multiplicadores sejam nio triviais, tradicionalmente tem
sido esse o papel desempenhado pelas qualificagées das restricdes, mas sim assegurar

a existéncia de um nao trivial.

Condicdes para a nao degeneragao do Principio do Maximo restricto foram também
estabelecidas por Arutyunov e Tynyanskiy, [2]. A abordagem efectuada por estes
autores, baseada em técnicas de penalizagio, é contudo diferente da efectuada neste
trabalho e os resultados n3o sao directamente comparaveis. A qualificagao das
restricbes por eles apresentada, expressa em termos de aproximagdes canonicas de

primeira ordem ao conjunto de restricdes do controlo, é bastante mais conservativa.

A tese esta organizada da seguinte forma. No Capitulo 2 sio introduzidas algumas
nogdes e resultados bésicos que serao utilizados nos capitulos posteriores. Uma
descri¢io do Problema de Controlo Optimo Restricto e discussdo das condigdes
necessarias de optimalidade na forma do Principio do Méaximo sio apresentadas
no Capitulo 3. E considerada a situagdo em que hd degeneracao dos multiplicadores
e apresentado um problema tipo em que tal situagao ocorre.

O Capitulo 4 inclui a principal contribuigdo, sob o ponto de vista de resultados,
desta tese. Estabelece-se uma versio nao trivial do Principio do Maéximo, mediante
a satisfacio da ji mencionada qualificagao das restrigdes. Variantes desta condicao
sio ainda consideradas no mesmo capitulo. Em determinados problemas é fécil a
verificagio de tal condigdo. No Capitulo 5 é exposto um problema do Célculo Varia-
cional em que isso acontece. -

A existéncia de restrices de igualdade no estado final impede uma abordagem do
tipo considerado no capitulo 4. O estudo deste problema é efectuado no Capitulo 6,
onde outras técnicas de abordagem séo utilizadas.

Finalmente e no Capitulo 7, sio consideradas hipéteses mais fracas sobre as fungoes
intervenientes no problema inicial e é num ambiente de célculo nio diferenciavel que
o estudo do problema se vai processar.

E apresentado ainda um Capitulo 8 onde sdo revistos os principais resultados da

tese e sio expostas algumas ideias de trabalho futuro nesta area.



Capitulo 2

Preliminares
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Neste capitulo sdo apresentadas algumas nogoes e resultados técnicos que servirao

de base a varios desenvolvimentos efectuados nos capitulos posteriores.

Comecamos por descrever as nogoes de convergéncia fraca e fraca™ em €spagos
topolégicos. Tal descrigao e o desenvolvimento de resultados associados podem ser
encontrados em diversos autores dos quais referimos Luemberger [17] e M. Reed [21].
Ekeland e Temam, [13], fazem um estudo detalhado sobre convexidade. Do trabalho
destes autores e de Warga [27], foram extraidos os resultados que apresentamos
referentes a este assunto. Foi ainda Warga [27], a fonte utilizada para obter o
teorema 2.3.1 sobre equagoes diferenciais.

Finalmente, Multifuncdes e Trajectérias e ainda o desenvolvimento do Calculo Nao

Diferenciavel foram desenvolvidos por Clarke, [8].

A menos que algo seja dito em contrério, | - | ou || - || em R*, representam a norma
euclidiana no respectivo espago. Em espagos normados mais gerais, || - || representa

a norma definida no espago.

2.1 Convergéncia forte, fraca e fraca®

Seja X um espago vectorial linear e normado.

O espago dual de X, que representamos por X*, é o espaco de todas as funcionais
lineares, limitadas, definidas em X. A norma de um elemento f € X é definida

como

IFll- = sup £ ()]

ll=ll<

onde ||z|| é calculada de acordo com a norma definida em X.

Munido desta norma, o espago X~ é completo. Sendo um espago normado completo,

X* é, por definigdo, um espago de Banach.

Os conjuntos abertos de ® auferem-lhe uma estrutura particular. Algumas das
propriedades destes conjuntos postas sob a forma de axiomas, permitem definir

uma estrutura andloga para espagos mais gerais.
Seja X um conjunto e 7 uma familia de subconjuntos de X.
(X,T) diz-se um espago topoldgico se as propriedades seguintes sdo satisfeitas:

(1) O conjunto vazio, que representamos por 0, e X pertencem a 7;

11



(2) A unido de qualquer nimero de elementos de 7 estd também em 7;

(3) A intersegio de um nimero finito de elementos de T é ainda um elemento de 7.

T diz-se uma topologia no conjunto X e os seus elementos sao designados por abertos.
A nocio de conjunto aberto induz, de uma forma andloga ao caso real, as definigoes
de conjunto fechado, vizinhanga, continuidade, convergéncia, etc. Um conjunto
fechado serd um conjunto cujo complementar é um aberto. Uma sucessao {z:}, de
elementos de X, convergird para o limite zo, se dada uma vizinhanga V de zg, ou
seja um aberto que contenha zo, existe um inteiro positivo N tal que, z, € V para
todo n > V.

A forma mais usual de definir uma topologia num dado espago X ¢é através de uma

base. Define-se base como uma familia, B, de subconjuntos de X que satisfaz:

(1) Ve X 3BCB:z € B;
(2) Se = € By N By, onde By e B, sao elementos de B, entdo existe B; € B tal que
BgCBlﬂBgex€B3.

Dada uma base B, seja T a familia de todos os conjuntos T' C X com a propriedade:
VeeT3BeB: BCTez€B.

E facil de verificar que 7 assim definida, é uma topologia em X. Neste caso, B

diz-se uma base para a topologia T e T sera uma topologia gerada por B.

Se 0 espaco X é um espaco de Banach e ||-|| a norma definida no espaco, os conjuntos
{zeX: |lt—=zl <7}, 7>0 z0€X,

designados por bolas abertas de raio r e centro zp, geram uma topologia em X. Esta
topologia é designada por topologia forte . Sendo a mais usada em tais espagos, nao
é no entanto a tnica. Em muitas situagdes é necessario trabalhar com estruturas
que fornecam maior espago de manobra, topologias munidas de menos conjuntos
abertos e, por isso, onde é possivel garantir mais sucessoes a convergir, etc.

S3o definidas em seguida duas topologias nestas condigdes. A partir de um espago
linear normado X, toma-se o seu dual X* e define-se a topologia fraca em X em
termos de X*. A mesma técnica pode ser aplicada a X™, sendo neste caso a topologia
fraca definida em termos de X™*, dual de X*. E possivel no entanto definir uma
topologia mais interessante em X", em termos de X, a topologia fraca® (leia-se,

fraca estrela).

12



No que se segue, a expressao < z°,z > representa o valor da fungao z* em z.

Definicio 2.1.1 Seja X um espago linear normado. A topologia fraca em X € a

topologia gerada pela base constituida por todos os conjuntos da forma
{reX:<z"z><e sezx” € A"}

onde A* é um subconjunto finito de X™ e € > 0.

Definigio 2.1.2 Seja X* um espago de Banach, dual do espago X. A Topologia
fraca®, em X*, é a topologia gerada pela base constituida por todos os conjuntos da
forma

{zreX": <z z><e sex € A},

onde A € um subconjunto finito de X e €> 0.

A partir destas topologias definem-se conjuntos fracamente e fracamente™ fecha-
dos, como sendo conjuntos fechados na topologia fraca e fraca™, respectivamente.
De forma analoga se definem as nogdes de compacticidade fraca e fraca*, conti-
nuidade fraca e fraca®, convergeéncia fraca e fraca®, etc.

Assim, uma sucessio {z;} de elementos de X é fracamente convergente para
zo € X, se e s6 se para qualquer z* € X~, a sucessao de nimeros reais < =%,z; >
converge para o numero real < z*,z >.

Da mesma forma, uma sucessio {z;} de elementos de X* é fracamente™ conver-
gente para zj; € X~, se e s6 se para qualquer z € X, a sucessdo < z},T > converge

para < Ty, T >.

Em X* ficam assim definidas trés tipos de convergéncia diferentes: forte, fraca e
fraca*. Pode ser verificado que a convergéncia forte implica a convergéncia fraca e

esta implica a fraca®.

Um subconjunto K C X* serd fracamente® compacto se toda a sucessdo de ele-
mentos em K contém uma subsucessio fracamente” convergente.

O resultado que a seguir apresentamos revela-se de especial importancia na teoria de
existéncia de solucio em problemas de optimizagdo, quando o espago das variaveis

é de dimensao infinita.

Teorema 2.1.1 Seja X um espago linear normado, real. A esfera unitdria, fechada,

em X* € um conjunto fracamente™ compacto.

13



Tome-se o espago das fungdes continuas, definidas no intervalo [a, b] e tomando valo-
res em R. Munido da norma ||z = max.<i<s |2(t)], este espago, que representamos
por C([a,b];R) ou mais simplesmente por C([a,b]), é um espago linear normado e

completo, ou seja é um espago de Banach.

O Teorema da Representacio de Riez [17], afirma que se f € uma funcional linear
e limitada, definida em X = C([a, b]), entdo existe uma medida de Borel regular e

finita, g, tal que para cada z € X,

f) = [ () du(t)

e tal que a norma de f é a variagdo total de p em [a,). Inversamente, qual-

quer fungdo de variagao limitada em [a,b] define uma funcional linear limitada em

C([a, b]).

Uma sucessao de medidas y; converge fracamente® para uma medida p em C*([a, b)),

dual de C([a, b)), se para cada ¢ € C([a,d]),

tim [ (0 dui = [ () dn

i—00 Jg

Do Teorema 2.1.1 resulta que, qualquer sucessao de medidas, limitada, em C*([a, b))

contém uma subsucessao fracamente™ convergente.

Compacticidade fraca e fraca® sao propriedades menos restrictivas do que a com-
pacticidade definida em termos da topologia usual num espago. Um resultado bem
conhecido da teoria classica de optimizagio, estabelece que uma fungao g, definida
num espago normado X, tomando valores em &t e semicontinua inferiormente, atinge
o seu minimo quando restricta a um subconjunto nao vazio e compacto. Uma forma
de alargar a aplicabilidade deste resultado € a utilizagio de uma topologia diferente,
em relacdo & qual seja mais facil estabelecer compacticidade. Uma escolha possivel
ser4 a topologia fraca. Pela forma como estd definida, esta topologia ¢ a mais fraca,
para a qual todas as funcionais lineares definidas no espago sao continuas. Um
conjunto K C X fracamente compacto é caracterizado pelas propriedades: limi-
tado em norma e fracamente fechado. Uma vez que, para conjuntos convexos, as
propriedades fracamente fechado e fortemente fechado, sao equivalentes, é possivel
utilizar argumentos analogos de demonstragao em termos da topologia fraca e afir-
mar que a funcdo dada, g, atinge o seu minimo quando restricta a um conjunto
convexo fechado, limitado e ndo vazio. Daqui resulta, por exemplo, que qualquer

subconjunto convexo e fechado de X tem um elemento de norma minima.
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2.2 Convexidade

A convexidade desempenha um papel importante nos problemas de controlo opti-
mo. A presenca desta propriedade em certos conjuntos e funcbes, nao sé simplifica a
determinacio das condigdes necessarias de optimalidade, mas também pode garantir

a suficiéncia das mesmas condigoes.

O Teorema da Separacio de Eidelheit que apresentamos, € um resultado classico

largamente utilizado neste contexto.

Um hiperplano H C X, é um conjunto do tipo H = {r € X : f(z) =c},onde f¢é
uma funcao linear nio nula, definida em X e com valores em R e c é uma constante
real. Os conjuntos {z € X : f(z) <c}, {z€X: f(z)<c}, {z€ X f(z)>c} e
{x € X : f(z) > c} sdo designados por semiespagos determinados por H.

Teorema 2.2.1 Seja A um subconjunto limitado e convezo de R". Entdo A tem a
propriedade de ponto fizo, ou seja, para qualquer fung¢do continua f : A — A eziste

um ponto = € A tal que z = f(z).

Teorema 2.2.2 (Teorema da Separagao de Eidelheit) Sejam K; e K3 subcon-
juntos convezos de X tais que K; tem pontos interiores € K, ndao contém nenhum
ponto interior de K.
Entdo, existe um hiperplano fechado H que separa os conjuntos K, e K, isto €,
existe x* € X* tal que

sup <z z>< inf <zfz>.
z€K, z€K2

Por outras palavras, K, e K estdo em semiespagos opostos determinados por H.

Teorema 2.2.3 Seja X um espago topoldogico, C um subconjunto aberto e convezo
de X e W um subconjunto convezo de R x R™ x X. Suponha-se que 0eWeleC.
Entdo, uma das proposicées 1) ou 2) sequintes € verdadeira:

1) Eziste | = (lo,l1,12) € [0,00) x R™ x X*, I # 0, tal que, Yw = (wo, w1, w2) € W
eV ce C, tem-se

I(w) = Iowo —+ Il = U -+ lz(wg) Z 0._. IQ(C) _<__ 0

2) Existem pontos & = (£),61,6) € W e nimeros g >0,i=0,1,..,m tais que
sy Bi=1, & € C, o conjunto {&3;,.-, &5}, onde &1 = (&,61), € linearmente
independente, & <0 e Y0, #¢ = 0.
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Os conjuntos W e C sio dimensionalmente diferentes. O elemento 0 deve ser inter-
pretado como o zero do espago a que se refere.

A proposicio 1) é imediatamente satisfeita, com I, = 0, se 0 é ponto fronteira da
projecgdo do conjunto W em R x R™ e (1,0,0) pertence a W.

A situagio 2) acontece quando, entre outras condigdes, o ponto 0 é um ponto interior
da projecgio de W em R x R™.

O estudo das projecgdes de W, respectivamente em R X R™ e em X, argumentos de
separagio envolvendo estes conjuntos, os conjuntos C e W e ainda a consideragao

do conjunto | — 00,0] x {0} x C, permitem concluir o teorema na sua totalidade.

Lembramos em seguida a definigio de fungdo convexa e apresentamos uma caracte-

rizagio alternativa destas fungoes.

Definicao 2.2.1 Seja A um subconjunto convezo de um espago vectorial V e F

uma fungdo definida em A e tomando valores em R.

F diz-se conveza se, para todou e v em A,

F(ou+(1—Aw) <AF(w)+ (1= NF(@) VYie[o,1]

Para tais funcbes, o conjunto {(u,a) € V x R : f(u) < a}, designado por epigrafo
de F, é um conjunto convexo. Inversamente, se o epigrafo da fungéo é um conjunto

convexo, entao a funcdo serd convexa.

Proposigao 2.2.1 Seja A um conjunto convezo € F: A — R, diferencidvel em A.

F € conveza sse

F(v) > F(u)+F'(u)-(v—u), Vv, u€A

2.3 Equagoes Diferenciais

Problemas de controlo éptimo envolvem de uma forma geral uma equagao diferen-
cial que traduz a dindmica do sistema, representado em termos das variaveis de
estado e do controlo. O teorema seguinte é um resultado de existéncia, unicidade e

sensitividade de tais equagoes a determinadas perturbagdes.

L(R™,R") representa o espago das fungoes lineares, definidas em R™ e tomando

valores em R".
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B(T,S;X), onde T = [to,t:] C R, S € um espago topoldgico e X é um espago de
Banach, representa o espago das fungdes ¢ : T'x § = & tais que:

1) Para todo t € T, ¢(t,-) : S — & é uma fungao continua;

2) Para todo s € S, ¢(:,s) : T — & é uma fungao mensuravel;

3) Existe uma funcdo integravel 14 : T — R, tal que 1, Mlsup < Pa(t)-

As propriedades dos elementos de B (T, S; X) foram aparentemente estudadas, de
forma sistematica, pela primeira vez por Caratheodory, no seu teorema de existéncia
de solucio para equagdes diferenciais, e por isso sao designadas por fungoes de
Caratheodory. Mais do que um espago de fungdes, B(T, S; X) representa um espago
vectorial de classes de equivaléncia de fungdes, na medida em que se duas funcoes
$1 € ¢, sio tais que ¢ (t,-) = ¢2(t,-) a menos de um conjunto de medida nula, serao

identificadas como a mesma funcao.

Teorema 2.3.1 Seja f: T XV x A — R", onde T = [to,t:] CR, V € um subcon-
junto aberto de R™ e A € um subconjunto convezro de R*. Suponha-se que, para todo

(t,v,a) €T x V x A, f(t,-,") € diferencidvel em relagio a (v,a), € que
feB(T,VxA;R"), fua € B(T,V x 4; LR R™).

onde f,. representa a derivada de f em ordem a (v,a).

Parano € V e ag € A seja yo € C(T,V) definido por
wi)=m+ [ f(rl(r)a) dr  (EET)
Entao, existem vizinhangas V de noemV e A de ag relativa a A, tais que a equagao
vO)=n+ [ fry(r)a)dr  (GET) (2.1)

tem uma solugdo tnica y(-) = u(n,a)(-) em C(T,V), para todo (n,a) € V x A.
A fungiou : Vx A = C(T,R") € continua e tem wma derivada continua, que
representamos por ', em V X A.
Paran€eV, AqE?R",aEIi, Na € RE, e
p(r) = ¥(n,0): (An,La)()
= ((n,a);(An, La))()
onde a tltima expressdo representa a derivada de u no ponto (n,a) e segundo @

diregio (An, Da), tem-se

p0)= [ fualr,ulma) () )p(r), D) dr & Bn (t€T). (D
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As equagdes 2.1 e 2.2 definem y(t) e p(t) como solugoes, respectivamente, das

equagdes diferenciais:

§(t) = ft,y(t),a) aeteT; ylto)=n

(O = flbum @) apt)+ fltuma@,0de e teT
p(to) = An

onde a.e. (almost everywhere), significa que a equagao é satisfeita no conjunto T' a

menos de um conjunto de medida nula, em relagdo & medida de Lebesgue.

Em particular, quando f(t,v,a) = A(t)v,sendo A(t) uma fungdo matricial, a solugao

para a equagdo em y é dada por:

y(t) = (¢, to)n

onde ®(t, o) é a matriz de transigdo de estado associada i equagao diferencial, mais
precisamente, é a tinica solugdo da equagao matricial diferencial:

o .
_3_t @(t,to) = A(t)q’(f,fo)
B(to,t0) = I ( matriz identidade ).

Neste caso, a solugdo da equagio diferencial depende linearmente do estado inicial

e vem naturalmente:
p(t) = u'(n) - Dy (t) = u(On) () = @(t,to)On-

No caso mais geral, p(t) é a solugdo de uma equagao diferencial obtida a partir da

linearizagao de f em relagdo a u(n,a)(t) e a. A sua expressao € agora:
- -
p(t) = B(t,t0)An + [ B(t,) fols,u(n, a)(s), ) ds
Q

onde & é a matriz de transigao de estado associada a & = fo(t,u(n, a)(t),a)z.

2.4 Multifuncoes e Trajectorias

Uma multifuncio I': § C ®™ => R" é uma aplicagao de S nos subconjuntos de R".

Para cada z em S, ['(z) é um conjunto em R". O seu grafico, que representa,mos
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por GrafT, é o conjunto
GrafT :={(z,y) :z € S,y € T(z)}-

T sera fechada, compacta ou ndo vazia em S desde que, para cada z em S, o conjunto

I'(z) tenha essa propriedade.

Uma multifungio T' : § € ™ = R" diz-se ser mensuravel se, para qualquer conjunto

aberto C em R", o conjunto
{ze S:T(z)NC # 0}

é um conjunto mensuréavel de Lebesgue. Se nesta defini¢ao substituirmos conjunto
aberto por conjunto fechado ainda se obtém uma definigao equivalente para multi-

funcio mensuravel.

O teorema seguinte, conhecido como Teorema da Seleccio Mensuravel, afirma a
possibilidade de seleccionarmos um elemento de cada conjunto I'(z) de forma a
obtermos uma funcio mensuravel (em relagdo a medida de Lebesgue). Esta funcao

é designada por selec¢do mensurdvel da multifungdo T.

Teorema 2.4.1 Seja T' mensurdvel, fechada e ndo vazia em S. Entao, existe uma

fungdo mensurdvel v : S — R, tal que y(z) pertence a I'(z) para todo o z em S.

Quando a multifungdo ndo é fechada é possivel ainda garantir a existéncia de uma tal
seleccao mensuravel, atendendo as propriedades do seu grafico. O resultado seguinte,
Auman [3], estd neste contexto e pode ser encarado como uma generalizagao do
teorema anterior. De facto, quando T é fechada, a sua mensurabilidade implica que
o grafico é £ x B mensurdvel. £ x B representa a o-4lgebra dos subconjuntos de
R™ x R, gerada pelos conjuntos da forma M x N, onde M é um subconjunto de

Lebesgue de ®™ e N é um subconjunto de Borel de ™.

Teorema 2.4.2 Seja I' uma multifungdo definida num conjunto mensurdvel S C
™ e tomando valores nos subconjuntos ndo vazios de ™. Suponha-se que o grdfico

de T € L x B mensurdvel. Entdo, I' admite uma selecgdo mensurdvel.

Rockafellar [23], prova alguns resultados interessantes sobre mensurabilidade e se-

leccbes mensuraveis.
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Uma multifuncio I' diz-se ser de Lipschitz, de caracteristica K em S se, para quais-
quer T, e T2 em S e para qualquer y; em ['(z;), existe um elemento y, em ['(z2) tal
que

ly1 — y2| < K |21 — 22,
onde | - | representa a norma Euclidiana no espago respectivo. No caso particular
da multifuncio ter como imagens conjuntos singulares, esta defini¢do reduz-se a

definicio usual de funcdes de Lipschitz, equagao 2.3.
Dado © C R x R", sejam S e Q; os conjuntos definidos por:

S = {t:(tz)€ N para algum z € R"}
Q = {z:(t,z) €N}

O conjunto Q é chamado um tubo se S é um intervalo [a, b] e se existir uma fungao
continua w(t) e uma fungdo positiva e continua €(t) em [a, 8] tal que Q¢ = w(t) +
€(t)B, pa.ra.l t em [a,b]. ( B representa a bola aberta, centrada na origem e de raio
unitério.) Nesse caso, {2 diz-se um tubo em [a, b].

Se z(-) é uma fungdo continua em [a,b] e € > 0, 0 € - tubo em redor de z(+) , que

representamos na forma 7 (z;¢€), € o tubo definido por

s {(t,7):a <t <b, Z€z(t)+eB}

Uma funcdo continua z(-), definida em [a,b] e tal que (t,z(t)) pertence a { para
todo t em [a, b], diz-se estar em Q. Note-se que se uma fungio continua, z(-), esta

num tubo , entdo  também contém 7 (z;¢), para algum € > 0.
Definigio 2.4.1 Seja Q um tubo em [a,b]. A multifungdo F : Rx R" — R, diz-se
ser mensurdvel de Lipschitz em ), desde que:

(i) Para cada z em R*, a multifungio t — F(t,z) € mensurdvel em [a, B];
(ii) Existe uma fungdo integrdvel k(t) definida em [a, b] tal que, para cadat em [a, b],

a multifungdo z — F(t,z) € ndo vazia e de Lipschitz de caracteristica k(t) em .
Associada & multifuncio F é definida uma fungdo distancia, p: @ x " — [0, 00]:
o(t,2,v) = inf{lo — 3l : y € F(t,)}.

No caso particular de F(t, z) ser fechada e ndo vazia, um elemento v € R" pertencera

a F(t,z) se e s se p(t,z,v) = 0.
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Se F(t,z) é mensuravel de Lipschitz, a fungao p(t,z,v), como fungao de ¢ € men-

suravel, para cada = e v fixos, e satisfaz a seguinte relagao:

|p(t, 21, v1) — p(t, @2, 02)| < k(t)|z1—@a| + o1 —v2| V(t,21), (2, 72) € @, Vo1, 02 € R™.

Uma funcdo z : [a,b] — R", absolutamente continua é designada por arco. Um
arco é portanto uma fungio que tem derivada Z(t), em quase todos os pontos do
intervalo onde est4 definida e que é o integral da sua derivada. Representamos por

AC*([a, b]; R™), o espago das fungdes com estas propriedades.

Ao arco z associamos a norma do supremo, definida por

lle(-)l = max{|z(t)| : @ < t < b}.

Uma trajectdria para a multifungio F(t,z) é um arco z tal que, para quase todo o

t € [a,b], #(t) pertence ao conjunto F(t,z(t))-

O teorema seguinte estabelece a existéncia de trajectérias para uma multifungéo F
a partir de arcos suficientemente préximos num dado sentido. A constante M e a

fungdo pr(z) sdo definidas por

M = exp{ j " k(t) di) pr(z) = j "t 2(8), (1)) dt

onde k(t) é a constante de Lipschitz da multifuncao.

Teorema 2.4.3 Seja F' uma multifungdo mensurdvel de Lipschitz no tubo Q0.
Se z € um arco tal que T (z;€) estd contido em (1, e se pr(z) < 57, entdo eziste uma

trajectéria y para F' que estd no tubo T(z;¢€), com y(a) = z(a) €

le—ul < [ 1) =i dt < Mpr(a)

9.5 Calculo nao Diferenciavel
C

Fungdes nio diferencidveis ndo admitem, por definicio, derivada. Para estas fungdes,
resultados cldssicos que envolvem tal conceito, como por exemplo resultados de
optimizagao, deixam naturalmente de ser validos. B possivel, no entanto, estabelecer

generalizagdes da teoria cldssica que permitem o tratamento de tais fungdes.
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Seja X um espago de Banach e ¥ um subconjunto se X. Uma fungao f: Y — R

diz-se ser de Lipschitz, ou Lipschitz continua, de caracteristica K, se satisfaz:
If(y) - f@)| < Klly—=zll Vyz€Y (2.3)

Uma funcio f é de Lipschitz de caracteristica K numa vizinhanca de z € X se, para

algum € > 0, f satisfaz 2.3 com Y =z + eB.

Seja f de Lipschitz numa vizinhanca de = € X e v um vector qualquer de X.
A derivada direccional generalizada de f na direcgdo de v, que representamos por

f%(z;v), é definida da seguinte forma:

fo(SC;'U) =hm8upf(y+tv)__f(y)

y—z 13
t10

1

onde y é um vector de X et é um escalar positivo.

Note-se que esta defini¢do nao obriga a existéncia de qualquer limite e difere da

derivada direccional tradicional na medida em que agora, ¥y pode também variar.

A funcio f° satisfaz algumas propriedades basicas que facilitam a sua manipulagao.

Proposigio 2.5.1 Seja f uma fungdo de Lipschitz de caracteristica K, numa vizi-

nhanga de z. Entao,

(a) A fungdo v — fO(z;v) € finita, homogénea positiva e subaditiva em X. Satisfaz
ainda a relagdo: | fO(z;v)| < Kl|v||.

(b) f°(z;v) € semicontinua superiormente como fungdo de (z,v) e, como fungdo de
v apenas, € Lipschitz continua de caracteristica K em X.

(c) f(z;—v) = (—f)(z;v)-

Qualquer funcdo subaditiva e homogénea positiva em X majora sempre uma fun-
cional linear em X, [17]. Podemos assim garantir a existéncia de pelo menos uma
funcional linear ¢ : X — R, tal que, para todo o v em X, f%(z;v) > ((v). Das pro-
priedades de f° resulta que tal funcional é limitada e portanto pertence ao espago
dual de X. O gradiente generalizado de f em z, denotado por 8f(z), é o subconjunto

nio vazio de X* definido por
of(z) = {C € X" : f°z;v) = < (,v> paratodov € X} ,
onde < (,v > representa ((v).
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A caracterizacio do gradiente generalizado dada pelo teorema seguinte revela-se de
particular importéancia, na medida em que facilita bastante o célculo de df(z) em
espagos de dimensdo finita. Quando X = R", o seu dual pode ser identificado com
o préprio espago e o conjunto df(z) encarado como um subconjunto de ®*. O
Teorema de Rademacher estabelece que, uma fungio definida num conjunto aberto
de ®" e Lipschitz continua nesse conjunto, é diferenciavel em quase todos os pontos
(abreviadamente, a.e.), no sentido da medida de Lebesgue. O conjunto dos pontos
onde f nao é diferencidvel é denotado por {1y e € portanto um conjunto de medida

nula.

Teorema 2.5.1 Seja f : R* — R, Lipschitz continua numa vizinhanca de z. Seja

S um subconjunto qualquer de R™ com medida de Lebesgue nula. Entdo,

df(z) = co{limVf(z:):zi ~ z, z: ¢ 5,7 ¢ Qf} (2.4)

A equagio 2.4 deve ser interpretada da seguinte forma: considere-se uma sucessao
qualquer z;, cujos elementos sdo pontos que nao estao em S e onde f é diferenciavel,
convergente para z, e tal que a sucessao dos respectivos gradientes, V f(z;), converge.

A cobertura convexa destes limites é 9f(z).

O gradiente generalizado satisfaz algumas propriedades basicas:

Proposigdo 2.5.2 Seja f de Lipschitz de caracteristica K, numa vizinhanca de
z € X. Entao,

(a) 8f(z) € um subconjunto de X*, ndo vazio, convezo, fracamente* compacto e
l¢]l. € K para todo ¢ € 9f(z).

(b) Para qualquer v € X tem-se

fO(z;v) = max{< {,v>: (€ 9f(z)}-

A generalizagio de alguns resultados classicos de optimizagdo para fungdes de Lips-

chitz, surge agora em termos do gradiente generalizado.

Teorema 2.5.2 Seja f : X — R uma fungdo Lipschitz continua. Se f atinge um

minimo ow um mdzimo local em z, entdo 0 € df(z).
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Dado um subconjunto C' de X, ndo vazio, vectores tangentes e vectores normais a
C podem ser definidos a custa da derivada direccional generalizada e do gradiente
generalizado de uma fungdo. A fungdo que permite a defini¢do de tais conceitos

geométricos é naturalmente a fungao distancia, dg(.) : X — R, definida por:

do(z) = inf{|lz — ¢ : c € C}.

A funcdo d¢ ndo sendo diferencidvel, é uma fungao de Lipschitz de caracteristica 1.

Tem sentido entdo definir para um ponto z € X:
Um vector v € X diz-se tangente a C em z, se dx(z;v) = 0.

O conjunto de todos os vectores tangentes a C em z, denotado por T¢(z), € um

cone convexo fechado que contém sempre o elemento zero de X.

Por polaridade com T¢ (), define-se o cone normal a C em z:

Ne(z)={( € X~ : <(,v>< 0 para todo v € Te(z)}
No caso particular de C ser convexo, a analise convexa define um vector normal a C
em z, como sendo um elemento ¢ € X* tal que < ¢,z —c¢> > 0 paratodoc€C.

Para estes conjuntos as duas nogdes de normalidade coincidem.

Proposigao 2.5.3 Se C € convezo, No(z) coincide com o cone dos vectores nor-

mais no sentido da andlise conveza.

A generalizagdo do resultado cléssico sobre optimizacdo restricta para fungdes de

Lipschitz, vem agora na seguinte forma:

Proposigio 2.5.4 Seja f de Lipschitz numa vizinhanca de = e suponha-se que f,

quando restricta a C, atinge um minimo em . Entdo, 0 € 0f(z) + Ne(z).
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Capitulo 3

Problema de Controlo C)ptimo

com Restricoes
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Neste capitulo vai ser apresentado o problema de controlo éptimo que servira de base
ao estudo efectuado neste trabalho. Depois de algumas breves consideragdes sobre
problemas de controlo éptimo em geral, é formulado o problema e sao indicadas as
hipéteses bésicas a que estdo sujeitos os elementos nele envolvidos. O Principio do
Maximo, fornecendo um conjunto de condigoes necessarias a serem satisfeitas pela
solucdo 6ptima, resulta trivial para o problema em questao. A andlise desta situagao

constitui a parte restante do capitulo.

3.1 Problema de Controlo Optimo

Num problema de controlo éptimo a palavra controlo refere-se a um elemento u(-),
de uma dada classe de fungdes U, definidas num intervalo [a,b] e tomando valores
num conjunto dado, @ C ™. A'cada controlo € associado um arco z(-), designado

por estado, através da equagdo diferencial e condicao inicial:

:I}(t) = f(t,:r:(t),u(t)), w(a) = To, (31)

onde f é uma dada fungao e o ponto Zo pode ser escolhido de entre os elementos de
um dado conjunto, Co.
O problema de controlo éptimo consiste em determinar u(-) e zo, e portanto z(-),

de forma a minimizar uma funcional do tipo

e + [ Flt,(t)ult) d

sujeito & condigio de z(b) pertencer a algum conjunto dado, C;. Outros tipos de

restricoes, envolvendo o estado e o controlo podem ainda surgir.

Uma larga classe de sistemas fisicos é modelizada por equagdes diferenciais nas
quais surgem parametros que tomam valores apenas num determinado dominio. E
neste contexto que a equagao 3.1 é tratada. A introducio do conjunto £, que pode
ser muito genérico, explica, em grande parte, a larga aplicagdo dos problemas de

controlo éptimo.

A formulagio original do Principio do Maximo na teoria do controlo éptimo, devida
a Pontryagin e seus colaboradores [20], aplicava-se a problemas com restri¢cdes muito
bésicas e foi demonstrado mediante hipdteses que exigiam para as fungdes envolvidas,

propriedades muito regulares.
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Desenvolvimentos posteriores levaram ao enfraquecimento das hipéteses e a inclusao

de uma classe mais larga de restrigoes, de forma a estender a aplicabilidade do mesmo
principio [7], (8], [9], [12], [24].

Os problemas que vao ser estudados, assentam essencialmente na seguinte formula-

gao:

Minimizar g(z(b))

tal que
#(t) = f(t,2(t),u(t)) ae. t€[a,] (3.2)
(P) z(a) = Zo
u(t) € Q a.e. t € [a,b
h(t,z(t)) <0 para todo t € [a, b]
d(z (b)) < 0. (33)

A funcdo custo, g, a ser optimizada € fungao apenas do estado final, z(b). Trata-se de
um problema de Mayer, como habitualmente é designado na literatura. A inclusao
de um termo integral na fungdo custo nio é, de uma maneira geral, restrictiva,
na medida em que, definindo uma nova variavel de estado, podemos reformular o
problema como um problema de Mayer. Esta técnica sera utilizada no Capitulo 3,

quando tratamos um problema do Célculo Variacional.

O estado final est4 sujeito a restrigdes do tipo ” < ”. No Capitulo 6 é considerado

o caso em que esta restri¢do se reduz a uma igualdade.

Os dados, a especificar, sao:

Um intervalo [a,b] € R, fungdes f : [a,b] X RPx R = R A g, xR - Re
d: ®" — R* um subconjunto & C R™ e um ponto o € R™.

O vector de restrigdes no ponto final, 3.3, é interpretado no sentido usual, de restri-

¢Oes sobre cada componente.
Defina-se o conjunto de fungées de controlo,
U := { fungdes mensurdveis u : [a,b] = R™ : u(t) € Qae. }.

Ao par de fungdes (z,u) constituido por uma funcio z € AC'([a,b;R") eu € U,
para as quais a equagao diferencial 3.2 é satisfeita chamamos processo. A compo-
nente z de um processo designa-se por trajectdria. Um processo para o qual todas

as restricoes do problema (P) sdo satisfeitas é chamado um processo admissivel.
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Um minimizante, (Z, %), é um processo admissivel para o qual g(z(b)) atinge o seu

minimo sobre todos os processos admissiveis (z,u)-
Suponha-se que as seguintes hipSteses sao satisfeitas :

(H1): ¢ — f(t,z,u) é continuamente diferenci4vel para (¢, u) fixo, (t,u) — f(t,z,u)

& [ x B— mensuravel para z fixo e f e f, sdo limitadas em conjuntos limitados .
(H2): g e d sao fungdes continuamente diferencidveis .
(H3): © é um conjunto limitado de Borel .
(H4): z — h(t,z) é diferenciavel para ¢ fixo e h e h, sdo continuas .
(H5): f(t,z,Q) é convexa para cada ¢, z, fixos.

A hipétese (H1) sobre f estd intimamente relacionada com a equagéo diferencial a
que esté ligada. Questdes sobre existéncia e sensitividade da equago a perturbagdes

podem ser resolvidas mediante esta hipotese.

A hipétese (H5) surge usualmente ligada a questdo de existéncia de solugao para o

problema de controlo ptimo. Trata-se de uma hipédtese essencial nesse contexto.

A regularidade imposta as restantes fungoes envolvidas tem a ver com a abordagem
que vai ser utilizada no tratamento do problema. Sendo verdade que para construir
qualquer teoria é necessario impor uma regularidade minima aos elementos envolvi-
dos, existe a preocupagao de tentar que a mesma teoria se possa aplicar ao maior
nimero possivel de problemas. Assim, problemas do tipo (P) tém sido estudados
mediante hipéteses cada vez mais fracas. Em 8], Clarke deduziu um Principio do
Méximo para o problema (P) em que g é localmente Lipschitz continua, f como
funcio de x, é Lipschitz continua de caracteristica k(t,u), para alguma fun¢ao men-
suravel e de valores reais k(t,u), h é semicontinua superiormente como funcdo de
(t,z) e como fungio de z é Lipschitz tontinua. Nestas condicdes, foram utilizadas
na deducdo do Principio do Méximo, elementos de calculo nao diferenciavel.

Num ambiente de calculo nao diferenciavel, insere-se também o Capitulo 7. Aqui,
é deduzido um Principio do Maximo nao trivial quando g e d sdo fungdes Lipschitz

continuas.
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3.2 Principio do Maximo

Como j4 foi referido anteriormente, o Principio do Méximo estabece um conjunto
de condicoes necessarias, a serem satisfeitas pela solugdo éptima do problema de

controlo optimo.

Diz-se que (Z, @) satisfaz as condigoes do Principio do Maximo com multiplicadores
(p,p,a, ) se p € ACY([a,b]; R"™), p é uma medida representando um elemento de
C*([a,b)(= C*([a,b]; R)), dual do espaco das funges continuas definidas em [a, ]

e com valores em R, a € R* e A € R tais que

p>0, >0, A20,

~i(t) = (p(t) + [, hels3(6) u(dS)) Ft3(0),80),  ae t€ ol

para quase todo t € [a,b], a funcao

wm (04 [, b3 (de)) - (&30, (34)

o)

atinge o seu méaximo em {2 quando u = a(t),

supp{p} C {t € [a,8] : h(t,2(t)) = O}, (3-5)
a; =0 se d'(z(b)) <0

NCCRY D) d9)) = TED) H 0O ()

[“!bl

A expressio supp{p} representa o suporte da medida p. Assim, p(B) = 0 para

qualquer conjunto mensuravel B que ndo intersecte o conjunto descrito em 3.5.
O Principio do Maximo, [8], estabelece o seguinte:
"Mediante as hipéteses H1-H5, o minimizante satisfaz as condicdes do Principio

do Maximo com multiplicadores (p, g, @, A), para os quais

|ules + lal + A > 0% (3.7)

Estas condi¢des podem considerar-se como uma generalizagdo a dimensao infinita
dos multiplicadores de Lagrange para problemas de dimenséo finita. A cada restrigao

¢ associado um multiplicador de dimensao e caracteristicas adequadas.
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Sendo (P) um problema de optimizagdo sobre um espago de fun¢ées, a maximizagao
descrita por 3.4 é efectuada sobre um subconjunto de R™, constituindo por isso, um
problema de dimenséo finita. Esta condicio é essencial, fornecendo em muitos casos
um ponto de partida na pesquisa do éptimo para (P). E usualmente designada
na literatura por condicdo de maximizacao do Hamiltoniano. Definindo a funcao
Hamiltoniana (ou Hamiltoniano de Pontryagin), H, : [a,b] X " x £* x R™ — K,
por

Hy(t,z,p,u) == < p, f(t,z,u) >

é a maximizagao desta fungdo que esta em questao, em relagio a variavel u e quando

(t,z,p) é um determinado ponto relacionado com o éptimo.

As hipdteses consideradas sobre f e h garantem a existéncia de p como solugao da
equagao diferencial a que esta sujeito.

Condigoes necessarias, envolvendo um conjunto de parametros a determinar, e equa-
¢Oes do préprio problema, constituem um conjunto ”razoavel ” de condigdes, capa-
zes de fornecer candidatos a optimo. Supondo que a equagdo 3.4 consegue definir
u(t) como funcao de p(t) e u, passamos a ter duas equacoes diferenciais com as
respectivas condigoes fronteira, as restricoes do problema associadas a h e d e as

condigoes sobre p e a. Daqui resultarao os candidatos a z, p, «, p e A.

E evidente que as condigdes do Principio do Maximo sdo sempre satisfeitas quando
os multiplicadores sdo todos nulos. No entanto, nenhuma informagao para a solugao
Sptima € obtida neste caso. O Principio do Maximo garante a existéncia de multi-

plicadores para além destes triviais.

Em determinadas situagdes surge um outro tipo de trivialidade que néo é considerada

pelo Principio do Maximo, tal como foi enunciado.

Considere-se o caso em que o estado inicial pertence a fronteira do conjunto de

restrigoes de estado, ou seja

h(a,zo) = 0.

E simples verificar que quando isso acontece o minimizante (Z, %) satisfaz as condi-

¢oes do Principio do Maximo com os multiplicadores triviais ndo nulos:
p(t) = —hs(a,z0), p=6bpp a=0 e A=0, (3.8)

onde é,) representa a medida unitaria concentrada no ponto a.
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Nenhum dos autores mencionados apresenta condigbes necessarias para problemas
com restri¢des que fornecam informacdo sobre minimizantes, quando esta situagao

Ocorre.

Problemas deste tipo, com restrigdes de estado e ponto inicial fixo, sobre a fronteira
do conjunto de restrigoes, surgem por exemplo pela aplicagao da metodologia de
horizonte rolante, no calculo de controladores realimentados estabilizadores, para
um sistema dindmico, £ = f(¢,z,u), sem serem violadas restrigdes de estado e
controlo do tipo, u(t) € Q e h(t,z(t)) < 0. De acordo com tal metodologia {18], a

lei de controlo realimentado no instante ¢ = 7 e estado z = £, nomeadamente

u(t) = T(7.£),
é obtida através da resolu¢do de um problema de controlo éptimo da forma

Minimizar 777 (|z(¢)|* + k|u(t)|?) dt
tal que
z(t) = f(t,z(t),u(t)) ae ter,7+T]
u(t) €N ae te[r,7+T]
h(t,z(t)) <0 Vie[r,7+T]
z(r)=¢
Obtém-se um minimizante (y(t),v(t)) 7 <t < 74 T. O horizonte T e a constante

k sdo parametros fixos. O controlo realimentado é entao escolhido como

T(7,€) = v(t) |e=r -

O problema de controlo 6ptimo envolvido pode ser reformulado como um problema
do tipo (P). Se, como seria de esperar, a trajectéria de estado gerada pela abor-
dagem horizonte rolante atinge a fronteira da regido dos estados admissiveis, surge
entio a necessidade de resolver um problema de controlo éptimo com ponto inicial

fixo (7,€) na fronteira da regido de estados admissiveis.

Problemas deste tipo sao ainda encontrados na resolugio de um problema com res-
tricdes de estado, quando se constroi uma solugio da equagio de Hamilton-Jacobi
via “campos de extremos”. Neste caso, devem ser encontrados processos admissiveis
que satisfazem o Principio do Maximo de uma forma “normal” ou ndo trivial, para
problemas com a restri¢ao sobre o ponto inicial z(7) = £, e quando (7,£) percorre
a regido dos estados admissiveis. Encontrar tais processos para pontos na fronteira

desta regido faz surgir o tipo de situagdes que sdo abordadas neste trabalho.
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Capitulo 4

Principio do Maximo nao Trivial
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No capitulo anterior foi formulado um problema de controlo éptimo, (P), e apresen-
tada uma situagdao em que o Principio do Maximo nao fornece qualquer informagao
util na determinagdo da solugdo do problema. De facto, quando o estado inicial esta
na fronteira da regido de admissibilidade, existe um conjunto de multiplicadores
satisfazendo trivialmente as condigdes necessarias de optimalidade definidas pelo
Principio do Maximo. Neste capitulo é feito o estudo do problema (P), quando essa

situacdo esta presente.

Comecamos por apresentar uma série de resultados que asseguram a existéncia de
outros multiplicadores para além dos triviais, desde que uma certa qualificagao das
restricdes seja satisfeita. O Principio do Maximo a que se faz alusido nestes resulta-
dos, toma a forma j& enunciada na secgdo 3.2. Também as hipéteses H1-H5 que vao

ser consideradas foram ja expostas no capitulo anterior.

Na seccdo 4.2 é feita a demonstragao desses resultados.

4.1 Condigoes Necessarias nao triviais

Seja (Z,%) um minimizante para o problema (P) e suponhamos que o estado inicial

estd sobre a fronteira da regido dos estados admissiveis, ou seja
h(a,zo) = 0. (4.1)

Como ja foi observado, quando 4.1 acontece (Z, @) satisfaz as condigdes do Principio
do Maximo com os seguintes multiplicadores triviais (ou versdes escalares dos mes-
mos):

p(t) = —hz(a,20), p=96ny, a=0e A=0.
Vejamos entdo como podemos garantir a existéncia de outros multiplicadores que
possam dar informacgao sobre a solugido do problema.

Dado um conjunto mensuravel A C R e f uma fungdo definida em A e tomando
valores em R, mensuravel, o supremo essencial e infimo essencial de f em A sdo

definidos da seguinte forma:

esssup [ = inf{ sup g(t): g(t) = f(t) a.e.t € A, g mensuravel }
A ted
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essinf f = — esssup (—f)
A A
Teorema 4.1.1 Seja (Z,@) um minimizante para (P) e considere-se que as hipdte-
ses H1-H5 sao satisfeitas.
Suponhamos que,
(CQ) : h(a,zo) =0 € existe v’ € U tal que

lirr}f ess sup  hz(a,xo) - [f(s, o, u'(3)) — f(s,z0,a(s))] < 0.
ey a<s<a+te

Entao, (Z,u) satisfaz as condigées do Principio do Mdazimo, com multiplicadores

(p, @, X) para os quais
f( " p(ds) + |l + X #0 . (4.2)

Teorema 4.1.2 As conclusées do Teorema 4.1.1 permanecem wvdlidas quando a

qualificagdo de restrigées (CQ), € substituida por

(CQ)2:3 t € (a,b] tal que h(t,z(t)) <0 VtE€E (a,t].

Note-se que, a novidade na equagdo 4.2 esta no facto de a medida p ser integrada
sobre o intervalo semiaberto (a,b], excluindo desta forma os multiplicadores para

os quais @ =0, A = 0 e g esta concentrada no ponto a.

Como interpretar (CQ); 7

Se t — f(t,zo,u) for uniformemente continua em ¢t = a, para u € (2, esta condigao
€ equivalente a condicdo (CQ); seguinte:

(CQ);i : Existe v € Q tal que

he(a,zo) - f(a,zo,v) < lim  ess inf h:(a,zo) - f(s,z0,u(s)). (4.3)

e a<s<a+te
Consideremos o caso em que h nio depende de ¢, isto é, h(t, ) = h(z) para alguma
funcio k, e h(Z(t)) = 0 numa vizinhanga relativa de t = a em [a, 8]. Isto significa
que Z(t) permanece na fronteira da regido admissivel, préximo de ¢ = a. Entao,

nessa vizinhanga, %fa(:ﬁ(t)) = 0 a.e. e portanto

d =
 lim  essinf — A(Z(s)) =0,
et a<s<ate ds
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vindo o segundo membro de 4.3 nulo.

(CQ); toma neste caso a forma: existe v €  tal que
ho(z0) - f(a,zo,v) < O.

A qualificacdo de restrigées (C'Q); estabelece assim a existéncia de um valor para
o controlo que “puxa” o estado da fronteira, num angulo néo nulo, mantendo-o na

regiao admissivel.

Em contrapartida, (CQ)2, quando h(a, zo) = 0, considera o caso em que a trajectéria

minimizante T “abandona” a fronteira imediatamente.

Os teoremas seguintes definem condigdes mediante as quais é garantida normalida-
de, a propriedade de os multiplicadores serem tais que A # 0. Quando A = 0, €
de esperar que o Principio do Maximo néo identifique minimizantes, uma vez que a
funcao custo ndo intervém nas condigdes necessarias. Os teoremas 4.1.1 e 4.1.2 nao
cobrem este caso, permitindo que multiplicadores como A =0, « # 0 ou, A =0 e
Jiapy #(ds) # 0 estejam associados & solugdo optima.

As novas condigdes sdo descritas em termos das equagdes dindmicas, linearizadas

em relacdo as variaveis de estado. Para v € (1, defina-se,

A fu(t) = f(t,2(¢),v) — f(2, Z(¢), a(?)). (4.4)
Dado uﬁ controlo u € U, seja y, a solugdo, unica, absolutamente continua, do
sistema
vu(t) = fa(t,Z(8),u(t)) - yult) + Afupy(t) (4.5)
yu(a) = 0.

Teorema 4.1.3 Seja (Z,) um minimizante para (P) e considere-se que as hipdte-
ses H1-H5 sdo satisfez'taé.

Suponhamos que

(CQ)a: h{a,z¢) =0 e eziste u’' € U tal que

IiI(')n+ ess sup  hz(a, o) - [f(s,%0,4'(5)) — f(s,20,8(s))] < 0.

e a<s<a+te
hao(t, 5(t) - yuw(t) <0 Vi€ (a,b]N {t € [a,b] : h(t, (t)) = 0}
& (Z(0) - yuw(d) <0 se d'(3(b) = 0. (4.6)
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Entdo, (Z,4) satisfaz as condigoes do Principio do Mdzimo com multiplicadores

(p, #, @, A) para os quais A # 0.

Teorema 4.1.4 Os resultados do Teorema 4.1.3 permanecem vdlidos quando subs-
tituimos a qualificagdo de restrigoes (CQ)s por:
(CQ)4: Existe t € (a,b] e v’ €U tal que

h(t,z(t)) <0 Vi€ (a,t],

ho(t,Z(t)) - yuw(t) <0  VtE (a,b)N{t € [a,b] : h(t, Z(t)) = 0}

d(2(0) - yw(b) <O sed'(z(b) =0. (4.7)

4.2 Demonstragao dos Teoremas 4.1.1 - 4.1.4

4.2.1 Resultados Preliminares

Comecemos por deduzir alguns resultados necessarios para a demonstragio destes

teoremas.

Para cada u € U, y, representa, tal como foi anteriormente definido, a solugdo da
equagio dinimica linearizada. A proposigdo seguinte exprime a forma como fungdes

do tipo Z + ey, sdo préximas de trajectorias para o problema (P).

Proposigao 4.2.1 Seja u € U, qualquer. Entdo, eziste € > 0 e uma fungdo cres-

cente w : [0, €'] — [0,00), satisfazendo lims)o w(s) =0, com a sequinte propriedade:
A cadaee (0,€') € possivel fazer corresponder um processo (z.,u.) para (P), cuja
trajectoria satisfaz:

max || 2(s) = [5(6) + (o)) | < (- a)ew()  Ve€ o8]

Demonstragao.

Primeiro passo

Comecemos por verificar a existéncia de z. nas condigoes descritas pela proposigao.
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Seja entdo u € U. Para € € (0,1] e € € [0, €], considere-se a equagao

2(t) = f(t,2(t),ult)) + e[f(t, 2(2), u(?)) — f(t,2(t), u(t))]
z(a) = =o. (4.8)

A tnica solugio desta equagdo é ainda solugdo da inclusdo diferencial
#(t) € F(t,a(1)) (4.9)

onde F(t,z) é a multifungdo de valores simples,

F(t,z) = {f(t,z,a(t)) + e[f(t, 2, u(t)) - f(t,2,u(t))]} (4.10)

A solucio da inclusdo diferencial 4.9, que satisfaz z(a) = o, tnica neste caso, esta
nas condigoes especificadas pela proposicao.
Para verificar esta afirmagdo, vejamos que estdo criadas as condigdes de aplicabili-

dade do Teorema 2.4.3, sobre trajectdrias aproximantes.

Fixe-se t e considere-se o intervalo [a, t].

Designe-se por 7(Z;a), o tubo centrado em Z e raio o > 0, onde « é qualquer,
escolhido de forma a que as hipdteses (H1)-(H5) sejam validas nesse tubo.
Defina-se ||z|| como o maximo de |z(s)| em [a, t] ou seja, considere-se a norma "oo”

no espago das fungdes continuas definidas no intervalo [a, t].

Da definigao de y, resulta,
|Z+eyu—Z| =€) yull < 2€[exp{K(t —a)} —1]

onde

K= =(1
max{[ab]xT(za)xﬂ f(t,,u) [ b]x‘I'(:c a)x folt,, u)}

Para v > 0,

2E€ET(Z+eyu;v) & |z—T—ey <v
= |lz—Z|| <v+ely]l <v+2e[exp{K(t-a)}-1].

Assim, para

e<e < L d &1 & r= 5
4lexp{K(b—a)} 1] ’ 2
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vem,

+ey, € T(Z50)
T(Z+ey,;v) C T(Z;0)

A multifuncio F, definida por 4.10, é mensurdvel em relagdao a variavel s no inter-
valo [a, t] e, como fungdo de z, é Lipschitz continua de caracteristica K, no conjunto
T,(z;a),a < s < t.

Para o intervalo [a, t], considerem-se as fungdes, ja definidas no Cap. 2,

t
p(s,2,0) = inf{lo —y| :y € Fls,2)} e pr(e) = [ pls,2(s),d(s))ds.
a
Note-se que, como F(s,z) é de valores simples, o infimo na expressdo anterior é
obtido calculando o dnico elemento do conjunto.

Diminuindo o valor de ¢, se necessario, de forma a que

' «

€< 16K (b—a)exp {K(b—a)}exp {K(b—a)} —1]

tem-se,

pr(@ +eys) = [fo 1f(s,2(s),(s)) + efals, Z(s), ©(s))yu(s) + €[ (s, 2(s), u(s))—
f(s,2(s), u(s)] — f(s,2(s) + eyuls), uls))~
e[f(s,2(s) + eyuls), u(s)) — f(s,2(s) + eyu(s), u(s))] || ds

< f (s, 3(s) + eyals), a(s) — (s, 2(s), u(s))—
efs(s,%(s), a(s))yu(s)|| + emax || fo [legu(s)l]
+emax || fz|| [leyu(s)l| ds

< 4Ké [exp{K(b—a)} —1](t —a)+
Ji I fo fols,2(s) + leyu(s), (s))eyu(s) di—
efz(s,2(s), a(s))yu(s)| ds

< 4Ké [exp{K(b—a)} —1](t —a) + €[, g(s,€)ds

< v

exp {f: Kdt}

onde

9(5,6) = l9u( [ 17a(5,3(5) + lega(s), 5(s)) = s, 3(s), s))
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Finalmente, aplicando o Teorema 2.4.3, conclui-se que, para € < €' e € menor que

wn {1’ 4[(exp {K(b—a)} —1] " 16K(b—a)exp {K(b—a)}[exp{K(b—a)}— 1]}

existe uma trajectéria z, para F, contida no tubo 7(Z + ey ;¥ = %), com

z.(a) = Z(a) e

max ||z(s) — (Z(s) + eyu(s))l| < (¢ — a)ew(e)

a<s<t

onde,
w(e) = 4Keexp{K(b—a)} [exp{K(b—a)} — 1]+

exp{K(b—a)} sup ft g(s,€)ds .

tE(ﬂ.blt —aJa

A fungao w assim definida é uma funcio limitada e satisfaz: lim,jo @(€e) = 0.

De facto,

0 < étﬂl t—afn g(s,€)ds
]_ t 1 ' _
= [ o)l [ 155, 2(s) + leyals), 8(s)) -
fo(s,3(s),a(s))l| I ds
2 b 1 _ _
S s i oK@ =a}=1) [ [T1/(53(6) +leru(s),2(s)

—fz(s,%(s),u(s))| dl ds

A aplicagdo do Teorema da Convergéncia Dominante de Lebesgue, Rudin [25], per-

mite concluir,

tim [ [ 11£(5,2(6) + lea(s), () = Fe(s, (o), Al ds = 0.

€l0

Por outro lado, a fungdo t — ;£ [exp{K(t — @)} — 1] é limitada em (a, }]. E facil

concluir agora que @ tem as propriedades proclamadas anteriormente.
Se definirmos w(€) = supjp,qW(A), obtém-se uma fungao nas condigdes especifi-
cadas pela proposigao.

Note-se que o resultado foi obtido actuando sobre o intervalo [a, t]. Das propriedades
das fungdes envolvidas resulta ficilmente que ao tomarmos outro intervalo [a, '], com
t' > t, a trajectéria aproximante obtida seria igual a z. no intervalo comum [a,1]. A

fungdo z. estd assim bem definida em todo o intervalo [a, b).
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Segundo passo

Provemos que z. é uma trajectéria associada a um processo para o problema (P).

Para isso basta verificar que existe u, € U tal que
T(t) = f(t,ze(t),u(t)) a.e. t€la,b].

Das propriedades de z. e do facto de f(¢,z,f) ser convexo , resulta, para t €

[a,b] a.e.,

ze(t) = (1 — )f (£, z(t), u(t)) + ef (¢, zc(t), u(t)) € F(t, ze(2), ) -

Considere-se a funcéo seguinte, definida em [a, b] x ®™ :
9(t,0) = f(t,2(t),0) = [ (1 — ) f(t,ae(t), A(t)) + ef (2, 2(t), u(t)) ]
e as multifungdes
[:la,b]=>®™ T(t)={ve:gtv)=0}

I':[a,) = R™ T'(t)={veR™:g(t,v)=0}.

' e [ sdo aplicagdes do subconjunto mensuravel [a, b] nos subconjuntos nao vazios

de R™. Os seus graficos estdo relacionados da seguinte forma:
Graf T = {[a,b] x 2} N Graph T". (4.11)

A verificagao da existéncia de uma selecgao mensuravel para o grafico de I' conduz
ao resultado desejado. A continuidade de z(-) e o facto de f ser £ x B -mensuravel,

como funcdo de (¢, u), implicam que as fungdes

(t,0) = ft,2z(t),v) (t,0) = (1 — €)f(t,2(t), 4(2)) + ef (8, 2(1), u(?))

sejam L X B -mensuraveis ([7]).
Daqui resulta a £ x B -mensurabilidade de g(t,v). Assim, por definicdo de fungdo
mensuravel, imagens reciprocas de conjuntos fechados sio conjuntos mensuraveis.

Destes factos se conclui,
Graph T" = g7*(0) € £ x B.
Mas [a,b] x Q é um conjunto £ x B-mensuravel. Da equagdo 4.11 deduz-se entao:

Graph T é L x B-mensuravel.
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Resultados sobre mensurabilidade, Teor. 2.4.2, permitem concluir que I' admite uma

seleccio mensuravel, ou seja, existe u(.) tal que u.(t) € 2 e g(t,uc(t)) = 0.

O par (z., ue) constitui um processo.

A demonstracao esta concluida. ]

Sio estabelecidas em seguida algumas propriedades que vao conduzir a forma final
dos multiplicadores, tal como se apresentam nas condigdes necessarias de optimali-

dade para o problema (P).

Recorde-se a definigio 4.4 de Af,(t). De forma a ndo tornar pesada a notagao,
representamos algumas vezes A fy()(t), quando u € U, simplesmente por A f,(t).

® designa a matriz de transi¢do de estado associada a equagao diferencial linear,

(t) = £t 2(2), 5(t)) - (1)
Proposigao 4.2.2 Seja u € C*([a,b]), a € R*, A€ R e u € U. Entio
Sy B3O vl () + 1o de(2(8) + Aga(E 6] - vuld)
- /[alb] g(t) - Af(t) dt. © (4.12)
Nesta equagdo, q(t) € a fungdo definida por
a(t) 1= [ hels,2())B(s, )u(ds) + [T du(2(5)) + Ag=(2(D)]20,1)
em [a,b) e pela condigio fronteira:
a(b) = [o7d (2()) + Ag=(3(B)).

q(t) pode ser expresso como,

q() :{ —[p(t) + fiay he(s,Z(s))p(ds)] ¢ € [a,b)
~[p(b) + fiay ha(s,E(s)u(ds)] t=b,

onde p € a solugdo da equagdo diferencial
500 = (o) + [, helo,HE)) - £(6,50), 700)

com condigdo fronteira,

~ (o) + [, Aol Tu(de)) = 7 (a(0) + X0
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Demonstragao.

Comecemos por considerar p absolutamente continua em relagdo & medida de Lebes-
gue, isto € dy = mdt para alguma fungao m € L'([a,b]), onde L'([a, b]) representa
o espago das fungdes definidas em [a,b] e tomando valores em R, mensuraveis e
integravelmente limitadas. Neste caso a equagdo 4.12 resulta facilmente da definicao

de y,(t) e das propriedades do integral, como vamos verificar.

Represente-se por « o primeiro membro da equagio 4.12, ou seja,

wom [ heltB0) - yulhm() de + [oTde(2(8) + Mg (EE)] w(8).  (413)

Aplicando o método de variagio das constantes para a resolucido de equagdes dife-

renciais, obtém-se para y, a expressao
ya(t) = ][ 5 2(6:5) B fuls)ds.
a,

Substituindo na expressdo de 7 e efectuando uma mudanga de ordem nas variaveis
de integracdo, vem

w= [, 208 fo) d (4.14)

onde,

q(t) = /[; " hz(s,%(s))®(s, t)m(s)ds + [aT dz(Z(D)) + Ag=(Z(D))]®(b,t).  (4.15)
Definindo p(t) como sendo a fungdo absolutamente continua,

p(t) = — (q(t) -+ » hz(s,Z(s)) m(s) ds) (4.16)

a sua derivada, tendo em conta que 2®(s,t) = —®(s, t) fz(t, Z(t), u(t)) a.e., toma a

forma
B(t) = hem(t) - [f[t Bl he: ®m ds + (O’sz £ '\gr)@(bst)] - f=(t,2(t), 4(t))
—hm(t)
= [p(t) & f[& e ds| - (6 3(0), 50) (4.17)

Ainda da definicdo de p(t) resulta,

_(p(b)-]- he(s, 3(s))m(s) ds) = o d(3(0) + Mg=(3(0).  (4.18)

[a,b]
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As equacoes 4.15-4.18 e as expressoes equivalentes para 7, 4.13 e 4.14, provam a
proposicdo quando p é absolutamente continua. Para proﬁa.r o caso geral, basta
considerar uma sucessdo de funcdes {m;}, em L'([a,d]), tal que m;dt converge
fracamente* para dy em C*([a,b]). Para cada i tome-se ¢; e p; definidas respecti-
vamente por 4.15 e 4.16, mas com m substituido por m;. As propriedades destas
fungbes garantem a existéncia de uma subsucessdo de {p;} que converge uniforme-
mente para alguma funcdo absolutamente continua p. De forma andloga é possivel
concluir a existéncia de uma medida d¢, podendo ser representada como um ele-
mento de C*([a, ]), que é o limite fraco* da sucessdo de medidas g;dt. Resultados,
que se podem considerar j4 classicos, sobre convergéncia [26], permitem aplicar limi-
tes as expressdes correspondentes a 4.13-4.18 concluindo desta forma a proposigao.

A proposicdo seguinte analisa certas implicacdes das qualificacdes de restrigoes a-

presentadas na secgao anterior.

Proposicao 4.2.3 (a) Suponhamos que a qualifica¢io de restrigoes do Teorema

4.1.1 € satisfeita. Entdo existe 4 € U tal que

) 1
tl_lﬁl‘g (t_—:-a_) h,:(a,mo)-yu(t) < 0. (4.19)

(b) Suponhamos que a qualificagio de restrigoes do Teorema 4.1.3 € satisfeita.

Entdo i pode ser escolhido de forma a satisfazer {.19 e ainda

ha(t,3(t) - ya(t) < 0 Vi€ (a,b]0 {t € [a,8] : h(t,Z(t)) = 0} (4.20)

di(F(b)) - ya(d) < 0 se d'(z(b)) =0. (4.21)

Uma contribui¢ao essencial desta proposicao € a possibilidade de escolher i de forma
a que o limite na desigualdade 4.19 existe. Em geral, & nao poderia ser tomado igual

a v das qualificagdes das restrigdes, uma vez que este apenas satisfaz

i) < 0.

I 1 (
mmsup s———5 Yo
t—+a+p (t - a) y

A propriedade de convexidade associada a f(t,z,Q) ¢ essencial na demonstragao da

Proposicao.
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Demonstragao.

(a) Seja u' a funcdo controlo de (CQ);. Esta condicio implica a existéncia de

t € (a,b] e § > 0 tal que

he(a,zo) - Afu(t) < =6, a.e.t€]a,t].
Tome-se 7 € (a,t]. Defina-se, a.e., 8: [a,7] = R
§
B(t) = —[he(a,20) - Afult)] ™

A fungdo B(t) toma valores, inferiores a 1/2, a.e. t € [a,T].

(4.22)

(4.23)

Tendo em conta a convexidade de f(t,Z(t),2) e aplicando uma argumentacdo do tipo

efectuado na parte final da demonstra¢ao da Proposicao 4.2.1, deduz-se a existéncia

de u. € U, tal que

f(&,2(t),ur()) = £(£,2(2),u(t)) + B() & fu(t)  ae.t€la,T]

Na parte restante do intervalo [a, b], defina-se
u-(t) =v'(t) a.e.em(7,b].

Por 4.23

ho(a,zo) - Afu, (t) = B(t) hz(a,zo) - Afu(t) = — g a.e.t € [a,T].

Da definigao de u,(t) em (,%] e de 4.22 vem ainda,
) _
he(a,zo) - Afu,(t) < -5 e t € (rt).

Por 4.24,
1
t—a 2’
Contudo, pelas propriedades da matriz de transicao @,

of lim (t — a)"'hA (aa:)-/t Afy.(s) ds
- t—at RN a r

2
t
= lim (¢ — &) ha(a, 7o) / 8(t,s) A fu.(s) ds
= .lin}r (t — a) thz(a, o) * Yu,-
t—a
A parte (a) da proposicao fica entdo demonstrada, com @ = u..
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— hx(a,zg)j Afu(s)ds =—— para todo t € (a,7] .

(4.24)

(4.25)



(b) Seja u’ a fungdo controlo de (CQ)s. Fixe-se novamente ¢ € (a,b] e § > 0 de

forma a serem satisfeitas, além da condigdo 4.22, a condigdo seguinte:

| (t— ) ha(a,z0) [ Afuls) ds -

a

(t— a)"lhz(t,i(t))/t O(t,s) A fuw(s)ds| < g para todo t € (a,t]. (4.26)

a

As propriedades de ' implicam a existénciade § > 0 tal que
(t—a) thao(t,2(t)) yu(t) < =B  Vte[L,b]N{t € [a,b] : h(t,z(t)) = 0}.

Para 7 € (a,t], seja u,, como na parte (a). A aplicagio do Lema de Gronwell [27],

a y,, permite concluir:

Yuy, — Yur uniformemente quando 7 — a™*.

Fixe-se entdo um valor de 7 em (a,?] tal que

(t — a) " ha(t, 3(t)) yu, (t) < —g Vi€ [F,0]N {t € [a,8] : (£, E(t)) = 0} (4.27)

dL(Z(b)) - yu, (b) < O para i € Iy (:= {i : d'(Z(b)) = 0}). (4.28)
Por 4.24 e 4.25
(t— 0 hularzn) [ Afu(s)ds< —3,  paratodote (o]

Por 4.26 vem entio

(t— ) halt,5(0) -3 () < —§ Vi€ (a,d) (4.29)

Tome-se agora & = u,. Como se viu em (a), % satisfaz a primeira condicdo em

(CQ)s. De 4.27, 4.28 e 4.29 também se conclui que satisfaz a segunda. n

4.2.2 Demonstragao dos Teoremas 4.1.1 e 4.1.3
Suponhamos que a condigao (C'Q); se verifica. Defina-se:
U*:={u €l :t=aéum ponto de Lebesgue de t — hz(a, o). A fu(t)}
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Por defini¢do de ponto de Lebesgue [25],

lim
t—ba"' t _— a

t
/ he(a,zo) - Afu(s) ds = hy(a,zo) - Afua).
Tome-se u € U*. E facil verificar que,
(t — a) ha(t, 2(t)) - yult) = hz(a,z0) - Afu(a) quando t | a.

Represente-se por 7, : [a,b] — R, a extensdo continua de (t — a) ™ h.(¢,Z(t)) - yu(t)

definida em (a, b], ao intervalo [a, b], ou seja
_ ) t—a) T he(t,2(2) - yu(t) t € (a,]
Mu(t) :=
h:(a,zo) - A fu(a) t=d

e defina-se,
Go = {t € [a, ] : h(t,2(t) = 0} Iy = {i : &'(z(b)) = 0}.

A condigdo (CQ); implica que o conjunto Gp é ndo vazio. Contudo, Iy pode ser

vazio.

Proposicao 4.2.4 Para qualquer uw € U™, tem-se

(maxtnu( t)})v(v &L (#(0)) - vl b))V( A3(0)) - wulB) 2 0

tEG i€ly

onde e\/...\/ f representa o mdzimo de e,...,f. No caso de In = 0, o respectivo

1 !

termo na inequagdo deve ser tomado como ' — o0’

Demonstragao.
Fixemos u € U* e seja € > 0 como na Proposigio 4.2.1. Represente-se por (z¢,uc) o

processo associado a u, com € € [0, €], tal como foi definido pela mesma proposigao.

Dado é > 0, defina-se
Gs := {t € [a,b] : h(t,Z(t)) > —6}.

Como (%,%) é um processo admissivel, A(t,&(t)) < 0 Vt € [a,b]. O conjunto G
selecciona os instantes nos quais a trajectéria se aproxima, a menos de 6, da fronteira

deste conjunto de admissibilidade. Para t € [a, b)\Gs, a trajectéria afasta-se dessa

46



mesma fronteira, mais precisamente, h(t,Z(t)) < —6 < 0.

A continuidade da fung¢do h permite determinar uma vizinhanca em torno do grafico
de Z de forma a que, qualquer trajectoria cujo grifico caia nessa vizinhanga, €
tranformada por h em valores que distam dos correspondentes valores para T menos
de §/2, por exemplo. Neste caso, trajectdrias deste tipo mantém-se afastadas da

fronteira mencionada atrds, quando Z de alguma forma também o esta.

Reduzindo, se necessario, o tamanho de €, as relagdes seguintes resultam facilmente

da Proposicao 4.2.1 e da continuidade das fungdes envolvidas.
h(t,z(t)) <0 Vi€ [a,b]\Gs, €€[0,€],
d'(z(b)) < 0 para i ¢ Ip, € € [0,€]
Para € € (0, ¢'], tem-se entao,

( sup {(t—a)"l[h(t,xc(t)) ( (z(b)) — d'(&( ))])

t€Gs\{a}
V (9(z(b)) — g(2(b)) ) 2 0 (4.30)
De facto, se tal nio acontecesse, (z.,u.) seria um processo admissivel para (P) com
um custo inferior a (Z, %), o processo éptimo.

Quando z. é substituido por Z + €y, a continuidade uniforme e a diferenciabilidade

das fung¢des envolvidas permitem concluir que

(omp {(e—ar i) + en) it (0 R

teGs\{a}

(V[d*(i(b)+€yu( )) — d'(2(b) )V(g (Z(b) + eyu(b)) — g(2(B)) ) = —e(e).

t€lp

onde w(e) é uma funcio positiva, crescente e satisfaz w(e) | 0 quando € | 0.

Desenvolvendo isoladamente cada uma das expressoes desta desigualdade,

o [h(t,3(0) 4 () — ALEO)] = 7 halts 50 +OOen(0)) - u(t)
com0<0(t) <1
= e[t halt,30) ) + Rt

Rlt,€) = —— [halt,30) + 0(0)ena(®) = h=(t, ()] - wu(t)
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Das propriedades de h e y, resulta que lim,_q sup,¢(, 5 £(t, €) = 0.

De forma andloga podemos escrever,

9(Z(b) + eyu(b)) — 9(3(8)) = €0:(2(5)) - yu(8) + €G(e)  com limG(e) =0

& (3(5) + eyu(b)) — d(3(8)) = edi(2(8)) - yu(B) + €D'(e)  com lim D(€) =0

Destas conclusdes e da anterior desigualdade para o supremo, vem

( sup  {(t —a)~ [a(t, (1)) - yu(f)]}) \% (V [d(2()) - yu(b)])

teGs\{a} iely

V (92(2(0)) - yu(d) ) > —b(e) — maa({ sup R(t,¢),G(e), D (¢),i € Ig} .

t€[a,b)
(4.31)
Aplicando limites, ¢ — 0%, a ambos os termos da desigualdade, obtém-se,
( sup  {(t = a) " [hat, 3(1)) - yu(t)]}) V (v [d(2(3) -yu(b)l)
tEG;\{a} i€lp
V (92(2(b)) - yu(b) ) 2 0. (4.32)

Recorde-se que 7, é a extensio continua da fungio com dominio (a, b], definida por
t — (t — @) *ho(t,Z(t)) - yu(t), a todo o intervalo [a,b]. Como [a,a + 7] C G5 para
T > 0, suficientemente pequeno, e 7,(-) € continua, vem

up {(t =) bl 2(0) - (O]} = max bna (]} (4.33)

Até agora 6 foi considerado fixo. Considerando & | 0 e utilizando argumentos de

compacticidade tem-se

4.
max {m,(t)} — max {7.(t)} (4.34)
A proposicio pode entdo ser concluida de 4.32, 4.33 e 4.34. [

Seja ko o niimero de elementos no conjunto de indices, Io.

Defina-se S como sendo o conjunto:

S = {(qm 7?31 T?:;) € C(GD) X éRku xR:ueE Z/{‘} se kg >1
. {(nusnl) € C(Go) x R:ue U} se ko =0
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para 7, tal como foi definida atras e

= {di(@®) vuld) i€ o} 7= 0a(3(0)) - yuld).
C(Go) representa o espago das funcdes continuas definidas em Go e tomando valores
em R.

A proposicdo seguinte além de afirmar a convexidade de S, exprime a desigualdade

da proposigao anterior em termos da disjungao de conjuntos.

Proposigao 4.2.5 S € um conjunto convezro €, denotando por K~ o cone aberto

negativo em C(Go) X Rk x R (ou C(Go) x R se Iy = ), ou seja

{(6,4° 8") € C(Go) x R x R: ¢(t) < 0 em Go,
K™= # <0, ¢ <0}, se ko> 1
{(¢,6") € C(Go) x R: ¢(t) <0 em Go, ¢' <0}, seko=0,

tem-se

SNK-=0.

Demonstragao.

O facto de S e K~ terem interseccio vazia resulta imediatamente da Prop. 4.2.4.
Resta provar a convexidade de S. Para isso, tome-se W u"elU e e€[0,1]. A
convexidade de f(t,%(t), ) e argumentos ja utilizados neste trabalho sobre seleccdes

mensuraveis, permitem afirmar a existéncia de u € U tal que
£t 3(1), u(t) = ef (4, 3(), v/ (1) + (L = )f (5, 2(2), u"(1))-

Que o ponto t = a é um ponto de Lebesgue de hz(a, To) - A fu(t) resulta facilmente
do facto de v/, u"” € U* e da identidade

(t —a)™ f: holayzo) - Afuls) ds = e{(t—a)-l : B fza) - Bfads) ds}

1= {(t-a)t [ hula,z0) Afuls) ds}

que é verdadeira para qualquer t € (a, b). £ facil concluir agora que (7, 7y, M) =

e(Turs 1% M) + (1 — €) (T, Ny Myn) € daqui a convexidade de S. =
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Proposicio 4.2.6 Eziste (v,a,\) € C*([a,b]) x R* x R tal que

v>20,a>20, A20

supp{v} C {t € [a,b]: h(t,Z(t)) =0}
v{(a,b]} +|af + A #0,

o; =0 se d'(Z(b)) < 0

f[a,z,] 7u(t) v(dt) + o’ dx(2(D)) - yu(b) + Ag=(Z(D)) - yu(b) 20 (4.35)

para todo u € U*.

Demonstragao.

Os conjuntos convexos S e K~ sdo disjuntos, pela Prop. 4.2.5. Uma vez que K~ tem
interior nao vazio, os conjuntos podem ser separados por um hiperplano fechado,
cuja normal é representada por um elemento néo nulo (7,a, ) € C*(Go) x R* x R,

com «; = 0 para ¢ ¢ . Tem-se entdo que,

]G 81 7@ + a7+ A8 20 W(6(), 44" €S (4.36)

4 $(t) v(dt) +aT¢® + X' <0 V(¢(.),¢°,¢") € K~. (4.37)

Estendendo # como uma medida de Borel regular v aos subconjuntos de Borel de

[a,b] : v(B) = #(B N Gg), vem

supp{rv} CGo e j(;o nu(t) o(dt) = -/[-a'b] nu(t) v(dt)

para todo u € U*.
Estes factos e as equagdes 4.36, 4.37 estabelecem a desigualdade 4.35 e ainda que
v>20,a >0, 2>0.

Resta verificar que v{(a,b]} + |a| + A # 0. Como v{[a,b]} + |a| + X # 0, basta

verificar que
(v, X) # (76443,0,0),

para algum vy > 0.
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Suponhamos, por redugdo ao absurdo, que (v,a,)) = (76(},0,0), com v > 0.
Considere-se a funcao controlo % da Prop. 4.2.3. Esta funcio controlo satisfaz,

% € U* e na(a) < 0. Entdo, para tais multiplicadores,

j[’a,b] na(t) v(dt) + [aTdo(Z(b)) + Ago(F(D))] - va(b) = na(a) < O.

Mas, por 4.35, isto € um absurdo.

A proposigdo esta provada. [ ]

Proposigao 4.2.7 Seja q : (a,b] = R a fungdo mensurdvel definida por

alt) = [ el 3(5)2(s, )(s — @) 0(ds) + [oTde () + Ag=(2(B)I2(b,1).

Entao,

q(t)- f(£,2(),u(t)) = min q(t)- f(t,2(t),u)  a.e. t €(a,b]. (4.38)

Demonstragao.

Tome-se uma sucessao {a;} em (a,b] com a; | a. Defina-se
U; := { fungdes mensurdveis u : [a;, b] — R : u(t) € Q a.e.}.

Fixemos i e considere-se u € U;. Tome-se o elemento de U* que é igual a u(t) para
t € [a,a;) e igual a u(t) para t € [a;,b]. A desigualdade 4.35 da Prop. 4.2.6 fica

entao
. et 30 B0 = a) () + [0 3(0) + MO wilE) 2 0, (439
onde y’ representa o elemento em AC?([a;, b]; R") que satisfaz
{ gat) = fr(taf(t),.ﬁ(t)) i)+ Afu(t)  ae.t€[a;,b]
yula:) = 0
Consideremos agora a Prop. 4.2.2, adaptada de forma a ser aplicada ao intervalo

[ai, b] € quando a medida em questao € (¢ —a).'lv(dt), com dominio nos subconjuntos

de Borel de [a;, b]. Desta proposigéo e de 4.39 resulta

-/[a q(t) . [f(t, -'E(t), u(t)) — _f(t._l E;(t), ﬁ(t))] dt > 0

isb] ‘

para todo u € U;. Esta desigualdade implica 4.38 num subconjunto de [a;, b] de
medida total. Como isto é vélido para todo o i e a; | a, podemos concluir que é

valido num subconjunto de (a, b] de medida total. o u
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Proposicao 4.2.8

- =
l}ﬂ} - (s—a)” v(ds) < o

Demonstracgao.
Pela hipétese (CQ); e Prop. 4.2.7, podemos escolher § > 0, t' € (a, b] e uma sucessao
{t;} C (a,t'], com t; | a, tal que

he(s,2(5))®(s,t:) - Afw(ts) < =6 (4.40)
q(t:) - Afu(t:) = 0.

para todo s € [a,t], para 1 =1,2,....

Nestas expressdes, 4’ é a funcio controlo de (CQ); e ¢ estd definida como na

" Prop. 4.2.7. A tltima desigualdade pode ser escrita de forma equivalente,
a;+b >0 para t =1,2,: (4.41)
onde
a; = ol ho(s,3())®(s,t:) A fur(t:)(s —a)"v(ds)
it
b= [ [ el DB )5 =) + (o7, + Aae)(, )] - At
t'y :
Escolha-se uma constante K tal que
|b;[ < K (/[t',b} (S - a)_ly(lfs) + |a’| + )«) = (R .
Por 4.40,

a; < —§6 (s—a)'v(ds) :1=1,2,...

[tirt']

Estas desigualdades e 4.41 dao

-1 -1 _ \-1 Al
f[m (s—a)'w(ds) < & KU(M] (s — a)"'v(ds) + || + )
Deduz-se entao,

f[w (s—a)"'v(ds) = fm (s —a)""v(ds) + fw] (s - a)'v(ds)

< (1+87K) [, (5= a)w(ds) + 67K (lal +2)
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Uma vez que o segundo membro ¢ independente de ¢, e a fungdo definida por ¢ —

Jieyy (8 — @)"'v(ds) é mondtona decrescente, vem

Eﬁl »” (s — a) v(ds) < oo.

A proposigao fica assim demonstrada. ]

Temos agora tudo o que é necessario para a demonstragao do Teor. 4.1.1.

Pela Prop. 4.2.8 a fungio s — (s — a)™! é integravel em (a, b], em relagdo & medida
regular de Borel v. A medida que a seguir é apresentada estd bem definida e é ainda

uma medida regular de Borel:

u(A) = j( RN

Como v > 0, tem-se também
p=0. (4.42)

Uma vez que p é absolutamente continua em relagao a v, vem
supp{p} C supp{v} C {t € [a,}] : h(t,Z(t) = 0}. (4.43)

Da definigio de p resulta ainda que p{(a,b]} > (b— a)~'v{(a,b]}. Da Prop. 4.2.6
conclui-se entao, -

u{(a, B} + o] + A £ 0. (4.44)

A fungéo q : (a,b] — R definida na Prop. 4.2.7 pode ser expressa em termos de p

da seguinte forma:

alt) = [, helos 2(5) (s, (ds) + [ da(@(b) + da=(a(BI2 (b1

Como o segundo membro desta igualdade est4 definido para todo t € [a, b], podemos
prolongar a fungao a todo o intervalo e g passara a designar esta extensao. Designe-se

ainda por p € AC*([e,b]; ®"), a solugio da equagao diferencial

~5(0) = [p(0)+ [, hlor506) )| £330 meteln (449

= (b0 + [, B e) 1040 = ) +0-(300)

De acordo com a Prop. 4.2.2 vem,

q(t) = — [p(t) + _/[M} hz(s,Z(s)) ,u(ds)] para todo t € [a, b). (4.46)

53



As equacdes 4.38 e 4.42 - 4.46 permitem concluir o Teorema 4.1.1.

Para demonstrar o Teorema 4.1.3 considere-se agora que (CQ)s se verifica. E
necessario provar que os multiplicadores (g, @, A) podem ser escolhidos com A # 0.
Como (CQ)3 é mais forte que (CQ);, todas as conclusdes obtidas quando conside-
ramos a primeira condigio continuam a ser validas e é possivel construir multipli-
cadores (i, @, A) como anteriormente. Contudo, com (CQ)s, a fungéo controlo @ da

Prop. 4.2.3(b) pertence a U™ e satisfaz
na(t) < 0 Vt € [a,b] N {t € [a, ] : h(t,Z(t) = 0}

di(%(t)) - ya(b) < 0, para ¢ € lp.

Estas condicdes contradizem 4.35 a menos que A # 0.

A demonstracio do Teorema 4.1.3 estd terminada.

4.2.3 Demonstragao dos Teoremas 4.1.2 e 4.1.4
Comecemos por demonstrar o Teorema 4.1.2 e para isso consideremos a condigédo
(CQ). satisfeita.

Tome-se uma sucessao {t;} em (a,] com t; | a, onde  é o ponto em (a, b] referido
em (CQ),. Para i = 1,2,... defina-se (P;) o problema semelhante ao problema (P)

mas com o intervalo sendo agora [t;, b] € com condi¢do inicial,
.’.C(t,') = i(f;).

Para cada 7, o processo para (P;) composto pelas restrigdes de @ e Z ao intervalo (t;, B],
é um processo minimizante para (P;). Consideremos multiplicadores (p;, fliy @iy As)
associados a este processo, cuja existéncia é garantida pelo Principio do Maximo

convencional (ver §3). Da condigdo (CQ); resulta,
supp{j:} C [t,b], Vi (4.47)
Para cada i, seja p; a extensdo de ji; aos subconjuntos de Borel do intervalo [a, b],
pi(A) = (AN [t b)), (4.48)

e p; a extensdo de p; ao intervalo [a,b],

pi( 1 araa<t<t;
p()={ 20 P (4.49)
pi(t) parat; <t<b.
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Escalando os multiplicadores, se necessario, podemos considerar

f[a g st T ()it d =1 (4.50)

Jj€lo

onde (a?); é a j-ésima componente de a;. Extraindo subsucessGes, podemos afirmar
que

p; — p uniformemente , p; — p fracamente®, o = a el — A

para um certo (p, £, @, ), que serdo multiplicadores associados a (Z,%).(Esta analise

de convergéncia é bem conhecida da literatura, ver por exemplo [26].)

Consideremos a fungdo continua

De acordo com 4.47 e 4.48,

][u,:,] pi(ds) = j[a‘b] é(s) pil(ds) .

L
S
IA

=t
|

|

IA

IAN =

=]

o IA
. o~

Da convergéncia fraca* da sucessdo y; e de 4.50, resulta

fw 8(s) u(ds) + 3 () +A = 1.

i€l

Uma vez que ¢(a) = 0, podemos concluir

/{.a,b] p(ds) + > () + X # 0.

i€l
O Teorema 4.1.2 fica assim demonstrado.

Suponhamos agora que a condigio (CQ), é substituida por (CQ)s. Seja u’ a fungao

controlo que aparece nesta condigdo. Entdo, existe € > 0 tal que
ho(t,Z(t)) - yu(t) < —e€ em [Z,8] N {t € [a,}] : h(,Z(t)) = 0} (4.51)
di(Z(D)) - yw(b) < —e para ¢ € Io. (4.52)

Sejam (p;, fii, @i, Ai) os multiplicadores associados ao problema (P;), como anterior-
mente, e sejam p;, p; as extensdes tal como foram definidos em 448 e 4.49, para
i = 1,2,.... Como foi j4 mencionado, (pi, i, i, Ai) converge, no sentido referido,

para (p, 4, @, A), que sio multiplicadores associados a (Z,%).
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A Prop. 4.2.2 permite concluir, pelo facto de (p;, fli, @i, A;) serem multiplicadores

para um minimizante de (FP;),
j{ , e e ((ds) + (ol de  Xige) 3 (8) 2 0. (4.53)
tis
Contudo, por 4.47, 4.48 e 4.51

/[:.-,51 ha(s,3(s)) - yw(s)pi(ds) < —e / pi(ds). (4.54)

[a,b]
Resulta entao, de 4.53 e 4.54
—e [ wlds) = €3 ()i + Aige - yw(8) 20,
[a,8] jely
para cada ¢. No limite obtém-se,
_ff p(ds) — €3 (&) + Age - yur(b) > 0.
[a,b] jel

Esta desigualdade implica que A > 0, pois de outra forma « e p deveriam ser ambos

nulos, o que é um absurdo.
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Capitulo 5

Condicoes Necessarias no Calculo

Variacional
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As condigdes de optimalidade desenvolvidas no Capitulo 4, aplicam-se em situagoes
onde h(a,zo) = 0 e, ou o estado associado a trajectéria minimizante abandona
imediatamente a fronteira do conjunto de restricées de estado ou, em certo sen-
tido, permanece nessa fronteira. De uma forma geral quando deparamos com um
problema de controlo éptimo nio temos & priori uma informagdo deste tipo acerca
do minimizante. Contudo, para certas classes de problemas, estes resultados per-
mitem estabelecer a existéncia de multiplicadores néo triviais a partir de hipéteses

facilmente verificaveis.

Vamos considerar neste capitulo um problema de uma tal classe. Mediante uma
certa hipdtese, facil de testar a partir dos dados do problema, é possivel estabelecer
condicbes necessérias nao triviais, no sentido que temos vindo a tratar. O problema
insere-se no Calculo das Variagdes, mas pode ser reformulado como um problema
de controlo éptimo. Feita a reformulacio, os resultados do capitulo anterior sao

aplicaveis.

Comegamos por introduzir o problema classico do Calculo das Variagoes e possiveis
variantes deste problema. E apresentado um resultado sobre existéncia de solugao
e sio descritas condi¢des necesséarias sobre a forma de uma equagao de Euler.
Existe uma vasta literatura sobre este assunto, da qual destacamos [4], [15], [5], [16].
Em particular o livro de Cesari [5], apresenta uma grande quantidade de exemplos
destes problemas.

Na segunda parte do capitulo formulamos um problema particular que vai ser estu-

dado e ao qual vao ser aplicados os resultados do capitulo anterior.

5.1 Problema do Calculo Variacional

O problema mais simples do Célculo das Variagdes consiste em minimizar o integral,
Ile) = | " L(t,2(t), §(2)) dt (5.1)
na classe de todas as fungdes absolutamente continuas,
z(t) a<t<b
que satisfazem as condigGes fronteira,
z(a) = zo z(b) = zi, (5.2)
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onde L : [a,b] x R" x R* — R e z¢,z; sdo pontos dados em R".

Uma funcio absolutamente continua, z(t), a < t < b, tal que L(-,z(-),z(-)) € inte-
gravel de Lebesgue no intervalo [a, b], satisfazendo as restri¢des do problema, neste
caso a restricao 5.2, diz-se uma trajectéria admissivel. O problema terd solugao se
existir uma trajectéria admissivel Z(t), a <t < b, tal que I(z] < I[z] para qualquer
outra trajectéria admissivel z(t), a < t < b. Neste caso, Z dir-se-4 um minimo (ou

um minimizante) para o problema.

Problemas mais complexos podem ainda incluir restri¢ées sobre o estado,
(t,z(t)) € 4, a<t<b (ACR')
restricoes designadas por isoperimétricas,

/b filt,z(t),3(t) dt = C;  j=1,.,N

restrigdes com funcionais de comparagao,

f " H(t,2(2),4(2)) dt < C.

a

Os estados, z(a) e z(b), podem ainda estar sujeitos a restrigdes mais genéricas, por

exemplo pertencer a conjuntos inicialmente dados.

Uma propriedade caracteristica do problema classico do Célculo das Variagoes con-
siste em supor que todas as fungdes nele intervenientes sdo continuamente diferen-
ciaveis, pelo menos.

Se a fungao L(t,z,v), da expressdo 5.1, é limitada inferiormente e convexa em v, o
problema variacional diz-se regular. Esta propriedade permite, com uma hipétese

adicional, estabelecer o resultado seguinte sobre existéncia de solugao.

Teorema 5.1.1 Se o problema,
b
Minimizar j L(t,z(t),5(t)) dt,  z(a) =30, =(b) =21,

€ regular e satisfaz

; |v]
s
||.-1[1—I~noo L(t,z,v) ;

onde t e x sdo arbitrdrios mas fizos, entdo tem uma solugdo z(t),a <t < b.
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Considere-se agora o problema de minimizar I[z], como em 5.1, restrito as condigdes,
z(a) =z € (¢, z(t)) € A, AC R,
Resultados classicos, ver por exemplo [5], estabelecem a seguinte condigao necessaria

a ser satisfeita pela solugdo éptima do problema:

Teorema 5.1.2 Seja A um subconjunto fechado de R™*' que € o fecho dos seus
pontos interiores e L(t,z,v) continuamente diferencidvel em A x R". Considere-se
I[z] definida na classe de todas as fungées absolutamente continuas, z(t) a <t <9,
com derivada, (t), essencialmente limitada, satisfazendo (t,z(t)) € A, z(a) =z0 €
tal que L(-,z(-),&(+)) € integrdvel de Lebesgue.

Seja  uma trajectéria que minimiza I[z] nesta classe de fungdes e suponha-se que

Z(t) estd no interior de A, para todo t € [a,b].

Entao,

%Lf(t,i(t),i(t)) = L.(t,%(t),z(t)) a.e. t € [a,b). (5.3)

A equagio 5.3 é reconhecida na literatura como a equagao de Euler.
Note-se que uma das hipéteses do teorema obriga a que a trajectdria esteja no

interior dos estados admissiveis.

Do ponto de vista matemaético, o problema de controlo éptimo inclui o problema
classico do Célculo das Variagdes. Este pode ser reformulado de forma a incluir uma
varidvel de controlo, u(t) € R", que identificamos com #(t). Tal reformulagdo vai
ser exemplificada nas secgdes seguintes.

Inversamente, muitos problemas de controlo éptimo podem ser reformulados como
problemas cléssicos do Célculo das Variagdes. Tal reformulagao faz surgir em muitos
casos fungdes ndo diferencidveis, ndo admissiveis na teoria cldssica do Calculo das

Variagoes.

5.2 Condigoes Necessérias para um Problema do

Cdalculo Variacional

Considere-se o seguinte problema, com uma variavel independente:

Minimizar [° L(z(t),#(t)) d¢ sobre z € AC([a,0]; R")
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tal que
(cv) z(a) =zp
h(z(1)) <0 (5:4)

ondeL:?R"x%“—+§f£,fz:§R“—>§Reng§R“.

Os dados satisfazem as seguintes hipéteses:
(H1) L é continuamente diferenciavel.
(H2) Para cada z € ®", L(z,-) é convexa.

(H3) Existe 8 : [0,00) — [0,00), crescente, com limg—co ﬂfl = +00, e existem

constantes 3, v tais que

L(z,v) > 0(|v]) — Blv| =~ para todo z € R",v € R".

(H4) h é duas vezes continuamente diferenciavel.
(H5) Existe z € AC([a, b]; ®) tal que h(z(t)) < 0, para todo t € [a, b].

O Teorema 5.1.1 continua a ser vélido quando excluimos do problema nele descrito
a restrigé.o- z(b) = ;, ou seja o estado final passa a ser livre, e incluimos uma
restri¢do de estado do tipo 5.4, desde que & seja continua [5]. A hipétese (H3) e a
continuidade da fungéo L(z,v) garantem que as hipdteses do teorema sio verificadas

quando o problema em questio é (C'V) e portanto, este tem um minimizante.

Embora se estejam a considerar trajectdrias na classe AC*([a, b]; R"), é possivel con-
cluir que os arcos minimizantes para o problema (CV), sdo de facto fungdes Lipschitz

continuas.

Lema 5.2.1 Se Z ¢ um arco minimizante para (C'V) entdo T € uma fungdo Lipschitz

’
continua.

Demonstragao.

Quando a restricio de estado 5.4 nio existe, este lema é um caso particular dos teo-
remas de regularidade geral provados por Clarke e Vinter [10] e Ambrosio, Ascenzi e
Butazzo [1]. Com o acréscimo da restrigio de estado, o lema pode ser demonstrado
com base nas técnicas de reparametrizagio usadas pelos iltimos autores menciona-
dos. Uma vez que estes resultados ndo sio muito conhecidos, apresentamos a de-

monstragao.
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Considere-se o seguinte problema auxiliar (A):

Minimizar [° I(s,v(s)) ds
tal que
(A) y(s) = v(s) s € [a,b] a.e.
v(s) € [0.5,1.5]
y(a) =0
y(b)=b—a
onde,

I(s,v) := L(z(s), z(s)/v) v.

Provemos que (§(s) = s —a, 9(s) = 1) é um processo minimizante.

Dado qualquer processo admissivel (y,v) para o problema (A), a fungao 7 : [a, b] —
[a, 8] definida por 7(s) = a+ [ v(o) do é Lipschitz continua, estritamente crescente
e tem inversa continua. Efectuando a mudanga de varidvel ¢t = 7(s), a fungdo custo

toma a forma:

/: I(s,v(s)) ds = /: L (i(s) is)) v(s) ds = /b L(z(t), 2(¢))dt

" v(s) a

onde 2(t) = (Z o 771)(¢). Para v(s) = 9(s), vem

[ a6 ds = [ Late) )

a

A fungdo z é absolutamente continua e satisfaz, h(2(¢)) < 0 para todo t € [a,b] €

z(a) = zo. Da optimalidade de Z para o problema (C'V) resulta

b b
/ I(s,v(s)) ds > / (s, 5(s)) ds
e portanto (7,7) é um minimizante.

Para cada s fixo, [(s,.) é convexa em (0,00). De facto, tomem-se vy,v; € (0,00).

Tendo em conta a Prop. 2.2.1 do Cap. 2, bastara provar que
L(s,v1)(v2 — v1) < I(s,v2) — (s, v1). (5.5)

A convexidade de L(Z(s),-) permite escrever uma desigualdade andloga para esta
funcdo. ( De forma a simplificar a notagdao, ndo escrevemos a componente = e o

argumento s em z(s). )
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Subtraindo L(Z/vi)viv;"' 2 ambos os termos da desigualdade e multiplicando pelo

numero positivo vy, obtém-se

e (&)t 2 ()] -2 (E) e (2)

Mas esta expressao é equivalente a 5.5. Fica assim provada a convexidade de I(s, -).

Para concluir a demonstragio, consideremos o Principio do Maximo aplicado ao

problema (A). Daqui resulta a existéncia de um nimero p tal que a funcéo
v — pv —I(s,v)

definida em [0.5,1.5], é maximizada quando v = 1, para todos os pontos s num
subconjunto S C [a, b] de medida total. Uma vez que I(s, -) é convexa, maximizagao

local implica maximizagio global e tem-se, para quase todo s,
p—1(s,1) > pv —I(s,v), para todo v € (0, c0).

Seja v =1 + |Z(s)|. Substituindo na expressio anterior e considerando a definicao

de [, obtém-se

L(2(s),2(s)) < p—p(1 + |2(s)]) + L(E(s), (s) /(1 + [Z(s) (L + |2(s)]) e .

Da hipétese (H3) sobre L resulta
0(12(s)]) — Blz(s) — = L(z(s), 2(s)) a.e. .

Defina-se k = || L(Z,2/(1 + |2]))||lz=, ki =k —p+ B e ks = k+ 7.
L representa o espago das fungdes f : [a,b] — R*, mensurdveis e essencialmente

limitadas. A norma neste espago, || f||z=, é dada pelo supremo essencial do conjunto
{lF(t)] : a <t < B}
A relacao seguinte é implicada pelas duas iltimas desigualdades:

0(z(s)) < kulz(s)] + ks a.e. . (5.6)

De acordo com as propriedades de #, podemos escolher K > k; e @ > 0 tal que
b(a) > Kasea>ae (K —ki)a> ks Sejat € [a,b] um ponto para o qual z(t)
existe e |Z(t)| > &. Entdo, (K — k;)|z(t)| > (K — k1)&@ > k; e portanto

K|5(t)] > ku|5(t)] + ks -

63



Mas, ainda pela defini¢do de K e equagio 5.6, se |Z(s)| > @ vem
K|z(s)| < 0(|12(s)]) < k1|z(s)] + k2 a.e. .

Tomamos ¢ tal que |z(t)| > & e chegamos a um absurdo, quase sempre. Assim,
|Z(¢)] > & num conjunto de medida nula. Daqui resulta que Z é Lipschitz continua.

Este lema e as condi(;éés de optimalidade de §4.1 ddo origem a uma qualificagio
de restriges, simples e verificivel, mediante a qual uma regra de multiplicadores
nao triviais para o problema (CV) pode ser aplicada. Esta regra serd definida
através de um sistema de equagdes na forma de Euler-Lagrange, adaptada de forma
a incluir a restricao de estado (cf. [8]). Contém como novidade a possibilidade de
considerar h(zo) = 0. Note-se que as condices de optimalidade sio dadas na forma

normalizada, isto €, o multiplicador associado ao custo toma o valor 1.

Proposigao 5.2.1 Seja Z um minimizante para (CV). Suponhamos que
ho(Z(t)) #0  parat € {s € [a,b]: h(Z(s)) = 0}. (5.7)

Entdo, existe uma fungdo p: [a,b] — R" e uma medida representando um ponto em

C*([a,b]), tais que

p20,  supp p C {t € [a,0] : h((2)) = 0}
(B(), P(t) + fioy ha(@(s)) 0(ds)) = VL(F(t),5(t))  a.e. t € [a,b]

P(8) + Jia ha((5))p(ds) = 0.

A qualificacdo de restrigdes simples e verificivel que foi referida anteriormente é a
condigao
|ho(z)| #0, para todo z tal que h.(z) =0,

que implica 5.7.

Demonstracgao.
De acordo com o Lema 5.2.1, o minimizante  para (CV) é uma fungdo Lipschitz

continua. Assim, é ainda um minimizante quando acrescentamos a restrigio:
z(t)| < K  a.e.t€[a,b (5.8)
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onde K é qualquer niimero estritamente maior que ||Z||pe.

Considere-se uma reformulagio de (CV) como um exemplo de (P), de forma a
aplicar os resultados de §4.1. Em virtude da exigéncia de convexidade nos dados do
problema (P), considere-se a variavel de estado como sendo (2(t),z(t)) € RxR"ea
variavel de controlo, ((u1(t), ..sUns1(2)), (@1(t), oy @ny1(?))) € (R™ X ... X R") x ™1,

A reformulagao de (C'V) toma a forma:

Minimizar z(b)
tal que
i(t) = £ ()L (e (t), u(®)
(A) 2(t) = 5 ca(t)us(t)
wi(t) € KB
- oft) € {(01 -y Ong1) ER™ 10, 2 0Vi, T o; =1}
z(a) =0, z(a)==o

h(z(t)) <0, Vi€ [q,b.

Para termos um problema exactamente com a forma de (P) podemos considerar

uma restrigao simbélica sobre o estado final: d(z,z) = —1.

Note-se que o processo 7 definido por
t i i
(0= [ m(z(), 3 ds , (1) (01 = , B =0, ., sz = 0),
(a1 =1, @&=0, ... ,Gn41 =0)) )
satisfaz as restrigdes de (A) e tem custo
b -
J(7) = ] L(z(s), 5(s)) ds. (5.9)
O custo J(v) de um processo arbitririo,
V= ( (Z,x) ) ((ulr "'auﬂ+1)a (ah-")an+1)) )3
que satisfaz as restrigdes de (A ) é dado por:
b
J(v) = / S i(t) L(x(t), ui(t)) dt.

As restriges de (CV) sdo satisfeitas pela componente z de tais processos e da

convexidade de L(z,-) resulta
b
J0) 2 [ L(a(t), () dt. (5.10)
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De 5.9 e 5.10 conclui-se que 7 é um processo minimizante para (A). Os dados deste

problema satisfazem as hipéteses (H1)-(H5) de §4.1 e é imediato verificar que
(a) Se h(zo) = 0, (CQ)s é satisfeita.
(b) Se A(zo) < 0, (CQ)4 é satisfeita.

Em cada caso o controlo v’ em (CQ)3 e (CQ)4, é definido por:

( (u; = w, 'u;, = 0,...,‘{1:1_1_1 = O),(Ct‘ll = 1, afz = 0,..., CI’,H.I = 0) )

onde w é a funcao

w(t) = 3(t) -1 % {ha(2(1))-(t - a)}.

Na expressao, 7 é um numero positivo e suficientemente pequeno de forma a que

w(t) € KB a.e., onde B representa o fecho de B.

Aplicando a Prop. 4.1.3 ( ou 4.1.4) ao problema (A), tomando como minimizante

o processo 7, obtemos uma fungio absolutamente continua p e uma medida p tal

que
p20,  supp{u} C {t € [a, ] : R(E(t)) = 0},
Irefllgx’f-{—L(f(f),u) + (p(t) * Ju hs u(dS)) ﬂ} =
= —L(z(t),z(t)) + (p(t) + - b p(ds)) z(t) a.e
—p(t) = —E.(3(2), 3(t))

p(0) + [ | Fe (2(s)) u(ds) =0.

Como |z| < K a.e., a condigio de maximizagio do Hamiltoniano implica

p(t) + /“ he p(ds) = La(2(t), 5(t)) a.e..

Estas condigdes permitem concluir os resultados estabelecidos pela Proposicio. =
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| Capitulo 6

Restricoes de Igualdade no
Estado Final
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O problema (P) que temos vindo a estudar contém uma restricio no estado final
do tipo d(z(b)) < 0. Substituindo esta desigualdade por uma igualdade estrita,
as solucdes admissiveis para o novo problema serdo um subconjunto do conjunto
de solucdes admissiveis para o problema (P) e um novo 6ptimo, de uma maneira
geral, surgird. A igualdade poderia ser substituida, de forma equivalente, por duas
restrigdes de desigualdade, d(z(b)) < 0 e —d(z(b)) < 0, e novamente um problema
do tipo (P) estaria em questdo. Uma andlise das condigdes necessarias neste caso,
leva-nos a concluir da pouca eficiéncia desta decomposigao para a determinagao da
solucdo. Terfamos mais um multiplicador, variavel a determinar, mantendo-se o
nimero de equagdes que sio dados do problema. Surgiriam dois multiplicadores
associados & restricio que poderiam ser tomados com valores simétricos, dando

origem a um conjunto de multiplicadores triviais.

A determinacio de novas condi¢des necessarias através de um desenvolvimento
semelhante ao efectuado para (P) deixa de ser valida, como iremos exemplificar,
e uma outra abordagem sera considerada. Outras técnicas de célculo e um resul-

tado diferente sobre separacio de conjuntos, serdo utilizados.

6.1 Condicoes Necessarias nao triviais

Considere-se o problema (P,) com a seguinte formulagao:

Minimizar g(z(b))

tal que
i(t) = f(t,z(t),u(t)) ae. t€[a,b] (6.1)
(Pe) z(a) = o
u(t) € Q a.e. t €[a,b
h(t,z(t)) < 0 para todo t € [a, b]
o(a(8)) = 0 (62)

A funcgio e satisfaz a hipétese adicional:
(H6): e : R — R' é uma funcio continuamente diferencidvel.

Todas as outras funcdes que intervém no problema assim como o conjunto (2, satis-

fazem as hipéteses H1-H5 apresentadas no Capitulo 3.
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O Principio do Maximo para o problema (P,) toma uma forma semelhante a apre-
sentada para (P), no Capitulo 3, [8]. Neste caso, um minimizante (Z, %) satisfaz as

condi¢des do Principio do Maximo com multiplicadores (p, i, 0, A) se:

o e R, pe ACY[a,b]; R"), pu € C*([a,b]), A € R sdo tais que,

p=>0, A=>0,

it = (p(t) 4 hala(s) u(dS)) Abadat),  aetelad)

la:t)

para quase todo ¢ € [a, b], a fungao

w (pt0+ [, holo,3(6) ) - (60

[a,t)

atinge o seu méaximo em {2 quando u = (t),

supp{u} C {t € [a,] : h(¢,Z(t)) = 0}

- (p(b) + » hz(s,Z(s)) ,u(ds)) = G'Te,,(.'f(b)) + Agz(Z(b))-

O Principio do Maximo estabelece o seguinte para este problema:

"Mediante as hipéteses H1-H6, o minimizante satisfaz as condigbes do Principio

do Maximo com multiplicadores (p, y, 0, A), para os quais
leles + o]+ A >0".

Também para o problema (P.), e no caso de h(a,zo) = 0, os multiplicadores
p(t) = —hz(a,zo), ¢ = by, c=0e A=0,

sao triviais, no sentido de nio fornecerem qualquer informagao sobre o minimizante.
E possivel, no entanto, concluir resultados semelhantes aos do Cap. 4, sobre a exis-
téncia de outros multiplicadores associados a solugdo éptima. Os teoremas seguintes

estabelecem esses resultados.

Teorema 6.1.1 Seja (Z,%) um minimizante para o problema (P.) e considere-se

que as hipoteses H1-H6 sdo satisfeitas no que se refere aos dados deste problema.
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Suponhamos que,

(CQ)h - h(a,zo) = 0 e eziste v’ € U tal que

lim  ess sup ha(a, o) - [f(s, 0, u'(s)) — f(s, 70, 8(s))] < 0.
0t a<s<a+te

Entdo, (Z,a) satisfaz as condigées do Principio do Mdzimo com multiplicadores

(p, ., 0, A) para os quais, _
J ) + o1+ A #0. (63)

Teorema 6.1.2 As conclusoes do Teorema 6.1.1 permanecem wvdlidas quando a

qualificagdo de restri¢ies (CQ); € substituida por
(CQ), : 3t € (a,b] tal que h(t,2(t)) <0 Vi€ (a,t].

A abordagem considerada no Cap. 4 para demonstrar os resultados correspondentes
para o problema (P), deixa de ser vélida para o problema (P.). A desigualdade 4.30
deixa de ter uma correspondente e a substituigio de d por (e, —e), ndo conduz a
nenhum resultado 1til para o novo problema em questdo. De facto, as condigbes ne-
cessarias, quando efectuamos tal substituigio, fornecem de imediato multiplicadores

triviais definidos por

(p) M, = (05110'2), A) = (0101 (0-'11 "'al)'.u 0) Qg € §R‘r (5} ?é 0'

Estariamos perante um outro tipo de trivialidade, nenhuma informagéo seria obtida

destes multiplicadores.

Antes de iniciarmos a demonstragdo propriamente dita dos teoremas anteriores a-
presentamos o desenvolvimento de alguns resultados cuja contribuigao é significa-
tiva para essa demonstragdo. Pretende-se desta forma, simplificar formalmente a

exposigao dos argumentos de prova.

6.2 Demonstragao dos Teoremas 6.1.1 e 6.1.2

6.2.1 Resultados Preliminares

Dado um numero natural &, defina-se o conjunto convexo,

k
Thi={0eR:0,>0Vj=1,..k > 0;<1}.
=1
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Para u € U e v € §, sejam y, e Af,(t) tal como foram definidos em 4.5 e 4.4.

Proposigdo 6.2.1 Seja (Z,u) um processo admissivel para o problema (P,).
Tomem-se k fungées de controlo arbitrdrias {uy(-),...,ux(:)} CU.
Entdo, eziste uma vizinhanca T’ de § =0, T' C Ty, € uma fungdo w : 7' — [0, 00),

satisfazendo limg_o w(f) = 0, com a seguinte propriedade:

Para cada 0 € T' existe um processo (z4(-),us(-)) para (P.) tal que, Vit € [a,b),

k
h(t, zo(t)) — (2, 2(2)) - Z Oiha(t, 2(8))yw; (1) < (¢ — a) [16]] w(O)-

Demonstracgao.
Fixem-se k e uy(-), ..., ux(-) como na Proposigdo. Escolha-se L € ®* de forma a que
z(t) seja, para todo o t € [a, b], interior & bola aberta de raio L e centro na origem,

que representamos por By,. Defina-se,

F:la,b x By xT, — ®"

k
(t,2,0) ~ fltz,u(t)) +3 Ot z,ui(t) ~ f(t,z,u(t))]
Em termos de F', a fungdo z(-) € AC'([a, b], Br) pode escrever-se:

#(t) = 70 + j: F(r,3(r),0) dr.

A fungdo F é continuamente diferenciavel em (z, ) e mensuravel em t. As fungdes
f e f. sao limitadas em conjuntos limitados e o conjunto 7 é convexo e limitado.
O Teorema 2.3.1 do Capitulo 2 permite deduzir a existéncia de um conjunto 77,

vizinhanga de § = 0, 7' € Ti, tal que a equagio

2(t) =20+ | " F(r,2(r),6) dr

tem, para todo 8 € 7", uma solugdo tnica z(-,0) em C([a,b], BL); a fungdo

p: T — C([a,b],BL)
0 ~ z(-,0)
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é continuamente diferenciavel, e

FOID = [ {f(n30), dD)FO0() +

2 0;(f(r,2(7),u;(7)) — f(7,%(7),u(T))] } dr.

Em particular, podemos concluir

dp
59:(0) = yu,'(') 4

A definicdo de derivada permite escrever,

z(+,0) ==2()+ Zi: 0;y.;(-) + R(-,0) com Li_% _”R(tl’igl)l“maz

Considere-se a aplicacdo

= 0.

q(0):T" — C([a,b];R")
0 ~ q(0)()

definida por,

80 qw)(t)z{g—ar‘lwn*l (a2, 6) = (1)) = Thea B33, (8)] z
0=0 qO)t)=0 Vte[a,b

O lema seguinte justifica o conjunto de chegada que atribuimos & partida para a

aplicagao q.

Lema 6.2.1 Y0 T'  q¢(8)(-) € C([a,b]; R").

Demonstragao.

Se 8 = 0, o resultado é trivial.

Quando 6 # 0, a continuidade das fungdes z( -, 0), #(+) e yu, (+) implica a continuidade
de q(ﬂ)() para t # a.

Resta verificar que lime_, q(6)(¢) = ¢(8)(a) = 0. Neste caso, a defini¢do de g(f)
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permite escrever, para t # a,

le@® < 7= mr [ [ 1ratn0),am) = £ 20, a(o)| dr

# [ 2 0 MG (0, 5(r) = 5730

+[03 65 15(r2(r,0),5(0)) — £(r,5(0), )] dr

=1

+Z 05 [ 1l 8(7),2(r) way(7) ]
1
T Tl [1+2Z 0;) / K||z(r,8) — &(r)|ldr +

K; 0 [ Ny ()l dr]

onde K é uma constante definida por,

K=max{ mig [ o llfsll}-

[a.b]x BLx0 [a,b]xBrx0

As fungbes t — [|z(¢,0) — Z(t)|| e ¢ — yu,(t) sdo continuas e iguais a zero para
t =a, Vj =1,...k. Sendo um ponto de continuidade, ¢ = a é um ponto de Lebesgue
das mesmas fungdes. ||¢(0)(¢)|| é entdo majorada por uma fun¢do que tende para

zero quando t — a, dando o resultado desejado. : u

Lema 6.2.2  limg—o q(8)(t) = q(0)(¢) uniformemente em t.

Demonstragao.

De forma a simplificar a notagio, represente-se
fo(r) = falr,2(7),5(r))
Af(r,0) = f(rz(r,0),u4(r)) — f(r,2(r), u(r))
Seja 0 # 0. Para t # a tem-se
11
t—a [0

+26 [ sw [fulr,z,0)l lla(r,0) - 2(0)lldr

2 [a,b]xBrx0

¢ k
la(e)(®)l [/ﬂ I12.5(r,0) = £or) 32 sy d
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k t
+; 9:‘/ sup || fa(7,2,0)| [l=(r,0) — Z(7)| dr

a  [a,b]xBpxQ

S {-a ||9|| MZ "f z(r,0) — &(7)|| dr
+Kf llz(r, 8) — 5(r Z 0,00, ()] dr
"'f,, /0 (7, 2(7) + U(z(7,0) — 7(7)), &(7)) — fol(7)]l
II?:;: 0;yu;(7)|| dl d-r]

Analisando as expressdes do ltimo membro da sucessdo de desigualdades verifica-se

facilmente que:

1 k

— ||z(7,8) — Z(7) — Y (T max = wi(0), V7€ [a,b

o] l|z(r,0) — Z(7) g Oiyu; (Tl < ”9” |R(¢, )| (0), V7€ la,b]
com L@%wl(ﬂ) =1,

z(+,0) 5 3() = ||a(r,0) - &(r)|| < Tﬂel[gfglll-r(ﬂﬂ)—f(f)ll = ws(6),
com gET&WQ(g) =)
Ny (TNl < 2[exp {K(t - a)} — 1], V7 € [a]

A fungdo (¢t — a)™! [exp {K(t — a)} — 1], definida em (a, b], pode ser continuamente

prolongada ao intervalo [a, b] e portanto é limitada, ou seja

3L,>0: lyu; (P € Ly,  Vr€[at] Vi€(ab] Vi=1,..,k

1
(t—a)
A funcdo f.(-,-,-) é limitada em [a, b] x B, x Q e para qualquer sucessao 6, conver-

gente para 0 tem-se,

J.Lﬂgo ”fz('r-_. -'E(T) + J(37(7--; en) - E(T)), ﬁ(T)) - fI(T)” =0.

O Teorema da Convergéncia Dominante de Lebesgue [25], permite entdo concluir

que

f: /01 | fz(7, Z(7) + I(m(r, 0,) — %(7)), @(7)) = fe(7)|| dl dr — 0.

Como a convergéncia é valida pa.fa. qualquer sucessao,
b1
[ [ 1, 30) + 1(a(r,0) = 3(r)), () = £l dl dr = ws(0),
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com, limy_o w3(6) = 0.

Finalmente, reunindo as conclusées obtidas, podemos afirmar
lg(8)(®)|| € Kwy(0) + 2Kw,(0) + kLyws(0) = wy(6) Vi€ (a,b]

com limy_,q wy(6) = 0.
Como ¢(8)(a) = 0, a iltima desigualdade é vélida para todo o t em [a, b].

Desta desigualdade resulta o lema. L]

Obtidas as propriedades estabelecidas pelos Lemas 6.2.1 e 6.2.2, voltemos a propo-

sicao a demonstrar.

Parat #aef #0,

1 1 L
T Tay A28 = e g s, (6)
< Ly max 10O+ =5 a7 15=(60) = b6 O] 126,0) = 2(0)]
< Lnw0)+ 7= a7 Ihe(60) = kel 2O 10) ~ 201 (69

onde,

Ly = max. [lh=(t,2(2)]

ha(t,0) = ho(t,3(t) +an(t,0)(z(t,0) = 2(2)),  llen(t, 0] < L.

Uma vez que h; é continua, é também uniformemente continua no conjunto fechado
e limitado, [a, b] x By, onde By, é o fecho de Br. Quando 6 tende para zero, z( -, 0)

converge para a fungdo z(-,0) = E:() Deste modo,

B2 (t,8) — ha(t, ()| < max. [|Ro(t,0) = hz(t, 2B = ws(6),  (6.5)

t€[a,b]
com limg_.q ws(8) = 0.

" Da defini¢do de z(t,#) resulta,

le(t,0) ~ () < K [ lla(r,6) — a(r)]| dr + 2K (¢ = a).

Aplicando o Lema de Gronwall [27],

1 - ||g[| lz(t,0) —z@)|| < 2kK[l+K(b—a)exp{K(b—a)}]=L (6.6)
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As desigualdades 6.5 e 6.6 aplicadas em 6.4 permitem concluir,

h(t,x(t,0)) — Z 0;hs(t,Z(1))yu; (t)| < (t—a) [|0]] w(0)

com w(f) = Lyws(0) + Lws(0), e ‘I}ing w(d) = 0.
Definindo w(0) = 0, por exemplo, a desigualdade é trivialmente satisfeita parat = a

ouf =0.

Resta provar que z(t, 8) pode ser considerada como uma trajectdria para o problema
(Pe)-

Para quase todo t em [a, b, tem-se

He.0) = (l_ge) P +Zﬂf(ta:19)ug())

€ f(tz2(t90),9),

uma vez que f(t,z, ) é convexo para qualquer (t,z). Novamente, argumentos sobre
selecgdes mensuraveis ja considerados anteriormente, Cap. 4, permitem deduzir a
existéncia de uma fungdo controlo uy € U tal que (z4(t) = z(t, ), ug) € um processo.

Este processo tem as propriedades desejadas para a conclusao da proposigao. m

6.2.2 Demonstragao do Teorema 6.1.1

Vai ser construido um conjunto W que corresponde na sua estrutura ao conjunto
S da demonstragio do resultado andlogo, Teor. 4.1.1. O conjunto S era entao
disjunto do conjunto K~ e a aplicacdo de um teorema de separagao fazia surgir os
multiplicadores na sua forma quase final. O problema em questao agora, nao permite
garantir tal separagao entre W e K~, a Prop. 4.2.4 deixa de ter uma analoga.

Um outro teorema de separagio, Teor. 2.2.3, vai resolver a questao. A proposigao 2)
deste teorema nio se verifica em virtude da optimalidade de (Z, %) e da Prop. 6.2.2

que vamos apresentar. Da proposi¢do 1) vao surgir os multiplicadores.
Suponhamos entdo que a qualificagdo de restrigdes (CQ): é satisfeita.

Tal como foram definidos no Capitulo 4 seja U* o conjunto das fungGes controlo

para as quais ¢ = a é um ponto de Lebesgue da funcao

t ~ hz(a,zo0). A fu(t)
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e seja Go o conjunto, fechado, dos pontos ¢ em [a, b] para os quais h(t,Z(t)) = 0.

Para u € U*, recorde-se que 7, representa a extensdo continua ao intervalo [a, b], da
fungdo t — (t — a)"'h.(t,Z(t)) - yu(t), definida em (a, b].

Como (C'Q); é satisfeita, Go é ndo vazio.

Sem alterar a notagio, considere-se a restrigdo de 7, ao conjunto Gg e defina-se o

conjunto W da seguinte forma:
W = {(7u(.), e=(()) - yu(b), 9=(2()) - pu(b)) : u €U} C C([Gol) xR xR (6.7)

Da convexidade de f(t,z,0) resulta ficilmente que o conjunto W é convexo. Nao
é agora possivel garantir a separagio entre este conjunto e o quadrante negativo do

espago C([Go]) x R' x R como foi feito anteriormente.

A proposicio seguinte resulta de uma adaptagdo do Teorema V.2.2 [27], ao problema

em questdo. O conjunto C é definido por

C = {c(t) € C([Gy]) : c(t) < 0 Vt € Go}

Proposigio 6.2.2 Suponha-se que ezistem pontos £ = (&}, £1,€5) € W e nimeros
B >0,i=0,..,1 tais que Ti_y B =1, & € C, o conjunto {(£,), (&, &)} €
linearmente independente, £ < 0 para todo 03 e Yty B & = 0.

Seja T, vizinhanga de 0 em Tiyq.

Entio, eziste 7 > 0 e uma fungdo 0 : (0,5] — T tais que, para caday € (0,7, um

processo admissivel para Pe, (4., ugh}), pode ser determinado de forma a satisfazer

9(z5,)(8)) < g(2(b))-

Demonstragao.
Tomem-se & = (&,¢,6)) € W e nimeros 8 > 0, 1 = 0,...,1, satisfazendo as

propriedades referidas na proposicio.
Entao, existem {uo, ..., %} C U* tais que
& = (na,(-), ez(Z(b)) - ya; (b), 9=(2(b)) - yai(b))
ns(t) <0 Vte Gy, Vi=0,...,1
{( ea(Z(8)) - yao (0) , 9=(Z(5)) W (B) ) vos ( €2(F(B)) - yar(b), 9((B)) - wau(b) )}
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é um conjunto linearmente independente

9=(%(b)) - ya,(b) <0, i=0,...1 e Z B ex(7(b)) - yai(b) = 0.

=0

Para o conjunto de fungdes controlo {o, ..., %} tomem-se
T' C Ti, w(f) c (z(-,0) = zo(+), us)

de acordo com a Prop. 6.2.1 tomando k, que af era qualquer nimero natural, com o
valor [ + 1.

Primeiro passo

Vamos comegar por verificar que h(t,z(t,0)) < 0, Vt € [a,b], V0 € T", onde 7" €

um conjunto a determinar.

A funcdo 7g,(.), tal como foi inicialmente definida em todo o intervalo [a,b], €
continua e portanto uniformemente continua no mesmo intervalo. Por outro lado,
em Gy é negativa, por hipdtese. Para L, = —maXieg,; i=o,...1 (7a:(t)) (> 0), existe
entdo §; > 0 tal que, |nz,(t1) — s, (f2)| < %‘1 desde que [t; — t3] < 6, ti,ta € [a, b].

Sejam,

teGp

§=min{§;:i=0,..,1} e V=[ab[) (U Bg(t)).

O conjunto V é nao vazio (Go # 0), e

L L
teV=>E|t0eG0:|t—t0|<655,-=>nﬁ,.(t)<nai(to)+—2’l5—?"<0
Defina-se,
V = [q,b\V
—Ly = max h(t,z(t)) <0
teV
z ;
LTJ fEF !_0 o |7}‘Ul( )l
E 2Ly
eT . ~'l - .
T=feer w0 <R, Lo <Gt )

No caso de V ser vazio, a demonstragio segue a mesma argumentagio, considerando

apenas o conjunto V.
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Para § € 7", a Prop. 6.2.1 permite afirmar que,set € V e t # a,

—— [h(t,2(1,0)) ~ h(t, 3O S X Oinai(t) + (10 (6)

=0

< [—+—+w ]Ze

=0
L, '
< _TZ

1=0

De forma analoga, para # € 7", mas agora t € V, podemos escrever

h(t,2(t,0)) < h(t,2(0)) + ) Oiha(t, 2())ya(t) + (¢ — a)||6][w(9)

< HEa0)+ (- a) [ GO+ 100 )]
< —Eh+(b—a)zl: Gi(f',?-i-%) < —%(0.

Concluindo, se t = a fica trivial, podemos afirmar que:

0e€T" = h(t,z(t,0)) <0 Vi€ [a,bl

Segundo passo

Para 0 € T', defina-se H(#) = (e(z(b,9)), g(z(b,0))). H é continua e tem derivada
continua em 7. Seja § > 0 tal que [0, ]! estd contido em T’ e denote-se por § o
vector (8%, ..., 8).
Definam-se
H' . ERH'I — ERH'I .‘p s §RH~1
0 ~ Tioo (61:6)0: 9 ~ H(0)— H(0)— H(0)d.

H e H (linear), estio relacionadas da seguinte forma:

H(0)(0) = ( GB) -3 bald) , 0:(E(6) - Z v b))

1=0
!
= 3 (&,&6) 0 = H().
=0
Uma vez que o conjunto {(£2,€9),...,(€},&5)} &, por hipdtese, linearmente indepen-
dente, H tem uma inversa. Assim, para 7 > 0, fixo, as equagdes seguintes sao

equivalentes.

H(9) - H(0) —yH'(0)8 =0 (6.8)
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0 = 8 — H(4(0)). (6.9)
Como H é diferenciavel em 6 = 0, tem-se limg_.q IJ%%)_H = ().
Assim, para Bpin = mini{#'}, Bmezr = max;{f'} € Omaz = max;{6;} podemos
garantir a existéncia de ¢’ € (0, §] tal que,

ﬁmin
ﬁmaz:

As fungoes H e 1 sao continuas no conjunto

| A7 ()]l < 0,.. se0:0<6<68 i=0,..,]

| =

T = {9 € R 119, — 18| < %7 Bocn § =0y :} c [0, 6]

onde 5
_ __2 ¢
v € (0,7], ej=3g >

O conjunto 7/ é convexo e limitado. Pelo Teorema 2.2.1, Teorema I1.2.3 de Brouwer

[27], tem a propriedade de ponto fixo.

A fungio 0 ~» yB — H~(3(0)) transforma 7. em si mesmo e é continua neste

conjunto.

Assim, a equacio 6.9, e portanto também a equagao 6.8, admite uma solugao 0(~) €
T/, para cada 7 € (0,7]. Para estes valores de v vamos decompor a equagao 6.8 nas

suas componentes:

: I
+yHy(0)8 = g(z(b) +7 ) B

1=0

9(z(b,0(7))) = g(z(b)

~

(
(

e(z(b,0(7) = e(@(b)+7H(0)8 = e(Z(b) +7 2B
(2(b)

=0

Observe-se que lim,_o+ sup {||6]| : 6 € 7.} =0, o que implica

lim 8(y) = 0. (6.10)

"r—00+

Para concluir, 6.10 implica a existéncia de § < 7, tal que para y € (0,7], 6(y) e T"
e f(v) € T, vizinhanga da proposigio. As trajectérias resultantes destes valores de
~ sdo admissiveis e tém custo inferior ao éptimo.

A proposicdo esta provada. |
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Proposigio 6.2.3 Eziste (v,0,)) € C*([a,b]) x R x R tal que
v>0, 220

supp{v} C {t: h(t,%(t)) = 0}
v{(a,b]} + o] + A # 0,

f[a‘b! 1u(t) v(dt) + o ez (Z(b)) - yu(b) + Agz(Z(D)) - yu(b) >0 (6.11)

para todo u € U*.

Demonstragao.

O conjunto C = {c(t) € C([Go]) : ¢(t) < 0 Vt} é um conjunto aberto e convexo. A
funcdo constante e igual a zero, é aderente ao conjunto. Por outro lado, o conjunto
W, definido pela equagdo 6.7, contém o zero do espago onde se insere.

A aplicagio do Teor. 2.2.3 de separagio, permite afirmar que uma das seguintes

situagoes estara sempre presente:

3o = (po,,A) € C*([Go]) x R! x [0, 00] : e#0 ;

©(z) = po(2z0) + ofz1+ Az >0 Vz = (20,21,22) € W
wo(c) <0 Vcel. (6.12)
ou

Existem &' = (£5,1,63) € W
e nimeros ' > 0, 7 =0, ...,[ tais que
I - -
2 B=1 Gec
1=0

{({-"f, ) wilbhs {é)} é linearmente independente.
<0 e Zi‘:o g€ =0.

Da optimalidade de (Z,%) e da Proposigdo 6.2.2 anterior, podemos concluir que o
segundo caso nio acontece. Terfamos um processo admissivel com custo inferior ao

6ptimo.
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Assim, a primeira alternativa é a valida e daf resulta a existéncia de uma medida 7

que representa o, tal que
/G Mu(t) 7(dt) + 0" ex(3(b)) - yu(b) + Agz((b)) - yu(b) 20 Vuel”. (6.13)

Extendendo # como uma medida de Borel regular v aos subconjuntos de Borel de
[a, ] (tal como foi feito no Cap. 4): »(B).= #(B N Gp), vem

supp{v} C Go e /G (1) (de) = /M nu(t) v(dt)

para todo u € U*. Estes factos combinados com a equagdo 6.12, implicam v > 0 e

a equagao 6.11.

Resta provar que v{(a, b]} +|o|+ A # 0. Como v{[a, b]} +|o|+ A # 0, basta verificar
que (v,0, ) # (pd(a),0,0) para qualquer p > 0.

Por redugao ao absurdo, suponhamos que (v,0,A) = (pdi},0,0) para algum p > 0.
Considere-se a funcio controlo # da Prop. 4.2.3, que naturalmente continua a ser

valida. Esta funcio é um elemento de U*, verifica nz(a) < 0 e

/[a.b] na(t) v(dt) + 0T ez(3(b)) - ya(b) + Ag=(2()) - ya(b) = pna(a) <0

o que contradiz 6.13.

A proposigao esta provada. m

As Proposigoes 4.2.2, 4.2.7 e 4.2.8 do Cap. 4, onde «a e d sao agora respectivamente
o e e, do os resultados necessérios para a conclusio da demonstracao do Teorema

6.1.1.

6.2.3 Demonstr;lgéo do Teorema 6.1.2

A demonstragio do Teorema 6.1.2 pode ser feita usando exactamente os mesmos
argumentos da demonstracdo do correspondente teorema, Teor. 4.1.2, para o pro-
blema (P) no Cap. 4. O multiplicador @, associada & restrigdo d(z(b)) < 0, devera
ser substituido pelo novo multiplicador o. As componentes de o podem tomar
valores positivos ou negativos. E esta essencialmente a diferenca que deve ser tida

em consideragao.
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Assim, a equagao 4.50 na demonstracio do Teor. 4.1.2 deverd agora tomar a forma:

/ pds+ 3 (lof])i+ N = 1 (6.14)
[ﬂ.,b] JEIO

onde (|a|’); é o valor absoluto da j-ésima componente de a;.

Todo o desenvolvimento posterior é valido com esta substituigao natural.

O teorema ficara desta forma demonstrado.
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Capitulo 7

Problema de Controlo ()ptimo
Nao Regular
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O problema (P) apresentado no capitulo 3, foi estudado no capitulo 4 mediante as
hipéteses H1-H5 que exigiam, entre outras condigoes de regularidade, diferenciabi-

lidade da funcdo custo e da fungao restrigdo sobre o estado final.

Problemas de Controlo Optimo em que a fungio custo a optimizar ndo é uma fungéo
diferenciavel, surgem frequentemente associados a problemas da vida real. Compri-
mentos e distincias sdao vulgarmente elementos a optimizar e as fungdes que os
exprimem sio nao diferenciaveis. Neste caso, o problemé. necessita de ser abordado
com técnicas de calculo ndo diferenciavel.

Tem sido desenvolvida nos tltimos anos toda uma teoria envolvendo fungdes nao
diferencidveis. Resultados elementares do célculo classico foram generalizados e a
sua aplicagdo a vérios tipos de problemas de controlo éptimo tem sido objecto de
estudo de diversos autores [6], [7], [8], [11], [12], [24], [26]. CondigGes necessérias sob
a forma de um principio do maximo foram também j4 derivadas para esses proble-
mas. O tipo de trivialidade que temos vindo a considerar neste trabalho pode no

entanto ainda lhes estar associada.

Neste capitulo vai ser desenvolvido um Principio do Maximo néo trivial, para um
problema de controlo éptimo em que a fungao custo e a fungéo que define restrigoes
sobre o estado final sio nio diferencidveis. Mais precisamente, vao ser generalizados
os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2, para este caso. A demonstracdo dos resultados gene-
ralizados segue uma sequéncia semelhante & dos anteriores, embora os elementos
envolvidos sejam diferentes e o seu tratamento um pouco mais elaborado. Termos
como gradiente generalizado e derivadas generalizadas aparecem como substitutos

das anteriores derivadas das fungdes.

7.1 Principio do Maximo

Formalizando, consideremos o problema (P), tal como foi apresentado no Cap. 3,
mas em que g e d satisfazem agora propriedades mais fracas. Considere-se entao a

hipétese (H2) substituida pela hipétese H2 seguinte:
HO: g e d sao funcoes Lipschitz continuas.

Nestas condigdes, um minimizante (Z, @) para (P) satisfaz as condigdes do Principio
do Méximo, se existirem p € AC*([a, b]; R"), p € C*([a,b]), @ € REAER, 1 € R,
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i=1,..k, com v; € 8d(z(b)), e £ € 0g(Z(b)) tais que:

p>0, @20, 220,

—p(t) = [ p(t) + ha(s,3(s)) pu(ds) ) - fo(t, 2(t),u(t)), ae. t € [a,b],
fa.,t)

para quase todo t € [a, b], a fungao

a(mn+ M@@wnM@ﬂ-ﬂnauu)

[a,t)

atinge o seu maximo em  quando u = u(t),

supp{p} C {t € [a, ] : A(t,Z(t)) =0}, o;=0se d'(z(b)) <0

k
(p(b +f (s,%(s)) (ds)) =Y, aivi+ AL (7.1)
i=1
Por analogia vamos designar (p, g, @,7i, A, ) por multiplicadores.

Note-se que estas condigdes correspondem as do Cap. 3 com a equagao 3.6 substi-

tuida por 7.1.
De forma anéloga, o Principio do Maximo estabelece o seguinte:

"Mediante as hipoteses Hl, 3:2, H3-H5, um minimizante para (P) satisfaz as

condicdes do Principio do Méximo com p, g, &, A, 7,2 =1, ...k e £, para os quals

lulo~ + lal + X > 0. (7.2)

E simples verificar que quando k(a,zo) = 0, o minimizante (Z,%) continua a satis-

fazer as condicoes do Principio do Maximo com:

p(t) = —hz(a, z0), p = b¢a}s a=0 e A=0. (7.3)

Estamos perante o mesmo tipo de trivialidade das condi¢des e da mesma forma é
possivel garantir a existéncia de outros multiplicadores, mediante a satisfagio de

uma certa qualificagdo das restrigoes.

Os Teoremas 4.1.1 e 4.1.2 continuam a ser validos na integra, com as novas condigoes

de regularidade sobre as fungdes g e d.

Os Teoremas 4.1.3 e 4.1.4 permanecem validos com uma natural substituicao das
equagio 4.6 e 4.7. Derivadas direccionais generalizadas deverao substituir as tradi-

cionais.
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Teorema 7.1.1 Considere-se o problema (P) e as hipdteses H1, ff?, H3-H5. Seja
(z,8) um minimizante.

Suponhamos que

(CQF)s: h(a,zo) =0 e eziste u’ € U tal que

1irr}} ess sup  hz(a,zo) - [f(s,z0,u'(s)) — f(s,zo0,(s))] < 0.

L a<s<ate
ho(t,Z(t)) - yuw(t) <0 Vt€ (a,b] N {t € [a,8] : h(t,2(t)) = 0}
dy(@(5); yw(b) <0 se di(z(b) =0. (7.4)

Entéo (,%) satisfaz as condigées do Principio do Mdzimo com multiplicadores

(py s @, 73y A, €) para os quais A # 0.

Teorema 7.1.2 Os resultados do Teorema 7.1.1 permanecem vdlidos quando se
substitui a qualifica¢do de restrigées (CQF')s por:
(CQF)y: Exziste t € (a,b] e ' €U tal que

h(t,#(t)) <0 Vi€ (a,t],

ho(t, 3(1) - yw(t) <0 VE€ (a,8]N {t € [a,b] : h(t, Z(2)) = 0}

di(Z(b);yw (b)) <0 se d'(z(b)) =0. (7.5)

7.2 Demonstracio dos Resultados Principais

De acordo com os dados do problema, a Proposigao 4.2.1 continua a ser valida.
Este resultado envolve apenas processos para o problema (P) e portanto o que estd
em questdo é a dindmica do sistema associado. Como a funcao f que define essa
dinimica mantém as condicdes de regularidade segundo as quais o resultado foi
derivado, a proposicio continua a ser valida.

Se substituirmos na Prop. 4.2.2, a expressio [afd:(Z(b)) + Agz(%(b))] - yu(b) por
Y5 | v + AE, onde v; e € sdo vectores em ", a proposi¢ao continua a ser ver-
dadeira. O elemento substituido fﬁnciona como uma constante cujas caracteristicas

nio interferem directamente na demonstragao dessa proposigao.
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A qualificagio de restricdes (CQ); (na Proposigao 4.1.1) continua a implicar a
Proposicio 4.2.3 com os novos dados do problema, desde que substituamos a equagao

4.2]1 pela sua correspondente:
& (z(b);ya(t)) < 0 se d'(2(b) =0. (7.6)

Uma vez que a derivada direccional generalizada é continua em relagio ao segundo

argumento, os sucessivos passos da demonstragao continuam a ser validos.

A grande diferenca entre a demonstragdo dos Teoremas 4.1.1, 4.1.2, caso nao re-
_gular, e Teoremas 7.1.1, 7.1.2 e a demonstragao dos resultados correspondentes do

Cap. 4 assenta na seguinte proposigdo que corresponde ainda, no seu contetdo, a
Prop. 4.2.4.

Proposigio 7.2.1 Eriste v; € 8d'(z(b)), 1 = 1,..k, e £ € dg(z(b)) tal que, para

todo o elemento u € U™, verifica-se:

(matnu(}) V (v %- yu(b)) V(E-3() > 0. (7.7)

i€ly

Demonstragao.
Comecemos por fixar u € U*, € > 0 como na Prop. 4.2.1, € € (0,¢'] e § > 0.
Por argumentos analogos aos apresentados na demonstragao da Prop. 4.2.4, tendo

em conta que g e d s3o continuas de Lipschitz, é possivel concluir:

( sup {'(t—a)“[h(t,:?:(t)—I—eyu(t))—h(tai(t))]}) V

t€Gs\{a}

(V [ (2(b) + eyu(b)) - di(i(b))l) \/ ( g(@(b) + eyu()) — 9(3(8)) ) = —ed(e)-

i€lp

onde (e) é uma fungio positiva, crescente e satisfaz w(e) | 0 quando € | 0.
Desenvolvendo separadamente as expressoes anteriores, obtém-se:

A [A(t, Z(t) + eyu(t)) — h(t, Z(2))] = € [t i

i—a

et 35(0) - wu(®) + B(t,)

a

com,

lim sup |R(t,€)|=0.
e—0 fE[ﬂ.bl
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Daqui vem a desigualdade:

up {1 (h(6,3(0) + ) — bt 2O)]} <

tEGa\{a]

1
i, (7= i) wlt} e B

9((b) + eyu(8)) — 9(2(b)) = €g0(2(b); yu(b)) + € G(e)

onde, ) )
Gle) = 9(Z(b) + eyu(d)) — 9(2(b)) _ 0o(Z(8): 1 (B)).

€

Da definigio de derivada direccional resulta, limsup, o G(€) < 0.
De forma analoga podemos escrever,

d'(Z(b) + eyu (b)) — d'(F(b)) = €dy(2(b); yu(b)) + €Di(€)
com lim sup,; Di(€) < 0.

Destes desenvolvimentos e da equagao 7.8 vem

( oup {1 ha(t,2(0) -l })v(va" x(b),yu(b)))v(go(a(b)';yu(b)))

teGs\{a} (T —a icl

> —(e) — max{ sup |R(t,€)|, G(e), ma,x{D (5)}}

t€[a,b)

Aplicando liminf. o a ambos os termos da desigualdade, obtém-se

( - {t_l— halt, 3(1)) - palt })v (v & w(b),yu(b)))

teGs\{a} i€l

V ( 90(Z(b); 5u(b)) ) = O.
Ou, utilizando as equagoes 4.33 e 4.34 que naturalmente continuam a ser validas, e

fazendo 6 — 0,

maxn.(t) \/ (\/ do(Z(); yu( b))) V (90(2(b); yu(0)) ) 2 0. (7.9)

Sefu
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Considere-se agora o conjunto:

Y = { gu(d) su €U, gu(t) = folt,2(2),8(t) yu(t) + £Lu(2), 9(0) =0,

maxnu(t) < 0 e dy(2(8); (b)) <0, Vi€ o}

te

Se Y = 0 a equagio 7.11 é imediatamente satisfeita e neste caso podemos tomar

para £ um elemento qualquer do conjunto dg((b)). Suponhamos entdo que Y’ £ 0.

O conjunto f(t,z,f) é convexo e a derivada direccional generalizada é uma fun-
cio homogénea positiva e semiaditiva em relagao ao segundo argumento. Destas
propriedades, das propriedades do supremo e por argumentos envolvendo selecgdes
mensuraveis, ja utilizados nos capitulos anteriores, € possivel concluir que o conjunto
Y é convexo. Por outro lado, embora 0 nio pertenga ao conjunto, qualquer ponto

da forma pvcomv €Y e0<p<1,estaemY.

Considere-se a funcao,

G:Y - R .
v — go(Z(b);v)

onde Y representa a aderéncia de Y.

Como fungdo de v, go(Z(b);v) é convexa, Lipschitz continua e, em virtude da eq. 7.9,
é nio negativa em Y. A fungdo G é portanto ndo negativa e como ainda satisfaz
G(0) = 0, podemos afirmar que v = 0 ¢ um ponto onde a funcio toma o seu valor
minimo. Aplicando o resultado de optimizagao restricta para fungdes de Lipschitz

[8], Prop. 2.5.4 do Cap. 2, podemos concluir
0 € 9go(Z(b); 0) + Ny (0). (7.10)

Mas dgo(Z(b);0) = 9g(Z(b)) e como Y é um conjunto convexo, a sua aderéncia
também o é. A equagio 7.10 equivale deste modo a afirmar a existéncia de um
elemento ¢ do conjunto dg(Z(b)) tal que < &,y.(b) > 20, Vy.(b) €Y.

Com este elemento £, a equagao 7.9 pode ser transformada em:

nmmmv(v%mwm@ﬂvummnza (7.1)

t€Go iclp
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Repétindo o processo sucessivamente, para os conjuntos:
Y; = {yu(b) 1 u €U ult) = fult, 3(1), a(t)) yult) + DSult), 3:(0) =0,

macn.() <0, d(EO; W) <0 i€} e €-0() <0f

com j € I, podemos obter a Probosigﬁo T2l L]

A demonstracio dos Teoremas 4.1.1, 4.1.2, caso nao regular, 7.1.1 e 7.1.2 podera ser

concluida utilizando uma sequéncia de argumentos, analoga a utilizada no Cap. 4:

1) Construgao do conjunto S:

S';'—-': {(Wu;??ﬂ, n,_l‘) S C(Gﬂ) X ?Rko XR:ué€E Z/{*} se kg 2> 1
{(usnl) € C(Go) x R:u € U} se ko =10

onde, agora

"73 i= {¥i - yu(b) : ¢ € Lo} My =& - yu(b).

S é um conjunto convexo e, denotando por K~ o cone aberto negativo em C(Go) X

Rk x R (ou C(Go) X R se Iy = 0), tem-se SN K~ = 0.

2) Estabelecimento de proposigdes correspondentes a 4.2.6, 4.2.7 e 4.2.8, cujas

demonstragoes sao semelhantes:

Proposigio 7.2.2 Eziste (v,a,)) € C*([a,b]) x R* x R tal que
y>0, >0, A>0
supp{v} C {t: h(t,z(t)) = 0}

v{(a,b]} +la| + A # 0,

;=0 se d'(z(b) <0

][a y M) V(@) + 3 e u(B) + A8 u(B) 20 (7.12)

i=1
para todo u € U™.

onde 7; e £ sdo os vectores cuja existéncia é assegurada pela Prop. 7.2.1.
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Proposicio 7.2.3 Seja ¢ : (a,b] = R* a fungdo mensurdvel definida por
()= [ halo, HRs, 06— ) (de) + [ 03+ XE100,0)
b,
a0)- F(6,3(0), ) = mip ) F(LEDW)  accte @l (713

Proposigao 7.2.4

tla

lim] (s—a)t v(ds) < o0
[t.8]
Com estes resultados e repetindo passo a passo as demonstragoes efectuadas no

Capitulo 4, obtém-se a demonstragao dos Teoremas 4.1.1 e 4.1.2 com as novas

hipSteses e a demonstragdo dos Teoremas 7.1.1 e 7.1.2.
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- Capitulo 8

Conclusoes
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Principais Contribuicoes

Esta tese teve como tema o desenvolvimento de condigdes necessarias nao triviais,
sob a forma do Principio do Maximo, para certos problemas de Controlo Optimo

com restrigdes de estado.

O Principio do Maximo estabelece um conjunto de condigoes necessarias que, quando
o problema tem o estado inicial fixo e sobre a fronteira do conjunto de restrigoes,
sio trivialmente satisfeitas por um conjunto de multiplicadores nao nulos, simulta-
neamente.

Neste caso, o Principio do Méximo néo fornece qualquer informagao para a deter-

minagio da solugdo éptima do problema.

A contribuicdo essencial desta tese esteve no desenvolvimento de uma nova Versao
do Principio do Méximo que garante a existéncia de outros multiplicadores, para
além desses triviais, associados a solugdo éptima. Para isso foi necesséario imp6r uma

hipétese adicional aos dados do problema, designada por qualificagao das restrigoes.

Garantir que condicbes necessarias para problemas de optimizagio sejam uteis, no
sentido de fornecer multiplicadores nio triviais, tem sido objecto de estudo de varios
autores. Este estudo estd no entanto dirigido no sentido de estabelecer alguma qua-
lificacio das restricbes, de forma a garantir que tais multiplicadores nao possam
simplesmente existir. Todos os multiplicadores sdo nao triviais na presenca dessas
hipSteses adicionais sobre os dados do problema.

Os resultados que desenvolvemos, aceitando os triviais como um dado adquirido,

garantem a existéncia de outros multiplicadores para além destes.

Foram considerados trés tipos de problemas de controlo éptimo com restri¢des de
estado.

O primeiro, servindo de base aos restantes, envolveu, além das restrigdes de estado,
restricdes sobre o estado final definidas através de uma desigualdade. Quando se
substitui esta desigualdade por uma igualdade, a abordagem efectuada deixa de
ser valida. Daqui resultou um segundo problema para o qual outras técnicas de

abordagem foram utilizadas de forma a obter resultados analogos.

Para nio tornar a notagio muito pesada, o segundo problema considerado nao foi
tomado com restrigdes sobre o estado final dos dois tipos simultaneamente, igual-
dade e desigualdade. No entanto, uma observagio cuidada dos passos efectuados e

resultados intermédios, permite deduzir a possibilidade de generalizar os resultados
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obtidos para este caso. Com essa generalizagdo o segundo problema passara a con-
ter o primeiro. E no entanto interessante, sob o ponto de vista técnico, descrever a
abordagem que inicialmente foi tomada, quando apenas restrigoes de desigualdade

sobre o estado final estavam presentes.

Em ambos os problemas foram assumidas hipéteses de diferenciabilidade sobre a
fungio custo. O terceiro problema considerado, estruturalmente semelhante ao
primeiro, dispunha de hipdteses mais fracas. A fungdo custo e a fungao que definia
restrigoes sobre o estado final deixam de ser continuamente diferenciaveis e passam a
ser apenas Lipschitz continuas. O tratamento deste problema passou a fazer-se num

ambiente de calculo nio diferenciavel, utilizando-se técnicas préprias deste contexto.

Pode parecer & partida que a qualificagio das restrigdes, assumida no Principio
do Méximo nio trivial, é de dificil verificacdo, uma vez que é definida a custa da
solucio éptima. HA no entanto problemas para os quais essa condigao ¢é facilmente
verificivel a partir dos dados do problema. Foi apresentado um problema tipo onde

tal acontece, problema esse que se insere no classico Calculo das Variagoes.
Perspectivas de Desenvolvimento

H4 toda uma perspectiva de desenvolvimento, no sentido de generalizar os resul-
tados obtidos a problemas satisfazendo hipéteses mais fracas. Em particular, a
hipStese considerada do conjunto de velocidades ser convexo, parece-nos ser impor-
tante enfraquecer, de forma a que os resultados obtidos sejam aplicdveis a um maior
nimero de problemas. Problemas de controlo éptimo com fungdes custo envolvendo
um termo integral podem ser facilmente reformulados como problemas com fungao
custo dependendo apenas do estado final, através da introdugdo de uma variavel
de estado adicional. A dinimica neste caso é também alterada e de uma maneira
geral, mesmo que inicialmente o conjunto de velocidades seja convexo, o problema

reformulado nio mantém esta caracteristica.

Restrices mais genéricas, por exemplo o estado inicial pertencer a um dado conjunto
néo singular, podem ser ainda objecto de investigagao futura no que se refere ao tipo

de trivialidade estudada neste trabalho.
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