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Resumo \

A presente tese tem como objectivo o estudo teérico, experimental e numérico do
escoamento de fluidos viscoeldsticos em condigGes de regime laminar.

Do ponto de vista tedrico analisam-se os escoamentos de Couette e de Poiseuille de um
fluido viscoeldstico descrito pelo modelo PTT. Sdo deduzidas as solugoes analiticas para os
perfis transversais das diversas varidveis, em condigdes de escoamento completamente
desenvolvido. Demonstra-se a possibilidade de ocorréncia de instabilidades,
identificando-se as condigdes criticas para o escoamento de Poiseuille, que estdo
relacionadas com a ocorréncia de um méximo na curva da tensdo de corte em funcao da
taxa de deformacio, para o escoamento reométrico de Couette. Este estudo também
providencia as equagdes necessdrias para implementagdo das condigées fronteira nas
paredes, para utilizagdo no programa de simulacao.

Em termos numéricos, implementam-se diversos esquemas de alta resolucao cléssicos,
para a discretizacdo dos termos convectivos das equagbes constitutivas, num procedimento
de célculo baseado no método dos volumes finitos. A simulagdo numérica do escoamento
de referéncia de um fluido UCM numa contracc¢do plana 4:1 permite confirmar a elevada
estabilidade dos métodos de alta resolucdo. A simula¢do do escoamento de referéncia dos
fluidos UCM e Oldroyd-B, em torno de um cilindro confinado entre duas placas planas,
demonstra a elevada precisao da metodologia desenvolvida, apresentando-se solugbes de
referéncia com precisio equivalente a obtida com métodos de elementos finitos. A principal
vantagem do método dos volumes finitos reside numa redugao significativa dos recursos
computacionais, em particular em termos de memdria necessdria.

Para valores elevados da elasticidade do escoamento verifica-se que os métodos de alta
resolucio cldssicos apresentam algumas dificuldades de convergéncia iterativa. Para
colmatar esta limitacdo propde-se um novo esquema de alta resolucdo, demominado
CUBISTA, que possui propriedades de convergéncia iterativa melhoradas, aliadas a uma
elevada precisio numérica. O esquema CUBISTA é aplicado ao estudo numérico do
escoamento dos fluidos Oldroyd-B e PTT numa contracgdo plana 4:1, obtendo-se solugoes
com precisdo claramente superior s existentes na literatura, numa gama mais alargada de
valores do nimero de Débora. Em particular, para a versdo exponencial do modelo PTT
sdo obtidas solugdes numéricas de elevada precisdo para valores do nimero de Débora
superiores a 10000.

Apresentam-se resultados experimentais de visualizagio do escoamento de fluidos
newtonianos e viscoeldsticos numa contrac¢do quadrada tridimensional 4:1, e numa
expansio quadrada tridimensional 1:4, usando uma técnica de iluminagio com luz laser e
fotografia de elevado tempo de exposigao.

Demonstra-se experimentalmente, e confirma-se por simulagdo numérica, que a
elasticidade e a inércia conduzem a efeitos opostos, quer para o escoamento na contracgao,
quer na expansdo. Para valores elevados da elasticidade verifica-se uma inversao no
sentido do escoamento, no interior da recirculagio junto ao plano de contracgao. Esta

observagio experimental é confirmada numericamente, usando um modelo PTT
multimodo, reproduzindo-se com precisdo as visualizagdes do padrao de escoamento.

Palavras-chave: Fluidos viscoeldsticos; Simulagio numérica; Solugdes analiticas; Visualizagdo do
escoamento; Reologia Computacional; Método dos Volumes Finitos; Métodos de
alta resolugdo; CUBISTA; Fluidos de Boger; Contracgao plana 4:1; Equagoes
constitutivas diferenciais; Modelos UCM, Oldroyd-B e PTT.



Abstract ‘

Laminar flow of wviscoelastic fluids: numerical, theoretical and experimental
analysis.

The main objective of the present thesis is to investigate laminar flows of viscoelastic
fluids, using theoretical, experimental and numerical approaches.

The Couette and Poiseuille flows of PTT fluids are studied theoretically, and
analytical solutions are derived for the transverse profiles of the relevant variables, under
fully developed flow conditions. The possibility of occurrence of flow instabilities is
demonstrated, and critical conditions are identified. It is demonstrated that the Poiseuille
flow instability is related to the existence of a maximum in the shear stress vs. shear rate
curve, for the Couette flow.

In terms of computational techniques, several classical high resolution schemes for the
discretization of the convective terms of the constitutive equations are implemented in a
finite volume method. The numerical simulation of the benchmark 4:1 planar contraction
flow of UCM fluids confirms the boundedness property of these high resolution schemes,
leading to enhanced stability of the solution algorithm. The second benchmark problem
considered, the flow of UCM and Oldroyd-B fluids past a cylinder in a channel,
demonstrates the high accuracy of the methodology developed, with similar degree of
accuracy as that yielded by state of the art numerical h-p finite-element methods. The
main advantage of the present finite volume method resides in a significant reduction of
computational resources, mainly in terms of required memory.

For high elasticity values it is found that classical high resolution schemes can lead to
iterative convergence difficulties. To avoid this limitation, a new high resolution scheme is
proposed and it is demonstrated that this new scheme (CUBISTA) possesses enhanced
convergence properties and high numerical accuracy. CUBISTA is then used for the
numerical simulation of the flow of Oldroyd-B and PTT fluids in planar contractions.
Existing numerical solutions for this benchmark problem are highly inaccurate and the
present work provides accurate solutions for a wider range of elasticity conditions,
particularly in the case of the exponential version of the PTT model, for which Deborah
numbers in excess of 10000 are achieved.

Flow visualizations are presented for Newtonian and viscoelastic fluids in two
configurations: a 3D 4:1 square/square contraction and a 3D 1:4 square/square expansion.
Streakline photography is used to visualize the flow patterns on the centreplane of the
square ducts. The flow visualizations and the numerical results show that elasticity and
inertia have opposite effects on the flow pattern, both for contraction and expansion flows.
A new experimental finding is that elasticity leads to an inversion of the flow patterns
within the recirculation zones for the 3D contraction flow. This is confirmed by numerical
simulations with a multimode version of the PTT model, which is able to reproduce
reasonably well the main characteristics of the observed viscoelastic flow patterns.

Keywords: Viscoelastic fluids; Numerical simulation; Analytical solutions; Flow visualization;
Computational Rheology; Finite Volume Method; CUBISTA; Boger fluids; 4:1 planar
contraction; Differential constitutive equations; UCM, Oldroyd-B and PTT models.



Résumé

Ecoulement des fluides viscoélastiques en régime laminaire: analyse numérigue,
théorique et expérimental.

L'objectif principal de cette thése est 1’étude de I’écoulement des fluides viscoélastiques en
régime laminaire, en utilisant des approches théoriques, expérimentales et numériques.

L’écoulement de Couette et de Poiseuille d'un fluide qui obéi le modéle PTT est
analysé théoriquement, et des solutions analytiques sont obtenus pour les profils
transversaux des variables pertinentes, sous conditions d’écoulement complétement
développé. La possibilité de occurrence d'instabilités est démontrée, et les correspondantes
conditions critiques sont identifiées.

En ce qui concerne l’analyse numeérique, plusieurs schémas classiques de haute
résolution pour la discretization des fluxes convectifs des équations constitutives sont
introduis dans un programme basée & la méthode du volume finie. La simulation
numérique de ’écoulement d'un fluide UCM dans une contraction plane 4:1 confirme la
stabilité de l'algorithme devisé pour la résolution des équations. La simulation numérique
de I’écoulent des fluides de type UCM et Oldroyd-B autour d’un cylindre placé dans un
canal, démontre la haute précision de la méthodologie développée.

On a trouvé que, pour des hautes valeurs d’élasticité du fluide, les schémas classiques
de haute résolution peuvent conduire a des difficultés de convergence itérative. Afin de
contourner cette limitation, un nouveau schéma de haute résolution, intitulé CUBISTA,
est proposé et on a démontré qu’il posséde de bonnes propriétés de convergence itérative,
et une haute précision numérique. Le schéma CUBISTA est utilisé pour la simulation
numérique de ’écoulement des fluides Oldroyd-B et PTT dans une contraction plane 4:1.
On montre que la précision numeérique des solutions numériques existantes est basse, et
donc on obtient des solutions numériques de haute précision, dans une gamme alarguée de
conditions d'élasticité, mesurée par le numéro de Debora. En particulier, pour la version
exponentielle du modéle PTT des simulations numériques pour des numéros de Debora
supérieurs & 10 000 sont obtenus avec haute précision.

Visualisations de I’écoulement des fluides Newtoniens et viscoélastiques sont présentées
pour une contraction tridimensionnel 4:1:1, et pour une expansion tridimensionnel 1:4:4 en
usant une technique d’illumination laser et photographie de grand temps d’exposition. Il a
été démontré, a partir des visualisations de 1’écoulement et des simulations numériques,
que D’élasticité et l'inertie conduisent & des effets contraires sur le modéle d’écoulement
dans les géométries étudiées. L'élasticité conduit & une inversion de 1’écoulement dans
lintérieur du vortex prés de la contraction, et cette observation a été confirmée
numeériquement.

Mots clés: Fluides viscoélastiques; Simulation numérique; Solutions analytiques; Visualisation du
écoulement; Rhéologie; Méthode du Volume Finie; CUBISTA; Fluides de Boger;
Contraction 4:1; Equations constitutives différentielles; Modéles UCM, Oldroyd B et
PTT.



Lagrima de preta

Encontrei uma preta
que estava o chorar,

pedi-lhe uma légrima
para a analisar.

Recolhi a lagrima
com todo o cuidado
num tubo de ensaio

bem esterilizado.

Olhei-a de um lado,
do outro e de frente:
tinha um ar de gota
musito transparente.

Mandei vir os dcidos,
as bases e o0s sais,

as drogas usadas

em casos que tais.

Ensaiei a frio,
experimentet ao lume,
de todas as vezes
deu-me o que é costume:

Nem sinais de negro,
nem vestigios de ddio.
Agua (quase tudo)
e cloreto de sddio.

Anténio Gedeao
in Mdquina de Fogo (1961)

a meus Pais
o minha Avd

a Isa



"The known is finite, the unknown infinite;
intellectually we stand on an islet in the midst
of an illimitable ocean of inexplicability. Our
business in every generation is to reclaim a

little more land."
T.H. Huxley (1825-1895)
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Raio da esfera; pardmetro adimensional (Eq. 5.30)

Coeficiente das equacdes na forma discreta (Egs. 4.32 ¢ 4.45)
Coeficiente central das equacgdes na forma discreta (Eqgs. 4.31 e 4.45)
Factor de deslocamento

Face na direccao ‘para baixo’ da célula P

Célula na direcgdo ‘para baixo’ da célula P

Area de superficie

Componente segundo o eixo cartesiano i da drea da face orientada
segundo a coordenada generalizada [

Area escalar da face f da célula P

Numero de Courant

Célula a montante da face f

Correccao de Couette

Coeficiente de arrasto

Razao de contracgao

Célula a jusante da face f

Tensor velocidade de deformagao

Ntimero de Débora

Condutancia difusiva na face f

Face na direccao ‘este’ da célula P

Célula na direccio ‘este’ da célula P

Numero de elasticidade (= De/ Re)

Factor de atrito

Indice da célula vizinha & célula P, segundo a direcgao f

Caudal méssico

Funcao

Quociente da dimensdo de células consecutivas segundo a direcgao z
ey

Médulo de distorcdo

Médulo de conservagao

Médulo de perdas (dissipativo)

Funcgo definida pela Eq. (4.162)

Semi-largura do canal (escoamento em torno de um cilindro num
canal); espacamento da célula

Semi-largura do canal ou raio do tubo (escoamento em contracgoes)
Operador representativo da influéncia das células vizinhas a célula P
(Secgao 4.3)

Primeiro invariante (trago)

Segundo invariante

Indice (0—Placas paralelas; 1-tubo)

Tensor Jacobiano

Jacobiano (= det(J))

Componente il do Jacobiano (= 9z; /0s;)

Viscosidade dilatacional (vide Eq. 3.30); Pardmetro (3/2 — Placas
paralelas; 2—tubo) (Cap. 5)

Factor correctivo do coeficiente de arrasto (vide Eq. 2.3); indice de
consisténcia (vide Eq. 3.33)
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Nimero de Mach viscoeldstico (= v De Re )

Face na direccao ‘norte’ da célula P

Indice de lei de poténcia; direc¢ao normal; nimero de modos

Vector unitdrio normal

Célula na direcgao ‘norte’ da célula P

Primeira diferenca de tensoces normais

Segunda diferenca de tensdes normais

Pressao; ordem de convergéncia do esquema de diferencas

Correcgao a pressao

Ponto, indice de célula genérica

Célula adjacente a célula P num plano de simetria

Nimero de Peclet

Nimero de Peclet da malha

Caudal volimico

Quociente de gradientes consecutivos (vide Eq. 4.96); distdncia ao
canto reentrante ‘

Raio do cilindro (escoamento em torno de um cilindro); raio do tubo
(queda de uma esfera no interior de um tubo); constante dos gases
perfeitos

Nimero de Reynolds

Face na direccao ‘sul’ da célula P

Termo fonte das equacGes na forma discreta,

Célula na direcgdo ‘sul’ da célula P

Nimero de Strouhal

Face na direcc¢ao ‘para cima’ da célula P

Tempo; direcgao tangencial

Vector unitdrio tangencial

Tempo adimensional; temperatura absoluta

Vector tensao

Célula na direccdo ‘para cima’ da célula P

Tempo caracteristico de um processo de deformacao

Componente normal e tangencial do vector tensao

Razdo de Trouton (Eq. 3.29)

Tensao de corte na parede

Vector velocidade

Componentes cartesianas da velocidade

Velocidade média

Célula a montante da célula C

Componente j da velocidade na face f estimada por uma interpolagéo
especial (Seccbes 4.2) — referente aos termos convectivos
Componente j da velocidade na face f estimada por uma interpolagao
especial (Seccoes 4.2 a 4.4)

Velocidade média para o escoamento de um fluido newtoniano (Eq.
5.41)

Velocidade radial

Célula a montante da célula U

Volume de uma célula

Coordenadas cartesianas

Coordenada cartesiana segundo a direcgao %
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Comprimento da recirculagao

T
X{Z R Comprimento adimensional da recirculagdo (= x5/ Hy)
w Face na direccao ‘oeste’ da célula P
\\% Célula na direccio ‘oeste’ da célula P
Y Coordenada transversal

' Coordenada transversal adimensional (=y/H)

)
Y() Funcdo da tensdao no modelo PTT (Egs. 3.48 e 3.49)

Indices superiores

Na face f

Contador de iteragio/passos de integracdo temporal

Célula genérica

Transposta

Interpolacao especial (Secgdes 4.2)

Interpolacdo especial (Secgdes 4.2 a 4.4); varidvel normalizada (Eq.
4.106)

Média; interpolacao linear

* Passo intermédio

yHgS ™

Indices inferiores

c, crit  Condigdes criticas (limite de estabilidade)
CO (Limitador de) Chakravarthy-Osher

crit Condicdes criticas

e Elastica

extr Extrapolado

f Na face f

f Segundo a direccao da face £

F Célula vizinha da célula P (segundo a direcgao f)
FD Qondigées de escoamento desenvolvido

1,5,k Indices das coordenadas cartesianas (;)

in Condigoes de entrada

Lkm  Indices das coordenadas generalizadas (<)
LW (Limitador de) Lax-Wendroff

max Midximo

min Minimo

P Célula genérica

7,0 Direcgdes radial e tangencial (coordenadas polares)
ref Referéncia

v Viscosa

VL (Limitador de) Van Leer

Z,Y,2 Direcgao cartesiana

w Parede

WB (Limitador de) Warming e Beam

00 Taxa de deformacao infinita

0 Taxa de deformacao nula; condicdes de referéncia
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Simbolos gregos

o Factor de mobilidade (modelo de Giesekus)

B Razao de viscosidades (Eq. 7.2)

By Coeficientes na transformacao de eixos (vide Seccio 4.1)
X Pardmetro definido pela Eq. (5.35)

) Angulo de perdas

0 Tensor unitdrio

O Distancia a parede

AH  Energia de activacao

b Delta de Kroneker (componente # do tensor unitério)

ot Intervalo de tempo de integracao temporal

€ Parametro do modelo PTT; deformagédo de Hencky (vide Eq. 3.26);

Erro numérico
€ Taxa de extensao

¢ Varidvel genérica

[0 Varidvel genérica normalizada (Eq. 4.106)

0% Deformagao

y Taxa de deformagéo

0% Tensor taxa de deformacao

v, Taxa de deformacao reduzida

Ly Coeficiente de difusao

n Viscosidade viscosimétrica (de corte); pardmetro dos modelos

viscoeldsticos

7 Razao de viscosidades (Seccio 4.8)

n',n"  Viscosidades dindmicas (escoamento dinamico de corte)

Mg Viscosidade elongacional

My Viscosidade polimérica a taxa de deformacao nula

7, Viscosidade newtoniana (do solvente)

N, Viscosidade reduzida

® Limitador de Sweby (vide Secgdo 4.6.1)

A Tempo de relaxagao

A, Tempo de relaxagao; tempo de relaxacido de Oldroyd

A Tempo de retardamento

0 Angulo

p Massa volimica

T Tensao

T Tensor das tensces

Ty Tensao de corte

Toz Tensao normal

Ty Tensao normal

'3 Pardmetro de deslizamento (modelo PTT); sistema de coordenadas
locais (Secgdo 4.5)

S Coordenada generalizada segundo a direcgao [

(s Intensidade da recirculagao

Uy Intensidade normalizada da recirculagao (= g /U H; —1)

v, Coeficiente da primeira diferenca de tensdes normais

v, Coeficiente da segunda diferenca de tensoes normais

w Frequéncia angular
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Abreviaturas .

C14 Tetradecano

CDS Esquema de diferencas centradas de 2*ordem (Central
Differencing Scheme)

CFD Dindmica de fluidos computacional (Computational Fluid
Dynamics)

CUBISTA  Convergent and Universally Bounded Interpolation Scheme for
Treatment of Advection

DC Correcgao diferida (Deferred Correction)

DG Galerkin descontinuo (Discontinuos Galerkin)

EPTT Versao exponencial do modelo PTT

EVSS Separacao eldstica e viscosa da tensdo (FElastic Viscous Split
Stress)

FENE Finite Extensible Nonlinear Elastic

JS Modelo de Johnson-Segalman

K-BKZ Modelo de Kaye-Bernstein-Kearsley-Zapas

LDPE Polietileno de baixa densidade

LDV Velocimetria, Laser-Doppler (Laser-Doppler Velocimetry)

LPTT Versao linear do modelo PTT

LUDS Esquema de diferengas de montante de 2* ordem (Linear Upwind
Differencing Scheme)

MDF Método das Diferencas Finitas

MEE Método dos Elementos Espectrais

MEF Método dos Elementos Finitos

MVF Método dos Volumes Finitos

NVA Metodologia de varidveis normalizadas (Normalized Variable
Approach)

NVD Diagrama de varidveis normalizadas (Normalized Variable
Diagram)

NVSF Formulacdo de varidvel e espagco normalizado (Normalized
Variable and Space Formulation)

PAA Poliacrilamida

PIB Poli-isobutileno

PS Poliestireno

PTT Modelo de Phan-Thien-Tanner

QUICK Esquema de diferencas de montante de 3* ordem (Quadratic

Upstream Interpolation for Convective Kinematics)
SIMPLE Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations
SIMPLEC  Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations - Consistent
SIMPLER  Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations- Revised
SIMPLEST SIMPLE with Splitting Technique

SPTT Versdo simplificada do modelo PTT (£ =0)

SU Streamline- Upwind

SUPG Streamline- Upwind/Petrov Galerkin

TV Variagao total (Total Variation)

TVD Variagio total decrescente (Total Variation Diminishing)

UCM Modelo convectivo superior de Maxwell (Upper Convected

Mazwell model)
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UDS Esquema de diferencas de montante de 1% ordem (Upwind
Differencing Scheme)

ULTIMATE Universal Limiter for Transient Interpolation Modeling of the
Advective Transport Equations



“The mountains flowed before the Lord’

in Holy Bible, Judges, 5:5

Capitulo 1

Introducao

Neste capftulo introdutério comecga-se por slustrar o conceito de fluido viscoeldstico,
seguindo-se uma descricéo de alguns tipos de escoamento padrdo vulgarmente
utilizados para estudar o comportamento desses fluidos. A terminar o capiiulo
apresentam-se as motivacoes para a realizacdo deste trabalho e descreve-se, de forma

resumida, a estrutura geral da tese.

1.1 O conceito de fluido viscoelastico

A generalidade dos fluidos sintéticos apresenta caracteristicas de comportamento
nao newtoniano, podendo-se encontrar este tipo de fluidos em diversos processos
das inddstrias petroquimica, alimentar, farmacéutica, dos pldsticos, das tintas e
dos detergentes, entre outras.

O trabalho apresentado nesta tese foi motivado pela necessidade de se
aprofundar o actual conhecimento sobre o comportamento, em escoamento
laminar, de uma classe particular de fluidos ndo newtonianos, designados por
fluidos viscoeldsticos. Uma vez que este tipo de fluidos tem frequentemente
viscosidade bastante elevada, os escoamentos com relevéncia industrial
processam-se habitualmente em condicoes de regime laminar.

Os fluidos viscoeldsticos caracterizam-se por apresentarem simultaneamente
comportamento viscoso e eldstico quando sujeitos a uma deformagdo. Desta
combinagdo resulta que os fluidos viscoeldsticos em escoamento, apresentam
frequentemente comportamentos inesperados, como se pode observar no

interessante slbum de fotografias coligidas por Boger e Walters (1993).
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O estudo do comportamento de fluidos viscoeldsticos em escoamento faz parte
de um ramo da ciéncia denominado Reologia. Esta disciplina ocupa-se do estudo
da deformagéo e escoamento da matéria (Gomes de Castro et al., 2001), tendo sido
formalmente criada a 29 de Abril de 1929 por E. C. Bingham (Doraiswamy, 2002).

O conceito de fluido viscoeldstico pode ser ilustrado por recurso a uma
experiéncia de execucdo simples que, na esséncia, consiste em colocar um fluido no
espaco entre dois discos paralelos sobrepostos e rodar lentamente um deles um
determinado 4ngulo (e.g., 90° no sentido dos ponteiros do relégio, como se ilustra
na Figura 1.1a-b). Para um fluido puramente viscoso (ineldstico) verifica-se que,
uma vez terminada a rotagao do disco superior, este permanecerd imével na sua
posicdo final (desprezando eventuais efeitos inerciais que podem ser minimizados
usando, por exemplo, fluidos de elevada viscosidade). Em contrapartida, para um
fluido viscoeldstico, apds efectuar a rotacdo do disco superior e remover a forga
externa aplicada para o efeito, verifica-se um retrocesso parcial do disco superior.
Se, em vez de um fluido, fosse colocado no espago entre discos um sélido
perfeitamente eldstico, observar-se-ia uma recuperagao completa da energia
armazenada, voltando o disco superior & sua posicdo inicial (admite-se, nesta
situacao, que o sélido eldstico estd perfeitamente “colado” a ambos os discos e que
a deformacao nao ultrapassa o limite eldstico do material).

Deste exemplo conclui-se que os fluidos viscoeldsticos guardam memdria parcial
da sua histéria de deformacao, apresentando um comportamento intermédio entre
o de um fluido puramente viscoso e o de um sélido perfeitamente eldstico.
Contudo, ao contrério dos sélidos eldsticos, os fluidos viscoeldsticos possuem uma
memdria evanescente. Este conceito também pode ser ilustrado pela experiéncia
descrita, efectuando-a de duas formas distintas. Como se viu atrés, para o fluido
viscoeldstico apés se efectuar a rotagao do disco superior existe um retrocesso
parcial. No entanto, se apés se rodar o disco superior este for mantido na posicao
final durante um tempo suficientemente longo, por aplicagio de uma forga externa
adequada (que decai ao longo do tempo), deixard de haver qualquer retrocesso do
disco apés libertacio do mesmo. Nesta situagdo, as tensGes tiveram tempo para
relaxar e, dessa forma, a meméria da posigdo inicial foi completamente perdida.
Em contrapartida, para um sélido perfeitamente eldstico, a. memoria é preservada e
a posicao inicial é sempre recuperada apds se libertar o disco superior,

independentemente do tempo que se espere.
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Conclusao

\ Disco fixo

<e>\« p
p
p

Figura 1.1: Experiéncia para ilustrar o comportamento de um fluido viscoeldstico num
escoamento de corte simples. (a) Posicdo inicial dos discos e (b) posicio no final da
rotagdo do disco superior. Em (c), (d) e (e) ilustra-se a posigdo final alcancada pelo disco
superior (uma vez removida a for¢a externa), respectivamente para um fluido ineldstico,
um fluido viscoeldstico e um material perfeitamente eldstico.

Embora se possa depreender da exposicdo anterior que existe uma fronteira
clara que distingue um fluido ineldstico (ou puramente viscoso) de um fluido
viscoeldstico, essa conclusdo nio é correcta. Na realidade, qualquer fluido pode
comportar-se como ineldstico ou como viscoeldstico, dependendo do processo de
deformacio a que é sujeito. O quociente entre o tempo caracteristico de relaxagao
molecular do fluido e um tempo caracteristico do escoamento define o nimero de
Débora, De. Este grupo adimensional, proposto por Reiner (1964), tem uma
origem biblica. No Antigo Testamento, 5° capitulo do livro dos Juizes, aparece o
seguinte cantico de Débora': %(...) os montes agitavam-se diante de Javé, que vem
do Sinai, diante de Javé, o Deus de Israel”. Com base nesta, referéncia biblica,

Reiner sugeriu que o quociente entre o tempo de relaxagao do material, A\, e um

TA tradugio portuguesa do cantico de Débora, presente no livro dos Juizes do Antigo Testamento
(Jz 5,1-5), tem um sentido ligeiramente diferente da versao Anglo-Saxénica, usada por Reiner
para ilustrar o conceito do nimero de Débora. Na tradugdo Anglo-Saxdnica aparece a seguinte
citagdo “(...) the mountains flowed before the Lord (...)” (Reiner, 1964).
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tempo caracteristico do processo de deformacao, 4ef» 10sse denominado numero de

Débora,

De =— (1.1)
tdef

Os dois casos limite para o ndmero de Débora, De —0 e De— oo,
correspondem as duas situagoes analisadas na Mecanica Cldssica: fluidos
newtonianos e sélidos perfeitamente eldsticos.

No céntico de Débora estd implicita a dualidade liquido/sélido que cada
material pode apresentar, dependendo do tempo de relaxacio do material e do
tempo de observagdo. Tomando o exemplo biblico acima citado, para o comum dos
mortais as montanhas comportam-se como sélidos, uma vez que o tempo de
observagao é significativamente inferior ao tempo de relaxacio da montanha, i.e.
De — co. Em contrapartida, para a entidade divina o comportamento da
montanha é o de um fluido, j& que neste caso o tempo de observacio é
supostamente infinito, pelo que De — 0.

Considere-se agora o escoamento de um fluido polimérico, que possui um
determinado tempo de relaxagdo. Para valores de De baixos, devido ao
escoamento ser lento (para que o tempo de observacio do fenémeno seja
comparativamente elevado), o fluido apresenta um comportamento essencialmente
newtoniano, uma vez que as macromoléculas tém tempo de relaxar e encontram-se
sempre numa configuragdo de equilibrio. Por outro lado, quando De assume
valores elevados, o escoamento é de tal forma rdpido que as macromoléculas nio
tém tempo para alterar a sua configuragio (ou relaxarem), e o fluido apresenta um

comportamento semelhante ao de um sélido eldstico.

1.2 Tipos de analise do escoamento de fluidos viscoelasticos

A anidlise do escoamento de um fluido viscoeldstico pode ser efectuada por via
tedrica, experimental, numérica, ou ainda por uma combinagao destes métodos.

A obtencdo de solugdes analiticas por via tedrica, embora seja muito atraente,
restringe-se normalmente a escoamentos em geometrias simples, tais como o
escoamento viscosimétrico de Couette ou de Poiseuille.

O estudo experimental do escoamento de fluidos viscoeldsticos é frequente.
Qualquer trabalho com relevancia industrial inicia-se normalmente com um estudo

experimental prévio do comportamento do material em condigoes de escoamento
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controladas, usualmente efectuadas num reémetro. O estudo experimental de
determinados escoamentos complexos de referéncia também se revela de especial
importéncia, especialmente na afericdo dos métodos de cdlculo numérico.

A utilizacio de métodos numéricos na previsio de escoamentos de fluidos
viscoeldsticos em geometrias complexas verificou um crescimento significativo nos
altimos anos. Actualmente, a previsio de escoamentos com relevancia industrial
tem-se revelado bastante promissora, sendo prova desse facto o sucesso de
programas comerciais como o POLYFLOW, actualmente desenvolvido pela
empresa Fluent Inc..

Nesta tese abordam-se os trés tipos de andlise referidos. Uma parte significativa
do trabalho efectuado relaciona-se com o desenvolvimento de novos métodos
numeéricos para a previsio do comportamento, em escoamento laminar, de fluidos
viscoeldsticos. Procedeu-se ainda a deducdo tedrica de solugdes analiticas para o
escoamento de Poiseuille de um modelo especifico de fluido viscoeldstico (Phan-
Thien e Tanner, 1977) e efectuaram-se medigbes experimentais do escoamento de
fluidos newtonianos e viscoeldsticos numa contracgdo e numa expansao

tridimensional.

1.3 Escoamentos de referéncia para fluidos viscoelasticos

Em dinamica de fluidos computacional (CFD, Computational Fluid Dynamics) &
frequente definir-se um ntmero reduzido de escoamentos de referéncia.
Habitualmente ndo sio conhecidas solucoes analiticas para esses escoamentos
padrﬁo, pelo que os mesmos sdo estudados por diversos grupos de investigagao
independentes, por forma a obterem-se solucdes numéricas concordantes de elevada,
precisio. Estes escoamentos de referéncia (benchmark flows) tém particular
aplicabilidade na afericio da precisdo, e da conveniente implementacao, de novos
métodos de cdlculo numérico.

Em reologia computacional, e em particular na simulagdo numérica do
escoamento de fluidos viscoeldsticos em regime laminar, foram propostos vrios
escoamentos padrio ao longo dos tltimos 25 anos, alguns dos quais inspirados em
escoamentos com relevancia industrial. Actualmente, alguns dos escoamentos de
referéncia mais comuns em reologia computacional e experimental sao os seguintes
(Owens e Phillips, 2002):

(i) Escoamento em contracgoes;
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(4) Escoamento em torno de um cilindro num canal;
(iii) Escoamento em torno de uma esfera num tubo;
(i) Escoamento no interior de cilindros rotativos com excentricidade;

(v) Inchamento do extrudido.

Na Figura 1.2 ilustra-se, de forma simplificada, o funcionamento de uma
extrusora. K possivel identificar, de forma aproximada, trés dos escoamentos de
referéncia atrds enunciados, nomeadamente o escoamento numa contracgao, o

escoamento em torno de um cilindro e o inchamento do extrudido.

(b) () (d)

Figura 1.2: (a) Ilustracdo do escoamento numa extrusora, e respectiva analogia com
alguns escoamentos de referéncia: (b) escoamento numa contracgio; (c) escoamento em
torno de um cilindro; (d) inchamento do extrudido. Baseado em McKinley (1991).

Neste trabalho, em termos numeéricos, serdo analisados predominantemente os

escoamentos padrao em contraccoes e em torno de um cilindro num canal.

1.4 Motivacao e contribuicao do presente estudo

A anédlise do escoamento de fluidos newtonianos em regime laminar é actualmente
um problema resolvido, j4 que existem métodos numéricos extremamente fidveis e
eficientes para a sua correcta previsao. Em contrapartida, a previsao adequada do
escoamento de fluidos viscoeldsticos em regime laminar é ainda casuistica, nao
obstante o enorme avanco verificado nos tltimos anos. Com alguma frequéncia,
verifica-se que a previsao do efeito de um determinado pardmetro, no escoamento
de um fluido viscoeldstico, vai no sentido oposto ao indicado pela observagao

experimental. Estas diferencas podem ter origem quer em imprecisdes numéricas na
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resolucio das equacoes de balanco, quer nas limitagoes das préprias equagoes
constitutivas usadas para modelar o comportamento reolégico dos fluidos.

Assim, com este trabalho pretende-se contribuir para aprofundar o actual
conhecimento em dois vectores distintos, mas complementares. Por um lado, serao
desenvolvidas estratégias de cdlculo numérico eficientes e com elevada precisao,
baseadas no método dos volumes finitos. Por outro lado, proceder-se-d a
visualizacio experimental do escoamento de diversos fluidos viscoeldsticos em
geometrias complexas tridimensionais (contracgdo e expansao subitas), bem como &
sua previsiao numérica. Desta forma, sers possivel compreender um pouco melhor o
comportamento destes fluidos em geometrias ainda pouco estudadas, e
simultaneamente testar a capacidade preditiva do algoritmo desenvolvido.

Por razdes histéricas, a maioria dos métodos de cédlculo usados em reologia
computacional baseiam-se no método dos elementos finitos (Owens e Phillips,
2002). No entanto, desde o inicio da década de 1990, tem-se verificado um
crescimento significativo no numero de publicagées relacionadas com o
desenvolvimento de algoritmos baseados no método dos volumes finitos. A
principal vantagem da utilizagio do método dos volumes finitos, em reologia
computacional, reside na potencial economia de recursos computacionais,
conseguindo-se simular escoamentos complexos tridimensionais num simples PC
(Xue et al., 1998a; Tanner e Xue, 2002).

Na opinido do autor do presente trabalho, os métodos de célculo baseados na
técnica dos volumes finitos oferecem uma alternativa muito interessante para a
previsio do escoamento de fluidos viscoeldsticos. Nesta tese ird tomar-se, como
ponto de partida, o método de volumes finitos desenvolvido por Oliveira et al.
(1998), com as devidas modificagdes descritas em Oliveira e Pinho (1999b,c¢).

Dado o carécter hiperbélico da generalidade das equagdes constitutivas usadas
para representar o comportamento reolégico dos fluidos viscoeldsticos, a simulagao
do escoamento deste tipo de fluidos requer o uso de métodos numeéricos robustos. A
discretizacio do termo convectivo das equagdes constitutivas ¢ um ponto fulcral,
tanto em termos de precisio como de estabilidade numérica. A utilizagao de
esquemas de discretizacio de diferencas de montante (com precisao numeérica de
1? ordem) tem sido usada com frequéncia nos cdlculos baseados no métodos de
volumes finitos (e.g., Hu e Joseph, 1990; Sasmal, 1995; Xue et al., 1998a; Oliveira

et al., 1998), essencialmente devido a sua inerente estabilidade numérica. Contudo,
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este esquema de discretizagio é muito pouco preciso, originando uma elevada
difusao numérica artificial quando as linhas de corrente ndao se encontram
alinhadas com a malha computacional, pelo que o seu uso é fortemente
desaconselhdvel (Freitas, 1993).

A utilizagdo de esquemas de discretizacio de ordem elevada foi efectuada em
Oliveira e Pinho (1999b). Nesse trabalho obteve-se um ganho significativo em
termos de precisao numérica, ainda que a custa de uma perda de estabilidade do
método de cdlculo. Assim, uma parte importante do presente trabalho visa o
desenvolvimento de esquemas de discretizagdo robustos e de elevada precisio,
especificamente desenvolvidos para a discretizacio dos termos convectivos das
equagoes de transporte. Para testar a sua implementacio:e demonstrar a sua
elevada estabilidade, serdo estudados alguns dos escoamentos de referéncia usados
regularmente em reologia computacional. Simultaneamente, pretende-se
demonstrar que é possivel obter solu¢bes numeéricas com precisio semelhante a
alcancada por métodos de elementos finitos, com ganhos significativos em termos

de recursos computacionais.

1.5 Organizagao e estrutura da tese

Esta tese encontra-se dividida em onze capitulos. No Capftulo 2 apresenta-se um
resumo da bibliografia relevante para este estudo seguindo-se, no Capitulo 3, a
apresentacao das equagoes que descrevem o escoamento de um fluido viscoeldstico,
em regime laminar e em condigoes isotérmicas. Faz-se ainda uma pequena revisao
de alguns conceitos elementares de reometria e apresentam-se, com algum detalhe,
os modelos reolégicos usados neste trabalho.

No Capitulo 4 descreve-se, de forma resumida, a técnica dos volumes finitos
usada na discretizagao das equacoes de balango e constitutivas, bem como o
procedimento de cdlculo. E dada particular atencdo & discretizagio do termo
convectivo das equagOes constitutivas e & implementagao das condigoes fronteira.

No Capitulo 5 apresenta-se a dedugao das expressoes analiticas para os
escoamentos de Couette e de Poiseuille de um fluido viscoeldstico descrito pelo
modelo de Phan-Thien e Tanner (1977).

O algoritmo numérico é posteriormente aplicado 4 simulagao do escoamento
numa contrac¢ao plana e em torno de um cilindro num canal, respectivamente nos

Capitulos 6 e 7. Para melhorar a convergéncia iterativa do método de cdlculo
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propde-se, 1nO Capitulo 8, um novo esquema de alta resolucao, especiﬁca{nente
desenvolvido para a discretizagao dos termos convectivos das equagbes de
transporte. O esquema de alta resolugdo proposto (denominado CUBISTA) é usado
no Capitulo 9 na simulagao do escoamento numa contrac¢do plana, para modelos
constitutivos diferentes dos considerados no Capitulo 6, obtendo-se solugoes
numéricas significativamente mais precisas do que as existentes na literatura.

No Capitulo 10 estuda-se, experimentalmente, o escoamento numa contracgao e
numa expansio tridimensional, de dois fluidos newtonianos e de trés fluidos
viscoeldsticos com comportamento reolégico distinto. Também se efectua a
previsdo numérica desses escoamentos, observando-se uma boa concordédncia com
os resultados da visualiza¢io dos escoamentos em condicoes de regime permanente.

Finalmente, no Capitulo 11, apresenta-se um resumo das conclusoes desta tese,

bem como sugestdes para futuros trabalhos.



“The secret to creativity is knowing how to hide your sources’
Albert Einstein (1879-1955)

Capitulo 2
Revisao bibliogréfica

Neste capttulo apresentam-se as principais referéncias bibliogréficas respeitantes a
simulagio numérica de escoamentos de fluidos wviscoeldsticos. Inicialmente
descreve-se a evolucdo histérica dos métodos de cdlculo, seguindo-se uma descricdo
detalhada dos principais trabalhos publicados relativamente aos trés problemas de
referéncia mais importantes em reologia computacional: escoamento em contraccoes;

escoamento em torno de um cilindro; queda de uma esfera no interior de um tubo.

2.1 Introdugao

Existem na literatura diversos livros dedicados ao estudo do comportamento dos
fluidos viscoeldsticos. Uma referéncia incontorndvel & o livro “Dynamics of
Polymeric Liquids” de Bird et al. (1987a) onde se faz uma abordagem
essencialmente teérica da dindmica de fluidos de materiais poliméricos. Uma parte
significativa desse livro é ainda dedicada & andlise de vérias equagoes constitutivas
utilizadas para modelar o comportamento viscoeldstico dos materiais poliméricos.
Do ponto de vista experimental destaca-se o livro “Rheological Phenomena in
Focus” de Boger e Walters (1993), onde se ilustra o comportamento bizarro que os
fluidos ndo newtonianos, e em particular os fluidos viscoeldsticos, por vezes
apresentam em escoamento. Uma parte significativa dos trabalhos experimentais
de visualizacdo efectuados com fluidos viscoeldsticos aparece ilustrada nesta obra.
Em termos de reologia computacional existem duas obras de referéncia que
traduzem o estado da arte em dois perfodos distintos. O livto “Numerical
Simulation of Non-Newtonian Flow” de Crochet et al. (1984) traduz os

desenvolvimentos embriondrios da reologia computacional, desde a sua génese nos
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finais da década de 1970 até 1983. A tremenda evolugdo que os métodos de cdlculo
e os computadores sofreram nos ultimos vinte anos também se manifestaram na
reologia computacional, e o recente livro “Computational Rheology’ de Owens e
Phillips (2002) retrata eficazmente essa evolugdo. Este livro revela-se uma
excelente fonte bibliografica pois nas suas 658 referéncias podem ser encontrados
grande parte dos trabalhos mais relevantes, publicados na drea da reologia
computacional desde a sua génese até 2001. A titulo de curiosidade refira-se que
dois dos trabalhos publicados no a&mbito desta tese (Alves et al., 2000; 2001b) j4
sao citados e discutidos neste livro.

Embora os livros acima referidos contenham uma parte significativa das
referéncias bibliogréficas relevantes para este estudo, foram efectuadas pesquisas
bibliogréficas recorrendo a diversas bases de dados, bem como directamente
através da Intefnet usando motores de pesquisa apropriados. Dada a constante
actualizacdo das bases de dados e a enorme volatilidade da informagao disponivel
na Internet, as pesquisas foram repetidas com alguma frequéncia ' por forma a
tentar encontrar o maior nimero de registos com interesse para o trabalho, bem
como proceder a uma constante actualizacdo da bibliografia, uma vez que o tema
abordado neste trabalho encontra-se actualmente num estado de pesquisa
significativa, como se pode constatar em Owens e Phillips (2002).

Neste capitulo irdo ser apresentadas e discutidas as referéncias bibliogréficas
relativas & simulagdo numérica de escoamentos de fluidos viscoeldsticos. No que
toca & andlise tedrica e experimental, as referéncias relevantes para o presente
trabalho serio analisadas nos Capitulos 5 e 10, por serem estes os capitulos

dedicados a esses temas.

2.2 A génese da simulagdo numérica de escoamento de fluidos
viscoelasticos

Os primeiros passos da reologia computacional ocorreram entre os finais da década
de 1960 e o infcio da década de 1970, com a publicagio dos primeiros resultados de
simulacdo numérica das equagoes diferenciais ordindrias que resultam da aplicagao
de métodos de perturbacio a escoamentos de baixa elasticidade. As contribuigoes
mais significativas nesse periodo foram as de Walters e Waters (1968), Griffiths et
al. (1969), Griffiths e Walters (1970) e Davies e Walters (1972). Nessa altura

verificou-se também o aparecimento de um numero significativo de publicacoes na
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srea da simulacdo numérica de escoamentos de fluidos ndo newtonianos ineldsticos
em geometrias bidimensionais, destacando-se os trabalhos publicados por Duda e
Vrentas (1973) e por Tanner et al. (1975). A simulagdo de escoamentos de fluidos
viscoeldsticos em geometrias bidimensionais foi efectuada pela primeira vez em
1977, de forma independente por Perera e Walters (1977a,b) e por Kawahara e
Takeuchi (1977). Enquanto os primeiros autores usaram um método de diferencas
finitas para simular uma variedade de escoamentos complexos de um fluido
descrito pelo modelo de Oldroyd de 4 constantes, Kawahara e Takeuchi
enveredaram pela utilizacio do método dos elementos finitos na simulacao de
escoamentos de fluidos viscoeldsticos descritos pelo modelo de Maxwell.

Apés a publicacio destes trabalhos embriondrios verificou-se uma proliferagao
de referéncias na 4rea da reologia computacional, como se pode constatar em
Crochet e Walters (1983). Estes autores apresentam uma revisao da bibliografia
publicada até & data, relativa a simulacdo numeérica de escoamentos de fluidos nao
newtonianos, e em particular de fluidos viscoeldsticos. Um ano mais tarde, surge o
primeiro livro inteiramente dedicado & simulagdo numérica de escoamentos de
fluidos nao newtonianos, onde mais uma vez é feita uma revisdo detalhada da
bibliografia relevante (Crochet et al., 1984). Por essa altura ji era notéria a
predomindncia, em nimero de publicacdes, da utilizagdo do método dos elementos
finitos, registando-se também a existéncia de um ndmero razodvel de trabalhos em
que se utilizava o método das diferencas finitas.

Nesse perfodo inicial, de desenvolvimento da reologia computacional, foi dada
particular atencio a simulacio dos seguintes problemas padrao (Crochet e Walters,
1983):

(i) Escoamento em torno de obsticulos submersos (Townsend, 1980; Crochet,
1982; Tiefenbruck e Leal, 1982)

(ii) Escoamento com superficie livre, e em especial a previsdo do inchamento do
extrudido (Chang et al., 1979; Crochet e Keunings, 1980; Crochet e
Keunings, 1982; Coleman, 1981; Caswell e Viriyayuthakorn, 1983)

(#4) Previsao da pressao no orificio (Crochet e Bezy, 1979; Richards e Townsend,
1981; Jackson e Finlayson, 1982)

(iv) Escoamento numa contraccio (Perera e Walters, 1977b; Gatski e Lumley,
1978; Perera e Strauss, 1979; Viriyayuthakorn e Caswell, 1980; Bernstein et
al., 1981).
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Para uma lista mais detalhada das referéncia bibliogrificas relevantes
publicadas até 1983 sugere-se a consulta de Crochet et al. (1984).

Apés um periodo inicial de algum optimismo, em que se admitia que a aplicagao
directa das técnicas desenvolvidas para a simulacio de escoamentos newtonianos
também seria eficiente na simulacao de escoamentos viscoeldsticos, constatou-se
que, de uma maneira geral, os resultados obtidos por diferentes grupos de
investigacio padeciam de um problema comum, nomeadamente a perda de
convergéncia a baixos valores do numero de Débora (ou de Weissenberg, como
alguns autores preferem usar). Numa frase um tanto ou quanto pessimista, Crochet
e Walters (1983) afirmavam que o limite miximo de elasticidade alcancado nas
simulagdes publicadas até a data era de tal forma baixo que as solugées obtidas
nio eram mais do que simples perturbacdes em torno do caso newtoniano. Ficou
assim identificado o problema principal que a reologia computacional deveria
solucionar, e que ficou conhecido como o “problema do nimero elevado de
Weissenberg” (High Weissenberg Number Problem, HWNP).

Mendelson et al. (1982) foram os primeiros a tentar explicar as possiveis causas
para a perda de convergéncia verificada a valores relativamente baixos do nimero
de Débora. Num trabalho dedicado a este assunto, Keunings (1986) descreveu
quatro cendrios possiveis para a evolugdo das simulagdes numéricas de escoamentos
bidimensionais de fluidos viscoeldsticos. Partindo-se de uma familia de solugoes
estéveis e estacionérias, que emanam da solugao newtoniana (De = 0), a evolugao
de uma determinada varidvel X (e.g., a queda de pressao numa contrac¢do),
seguird uma das quatro possibilidades ilustradas na Figura 2.1.

No caso (a), apresentado na Figura 2.1, a solucdo existe e é estdvel para
qualquer valor de De. Segundo Keunings (1986), e em particular para o
escoamento de um fluido de Maxwell numa contracgdo, esta possibilidade &
improvével ja que se estd a lidar com sistemas de equagoes altamente nao lineares.
Nos restantes casos apresentados na Figura 2.1 verifica-se o aparecimento de
pontos irregulares na familia de solugdes que emanam do caso newtoniano. Na
situagio (b), pelo menos duas familias de solugdes cruzam-se a um determinado
valor de De. Acima desse valor critico (bifurcagdo), Deyy, é ainda possivel que
exista uma familia de solucoes estdveis, estaciondrias e bidimensionais. No entanto,
uma ou mais familias de solugdes temporalmente instdveis e/ou tridimensionais

também existem. Numa tal situagdo, a utilizagdo de um algoritmo de estado
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estaciondrio desenvolvido para escoamento bidimensional revelar-se-4 inttil, mesmo
que se obtenha uma solugdo numérica convergente, j& que esse resultado serd
artificial e sem qualquer significado fisico. As restantes possibilidades correspondem
a existéncia de um ponto limite (ou de viragem), como na Figura 2.1(c), ou
alternativamente a familia de solucdes termina abruptamente como se ilustra na

Figura 2.1 (d).

x A
>
De
(a)
x A
—>
‘Decrit DC

() (d)

Figura 2.1: Evolugio possivel para uma varidvel X, com o aumento da elasticidade, a
partir da solugdo newtoniana (De=0). (a) Solugdo estdvel em toda a gama de De; (b)-(d)
Existéncia de pontos irregulares na solugdo, respectivamente bifurcagdo, ponto limite e
ponto terminal. Inspirado em Keunings (1986) e Brown et al. (1986).

E possivel provar semi-analiticamente a existéncia de pontos limite para certos
modelos viscoeldsticos, em determinados escoamentos (Menon et al., 1988; Larson,
1988). No entanto, a ocorréncia de pontos irregulares por via numérica corresponde
frequentemente a um artefacto numérico, e ndo a uma propriedade intrinseca desse
escoamento. Por exemplo, van Schaftingen e Crochet (1985) demonstraram que o
aparecimento de um ponto limite na solugdo numérica do escoamento de Poiseuille
de um fluido de Johnson-Segalman ocorria apenas para um dos métodos numéricos

utilizados nesse trabalho. Para os outros dois métodos adoptados no mesmo
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estudo, a solucdo numeérica obtida era incondicionalmente estdvel e coincidia com a
solugao analitica.

A existéncia de um verdadeiro ponto limite na solugdo numérica deverd ser
confirmada por refinamentos sucessivos da malha, o que nem sempre se consegue
de forma inequivoca. Na prética, o valor de De,, obtido numericamente depende
com frequéncia da malha usada na simulacdo (van Schaftingen e Crochet, 1985),
verificando-se habitualmente uma diminuicdo de De,, com o refinamento da
malha. Como exemplo tipico deste comportamento pode referir-se o escoamento de
um fluido de Maxwell ou de Oldroyd-B numa contrac¢ao plana. Dada a existéncia
de um ponto singular neste escoamento (Davies e Devlin, 1993; Hinch, 1993;
Renardy, 1993), onde as tensdes sdo teoricamente infinitas, a obtengao de solugoes
de elevada precisdo tem-se revelado bastante dificil. A disparidade entre os valores
de De_, obtidos por diferentes grupos é grande, e a variacio de Dey, com o
refinamento da malha e com o esquema numérico usado na discretizagao é muito
acentuada (Owens e Phillips, 2002). Nao obstante todas as dificuldades, nos
dltimos anos tem-se verificado um progresso considerdvel na compreensao do
problema do nimero elevado de Weissenberg. Actualmente ji existe algum
consenso, e admite-se que a sua origem se deve essencialmente a deficiéncias
numéricas e nio ao mau comportamento das equagdes constitutivas (Keunings,
1989; Crochet, 1994; Warichet e Legat, 1997; Renardy, 2000b; Tsai e Malkus,
2000). Como se demonstra em Warichet e Legat (1997), j4 é possivel obter
solucbes numéricas de elevada precisdo para certos escoamentos complexos de
fluidos viscoeldsticos, verificando-se uma boa concordancia entre os resultados
obtidos por vérios grupos de investigagdo que usam métodos numéricos distintos.
Esta estratégia de validacdo independente dos resultados numéricos obtidos por
diferentes grupos de investigacio tem-se mostrado extremamente 1til na afericao
da precisio dos métodos de cdlculo numérico, bem como na compreensao das
respectivas limitacdes, nomeadamente as relacionadas com o problema do nimero
elevado de Weissenberg. Para o sucesso desta estratégia contribuiu, de forma
significativa, a escolha de um ndmero reduzido de escoamentos de referéncia
(Hassager, 1988; Brown e McKinley, 1994). Desta forma, diferentes investigadores
estudam os mesmos problemas, sendo assim possivel efectuar comparagoes directas
entre os métodos numéricos utilizados, sem a complicagdo adicional da existéncia

de diferencas na geometria e/ou nas equagdes constitutivas adoptadas.
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De entre os vérios escoamentos de referéncia propostos ao longo dos ultimos
anos (Hassager, 1988; Brown e McKinley, 1994) é possivel verificar actualmente

alguma, predilecgao pelas seguintes geometrias (Owens e Phillips, 2002):

(i) Escoamento numa contraccao (plana ou axissimétrica);

(i) Escoamento em torno de um cilindro colocado no interior de um canal;

(#1) Queda de uma esfera no interior de um tubo.

Apesar destes escoamentos ji serem estudados hd mais de duas décadas,
verifica-se actualmente que ainda sdo um desafio surpreendente. Em particular, o
escoamento numa contraccio tem-se mostrado extremamente dificil de solucionar,

como se passa a descrever.

2.3 Escoamento numa contracgao

2.3.1 Defini¢ao do problema

A geometria deste escoamento é apresentada na Figura 2.2. O fluido desloca-se de
um canal (ou tubo) para outro de sec¢io inferior, originando um escoamento
complexo que engloba regides em que o escoamento é predominantemente de corte
(junto as paredes), bem como zonas em que o escoamento é essencialmente
extensional (ao longo do eixo central). Para uma determinada razao de contracgao
H,/H,, verifica-se que o efeito geométrico é mais importante no caso da
contracgao axissimétrica, jé que nessa situagdo a razao de velocidades é dada por
U,/U, = (Hl /HZ)Z, em contraste com a razdo U, /U, = H, / H, verificada para a
contracgao plana (bidimensional).

No caso newtoniano este escoamento é funcio apenas do nimero de Reynolds,
Re, e da razio de contraccio. Na situacdo do escoamento de um fluido
viscoeldstico surge um novo pardmetro adimensional, que representa o quociente
entre o tempo de relaxaco do fluido, A\, e um tempo caracteristico do escoamento.
Como se viu atrds, este pardmetro adimensional corresponde ao nimero de Débora,

que se define habitualmente para este escoamento por

AU,
De =—=
H,

(2.1)

b

em que U, e H, representam a velocidade média na conduta a jusante do plano de

contraccio e a semi-largura da mesma, respectivamente (vide Figura 2.2).
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Figura 2.2: Tlustracao do escoamento numa contraccao e identificacdo de algumas varidveis
relevantes.

A complexidade deste escoamento aliada a uma geometria extremamente
simples levaram a que o escoamento de um fluido UCM numa contraccao 4:1, a
baixo nuimero de Reynolds, fosse classificado como um dos mais importantes
problemas numéricos para fluidos viscoeldsticos. Esta escolha ocorreu em 1987 no
5 International Workshop on Numerical Methods in Non-Newtonian Flows, que
decorreu em Lake Arrowhead nos E.U.A. (Hassager, 1988). Saliente-se, contudo,
que por esta altura ji haviam sido publicados alguns trabalhos numéricos e
experimentais para este escoamento com fluidos newtonianos bem como com
fluidos viscoeldsticos, e que foram certamente o leitmotiv para esta escolha. Os
trabalhos de revisao de Boger (1987) e White et al. (1987) condensam os principais
trabalhos experimentais ¢ numeéricos publicados até essa data para este escoamento
padrao. |

O estudo do escoamento de fluidos viscoeldsticos em contracgoes nao serve
apenas como problema de validagdo numérica, mas tem importantes aplicagdes no
eficaz processamento de polimeros. Neste caso, sao importantes as correctas
previses da cinemdtica do escoamento e da queda de pressao. O objectivo pratico
serd minimizar a queda de pressdo e optimizar a cinemdtica por forma a eliminar

escoamentos secunddrios indesejdveis e regides de elevadas tensoes.
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2.3.2 Trabalhos pioneiros

De acordo com Owens e Phillips (2002), os primeiros autores a apresentarem
resultados numéricos para as condicdes de referéncia propostas em Hassager (1988)
foram Cochrane et al. (1981). Nesse trabalho comparam-se os resultados obtidos
numericamente com as visualizacbes do escoamento de fluidos de Boger em
contraccoes. Estes fluidos tém a particularidade de possufrem uma elevada
elasticidade aliada a uma viscosidade aproximadamente constante (Boger, 1977),
isolando-se assim de forma eficaz os efeitos eldsticos. Desta forma interpretam-se
inequivocamente os resultados em termos da influéncia da elasticidade do fluido,
sem a complicacao adicional da variagdo da viscosidade com a taxa de deformagao,
uma caracteristica da generalidade das soluges poliméricas. Em termos numéricos,
a utilizacio de modelos viscoeldsticos diferenciais do tipo UCM ou de Oldroyd-B
(que sdo usados frequentemente para modelar o comportamento de fluidos
viscoeldsticos de viscosidade constante) revela-se bastante critica, ja que é
conhecido que estas equagoes reolégicas diferenciais sao as mais problemadticas do
ponto de vista numérico, devido ao seu cardcter hiperbélico (Owens e Phillips,
2002).

Walters e Webster (1982) estudaram experimentalmente, e também por via
numérica, o escoamento de fluidos de Boger em contracgdes planas e axissimétricas
com razdes de contraccio préximas de 4:1. Estes autores analisaram ainda o
escoamento de um fluido viscoeldstico reofluidificante, bem como a influéncia do
arredondamento do canto reentrante da contracgao. Os resultados experimentais
sugeriam que no caso do escoamento de um fluido de Boger numa contracgao plana
a recirculacdo era praticamente inexistente, enquanto que o escoamento do mesmo
fluido numa contracgio axissimétrica originava uma recirculagdo com uma
intensidade significativa, que tendia a aumentar com a elasticidade do escoamento.
Para o fluido eldstico reofluidificante (uma solugdo aquosa de poliacrilamida,
PAA), Walters e Webster verificaram experimentalmente que a intensidade da
recirculacdo era significativa e tinha um comportamento semelhante quer para o
caso da contracgio plana quer para a axissimétrica. Um ligeiro arredondamento do
canto reentrante resultou em alteracdes profundas no padrao de escoamento,
causadas pela eliminacio do ponto singular de tensdes af existente. Estes autores
observaram ainda uma boa concordincia entre as simulagdoes numéricas e as

visualizacdes com fluidos newtonianos, nao acontecendo o mesmo para o caso dos
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fluidos viscoeldsticos. Numa frase, Walters e Webster resumiam a completa
inadequacdo das simulagdes numeéricas obtidas nessa altura, para a previsao do
escoamento de fluidos viscoeldsticos em contracgbes: “Enquanto muitos
investigadores da drea da mecanica dos fluidos nio newtoniana obtém resultados
experimentais de crescimento do vértice para o caso do escoamento numa
contraccio axissimétrica, e que nao conseguem prever numericamente, neste
trabalho obtivemos previsdes numéricas de crescimento do vértice para o caso da
contracgdo plana, que nao verificamos experimentalmente”. Ou seja, os resultados
experimentais e as previsdes numéricas obtidas no inicio da década de 1980
apresentavam tendéncias opostas, para o caso do escoamento de um fluido
viscoeldstico numa contracc¢ao plana ou axissimétrica. .

Num trabalho de revisiao publicado no ano seguinte, Crochet e Walters (1983)
fizeram um apanhado dos resultados numéricos mais relevantes publicados até essa
data. O mesmo tom pessimista continuava a ser expresso, dando-se particular
énfase ao problema do nimero elevado de Weissenberg. Este assunto figurou em
muitos dos trabalhos publicados nos anos seguintes, tendo sido mesmo o tema
predominante do 42 International Workshop on Numerical Methods for Non-
Newtonian Flows, que decorreu em 1985 em Spa, Bélgica (Debbaut e Crochet,
1986; Dupret e Marchal, 1986; Joseph e Saut, 1986; Josse et al., 1986; Keunings,
1986; Marchal e Crochet, 1986). O trabalho de Marchal e Crochet (1986)
salienta-se dos restantes, essencialmente pelo valor elevado de De alcangado nas
simulacoes. Estes autores estudaram o escoamento em contracgbes plana e
axissimétrica 4:1, para dois modelos viscoeldsticos (UCM e Oldroyd-B) recorrendo
ao método dos elementos finitos, e usando fungdes hermitianas. Valores limite de
De da ordem de 6 foram alcangados por este método, quadruplicando o valor
obtido previamente para estes problemas padrao.

Keunings e Crochet (1984) utilizaram também o método dos elementos finitos
para analisar o escoamento numa contracgdo 4:1 de um fluido viscoeldstico
reofluidificante descrito pelo modelo de Phan-Thien—Tanner (PTT) (Phan-Thien e
Tanner, 1977). Os resultados obtidos sugeriam um crescimento da recirculacao e
um aumento da correccdo de Couette (forma adimensional da queda de pressao
extra induzida pela contracgio) com o aumento do caudal.

White e Baird (1986) estudaram experimentalmente o escoamento de

poliestireno (PS) e de polietileno de baixa densidade (LDPE) numa contracgao
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plana. A principal causa atribuida as diferencas observadas nos padroes de
escoamento (inexisténcia de recirculagio para o PS e a presenca para o LDPE) foi
o diferente comportamento elongacional dos dois polimeros. No ano seguinte, estes
autores publicaram um trabalho de revisio dedicado ao escoamento de fluidos
viscoeldsticos em contraccoes, fazendo um apanhado dos trabalhos experimentais e
numéricos mais significativos (White et al., 1987). As principais conclusoes

apresentadas e as recomendagdes para trabalhos futuros foram as seguintes:

(i) Nem todos os fluidos viscoeldsticos originam o aparecimento de vértices para
o escoamento numa contraccido. Assim sendo, nao se pode julgar o sucesso
das simulacées numéricas apenas pelo facto de se conseguir prever o
aparecimento do escoamento secunddrio.

(i9) A origem dos vértices nao deverd estar unicamente relacionada com as
propriedades viscoeldsticas do polimero em escoamento de corte, mas também
com o seu comportamento extensional (um ano mais tarde, estes autores
demonstraram que a correcta previsdo numérica do escoamento do PS e do
LDPE na contraccdo plana requer o uso de uma equagao constitutiva que
traduza correctamente o comportamento elongacional do polimero- White e
Baird, 1988).

(#it) As visualizacdes nao se deverao limitar ao escoamento de solucoes
poliméricas, devendo-se alargar o seu estudo experimental ao escoamento de
polimeros fundidos.

(%v) Os estudos experimentais devem ir além da simples obtencdo das linhas de
corrente e dos campos de velocidade. Sugere-se a medi¢ao dos campos de
tensdes usando técnicas de birrefringéncia (Flow Induced Birefrigence, FIB),
em particular nas regides junto ao plano de contracgdo, como demonstrado

mais tarde por estes mesmos autores (White e Baird, 1988).

Num outro artigo de revisio publicado no mesmo ano por Boger (1987),
analisaram-se os resultados da literatura para o escoamento em contracgoes
axissimétricas com vdrias razoes de contracgdo, e com diferentes tipos de fluidos.
Este autor concluiu que, para fluidos newtonianos e ndo newtonianos ineldsticos, o
problema do escoamento numa contraccao axissimétrica estava solucionado, jd que
se observava uma boa concordincia entre os resultados experimentais e as
simulagdes numéricas, quer para escoamentos a baixo nimero de Reynolds, quer

para os casos em que a inércia nao era desprezdvel. A medida que o nimero de
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Reynolds aumentava verificava-se uma diminuigdo progressiva da recirculagao,
tanto em comprimento como em intensidade. Para o caso ‘viscoeldstico, a
comparacdo entre os resultados experimentais e as simulagbes nao era tao
animadora. Tal como em White et al. (1987), Boger argumentava que a
componente extensional era muito importante no escoamento de fluidos
viscoeldsticos em contracgoes, pelo que a medigao desta propriedade era imperativa
para uma. eficaz caracterizagio reolégica do fluido. Esta foi a explicagdo avangada
por Boger para tentar explicar a diferenga verificada nos padroes de escoamento
para dois fluidos de Boger com propriedades de escoamento de corte muito
semelhantes. Enquanto que para um dos fluidos se observava um crescimento
acentuado da recirculacado com o aumento do caudal, para a mesma contracgao
axissimétrica 4.08:1 verificava-se um comportamento surpreendentemente diferente
para o outro fluido, com uma diminui¢do da recirculagado principal causada pelo
aumento da elasticidade do escoamento, e com o aparecimento de um voértice de
entrada (lip vorter) junto ao canto reentrante. Os modelos viscoeldsticos usados
nas simulagﬁo' numéricas deveriam entdo, por esta razao, traduzir correctamente a
componente elongacional medida na caracterizagdo reolégica do fluido, para que
fosse possivel prever correctamente a fisica do escoamento.

Um passo importante na batalha contra o problema do nimero elevado de
Weissenberg foi dado nesse mesmo ano por Marchal e Crochet (1987). Estes
autores usaram o método dos elementos finitos com fungdes de aproximacgao
biquadriticas para as velocidades, elementos bilineares para a pressao, e
sub-elementos lineares 4 x4 para as tensdes, em conjugagao com a utilizagao de
SU inconsistente (Streamline-Upwind) para o tratamento do termo convectivo.
Esta formulacdo revelou-se bastante estdvel, verificando-se a inexisténcia de perda
de convergéncia do processo iterativo para o escoamento de um fluido Oldroyd-B
numa contracgdo 4:1 (plana ou axissimétrica). Neste trabalho também foram
usadas as formulacdes de Galerkin e SUPG (Streamline-Upwind/Petrov Galerkin)
tendo-se constatado a sua fraca performance para o escoamento numa contracgao
plana. Os resultados obtidos com o método SU 4x4 para o escoamento na
contraccdo plana sugeriam a existéncia de um voértice de canto de dimensdes
reduzidas e de baixa intensidade de recirculacio. A De=7.6 verificou-se o
aparecimento de um pequeno vértice de entrada. No caso do escoamento na

contracgdao axissimétrica de um fluido Oldroyd-B observou-se um crescimento
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significativo do vértice de canto com o aumento de De. A forma do vértice
prevista numericamente foi semelhante & observada experimentalmente por
Nguyen e Boger (1979), contudo a correspondéncia nos valores de De
experimentais e numéricos diferia em cerca de uma ordem de grandeza, (mais tarde,
em Boger et al. (1992) demonstrou-se que esta discrepancia se devia essencialmente
ao uso de diferentes definicdes do nimero de De nos trabalhos experimentais e
numéricos). Para o escoamento de um fluido UCM na contraccao axissimétrica
verificou-se um crescimento menos pronunciado do vértice de canto, e o valor
méximo alcancado nas simulagoes foi De = 7.68 .

Um ano mais tarde, um novo trabalho foi publicado pelo mesmo grupo de
investigacio, fazendo uso deste mesmo método. Nesse estudo, Debbaut et al
(1988) analisaram o escoamento numa contracciio axissimétrica de fluidos descritos
pelos modelos Oldroyd-B, PTT e Giesekus-Leonov, nao tendo observado qualquer
limitacdo em termos de nimero de De alcangdvel. Apesar destes resultados terem
sido francamente animadores nessa época, deve-se salientar que os cdlculos
efectuados por estes autores usavam malhas bastante esparsas (as limitagdes
computacionais dessa altura assim o exigiam) e a utilizagdo da formulagio SU
acarreta uma perda significativa de precisio (comparativamente com outros
métodos como Galerkin ou SUPG), como foi mais tarde demonstrado por Tanner e
Jin (1991). De resto, Marchal e Crochet (1987) salientaram que o método SU
inconsistente adiciona um termo extra & equacdo constitutiva, que se traduz na
adicdo de difusio numérica artificial nas tensdes, ao longo das linhas de corrente.
Desta, forma, a utilizacio de SU inconsistente traduz-se numa alteragao da prépria
equacao constitutiva (dai o uso do termo ‘inconsistente’ na sua designagio), e
como tal os resultados obtidos pelo método terdo sempre que ser analisados com
precaucido uma vez que carecem de precisao, a menos que sejam usadas malhas
computacionais bastante refinadas. Crochet et al. (1990) e Crochet e Legat (1992)
demonstraram que a difusividade artificial introduzida pelo SU na integracao das
equacdes constitutivas diminui com o refinamento da malha, anulando-se no limite
quando o tamanho dos elementos, h, tende para zero. No entanto, usando malhas
computacionais com valores finitos de k, o erro induzido pela aplicagao de SU
pode ser bastante significativo.

Luo e Tanner (1989) também usaram o esquema SU, num método de elementos

finitos desacoplado com iteracdes de Picard, para a simulagao do escoamento de
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fluidos de Maxwell e de Oldroyd-B em contracgdes planas e axissimétricas 4:1.
Estes autores verificaram a sua elevada estabilidade no célculo dos termos
convectivos das equagdes constitutivas, tendo alcangado valores de De=5.5 e 6.4
para as contracgbes plana e axissimétrica, respectivamente. No entanto, uma
inspeccio mais detalhada dos campos de tensoes revelou uma suavizagao exagerada
da solugdo, provavelmente causada pelo excesso de difusdo numérica introduzida
pelo esquema SU. Desta forma compreende-se a elevada estabilidade deste método,
a qual & obtida & custa de uma diminuicéio da precisao da solugao. Por outro lado,
Luo e Tanner verificaram que a utilizacdo dos métodos convencionais de Galerkin e
a formulacio SUPG revelaram-se menos estdveis, nao obstante serem
significativamente mais precisos que o método SU inconsistente. .

A utilizagdo do método 4 x4 desenvolvido por Marchal e Crochet em 1987, em
conjugacdo com o esquema SU inconsistente para o tratamento dos termos
convectivos das equacdes constitutivas, foi adoptado em vdrios trabalhos
subsequentes o que demonstra a enorme aceitagao que este método obteve®, nao
obstante as suas limitagGes jd enunciadas.

Apesar da maioria dos trabalhos publicados por essa altura se basearem na
aplicacdo do método dos elementos finitos (nas suas variadas formulagdes), em
raras excepcoes ainda foi usado o método das diferencas finitas. Refiram-se, além
dos trabalhos anteriormente citados, as contribuicdes de Choi et al. (1988), Keiller
(1993) e Olsson (1994). No trabalho de Choi et al. (1988) analisou-se o escoamento
de um fluido CGiesekus-Leonov numa contracgio plana 4:1. Na discretizagao do
termo convectivo da equacdo constitutiva foi usado um esquema de diferencas de
montante corrigido, envolvendo a adi¢ao artificial de um termo difusivo por forma
a garantir precisio de 2* ordem e elevada estabilidade. Os resultados obtidos
sugeriam um crescimento da recirculagao com o aumento de De, o que estava em
sintonia com as observagdes experimentais de Evans e Walters (1986) para o caso
de fluidos viscoeldsticos reofluidificantes. Olsson (1994) também estudou
numericamente o escoamento de um fluido de Giesekus em contracgoes planas 2:1
e 4:1, tendo usado um algoritmo baseado no método das diferencas finitas capaz de
simular escoamentos transientes. Este autor optou ainda por adicionar um termo

difusivo artificial de 2* ordem para aumentar a estabilidade do método de célculo.

2 Como curiosidade refira-se que no final de 2003 ji figuravam no ISI Web of Knowledge™ 243
citagoes a este trabalho.
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No caso do trabalho de Keiller (1993) foi estudado o escoamento de fluidos do tipo
Oldroyd-B e FENE (Finite Extensible Nonlinear FElastic) para contracgoes planas e
axissimétricas com razdes de contracgdo elevadas. O método de diferengas finitas
usado baseava-se numa marcha temporal para atingir a solugdo de estado
estaciongrio. Os resultados obtidos indicaram que a queda de pressdo extra devida
A contracgdo, no caso do escoamento de fluidos viscoeldsticos, era inferior a do caso
newtoniano, tanto para o escoamento numa contracgdo plana como numa
contraccao axissimétrica.

Uma forma eficaz para melhorar a qualidade das solugbes numéricas, usando os
parcos recursos computacionais disponiveis no inicio da década de 1990, consistiu
no uso de técnicas de refinamento adaptativo da malha. Rao e Finlayson (1990)
aplicaram essa técnica a um método baseado em elementos finitos, e estudaram a
sua aplicacdo & previsio do escoamento numa contracgdo axissimétrica 4:1 de um
fluido newtoniano e de um fluido de Maxwell. Para o caso newtoniano a técnica
revelou-se eficiente, ao passo que no caso viscoeldstico a qualidade da solugao
obtida diminuiu drasticamente, nio se tendo verificado uma melhoria significativa
com os refinamentos sucessivos da malha efectuados automaticamente pela
metodologia de cdlculo. Um ano mais tarde, estes autores obtiveram resultados
bem mais animadores para o caso viscoeldstico (Rao e Finlayson, 1991), tendo

assim demonstrado a eficiéncia do método desenvolvido.

2.3.3 Simulacdo numérica baseada no método dos volumes finitos

Por esta altura comecaram a surgir as primeiras publicagdes fazendo uso do
método dos volumes finitos para a previsio do escoamento de fluidos viscoeldsticos
(Hu e Joseph, 1990; Yoo e Na, 1991; Darwish et al., 1992). Os primeiros autores
estudaram o escoamento de Stokes de um fluido UCM em torno de um cilindro, ao
passo que Yoo e Na (1991) simularam o escoamento de um fluido Oldroyd-B numa
contracgio plana 4:1. Estes autores usaram malhas deslocadas (vide Figura 4.3)
nao uniformes, e o algoritmo SIMPLER (Semi-Implicit Method for Pressure Linked
Equations - Revised) foi seleccionado para a ligagao entre as equagﬁes de
conservagio da massa e da quantidade de movimento. Os termos convectivos das
equagdes constitutivas foram discretizados segundo uma versao modificada do
esquema hibrido (Patankar, 1980), implementado com recurso ao método da
correcgio diferida (Deferred Correction, DC) proposto por Khosla e Rubin (1974).

Os resultados obtidos mostraram que, & medida que o nimero de Débora
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aumentava, ocorria o aparecimento e o crescimento significativo de um vértice de
entrada, que interagia com o vértice de canto. A influéncia dos nimeros de
Reynolds e de Débora na queda de pressao extra induzida pela contracgao
apresentavam comportamentos opostos: enquanto que o aumento do ntimero de
Débora originava, uma diminui¢do da queda de pressao extra, o aumento do
nimero de Reynolds conduzia a um efeito contrério.

O trabalho de Darwish et al. (1992), embora dedicado ao estudo do escoamento
numa expansao plana 4:1 de um fluido UCM, merece particular destaque por ter
utilizado pela primeira vez um esquema de alta resolugao para o tratamento dos
termos convectivos das equagoes constitutivas. Estes autores usaram o esquema
SMART, desenvolvido por Gaskell e Lau (1988), implementando-o num método de
volumes finitos. Foi usada uma formulagao baseada nas varidveis primitivas
(pressdo, velocidades e tensdes), calculadas em malhas deslocadas. A utilizagao do
esquema de alta resolugdo, devido ao seu cardcter intrinsecamente limitado
(bounded), evita o surgimento de instabilidades numéricas, assim como uma boa
precisao.

Apesar do aparecimento, no inicio da década de 1990, de trabalhos baseados no
método dos volumes finitos, a predominincia do método dos elementos finitos na
previsao do escoamento de fluidos viscoeldsticos é, ainda hoje, uma realidade. No
entanto, nos tultimos anos tem-se verificado um crescimento significativo do
nimero de trabalhos que empregam métodos de volumes finitos e, em menor
escala, métodos espectrais. Uma descrigdo detalhada dos desenvolvimentos mais
importantes até 1998 na drea da simulagio de escoamentos de fluidos
viscoeldsticos, usando o método dos elementos finitos, é apresentada em Baaijens
(1998b). Neste trabalho faz-se um apanhado de vdrias técnicas usadas na
discretizacio do termo convectivo das equagdes reolégicas, dando-se particular
destaque aos métodos SUPG e SU (acima referidos), bem como ao método de
Raviart e Lesaint (1974), vulgarmente designado por método descontinuo de
Galerkin (Discontinuos Galerkin, DG). A utilizagio do método de Lesaint-Raviart
na previsao do escoamento de fluidos viscoeldsticos foi efectuada, pela primeira
vez, por Fortin e Fortin (1989).

A utilizagdo de métodos espectrais na previsio do escoamento de fluidos
viscoeldsticos em regime laminar ¢é recente, encontrando-se ainda pouco

disseminada. (para uma descricdo do método e dos desenvolvimentos mais
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relevantes na drea da reologia computacional sugere-se a consulta de Owens e
Phillips, 2002). A principal vantagem da utilizacdo dos métodos espectrais reside
na sua elevada precisio. No entanto, a sua aplicabilidade na solugao de
escoamentos de fluidos viscoeldsticos restringe-se a problemas com geometrias
simples e em que nao existam pontos singulares (Owens e Phillips, 2002). Uma
forma alternativa, que permite estudar problemas em geometrias complexas, é o
método dos elementos espectrais. Este método, proposto inicialmente por Patera
(1984), é semelhante ao método dos elementos finitos diferindo apenas nas fungoes
de aproximacdo (irial functions). Uma forma proposta recentemente para
promover a estabilizacdo de métodos de elementos espectrais aplicados a simulagao
de escoamentos de fluidos viscoeldsticos consistiu na utilizagdo do método SUPG,
frequentemente usado para o tratamento do termo convectivo em métodos dos
elementos finitos (Chauviére e Owens, 2001).

Na tltima década tém surgido alguns trabalhos em reologia computacional,
onde se conjuga a utilizacdo dos métodos dos elementos finitos e dos volumes
finitos. Dada a dificuldade na implementacdo de técnicas de estabilizagdo no
contexto dos elementos finitos, alguns autores enveredaram pela utilizagao de
métodos hibridos (Sato e Richardson, 1994; Wapperom e Webster, 1998;
Wapperom e Webster, 1999; Aboubacar e Webster, 2001; Aboubacar et al.,
2002a,b). O algoritmo proposto por Sato e Richardson utiliza o método dos
elementos finitos na discretizagdo das equagdes de conservagdo da quantidade de
movimento (integragdo explicita no tempo), a0 passo que a equagao da
continuidade e as equacoes constitutivas sao discretizadas por um método implicito
baseado em volumes finitos. A estabilizacio dos termos convectivos das equagoes
constitutivas foi conseguida por utilizagio de um limitador de fluxo com variagao
total decrescente (Total Variation Diminishing, TVD), o qual garante estabilidade
e evita o aparecimento de oscilagdes indesejdveis na solugdo calculada. Em Sato e
Richardson (1994) estudaram-se os problemas do arranque do escoamento de
Poiseuille para fluidos do tipo UCM e Oldroyd-B, assim como o escoamento de um
fluido Oldroyd-B numa contracgio plana 4:1. No caso do escoamento na
contracgio, a solugio de estado estaciondrio foi obtida simulando o processo nao
estaciondrio, tendo sido analisada a influéncia dos ndimeros de De e Re. Para
Re=0.01 e 0.1 os resultados obtidos numericamente foram idénticos (em toda a

gama de De), pelo que os autores conclufram que os efeitos inerciais sao
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desprezdveis para Re < 0.1. Verificou-se ainda uma diminui¢cao do comprimento da
recirculacao com o aumento de De, tendo sido obtida convergéncia até De =1.
Para Re=1 a influéncia da inércia no escoamento ja foi significativa,
traduzindo-se numa diminuicao em cerca de 20% do comprimento da recirculagéo.
Neste caso foi possivel obter convergéncia até De=2. Para Re=1 e De=2
foram apresentadas as linhas de corrente obtidas em duas malhas constituidas por
4400 elementos, mas com diferentes niveis de refinamento junto ao canto
reentrante. A solucdo obtida na malha localmente mais refinada, junto ao canto
reentrante, denotou a presenga de um pequeno vértice de entrada (além do
habitual vértice de canto), ndo acontecendo o mesmo na outra malha. Ficou assim
a duvida se o vértice de entrada obtido era um artefacto numérico .ou se de facto
era real. No caso desta tltima hipétese ser a correcta, ficou claro que a sua
previsao implica o uso de malhas com graus de refinamento elevados junto ao
canto reentrante.

O algoritmo hibrido proposto por Wapperom e Webster (1998) utilizou o
método dos elementos finitos na discretizagao das equagoes da continuidade e da
conservacao da quantidade de movimento, ao passo que as equagoes constitutivas
(do tipo hiperbélico) foram aproximadas por um método de volumes finitos. Estes
autores aplicaram o algoritmo a dois problemas bidimensionais com solugao
analitica conhecida. Em primeiro lugar estudaram o problema do transporte
puramente advectivo de um escalar num campo de velocidades conhecido, para
demonstrar a robustez de algoritmo proposto em lidar com problemas hiperbélicos.
Seguidamente estudaram o escoamento de um fluido Oldroyd-B no mesmo campo
de velocidades, demonstrando-se assim a capacidade do método resolver problemas
envolvendo o escoamento de fluidos viscoeldsticos. Com base nestes dois testes, os
autores conclufram que o algoritmo hibrido proposto era bastante eficiente
(chegando a ser dez vezes mais eficiente que o método equivalente baseado apenas
no método dos elementos finitos) e possufa precisio numérica de 2*ordem. Este
método foi usado pelo mesmo grupo de investigagdo em vérios trabalhos
posteriores (Wapperom e Webster, 1999; Aboubacar e Webster, 2001; Aboubacar
et al., 2002a,b) envolvendo invariavelmente o escoamento de fluidos viscoeldsticos
do tipo Oldroyd-B e PTT em contracgdes planas e axissimétricas 4:1. Os

resultados desses trabalhos serao analisados com algum detalhe ao longo desta tese.
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Para finalizar esta seccdo irdo ser apresentados os trabalhos mais recentes
baseados exclusivamente no método dos volumes finitos. Além dos trabalhos ja
descritos (Hu e Joseph, 1990; Yoo e Na, 1991; Darwish et al., 1992), desenvolvidos
no infcio da década de 1990, tém surgido recentemente outras contribuigoes
importantes usando diferentes abordagens. Tem sido notério que a aplicagao do
método dos volumes finitos na reologia computacional estd a atingir a maturidade,
alcancando actualmente performances idénticas & dos métodos baseados em
elementos finitos.

Xue et al. (1995) estudaram o escoamento, numa conduta de secgao
rectangular, de fluidos viscoeldsticos descritos pelos modelos PTT e PTT
modificado (Phan-Thien, 1984). Foi utilizado um método implicito baseado em
volumes finitos, recorrendo ao algoritmo SIMPLEST (SIMPLE with Splitting
Technique) especialmente desenvolvido para o cdlculo de escoamentos de fluidos
viscoeldsticos. Segundo os autores, a principal caracteristica deste método consiste
na divisdo do processo de cdlculo em vérias etapas sequenciais. A tensao eldstica é
acoplada & equacio de comservacio da quantidade de movimento de forma
explicita, usando os valores calculados no tempo (ou iteragio) anterior. As tensdes
sdo posteriormente actualizadas por solucdo das equagdes constitutivas, apods
obtencio do campo de velocidades com base nas equagdes de conservagao da
quantidade de movimento. A conservacio de massa é garantida por resolugao de
uma equacgdo de Poisson para a pressao. Para evitar o cdlculo de solugoes sem
significado fisico, nomeadamente o desacoplamento segundo uma distribuicao em
xadrez dos campos de pressio e velocidade, optou-se por utilizar malhas
deslocadas. A pressio e as tensoes eldsticas sdo calculadas nos centros dos volumes
de controlo (também designados por células), ao passo que as componentes da
velocidade sio avaliadas numa malha desfasada, cujo centro das células coincide
com os centros das faces dos volumes de controlo. O uso de malhas deslocadas,
apesar de facilitar o acoplamento entre os campos da pressdo, das tensoes e das
velocidades, tem o inconveniente de ser pouco versdtil no cdlculo em geometrias
complexas. Outra limitagio importante do método proposto reside na utilizagao de
um esquema de diferencas de montante de 1* ordem (Upwind Differencing Scheme,
UDS) na discretizacio dos termos convectivos. Apesar do esquema UDS ser muito
estdvel, e evitar o aparecimento de oscilacoes indesejdveis na solucao, tem o

inconveniente de apenas possuir uma precisao de 1*ordem (Patankar, 1980;
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Ferziger e Peric, 1996). Por esta razao o uso deste esquema deve ser evitado,
existindo recomendagdes importantes nesse sentido (Freitas, 1993). Para aumentar
a estabilidade do método adicionaram-se termos difusivos artificiais, em ambos os
membros das equacdes constitutivas. Um dos termos difusivos artificiais é avaliado
de forma implicita, ao passo que o outro é calculado com base na solugao
conhecida do tempo de cédlculo (ou iteracdo) anterior (i.e., explicitamente). Este
procedimento aumenta a estabilidade do algoritmo de cdlculo, nao tendo qualquer
influéncia na precisao da solucdo de estado estaciondrio, uma vez que & medida que
a solucao final é alcancada, os termos adicionados a ambos os membros das
equagoes constitutivas compensam-se.

A metodologia desenvolvida por Xue et al. (1995) foi generalizada pelos mesmos
autores, trés anos mais tarde, e aplicada ao cdlculo de escoamentos em geometrias
tridimensionais (Xue et al., 1998a). De acordo com estes autores, a utilizagao de
modelos viscoeldsticos diferenciais sem uma componente de tensao puramente
viscosa (por exemplo o modelo UCM) pode causar problemas, essencialmente
devido & perda do cardcter eliptico das equagoes de conservagao da quantidade de
movimento. A solucao adoptada para melhorar a estabilidade do algoritmo, e
evitar o possivel desacoplamento entre a cinemadtica e as equagoes constitutivas,
consistiu numa mudanca de varidvel aplicada as componentes do tensor das
tensoes. Essa formulacdo, proposta por Rajagopalan et al. (1990) e amplamente
usada na simulacdo do escoamento de fluidos viscoeldsticos no contexto dos
elementos finitos, denomina-se separacio eldstica e viscosa da tensdo (Elastic
Viscous Split Stress, EVSS) e, tal como o nome indica, consiste em separar a
componente viscosa da componente eldstica das tensGes. A componente viscosa da
tensao é adicionada as equacdes de conservacao da quantidade de movimento,
garantindo assim o seu cardcter eliptico, ao passo que as equagdes constitutivas
resultantes sdo resolvidas em funcio da nova varidvel, que traduz a componente
eldstica da tensdo. Xue et al. (1998a) estudaram o escoamento de fluidos UCM,
Oldroyd-B e PTT em contracgdes planas 4:1 bi- e tridimensionais. Foram feitos
refinamentos sucessivos da malha, tendo-se analisado o comportamento
assimptético junto ao canto reentrante para a geometria bidimensional. Para o
escoamento de um fluido newtoniano, a baixo nimero de Reynolds, verificou-se
uma boa concordancia dos resultados numéricos com as previsoes teéricas de Dean

e Montagnon (1949) e Moffatt (1964), junto ao canto reentrante. Para o fluido



Revisao bibliogrdifica 31

Oldroyd-B existiu alguma similaridade entre a andlise tedrica de Hinch (1993) e as
simulacgdes, embora os resultados numéricos ndo fossem suficientemente precisos
para serem conclusivos. A principal causa para a imprecisao dos resultados obtidos
com o fluido viscoeldstico deveu-se & utilizagio do esquema UDS na discretizagéo
dos termos convectivos das equagdes reolégicas. Nesse estudo analisou-se a
influéncia da inércia e da elasticidade nos padroes de escoamento, mas em vez de
usarem os habituais nuimeros de Reynolds e de Débora para caracterizar a
influéncia da inércia e da elasticidade, respectivamente, Xue et al. (1998a) optaram
por apresentar os resultados em fungdo do numero de elasticidade,
E=De/Re=mn\/pHZ, e do nimero de Mach viscoeldstico, M =+/DeRe =
N2V, 7, U, Esta escolha tem a vantagem de se incluirem os efeitos geométricos

apenas no grupo adimensional E , ao passo que a velocidade de escoamento apenas
figura no pardémetro adimensional M. Com base nos resultados numéricos foi
possivel concluir que para fluidos com baixos valores de E o escoamento na
contraccdo era de natureza newtoniana, apresentando um vdrtice de canto que
tendia a desaparecer com o aumento de M. Contrastando com este
comportamento, fluidos com valores de E um pouco superiores, tal como os
usados no trabalho experimental de Evans e Walters (1989), originavam o
aparecimento de um voértice de entrada, em simulténeo com o habitual vértice de
canto. Para valores de E ainda mais elevados, mantendo M constante, ocorria a
fusfo de ambos os vértices, com o consequente crescimento do vértice resultante.
Baseando-se num ntmero elevado de simulacdes, Xue et al. (1998a) propuseram
um mapa que ilustra qualitativamente os diversos padrdes de escoamento numa
contracgio plana 4:1, o qual se encontra reproduzido na Figura 2.3.

Para além das simulacdes em contraccdes planas 2D, que permitiram construir o
importante mapa da Figura 2.3, Xue et al. (1998a) também estudaram o
escoamento em contraccdes planas tridimensionais. Este é, possivelmente, o
primeiro trabalho em que se comparam resultados obtidos experimentalmente
numa contraccio plana (Quinzani et al., 1994), com simulagbes em que ndo sao
desprezados eventuais efeitos tridimensionais do escoamento. Qualitativamente
existe uma concordancia razoivel entre os resultados medidos por Quinzani et al.
(1994), usando as técnicas de birrefringéncia e de velocimetria laser-Doppler
(Laser-Doppler Velocimetry, LDV), e as simulagdes tridimensionais de Xue et al.

(1998a). Num outro trabalho destes autores publicado no mesmo ano (Xue et al.,
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1998b) compararam-se os escoamentos de fluidos UCM e PTT numa contraccio
tridimensional plana 4:1:4 (a contracgdo ocorre apenas num dos planos alinhados
com a direccdo do escoamento) e numa contracgdo tridimensional
quadrada/quadrada 4:1:1 (a constri¢io ocorre em ambos os planos alinhados com o
escoamento). Para um mesmo fluido, as diferencas observadas em ambas as
geometrias sao significativas, devendo-se essencialmente & maior aceleracio que

ocorre no caso da contracgio quadrada/quadrada 4:1:1.
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Figura 2.3: Tipos de vértices observados numa contracgdo plana 4:1, em funcdo dos
parametros adimensionais E e M. Baseado em Xue et al. (1998a).

Mompean e Deville (1997) também analisaram numericamente o escoamento de
um fluido Oldroyd-B em contracgdes planas bi- e tridimensionais. Estes autores
desenvolveram um algoritmo de célculo baseado no método de volumes finitos,
utilizando malhas deslocadas nao uniformes. O método MAC (Marker And Cell),
originalmente proposto por Harlow e Welch (1965), foi usado para promover o
acoplamento entre a pressio e as componentes da velocidade nas equagoes de
conservacao da quantidade de movimento. O cdlculo das componentes da
velocidade foi efectuado de forma explicita, enquanto a pressao foi obtida por
solucdo implicita de uma equagao de Poisson. A solugdo transiente foi obtida com
base num algoritmo de marcha temporal, usando o método de Euler de 1* ordem
implementado de forma explicita. A discretizagio dos termos convectivos das

equacoes de conservagio da quantidade de movimento, e das equagoes
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constitutivas, foi efectuada com o esquema QUICK (Quadratic Upstream
Interpolation for Convective Kinematics), desenvolvido por Leonard (1979). Este
esquema de ordem elevada é significativamente mais preciso do que o esquema
UDS (tem uma precisao numeérica de 3* ordem), no entanto é muito menos estdvel,
podendo originar o aparecimento de oscilacoes na solugdo. As simulagoes
efectuadas para o escoamento de um fluido Oldroyd-B numa contracgao plana
bidimensional 4:1 sugeriram uma diminui¢do do comprimento da recirculagao com
o aumento de De. Os autores reportaram ter alcancado solugoes convergentes até
De = 27.3, no entanto nio demonstraram a sua independéncia da malha, uma vez
que apresentaram apenas os resultados obtidos numa malha, cujo refinamento foi
claramente insuficiente. Em toda a gama de valores de De analisados, nunca foi
observado o aparecimento de um vortice de entrada, possivelmente devido ao
insuficiente refinamento da malha, em especial junto ao canto reentrante. Nao sao
referidos valores do comprimento e da intensidade da recirculagdo para qualquer
das simulacdes efectuadas, excepto para o caso do escoamento de Stokes de um
fluido newtoniano, para o qual foi obtido o valor de zp/H, =1.52. Mompean e
Deville também efectuaram simulagdes tridimensionais, tendo optado por estudar o
escoamento de um fluido Oldroyd-B numa contrac¢do plana 4:1:4. Foram usadas
duas malhas distintas, sendo a mais refinada constituida por 86961 células. Este
nimero de células era muito significativo para a época, tendo sido por isso
necessdrio recorrer a um supercomputador CRAY-YMP e tempos de CPU da
ordem de 10 horas para uma simulacio viscoeldstica. Apesar da malha usada nas
simulagdes 3D possuir um nudmero significativo de células, o grau de refinamento
da malha junto & contracgao ainda era insuficiente, especialmente para simulacoes
com o fluido Oldroyd-B. Saliente-se, no entanto, que este trabalho representou um
marco histérico importante na tentativa de simular escoamentos em contracgoes
tridimensionais de fluidos viscoeldsticos. Comparando as linhas de corrente obtidas
nas simulacdes bidimensionais com as obtidas no plano central da contracgao
tridimensional,  verificou-se que o comprimento da recirculagao  foi
significativamente inferior no caso da contracgao 3D, devido a efeitos de parede.
Dou e Phan-Thien (1998) também deram um passo importante na simulacao de
escoamentos de fluidos viscoeldsticos com base no método dos volumes finitos.
Estes autores desenvolveram um método aplicdvel a malhas nao estruturadas,

formadas por um conjunto de células triangulares. O algoritmo de cdlculo foi
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implementado de forma paralela, usando uma estratégia de decomposicao do
dominio de cédlculo em véarios sub-dominios. Foram utilizados até 24 processadores,
tendo sido obtida uma boa eficiéncia de paralelizagio. O método desenvolvido
baseia-se na aplicacdo do algoritmo SIMPLER e da formulacao EVSS. A utilizagao
de malhas ndo estruturadas do tipo colocadas (vide Figura 4.3), em que todas as
varidveis sdo calculadas nos mesmos nés, aumenta a versatilidade do algoritmo de
célculo, tornando-o aplicivel a geometria complexas. Dou e Phan-Thien estudaram
o escoamento entre duas placas planas e em torno de um cilindro, para fluidos do
tipo PTT. A anslise detalhada dos resultados obtidos ira ser efectuada na préxima
secgao.

Oliveira et al. (1998) optaram também pela utilizagdo do métedo dos volumes
finitos e propuseram um novo método de célculo, baseado em malhas colocadas
(ndo deslocadas) nao ortogonais, para a simulagdo do escoamento de fluidos
viscoeldsticos. A inclusdo dos termos inerciais nas equagdes constitutivas e de
transporte permite a simulagdo de escoamentos varidveis, apesar dos autores terem
apenas analisado solucdes de estado estaciondrio, para os escoamentos de um fluido
UCM num escoamento de entrada (slip-stick), e em torno de um cilindro. As
solucbes de estado estaciondrio foram obtidas efectuando uma marcha temporal,
cujo passo de integracio nao estd limitado, devido & utilizagdo do método de Euler
de 1*ordem implementado de forma implicita. Uma das contribuigdes mais
importantes deste trabalho foi o acoplamento entre os campos de tensao, pressao e
velocidade. Este acoplamento é essencial para garantir a estabilidade do algoritmo,
e baseou-se nas ideias de Rhie e Chow (1983) desenvolvidas para promover o
acoplamento entre os campos de pressio e velocidade, em escoamentos
newtonianos. O acoplamento entre os campos de tensdo, pressdo e velocidade, foi
novamente abordado em Oliveira e Pinho (1999c), tendo sido apresentada uma
variante do método de interpolagdo desenvolvido anteriormente. Para ilustrar as
potencialidades do algoritmo, Oliveira e Pinho estudaram o escoamento numa
contraccao plana 4:1, para um fluido newtoniano e para um fluido UCM. Para o
fluido viscoeldstico foi possivel alcancar solugdes estdveis até De =8 e 6, para oS
casos Re=1 e 0.5, respectivamente. Estes valores de De foram superiores aos
alcancados, nas mesmas condigdes, por Sato e Richardson (1994) e por Matallah et
al. (1998), o que demonstrou a robustez do método numérico. Apesar das solugoes

terem sido calculadas em trés malhas distintas, com diferentes graus de
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refinamento, os resultados ainda careciam de precisio, especialmente a De
clevados, devido a utilizagdo do método UDS na discretizagdo dos termos
convectivos. Este assunto foi entdo abordado por Oliveira e Pinho (1999b) que
estudaram o escoamento de fluidos UCM e PTT numa contrac¢io plana 4:1 a
Re=0.01, ie., em condicdes de inércia desprezével. Neste trabalho, além da
utilizagio do método UDS na discretizacao dos termos convectivos das equagoes
constitutivas, foi também implementado o esquema de diferencas de montante de
2* ordem (Linear Upwind Differencing Scheme, LUDS). Embora se tenha verificado
um aumento considerdvel na preciséo da solugio calculada com o esquema LUDS,
a estabilidade do algoritmo diminuiu drasticamente. Por exemplo, a utiliza¢ao do
esquema LUDS para simular o escoamento do fluido UCM na malha mais refinada
limitou a convergéncia da solugdo a De =1, em contraste com o valor De =28
alcancdvel com o esquema UDS. Desta forma, Oliveira e Pinho (1999b) sugeriram
que o trabalho futuro deveria ser direccionado para a implementagao de esquemas
de discretizacio dos termos convectivos, que possuam simultaneamente ordem
elevada de convergéncia e boa estabilidade, por forma a conseguir-se simular com
boa precisdo, escoamentos a elevados mimeros de De. Este foi precisamente um

dos pontos de partida para o trabalho desta tese.

2.3.4 Desenvolvimentos mais recentes

Durante a execucio dos trabalhos conducentes & realizacdo desta tese foram
publicados virios trabalhos numéricos sobre o escoamento de fluidos viscoeldsticos
em contracgdes, e que passam agora a ser analisados.

Phillips e Williams (1999) desenvolveram um algoritmo baseado no método dos
volumes finitos para malhas deslocadas, utilizando o algoritmo SIMPLER. Os
termos convectivos, presentes nas equagoes de conservagao da quantidade de
movimento e nas equacgdes constitutivas, foram discretizados com base numa
metodologia semi-lagrangiana. O algoritmo proposto foi aplicado ao estudo do
escoamento de um fluido Oldroyd-B numa contraccio plana 4:1,a Re=0 e 1. Os
céleulos foram efectuados em trés malhas, com diferentes niveis de reﬁnémento,
com um méximo de 4000 células. Foi alcancada convergéncia até De = 2.5, para
ambos os valores de Re estudados, verificando-se uma ligeira diminui¢ao do
comprimento e intensidade da recirculagio com o aumento de De. A inclusao da
inércia originou uma diminuigdo da recirculagao, o que estd em acordo com a

generalidade dos estudos anteriores em que se analisou a influéncia de Re no
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padrao de escoamento. Para Re =0 observou-se a presenga de um vdrtice de
entrada a De > 2, cuja intensidade aumentava com a elasticidade do escoamento.
Para Re =1 observou-se também a existéncia de um pequeno vdrtice de entrada,
mas apenas a De = 2.5. Em ambos os casos, verificou-se uma forte dependéncia da
intensidade do vértice de entrada com a malha usada na simulacao. Ficou assim,
mais uma vez, a diuvida se o aparecimento do vértice de entrada correspondia a
um artefacto numérico ou a uma realidade fisica.

Mais recentemente, Phillips e Williams (2002) estudaram o escoamento de um
fluido Oldroyd-B numa contrac¢io 4:1 axissimétrica. O métods de cdleulo usado
foi o mesmo do trabalho anterior, ¢ as malhas empregues também possuiam
caracteristicas idénticas. Contrariamente ao trabalho anterior,, agora para a
contraccao  axissimétrica 4:1, verificou-se um aumento pronunciado do
comprimento e da intensidade da recirculacio com o aumento da elasticidade do
escoamento. A influéncia da inércia foi semelhante, i.e., tende a diminuir a
recirculacdo, e a convergéncia foi obtida apenas até De =1.5. Em todos os casos
estudados nao foi visivel o aparecimento de um vértice de entrada, ao contrédrio do
que acontecera para o escoamento na contraccao plana 4:1.

Al Moatassime e Jouron (2001) desenvolveram um método de diferencas finitas
multimalha (multigrid), enquanto Al Moatassime et al. (2001) usaram o mesmo
algoritmo multimalha num método de volumes finitos. Em ambos os trabalhos
usaram-se malhas deslocadas e o algoritmo SIMPLE, tendi sido estudado o
escoamento de um fluido Oldroyd-B numa contracgéo plana 4:1, se bem que no
primeiro trabalho também se estudou o escoamento de um fluido PTT. A
discretizagdo do termo convectivo das equagdes de conservacao da quantidade de
movimento foi efectuada com o esquema hibrido (Patankar, 1980), enquanto que o
termo convectivo das equagdes constitutivas foi aproximado por diferencas de
montante de 1*ordem. Ambos os esquemas de discretizagio sdo pouco precisos,
pelo que os resultados af apresentados deverdo ser analisados com prudéncia, tanto
mais que as malhas usadas nas simulagdes apresentavam um refinamento pouco
significativo (menos de 10000 volumes de controlo). Em ambos os trabalhos
apenas sao apresentados alguns graficos de contornos, nao sendo indicados valores
numéricos do comprimento e intensidade da recirculagio, os quais sdo
normalmente usados para verificagdo da precisio das solugdes, por comparacio

com outros valores da literatura.
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Wachs e Clermont (2000) desenvolveram um método de volumes finitos para a
simulacdo do escoamento nao isotérmico de fluidos viscoeldsticos. Estes autores
analisaram o escoamento de um fluido UCM numa contracciao axissimétrica 4:1,
para condigbes isotérmicas e também para condigoes nao isotérmicas, em que
foram impostas determinadas temperaturas nas paredes da contrac¢do. As
dependéncias com a temperatura, da viscosidade e do tempo de relaxacao do
fluido, foram contabilizadas usando o principio de sobreposicdo tempo-
temperatura, com o factor de deslocamento descrito pela equagdo de William-
Landel-Ferry (WLF). Para promover a estabilidade do algoritmo foi usada a
formulacdo EVSS, e a discretizacao dos termos convectivos foi efectuada com o
esquema UDS. As equagbes de conservagao e a equagdo constitutiva foram
discretizadas em malhas deslocadas, em que as velocidades foram calculadas no
centro das faces dos volumes de controlo, enquanto a pressao, as tensoes eldsticas e
a temperatura foram avaliadas no centro dos volumes de controlo. Foram usadas
seis malhas, com um numero total de células compreendido entre 2396 e 6232.
Para condicées isotérmicas foi possivel obter solugdes estdveis até De = 10, nas
varias malhas. No entanto, estes resultados devem ser analisados com alguma
prudéncia, uma vez que foi utilizado um esquema de 1*> ordem na discretizagao dos
termos convectivos. E possivel observar uma dependéncia significativa dos
resultados com a malha usada na simulagio, e os autores chegam mesmo a alertar
para esse facto afirmando que “(...) os resultados obtidos a De > 6 deverao ser
considerados com bastante cuidado, por razdes de precisdo (...)”. As simulagdes
efectuadas permitem observar um crescimento da dimensdio do vértice de canto
com o aumento de De, verificando-se a mesma tendéncia para a intensidade da
recirculagdo que, contudo, aumenta de forma menos pronunciada para De >5.
Verificou-se uma concordancia razoivel com os resultados obtidos por Sasmal
(1995), que usou um método baseado em volumes finitos. Por outro lado, as
simulagdes efectuadas por Coates et al. (1992) e por Baaijens (1998a), usando
métodos baseados em elementos finitos, prevéem recirculagoes menores.

O método hibrido desenvolvido por Wapperom e Webster (1998, 1999), ja
descrito com algum detalhe, foi usado recentemente em diversos trabalhos. Em
Aboubacar e Webster (2001) estudou-se o escoamento de um fluido Oldroyd-B
numa contracgio plana 4:1, tendo sido obtidas solugdes convergentes até De = 2.8.

Os resultados demonstram uma diminuicdo do comprimento e da intensidade do
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vértice de canto com o aumento de De. Verificou-se ainda o aparecimento de um
vértice de entrada a De =2, cuja dimensio e intensidade diminuiu com os
refinamentos sucessivos da malha. Em Aboubacar et al. (2002a) estudou-se o
escoamento de fluidos Oldroyd-B e PTT em contracgdes planas 4:1. Além do canto
reentrante abrupto, ilustrado na Figura 2.2, foi ainda estudado o escoamento para
a situagdo em que o canto reentrante foi arredondado, por forma a eliminar a
singularidade nas tensdes. Para o escoamento do fluido Oldroyd-B na contraccio
abrupta, os resultados sao os mesmos do trabalho anterior (Aboubacar e Webster,
2001). Para o escoamento do fluido Oldroyd-B na contraccao arredondada foi
possivel obter resultados convergentes até De = 4.4, verificando-se uma
diminui¢ao gradual do comprimento e da intensidade do vértice de canto, para
toda a gama de De estudada. Contrariamente ao verificado para a contracgao
abrupta, para o canto reentrante arredondado nao se observou o aparecimento de
um vértice de entrada, o que estd de acordo com os resultados experimentais
reportados em Boger e Walters (1993). Foi ainda estudado o escoamento para
fluidos viscoeldsticos reofluidificantes descritos pelo modelo PTT, nas suas versoes
linear LPTT (Phan-Thien e Tanner, 1977), e exponencial, EPTT (Phan-Thien,
1978). Verificou-se um aumento significativo da gama de De alcancdvel para
ambos os modelos PTT, especialmente na sua forma exponencial, EPTT. Neste
caso foi possivel obter solucdes estdiveis até De =35 e 100 para a contracgao
abrupta e arredondada, respectivamente. Em Aboubacar et al. (2002a)
compararam-se os resultados obtidos em contracgdes axissimétricas 4:1, com os
valores obtidos no trabalho anterior para contracgdes planas 4:1.

Meng et al. (2002) desenvolveram um método de elementos espectrais para a
simulagdo do escoamento de fluidos viscoeldsticos. A técnica EVSS foi utilizada
para promover a estabilidade do algoritmo de cdlculo, o qual foi testado na
simulacdo do escoamento de um fluido Oldroyd-B numa contrac¢ao plana 4:1, a
Re=0. Foram obtidas solugdes estiveis apenas até De =1.2, nio tendo sido
detectado o aparecimento de um vértice de entrada. Verificou-se uma ligeira
diminuigao do comprimento do vértice de canto com o aumento de De, ao passo
que a evolucao da intensidade da recirculagdo nao é monétona, verificando-se uma
dependéncia pouco significativa com De.

A terminar esta secgdo, nido poderiam deixar de ser referidos alguns trabalhos

de revisao que foram publicados recentemente. Em 2000, durante o XIII
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International Congress on Rheology, que decorreu em Cambrigde, Inglaterra,
foram apresentados em sessoes plendrias, dois trabalhos de revisao que discutem
algumas das metas alcancadas nos tltimos anos na drea da reologia computacional,
bem como alguns dos desafios para os préximos anos (Keunings, 2000; Tanner,
2000). Num outro artigo de revisdo, Tanner e Xue (2002) fazem um apanhado dos
trabalhos que tiveram algum sucesso na simulacao de escoamentos estaciondrios de
elevada elasticidade. Sao ainda descritos alguns dos trabalhos em que se modelam
escoamentos viscoeldsticos nao estaciondrios, nomeadamente o arranque do
escoamento de um fluido UCM ou Oldroyd-B num tubo, a evolucao temporal do
escoamento induzido pela queda de uma esfera num tubo, bem como o escoamento
em contracgoes e em torno de um cilindro.

Apesar dos avancos significativos ocorridos nos ultimos anos, a simulagao do
escoamento de fluidos viscoeldsticos em contraccoes é ainda hoje um desafio
surpreendente, e muito ainda haverd a fazer. Na Figura 2.4 apresentam-se as
dependéncias, com o nimero de De, do comprimento adimensional do vértice de
canto, X, =z, / H,, e da intensidade normalizada da recirculagao, U, =
(1/13 / UIHI) —1, em que 9 representa o valor da fungao de corrente no centro do
vértice de canto. Os resultados apresentados na Figura 2.4 referem-se ao
escoamento de um fluido Oldroyd-B numa contrac¢do plana 4:1, a Re = 0. Como
se pode observar, existe uma variabilidade muito grande entre os resultados
obtidos pelos virios autores, ndo sendo possivel identificar dois conjuntos de
resultados concordantes em toda a gama de De. Mais intrigante ainda, é o facto
de se verificar uma disparidade significativa nos resultados numéricos obtidos para
0 caso newtoniano (De = 0), o que nio é de forma alguma aceitdvel.

Os resultados da Figura 2.4 sugerem uma ligeira diminuigdo do comprimento do
vértice de canto com o aumento da elasticidade do escoamento de um fluido
Oldroyd-B. Para a intensidade da recirculagio nem sequer é possivel indicar uma
tendéncia para os resultados. As previsdes de Aboubacar e Webster (2001) sugerem
uma diminuicdo de U, com De, nao se verificando a mesma tendéncia nos
resultados obtidos pelos restantes autores.

Fica assim identificado um dos principais problemas actuais na simulagdao de
escoamentos de fluidos viscoeldsticos. Esta tese ird dedicar uma parte significativa
a este escoamento padrao, na tentativa de obter solugées com elevada precisao

Numérica que possam vir a ser usadas como referéncia em estudos posteriores.
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Figura 2.4: Escoamento de um fluido Oldroyd-B numa contraccio 4:1 a Re=0. Variacio,

com o numero de Débora, do comprimento do vértice de canto (a) e da respectiva
intensidade de recirculagdo (b).
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2.4 Escoamento em torno de um cilindro

2.4.1 Defini¢ao do problema

Para fluidos newtonianos, a primeira abordagem ao escoamento em torno de corpos
submersos foi feita por Stokes (1851), que obteve a solucdo analitica para o
escoamento em torno de uma esfera, e a correspondente expressao para a forga de
arrasto exercida em condicdes de inércia desprezével’. Para o escoamento em torno
de um cilindro, Oseen (1910) obteve uma solu¢do analitica aproximada em
condigoes de inércia ndo desprezdvel, para baixos valores do nimero de Reynolds.
Anos mais tarde, Proudman e Pearson (1957) obtiveram a solugdo completa para o
escoamento em torno de um cilindro, usando expansoes assimptéticas.

Dada a complexidade deste escoamento, ndao foi ainda possivel obter uma
solugo exacta para o escoamento de um fluido viscoeldstico em torno de um
cilindro. Contudo, existem andlises teéricas aproximadas (pois admitem que o
campo de velocidades é idéntico ao caso newtoniano) que prevéem o
comportamento assimptético em certas regides do escoamento (Renardy, 2000a).

A anilise do escoamento em torno de um cilindro, colocado entre duas paredes
paralelas (vide Figura 2.5), é particularmente indicada para andlise numérica,
devido & complexidade do escoamento resultante e & inexisténcia de pontos
geométricos singulares, ao contrdrio do que se verifica nas contraccoes abruptas.
Por estas razoes, este escoamento foi também seleccionado para problema de
referéncia em reologia computacional (Brown e McKinley, 1994). Outras razdes
importantes que levaram i escolha deste escoamento padrao, devem-se a sua
adequagdo para andlise experimental (especialmente em estudos de birrefringéncia),
bem como ao conhecimento experimental da origem de instabilidades eldsticas, na
esteira do cilindro, a valores de De da ordem de 1 (McKinley et al., 1993). A
previsdio correcta do aparecimento destas instabilidades é, ainda hoje, um desafio
importante. Neste escoamento o nimero de Débora é definido por

em que U traduz a velocidade média no canal, de largura 2k, e R o raio do

cilindro.

3 p . . ~ P
Daf a origem da denominacgdo “escoamento de Stokes” para as situagdes em que O numero de
Reynolds é baixo.
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Figura 2.5: Ilustragdo do escoamento em torno de um cilindro, colocado simetricamente
entre duas paredes paralelas, e ilustragio de algumas varidveis relevantes.

2.4.2 Comparacao entre resultados experimentais e numéricos

A partir de 1994, imediatamente apés a proposta deste escoamento de referéncia,
(Brown e McKinley, 1994), comegaram a surgir as primeiras publicagtes em que se
efectuaram comparacdes directas, entre os resultados experimentais e de simulacao
numérica.

Baaijens et al. (1994), num estudo experimental deste escoamento padrao,
seleccionaram o mesmo fluido previamente usado pelo grupo do MIT (Quinzani et
al., 1990; Armstrong et al., 1992). Este fluido, constituido por uma mistura de 5%
(em massa) de poli-isobutileno em tetradecano (PIB/C14), apresenta um
comportamento viscosimétrico reofluidificante e pode ser descrito, de forma
razodvel, por um modelo viscoeldstico do tipo PTT. Baaijens et al. (1994)
efectuaram medigées detalhadas dos campos de velocidades e tensoes, usando as
técnicas de anemometria laser-Doppler e de birrefringéncia, respectivamente. As
medigOes experimentais, efectuadas a De = 0.216 em regime de Stokes, foram
posteriormente comparadas com simulagées numéricas, usando um método de
elementos finitos. Para o campo de velocidades observou-se uma boa concordincia
entre as medigoes experimentais e as simulagdes, nao se tendo verificado o mesmo
para as tensoes. Em particular, ao longo do plano de simetria a jusante do cilindro,
constatou-se uma discrepéincia acentuada entre as medicdes e as simulacdes das
tensoes, tendo-se observado valores cerca de duas vezes superiores s previsdes
numéricas, e uma relaxagdo das tensbes significativamente mais lenta que a
prevista.

Num segundo trabalho, Baaijens et al. (1995) demonstraram a inexactiddo das
medigoes das tensoes apresentadas no trabalho precedente (Baaijens et al., 1994), e

construiram uma nova instalacao experimental, na qual estudaram o escoamento
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do mesmo fluido (5% PIB/C14), a vérios caudais. Mais uma vez, as medigoes
experimentais foram comparadas com simulacbes numéricas, desta vez usando
diversos modelos reoldgicos: newtoniano generalizado, PTT e PTT multimodo
(multimode). A comparagio entre as medigdes experimentais e os resultados
numéricos foi muito boa, para toda a gama estudada (De=0.25 a 2.32), em
particular quando se utilizou o modelo PTT multimodo. Também foram efectuadas
medicbes experimentais dos campos de velocidades e tensoes, para uma situacao
em que o cilindro se encontrava desalinhado do plano central. Mais uma vez,
verificou-se uma boa concordincia entre as simulagdes numéricas e as medigoes
experimentais.

Num terceiro trabalho do grupo da Universidade Técnica de Eindhoven,
Baaijens et al. (1997) estudaram novamente o escoamento em torno de um cilindro
confinado, desta vez para um fundido de polietileno de baixa densidade (LDPE).
Neste trabalho, os autores optaram por usar modelos constitutivos multimodo
(com 4 ou 8 tempos de relaxagdo) do tipo Giesekus e PTT (na sua versdo
exponencial: Phan-Thien, 1978), mas nenhum deles permitiu obter simulagoes com
boa concordincia relativamente as observacoes experimentais das tensoes,
particularmente na esteira do cilindro.

Virios trabalhos comparativos, entre as mediges experimentais e as simulagoes
numéricas do escoamento em torno de um cilindro confinado, foram publicados nos
wiltimos anos. Para uma descricdo mais detalhada sugere-se a consulta de Verhelst

(2001).

2.4.3 Comparacio entre resultados obtidos por diferentes métodos
numeéricos

Apesar do escoamento em torno de um cilindro confinado nao apresentar pontos
singulares, a sua simulacio numérica tem-se revelado particularmente diffcil. Por
um lado, verifica-se o desenvolvimento de camadas limite de tensdes muito
delgadas na parede do cilindro, onde ocorrem elevados gradientes de tensoes. Por
outro lado, e principalmente, o desenvolvimento de tensoes normais elevadas na
esteira do cilindro, que aumentam significativamente com De, também dificultam
a obtenciio de solucdes numéricas estdveis a valores de De elevados. As maiores
dificuldades observam-se com os modelos reolégicos do tipo UCM ou Oldroyd-B,
ocorrendo a divergéncia dos métodos numéricos a valores de De da O(1), nao

sendo a isso alheio o facto do escoamento na esteira do cilindro apresentar um
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comportamento predominantemente elongacional, e estes modelos reolégico:
apresentarem uma viscosidade elongacional ilimitada para Aé =1/2 (vide Tabel:
3.1), sendo € a taxa de extensao (vide Secgio 3.2.2).

A simulagdo deste escoamento tem sido efectuada por diversos grupos de
investigacao, usando diferentes métodos numeéricos, resumindo-se na Tabela 2.1 a;
principais referéncias bibliogrificas. Esta andlise restringe-se apenas ao periodc
posterior a 1994, altura em que se estabeleceu a importincia deste problema de
referéncia. (Brown e McKinley, 1994). Para uma descrigio pormenorizada das
referéncias anteriores a esta data sugere-se a consulta de Baaijens (1994).

O método das diferencas finitas é actualmente pouco utilizado na simulagio de
escoamentos de fluidos viscoeldsticos, tendo vindo a ser ‘progressivamente
substituido pelo método dos volumes finitos desde o inicio da década de 1990. Os
principais trabalhos, em que foi utilizado o método das diferencas finitas ns
previsao do escoamento em torno de um cilindro (Pilate e Crochet, 1977
Townsend, 1980; Chilcott e Rallison, 1988), sdo anteriores a 1994 e, por essa razao,
nao constam da Tabela 2.1.

Como se pode observar na Tabela 2.1, a maioria dos trabalhos utiliza o método
dos elementos finitos, embora haja uma utilizacao crescente do método dos volumes
finitos e, em menor escala, do método dos elementos espectrais. A geometria com a
razao h /R =2 é a mais utilizada, tal como sugerido em Brown e McKinley (1994).
A maioria dos estudos utiliza os modelos constitutivos de Oldroyd-B, UCM e PTT.

O principal pardmetro usado na afericio dos resultados é o coeficiente de
arrasto, Cj,, que traduz a for¢a exercida pelo fluido sobre o cilindro numa forma
adimensional. Embora seja um pardmetro importante, o coeficiente de arrasto pode
nao ser um bom indicador da qualidade, ou precisdo, local das solugdes numéricas,
uma vez que se trata de uma quantidade integral (Fan et al., 1999). Desta forma,
o facto de duas simulagbes distintas originarem um valor semelhante de Cp, ndo
implica necessariamente que os campos das diversas varidveis calculadas sejam
idénticos. Eventuais diferengas poderao ser compensadas na integracao das forcas
exercidas sobre a superficie do cilindro, podendo resultar num valor semelhante
para o Cp. Uma forma inequivoca para verificar a qualidade de uma solugao
numérica serd, além da utilizagao do Cp, confirmar se os campos das diversas

varidveis calculadas sao idénticos. Uma atencao especial deverd ser dada as tensoes
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normais, calculadas ao longo da superficie do cilindro e da linha central a jusante
do cilindro (Fan et al., 1999; Owens et al., 2002).

Com base nos trabalhos apresentados na Tabela 2.1, podem-se retirar as
seguintes conclusdes (em particular para o escoamento de um fluido Oldroyd-B, em
regime de Stokes, para h/R =2):

e Existe uma discrepéncia significativa nos resultados apresentados pelos varios
grupos de investigagio (normalmente sao tabelados valores de Cp em fungao
de De). Surpreendentemente esta limitagao observa-se mesmo a baixos valores
de De, onde todos os métodos convergem para uma solucdo estdvel.

e Para De < 0.7, apenas se observa boa concordancia entre os valores propostos
por Fan et al. (1999), Caola et al. (2001) e Owens et al. (2002).

e Para valores de De > 0.7 nio se observa concordincia entre os resultados
apresentados pelos vérios autores. Em particular, Fan et al. (1999) e Owens et
al. (2002) apresentaram os perfis das tensées normais ao longo da linha central
a jusante do cilindro, para valores de De compreendidos entre 0.7 ¢ 0.9. Os
resultados dos dois trabalhos sdo semelhantes verificando-se uma perda
significativa de precisio para De20.8. A partir desse valor nao ¢é possivel
obter solugdes independentes da malha, pelo menos para as tensoes normais na
esteira do cilindro, pelo que os resultados apresentados pelos diversos autores a
De > 0.8 poderdo ser artefactos numéricos, causados por um refinamento
insuficiente da malha e/ou imprecisdo dos métodos numéricos empregues na

discretizacio das equacdes (Fan et al., 1999; Owens et al., 2002).

Fica assim identificado um segundo problema, com grande relevancia actual,
que serd estudado nesta tese com a finalidade de serem obtidas solugoes numeéricas

de elevada precisao.
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2.5 Escoamento em torno duma esfera em queda num tubo

2.5.1 Definigao do problema

O escoamento de um fluido incompressivel em torno de uma esfera, a baixo
numero de Reynolds, é um dos problemas mais antigos da histéria da mecanica dos
fluidos cldssica. A sua origem deve-se a Stokes que, em 1851, deduziu uma
expressao analitica exacta para o escoamento em torno de uma esfera, a baixo
nimero de Reynolds, mergulhada num meio infinito (Stokes, 1851). A influéncia
das paredes no coeficiente de arrasto, para o caso da esfera estar colocada no
interior de um tubo, foi analisada posteriormente por Faxén (1923).,

O estudo deste escoamento tem utilidade em diversas dreas, nomeadamente na
previsao do assentamento de suspensdes, em leitos fluidizados ou até mesmo em
reometria (na construgio de viscosimetros do tipo falling ball).

Na Figura 2.6 ilustra-se esquematicamente o escoamento de um fluido
viscoeldstico, causado pela queda livre de uma esfera no interior de um tubo
cilindrico. A previsdo do factor correctivo, K , do respectivo coeficiente de arrasto
para um fluido UCM, foi seleccionado para problema de referéncia em reologia
computacional no & International Workshop on Numerical Methods in Non-
Newtonian Flows, que decorreu em 1987 em Lake Arrowhead, E.U.A., e cujas
principais concluses sdo apresentadas em Hassager (1988). O factor correctivo do
coeficiente de arrasto define-se pelo quociente entre a forca de arrasto, exercida
sobre a esfera pelo fluido viscoeldstico, e a forca que seria exercida por um fluido

newtoniano, em escoamento de Stokes num meio infinito, & mesma velocidade U,

Forca de arrasto

K= (2.3)

6mn,aU

em que 7), representa a viscosidade total do fluido.

Para este problema de referéncia estabeleceu-se que a razao entre o raio do tubo
e da esfera deverd ser R/a =2, e o escoamento deverd ocorrer a baixo mimero de
Reynolds (idealmente a Re =0). Desta forma, evitam-se os efeitos inerciais e
isolam-se convenientemente os efeitos eldsticos. Para este escoamento, o nimero de

Débora, é definido por De =AU /a.
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Figura 2.6: Ilustragio da geometria para a queda de uma esfera num tubo e identificagao
de algumas varidveis relevantes.

2.5.2 Comparacdo entre resultados obtidos por diferentes métodos

numeéricos
O problema da queda de uma esfera, mergulhada no interior de um tubo, é
possivelmente o problema de referéncia mais citado e mais bem documentado, na
literatura da reologia computacional (Baaijens, 1998a). Este problema provou ser
de extrema utilidade j& que permitiu demonstrar a possibilidade de obtengao de
resultados precisos e internacionalmente consistentes, usando diferentes métodos
numéricos.

Apesar da inexisténcia de pontos singulares neste escoamento, & semelhanga do
que acontece no escoamento em torno de um cilindro, existem gradientes
acentuados de tensdes na vizinhanca da esfera, bem como tensdes normais elevadas
ao longo do eixo central, a jusante do ponto de estagnacio posterior. Estes dois
factores tornam a simulacdo numérica deste escoamento um bom teste & eficiéncia
e precisdo dos métodos numéricos. Em 1993 jé era possivel observar resultados
idénticos para K, até De=1.6, por parte de quatro grupos de investigacao
independentes (Brown e McKinley, 1994), os quais utilizavam diferentes métodos
numéricos. Apesar deste sucesso parcial, muito havia ainda a fazer, uma vez que as
solugdes numéricas tinham uma limitagao no valor méximo de De alcangével.

Dois anos mais tarde, Yuran e Crochet (1995) conseguiram alcancar solugdes

estivels até De = 2.1, cujos resultados eram concordantes com os obtidos por
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Arigo et al. (1995). No ano seguinte, Luo (1996) alcancou solugbes estdveis até
De =2.8, no entanto os resultados obtidos a valores elevados de De diferiam
significativamente dos de outras referéncias. Sun et al. (1996) alcancou valores de
De = 3.2, mas os resultados obtidos acima de De = 1.5 careciam de precisao, pois
afastavam-se progressivamente dos valores de referéncia.

Em 1997 foram publicados dois trabalhos independentes (Baaijens et al., 1997;
Warichet e Legat, 1997), que conduziram a resultados muito semelhantes em toda
a gama estudada. Em ambos os trabalhos o limite mdximo alcancdvel foi
De = 2.5, o que poders indicar a existéncia de um ponto limite na solucao. Dois
anos mais tarde, Fan et al. (1999) também obtiveram valores concordantes para o
coeficiente de arrasto, mas desta vez a convergéncia foi obtida: apenas até
De=2.2.

De forma resumida, pode-se concluir que para o problema da queda de uma
esfera no interior de um tubo, preenchido com um fluido UCM, foi possivel obter
solucdes de elevada precisdo numa gama, significativa de valores de De. Embora a
existéncia de um verdadeiro ponto limite na solucio seja muito provavel (ja que o
escoamento na esteira da esfera apresenta um caricter predominantemente
elongacional, e a viscosidade elongacional do modelo UCM apresenta uma
singularidade a Aé =1/2), a identificacdo precisa do respectivo valor de De nio
foi ainda obtida de forma inequivoca (Owens e Phillips, 2002).

Este escoamento ilustra de forma clara a vantagem de se escolher um ntmero
reduzido de escoamentos de referéncia, que sdo estudados de forma, independente
por diversos grupos de investigagéo. A validacio das solucdes numéricas por vérios
grupos de investigagdo independentes permite credibilizar esses resultados que, de
outra forma, dificilmente seriam aceites como solucdes de referéncia.

Embora este escoamento nao seja analisado numericamente nesta tese, a sua
inclusdo na revisdo bibliogrdfica deve-se a forte analogia com o escoamento em
torno de um cilindro, e & possibilidade de obtencao de similaridades nas solugdes
de ambos os escoamentos. Refira-se, no entanto, que o escoamento em torno do
cilindro é mais dificil de simular, o que se reflecte numa diminuicdo do valor

maximo alcangdvel para o nimero de Débora.

2.5.3 Estudos numéricos com outros modelos reolégicos

Embora o fluido UCM tenha sido eleito para este problema de referéncia,

existem também na literatura diversos trabalhos em que se usaram fluidos
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descritos por outros modelos reolégicos. A titulo ilustrativo, podem referir-se
alguns trabalhos em que foram utilizados os modelos de PTT (Luo e Tanner, 1986;
Carew e Townsend, 1988; Jin et al., 1991; Zheng et al., 1991; Bush, 1993; Arigo et
al., 1995; Rajagopalan et al., 1996) ou de Oldroyd-B (Luo e Tanner, 1986; Carew e
Townsend, 1988; Zheng et al., 1990; Gervang et al., 1992; Lunsmann et al., 1993;
Bodart e Crochet, 1994; Chauviére e Owens, 2000). Embora a maioria destes
trabalhos sejam para uma razéo R/a = 2, outros rdcios foram também estudados.

Para umsa descricio detalhada da bibliografia relevante, e em particular das
publicacdes recentes sobre este tdépico, refira-se o artigo de revisdo escrito por

McKinley (2002).

2.6 Conclusoes

Neste capitulo descreveram-se os principais avangos da reologia computacional,
desde a publicagio dos primeiros trabalhos até a actualidade. A maioria dos
estudos utiliza o método dos elementos finitos, observando-se na ultima década um
aumento significativo no nimero de grupos de investigagao a desenvolverem
algoritmos de célculo baseados no método dos volumes finitos, essencialmente
devido & sua potencial economia de recursos computacionais que os tornam
particularmente atractivos para a simulagdo de problemas de larga escala.

Descreveram-se os principais trabalhos publicados para trés dos mais
importantes problemas de referéncia em reologia computacional: escoamento em
contracgdes; escoamento em torno de um cilindro confinado; escoamento em torno
de uma esfera em queda num tubo. Para o escoamento em contracgoes abruptas
observa-se uma grande dispersdo nos resultados obtidos pelos vdrios grupos de
investigacdo, ndo existindo actualmente dois conjuntos de resultados compativeis.
E pois importante o estudo detalhado deste problema de referéncia, que ja conta
com uma histéria de mais de duas décadas.

O estudo do escoamento em torno de uma esfera em queda num tubo ¢ um bom
exemplo da vantagem resultante da definicdo de um pequeno nimero de problemas
de referéncia em reologia computacional. Actualmente este problema pode
considerar-se praticamente solucionado, jd que existem solugoes com elevada
precisio, obtidas independentemente por vérios grupos de investigacdo, para uma
gama alargada de valores de De. Em contrapartida, para o escoamento de um

fluido viscoeldstico em torno de um cilindro ainda nao existem solugoes de
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referéncia numa gama alargada de valores de De, pelo que este escoamento

também sers estudado em detalhe nesta tese.



“Everything should be made as simple as possible — but not simpler”
Albert Einstein (1879-1955)

Capitulo 3

Equagoes fundamentais

O céleulo numérico do escoamento de fluidos viscoeldsticos passa pela resolugdo das
equacdes de conservacdo da massa e da quantidade de movimento, em simultdneo
com uma equagdo constitutiva reoldgica adequada. Nas situagbes em que ocorre
transferéncia de calor e/ou dissipagdo wviscosa deverd também adicionar-se uma
equag¢do de conservagio da energia térmica. Nesta tese, contudo, restringe-se a

andlise apenas a cdlculos isotérmicos.

3.1 Equacoes de conservagao

Na generalidade das situagdes de relevincia prética, os fluidos nao newtonianos
encontram-se no estado liquido e podem ser considerados incompressiveis. Nestas

circunstancias, a equacio de conservagio da massa pode ser escrita na forma
V-u=0 (3.1)

em que u representa o vector velocidade, de componentes u,, u, € u, segundo as

coordenadas cartesianas z, y € 2, respectivamente.

A equacdo de conservagio da quantidade de movimento, pode ser escrita na

forma, vectorial como (Bird et al., 2002)
p[%l:-+u-vu]=—Vp+V'T (32)

em que p, p e t representam, respectivamente, a massa volimica do fluido, a
pressio e o tempo. O fecho das equagbes anteriores implica a descrigao do tensor

das tenses, T, por uma equagdo constitutiva reolégica adequada. Este assunto ird
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ser tratado com algum detalhe nas préximas secgdes, salientando-se desde ja que T

é um tensor simétrico (Bird e Wiest, 1995),

-3

i~ T:Ly Tz

T (3.3)

11
\]

w Ty Ty

=

Tz Tyz T2

Por andlise das equagoes anteriores conclui-se que, para simular um escoamento
numa geometria tridimensional, serd necessdrio resolver um sistema de 10 equagGes

as derivadas parciais. As varidveis dependentes sdo: p, u

zy U u,, T

y) Yz oy 1. Tz

zy) 'z
Tyys Tyz € Ty - NO caso de escoamentos incompressiveis de fluidos newtonianos, o

tensor das tensoes € uma fungao explicita do tensor velocidade de deformacso, D,

T=29,D = 5,[Vu + (Vu)"| (3.4)
e a equacdo de conservacao da quantidade de movimento simplifica-se na
conhecida equagao de Navier-Stokes (Bird et al., 2002)

p[% +u- Vu] = -Vp +,V*u (3.5)

em que 7, representa a viscosidade do fluido. A andlise do escoamento, em regime
laminar, de um fluido newtoniano incompressivel traduz-se na resolucdo de um
sistema de 4 equagbes s derivadas parciais, cujas varidveis dependentes sio a

pressao e as trés componentes do vector velocidade.

3.2 Conceitos elementares de reometria

A solugao de um problema de escoamento passa entdo pela escolha adequada de
uma equagao reolégica para o tensor das tensbes. No entanto, antes de serem
apresentados alguns dos modelos constitutivos mais frequentes, é conveniente
descrever alguns dos conceitos elementares de reometria e propriedades tipicas dos
fluidos nao newtonianos. A reometria faz parte da reologia, e ocupa-se da medigao
experimental das caracteristicas reolégicas dos materiais, tais como a viscosidade
de corte e as diferencas de tensGes normais (Gomes de Castro et al., 2001). Na
caracterizacao reoldgica de um fluido nao newtoniano frequentemente adoptam-se
dois tipos de escoamento padrdo: um escoamento de corte simples, e um

escoamento elongacional.
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3.2.1 Reometria de corte

Os reémetros de corte sdo equipamentos que permitem medir determinadas fungoes

materiais, nomeadamente a viscosidade de corte, a primeira e segunda diferencas

de tensdes normais e os médulos de conservagao e de perdas, entre outras.
Considere-se um escoamento laminar tangencial, vulgarmente denominado

escoamento de Couette, tal como ilustrado na Figura 3.1. O fluido estd confinado

entre duas placas paralelas, uma das quais se encontra fixa, e a outra desloca-se

horizontalmente a velocidade constante, U .

Figura 3.1: Representacio esquemgtica do escoamento de Couette entre duas placas
paralelas.

O perfil linear de velocidades ¢ apenas fungdo da coordenada transversal vy,
Y
u=-=U 3.6
2 (36)
dv _U

dy H'

Embora existam reémetros de placas paralelas, o seu uso nao é pratico, por

pelo que a taxa de deformagao serd constante em todo o dominio, v =

razdes tecnoldgicas, uma vez que apenas é possivel promover uma deformagao
limitada, da amostra. Ceralmente, utilizam-se reémetros rotativos, os quais
promovem o escoamento da amostra entre dois cilindros concéntricos, discos
paralelos, ou entre um cone e um prato (para uma descrigao pormenorizada dos
diversos tipos de reémetros de corte, e respectivas vantagens e limitagoes,

recomenda-se a leitura de Gomes de Castro et al., 2001).

Fungées materiais em escoamento de corte simples estaciondrio

Num escoamento de corte simples em estado estaciondrio, como o ilustrado na
Figura 3.1, é possivel determinar trés fungoes materiais independentes: a
viscosidade de corte, 7, o coeficiente da primeira diferenca de tensGes normais, ¥,

e o coeficiente da segunda diferenga de tensdes normais, ¥,. Estas trés fungoes
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materiails caracterizam completamente o comportamento do material neste

escoamento.

Viscosidade de corte

A viscosidade de corte (também conhecida por viscosidade viscosimétrica ou,
simplesmente, viscosidade) define-se, por analogia com a lei de Newton para a
viscosidade, como a razdo entre a tensio de corte e a respectiva taxa de
deformacao,

T T

n(‘r)E——du/’”dy =7“”"’ (3.7)

Tipicamente, os fluidos ndo newtonianos apresentam wum comportamento
reofluidificante, ou seja, a viscosidade de corte diminui com o aumento da taxa de
deformagao. Frequentemente verifica-se a existéncia de um patamar na viscosidade
a baixas taxas deformagéo, ocorrendo ainda em certos casos, um segundo patamar
newtoniano a elevadas taxas de deformacdo. Apesar da maioria dos fluidos nio
newtonianos apresentar comportamento reofluidificante, existem algumas raras
excepgOes: em certas suspensdes de particulas irregulares é possivel observar um
comportamento reoespessante, isto.é, a viscosidade de corte aumenta com a taxa
de deformagdo; para determinados fluidos viscoeldsticos, denominados fluidos de

Boger, é possivel observar uma viscosidade de corte aproximadamente constante.

Tensdes normais

Para fluidos viscoeldsticos observa-se experimentalmente que, num escoamento de
corte simples, surge uma for¢a normal que tende a afastar as placas paralelas. Essa
forga normal advém do coeficiente da primeira diferenca de tensdes normais, ¥,,
nao ser nulo. Esta propriedade material define-se pelo quociente entre a primeira

diferenca de tensGes normais, N, e o quadrado da taxa de deformagéo,

=
\]
g
l
o

) =0mg="F% (3.8)

verificando-se experimentalmente que a generalidade dos fluidos viscoeldsticos
apresenta um comportamento reofluidificante em ¥,, partindo de um patamar
constante a baixas taxas de deformagdo. Embora ¥, seja usualmente positivo para
a generalidade dos liquidos poliméricos, tem-se constatado experimentalmente que

V¥, poderd ser negativo no caso particular dos cristais liquidos.
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A terceira propriedade material que se pode determinar num escoamento de .
corte ¢ o chamado coeficiente da segunda diferenca de tensées normais, U,,
definido por

. N. Tyy ~ Ta
V()= -5 ="
Y Y

(3.9)

em que N, representa a segunda diferenca de tensoes normais. A determinacao
experimental de ¥, ndo é simples e envolve habitualmente varias medi¢oes num
reémetro, usando simultaneamente as geometrias de pratos paralelos e de cone e
prato (Gomes de Castro et al, 2001). Para fluidos viscoeldsticos observa-se
experimentalmente que W, ¢é geralmente negativo, e o seu valor absoluto é
significativamente inferior ao de ¥, (tipicamente |\I!2| < 0.2|\Ill| )-

Para fluidos newtonianos as tensdes normais num escoamento de corte simples

sao nulas, assim como ambas as diferencas de tensoes normais.

Fungoes materiais em escoamento dinamico de corte

Outra abordagem fundamental, bastante usada na caracterizagao reolégica dos
materiais viscoeldsticos, baseia-se em medigbes dindmicas nao destrutivas por
aplicagio de tensdes (ou deformagdes) de pequena amplitude com cardcter
oscilatério. As tensdes (deformagdes) aplicadas deverdo ser suficientemente baixas
para evitar a destrui¢do estrutural do material, mas sobretudo para que as fungoes
' materiais medidas sejam independentes da tensdo aplicada, permitindo assim
estudar o comportamento viscoeldstico dos fluidos no regime linear.

Aplicando uma deformagao oscilatéria sinusoidal & placa superior da geometria

ilustrada na Figura 3.1,

7(t) = 7yg sen(wt) (3.10)
verifica-se experimentalmente que, para fluidos viscoeldsticos, a tensao de corte

encontra-se desfasada relativamente a deformagao induzida,

Ty = To sen(wt + 6) . (3.11)

em que & se denomina angulo de perdas, e traduz o desfasamento entre a

deformacdo e a tensdo. Desenvolvendo a expressao anterior na forma,

T, = To[cos(6) sen(wt) + sen(6) cos(wt)] (3.12)
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pode concluir-se que a tensdo de corte pode ser expressa pela soma de uma
contribuicao eldstica, em fase com a deformagio, ¢ de uma contribuicdo viscosa
desfasada em /2. Surgem assim os conceitos do médulo de conservaco, G', e do
médulo de perdas (ou dissipativo), G"', uma vez que a expressio anterior pode ser

reescrita na forma

Ty = G'(w) 7y sen(wt) + G"(w), cos(wt) (3.13)
G (w) = 22 cos () (3.14)

Yo
G"(w) = 2 sen(6) . (3.15)

Yo

Para um material perfeitamente eldstico a resposta da tensio encontra-se em
fase com a deformagdo, i.e. 6 =0, pelo que G'(w) =74 /v, e G"(w)=0. Por outro
lado, para um fluido newtoniano § =7 /2, ou seja, G'(w) =0 e G"'(W) =7, /7,.

Como +(t) = yywcos(wt), por analogia com a Eq. (3.7) podemos reescrever a

Eq. (3.12) na forma
Ty = 1" (W) Yow sen(wt) + n'(w) yow cos(wt) (3.16)
em que as viscosidades dindmicas sdo definidas por

_ Tysen(6) G

VoW w

n' W) (3.17)

T, cos () _ G’
VoW W

n'"(w) = (3.18)

E importante realgar que as viscosidades dinamicas* (ou outras funcdes que se
podem definir, como a viscosidade complexa, o médulo complexo, etc.) nio contém
qualquer informagdo extra além daquela que estd implicita nos médulos de

~ !/
conservagao e de perdas, G' e G”.

* Chama-se a atengiio do leitor para o facto da viscosidade dinimica aqui referida ser uma
propriedade material associada a um escoamento dinimico (i.e., nio estaciondrio), enquanto que 0
termo viscosidade dindmica usado em Mecénica dos Fluidos clissica é de facto a viscosidade de
corte (constante), referida na secgiio anterior.
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3.2.2 Reometria extensional

O segundo tipo de escoamento standard usado em reometria é o chamado
escoamento extensional (ou elongacional). O modo mais simples de provocar uma
deformacso extensional comsiste em prender uma amostra pelas extremidades e
puzd-la numa, determinada direcgdo. Nesta situagdo, o escoamento denomina-se de

extensdo simples se o campo de velocidades for expresso por

U, = (3.19)
1.

Uy = =€y (3.20)

u, = —-;—éz (3.21)

em que ¢ representa a taxa de extensfo, assumida constante. O filamento de
liquido tem geralmente forma cilindrica, sendo nessa situagao recomenddvel o uso
de coordenadas cilindricas. Assim, em alternativa as Eqgs. (3.20) e (3.21) ¢é

preferfvel usar uma componente radial da velocidade, definida por

1.
u, = —Jul +u? = —SET (3.22)

Considerando um filamento cilindrico de comprimento L e raio R (ambos
funcéio do tempo), pode-se exprimir a taxa de extenséo por,
€= 1oL (3.23)
L ot
Por integracio conclui-se que o comprimento do filamento aumenta
exponencialmente com o tempo,

Lio — oxp £t) (3.24)

e o raio do filamento diminui de forma exponencial para manter o volume total do
filamento constante, i.e., TRyLy = nR2L , obtendo-se facilmente a evolugao do raio

do filamento ao longo do tempo

2 eof-£] o

A deformacao total a que a amostra é sujeita, denominada deformagao de Hencky,

serd
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t
e=fédt:
0

A tensao desenvolvida na amostra serd obtida pelo quociente entre a forca exercida,

R
dL=1nL = ~2In=2 (3.26)
I, R

oh\h
o~

na amarra, F', e a drea de secgdo recta do filamento,

°t
S F2 _F epo(E ) (3.27)
TR TRy
A viscosidade extensional uniaxial é definida por
T —T
Ng = _mg_r"r (3.28)

sendo frequente a utilizagdo de uma outra varidvel adimensional denominada razio
de Trouton, Tr, definida pelo quociente entre a viscosidade extensional uniaxial e
a viscosidade de corte a taxa de deformacio nula,

Tr =18 (3.29)
o

Refira-se que todos os fluidos possuem uma viscosidade extensional nio nula. No
caso dos fluidos viscoeldsticos verifica-se que a viscosidade extensional varia com a
taxa de extensdo podendo exceder largamente o valor Tr = 3, que caracteriza os
fluidos newtonianos.

Existem outras variantes da viscosidade extensional, obtidas por exemplo em
ensaios de extensdo biaxial ou plana. Para uma descricio destes tipos de extensdo
multiaxial, e dos métodos usados experimentalmente na sua determinacao,

sugere-se a consulta de Bird et al. (1987a) e de Gomes de Castro et al. (2001).

3.3 Modelo de fluido newtoniano generalizado

Aquando da apresentacio da equagio de conservacio da quantidade de
movimento, Eq. (3.2), foi referida a necessidade de uma equacio constitutiva
reoldgica para o tensor das tensdes, que traduza de forma adequada o
comportamento reolégico do fluido. Existem diversos modelos reolégicos na
literatura, apropriados em determinadas condigdes, mas que poderdo ser
inadequados noutras. A escolha de um modelo constitutivo adequado é crucial para
uma correcta representacao do comportamento do fluido, no entanto a sua escolha

nem sempre é fdcil, dada a complexidade do comportamento de alguns fluidos.
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Os modelos reolégicos mais simples sdo vélidos para fluidos puramente viscosos.
Este tipo de fluidos néo possui qualquer tipo de memdria (a tensdo depende
exclusivamente da taxa de deformagdo instantinea, e ndo da sua histéria),
podendo a sua viscosidade de corte ser constante ou varidvel, sendo o modelo
classificado de newtoniano ou de newtoniano generalizado, respectivamente.

A equacao reolégica de um fluido newtoniano incompressivel ja foi apresentada
anteriormente, vide Eq. (3.4). Num caso mais geral, em que eventuais efeitos de
compressibilidade sejam importantes, a equagéo reolégica de um fluido newtoniano

serd (Bird et al., 2002)
T 2
T = n,[Va + (Vo)T] - (gm - n) (V-u)s (3.30)

em que 8 representa o tensor unitdrio, com componentes 6; nulas para i=j e
unitdrias para i=j. A varidvel k traduz a viscosidade dilatacional, a qual
normalmente poderd ser omitida (usando a hipétese de Stokes), excepto em casos
muito especificos como nalguns escoamentos de fluidos com bolhas (Bird et al.,
2002). Para cilculos em que a compressibilidade do fluido seja desprezdvel, como
os analisados nesta tese, e fazendo uso da equagdo da continuidade, V-u =0, a
equagdo anterior simplifica-se na Eq. (3.4), acima apresentada.

A extensio mais simples da equagio constitutiva newtoniana corresponde ao
modelo newtoniano generalizado, aplicdvel aos fluidos nao newtonianos puramente
viscosos. Os modelos reolégicos do tipo newtoniano generalizado possuem uma
viscosidade de corte dependente da taxa de deformagdo. Neste caso, a Eq. (3.4)

deverd ser generalizada em
T=n(A) ¥=0(3) [Va+ (V)] (3.31)

em que o invariante 4 denomina-se taxa de deformacao, e traduz a magnitude do

tensor taxa de deformacao definido por (Bird et al., 1987a),

i =i = L) = 24 ) e

com II(¥) a representar o segundo invariante do tensor ¥.
Um dos modelos newtonianos generalizados usados com mais frequéncia é o
modelo de lei de poténcia. Este modelo é vélido para a regido em que ocorre

fluidificacdo, tipicamente a taxas de deformagao elevadas, e traduz-se na forma

n(9) = K4~ (3.33)

[
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em que K e n representam os indices de consisténcia e de lei de poténcia,
respectivamente. O indice de consisténcia determina o nivel de viscosidade a uma
determinada taxa de deformagéo, ao passo que o indice de lei de poténcia regula o
grau de fluidificagdo (variando tipicamente entre 0.5 e 1). Embora pouco
frequente, o modelo de lei de poténcia também pode traduzir a viscosidade de corte
de um fluido reoespessante, sendo nesse caso n > 1. O modelo de lei de poténcia &
de fécil utilizagdo, e é usado com relativa frequéncia, contudo apresenta algumas
limitacGes, nomeadamente o facto da viscosidade aumentar indefinidamente com a
diminuicao da taxa de deformagdo. Por outro lado, para altas taxas de deformagéio
a viscosidade tende a anular-se. O modelo de Carreau-Yasuda é uma generalizagéo
do modelo de lei de poténcia que elimina estas limitacdes, tomando a forma
genérica (Yasuda et al., 1981)

y) = oMo 3.34
(%) noo+‘1+( a7 (3.34)

em que 17, e 7),, representam as viscosidades a taxas de deformacao muito baixas e
muito elevadas, respectivamente. O pardmetro A traduz um tempo caracteristico
do fluido, que determina o valor da taxa de deformacio a partir da qual a
fluidificacdo se estabelece. O pardmetro a permite ajustar a rapidez da transicao
do patamar de viscosidade constante a baixas taxas de deformagao para a zona de
comportamento de lei de poténcia. Um caso particular do modelo de
Carreau-Yasuda, para a = 2, denomina-se modelo de Carreau (1972)

o — Mo
[1"'(1\"7)2}(1_”)/2

M) = N, + (3.35)

Existem na literatura muitas variantes de modelos newtonianos generalizados.

Por exemplo, o modelo de Cross (1965) é definido por,

. o — Mo
= + -2 3.36
M3) =1 + 17 o (3.36)
e o modelo de Sisko (1958) por
n(y)=mny + K5"" (3.37)

Para uma consulta mais aprofundada destes, e de outros modelos newtonianos
generalizados, sugere-se a leitura de Gomes de Castro et al. (2001).
Nao obstante a incapacidade destes modelos preverem caracteristicas eldsticas,

em muitas aplicagbes préticas os efeitos de corte sio dominantes, e os modelos
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newtonianos generalizados tém particular utilidade. Nestas situagbes, a sua

simplicidade torna-os bastante atractivos.

3.4 Modelos constitutivos para fluidos viscoelasticos

Existem na literatura diversos modelos constitutivos capazes de traduzir efeitos
viscoeldsticos. O grau de complexidade e a capacidade preditiva. destes modelos
reolégicos varia consideravelmente. Infelizmente, a existéncia de uma equagao
constitutiva exacta, universalmente aplicdvel a todos os fluidos e a todos os
escoamentos é claramente uma utopia. Existem, contudo, diversos modelos
constitutivos capazes de obter resultados com precisdo aceitdvel em determinadas
condigbes. Nesta tese irdo ser usados exclusivamente modelos viscoeldsticos quasi-

ou nao lineares, do tipo diferencial.

3.4.1 Modelo convectivo superior de Maxwell

O modelo de Maxwell corresponde & idealizacio de um fluido relativamente
simples: para deformagbes lentas comporta-se como um fluido newtoniano de
viscosidade 7,; para deformacdes ripidas comporta-se como um sélido eldstico
linear, com médulo de distor¢ao G . E possivel usar um modelo mecanico anslogo
para representar este fluido ideal, por combinagio em série de uma mola ideal e de

um amortecedor, como se ilustra na Figura 3.2.

G M
<th__A¢V\Af___I T

T:GYC T:np;Yv

Figura 3.2: Modelo mecanico andlogo de um fluido de Maxwell.

Ambos os elementos estdo sujeitos & mesma tensdo, T, e a taxa de deformacao
total resulta da soma das taxas de deformagio dos dois elementos, ¥ =Y, +¥,, ou
seja
14,1

T+—7T 3.38
st (3.38)

A expressao anterior costuma ser apresentada na forma alternativa,

oT .
=2 = 3.39
THA =¥ (3.39)
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em que A=r), /G representa o tempo de relaxacio de Maxwell. A Eq. (3.39)
traduz o modelo mais simples capaz de descrever um fluido que é simultaneamente
viscoso e eldstico, e foi proposta por Maxwell (1867) para investigar o possivel
cardcter viscoeldstico de gases.

Embora a Eq. (3.39) seja de extrema utilidade para ilustrar o conceito de
viscoelasticidade, a sua utilizagho na simulacio de escoamentos de fluidos
viscoeldsticos nao é aceitdvel por violar o principio da objectividade material
(Oldroyd, 1950; 1984). A Eq. (3.39) pode ser generalizada por forma a verificar as
condigoes de admissibilidade propostas por Oldroyd (1950, 1984). Para tal, deverd

substituir-se a derivada parcial OT/Ot pela derivada convectiva superior de

&

Maxwell, '% , definida por (Bird et al., 1987a)

%E-Z—f+v-ufc—'c-vu—vuT-'c (3.40)

O modelo de Maxwell resulta entdo na seguinte forma genérica,
ot T T
THAS, +V uT|=n,(Vut+ Vo' )+ A(T-Vu+ Vu™ 1) (3.41)

que se denomina modelo convectivo superior de Maxwell (Upper Convected
Mazwell, UCM). Este modelo viscoeldstico quasi-linear é usado com frequéncia em
simulacoes de referéncia de fluidos viscoeldsticos, sendo aplicdvel a modelacao do
escoamento de fluidos de Boger.

O modelo UCM prevé valores constantes para a viscosidade de corte e para o
coeficiente da primeira diferenca de tensdes normais, e um valor nulo para o
coeficiente da segunda diferenca de tensdes normais. Na Tabela 3.1 apresentam-se
algumas funcbes materiais do modelo UCM. Observe-se que a viscosidade
elongacional tende para infinito quando a taxa de extensdo tende para Aé =1/2,
sendo este comportamento singular em extensdo um dos defeitos deste modelo.
Uma outra observagéo interessante sobre esta equagéo constitutiva, baseada na sua
utilizacdo prdtica em reologia computacional, é que apesar de ser o modelo
diferencial mais simples que incorpora efeitos eldsticos, é o mais dificil do ponto de

vista numeérico.

3.4.2 Modelo de Oldroyd-B

O modelo de Maxwell, descrito na forma da Eq. (3.39), traduz uma relacio linear

entre as tensoes e os gradientes de velocidade, incluindo ainda uma derivada
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temporal das tensdes. E ainda possivel incluir a derivada temporal do gradiente do

vector velocidade mantendo-se uma relagao linear
0T : oy
T+AN—= — 3.42
+ 9 To [Y + A B t] (3.42)

Esta equacdo traduz o modelo de Jeffreys (1924), o qual contém trés constantes: a
viscosidade a taxa de deformacdo nula e duas constantes de tempo (a constante de
tempo ), denomina-se tempo de retardamento). Este modelo foi inicialmente
proposto para descrever a propagagio de ondas no manto terrestre (Jeffreys, 1924).

O modelo de Jeffreys também pode ser representado por um andlogo mecénico,

o qual se ilustra na Figura 3.3.

T, =n9=n(1.+1)

—————————
—————————

T, =GY, T, =Y

Figura 3.3: Modelo mecénico anslogo ao modelo de Jeffreys.

A tensdo total & obtida pela soma das tensdes de cada um dos ramais,
T=T,+7T, (3.43)

Combinando a Eq. (3.39), vélida para T,, com & expressio para o amortecedor
superior, T, =71,7=", (Y. + Y,), obtém-se a Eq. (3.42), sendo my =1, +n, ©
A = Ay /Mo

O modelo de Jeffreys, da mesma forma que o modelo de Maxwell, ndo verifica o
principio da objectividade material. A generalizagio, para um sistema de
coordenadas genéricas, é semelbante & efectuada para o modelo UCM. A equagao

resultante denomina-se modelo de Jeffreys convectivo, ou modelo de Oldroyd-B

(denominagéo adoptada nesta tese),

T+AT=n [«yuﬁ] (3.44)
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em que as derivadas convectivas superiores para a tensio e para a taxa de

deformacao, '% e ’YY, sao calculadas pela Eq. (3.40).

Uma forma alternativa para apresentar o modelo de Oldroyd-B, corresponde a
considerar a tensao total como a soma das contribuicdes de origem polimérica e de
origem puramente viscosa (exercida pelo solvente em que o polimero se encontra
diluido):

T=T,+7T,
, =1, (Vu+ Vu") (3.45)

T, +/\[6—;Z"-+V-ur,,]:np (Vu+Va")+A(T, - Vu+Vu" . 1)

¢
O modelo de Oldroyd-B é usado com frequéncia em reologia computacional,
especificamente na simulagdo de escoamentos de fluidos de Boger. Este modelo
reolégico prevé valores constantes para a viscosidade de corte e para o coeficiente
da primeira diferenca de tensdes normais, e um valor nulo para o coeficiente da
segunda diferenca de tensGes normais. Na Tabela 3.1 apresentam-se algumas
fungGes materiais deste modelo viscoeldstico. Tal como para o modelo UCM,
continua a existir uma singularidade na viscosidade elongacional para \é = 1 /2.
E possivel combinar os dois elementos bésicos (mola ideal e amortecedor)
noutras formas alternativas, conduzindo a diferentes equagoes constitutivas
quasi-lineares. O leitor interessado pode consultar Bird et al. (1987a) para uma

listagem mais exaustiva desses modelos reolégicos.

3.4.3 Modelo de White-Metzner .
Os modelos UCM e Oldroyd-B, apesar de bastante utilizados na simulacao de

escoamentos de referéncia com fluidos viscoeldsticos, sdo muito restritivos por
serem apenas aplicdveis a fluidos viscoeldsticos com viscosidade viscosimétrica e
primeira diferenca de tensdes normais constantes. Como é sabido, a generalidade
dos fluidos poliméricos possui caracteristicas reofluidificantes em ambas as fungoes
materiais. Surge assim a necessidade de utilizar equacdes constitutivas nao lineares,
mais complexas e com melhores capacidades preditivas.

Como se viu anteriormente para o modelo newtoniano generalizado, a inclusao
da dependéncia da viscosidade de corte no segundo invariante do tensor das

deformagoes revela-se de enorme utilidade prdtica. White e Metzner (1963)
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propuseram uma generalizagao do modelo UCM incluindo a dependéncia em

¥ = %('Y,YT) = \/gﬂ(’y), na forma

T+ Qg—)% =n(7)Y (3.46)

em que G representa um mdédulo constante. Este modelo ndo linear possui as
vantagens de ser relativamente simples e possibilitar uma boa correlagdo da
viscosidade de corte e da primeira diferenga de tensbes normais com a taxa de
deformacéo. Na Tabela 3.1 apresentam-se as principais funcoes materiais para este
modelo constitutivo. Tal como os modelos UCM e Oldroyd-B, o modelo de
White-Metzner prevé uma, viscosidade elongacional infinita, que ocorre a um valor
da taxa de extensio funcdo da expressio usada para descrever n(7). Refira-se
ainda que a origem do modelo Oldroyd-B assenta numa base teérica forte, podendo
este ser deduzido a partir da teoria cinética molecular, admitindo-se que a
interaccio entre as cadeias poliméricas se comporta como uma mola hookeana
infinitamente extensivel, ao passo que o modelo de White-Metzner é puramente

empirico.

3.4.4 Modelo de Phan-Thien—Tanner

Nio existe qualquer limitagio que restrinja a inclusdo de outras grandezas
invariantes além do segundo invariante do tensor das deformagdes. Por exemplo,
no modelo proposto por Phan-Thien e Tanner (1977), usualmente denominado por
modelo PTT, inclui-se o primeiro invariante do tensor das tensoes (o trago do

tensor), na forma
T=T,+7,
T, = n,(Vu + Vu®) (3.47)

v . . .
Y(tr'tp)’[,'p + )\’c,,+§>\{'y- T, +7T, .y} =n,¥
em que Y(tr T p) representa, uma fungdo do primeiro invariante de T,

(I (’Cp):-tr T,= T+ Ty + 7,,)- Na versdo original do modelo PTT (Phan—Thien

e Tanner, 1977), assume-se uma funcao linear,

Y(trT,) =1+ 2 4 T, (3.48)

p
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Um ano mais tarde, Phan-Thien (1978) propos a utilizagio de uma funcio

exponencial para a Eq. (3.48),

Y(tr’Cp) = exp[ﬁtr’cp] (3.49)

p

O modelo PTT também tem uma forte base tedrica, sendo deduzido com base
em modelos de redes moleculares (Bird et al., 1987b). Os cinco pardmetros que
caracterizam o modelo PTT sdo o tempo de relaxacio, ), a viscosidade polimérica,
a taxa de deformacio nula, 7,, & viscosidade do solvente, 7,, e dois parametros
adimensionais, € e &, que definem o cardcter nio linear do modelo. O pardmetro
€ serve para eliminar a singularidade na viscosidade extensional, limitando o seu
valor médximo (que é inversamente proporcional a € ). Por outro lado, o parametro
de deslizamento, &, contabiliza o grau de deslizamento da rede molecular
relativamente ao meio continuo, tendo uma influéncia mais significativa no grau de
fluidificagéo da viscosidade de corte e do primeiro coeficiente de tensdes normais. A
gama admissivel para este pardmetro ¢ 0< ¢ <2. Para £ =0 (modelo PTT
simplificado) o modelo prevé um coeficiente nulo da segunda diferenca de tensées
normais. Para valores ndo nulos de £ o modelo PTT prevé valores negativos do
coeficiente da segunda diferenca de tensdes normais, o que estd de acordo com as
medigoes experimentais obtidas para a generalidade das solugbes poliméricas e dos
polimeros fundidos.

As versbes exponencial e linear do modelo PTT diferem principalmente na
curva da viscosidade extensional. Na versio exponencial do modelo PTT, a
viscosidade extensional parte do valor newtoniano, 75 = 3(17p + 773), a baixos
valores da taxa de extensdo, passa por um méximo (inversamente proporcional ao
pardmetro ¢), tendendo para um segundo patamar newtoniano inferior, 75 = 3n,,
para valores elevados da taxa de extensdo. Por outro lado, a versio linear do
modelo PTT prevé uma viscosidade extensional que também parte do valor
newtoniano, 7y = B(np + 773)7 a baixos valores da taxa de extensao, aumentando
seguidamente até atingir um patamar (inversamente proporcional ao pardmetro ¢,
para € <0.5) a valores elevados da taxa de extensio. O primeiro tipo de
comportamento é tipico de polimeros fundidos e o segundo é mais frequente para
solugbes poliméricas. Na Tabela 3.1 apresentam-se algumas funcdes materiais deste

modelo viscoelastico.
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O modelo PTT degenera no modelo Oldroyd-B para ¢ =§ =0, e no modelo
UCMse n,=e=£§=0.

3.4.5 Modelo de Giesekus
O modelo de Giesekus (1982) é outra equagao constitutiva diferencial nao linear na
tensao, sendo definido por
T=1T,+1T,
T, = n,(Vu+ Vu") (3.50)
T, + )\%p—l- a—A-{’CP -’Cp} =n,Y
p

O modelo resulta da sobreposicio das contribuicdes do solvente e do polimero,
T, e T,, para o tensor das tensdes. Esta forma tipica dos modelos constitutivos
para solugdes poliméricas surge naturalmente pelas equagoes serem derivadas com
base na teoria cinética molecular (Bird et al, 1987b). O modelo de Giesekus
contém quatro parimetros: um tempo de relaxagéo, A; as contribuicoes do
solvente e do polimero para a viscosidade de corte a taxa de deformagao nula, 7, e
np; e um factor de mobilidade adimensional, 0 < a <0.5. A origem do termo «
estd associada 3 anisotropia do movimento browniano e/ou & anisotropia do
arrasto hidrodinamico exercido sobre as esferas que representam a macromolécula
(Bird e Wiest, 1985). O modelo de Oldroyd-B também pode ser deduzido deste
modelo, assumindo que o arrasto hidrodinimico e o movimento browniano sa0
isotrépicos, e admitindo um comportamento linear para a mola que une as esferas.
O modelo de Oldroyd-B é recuperado para a = 0, enquanto que o modelo UCM é
obtido para o caso particular oo =17, =0.

O modelo de Giesekus prevé um comportamento reofluidificante para a
viscosidade de corte, ¥; e I\I!2| A singularidade na viscosidade extensional
também é eliminada, desde que « >0. O modelo prevé uma zona inicial de
reoespessamento da viscosidade extensional, atingindo-se um patamar de np para
valores elevados da taxa de extensiao. Na Tabela 3.1 apresentam-se "algumas
funcdes materiais deste modelo viscoeldstico.

Além dos modelos viscoeldsticos diferenciais descritos, existe uma enorme
variedade de alternativas como, por exemplo, os modelos de Oldroyd de 4, 6 e 8

constantes, bem como os modelos de Gordon-Schowalter, Bird-DeAguiar,
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Johnson-Segalman, FENE-P, FENE-CR, Pom-Pom, entre outros. Para o leitor
interessado sugere-se a consulta de Bird et al. (1987a,b) e de Bird e Wiest (1995).

3.4.6 Modelos viscoeldsticos multimodo

Dada a complexidade do comportamento viscoeldstico de muitos fluidos
poliméricos, por vezes a utilizagdo das equagdes reolégicas descritas anteriormente
é apenas aproximada. Para uma melhor modelagio do comportamento reolégico
dos fluidos, especialmente o comportamento dindmico em viscoelasticidade linear,
por vezes é vantajosa a utilizagdo de modelos viscoeldsticos multimodo, em que a

tensao é obtida por um somatério de n contribuicées distintas (modos), na forma,
T=> 1, (3.51)
k=1

Desta forma incorporam-se facilmente nos modelos anteriores o facto observivel
de que os liquidos poliméricos ndo tém um tnico tempo de relaxac@o, mas sim uma
gama de valores J);, e correspondentes médulos de distor¢ao, G;. Na pritica, esta
gama pode ser razoavelmente representada com um nimero de modos (n) entre 3
e 10, aproximadamente.

O modelo Oldroyd-B, vide Eq. (3.45), pode ser entendido como um modelo
multimodo UCM (com dois modos), com os seguintes pardmetros: A = \;
=" A=0;m,=n,.

Um modelo reolégico multimodo nio é mais que um somatério de diversas
equagoes constitutivas do mesmo tipo, com diferentes pardmetros para cada um
dos modos. Em determinados modelos multimodo & frequente o uso de alguns
pardmetros comuns a todos os modos (e.g., o pardmetro o no modelo de Giesekus,
ou os pardmetros € e £ no modelo PTT), variando-se apenas os valores dos
tempos de relaxagio e dos coeficientes de viscosidade de cada modo (A, e M)
determinados a partir de medigGes reolégicas em ensaios dinamicos, como explicado
anteriormente. v

Do ponto de vista numérico nao hé dificuldades acrescidas devidas ao uso de
modelos multimodo. A principal limitacio serd a major exigéncia de recursos

computacionais, em particular em termos de meméria necesssria,



Bl ep=c/RaM=4

‘001301001 o[epowt 9180 ered ,H ° ,H ITUGSP Passod 9 08BN (g
5/ (kY u=(4) 10d epENOED § OdUIS) S FPUDISUOD Y (v)

MN)e-Tes ,xﬁamlcilk o
T@«:.mﬁamivmﬂ\f - (O@-pogr+ift © X—1 D
~ (207 + 2Pz - Dy — 1M
X .@mMN + M,m + g N?«W l + o'l A+ 1 A0 ||.|IQ — D (A0 floe—D+T + UL Snyesar
€ mil N3/\,§ el (fo—1)fUg {f -D OSSO
(¥0g-€0% 's8%d) {mO)+1 () +1 [(L1°¢)ba ep oprgo (£)4]
(eg661) 0 10 ONY OPIA — ol 4 e (61'9) bE (s1g) ba (L)l+ ILd
[z (M)xe— 1)z (M)x + 1] ISUZIS
) (LYbg (@ (@) 0 (=) (1)t (t)xe OF 21T A
(xe—D+T1) |, () +1 | () +1 . .
g e Tt N Al 0 iz Ut g-pAoIpIO
(3xz—T)(3¢ + 1) LX)+ 1 70 +1 a
R LA g iy,
g il NBKNN? 0 X¢ Won
(3) L @ 40 @, ON: OF (e oAYTITSTON,
OMHWHHOMU_NPMQ OmH.WQOmQN#mm 23100 9p O1uauIBOISH OMOMUOS

[euoE3UO[e 0JUSUIRBOISH

91100 9P OOTWIGUIP OJUSTIROISH

‘(eL86T) TP 12 PIIg We Opeeseq "SIEIOUSISJIP SOONSEI0ISIA SO[PPOT sung[e op srelisyel

soodun g :1'¢ eleqeL,



“All the mathematical sciences are founded on relations between
physical laws and laws of numbers, so the aim of ezact science
is to reduce the problems of nature to the determination of

. quantities by operations with numbers’

J.C. Maxwell, 1856

Capitulo 4

Método numérico

Neste capftulo, inicialmente apresentam-se as equagdes constitulivas e de
conservagdo para um sistema de eizos coordenados generalizado. Segue-se uma
descrigio das particularidades do método dos volumes finitos usado na integragdo
numérica das equacdes as derivadas parciais. Uma atengdo especial serd dada &
discretizagio dos termos convectivos das equagdes diferenciais por se tratar de um

assunto fuleral do presente trabalho.

4.1 Coordenadas generalizadas

Frequentemente, as fronteiras que delimitam o dominio de calculo sdo superficies
curvas. Nessas circunstincias, a utilizacdo de uma malha computacional que segue
as coordenadas cartesianas revela-se inadequada, pelo que a discretizagao das
equacdes numa malha que se adapta & curvatura imposta pelas fronteiras é mais
eficiente.

A metodologia adoptada nesta tese baseia-se na utilizagao de um sistema de
eixos cartesianos para os vectores e tensores, juntamente com um sistema de
coordenadas generalizadas ndo ortogonais para a malha computacional. Assim,
define-se um sistema de eixos cartesianos z;, i =1,2,3 (para as coordenadas z, ¥
e z, respectivamente), juntamente com um sistema de coordenadas generalizadas
¢;, ! =1,2,3. Na Figura 4.1 ilustra-se a transformacdo entre os dois sistemas de

eixos.
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Gy

G2
G

Figura 4.1: Representagio esquemdtica da transformagao de um sistema de eixos
cartesiano, num sistema genérico de coordenadas nio ortogonais,

A matriz jacobiana, J, relativa a transformacio entre os eixos cartesianos e as

coordenadas generalizadas, define-se por

Oz, Oz, Oz
G 0¢  0¢
J — 3:[22 8$2 8%‘2 (4‘1)
8¢ 06 8¢
Oz; Ozy O,
190G 9 8¢ ]
Usando notagéo tensorial, a Eq. (4.1) & expressa por
Ox,
J, = —*L 4.2
= (4.2)

A transformacio das equagoes de balango para o novo sistema de coordenadas

pode ser efectuada de diversas formas, No presente trabalho adopta-se a

metodologia descrita em Oliveira (1992),

transformacéio® (Vinokur, 1989)

sendo vélidas as seguintes regras de

J (4.3)

5, (44)

®A convengdo de Binstein para os fndices repetidos & adoptada neste capftulo para os termos das

equagGes 4s derivadas parciais. De acordo com esta regra aplicam-se somatérios sobre todas as

direcgGes nos casos em que aparecem (ndices repetidos., Por exemplo,

8g, /8¢, traduz de forma
compacta o mesmo que z:_i ap, ] 8¢,
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em que J = det(J), e B; representa os cofactores de Oz; /0¢; na matriz jacobiana
da transformagdo z, = z,(¢;) (Peric, 1985), os quais traduzem componentes de
drea ap6s integracio das equagdes (Oliveira, 1992).

As Egs. (3.1) e (3.2), escritas segundo a convencao de Einstein num sistema de

eixos cartesianos tomam a forma (optou-se por multiplicar a Eq. (3.1) por p por

conveniéncia)
Opu;
=0 4.5
o (4.5)
L4 =— + 4.6
ot Ba:j oz; 3xj (4.6)

Aplicando as regras de transformagdo, definidas pelas Egs. (4.3) e (4.4), as

equacdes de balango num sistema de coordenadas genéricas resultam em

OpBy; _ 0 4.7
5 (4.7)

A(pJu;) O(pByuu;) ___6([311'?) A(ByTy
TR T TR T “8)

As Egs. (4.7) e (4.8) estdo escritas na formulagio conservativa forte (os diversos
termos aparecem no interior dos diferenciais). Esta formulagdo apresenta algumas
vantagens do ponto de vista numérico (Ferziger e Peric, 1996), sendo por isso
adoptada neste trabalho. Contudo, como se demonstra em Oliveira (1992), nao
existem vantagens na adopgao da formulagdo conservativa forte para o termo do
gradiente de presséo, existindo argumentos que favorecem o uso da formulagao nao
conservativa para esse termo.

Outro ponto que merece destaque refere-se & inexisténcia de um termo difusivo
na Eq. (4.8). Como é sabido, a presenca de termos difusivos nas equagoes de
transporte é vantajosa do ponto de vista da estabilidade dos métodos de volumes
finitos (e.g., Patankar, 1980; Ferziger e Peric, 1996). Assim, em Oliveira et al.
(1998) introduz-se o conceito da adigdo artificial de um termo difusivo a ambos os
membros da Eq. (4.8). Embora a equagao de conservacdo da quantidade de
movimento se mantenha aparentemente inalterada, aumenta-se a estabilidade do
algoritmo de cdlculo. A diferenca surge, em termos numéricos, devido ao termo
difusivo adicionado ao membro esquerdo da Eq. (4.8) ser discretizado de forma
implicita, enquanto que o termo adicionado ao membro direito da equacao é

tratado explicitamente. Ao longo do processo iterativo existird uma diferenca entre
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os termos adicionados, que diminui & medida que se alcanca a situaciio de estado
estaciondrio. O erro introduzido na solugio de estado transiente é proporcional ao
intervalo de tempo de integragio (esquema de 1*ordem), contudo quando se atinge
a solugio de estado estaciondrio existe um cancelamento de ambos os termos
adicionados, e a equagio (4.8) é novamente recuperada. Este procedimento é
semelhante ao usado no método EVSS (Rajagopalan et al., 1990), frequentemente
adoptado em simulagGes de escoamentos viscoeldsticos.

A equacio de conservagao da quantidade de movimento, incluindo os termos

difusivos artificiais, toma a seguinte forma (Oliveira et al., 1998)

9(J pu;) n O(Pﬂzj”juf)__ij_(m + 17, 8.8, Bui]z
J gty

ot ¢ a¢ 9, (4.9
g L Db, o on |
06 e ag| g Ty

onde ndo se aplica a regra de soma ao indice sublinhado (1). A tensio total, Ty

pode ser decomposta numa tensao puramente newtoniana e numa tensio extra, nao

newtoniana (eldstica ou ineldstica),

Ty =Ty, + Tiip (4.10)

A componente newtoniana, é calculads, por

Ou, Ou;| 92 gy
7ﬁ8=mp_i+_J]_ﬁm__£@. 4.11
Oz;  Oz;| 3" By, ¥ (.10

pelo que a equagiio de conservacao da quantidade de movimento pode ser reescrita
na forma,

a(‘]pug) + 6(p161_7u]u2) _ 8 Ny + np aui
A
l

ot 9¢, 0¢,
a(ﬁb'Tij,s) + a(ﬂleij,p) __i Ty + np i
¢, o ag g Pl

em que §; representa o delta de Kroneker. Osg

ados 1mplicitamente, sendo os restantes

termos dj 1 i ; 5
discretizados de forma, explicita (ie., sio avaliados com base nos valores

conhecido i a i
8 do tempo de Integragao anterior), sendo incluidos no termo fonte das

equages na. sua, formg, discreta.,
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descritos no capitulo anterior. Em termos de coordenadas generalizadas essa

expressao toma a forma geral,

aJ,,) + OButyy) _ o

TY (1) 750 + A 5 I s ¥
8uI 8uj
77p 'Bl] 6( +'Blz BCI +A Ik ’°“’6§ +'Blk hpg&:— (4.13)
X 2 Ou

k
J '{[Tﬂc,ﬂik + Tik,ﬂjk] B §’7Pﬂ ke 8,

em que Y() é uma fungdo dependente do trago do tensor extra, T,

= Tup + Tyyp T Tusp)s de acordo com a Fq. (3.48) ou (3.49) conforme seja
escolhida a versdo linear ou a versdo exponencial do modelo PTT. O qltimo termo
desta equagdo é teoricamente nulo para fluidos incompressiveis (vide também a
Eq. (4.11)), tendo mesmo sido desprezado nas diversas equagbes do capitulo
anterior, com excepgio da Eq. (3.30). Contudo esse termo & preservado nos
cslculos numéricos porque poderd ndo ser exactamente nulo durante o processo
iterativo (devido a erros numéricos, que sdo mais significativos nos primeiros
tempos de integracdo), e a sua inclusao aumenta a estabilidade do algoritmo de
célculo (Oliveira et al., 1998). No caso de malhas colocadas, como as usadas neste
trabalho, esse termo nio é nulo mesmo quando o processo iterativo converge. A
sua inclusio nas Egs. (4.11) e (4.13) garante que o trago do tensor das tensoes &
nulo quando assim o deva ser.

Os termos apresentados no membro esquerdo da Eq. (4.13) serdo discretizados
implicitamente. Os restantes termos serao discretizados de forma explicita (i.e., sao
avaliados com base nos valores conhecidos do tempo de integragdo anterior), sendo
incluidos no termo fonte das equagdes na sua forma discreta. A tinica excepgao
refere-se ao termo especifico do modelo de Giesekus que serd parcialmente
discretizado de forma implicita.

Na Tabela 4.1 apresenta-se um resumo dos diversos modelos considerados e
quais os parimetros que devem ser considerados em cada caso. Como se pode
observar todos os parametros sao constantes com excepgao de 7, e A que poderao

ser funcao da taxa de deformacao.
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Tabela 4.1- Valores dos parémetros a usar na equagio constitutiva geral (4.13) para os
diversos modelos reoldgicos considerados na presente tese. Identificacio dos
modelos constitutivos em que ocorre reofluidificagdio e para os quais o
coeficiente da 2* diferenca de tensdes normais é nao-nulo.

Parametros do modelo Escoamento de corte
Modelo reoldgico 0, Ty A € € o n(%) T, (1)
Newtoniano 0  Const.V 0 0 0 0 8 0
Newtoniano 0 (2) .

0 0 0 0

generalizado 0 n(1) 0 n(7)
UucM 0 Const, = Const,. 0 0 0 T 0
Oldroyd-B Const. Const.  Const,. 0 0 0 75+, 0
White-Metzner 0 () n()/G 0 0 0 n{¥) 0
PTT Const, Const. Const. Const. Const, 0 n(5)® v, (7) @
Giesekus Const. Const. Const, 0 0 Const. n(5)® ¥, () @

1 . . . \
@ g modelo de fluido newtoniano também poderia ser considerado com 7, = Const. e n, =0.

P) . . .
@ o modelo de fluido newtoniano generalizado também poderia ser considerado com 7, =n(7)
en, =0,

® Vide Tabela, 3.1.

4.2 Discretizagio das equacdes

O ponto de partida deste trabalho é o método dos volumes finitos desenvolvido por
Oliveira et al. (1998). Por essa razio, aqui apenas se fars uma breve descricio do
algoritmo de céleulo, j4 que este se encontra explicado com bastante detalhe em
Oliveira et al. (1998) e em Oliveira e Pinho (1999b,c). A principal limitacio deste
método reside no' tratamento dos termos convectivos presentes nas equagdes
constitutivas (Oliveira e Pinho, 1999b). Assim, o principal trabalho numérico desta
tese foi o desenvolvimento e a implementacdo de métodos numeéricos estaveis e de
elevada precisio para o tratamento dos termos convectivos das equacdes
diferenciais. A sua descrigio serd aqui apresentads em detalhe, e a respectiva
validagao serd efe_otuada, pela simulagao do escoamento de fluidos viscoeldsticos em
algumas das geometrias de referéncia descritas no Capitulo 2. Foi também

implementada a possibilidade de existéncia de um solvente newtoniano, segundo a,
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Eq. (4.10), que ndo estava incluida no cédigo desenvolvido por Oliveira et al. .
(1998).

A metodologia é aplicivel a geometrias tridimensionais de forma genérica. O
dominio de cdlculo & subdividido em células contiguas com forma hexaédrica, onde
as equacgoes diferenciais sdo integradas por aplicacao do teorema de Gauss,
garantindo-se assim a conservagio das grandezas (Patankar, 1980).

A generalidade dos termos presentes nas equagoes diferenciais é discretizada
usando diferencas centradas. De acordo com este esquema de discretizagao, as
varidveis sdo estimadas por interpolacio linear usando os valores conhecidos no
centro das células adjacentes. A discretizagdo dos termos convectivos é uma
excepgdo, uma vez que a utilizagdo de um esquema de diferencas centradas podera.
ser problemdtica, principalmente em escoamentos fortemente convectivos
(Patankar, 1980; Ferziger e Peric, 1996). No Capitulo 8 sera apresentado um novo
esquema de diferencas, desenvolvido especificamente para a discretizagao dos
termos convectivos das equagdes diferenciais.

A integracio das equagdes diferenciais é simplificada, e quase imediata, se forem
usados alguns conceitos fundamentais, descritos em Peric (1985) e em Oliveira
(1992): ao proceder-se & integragao das Egs. (4.7), (4.9) e (4.13), num volume de
controlo genérico, as quantidades geométricas J e [y transformam-se,
respectivamente, em V (volume da célula) e By (componente, segundo o eixo
cartesiano i, da drea da face orientada segundo a coordenada generalizada ).
Repare-se que para evitar qualquer confusdo, os indices ¢, j e k referem-se sempre
ds componentes cartesianas, enquanto os indices [, m e n dizem respeito as
direcgbes segundo as coordenadas generalizadas. Por outro lado, as derivadas
8/8¢, sao substituidas por diferencas finitas ao longo da direccao ! (Oliveira,
1992):

gﬂ = = —
ac, = [Ad)]l =¢ ) (4.14)

A nomenclatura adoptada na identificagdo das células e dos eixos coordenados é a
mesma que Oliveira et al. (1998) usaram, reproduzindo-se na Figura 4.2 para

facilitar a sua compreensao.
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=1

g, BiAlp f
F Bl; l=f
. Bll? tem componentes B};
z

B; tem componentes Bj

Figura 4.2: Definicio de algumas varidveis. (a) Célula genérica P e células vizinhas;
(b) vectores das dreas e respectivas componentes.

As diferengas de uma varidvel genérica, A¢, e as componentes das dreas dos
diversos volumes de controlo, Bp, podem ser avaliados quer nos centros dos

volumes de controlo (P), quer nas suas faces (f), -
(MG, = b — by e BE (4.15)
[AGT; = dp — g e B} (4.16)

A nomenclatura adoptada baseia-se na utilizagdo de letras mintisculas para
identificar as faces dos volumes de controlo e as letras maidsculas para
identificagfio dos centros das células, onde sio calculadas as varisveis dependentes.
Nas faces dos volumes de controlo, as varidveis dependentes sio estimadas a partir
dos valores nodais, usando esquemas de interpolacio adequados. A letra ‘F'
identifica a célula vizinha da célula genérica ‘P’, segundo a direccio da face ‘f’
(vide Figura 4.2). Os caracteres duplos (‘FF’ ou “f") identificam as segundas
células vizinhas, segundo a direcgéio f.

A molécula computacional, usada na discretizaciio das equagdes, & constituida
pela célula genérica ‘P’ e pelas suas células vizinhas: F=1 a 6, para W, E, S, N,
B, T (Oeste, Este, Sul, Norte, Baixo, Topo), respectivamente. Na, discretizagio dos
termos convectivos poderdo ser necessdrias células mais afastadas: FF=1 a G,
para WW, EE, SS, NN, BB, TT, respectivamente. Estas seis células afastadas da

célula ‘P’ originam -contribuicdes que serao adicionadas ao termo fonte das

equagoes, sendo avaliadas explicitamente.
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4.2.1 Equagio da continuidade

A Eq. (4.7), que traduz a conservagao de massa num sistema de coordenadas
generalizadas, pode facilmente ser integrada sobre uma célula genérica ‘P’ no

espago transformado (com volume unitsrio), resultando em (Oliveira et al, 1998)°

6

>

f=1

(4.17)

3
fv a¢, (p'BIJ J)dV Z ;pBljuJ

£ pr] '5,f

O somatério de diferencas centradas na célula P é transformado num somatério de
contribuicdes das faces que delimitam esse volume de controlo, em acordo com o
teorema da divergéncia de Gauss. Como se utiliza uma malha colocada, em que
todas as varidveis dependentes sdo calculadas no centro das células, o valor das
componentes da velocidade no centro das faces é desconhecido. Assim, torna-se
necessdrio proceder a uma interpolagdo adequada para estimar os valores de u;
nas diversas faces, aqui designada por @;;. A utilizagdo de interpolagao linear para
estimar ;¢ € desaconselhdvel, pois conduz frequentemente a um desacoplamento
entre os campos de velocidade e de pressdo (Ferziger e Peric, 1996). Rhie e Chow
(1983) propuseram um método de interpolacdo capaz de evitar este
desacoplamento, o qual serd analisado na Secgao 4.3 com algum detalhe.

Na Eq. (4.17) é possivel identificar os caudais mdssicos que atravessam as seis

faces da célula P, definidos por
3 . :
F = Z;)Bﬁuj,f (4.18)
j=1
A equacio da continuidade, na forma discreta, simplifica-se entao em
6
> FE=0 (4.19)
f=1
exprimindo simplesmente que a soma dos caudais méssicos que entram no volume
de controlo P iguala a soma dos caudais méssicos que o abandonam (as dreas das

faces em (4.18) e, por consequéncia, os fluxos madssicos, sao definidos como

positivos quando saem da célula P).

6 - ] - - . .
Para as equagoes na forma discreta nao se usa a convengao de Einstein, optando-se por apresentar
todos os somatérios.
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4.2.2 Equacao da conservacao da quantidade de movimento

A integragdo da equagdo de conservacio da quantidade de movimento e respectivs,
discretizacao também nao oferece grandes dificuldades. Para simplificar a andlise
ird proceder-se & integragdo de cada um dos termos que figuram na Eq. (4.12) de

forma separada.

(¢2) Termo inercial

O termo inercial é discretizado usando o método de Euler de 1* ordem,
o PVp (n)

fvp 5 Tow)dV = E—(ui’P —u}) (4.20)
em que u,(") representa a componente, segundo o eixo cartesiano éz', da velocidade
no centro da célula P, para o tempo de integragio anterior (n). Como se utiliza
um método de cdlculo implicito, todas as varidveis em que nao figura um indice
temporal referem-se ao novo tempo de integracao. A utilizacio de um método
implicito tem a vantagem de néo limitar o passo de integragio temporal, o que é
vantajoso nas situagdes em que apenas se pretende obter a solucio de estado

estaciondrio.

(77) Termo convectivo

A integragio do termo convectivo é semelhante & integracio da equacao da

continuidade, obtendo-se

o 3
fVPa—C:(p,Bljujui)dV = 12;? A

Z (pByu,) Ui]

j=1

P 6
= Z Ffai,f (4-21)
I f=1

em que os caudais mdssicos nas faces, Fi, sdo calculados com a Eq. (4.18). O
esquema de interpolagao usado no célculo da velocidade convectiva na face, Uy gy é
um ponto importante do algoritmo de célculo, existindo virios esquemas de
interpolagao propostos para estimar o valor de U ¢ (Ferziger e Peric, 1996;
Leonard, 1996). No caso do esquema de diferengas de montante (UDS), o valor de

u;¢ € igual a velocidade no centro da célula a montante (vide Figura 4.2):
U; p se F; >0

G.e =1 4.22
tit U p se F; <0 (4.22)

Os fluxos convectivos que figuram na Eq.(4.21) serdo expressos por
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F;; = max (F; ,0)u;p + min(F;,0)u,p = Ffruip + F ugg (4.23)

para o esquema UDS.

O esquema de diferengas de montante satisfaz incondicionalmente o critério da
limitagio convectiva, pelo que nunca origina soluges oscilatdrias (Ferziger e Peric,
1996), contudo, tem uma limita¢do importante relacionada com a sua baixa
precisio. Este esquema possui apenas precisao de 1*ordem, e d& origem ao
aparecimento de difusio numérica, pelo que a sua utilizagdo é actualmente
fortemente desaconselhada (Freitas, 1993; Leonard e Drummond, 1995).

A utilizagio de esquemas de diferengas com ordem de convergéncia elevada no
cdlculo de 1, apresenta dois inconvenientes: em primeiro lugar, a sua
implementagio é significativamente mais complexa; em segundo lugar, existe uma
perda de estabilidade do algoritmo de cdlculo. Na Secgio 4.6 serd apresentada uma
forma simples de contornar estes dois obstdculos. Para j, basta referir que o
esquema UDS serd implementado de forma implicita, o que garante uma boa
estabilidade (Patankar, 1980). Para se aumentar a precisio da discretizagao do
termo convectivo adicionam-se explicitamente, ao termo fonte, as contribuicoes
extra introduzidas pelo esquema de ordem elevada. Este assunto serd analisado em

detalhe nas Secgoes 4.5 e 4.6.

(#43) Termo difusivo artificial implicito

A integracdo do termo difusivo, adicionado artificialmente ao membro esquerdo da

Eq. (4.9), resulta em

_f 3Cz [np PPy ¢ ] dv = _Z n{f', B [Au = _ZDfp(utF U; p) (4.24)

f=1 "f{

’ 3
em que B; = ||B§," = ZB;]-BJ{J- representa a drea superficial (escalar) da face
j=1

£V, = ZB;J[A:I:J]jr traduz o volume da pseudo-célula centrada na face f, e

Df = 2/ V. representa a condutancia difusiva artificial.
WP pf f

(iv) Termo difusivo da tensio puramente newtoniana

A integracio do termo difusivo devido & componente puramente newtoniana da

tensao resulta em

[y
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P
oB,, 3
B fV c‘;]CJ’ av= ZAZB‘J'T"J'” N
o t =1 =t (4.25)
6 1 8 3 f 3 3 f pf A
;7 ;Z; f,BmJ[A“] +;T;Bﬁ3m.[ “]

Seguindo a metodologia descrita em Oliveira (1992), apenas se deverio avaliar
implicitamente os fluxos difusivos alinhados com a direccao das faces (primeiro
termo do membro direito da equagdo anterior, para m = f ), sendo as restantes

contribuigées adicionadas ao termo fonte,

Z B;JBfn][Au] —I—ZZB;]B;"[AU}JA (4.26)

j=lm=f j=1m=1

6
1
Sui —difusao = s Z T/—

newtoniana f=1

onde as diferencas de velocidade sio avaliadas com valores conhecidos do tempo de

integracao anterior. O termo difusivo normal, discretizado de forma implicita, é

dado por
U 3 f f f 6
o Z;BﬁBﬁ [Aui]f - _; Df,s(ui,F - “,-,p) (4.27)

_ 2 A s e . . . -
em que Df,s = nst /Vf representa a condutincia difusiva devida & tensio

puramente newtoniana. Repare-se que se obtém um termo em tudo andlogo ao da
Eq. (4.24), sendo mais ficil fazer a sua implementagio tal como indicado pela
Eq. (4.12): os dois termos de difusio implicitos sio somados, Eqgs. (4.24)+(4.27), e
contabilizados conjuntamente; o termo difusivo newtoniano é calculado
explicitamente como um todo, segundo a Eq. (4.25); posteriormente (passo (vii)
abaixo), os termos difusivos alinhados com a face sio subtraidos de forma

explicita.

(v) Termo do gradiente de pressao

A integragao do termo do gradiente de pressio resulta em

Bp
_fVP 1311 dV = —Z BI: [AP]I = S u;—pressio (428)

7

Esta contribuigio é calculada explicitamente e adicionada ao termo fonte da
equagdo da conservagao da quantidade de movimento. No cilculo dog gradientes de

pressao sao necessédrios os valores da pressdo nas seis faces que delimitam a célula
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P. Neste caso é simplesmente usada uma interpolagdo linear com os valores

conhecidos no centro da célula P e em cada uma das células vizinhas.

(vi) Termo do divergente da tensao extra

Este termo também é avaliado explicitamente, obtendo-se’

0(B,T,) .
fV o¢, o V= ZZB Tait .—tensao extra (4.29)

P f=1 j=1

O valor da tensdo extra na face, T devers ser estimado com um esquema de

Tijif o
interpolacdo adequado, por forma a evitar o desacoplamento entre os campos de
velocidade e tensdo. Este desacoplamento poderd surgir devido ao uso de uma
malha colocada, como se demonstra em Oliveira et al. (1998). Em Oliveira e Pinho
(1999c) apresenta-se uma metodologia eficiente para estimar 7;¢, inspirada no
método de Rhie e Chow (1983) usado para calcular i;; na equagdo (4.18), e evitar

o desacoplamento entre os campos de pressdo e de velocidade. A metodologia

proposta em Oliveira e Pinho (1999¢c) é apresentada na Secgao 4.4.

(vii) Termo difusivo artificial adicionado explicitamente

Para evitar inconsisténcias, o termo difusivo adicionado ao membro direito da Eq.
(4.9), é discretizado da mesma forma que o termo difusivo adicionado ao membro
esquerdo da equagao,

0 [n, + 1,
VP (9(1 [ J ﬂl ﬁJ

6

]dV - —Z (Dfp + Dfs)( (" US,HP)) = Su,-—difusao (4'30)

f=1 artificial

€

s6 que neste caso & avaliado explicitamente, ao contrdrio da Eq. (4.24) em que se

implementa o termo difusivo de forma implicita.

Assemblagem da equacao discretizada

Agrupando os diversos termos que figuram na equagao de conservagao da

quantidade de movimento, obtém-se (Oliveira et al., 1998)

6
Ve  (n
aplUp — ZaF“i,F =5, + &P z(P) (4.31)
F=1

em que os coeficientes ap sao obtidos por

" Por uma questio de simplicidade de nomenclatura, no remanescente desta tese apenas se usa 7;
para representar a tensao extra, em vez de T,;,p COMO anteriormente.
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ap = ag + ap (4.32)
com ap a traduzir a contribuicao difusiva,
of =D, =D, +D, = (m n np’f)Bf /V. (4.33)

e ag a contribuigao convectiva. Para o esquema UDS a contribuicio convectiva é

dada por (Oliveira et al., 1998)

ag =—F =—min (Ff,O) para uma, face positiva, f*
(4.34)
ag = -I—FF“ = 4 max (Ff,O) para uma face negativa, f~
O coeficiente central da Eq. (4.31), ap, é calculado por
Vi 6 ‘
ot o
e o termo fonte é obtido a partir da soma dos diversos termos,
Sui = Sui—difusao + Sui—pressfio + Sui—tensﬁo T Su.—difusﬁo T Sui—HRS (4'36)
newtoniana extra artificial

obtidos a partir das Egs. (4.26) a (4.30). O termo Su-HRs Tepresenta a
contribuicao devida ao uso (eventual) de esquemas de discretizagio mais precisos

que o esquema UDS. Este assunto serd analisado em detalhe nas Seccdes 4.5 e 4.6.

4.2.3 Equagao constitutiva

A integracdo da equagdo constitutiva, e respectiva discretizagdo num volume de
controlo genérico, é semelhante ao efectuado para a equacdo de conservacio da
quantidade de movimento. Os diversos termos que figuram na Eq. (4.13) passam a

ser analisados separadamente.

(?) Primeiro termo

A integragdo do primeiro termo da Eq. (4.13) num volume de controlo genérico P,

conduz a

[, T Y@ ) 7 dV =V, Y[tr(T,)] 7, , (4.37)

em que o trago do tensor da tensdo extra no ponto P é calculado por tr(Tp)=

3
Zk:l Tip
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(43) Termo inercial
A integragio do termo inercial é semelhante ao descrito para a equagao de
conservagao da quantidade de movimento, obtendo-se

fvp A % (JTiJ') dv = /\—Z% (Tt‘j,P - Tz(;%) (4.38)

(#4%) Termo convectivo

A integracdo e respectiva discretizagao do termo inercial é também semelhante ao

descrito para a equacdo de conservagio da quantidade de movimento,
0 Ap N
f A2 (g ur )dV =23 F7, (4.39)
A (B )av =22

A tensdo convectiva na face f, T, deverd ser estimada com um método de
discretizacio de ordem elevada para garantir boa precisao. Contudo, tal como para
a velocidade, serd implementado o esquema UDS de forma implicita, e os termos
adicionais para garantir precisio de ordem elevada serdo implementados
explicitamente e adicionados ao termo fonte. Este assunto serd discutido em

detalhe nas Secgdes 4.5 e 4.6.

(v) Termo nao linear na tensao extra

O primeiro termo do membro direito da Eq. (4.13) é exclusivo do modelo de
Giesekus (e da sua variante modelo de Giesekus-Leonov). A integracao desse termo

sobre um volume de controlo genérico resulta em

—fv J =Ty dV =— E g T pThiP (4.40)
P 77p np,p k=1

Os termos fonte adicionais sao,

A
8L = Vo lB(r2 415, + 7)),
np,P
A
Sr,, =—Ve _’C; B (12, + Ty T T ),
f\’P (4.41)
8L = Vo lB(r2 47y, +7L),
T]p,P
A
S}W — 1,2 (Tusz + ToyTyy + TaaT. )P

np,P
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o\
S;zz =~V ; P (TmTzz + Ty Ty + TeaT i )P
aI:{P (cont.)
/
ST,,, =-V . : (TWTM + Ty Ty T TyeTez )P
P,

onde todas as componentes da tensdo sio calculadas com valores existentes no
centro dos volumes de controlo P.

Observando as diversas parcelas da Eq. (4.41) verifica-se que cada componente
do termo fonte é proporcional & respectiva componente da tensio extra. Assim, de
acordo com Oliveira (2001) a formulagio mais estdvel consistird em adicionar um
termo proporcional ao trago da tensido extra (Tkk STy Ty + T,,) & cada um dos
termos da equagao anterior, e adicionar esse mesmo termo ao membro esquerdo da

equagao constitutiva e discretizd-lo de forma implicita, i.e.,

goids _ g1y W 23:7 (4.42)
Tij - T,‘j P ,r] p ij,Pk kk,P *
3 =
T T aAP 3
ap —ap +V, n_szk,P (4.43)
pP k=1

Uma vez que o trago da tensdo extra é sempre positivo, e toma valores elevados
junto a pontos problemdticos do dominio de cilculo (e.g., ponto singular no canto
reentrante para o escoamento numa contracgio- Oliveira, 2000), esta formulacao
conduz a um coeficiente central a; ainda mais positivo, aumentando a estabilidade

do algoritmo de célculo (Patankar, 1980; Oliveira, 2001).

(v) Restantes termos fonte

Os termos que figuram no membro direito da Eq. (4.13) sao integrados sobre um
volume de controlo genérico P, e discretizados de forma explicita. As diversas

contribuicoes serdo incluidas no termo fonte, que é expresso por

3 p 3 3
5oy = laul +sion]) + AS{Bnte s +

3 P §
Z BI:TH,P [Auj], - “ [Tjk7ik + Tiﬂjk] - (4.44)
k=1 2 P

2 3 P iesekus
I I
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em que a origem do termo fonte adicional, S, _pggrg, deve-se & utilizacao de
ij
esquemas de discretizagdo de ordem elevada para o termo convectivo. Este assunto

é calculado

serd discutido em detalhe nas Seccoes 4.5 ¢ 4.6. O termo fonte SS_imk"s &

pela Eq. (4.42).

Agrupando os diversos termos que figuram na equagdo constitutiva, obtém-se

6 .V
T z : T _ P n
aPTij,P - F=1 GeTyr = Sy + —EB (4.45)

ij 6t i,P

. T . . N
sendo os coeficientes a; constituidos apenas por uma componente convectiva,
devido & inexisténcia de um termo difusivo na equacdo constitutiva, o coeficiente

central é obtido por
Ap a8 6
ap =V, 1+ +—2Y T |+ D0y (4.46)

e o termo fonte, STij , é calculado pela Eq. (4.44).

4.3 Formulacao para o calculo dos caudais massicos

Como se referiu na Seccdo 4.2.1, o cdlculo dos caudais mdssicos que atravessam as
faces dos volumes de controlo, Eq. (4.18), envolve interpolagoes adequadas para se
estimar i;; quando se utilizam malhas colocadas. Para malhas desfasadas os
valores de wu,; sdo conhecidos (vide Figura 4.3), existindo assim um forte
acoplamento entre os campos de velocidade e de pressao. Esta é talvez a principal
vantagem das malhas desfasadas, e que justificou a sua predominéncia até meados
da década de 1980 (Ferziger e Peric, 1996). Contudo, a sua principal desvantagem
reside na dificuldade do tratamento de malhas ndo ortogonais para cédlculo em
geometrias complexas.

Rhie e Chow (1983) propuseram um método de interpolacdo adequado, capaz
de evitar o desacoplamento entre os campos das velocidades e da pressao, tendo
suscitado um major interesse na utilizagdo de malhas colocadas. Além da facilidade
do tratamento de geometrias complexas, as malhas colocadas possuem outras
vantagens, tais como uma simplificagao em termos geométricos, com uma inerente
economia, de recursos de memdria e uma simplificacio do algoritmo de célculo.

Para ilustrar a origem do possivel desacoplamento entre os campos de

velocidade e de pressdo, considere-se o balango de massa numa célula genérica de
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uma malha colocada, como ilustrado na Figura 4.3 (a). Para simplificar a andlise,
considere-se que a malha é uniforme e ortogonal no sistema de eixos cartesiano.

Neste caso, a equagdo da continuidade é expressa por
P(Beﬂ'l,e - Bwﬁ’l,w + Bnﬂl,n - Bsﬁl,s + Btﬂq,t - Bbﬁl,b) =0 (4-47)

em que B; representa a drea da face f. Usando interpolagio linear para estimar as

componentes da. velocidade nas faces, o balanco de massa na célula P resulta em

U E
B, ;

U U — U U — U
LW +B, 1,N2 LS | B, 1,T - LB _ (4.48)

Verifica-se assim que a equaciio da continuidade na forma discreta & representada
por um somatério de diferencas de velocidades entre células nio adjacentes, o que

poderd conduzir a instabilidades do algoritmo de cdlculo (Patankar, 1980).

N
A
N\
.’
L
.>

) —

4 e
; N ) 4 ‘. P>

7% i

Figura 4.3: Localizagio dos nés onde sio calculadas as componentes da velocidade (—)e

a pressio (). (a) Malha colocada (collocated mesh); (b) malha deslocada (ou desfasada;
staggered mesh),

No esquema de interpolagdo inicialmente proposto por Rhie e Chow (1983),
mais tarde sujeito a diversas reformulagdes entre as quais a de Issa e Oliveira

(1994) que vai ser aqui seguida, comega-se por separar o termo do gradiente de
pressao dos restantes termos fontes,

3 . ’
- PrA TP
Su == By [Ar] +5, (4.49)
I=1
Considere-se ainda, por uma, questéo de simplicidade, a seguinte definicio

Hw) =3 apu, (4.50)
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A equagio de conservagdo da quantidade de movimento, na sua forma discreta,

pode ser reescrita na forma

Ve (n
(ap)pUip = = Hp(u;p) — ZBh AP + Sl p&P USP) (4.51)
1=1
(aP)FuzF = HF(”;F) ZBh AP +S’ p;/,;F Uz('fr) (4.52)
1=1

para as células P e F, respectivamente. Os gradientes de pressdo que figuram nas
Egs. (4.51) e (4.52) sdo avaliados nos centros das células, pelo que se torna
necessirio estimar os valores da pressio nas respectivas faces. No método de
interpolacdo desenvolvido por Rhie e Chow (1983), o cdlculo das componentes da
velocidade nas faces, iU;¢, € feito por interpolacio linear das equagdes da
quantidade de movimento, com excepgao do termo do gradiente de pressao
segundo a direc¢do f, o qual é avaliado como se fosse usada uma malha deslocada.
Issa e Oliveira (1994) implementaram essa ideia da seguinte forma, partindo das

Egs. (4.51) e (4.52):

g|

S 4, = H(u) — By [Ap], — IZ; F[Ap) +S’ {p(;:] il (4.53)

onde todas as varidveis que apresentam uma barra superior sao avaliadas na face {
entre os volumes de controlo P e F por média aritmética (e.g.,
ap = 0.5[(aP)P + (aP)F]). E importante notar que se deve usar média aritmética, e
nao interpolacdo linear, uma vez que esta introduziria uma inconsisténcia quando a
malha nio é uniforme. A razao prende-se com o facto de se estarem a interpolar
quantidades extensivas e nao intensivas.

Calculando apt;p , por média aritmética das Egs. (4.51) e (4.52),

\ -
PV ()
Gty ; [Ap) +S [& uf ]P (4.54)

e subtraindo esta expressdo a Eq. (4.53) obtém-se o valor pretendido para g,

— VY V
-l-BP[Ap] ~ B} [Ap] [ ]uff) [p uf >]
1 f o 5t b
i = (4.55)

if
ap

Como os valores de 4;; sdo apenas necessérios no célculo dos caudais mdssicos
que atravessam as faces dos volumes de controlo, Eq. (4.18), é conveniente

trabalhar directamente com os caudais mdssicos,
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w

3 _—
= ‘Zpr,aPu P +Zpr,Bﬁ [Ap]; Zpr,Bfz [Ap], +
P li=

= = (4.56)

PV 1w [PV (n)]
F Bt
[6tJ Z il b

evitando-se assim o armazenamento dos valores de 22,(’;)

4.4 Formulagao para interpolacao da tensao extra nas faces

Como se referiu na Secgdo 4.2.2, o termo fonte descrito pela Eq. (4.29) necessita
dos valores das componentes do tensor das tensbes nas faces dos volumes de
controlo. Como para a velocidade, a utilizacio de interpolacio linear &
desaconselhada, ji que pode conduzir a um desacoplamento entre os ca1;1pos de
velocidade e tensdo, como se demonstra em Oliveira et al. (1998), com um exemblo
simples.

Uma solugao possivel para este problema, que surge novamente devido a
utilizagao de uma malha colocada, passa pela utilizacio de um esquema. de
interpolacao semelhante ao descrito na seccio anterior. Em Oliveira et al. (1998) &
proposta uma formulagdo, posteriormente modificada pelos mesmos autores para
melhorar o seu desempenho em malhas ndo uniformes (Oliveira e Pinho, 1999c¢).
Inspirados na formulagdo proposta por Rhie e Chow (1983) para evitar o

desacoplamento pressao-velocidade, Oliveira e Pinho (1999c) sugerem a seguinte

expressao
- / 2
T = Tijf be [Au + bﬁ [Auj]f o ganBﬂc [Auk]f5ij +
k=1
) (4.57)
[5,; [Aw], + b [Au], —gnp;B;k [Au,] f5,.j]
com
3
anﬁ + /\; Bfkai Bﬁ-
I = = . Bl =L
bﬁ (117-_; fi a; (458)
e
3
) [ T /\’CZ_:1 ) Bt
b, = — i By =—=L (4.59)
ACYAN Vi(ag / Vo)
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Neste caso a interpolacido faz-se sobre quantidades intensivas (as tensGes, por
exemplo) pelo que a barra superior nas Egs. (4.57) a (4.59) indica interpolagao

linear.

4.5 Esquemas de ordem elevada para a discretizacao dos
termos convectivos

Como foi referido nas Seccoes 4.2.2 e 4.2.3, a utilizagdo do esquema UDS na
discretizagdo dos termos convectivos conduz a erros grosseiros da solugao
numérica, a menos que sejam usadas malhas computacionais muito refinadas.
Apesar deste esquema de discretizagio ser o mais estdvel (Patankar, 1980), a sua
utilizacio é fortemente desaconselhada devido a sua baixa precisao e inerente
introducio de difusdo numérica (Freitas, 1993; Leonard, 1996).
Considere-se a equacdo de transporte para uma varidvel genérica ¢ (Patankar,
1980),
9% + V-(pugp) —V-(TyVe)= s_&sz (4.60)

R S | S S
/ Termo convectivo Termo difusivo Termo fonte
Termo transiente

em que I'y representa um coeficiente de difusdo. Nesta sec¢ao ird analisar-se o
termo convectivo da Eq. (4.60), por forma a serem obtidos esquemas de
discretizacio precisos, sem se comprometer a estabilidade do método numérico.

A utilizagio da equagdo de transporte genérica (4.60) deve-se as equagGes de
balango de massa (Eq. (3.1)), de conservagio da quantidade de movimento (Eq.
(3.2)) e constitutivas (e.g., Eq. (3.41)) serem casos particulares da Eq. (4.60), para
¢=1, u; e (\/p)T,, respectivamente.

O termo convectivo da Eq. (4.60), escrito em coordenadas generalizadas, resulta
em

opu) 1 8(pByu;9)

(4.61)
8x]. J ¢

Integrando o termo convectivo num volume de controlo genérico, de forma
semelhante ao descrito para a Eq. (4.21), obtém-se

6 6
fVP«é—Cl-(pﬁ,ju@)dv = ;Fm (4.62)

O método de cslculo do caudal mdssico, Ff, foi descrito na Seccdo 4.3. Nesta

seccao irdo descrever-se alguns dos esquemas de interpolacio usados no célculo de
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¢;. Por uma questdo de simplicidade, na Eq. (4.62) e no remanescente desta secgao
em vez de se usar a varidvel ¢, tal como nas Egs. (4.21) e (4.39), usa-se
simplesmente ¢;.

Considere-se um sistema. de coordenadas locais, como o que se ilustra na Figura
4.4. As células D e U representam, respectivamente, os volumes de controlo a
jusante e a montante da célula C, a qual se encontra a montante da face f. Note-se
que a identificacdo das células depende do sentido da velocidade na face f, como se

ilustra na Figura 4.4.

w

Figura 4.4: Defini¢do das varidveis e do sistema de coordenadas locais na vizinhanca da

face f: (a) Velocidade positiva segundo a direcgdo &;; (b) velocidade negativa segundo §.
O valor da varidvel na face f, ¢, depende dos valores das células vizinhas e do

esquema de interpolacdo usado. Seguidamente apresenta-se uma descrigio sucinta

de alguns dos esquemas de discretizagao usados para estimar &, -

(i) O esquema de diferengas centradas (CDS)

Para o esquema de diferengas centradas (Central Differencing Scheme, CDS) o
valor de ¢ € calculado por interpolagao linear dos valores imediatamente a
montante e a jusante da face f (vide Figura. 4.4),

I A
¢,(CDS) = ¢ + Cr +E(¢D d’c) =% +ﬁ(¢n - ¢c) =

& —§
e +ﬁ(% —¢P)

(4.63)
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em que Cf representa a distancia entre os pontos Cef, e fD a distancia entre os
pontos f e D. O sistema de coordenadas locais ¢ depende do sentido da velocidade
na face f, como se ilustra na Figura 4.4. Para uma malha uniforme, o esquema
CDS simplifica-se em ¢, = (¢, + ¢p)/2=(p +¢5)/2.

O esquema CDS possui precisao de 2% ordem, mas revela-se particularmente
problemético em escoamentos fortemente convectivos (Patankar, 1980). A
instabilidade natural do esquema CDS pode ser facilmente ilustrada para um

escoamento unidimensional numa malha uniforme, como se ilustra na Figura 4.5.

____:c__>
UuU U | ¢ |ffD
) © X © X o o
€
AX

Figura 4.5: Malha uniforme unidimensional.

Assumindo um campo de velocidade constante, com caudal mdssico F;, o termo
convectivo serd expresso por

¢D _d)U

> (4.64)

F1f+¢f+_Fi:—¢— =F(¢f+_¢—)=F

Esta equacio mostra que o termo convectivo & independente do valor de ¢ na
célula C, sendo calculado pela diferenca da varidgvel ¢ em nés alternados, o que
poderé originar instabilidades numéricas (o famoso desacoplamento em tabuleiro
de xadrez). Outra deficiéncia do esquema CDS, que o torna inadequado a
discretizagio do termo convectivo das equagoes de transporte, resulta deste
esquema ser insensivel ao sentido do escoamento, o que é particularmente

inadequado em escoamentos fortemente convectivos.

(i3) O esquema de diferengas de montante de 1%-ordem (UDS)

O esquema de diferengas de montante de 1% ordem, vulgarmente designado ‘por
UDS (Upwind Differencing Scheme), foi proposto por Courant et al. (1952). Estes
autores perceberam a deficiéncia do esquema CDS no tratamento do termo
convectivo, e propuseram que o valor da varidvel ¢ na face f seja igual ao valor do

centro da célula imediatamente a montante (vide Figura 4.4),

¢(UDS) = ¢ (4.65)
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Num caso geral, a expressio para o fluxo convectivo de ¢ na face f serd.
— — pt -
Fgy = Figo = F'bo + 0, (4.66)

com Ft = max(F,0) e F{ = min(F,0).

A Eq. (4.65) deverd ser usada apenas para o cdlculo dos termos convectivos das
equacdes de transporte, mantendo-se a discretizagdo do termo difusivo com
diferencas centradas de 2* ordem (ou outro esquema de diferencas centradas de
ordem elevada, como por exemplo diferencas centradas de 4* ordem).

A principal vantagem do esquema UDS reside no facto de originar
incondicionalmente valores positivos do coeficiente ap das equagbes na forma
discreta (vide Eqgs. (4.31) a (4.35) e Eqs. (4.45) a (4.46)), o que per se é uma
condicdo suficiente para se obter uma solugdo numérica fisicamente realista
(Patankar, 1980). Tal como ji foi referido, a grande desvantagem deste esquema
de discretizagdo reside na sua baixa precisdo (1* ordem), como se demonstrard na

Seccao 4.5.1 com um exemplo simples.

(#iZ) O esquema de diferengas de montante de 2° ordem

Para escoamentos fortemente convectivos é previsivel que o valor de ¢; dependa
fortemente dos valores de ¢ nas células a montante, e dependa pouco de ¢,.
Partindo desta ideia, Warming e Beam (1976) propuseram o esquema de diferencas
de montante de 2* ordem, LUDS (Linear Upwind Differencing Scheme), segundo o
qual o valor de ¢ é calculado por extrapolagio linear dos valores das duas células
a montante da face f,

_ & —¢
¢¢(LUDS) = ¢ + ﬁ((bc ~ dy) (4.67)

O fluxo convectivo na face ‘e’ serd expresso por (vide Figura 4.4)

Fy¢. S (¢P bw)

€ — + F;

¢>E+ 5 (g — g )| (4.68)

§EE
sendo possivel obter expressoces andlogas para as restantes faces que delimitam o
volume de controlo P.
Este esquema ¢é significativamente mais estdvel
q que o esquema CDS, mas

também apresenta alguns problemas de estabilidade em escoamentos fortemente

convectivos. Numa malha uniforme a Eq. (4.67)

0N :(3¢c —¢U)/2-

simplifica-se  em
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(iv) O esquema QUICK

Leonard (1979) propds um esquema de interpolacao de 3* ordem denominado
QUICK (Quadratic Upstream Interpolation for Convective Kinematics), passando
uma pardbola pelos pontos (€g, @), (6os@c) € (€pydp) . Este esquema foi proposto
inicialmente para malhas uniformes, podendo facilmente ser generalizado para

malhas nao uniformes. A variagdo de ¢ no intervalo [§y,ép] & do tipo

¢ =a&® +bE+c (4.69)
As condigBes
E=& — o=
§=& — ¢=4¢ (4.70)
E=& — ¢=¢

permitem calcular as constantes a, b e ¢, obtendo-se

L)) g, EE)E8
T ey Y7 LR OR oy vy LU

O valor pretendido para ¢; serd entao

Qbf(QUICK) — ¢U + (éf — fU)(éf —'EC) (d)D _ ¢U) 4 (éf —éU)(gD — Ef) (¢C _¢U) (472)

(ép — &u) (€p — &) (& — &u) (ép — o)
Numa malha uniforme a equagio anterior simplifica-se em
+ 1
¢,(QUICK) = "%ﬁ——g(% — 26 + dy) (4.73)

O fluxo convectivo na face ‘e’ & calculado por (vide Figura 4.4),

— t (fe—fw)(ﬁe—gp) _ (fe—gw)(fE—fe) _

K (i e TS LA A T ST %)]+(4_74)
_ (Co—Eep) e — &) 1 (6, — &) (o — &) ]
e ¢EE+(£P—£EE>(&—£E)(¢" ¢EE)+(£E—£EE)(£P—£E>(¢E Pex)

obtendo-se facilmente expressdes semelhantes para as restantes faces que delimitam

o volume de controlo P.

4.5.1 Comparacio entre esquemas de interpolagao
Considere-se a seguinte equagdo de convecgao /difuséo em estado estaciondrio, num

sistema de coordenadas unidimensional,
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d(pug) _ 4’6 (4.75)
dz dz?

Esta equagdo corresponde a um caso particular da Eq. (4.60), em que os termos
fonte e transiente sdo nulos.

Considerando que a massa volimica e a velocidade sdo constantes, a Eq. (4.75)
pode ser escrita na forma adimensional,

(‘:; - ;; (4.76)

em que Pe= pu,L/T representa o mimero de Péclet (global), e X =z /L uma
distancia normalizada. A Eq. (4.76) sujeita as condigdes fronteira ¢ =0 em X =0
e ¢ =1 em X =1 possui a solugdo exacta,

Pe X
e -1
¢=—p— 7 (4.77)

que poders ser comparada com a solucdo numérica para avaliar a precisao e a
monotonicidade do esquema de discretizagdo usado no tratamento do termo
convectivo.
A discretizacio da Eq. (4.76) toma a forma geral (vide Figura 4.5)
dg| _d¢

¢f+-¢f_ :af+ de— 478
AX AX (4.78)

Pe

Considerando uma expressao genérica para o esquema de interpolagio usado na

discretizacao do termo convectivo,

¢ = Agy + Bd, +Coy, (4.79)

os valores de ¢ nas faces ‘e’ e ‘w’ da célula P serdo

b= b = [qsp + Ay + (B —1)p +0¢E]+—[¢E + A + (B - 1)gg +0¢P] (4.80)

b —¢f-——-[¢w+A¢ww+(B Do + Cdo| + {6 + 405 + (B 1)y + Oy | (481)

com Pet =max(Pe,0) e Pe” =min(Pe,0). Nas Egs. (4.80) e (4.81) optou-se por

escrever os valores de ¢ nas faces na forma

@ = ¢tups + P — Prups = G + ¢ — % —¢c (4.82)

sendo ¢ryps © valor de ¢; previsto pelo esquema UDS. Os termos sublinhados sio

avaliados explicitamente, com base nos valores conhecidos da iteragio anterior
b



Método numérico 99

enquanto que @ ypg € avaliado implicitamente. Esta técnica, proposta por Khosla
e Rubin (1974), é conhecida por correcgio diferida (Deferred Correction, DC) e vai
ser utilizada neste trabalho para implementar qualquer esquema de diferencas de
ordem superior & unidade. A medida que o método iterativo vai convergindo para

a solucao, a diferenca entre e vai diminuindo. No limite, quando a
§ao, f,UDS £ UDS 3

solucdo final é obtida, a Eq. (4.82) é exacta, ja que a diferenca entre ¢ e ¢ se

anula (ou, mais correctamente, é da ordem de grandeza do erro estipulado para
garantir a convergéncia do método numérico). A vantagem da técnica da correccao
diferida reside no facto de se promover a estabilidade do algoritmo, uma vez que ¢é
garantida a positividade dos coeficientes ag (como se demonstrard na Eq. (4.84)).
Hayase et al. (1992) demonstraram que a utilizagio da correccdo diferida
corresponde 3 formulacio dptima, em termos de estabilidade, para os esquemas de
interpolagio QUICK e CDS. Para o esquema LUDS é também possivel efectuar
ums, andlise semelhante & descrita em Hayase et al. (1992), e demonstrar que a
formulaco (4.82) é a mais aconselhada em termos de estabilidade numérica.

Substituindo as Eqs. (4.80) e (4.81) na Eq. (4.78), obtém-se a expressao

—Z—e);{[qsp + Ady +(B—1)¢P+C¢E]—[¢w +A¢WW+(B—1)¢W+C¢P]}+

P (e + Adus + (B 165+ Cs| - 60 + Ay +(B o + O} = =00

(4.83)

que, apés alguma manipulacdo algébrica, pode ser expressa na forma compacta

apdp = aww + apds + 55 (4.84)

com
’aw = 1—I-PeZI
ag = 1- Pe;z
_ _ + -
lag = ay, + g —2—§—PeAz —PeAI

8, = Pef, [Adyny + (B~ A=1pyy +(1+C — B)é — Coy |+
| Pe; [Coy +(B—C =Dy + (L +A-B)g; — Aty ]

sendo Pe,, = PeAX = pu,Az /T o nimero de Péclet local, baseado no
espacamento da malha, Az. O termo fonte, S, resulta somente da implementagao
da correcgio diferida dos esquemas convectivos de ordem superior e é avaliado
explicitamente. As constantes A, B e C sao apresentadas na Tabela 4.2 para os

esquemas de interpolagio descritos anteriormente.
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Tabela 4.2- Valores dos coeficientes A, B e C a serem usados na Eq. (4.79), para os
esquemas usados na discretizagdo do termo convectivo.

A B C(=1-A-B)
UDS 0 1 0
CDS 0 1/2 1/2
LUDS  -1/2 3/2 0
QUICK -1/8 3/4 3/8

A equacio de convecgio/difusdo (4.76) pode ser usada para comparar o
desempenho dos diversos esquemas usados na discretizagdo do termo convectivo.

¢

Tomando como exemplo Pe =20, efectuou-se a simulacdo numeérica numa
malha uniforme com 16 células, & qual corresponde o valor Pe, = PeAX =
20/16 = 1.25. Os resultados obtidos com os diversos esquemas de discretizagao sao
apresentados na Figura 4.6, confirmando-se a baixa precisao do esquema UDS e a
elevada precisio do método QUICK. Os esquemas CDS e LUDS possuem uma
precisdo intermédia, mas significativamente inferior & do esquema QUICK.

Estes resultados permitem demonstrar a superioridade, em termos de precisao,
do esquema QUICK face aos restantes métodos de discretizagao. No entanto, um
esquema. de discretizagdo para ser eficiente deverd também possuir a propriedade
de monotonicidade, no sentido de evitar o aparecimento artificial de mdximos ou
minimos locais, sem significado fisico (i.e., a solucdo exacta das equagoes
diferenciais ndo apresenta esses extremos locais). Relembra-se que, tanto neste
problema simples, como nos problemas mais complexos envolvendo fluidos
viscoeldsticos, as equagdes de governo sdo resolvidas sequencialmente por um
processo iterativo, de modo que o aparecimento de oscilagoes artificiais nos campos
iterativos intermédios pode conduzir a instabilidades numéricas, com possibilidade
de divergéncia do processo iterativo. Por exemplo, para o esquema CDS é possivel
demonstrar que a solugio numérica da Eq. (4.76) s6 é monétona para valores de
Pe,, <2 (Patankar, 1980). Para valores de Pe, >2 a solugdo numérica poderd
apresentar oscilagbes, como se ilustra na Figura 4.7 para Pej, =4. O esquemd
QUICK também pode tornar-se instdvel em condicbes fortemente convectivas
verificando-se para este exemplo um valor critico de Pe,, =8/3. Curiosamente,
para este problema em particular, verifica-se que o esquema LUDS ndo induz ©

aparecimento de oscilagdes na solugao, para qualquer valor de Pe. Contudo, trata-
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se de uma coincidéncia uma vez que é sabido que este esquema de interpolagao nao
& incondicionalmente estdvel. Deve ainda salientar-se que para valores de Pe
elevados o esquema LUDS possui baixa precisio, sendo apenas ligeiramente mais

preciso que o esquema UDS, como se ilustra na Figura 4.7.

1.0
I — Solucao analitica
0.8 T O UDS
- A LUDS
0.6 _: ¢ CDS
) O QUICK

0.4

0.2 1

T L4 ¥ 14 L 1 T ¥ L] L)

0.0

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
X

Figura 4.6: Solugdo numérica do problema da convecgdo/difusio a Pe=20 numa malha
uniforme com 16 células. Comparagao entre diferentes esquemas de discretizagdo do
termo convectivo.

Godunov (1959) demonstrou que um esquema de interpolagdo linear
(¢y = Ay + B +Cé¢p +...), para possuir a propriedade de nao gerar novos
extremos (Critério da Preservagao da Monotonicidade), terd no méximo precisao
de 1* ordem. O teorema de Godunov motivou a utilizagao generalizada do esquema
UDS devido & sua capacidade de verificar incondicionalmente o critério da
preservagao da monotonicidade (Patankar, 1980).

Virios esquemas nao lineares foram propostos posteriormente, destacando-se os
esquemas HYBRID (Spalding, 1972) e POWER-LAW (Patankar, 1980) pela
grande aceitagdo que obtiveram. Estes esquemas de interpolacdo sdo muito
estdveis, contudo actualmente sao desaconselhados devido ao excesso de difusao

numérica que introduzem na solugdo para escoamentos fortemente convectivos,

como se demonstra em Leonard e Drummond (1995).
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Na préxima seccio apresentam-se duas metodologias simples e eficientes para o
desenvolvimento de esquemas de interpolagio nao lineares, capazes de verificar o
critério da preservacio da monotonicidade ao mesmo tempo que mantém uma

precisdo adequada.

1.0 T
0.8 _E Solugao analitica
T O UDS
0.6 -E A TLUDS
- -0~ CDS
041 ——QUICK ‘
@ -
02
0.0 —B8—a—ha———f—F- :
02+ "
- S
_0.4 L L 1 1 : 1 1 1 1 : 1 L L 1 : 1 1 1 L } ] L 1 1
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Figura 4.7: Solucdo numeérica do problema da conveccio/difusio a Pe=60 numa malha
uniforme com 16 células. Comparacio entre diferentes esquemas de discretizagao do
termo convectivo.

4.6 Esquemas de alta resolugao

Existem diversas metodologias para a criagio de esquemas de discretizagao nao
lineares que verificam o critério da preservacao da monotonicidade, frequentemente
designados por esquemas de alta resolucao (High-Resolution Schemes, HRS). Nesta
tese sio abordadas dusas estratégias para a criagdo de esquemas de alta resolugao,

apresentando-se ainda a correspondéncia existente entre ambas as metodologias.

4.6.1 Limitadores de fluxo convectivo

O conceito de variacio total decrescente da solugdo (Total Variation Diminishing,
TVD), introduzido por Harten (1983), tem uma enorme relevincia 1O
desenvolvimento de esquemas de alta resolugdo. A variagao total da solugao (Total

variation, TV) & definida por
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TV(¢n+1) — Z

f

¢3+1 __¢;‘1+l| ) (4.85)

em que ¢5t' e @*! representam os valores da varidvel ¢ nas células P e F
localizadas em ambos os lados da face f. O indice superior n+1 representa o
mimero da iteraciio, em problemas de estado estaciondrio, ou o mimero do passo de
integracdo temporal em problemas transientes. Um esquema de interpolacao

denomina-se TVD quando verifica a relagao
TV($"*') < TV(¢") (4.86)

A Eq. (4.86) traduz uma condigao suficiente, mas néo necessiria, para que um
esquema de interpolagao seja mondétono.
Sweby (1984) considerou a equagao hiperbélica

¥ w20 (4.87)
que corresponde a um caso particular da equagao de transporte (4.60), para uma
situacio em que os termos difusivo e fonte sao nulos, e a velocidade u, ¢
constante. A integracio da Eq. (4.87) para a célula genérica P pode ser expressa

por (Sweby, 1984)

o5t = ¢p — (b — ¢u) (4.88)

em que ¢=u,At/Az representa o nimero de Courant. O esquema de Lax e

Wendroff (1960), com precisdo de 2* ordem, pode ser expresso por (Leonard, 1991)
do+on _Id

bw =" (¢p — c) , (4.89)
2 2
ou, alternativamente,
n 1—lel n n
brLw = %c — S (¢0 — ¢c) (4.90)
O fluxo convectivo previsto pelo esquema de Lax-Wendroff (LW),
~ LAz a  un
u, dpw = Uz P — 5'&?60 —lel)(¢p — #5) (4.91)

traduz o fluxo convectivo do esquema UDS, corrigido por um fluxo antidifusivo. A
adicdo do fluxo antidifusivo

1Az n ny
—EEC(I —ld)(% - ¢C)
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ao esquema UDS deve-se a este esquema ser excessivamente difusivo. Assim, ao
compensar-se o excesso de difusdo numérica do esquema UDS é possivel obter
precisio de 2* ordem. Contudo, de acordo com o teorema de Godunov, a Eq. (4.89)
ndo verifica o critério da preservacao da monotonicidade, pelo que o esquema LW

nao & TVD.

Os diversos esquemas considerados por Sweby séo lineares no nuimero de

Courant, na forma

¢ = (L—le) @f +1clgs = (1 —1c) ¢ + el drups (4.92)

podendo o esquema de Lax-Wendroff também ser representado nessa forma,

dew = (1 —lel) dfops +Icl Sups (4.93)

verificando-se que o esquema L'W degenera em CDS para baixos valores de c.

De acordo com Sweby (1984), o valor de ¢ de um esquema de interpolagio

limitado poderd ser traduzido por

Pr = Prups + (¢f,LW - ¢f7,lUDs) =¢g+¢ (¢f,LW — ¢ ) (4.94)

sendo ¢ um limitador de fluxo adequado. Substituindo as Eqs. (4.92) e (4.93) na

Eq. (4.94)‘ pode exprimir-se o limitador de fluxo numa forma alternativa,
BF = 68 + o (#ons — 48) = 95 +2 (83~ 46) (4.95)

Tal como van Leer (1974), Sweby assume que o limitador ¢ é funcao de gradientes

consecutivos de ¢ na forma (vide Figura 4.8)

v = (r) com r= %o~ ¢ (4.96)
¢p — ¢c
Os pontos U, C e D séo escolhidos em fungio do sentido do escoamento na face f,
tal como anteriormente (vide Figura 4.4).
Sweby (1984) demonstrou que o limitador ¢(r) conduz a um esquema TVD se
forem satisfeitas as seguintes condigoes
0582, pir)] <2 (4.97)

e

as quais se reproduzem a sombreado na Figura 4.9, adequadamente designada na -

literatura por diagrama de Sweby.
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Figura 4.8: Variacio local de ¢ na vizinhanga da face f.

Da definicio de limitador de fluxo, Eq. (4.94), conclui-se facilmente que para o

esquema de Lax-Wendroff o limitador de fluxo & simplesmente,

frw =1 (4.98)

Para o esquema de diferencas de montante de 2* ordem de Warming e Beam
(1976), o limitador de fluxo é dado por (Sweby, 1984)

(pWB =T (4.99)

S
~~
=
A
pS
* <
w

|
-3

A

[\

1 4

S0 1 2

Figura 4.9: O diagrama de Sweby e a regido TVD.

Qualquer esquema de 2% ordem pode ser expresso como uma combinacao linear
dos esquemas LW e WB, desde que ¢, e ¢, sejam estimados com os valores dos

n6s dww, Pw, Pp € Pg- Desta forma, um esquema limitado com precisao de
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2* ordem (ou 3* ordem) deverd situar-se na regiao intermédia entre as fungdes ¢y,
e pwp ho diagrama de Sweby, ilustrada na Figura 4.9 pela drea a tracejado.

O ponto ¢(1)=1 é muito importante, uma vez que qualquer esquema com
precisdo de 2* ordem, ou superior, terd forgosamente que o contemplar.

Em Sweby (1984) apresentam-se os limitadores de fluxo para alguns esquemas

de alta resolugao cldssicos:

(?) Limitador de van Leer

-
(#3) Limitador MINMOD
Prmmon = max {0, mir; (r,1)} (4.101)
(#4) Limitador SUPERBEE
YsupErBEE = MAX {0, min (2r,1), min (r,2)} (4.102)
(4v) Limitador de Chakravarthy e Osher
Pummop = max {0, min (r,9)} (4.103)

Estes limitadores encontram-se representados na Figura 4.10, verificando-se que as
fungdes MINMOD e SUPERBEE encontram-se, respectivamente, no limite inferior
e superior da regiio de 2* ordem. Em Sweby (1984) ilustra-se, com exemplos
numéricos que o limitador MINMOD ¢ ligeiramente difusivo, ao passo que 0
limitador SUPERBEE ¢ demasiadamente compressivo. Por outro lado, o limitador

de Chakravarthy e Osher nio verifica a condicdo de simetria (Sweby, 1984),
0 _ o)) (4.104)
r

conduzindo a uma distorcio assimétrica de um perfil simétrico da varidvel ¢ a
medida que este é transportado por convecgao.

Em Waterson e Deconinck (1995) apresenta-se uma lista exaustiva de
limitadores de fluxo, perfazendo um total de vinte esquemas de alta resolugao.

A metodologia descrita nesta secgio é eficiente e relativamente simples de
implementar, contudo a imposicio da propriedade TVD ao limitador e
demasiadamente restritiva. Na préxima secgdo apresenta-se uma formulagéo mais

geral para o desenvolvimento de esquemas de alta resolugao.
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(c) (d)

Figura 4.10: A regido de 2° ordem no diagrama de Sweby (sombreado). Representagdo de
alguns limitadores de fluxo: (a) van Leer; (b) MINMOD; (c) SUPERBEE;

(d) Chakravarthy-Osher.

4.6.2 O critério da limitagiio convectiva e o diagrama NVD
Um esquema de discretizagdo com precisio até 3* ordem pode ser traduzido na

forma geral

¢ = f(du,9c,%p) (4.105)

Novamente, os indices U e D referem-se, respectivamente, as células a montante e
a jusante da célula C, a qual se encontra a montante da face f em consideragao
(vide Figura 4.4).

Leonard (1988) introduziu o conceito de varidveis normalizadas e a
correspondente metodologia de varidveis normalizadas (Normalized Variable
Approach, NVA), efectuando uma normalizacio da varidvel ¢ na forma,

5 0=%u 4.106
b=t (4.106)
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A vantagem da utilizagao deste tipo de normalizacao reside na simplificacdo que se

introduz na Eq. (4.105), podendo ser reescrita na forma

& = f(d) (4.107)

uma vez que na definicdo de varidvel normalizada estd implicito que qEU =0 e
q;D =1. A utilizagao desta normalizagdo permite traduzir graficamente qualquer
esquema de discretizagdo (até 3* ordem de convergéncia) num diagrama de
varidveis normalizadas (Normalized Variable Diagram, NVD), representando-se
& vs. @ como se ilustra na Figura 4.11.

Uma forma de evitar o aparecimento de oscilagbes na solugdo calculada, sem
qualquer significado fisico, consiste em garantir que o valor de ¢; se situa entre os
valores das células adjacentes, ¢; e ¢p. Este cc;nceito serviu de base & criagao do
critério da limitacio convectiva (Convection Boundedness Criterion, CBC)
proposto por Gaskell e Lau (1988), segundo o qual um esquema de interpolagao é
intrinsecamente limitado se a relagio funcional ¢, = f(¢) for continua e verificar

as seguintes condigoes,
éc S éf S 1 se QEC € ]0)1[

o i (4.108)
¢ = &g se ¢y €10,1]

as quais definem a &drea sombreada da Figura 4.11 em conjunto com a recta
<sz = <Z~50-

Na metodologia NVA estd subjacente a utilizagio de uma malha uniforme.
Contudo, em problemas priticos é frequente usarem-se malhas nao uniformes, por
forma a concentrar um maior nimero de volumes de controlo nas regices onde sé
prevé que ocorrerdo os gradientes mais elevados das varidveis calculadas. Assim,

num caso geral, a relagao funcional (4.105) deverd ser traduzida na forma

¢f = f(¢U’¢C7¢Da£U>§C’§f’§D) (4109)

em que a varidvel £ representa um sistema de coordenadas locais, dependente do
sentido da velocidade na face f, como se ilustra na Figura 4.4. Seguindo o mesmo
principio usado na normalizagio da varidvel ¢, Darwish e Moukalled (1994)

sugerem uma normalizagado de £ do tipo

€& 4.110)
J ép — &y (

conduzindo a uma simplificacdo da Eq. (4.109), na forma
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ng = f(J’C?EC’gf) ' (4-111)
Esta metodologia, proposta por Darwish e Moukalled (1994), denomina-se
formulacao normalizada da varidvel e do espago (Normalized Variable and Space
Formulation, NVSF), e representa uma generalizagao, para malhas nido uniformes,
da formulagio NVA proposta por Leonard (1988). O critério CBC, traduzido
matematicamente pela Eq. (4.108) e graficamente na Figura 4.11, é igualmente

vélido na metodologia NVSF.

Q‘;f 4 ng = (EC
1

16T m—

0 0.5 1 é;c

Figura 4.11: O diagrama NVD. Ilustracio da regido onde é viélido o critério CBC (zona

sombreada e recta ¢, = ¢ ).

A metodologia NVSF degenera no método NVA para malhas uniformes. No
caso de malhas nao uniformes a utilizagio da metodologia NVSF é mais correcta,
apesar do método NVA ser usado com grande sucesso e sem uma perda de precisao
significativa. No entanto, a complexidade adicional inerente & generalizagao NVSF
nio é significativa, pelo que se opta por usar nesta tese essa formulacio mais geral.

A transformagdo dos esquemas de interpolagio lineares para varidveis
normalizadas e a respectiva representagdo no diagrama NVD é relativamente
simples, e permite facilmente identificar as zonas em que um determinado esquema

& ou nao limitado. Tomando como exemplo o esquema UDS, a sua normalizagao

resulta em

& = ¢D b0 ¢D ¢U = ¢ = e ( )

confirmando-se que este esquema € limitado em toda a regiao do diagrama NVD.

Os diversos esquemas de interpolagdo lineares descritos anteriormente podem ser
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convertidos para a metodologia NVSF, obtendo-se invariavelmente uma relacio do

tipo (Darwish e Moukalled, 1994)
¢ = A+ B¢ (4.113)

em que as varidveis A e B traduzem pardmetros geométricos, dependentes do
esquema de interpolagdo escolhido. Na Tabela 4.3 apresentam-se as expressdes
para A e B de alguns esquemas de interpolagao lineares, segundo as metodologias
NVA e NVSF. A conversdo das expressdes da metodologia NVSF para a NVA é

imediata, bastando notar que numa malha uniforme & =3/4 e & =1/2.

Tabela 4.3- Coeficientes A e B a serem usados na Eq. (4.113), para alguns esquemas
lineares usados na discretizacdo do termo convectivo (Darwish e Moukalled,

1994).
NVA NVSF
A B A B
UDS 1 1 0
1 1 & — & 1-&
obs 2 2 1% 1-&
LUDS 0 3/2 0 &/ &
3 3 & (& — &) gf(l“'gf)
UICK - — = = >
Q 8 4 1-& §o1—&c)

Os esquemas UDS, CDS, LUDS e QUICK encontram-se representados na
Figura 4.12, verificando-se que apenas o esquema UDS verifica o critério CBC em
toda a gama, em consondncia com o teorema de Godunov. Pode ainda observar-se
que todos os esquemas, com excepcio do UDS, passam pelo ponto Q, de
coordenadas (£;,&;). Este ponto é muito importante na criagio de esquemas de
alta resolugao, uma vez que é condigao necessiria e suficiente para um esquema
possuir precisao de 2* ordem que a sua relagdo funcional ¢3f = f(&c,éc,g"f) passe
por esse ponto (Darwish e Moukalled, 1994). No caso da formulagio NVA o ponto
Q tem coordenadas (1 /2, 3/ 4). Para um esquema de interpolagido alcangar
precisio de 3® ordem, além de passar no ponto Q, o declive da fungao
& = f(¢c,&0,&) messe ponto Q deverd igualar o declive do esquema QUICK
(Darwish e Moukalled, 1994),

[3@] _&01-§&) (4.114)
3(}50 Q §C(1—§C)
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Figura 4.12: Tlustragio de alguns esquemas lineares no diagrama NVD.

A tarefa de criacio de métodos de alta resolugdo é agora relativamente simples,

partindo-se destas duas regras e usando o critério CBC. Na literatura é possivel

encontrar uma grande diversidade de propostas desenvolvidas no &mbito da

metodologia NVA, posteriormente generalizadas para a metodologia NVSF por

Darwish e Moukalled (1994). Nesta secgao apenas se reproduz uma pequena

amostra dos esquemas de alta resolucdo propostos na literatura, apresentando-se as

expressoes correspondentes para as metodologias NVSF e NVA:

(i) Esquema MINMOD (Harten, 1983; Zhu e Rodi, 1991)

—gf—q{;C 0< ¢ <&
€

NVSF:$f=‘1—gf 7 _gf__é. £ <o <1
l—gc¢c+1_fc oS0 =
quc ¢ € [0,1]
(9 - 1
%QSC 0= C<§

NVA: $f=<£7c_2il -;-913051
| b ¢c £[0,1]

(4.115)
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(i5) Esquema SMART (Gaskell e Lau, 1988)

Mf(l"?’gc +2gf)"' 0<d &
o1 - &) %o < e < 3
gf(l_éf) 7 Ef(gf "gc) ~c 7 ~C
< T NPt =< < F1+& —
NVSF: ¢ =1 é0(1"‘50) %o 1-& 3 © & ( 5 §c)
1 %g‘(l+€f_gc)<<§c§1
£
% bo £ [0,1] (4.116)
3(50 0< ~c; <-€1;
3~ 3 | I 5
NVA: qu:E%J’g 5% =% ‘
1 %<<130 <1
‘¢ZC &C ¢[071]

(#33) Esquema CLAM (van Leer, 1974; Zhu, 1991)

2

( €~f _Ecz gf - gc

z z ngo Tz g <502 0< C <1
1- 1—
NVSF: 4, :‘ﬁc( &) &1-¢&)
% b £(0,1] (4.117)
r‘730<2_<£c) 05‘2’031
NVA: ¢ =
% ¢ £(0,1]
(iv) Esquema WACEB (Song et al., 2000)
(7 - 3
2 0<do <75
3. 3 3 - _5
NA: 6 =13%TE =% =5 (4.118)
1 % <¢o <1
% ¢ £[01]
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' e e gcgf (gf —‘EC)
2 0< z 2\ 7 3
%o =00 < oE - io)—E(1- &)
o BEG &) .
G0-8); E-8)  Fh-g)-ga-d S

1 _Ea-
NVSF: ¢ = {&c(1— &) 1-& E+&-E)/&
1 %C—(l+5f—gc)<¢~’c$1
f
.(Z)C ‘1;0 ¢ [0,1)

(v) Esquema GAMMA (Jasak et al., 1999)

E_EC

- 1 - -
%1+Effgh—%) 0< ¢ < B
NVSF: ¢, =11-& . & —& .
1—€C¢C+1—€c O % 00 =1
| %o ¢ £[0,1] (4.119)
[~ 1 -
¢c[1+55‘(1 b)| 0<é <Ba
NVA: ¢ = ¢°2+1 Bn <o <1
| 4 ¢ € [0,1]
(vi) Esquema NOTABLE (Pascau e Pérez, 1993)
NVSF: ¢ = = b = {[gf@Ec —&)— ggz]ﬁ{’é + [(gf — &)1 —383) +

g2léc2— &) -1
E(1— ) - &0 - &)W+ &) do + [Ge3E —& — D - &} (4120)

NVA: ¢ = ¢ [¢c - —¢c ]

Em termos de precisdo numérica, é sabido que os esquemas de discretizagao
cuja fungdo na vizinhanga de b = £ se encontra junto a linha do esquema UDS
sio excessivamente difusivos. Por outro lado, os esquemas cuja funciao na
vizinhanca de (]30 = Ec se encontram acima da linha do esquema QUICK tendem a
ser excessivamente compressivos (Leonard, 1996). Um outro aspecto importante a

ter em consideragdo no design de um esquema de alta resolucao, tem a ver com as

transicdes do esquema. As descontinuidades na derivada da fungdo
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b = f(qSC,EC,Ef) deverdo ser pouco pronunciadas, e de preferéncia afastadas de
éo = gc-

A maioria dos pontos do dominio de cdlculo encontram-se tipicamente numa
situacio em que @ ~ & (=1/2 em malhas uniformes), designada por regido de
escoamento suave (smooth flow region). Assim, deverao evitar-se transigoes
abruptas na fungio ¢ = f(;) do esquema de alta resolugio sobretudo nessa
regido, caso contrdrio poderd ocorrer a chamada instabilidade de transigao
(‘switching’ instability- Jasak et al., 1999), resultando em dificuldades de
convergéncia do algoritmo de célculo.

O esquema MINMOD corresponde a uma combinagio adequada de CDS e
LUDS, usando-se ainda UDS nas zonas em que ocorrem maximos (¢g >1) ou
minimos locais (qgc < 0) da varidvel ¢. Este esquema, inicialmente proposto no
ambito dos limitadores de fluxo (Sweby, 1984), viria a ser reinventado por Zhu e
Rodi (1991) usando a metodologia NVA (denominando-se esquema SOUCUP-
Second-Order Upwind-Central differencing first-order UPwind). O esquema
MINMOD apresenta alguns problemas de convergéncia iterativa causados pela
instabilidade de transicdo, devido & mudanga entre o esquema LUDS e CDS
ocorrer precisamente na regiao de escoamento suave, 950 = §~C.

O esquema SMART, proposto por Gaskell e Lau (1988), corresponde a uma
versao limitada do esquema QUICK apresentando precisao de 3" ordem. Este
esquema ndo verifica a propriedade TVD, podendo em determinadas situagoes
conduzir a dificuldades de convergéncia. Para tentar colmatar esta limitagao do
esquema SMART, Song et al. (2000) fizeram uma pequena alteragao ao esquema
SMART por forma a tornd-lo TVD, surgindo assim o esquema WACEB.

O esquema CLAM (Curved Line Advection Method), inicialmente proposto por
van Leer (1974), viria a ser reinventado por Zhu (1991) no contexto da formulagao
NVA, sendo-lhe atribuida a designagio HLPA (Hybrid Linear/Parabolic
Approzimation).

O esquema GAMMA foi proposto por Jasak et al. (1999) com o intuito de
melhorar a convergéncia iterativa do esquema MINMOD. O pardmetro ajustavel
do esquema, B3,, deverd ser escolhido mno intervalo 1/10< 8, <1/2. Par?
aumentar a precisio do esquema deverd seleccionar-se um valor de (3, baixo
enquanto que para se melhorar a convergéncia iterativa do método deverd optar-st

por um valor de 8, ~1/2 (Jasak et al., 1999).
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Pascau e Pérez (1993) propuseram o esquema NOTABLE, cuja construgdo se
baseia na aplicagio directa das regras enunciadas anteriormente para garantir
precisdo de 3* ordem. Assim, usa-se um polinémio interpolador de 3° grau que
passa pelos pontos (0,0) e (1,1), bem como pelo ponto de coordenadas (EC,&)
para garantir precisdo de 2* ordem. Estas 3 condigGes definem uma pardbola, que
resulta no esquema CLAM (ou HLPA). A quarta condigio usada para definir
inequivocamente um polinémio de 3° grau é a condicdo de precisao de 3° ordem do
esquema, a qual se obtém igualando o declive do polinémio interpolador ao declive
do esquema QUICK em £ = Ec- Embora o esquema NOTABLE tenha sido
introduzido por Pascau e Pérez (1993) no contexto da formulagio NVA, a sua
generalizacdo para a metodologia NVSF & imediata, resultando na Eq. (4.120)
aqui deduzida.

Na Figura 4.13 representam-se os esquemas de alta resolugdo no diagrama NVD
para as metodologias NVA e NVSF.

A implementagio dos esquemas de alta resolugao é simplificada se for usado o
método da correcgio diferida de Khosla e Rubin (1974). A integragio do termo
convectivo da Eq. (4.60) num volume de controlo genérico conduz a Eq. (4.62), em
que o fluxo convectivo na face f, Fi¢;, deverd ser estimado pelo esquema de alta
resolucdo escolhido. O valor de ¢ ¢ calculado directamente da definicao de

varidveis normalizadas,

¢ = Gy + ¢ (¢ — bu) (4.121)

com ¢ = f(q"sc,éc,éf) ou ¢ = f(¢c) consoante seja usada a metodologia NVSF ou
NVA, respectivamente.

Para simplificar a explicagio da metodologia usada na implementagao dos
esquemas de alta resolugao, apresenta-se uma descricio detalhada dos passos
necessérios ao caleulo dos fluxos convectivos. Sem perda de generalidade, ilustra-se
o método para. a face ‘e’ do volume de controlo P:

1. Dependendo do sentido da velocidade na face f (ou do sinal do caudal

méssico F,) identificar as células C, U e D (vide Figura 4.4):
U~ W U « EE

F,>0 C « P F, <0 C «E

D « E - \D « P
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2. Calcular as coordenadas normalizadas e o valor de ¢

: _S—& :_&—& 7 _ Yo~y
o s o =T —1u
T L& bo — do
NOTA: Numa malha uniforme apenas & necessério calcular @ (&5 =1 /2 e
gf =3/4).

3. Caleular ¢; = f(dg,&5,&) para o esquema de alta resolugio seleccionado
4, Calcular o valor pretendido do fluxo convectivo na face, usando o método da

correcc¢ao diferida:
Fige = F, [pu-+di(bo-00)] = Fudo + Ex {90 + (b5 — 60|~} =

(Fetbe Joms + [ (Fete o — (Fudbe o

Os valores sublinhados séo avaliados explicitamente e adicionados ao termo fonte
das equagbes na sua forma discreta. Essa contribuicdo corresponde a diferenca
entre o fluxo convectivo na face f previsto pelo método de alta resolucio (HR) e 0
fluxo previsto pelo esquema UDS. Desta forma, o fluxo comvectivo previsto pelo
esquema UDS é avaliado implicitamente, promovendo a estabilidade do processo

iterativo de cdlculo. Desenvolvendo a expressao anterior, obtém-se

Fobo = B + ey by, + o6y = b))+ B [ + G20 — b))

em que F =max(F,,0) e F, = min (F,,0).

A aplicagio do esquema de alta resolucdio as restantes faces do volume de
controlo P & idéntica, pelo que se torna desnecessdria a sua repeticao.

E possivel implementar os métodos de alta resolugdo de outras formas (e.g.,
usando o conceito da mediana, como se descreve em Leonard, 1996), contudo o
resultado obtido é exactamente o mesmo.

Para se ilustrar a robustez dos diversos métodos de alta resolucao apresentaclos,
€ comparar a respectiva precisfo, apresenta~-se um exemplo simples de transporte

por convecgdo, de um escalar ¢, num dominio bidimensional

O(uy¢) , Oud)
or az =0

(4.122)

A equagdo de transporte considerada neste exemplo corresponde a um caso

particular da Eq. (4.60), em que apenas o termo convectivo é ndo nulo.
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Considere-se o transporte de um perfil em degrau num dominio quadrado, num
campo de velocidade constante (u,/u, = J3), que origina um escoamento com
uma inclinagio de 30° relativamente ao dominio de cédlculo. Nas fronteiras de

entrada estipulam-se os seguintes perfis da varidvel dependente
¢p=1 para 1-tg@/2)<y<1lAz=0
$=0 para 0<y<l—tg@/2)Az=0 (4.123)
=0 para 0<z<lAy=0

Este exemplo, apesar de aparentemente simples, é um caso de teste usado com
frequéncia em estudos comparativos de esquemas de discretizagao dos termos
convectivos, essencialmente devido as dificuldades numéricas que costuma suscitar
(e.g., Leonard, 1988; Gaskell e Lau, 1988; Zhu, 1991; Darwish e Moukalled, 1994;
Ferziger e Peric, 1996; Jasak et al., 1999).

1 ......
| o e
¢ |
T MINMOD CLAM GAMMA
0° (SOUCUP) (HLPA)
1] =
: SMART WACEB NOTABLE
0 1 L ¥ L L} L} L] 1 ] T L] 1 ] 1 T 1 T L) ¥ 13 L] L] L] L] ¥ T T
0 10 10
Pc

Figura 4.13: Representagio de alguns esquemas de alta resolugdo no diagrama NVD:
malha uniforme (——); malha ndo uniforme com um factor de expansdo 2 ( );
malha nio uniforme com um factor de compressao 0.5 (-=----- )- Os circulos a negro
referem-se as condicoes de escoamento suave, i.e. ao ponto de coordenadas (&.,&;)-
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O método de discretizacdo é semelhante ao descrito anteriormente, pelo que
apenas se apresentam os resultados das simulagbes. O dominio de cdlculo foi

dividido em 21 x 21 células uniformes.

y A LemT T T —e L
e Fronteiras de
£’ (1,1) saida
I”'
¢ = 1 PR ,"
/’, ,”’
p=1 e &
,I
/”
u
6 = 30°
;” ¢
¢=Q% ¢=0
L = >
Fronteiras de  (0,0) .- $=0 z
entrada  ~~-<.__.- -

Figura 4.14: Transporte por convecgao de um perfil em degrau.

A comparacdo entre as solugdes obtidas pelos diversos esquemas de
discretizagdo iré restringir-se ao perfil de ¢ na linha vertical z =1/2, cujo perfil

tedrico de ¢ é dado por

¢[$=l,y

2

0 para 0<y<l1l/2
]:[ (4.124)

1 para 1/2<y<l1

Na Figura 4.15 apresentam-se os perfis de ¢ calculados com os esquemas
lineares UDS, CDS, LUDS e QUICK. Verifica-se que apenas o esquema UDS
conduz a uma solugdo fisicamente aceitdvel, completamente isenta de oscilagoes
artificiais. Contudo, e como ja foi realgado anteriormente, este esquema é pouco
preciso, originando uma solugdo numérica exageradamente difusiva, como se pode
observar na Figura 4.15 (a). Para os esquemas lineares com ordem de convergéncia
superior a 1 verifica-se, de acordo com o teorema de Godunov, que as solugoes
obtidas possuem oscilagdes, sendo bastante acentuadas para o caso particular do
esquema CDS. A precisdo obtida com os esquemas LUDS e QUICK ¢é aceitavel;
contudo também se observam ligeiras oscilagdes indesejdveis, que em determinadas

situagdes podem ter consequéncias inaceitdveis. Por exemplo, supondo que 10
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presente exemplo a varidvel ¢ representa a fracgio molar de uma espécie quimica,
verifica-se a ocorréncia de fracgoes negativas dessa espécie em determinados pontos
do dominio de célculo, o que é fisicamente inaceitédvel.

Em contrapartida, as solugdes numéricas obtidas com os esquemas de alta
resolugdo sao perfeitamente suaves e monétonas, como se pode observar na Figura
4.16. Fica assim ilustrada a superioridade dos métodos de alta resolucao
relativamente aos esquemas cldssicos de discretizagao do termo convectivo, em
particular nas situagdes em que os termos convectivos sio dominantes. Verifica-se
que os esquemas de alta resolugao possuem precisio equivalente, sendo contudo
possivel ordené-los por ordem decrescente de precisio: SMART, WACEB,
NOTABLE, CLAM, GAMMA, MINMOD. O esquema UDS, devido a sua precisao
de 1* ordem, é significativamente mais difusivo que os esquemas de alta resolugao.

Observando a Figura 4.13, em particular para as curvas correspondentes a
malha uniforme, & possivel correlacionar a precisao dos vérios esquemas (ilustrada
na Figura 4.16) com o afastamento da respectiva fungdo no diagrama NVD a linha
correspondente ao esquema UDS e com a aproximagdo & linha do esquema
QUICK. Assim, os esquemas de alta resolucao cuja fungio no diagrama NVD se
aproximam da linha referente ao esquema QUICK sio mais precisos. Os esquemas
que se aproximam da linha UDS sao tendencialmente mais difusivos, e por essa
razdo menos precisos. De forma idéntica, esquemas cuja fungdo no diagrama NVD
se situe acima da linha QUICK (aproximando-se da recta d;f =1, referente ao
esquema de diferengas de jusante, DDS- Downwind Differencing Scheme) sdo
exageradamente compressivos, o que também é indesejével. Embora nio se tenham
apresentado esquemas de alta resolucdo deste tipo, existem diversas propostas na
literatura, tais como os esquemas SUPERBEE (Roe, 1985), Super-C ou Hyper-C
(Leonard, 1991).

Dado o cardcter hiperbélico da generalidade das equagoes constitutivas
reolégicas analisadas nesta tese, torna-se necessdrio utilizar esquemas
intrinsecamente limitados para a discretizacio dos termos convectivos. Desta forma

serd possivel aumentar a estabilidade e robustez do procedimento de cdlculo, como

se sugere em Oliveira e Pinho (1999b).
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Figura 4.15: Solugdo numérica para o problema do transporte por convecgao de um
escalar. Resultados obtidos numa malha constituida por 21x 21 células, ao longo da linha
vertical ¢ =1/2, para os seguintes esquemas de discretizagao: (a) UDS e CDS; (b) LUDS

e QUICK.
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Figura 4.16: Solu¢io numérica para o problema do transporte por convecgio de um
escalar. Resultados obtidos numa malha constituida por 21x21 células, ao longo da linha
vertical z =1/2, para vdrios esquemas de alta resolugao. Comparagio com o perfil tedrico
e com a solugdao numeérica obtida com o esquema UDS.

4.6.3 Correspondéncia entre os limitadores de fluxo e a metodologia
NVA

A estratégia baseada em limitadores de fluxo convectivo desenvolvida por Sweby
(1984) e a metodologia NVA proposta por Leonard (1988) a primeira vista nao
parecem ser compariveis. Contudo, em Leonard (1991) apresentam-se as relagoes
de transformacdo duma metodologia na outra. Partindo da Eq. (4.95),

& =8 _ @ — )~ (88— b)

¢p—dc (5 —40)— (¢ —dv)

¢ =95+ (45— 98) > =2

Dividindo o numerador e o denominador por (¢p — ¢;) obtém-se a relagio
pretendida,
& — o

g3 (4.125)

()=
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A varidvel r também pode ser transformada para a metodologia NVA de forma,

semelhante. Partindo da sua definigio, Eq. (4.96),

B a4
=05 (9h—4)— (8 — %)

obtém-se facilmente a relacao pretendida:

o B
-3¢

Usando as Eqgs. (4.125) e (4.126) ¢ possivel transpor o diagrama de Sweby para

(4.126)

o diagrama NVD e, desta forma, comparar a zona TVD na metodologia baseada
em limitadores de fluxo com a regido onde é verificado o critério CBC no diagrama
NVD.
A regido TVD no diagrama de Sweby é expressa pela Eq. (4.97). Substituindo
as Egs. (4.125) e (4.126) na Eq. (4.97), obtém-se
0< Qgtzqu;g 1—~¢§3, @qugg <9
(I-¢c)/2 dc ~ (1-¢5)/2)~

que, apds alguma manipulagdo, permite obter o resultado pretendido:

1§@§2/\0§¢fn—_~g§1 (4.127)
2% —¢c

As inequagdes (4.127) podem ser representadas no diagrama NVD, conduzindo 2
reuniao da regiao identificada a tracejado na Figura 4.17 com a linha que define o
esquema UDS, ¢ = #3. Comparando as regides TVD e CBC, ilustradas na Figura
4.17, constata-se que o critério TVD (que estd implicito nos esquemas de alta
resolucao desenvolvidos segundo a metodologia dos limitadores de fluxo) é mais
restritivo que o critério CBC. Por exemplo, ¢ fédcil verificar que o esquema
SMART, desenvolvido segundo a metodologia NVA, nao verifica o critério TVD
em toda a sua gama.

A metodologia baseada nos limitadores de fluxo foi proposta por Sweby (1984)
para a solugao de problemas em regime transiente, usando um método explicito de
integragdo temporal (daf o uso do nimero de Courant em diversas equacdes da
Secgao 4.6.1, o qual estd limitado entre os valores 0 e 1 por forma a garantir a
estabilidade do algoritmo de cdlculo). O indice temporal presente nas Eqs. (4.125)
a (4.127) traduz a solugao conhecida no passo de integracdo anterior. Assim, ©

limitador de fluxo é avaliado explicitamente, de forma semelhante & técnica da



Método numérico 123

correcgao diferida usada na metodologia NVA. Desta forma, por uma questio de
simplicidade, no remanescente desta tese opta-se por ndo escrever o indice
temporal.

A metodologia baseada em limitadores de fluxo também pode ser aplicdvel a
problemas estaciondrios, em que a solugdo pretendida é obtida por um processo

iterativo. Neste caso, o fndice (n) representa um contador do nimero da iteragao.

&r A Cgf = 2430 Cgf = Q';c

1

0.75 wm- """""

o
o
an
b

§~z v

Figura 4.17: Comparagio entre a regiao TVD (tracejado) e a regido CBC (sombreado) no
diagrama NVD.

4.7 Procedimento de calculo

As equacdes constitutivas e de conservagdo da quantidade de movimento na forma
discreta sio resolvidas de forma sequencial, usando o algoritmo SIMPLEC
(SIMPLE Consistent) proposto por van Doormal e Raithby (1984). Este método é
usado para efectuar a ligagao dos campos de pressao e velocidade por forma a
verificar a equacdo da continuidade. O algoritmo SIMPLEC foi desenvolvido para
métodos de cdlculo iterativo de escoamento em regime permanente, tendo sido
modificado posteriormente por Issa e Oliveira (1994) para utilizagdao em algoritmos
de cslculo de estado nio estaciondrio com malhas colocadas (como o descrito neste

capitulo), com a vantagem adicional de também ser aplicivel ao cdlculo de

escoamentos permanentes, como forma alternativa ao uso de sub-relaxagio em

métodos de cdlculo iterativo para escoamentos em regime permanente.

Uma vez que o algoritmo SIMPLEC proposto por van Doormal e Raithby

(1984) apenas estd relacionado com o cédlculo de um campo de pressao que
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satisfaca a restricao imposta pela equacdio da continuidade, a sua extensdo para
escoamentos de fluidos viscoeldsticos é afectada apenas de forma marginal pela
inclusdo das equagGes constitutivas diferenciais. Assim, na parte inicial do
algoritmo sao introduzidos dois novos passos, de acordo com a estratégia proposta

por Oliveira et al. (1998):

(7) Os campos de tensdo sdo calculados inicialmente, por solucdo implicita da
Eq. (4.45) para as seis componentes do tensor das tensdes. Esta etapa deve
ser efectuada antes de serem resolvidas as equagoes de conservacio da
quantidade de movimento pela primeira vez.

(71)A equagdo de conservagio da quantidade de movimento na forma discreta,
Eq. (4.31), €& resolvida de forma implicifa para cada uma das trés
componentes da velocidade. O termo do divergente da tensao, Eq. (4.29), é
incluido no termo fonte das equagdes de conservacio da quantidade de
movimento, devendo ser usada a técnica especial de interpolacao descrita na

Secgao 4.4, usando os campos de tensio obtidos no passo anterior.

Segue-se uma descri¢ao da estratégia de célculo, indicando-se de forma sucinta
as principais etapas do algoritmo de solugfo. Para cada incremento no tempo, de
passo 0t, s@o necessdrios trés passos:

(i) As seis componentes do tensor das tensdes sio calculadas de forma sequencial,
por solugéo da equagdo constitutiva discretizada de forma implicita (da Eq. (4.45),

com 7™, inclufdo no termo fonte, S )
ij,P M1y

n n )\V n
apriitt) — ZaFT,];l Sry T ET i (4.128)

. T ~
em que os coeficientes ap e o termo fonte, S, , sio baseados nos campos de
i

velocidade e tensao referentes ao passo temporal anterior, e T,(J-"H) representa o
valor de 7; no novo instante de tempo (n+1). A Eq. (4.128) traduz de forma
compacta um sistema de equagdes lineares em termos das varidveis Tf]"“) em cada
um dos centros das células que constituem a malha computacional.

(73) As equagdes de conservagio da quantidade de movimento na forma discreta,
Eq. (4.31), sdo resolvidas de forma implicita para cada uma das componentes da
velocidade:

6 Vo) 6 . 3 P
F=1 F=1 =1
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em que o termo do gradiente de presséo é baseado nos valores obtidos no tempo de
integragio anterior (n), tendo-se destacado do termo fonte por uma questao de
conveniéncia, como se verd ja de seguida. O termo referente ao divergente da

tensdo, Eq. (4.29), estd incluido no termo fonte S|"i, sendo calculado com os

valores actuais das tensbes na face, f,(;' - l), usando a técnica especial de
interpolacio traduzida pela Eqgs. (4.57)-(4.59), nas quais sio necessdrios os
coeficientes centrais das equagdes das tensdes, af , obtidos no passo anterior. Esta é
a razdo pela qual as equacgdes constitutivas deverdo ser resolvidas previamente as
equagoes de conservagio da quantidade de movimento. Os campos de velocidade
. * . . e ~ . -~ . .
obtidos nesta etapa (u; ) em principio nio satisfazem a equagédo da continuidade,

pelo que se torna necessdrio efectuar uma correcgio adequada.

(i4i) A terceira etapa do algoritmo consiste numa correccdo ao campo de
3 . 3 * . Ed
velocidades obtido na etapa anterior (v, ), por forma a garantir a conservagao de

massa em todo o domifnio de cédlculo. Para tal calcula-se um novo campo de

(n+1)
1

velocidades, u, , que satisfaz simultaneamente a equagio da continuidade e a
seguinte forma factorizada da equagao de conservacdo da quantidade de
movimento,

[}:aF+Sp] : ”:P () _ ZaFuF =—ZB [Ap("+1)] +8. (4.130)

onde apenas a velocidade no termo inercial e a pressao sao actualizadas para o
novo tempo de integragao, mantendo-se os restantes termos inalterados.

Subtraindo a Eq. (4.129) de (4.130) obtém-se a correcgdo a velocidade

3
P;;P als — ulp| = - BF[Ap]] (4.131)
=1

em que a varidvel p' = p("“) - p(") traduz a correccao de pressdo, calculada pela

expressao (Issa e Oliveira, 1994)
6 6
abph = oot~ F (4.132)
F= f=1

obtida de forma a que o campo de velocidades no novo tempo de integragao,
u{"*? | garanta a conservaciao de massa (Zf F"*) =0, vide Egs. (4.18) e (4.19)).

O coeficiente central da equacio de correcgdo da pressao é calculado por

6
=Y af (4.133)
F=1
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com

2

(pV / 6%),
onde a barra superior indica média aritmética. Estes coeficientes nao variam ao
longo do tempo, podendo ser calculados no infcio do processo de célculo e
memorizados para utilizacdo futura.

O campo de pressao ¢ actualizado para o novo instante (n +1),
p"t = p (4.135)

as velocidades no centro dos volumes de controlo (nés principais) sao calculadas

com a Eq. (4.131), e os fluxos mdssicos nas faces das células com
B = B —a (ph — p}) (4.136)

ficando assim completo o algoritmo.

A solugao dos sistemas de equacdes lineares é efectuada com o método dos
gradientes conjugados (Meijerink e van der Vorst, 1977), efectuando-se um
precondicionamento inicial das matrizes por factorizacio incompleta LU.

Para o cdlculo de escoamentos em regime permanente é necessdrio
especificar um critério de convergéncia adequado para se interromper o processo de
célculo na solugao pretendida. O critério adoptado corresponde & norma L, dos
residuos nas diversas células, devidamente normalizados, devendo decair para valor
baixo predefinido, 6. Tipicamente usa-se § =10"* como critério de paragem,
confirmando-se a sua adequagdo nos diversos casos por comparagao da solucao

obtida usando diferentes valores de §, na gama 1073 a 1075,

4.8 Condicoes fronteira

A discretizagdo das equagbes ndo fica completa antes de serem especificadas as
condicoes fronteira adequadas. Na Figura 4.18 ilustra-se uma célula, bidimensional
P situada na vizinhanca de uma célula fronteira F, de espessura nula.

As componentes da velocidade devem ser especificadas nas diversas fronteiras
que delimitam o dominio de célculo. Dado o cardcter hiperbélico da equagdo
constitutiva, apenas é necessdrio especificar o valor das componentes das tensoes
nas fronteiras de entrada. Para fluidos incompressiveis, como os analisados neste

trabalho, o valor absoluto da pressiao é irrelevante, apenas interessando a sua
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variacdo no dominio de célculo. E prética corrente especificar-se o valor da pressao
absoluta num determinado ponto do domfnio de célculo (e.g., num ponto da
fronteira de entrada) e iniciar o processo iterativo com um campo de pressao nulo,
o qual é actualizado ao longo do processo de cdlculo por imposigao da conservagao

de massa, usando o algoritmo SIMPLEC descrito na Secgio 4.7.

%

Figura 4.18: Tlustragdo de uma célula fronteira F, situada segundo a direcgdo w da célula
P.

(?) Fronteiras de entrada

Nas fronteiras em que o fluido entra no dominio de célculo devem ser especificados
os valores das componentes do vector velocidade e do tensor das tensoes.
Consoante o problema em estudo, poderao ser usados perfis tedricos para as
componentes da velocidade e tensdo (caso existam solugGes analiticas para o

modelo reolégico adoptado), perfis medidos experimentalmente, ou outros.

(#i) Fronteiras de saida

Normalmente, os valores das varidveis dependentes nas fronteiras de saida do
dominio de céleulo sio desconhecidas. Se a fronteira de saida for colocada longe da
regiao de interesse do problema (e.g., afastada de uma 'contra,cgz'io), os perfis das
diversas varidveis estardo perfeitamente desenvolvidos. Nestas condigoes é legitimo
especificar na fronteira de saida um gradiente nulo para as componentes do vector
velocidade e do tensor das tensdes, consistindo em igualar os valores na fronteira

aos correspondentes valores no centro da célula imediatamente a montante. Para a
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pressdo impoGe-se um gradiente constante, extrapolando-se o seu valor linearmente
para a fronteira de saida a partir dos valores das duas células adjacentes a

montante.

(¢?) Planos de simetria

Nos planos de simetria, por defini¢do, os fluxos convectivos e difusivos sdao nulos,
Estas condicdes podem ser impostas usando regras de reflexao sobre uma célula
simétrica ficticia, como a ilustrada na Figura 4.19, de acordo com o método

descrito em Oliveira (1992). Usando esta estratégia é possivel reproduzir

exactamente a mesma solucao que se obteria usando a totalidade do dominio de

calculo.
&
et
—— ’
- - 1
1 ,’
1
Célula |} /(/'
ficticia 1 /
' P’
! ) Plano de
_——— ) simetria,
Célula
real

Figura 4.19: Ilustracgo de uma célula P, adjacente a um plano de simetria (perpendicular
ao papel), e da correspondente célula ficticia reflectida, P’.

A regra de reflexao aplicada ao vector velocidade, u, estipula que nos pontos P
! TN . .
e P’ as componentes tangenciais & fronteira sao iguais, e as componentes

perpendiculares & fronteira sao simétricas,

U, pr = —Un
e " (4.137)
Upr = Up

Na Eq. (4.137) decompds-se o vector velocidade nas suas componentes normal €
paralela ao plano de simetria, u=un+ut, sendo n e t os correspondentes
vectores unitdrios. Partindo da Eq. (4.137) é possivel obter a velocidade no ponto
P,

Upr = Uy prb + U, p0 = Uy pt — 1, pn

ou,



Método numérico 129

up =up —2u,pn (4.138)

.

A velocidade na célula fronteira é calculada por interpolagio linear das velocidades
nas células P e P/, resultando

Uip = %‘(ui.P + U p) = Up — UnpTy (4.139)

sendo u,p calculado por
3
Upp = D UjpTy (4.140)
=1

em que n; traduz a componente, segundo a direcgio cartesiana j, do vector
unitdrio perpendicular ao plano de simetria.
A regra da reflexio aplicada a uma quantidade escalar, tal como a pressao,

traduz-se simplesmente por

Pe = Pp (4.141)

Para definir as condigdes fronteira para as componentes do tensor das tensoes, €

preferfvel trabalhar com o vector tensao, T, cujas componentes cartesianas sao
3
T, = ZTij'n,j (4.142)
j=1

A regra de reflexdo aplicada ao vector tensao, T = T,n+ T, t, estipula que

T,

T: _ ‘: (4.143)
Usando interpolagao linear para a fronteira obtém-se

Ty =0

T, =T, (4.144)

sendo a componente normal de T expressa por

T.p= ZT,Pn = ZZ T ik PTUT (4.145)

j=1k=1

Assim, a condigio fronteira definida pela Eq. (4.144) pode ser traduzida por

3 3

j=1 k=1

ou,
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33
Ty = Topm _[ZZTjk,Pnknj]ni (4.147)

j=1 k=1

Usando a Eq. (4.142), obtém-se o resultado pretendido

3 33
D T = [Z > TP, ] n (4.148)
k=1

j=1 k=1

que representa um sistema de equagdes nas componentes do tensor das tensoes na

face f (note-se que os valores de T, séo conhecidos).

&P

Observando as equagoes de conservagio da quantidade de movimento conclui-se
nao ser necessdrio calcular as diversas componentes do tensor das tensoes. Da Eq.
(4.29) conclui-se que a contribuicdo da face f (situada no plano de simetria) para o

termo fonte da célula P é dada por
3 ; 3
(S“i—tensﬁo )f = Byt = Bi ) Tysm (4.149)
Jj=1 j=1

sendo o vector normal unitdrio calculado por n; = B;j /B, em que B; traduz a
drea escalar da face fronteira. A condigdo de simetria para as tensdes é entao

implementada na forma

(Sui—tensﬁo)f = Tn,PBfni (4,150)

(iv) Paredes

Para uma parede impermedvel que se desloca a uma velocidade u,,, a condicao de

w?

nao deslizamento impoe que
Ui = Uy (4.151)

A utilizacao de uma malha colocada conduz a necessidade de se especificarem as
condicoes fronteira para a pressao nas paredes (vide Eq. (4.28) aplicada a uma
célula adjacente a uma parede). A utilizagdo de extrapolagao linear, com base nos
valores das duas células vizinhas da parede (segundo a sua direcgio normal), é
usada com alguma frequéncia em CFD com fluidos newtonianos (Ferziger e Peric,
1996). Contudo, Oliveira (2001) demonstrou que para certos modelos
viscoeldsticos, nomeadamente os que originam valores elevados de tensoes normais
perpendiculares as paredes, a utilizagdo de extrapolag¢do linear da pressio conduz 2

perfis oscilatérios na vizinhanca da parede, resultando em fortes instabilidades do
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algoritmo de cdlculo. Oliveira (2001) propds uma. formulagdo mais robusta, em que

a pressio na parede é calculada por (ver Figura 4.20)

apl, p
p=(2pp—p_)+ 5 (4.152)
f

sendo o termo entre paréntesis o valor da pressdo na parede obtido por simples

extrapolacdo linear, e u_, a componente da velocidade normal & parede.

V77724
T,

S
-
oo —

Figura 4.20: Ilustragdo de uma célula adjacente a uma parede.

O termo relativo ao gradiente de pressao na célula vizinha da parede, necessdrio

para avaliar o termo fonte descrito pela Eq. (4.28), é calculado por

u
[Ap]",P = [Ap]ﬂ,P (ext. linear) + —PEEE (4153)
f

Dado o cardcter hiperbdlico das equagbes constitutivas viscoeldsticas, nao é
necessério impor condigoes fronteira nas paredes para as componentes do tensor
das tensdes, as quais devem ser calculadas como parte do problema numérico. No

entanto, e para reduzir o tempo computacional, poderao ser impostas condigoes

fronteira adequadas nas paredes.

A Eq. (4.29) sugere que a contribuigdo, segundo o eixo cartesiano ¢, do termo

do divergente da tensao na parede é dado por

3 3
_ £ _ _
Sy —tensio extraf ZlejTij,f = Z;Bfn’jTi};,f =BT, (4.154)
= .

u'.— =
em que 11 representa o vector tensdo, composto por uma componente tangencial

(T, ) e uma componente normal (T".-) A parede,

T, =T, +T, (4.155)
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como se ilustra na Figura 4.20. O escoamento adjacente a uma parede é
essencialmente viscosimétrico, pelo que a componente tangencial do vector tensao

sera

ou
T = n()— 4.156
& () on ( )

em que n representa a direccio normal a parede e 7(§) traduz a viscosidade
viscosimétrica (que poderd ser fungio da taxa de deformagao local, dependendo do
modelo viscoeldstico escolhido). Para a célula adjacente a parede, a Eq. (4.156)
traduz-se por (vide Figura 4.20)

N T e
(), = (i) == (4.157)

em que & representa a distdncia da parede ao ponto P’ (segundo a direcgéo
perpendicular & parede) e u,; =u;; traduz a componente i da velocidade da
parede (para uma parede estdtica serd u, ¢ = u;¢ = 0). Desprezando uma eventual
ndo ortogonalidade da célula adjacente a parede, o ponto P’ coincidird com o
ponto P, pelo que poderd considerar-se legitima a aproximagao Uy pr = Uy

A componente tangencial da velocidade no centro da célula P é calculada por
3
uthP = ul)P - un,‘,P = ul,P - Z’U'],Pn] n; (4.158)
j=1

e a funcio da viscosidade viscosimétrica, 7(§), deverd ser avaliada a Ve =
(U — U, p) /6;. Para os modelos reolégicos usados nesta tese é possivel obter
expressoes analiticas para n(y) (vide Tabela 3.1).

Considere-se a equacao de conservacao da quantidade de movimento na sua

forma discreta, Eq. (4.31), reescrita para uma célula P adjacente a uma parede
apt;p = G(u;) + ap (ui,F - ui,P) — ay (U,-,F - U,-,p) + BT ¢ (4.159)

em que o operador G(u;)= ZaFu,-’F +S';Li engloba todos os termos que nao estao
relacionados com a face fronteirica f, e B;T;; traduz a forca exercida sobre essa
face. Devido A auséncia de fluxos convectivos através da parede, o coeficiente ap
no termo sublinhado da Eq. (4.159) simplifica-se em a, = D, = (», —i—np,f)Bf /&
(vide Eqgs. (4.32) a (4.34)), traduzindo uma condutancia difusiva que serd avaliada
de forma implicita. Assim sendo, esse termo deverd ser colocado no membro

esquerdo da Eq. (4.159), obtendo-se
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(ap + De)u;p = G(w;) + Dyuyp + BiTi (4.160)

em que o termo sublinhado traduz a contribuigao da parede para o termo fonte,
Su'_,f . Usando a Eq. (4.157), conclui-se que
Sue = D tip + BT,s = D; [ui,P + 7 (“e.f - U:,-,P)] =

(4.161)
Dy [ui,f + (1 —7) (ui,P - ”i,f) + niﬁfun,P]

em que a razio de viscosidades, 7 = 0(7,)/(n, +npf), representa o grau de

reofluidificacio do fluido para os modelos PTT e Giesekus, e toma o valor unitdrio
para os modelos newtoniano, newtoniano generalizado, UCM, Oldroyd-B e White-
Metzner (vide Tabela 4.1).

Para certos modelos viscoeldsticos, tais como o modelo de Giesekus e de PTT
(com £ =0), além da forca tangencial que o fluido exerce sobre a parede, existird
também uma forca normal. A componente perpendicular & parede do vector tensao

pode ser escrita na forma (Oliveira, 2001)
T, = —g(3)An,7* (4.162)

em que a fungdo g(}) é especifica do modelo reolégico usado, sendo proporcional
a0 coeficiente da segunda diferenca de tensdes normais: a(7) = =Ty () / M, -
Efectuando uma manipulagado algébrica semelhante & descrita acima, obtém-se uma
expressdo mais genérica que a Eq. (4.161), vélida para todos os modelos reolégicos
considerados nesta tese,

e = Dt + [+ %)= (4.163)
Dylu, ¢ + - ﬁf)(“i,p - ui,f) +n (ﬁfun,P + g(’?f))‘(sf’?t? )]

Quando a parede se encontra na direcgio positiva de (;, tal como ilustrado na
Figura 4.20, deverd considerar-se o sinal negativo no termo da Eq. (4.163) que &
precedido pelo sfmbolo =+ . Na situacdo contrdria, em que a parede se encontra na
direcgdo negativa de (g, devers considerar-se o sinal positivo.

Para os modelos de fluido newtoniano, newtoniano generalizado, UCM,
Oldroyd-B e White-Metzner a razio de viscosidades é 7 =1 e a funcdo g(7) €
nula. Para o modelo de Giesekus serd 77 = () /(m, +n,) e g(7) = =0, (7)/ My,
em que a viscosidades viscosimétrica e o coeficiente da segunda diferenca de

tensdes normais sao calculados pelas expressoes apresentadas na Tabela 3.1.
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Relativamente ao modelo PTT, as expressoes de n(7) e ¥,(7) necessirias a Eq.
(4.163) serdo deduzidas no préximo capitulo, onde se analisa teoricamente o
escoamento de Couette e de Poiseuille para um fluido descrito por este modelo

reolégico.

4.9 Resumo

Neste capitulo descreveu-se o algoritmo de célculo, baseado no método dos volumes
finitos, usado na simulagio numérica das equagdes de balango e constitutivas. A
discretizacdo do termo convectivo das equagdes de transporte foi analisado em
maior detalhe, tendo-se descrito a estratégia usada na implementagao de meétodos

de alta resolucdo segundo a metodologia NVSF. .



“Do not worry about your difficulties in Mathematics.
I can assure you miné are still greater.”

Albert Einstein (1879-1955)

Capitulo 5

Solucdo analitica para o escoamento
de um fluido PTT num canal e num
tubo’

Neste capftulo apresentam-se as solugbes analfticas referentes ao escoamento de
Couette e de Poiseuille, em estado estaciondrio, para um fluido viscoeldstico descrito
pelo modelo PTT completo, na sua verséo com uma fungdo linear das tensdes. As
ezpressdes aqui deduzidas sdo novas, e incluem a variagdo, segundo a direcgdo
perpendicular ao escoamento, das componentes do tensor das tensoes, da pressdo, da
viscosidade e da velocidade azial. Para o escoamento simples de Couette,
apresentam-se as expressées das fungdes materiais deste modelo reoldgico. Também
se demonstra que, neste escoamento simples, as condi¢ées que ddo origem a um
mdzimo na curva da tensdo de corte em fungdo da texa de deformagdo, estdo
relacionadas com as condigdes criticas para a ocorréncia de um escoamento de

Poiseuille instdvel.

5.1 Introducao

Phan-Thien e Tanner (1977) desenvolveram uma equagao constitutiva, baseada em
modelos moleculares, com boa capacidade de previsao do comportamento reolégico
de polimeros fundidos, mas que também pode ser aplicada a solucoes poliméricas
concentradas ou semi-diluidas. Este modelo, apresentado na Secgdo 3.4.4, ficou

conhecido pelas iniciais dos seus autores, PTT, sendo usado com frequéncia em

§ Este capitulo é baseado no artigo “Alves, Pinho e Oliveira (2001c). Study of steady pipe and
channel flows of a single-mode Phan-Thien-Tanner fluid. J. Non-Newtonian Fluid Mech. 101: 55-

76",
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estudos numeéricos do escoamento de fluidos viscoeldsticos em geometrias
complexas.

Em condigdes isotérmicas, o modelo PTT é descrito pela Eq. (3.47), aqui
transcrita,

T=1,+7T,
T, = n, (Vu + VuT)
Y . . .
Y(trT,)7T, +>\'cp+§)\{y. T,+T, ¥ =77
Neste capitulo ird considerar-se o caso particular da Eq. (3.47) em que a

contribuicdo do solvente para a tensdo total é nula, T, =0, uma situagdo natural

quando se considera o escoamento de um polfmero fundido. Nessas condicdes, o

modelo PTT resulta na expressio
v . . .
Y(tr’c)’t+)\’c+-§)\{y-’c+’c-'y}=ny (5.1)

tendo-se optado por eliminar o indice p na viscosidade do polimero, por uma
questio de simplicidade. O qualitativo “PTT completo”, aqui usado, refere-se ao
facto do coeficiente £ néo ser nulo.

Tal como se referiu na Secgiio 3.4.4, existem duas formulagdes para a fungdo

Y(trT). Neste capitulo irs considerar-se apenas a versdo linearizada do coeficiente
da tensao,

Y(teT) = 142 41 (5.2)
n

O estudo do escoamento de fluidos viscoeldsticos em tubagens e em canais é
relevante para vérias dreas do conhecimento, como por exemplo na indistria de

processamento de polimeros (Tadmor e Gogos, 1979). A obtencdo de solugdes

analfticas é extremamente util em diversas situagdes, tais como:

(9) Utilizagio como condigdes fronteira em simulacbes numeéricas (como se
descreve na Secgfio 4.8), ou como método de afericio da precisdo dos
resultados dessas simulagdes;

(#) Validagio de resultados experimentais, calibragio de instrumentos de
medida e desenvolvimento de técnicas experimentais para determinacao de

propriedades fisicas dos fluidos (viscosfmetros, reémetros, etc.);
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(ii5) Verificagio de hipéteses assumidas no desenvolvimento da teoria do
escoamento de fluidos viscosos (e.g., hipétese de nao deslizamento numa

parede sélida).

Recentemente, Oliveira e Pinho (1999a) deduziram as expressoes analiticas para
o escoamento de Poiseuille, num tubo e num canal, para a versdo simplificada do
modelo PTT (&€ =0). Choi et al. (1988), Lim e Schowalter (1987) e Schleiniger e
Weinacht (1991) fizeram um estudo semelhante para o modelo de Giesekus. De
forma idéntica, Deiber e Santa Cruz (1984) estudaram analiticamente o
escoamento de um fluido de Oldroyd a 8 constantes, deduzindo o perfil de
velocidade num tubo. Kolkka et al. (1988) deduziram o perfil de velocidade tedrico
para. o escoamento desenvolvido num canal, para um fluido de Johnson-Segalman
(JS) com solvente newtoniano. Mais recentemente, Oliveira (2002) obteve a
soluciio analitica para o escoamento completamente desenvolvido de um fluido
reofluidificante descrito pelo modelo FENE-P.

Para equagdes constitutivas viscoeldsticas mais simples, como o modelo UCM
ou Oldroyd-B, o perfil de velocidades e o gradiente de pressdo axial em escoamento
desenvolvido num tubo ou num canal, sio idénticos aos de um fluido newtoniano
(vide Shah e London, 1978). Para fluidos newtonianos generalizados sugere-se a
consulta de Bird et al. (1987a) e de Skelland (1967), onde sao apresentadas
diversas solugdes analiticas para este tipo de fluidos ineldsticos.

Neste capftulo faz-se uma generalizagio, para o modelo PTT completo, do
trabalho teérico desenvolvido em Oliveira e Pinho (1999a). Apenas é considerada a
versio linear do coeficiente da tensao, uma vez que nao foi possivel obter uma
solucdo analftica para a forma exponencial do modelo PTT completo. Antes de se
deduzirem as solugbes analfticas para o escoamento completamente desenvolvido
num tubo e num canal, é conveniente comegar pela obtengdo das fungoes materiais

deste modelo, em escoamento reométrico de corte simples estaciondrio.

5.2 Funcoes materiais em escoamento de corte simples
estaciondrio

Considere-se um escoamento de corte simples, em que o fluido se encontra

confinado entre duas placas paralelas, uma das quais estd fixa e a outra em

movimento, com velocidade U, como se ilustra na Figﬁra 3.1. A componente axial
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da velocidade (tinica componente néo nula do vector velocidade) varia linearmentq

com a distdncia & placa estaciondria,

w(y) =y (5.3)
em que y=du/dy representa a taxa de deformacio. Para este escoamentq

simples, a equagio constitutiva (5.1) simplifica-se em

Y(trT) 7 = A2 — £)iry (5.4)
Y(tr T) 7y, =~ (5:5)
V(D =4\ iy ~ 7 69

sendo a fungio Y(trT) expressa pela Eq. (65.2), em que o traco do tensor das
tensGes ¢ definido por trT =7, + T,y - Como o escoamento é plano, as tensdes 7,,,
Tyz € T, S80 nulas, assim como as componentes v ¢ w da velocidade. Dividindo a

Eq. (5.5) pela Eq. (5.4), obtém-se a seguinte relacio entre tensdes normais,

Ty = '—255'% (57

A funcao Y(tr T) poderd assim ser expressa apenas em fung&o de 7, , na forma

22e(1—¢) -

Explicitando 7, na Eq. (5.4) e substituindo-a na Eq. (5.6), e usando a

Y(trT) =1+ (5.8)

Eq. (5.7), obtém-se a seguinte expresséo para a componente normal da tenséo,

Toe + 4TS + ay7,, + 05 =0 (5.9)
de coeficientes,
_n@2=¢
a = A= 6) (5.10)
-84 re-¢ |
Y (1—¢y T (1-¢)? (.11
G = -—M (5'12)

4\ (1-¢)

A solugéio real desta equagiio ctibica, pode ser obtida usando g férmula de Cardan-

Tartaglia (vide, Madureira, 1948), resultando em -
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. s [ & \/ﬂ g2 & g
Tu =3___+ _+_+3___ —_—t—— —— 5.13
(7) \/2 Y 2 Va4 271 3 513)
com
ﬁ_a_al_“z+?£13_ (5.15)
3773 T o7 '

A Eq. (5.13), apesar da aparente complexidade, traduz uma relagio explicita da
tensdo normal 7_ na taxa de deformagdo, 7, e nos parametros do modelo PTT.

A tenséo de corte, T,,, pode ser obtida a partir da Eq. (5.6), resultando em

N— AT, .

= ¥ (5.16)

1+[2eX(1-8)/n2=9)|7=
tendo-se optado por exprimi-la em fungdo da tensdo 7., a qual é calculada a
partir da Eq. (5.13).

As fungdes materiais para este modelo reolégico podem ser obtidas directamente

Ty (1)

das respectivas definigées,

. :1-£y_= n— ANT,, 5.17
(== 1+[2eA(1-€)/n(2-8)|7= 10
v (1) = Tu;Tw =235% o

Para £=0 recupera-se o modelo SPTT (PTT simplificado), o qual foi
analisado em detalhe por Oliveira e Pinho (1999a). A Eq. (5.19) mostra que o
modelo SPTT origina um valor nulo para o coeficiente da segunda diferenca de
tensdes normais (¥,(3)=0). O modelo SPTT apresenta um comportamento
reofluidificante, para valores moderados a elevados da taxa de deformagao, quer
para a viscosidade de corte, n(¥), quer para o primeiro coeficiente de tensoes
normais, ¥, (7). Este comportamento pode ser observado nas linhas continuas sem
simbolos representadas, em escala log-log, na Figura 5.1: para a tensao de corte,

quando a taxa de deformagao é baixa (X} < 1) observa-se um declive unitério, o

qual decresce com o aumento de 4 ; de forma semelhante, observa-se um declive de

2, nas curvas de 7, a baixos valores de 7, o qual decresce com o aumento de «v

(reofluidificagdo em 7,).
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Figura 5.1: Variagéio da tenséio de corte 7,, (a) e da tensdo normal 7 (b) com a taxa
velocidade de deformagcdo, para o escoamento de Couette de um fluido PTT.
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Para a versao completa do modelo PTT (£ = 0), observa-se um'comportamento
nao mondétono na tensdo de corte, de forma semelhante ao observado para um
fluido de Johnson-Segalman por Espafiol et al. (1996) e por Georgiou e
Vlassopoulos (1998). Na Figura 5.1 verifica-se que as curvas da tensdo de corte sdao
fortemente influenciadas pelo pardmetro £. Acima de um valor critico da taxa de
deformacdo (1, ), definido pelo ponto em que a curva da tensdo de corte atinge o
méximo, a reofluidificacdo do fluido é de tal forma forte que d[logn(¥)]/d(log+)
torna-se inferior a —1. O valor da taxa de deformagdo critica depende de £ e ¢,

tendo sido deduzida a seguinte relagao

_e(l-8+£(2-9
[c@-of"

que mostra como o valor critico 4, diminui 4 medida que { aumenta e € diminui.

(5.20)

[

Os pontos criticos nas curvas da tensdo de corte estdo identificados na Figura
5.1 (a) pelas linhas verticais, representadas a trago interrompido. Os valores
méximos da tensio de corte sio independentes de &, como se ilustra na Figura
5.1 (a). Os correspondentes valores méximos de 7, para a taxa de deformagao

critica, podem ser calculados por
[Tm] __ 1
N/ e 24E@2—8)

A Eq. (5.20) traduz um resultado importante, relativo & estabilidade de

(5.21)

escoamentos de corte do fluido PTT. Esse resultado serd deduzido de uma forma

simples na préxima secgdo, onde se analisa teoricamente o escoamento

desenvolvido em tubos e entre duas placas paralelas (canal).

53 Escoamento desenvolvido em tubos e entre duas placas

paralelas

Nesta seccio analisam-se simultaneamente oS escoamentos completamente

desenvolvidos num tubo e num canal (formado pela justaposicao de duas placas

paralelas). Por conveniéncia introduz-se uma notagdo compacta idéntica a usada

em Oliveira e Pinho (1999a): o indice j toma 0s valores 0 (placas paralelas) ou 1

(tubo) e o pardmetro k os valores 3/2 (placas paralelas) ou 2 (tubo).

Considere-se o escoamento entre duas placas paralelas (tubo) com um

espacamento (diﬁmetro) 2H , em que a coordenada transversal e a respectiva
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componente da velocidade sao y e v. O sistema de coordenadas escolhido estd
centrado (y =0) no plano de simetria (eixo central), como se ilustra na Figura
5.2. Nas paredes (y = +H ) verifica-se a condi¢gdo de nao deslizamento, traduzida
matematicamente por v =v = 0. Para escoamentos completamente desenvolvidos
verifica-se que o gradiente de pressio (9p/0z) é constante, e os perfis da
componente axial da velocidade e das componentes nao nulas do tensor das tensdes
dependem apenas do eixo de coordenadas transversal, y. Aplicando a equacdo da
continuidade, obtém-se um perfil nulo para a componente transversal da

velocidade: v = 0.

(a) . (b)

Figura 5.2: Ilustracao do escoamento completamente desenvolvido entre duas placas
paralelas (a) e num tubo (b). Identificagdo de algumas varidveis relevantes.

A aplicacio da equacio de comservacdo da quantidade de movimento (3.2)

segundo a direcgao z resulta em
7., = (9p/0z)-L (5.22)
Ty 2]

concluindo-se assim que a tensao de corte varia linearmente com ¥,
independentemente do modelo reolégico considerado.

A equagdo constitutiva (5.1) para um escoamento de Poiseuille reduz-se ao
mesmo conjunto de expressdes obtidas para o escoamento de Couette, Eqs. (5.4)-
(5.6). Contudo, nesta situagdo é conveniente substituir < pelo gradiente de
velocidade, du/dy, uma vez que agora ji nao assume um valor constante, e a
componente axial da velocidade é uma das varidveis de interesse. As Egs. (5.4)-

(5.6) tomam a forma

Y(trT) 7 = M2 — &)1y j—z (5.23)

du
Y(tr ’C) Ty = =X d_y Tay (5.24)
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du &) du A du:
Y(trT) 1. = —+,\(1——] cu_26  du 5.2
(trT) 7, "3, S vy T = (5.25)

sendo a fungdo Y(trT) novamente definida pela Eq. (5.8). Fazendo uso da Eq.

(5.7), & possivel reescrever a Eq. (5.25) na forma

du du
YtrT)7, =n——— A\ — 5.26
(trT) 7 L €T " (5.26)

que, ap6s divisdo pela Eq. (5.23), conduz a seguinte expressao
Nl =T + A2 =€) T, =0 (5.27)

Esta equagdo quadrdtica possui duas rafzes reais distintas,

2
1i\/ _ANER-9Ty,

"/

o = 3Y: (5.28)

T 2

n

sendo apenas uma delas fisicamente aceitdvel. A equacio de conservagio da
quantidade de movimento segundo z, Eq. (5.22), mostra que no plano (eixo) de
simetria (y = 0) a tensdo de corte ¢ nula. Da Eq. (5.23) conclui-se que para y =0
a tensdo normal 7_ também é nula, pelo que a solugao da Eq. (5.27) com

significado fisico é a referente ao sinal negativo em (5.28),

(5.29)

Por uma questao de simplicidade, e para tornar as equacgOes mais compactas, é

conveniente definir o seguinte pardmetro adimensional,
—2'Ix(0p/0z)H
Ge/02)2 -9 (5.30)

que mede a elasticidade do escoamento, tendo o significado de um mimero de

Débora modificado, baseado numa velocidade caracteristica obtida a partir do

I

a

gradiente de pressoes (ver Eq. (5.41), mais adiante).
Usando as Egs. (5.22) e (5.30) é possivel reescrever a Eq. (5.29) numa forma mais

compacta,

. (5.31)

m:'éj\z

1—4/1— (ay')2

em que y' =y/H representa a coordenada transversal na forma adimensional. O

gradiente de pressoes, (Bp/ax), é negativo para escoamento desenvolvido. Como
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0<¢<2 conclui-se que o parametro adimensional a, definido na Eq. (5.30),
representa um valor real positivo. Para além da importancia do resultado em si, a
Eq. (5.31) ilustra que lay', <1 por forma & expressio da tensio normal Tee
conduzir a um valor real. Este ponto é muito importante, e serd analisado em
detalhe na Secgdo 5.4. Para ji basta admitir que a <1, por forma a garantir uma
solugao fisicamente aceitdvel para 7,, (caso contrério, T, Seria imagindrio).

As Egs. (5.31), (5.22) e (5.7) traduzem as expressdes analiticas pretendidas para
as componentes nao nulas do tensor das tensdes. Uma forma, alternativa, e
conveniente, de representar estas expressdes consiste em normalizé-las usando, por
exemplo, a tensdo de corte na parede para o fluido newtoniano (ou UCM),
Ty = 2knU / H . Assim, as componentes nao nulas do tensor das tensdes podem ser

expressas na forma adimensional,

 Tm [1_ 1_(03],)2] 2
® " O%knU/H  4ktDe (5:32)
- [1 — 41— (ay')z]
=W (5.33)
W oknU / H 4k(2—€) De
i ay (5.34)

o = 4kDe\JE(2 - ¢)

sendo o nimero de Débora definido na forma habitual, De = \U /H.

Substituindo as Eqgs. (5.31), (5.22) e (5.7) na Eq. (5.23) obtém-se, apés alguma
manipulacao algébrica, uma expressio para a variacao transversal da taxa de
deformagao. Essa expressao pode ser integrada, obtendo-se o perfil transversal de
u. No entanto, para simplificar as equacdes, é conveniente definir um novo

pardmetro adimensional X, que combina os pardmetros ¢ e ¢ na forma,

X ——

T e(l-¢)

podendo-se traduzir o perfil transversal de ¥ por,

o _du _ 2"y [1+_
T dy T Ne@—g)op/on)H | " %

— - : - . (5.36)
X

2] 1 1~ (‘13/,)2 a2y’
Y Yy

ou, em termos de varidveis adimensionais por,
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P(y)=—2—=— 1 [1 2]1 1—(ay')’ | a2y

U/H  2kDeJe@-6)| x|y o Ty (5.37)

A variagao da viscosidade segundo a direc¢do transversal obtém-se directamente

da definicgo, e fazendo uso das Egs. (5.22) e (5.36),

()= T o 0) a’y’
1/3/’-[ 1—(ay’)2]/y'

7 " 2[(1 +2/%)
O perfil de velocidades obtém-se por integracio da Eq. (5.36), resultando em

(5.38)
—(a®'/ x)

271y
f”y‘Hf'y V= e s)(ap/aw)><

. (5.39)
[1+3] lnl—h/l (a@/) + /———_a 3 [ ay 8p/6a:H [l—y'2]

X 14+~1—

Esta expressdao traduz a solucdo analitica para o escoamento de um fluido PTT
num canal ou num tubo, para um determinado gradiente de pressdo aplicado.
Trata-se de um resultado inédito, que é apresentado de forma explicita e
totalmente analitica, com a velocidade a depender do gradiente de pressao
aplicado. Contudo, em aplicagbes préticas é frequente conhecer-se o caudal de
escoamento ou, de forma equivalente, a correspondente velocidade média, U, sendo

o gradiente de pressdo desconhecido. Assim, é conveniente normalizar a Eq. (5.39)

na forma,
uly') __4kUy |, ] L+y1—(av) +1—a? =1 (ay) | -
v 2l X 1+i-a (5.40)

%gi[l_y”]

O parametro Uy, usado na equagao anterior, define-se por

(0p/8z) H (5.41)
Uy =gty '

a o escoamento de um fluido
e representa a velocidade média que seria obtida par

newtoniano de viscosidade 7, sujeito ao mesmo gradiente de pressao, (6p / 8:1:)

Uma vez que o fluido PTT exibe um comportamento reofluidificante, facilmente se

conclui que 0 < Uy /U L1.
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O récio Uy/ U pode ser interpretado como um gradiente de pressao adimensional
e, no caso de U ser conhecido, constitui uma incégnita do problema. O seu valor
pode ser obtido por integragdo do perfil transversal de velocidade, usando a
defini¢cao de velocidade média,

1
U:Hj+l

[Molyiu(y)ay (5.42)

A integragdo do perfil de velocidades conduz a diferentes expressdes para o
escoamento entre duas placas paralelas e num tubo. Assim, para o escoamento
completamente desenvolvido entre duas placas paralelas (j=0; k=3/2),
obtém-se

O] -8
U Ca?

2
1+=
X

[1_1+iarctg[‘/1_“2]—‘/1_“2]—% (5.43)

da 2a a 2

Para o escoamento desenvolvido num tubo, a integragao da Eq. (5.42) conduz a

-1 _ . 2
(o) _inHl_g 1_a2_21_12_a}-% (5.44

U T gl X 3 a

Deve salientar-se que as Eqgs. (5.43) e (5.44) ndo traduzem relacdes explicitas
em Uy/U, uma vez que o parimetro adimensional ¢ também é funcio de U,/U.
Partindo das definigdes de a e Uy, Egs. (5.30) e (5.41), demonstra-se facilmente

que Uy/Ue a estdo relacionados pela expressdo

a= 4k-[?]—NDe«/€(1 INE (5.45)

Esta relagdo sugere que sejam usados dois novos pardmetros adimensionais,
nomeadamente o nimero de Débora modificado, De = Dem , € 0
pardmetro x, definido pela Eq. (5.35). Estes pardmetros nao sio adequados no
caso limite do modelo Johnson-Segalman (e =0), para o qual é preferivel
trabalhar directamente com De e &.
As Egs. (5.43) e (5.44) traduzem funcbes ndo lineares nos pardmetros
adimensionais do modelo, podendo-se escrever na forma compacta
%V- = f(De’, x)- (5.46)
A solucdo desta equagdo nao linear, ou das correspondentes Egs. (5.43) e (5.44),
tem de ser obtida usando métodos numeéricos, como por exemplo o método da

bisseccao, o método de Newton-Raphson, ou outros (Pina, 1995). Apés se ter
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calculado Uy/U para os parimetros pretendidos, o célculo do perfil de velocidades
é imediato, bastando para tal usar a Eq. (5.40).

No cédlculo de problemas de engenharia, envolvendo escoamentos de fluidos
poliméricos em condutas, é frequente o interesse no cdlculo da queda de pressao no
tubo, por exemplo para efectuar o dimensionamento de bombas. Para tal é
vantajoso conhecer-se uma expressdo para fRe, em que f representa o factor de

friccdo de Fanning e Re o nimero de Reynolds, aqui definidos na forma

_277(0p/02)H

= 5.47
J
Re=2PUH (5.48)
n

Usando estas definicdes, e apés alguma manipulagdo algébrica, obtém-se o
resultado pretendido
Uy

Re = 2712
fRe .

(5.49)

Esta expressdo mostra que a variagdo de fRe com De, € e £ é proporcional a
correspondente variagio do pardmetro Uy/U. Assim, nao é necessdrio estudar o

comportamento de fRe em separado, bastando analisar a dependéncia de Uy/U

com os pardametros do modelo.

5.4 Instabilidade constitutiva

A obtengéo de uma solugéo fisicamente aceitdvel para o perfil de tensbes normais

T, Eq. (5.31), estd sujeita a condigao Iay'l < 1, como se referiu na secgio anterior.
Como |y'| <1 conclui-se que
oy <1=e<1 (5.50)

< : 3 = as condicoOes criticas em que
Como se verd adiante, a relagao a = 1 corresponde as ¢ ¢ q

: SF ituti i ixi variagao da
surge uma instabilidade constitutiva, surgindo um maximo local na iag

tensio de corte com a taxa de deformagao para um escoamento de Couette simples
(ver Seccio 5.2), de forma semelhante & descrita para o modelo JS por Espanol et

al. (1996) e por Georgiou e Vlassopoulos (1998).
o da taxa de deformagdo ocorre junto & parede da conduta, i.e.,

E|f}'y=H|, e usando a Eq. (5.36)

O valor maxim

para y = H. Denotando esse valor por Yrmax

obtém-se a expressao
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[1+2](1_J1_-?)_i

X X

_ 2
A%¢(2-¢)(0p/0z)H

(5.51)

Vmax =

O sinal negativo foi adicionado & equacgdo anterior por forma a obter-se um valor
positivo de ., na parede. Impondo a condicao de estabilidade critica & equagao
anterior, a =1 (vide Eq. (5.50)), e usando a definicdo do parametro adimensional

a, Eq. (5.30), obtém-se
_1_[1 1
MWER-O1  x

que traduz o valor mdximo da velocidade de deformacio (junto & parede da

’7ma.x,c -

(5.52)

conduta) nas condigdes criticas, a =1. A Eq. (5.52) pode ser escrita na forma
alternativa, )

: e(l-§+£(2-¢)
A ma.xc:
“Vmax, [5(2“5)3/2]

(5.53)

que é igual & Eq. (5.20) para \y,, apresentada na Seccdo 5.2 e ilustrada na Figura
5.1(a). Desta forma, conclui-se que o valor critico da taxa de deformacdo (4,)
para o qual ocorre o méximo na curva T US. 7, num escoamento de corte simples
(Figura 5.1-a), é o mesmo valor méximo admissivel para a velocidade de
deformagdo (Y,pu,) no caso do escoamento numa conduta. Acima deste valor
mdximo de taxa de deformagéo, as equacdes de balanco para o escoamento numa
conduta nao conduzem a uma solugdo real. Assim, a instabilidade constitutiva
verificada para o modelo PTT, que se deve a uma variagao ndo monétona da
tensao de corte num escoamento de corte simples, estd relacionada com ©
aparecimento de uma solugao imagindria para o caso mais complexo do escoamento
de Poiseuille entre duas placas paralelas ou num tubo. Como a instabilidade
constitutiva estd relacionada com o aparecimento de um méximo na curva da
tensao de corte, verifica-se que para valores nio nulos de ¢ essa instabilidade
ocorrerd sempre para um determinado valor de AY,, como se mostra na Figura
5.1 (a). Para se ilustrar inequivocamente este resultado, apresenta-se na Figura 5.3
a dependéncia de Ay, com os pardmetros materiais € e £ do modelo PTT.
Verifica-se que o aumento do parimetro ¢ tende a alargar a gama em que 2
solugio calculada pelo modelo PTT ¢é estdvel (i.e., Ay, maiores). Em
contrapartida, o aumento do pardmetro £ conduz a uma diminuicio de Y.

verificando-se ainda que para qualquer valor de £ ndo nulo existe sempre um
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limite mdximo de Ay a partir do qual deixa de existir uma solugéo estdvel. Para o
modelo SPTT (£ =0) a Eq. (5.20) conduz a A\j, — o0, o que indica que a solugio
é estdvel para qualquer valor de 7, de acordo com o descrito em Oliveira e Pinho
(1999a).

Embora o pardmetro £ tenha um efeito estabilizador, uma vez que implica um
aumentando do valor de Aj,, verifica-se ndo ter qualquer influéncia no valor

critico do gradiente de pressdo, que pode ser calculado pela expressio
(-op/ 6:1:)c H 9i-1
n/X VE@2-¢)

obtida a partir das Egs. (5.51) e (5.53) para as condigdes criticas (a = 1).

(5.54)

1000 =
i e=0 (JS fluid)
S e = 0.001
N -—-—— £=0.01

100 £
E AN N e=0.1
. N AN .
)"Yc i A

—
o
1

1 1 |||||11=

0.001 0.01 ¢ 0.1 1

Figura 5.3: Variacao da taxa de deformacdo critica com os paridmetros materiais do
modelo PTT.

A condigio de estabilidade critica pode ser apresentada numa forma
alternativa, envolvendo quantidades globais médias’ e nimeros adimensionais.
Nesta forma é possivel obter expressdes que ilustram melhor, do ponto de vista

isi i i ili constitutiva para o escoamento entre placas
fisico, o aparecimento da instabilidade P

paralelas e tubos. A Eq. (5.46) indica que a queda de pressio adimensional, Uy/ U,

depende de dois pardmetros adimensionais, De e x. Na condigdo limite de

estabilidade critica, a relacio adicional a = 1 implica que apenas existird um grupo



150 Capitulo 5

adimensional independente, De  ou X - Manipulando algebricamente as Eqs. (5.43)
e (5.45), e usando a condigdo de estabilidade critica, a =1, é possivel obter a

seguinte relagao para o escoamento entre duas placas paralelas,

&) (sl o3

em que De, e (Uy /U )c denotam valores criticos de De’ e Uy/ U, que separam as

= 6De, (5.55)

regioes com solugoes admissiveis e com solugoes imagindrias das equacdes de
balanco e constitutivas. Representando a Eq. (5.55) num gréfico de Uy/U vs. De’
obtém-se a linha espessa, representada na Figura 5.4. Esta figura pode ser
interpretada como um mapa de estabilidade, ji que a regiao abaixo da linha grossae
nao é fisicamente admissivel (regido instdvel), pelo que as solugdes terdo
necessariamente que estar localizadas acima desta linha critica, obtida a partir da
Eq. (5.55). Na Figura 5.4 ilustra-se a influéncia dos pardmetros materiais € e £ no
valor de Uy/U: aumentando o valor de & reduz-se o récio Uy/U e restringe-se a
gama de solugoes admissiveis; em contrapartida, o aumento do parametro ¢ tende

a estabilizar o escoamento.

1.0 T
0.8 1
06 1
Uy -
U :
0.4 T Curva de estabilidade
021 Regiao instavel
0.0 i L [ ] L = 1 1 1 1 : 1 1 1 1 : 1 1 1 1 : 1 L 1 i
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

De” = De,Je(1—¢)

Figura 5.4: Mapa de estabilidade do modelo PTT e dependéncia de U, /U com De’ e X
para o escoamento de Poiseuille entre duas placas paralelas.
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No limite, quando De’ tende para zero (elasticidade desprezavel), a razdo de
velocidades critica (ou queda de pressio) tende para (Uy/U) —
1/ 6(1—7r/ 4) ~ 0.7766. No outro extremo, quando De — oo, verifica-se da Eq.
(5.55) que (Uy /U )c — 0. Também é conveniente analisar o limite € — 0, em que
o modelo PTT degenera no modelo JS (x — co0), permitindo assim efectuar
comparagbes directas com os resultados apresentados por Kolkka et al. (1988).

, . .. * -
Para tal é conveniente exprimir De, em fungao de x, na forma

1—— +——[5—§7r] (5.56)

CJ—[ 3xU 2

e, como foi referido antes, para esta condigao limite & mais conveniente usar o

nimero de Débora definido na sua forma usual, De. Nesse sentido, a definigao

(5.35) para x ¢é introduzida na expressao anterior, resultando em
1

=7(5_—5)'[1‘§]+§1;[5‘§”]

Para o modelo JS (x — co) obtém-se, da equagdo anterior, De (IS) =
(1-7/4)/ \/§_(2T§)- que é igual ao resultado apresentado em Kolkka et al.
(1988). Nesse trabalho, o nimero de Weissenberg critico é apresentado na
respectiva Eq. (33), We, = (1— ln2)/\/1—rc_2, com ¢c=1—§, e em que o nimero
de Weissenberg, We = AU,/ H , estd definido em funcdo da velocidade maxima U,

(5.57)

no plano central (y = 0). Usando o perfil de velocidades obtido na Eq. (5.40), para
Y =0, a=1 e x— oo obtém-se U, /U= (1-1n2)/(1—=/4), o que permite
confirmar que o valor de De, aqui deduzido e o valor de We, apresentado em
Kolkka et al. (1988) sido compativeis.

Para o escoamento num tubo é também possivel deduzir, de forma idéntica a

descrita anteriormente para a Eq. (5.55), uma curva critica que separa a reglao

estdvel da zona instdvel,
i] 3[ U] _9 = 8D (5.58)
UN c UN

Esta funcio estd representada na Figura 5.5, juntamente com a dependéncia de

Uy/U com De e x. | ,
Para De — 0, a queda de pressdo critica tende para (Uy /U )c —3/4. Em

termos de x, o mimero de Débora critico pode ser traduzido por



152 Capttulo 5

. 1
De, = 14+ — (5.59)
2x

1
6/x
Para o modelo JS (g — 0 ou y — co) obtém-se De (JS)=1/6£(2—¢). Para o

outro extremo, em que se recupera o modelo de PTT simplificado (§ — 0), obtém-

se De, — oo, ou seja, o escoamento é sempre estdvel, como descrito em Oliveira e

Pinho (1999a).

Un
U
| Curva de estabilidade ‘E
0.2 + o
i Regiao instdvel
0.0 L B H T A e M S —
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

De’ = De\Je(1-¢)

Figura 5.5: Mapa de estabilidade do modelo PTT e dependéncia de U, /U com De’ e x
para o escoamento num tubo.

Na Figura 5.6 apresenta-se a variacdo de De, com Y, para o escoamento
desenvolvido entre placas paralelas e num tubo. Esta representacao ilustra
claramente que a gama de valores de De admissiveis para a obtencio de um
escoamento estdvel aumenta com o decréscimo do pardmetro Y, i.e., & medida que

o parAmetro £ aumenta e { diminui.

5.5 Discussao dos resultados para escoamento estiavel entre
placas paralelas e em tubos

As linhas a trago fino, representadas nas Figuras 5.4 e 5.5, traduzem a variacao de

Uy/ U com o nimero de Débora modificado, para diferentes valores do parametro
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y. O carscter reofluidificante do fluido PTT tende a diminuir a viscosidade junto
a parede, comparativamente com o fluido newtoniano. Consequentemente, para um
gradiente de pressdao idéntico o caudal do fluido PTT serd maior, ou seja, o
quociente Uy/U decresce com os pardmetros que promovem a reofluidificagao,

nomeadamente De e x.

10 ¢

N — Placas paralelas

- —— Tubo
-
De. [
0.1 £
0‘01 l 1 llllll: 1 L 1 IIlIlI 1 1 1 L1 1 1.1
0.1 1 10 100

Figura 5.6: Variagio do nimero de Débora critico modificado, De('J , com o pardmetro x.
Comparagio entre o escoamento de Poiseuille entre duas placas paralelas e num tubo.

A medida que Uy/U diminui, devido a efeitos de reofluidificagdo junto as
paredes do canal ou do tubo, observa-se na Figura 5.7 que os perfis de velocidade
tornam-se mais achatados junto ao plano (eixo) central. Os perfis normalizados das
componentes ndo nulas do tensor das tensbes sao apresentados nas Figuras 5.8 a
5.10. As Figuras 5.7 a 5.10 poderiam ter sido representadas numa forma mais
compacta, usando o nimero de Débora modificado em abcissa e a varidvel x como
parimetro, tal como foi feito nas Figuras 5.4 e 5.5. Contudo, optou-se por
apresentar as figuras nesta forma alternativa, para se analisar separadamente o
efeito dos pardmetros € e £ do modelo PTT.

A tensdo de corte varia linearmente com a coordenada transversal,
independentemente da equagdo constitutiva considerada, uma vez que essa relacao

é estabelecida pelo balango de quantidade de movimento, Eq. (5.22). Contudo, a
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magnitude de T, depende significativamente dos parametros do modelo, como se

ilustra na Figura 5.8.

LS e
1.0 +
u I
U i — — Newtoniano )
05 4 De=0.1 . ¢
 eecees- De =
i De =10
0.0 i 1 1 : 1 L L : L 1 1 : 1 1 1 = 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y/H
1.5 T
1.0 1
o W
U | )
—— \\
U - — — Newtoniano \\
" N\
------ De = e =0.01 £=0.001 N\
0.5 1 N\
| —--- De = e=0.01 £=0.01 Q
i De=1 =01 £¢£=0.01
I De=0.1 £ =0.01 £=0.001
0.0 ] ] ] : 1 1 1 : L 1 1 : 1 1 1 = 1 1 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

y/H

Figura 5.7: Perfis transversais da componente axial da velocidade para o escoamento
entre duas placas paralelas. (a) Influéncia do nimero de Débora (e =0.01, £ =0.001); (b)
efeito dos pardmetros € e §.
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1.0
: - — Newtoniano
0.8 7 De=0.1
- et De =
0.6 + —De =10 s
—Ta:y :
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Figura 5.8: Perfis transversais da tensdo de corte adimensional para o escoamento entre
duas placas paralelas. (a) Influéncia do niimero de Débora (e =0.01, ¢ =0.001); (b) efeito
dos pardmetros € e £.
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Figura 5.9: Perfis transversais da tensdo normal T, para o escoamento entre duas placas
paralelas. (a) Influéncia do nimero de Débora (e =001, ¢=0001); (b) efeito dos
pardmetros € e §.
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Figura 5.10: Perfis transversais da tensdo normal T, para o escoamento entre duas
placas paralelas. (a) Influéncia do nimero de Débora (ze, =0.01, £=0.001); (b) efeito dos
pardmetros € e §.
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De acordo com o descrito anteriormente, para um conjunto de pardmetros do
modelo PTT que originem um acréscimo do grau de reofluidificagao do fluido,
obtém-se um perfil de velocidades mais uniforme junto ao plano (eixo) central, e
um aumento da taxa de deformacdo junto a parede. Este aumento de 7 origina
uma diminuicdo da viscosidade do fluido na vizinhanga da parede com a
consequente diminuicdo da tensdo de corte na parede, originando uma diminui¢ao
do gradiente de pressdo na conduta, para uma determinada velocidade média, U
(vide Eq. (5.54)).

A tensio de corte adimensional na parede, T, , pode ser obtida da Eq. (5.34),

_ r_ 1\ = a _ _U_N
T, =|T, (v = 1) = 4kDeJe(2—€) U . (5.60)

pelo que a sua dependéncia com os pardmetros do modelo PTT é igual a
apresentada nas Figuras 5.4 e 5.5. Os parametros ¢, £ e X (este dltimo através de
De) contribuem para um aumento da reofluidificacdo do fluido, originando dessa

forma um decréscimo de szy|, como se pode verificar na Figura 5.8. Em

contrapartida, para as tensdes normais ja se observa um comportamento diferente.
Na Figura 5.9 observa-se que um aumento dos parametros € e ¢ conduz a um

decréscimo de T.., enquanto o aumentando da elasticidade do escoamento

2z
(aumentando A, ou o correspondente valor de De) aumenta o valor de T, .

A tensdo normal transversal, T, , é obtida pelo produto de T, por um factor
que é fungio de ¢ (vide Eq. (5.7)). Curiosamente, verifica-se que o efeito de &
nesse factor multiplicativo, £/(2—§), é mais importante que o efeito em T, e,
consequentemente, ITny aumenta com &, em contraste com o que acontece para
T... A influéncia dos pardmetros € e { nas vdrias componentes do tensor das
tensoes é tanto mais significativa quanto maijor o valor de De. Assim, para valores
de De baixos (e.g., De <0.1) verifica-se que os pardmetros € e £ tém uma
influéncia pouco significativa nos valores das tensodes, como se ilustra nas Figuras
5.8 a 5.10.

Para finalizar esta andlise é interessante observar os perfis transversais das
diversas varidveis, para uma situagdo préxima das condicoes criticas. Usando a
titulo exemplificativo os valores { =0.2 e e =0.1 (usuais em aplicagoes préticas),
obtém-se da Eq. (5.35) o valor x =4.5. Nestas condigoes, 0 valor critico para o
niimero de Débora modificado serd De, = 0.11121 (ou De, = 0.39318), de acordo

com a Eq. (5.56). Escolhendo um valor de De ligeiramente inferior as condicoes
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criticas (por exemplo, De = 0.393 = De =~ 0.11116), é possivel representar os
perfis transversais das diversas varidveis. Para estas condicdes ligeiramente
sub-criticas, observa-se na Figura 5.11 (a) que o perfil transversal de u apresenta
um comportamento perfeitamente normal, assim como a tensdo de corte T, . Em

contrapartida, a tensdo normal T, (e consequentemente T, , vide Eq. (5.7))

)
apresenta um gradiente transversal bastante elevado na vizinhanca da parede,
como se observa na Figura 5.11 (b): é esta singularidade do gradiente de T, junto
a parede (y/H =1) que induz um comportamento critico (ndo sustentsdvel) do

escoamento.

5.6 Resumo

Neste capitulo analisaram-se os escoamentos de Couette e de Poiseuille para um
fluido cujo comportamento reolégico € descrito pelo modelo PTT. Apresentaram-se
as respectivas solucGes analiticas e foram identificadas as zonas de estabilidade em
que é possivel obter uma solugao estdvel para o escoamento completamente
desenvolvido entre duas placas paralelas ou num tubo. Os resultados exactos aqui
apresentados sdo inéditos, e estao relacionados com a importante questdo da falta
de estabilidade (fisica e/ou numérica) inerente a alguns dos modelos constitutivos

mais utilizados em aplicacdes comuns (Grillet et al., 2002).
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Figura 5.11: Perfis transversais para o escoamento de Poiseuille entre duas placas
paralelas em condigdes quasi-criticas (De=0.393; ¢ =0.2; £=0.1): (a) Velocidade; (b)
tensoes.



“As far as the laws of mathematics refer to reality, they are not certain,
and as far as they are certain, they do not refer to reality”.

Albert Einstein (1879-1955)

Capitulo 6

Escoamento de um fluido UCM numa
contraccao plana 4:1°

Neste capttulo estuda-se o escoamento de referéncia de um fluido UCM numa
contracgdo plana 4:1, usando o método dos volumes finitos descrito no Captiulo 4. As
simulagdes efectuadas referem-se a condicdes de escoamento de Stokes, assumindo-se
um valor constante para o nimero de Reynolds, Re=0.01. Analisa-se a influéncia da
elasticidade do fluido no padrdo de escoamento resultante, variando-se o ndmero de
Débora. As simulacées apresentadas foram efectuadas em 4 malhas sucessivamente
refinadas, aplicando-se a extrapolacdo de Richardson para se obterem solugoes
numéricas com precisio elevada. Apresentam-se resultados com elevada precisio até
De=8, usando-se o esquema MINMOD na discretizagio do termo convectivo da
equagio constitutiva. Analisa-se o comportamento assimptético das componentes da
velocidade e do tensor das tensées, junto ao canto reentrante da contracgdo,

obtendo-se uma boa concorddncia com as previsoes tedricas de Hinch (1993).

6.1 Introducao

As equacdes constitutivas diferenciais usadas habitualmente para modelar o
comportamento reoldgico de fluidos viscoeldsticos ndo possuem qualquer termo
difusivo, o que torna a discretizagao do respectivo termo convectivo extremamente
importante. Os esquemas convencionais de segunda ou terceira ordem (e.g., CDS,
LUDS, QUICK) sdo problemdticos devido a ndo garantirem monotonicidade da

solugdo em condigdes fortemente convectivas. Assim, dado o cardcter hiperbdélico

S Este capitulo é baseado no artigo “Alves, Pinho e Oliveira (2000). Effect of a high-resolution
differencing scheme on finite-volume predictions of viscoelastic flows. J. Non-Newtonian Fluid

Mech. 93: 287-314".
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das equagbes constitutivas é aconselhdvel o uso de esquemas intrinsecamente
limitados (Oliveira e Pinho, 1999b). Esta é a principal motivacdo para o trabalho
apresentado neste capitulo, onde se analisam as vantagens em termos de
estabilidade e precisao que resultam da implementagdo do esquema de alta
resolugdo MINMOD na discretizacao do termo convectivo da equacio constitutiva.

Como se referiu na Seccgio 2.3, o escoamento de um fluido viscoeldstico numa,
contraccao plana 4:1 é actualmente um dos principais problemas de referéncia em
reologia computacional. No entanto, apesar deste escoamento ji ser estudado
numericamente hd mais de 25 anos, verifica-se a inexisténcia de solugdes de
referéncia que possam ser usadas com confianca. A este respeito, a Figura 2.4
ilustra claramente o estado da arte para o escoamento de um fluido Oldroyd-B:
nao é possivel ainda afirmar inequivocamente se um aumento da elasticidade do
escoamento se reflecte num decréscimo do comprimento e da intensidade da
recirculagao formada junto & contraccao.

De forma semelhante, para o escoamento de um fluido UCM numa contracgio
plana, o padrao de escoamento previsto em diversos estudos numéricos nio é
concordante. Por exemplo, em alguns estudos numéricos foi reportado o
aparecimento de um vértice de entrada em simultdneo com um vértice de canto,
enquanto que noutros estudos apenas se obtém um vértice de canto. Assim,
actualmente ainda persiste a divida sobre qual o padrdo correcto do escoamento

de um fluido UCM numa contraccio plana 4:1.

6.2 Geometria do escoamento e malhas computacionais

A geometria em estudo consiste numa contracgio plana 4:1, idéntica 3 descrita na
Secgdo 2.3.1. Apesar de ji ter sido apresentado na Figura 2.2 um esquema da
contraccao, apresenta-se na Figura 6.1 um novo esquema onde se ilustra a forma
como o dominio de cdlculo foi subdividido, além de serem incluidos os sistemas de
eixos utilizados e as varidveis relevantes para este escoamento.

Uma vez que o escoamento é simétrico relativamente ao plano central, nos
cdlculos apenas serd considerada metade da contracgdo, como se ilustra na Figura
6.1. Desta forma reduzem-se, aproximadamente para metade, os requisitos

computacionais em memodria e em tempo de CPU.
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Plano central

Figura 6.1: Representagdo esquemdtica da contracgdo plana 4:1. Note-se que apenas estd
representado metade do dominio devido & simetria existente relativamente ao plano
central.

As malhas computacionais usadas nas simulagbes sio ortogonais e nao
uniformes, com uma maior concentracio de células na vizinhanga do canto
reentrante e ao longo da parede da conduta a jusante do plano de contracgao,
como se pode observar na Figura 6.2. Como se demonstra em Oliveira e Pinho
(1999b), a utilizagio de um dominio computacional compreendido entre
r=-20H, e =>50H, é adequado & simulagdo do escoamento, a baixo Re, de
um fluido UCM numa. contracgdo plana 4:1.

Para o escoamento de um fluido UCM numa contracgdo plana 4:1 é possivel
definir dois grupos adimensionais independentes. Tal como em estudos anteriores,
escolheram-se os nimeros de Débora e de Reynolds, aqui definidos em termos de

varidveis a jusante,

_ pU,H,

Re (6.1)
n

De=202 (6.2)
H,

tendo-se fixado o valor de Re = 0.01 e analisado a influéncia. de De no padrao de
escoamento resultante.

As quatro malhas computacionais utilizadas nas simulacdes sdo constituidas por
cinco blocos (ilustrados na Figura 6.1), cujas caracteristicas geométricas sao

apresentadas na Tabela 6.1.
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Tabela 6.1- Caracterfsticas geométricas das malhas computacionais.
Malha 1 Malha 2 Malha 3 Malha 4
NXXNY Jfz fy  NXXNY fz fy NXXNY Jfp fy NXXNY [ By

Bloco 1 2410 0.8210 0.8475 47x20 09061 0.9206 94x40 0.9519 0.9595 1883x 80 0.9756 0.9795
Bloco II 24x13 0.8210 1.2091 47x25 0.9061 1.0996 94x50 0.9519 1.0486 188x 10 0.9756 1.0240
Bloco III 24x5 0.8210 07384 47x9 0.9061 0.8593 94 %17 0.9519 0.9270 188x34 0.9756 0.9628
Bloco IV 20x 10 1.2179 0.8475 4020 1,1036 0.9206 80x40 1.0505 0.9595 160x80 1.0249 0.9795
Bloco V. 7x10 1.3782 0.8475 13x20 1.1740 0.9206 25x40 1.0835 0.9595 50X 80 1.0409 0.9795
N. Células 942 3598 14258 57032

OTin= OYin=0.04 H,  0%pyy=0Yin=0.02 H, 2, =00n=0.01 H, %pjn=0Us=0.005 H,

A dimensao de células consecutivas, segundo uma determinada direcgao, varia
de acordo com uma progressao geométrica de razfo constante, definida por
[z = 6z, 1 /6z,, em que 6z; representa a dimensio segundo a direccao z da célula
i. De forma semelhante, para a direcgdo ¥y, define-se a razao da progressdo
geométrica por f, = 6yj " / 6yj. Para garantir uma transicdo suave nas dimensces
das células, e dessa forma evitar uma deterioragio na precisdo dos esquemas de
discretizagdo, as razdes f; e f, deverdo ser escolhidos criteriosamente tendendo
para valores unitdrios (maior uniformidade) nas malhas mais refinadas.

No processo de refinamento da malha o nimero de células em cada direcgéo é
duplicado, e as razdes da progressio geométrica tomam o valor da raiz quadrada
das razbes da progressdo geométrica da malha precedente. Este procedimento
permite efectuar um refinamento de malha consistente, obtendo-se uma malha
mais refinada com o quddruplo do nimero de células, e em que as respectivas
dimensces sfio metade das da malha precedente. Este procedimento permite
utilizar mais facilmente a extrapolagiio de Richardson (1910) no célculo da ordem
de convergéncia do método numérico, p, e estimar uma solugho mais precisa
usando os valores obtidos em vérias malhas com diferentes niveis de refinamento.
Caso sejam conhecidas trés solugdes numéricas (¢4p» Do © &,) obtidas em trés
malhas consecutivamente refinadas (com espagamentos minimos de 4h, 2h e h), a

ordem de convergéncia do método pode ser calculada por (Ferziger e Peric, 1996) |

¢2h - ¢’4h

¢h - ¢2h

(63)
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e o erro da solucao calculada na malha mais refinada, €, pode ser estimado a

partir de

—~ ¢h — ¢2h

T (6.4)

3

A utilizagio da extrapolagao de Richardson permite estimar uma solucdo mais
precisa, @, usando a equacdo anterior escrita na forma

¢)h — ¢2h

27 —1 (6.5)

Ehz(}lif,r})¢)—¢h:> i ¥ O TE =G T

A ordem de convergéncia do método numérico pode ser estimada pela Eq. (6.3)
apenas quando a convergéncia com o refinamento da malha é mondétona, o que
acontece para malhas suficientemente refinadas. Quando as solucdes sdo obtidas
em malhas grosseiras, a dependéncia do erro numeérico com a dimensdo das células
da malha é irregular e a utilizagdo da extrapolagio de Richardson nao & adequada
(Ferziger e Peric, 1996).

Neste trabalho sao usadas malhas com elevado grau de refinamento, o que pode
ser verificado na Tabela 6.1 e na Figura 6.2. Por exemplo, a malha 4 é constituida
por 57032 células e apresenta um espagamento normalizado minimo junto ao canto
reentrante de 0.005, em ambas as direcgoes (ie., 6z /H,= by .. /Hy, = 0.005),
sendo provavelmente a malha mais refinada, usada até a presente data para prever
o escoamento de Stokes de um fluido UCM numa contracgdo. A combinagdo do
uso de malhas extremamente refinadas com a discretizacdo baseada em métodos de
alta resolucdo permitird assim obter solucoes numéricas com precisao elevada.

As simulacdes apresentadas neste capftulo foram efectuadas num PC equipado
com um processador Pentium III© a 500 MHz, e com 128 MB de meméria SDRAM.
Os tempos de célculo obtidos dependem da malha vusada, do nimero de Débora
simulado, dos campos usados para estimativa inicial e do esquema de discretizagao
adoptado para o tratamento do termo convectivo da equagao constitutiva. Note-se
que era possivel iniciar o processo de cslculo partindo de um campo nulo das
diversas varidveis, mesmo para valores de De elevados, o que demonstra a
robustez da metodologia de cdlculo. Contudo, para reduzir o tempo de CPU
Necessario, usou-se como estimativa inicial a solugao calculada para o ntmero de

Débora, imediatamente inferior.
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Figura 6.2: Vista parcial da malha 4, junto ao plano da contracgio. Zoom da regido
localizada junto ao canto reentrante.

Os tempo de CPU obtidos, normalizados pelo nimero total de células da malha,
rondavam tipicamente os 0.08ms por cada passo de integracao temporal, usando-se
o esquema UDS. Por exemplo, para De = 3 obtiveram-se tempos de CPU de cerca
de 30 min para a malha 1, 4 hr para a malha 2, 34 hr para a malha 3 e vérios dias
para a malha 4. Nas simulagdes efectuadas com o esquema MINMOD,

obtiveram-se tempos de cdlculo por passo de integragio temporal superiores em
cerca de 30%.

6.3 Resultados

Nesta secgao apresentam-se os resultados obtidos para a simulagao do escoamento
de um fluido UCM numa contracgio plana 4:1 em condigbes de inércia
praticamente desprezavel (Re = 0.01), usando-se as quatro malhas descritas na
Tabela 6.1. Pretende-se investigar a influéncia do grau de refinamento da malha e
a importancia da precisdo do esquema usado na discretizagio do termo convectivo
da equagiio constitutiva, analisando-se as seguintes caracteristicas do escoamento:

(4) Comportamento assimptético junto 3 singularidade do canto reentrante;

(%) Influsncia da elasticidade no padrio de escoamento:

(#46) Dimenséo e intensidade dos vértices de canto e de entrada (obtenggo de
resultados de referéncia); |
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(iv) Perfis de velocidades, tensdes e pressao ao longo da linha central e da parede
da conduta plana a jusante da contraccao;
(v) Campos de tensoes na vizinhanca da singularidade;

(vi) Queda de pressao na contracgao (correcgao de Couette).

6.3.1 Comportamento assimptético junto ao canto reentrante

Dean ¢ Montagnon (1949) e Moffatt (1964) deduziram expressoes tedricas para o
comportamento assimptético das componentes da velocidade e tensao, na
vizinhanca do canto reentrante, para o escoamento de um fluido newtoniano numa

contraccdo. As expressoes obtidas tomam a forma assimpética

w. o 7.0.545; T 7"_0'455 (66)
i i

para um dado angulo 6, no sistema de coordenadas polares (r,0) centrado no
canto reentrante, ilustrado na Figura 6.1. A Eq. (6.6) prevé a existéncia de um
ponto singular no canto reentrante, para as componentes da tensao, mesmo para o
escoamento de um fluido newtoniano.

Na Figura 6.3 apresentam-se os resultados obtidos para o escoamento de Stokes
de um fluido newtoniano na vizinhanca do ponto singular, ao longo da linha
vertical que passa no canto reentrante (6 = 7 /2). O comportamento assimptético
previsto pela Eq. (6.6) é bem descrito nas quatro malhas usadas. A dnica excepgao
refere-se & tensdo de corte, para a qual se observam alguns desvios nas malhas
mais grosseiras, demonstrando-se assim a necessidade da utilizacdo de malhas
bastante refinadas, mesmo em célculos com fluidos newtonianos.

A andlise tedrica de Hinch (1993), para o escoamento de um fluido Oldroyd-B
na vizinhancga do canto reentrante duma contracgdo plana, conduziu a expressoes
assimptéticas para as componentes da velocidade e das tensdes na forma,

u; o r®/®, Ty & r2/3 (6.7)

Repare-se que o grau de singularidade das tensdes no caso viscoeldstico &
superior ao do fluido newtoniano, implicando que as tensbes vao tender mais
rapidamente para infinito junto ao canto singular. Esta é uma das razoes para a
maior dificuldade do cdlculo numérico com fluidos viscoeldsticos.

A andlise tedrica que conduziu & Eq. (6.7) é vélida para valores de De
inferiores a 1, aproximadamente, admitindo-se que nestas condi¢Oes nao devers.

existir um vértice de entrada (Hinch, 1993). Na dedugdo da Eq. (6.7) também se
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assume um predominio das tensCes eldsticas sobre a componente puramente
newtoniana da tensdo. Assim, a andlise efectuada por Hinch para um fluido
Oldroyd-B também deverd ser vdlida para o escoamento de um fluido UCM na
vizinhanga dum canto reentrante, como indicado pelo préprio autor.

Efectuaram-se simulactes a De =1 usando o esquema MINMOD, nas quatro
malhas descritas na Tabela 6.1, com o objectivo de testar a validade das previsdes
tedricas de Hinch. Os resultados obtidos apresentam-se na Figura 6.4, onde se pode
observar uma boa concordancia entre as simulagbes numéricas e as previsdes
tedricas, em particular para a malha mais refinada. Os desvios observados entre a
previsao tedrica e os resultados numéricos sdo mais significativos junto ao canto
reentrante. Este resultado jé era em parte esperado, uma vez que a andlise tedrica
é véalida na vizinhanca do canto reentrante, mas apenas a partir de uma. certa
distdncia deste (Hinch, 1993). Por outro lado, junto ao canto reentrante
esperavam-se ligeiras oscilagbes da solugdo numérica causadas pela mudanca de
esquema de discretizagéo junto as fronteiras, onde se muda de um esquema de alta,
resolugdo para um esquema de diferencas de montante nas células adjacentes s
paredes. Contudo, as oscilagGes observadas sdo pouco significativas, sendo menos
intensas do que as reportadas noutros estudos similares (e.g. Figs. 8, 12 e 13 em
Apelian et al., 1988; Fig. 9 em Coates et al., 1992; Figs. 5, 15 e 16 em Sasmal,
1995; Figs. 8-11 em Baaijens, 1998a; Figs. 5 ¢ 6 em Xue et al., 1998a).

6.3.2 Influéncia da elasticidade no padrio de escoamento

Para o escoamento de um fluido newtoniano (De = 0) verifica-se que as linhas de
corrente obtidas com os esquemas UDS, CDS, LUDS e MINMOD sao idéntices,
para qualquer uma das quatro malhas usadas. Este facto nfo surpreende, uma vez
que para Re = 0 a discretizacso do termo convectivo na equacao da quantidade de
movimento é irrelevante. Em contrapartida, para o escoamento de um fluido UCM
verificam-se diferencas significativas entre os esquemas de discretizagao tanto em
termos de precisdo como de estabilidade, que resultam das aproximacdes feitas ao
representar o termo convectivo da equacio constitutiva para as tensoes. Por
exemplo, para o esquema UDS é possivel obter solugbes até cerca de De =10,
enquanto que para o esquema CDS verifica-se que o algoritmo de célculo diverge

para qualquer valor nao nulo de De. O esquema LUDS é estdvel apenas para

valores de De relativamente baixos, observando-se um decréscimo significativo do

valor maximo de De alcangével com o aumento do grau de refinamento da malha.
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_Figura 6.3: Comportamento assimptdtico das componentes da velocidade e da tensao
junto ao canto reentrante de uma contracgdo plana 4:1, ao longo da direcgio 0= /2,
para o escoamento de Stokes de um fluido newtoniano. Comparacio com as previsoes da

Eq. (6.6).
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Figura 6.4: Comportamento assimptético das componentes da velocidade e da tensdo
junto ao canto reentrante de uma contraccio plana 4:1, ao longo da direcgio 8= Tt[Z,
para o escoamento de Stokes de um fluido UCM a De= 1. Comparagao com as previsoes
da Eq. (6.7).
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A implementagio do esquema de alta resolucio MINMOD conduziu a uma
melhoria significativa na precisao dos resultados e simultaneamente a um aumento
da estabilidade da metodologia de célculo. Contudo, este método também
apresenta algumas limitagoes, que serao discutidas em detalhe no Capitulo 8.

Os resultados obtidos na malha 3 com o esquema MINMOD sao apresentados
na Figura 6.5, para a gama de valores de De compreendida entre 0 e 5. Estes
resultados confirmam a tendéncia observada em Oliveira e Pinho (1999b), onde foi
usado o esquema LUDS na discretizagdo do termo convectivo das equagoes
constitutivas. No trabalho efectuado no dmbito desta tese, constatou-se que a
utilizagdo do esquema MINMOD permite aumentar significativamente a gama de
valores de De alcangdvel e, simultaneamente, obter uma maior precisdo. Na
Figura 6.5, e nas Tabelas 6.2 e 6.3, observa-se uma diminuicdo significativa da
dimensio (em 38%) e da intensidade (em 83%) do vortice de canto até cerca de
De = 3, seguindo-se um crescimento do vértice para De superiores. A dimensao
do vértice de canto, apresentada na Tabela 6.2, define-se pelo seu comprimento

normalizado,
X, =z,/H, (6.8)

e a intensidade da recirculacio, apresentada na Tabela 6.3, é definida pelo
quociente entre o caudal que circula no interior da recirculacdo e o caudal de
entrada na contracgao,

U :’J’R"Ulﬂl _ _Yn

=B _ (6.9)
f UlHl UlHl

em que i, representa o valor da funcdo de corrente no centro da recirculacao (por
conveniéncia assume-se que no plano de simetria, y =0, o valor da fungdo de
corrente é nulo).

As linhas de corrente representadas no interior da(s) recirculagées da Figura
6.5, encontram-se igualmente espacadas (5\1, =2X 10_4), para ilustrar mais
facilmente a intensidade dos vértices e permitir comparagoes visuais directas entre
08 vérios casos. Para De =1 observa-se o aparecimento de um pequeno vértice de
entrada, o qual aumenta em tamanho e em intensidade com o nimero de Débora.
Com o aumento da elasticidade observa-se uma aproximagao gradual do vértice de
entrada ao vértice de canto, seguida de uma fusdo dos vértices, que se encontra

praticamente concluida a De =35.
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Figura 6.5: Sequéncia das linhas de corrente previstas com o esquema MINMOD na
malha 3, para valores de De crescentes (Re= 0.01). As linhas de corrente no interior dos
vértices encontram-se igualmente espagadas, com §, =2x10™.

6.3.3 Dimensao e intensidade dos vértices de canto e de entrada

A utilizagdo de um refinamento consistente da malha computacional permite
facilmente utilizar a técnica de extrapolagao de Richardson, com os valores obtidos
nas trés malhas mais refinadas. Nas Tabelas 6.2 e 6.3 apresentam-se os resultados
obtidos para o comprimento e para a intensidade do vértice de canto,
respectivamente. Na Tabela 6.3 apresentam-se também, entre paréntesis, os valores
da intensidade do vértice de entrada, quando exista.

Os resultados de X, apresentados na Tabela 6.2, sdo particularmente tuteis
para benchmarking, uma vez que a incerteza dos resultados estd quantificada

(Roache, 1997), sendo inferior a 2.5% para De < 3.
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Tabela 6.2- Comprimento adimensional do vértice de canto (X,) em funcdo do
ntdmero de Débora, da malha e do esquema de discretizagao.

De Esquema  Malhal Malha 2 Malha 3 Malha 4  Extrap.© Dif.(%)%

0 CDS 1.470 1.488 1.494 1.495 1.496 0.1
MINMOD 1472 1.488 1.494 1.495 1.496 0.1
UDS 1.387 1.400 1.383 1.360 1.337 1.7

1 LUDS 1.354 1.367 1.350 1.338 1.333 0.4
MINMOD  1.349 1.371 1.349 1.339 1.335 0.3
UDS 1.546 1.443 1.318 1.219 1.120 8.8

2 LUDS 1.308 1.222 (®) (@)
MINMOD  1.361 1.259 1.154 1.118 1.105 1.2
UDS 1.819 1.628 1.375 1.162 0.949 22.4

3 LUDS 1.334 @ @ @ @
MINMOD  1.517 1.266 1.014 0.946 0.923 2.5
UDS 2.074 1.845 1.526 1.203 0.880 36.7

4 LUDS 1.378 ) @ @ @
MINMOD 1.644 1.337 0.987 ®) 0.870 13.4
UDS 2.274 2.059 1.714 1.300 0.886 46.7

5 LUDS 1.485 = (&) (@) @
MINMOD  1.687 1.517 1.127 ® 0.997 13.0

(a)Diverge.

®)Nzo se obtém convergéncia iterativa (a solugdo oscila ligeiramente).
© Diferenca entre a solugdo obtida na Malha 4 (ou 3) e o valor previsto pela extrapolacdo de
Richardson (“Extrap.”).

Relativamente a ¥, apenas se extrapolaram os resultados da Tabela 6.3 para
baixos valores de De, caso contrdrio seriam obtidos valores extrapolados
fisicamente irrealistas. Esta limitacio deve-se principalmente ao valor de W, ser
obtido por integracdo numérica do campo de velocidades, o que conduz & reducao
numa unidade da ordem de convergéncia (vide Roache, 1997). Assim, para os
valores de De mais elevados seria necessério efectuar simulagées em malhas ainda
mais refinadas do que a malha 4, para ser possivel efectuar uma extrapolagao
adequada de V. No entanto, os tempos de cdlculo seriam proibitivos, pelo que

ndo se efectuaram essas simulacdes. Para a intensidade do vértice de entrada, \Illip,

este efeito & ainda mais significativo (devido a sua localizacdo ser junto ao ponto
singular do escoamento), pelo que se optou por nao efectuar qualquer tipo de

extrapolacdo para os valores de \I/lip.
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Globalmente, os resultados obtidos por Oliveira e Pinho (1999b) sdo
confirmados neste estudo. No entanto, a utilizagdo neste trabalho de uma malha
altamente refinada (malha 4) e do esquema MINMOD, permitiu a obtencio de
resultados significativamente mais precisos. Uma anslise destes resultados permite
concluir que, 4 medida que a precisio aumenta, as previsoes para o tamanho e
intensidade dos vértices tende a diminuir. Deste modo, o esquema UDS em malhas
grosseiras apresenta previsdes de recirculacfes artificialmente intensificadas.

Como se pode observar na Tabela 6.2, os esquemas UDS e MINMOD
apresentam uma maior estabilidade, relativamente aos esquemas LUDS e CDS,
uma vez que € possivel alcangar solugdes a valores de De significativamente mais
elevados. A principal limitagio do esquema UDS reside na sua baixa, precisao,
como se pode confirmar na Tabela 6.2 para valores de De > 2.

Na Figura 6.6 ilustra-se a influéncia do grau de refinamento da malha nas
linhas de corrente previstas com os esquemas UDS e MINMOD, para De = 3. Os
efeitos benéficos do uso de esquemas de alta resolucdo nao se limitam a um
acréscimo de estabilidade, mas também a uma melhoria da precisao numérica,
como af se vé, observando-se uma boa convergéncia da solu¢do com o refinamento
da malha, j& que o padrdo de escoamento calculado com o esquema MINMOD nas
malhas 3 e 4 é semelhante. Em contrapartida, os resultados obtidos com o esquema
UDS sao pouco precisos, e nem mesmo na malha 4 é possivel obter uma precisiio
aceitdvel. Nao obstante a baixa precisio do esquema UDS, verifica-se que o valor

de X r estimado com base na extrapolacio de Richardson, X Rexty = 0-949, &

préximo do valor X r = 0.923 obtido com o esquema MINMOD, demonstrando-se
assim a vantagem do uso da técnica da extrapolagao de Richardson como forma de
estimar uma solucao com maior precisio.

De acordo com Roache (1997), a técnica da extrapolagao de Richardson
aplica-se ndo sé a valores pontuais da solugdo numérica, mas também a parimetros
que dependam dessa solugdo, desde que se usem métodos consistentes e de elevada
ordem (com pelo menos uma ordem de precisao superior ao método numeérico
empregue na discretizacdo das equagdes) na sua determinacdo. Para o escoamento
numa contraccao, o pardmetro X p ¢ usado com frequéncia para efeitos
comparativos dos resultados, uma vez que é bastante sensivel a qualidade da
solugdo calculada numericamente. A verdadeira ordem de convergéncia do método

numeérico pode entdo ser estimada com base no valor obtido para X, em trés
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malhas consecutivamente refinadas, usando-se a Eq. (6.3). Por exemplo, para o
esquema MINMOD a De=3 obteve-se p=19, usando os valores de X,
calculados nas malhas 2 a 4, valor este préximo da ordem de convergéncia tedrica
do método (p = 2).

De acordo com Ferziger e Peric (1996) e com Roache (1997), a técnica da
extrapolagao de Richardson também pode ser wusada para estimar
quantitativamente a incerteza dos resultados numeéricos, calculando-se a diferenca
entre os valores calculados e os obtidos pela extrapolagdo. Na Figura 6.7
apresenta-se a variacao do erro de X, em funcao do espagamento minimo das
malhas, para o caso De=3. Nessa figura demonstra-se que a ordem de
convergéncia real do método numérico se aproxima da respectiva ordem de
convergéncia tedrica (ordem 2 para o esquema MINMOD e 1 para o esquema
UDS), ilustrando-se também que a zona de convergéncia assimptética com o
refinamento da malha é alcangada na malha 2 para o esquema MINMOD,
enquanto que apenas é atingida na malha 3 para o esquema UDS. Para demonstrar
inequivocamente estes pontos, além das quatro malhas descritas anteriormente
foram efectuadas novas simulagbes em trés malhas suplementares, com
refinamentos intermédios entre as malhas 1 a 4, para o caso De = 3. Esses
resultados adicionais sdo incluidos na Figura 6.7, corroborando as afirmacoes

anteriores.

6.3.4 Perfis de velocidades, tensoes e pressao

Na Figura 6.8 apresentam-se os perfis ao longo da linha y/ H,=0.98, da
componente longitudinal da velocidade, da pressao e da primeira diferenga de
tensdées normais, respectivamente a De=0 e De=3. A primeira diferenga de
tensbes normais (N, =7, — 7, ) encontra-se normalizada pela tensdo de corte na
parede para escoamento completamente desenvolvido na conduta de jusante
(T, = 3nU, /H2) e, como se ilustra nessa figura, é bastante sensivel ao grau de
refinamento da malha, em particular para o caso viscoeldstico. A componente
longitudinal da velocidade é menos influenciada pelo grau de refinamento da
malha. A linha y/H, =0.98 foi escolhida para acentuar as diferengas entre os
perfis obtidos nas diversas malhas, uma vez que essa linha passa junto ao canto
reentrante e a4 parede da conduta a jusante da contracgao, onde se observam os

gradientes mais acentuados das diversas varidveis, e em particular de N, .
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Tabela 6.3- Intensidade do vértice de canto (¥, x10°) em fungdo do nimero de
Débora, da malha e do esquema de discretizacao®.

De  Esquema Malha 1 Malha 2 Malha3 Malha4  Extrap.
0 CDS 1.209 1.185 1.164 1.161 1.160
MINMOD 1.212 1.184 1.164 1.161 1.160
UDS 1.155 0.948 0.850 0.768 0.664
(0.439)  (0.241)  (0.124)  (0.051)
1 LUDS 0.933 0.832 0.743 0.706 0.674
(0.384)  (0.210)  (0.136)  (0.102)
MINMOD 0.913 0.813 0.741 0.707 0.674
(0.562)  (0.299)  (0.174)  (0.092)
UDS 2.401 1.400 0.794 0.527 0.284
(1.364)  (0.734)  (0.401)
2 LUDS 0.963 0.563 ® ®
(1.049)  (0.474)
MINMOD 1.139 0.650 0.421 0.353 0.316
(1.384)  (1.116)  (0.403)  (0.390)
UDS 7.087 3.729 1.296 0.537 @
(4.234)  (2.149)  (1.030)
3 LUDS 1.337 ®) ®) ®
(1.429)
MINMOD 2.687 0.886 0.285 0.205 0.192
(4.628)  (2.527) (0.651)  (0.774)
UDS 12.294 8.678 4.276 0.911 @
(1.805)
4 LUDS 2.355 ® ®) ®)
MINMOD 6.258 1.836 0.335 (©
(3.630)  (1.623)

UDS 15,500  12.804  7.448 1.955 @
5 LUDS 3.386 ®) ®) ®)
MINMOD 6.793 6.361 1.006 ©

(3.341)

®) Os valores entre paréntesis (quando existam) referem-se ao vértice de entrada, \I/“p x10%,

® Diverge.

) Nio se obtém convergéncia iterativa (a solugao oscila ligeiramente).
@ Valores negativos (sem significado fisico).
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UDS MINMOD

Malha 2 Malha 2

Figura 6.6: Efeito combinado do grau de refinamento da malha e do esquema de
discretizagdo, no padrdo de escoamento obtido para Re= 0.01 e De= 3.



178 Capitulo 6

0.5
M1
0.0 - M2 0 e
M3 ° L d
/\32 (0]
< B M4
NQ: 0.5
|
~ Declive=1
2 40
80
9
® UDS
-1.5 o MI
Declive=2 MINMOD .
-2-0 - 1 ] 1 ]
-2.50 -2.25 -2.00 -1.75 -1.50 -1.25
1 A',I;min
o
8w

2

Figura 6.7: Erro estimado para X, em funcao do refinamento da malha, obtido com os
esquemas UDS e MINMOD a De=3.

Nas Figuras 6.9 e 6.10 analisa-se o comportamento da pressao e de N, na
vizinhanca da singularidade, para linhas a y/ H, constantes, sucessivamente mais
préximas da parede a jusante da contracgdo (distdncias normalizadas de 0.0125,
0.0075 e 0.0025), obtidas na malha 4 para De =0 e para De = 3. A medida que a
distancia ao ponto singular diminui verifica-se que os picos na pressdo e em N,
aumentam de intensidade e tornam-se mais estreitos. A localizacdo do méximo da
tensdo, para valores de y/ H, constantes, encontra-se representada na Figura 6.10,
observando-se um aumento progressivo de N, com o aumento do grau de
refinamento da malha, confirmando-se assim a singularidade prevista para N, no
canto reentrante (z =0, 1-y/H, =0).

Na Figura 6.11 representam-se os perfis da velocidade, pressio e N, ao longo do
plano de simetria (y/ H,= 0). Dado o afastamento significativo ao ponto singular
observa-se uma menor sensibilidade dos resultados ao grau de refinamento da
malha, podendo-se concluir que a precisao dos resultados obtidos na malha 3 ja é
bastante elevada para ambos os casos representados: De=0 e De=3. Os
resultados da Figura 6.11 reflectem melhor os habituais testes de convergéncia com

o refinamento da malha em dindmica dos fluidos computacional para o caso
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newtoniano (em que ndo existem singularidades quando ndo se calculam as

tensoes). Observe-se
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Figura 6.8: Perfis da componente longitudinal da velocidade, pressao e primeira diferenga
de tensdes normais ao longo da linha y/H,=0.98: (a) De=0; (b) De=3.
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Figura 6.9: Perfis longitudinais da pressdo e da primeira diferenca de tensoes normais na
vizinhanca da singularidade e da parede da conduta a jusante da contraccao: (a) De=0;
(b) De=3.

6.3.5 Campos de tensao na vizinhanca da singularidade

A Figura 6.12 ilustra a boa convergéncia do esquema MINMOD com o refinamento
da malha, para De = 3. Os campos de N, calculados nas malhas 2, 3 e 4 mostram
claramente a convergéncia de 2* ordem do método numérico: reduzindo o
espacamento da malha para metade, passando da malha 2 para a malha 3,
verifica-se uma variagio perceptivel dos contornos de N, ; reduzindo o espagamento
da malha novamente para metade (passando da malha 3 para a malha 4)
observa-se apenas uma variagao marginal nos contornos de N,, numa proporgao
aproximadamente de quatro para um, de acordo com o esperado para um esquema
com precisao de 2* ordem ((f)(h2 )) A Figura 6.12 mostra ainda que os contornos de

N, sdo suaves em todo o dominio, mesmo para a malha mais grosseira.
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Figura 6.10: (a) Variagio do méximo de N, com a distancia a parede da conduta a
jusante da contraccdo e (b) correspondente localizagdo espacial.

Na Figura 6.13 representam-se em maior detalhe os campos de tensoes e da
pressio, em particular para a regiao adjacente ao canto reentrante. Os resultados
foram calculados na malha 4, da qual uma pequena zona & também mostrada na
Figura 6.13. Os valores mdximos das tensoes normais observam-se na parede da
conduta a jusante da contracgdo, mesmo junto ao canto reentrante. Novamente sdo
observados campos suaves para as tensoes, devido ao uso do esquema de alta

resolugio que previne o aparecimento de oscilagGes na solucdo numérica.
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CH/*nW)/d

N, /T,

.’L‘/H2

Figura 6.11: Perfis, ao longo da linha de simetria (y/H,=0), para a componente
longitudinal da velocidade e pressdo (a) e para a primeira diferenga de tensbes normais

(b).
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Figura 6.12: Contornos de N,/T, obtidos com o esquema MINMOD nas malhas 2, 3 e 4,
para De=3..

6.3.6 Queda de pressao na contracgao (correcgao de Couette)

A queda de pressio extra causada pela contracgdo pode ser expressa

adimensionalmente na forma de uma correccao de Couette (Coates et al., 1992),

c Ap — (Ap1>FD - (Apz )FD (610)
2T

em que Ap traduz a queda de pressao entre as seccoes de entrada e de saida e
(Apl)FD e (Ap2)FD representam as quedas de pressao que se observariam em
escoamento de Poiseuille completamente desenvolvido nas condutas a montante e a
jusante da contracgdo, respectivamente. Os valores obtidos para a correcgiao de
Couette apresentam-se na Figura 6.14, onde se pode observar a boa concordancia
existente entre os valores calculados nas malhas 3 e 4 (e consequentemente nos
valores estimados com base na extrapolagdo de Richardson).

A precisio estimada para C , obtida pela diferenca entre o valor extrapolado e o
valor calculado na malha 4, é de 0.03% para o caso newtoniano, 0.3% para De <3
e 0.7% para De > 3. Na Figura 6.14 também se apresentam valores de C' obtidos
numericamente por Debbaut et al. (1988) para o fluido Oldroyd-B * numa
contraccio plana 4:1, e por Coates et al. (1992) para o escoamento numa
contracgio axissimétrica dos fluidos MCR (Modified Chilcott-Rallison) e MUCM
(Modified UCM). Embora as condigoes estudadas por estes autores sejam
diferentes das consideradas neste capitulo, a tendéncia observada na Figura 6.14 &

semelhante, o que nao era sequer esperado.
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RN

Figura 6.13: Contornos de 7./T,, 7,/T, t,/T., N/T, e P/(nU,/H,) junto a
singularidade, para De=3. Resultados obtidos com o esquema MINMOD na malha 4,

também ilustrada (junto ao canto reentrante).
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O Malha3-MINMOD
- X Malha4-MINMOD
-4 +— Extrapolado

- ¢ Oldroyd-B (Debbaut et al. 1988)
- O Axis. MCR (Coates et al. 1992)
- ® Axis. MUCM (Coates et al. 1992)

-6 M ———t—

0 1 2 3 4 5
De

Figura 6.14: Variacio da correccdo de Couette com o niimero de Débora. Comparacao
com outros estudos numéricos.

6.4 Conclusoes

Neste capitulo analisou-se numericamente o escoamento de um fluido UCM numa
contraccdo plana 4:1, em condicdes de inércia desprezdvel (Re = 0.01).
Demonstrou-se que o esquema de diferencas usado na discretizagao do termo

convectivo da equacdo constitutiva é extremamente importante, sendo um ponto

essencial para garantir estabilidade ao processo de cdlculo e precisao dos

resultados. Usando os esquemas CDS e LUDS (com precisao tedrica de 2* ordem)
observam-se dificuldades de convergéncia, causadas pela baixa estabilidade

convectiva destes métodos. Em contrapartida, utilizando o esquema de alta

resolucio MINMOD (criado a partir de uma combinacao adequada dos esquemas

LUDS, CDS e UDS de forma a evitar o aparecimento artificial de extremos locais)

foi possivel obter solugdes estdveis e precisas até valores relativamente elevados de

De, ficando demonstrada a maior estabilidade do algoritmo numérico.

A ordem de convergéncia do esquema MINMOD foi estimada com base na

variagio do comprimento do vértice de canto com o grau de refinamento da malha,

tendo sido obtido o valor p =19, a partir de solucbes numéricas calculadas em

trés malhas distintas.



186 Capitulo 6

Verificou-se uma boa concordéncia entre as previses tedricas de Hinch (1993) e
os resultados calculados numericamente com o esquema MINMOD, para o
comportamento assimptético junto ao ponto singular, das diversas componentes da
velocidade e tensao.

As simulagdes reportadas neste capitulo confirmam qualitativamente os
resultados obtidos por Oliveira e Pinho (1999b), sendo contudo significativamente
mais precisos. A correcgdo de Couette foi prevista com elevada precisio até
De =5, observando-se um decréscimo com De aproximadamente linear, em

sintonia com as previsoes de outros autores.



“Nothing is impossible for,the man
who doesn’t have to do it himself.”

Lei de Weiler

Capitulo 7

Escoamento de fluidos viscoeldsticos
em torno de um cilindro?

Neste capftulo analisa-se numericamente o escoamento em torno de um cilindro
confinado num canal, para os fluidos UCM e Oldroyd-B. As simulagées efectuadas
referem-se a condigdes de escoamento de Stokes, anulando-se o termo convectivo nas
equagdes de conservagdo da quantidade de movimento (Re=0). A discretizagdo do
termo convectivo das equagdes constitutivas é efectuada com os esquemas de alta
resolu¢go MINMOD e SMART, demonstrando-se a elevada estabilidade de ambos.
Analisa-se a influéncia do numero de Débora no coeficiente de arrasto do cilindro,
obtendo-se uma exzcelente concorddncia com os resultados numéricos de Fan et al.
(1999). As incertezas nos valores do coeficiente de arrasto sdo quantificadas com
base na técnica da eztrapolagdo de Richardson, verificando-se que os erros obtidos
com o esquema SMART sdo aprozimadamente metade dos calculados com o esquema

MINMOD. Para ambos os esquemas de alta resolugdo observa-se uma convergéncia

de 2° ordem com o refinamento da malha.

7.1 Introdugao

Na Secgio 2.4 apresentaram-se os trabalhos mais relevantes para o escoamento de
Stokes de um fluido viscoeldstico em torno de um cilindro confinado entre duas
placas paralelas. Este escoamento foi proposto em 1994 para problema de
Brown e McKinley, 1994), observando-se

(Owens e Phillips, 2002). As

referéncia em reologia computacional (

desde entio um interesse elevado no seu estudo

Pinho e Oliveira (2001b). The flow of viscoelastic fluids

§ . : «
£ art Alves
Este eapitulo & baseado 1o A7HE0 , methods. J. Non-Newtonian Fluid Mech. 97: 207-

past a cylinder: finite-volume high-resolution
2327,
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principais conclusées apresentadas na Seccdo 2.4.3, para o caso particular do fluido
Oldroyd-B, podem ser resumidas nos seguintes pontos:

e Existe uma discrepancia significativa entre os valores do coeficiente de
arrasto (Cp) previstos pelos diversos grupos de investigagdo, mesmo para
baixos do nimero de Débora, De;

e Para De < 0.7 apenas se observa boa concordédncia entre os valores propostos
por Fan et al. (1999), Caola et al. (2001) e Owens et al. (2002) (estas duas
dltimas referéncias foram publicadas posteriormente ao trabalho efectuado
para este capitulo);

e Para De > 0.7 nao se observa boa concordancia entre os resultados previstos
pelos diversos grupos de investigagao.

Embora actualmente ji existam valores de C[ concordantes para De < 0.7
(Fan et al., 1999; Alves et al., 2001b; Caola et al, 2001; Owens et al., 2002), o
cendrio nao era tao optimista aquando da publicagdo do trabalho apresentado
neste capitulo, que se baseia em Alves et al. (2001b). Como se verd, os resultados
apresentados neste capitulo correspondem ao primeiro estudo independente a
confirmar a elevada precisdo dos valores de C|, obtidos por Fan et al. (1999),
estabelecendo esses resultados como valores de referéncia para este escoamento

padrao.

7.2 Geometria do escoamento e malhas computacionais

O problema em estudo consiste no escoamento em torno de um cilindro, colocado
perpendicularmente no centro de um canal. Na Figura 7.1 apresenta-se um

esquema com a geometria do escoamento e as varidveis relevantes.

T D S S R YR T ey

~— h=2R—

Figura 7.1: Representagao esquemdtica da geometria em estudo e definicio dos blocos
usados na geragdo da malha computacional (X=z/R). O escoamento processa-se da
esquerda para a direita.
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De acordo com a sugestdao de Brown e McKinley (1994) considera-se a razao
h/R =2, em que h representa a semi-largura do canal e R o raio do cilindro. O
dominio computacional tem um comprimento total de 80R, desde z = —20R até
¢ = 60R (o cilindro ests centrado na origem do sistema de coordenadas = —y ).

Embora a conduta a montante do cilindro seja suficientemente longa para o
desenvolvimento completo dos campos de velocidades e tensoes, optou-se por impor
na secgao de entrada do dominio de cédlculo os perfis tedricos da velocidade e
tensGes. A conduta a jusante do cilindro também é suficientemente longa para que
os perfis & safda do dominio de cdlculo se encontrem completamente desenvolvidos,
bem como para evitar eventuais efeitos indesejdveis no escoamento causados pela
condicdo fronteira de saida. Nestas condigoes é legitimo estipular no plano de saida
gradientes axiais nulos para todas as varidveis, incluindo o gradiente de pressao.

Todos os cédlculos reportados neste capitulo foram efectuados para o caso limite
Re =0, tendo-se anulado o termo convectivo nas equagoes de conservacao da
quantidade de movimento. Assim, o grupo adimensional com relevincia para este
escoamento é somente o nimero de Débora, aqui definido na sua forma usual,

_w

- (7.1)

De

sendo U a velocidade média no canal.

Para o escoamento de Stokes de um fluido Oldroyd-B torna-se necessério definir
um segundo grupo adimensional, sendo habitualmente escolhida a razao entre a

viscosidade do solvente newtoniano, 7,, e a viscosidade total, 7,

p=To— T (7.2)
T’O T + 77p

O valor 8= 0.59 caracteriza o fluido de Boger usado nas experiéncia de McKinley

et al. (1993), e tem sido usado desde entio na maioria dos trabalhos numéricos

publicados para este escoamento (e.g., Liu et al., 1998; Fan et al., 1999; Sun et al.,

1999; Dou e Phan-Thien, 1999; Caola et al., 2001; Owens et al., 2002), sendo

também adoptado neste estudo para efectuar comparagdes directas dos resultados.

Admite-se que existe simetria do escoamento relativamente ao plano central

(y = 0), considerando-se assim apenas metade do dominio de cdlculo. Na geracao

da malha computacional efectuou-se a divisao do dominio de célculo em oito blocos

estruturados, como se ilustra na Figura 7.1. Em cada um desses blocos existe uma

maior concentracio de células junto a parede do cilindro e na vizinhanc¢a da linha
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central (particularmente para a malha M60-WR), para ser possivel prever com boa
precisao a camada limite e a esteira a jusante do cilindro, onde se observam
gradientes elevados de tensdes normais (Fan et al., 1999). Foram utilizadas sete
malhas computacionais, cujas caracteristicas geométricas sao detalhadas na Tabela
7.1. O niimero colocado & direita da letra M indica o niimero de células na direccéo

radial entre a parede do cilindro e a parede do canal.

Tabela 7.1- Caracteristicas geométricas das malhas (NS x NR células por bloco)®.

Bloco M30 M45 M60  M60(WR) M75 M90 M120

I 25x24 38x 36 50x 48 50x 60 62x60 75%x72 100x96

II 25% 30 38x45 50x 60 50% 60 62x75 75x90 100x120
III 13x30 19x45 25x60 25x60 31x75 38x90  50x120
v 13x30 19x45 25x60 25x60 31x75 38x90  50x120
\'% 13x30 19x45 25x60 25x 60 31x75 38x90  50x120
VI 13x30 19x45 256x60 25x60 31x75 38x90  50x120

VII 25x 30 38x45 50x 60 66 x 60 62x75 75x90 100x120
VIII 25x30 38x45 50x 60 66 x 60 62x75 75x90 100x120

NC 4410 9918 17400 19320 26970 39330 69600
(NS)™ 102 152 200 216 248 302 400
(Ar/R).,®™ 0.00963 0.00646 0.00481 0.00481 0.00383 0.00318  0.00238
(As/R).:,™ 0.0302  0.0207  0.0157  0.000613 0.0127  0.0104  0.00785
®NC: nimero total de células; NS, NR: nimero de células segundo as direc¢des tangencial e radial,
respectivamente; (NS)*" nimero de células tangenciais em torno do (meio) cilindro.
®)Célula com menor dimensao (localizada na superficie do cilindro).

Para ilustrar o elevado grau de refinamento das malhas usadas neste estudo,
apresenta-se na parte superior da Figura 7.2 a malha intermédia, M60. A malha
M120 é ainda mais refinada, possuindo um nidmero total de células quatro vezes
superior, como se pode verificar na Tabela 7.1. Como se demonstrars, nem mesmo
a malha M120 é suficientemente refinada na direccio tangencial (s) para prever
adequadamente as tensbes normais elevadas que se desenvolvem na esteira do
cilindro. Por essa razdo criou-se uma malha equivalente & M60, mas com uma
maior concentragao de células na zona da esteira, que lhe d4 um refinamento local
na direcgao tangencial dez vezes superior ao da malha M120. A nomenclatura
M60-WR foi escolhida para indicar que a malha tem um refinamento semelhante 3
malha M60, excepto na zona da esteira do cilindro onde se efectuou um
refinamento local mais intenso (dai o uso do sufixo WR, indicativo da malha ser
Wake Refined), como se ilustra na Figura 7.2. A malha M60-WR. serd usada.

apenas no estudo detalhado dos campos de tensées na esteira do cilindro.
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Figura 7.2: Ilustracdo das malhas M60 e M60-WR (Wake Refined) na vizinhanca do
cilindro.

7.3 Resultados

Os resultados obtidos sao apresentados em duas formas distintas: por um lado
analisa-se uma quantidade escalar integral, representativa do escoamento como um

todo; por outro lado, apresentam-se perfis detalhados na vizinhanga do cilindro da

velocidade e da tensdo normal, 7, .

A quantidade escalar que se costuma seleccionar para este escoamento é o

coeficiente de arrasto, calculado por integragao dos campos de tensao e pressao ao

longo da superficie do cilindro,

1 )
Co=——1| (T—p06)-n-idS 7.3
D ’r](]U S( p ) ( )

em que 0 representa o tensor unitdrio, n um vector unitdrio perpendicular a

superficie do cilindro e i um vector unitdrio alinhado com a direcgao .

A previsdo correcta de uma quantidade integral nao é garantia de que os

campos de velocidade, pressdo ou tensao tenham sido calculados com precisao
adequada, uma vez que poderd haver cancelamento de erros. Assim, também serao
apresentados os perfis de velocidade, pressao e tensdo normal na camada limite
junto ao cilindro e ao longo da linha central. Os resultados obtidos neste estudo
ados publicados antes da realizagdo do trabalho

serdo comparados com result
1998; Fan et al., 1999; Sun et al., 1999; Dou

apresentado neste capitulo (Liu et al.,
e Phan-Thien, 1999), que decorreu durante o primeiro semestre de 2000.
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Posteriormente & data de publicagdo do material contido neste capitulo (Alves et
al., 2001b) foram publicados outros trabalhos relevantes para este escoamento, que

também serao analisados (Caola et al., 2001; Owens et al., 2002).

7.3.1 Ordem de convergéncia

Os valores do coeficiente de arrasto previstos nas diversas malhas sio apresentados
nas Tabelas 7.2 e 7.3 para os fluidos UCM e Oldroyd-B, respectivamente,
incluindo-se também os valores obtidos por outros autores. Nas colunas “Extrap.”
indicam-se os valores de C) estimados com a técnica da extrapolagio de
Richardson.

A ordem de convergéncia do método numérico pode ser obtida por dois métodos
alternativos. Num desses procedimentos, também usado por Liu et al. (1998),
representam-se graficamente os valores de C} calculados nas vérias malhas
computacionais, em fungdo duma dimensdo caracteristica dessas malhas (e.g.,

Ar . ). Efectuando um ajuste do tipo,

C,=C, . +b(Ar) (7.4)

D D,ex

e usando-se por exemplo o método dos minimos quadrados, é possivel estimar
simultaneamente o valor eztrapolado do coeficiente de arrasto, Cp extr» € & ordem
de convergéncia do método, p.

Alternativamente pode-se usar a técnica da extrapolagio de Richardson para
estimar a ordem de convergéncia e o valor exacto (ou de referéncia) do coeficiente
de arrasto, Cp ¢, usando as Eqs. (6.3) e (6.5). Representando o erro estimado,
Cp —Cp,¢|, em fungio de (Ar/R),. ¢é possivel determinar a ordem de
convergéncia do método a partir do declive obtido, em escalas log-log, como se
ilustra na Figura 7.3. Para Cp . usou-se o valor estimado com o esquema
SMART, por ser o mais preciso.

As ordens de convergéncia obtidas por este segundo método sio apresentadas
na Tabela 7.4. Como esperado, verifica-se que o esquema UDS apenas possui
precisao de 1* ordem. Em contrapartida, para os esquemas de alta resolucio
SMART e MINMOD obtém-se precisao de 2* ordem (aproximadamente), sendo o
erro das solugoes calculadas com o esquema SMART cerca de metade do que se

obtém com o esquema MINMOD.
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Tabela 7.2- Coeficientes de arrasto previstos para o fluido UCM nas diversas malhas

computacionais. Comparagio com os resultados obtidos por Fan et al.
(1999).

Fan et al. (1999)
De M45 M60 M75 M90  M120 Extrap. Esquema MIX 1 DEVSS

0 132.23®  132.342 132.369 132.378 SMART 132.36 132.36
0.01 132.080 132.225 132.370  UDS

132.129 132,250 132.291 MINMOD

132.132 132.251 132.291 SMART
0.025 131.688 131.878 132.069  UDS

131.809 131.941 131.985 MINMOD

131.817 131.945 131.988 SMART
0.05 130.534 130.786 131.038 UDS

130.768 130.907 130.953 MINMOD

130.780 130.912 130.956 SMART
0.1 126.799 127.141 127.483  UDS

127.203 127.347 127.395 MINMOD

127.224 127.356  127.400 SMART  127.41 127.42
0.2 117.077 117.485 117.893 UDS

117.615 117.751 117.796 MINMOD

117.645 117.767 117.808 SMART  117.81 117.83

0.3 107.806 108.043 108.178 108.264 108.385 108.727 UDS
108.387 108.484 108.534 108.566 108.600 108.639 MINMOD
108.444 108.515 108.555 108.582 108.614 108.647 SMART  108.66 108.68

0.4 101.134 101.300 101.466 UDS

101.265 101.344 101.370 MINMOD

101.287 101.361 101.385 SMART  101.41 101.43
0.5 96.390 96.275  96.160 UDS

95.984 96.030  96.045 MINMOD

95.987 96.037  96.054 SMART 96.08 96.11
0.6 93.467 92.970 92.473 UDS

92.302 92.306  92.307 MINMOD

92.277 92.298  92.305 SMART 92.33 92.37
0.7 91.973 90.995  90.017 UDS

89.857 89.799  89.780 MINMOD

89.796 89.774  89.767 SMART 89.79  89.84
0.8 91.578 90.039  88.500 UDS

88.359 88.207 88.156 MINMOD

88.253 88.178  88.153 SMART 88.18

0.9 03.113 92.029 91.221 90.581  89.856  87.683 UDS
87.850 87.585 87.452 87373 87.277  87.174 MINMOD
87.590 87.395 87.325 87.268 87.218 87.160 SMART

1.0 93.063 90.268 87.473 UDS

87.272 86.750 86.576 MINMOD

87.050 ® ®) SMART
1.1 94.630 00.995 87.360 UDS

87.355 ®) ®  MINMOD
1.2 96.828 ®) ®) UDS
1.3 08.942 ggg
1.4 102.060 ubs
1.5 104.575

@ Calculado na malha M30.
® Nio converge.
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Tabela 7.3- Coeficientes de arrasto previstos para o fluido Oldroyd-B nas diversas
malhas computacionais (com o esquema SMART).

De M45 M60 M75 M90 M120 Extrap.
0.01 132.282 132.336 132.354
0.025 132.156 ) 132.209 132.227
0.05 131.735 131.788 131.806

0.1 130.307 130.343 130.355

0.2 126.575 126.618 126.632

0.3 123.107 123.151 123.175 123.185 123.195 123.210

0.4 120.564 120.596 120.607

0.5 118.814 118.832 118.838

0.6 117.782 117.786 117.787

0.7 117.344 117.328 117.323

0.8 117.410 117.370 117.357

0.9 117.948 117.907 117.888 117.876 117.865 117.851

1.0 118.685 118.560 118.518

10
: ¢ UCM-De=0.9
: / (UDS)
[ Declive = 1 B UCM-De=0.9
- 1 E (MINMOD)
<3 [ ® UCM-De=0.9
_ i (SMART)
QO
0.1 “f Declive = 1.8 0 OldB-De=0.3
- (SMART)
L Declive = 2
- O OldB-De=0.9
Declive = 2 (SMART)
0'01 1 L 1 L L 1 L

0.001 (Ar/ R) . 0.01

Figura 7.3: Erro estimado no coeficiente de arrasto em funcio da dimensio minima das
malhas computacionais. Determinacio da ordem de convergéncia dos esquemas usados na
discretizagdo do termo convectivo das equacgtes constitutivas.

Tabela 7.4- Ordem de convergéncia do método numérico obtida com os diversos
esquemas de discretizacdo do termo convectivo das equacoes constitutivas.

UCM Oldroyd-B
De UDS MINMOD SMART SMART
0.3 1.1 1.9 2.0 2.0

0.9 1.0 1.8 2.0 2.0
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7.3.2 Fluido UCM '

Na Figura 7.4(a) comparam-se os resultados de Cp obtidos neste estudo, com os
valores propostos por Fan et al. (1999) e por Phan-Thien e Dou (1999). Os
resultados obtidos neste trabalho, por extrapolacio dos valores calculados com os
esquemas MINMOD e SMART, sio idénticos. Verifica-se uma excelente
concordincia entre os resultados obtidos neste estudo e os valores propostos por
Fan et al. (1999), para toda a gama de De. Os resultados apresentados em Fan et
al. (1999) foram calculados com um método de elementos finitos, usando uma
técnica de refinamento h-p com elevado grau de precisiao, baseada em polinémios
até 6° grau. A desvantagem desse método, além dos recursos computacionais
intensivos, reside na sua aplicabilidade limitada, ndo sendo estdvel em problemas
onde existam pontos singulares, como é o caso do escoamento de um fluido
viscoeldstico numa contracgao. Os resultados calculados por Phan-Thien e Dou
(1999) com um método CVFEM (mistura de volumes de controlo e elementos
finitos) afastam-se significativamente dos valores obtidos neste estudo, chegando a
ser menos precisos do que os valores calculados com o esquema UDS na malha
M60. Por outro lado os resultados obtidos por Phan-Thien e Dou (1999) limitam-
se a valores de De < 0.43, enquanto que o esquema UDS na malha M60 permite
obter solugbes estdveis até De = 1.5, como se ilustra na Figura 7.4(b). Esta figura.
também ilustra que os resultados obtidos com o esquema UDS s6 sdo precisos caso
sejam usadas malhas computacionais muito refinadas, ou se for possivel utilizar a
técnica da extrapolagio de Richardson. Esta limitagdo agrava-se a medida que a
elasticidade aumenta (maiores valores de De).

Para, se ilustrar inequivocamente o ganho em precisio numérica conseguido com
a implementacio dos esquemas de alta resolucao, apresenta-se na Figura 7.5 a
variacéo do erro relativo nos valores de Cp com o nimero de Débora. A solugao de
referéncia foi estimada com o esquema SMART usando a técnica da extrapolagao
de Richardson. Para De < 0.5 observa-se uma boa concorddncia entre as vdrias

previsdes, apesar do esquema UDS jé demonstrar uma 1mprecisao acrescida (com

diferencas superiores a 0.6% nas solugdes obtidas na malha M60). Para De > 0.5

observa-se uma deterioragio progressiva na precisao dos valores de Cj calculados

com o esquema UDS. Por exemplo, a De = 0.7 o erro relativo em Cp sobe para

2.5 e 1.4% nas malhas M60 e M120, respectivamente. Contudo, mesmo para este

valor elevado de De, os erros obtidos com o esquema UDS néo sdo tao elevados,
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caso sejam considerados os valores estimados pela extrapolagio de Richardson
(neste caso apenas 0.3%), em vez dos valores de Cp obtidos nas malhas mais
refinadas. Em contrapartida, para os esquemas de alta resolugao os erros relativos
sao sempre baixos: por exemplo, para De = 0.9 obtém-se um erro de apenas 0.07%
na malha M120, e de 0.3% na malha M60, quando se usa o esquema SMART na

discretizagao do termo convectivo da equacdo constitutiva.
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Figura 7.4: Variagio do coeficiente de arrasto com o nimero de Débora: (a) comparacio
com resultados obtidos por outros autores; (b) previsdes obtidas com o esquema de
diferengas de montante de 1* ordem (UDS).
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Figura 7.5: Influéncia do nimero de Débora no erro relativo do coeficiente de arrasto
(calculado relativamente ao valor extrapolado com o esquema SMART).

Na Figura 7.6 comparam-se os perfis da velocidade ao longo da linha central
(y =0) para um fluido newtoniano (De = 0), e para um fluido UCM a diferentes
valores de De. Tal como esperado, o perfil newtoniano é simétrico (devido a
reversibilidade dos escoamentos newtonianos a baixo Re). Para o fluido UCM
perde-se a simetria do escoamento, observando-se que um aumento da elasticidade
conduz a um alongamento da zona de recuperagdo da velocidade, excepto na regiao
vizinha do ponto de estagnagdo na esteira do cilindro (como se demonstra na
pequena figura colocada no interior da Figura 7.6). Os perfis apresentados na
Figura 7.6, obtidos com o esquema SMART na malha M120, sao independentes da
malha computacional uma vez que as previsoes obtidas nas malhas M60 e M120
sio coincidentes. A Figura 7.6 mostra que, para o fluido UCM, existe um
deslocamento das linhas de corrente para jusante do cilindro, cgmparativamente a0

caso newtoniano. A excepgdo restringe-se apenas a uma pequena reglao localizada

junto ao ponto de estagnagao de jusante, onde ocorre um ligeiro desvio das linhas
de corrente na direcgio de montante.

Na Figura 7.7 apresentam-se os perfis da tensao normal 7., ao longo da linha

central e da superficie do cilindro, verificando-se a ocorrencia de dois médximos

. . - da limite que se
locais de 7,. O primeiro méximo de 7 ocorre na cama 9
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desenvolve sobre a superficie do cilindro, e o segundo méximo localiza-se na esteira
do cilindro, a uma pequena distancia do ponto de estagnacio de jusante. Na
Figura 7.7 observa-se que o aumento da tensao normal méxima na camada limite é
progressivamente menor com De, enquanto que o méximo de 7_ localizado na
esteira do cilindro aumenta exponencialmente para os valores de De mais
elevados. Resultados semelhantes foram reportadas por Fan et al. (1999), que
relacionaram o crescimento brusco do méximo de 7, na esteira do cilindro com a
perda de convergéncia do seu método de cilculo para valores de De elevados. A
este respeito, o método desenvolvido na presente tese demonstra uma maior
robustez, uma vez que foi possivel alcancar solugbes estdveis até De=1 e 0.9,
respectivamente para os esquemas MINMOD e SMART, em contraste com as

simulagbes de Fan et al. (1999) que apenas sio estdveis até De = 0.75.
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Figura 7.6: Influéncia do nimero de Débora nos perfis da componente longitudinal da.
velocidade, ao longo da linha de simetria, para o fluido UCM.

Para um valor moderado da elasticidade do fluido, De = 0.6, observa-se na
Figura 7.8 uma boa concordéincia entre as previsdes do presente trabalho e os
resultados obtidos por Fan et al. (1999), excepto na regido da esteira onde as
previsoes da malha mais refinada, M120, ficam um pouco aquém dos valores
obtidos por Fan et al. (1999). Contudo, efectuando um maijor refinamento da

malha na regido localizada junto a linha central a jusante do cilindro, é possivel
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reproduzir com grande precisio os perfis de T, Obtidos por Fan et dl. (1999),
como se ilustra na Figura 7.8 (resultados obtidos com a malha M60-WR). Na
Figura 7.8 também é visivel o ganho em precisio obtido pelo esquema de alta
resolucdo, relativamente ao esquema UDS. Os resultados obtidos com o esquema
MINMOD sao significativamente menos dependentes do grau de refinamento da

malha computacional, estando de acordo com os resultados de Fan et al. (1999).
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Figura 7.7: Influéncia do nimero de Débora nos perfis de 7, na parede do cilindro e ao
longo da linha central. Resultados obtidos na malha M120 com o esquema SMART para

o fluido UCM.

Na esteira do cilindro observa-se uma dependéncia significativa dos resultados
com o refinamento da malha, em particular para os valores de 7, calculados para
os valores de De mais elevados, como se mostra na Figura 7.8. De forma idéntica,
Fan et al. (1999) referem que a De~ 0.7 os resultados de 7, na esteira do

cilindro deixam de ser independentes do grau do polinémio usado, acabando

mesmo por se perder a convergéncia iterativa a De = 0.75. E precisamente nesta,

gama de valores de De que os resultados obtidos neste trabalho se comegam a

afastar dos valores obtidos por Fan et al. (1999). | |
Na Figura 7.9 analisa-se a influéncia do ntmero de Débora nos dois maximos

4scim isa, (03] resultados com o aumento
i 7 erva- ecresclmo da precisao d
locais de o Observa-se um d

de De, especialmente para o miximo localizado n

cilindro. O méximo local na camada limite (Méaximo 1) tende para um valor

a linha central a jusante do
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assimptético, o qual é calculado na malha MI120 com boa precisdo. Em
contrapartida, o segundo mdximo local de 7, localizado na esteira do cilindro,
aumenta exponencialmente com De. Este segundo mdximo local ocorre na linha
central a jusante do cilindro (§ =0, ou y=0), pelo que se obtém valores
superiores & medida que se aumenta o refinamento tangencial local nessa regido.
Assim, as previsGes obtidas na malha M60-WR (com um refinamento elevado na
esteira do cilindro) sdo bastante precisas, e comparam favoravelmente com as
previsdes de Fan et al. (1999) até De = 0.75. Acima deste valor de De observa-se
um aumento muito acentuado do 2° mdximo de 7., o que se reflecte em

dificuldades de convergéncia.
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Figura 7.8: Influéncia do esquema de discretizacdo e do grau de refinamento da malha no
perfil de 7 ao longo da parede do cilindro e da linha central na esteira. Comparagéo com
as previsoes de Fan et al. (1999) a De=0.6.

E curioso observar que foi possivel obter convergéncia na malha M120 até
De = 0.9 usando o esquema de alta resolugdo mais preciso (SMART). Contudo, ao
utilizar-se a malha M60-WR apenas se obtém convergéncia até De = 0.75, valor
este em perfeita sintonia com o limite alcangado por Fan et al. (1999). Desta forma
conclui-se que, provavelmente, as solugbes numéricas obtidas para De > 0.75

correspondem a um artefacto numérico, e o escoamento nio é estdvel, pois a
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insuficiente resolucio das elevadas tensdes normais que se desenvolvem na esteira

do cilindro poderd conferir uma estabilidade artificial as solugdes numéricas.
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Figura 7.9: Variacdo dos méximos locais em 7, com o nimero de Débora para o fluido
UCM. O méximo 1 refere-se & camada limite e o mdximo 2 & linha central na esteira do

cilindro.

Na Figura 7.10 apresenta-se a variagdo de T, com a coordenada azimutal 6,
calculada nas malhas M120 e M60-WR. Os perfis foram obtidos a uma distdncia
constante ao centro do cilindro (r constante) correspondente & localizagéo exacta,
para cada valor de De, do mdximo de 7, observado na esteira do cilindro. Os
resultados obtidos na malha M120 apresentam uma boa precisdo até a célula
adjacente a linha central. Contudo, dado que a tensdo normal ainda estd a
aumentar, um maior refinamento na direcgao @ conduz a valores ainda mais

elevados de 7, (em particular para De > 0.7), como se demonstra com os

resultados obtidos na malha M60-WR. Para De < 0.6 observa-se que 7, tende

para um valor constante & medida que 9 decresce. Por outro lado, para valores de

De superiores (De~0.7—0.75) verifica-se que a tensio normal aumenta

indefinidamente & medida que 6 tende para zero. Conclui-se assim, com base nos
s com a malha M60-WR, que possivelmente existird

mal para De=0.7, origiriando a perda de

resultados numéricos obtido

um ponto singular na tensdo nor

convergéncia iterativa do método numérico. Infelizmente nao € possivel afirmar
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inequivocamente se a singularidade tem uma origem fisica ou se é o resultado de
erros numéricos. No entanto, a excelente concordéncia com os resultados numéricos
de Fan et al. (1999) ndo serdo certamente uma coincidéncia. Note-se também que o
escoamento nesta regiao tem um forte cardcter elongacional, e os modelos UCM e

Oldroyd-B possuem uma singularidade na viscosidade extensional para \é =1/2
(vide Tabela 3.1).

2.0

[ De—=0.75 De=1
Nt €=le —o—M60 (WR)
- De=0.9_
- De =0. - ---e-- M120
1.8 T SR
é\ [
b 1.6 ":
S |
\ -
& 14
. i
° i
12
1.0 +

-4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5
log ©

Figura 7.10: Comportamento assimptético da tensdo normal com a posicao azimutal para
valores elevados de Débora.

As dificuldades numéricas observadas para valores de De elevados, com a
correspondente perda de convergéncia iterativa, podem também ser explicadas pela
variagdo da pressao ao longo da superficie do cilindro e da linha central na esteira.
Como se pode ver na Figura 7.11, 4 medida que De aumenta observa-se um ligeiro
acréscimo da pressao ao longo da parede do cilindro. No entanto, junto ao ponto
de estagnagio posterior verifica-se um comportamento significativamente diferente:
para baixos valores de De observa-se um aumento progressivo da pressio com a
elasticidade do fluido; acima de um valor critico de De (entre 0.3 e 0.6) observa-se
o aparecimento de um pico negativo na pressdo, cuja intensidade aumenta
significativamente com De. Na Figura 7.11 observa-se que para De = 0.9 o ponto

de estagnagao apresenta um comportamento aproximadamente singular.
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Figura 7.11: Influéncia do nimero de Débora nos perfis de pressdo observados ao longo da
superficie do cilindro e da linha de simetria a jusante do mesmo (fluido UCM; esquema
SMART; p=0 no ponto de estagnagio frontal).

Num estudo tedrico recente, Renardy (2000a) efectua uma andlise assimptética
para o comportamento das tensdes na vizinhanca do cilindro. Nesse estudo prevé-se
um aumento proporcional a De® para as tensdes na esteira do cilindro, bem como
a existéncia de uma regido préxima do cilindro onde as tensbes crescem na
proporc¢ao de Dée’ . Na Figura 7.12 representa-se a influéncia do nimero de Débora

no valor méximo de 7, observado na esteira do cilindro, calculado nas malhas

M60, M120 e M60-WR.. Os resultados obtidos na malha mais refinada segundo a
direccio azimutal (M60-WR) sugerem um aumento proporcional a De® para
baixos valores de De, e proporcional a De® para os valores mais elevados de De.

Para as malhas menos refinadas na esteira do cilindro observa-se um aumento

. 2 2.6
menos acentuado no valor méximo de 7, (o< De” na malha M60 e o De™ na

malha M120).

7.3.3 Fluido Oldroyd-B

uadas para o fluido Oldroyd-B apenas foi usado o esquema

eciso. Na Tabela 7.3 apresentam-se 0s valores do

Nas simulagdes efect
SMART, por ser o mais pr

coeficiente de arrasto obtidos nas diversas malhas. Na Tabela 7.5 comparam-se
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esses valores com os resultados obtidos por Fan et al. (1999), Sun et al. (1999), Liu
et al. (1998), Dou e Phan-Thien (1999), Caola et al. (2001), Chauviére e Owens
(2001) e Owens et al. (2002).
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Figura 7.12: Influéncia do nimero de Débora e do grau de refinamento da malha no valor
méximo de 7, na esteira do cilindro.

Os valores do coeficiente de arrasto representam-se na Figura 7.13, onde se
pode observar uma boa concordancia entre as previsées obtidas nas malhas M60 e
M120. Assim, os valores de C) estimados pela técnica da extrapolacio de
Richardson também sao idénticos aos resultados calculados na malha M120,
estando em perfeita concordancia com os resultados obtidos por Fan et al. (1999).
A perda de precisao dos resultados obtidos por Dou e Phan-Thien (1999) é
perfeitamente visivel para De > 0.3. Por outro lado, os resultados obtidos pelo
grupo do MIT (Liu et al, 1998; Sun et al., 1999) sio um pouco superiores aos
obtidos nesta tese e em Fan et al. (1999).

Para o fluido UCM observou-se uma diminuigio de C, com De (vide Figura
7.4). Para o fluido Oldroyd-B observa-se na Figura 7.13 uma diminuicdo de C,
até De = 0.75, seguida de um aumento progressivo para valores de De mais
elevados. Na Tabela 7.5 apresentam-se os valores de C),, obtidos neste estudo e os

resultados de outros grupos de investigacdo. Para De =1 todos os métodos
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conduzem a solugdes estdveis, o que sugere uma, estabilizagio induzida pela tensio

puramente newtoniana existente no fluido Oldroyd-B.

Tabela 7.5- Comparagao entre os valores do coeficiente de arrasto previstos neste estudo
e resultados da literatura (fluido Oldroyd-B).

Presente trabalho: Dou e
Alves et al. (2001b) Fan et Sun et al. Liu e¢ Phan- Caola et Chauviére Owens
De M120  Extra- al. (1999) al. Thien al. e Owens et al.
polado  (1999) (1998)  (1999) (2001)  (2001)  (2002)
0 132.369 132.378 132,36 132,34 132.34 131.81  132.3 132.28  132.357
0.1 130.343  130.355 130.36  130.33 129.72
0.2 126.618 126.632 126.62 126.63 126.41
0.3 123.195 123.210 123.19 123.26 123.52
0.4 120.596  120.607 120.59  120.76 121.56 120.55
0.5 118.832 118.838 118.83  119.11 11948 120.58 118.8 118.80  118.827
0.6 117.786  117.787 117.77 11817 118.72 120.49 117.75  117.775
0.7 117.328 117.323 117.32 117.84 118.54 121.13 11720 117.291
0.8 117.370 117.357 117.36  117.98 122.57 116.95  117.237
0.9 117.865 117.851 117.79  118.50 124.48 116.88  117.503
1.0 118.560 118.518 118.49 119.32 11947 126.89 117.8 117.21  118.030
1.1 120.38 129.72  118.0 118.786
1.2 121.65 133.16 119.764
1.3 123.07 136.94
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Os valores de C,, obtidos por Caola et al. (2001), Chauviére e Owens (2001) e
por Owens et al. (2002) (vide Tabela 7.5) foram publicados posteriormente aos
resultados obtidos no ambito desta tese (Alves et al., 2001b). Esses valores sdo
incluidos na Figura 7.14, juntamente com os resultados obtidos neste trabalho e
por Fan et al. (1999), para simplificar a andlise comparativa. Para De < 0.7
verifica-se uma excelente concordincia entre os resultados, ocorrendo um
afastamento progressivo para De > 0.8. A concordancia entre os valores obtidos
neste estudo e os resultados de Fan et al. (1999) é elevadissima, o que sugere que
possam ser usados como valores de referéncia para este escoamento. Contudo, para
De > 0.8 nao é possivel assegurar a sua exactidao porque os perfis das tensoes
normais na esteira do cilindro nao sao totalmente independentes da malha, como
sucede para o fluido UCM. De resto, tanto Fan et al. (1999) como Chauviére e
Owens (2001) referem que as solugdes numéricas obtidas para De > 0.8 devem ser
consideradas com precaugao.

Os resultados obtidos nesta tese foram calculados em malhas extremamente
refinadas, o que possibilita a obtengao de solugdes com precisao elevada. Os
restantes trabalhos apresentados na Tabela 7.5 fazem wuso de malhas
significativamente menos refinadas, com excepgdo do trabalho de Caola et al.
(2001). Nesse estudo foi usado processamento paralelo, permitindo o uso de malhas
computacionais extremamente refinadas (até um méximo de 751110 graus de
liberdade). Os cdlculos foram efectuados num cluster constituido por 16 estagdes de
trabalho Dell Precision 610®, cada uma das quais com 1GB de memdria e com um
duplo processador Pentium Il Xeon® a 500MHz.

Para a malha M120 usada no presente estudo, existe um total de 417600 graus
de liberdade, o que também é bastante significativo atendendo ao facto das
simulacoes terem sido efectuadas num vulgar PC equipado com um processador
AMD Athlon® a 500 MHz com apenas 256 MB de meméria SDRAM. Pode assim
concluir-se que o método dos volumes finitos é significativamente menos exigente
em termos de recursos computacionais.

Na Figura 7.15 apresentam-se os perfis da tensdo normal 7, na parede do
cilindro e ao longo da linha central na esteira, para De = 0.7. Novamente, as
previsoes obtidas nas malhas M60 e M120 diferem significativamente na esteira do
cilindro, onde é necessdrio utilizar a malha M60-WR, para capturar correctamente

o perfil longitudinal de 7. Para valores de De superiores, os valores previstos
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para o coeficiente de arrasto sio muito semelhantes aos de Fan et al. (1999),
observando-se apenas diferencas nos perfis de 7_ na esteira do cilindro. Nessa
zona observa-se uma influéncia importante do grau de refinamento da malha nos
perfis de 7., como se ilustra na Figura 7.16. Também é visivel uma ligeira
dependéncia do grau de refinamento da malha junto & parede superior do canal,
contudo essas diferengas sdo menos importantes uma vez que os gradientes de 7,

nessa regiao sao muito menores.
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Figura 7.14: Variacéo do coeficiente de arrasto com o nimero de Débora para o fluido
Oldroyd-B. Comparacdo com os resultados obtidos por outros grupos de investigagao.

Na Figura 7.17 ilustra-se a influéncia do nimero de Débora nos perfis de 7,, ao

longo da parede do cilindro e da linha central na esteira. Contrariamente ao fluido

UCM (vide Figura 7.7), em que o valor méximo da tensdo normal na parede do

cilindro (primeiro méximo) estabiliza para De =~ 0.6 — 0.7, para o fluido Oldroyd-B

observa-se uma tendéncia para o primeiro méximo da tensdo normal aumentar

progressivamente com De. Este aumento poderd explicar o acréscimo no valor de

C. observado para o fluido Oldroyd-B a valores elevados de De, o que nao
D

acontece para o fluido UCM (cf. Figuras 7.4 e 7.13).
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Os perfis de velocidade calculados na malha M120 para o fluido Oldroyd-B a
De =10, 0.3, 0.6 e 0.9 apresentam-se na Figura 7.18. De forma semelhante ao
fluido UCM (vide Figura 7.6), observa-se um afastamento das linhas de corrente
para jusante, o que resulta numa diminuicao do valor de €, com o aumento da
elasticidade, para valores baixos a moderados de De. Em contrapartida, na esteira
do cilindro observa-se uma aproximagao das linhas de corrente na direcgao do
cilindro. Para ilustrar estas observagoes, na Figura 7.19 representam-se as linhas
de corrente previstas para o fluido newtoniano e para o fluido Oldroyd-B a
De =0.9. Observa-se que a elasticidade do fluido conduz a um afastamento das
linhas de corrente na direc¢ao de jusante, excepto na esteira do cilindro onde se
verifica uma tendéncia contrdria. Um comportamento idéntico foi relatado por
Bush (1993) para o problema equivalente do escoamento de um fluido viscoeldstico

em torno de uma esfera.

120 T
: o - M120
100 T — M60
: © Fan et al.(1999)
20 _ """" M60 (WR)
= I
b L
T 60T
~ [
e I
40 1
20 4
0 doa

0 1 2 3 4 5
s/R

Figura 7.15: Influéncia do grau de refinamento da malha no perfil de 7, ao longo da
parede do cilindro e da linha central na esteira. Comparagio com as previsdes de Fan et
al. (1999) para De=0.7. Resultados obtidos com o esquema SMART.
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Figura 7.16: Comparagiio entre as previsdes obtidas nas malhas M60 (----) e M120 (—)
para a tensdo normal adimensionalizada, 7./ (nU/R).
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Figura 7.17: Influéncia do numero de Débora nos perfis de 7, na parede do cilindro e ao
longo da linha central na sua esteira. Resultados obtidos na malha M120 com o esquema

SMART para o fluido Oldroyd-B.
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Figura 7.18: Influéncia de De nos perfis da velocidade
central. Resultados calculados na malha M120 para o

axial normalizada ao longo da linha
fluido Oldroyd-B.
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Newtoniano

De=10.9

Figura 7.19: Linhas de corrente previstas para o escoamento de um fluido newtoniano
(----) e de um fluido Oldroyd-B a De=0.9 (—).

7.4 Conclusoes

Neste capftulo analisou-se numericamente o escoamento em torno de um cilindro
confinado entre duas placas planas (razao de bloqueio 1/2), para os fluidos UCM e
Oldroyd-B. A utilizacio dos esquemas de alta resoluggo MINMOD e SMART, em
conjunto com malhas computacionais com um nimero elevado de células, permitiu
obter solucbes numéricas com elevada precisao. A ordem de convergéncia com o
refinamento da malha foi estimada em 2.0 e 1.8, respectivamente para os esquemas
de alta resolucio SMART e MINMOD, e em 1.0 para o esquema UDS.

Os valores de C), obtidos para De < 0.75 com o fluido UCM estao de acordo

com os resultados apresentados por Fan et al. (1999), podendo ser considerados
valores de referéncia para este escoamento padrio. Para o fluido Oldroyd-B
obteve-se boa concordancia para De < 0.7 com os resultados apresentados por Fan

et al. (1999), Caola et al. (2001) e Owens et al. (2002), podendo assim ser usados

como valores de referéncia.
O erro dos valores propostos para o coeficiente de arrasto foi estimado com a

técnica da extrapolacio de Richardson. Os resultados calculados na malha mais

refinada possuem uma precisdo de 0.03% e 0.01% para os fluido UCM e

(excepto para o0s valores de De mais elevados, para os

Oldroyd-B, respectivamente
0.07% para o fluido UCM a De=0.9, e 0.03% para o

quais se estima um erro de
fluido Oldroyd-B a De =1). Fica assim demonstrado que a utilizacio de métodos

de volumes finitos na previsao de escoamentos de fluidos viscoeldsticos permite a

obtencdo de solugdes com precisao semelhante 4 dos métodos de elementos finitos,
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desde que sejam usados esquemas de discretizacao adequados, em acordo com as
opinides veiculadas por Baaijens (1998a) e por Dou e Phan-Thien (1999).

Para De > 0.8 nao foi possivel obter solugoes independentes da malha para os
perfis de tensdes normais na esteira do cilindro. O mesmo comportamento foi
descrito por Fan et al. (1999) e por Owens et al. (2002), pelo que os resultados

para De > 0.8 devem ser considerados com precaugao.
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Capitulo 8

CUBISTA: Um novo esquema de alta
resolucao com propriedades iterativas
melhoradas®

Os esquemas de alta resolucio usados na discretizagdo dos termos convectivos das
equagdes de transporte, apesar de oferecerem um ganho de precisao face aos esquemas
cldssicos, sem introduzirem oscilagdes na solugdo, por vezes originam problemas de
convergéncia iterativa dos métodos de célculo. Neste capttulo apresenta-se um novo
esquema de alta resolu¢do com propriedades iterativas melhoradas, o qual é testado em
trés tipos de problemas de referéncia: (i) transporte de um escalar por advecgao pura
num campo de velocidade constante; (ii) escoamento de um fluido newtoniano num
degrau; (i) escoamento de um fluido viscoeldstico de Mazwell numa contracgdo plana

com razio 4:1 e em torno de um cilindro confinado por duas placas paralelas.

8.1 Introdugao

As vantagens inerentes & utilizagdo de esquemas de alta resolugdo na discretizagao

dos termos convectivos das equagdes de transporte, e em particular para as

equagdes constitutivas viscoeldsticas, jé foram discutidas em detalhe na Seccao 4.6.

Um outro aspecto muito importante a considerar,
se as propriedades de convergéncia iterativa do esquema de

e que é frequentemente

negligenciado, refere-
alta resolugio. Em determinadas

convergéncia no procedimento iterativo de cdlculo do esc

condicées observam-se dificuldades de

oamento, causadas pela

(2003a). A convergent and universally

« Oliveira e Pinho
Alves, Numer. Meth. Fluids 41: 47-

¥ Este capftulo & baseado no artigo .
tment of advection. Int. J.

bounded interpolation scheme for the trea
75",
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utilizacdo de esquemas de alta resolucdo, devidas a uma conjugacio de diversos
factores, tais como: (#) variagbes acentuadas da derivada da fungéo do esquema de
alta resolugdo, em especial na vizinhanca do ponto de escoamento suave (950 = g"c);
(i) ndo observancia da propriedade da variagdo total decrescente; (i)
proximidade do esquema de alta resolugdo ao esquema de diferengas de jusante
(d=1).

As dificuldades de convergéncia iterativa associadas i utilizacio de esquemas de
alta. resolugéio foram j4 reportadas por outros autores, destacando-se os recentes
trabalhos de Jasak et al. (1999) e de Song et al. (2000). Estes autores propuseram
esquemas de alta resolucgio com propriedades de convergéncia melhoradas, mas que
se mostraram ainda insuficientes para a utilizacio na simulacio de escoamentos de
fluidos viscoeldsticos. Isto ird ser ilustrado com dois escoamentos envolvendo um
fluido viscoeldstico do tipo UCM, um através de uma contracgio plana 4:1, e outro

em torno de um cilindro colocado transversalmente entre duas placas paralelas.

8.2 CUBISTA: um novo esquema de alta resoluciao

Leonard (1991) propés a metodologia ULTIMATE (Universal Limiter for
Transient Interpolation Modeling of the Advective Transport Egquations) para a
simulacéio de escoamentos nio estaciondrios usando uma formulagao explicita. No
limite, quando o nimero de Courant tende para zero, a metodologia ULTIMATE
degenera no critério CBC de Gaskell e Lau (1988), descrito em detalhe na Seccéo
4.6.2. O critério ULTIMATE difere do critério CBC apenas para baixos valores de

¢, devendo observar-se a, condicao suplementar

a1 - .
P < ¢, S-5¢C para ¢, <C (8.1)

ilustrada na Figura 8.1 (a). De forma idéntica, as condicdes necessdrias para que

um esquema explicito aplicado a um problema n#o estaciondrio possua a

propriedade TVD podem ser expressas pelas seguintes inequagdes (Leonard, 1996),
¢ SO <(2-0)4, para @, <1/2

o i ) 8.2
¢Gs¢f_<_1—o(1-¢o) para ¢ >1/2 (5.2

Estas desigualdades sfio ainda mals restritivas que as resultantes do critério

ULTIMATE, como se ilustra na Figura 8.1 (b). Este facto ndo ¢ inesperado, uma

vez que as condigdes TVD sfo menos gerais que as condigdes de preservagdo da
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monotonicidade da solugado (nas quais se baseiam os critérios ULTIMATE e CBC),
sendo condicao suficiente para garantir convergéncia para a solugdo fraca (weak
solution) da equac@o de transporte (Hirsch, 1990-pg. 525-529). Embora o critério
TVD nao garanta que a solugao numérica satisfaga a condigio de entropia, a
experiéncia mostra que os esquemas TVD conduzem habitualmente a solugoes

fisicamente aceitdveis (Sweby, 1984).

b £1/C

/

(a) (b)

Figura 8.1: Regidao admissivel para célculos explicitos nao 'estz.Lcionzirios envolvendo
esquemas de alta resolugdo: (a) metodologia ULTIMATE; (b) critério TVD.

A principal contribuigdo do presente capitulo tem a ver com o reconhecimento
da importancia dos esquemas de alta resolucdo satisfazerem simultaneamente o
critério CBC (vide Eq. (4.108)) e as restricoes TVD, definidas na Eq. (8.2), para se
assegurar uma boa convergéncia iterativa do algoritmo de célculo. Obviamente
esta questdo s6 surge com métodos de integracao implicitos, logo iterativos, e por

isso ndo foi considerada nos trabalhos de Leonard, que usou tipicamente métodos

. ~ . .. . ;
explicitos de resolugdo das equagoes diferenciais. Partindo deste pressuposto

propde-se um novo esquema de alta resolugdo que possul simultaneamente elevada

precisdo numeérica e boas caracteristicas de convergéncia. Os conceitos subjacentes

s e discutidos em detalhe, usando-se
a0 esquema proposto passam a Ser apresentado

a metodologia NVA (vilida para malhas uniformes) por uma questdo de

simplicidade:

(i) Esquema principal e precis@o numerica
se num esquema de diferengas

a basear-
O esquema de alta resolugio proposto deve
: quema QUICK

5 4T incidiu sobre o es
com elevada precisao numerica. A escolha incidiu s
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(precisio de 3* ordem) por ser significativamente mais preciso que 0s esquemas
cldssicos de 2 ordem (e.g., CDS, LUDS, FROMM), sem aumentar o grau de

dificuldade na sua implementacio numérica (cf. Leonard, 1991; 1996).

(#) Regido de escoamento suave

As mudangas na funcio do esquema de alta resolugdo nao devem ocorrer perto da
regiao de escoamento suave (0.4 < ngc <0.6) j4 que a experiéncia com esquemas
deste tipo (e.g., MINMOD) demonstra que a mudanga abrupta no declive da
funcao q;f =f ((50), perto de (50 = 0.5, pode conduzir a problemas de convergéncia
iterativa. Assim, a recta qu = 0.3754+0.73 gzzc, representativa do esquema QUICK,
devers ser prolongada o mais possivel para a esquerda e para a direita do ponto
(50 = 0.5 no diagrama de varidveis normalizadas. ‘

(#ii) Restrigoes TVD

O esquema de alta resolugdo deve verificar as restricées TVD, definidas pela Eq.
(8.2) e ilustradas na Figura 8.1 (b), tomando-se C' como um pardmetro empirico a
determinar com base em experiéncias numéricas. Se for usado o critério CBC (ou o
critério ULTIMATE com C = 0) obtém-se o esquema de alta resolugaio SMART,
composto pela recta ggf =0.375+0.75 ‘50 referente ao esquema QUICK, uma
porcao do esquema de diferengas de jusante, ggf =1, e uma linha recta de declive 3
a ligar o esquema QUICK a origem do diagrama NVD (vide Figura 4.13). De
forma idéntica, usando as restrigdes TVD para condigoes de estado estaciondrio
(C=0), obtém-se o esquema WACEB (Song et al, 2000), cuja diferenca
relativamente ao esquema SMART reside apenas na recta de declive 2, que une o

esquema QUICK a origem do diagrama NVD.

(iv) Escolha do pardmetro C

O interesse principal desta tese prende-se com a simulagao de escoamentos em
condigdes de estado estaciondrio. Como essa solugio é obtida por um método
implicito de marcha no tempo, parece razodvel supor que ird existir alguma
analogia com simulacdes de facto ndo estacionsrias. As restrigdes TVD ilustradas
na Figura 8.1 (b) sdo vélidas para algoritmos explicitos aplicados a escoamentos em
regime ndo estaciondrio, que forgosamente tém de respeitar a condi¢do de
Courant-Friedrichs-Lewy (CFL, vide Ferziger e Peric, 1996), que impde C <1. Na
metodologia usada no presente trabalho é possivel definir um ndimero de Courant

(e.g., C = max[u,6t /6z,u,6t /[ 6y]), contudo o seu valor poderd ser bastante
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superior 4 unidade (da ordem de 10) devido & utilizagdo de métodos implicitos que
nao restringem o passo de integragio temporal (e também por ndo haver interesse
em representar com precisdo o cardcter transiente do escoamento). Assim, o
pardmetro C' nao deve ser aqui encarado como um verdadeiro nimero de Courant,
mas sim como um paridmetro ajustdvel, a optimizar por forma a melhorar as
caracteristicas de convergéncia iterativa do esquema de alta resolugao.

Para o valor limite C =0, o esquema de alta resolugao proposto degenera no
esquema WACEB, que se demonstrard possuir algumas dificuldades de
convergéncia iterativa em certos escoamentos. Experiéncias numéricas para o
escoamento de um fluido UCM numa contraccao plana 4:1 demonstraram que
aumentando o valor do parametro C de 0 (WACEB) para 0.1, a convergéncia
iterativa melhora ligeiramente, persistindo ainda algumas dificuldades de
convergéncia. Efectuando um nimero significativo de simulagoes (nem todas aqui
descritas) foi possivel verificar que o valor C = 0.25 correspondia as condigoes
6ptimas, tendo sido obtida convergéncia para a tolerancia desejada (por muito
baixa que fosse) em todos os problemas estudados. Note-se que o valor de C' deve
ser mantido o mais baixo possivel para reduzir a difusdo numérica nas regices
probleméticas do escoamento ( gz~30 ~0e qzc ~1).

Existe portanto um compromisso entre aumentar o valor de C, para melhorar
a convergéncia iterativa do esquema de alta resolucdo, e diminuir o seu valor para
aumentar a precisio numérica, em particular quando existam gradientes elevados.

O valor C = 0.25 pareceu, com base em experiéncias numéricas, ser um bom

compromisso entre estes dois factores.

(v) A dificuldade causada pelo esquema de diferencas de jusante

Apesar do valor C' =0.25 ter sido obtido empiricamente, a partir de um nimero

elevado de experiéncias numéricas, existem argumentos formais que suportam essa

escolha. A regido mais problemdtica dos esquemas de alta resolugdo baseados no

esquema QUICK (e.g., WACEB, SMART) corresponde & gama de valores de

<z~5 ~ 1, onde é usado o esquema de diferencas de jusante (downwind), qﬁf =1.0

nas equacoes de
uso de downwind puro origina um coeficiente ap negativo quag

transporte na forma discreta, o que conduz frequentemente a problemas de

estabilidade quando sdo usados algorit
¢ desde valores tipicos de escoamento suave

mos implicitos. Por outro lado, quando se

aumenta progressivamente

( ¢ = 0.5), verifica-se que a partir de um certo valor de ¢C a variacdo quadrética
(¢
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caracteristica do esquema QUICK (¢ representa uma coordenada local: ¢, = ¢(0);

=¢(1); ¢y = d(-1)),
$(&) =

+¢D;¢U§+¢D+¢U_2¢C€2

y (8.3)

alcanca a situacdo esquematizada na Figura 8.2, onde é possivel observar um
overshoot em ¢, ndo sendo portanto garantida a monotonicidade da solugéo. E
nessa altura que o esquema de diferengas de jusante é solicitado, e os problemas de
estabilidade podem surgir. O ponto exacto que conduz ao aparecimento de

overshoot pode ser obtido da condigao

9% L3 te 10 , (8.4)
o0& 5_,1 2
que conduz a
g ¢C ¢ 3
== >— 8.5
Y=gy 0, 4 (5:2)

Assim, para valores de qgc superiores a 0.75 (correspondendo a qgf = 0.9375)

 QUICK

nao é seguro utilizar a linha referente ao esquema QUICK, devendo seguir-se ao
longo da linha que une os pontos (0.750.9375) e (L,1) no diagrama NVD,
obtendo-se desta forma um declive C = 0.25, igual ao valor optimizado com base

em experiéncias numeéricas.

(vi) Condigées de simetria do limitador

s

Das consideracoes anteriores conclui-se que o limitador é constituido por trés
segmentos de recta na regido mondtona (0 < 950 <1): Limitador TVD a esquerda
(gZ)C ~(), i.e., linha recta de declive 2—C partindo da origem; linha recta
referente ao esquema QUICK (<f~>f =0.375 +0.75q~50) na regiao intermédia,
correspondente & zona de escoamento suave; limitador TVD & direita ((;3C ~1),
i.e., linha recta de declive C' passando no ponto (1,1) do diagrama NVD. Como o
pardmetro C ¢é ajustdvel, e ndo um verdadeiro nimero de Courant, podem
escolher-se valores diferentes para o declive do segmento de recta & esquerda
(2—C,), e para o declive do segmento de recta & direita da linha QUICK (C,).
Contudo, a escolha de valores diferentes para C| e C, viola a condigdo de simetria
do limitador, conduzindo a eventuais distor¢oes de perfis simétricos que se

desloquem por advecgdo.
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Figura 8.2: Ilustracio de uma situagdo em que ocorre um mdximo na fungao
interpoladora do esquema QUICK (qﬂc =0.9).

A condicdo de simetria do limitador é facilmente obtida se este for convertido

da metodologia NVA,

¢, = max {q;c,min

AL B8 CHEIRCEN D

para a metodologia proposta por Sweby (1984), baseada em limitadores de fluxo,

2r(1-6) 2+ 2.201- 6 )

@ (r) = max {O, min

em que ¢ representa o limitador de fluxo e r o quociente entre gradientes
consecutivos (¢ = (¢ — &) /051—@;) e r=¢s/(l—¢)). A condigdo de
simetria do limitador de fluxo (vide Eq. (4.104)),

[1] 1)
(p _— =

T T

conduz a

R e

(p[%] — max {0, min (8.8)

1 max { 0, min
r
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Comparando as Egs. (8.7) e (8.8) conclui-se que o esquema proposto &
(aproximadamente) simétrico se C, = C,. O esquema de alta resolugao é apenas
aproximadamente simétrico porque a linha intermédia, referente ao esquema
QUICK, néo verifica a condicdo de simetria. De facto, um esquema de diferencas
de ordem fmpar nunca pode ser simétrico. No entanto, uma vez que o esquema
QUICK ¢é usado apenas na zona de escoamento suave nao deverd conduzir a
distor¢bes assimétricas significativas dos perfis transportados por advecgao, pelo
que o esquema proposto é aproximadamente simétrico, desde que se use C,=0,.
Fica assim fundamentada teoricamente a escolha do valor C' = 0.25 para ambos os
segmentos de recta, por forma a verificar o critério TVD nos extremos q;C ~0 e
‘ﬁc ~ 1 e a garantir maior estabilidade.

O esquema proposto foi designado por CUBISTA, acrénimo de Convergent and
Unaversally Bounded Interpolation Scheme for Treatment of Advection. Segundo a

formulagdo NVA, o esquema proposto é representado pela fungao,

(7 - ~ 3
— 0< < =
4¢c < ¢c 3
3 3- 3 - 3
~ _+_¢c _S¢c S—
bi=18 4 8 4 (8.9)
- 3 ~
S+ °< 1
PRIVAL g <% s
h¢c ¢C¢[0’1]

O esquema CUBISTA pode ser generalizado para a metodologia NVSF,

obtendo-se a expressio (Alves et al., 2003a)

§-% & ; : _3;
1+3<1_gc) ~C¢C 0< c <%
Ef(l—éf)~ ~f(~f_~0) 3: _ = 1+2( - &)
S+ SE << —a
- &(1-£) 1-¢, 4 26 — £, .10
C1-d 1+2(6-&). .
1 2L£Q0 %) 5% L o <%s!
e ¢ & 10,1]
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Esta fungdo, apesar de ser significativamente mais elaborada que a Eq. (8.9), ndo
acarreta grandes dificuldades de implementacio numérica, em particular se for
usada a técnica da correccao diferida de Khosla e Rubin (1974) (vide Secgdo 4.6.2).

Na Figura 8.3 apresentam-se os esquemas de alta resolucao CUBISTA, SMART
e WACEB no diagrama NVD. Como se pode observar, as transi¢coes entre os
diversos ramos da funcdo representativa do esquema CUBISTA é menos
acentuada, comparativamente aos esquemas SMART e WACEB, reduzindo assim
a instabilidade de transicao com a consequente melhoria da convergéncia iterativa.
Isto ird ser demonstrado com resultados numéricos, a serem apresentados de

seguida.

SMART WACEB CUBISTA

28
Figura 8.3: Representagdo dos esquemas de alta resolucio SMART, WACEB e CUBISTA
no diagrama NVD: malha uniforme (===—); malha nao uniforme com um factor de
expansao 2 ( ); malha ndo uniforme com um factor de compressdo 0.5 (------- ). Os

circulos a negro referem-se as condigoes de escoamento suave, correspondendo aos pontos
de coordenadas (&;,&,)-

8.3 Resultados

Foram seleccionadas trés classes de problemas de referéncia para aferir o esquema

de resolugdo proposto em termos de precisio e das suas caracterfsticas de
convergéncia iterativa.

Em primeiro lugar considera-se o teste clgssico do transporte advectivo de um

escalar num campo de velocidades constante. Segue-se a andlise do escoamento de

um fluido newtoniano num degrau, em condicoes de regime laminar, terminando-se

. -~ ] m
a presente secgio com a previsao do escoamento de um fluido UCM numa

contraccdo plana 4:1 e em torno de um cilindro colocado transversalmente entre

duas placas paralelas.
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8.3.1 Adveccao pura de um escalar

Neste primeiro exemplo considera-se o escoamento puramente advectivo de um
escalar passivo num campo de velocidades constante, obliquo relativamente ao
dominio de calculo (ngulo 6 ). Este escoamento jé foi considerado na Secgdo 4.6.2,
onde se apresenta um esquema da geometria do escoamento (vide Figura 4.14). A
equacio de conservagdo que descreve o transporte advectivo de um escalar ¢, num
dominio cartesiano bidimensional, traduz-se por

a(uz¢) a(uy¢) —
oz + oy

0 (8.11)

sendo u, e u, as componentes cartesianas do vector velocidade. Sao considerados
dois valores para o angulo 6: (i) 6 =45°, obtido para u, = u,; (1) 6=30°,
obtido com u, = V3 Uy, -

S50 consideradas trés condigdes fronteira distintas, correspondentes a diferentes
formas do perfil de ¢ na fronteira de entrada (em z =0, vide Figura 4.14). Para
0 = 45° consideram-se os seguintes perfis (para 6 =30° as expressoes sao
semelhantes):

e Perfil em forma de um degrau

#(0,y)=1 para 0<y<l1

(8.12)
#(z,00=0  para 0<z<1
e Perfil em forma de um seno quadrado
sen” [? wy] para 0<y< 2%)
¢(0,y) =
1 para 0<y<1
(8.13)
$(z,00=0 para 0<z<1
e Perfil em forma de uma semi-elipse
$(0,9)=1-[u/@/O]  para b <1/6
¢(0,y)=0 para |y|>1/6
(8.14)

(,25(.’12,0)2\’1—[37/(1/6)]2 para |z1 <1/6

W(»’U,O) =0 para Iz1>1/6
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Cada um destes perfis tem um objectivo especifico: o perfil em forma de um
degrau possui gradientes infinitos de ¢, permitindo testar a capacidade dos
esquemas capturarem eficientemente frentes abruptas, sem introduzirem demasiada
difusao numérica, e sem conduzirem a oscilagées indesejdveis na solugdo (dispersao
numeérica). O perfil em forma de um seno quadrado é relativamente suave,
permitindo assim determinar a ordem de convergéncia com o refinamento da
malha, para os diversos esquemas de diferencas. O perfil em forma de uma
semi-elipse possui simultaneamente zonas com elevados gradientes e regioes suaves,
o que o torna particularmente dificil (Leonard, 1991). Permite ainda testar a
propriedade de simetria dos esquemas de diferengas.

Teoricamente, os perfis sdo transladados segundo a direcgao da velocidade sem
qualquer distor¢do, uma vez que o transporte é puramente advectivo. Nas Figuras
8.4 a 8.6 apresentam-se as solucdes numéricas obtidas com o esquema UDS, e com
diversos esquemas de alta resolugdo, para os trés perfis considerados. Em cada
figura apresenta-se a solugio calculada num dominio quadrado de lado unitério,
sendo usada uma malha uniforme constituida por 59 x 59 células. Os resultados
apresentados nas figuras traduzem os perfis de ¢ calculados ao longo da linha
vertical £ = 0.5, para os casos (a) § =45° e (b) 6 = 30°. Note-se que a escala no
eixo das abcissas estd restringida a uma pequena gama de y, por forma. a acentuar
as diferencas entre os resultados calculados com os diferentes esquemas de
discretizacao.

As Figuras 8.4 a 8.6 mostram que o esquema SMART é o mais preciso,
sobretudo para o perfil em degrau, seguindo-se de perto os esquemas WACEB e

CUBISTA. Nos casos de perfis sem descontinuidades de gradientes (Figuras 8.5 e

8.6) existe pouca diferenga entre os resultados obtidos com o CUBISTA e o

SMART. O esquema UDS é exageradamente difusivo, sendo por essa razao
O esquema MINMOD também conduz a resultados pouco

mas de alta resolug@o testados.

desaconselhdvel.

precisos, sendo o mais difusivo de todos os esque

Para todos os esquemas de diferengas observa-se que a difusao numérica & mais

acentuada para 6 = 45°, independentemente do perfil de ¢ considerado.
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Figura 8.4: Advecgao pura de um perfil em forma de degrau numa malha uniforme com
50x59 células. Resultados numéricos ao longo da linha z=0.5, obtidos com diversos
esquemas de diferencas: (a) 8=230°; (b) 6= 45°.



CUBISTA: Um novo esquema de alta resolucdo 225

1.0 i _
i . u
0.8 T -
- [ |
06 1
i — Sol. exacta
¢ - H UDS
04 + A MINMOD
i + GAMMA
i X CLAM
02 + X WACEB
. O SMART
- ¢ CUBISTA
00 - T E -
045 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70
Yy
1.0 _
- X r
[ b
08 T ( ) ]
N u
0.6 T — Sol. exacta
@ [ m UDS
s A MINMOD
0.4 71 - + GAMMA
i [ ] X CLAM
fm " X WACEB
0.2 7 0 SMART
I I & CUBISTA
O.O _% 1 a } (] : 1 L 3 L ; 1 1 1 1
0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70

a de seno quadrado numa malha

de um perfil em form
da linha z=0.5, obtidos com
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uniforme com 59x59 células.
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Figura 8.6: Adveccdo pura de um perfil em forma de uma semi-elipse numa malha
uniforme com 59x59 células. Resultados numéricos ao longo da linha z=0.5, obtidos com
diversos esquemas de diferengas: (a) 6= 30° (b) 6=45°.
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Efectuaram-se estudos de convergéncia com o refinamento da malha para o
transporte advectivo do perfil em forma de um seno quadrado. Os resultados
obtidos em quatro malhas com diferentes graus de refinamento sao apresentados na
Figura 8.7, sendo possivel estimar a ordem de convergéncia dos diversos esquemas
de diferencgas a partir do declive das linhas de ajuste apresentadas nessa figura.
Para o esquema SMART obtém-se uma precisio de 3* ordem, de acordo com o
previsto, enquanto que para os esquemas CUBISTA e WACEB obtém-se uma
precisdo ligeiramente inferior (ordem de convergéncia de 2.7 e 2.6,
respectivamente). Este pequeno decréscimo na ordem de convergéncia dos
esquemas WACEB e CUBISTA resulta da contribuicao dos dois pontos nas
extremidades do perfil de ¢, para os quais (50 é inferior a 0.375 e superior a 0.75,
respectivamente. Nestes pontos o valor de <{;f nao é obtido pelo segmento QUICK
do esquemsa de alta resolucdo, resultando num ligeiro decréscimo da ordem de
convergéncia. De facto, ndo se deve avaliar a verdadeira ordem de convergéncia de
um esquema de diferencas em regides afastadas da zona de escoamento suave,
<;~SC =~ 0.5, porque nessas condigdes a expansdo em série de Taylor truncada nao é
vélida (cf. Leonard, 1988). Como se ird demonstrar com outros exemplos mais
realistas, esta ligeira diminui¢do na ordem de convergéncia dos esquemas WACEB
e CUBISTA néo é tao significativa quanto se poderia depreender da Figura 8.7.
Para além disso é preciso ter em mente que o presente problema se destinou a
averiguar a precisdao do esquema CUBISTA, comparativamente ao SMART; o

principal ponto forte do esquema aqui proposto, e que diz respeito a melhoria das

propriedades de convergéncia iterativa, nio foi ainda verdadeiramente testado com

este problema (vide Secgdes 8.3.2 e 8.3.3).
resolucio CLAM, GAMMA e MINMOD possuem

de 2° ordem, contudo os erros obtidos com o

Os esquemas de alta

aproximadamente uma precisao
esquema CLAM sao cerca de uma ordem de grandeza inferiores aos que se obtém

com os esquemas GAMMA e MINMOD, o que demonstra a sua superioridade. O

i isa a e j& era previsto da sua
esquema UDS apenas possul precisao de 1% ordem, o que Ja era p

ordem de convergéncia formal.

Para ilustrar os efeitos indesejdveis causados pel
se na Figura 8.8 os perfis calculados para o

mi-elipse, usando-se uma

a assimetria de alguns esquemas

de alta resolucdo, apresentam-

transporte advectivo de um perfil com a forma de uma se
malha uniforme com 29x29 células. Nos perfis calculados com os esquemas
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SMART e GAMMA (em particular para (3, =0.1) é possivel observar uma
distorcio assimétrica acentuada. Em contrapartida, o perfil previsto com o
esquema CUBISTA é praticamente simétrico, de acordo com o previsto, uma vez

que a propriedade de simetria foi considerada no design desse esquema de alta

resolugao.
0.1 ¢
0.01 /'/./././
9 g
3 i
5 0001+
= declive
S s W UDS 0.9
<  0.0001 A MINMOD 1.8
g + GAMMA 1.9
5| X CLAM 2.1
0.00001 = ¢ CUBISTA 2.7
g X WACEB 2.6
[ O SMART 3.0
0.000001 ’ ' ' E—
0.001 0.01
Axmin’ Aymin

Figura 8.7: Erro absoluto médio entre o perfil teérico e calculado de ¢, ao longo da linha
vertical z=0.5, em funcao do espacamento minimo da malha computacional. Os
resultados apresentados referem-se ao transporte advectivo de um perfil em forma de um
seno quadrado.

8.3.2 Escoamento laminar num degrau

Na Figura 8.9 ilustra-se a geometria referente ao escoamento num degrau
(backward facing step), e apresentam-se algumas das varidveis relevantes. Este
problema foi estudado extensivamente por via experimental e numérica para
fluidos newtonianos (e.g., Armaly et al., 1983; Durst e Pereira, 1988), tendo-se
tornado num dos problemas de referéncia para escoamentos em regime laminar

(e.g., Gresho et al., 1993; Barton, 1997).
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Figura 8.8: Influéncia da assimetria do esquema de alta resolugdo: resultados para a
semi-elipse transportada por advecgdo, segundo um é&ngulo de 30° relativamente a uma
malha uniforme com 29x29 células.

O escoamento caracteriza-se por dois grupos adimensionais independentes,
sendo habitualmente escolhida a razdo entre a altura do degrau e a largura do
canal de entrada, s/h, e o nimero de Reynolds, aqui definido por
Re=2pU _h/n, onde U, & a velocidade média na secgdo de entrada. Neste
exemplo restringe-se a andlise para as condigbes s/h=1 e Re=2800, sendo
considerados dois tipos de condigoes de entrada:

(i) Imposicdo de escoamento de Poiseuille numa seccio afastada do degrau

(z/h=—-20).

(i3) Imposigdo de escoamento de Poiseuille exactamente no degrau (z/h =0).

A condicio fronteira definida em (7) conduz a um comprimento de recolamento

o vértice principal, contudo o padrao global de escoamento é em

obtido com a condigdo fronteira (7). Em ambas as situagées

mais elevado d

tudo semelhante ao

considera-se que a fronteira de saida estd localizada em z/h =80, comprimento

este suficiente para permitir um desenvolvimento do perfil parabélico da velocidade

no canal de jusante. Resultados preliminares efectuados com canais de maior e de
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menor dimensdo permitiram concluir que esse valor é adequado a&s condicoes
seleccionadas.

Efectuaram-se simulacoes num conjunto de malhas sucessivamente refinadas,
com o objectivo de se obterem solugdes com elevada precisdio numérica e para
avaliar a ordem de convergéncia com o refinamento da malha, para os diversos
esquemas de diferengas seleccionados.

") -
: _
’ ~—
) Un  |h
— Uout

s y“‘ \— Vértice principal .
) 4 Ya DT

i Ll

.

. .

Figura 8.9: Tlustracio do escoamento num degrau e definicdo das varidveis relevantes.

O principal objectivo da proposta do esquema CUBISTA prende-se com a
necessidade de se obter um esquema de diferencas de elevada precisao, sem se
comprometer a sua estabilidade iterativa e robustez. Na Figura 8.10 apresenta-se a
evolucao dos residuos da equagio referente ao cilculo de u, ao longo do tempo
adimensional, T =t /(2h /U, ), para diversos esquemas de diferencas. Nessa figura
o que se ilustra é, essencialmente, a convergéncia iterativa dos esquemas de
diferencas, uma vez que o tempo representado no eixo das abcissas ¢ proporcional
a0 numero de passos de integragdo temporal, que podem ser vistos como iteragoes
exteriores. Os residuos apresentados na Figura 8.10 correspondem & norma L, dos
residuos normalizados do sistema de equagdes algébricas a resolver, devendo tender
para zero & medida que o algoritmo de cilculo converge para a solucdo de estado
estaciondrio. Para este problema admite-se que a solugdo converge quando os
residuos normalizados das diversas equagdes tomarem valores inferiores a 10°. Os
resultados apresentados na Figura 8.10 foram obtidos para um passo de integragao
temporal normalizado de 6T = 0.25. Observando a Figura 8.10 conclui-se que para
os esquemas CLAM, WACEB e CUBISTA a convergéncia iterativa se faz
aproximadamente A& mesma taxa, enquanto o esquema SMART ¢ incapaz de
convergir para a tolerancia estipulada. Para o esquema GAMMA usou-se 3, = 0.5

(um valor superior ao recomendado pelos autores, mas que faz aumentar a sua
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estabilidade), verificando-se que a sua convergéncia, iterativa é semelhante a4 do
esquema MINMOD, o que é consistente com as semelhancas existentes entre as
funcoes representativas destes esquemas no diagrama NVD. Estes resultados
demostram o ponto forte do esquema CUBISTA, que é a sua estabilidade iterativa.
Relembra-se que, exceptuando o WACEB, todos os outros esquemas que

convergem na Figura 8.10 tém precisao significativamente inferior & do esquema

proposto.
1.E+02 T
1.E+01 3 Z MINMOD
i : s
1LE+00 + E
3 s o
o LE-0l &
o :
o [ 1.E-06 .
5 LE02% 700 T g0 P T 900
g E UDS CUBISTA
& 1.E-03 CLAM
- CLAM
LE-04 ¢ CUBISTA
- WACEB
1.E-05 ¢
1.E-06 +—————t———— T S—
0 200 400 600 800 1000
T = (U, /2h)t

Figura 8.10: Decaimento ao longo do processo iterativo da norma L, dos residuos da

a a iferentes
a de momentum segundo z. Comparagéo entre os c.h
S o iforoncas, de integracdo temporal normalizado de

esquemas de diferencas, usando um passo
6T=0.25.

Seguidamente analisa-se a influéncia do passo de integragdo temporal na

histéria dos residuos obtidos com o esquema SMART, que demonstrou dificuldades

de convergéncia iterativa na Figura 8.10. Esses resultados sdo apresentados na

Figura 8.11 para valores normalizados do passo de integragao temporal na gama de

0.05 a 0.5. sendo incluida na mesma figura a evolugio do comprimento da
. 5,

recirculagio principal (z;, vide Figura 8.9). Para se obter uma solucdo convergida,

. -6 m passo de integracao
para a tolerancia estipulada de 107, tem que s€ usar um p &t
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temporal baixo (da ordem de 6T =0.05), reduzindo-se assim a taxa de
convergéncia para a solu¢cdo de estado estaciondrio (num factor de 5 vezes
comparativamente aos resultados obtidos com o esquema CUBISTA apresentados
na Figura 8.10). Observando simultaneamente a evolucdo temporal dos residuos e
do comprimento da recirculacio (por exemplo para 6T = 0.5, vide Figura 8.11),
pode concluir-se que o processo iterativo de cdlculo continua a fornecer uma
solucdo de estado estaciondrio adequada, mesmo quando os residuos nao decaem
sistematicamente e estabilizam num valor superior ao da tolerdncia estabelecida.
Neste caso é possivel alcancar a solugdo de estado estaciondrio (representada na
Figura 8.11 pelo valor assimptético de z; obtido para 6T = 0.05) mesmo quando
os residuos de u nao convergem totalmente. Contudo, num problema geral é dificil
decidir se a solugao convergiu enquanto os residuos das equagoes nao diminuirem
sistematicamente até ao nivel estipulado para convergéncia completa. Numa tal
situagao nao hd qualquer garantia de que a solucdo numérica possa estar a
convergir correctamente para a solugao pretendida, tornando-se dificil decidir
quando se poderd parar o processo de cdlculo. Assim, a solucdo obtida com o
esquema SMART para 6T = 0.5, 0.25 ou 0.1 s6 pode ser considerada vilida se
forem efectuados testes de verificagao adicionais, o que é indesejdvel e nem sempre
vidvel. Em conclusao, um esquema de discretizacdo com robustez iterativa devers
conduzir a um decaimento dos residuos das equagoes de transporte para o nivel de
residuo pretendido, por muito baixo que seja o seu valor (desde que, obviamente,
seja superior & precisao do instrumento de cdlculo; em qualquer dos testes
apresentados ao longo desta tese foi usada precisdo dupla para todas as varidveis
reais).

Na Tabela 8.1 apresentam-se os valores obtidos para o comprimento da
recirculagdo principal em condicoes de estado estaciondrio, calculados com os
diversos esquemas de diferencas em vdrias malhas. Usando a técnica da
extrapolagdo de Richardson é possivel calcular um valor de referéncia para o

comprimento do vdrtice principal, z, . /2h, bem como a ordem de convergéncia

com o refinamento da malha para cada um dos esquemas de diferengas, p. Para

tal, efectua-se um ajuste nao linear do tipo,
Ty = Typep + 0 (AZp)" (8.15)

em que Az . representa a dimensao minima das células que constituem a malha

computacional, e usando os valores obtidos nas malhas mais refinadas. A partir
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desse ajuste, podem estimar-se os pardmetros pretendidos (.'1:l ot © p), os quais sdo
1

incluidos na parte inferior da Tabela 8.1. Devido & nio uniformidade das malhas
computacionais e & existéncia de outros termos nas equacdes de transporte, que
nao apenas os termos convectivos (relembra-se que os termos difusivos sdo
discretizados com diferengas centradas de 2* ordem), a ordem de convergéncia
obtida para o esquema CUBISTA é ligeiramente superior a 2, sendo idéntica a
ordem de convergéncia estimada com os esquemas WACEB e SMART. Esta
observagao reforca os comentdrios feitos na Seccio 8.3.1 quanto a ordem de

precisiao do CUBISTA comparativamente ao esquema SMART.

1.E+01 1
1.E+00 T 11.44
b=
3 1.E-01 ]

b =
= AN
E 1.E-02 11.43 R
$ 1.E-03
= i

1.E-04 T 11.42

1.E-05 ]

1.E-06 - 11.41
0 250 500 750 1000

T = (Um/2h) t

Figura 8.11: Decaimento da norma dos residuos da gquagﬁo de congervag50~de momentum
segundo z obtido com o esquema SMART. Inﬂué:ncm.do. passo de integragdo temporal na
histéria dos residuos e da dimensdo da recirculagao principal.

Na Figura 8.12 representa-se 0 erro estimado do comprimento da recirculagao
principal em fungio do grau de refinamento da malha, verificando-se uma precisao
semelhante para os resultados obtidos com os esquemas WACEB, SMART e
CUBISTA. Em termos de convergéncia iterativa, os esquemas WACEB e
CUBISTA sdo superiores ao esquema SMART, como se ilustrou na Figura 8.10.
LAM, GAMMA e MINMOD a ordem de convergéncia é

nas diversas malhas sao significativamente superiores, em

Para os esquemas C
inferior e os erros obtidos
particular para o esquema MINMOD. Por exemplo, na segunda malha apresentada
na Tabela 8.1 (102x40), que re

problema pritico, o erro do com

presenta uma malha adequada & resolugdo de um

primento da recirculagdo é de 8.8% para o
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esquema MINMOD, 4.9% para o esquema CLAM e apenas 3.3% e 3.2% para os
esquemas CUBISTA e SMART, respectivamente. Mais uma vez observa-se que o
esquema UDS é muito pouco preciso (1* ordem), sendo por essa razio

desaconselhével.

Tabela 8.1- Comprimento do vértice principal em condigdes de estado estaciondrio (com
de canal de entrada).

Malha ® Az_ /2n® UDS MINMOD GAMMA CLAM WACEB SMART CUBISTA

51x20 0.0500 4.1380 4.3516 4.1042
102x 40 0.0250 4.2156  5.3894 55546  5.6220 5.7188  5.7216 5.7125
153 x 60 0.0167 4.3532  5.7400 57894 57998 5.8351 5.8356 5.8338
204 % 80 0.0125 4.5948  5.8205 5.8457  5.8514  5.8701 . 5.8704 5.8697
306x120  0.00833 4.9665 5.8723 5.8835  5.8861  5.8038  5.8938 5.8936
408 x 160 0.00625 5.1968  5.8892 58055  5.8970 59012 5.9012 5.9012

T} ot /2h 5.9086 5.9086  5.9092  5.9092 5.9092
P 1.0 2.1 2.2 2.2 2.3 2.3 2.3
@ N3o considerando o canal de entrada
® Aa:min = Aymin
10
declive
- 1.0
i [ |
1 £ 2.1
2.2
i 2.3
5 ® UDS
8 0.1 F
I'_‘ : A MINMOD
= T+ GAMMA
T X CLAM
001 T X WACEB
[ O SMART
- & CUBISTA
0.001 1 1 1 L L 1 1 L : 1 ] 1 1 1 1 11
0.001 0.01 0.1
A.’E min /2h

Figura 8.12: Erro estimado no comprimento do vértice principal em funcio do
espacamento minimo da malha.
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Como teste adicional ao esquema de alta resolucdo proposto neste capitulo, e ao
processo de cédlculo em geral, apresentam-se na Tabela 8.2 os resultados numéricos
obtidos por outros autores, bem como as previsdes deste trabalho usando o
esquema CUBISTA. Os valores tabelados referem-se & condigio fronteira do tipo
(i), em que o perfil parabélico de velocidade é imposto exactamente na secgio do
degrau. Como se pode verificar na Tabela 8.2, existe uma excelente concordancia
com as solugoes de referéncia obtidas por Gresho et al. (1993), o que confirma a

boa precisao numeérica obtida com o esquema CUBISTA.

Tabela 8.2- Localizagdo dos pontos de estagnagdo para o escoamento num degrau (caso
em que nao se utiliza um canal de entrada).

z /2 z,/2h =, /2h =z, /2h  y, /2
Este trabalho (CUBISTA)  6.095  4.852  10.481  0.0864  0.0829
Gresho et al. (1993) 6.10 4.85 10.48
Barton (1997) 6.02 4.82 10.48

8.3.3 Simulacao do escoamento de um fluido viscoeldstico

Considere-se o escoamento de um fluido viscoeldstico descrito pelo modelo UCM,
que é o mais problemdtico, em termos numéricos, dos modelos viscoeldsticos
diferenciais. Em linha com os dois capitulos anteriores, nesta secgdo consideram-se
novamente os escoamentos de referéncia numa contrac¢do plana 4:1, e em torno de
um cilindro colocado perpendicularmente entre duas placas planas paralelas.

A geometria e as malhas computacionais usadas na simulagao do escoamento de

um fluido UCM numa contraccio plana 4:1 sdo as mesmas da Seccdo 6.2. Neste

capitulo o estudo restringe-se ao caso De = 3, sendo as simulagées efectuadas

apenas nas malhas 2 e 3 (vide Tabela 6.1), usando diversos esquemas de diferencas
para comparar a precisao e a respectiva convergéncia iterativa. Para De=3
apresentou-se na Secgao 6.3 uma solugio de elevada precisdo numérica, obtida com
o esquema MINMOD numa malha altamente refi
servird para avaliar a precisdo das simulacbes apresentadas nesta s
rsos esquemas de diferencas. Refira-se que os resultados
j4 usados por outros grupos de investigagao

ubacar e Webster, 2001).

nada. Essa solugﬁo de referéncia

eccao, calculadas

na malha 2 com dive
apresentados na Seccdo 6.3 foram

como forma de validagdo numérica (e.g., Abo
se o decaimento do residuo de T

proporcional ao ntimero de passos no tempo ou, de

longo do tempo
Na Figura 8.13 ilustra- ao long p

adimensional, T =t /(H, JU. ) (
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forma equivalente, ao nimero de iteragbes), usando-se a malha 2 e um passo de
integragao temporal 6T =0.01. Essa figura mostra que os esquemas MINMOD,
GAMMA, WACEB e SMART apresentam dificuldades de convergéncia, nio sendo
possivel alcancar a tolerdncia estipulada para garantir convergéncia do processo
iterativo (norma L, dos residuos das equacdes algébricas inferior a 107*). Para o
esquema GAMMA é possivel alcancar convergéncia para a tolerancia estipulada
quando se usa (3, = 0.5, valor que corresponde ao limite superior admissivel para
garantir boa precisao (Jasak et al., 1999). Na Figura 8.13 também se pode observar
que a taxa de decaimento dos residuos (ou velocidade de convergéncia) para o0s
esquemas CLAM e CUBISTA ¢é semelhante, sendo um pouco inferior & obtida para

o esquema UDS.

€

10

T 7 TTn

e
—_
!

0.01 A

Residuo de 7,

T T T Irit

0.001 -

T T v rrrod

0.0001

T:(Uz/Hz)t

Figura 8.13: Variagdo dos residuos da equagdo para 7, ao longo do processo de avango no
tempo. Resultados obtidos na malha 2 para o escoamento de um fluido UCM numa
contraccdo plana 4:1 a De=3.

Para os esquemas de diferencas em que se alcancou convergéncia completa
analisou-se o efeito do refinamento da malha na respectiva convergéncia iterativa.
Os resultados obtidos na malha 3 sdo apresentados na Figura 8.14, onde é possivel

observar que apenas os esquemas UDS e CUBISTA sdo capazes de alcancar um
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residuo inferior a tolerincia estipulada para convergéncia completa. Fiea assim

demonstrado que o novo esquema possui propriedades iterativas superiores aos

restantes esquemas de alta resolucdo aqui testados.

1
W3 [
o OI@F GAMMA
o] o =
0 : (B, = 0.5)
=
5 [
3 001
= :
0.001 -
; CLAM
0.0001 — e ——
0 500 1000 1500 2000 2500

T=(U2/H2)t

Figura 8.14: Variacdo dos residuos da equagdo para 7, a0 longo do processo de avanco no
tempo. Resultados obtidos na malha 3 para o escoamento de um fluido UCM numa

contraccgao plana 4:1 a De=3.

Para avaliar localmente a precisdao do esquema CUBISTA, apresenta-se na
Figura 8.15 um mapa de contornos da primeira diferenca de tensoes normais,
normalizada pela tensdo de corte na parede da conduta de jusante,
T, = 3n,U,/H,. A Figura 815 mostra que a precisio do esquema CUBISTA ¢
idéntica a do esquema SMART (os contornos obtidos com ambos 0s esquemas nao
sio visualmente distingufveis), sendo claramente superior & do esquema UDS. De

facto, foi verificado através de testes de refinamento da malha que as isolinhas de

tensio obtidas com o esquema UDS ainda apresentam variagbes significativas,

enquanto que com o CUBISTA as diferencas sao imperceptiveis numa figura.

Em termos do padrao de escoamento, na Figura 8.16 apresentam-se as linhas de

§ e CUBISTA. As primeiras sdo demasiado

corrente previstas com os esquemas UD
o de referéncia, com o vdrtice de canto

difusas em comparagao com a soluga

¢ a inexisténcia do vortice de entrada, que nao é

exageradamente amplificado,
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capturado nesta malha. Em contrapartida, com o esquema CUBISTA prevé-se o
padrao de escoamento com boa precisao, nio obstante a malha usada na simulacao
ser pouco refinada. Para avaliar melhor a precisio dos resultados inclui-se na, parte
inferior da Figura 8.16 uma solugdo de referéncia, obtida numa malha muito mais
refinada, (cf. Tabela 6.1, malha 4).

—--— UDS
— —. SMART

—— CUBISTA

Figura 8.15: Contornos da primeira diferenca de tensdes normais, (Tee —7,,)/(3n,U, /H,),
calculada com os esquemas UDS, SMART e CUBISTA na malha 2.

CUBISTA

——

— .

Solugdo de Solu¢do de
referéncia referéncia

Figura 8.16: Comparagao das linhas de corrente previstas com os esquemas UDS e
CUBISTA na malha 2. Na parte inferior apresenta-se uma solugéo de referéncia calculada
numa malha muito mais refinada (malha 4- vide Tabela 6.1).
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Considere-se agora o escoamento de um fluido UCM em torno de um cilindro,
colocado transversalmente no centro do espago criado entre duas placas paralelas.
A semi-disténcia entre placas é dupla do raio do cilindro, & = 2R (vide Figura
7.1), e o nimero de Débora considerado é De = AU /R = 0.6.

Na Figura 8.17 apresenta-se a evolugéo dos residuos da equacgdo de 7, ao longo
do processo de avango no tempo. Novamente, apenas os esquemas UDS e
CUBISTA garantem convergéncia para uma tolerdncia de 107°. Qualquer um dos
outros esquemas conduz a uma estagnagdo dos residuos, pelo que ndo & possivel
garantir que os resultados da simulagdo sfo adequados, a menos que sejam

efectuados testes de convergéncia adicionais.
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1.0E-02
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1.0E-06 +——————— . . .
0 10 20 30 40 50 60
T=U/R)t

quagio para T ao longo do processo de avango no
um fluido UCM em torno

Figura 8.17: Variacio dos residuos da e g
tempo. Resultados obtidos na malha M30 para o escoamento de

- de um cilindro a De=0.6.

s resultados das previsoes do coeficiente de arrasto
m os esquemas UDS e CUBISTA na malha M30

a este problema-vide Tabela 7.1), com os

A Figura 8.18 compara o
sobre o cilindro, Cp, obtidos co
(que ¢ relativamente grosseira par

resultados de elevada precisdo obtidos nes |
an et al. (1999). Para o esquema UDS observa-se que, & medida que a

o valor de C, previsto torna-se artificialmente

te trabalho (vide Capitulo 7, Tabela 7.5)

e por F

elasticidade do fluido aumenta,

elevado, em particular para De 2 0.5. Em contrapartida, os valores previstos com
b O -

o esquema CUBISTA sao praticamente coincidentes com os resultados de
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referéncia, apesar da malha computacional aqui usada possuir um baixo nimero de

volumes de controlo.

140
K — Alves et al.(2001)
130 T X Fan et al.(1999)
- O CUBISTA (Malha M30)
120 ¢ ¢ UDS (Malha M30)
Cp 110 '
100 +
90 +
B0 A b0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

De

Figura 8.18: Comparacao de previsdes do coeficiente de arrasto sobre o cilindro.

Algumas conclusGes relativas a convergéncia iterativa dos esquemas de alta
resolugao podem ser retiradas dos exemplos apresentados. O esquema MINMOD é
o mais difusivo dos esquemas de alta resolugdo considerados e, apesar de verificar
as restrigoes TVD definidas pela Eq. (8.2), apresenta dificuldades de convergéncia
como se pode observar nas Figuras 8.13 e 8.17. Estas dificuldades deverao ter

origem no facto da mudanga de ramo da funcso qu = f(qgc) ocorrer na regiao de

escoamento suave, causando assim uma instabilidade de transicdo. O esquema
SMART viola as restrices TVD para valores de q;C ~0 e ¢, 1, pelo que
apresenta problemas de convergéncia iterativa quando ocorrem gradientes elevados
de ¢ nessas regides. O esquema WACEB segue precisamente as restricdes TVD
para estado estaciondrio (C =0), mas os resultados demonstram que essas
condicoes sao insuficientes para garantir convergéncia da solucdo em certos
escoamentos (alguma margem de seguranca é necessiria, como proposto no
esquema CUBISTA). Este facto é particularmente importante para as situacoes em
que ‘Z;c =1, pois o esquema WACEB segue a linha referente ao esquema de
diferencas de jusante, que é altamente instdvel quando se usam algoritmos de

solugao implicitos.
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Na Figura 8.19 apresenta-se o decaimento dos residuos de T, a0 longo do
tempo (proporcional ao niimero de passo de integracdo), para diferentes valores do
pardmetro C do esquema de alta resolugéio proposto (segmento de recta 4 esquerda
do esquema QUICK com declive C, e segmento de recta 3 direita do esquema,
QUICK com declive 1-C, passando pelo ponto (1,1) no diagrama NVD). A Figura
8.19 refere-se ao escoamento em torno de um cilindro confinado a De = 06, e
confirma algumas das conclusdes acima apresentadas. Para valores de C na gama,
0.2 a 0.3 observa-se uma boa convergéncia iterativa, justificando-se assim a escolha
do pardmetro C = 0.25 para o esquema CUBISTA. Para valores de C mais
elevados (C'=0.35, 0.4 e 0.5) ndo se obtém convergéncia para o residuo
pretendido, nao obstante o aumento de dissipagéo introduzido no esquema. Note-se
que para o valor C =0.5 recupera-se o esquema MINMOD, pelo que a
instabilidade de transicdo deverd ser a responsdvel pelas dificuldades de
convergéncia observadas na Figura 8.19. Para baixos valores de C' (C' =0 a 0.15)
nao se observa convergéncia iterativa completa, desta vez causada pela nao
verificacdo das restrices TVD (para um valor finito de C). Para C =0

recupera-se o esquema WACEB que também apresenta dificuldades de

convergéncia.
1.0E+00
1.0E-01
8 [
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: =02y =025
1.0E-05 =+ f
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ardmetro C na histéria dos resfduos da equagao para 7.

Figura 8.19: Influéncia do p to de um fluido UCM em torno de um

Resultados obtidos na malha M30 para o escoamen
cilindro a De=0.6.
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8.4 Conclusoes

Um novo esquema de alta resolucio para o tratamento dos termos convectivos
(denominado CUBISTA) é proposto no &mbito das formulagdes NVA e NVSF. O
esquema, CUBISTA apresenta uma precisio equivalente & do esquema SMART,
melhorando significativamente a sua robustez em termos de convergéncia iterativa.
A precisio e a robustez iterativa do novo esquema sdo demonstradas com vérios
problemas lineares e nao lineares, envolvendo o escoamento de fluidos newtonianos
e de fluidos viscoeldsticos. Neste wltimo caso verificou-se que apenas o esquema
CUBISTA foi capaz de convergir totalmente a solugdo numérica para os residuos
estipulados, justificando-se assim plenamente a proposta deste novo esquema de

alta resolucgao.



« . L .
‘Numerical precision is the very soul of science”
[}

Sir D’Arcy Wentworth Thompson, 1917

Capitulo 9

Solucoes de referéncia para o
escoamento de fluidos Oldroyd-B e
PTT em contraccoes®

Neste capttulo apresentam-se solugdes de referéncia para o escoamento de fluidos
Oldroyd-B ¢ PTT numa coniracgdo plana 4:1. Os resultados obtidos incluem a
variacdo com o mimero de Débora do comprimento e intensidade do vdrtice de canto
e da correcgdo de Couette. A precisdo dos resultados é quantificada, obtendo-se erros
inferiores a 1% (0.3% para a maioria dos resultados). Para o fluido PTT linear foi
posstvel alcangar solugdes estdveis para valores do numero de Débora acima de 100,
enquanto que para o fluido PTT ezponencial foram alcangados valores superiores a
10000. Estes resultados superam claramente a gama de solugées estdveis reportadas

na literatura para este escoamento. Analisa-se ainda a influéncia da razdo de

contracgdo no padrdo de escoamento, e efectuam-se comparagoes entre o escoamento

numa contracgdo 4:1 para as geometrias plana e arissimétrica.

9.1 Introducao

No Capitulo 2 foi apresentada a bibliografia relevante para o escoamento de um

fluido viscoeldstico numa contracgao 4:1 (plana ou axissimétrica), o qual é

§ 6 i lhos:
Este capftulo é baseado nos seguintes traba
(3) “Ai)ves, Oliveira e Pinho (2003b). Benchmark solutions for the flow of Oldroyd-B and PTT

fluids in planar contractions. J. Non-Newtonian Fluid Mech. 110i 45—75”.. .
(i) “Alves, Oliveira e Pinho (2003c). Numerical simulation of v1scoe'last1c contraction flows.
Compu’tatz'onal Fluid and Solid Mechanics 2008. Ed. Bathe. Elsevier, Amsterdam. 2: 826-

829",
(#4i) “Alves, Oliveira e Pinho (2004). O
abrupt contractions. J. Non-Newto

n the effect of contraction ratio in viscoelastic flow through

nian Fluid Mech. Aceite para publicagao”.
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actualmente um dos problemas de referéncia mais importantes em reologia
computacional. Nao obstante a enorme atencdo que este problema tem suscitado
nos ultimos anos, a qualidade da generalidade dos resultados apresentados na
literatura é questiondvel, como se ilustrou na Figura 2.4, onde se denota claramente
a imprecisdo (mesmo em termos qualitativos) de grande parte dos resultados
publicados. Assim, tornou-se claro desde o inicio dos trabalhos conducentes a
presente tese que este escoamento de referéncia deveria ser estudado em detalhe,
com o objectivo de se obterem solugoes numéricas de elevada precisdo. Este tipo de
solugoes numéricas muito precisas sao aqui designadas como “solucbes de
referéncia” (benchmark solutions) sendo extremamente uteis para avaliar o
desempenho de novos métodos de resolugao. _

Neste capitulo estuda-se numericamente o escoamento em regime de Stokes (a
Re =0, precisamente) numa contraccdo plana 4:1, para fluidos que seguem os
modelos Oldroyd-B e PTT simplificado (este nas versées linear e exponencial). O
esquema de alta resolugao CUBISTA, desenvolvido no capitulo anterior, é usado
na discretizacao dos termos convectivos das equagoOes constitutivas dada a sua
robustez e elevada precisao. Analisa-se ainda o escoamento dos fluidos Oldroyd-B e
PTT linear numa contracgao axissimétrica 4:1, e estuda-se o escoamento de um
fluido PTT linear em contracgées planas com diversas razoes de contraccao, na

gama 4:1 a 100:1.

9.2 Geometria do escoamento e malhas computacionais

Na Figura 6.1 apresentou-se a geometria para o escoamento numa contraccao
plana 4:1, pelo que é desnecessdrio repeti-la. Como existe simetria do escoamento
relativamente ao plano central, apenas se considera a metade superior da
contracgdo (o plano central é considerado uma fronteira de simetria), reduzindo-se
assim para cerca de metade os tempos de cdlculo e os requisitos computacionais em
termos de memdria. A desvantagem desta simplificagdo reside na impossibilidade
de se preverem eventuais assimetrias no escoamento induzidas por efeitos eldsticos,
bem como escoamentos nao estaciondrios.

Para o fluido PTT é possivel obter solugbes numéricas estdveis para valores
elevados da elasticidade do fluido com inerente aumento da dimensio longitudinal
das condutas, para garantir desenvolvimento completo dos escoamentos, pelo que

as malhas consideradas neste capitulo sio mais compridas que as usadas nos
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capitulos precedentes. A maioria dos cédlculos aqui reportados foram efectyados em
malhas com comprimentos adimensionais de L/H,=40 e L,/H,=100,
respectivamente para os canais a montante e a jusante do plano de contracgdo.
Para o fluido PTT, para valores de De superiores a 20, foram usadas malhas com
comprimentos adimensionais ainda mais elevados (L, /H, =500 e L, /H, = 1500),
para se garantir um desenvolvimento completo dos perfis de velocidade e tensao, e
dessa forma evitar qualquer influéncia das condigdes fronteira (quer de entrada,
quer de saida) nos resultados junto ao plano da contraccio, bem como nas
previsoes da correccao de Couette.

Na Tabela 9.1 apresentam-se algumas caracteristicas das malhas usadas na
simulacao deste escoamento (para as geometrias com menor comprimento), sendo
relevante destacar o nuimero elevado de graus de liberdade referentes & malha M6
(superior a 1 milhdo). Na Figura 9.9 (a ser discutida posteriormente) apresenta-se
um detalhe da malha M6 junto ao canto reentrante, sendo visivel o elevado
refinamento da malha junto ao ponto singular. Este elevado nimero de células é
necessirio para que se consiga prever adequadamente o comportamento
assimptético das componentes da velocidade e tensio junto & singularidade,

sobretudo quando o fluido segue o modelo reolégico Oldroyd-B.

Tabela 9.1- Principais caracteristicas das malhas computacionais (NC: niimero de células;
DOF: graus de liberdade; Az e Ay: dimensoes das células).

Malha NC DOF AZin=AYmin
M1 5282 31692 0.020
M2 10 587 63 522 0.014
M3 21128 126 768 0.010
M4 42 348 254 088 0.0071
M5 84512 507072 0.0050
M6 169 392 1016 352 0.0035

9.3 Resultados

se simulacbes numéricas nas diversas malhas apresentadas na Tabela

AU,/ H,) em condigdes de

Efectuaram-
9.1, para valores crescentes do nimero de Débora (De =
(Re=0). Para ambos os modelos constitutivos seleccionou-se uma

ades constante, B=1,/ (n, +1,) = 1/9, e um pardmetro
os fundidos) para o modelo PTT. Estes valores

inércia nula
razao de viscosid

e =0.25 (valor tipico para polimer
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foram também escolhidos por outros autores (cf. Owens e Phillips, 2002), o que

possibilita a comparacao directa dos resultados.

9.3.1 Fluido Oldroyd-B

Na Tabela 9.2 e nas Figuras 9.1 a 9.3 apresentam-se os resultados obtidos para o
comprimento (Xj) e intensidade (¥ ) do vértice de canto, e para a correcgao de
Couette (C), a qual traduz de forma adimensional a queda de pressao extra
induzida pela contraccio (vide Eq. (6.10)). Estes resultados sao comparados com
os valores recentemente publicados por Aboubacar e Webster (2001) e Aboubacar
et al. (2002b), que deverdo ser talvez os mais precisos até & data deste estudo.

Os resultados foram calculados em trés malhas consecutivamente refinadas (M2,
M4 e M6), obtidas por duplicagdo sucessiva do nimero de volumés de controlo em
cada direcgao e reducgio para metade das dimensdes das células (i.e., o nimero
total de volumes de controlo da malha M6 é quddruplo da malha M4, que por sua

vez é quidruplo da malha M2).

Tabela 9.2- Resultados de referéncia para o fluido Oldroyd-B (8=1/9).

De X, Erro(%) Ypx 10° Erro (%) C Erro (%) 7 @ gy ®

R TT, max 'max
0.0 1.5002  0.02 1.178 0.2 0.3741 0.1 0.360  1.501
0.5 1.4520 0.02 1.006 0.6  -0.0360 1. 0.461  1.511
1.0 1373 0.1 0.780 2 -0.505 0.4 0.544  1.525
1.5  1.279 0.2 0.576 3 -0.995 0.4 0.589  1.537
2.0 1.181 0.2 0.422 4. -1.492 0.3 0.612  1.546
2.5 1077 03 0.297 6 -1.996 0.4 0.623  1.554
3.0 0.973 0.6 0.207 9. -2.501 0.7 0.638  1.562

®Valores maximos na linha central, normalizados por 33U, /H, e U,.
®Baseado nos resultados obtidos nas malhas M1 a M5.

As Figuras 9.1 a 9.3 mostram que o comprimento e a intensidade do vértice de
canto, bem como a correcgio de Couette, diminuem com o aumento da
elasticidade. Foi possivel obter solugdes estdveis até De =2.5 nas malhas M1 a
M6, e até De =3 nas malhas M1 a M5. Estes valores limites de elasticidade sao
semelhantes ao valor méximo alcangado por Aboubacar e Webster (2001)
(De = 2.8), contudo as simulagbes reportadas por estes autores foram efectuadas
numa malha significativamente menos refinada (note-se que nas malhas M1 e M2

foi possivel alcangar De =05 e 4.5, respectivamente; esses resultados nao sao
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incluidos na Tabela 9.2 por nao se terem considerado suficientemente precisps). Os
resultados apresentados por Aboubacar e Webster (2001) seguem a tendéncia dos
valores do presente estudo, com uma precisio compardvel a dos resultados
calculados na malha M2. As excepgoes referem-se aos resultados obtidos para o
valor de De mais elevado, e ao valor errdtico a De =0.1. De uma conversa
pessoal com o Prof. M.F. Webster ficou a duvida se a solugdo numérica
apresentada em Aboubacar e Webster (2001) corresponderia realmente ao
resultado de estado estaciondrio, em particular a De = 0.1. Tudo indica que o
critério usado mnesse estudo, para avaliar a convergéncia iterativa do processo de
cdleulo, tenha sido insuficiente para garantir convergéncia completa para a solugao
de estado estacionsrio. Por outro lado, & medida que De tende para zero a solugao
deversd convergir assimptoticamente para o resultado newtoniano. Rogerson e
Yeow (1999) efectuaram uma anlise semi-analitica do escoamento newtoniano
numa, contracgao plana 4:1, tendo obtido o valor Xp =2 1.5, confirmando-se assim

os resultados obtidos no presente estudo.

1.6 T
1.5 %
14 T
13 T
Xpi12T .
1.1 —E 0O Malha M2
[ X Malha M4
10T o Malha M6
- — Extrapolado
0.9 % ® Aboubacar e Webster (2001)
0.8 " L 1 L L I 1 L 1 1 ; 1 i 1 L i 1 L 1 1 : 1 1 - i

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
De

Figura 9.1: Variagio do comprimento do vértice de canto
(De) para o fluido Oldroyd-B.

(Xz) com o mimero de Débora
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Figura 9.2: Variagdo da intensidade do vértice de canto (¥5) com o niimero de Débora
(De) para o fluido Oldroyd-B.
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Figura 9.3: Variagao da correcgdo de Couette (C) com o nimero de Débora (De) para o
fluido Oldroyd-B.
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Os erros listados na Tabela 9.2 referem-se & diferenca relativa entre a solugdo
calculada na malha mais refinada e a solucdo estimada pela técnica da
extrapolagao de Richardson, traduzindo uma estimativa da incerteza dos valores
tabelados. Os resultados de referéncia apresentados na Tabela 9.2 correspondem
aos valores obtidos por extrapolagao de Richardson.

Na Figura 9.4 apresentam-se alguns resultados publicados na literatura para o
comprimento do vértice de canto em fun¢do do nimero de Débora. Os resultados
de referéncia obtidos no presente estudo também sdo incluidos na Figura 9.4, assim
como os valores calculados com o esquema UDS (pouco preciso) numa malha
pouco refinada (malha M1). Por um lado, verifica-se que os valores obtidos por
Aboubacar e Webster (2001) aproximam-se razoavelmente dos resultados do
presente estudo. Por outro lado, observa-se que os resultados calculados no
presente estudo, usando uma malha grosseira e um esquema de diferencas pouco
preciso, se situam aproximadamente na média dos resultados obtidos na
generalidade dos outros estudos (para De< 1), ilustrando dessa forma a
imprecisao desses valores.

Para o fluido Oldroyd-B verifica-se que a correcgao de Couette é pouco sensivel
ao grau de refinamento da malha (cf. Figura 9.3), em contraste com o
comprimento e a intensidade do vértice de canto que dependem de forma
significativa da malha usada na simulacéo, e que justificam o recurso a malhas com
um elevado niimero de células.

Na Figura 9.5 apresenta-se a dependéncia de Xy com o grau de refinamento da.
malha (De = 2.5), observando-se uma convergéncia quadrética nas malhas M2 a
M6. Apesar do esquema CUBISTA, usado na discretizaciao dos termos convectivos
das equagbes constitutivas, ser formalmente de 3* ordem, j& era esperada uma
convergéncia de 2* ordem, devido a discretizacao dos termos difusivos das equagoes
ser efectuada com diferencas centradas de 2% ordem (CDS).

Na Figura 9.6 apresentam-se as linhas de corrente calculadas na malha M6 para

diferentes valores de De. Observa-se uma diminuicdo do .comprlmento e da

intensidade do vértice de canto com O aumento da elasticidade, surgindo um

pequeno vértice de entrada a De ~ 1, o qual tende a aumentar em comprimento e

intensidade com a elasticidade do escoamento. Apesar do vértice de entrada ser de

pequena dimensdo, na Figura 9.7 demonstra-se a sua existéncia para De>1.5.

Para De =005 e 1 o vértice de entrada desaparece com o refinamento da malha,
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enquanto que para De =15 o voértice de entrada persiste, mesmo quando a

dimensdo das células que constituem a malha computacional tende para zero.

1.7
o o o =K
1.5 « g K~
KB =K m o= KT
87 © o 3 ¢
13 + XXXXXXX
i XX X X
Xp L1 1 ® Aboubacar e Webster (2001)
: A Matallah et al. (1998)
i X Meng et al. (2002) i
0.9 7 ¢ Phillips e Williams (1999)
| m Rogerson € Yeow (1999)
X O Sato e Richardson (1994)
0.7 + o Yoo e Na (1991)
- —+ Este trabalho (valores recomendados)
[ --% Este trabalho (UDS-malha M1)
0.5 —t+—t+—+—t+—tttt—
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

De

Figura 9.4: Variagio do comprimento do vértice de canto (Xz) com o nimero de Débora
(De) para o fluido Oldroyd-B. Comparagao dos resultados obtidos no presente estudo com
valores publicados na literatura.

A Figura 9.8 (a) apresenta uma ampliagao da regiao junto ao canto reentrante,
ilustrando-se as linhas de corrente do vértice de entrada, previstas nas malhas M3
a M6. A dimensdo do vértice de entrada diminui com o grau de refinamento da
malha, observando-se na Figura 9.8 (b) uma convergéncia de y;, para um valor
finito. Ao contrario do que se observa na Figura 9.5, para a convergéncia de Xp
com o refinamento da malha, neste caso verifica-se uma convergéncia de 1* ordem
para Yyy,. Esta diminuicdo aparente da ordem de convergéncia resulta de y,, ser
um pardmetro local do escoamento, referente & regido mais problemdtica (na
vizinhanga de um ponto singular), ndo reflectindo assim a verdadeira ordem global
de convergéncia.

Na Figura 9.9 apresentam-se os mapas de contornos das componentes da tensao

e da pressdo, junto ao canto reentrante. Os resultados foram obtidos na malha M6,
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para o valor de elasticidade mais elevado que foi possivel alcancar nessa grelha
computacional (De =2.5). Os campos das diversas varidveis sido perfeitamente
suaves, observando-se uma concentragio de tensées elevadas junto A parede do

canal, imediatamente a jusante da contracgao.

1.18
5 ,//
I /' M1
! ,/ (e)

114+  Xp=1.077+225 Az ;"
L 7

M2,
Xr

1.10 A
i X R extrapolado

1.06 1 1 1 1 i 1 i 1 1 i i 1 1 1 i 1 1 ] ] :
0 0.005 0.01 0.015 0.02

Ammin

Figura 9.5: Convergéncia com 0 refinamento da malha para o comprimento do vdrtice de
canto. Fluido Oldroyd-B a De= 2.5.

Para se quantificar de forma mais adequada a variagdo das componentes da
velocidade e tensdo junto ao ponto singular, habitualmente apresentam-se as
representacdes assimptéticas dos perfis radiais de velocidade e tensao em

coordenadas log-log, num sistema de coordenadas polares centrado no ponto

singular (vide Figura 6.1). Tal como descrito na Secgdo 6.3.1, a andlise tedrica de

Hinch (1993), para o escoamento de um fluido Oldroyd-B num canto, conduz a

expressoes assimptéticas do tipo,

5/9
;T X
u oy Ty

23 ' (9.1)

sendo r a distdncia ao canto reentrante. Na Figura 9.10 apresentam-se 0s

resultados obtidos nas malhas M3 a M6 para as componentes da velocidade e

se o valor De=1 para evitar a formagdo de um vdrtice de

tensao. Escolheu-
senca viola um dos pressupostos da teoria desenvolvida por Hinch.

entrada, cuja pre
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Newtoniano

Figura 9.6: Sequéncia das linhas de corrente para valores de De crescentes (malha MS6).

.?s hrol}ias1393 corrente no interior dos vértices encontram-se igualmente espagadas, com
= 0.1x :
v
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Figura 9.7: Convergéncia da intensidade do vértice de entrada com o refinamento da
malha. Fluido Oldroyd-B a De=0.5, 1.0 e 1.5.

Os perfis apresentados na Figura 9.10 demonstram uma boa convergéncia com o
refinamento da malha, observando-se também uma boa concordincia com as
previsdes tedricas de Hinch. Note-se que a componente transversal da velocidade

(v) anula-se um pouco mais rapidamente que o previsto, & medida que r tende

para zero. As representagoes assimptéticas apresentadas na Figura 9.10 referem-se

a linha radial a @ =90° (ie, z=0), obtendo-se comportamentos assimptéticos

idénticos para outros angulos 6. Em Alves et al. (2001a) analisou-se a influéncia

do ntdmero de Débora e do angulo 6 nos perfi
para o escoamento de um fluido UCM numa

s radiais da velocidade e tensao na

vizinhanca do ponto singular,

contracgio plana 4:1, tendo sido obtida uma boa concordincia com as previsoes

teéricas de Hinch.
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Figura 9.8: Vértice de entrada para o fluido Oldroyd-B a De= 1.5. (aa) Vista local das
linhas de corrente e da malha. Nota: na recirculagio A¥, = 0.05x107°. (b) Variaggo do
comprimento (y,) e intensidade do vértice de entrada. (\Il“ps com o refinamento da malha.
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e e - — . — - —— —— - —— = T

ssdio e tensdo numa pequena regiao na vizinhanga

Figura 9.9: Detalhe dos campos de pre :
S en ante : s na malha M6 (também ilustrada) para o fluido

do canto reentrante. Célculos efectuado
Oldroyd-B a De=2.5.
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log(|uj/ Uy)

log(| 741/ 70)

Figura 9.10:
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Variacdo assimpética junto ao canto reentrante, ao longo da linha vertical a

6=90° (i.e., z=0), para as componentes da (a) velocidade e (b) tensdo. Fluido Oldroyd-B

a De=1.
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9.3.2 Fluido PTT linear .

Este modelo constitutivo apresenta reofluidificagio da viscosidade de corte, 7, e do
coeficiente da primeira diferenca de tensdes normais, U . Neste capitulo
considera-se a versao simplificada do modelo PTT (£ =0), que é a mais utilizada
em estudos numéricos, e em que o coeficiente da segunda diferenca de tensoes
normais, ¥,, é nulo (cf. Tabela 3.1). A viscosidade elongacional é limitada em
toda a gama de taxas de extensdo, ¢, atingindo um patamar (inversamente
proporcional ao pardmetro ¢) para valores elevados da taxa de extensdo.
Seleccionou-se o valor € = 0.25 para o parimetro elongacional do modelo PTT, de
acordo com estudos efectuados por outros autores (e.g., Aboubacar et al., 2002b),
que é tipico de solugoes poliméricas moderadamente concentradas ou mesmo de
polimeros fundidos.

Os principais resultados obtidos sao incluidos na Tabela 9.3, onde se apresenta
a influéncia do nimero de Débora nas seguintes varidveis: comprimento (X,) e
intensidade (¥ ) do vértice de canto; correcgao de Couette (C); valor mdximo da
componente polimérica da tensdo normal ao longo da linha central (7, ., ); valor
méximo da velocidade ao longo da linha central (u_,,). A precisdo das principais
varidveis encontra-se quantificada na Tabela 9.3, para que possam ser usadas como
valores de referéncia. Esta estimativa do erro foi calculada com base nas diferengas
entre os valores previstos na malha mais fina e os valores extrapolados.

Contrariamente ao observado no caso do fluido Oldroyd-B, para o modelo PTT
linear os resultados mostram um aumento de X, e de ¥, com o nimero de

Débora. Em Aboubacar et al. (2002b) observou-se um comportamento semelhante,

contudo a precisio dos resultados obtidos nesse estudo ndo é muito elevada, como

se pode constatar nas Figuras 9.11 e 9.12. No presente trabalho alcangaram-se

solugdes estdveis para valores de Débora superiores a 100, em contraste com o

valor limite De = 9 em Aboubacar et al. (2002b).
Para o modelo constitutivo PTT linear verifica-se um dependéncia pouco

(cf.

significativa dos resultados numeéricos com o grau de refinamento da malha

Figuras 9.11 a 9.13) uma vez que 0S resultados calculados na malha M6 sao

praticamente coincidentes com 0s valores obtidos nas malhas M4 e M2.

A perda de carga localizada foi contabilizada pela correcgio de Couette, que

estd representada na Figura 9.13 em fungdo do nimero de Débora. Até De =~ 30

observa-se uma diminui¢io de C (sendo a correcgao de Couette nesse caso
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ligeiramente negativa, i.e., ocorre uma recuperagio eldstica), seguindo-se um

aumento para os valores de De mais elevados.

Tabela 9.3- Resultados de referéncia para o fluido PTT linear (3= 1/9; e=0.25).

De X, Erro(%) ¥,x10° Erro (%) C Erro (%) T ® g ®

7, max

0.0 1.5002 0.02 1.178 0.2 0.3741 0.1 - 1.501
0.1 1.500 0.1 1.178 0.2 0.3092 0.1 0.349 1.495
0.2 1.501 0.1 1.179 0.2 0.2581 0.2 0.368 1.484
0.5 1.506 0.1 1.201 0.1 0.1672 0.2 0.399 1.465
1 1.542 0.1 1.339 0.1 0.0951 0.3 0.415 1.468

2 1.639 0.1 1.781 0.1 0.0261 1. 0.405 1.484

5 1.898 0.1 3.31 0.5 -0.0551 0.9 ‘ 0.340 1.512

10 2.131 0.1 4.76 0.7 -0.1113 0.6 0.264 1.531
20 2321 0.1 5.73 1. -0.1460 0.3 0.183 1.542
50  2.493 0.2 6.34 2. -0.1444 0.4 0.0920 1.544
100 2.57 0.5 6.48 2. -0.0917 1. 0.0480  1.540

®Valores méximos na linha central, normalizados por 3nU,/H, e U,.

2.8 T
- ® Aboubacar et al.(2002b)
- O Malha M2
24 T X Malha M4
T O Malha M6
. —— Extrapolado
XR 20 ¢
1.6 1
12 B 1 L llllll{ 1 1 lllllli 1 1 11 1 11t
0.1 1 10 100

De

Figura 9.11: Variagdo do comprimento do vértice de canto (Xz) com o nmimero de Débora
(De) para o fluido PTT linear (e = 0.25).
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Figura 9.12: Variacio da intensidade do vértice de canto (¥p) com o nimero de Débora
(De) para o fluido PTT linear (¢ = 0.25).
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Figura 9.13: Variacdo da correcgio de Couette (C) com o nimero de Débora (De) para o

fluido PTT linear (& = 0.25).
Na Figura 9.14 ilustra-se o padrao global de escoamento para diferentes valores

5ri imento significativo do vértice de canto com o
de De, sendo notério um crescim g

aumento da elasticidade do escoamento. Para valores de De elevados observa-se

uma estabilizacio da dimensao e intensidade do vértice de canto. Ao contrério do

que acontecia com o fluido Oldroyd-B, neste caso nao foi detectado qualquer

vértice de entrada, em toda a gama de valores de De analisada.
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Na Figura 9.15 apresenta-se o comportamento assimptético das componentes da
velocidade e da tenso em funcdo da distincia ao canto reentrante, r, para o
angulo 6 =90° (cf. Figura 6.1). Observa-se um comportamento assimptético do

5/9 ¢ Ty X r~932 respectivamente para as componentes da velocidade e

tipo u, ocr
da tensao, sendo os expoentes obtidos semelhantes aos previstos teoricamente por
Renardy (1997), para o escoamento de um fluido PTT em torno de um canto.
Note-se que as previsGes aqui obtidas nas diversas malhas sdo mais consistentes
que os resultados apresentados por outros autores, para este tipo de escoamento
(e.g., Tanner et al., 2000).

Para se compreender melhor o comportamento das tensdes junto ao ponto
singular, apresentam-se na Figura 9.16 os perfis longitudinais da tensdo normal,
T 80 longo da primeira linha de volumes de controlo, adjacentes & parede do
canal de jusante. Como se utiliza um método de volumes finitos baseado numa
malha colocada, os valores de 7, nao sio calculados exactamente na pafede.
Assim, faz todo o sentido escolherem-se as tensdes calculadas nos centros das
células adjacentes & parede do canal de jusante, para se analisar o comportamento
das tenses na parede do canal a jusante da contracgdo, junto & singularidade. A
Figura 9.16 (a) demostra uma boa convergéncia do perfil de 7 com o refinamento
da malha, com excepgao da regido vizinha do ponto onde a tensdo normal é
méxima (7. . )-note-se que a figura apresenta apenas uma zona reduzida da
coordenada longitudinal (z / H, varia de 0 a 0.2). Tal dependéncia j4 era esperada,
uma vez que & medida que a malha computacional é refinada o centro das células
adjacentes & parede aproxima-se progressivamente dessa parede. Assim, junto ao
ponto singular (z/H,=0, y/H,=1) observam-se tensdes cada vez mais
elevadas, aumentando indefinidamente com os sucessivos refinamentos da malha.
Esta observagao é quantificada pela Figura 9.16 (b) que representa o valor mdximo

da tensao normal obtido em cada uma das malhas, 7 bem como a localizagao

Ir,max ?

desse valor mdximo da tensdo normal, (7, .,.)/ H,. Duas conclusées importantes
podem ser retiradas dessa figura: por um lado, & medida que o centro das células se

aproxima da parede, a posi¢io z(r / H, tende para zero, ji que no limite

:w:,m&x)

deverd obter-se um ponto singular de tensGes coincidente com o ponto singular

geométrico (canto); por outro lado, os resultados numéricos mostram que o valor

—0.337
de T tem um comportamento assimptético do tipo T,y ., X (1 —-y/ Hz)

T, max
—0.337

(Ou T:zzr,max x T ) Jé’ que x(Tu,max)/H2 X l_y/HZ)? pelo que o expoente



Solugdes de referéncia para o escoamento em contracgées 261

previsto por Renardy (1997) para o crescimento assimptético das tensdes junto ao

-0.329

ponto singular (o r ) é novamente observado usando outra abordagem.

Newtoniano (De = 0)

T linear (&= 0.25, malha M6).
se igualmente espagadas, com

nto obtido com o fluido PT
os vértices encontram-
107® para De>5.

Figura 9.14: Padrao de escoame
As linhas de corrente no interior d
é, =0.2x10"% para De<2,e€ §, =0.5x
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Figura 9.15: Variagao assimp6ética junto ao canto reentrante, ao longo da linha vertical a
6 =90° (i.e.,, z=0), para as componentes da (a) velocidade e (b) tensdao. Fluido PTT
linear (e = 0.25) a De=1.
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Figura 9.16: Comportamento da tensfio normal 7, junto ao ponto singular, para o fluido
PTT linear a De=1. (a) Perfis da tensio normal ao longo da primeira linha de células
adjacentes & parede do canal de jusante. (b) Valor méximo da tensdo normal e respectiva

localizagdo axial, em cada malha, em fungdo da distancia & parede.

se a influéncia da elasticidade nos perfis da

Nas Figuras 9.17 e 0.18 ilustra-
inal da velocidade, %, 80 longo da

e da componente longitud
(a) de ambas as figuras usam-

tensio normal T,

linha central, y = 0. Na parte ge valores constantes
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para normalizar as varidveis (7, = 3n,U, / H, para a tensio normal e U, para a

velocidade). Na parte (b) das figuras normalizam-se os perfis da tensio normal
com o valor da tensao de corte completamente desenvolvida na parede a jusante da

contracgdo (7, o.p), € os perfis da velocidade com o respectivo valor na linha

central, em condigbes de escoamento de Poiseuille completamente desenvolvido. Na
Figura 9.17 (a) observa-se que o valor méximo da tensio normal diminui com o
aumento da elasticidade, e a respectiva localizacdo situa-se cada vez mais para
jusante do plano de contrac¢do. Uma vez que o nimero de Débora traduz uma
medida da elasticidade do escoamento, era esperado um aumento de Tyz,max COT &
elasticidade, pelo que a explicagdo para esta aparente contradicio terd de residir
na reofluidificacio caracteristica deste fluido. Ao normalizar-se: 7, com a tensdo
de corte na parede deverdo remover-se significativamente os efeitos
reofluidificantes, retendo-se essencialmente os efeitos eldsticos. De facto, na F igura,
9.17 (b) observa-se que para este tipo de normalizacio, a tensio normal T
aumenta até De =20, seguindo-se um ligeiro decréscimo para valores de
elasticidade mais elevados. Este comportamento pode ser parcialmente explicado
com base no comportamento reolégico deste fluido em escoamento de corte simples
e em escoamento elongacional, cujas fun¢bes materiais se apresentam na Figura
9.19, para as versdes linear (a) e exponencial (b) do modelo PTT. Como se pode
observar na Figura 9.19 (a), o pardmetro Sy (recoverable shear, que pode ser visto
como um numero de Débora varidvel, dependente de ) atinge um méximo para
Ay =20, pelo que os efeitos de elasticidade deixam de aumentar para De = 20.
No entanto, a viscosidade viscosimétrica a De = 20 ainda continua a diminuir,
embora de forma menos acentuada, explicando-se assim o abaixamento observado
sensivelmente a De =20 para o valor mdximo de 7, (vide Figura 9.17-b) bem
como para o overshoot de wu/ U2,ma.x (vide Figura 9.18-b). Estes argumentos
também explicam o comportamento observado para o crescimento do comprimento
e da intensidade do vértice de canto (vide Figuras 9.11 e 9.12). Uma explicacio
alternativa para este comportamento foi avangada por Saramito e Piau (1994), e
posteriormente por Aboubacar et al. (2002b), os quais correlacionaram os padrdes
de escoamento observados com a razio de Trouton, T, =17, /7 (também incluida

na Figura 9.19).
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Resultados obtidos para o fluido PTT linear a diferentes valores de De: (a) normalizagio
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Um pardmetro com grande utilidade prética é o comprimento necessirio ao
desenvolvimento completo das tensbes no canal a jusante da contraccao. Este
pardmetro ¢é determinante na escolha adequada da dimensio do domfnio
computacional, particularmente para que seja possivel determinar o valor da
correcgao de Couette com boa precisio. As simulagbes efectuadas permitiram
concluir que a tensdo normal 7, &, de todas as varidveis calculadas, a que
necessita um maior comprimento para que ocorra um relaxamento completo da
tensao e o respectivo perfil transversal no canal se desenvolva completamente.
Assim, analisaram-se os perfis de Ty 20 longo da linha central (junto as paredes, a
tensao desenvolve-se mais rapidamente) para diferentes valores de De (vide Figura

9.17) e determinaram-se os comprimentos necessdrios (L. ) para que a tensdo
) P

normal na linha central decresga até 1% (ou 5%) do valor miximo observado nessa

linha, o qual ocorre junto ao plano de contraccio. Os valores obtidos para L,
Iz

sugerem uma variagao aproximadamente linear com De, como se ilustra na F igura

9.20. Em particular, para o critério mais preciso de 1% obtém-se a correlacao

LT
= — 4,3 De (9.2)
H

2

sugerindo a utilizagdo de uma conduta de jusante com uma dimensio igual ou
superior a 430 H, para De =100, enquanto que para De =1 a 2 uma conduta
com um comprimento da ordem de 10 H, é perfeitamente aceitdvel. Note-se que o
método de cdlculo desenvolvido nao utiliza condi¢des de Dirichlet na fronteira de
salda, mas sim condi¢des de Newmann, do tipo or,; /0x = 0. Se o perfil da tensio
normal nao se encontrar completamente desenvolvido na seccao de saida, induz-se
uma pequena distorgao no escoamento na vizinhanca da fronteira de saida, a qual
nao deverd afectar de forma significativa o padrio de escoamento na regido de
interesse, nomeadamente junto ao plano de contracgio. De qualquer das formas,
optou-se por utilizar malhas computacionais longas, que satisfazem o critério (9.2),

para calcular a correcgdo de Couette com boa precisio.
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Figura 9.20: Comprimento necessdrio para relaxamento da tensdo normal 7, ao longo da
linha central do canal a jusante da contracgao.

9.3.3 Fluido PTT exponencial
Este modelo constitutivo também apresenta reofluidificacdo da viscosidade de
corte, e do coeficiente da primeira diferenca de tensGes normais. A principal
diferenca relativamente a versdo linear do modelo PTT reside na viscosidade
elongacional, que diminui para elevadas taxas de extensdo, como mostra a Figura
0.19. Novamente foi seleccionado o valor € =0.25 para o pardmetro elongacional
do modelo PTT, em sintonia com outros estudos (e.g., Aboubacar et al., 2002b).
Os principais resultados obtidos siao apresentados na Tabela 9.4, ilustrando-se
na Figura 9.21 a variacao de X, com De, na Figura 9.22 a dependéncia de v,

com De, e na Figura 9.23 a influéncia de De na correcgao de Couette, C.

Novamente observa-se uma concordancia razodvel com os resultados de Aboubacar

et al. (2002b), excepto nalguns pontos, pelas razbes j4 mencionadas. As incertezas

apresentadas na Tabela 9.4 sio um pouco superiores is da Tabela 9.3 porque para

este fluido apenas se efectuaram simulagdes nas malhas M2 e M4. Contudo, os
erros nao sao significativos, situando-se geralmente abaixo de 1%, justificando

assim a ndo utilizacdo de malhas mais refinadas.
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Para este fluido foi possivel variar o nimero de Débora desde o valor
correspondente a um fluido newtoniano (De = 0), até ao valor De = 10 000, para
o qual a reofluidificagéo é de tal forma intensa que a viscosidade do fluido reduz-se
praticamente ao valor correspondente ao solvente newtoniano. Assim, nao é de
estranhar o facto do comprimento e a intensidade do vértice de canto passarem
por um méximo a De =6 —7, precisamente onde ocorre um pico da razdo de
Trouton e do nimero de Débora varidvel Sy (cf. Figura 9.19), seguindo-se uma
redugao de X r © ¥, para valores um pouco inferiores aos do fluido newtoniano,
ocorrendo para valores de De ainda mais elevados um aumento assimptético para
o valor newtoniano. Confirma-se assim que o comportamento do fluido PTT
exponencial para valores de De extremamente elevados é semelhante ao de um

fluido newtoniano.

Tabela 9.4- Resultados de referéncia para o fluido PTT exponencial (6= 1/9; e=0.25).

De X, Ero (%) ¥,x10° Erro (%) C Erro (%) T max®  Uggax ®
0.0 1.5002 0.02 1.178 0.2 0.3741 0.1 - 1.501
0.1 1.499 0.2 1.169 0.5 0.310 0.3 0.349 1.495
0.2 1.499 0.2 1.169 0.4 0.259 0.3 0.367 1.483
0.5 1.518 0.3 1.236 0.2 0.188 0.4 0.393 1.457
1 1.579 0.2 1.513 0.7 - 0.171 0.6 0.400 1.453
2 1.732 0.3 2.345 14 0.201 0.8 0.373 1.461
5 1.988 0.2 3.302 0.8 0.288 0.5 0.285 1.472
10  2.017 0.2 2.162 0.6 0.352 0.3 0.206 1.478
20 1.854 0.1 0.935 0.5 0.388 0.4 0.138 1.484
50  1.579 0.3 0.303 1.0 0.398 0.1 0.0716  1.492
100  1.440 0.4 0.173 0.6 0.401 0.3 0.0415  1.496
1000 1.393 1.2 0.218 0.5 0.387 0.1 0.0071  1.500
10000 1.436 0.1 0.861 0.3 0.376 0.2 0.0011  1.501

®Valores méximos na linha central, normalizados por 3nU,/H, e U,.
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Figura 9.21: Variacio do comprimento do vértice de canto (Xz) com o nimero de Débora
(De) para o fluido PTT exponencial (¢ = 0.25).
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Figura 9.22: Variacdo da intensidade do vértice de canto (¥z) com o nimero de Débora

(De) para o fluido PTT exponencial (e = 0.25).
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Em termos da correccao de Couette, na Figura 9.23 observa-se um decréscimo
inicial para baixos valores de De, seguida de um aumento de C desde De =1 até
100, seguida de um novo decréscimo para o patamar newtoniano para valores de

De muito elevados, de acordo com a explicacio anterior.

0.45

C 030 -

—>% Malha M4
¢ Malha M2

0.25 -

0.20

015 1 llillll{ 1 IIIllIII 1 Illllll|l i Illlllli 1 lIlllII; Lol 11801
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De

Figura 9.23: Variagdo da correcgio de Couette (C') com o niimero de Débora (De) para o
fluido PTT exponencial (¢ = 0.25).

Em termos de padrdo global de escoamento, na Figura 9.24 apresentam-se as
linhas de corrente previstas com a malha M4, para diferentes valores de De.
Comparando esta figura com os resultados apresentados anteriormente para a
versao linear do modelo PTT (vide Figura 9.14), neste caso observam-se vértices
menos intensos, possivelmente devido i redugdo na viscosidade extensional do
fluido PTT exponencial, que ocorre a valores elevados da taxa de extensio (cf.
Figura 9.19). As linhas de corrente obtidas para De =10000 sio idénticas as do
fluido newtoniano, de acordo com a explicacio anterior (Sgp tende para zero

quando Ay aumenta).
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de escoamento obtido com o fluido PTT exponencial (¢= 0.25,

Figura 9.24: Padrao g )
or dos vértices encontram-se igualmente

malha M4). As linhas de corrente no interi
espagadas com §, = 0.2x107°.
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9.3.4 Padroes de escoamento numa contracgio axissimétrica 4:1

Até este momento apenas foram considerados escoamentos numa, contracgao plana
com razao de contracgdo de 4:1, tendo-se analisado a influéncia do comportamento
reoldgico do fluido nas caracteristicas do escoamento. Nesta seccao apresentam-se
os padroes de escoamento observados numa contracgao axissimétrica 4:1, para
ilustrar as diferencas entre as duas configuragbes. Para tal, efectuaram-se
simulagoes em duas malhas axissimétricas com caracteristicas geométricas idénticas
as das malhas M2 e M4 (vide Tabela 9.1), para os fluidos Oldroyd-B e PTT linear,
em condicoes de inércia desprezivel.

Na Figura 9.25 apresentam-se os padrdes de escoamento obtidos para o fluido
Oldroyd-B na contracgéo plana (j8 discutidos na Seccdo 9.3.1), lado a lado com os
padroes previstos na contracgdo axissimétrica. Na configuragdo plana observa-se
uma forte reducdo do vértice de canto e o aparecimento de um pequeno vértice de
entrada 4 medida que se aumenta a elasticidade do fluido. Em contrapartida, na
contracgao axissimétrica observa-se um aumento acentuado da dimensio e
intensidade do vértice de canto, de acordo com observagbes experimentais
efectuadas com fluidos de Boger (Nigen e Walters, 2002), e com os resultados
numeéricos apresentados por Aboubacar et al. (2002a), se bem que nesse estudo
apenas foi possivel alcangar De = 0.85, em contraste com o valor De=25
atingido no presente trabalho.

Para o fluido PTT linear observa-se na Figura 9.26 um crescimento do vértice
de canto para ambas as configuracdes, sendo um pouco mais intenso na contracgao
axissimétrica. Estes resultados sio compativeis com visualizag¢oes experimentais do
escoamento de fluidos viscoeldsticos reofluidificantes em contracgoes, sendo
também semelhantes aos resultados apresentados por Aboubacar et al. (2002a).
Novamente observa-se uma elevada robustez do presente método de célculo, e em
particular do esquema CUBISTA, uma vez que foi possivel alcancar solucdes
estdveis para valores de De superiores a 1000 (para a configuragao axissimétrica),

em contraste com o valor limite De = 4 observado em Aboubacar et al. (2002a).
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Figura 9.25: Comparagio dos padroes de escoamento obtidos com o fluido Oldroyd-B
(6= 1/9) numa contracgao 4:1, para as configuragoes plana (bidimensional) e
axissimétrica (circular).



axissimétrica (circular).
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9.3.5 Influéncia da razao de contrac¢ao no padrio de escoamento

Considere-se agora o efeito da razdo de contraccdo no escoamento do fluido PTT
linear em condigoes de inércia desprezdvel. Além da contrac¢ao plana 4:1,
efectuaram-se simulagoes em contracgoes planas 10:1, 20:1, 40:1 e 100:1, para se
investigar a influéncia da razao de contracgio (CR) e do nimero de Débora no
padrao global de escoamento. O nuimero de Débora é definido em fungdo de
varidveis de jusante, como anteriormente: De = AU, / H,.

Os resultados obtidos sdo apresentados nas Figuras 9.27 e 9.28, respectivamente
para as razoes de contracgdo CR =20 e 100. O padrao de escoamento obtido para
a contraccio 4:1 ja foi apresentado na Figura 9.14.

Comparando os resultados obtidos para as diferentes razoes de contracgao
verifica-se uma influéncia decisiva desse pardmetro no padrao de escoamento. Por
exemplo, para a contraccao 4:1 observa-se um crescimento do vértice de canto sem
ocorrer o aparecimento de um vdrtice de entrada. Para as contracgoes 20:1 e 100:1
também se observa um crescimento do vértice de canto com o aumento da
elasticidade surgindo, para valores de De moderados, um vértice de entrada que
acaba por dominar o escoamento para valores de elasticidade elevados. Estes
resultados demonstram que a escolha da contracgdo 4:1 para problema de
referéncia em reologia computacional talvez nao tenha sido a mais acertada, uma
vez que foi baseada na suposicao (errada) de que a razao de contracg¢ao deixaria de
ser importante para valores de CR > 4. Nigen e Walters (2002) também chegaram
a esta conclusio com base em visualizagoes experimentais do escoamento de fluidos
viscoeldsticos em contracgdes planas a diferentes razées de contracgao.

Efectuando um nudmero significativo de simulagbes em contracgdes planas com
diferentes razoes de contracgio foi possivel construir um mapa de padroes de
ntificam as regioes em que apenas existe um vdértice de

recirculacio, em que se ide

canto, um vértice de entrada, ou uma combinacdo dos dois tipos de recirculacao.

Esse tipo de mapa é apresentado na Figura 9.29, em fungdo de De /CR e em

a i i o do vortice de entrada
funcdo de De, ilustrando-se dessa forma que o aparecimento dg

ocorre aproximadamente a um valor constante de De, enquanto que a fusao de

ambos os vértices ocorre a um valor de De/CR constante (para valores de

CR > 20, aproximadamente).
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De = 0 (Newtoniano)

Figura 9.27: Padréo de escoamento para o fluido PTT linear (8= 1/9; £ = 0.25) numa
contraccao plana 20:1.
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Figura 9.28: Padrdo de escoamento para o fluido PTT linear (8= 1/9; € = 0.25) numa
contraccao plana 100:1.

As Figuras 9.14, 9.27 e 9.28, ilustrativas do padrao de escoamento de um fluido

PTT linear em contraccdes planas 4:1, 20:1 e 100:1, respectivamente, demonstram

uma elevada (e inesperada) semelhanca com as visualizagoes efectuadas por Evans

e Walters (1986) para o escoamento de um fluido viscoeldstico reofluidificante

(solugdo aquosa de polia

80:1. A escolha dos pard

crilamida a 1% w/w) em contracgoes planas 4:1, 16:1 e
metros do modelo PTT (=1/9, €= 0.25) usado nas

simulagbes numéricas foi, tal como jé referido, baseada em estudos numéricos

anteriores (e.g., Aboubacar et al., 2002b), ndo tendo havido a intencionalidade de

modelar o comportamento reolégico de nenhum fluido real em particular.
Curiosamente, as principais caracteristicas observadas experimentalmente por
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Evans e Walters (1986) sio reproduzidas com boa precisio nas simulacdes

numéricas efectuadas com o fluido PTT linear, nomeadamente:

(1) Inexisténcia de um vértice de entrada para o escoamento na contracgao
plana 4:1.

(#4) Mecanismo de crescimento do vértice de canto intimamente associado ao
crescimento do vértice de entrada, para as razdes de contraccio mais
elevadas.

(#i5) Coexisténcia de um vértice de entrada e de um vértice de canto numa
determinada gama de De, apenas para as razoes de contraccao mais
elevadas.

(iv) Existéncia de um vértice de entrada de elevada dimensaoy e cujo centro de
recirculagao se situa junto a entrada do canal a jusante, para razoes de

contraccado elevadas e para valores de De também elevados.

Dada a semelhanca observada entre os padrdes de escoamento previstos
numericamente com o fluido PTT linear e as visualizacdes efectuadas por Evans e
Walters (1986), foram efectuadas simulagdes numéricas adicionais para as
condicoes das referidas experiéncias, de forma a permitir uma comparagao mais
quantitativa. As curvas da viscosidade de corte e da primeira diferenca de tensoes
normais medidas por Evans e Walters (1986) permitiram estimar os seguintes
pardmetros para o modelo PTT linear: X =2s, =025, n, =2.5Pas e
B =1/120. A comparagio entre as funcdes materiais do modelo PTT linear e as
medicdes experimentais apresenta-se na parte superior da Figura 9.30, onde
também é feita uma comparagdo entre as linhas de corrente previstas
numericamente para o escoamento numa, contracgio plana 16:1, e as visualizacgdes
efectuadas por Evans e Walters (1986). As simulagoes numéricas reproduzem com
éptima  precisdo os padroes de escoamento observados experimentalmente,
demonstrando-se assim a boa aplicabilidade do modelo PTT na previsao de
escoamentos viscoeldsticos complexos. E de facto notsvel que a versao simplificada
deste modelo, com apenas um modo, possa reproduzir de forma quase quantitativa
os escoamentos complexos que se observam nas fotografias da Figura 9.30, com
interacgOes entre vértices duplos (de canto e de entrada) seguido de crescimento da
bolha de recirculagio. O uso do termo “quantitativo” deve-se 3 correcta previsao

da dimensao das recirculagdes, assim como da gama de caudais correspondente a
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existéncia de certas peculiaridades no padrio de escoamento (por exemplo a

coexisténcia dos dois tipos de vértices).
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Figura 9.29: Identificacdo das regides em que se observam diferentes tipos de vdrtices:
(a) Mapa CR-De/CR; (b) Mapa CR-De.
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9.4 Conclusoes

O principal objectivo do presente capitulo foi a obtencao de solucdes numéricas
com elevada, precisao para o escoamento dos fluidos Oldroyd-B e PTT (nas versoes
linear e exponencial) numa contracgao plana 4:1, em fun¢do do nimero de Débora,
para condicGes de escoamento de Stokes. Nas Tabelas 9.2 a 9.4 apresentam-se esses
resultados para os pariAmetros X TR C, demonstrando-se novamente a elevada
robustez e precisdo do esquema CUBISTA usado na discretizacdo dos termos
convectivos das equagoes constitutivas.

Foram também efectuadas simulagbes numéricas numa contraccao axissimétrica
4:1, para se ilustrar as diferencas observadas nos padroes de escoamento
relativamente & contracgao plana 4:1. As diferencas observadas para o fluido PTT
nao sao muito significativas, contudo para o fluido Oldroyd-B observam-se
comportamentos opostos a medida que se aumenta a elasticidade do fluido: para a
contracgao plana prevé-se uma diminuicao do vértice de canto, em contraste com a
contracgao axissimétrica onde se observa um aumento significativo do vértice de
canto, de acordo com visualizagoes experimentais do escoamento usando fluidos de
Boger.

Também se investigou a influéncia da razdo de contraccio no padrao de
escoamento em contracgoes planas, tendo-se previsto com boa precisio o
escoamento numa contracgado plana 16:1 de uma solugio aquosa de PAA a
1% (w/w), usando o modelo PTT linear com os pardmetros ajustados de forma

adequada & reologia do fluido.
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Figura 9.30: Conclusdo (Nota: as fotografias apresentadas sio reproduzidas de Evans e
Walters (1986) com permissao da Elsevier).



“A theory is something nobody believes, except the person
who made it. An experiment is something everybody
believes, exzcept the person who made it.”

Albert Einstein (1879-1955)

Capitulo 10

Escoamento em contraccoes e
expansoes 3D: visualizacao e
simulacao numeérica’

Neste capttulo apresentam-se resultados do estudo ezperimental do escoamento com
diversos fluidos (newtonianos e viscoeldsticos) numa contracgdo e numa ezpansdo
quadrada tridimensional. Os fluidos foram caracterizados reologicamente ¢ a
visualizagdo destes escoamentos, com forte cardcter tridimensional, foi efectuada por
iluminacdo do plano central da contracg¢do/expansio com uma fonte de luz laser
vistvel e fotografia das trajectérias das particulas iluminadas usando tempos de

exposigio prolongados. Os resultados ezperimentais obtidos com os fluidos

newtonianos e com um dos fluidos viscoeldsti
a ocorréncia de uma inversio no sentido do

cos foram simulados numericamente

com sucesso, demonstrando-se
escoamento no interior das recirculagdes para 0 escoamento do fluido viscoeldstico

na contracgdo 4:1:1.

10.1 Introdugao

A visualizagio de escoamentos tem uma €norm
fluidos, sendo uma das suas vertentes mais apelativas ¢
(1982) “An album of fluid motion”. O recurso a

e relevancia prédtica no ambito da

. Tus
mecanica dos omo se ilustra

na obra cléssica de van Dyke

Y Este capitulo é parcialmente baseado na referéncia “Alves, Torres, Gongalves, Oliveira_ e Pinho
(2003d). Visualization studies of viscoelastic flow in a 4:1 squaz‘e/square COT{tht"gLM””th
International Congress of Mechanical Engineering (COBEM 9003), Sio Paulo, Brasil, AB .
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técnicas de visualizagio em mecanica dos fluidos permite compreender uma
diversidade de fenémenos fisicos, evitando-se em determinados casos o recurso a
métodos tedricos e/ou numéricos, de andlise muito mais complexa.

Os fluidos ndo newtonianos geralmente possuem viscosidade elevada, pelo que a
generalidade dos escoamentos viscoeldsticos processa-se em condicoes de regime
laminar, facilitando a utilizagdo de técnicas de visualizacio do escoamento. Boger e
Walters (1993) efectuaram uma compilagio de fotos ilustrativas de uma
diversidade de escoamentos com fluidos nao newtonianos, sendo uma referéncia
representativa de uma boa parte dos trabalhos publicados neste tépico da
mecéanica dos fluidos.

Um dos primeiros trabalhos de visualizacio do escoamento de fluidos
viscoeldsticos foi efectuado por Cable e Boger (1978a-b,1979). Estes autores
estudaram o escoamento de vérios fluidos viscoeldsticos em contracgoes
axissimétricas 2:1 e 4:1, tendo observado um aumento significativo do
comprimento da recirculagio de canto com o aumento do caudal (ou do niimero de
Débora). Contudo, para os caudais mais elevados observou-se uma diminui¢do da
recirculagdo e o aparecimento de um escoamento divergente junto ao eixo de
simetria, sendo a sua origem atribuida a efeitos inerciais. Para caudais ainda, mais
elevados o escoamento tornava-se oscilatério, tendo sido identificadas as condigoes
criticas em que se observa o aparecimento de instabilidades no escoamento. Num
outro estudo muito importante, publicado na mesma altura, por Nguyen e Boger
(1979), utilizaram-se dois fluidos viscoeldsticos de viscosidade constante (solugdes
diluidas de PAA num xarope de glucose de elevada viscosidade) para separar
eficientemente os efeitos eldsticos dos efeitos inerciais. Foram efectuados ensaios
em diversas contracgdes axissimétricas, com razdes de contracgao na gama
[7.64, 14.83], tendo sido observado um aumento significativo do comprimento do
vértice de canto com o aumento do caudal (ou do numero de Débora),
demonstrando-se ainda que esse comportamento se devia unicamente a efeitos
eldsticos (as experiéncias foram conduzidas em condigoes de inércia desprezivel,
pois Re <2.9x107%). Para caudais sucessivamente crescentes observou-se ainda o
aparecimento de um escoamento assimétrico, e para caudais ainda superiores
verificou-se uma rotacio do vértice de canto, e o aparecimento posterior de um

escoamento helicoidal nao estaciondrio.
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Os trabalhos de Muller (1986) e de Lawler et al. (1986) correspondem aos
primeiros estudos quantitativos do escoamento viscoeldstico em contracgdes, tendo
sido usada a velocimetria laser-Doppler na medicio detalhada do campo de
velocidade para o escoamento de um fluido de Boger (poli-isobutileno/polibuteno,
PIB/PB) numa contracgio axissimétrica 4:1.

Boger et al. (1986) efectuaram visualizagdes do escoamento em diversas
contraccoes axissimétricas, com razoes de contraccio entre 4 e 16, usando dois
fluidos de Boger (uma solucio PIB/PB e uma solugio de PAA em xarope de
milho) com idénticas propriedades reolégicas em escoamento de corte (dindmico e
estaciondrio). Os padrées de escoamento observados para os dois fluidos
apresentavam caracteristicas distintas, tendo os autores concluido da necessidade
de se efectuarem medigGes reolégicas adicionais para se caracterizar
convenientemente os fluidos, e perceber a causa das diferengas observadas nos
padroes de escoamento nas contracgdes. Um ano mais tarde, num artigo de revisao
Boger (1987) sugere que a propriedade em causa é a viscosidade extensional, como
de resto j4 foi descrito na Secgao 2.3.2.

Nos anos subsequentes, o escoamento numa contrac¢io 4:1 (plana ou
axissimétrica) foi estudado intensivamente por via numérica e experimental, tendo
para tal contribuido decisivamente a sua escolha como problema de referéncia em
1987 no &% International Workshop on Numerical Methods in Non-Newtonian
Flows (Hassager, 1988).

O padrao de escoamento observado em contraccoes planas e axissimétricas é
claramente distinto (como ja foi descrito em detalhe no Capitulo 2), tendo sido
publicado ao longo dos anos um nimero significativo de trabalhos versando este
tema (vide Boger e Walters, 1993; Nigen e Walters, 2002; Owens e Phillips, 2002-
Capitulo 8). Em contrapartida, as referéncias bibliograficas escasseiam para o caso
de escoamentos em contracgdes tridimensionais. Walters e Rawlinson (1982) e
Evans e Walters (1986) efectuaram visualizagoes do escoamento de fluidos
viscoeldsticos em contraccoes tridimensionais do  tipo SQ/PL e SQ/SQ,
amente na Figura 10.1. Para a geometria SQ/PL o

representadas esquematic

escoamento na conduta de menor dimensdo & aproximadamente bidimensional,

principalmente para razdes de contraccio elevadas. Para a geometria SQ/SQ,

Evans e Walters (1986) concluem que o escoamen
i.e., observa-se um crescimento significativo

to apresenta um comportamento

idéntico ao da geometria axissimétrica,
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do vértice de canto com o aumento da elasticidade do escoamento, contrastando
com o padrao habitualmente observado para contracgOes planas (diminuicdo do
vértice de canto e eventual aparecimento de um pequeno vértice de entrada).

Os estudos de simulacio numérica de escoamentos em contracgoes
tridimensionais também sao escassos, destacando-se os trabalhos de Mompean e
Deville (1997) para o escoamento de um fluido Oldroyd-B numa contracgao
SQ/PL 4:1:4, de Xue et al. (1998a) com fluidos UCM e PTT numa contraccao
SQ/PL 4:1:4 e de Xue et al. (1998b) para o escoamento de um fluido Oldroyd-B
numa contracgdo SQ/SQ 4:1:1. Em qualquer destes trabalhos a énfase foi em
simulagées 2D no plano médio de simetria, tendo sido feitas apenas algumas
simulagoes verdadeiramente 3D, mais como demonstragdo. ,Para expansoes
tridimensionais (planas ou axissimétricas) a escassez de resultados publicados é
ainda maior, como se refere em Boger e Walters (1993), onde sio apresentadas
algumas visualizagées do escoamento de um fluido newtoniano e de um fluido
viscoeldstico (solu¢do aquosa de PAA a 0.15% w/w). Para o escoamento numa
expansao verifica-se uma influéncia da inércia e da elasticidade oposta & observada
numa contracgdo (Boger e Walters, 1993), i.e., a elasticidade tende a diminuir a

dimensao do vértice de canto e a inércia a auments-la.

SQ/PL

A

3

S 5
2 g
£z
= m
Q o
O o

\Z

Z\2H,

Figura 10.1: Ilustracdo de dois tipos de contraccdes/expansdes tridimensionais. Na
contracgao SQ/PL (square/planar) o escoamento é aproximadamente bidimensional junto
ao plano central do canal inferior. Na geometria SQ/SQ (square/square) o escoamento
tem uma componente tridimensional muito importante.

Resumidamente, pode concluir-se que o escoamento de fluidos viscoeldsticos em

contracgOes (e em expansdes) tridimensionais encontra-se ainda pouco estudado,
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sendo essa a principal motivagdo para a seleccdo da geometria SQ/SQ para

efectuar estudos de visualizagdo do escoamento e respectiva previsao numérica.

10.2 Instalagao experimental

Na Figura 10.2 apresenta-se um esquema da instalacdo experimental. A geometria
de teste é constituida por duas condutas de seccdo recta quadrada, com lados
internos 2H, =24.0mm e 2H, =6.0mm, e comprimentos L, =1000mm e
L,= 300mm, respectivamente. A razdo de contracgio resultante &
CR=H, / H,=4.0. Na Figura 10.3 apresenta-se um detalhe da construcao da
conduta de seccdo quadrada e da contracgdo que se colocou na base da conduta.

As principais dimensdes sdo incluidas a titulo indicativo.
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Figura 10.2: Representagao esquemdtica da instalacao experirr{eptal (CLL le.ntga cih’ndrf;cgé
PI%—man(;—r'edutor' V1 a V6-vilvulas de esfera; R—reservatorio; T-tubo; S—superficl

livre; C—contracgdo/ expansio).
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A instalagao ilustrada na Figura 10.2 permite gerar um escoamento descendente
(contraccao) ou ascendente (expansdo), por regulagio adequada das vélvulas de
esfera V1 a V6. No caso de se pretender estudar o escoamento do fluido de teste na
expansao (escoamento ascendente), deverd em primeiro lugar baixar-se o nivel de
liquido (S) no interior da seccdo de teste até préximo do ponto C (vélvulas V2,
V3, V4, V5 e V6 abertas; valvula V1 fechada). Em seguida com as védlvulas V1,
V2, V3 e V6 abertas, e as vdlvulas V4 e V5 fechadas, regula-se uma determinada
pressao no mano-redutor PR (na gama de 0.5 a 4 bar). Note-se que o caudal de
liquido é regulado pela pressdo aplicada nas linhas de ar (representadas a traco
interrompido na Figura 10.2), e pela escolha de um tubo T com comprimento e
didmetro adequados (para a gama de caudais baixos usou-se uma tubo com 8m de
comprimento e 4 mm de didmetro interno; para os caudais mais elevados foi usado
um tubo de igual comprimento e didmetro interno 6 mm). A instalacdo nao contém
nenhuma vilvula reguladora do caudal, nem qualquer outro tipo de restrigdo
acentuada ao escoamento, para se evitar uma eventual degradacio mecéanica dos
fluidos viscoeldsticos usados nas experiéncias.

A medigdo do caudal é efectuada por cronometragem do tempo necessdrio a
superficie livre do liquido (S) percorrer uma determinada distdncia, medida
directamente na escala (reguldvel em altura) existente na seccio de teste.

Para se promover um escoamento descendente do fluido de teste, deverd em
primeiro lugar subir-se o nivel de liquido no interior da conduta de maior
comprimento até préximo do seu topo (vdlvulas V1, V2, V3 e V6 abertas; vélvulas
V4 e V5 fechadas). Seguidamente, com as vélvulas V1, V2, V4 e V5 abertas e as
vdlvulas V3 e V6 fechadas, regula-se a pressio no mano-redutor, por forma a obter
o caudal pretendido.

H4 dois aspectos importantes que foram considerados no projecto da instalacdo
experimental e que devem ser realgados. Por um lado, evitou-se a existéncia de
regides do escoamento em que sejam alcangadas elevadas taxas de deformacio
(e.g., vélvulas reguladoras do caudal), evitando-se uma eventual degradacdo
mecédnica dos fluidos viscoeldsticos. Por outro lado, o fluido de teste encontra-se
isolado da atmosfera (excepto nas superficies livres do liquido), aspecto este
importante pelo simples facto da generalidade das solugdes usadas nas experiéncias

serem higroscépias.
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Figura 10.3: Detalhe construtivo da seccdo de teste e principais dimensoes (em mm) das

respectivas pegas, construidas em perspet.
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Para se visualizar o escoamento foi utilizada uma fonte de luz laser vermelha de
10mW (laser de He-Ne com comprimento de onda igual a 632.8 nm). O raio de luz
atravessava uma lente cilindrica, produzindo uma folha de Iluz de pequena
espessura (da ordem de 1mm) que iluminava o escoamento, como se ilustra na
Figura 10.4. Durante a preparagio dos fluidos foi adicionada uma pequena
quantidade de particulas de PVC (cerca de 15 mg de particulas/kg solugdo) com
didmetro médio de 10 pm. Estas particulas reflectem a luz, permitindo registar as
suas trajectérias por fotografia de exposi¢do prolongada. A instalacio experimental
estava colocada no interior de uma cAmara escura, sendo apenas visiveis as
particulas em suspensao iluminadas, registando-se assim as respectivas linhas de
rasto. Para tal, foi usada uma camara fotografica convencional (CANON EOS300)
munida com uma lente macro EF100 mm {/2.8. Para uma descricao mais detalhada
da técnica fotogréfica sugere-se a consulta de Walters e Webster (1982) ou de

Boger e Walters (1993).

Laser 10mW

Lente cilindrica

o.}\?
XN
CANON EOS300

Lente macro EF100 mm

Figura 10.4: Ilustragdo da técnica usada para a visualizagdo do escoamento.
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10.3 Caracterizacao reolégica dos fluidos ‘

As propriedades reolégicas dos fluidos foram medidas com um reémetro
AR2000, comercializado pela empresa TA Instruments, usando-se uma geometria
de cone e prato, semelhante & ilustrada na Figura 10.5. O prato inferior
encontra-se fixo, sendo imposta uma rotacdo ao cone superior. A principal
vantagem desta geometria deve-se 4 controlabilidade do escoamento pois toda a
amostra estd sujeita & mesma taxa de deformagdo, ¥ = Q /9, desde que o angulo
Y seja pequeno (idealmente igual ou inferior 4°). Foi utilizado um cone com raio

R =20mm e angulo 4 =2°.

Amostra

"

f X
F T Prato fixo

Figura 10.5: Ilustragdo da geometria de cone e prato usada na caracterizagdo reolégica
das solugoes.

A tensio de corte relaciona-se com o bindrio, 7, através da expressao (Gomes de

Castro et al., 2001)

N. 3T
Ty =NV =575 (10.1)

e a primeira diferenga de tensoes normais pode ser obtida a partir de

N 2F
N, =Y (9) A2 = — (10.2)

em que a forga ¥ representa uma solicitagao vertical que tende a separar o cone do

i ssti sio dos fluidos viscoeldsticos
prato, e que tem origem na componente eldstica da ten fl

(devido & existéncia de tensoes normais nao nulas). Por outro lado, para elevadas

velocidades de rotacdo do cone, as forcas de inércia podem ser significativas,

originando uma forga normal negativa, que pode ser estimada pela equagao

(Gomes de Castro et al., 2001)
N.

1,iner

— —0.15pw°R? (10.3)
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Foram preparados cinco fluidos, cujas composicbes e caracteristicas sao
resumidas na Tabela 10.1. Dois desses fluidos sdo newtonianos, tendo uma
composicao igual a dos fluidos viscoeldsticos, excepto na auséncia de adicio de
polimero (utilizou-se a poliacrilamida Separan AP30, produzida pela empresa SNF
Floerger).

Os fluidos de Boger (PAA100 e PAA300) foram preparados por dissolucao de
uma pequena quantidade de PAA num solvente newtoniano com uma viscosidade
moderada (=~ 0.4 Pa.s).

A poliacrilamida Separan AP30 comporta-se como um poli-electrélito aniénico
em solugdes neutras ou alcalinas. Em meio dcido a ionizacdo é reprimida e a
macromolécula assume um cardcter ndo ionizado, resultando numa diminuicdo da
viscosidade e da elasticidade da solu¢do. A reologia das solugdes de PAA é pois
fortemente afectada pelo pH, verificando-se um méximo na elasticidade para
pH = 8, devido a um elevado grau de ionizacdo da cadeia polimérica (Volk e

Friedrich, 1980), que se ilustra na Figura 10.6.

Tabela 10.1- Composigao das solugdes usadas nas experiéncias de visualizacdo.

Concentragdo méssica

. ~ PAA Glicerina Agua NaCl Kathon® .. .
Designagao (opm) (%) %) (%) (ppm) Tipo de fluido p/g.cm

3(2)

N85 — 84.99 15.01 --- 25 Newtoniano 1.221
N91 -— 90.99 7.51 1.50 25 Newtoniano 1.250
PAA100 100 90.99 7.50 1.50 25 Fluido de Boger  1.249

PAA300 300 90.97 7.50 1.50 25 Fluido de Boger  1.247

Viscoeldstico

PAAS500 500 84.97 1498  --- 25 reofluidificante

1.226

W Agente biocida (Kathon LXE), comercializado pela empresa Rohm and Haas.
concentragao tabelada refere-se ao principio activo puro.

® A massa voltmica foi determinada por picnometria a 21.2°C.,

As propriedades dos solventes podem ser escolhidas por forma a alterar a
conformagao de cadeias poliméricas flexiveis (Flory, 1953). Um “bom solvente” &
aquele que apresenta uma forte afinidade com a macromolécula, inibindo a
interacgao entre os varios segmentos da cadeia polimérica, criando um efeito de

volume de exclusao, no qual uma determinada macromolécula inibe a presenga de
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outras cadeias poliméricas. O solvente usado na preparacio das diversas solugoes
(dgua+tglicerina) pode considerar-se um “bom solvente” (Stokes, 1998). Assim,
adicionou-se uma pequena quantidade de sal (NaCl), que serve de “escudo” as
cargas negativas da cadeia polimérica, permitindo uma maior aproximagao dos
diferentes segmentos da macromolécula, o que se traduz numa redugdo do
comprimento hidrodindmico da macromolécula em solugdo. Em Stokes (1998)
demonstra-se que a adicio de uma pequena quantidade de NaCl tem uma
influéncia decisiva no comportamento reolégico das solugdes de PAA, reduzindo
significativamente o seu cardcter reofluidificante. Assim, da mesma forma que
Boger (1977) criou os primeiros fluidos viscoeldsticos de viscosidade constante,
mascarando os efeitos de reofluidificacio usando uma solugdo newtoniana de
elevada viscosidade, é possivel obter um fluido de Boger de média viscosidade
adicionando pequenas quantidades de sal, por forma a criar um solvente “pobre” e

minimizar o efeito de reofluidificacdo (Stokes, 1998).

B ]
s CH, TH ——-—]—— CH, (l]H —_—
C—0 T: 0]
l O Na*
- NH, /3
— - n

Figura 10.6: Estrutura quimica da poliacrilamida Separan AP30 (Stokes, 1998).

A composi¢io dos fluidos de Boger usados neste estudo foi inspirada nos

trabalhos de Stokes (1998) e Stokes et al. (2001a,b), com o objectivo de se obter

um fluido com razodvel elasticidade e com viscosidade de corte praticamente

independente da taxa de deformacao. O fluido PAAS500 foi criado com o intuito de

apresentar um comportamento reofluidificante moderado e elevada elasticidade, dai

a auséncia de sal e a maior concentragao polimérica.

10.3.1 Fluidos newtonianos (N85 e N91)

Para o fluido N85 apenas se mediu a viscosidade a 18.0°C (temperatura a que

i i i do tipo
decorreram as visualizagoes com €ss€ fluido), usando um viscosimetro p
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falling ball (ref* GV-2200, Gilmont Instruments). O valor obtido para a viscosidade
foi » =0.125 +0.05 Pa.s.

O fluido N91 foi caracterizado no reémetro AR2000, na gama de temperaturas
compreendida entre 15.9 e 25.0°C. Apesar da viscosidade dos fluidos newtonianos
nao depender da taxa de deformagdo, mediu-se uma curva de escoamento para se
avaliar as limita¢oes do reémetro com a geometria de cone e prato usada nas
medigGes. Este ensaio, representado na Figura 10.7, tem grande utilidade, uma vez
que as viscosidades dos fluidos de Boger PAA100 e PAA300 sao semelhantes 3
viscosidade do fluido N91.

0.38 1
0.37 _E ° °bap . o coxnadoanoedRer
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© .0 o ®
036 t °o o
2] - (o]
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2l 0.35 To o
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0.34
¢
- © N91 - Exp. (20°C)
033 + L1
X — Média (0.367 Pa.s)
0.32 " L Illllll: 1 1 llllll= ] IIlIlII: | L1 1 1111
0.1 1 10 100 1000
7/s7

ﬁigg{ua 10.7: Variagao da viscosidade de corte com a taxa de deformacgdo para o fluido

A Figura 10.7 demonstra que a viscosidade de corte do fluido N91 é medida
correctamente para valores da taxa de deformacio compreendidos entre 1 e 100 st
aproximadamente (note-se a pequena gama usada no eixo das ordenadas). De
forma idéntica, os erros na medi¢io da viscosidade de corte dos fluidos de Boger
deverao ser inferiores nessa gama de taxas de deformacdo. Para o fluido N91
também foram efectuadas medi¢des da primeira diferenca de tensdes normais para
diferentes taxas de deformagdo, cujos resultados se apresentam na Figura 10.8.
Para taxas de deformagdo inferiores a 100s? verifica-se que os valores de N, se
aproximam de zero, como deverd ser para um fluido newtoniano. No entanto, a

medigao da primeira diferenca de tensdes normais nio devers exceder ¥ =100s",
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valor a partir do qual os efeitos inerciais comecam a ser importantes, conduzindo a
uma medicao de N; por defeito. A previsao da Eq. (10.3) é aceitdvel, pelo que esta
poderd ser usada para corrigir os valores da tensdo normal para taxas de
deformagao elevadas. A Figura 10.8 também demonstra que a sensibilidade do
aparelho na medigdo de N; ronda os 10 Pa (para a geometria de cone e prato
utilizada), pelo que eventuais medigdes da tensdo normal nesta ordem de grandeza
nao devem ser consideradas, ja4 que envolvem erros significativos. Este valor estd
em acordo com as especificagoes do redmetro, que indicam que a gama de medigao
de forca normal varia entre 1 e 5000 g.f, correspondendo a uma tensdo normal
compreendida entre 7.8 e 3.9 x10* Pa, para o cone utilizado nas medicdes

(R=2.0cm).

20
[ o]
) OO OO a® 0 A0
0 1 313
< 201
Ay K
~ N
Z 40 T
A 0 NI - Exp. (20°C)
601 — Eq. (10.3)
_80 i L L IIIlIlI 1 1 ||IIII= 1 1 llIlII: 1 ] L.11
0.1 1 10 100 1000
/s

Figura 10.8: Variagdo da primeira diferenca de tensdes normais com a taxa de deformagéo

para o fluido N91.
m efectuadas medigdes em escoamento dinamico de corte, com o
1 e com dgua destilada. Na Figura 10.9 representa-se o

G', em fungdo da frequéncia angular, w, para

Foram també
fluido newtoniano N9
médulo de conservacao,

deformagdes de 0.10 e 0.50. Para um fluido newtoniano o médulo de conservagao &

nulo, pelo que os valores representados na Figura 10.9 representam a linha de base

i i icO ue se
do reémetro (que idealmente deveria ser nula). Quaisquer medigées q

. ~ . -
aproximem desta linha de base devem ser analisadas com precaugdo pois esta

afectas de um erro significativo.
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Figura 10.9: Determinagdo da linha de base de G’ em ensaios oscilatérios.

As medigoes reoldgicas apresentadas nas Figuras 10.7 a 10.9 referem-se a
temperatura de 20.0 °C. Contudo, e dado que as experiéncias de visualizacio do
escoamento decorreram a uma temperatura inferior, efectuaram-se medicSes
adicionais da viscosidade na gama de temperaturas compreendida entre 15.9 e
25.0°C. Nessa gama de temperaturas observou-se uma variacio na viscosidade
entre 0.50 e 0.25 Pa.s, correspondendo a um decréscimo na viscosidade de cerca de
8% por cada grau centigrado. E pois importante medir com rigor a temperatura a
que sdo efectuadas as visualizagoes, bem como garantir que estas sio efectuadas em
condigoes isotérmicas.

A influéncia da temperatura na viscosidade de um fluido newtoniano geralmente

pode ser representada adequadamente pela equagdo de Andrade (Reid et al., 1988),

B
Inn=A+= 10.4
nn + T ( )

em que as constantes A e B podem ser obtidas por ajuste linear de Inn vs. 1/T. A

Eq. (10.4) pode ser reescrita na forma alternativa (equacio de Arrhenius),

In(ag) =In-L = (10.5)

M R

T T,

o
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em que 7), representa a viscosidade a temperatura absoluta de referéncia, T;. Na
Figura 10.10 representa-se a influéncia da temperatura na viscosidade do fluido
NO91, juntamente com um ajuste & equacgdo de Arrhenius, que se verifica traduzir

adequadamente essa dependéncia na gama estudada (15.9 a 25.0 °C).

0.4 T
0.3 +
: © Fluido N91
0.2 +
o1+
O N
£ 0.0 T
= 0.1 £ In-L = egso[i_i]
T F Mo T T
-0.2 t {7]0 = 0.366 Pa.s
03 £ T, =293.15K
_0‘4 ' } PR T | : PR N T N | = P W S B |
—6x10"° —3x107° 0 3x107° 6x107°
T -1yt /KT

Figura 10.10: Influéncia da temperatura na viscosidade de corte do fluido N91.

10.3.2 Fluidos de Boger (PAA100 e PAA300)

Na Figura 10.11 apresentam-se as funcoes materiais medidas em escoamento
dindmico de corte, & temperatura de referéncia de 20.0°C, para o fluido de Boger
PAA100. Para valores de w inferiores a 0.1 rad/s e superiores a 50 rad/s,

observa-se uma aproximagdo do médulo de conservagio para a linha, de base do

reémetro, pelo que esses resultados carecem de precisdo. Na Figura 10.12 apenas se

. . . / . . .
consideram os valores experimentals de G' que se afastam significativamente da

: n
linha de base, os quais foram usados em conjunto com OS valores de G" para

determinar o espectro viscoeldstico linear. Os pardmetros obtidos sdo apresentados

na Tabela 10.2. A parcela correspondente a cada um dos modos é ilustrada na

Figura 10.12, para G’ e para G".
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Figura 10.11: Fungdes materiais do fluido de Boger PAA100 em escoamento dinamico de
corte.

Tabela 10.2 - Espectro viscoeldstico linear do fluido PAA100 & temperatura de
referéncia, T, = 293.15 K.

Modo n° A (8) n, (Pas)
1 3.0 0.075
2 0.3 0.027
3 0.03 0.018

Solvente - 0.40

Para se quantificar o numero de Débora nos ensaios experimentais, é
conveniente definir apenas um tempo de relaxagdo. Para tal utiliza-se o modelo de
Oldroyd-B, em que a componente polimérica da viscosidade, n,, e o tempo de
relaxagdo de Oldroyd-B, Ap, sao obtidos a partir do espectro viscoeldstico linear
com base nas equagoes,

Ny = Z U (10.6)

k=solvente

Ap = Z nk)‘k/np (10.7)

ks2solvente
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por forma a garantir que para baixos valores da taxa de deformagdo (cu baixos
valores de w) se obtém um comportamento viscoeldstico idéntico ao do modelo

multfmodo (e.g., ¥;o = l_in}] v, = Z2nk)\k =2n,), ). Os pardmetros do modelo de
- A

Oldroyd-B, obtidos para o fluido PAA100 & temperatura de referéncia
(To = 293.15 K), sdo: my =, +1n, = 0.52 Pas; B=1,/n = 0.769; A, =1.947s.
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0.001 t . T 1 L 1.1 1113
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~
S o1
0.01
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0.1 1 10
w /rad.s‘1

oger PAA100 em escoamento dindmico de
evisdes do modelo multimodo: A =3.0s,
= 0.018 Pa.s; n, = 0.40 Pas.

Figura 10.12: Funcoes materiais d9 fluido de B
corte (T'=293.15 K), e comparagao com a8 pr
A =03s, Ay = 0.03s; n, = 0.075Pas, 1, = 0.027 Pa.s, 75



302 Capitulo 10

Foram também efectuadas medicoes em escoamento de corte simples
estaciondrio, para temperaturas compreendidas entre 15.3 e 25.0°C. Usando o
principio da sobreposi¢do tempo-temperatura (Bird et al., 1987a) é possivel
conjugar as curvas medidas a diferentes temperaturas numa curva mestra. Para
tal, define-se um factor de deslocamento a, na forma,

ap =20 To po (10.8)
(L) T p

em que p representa a massa especifica da solucao e Mo (TO) traduz a viscosidade

de corte a taxa de deformagao nula, avaliada & temperatura absoluta de referéncia,
Iy. Como apenas se efectuaram medicdes numa gama estreita de temperaturas, o

€

factor de deslocamento pode ser simplificado em

_n(7)
T (To)

sendo esta a forma adoptada na presente tese. Para um fluido de Boger, o factor

(10.9)

de deslocamento pode ser calculado pelo quociente entre a viscosidade de corte a
uma determinada temperatura e a viscosidade de corte & temperatura de referéncia
T,, avaliado a qualquer taxa de deformacdo, devido & inexisténcia de
reofluidificacdo. Na Figura 10.13 apresenta-se a influéncia da temperatura no
factor de deslocamento, verificando-se que a equagao de Arrhenius obtida para o
fluido newtoniano N91 também ajusta bem os resultados obtidos para o fluido
PAA100. Este resultado nio é inesperado, ji que a viscosidade do fluido PAA100 é
praticamente igual & do seu solvente base, que é precisamente o fluido N91.

A conversao dos diferentes parametros reolégicos medidos & temperatura
absoluta T, para a temperatura de referéncia, T}, faz-se por recurso as seguintes

expressoes (Quinzani et al., 1990):

w(Ty) = ap w(T) Y(To) = ap A(T)

M(To) = M(T)/ ar Ap(To) = A(T)/ ap

G(T,) = G'(T) G'(Ty) = G"(T) (10.10)
n'(Ty) =n'(T)/ az n"(%) =n"(T)/ ar

n(To) = n(T)/ ar ¥y(To) = \III(T)/G’%

Foram efectuados ensaios reolégicos em escoamento de corte simples
estaciondrio para as temperaturas de 20.0, 25.0 e 30.0°C, cujos resultados sdo

apresentados na Figura 10.14 na forma de curvas mestra. Nessa figura também sio
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incluidas as medicdes efectuadas em escoamento dindmico de corte, nomeadamente

a variacdo de 2G'/ (aTw2) (note-se que ¥, = 1_in[1) ¥, = lim2G'/ w?, daf a escolha
3 y—

w—0

de 2G' em vez de G') e de n'/a, com a,w. A viscosidade de corte reduzida,

T
n, =n/a,, é aproximadamente constante para valores da taxa de deformagio

reduzida (7, = a,¥) compreendidos entre 0.3 e 50 s™. Para ¥, = 54 s™! observa-se
um aumento abrupto na viscosidade de corte e no coeficiente da primeira diferenca
de tensoes normais. Este comportamento é tipico para o escoamento de fluidos de
Boger na geometria de cone e prato (assim como para a geometria de pratos
paralelos), tendo origem numa instabilidade eldstica (Phan-Thien, 1985; McKinley,
1991). Na Figura 10.15 analisa-se em maior detalhe o comportamento da
viscosidade de corte e de ¥, na regido instdvel, num ensaio em que se aumentou
lentamente o bindrio aplicado a amostra (7) até um valor predefinido, seguido de
uma diminuicdo também gradual de 7. Observa-se a existéncia de histerese nas
curvas de 1 e ¥, , indicando que o escoamento nao é estdvel para valores de
v, > 20 s7!, aproximadamente. Para valores de 4, na gama de 20 a 54 s! o
escoamento nao é estdvel, uma vez que se for sujeito a uma perturbacao deixard de
ser um escoamento de corte simples, resultando num escoamento complexo nao
estaciondrio com cardcter tridimensional (cf. McKinley, 1991), conduzindo a um

aumento acentuado na viscosidade de corte aparente.

0.6

044 xy=1s"

O fS/I].OS_l

1 1
In(ay) = 6860 [_f - ?o]

T, = 293.15 K‘

0.6 +————+——" i .
—6x10"° —3x107° 0 3x107° 6x107°

T_] _ 710——1 /K—I

Figura 10.13: Influéncia da temperatura no factor de deslocamento, ar, para o fluido

PAA100.
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Figura 10.14: Fungdes materiais obtidas com o fluido PAA100 em escoamento de corte
simples (0 O X ) e em escoamento dinamico de corte (o).
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Figura 10.15: Ilustragdo do fenémeno de histerese obtido na curva de escoamento com o
fluido PAA100 para a geometria cone e prato (T= Ty= 293.15 K).
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Na Figura 10.16 apresenta-se a influéncia de 5 na viscosidade de corte e na
primeira diferenca de tensdes normais, até valores elevados da taxa de deformagcao,
7 . A figura demonstra a ocorréncia de degradacio do fluido, j& que a curva obtida
para valores decrescentes do bindrio aplicado & amostra apresenta valores de N,
muito inferiores aos medidos na curva ascendente. Isso n#do acontecia
anteriormente quando as taxas de deformac¢do mdximas eram significativamente
inferiores, como na Figura 10.15. Foram efectuados ensaios complementares que
permitiram concluir que a degradagdo do fluido ocorre precisamente i taxa de
deformagao em que se observa uma diminui¢io acentuada da primeira diferenca de
tensoes normais. Quando se ultrapassa esse valor de <, hd cisalhamento
irreversivel da cadeia polimérica que conduz a uma diminuicao das propriedades
materials, que é mais acentuada para as que caracterizam a elasticidade do fluido.

Mesmo apds se ter esperado diversas horas com a amostra em repouso, verifica-
se que o comportamento reolégico do fluido ndo retoma a situacdo inicial. Assim,
deverd evitar-se atingir elevadas taxas de deformacgfo na instalagdo experimental,
caso contrdrio poderd ocorrer degradacio mecénica do fluido, alterando-se
irreversivelmente, e de forma nao controlada, o seu comportamento reolégico. Na
construcio da instalacio experimental (vide Figura 10.2) evitou-se assim o uso de
vélvulas reguladoras do caudal, bem como quaisquer constrigoes acentuadas ao
escoamento, onde possam ser alcangadas taxas de deformagéo elevadas.

Para o fluido de Boger PAA300 efectuaram-se medigdes reolégicas semelhantes
as descritas para o fluido PAA100. Na Figura 10.17 apresentam-se as funcoes
materiais medidas em escoamento dinimico de corte, & temperatura de referéncia
de 20.0°C, a partir das quais se determinou o espectro viscoeldstico linear do fluido
PAA300, cujos pardmetros sdo apresentados na Tabela 10.3. A parcela
correspondente a cada um dos modos é ilustrada na Figura 10.17, para G’ e para
G". O tempo de relaxagio do modelo Oldroyd-B & temperatura de referéncia
(T, = 293.15 K) pode ser estimado pela Eq. (10.7), obtendo-se agora A, = 1.942 s,

déntico ao estimado para o fluido PAA100. O parametro B =,/
= 0.37 Pas.

valor este i

toma agora o valor 0.50 e a viscosidade do polimero 7,
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Figura 10.16: Ilustracdo da degradagao do fluido de Boger PAA100 a elevadas taxas de
deformacdo (T= T,= 293.15 K).

Tabela 10.3 - Espectro viscoeldstico linear do fluido PAA300 a temperatura de
referéncia, T, = 293.15 K.

Modo n° A (8) 7, (Pa.s)
1 3.0 0.23
2 0.3 0.09
3 0.03 0.05
Solvente -—- 0.37

Na Figura 10.18 apresentam-se os resultados das medicdes em escoamento de
corte simples estaciondrio, efectuadas as temperaturas de 20.0, 25.0 e 30.0°C. A
figura também inclui as medicdes em escoamento dinimico de corte,
nomeadamente a variagio de 2G’ /(a,w’) e de 7’/ ar com a,w. A viscosidade de
corte diminui apenas cerca de 10% por cada década de v,, pelo que se pode
classificar o fluido PAA300 como um fluido de Boger. Novamente observa-se a
existéncia de uma instabilidade eldstica (¥, =28s™) que origina um aumento
abrupto na viscosidade de corte aparente e em V.. Para o fluido PAA300

verificou-se que o factor de deslocamento também era descrito adequadamente com



Escoamento em contraccoes e expansoes 8D: visualizagdo e simulacdo 307

a mesma equagao de Arrhenius obtida para os fluidos N91 e PAA100 (In a, =
6860(T " — T; )5 T, =293.15 K).

10

LBLAARLS

..............................

0.01

w/ rad.s™

Figura 10.17: Fungdes materiais do fluido de Boger PAA3QO~em escoamt(aln’;o drililli‘xlrtr;;rclcc))d(?

corte (T=T,=293.15K), e comparagdo com as Previsoes do modelo it S:

A =30s, A =03s, A, = 0.03s; n, = 0.23 Pass, n, = 0.09 Pa.s, 73 =0. 53
=3.0s, .

n, = 0.37 Pa.s.
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Figura 10.18: Funcgoes materiais obtidas com o fluido PAA300 em escoamento de corte
simples (© O X) e em escoamento dindmico de corte ().

10.3.3 Fluido PAAS500

O fluido PAAS500, cuja composicao se apresenta na Tabela 10.1, foi construido por
forma a apresentar elevada elasticidade e um comportamento reofluidificante
moderado.

Na Figura 10.19 apresentam-se as funcoes materiais medidas em escoamento
dindmico de corte, & temperatura de referéncia de 15.0°C. Com base nestas funcoes
materiais determinou-se o espectro viscoeldstico linear do fluido PAA500, cujos
pardmetros sao apresentados na Tabela 10.4. A parcela correspondente a cada um
dos modos é ilustrada na Figura 10.19, para G’ e para G”. O tempo de relaxacdo
a baixas taxas de deformacao ¢é igual ao do modelo Oldroyd-B (Eq. 10.7), tomando
o valor A, =20.47s. Este tempo de relaxagio vai ser usado para quantificar o
nimero de Débora nas visualizagdes experimentais.

O factor de deslocamento foi determinado na gama de temperaturas
compreendidas entre 10.0 e 30.0 °C, tendo também sido ajustado a uma funcao de
Arrhenius, como se ilustra na Figura 10.20. Para este fluido escolheu-se a

temperatura de 15.0°C para referéncia, ao contrario dos outros fluidos em que se
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seleccionou a temperatura de 20.0°C. Tal escolha deve-se as experiéncias de

visualizacdo com o fluido PAA500 terem sido efectuadas precisamente a 15°C.

Tabela 10.4 - Espectro viscoeldstico linear do fluido PAA500 & temperatura de
referéncia, T, = 288.15 K.

Modo n° A (8) n, (Pas)
1 30.0 2.50
2 3.0 0.90
3 0.3 0.30
4 0.03 0.10
Solvente - 0.27

Na Figura 10.21 apresenta-se a curva mestra da viscosidade de corte, obtida a
partir de medigGes em escoamento de corte simples na gama de temperaturas entre
10.0 e 30.0°C. O fluido PAA500 apresenta um comportamento reofluidificante
moderado, observando-se uma diminui¢ao de cerca de uma década na viscosidade
de corte, desde o primeiro até ao segundo patamar newtoniano. Para modelar o
comportamento reolégico deste fluido seleccionou-se o modelo PTT linear
multimodo, cujas previsdes sao inclufdas na Figura 10.21 para a viscosidade de
corte, e na Figura 10.22 para o coeficiente da primeira diferenga de tensoes normais
e para 2G’ /w?. Além dos parametros do espectro viscoeldstico linear (vide Tabela
10.4), estimados com base nas medicoes em escoamento dindmico de corte, o
modelo PTT possui dois pardmetros adicionais (¢ e &) que foram estimados com
base nas curvas mestra de 77 e ¥,. O modelo PTT linear ajusta adequadamente a

curva da viscosidade de corte, mas prevé uma reofluidificagdo em ¥, mais

acentuada que a observada experimentalmente.
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Figura 10.19: Fungdes materiais do fluido de Boger PAA500 em escoamento dindmico de
corte (T=T,= 288.15K), e comparagio com as previsdes do modelo multimodo:
/\1 =30.0s, /\2 =3.0s, /\3 =0J3s, /\4 =0.03s; n = 2.5 Pa.s, n, = 0.9 Pa.s, n, = 0.3 Pas,
N, = 0.1 Pas; n, =0.27 Pa.s.
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Figura 10.20: Influéncia da temperatura no factor de deslocamento, a;, para o fluido
PAAS500.
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Figura 10.22: Coeficiente da primeira diferenga de tensdes normais e 2G’/uf para o fluido
PAA500. Comparagdo com as previsées do modelo PTT linear multimodo.

10.4 Visualizagao do escoamento e simulacao numeérica

10.4.1 Fluidos newtonianos

Foram efectuadas visualizagbes com os fluidos newtonianos N75 e N91 com o
intuito de analisar o efeito da inércia no padrao de escoamento, e comparar com o
efeito da elasticidade que serd estudado com os fluidos viscoeldsticos. Por outro
lado, dado que a previsio do escoamento com fluidos newtonianos nao oferece
grandes dificuldades, é possivel testar a adequacdo da técnica experimental de
visualizagio do escoamento por confrontagao com os resultados das simulacdes
numéricas.

Na Figura 10.23 ilustra-se a influéncia do nimero de Reynolds no padrdo de
escoamento no plano central (vide Figura 10.24) para o escoamento na contraccio
quadrada tridimensional 4:1:1 (ou contracgao SQ/SQ de razio de lados 4:1-vide
Figura 10.1). Os resultados numéricos reproduzem com boa precisio as
visualizagGes, ilustrando que a inércia tende a esmagar o vértice contra o canto,
resultando numa diminuigdo da dimensdo da recirculagio com o aumento do

nimero de Reynolds, aqui definido por
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Re = —1-1 '(10.11)

Note-se que a recirculagao nao é fechada, contrariamente ao que acontece numa
contraccdo plana ou axissimétrica. Na contracgao tridimensional o padrao de
escoamento é bastante complexo, como se ilustra na Figura 10.24, para condigoes
de escoamento de Stokes. Todas as fotos apresentadas neste capitulo referem-se ao
plano central (ilustrado na Figura 10.24 a amarelo, passando nos pontos A, B, C e
D), uma vez que a visualizagio do escoamento no plano de simetria diagonal
(ilustrado a azul na Figura 10.24) era mais complicada do ponto de vista
experimental.

A Figura 10.24 mostra que as particulas de fluido provenientes da vizinhanga
do canto H entram na recirculacio do plano diagonal (junto ao canto F), sendo
depois conduzidas num movimento em espiral até ao centro da recirculagdo do
plano central. Seguidamente, o fluido roda em direccdo a periferia desta
recirculagdo, acabando por sair em direcgio & conduta de jusante. Na Figura 10.25
é possivel confirmar que a recirculagdo do plano central é aberta, observando-se
uma deslocacdo do fluido do centro da recirculagao em direccao a sua periferia,
acabando por escapar-se em direc¢io 4 conduta de jusante. Na recirculagdo do
plano diagonal o padrio de escoamento & oposto: o fluido entra na recirculagao
pela sua periferia, e roda em direcgdo ao seu centro, de onde se escapa rumo 3
recirculacdo do plano central.

Na Figura 10.26 ilustra-se a influéncia do ntumero de Reynolds no padrao de
escoamento de um fluido newtoniano no plano central da expansdo quadrada
tridimensional. Novamente, verifica-se que os resultados numeéricos reproduzem
com boa precisio as visualizagoes experimentais, observando-se um crescimento

significativo da dimensdo da recirculagao com o nimero de Reynolds.



Fluido N91 R 0.0206

Fluido N91

]

Fluido N91 — Re, = 0.631

Fluido N85

Figura 10.23: Linhas de rasto observadas experimentalmente (coluna da esquerda) e
comparagao com as simulagées numéricas (coluna da direita) para o escoamento dos
fluidos newtonianos N91 e N85 na contracgao 4:1:1. Influéncia do nmimero de R ynolds no

padrao de escoamento observado no plano central da contraccio. As visualizagoes
decorreram a temperatura de 18.04+0.2°C.
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Figura 10.24: Escoamento de um fluido newtoniano na contracgao tridimensional 4:1:1,
em condicoes de inércia desprezével (Re,=0). Ilustragao de algumas trajectérias que
atravessam a recirculacao do plano central (representado a amarelo, passando nos pontos
ABCD) e a recirculagao do plano diagonal (a azul, passando nos pontos EFGH).

Figura 10.25: Escoamento do fluido newtoniano N91 no plano central da contracgao
L (] 5o 5. F . - = = " -
tridimensional 4:1:1, em condigoes de inércia desprezével (Re; = 0.0085). Comparagao eom

as linhas de corrente previstas numericamente.
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Figura 10.26: Linhas de rasto observadas

com as simulag numeéricas (coluna da direita) para o escoamento dos

experimentalmente (coluna da esquerda) e

tonianos N91 e N85 na expansao tridimensional. Influénecia do mimero de
no padrao de escoamento observado no plano central da

contracca
>s decorreram & temperatura de 18.040.
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Figura 10.26: Conclusao.
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Na Figura 10.27 ilustram-se algumas trajectérias para o escoamento de um
fluido newtoniano na expanséo, para Re, = 0.021 e Re, =1.17. No primeiro caso,
dado que a inércia ainda é desprezdvel verifica-se que as trajectérias sao simétricas
as ilustradas na Figura 10.24, para o escoamento na contraccao em regime de
Stokes. Tal observagio deve-se aos escoamentos newtonianos a baixo nimero de
Reynolds serem reversiveis (Acheson, 1990), o que faz com que as linhas de
corrente para o escoamento na contrac¢io e na expansio sejam coincidentes. A
Figura 10.26 d4 a falsa ideia que a recirculagao no plano central é fechada para os
valores mais elevados do mimero de Reynolds. Contudo, tal facto nao corresponde
a realidade como se pode observar na Figura 10.27 para o caso Re, =1.17. Na
realidade, o aumento de Re faz com que o escoamento seja mais espi‘ralado entre a
recirculagdo no plano central e no plano diagonal, mas nio evita a deslocacao do
fluido de uma recirculacio para a outra e a sua subsequente libertacao para

jusante.

Figura 10.27: Escoamento de um fluido newtoniano na expansao tridimensional a
Re; =0.021 (inércia desprezével) e Re, = 1.17.

Na Figura 10.28 apresentam-se os resultados numéricos do comprimento da
recirculagiao do plano central, Ty, em fungao do mimero de Reynolds. Os cdlculos
foram efectuados em duas malhas computacionais, M40 e M80, que se reproduzem
na Figura 10.29. A malha M40 possui 40 células em ambas as direcgoes
perpendiculares ao escoamento (na conduta 1, de maior lado), totalizando 51000

células. A malha M80 possui 80 células em ambas as direcgoes perpendiculares ao
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escoamento (na conduta 1), totalizando 408000 células. Os resultados obtitos em
ambas as malhas sdo praticamente coincidentes (cf. Figura 10.28), o que

demonstra que a malha M40 é ja adequada para resolver este escoamento.

10 — !
"~ 0 Malha M40
L x Malha M80 ﬂf‘
B =
&
] ®
=) &
= ¥ e
8 -
B =
- =
| I SO < S
] n]:,Tu (zg / H,) = 0.326
0 1 1 L L L L i1 I: L L i .. l: i 1 L I . . .
0.01 0.1 1 10

Figura 10.28: Escoamento de um fluido newtoniano numa expamfio tridimensional 1:4:4.
Influéncia do mimero de Reynolds no comprimento da recirculagao 'do plano .centra:l, .
Resultados obtidos em duas malhas computacionais, M40 e M80, ilustradas na Figura

10.29.

Malha M40 Malha M80

Figura 10.29: Vista local das malhas computacionais usadas na ?im%do escoamento
de um fluido newtoniano numa contrac¢ao e numa expansao tridimensional.
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Na Figura 10.30 comparam-se os resultados numéricos do comprimento da
recirculagio com os valores experimentais, determinados por medicao nas
fotografias. A concordincia entre os resultados numéricos e as medigoes
experimentais é elevada, o que ja fora ilustrado qualitativamente na Figura 10.26.
De forma idéntica, na Figura 10.31 demonstra-se uma elevada concordancia entre
as previsbes numéricas de z, e as respectivas medigoes experimentais, para o

escoamento dos fluidos newtonianos N85 e N91 na contracgiio 4:1:1.

10
[ — Numérico (M80)
I © Exp. (Fluido N91) .
i X Exp. (Fluido N85)
m-—(
~ 14
= 1T
8 C
=3 > g .
i Rl;‘rﬁo(zR /H,)=0.326
0-1 1 1 lIIlII: 1 1 llllll= 'l L llIlll: 1 1 11 11t
0.001 0.01 0.1 1 10
Re,

Figura 10.30: Escoamento de um fluido newtoniano numa expansao tridimensional 1:4:4.
Influéncia do mimero de Reynolds no comprimento da recirculagio do plano central, z.
Comparagao entre os resultados obtidos nas simulagdes numéricas e as medigdes
experimentais.

10.4.2 Fluido PAA100

Na Figura 10.32 apresentam-se as linhas de rasto no plano central da contraccao,
obtidas com o fluido PAA100 para valores sucessivamente crescentes do caudal de
escoamento. Os valores do nimero de Débora incluidos nessa figura sdo obtidos

por,

(10.12)

pe = @) Ui _ar\,(@) U,
Hl Hl

em que o tempo de relaxagdo do modelo Oldroyd-B a temperatura de referéncia,

Ap(Tp), & calculado pela Eq. (10.7), usando os parimetros da Tabela 10.2. O
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nimero de Reynolds é obtido a partir da Eq. (10.11), com n(T) = amn,(Ty) =
ar [n,(Ty) + m, (Ty)]

0.4
U lim (z/H,)=0.326
03T
m"‘ B
~ 027
S
0.1 il -+ Numeérico (M80) -
[ © Exp. (Fluido N91)
B X Exp. (Fluido N85)
0 1 1 Illlll: 1 H llllll: 1 1 L1t 1 1.1
0.01 0.1 1 10

Re,

Figura 10.31: Escoamento de um fluido newtoniano numa contracgao tridimensional 4:1:1.
Influéncia do nimero de Reynolds no comprimento da recirculagdo do plano central, zz.
Comparacio entre os resultados obtidos nas simulagdes numéricas e as medigoes
experimentais.

O padrido de escoamento observado com o fluido de Boger PAA100 & algo
complexo, estando em jogo predominantemente efeitos eldsticos, uma vez que a
inércia nao é ainda muito significativa (Re, < 0.11), como se pode confirmar pela
Figura 10.31. Para baixos valores de De, observa-se um padrao de escoamento
identico ao de um fluido newtoniano em condigdes de inércia desprezdvel, o que de
resto j& era esperado. Aumentando o caudal verifica-se uma diminuigao progressiva
do comprimento da recirculagio, acabando esta por desaparecer a De, = 0.2.
Apesar deste comportamento ser idéntico ao observado com os fluidos newtonianos
(diminuigdo do comprimento da recirculagdo com o aumento do caudal), deve-se
salientar que a causa é distinta em ambas os tipos de fluidos. A diminui¢ado do
comprimento da recirculagido com o aumento do caudal observada com os fluidos
newtonianos deve-se ao aumento da inércia, que nos casos ilustrados na Figura
10.32 com o fluido PAA100 ¢é praticamente desprezédvel. Assim, a diminuigdo do

comprimento da recirculacdo observada para o fluido PAA100 a baixos caudais

deverd ter uma origem eldstica.
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Fluido newtoniano N91 (e 0.0206) F 0.0252 - De,

Re, =0.0054 — De, =0.041 Re, =0.0275 0.210

Re, =0.0082 - De, =0.063 Re, =0.0351

Re,=0.0191 — De, =0.146 Re, =0.0492

Figura 10.32: Linhas de rasto observadas experimentalmente para o escoamento do fluido
de Boger PAA100 na contracgio 4:1:1. Influéncia do mimero de Débora no padrao de

nento observado no plano central da contraccio. As visua 1zacoes decorreram &
temperatura de 18.1+0.2°C. A fotografia apresentada no canto superior esquerdo foi
obtida com o fluido newtoniano N91. servindo para comparar com o padrao de
escoamento obtido com o fluido PAA100 a baixos valores de De,.




Re, =0.0554 — De, 423 Re, = 0.0953

e, = 0.0685 — Do

Re, =0.0792 — De, = 0.605 Re,=0.111 - De

Figura 10.32: Conclusao.

Para valores de De, superiores a 0.2 observa-se uma inversio no padrao de

escoamento. ocorrendo um crescimento da recirculacao com o aumento do caudal

(ou, mais correctamente, com De). Para De 0.423 observa-se um padrao

divergente das linhas de corrente a montante da contraccao, que se acentua com o

aumento da elasticidade. Este fenémeno andmalo foi previsto numericamente na

Seccio 6.3.2, para o escoamento de um fluido de Boger numa contraccao plana 4:1




324 Capfttulo 10

a elevados valores da elasticidade (cf. Figura 6.5 a De = 5). A origem deste padrao
divergente das linhas de corrente a montante da contracgao poderd ser causada por
um aumento acentuado da viscosidade elongacional do fluido (para os fluidos UCM
e Oldroyd-B observa-se uma singularidade na viscosidade elongacional a
Aé =1/2 -vide Tabela 3.1), conduzindo a uma maior resisténcia ao escoamento na
regiao central da conduta imediatamente a montante da contracgao, onde o
escoamento tem um cardcter predominantemente elongacional, originando um
desaceleramento do fluido nessa regido com a consequente divergéncia das linhas
de corrente.

Para De, = 0.847 verifica-se que o escoamento jd nao tem cardcter permanente
(observa-se o cruzamento de alguns rastos de particulas), possivelmente devido a
uma instabilidade eldstica, que origina um escoamento varidvel, com cardcter
oscilatério. Aumentando ainda mais o caudal a amplitude das oscilagées do
escoamento acentua-se, como se ilustra na Figura 10.33. Efectuaram-se filmagens
do escoamento no plano central da contracgio que permitiram confirmar que
nestas condigoes supercriticas, o escoamento apresenta um comportamento
oscilatério perfeitamente ordenado, que se reproduz na Figura 10.33 em trés
“instantes” caracteristicos do ciclo.

Também se efectuaram visualizacoes do escoamento do fluido PAA100 na
expansao tridimensional, que se reproduzem na Figura 10.34. Contrariamente ao
observado com os fluidos newtonianos, em que o aumento do caudal (inércia)
conduz a um crescimento progressivo da recirculagao do plano central, com o
fluido de Boger PAA100 observa-se uma diminuigao significativa da recirculacao
para baixos valores de De,, seguida de uma aparente estagnacao da dimensao da

recirculagao para valores sucessivamente crescentes de De, .
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Fluido newtoniano N85 (Re, = 0.0317) Re =0.0186 — D«

¢ 0.0046 D] 0.261

Re, =0.0086 - De, = 0.066 , =0.140 — De, -

Figura 10.34: Linhas de rasto observadas experimentalmente para o escoamento do fluido
de Boger PAA100 na expansao 1:4:4. Influéncia do niimero de Débora no padrao de
amento observado no plano central da contraccio. As visualizacdes decorreram a
eratura de 18.140.2°C. A fotografia apresentada no canto superior esquerdo foi
obtida com o fluido newtoniano 5, servindo para comparar com o padrio de
escoamento obtido com o fluido PAA100 a baixos valores de De,.
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10.4.3 Fluido PAA300

Tal como para o fluido PAA100, efectuaram-se visualizacoes do escoamento do
fluido PAA300 na contraccao 4:1:1 para diferentes caudais, que se apresentam nas
Figuras 10.35 e 10.36 para as temperaturas de 21.0 e 17.5 °C, respectivamente. Os
ensaios foram efectuados em periodos distintos, com 3 meses de interregno,
ilustrando a reprodutibilidade dos resultados e a nao degradacao do fluido, que por
precaucao foi mantido num frigorifico no perfodo em que nao foi usado, evitando
assim a ocorréncia de degradacao biolégica por possivel crescimento de
microorganismos (note-se que a solugdo também possui um forte agente biocida).
Globalmente, a influéncia da elasticidade no padrdo de escoamento do fluido
PAA300 é semelhante a observada com o fluido PAA100, existindo pequenas
diferencas que releva destacar. Inicialmente, para baixos valores da elasticidade do
escoamento, observa-se um ligeiro aumento do comprimento da recirculacao do
plano central com De,. Seguidamente, para valores de De, compreendidos entre
0.1 e 0.2, verifica-se uma diminui¢do acentuada de zp com De, como se
demonstra quantitativamente na Figura 10.37. Para De; = 0.135 a recirculacao do
plano central passa a ser uma recirculagao de entrada, e nio de canto como ocorre
para valores inferiores de De,. Em particular, para De, = 0.149 verifica-se que a
recirculacdo principal é claramente de entrada, em analogia com a tendéncia
prevista para o escoamento de fluidos de Boger numa contraccao plana 4:1 (cf.
Figura 6.5 para um fluido UCM; Figura 9.6 para um fluido Oldroyd-B). Para o
escoamento de um fluido de Boger numa contrac¢ao plana 4:1 existem evidéncias
experimentais e numéricas (e.g., Nigen e Walters, 2002; Walters e Webster, 2003)
que apontam para o aparecimento de um vértice de entrada a valores baixos a
moderados da elasticidade, e que acaba por dominar o vértice de canto que é
caracterfstico do escoamento a baixos valores de Débora. Em contrapartida, para o
escoamento de fluidos de Boger numa contracgao axissimétrica 4:1, é frequente
observar-se um mecanismo de crescimento do vértice de canto com © aumento da
elasticidade do escoamento, sem ocorrer a existéncia de qualquer vértice de

entrada. Dada a maior analogia da contraccao tridimensional 4:1:1 com a

contraccio axissimétrica 4:1 (a velocidade na conduta de jusante aumenta apenas 4

- vezes nas
vezes na contraccio plana 4:1, em contraste com um aumento de 16 vezes n

contracgoes axissimétrica 4:1 e SQ/SQ 4:1:1), seria previsivel a inexisténcia de uma

recirculacio de entrada na contracgao 3D 4:1:1. Na realidade, em Evans e Walters
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(1986) observou-se um mecanismo de crescimento do vértice de canto com o
aumento da elasticidade, para o escoamento de um fluido de Boger numa
contracgao SQ/SQ 16:1:1. Em contraste, no presente trabalho para o escoamento
do fluido de Boger PAA300 na contracgdo 4:1:1 observa-se um mecanismo
completamente distinto, com o aparecimento de uma recirculacio de entrada
claramente definida, em analogia com o escoamento de um fluido de Boger numa
contrac¢ao plana. Assim, a Figura 10.35 (e em particular a fotografia referente a
De; = 0.149 ) tem uma importancia acrescida, no sentido em que traduz o primeiro
estudo experimental em que se observa a presenca de uma recirculacio de entrada
para o escoamento de um fluido de Boger numa contracc¢io tridimensional do tipo
SQ/SQ.

Para valores de De; > 0.2 observa-se uma inversao do padriao de escoamento

«

ocorrendo um aumento do comprimento da recirculacio com o aumento do niimero
de Débora, como se ilustra na Figura 10.37. Para os valores de De, mais elevados,
as Figuras 10.35 e 10.36 mostram o aparecimento do escoamento divergente no
eixo central, de forma idéntica ao observado com o fluido PAA100.

Na fotografia referente a De, = 0.726 , apresentada na Figura 10.36, j& é visivel
o cruzamento de algumas linhas de rasto, o que sugere que a instabilidade eléstica
deverd ocorrer a De, =~ 0.7, valor este ligeiramente inferior ao observado com o
fluido PAA100.

Nas Figuras 10.38 e 10.39 apresentam-se as linhas de rasto em trés “instantes”
caracterfsticos do ciclo de oscilagao do escoamento do fluido PAA300 em condigoes
super-criticas, respectivamente para De =0.857 e 0.956. A Figura 10.38
corresponde a uma situagdo préxima das condicoes criticas, sendo visivel um
mecanismo de oscilagao do escoamento semelhante ao ilustrado na Figura 10.39
para um valor de De; mais elevado (note-se a similaridade entre as fotografias no
topo das Figuras 10.38 e 10.39). Em condigbes super-criticas observa-se um
aumento da amplitude e frequéncia das oscilagoes a medida que se aumenta o

caudal (ou De, ), como se constatou nas filmagens efectuadas com este fluido.
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Re, = 0.00087 - De, =0.0059 Re, =0.0198 - D¢

Re,=0.0032 — De, = 0.022 Re, = 0.0208 — D«

Re,=0.0044 — De, = 0.030 , = 0.0219 — De

Re,=0.011 — De, =0.077 Re, =0.0359 — D¢

Figura 10.35: Linhas de rasto observadas ex] rimentalmente para o escoamento do flmdo
de Boger PAA300 na contracgio 4:1:1. Influéncia do nimero de Débora no padrao c_l(::.
amento observado no plano central da contracgac As visualizagoes decorreram a

temperatura de 21.04+0.2°C.
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0.0442 — De, =0.302 Re,=0.0672 - De, =0.459

!

Re =0.0607 - De, =0.414 Re,=0.0867 - De, =0.592

Figura 10.35: Conclusao.
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0.0294 — De, = 0.35: = 0.0508 — De, = 0.608

Re, =0.0370 - De, =0.443 ve, = 0.0561 - De, =0.671

Re,=0.0412 - De, =0.493 2e, = 0.0579 — De, = 0.693

Re, = 0.0453 — De, = 0.542 Re, = 0.0607

Figura 10.36: Linhas de rasto observadas experimentalmente para o escoamento do 51111(_10
de Boger PAA300 na contracciao 4:1:1. Influéncia do mimero de ]:)(:?}){fl'é-l no padrao r_lt::'
escoamento observado no plano central da contracgao. As visualizagoes decorreram a
temperatura de 17.54+0.2°C,
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Figura 10.37: Escoamento do fluido de Boger PAA300 na contracgao tridimensional 4:1:1.
Influéncia do mimero de Débora no comprimento da recirculagio do plano central, Tp.

Também foram efectuadas visualizages do escoamento do fluido PAA300 na
expansao 1:4:4, que permitiram confirmar as observagées efectuadas com o fluido
PAA100, nomeadamente a diminuicio da recirculagao de canto com o aumento da

elasticidade, como se vé na Figura 10.40.
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Figura 10.38: Linhas de rasto observadas experimentalmente com o fluido PAA300 no
plano central da contraccao 4:1:1 em condigoes de escoamento varidvel (De, =0.857;
Re, =0.0716). Tlustragio de trés fases do ciclo de oscil do escoamento. As
visualizacoes decorreram a temperatura de 17.5°C.
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Figura 10.39: Linhas de rasto observadas experimentalmente com o fluido PAA300 no
plano central da contracciao 4:1:1 em condigoes de escoamento varidvel (De, = 0.956;
Re; =0.0799). Ilustragao de trés fases do ciclo de oscilacio do escoamento. As

visualizacoes decorreram a temperatura de 17.5°C.
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Fluido newtoniano N85 (Re, =0.0317) Re, =0.0040 — De, =0.027

Re, =0.00081 - De,=0.0055 Re,=0.0118 — De, = 0.081

Re,=0.0024 — De,=0.017 Re,=0.0760 — De, = 0.519

Figura 10.40: Linhas de rasto observadas experimentalmente para o escoamento do fluido
de Boger PAA300 na expansao 1:4:4. Influéncia do mimero de Débora no padrao de
escoamento observado no plano central da contracgao. As visuali s decorreram a
temperatura de 21.040.2°C. A fotografia apresentada no canto superior esquerdo foi
obtida com o fluido newtoniano N85, servindo para comparar com o padrao de
escoamento obtido com o fluido PAA100 a baixos valores de De,.
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10.4.4 Fluido PAA500
O fluido PAA500 é mais eldstico que os fluidos de Boger PAA100 e PAA300, e

apresenta um grau de reofluidificagio moderado, como se ilustrou nas Figuras
10.21 e 10.22,

Na Figura 10.41 apresenta-se a variacio da dimensio da recircula¢ao do plano
central da contraccdo, z,, com o mimero de Débora (proporcional a velocidade
média na conduta de montante, U, , também representada na figura) calculado a
partir do tempo de relaxagao de Oldroyd-B (de forma idéntica ao efectuado com os
fluidos de Boger). Para este fluido viscoeldstico reofluidificante observa-se um
crescimento intenso da recirculagdo com o aumento do nimero de Débora (ou do
caudal), de forma semelhante as observagdes experimentais de Evans e Walters
(1986). De resto, os fluidos viscoeldsticos reofluidificantes tipicamente apresentam
um crescimento da recirculacio de canto com o aumento da elasticidade, tanto em
contracgoes planas como axissimétricas (cf. Figura 9.26).

Apesar do cardcter reofluidificante do fluido, e da ambiguidade no cédlculo do
nimero de Reynolds, é relativamente ficil demonstrar que a inércia é pouco
significativa. Por exemplo, para a velocidade mais elevada da Figura 10.41,
U; = 0.1 em/s, pode estimar-se um valor representativo da taxa de deformacao na
conduta de montante, 4, =U, /H, =~ 0.1/1.20.083s™, para a qual se obtém
uma viscosidade de cerca de 3 Pa.s (vide Figura 10.21), e um correspondente
nimero de Reynolds na conduta de montante de Re, = 0.005, ilustrando
claramente que a inércia é pouco significativa.

Na Figura 10.42 apresentam-se quatro fotografias das linhas de rasto no plano
central, para diferentes velocidades na conduta de montante. Na mesma figura
incluem-se as linhas de corrente previstas numericamente usando o modelo PTT
linear multimodo (4 modos+solvente), com os pardmetros da Tabela 10.4,
€=002 e £=004. As simulagbes foram efectuadas em duas malhas
computacionais, M40U e M56, que se ilustram na Figura 10.43. Para os casos
De; = 0.355 (U, = 0.0208 cm/s) e De, = 0.720 (U, = 0.0422 cm/s ), as diferencas
nas linhas de corrente previstas em ambas as malhas nio sio significativas,
devendo ainda ser menores para valores de U, inferiores. Os resultados numéricos
apresentados na Figura 10.42 estio de acordo com as visualizagbes experimentais
até De; = 0.720 (U; = 0.0422 cm/s ), observando-se uma previsao do comprimento

da recirculagio por defeito para valores de De, superiores (vide Figura 10.41). E
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necessdrio efectuar uma anédlise detalhada em termos de convergéncia com o
refinamento da malha para os valores de De; mais elevados, tarefa essa que ficard
para trabalho futuro dados os elevados tempos de CPU necessarios. Note-se que as
simulacoes na malha M56 sao bastante demoradas, dado o elevado refinamento das
malhas e o elevado tempo de relaxagdo do modo 1 do modelo PTT linear. Por
exemplo, para a obtencdo da solugdo numeérica correspondente a De; = 0.720 na
malha Mb56 é necessdario um tempo de CPU de 16 dias usando um computador
pessoal equipado com um processador AMD Athlon XP 2400+® (2.4 GHz) e com
1 GHz de meméria RAM. Estes valores de tempo de CPU nao sao exagerados
dado o elevado nimero de varidveis em jogo, totalizando 8758848 graus de
liberdade na malha M56 (312816 células) e 3550400 na malha M40U (126800
células), valores estes claramente superiores a qualquer estudo numérico

envolvendo fluidos viscoeldsticos publicado até & presente data.

U, /cms™
0.0001 0.001 0.01 0.1
=753 f f ; o'
E O Experimental
3.0 _; B Numeérico - Malha M56 %
[ —#— Numérico - Malha M40U o]
2.5 o
- :
= 207
8 g
1.5 +
150
0.5 - Assfmptota newtoniana:
e e S e Dlieu(zﬁ / H,) = 0.326
0.0 L L I‘illll: L L |Illl}i L L ll]ll‘; Il Il Lol L LL
0.001 0.01 0.1 1 10
De,

Figura 10.41: Escoamento do fluido PAA500 na contracgio tridimensional 4:1:1.
Influéncia do nimero de Débora, De;, no comprimento da recirculagao do plano central,
Tp

Como j4 foi referido, para o fluido PAA500 verifica-se que o aumento da
elasticidade origina um crescimento do vértice de canto, que pode tomar elevadas
propor¢oes como no caso ilustrado na Figura 10.44, obtido para De =1.34

(U, = 0.0783 cm/s ). Aumentando ainda mais o caudal observa-se a transi¢ao para

um escoamento varidvel a De; =~ 1.7 (U; = 0.1 cm/s).
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Uma outra particularidade importante deste escoamento, e que resulta da
elevada elasticidade do fluido PAA500, refere-se & inversio no sentido das
trajectérias das particulas de fluido nas recirculagdes do planos central e diagonal
da contracgao, comparativamente ao escoamento newtoniano. A inversio das
trajectérias no interior da recirculagio do plano central é facilmente observivel na
Figura 10.42, em particular para as velocidades mais elevadas (maior elasticidade
do escoamento), quer nas visualizagoes experimentais quer nos resultados das
simulagoes numéricas. Na Figura 10.45 ilustram-se algumas trajectérias que
passam pelo interior das recirculagdes, previstas numericamente para o fluido
PAAS500 a De; = 0.0909 (U; = 0.00533 cm/s ). Ao contrério do observado com os
fluidos newtonianos (cf. Figura 10.24), para o escoamento do fluido PAA500
verifica-se que as particulas provenientes da vizinhanga da parede do plano central
entram para a recirculagdio do plano central pela sua periferia, rodando em
direcgao ao seu centro. Seguidamente sio transferidas para o centro da recirculacao
do plano diagonal num movimento em espiral, entrando pelo seu centro e rodando
posteriormente, rumo a sua periferia, de onde saem em direccio a conduta de
jusante pelo plano diagonal. Fica assim identificado um novo padrio de
escoamento na contracgao SQ/SQ que nao tinha ainda sido descrito, e que resulta
certamente da pouca atencdo que tem sido dedicada ao estudo do escoamento em
contracgoes deste tipo.

Como ja foi referido, para De, = 1.7 o escoamento do fluido PAA500 na
contraccao SQ/SQ passa a ser varidvel no tempo, apresentando um padrio ciclico
semelhante ao descrito para os fluidos PAA100 e PAA300. Na Figura 10.46
ilustram-se trés “instantes” caracterfsticos de um ciclo de oscilagao, para o caso
De =194 (U; =0.114 em/s). Efectuaram-se filmagens em condigoes de
escoamento super-critico, a partir das quais foi possivel medir a frequéncia de
oscilagdo, f, para diferentes valores de U,. Verificou-se uma relacio
aproximadamente linear entre f e U, o que conduz a um valor constante do
mimero de Strouhal, St =2fH, /U, = 0.5.

Foram também efectuadas visualizagoes do escoamento na expansao
tridimensional, que se reproduzem na Figura 10.47 para trés velocidades distintas.
De forma semelhante ao observado com os fluidos de Boger PAA100 e PAA300,

verificou-se uma ligeira diminuigdo do comprimento da recirculagio do plano
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central, comparativamente ao escoamento de um fluido newtoniano em cond
de inércia desprezdvel.

0.00141 cin/s De, = 0.0241

ReTTIN

U, =0.00533 cm/s De, =0.0909

o

Figura 10.42: Linhas de rasto ob

servadas experimentalmente (coluna da esquerda) e
comparacio com as simula¢oes numéricas (coluna da direita) para o escoamento do fluido
PAA500 na contracgao 4:1:1.
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Figura 10.42: Conclusio.
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E

Figura 10.45: Previsio do escoamento do fluido PAA500 na contracgao tridimensional
41:1, a De=0.0909 (U,=0.00533cm/s). Ilustracio de algumas trajectérias que
atravessam a recirculagao do plano central (representado a amarelo, passando nos pontos
ABCD) e a recirculagio do plano diagonal (a azul, passando nos pontos EFGH).

10.5 Conclusoes

Efectuaram-se visualizagdes do escoamento numa confracgao tridimensional 4:1:1 e
numa expansao tridimensional 1:4:4 para dois fluidos newtonianos, dois fluidos de
Boger e um fluido viscoeldstico reofluidificante, tendo-se observado uma influéncia
contrdria da inércia e da elasticidade nos padrdes de escoamento na contracgao e
na expansao tridimensional.

Para os fluidos newtonianos efectuaram-se simulagbes numéricas que
reproduzem os resultados experimentais com elevada precisao, nomeadamente a
diminuicao da recirculagio com o aumento da inércia, no caso do escoamento na
contracgao 4:1:1, e um aumento significativo da recirculagdo com o aumento da

inércia para o escoamento na expansio 1:4:4.
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Figura 10.46: Linhas de rasto observadas experimentalmente com o fluido PAA500 no

ano central da contracgao 4:1:1 em condigoes de escoamento varidvel (De, =1.94;
U,=0.114 em/s). Tlustracao de trés fases do ciclo de oscilagio do escoamento. As
visuali o8 decorreram & temperatura de 15.0 °C.
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U, = 0.00126 cm/s
De, =0.0215

U, = 0.0407 cm/s
De, = 0.694

U,=0.172 cm/s
De, = 2.93

Figura 10.47: Linhas de rasto observadas experimentalmente para o escoamento do fluido
PAA5S00 na expansao 1:4:4. As visualizagoes decorreram a temperatura de 15.0+40.2°C,
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Para o fluido viscoeldstico reofluidificante também foram efectuadas simulacoes
numéricas, usando um modelo PTT linear multimodo, tendo sido obtida uma boa
concordéncia com os resultados experimentais, para uma gama alargada das
condicbes experimentais de escoamento em regime permanente.

Para os fluidos de Boger observou-se experimentalmente um padrao de
escoamento algo complexo, tendo sido identificada a presenca de uma recirculagao
de entrada no escoamento do fluido PAA300 na contraccio SQ/SQ. Para valores
de Débora baixos observa-se um crescimento inicial da recirculacdo, seguida de
uma diminuicdo acentuada. Para caudais mais elevados observa-se uma inversao
no padrao de escoamento com um crescimento da recirculacdo com o aumento do
numero de Débora.

Para o fluido viscoeldstico reofluidificante verificou-se um crescimento
acentuado da recirculacdo com o aumento do caudal na contracgao, observando-se
também uma inversao no sentido de escoamento nas recirculagoes localizadas nos
planos central e diagonal, relativamente ao caso newtoniano. Para os diversos
fluidos viscoeldsticos estudados observou-se a existéncia de um caudal critico, a
partir do qual o escoamento na contraccio apresenta um comportamento
oscilatério.

Na expansio 3D os fluidos viscoeldsticos exibiram um comportamento contrério
a0 dos fluidos newtonianos, nomeadamente a diminuicao da recirculagao com o
aumento do caudal. Na gama de caudais estudados nao foi observada qualquer

instabilidade no escoamento dos fluidos viscoeldsticos na expansao tridimensional.



“Now this is not the end. It is not even the beginning of
the end. But it is, perhaps, the end of the beginning.”

Sir Winston Churchill (1874-1965)

Capitulo 11

Conclusodes e sugestoes para trabalho
futuro

Este capftulo encerra a presente dissertagdo, resumindo as principais conclusdes e

identificando algumas direcgbes interessantes para trabalho futuro.

11.1 Conclusoes

O ambito desta tese relacionou-se com o estudo do escoamento de fluidos
viscoeldsticos, em regime laminar de baixo nimero de Reynolds, em algumas das
geometrias de referéncia usadas em reologia computacional. A anélise deste tipo de
escoamentos pode ser efectuada por via tedrica, experimental, numeérica, ou por
uma combinagdo destes tipos de abordagens fundamentais. No presente trabalho

foram seguidas as trés vias, cujas principais conclusdes passam a ser enunciadas.

Anidlise tedrica
Do ponto de vista tedrico estudaram-se os escoamentos de Couette e de Poiseuille
de um fluido viscoeldstico descrito pelo modelo PTT completo, na sua versao
linear. Para o escoamento de Poiseuille deduziram-se as expressoes analiticas para
a pressdo, viscosidade, velocidade, e para as componentes do tensor das tensoes.
Demonstrou-se a existéncia de possiveis instabilidades no escoamento de
Poiseuille deste fluido viscoeldstico, tendo sido identificadas as condicdes criticas de
estabilidade em funcio dos parimetros do modelo PTT, que se demonstrou
estarem relacionadas com a existéncia de um mdximo na curva da tensado de corte

em funcio da taxa de deformagéo, para o escoamento de Couette.
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Alguns dos resultados desta andlise tedrica foram utilizados na definigdo das

condigoes fronteira de parede a utilizar no estudo numeérico.

Andlise experimental

Do ponto de vista experimental estudou-se o comportamento de dois fluidos
newtonianos e de trés fluidos viscoeldsticos em escoamento laminar numa
contraccao quadrada tridimensional 4:1, e numa expansao quadrada tridimensional
1:4. Para os fluidos newtonianos observou-se que o aumento da inércia conduz a
uma reducdo da dimensdo da recirculagdo para o escoamento na contracgao,
ocorrendo o efeito contrario para o escoamento na expansao.

Para os fluidos de Boger o padrido de escoamento é mais complexo, e para
condicoes de inércia desprezdvel observou-se um aumento da dimensao da
recirculacdo para baixos valores do nimero de Débora, seguida de uma diminuigao
acentuada do seu comprimento com o aumento da elasticidade, até se observar um
desaparecimento da recirculacio para um dos fluidos de Boger, e o aparecimento
de uma pequena recirculagio de entrada para o outro. Para valores da elasticidade
ainda mais elevados observou-se um aumento da recirculagao até um valor critico
do caudal, a partir do qual o escoamento na contracgao tridimensional apresenta
um comportamento oscilatério. Para o escoamento do fluido viscoeldstico
reofluidificante na contracgo tridimensional observou-se um crescimento bastante
acentuado da recirculacdo com o aumento do caudal, ocorrendo simultaneamente
uma inversdo no sentido do escoamento no interior da recirculagdo. Para os
caudais mais elevados o escoamento na contracgio também se tornou oscilatério,
como observado com os fluidos de Boger.

Na expansao tridimensional observou-se uma diminuigdo da dimensao da
recirculacao com o aumento do caudal, para os diversos fluidos viscoeldsticos. Este
comportamento é oposto ao obtido com os fluidos newtonianos, demonstrando-se

que a elasticidade induz um efeito contrdrio a inércia no padrao de escoamento.

Anilise numérica

A principal contribuigio do presente trabalho consiste no desenvolvimento de
novos métodos numéricos robustos e precisos, particularmente apliciveis a
discretizacio dos termos convectivos das equagdes de transporte. Demonstrou-se

que a discretizagio do termo convectivo das equagdes constitutivas é fulcral, quer
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em termos de precisdo numérica, quer da estabilidade global da metodologia de
célculo.

Nesta tese usou-se o método dos volumes finitos na discretizagdo das equagses
de balanco, demonstrando-se a sua adequagado & simulagdo do escoamento de
fluidos viscoeldsticos. Recentemente tem-se observado um interesse crescente na
utilizacdo de algoritmos baseados no método dos volumes finitos em reologia
computacional, onde ainda é notério um dominio dos trabalhos que utilizam o
método dos elementos finitos. Neste estudo demonstra-se que é possivel obter
solugbes numéricas com precisio semelhante a alcangada pelos métodos de
elementos finitos, obtendo-se redugGes considerdveis nos recursos computacionais
necessarios.

Na parte inicial do trabalho conducente a esta dissertagao implementaram-se
diversos métodos de alta resolucio cldssicos, para a discretizagdo dos termos
advectivos das equagBes reolégicas. Usando estes esquemas de discretizagao foi
possivel obter solucdes numéricas com elevada precisao para os escoamentos de
referéncia de um fluido UCM numa contracgio plana 4:1, e dos fluidos UCM e
Oldroyd-B em torno de um cilindro confinado entre duas placas planas, ambos em
condigdes de inércia desprezdvel. Apesar da elevada precisao obtida, e da
estabilidade demonstrada pelos esquemas de alta resolugdo cldssicos, observaram-se
alguns problemas de convergéncia iterativa do método de cédlculo, em particular
para valores elevados do nimero de Débora. Para colmatar esta limitagao
desenvolveu-se um novo esquema de alta resolu¢do, que se denominou por
CUBISTA. Este novo esquemsa de alta resoluggo demonstrou possuir propriedades
de convergéncia iterativa melhoradas e uma precisdo numérica equivalente & do
esquema de alta resolucdo SMART.

A utilizacio do esquema CUBISTA permitiu obter solugoes com elevada
precisio numérica para o escoamento dos fluidos Oldroyd-B e PTT numa
contracgio plana 4:1. Em particular, para a verséo exponencial do modelo PTT foi
possivel alcangar solugbes numéricas precisas para. valores do niimero de Débora da
ordem de 10000, muito superiores aos alcangados em estudos semelhantes
anteriormente publicados. Finalmente, no Capitulo 10, demonstraram-se as
potencialidades da metodologia de célculo desenvolvida na previsdo dos padrdes de
escoamento  visualizados  experimentalmente na  contracgao quadrada

tridimensional. As simula¢des numéricas permitiram demonstrar inequivocamente a
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existéncia de uma inversao no sentido do escoamento no interior da recirculagao.
Este fenémeno, causado apenas por efeitos eldsticos, ainda nao havia sido descrito
nem previsto numericamente para este escoamento, que ¢é particularmente
adequado ao teste de cédigos numéricos desenvolvidos para geometrias

tridimensionais.

11.2 Sugestoes para trabalho futuro

O estudo do escoamento de fluidos viscoeldsticos em regime laminar continua a ser
um desafio interessante, sob os pontos de vista tedrico, experimental e numérico.
Apesar de hoje em dia ja ser possivel modelar com rigor alguns dos fenémenos
induzidos por efeitos eldsticos, nem sempre a modelagdo de escoamentos de fluidos
viscoeldsticos ¢ bem sucedida. As dificuldades devem-se quer a limitagoes dos
métodos de cilculo numérico, quer a imprecisdes das equagoes constitutivas usadas
para modelar o comportamento reolégico dos fluidos viscoelasticos, quer ainda a
limitacoes na caracterizagdo reolégica dos fluidos, o que tem implicacGes nos
modelos constitutivos seleccionados.

Em termos experimentais sugere-se que seja efectuada uma caracterizagao
reolégica mais completa dos fluidos viscoeldsticos usados nas experiéncias de
visualizacao, envolvendo medicGes em escoamento extensional, dada a importancia
desta, propriedade material no mecanismo de crescimento dos vértices em
contraccoes. Também se sugere a visualizagio do escoamento dos fluidos
viscoeldsticos estudados no presente trabalho, usando uma geometria com uma
maior razao de contraccdo. A instalacio experimental utilizada contemplou este
ponto, tendo sido inicialmente projectada e construida uma contracgdo/expansao
quadrada 12:1. Devido a limitacdes de tempo ndo foi possivel efectuar a
visualizagdo do escoamento nesta geometria, sugerindo-se este estudo para trabalho
futuro com vista a compreender o efeito da razdo de contracgao no padrao de
escoamento dos fluidos viscoeldsticos. Também serd interessante estudar com mais
profundidade a origem dos fenémenos de instabilidade eldstica observados para os
caudais mais elevados, que invariavelmente conduziram a escoamentos nao
estaciondrios.

Do ponto de vista numérico, a curto prazo, sugere-se a simulagao do
escoamento dos fluidos de Boger na contracgdo e na expansdo quadrada

tridimensional, que foram objecto de estudo de visualizagdo neste trabalho. Como
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ponto de partida poderd ser usado o modelo de Oldroyd-B ou, em alternativa, um
modelo de Maxwell multimodo (usando os pardmetros estimados na presente tese).
Contudo, dado o caracter reofluidificante observado para o coeficiente da primeira
diferenca de tensdes normais dos fluidos de Boger, talvez seja necessirio recorrer a
equagdes constitutivas mais realistas, tais como os modelos FENE-P ou FENE-CR,
para se conseguir modelar adequadamente o padrao de escoamento observado
experimentalmente. A médio prazo sugere-se a implementacio de modelos
constitutivos integrais, em substituicao dos modelos reolégicos do tipo diferencial
usados nesta tese. Tal tarefa conduzird a alteragoes significativas na estratégia de
calculo.

Ao longo da tltima década tém sido desenvolvidas metodologias hibridas de
cdlculo numérico, conhecidas pela designacao micro-macro. Segundo esta
estratégia, as equagOes da continuidade e de conservacdo da quantidade de
movimento sdo discretizadas na sua forma habitual. No entanto, o tensor das
tensoes é avaliado a partir de simulagdes estocdsticas a escala molecular (dai a
designacio micro). Como as estratégias de cdlculo baseadas no método dos
volumes finitos sdo significativamente menos dispendiosas, em termos de recursos
computacionais, que os métodos de elementos finitos, parece ser de explorar a

curto prazo a sua utilizagdo em simulagdes do tipo micro-macro.
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