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Resumo

Desde os anos 70 do século XX, altura em que os mercados financeiros comegaram a ter
maior liquidez, tém sido publicados intimeros modelos mateméaticos com aplicagbes por
exemplo na previsao de pregos/taxas de juro ou na andlise do risco associado a um port-
folio.

Nesta tese o foco recaiu inicialmente sobre a familia de modelos HIM[14] de volatilidade
deterministica com o objetivo de aplicagoes em trabalhos futuros a modelos de volatili-
dade estocastica. O ultimo capitulo da tese é dedicado & descricio do amplamente utili-
zado modelo SABR|[13]. Foram introduzidos métodos alternativos para a sua calibragio
e estimacao da densidade do precos futuros condicionada pelos acontecimentos passados,
incluindo métodos de Monte Carlo. Apresentam-se alguns resultados da implementacao

computacional deste modelo.



vi



Abstract

Since the 1970’s, when financial markets began to have greater liquidity, numerous mathe-
matical models have been published with applications, for instance, to forecast prices/inte-
rest rates, or for risk analysis of financial portfolios. In this thesis the initial focus was on
the discrete version of the HIM family of models(14)] of deterministic volatility and with
the aim of possible applications in a future work to stochastic volatility models. The last
chapter of the thesis focus on the description of the broadly used SABR model[15], methods
for its calibration and density estimation of future prices conditioned on past events, inclu-
ding Monte Carlo methods. Some results from the computational implementation of this

model are presented.
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Introducao

A Matematica tem desempenhado um papel fundamental na modelacao da estocasticidade
associada aos fendmenos dos mercados econémico-financeiros.

Desde os anos 70 do século XX, altura em que os mercados financeiros comegaram a ter
maior liquidez, tém sido publicados intimeros modelos mateméticos com aplicacbes por
exemplo na previsao de pregos/taxas de juro ou na andlise do risco associado a um port-
félio.

Um dos modelos com maior destaque desde entao é o modelo de Black-Scholes[5] que des-
creve o preco de um ativo financeiro como um processo estocastico cuja componente de
volatilidade é constante. Deste modelo resulta a férmula de Black-Scholes para o calculo
do preco livre de arbitragem de opgoes europeias, a qual levou a varias reformulagoes da
abordagem original devido as limitagoes inerentes ao facto da volatilidade ser considerada
constante.

Mais tarde, surgiram modelos de volatilidade deterministica, seguindo-se modelos de vo-
latilidade local e finalmente modelos de volatilidade estocastica.

Nesta tese o foco recaiu inicialmente sobre os modelos HIM[14] e de Ho-Lee[16] de vo-
latilidade deterministica e, mais tarde, no modelo SABR[13] de volatilidade estocéstica.
O modelo de HJM é um modelo para a taxa de juro instantdnea a prazo que constituiu
a época uma forma de introduzir componentes aleatérias correlacionadas na estimagao
da estrutura a prazo das taxas de juro. Nesta tese apresenta-se uma versao discreta do
modelo HJM como extensdo do modelo original (na sua versao discreta) ao caso em que
tem numero finito de componentes estocasticas que por sua vez tém um numero finito, nao
necessariamente igual, de valores que podem tomar. O modelo de Ho-Lee é introduzido
como caso particular do modelo HIM mas também numa versdo multinomial (foi original-
mente introduzido como modelo binomial). O modelo HJM tem aplica¢oes em modelos
de volatilidade estocéstica revelando-se uma referéncia importante.

Nos modelos de volatilidade local a volatilidade é funcdo do preco do ativo financeiro e

do tempo. Usando a férmula de Dupire expressou-se a volatilidade local como fung¢ao da
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volatilidade implicita de Black. Os modelos de volatilidade local nao foram objecto de es-
tudo aprofundado. Finalmente os modelos de volatilidade estocastica sdo modelos em que
a proépria volatilidade é governada por uma equacao diferencial estocéastica. Grande parte
do trabalho desenvolvido recaiu no estudo de um desses modelos: o modelo SABR que é
usado no mercado em larga escala. Assim procurou-se reunir alguns resultados publicados
nas referéncias estudadas relativos ao modelo fornecendo as ferramentas tedricas necessa-
rias para que a sua implementagao seja possivel. Para o efeito desenvolveu-se software em
R de relativa complexidade com que se obtiveram os resultados.

No decorrer do trabalho foram utilizados dados da Thomson Reuters referentes a volatili-
dade de mercado de derivados financeiros transacionados over-the-counter (OTC) e dados
das curvas de desconto utilizadas.

No capitulo [I] descrevem-se os pressupostos de um mercado financeiro em tempo discreto,
definem-se conceitos-chave como arbitragem, estrutura a prazo, taxa de juro e divida
contingente [9], introduzem-se os instrumentos financeiros usados nesta tese como sejam
opgoes europeias, swaps e swaptions, e convengoes de mercado, e descrevem-se também o
contetudo e a proveniéncia dos dados utilizados no decorrer dos trabalhos realizados nesta
tese.

O capitulo 2] é referente ao modelo HIM como descrito acima.

No capitulo [3]sdo referidos os modelos de volatilidade constante, de volatilidade local e um
algoritmo importante para cdlculo da volatilidade de um conjunto de derivados financeiros
a partir de dados de mercado de outros derivados.

No capitulo [d]introduz-se o modelo SABR, descrevem-se vérios procedimentos usados para
a sua calibrag@o e para a estimacgao de uma funcao de densidade de probabilidade de um

preco futuro condicionada pelos acontecimentos passados.



Capitulo 1

Mercados Financeiros em tempo

discreto

Neste capitulo descrevem-se os pressupostos de um mercado financeiro em tempo discreto,

definem-se conceitos-chave como arbitragem, estrutura a prazo, taxa de juro e divida con-

tingente , introduzem-se os instrumentos financeiros usados nesta tese como sejam opgoes

europeias, swaps, swaptions, e convengoes de mercado [9], e descrevem-se o contetdo e a

proveniéncia dos dados utilizados no decorrer dos trabalhos realizados nesta tese.

1.1

(Ho)

(H1)

Modelo geral de um mercado financeiro em tempo dis-

creto

Para o modelo ha um tnico agente econémico relevante e todos os outros com quem

interage nao estao sob influéncia das suas acgoes no mercado e vice-versa.

A actividade financeira ocorre num intervalo temporal [to, tn].
Seja
T:{tii iET, tiE[to,tN], t0<t1<~~<t]\[} (1.1)

o conjunto finito ordenado de datas de transagoes financeiras, onde T' = ¢ se designa
por horizonte temporal. O conjunto T = {0,--- , N} é o conjunto dos indices de T.
Considera-se, portanto, que o intervalo [to,fy] estd dividido em N subintervalos

sendo 7, = tp41 — tn, n € T\{N} a amplitude do n-ésimo subintervalo.

Notagao 1.1. A menos que algo seja mencionado noutro sentido, as datas s,t,u € T
estdo ordenadas: s <t < u e 5 € T representa o s-ésimo elemento de T.

Por uma questao de simplificacio, para uma data t € T escreve-se a data anterior a



CAPITULO 1. MERCADOS FINANCEIROS EM TEMPO DISCRETO

t como t — 1, a menos que seja dito o contrario. O indice associado a data t — 1 é

t — 1 pertencente a T.

A incerteza das condigdoes econdémico-financeiras do mercado nas varias datas de
transagdo é modelada através de um espaco de probabilidade filtrado (Q2,F, P, T),

onde F é uma filtracdo de o-algebras de {2,
FO)cFQ)c---Cc F(T—-1)cCF(D).

Supoe-se ainda que (2, F,P) é um espago de medida completo e que F(0) é formado
pelos conjuntos A € F tais que P(A) =0 ou P(A) =1, ouseja, A=0 ou A =Q.
Cada w € ) é um possivel estado econdémico-financeiro no espaco temporal conside-
rado.

A ideia da existéncia da filtracdo F = (F(t)),cr ¢ a seguinte:

O estado econdmico-financeiro w do intervalo temporal [0, 7] vai sendo desvendado
ao longo do tempo e serd completamente conhecido apenas na data final 7.

Numa data t supoe-se que a informacao disponivel é suficiente para afirmar que w é
elemento de um conjunto A(t). A hipdtese é que no decorrer do processo econdémico-

financeiro vai sendo gerada uma sucessao de conjuntos,
A0) D A1) D ---DAT—-1) D AT),

em que A(t) € F(t) para todo o t.
Finalmente, a probabilidade P(¢,B) de w € B € F, calculada na data ¢ usando a

informagao disponivel nessa data é entdo

P(t, B) = P(B|A(t)) = W.

O mercado financeiro dispoe de d + 1 produtos, {Pj}jeD’ onde D ={0,--- ,d}.
O prego do produto financeiro P; (j € D) na data t é S7(t),
SIt): Q= Rwes S(tw), (teT).

O processo estocastico dos precos dos produtos financeiros no mercado na data t é
S = (50, S) — (S(t)),eq, sendo 5 = (51, - ,sd).

Uma vez que se desconhece a histéria anterior a data ty, por conveniéncia de nota-
¢do, supoe-se que S(t') = S(0), V' <O0.

Supode-se ainda que a varidvel S(t) é F(t)-mensurdvel, ou seja, o processo S é

F—adaptado.



1.1. MODELO GERAL DE UM MERCADO FINANCEIRO EM TEMPO DISCRETO3

(Hs)

O preco do produto financeiro Py é o processo estocéstico SO = (SO (1)) teT

Pt : Q= R, we SOtw), (teT)

F-previsivel, ou seja, SY(t) é F(t—1)-mensuravel, para cada t € T. Neste caso, diz-se
que Py é um produto sem risco no curto prazo, na medida em que o preco S°(t) é

conhecido na data ¢ — 1 e vigora no intervalo |t — 1,¢].

Os restantes produtos (P}) e\ {0} tém risco inerente ao caracter aleatério do vetor
de precos S (t) na data t o qual ndo é a partida conhecido na data ¢t — 1.

O processo estocéstico dos precos S dos produtos com risco é F-adaptado.

O agente econémico dispde, na data t, de um portfélio, ¢(t) = (goj(t))jeﬂ), onde

©7(t), com j € D, representa a quantidade do produto P; por ele detido nessa data.

O walor do portfélio é o processo estocéstico V(¢) = (V(t,¥)),cr definido por,

V(t,p) = o(t)-5(), (teT) (1.2)

Diz-se que Vy = V(0,¢) é o capital inicial do agente econémico para a janela de

transagoes a decorrer nas datas T.

O agente econémico seleciona o seu portfélio ¢(¢) no intervalo de tempo [t — 1,¢]
depois de conhecer o vetor de precos S(t — 1), e mantém a sele¢do pelo menos até a
data t.

Considera-se que o portfélio é autofinanciado, isto é, verifica a seguinte condicao
et —1)-S(t—-1)=¢(t) - S(t—-1), (teT), (1.3)

onde, por conveniéncia, se estd a supor que ¢(—1) = ¢(0). A condicao (1.3)) implica
que a variacao do portfélio no intervalo de tempo |t — 1, ¢[ deve ser feita com todo o
valor disponivel na data t — 1, V(t — 1,¢), e que ndo hé entrada de novos fundos ou

retiradas de capital.

Observagao 1.2. O processo estocéstico ¢ = (¢(t))er é F-previsivel porque no
intervalo [t — 1,¢[ além do vetor de pregos S(t — 1), o agente econémico dispoe de
toda a informagdo sobre o processo estocédstico (S(t*))s=<¢, ou seja, conhece a o-
algebra Fg(t — 1) = o(S(0),...,S5(t — 1)). Como se supde que S é F-adaptado,
esta o-algebra estd contida em F(t — 1) e a hipGtese sobre ¢ implica que o agente
econdmico tem conhecimento de toda a o-dlgebra F(t — 1). Por outras palavras,
o portfélio ¢(t) adquirido no intervalo [t — 1,¢[ é F(t — 1)—mensuravel. Na data ¢

conhecer-se-4 o vetor de precos S(t), que é por sua vez F(t)—mensuravel.



4 CAPITULO 1. MERCADOS FINANCEIROS EM TEMPO DISCRETO

(H19) O mercado nao tem friccdo, isto é, supde-se que nao ha custos de transagdo, sao
possiveis compras e vendas a descoberto e pedidos de empréstimo sem limite e, os
produtos financeiros sao infinitamente divisiveis, ou seja, ¢(t) pode ser qualquer

vetor de R%*! para cada t € T.
(H11) O processo dos precos S é nao negativo.
(H12) O processo SY do preco do produto sem risco é sempre positivo e S°(0) = 1.
Definig¢ao 1.3. Uma funcio de desconto é uma funcao
v:TxT—R, (st)—uv(st),
tal que quaisquer que sejam s, t, u € T:
i) v(s,t) >0, i) v(s,s) =1, iil) v(s, t)v(t,u) = v(s,u).

Definigédo 1.4. Um numerdrio ¢ um processo estocastico F-previsivel, X = (X ()),cr que

toma valores em R e que é sempre positivo, isto é
X(t,w) >0, VteT, Vw e Q. (1.4)

Pela hipétese His o processo do preco do produto sem risco S é um numerario.

Se nada for dito em contrario a partir de agora considera-se que S° é o numerario.

Definigao 1.5. O processo estocastico dos precos descontados associados ao numerario X

68 = (5’(t))t€T, onde

(1.5)

Definigao 1.6. O processo dos valores descontados associados ao numerério X é V() =

(V(t, go))teT, onde

Vit p) = X(0) = o(t) - 8(t). (1.6)

Definigao 1.7. Seja ¥ o conjunto dos portfdlios autofinanciados. Diz-se que um portfélio
autofinanciado ¢ € ¥ é admissivel se o processo do valor do portfélio é ndao negativo, ou

seja, V(t,) >0, com t € T.

A restricdo aos portfélios autofinanciados admissiveis tem a seguinte consequéncia
econémico-financeira: apesar de serem possiveis transagoes a descoberto, ou seja, ¢/ (t) <
0, para algum j € D, elas s6 serdo agora admitidas se o valor total do portfélio em cada
data for ndao negativo, isto é, se houver uma compensacéao suficiente, em valor, pelos outros

produtos detidos no portfdlio para que o seu valor ndo seja negativo.
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Definigao 1.8. Uma divida contingente com maturidade (ou data de exercicio) t € T é

uma funcdo F(t)-mensuravel
H:Q—R{, w~ HWw),

tal que P(H > 0) > 0.
A divida contingente diz-se replicdvel (ou liquidavel) na sua data de maturidade, se existir
um portfélio ¢ autofinanciado tal que V' (t,p) = H. Nesse caso diz-se que o portfélio ¢

replica a divida contingente H.

Definig¢ao 1.9. Na data s € T diz-se que a divida contingente H com maturidade na data
t €T, comt>s, éum derivado financeiro do processo de precos S, se H é uma fungao
F(t)—mensuravel, ou seja,

H=F(S(s), -, 5(), (1.7)

onde F': Ri(f_gﬂ) — R é uma funcdo Borel-mensurdvel.

1.1.1 Taxas de rentabilidade

Definicao 1.10. A taza de rentabilidade do preco do produto P; entre as datast—1et é
Si(t)y — SH(t—1 ,
()l ( ),seSZ(t—1)>0;
Rit)y=4 S't-1) (Vt € T);
0, seS{(t—1)=0.

Seja R = (Rp, -+, Rg). Entdao R(0) = 0.
No caso do produto Py ser uma conta bancaria

0 _ QO0¢p
RO(t) = 5 (tgo(ts_(f) 1)

é a taxa de juro aplicada ao valor depositado na data ¢t — 1. Supoe-se que Ry(t) é F(t—1)-

mensuravel.

O prego do produto financeiro Py na data ¢t é portanto

X(t) = S°(t) = (L+ Ro()) X(t —1) e _ _ L as

Supde-se também que X (0) = 1.

1.2 Arbitragem

Defini¢ao 1.11. Uma oportunidade de arbitragem é um portfélio autofinanciado ¢ com
valor inicial ndo positivo, com valor final ndo negativo e com probabilidade positiva de ter

valor positivo na data t € T, ou seja, ¢ é um portfélio tal que

i) V(0,¢) <0; ii) V(t,¢) > 0; iii) P(V(t,p) >0) >0, (VteT).
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Uma oportunidade de arbitragem trata-se, portanto, da possibilidade de se obter no
final do processo econémico um valor total positivo com investimento inicial negativo ou
nulo.

A oportunidade de arbitragem diz-se fraca se na condigdo (i) se tiver uma igualdade.
Mostra-se que com as hipoteses Hi,--- , His a existéncia de uma oportunidade de arbi-

tragem é equivalente a existéncia de uma oportunidade de arbitragem fraca.

Definigao 1.12. O modelo de mercado financeiro (2, 7, P, T,F, S) é chamado um modelo
de mercado financeiro completo se for livre de arbitragem e se toda a divida contingente
H de uma opgao europeia com maturidade na data T é liquiddvel na data T' . Se isso nao

acontecer diz-se que o modelo de mercado financeiro é incompleto.

1.3 Teoremas fundamentais sobre os precos num mercado

financeiro

Definigao 1.13. Uma distribui¢do de probabilidade Q em (2, F) é uma medida martin-
gala, também designada por medida neutral ao risco, para o processo de precos descontados

S se S é uma Q-martingala, isto é,
(i) S(t) é Q-integrével; (ii) Bq (SOIF(t—1)) =St -1), (#eT).

Nota 1.14. Um processo estocastico S diz-se integrdvel relativamente a uma medida

martingala Q se verificar Eg (|S]) < oo.
Nota 1.15. Seja Y um processo estocdstico usar-se-4 notacdo para Eg,) (Y) = Eg (Y| F(s)).

Diz-se que uma medida martingala Q para S 6 uma medida martingala P-equivalente
para S se P e Q tém o0s mesmos conjuntos de medida nula, isto é, se sao medidas de

probabilidade equivalentes.

Proposicao 1.16. Seja Q uma distribui¢do de probabilidade em (92, F). As seguintes

condigOes sdao equivalentes,
1. S é uma Q-martingala.

2. Se ¢ é um portfélio autofinanciado e limitado, o processo do valor do portfélio,

V(t, ) é uma Q-martingala.
3. Se ¢ é um portfslio autofinanciado e limitado e Eg(V (¢, ¢)) = V(t—1,¢), para todo
t

ot € T, entdo o processo do valor do portfélio (E@(V( , go)))tdr é uma Q-martingala.
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Nesse caso,

Eg(V(T, ¢)|F(t) = V(t, ¢)

Teorema 1.17. (Primeiro teorema fundamental dos precos dos produtos finan-
ceiros)

Seja Q uma medida martingala P-equivalente para S. Sejam H uma divida contingente
pagavel na data de maturidade T e ¢ um portfélio admissivel que replica a divida H.

Entao
V(t, ) = Eg (X(lT)H> (Vt € T). (1.9)

Portanto V (t, ) > 0, Q-a.e.

Teorema 1.18. (Segundo teorema fundamental dos precos dos produtos finan-
ceiros)

As seguintes condigoes sdo equivalentes,
1. O mercado é livre de arbitragem.

2. Existe uma medida martingala Q para o processo dos precos descontados S que é

P-equivalente.

Se qualquer destas condigdes se verificar, existe A :  — R, w +— A(w) tal que, notando

também por A a funcéo
AR? 5 R, X o A(X) = / Xdr= 3 Aw)X(w), (1.10)
& weN

tem-se:

d oT d 1/8%T
(i) A e Q medidas P -equivalentes; (ii) d—?(w) = M; (iii) g(w) = E@gj%.
Diz-se que A : R® — R é uma T-medida (positiva) a praz para o mercado financeiro.

Teorema 1.19. (Terceiro teorema fundamental dos precos dos produtos finan-
ceiros)
Seja (2, F,P,T,F,S) um modelo de mercado financeiro e suponha-se que F(0) = {0, Q}.

As seguintes condigoes sdo equivalentes:
1. O mercado financeiro é completo;

2. Existe uma tnica medida martingala Q para S que é P-equivalente.

LT forward measure.
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1.3.1 Preco de um derivado financeiro

Sejam w(t) € Q(t) uma sucessdo de eventos econdémico-financeiros (historia elementar)
desde a data ty até a data t, com t > tg, e £2(t) o conjunto de todas as histérias elementares
desde a data ty até a data t. O conjunto Q(t) é o conjunto dos eventos econémico-
financeiros possiveis na data t e w(t) nota a realizacao de um desses eventos na data t. A
cardinalidade de Q(t) é M(t). Se Q(t) nao for finito escreve-se M (t) = oo.

Suponha-se que o mercado é livre de arbitragem e que Q é uma medida martingala para

S equivalente a P. Seja H um derivado financeiro com divida contingente

onde F : Ri(tﬂ) + R ¢ uma funcao tal que F o (S(0),---,S(t)) é Q-integravel. Seja v

X(t
a fungdo de desconto associada ao numerario X dada por v(t,z) = X(()) para datas t, z
z
arbitrarias com ¢ < z. Relembrando a definigao [I.I0] tem-se,
(a) dados W(t—1) € Qt —1) ew(z — 1) € Q(z — 1),
v(z,w(z—1)) St ot —1)) 1

v(t,w(t-1)) Sz w(z—1)) Iz 1+ Ro(u,w(u — 1))

(b) o processo de pregos de H, mg(t,H) = Eg (V(t, z)F(§)|]-"(t))), relativamente a

medida Q é a varidvel aleatéria F(t)-mensuravel determinada pelo vetor

(mo(t, H;w(t,m)) = Eq (v(t,2)F(S)|F))) (1.11)

1<m<M ()’

onde M(t) é o conjunto de acontecimentos possiveis na data t.

Notagdo 1.20. Notam-se as seguintes matrizes R(t) = diag(Ry(t), -, Ra(t)) e R(t) =
I+ R. Sejam 1 <t < u < T tem-se o seguinte R(t,u) = R(u)R(u —1)--- R(t).

Nota 1.21. No caso particular em que se considera que Q(t) é finito, o preco de H na



1.3. TEOREMAS FUNDAMENTAIS SOBRE OS PRECOS NUM MERCADO FINANCEIRO 9

data t condicionado por w(t,m) € Q(t) é dado por

mo(t, H;o(t,m)) = Bg (v(t, 2) F(S|@(t, m)))
=Eg (v(t,2)F(5(0),+, S(8), R(t+1,t + 1)S(1), -, R(t +1,2)S(t)]@(t, m)))
= ) Po(w(z)|w(t,m))v(t, z,0(z = 1))-

&(2)eQ(2):a(t)=a(t,m)
(t+ 1,4+ 1)S(6e(0), - Rt +1,2)S(t0(1)))

—~
=
/C_Q\|
=
EQl
=
€l
=
5]
=
&
=
{J:b

(F(5(0),5(1,0(1)), -+, St @), Bt + 1, + DSE@), - Rt +1,2)8(t,0(1))))

&(2)€Q(2):@(t)=w(t,m) v=t+1

: (F(S(O),sa,m)),-.- CS(to(t), R(E+1,t+1)S(t,@(t)),--- , R(t + 1,z)§(t,@(t)))),

onde,

Rt +1,t+ko(t+k) =Rt +k,o(t+k)-- R(t+1,0(t+1)).

Em particular, o preco livre de arbitragem de H relativamente a medida martingala Q é

(0, H) = Z Hquw v(t,z,w(z —1))-

@(2)eQ(z) W

(F(S(0), R(1,1,&(1))8(0), -+ , R(1,2,&(2))5(0))

Nota 1.22. Muitos derivados financeiros tém pagamentos que dependem das taxas de juro
de mercado observadas numa data ¢ anterior a data de maturidade u da divida contingente.
Essa data t em que se verifica a mudanca de taxa de juro é chamada data de reajustdﬂ da
taxa de juro.

Diz-se neste caso que os pagamentos sdo postecipados.

Seja s a data de avaliagdo da divida, v a data de maturidade e ¢t a data de reajuste da
taxa de juro, s < t < u. Entao o valor na data s da divida contingente H (¢, u) na data u

é, pela propriedade da torre da esperanca condicional,

(s, H(t,u),v(s,—)) = E (v(s,u) H(t,u)| F(s))

u)
=E(E (v(s,w) H(t,u)| F(t)) | F(s))

~

2reset date



10 CAPITULO 1. MERCADOS FINANCEIROS EM TEMPO DISCRETO

Portanto o valor descontado na data s da divida contingente H (t,u) pagéavel na data u é
igual ao valor descontado na data s da divida v(t,u)H (t,u) pagével na data t. Isto é equi-
valente a que a divida H (t,u) pagavel na data u seja substituida pela divida v(t,u)H (¢, u)

pagavel na data t.

1.3.2 Opcoes europeias

Definicao 1.23. Uma opc¢io europeia contratada na data s e com data de exercicio ¢ é
uma divida contingente F(t)—mensuravel. A diferenga ¢t — s é a maturidade residual da
op¢ao europeia, também designada por expiry.

As opcoes europeias podem ser de compra ou de venda.

Na data s o investidor realiza o seguinte contrato:

Na data t > s, depois de conhecer o vetor de pregos S(t), o investidor tem o direito mas
nao o dever de comprar um produto Pj, j € D, por um preco de exercicio y, fixado na

data s, portanto,
e No caso em que a opcao é de compra:
— se S7(t) >y , o investidor tem o direito de comprar o produto P; a contraparte
pelo preco y gerando um ganho bruto unitario igual a (S7(t) — y);
— se S9(t) < y, o investidor nio exerce o direito de comprar o produto P; &
contraparte ja que o pode comprar por um preco inferior a y;
e No caso em que a opcao é de venda:
— se S§7(t) < y, o investidor ndo exerce o direito de venda ja que o pode vender o
produto P; por um prego superior a y.
— se S9(t) > y, o investidor tem o direito de vender o produto P; & contraparte

pelo preco y gerando um ganho bruto unitario igual a (y — S7(t)).

Fazendo

1, se a opc¢ao europeia for de compra;
KR =

—1, se a opcao europeia for de venda;

a divida contingente por unidade de portfélio ¢/ é
Hp(r) = max(0,5(87(t) —y)) = (x(57 () —y)) ™.
O prego unitério livre de arbitragem da opcao europeia é neste caso,

(s, Hi) = V(s, o),
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onde ¢ é uma estratégia de negécio admissivel tal que V (¢, ¢) = Hg(k).

Em particular,

s, Hp(r)) = X ()Eq (g He(WIF(s) ) = vs. (S0 — )", (112)

em que v(s,t) é o factor de desconto estocéstico para o intervalo de tempo |s, t], associado

ao numerario X.

Proposicao 1.24. (Paridade entre preco de venda e preco de compra de uma
opc¢ao europeia) Considere-se um mercado financeiro livre de arbitragem com um tnico
produto com risco cujo preco é S! e um tinico produto sem risco com preco deterministico
SY. Sejam 7(s,t,y,k = 1) e w(s,t,y,k = —1), respectivamente, o preco de uma opcio
europeia de compra e o pre¢co de uma opcao europeia de venda na data s, com maturidade
na data ¢t e ambas com preco de exercicio y. Entao,

S%(s)
0N

m(s,t,y,k=1) —m(s,t,y, k= —1) = S'(s)

Seja p(S,t) a fungao densidade de probabilidade do preco S(t) do ativo subjacente na
data t.

O preco 7(s, Hg(k = 1)) de uma opgao europeia de compra na data s escreve-se

w(s,,8(t),y,5 =1) = v(s,H)Eqq ((S(t) —y)") (1.13)
“+o0o
= wlst) [ (S0) - (S, (1.14)
y
Usando ([1.14) a primeira e segunda derivadas de m em ordem a y sao
on o0
I (5,8, 5(),yyn = 1) = —V(s,t)/ (S, 1)dS (1.15)
Jy y
0*r
873/2(577578@)7:%%:1) = V(Sat)p(svt) (116)

Obtém-se assim a expressao da fungao densidade de probabilidade de S(t) condicionada
pela o-algebra F(s):
1 0%r

p(S,t) = V(S’t)a—yQ(s,t,S(t),y,nzl). (1.17)

Esta expressao conhecida por férmula de Breeden e Litzenberger|6] também é valida para

k = —1, pelo que se omite k dos seus argumentos.

1.4 Estrutura a prazo das taxas de juro

Definigcao 1.25. Uma obrigagdo com zero cupdes e sem risco, ZCB, é um contrato finan-

ceiro celebrado numa data s € T entre dois agentes econémicos, A e B, em que o vendedor
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do contrato, B, se compromete a pagar o montante fixo 1 u.m. (unidade monetéria), na
data t € T por cada obrigacdo que o comprador, A, adquirir na data s pelo preco unitario
B(s,t).

Denota-se por (s,t)-ZCB a obriga¢ido com zero cupdes com inicio na data s e maturidade

na data t, e por z =t — s a maturidade residual.

Definigao 1.26. Considere-se uma (s,t)-ZCB cujo prego na data s é B(s,t). O cashflow

gerado pelo portfélio ¢ que contém unicamente a ZCB referida é

((s,¢(s)), (1, (1)) = ((s, =B(s, 1)), (£, 1)) -

Definicao 1.27. A taza de juro a vista da (s,t)-ZCB, y(s,t), é a taza interna de rentabi-

lidade do seu cashflow, ou seja
y(s,t) = B(s,t) 77 — 1.

A intensidade da taza de juro d vista para a compra da (s,t)-ZCB é

Y (s, t) =log(l+y(s,t)) = — log(B(s,t)).

t—s

A seguinte relacao é valida,
V(s,) = B(s,t) = (1 +y(s,8) ") = exp(—(t — 5)Y (s,1)).

Prova-se que num mercado livre de arbitragem a funcdo prego de uma ZCB é uma
funcéo de desconto.
Seja r(s,t) a taxa de juro que um banco usa para onerar empréstimos ou remunerar
depésitos no intervalo |s,t] e seja B(s,t) o preco de uma (s,t)-ZCB, admitindo que o
mercado financeiro que tem como produtos as ZCB e as contas bancarias a prazo ¢ livre

de arbitragem entao,

1
B(s,t) = ———.
S 1+7r(s,t)
Em particular,
B(s,u)
B(t,u) = t . 1.1
tw)=Fep S<t<v (1.18)

Seja f(s,t,u) a taxa de juro contratada na data s para a aquisicdo de um produto
financeiro, P, na data t e valido até a data de maturidade u. Supondo que o mercado é
livre de arbitragem prova-se que é indiferente investir em ZC'B ou no produto P se e s6
se

B(s,u)

B(t,u) = Bt (14 f(s,t,u)~ @D,
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Definigao 1.28. Diz-se que f(s,t,u) é a taxza de juro a prazo na data s para um investi-
mento a realizar na data t e término na data u.

A intensidade da taxa de juro associada a f(s,t,u) é

Y (s,t,u) =log(1l+ f(s,t,u)).

Portanto,
(L flo )™ = exp ((u = Y (s,80) = 3 0
Logo,
Y (s,t,u) = ——— (log(B(s, 1)) — log(B(s,1)) (1.19)
Y(s,u) = Y(st)

=Y (s,u)+ (t—s)

1.20
p— (1.20)
Em particular, Y (s,t) = Y (s, s, t).

Definicao 1.29. Suponha-se que a funcao B(s,—) ¢ derivavel para todo o s € RY. Por

ser uma funcao de desconto existe uma tnica fungao t — f(s,t) tal que

B(s,t) = exp ( /:f(s,u)du> .

Diz-se que f(s,t) é a taza de juro instantanea a prazo na data s para a maturidade t.

Tem-se entao,

f(s,t) = Qlog (B(s,t)) = Q(t —35)Y (s,t).

ot Ot
Portanto,
1 t
Y(s,t) = t*/ F(s,0)d8 (1.21)
ey
F5,8) = Y(s,t) + (¢ — ) 2420,
ot
Por outro lado, tem-se também,
F5,t) = 2 log (B(s, )
87 - at g 87
_ 1
= — jim 7 (log(B(s, T)) —log(B(s, T)))
= lim Y(s,t,T) =Y
Jim, (s,t,T) (s,t,t+¢€),

onde € é um prazo considerado infinitesimal. Ou seja, f(s,t) é a taza de juro composta a
prazo contratada na data s, para um empréstimo a vigorar entre a data t e a data ¢t + ¢,

onde € é um prazo infinitesimal (tipicamente um dia)ﬁ

3 overnight compounded forward rate.
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Usando as igualdades ((1.20)) e (1.21)) resulta a relagao

1

Y(s,t,u) = ;
u —_—

/t " (s,0)d6

que evidencia que a intensidade da taxa de juro a prazo Y (s, t,u) é uma média ponderada
de taxas de juro instantaneas.

Pode-se encarar a taxa de juro instantdnea como o acréscimo da rentabilidade logaritmi-
zada p(s,t,u) = (u—t)Y(s,t,u) associado a um acréscimo marginal do prazo do investi-

mento,

dp(s,t,u)

f(SJ):T-

Definig¢ao 1.30. A taxa de juro instantanea de curto praZ(ﬁ na data s associada a ZCB
é

r(s) = f(s,s). (1.22)

Trata-se da taxa na data s para operagoes financeiras no periodo s, s + €] onde € > 0

representa um prazo inﬁnitesimalﬂ
Definicao 1.31. A taza de juro simples associada a taxa de juro r(s,t) é

Fls,t) = tisr(s,t) _ i (B(i,t) _1)

Definigao 1.32. A tazxa de juro simples a prazo na data s para o intervalo |t,u] é

F(s t,u) = - 1_ . <§((ji)) - 1) . (1.23)

Portanto F'(s,u) = F(s,s,u), e

1 (u—s)F(s,u) — (t—s)F(s,t)
u—t 1+ (t—s)F(s,t)

F(s,t,u) = (1.24)

Notagao 1.33. Nota-se a taxa de juro simples a prazo também por F,,(s) = F(s,tp_1,1tn),

s < tn_1 < ty,, quando for adequado.

Nota 1.34. Na practica, num mercado financeiro com grande liquidez para um contrato
a pmmﬂ ou para um contrato de futuméﬂ pode-se usar como numerario a curva dos pregos

B(s,t) das ZCB emitidas na data inicial s.

4overnight rate.

Sentre algumas horas a um dia.
Sforward contract.

Tfutures contract.
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1.4.1 Exemplos de taxas de juro de mercado

As taxas de juro interbancarias sdo taxas de juro que os bancos usam para emprestar
dinheiro entre si e que sdo revistas diariamente.

Tratam-se de taxas de referéncia para estabelecer o preco e taxas de juro base de varios
produtos financeiros, nomeadamente: taxas de juro de empréstimo ou depdsito, opcoes

sobre taxas de juro swaps de taxas de juro ou opc¢oes sobre swaps de taxas de juro.

Taxa LIBOR

Uma das taxas de juro mais utilizadas para esse efeito é a taza LIBORE| com varias
maturidades. Atualmente, ha taxas LIBOR para 7 maturidades (diaria, 1 semana, 1 més,
2 meses, 3 meses, 6 meses e 12 meses). Estas taxas sdo calculadas pelo ICEﬂ usando
os valores médios das taxas de juro praticadas por um painel de bancos que operam no
mercado financeiro de Londres para fazerem empréstimos de fundos entre si.

As taxas LIBOR sao ainda calculadas para 5 moedas diferentes (d6lar americano (USD),
euro (EUR), libra esterlina (GBP), yen japonés (JPY) e franco sui¢o (CHF)). Nota-se por
LIBOR(s,t) a taxa LIBOR na data s para o periodo |s,t], sendo Frrpor(s,t,u) a taxa
de juro simples a prazo, dada por uma féormula semelhante a ,

1 (u—s)LIBOR(s,u) — (t —s)LIBOR(s,t)

u—t 1+ (t —s)LIBOR(s,t) (1.25)

Fripor(s,t,u) =

Taxa FURIBOR

Outra das taxas de juro mais utilizadas é a taxa EURIBORY| com varias maturidades.
Atualmente, ha taxas EURIBOR para 5 maturidades (didria, 1 més, 3 meses, 6 meses e
12 meses). Estas taxas sao calculadas usando os valores médios das taxas de juro que um
painel de bancos que operam no mercado monetario de europeu praticam para fazerem
empréstimos de fundos entre si sem garantia.

Nota-se por EURIBOR(s,t) a taxa EURIBOR na data s para o periodo |s,t], sendo

Fruripor(s,t,u) a taxa de juro simples a prazo dada por uma férmula semelhante a

@29,

1 (u—$)EURIBOR(s,u) — (t —s)EURIBOR(s,t)
u—t 1+ (t — s)FEURIBOR(s,t) '

Fruripor(s;t,u) = (1.26)

8 London Interbank Offered Rate.
9Interbank Exchange.
10 Buro Interbank Offered Rate.
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1.5 Swaps ou permutas de cashflows

Um contrato de swap é um contrato financeiro entre dois agentes econémicos X e Y para
permuta dos seus cashflows. As duas partes do contrato sdo chamadas legs do contrato de
swap.

Os cashflows que sao trocados podem estar na mesma moeda (single currency swap) ou
em moedas diferentes (cross currency swap).

Qualquer uma das partes pode ter um cashflow constante ou variavel.

O tipo mais comum de swap é o que permuta uma taxa de juro fixa por uma taxa de
juro varidvel. Neste contrato a primeira contraparte (fized leg) compromete-se a fazer
pagamentos a taxa de juro fixa a segunda contraparte. Por sua vez, a segunda contra-
parte (floating leg) compromete-se a fazer pagamentos a taxa de juro varidvel a primeira
contraparte. A taxa de juro fixa é chamada a taza de juro de swap. Os pagamentos sao
calculados com base no valor nocional atribuido a activos detidos por cada uma das partes.
Quando o valor nocional é uma soma monetaria chama-se nocional principal. Geralmente,
nos swaps em moeda doméstica os nocionais principais ndo sdo permutados. Ja no caso
dos swaps em moeda estrangeira costuma haver troca.

Um swap de taxas de jurolE IRS é um contrato privado E entre dois agentes econdémicos
X e Y para troca de cashflows correspondentes aos juros devidos por um nocional - per-
mutado entre si as respetivas taxas de juro (sejam fixas ou varidveis). As taxas de juro
varidveis estdo normalmente indexadas as taxas de juro a prazo LIBOR ou EURIBOR.
Um swap de taxas de juro na mesma moeda tem algumas defini¢Ges e terminologias ca-
racteristicas.

Considerem-se os seguintes dados:

e Uma data sy na qual se conhece uma curva de desconto para as datas futurad™|t > s,

v(s,t) = associada a taxas de juro r(s,t) e que serd usada para a atualizacao

1
1+7r(s,t)
do cashflow de juros pagos por X e por Y. Dois exemplos comuns:

- a funcao-preco das (s,t)-ZCB v(s,t) = B(s,t);

- a funcdo preco induzida por (F'(s,t)),;, uma curva de rentabilidade de taxas

de juro simples a prazo v(s,t) = m

e Uma data s > sg, chamada data de realizacid™] do contrato.

11,
interest rate swap.
12
over the counter, OTC.
13 2ero date.

Msettlement date.
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e Uma data ¢ty > s chamada data de entrada em m’goﬁ do contrato. A diferenga (em
dias) tg — s é o spot lag do contrato.

e Uma data u chamada data de matum’dadﬂ do contrato. A diferenca u — ty é a

maturidade residual do contrato, também designada por tenor.

e Um conjunto finito de datas
s=txo<txi-<txny-1<txny=1u, tx; €T, Vi <Ny

sendo tx ,,—1 a data de entrada em vigor da m-ésima etapa do contrato de X.

e Um conjunto finito de datas
s=typ <tyqr- <tyny-1 <lyny =u, ty; €T, Vi < Ny

sendo ty,,—1 a data de entrada em vigor da n-ésima etapa do contrato de Y.

e Uma taxa de juro simples px ,,, para cada m.

e Um capital nocional, Kx ,, sobre o qual X paga a taxa de juro px , no intervalo de
tempo [tx m—1,tx,m|-

e Uma taxa de juro simples py,,, para cada n.

e Um capital nocional, Ky, sobre o qual Y paga a taxa de juro py,,, no intervalo de
tempo [tY,nfla tY,n[-

e Um método de contagem do ntimero de dias ax(t,t') entre as duas datas ¢ e t' para

o calculo dos juros do cashflow de X.

e Um método de contagem do ntimero de dias ay (¢,t') entre as duas datas t e t’ para

o calculo dos juros do cashflow de Y.
O contrato de swap entre X e Y consiste no seguinte:

e Na data ty, com n > 1, X paga a Y os juros correspondentes ao capital nocional
KY,TL?

ay (ty,m—1,tyn) oy, Ky n.

e Na data tx,, com m > 1, Y paga a X os juros correspondentes ao capital nocional
KX,WH

ax (tX,m—la tX,m)pX,mKX,m-

YBstart date.

8 maturity date.
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As datas tx ., < u e ty, < u designam-se datas de reajuste da taxa de jurﬂ e as

datas tx , > s e ty,, > s chamam-se datas de pagamentﬂ

Definig¢ao 1.35. Se pelo contrato de swap o agente Y tem de pagar os juros devidos por
X a taxa de juro fixa px,, = r recebendo os juros por si devidos a taxa de juro varidvel

Py, diz-se que o agente Y é o pagador do swaﬂ e que X é o recebedor do swaﬂ

Observe-se que, quando tx,,, = ty,,, o valor liquido do cashflow nessa data para o

agente econémico X é

P(s,tn) = Kx,mox (txm—1,txm))px,m — Kynoy (tyn—1,tyn)) pyn-

O valor atualizado na data s dos pagamentos que o agente econémico X tem de fazer ao
agente econémico Y é portanto

Ny
Iy (s, to,u; Ky, ay, ty, Fy,v) = | > v(s,tn) Kynay (tyn—1, ty,n) pynl F(s)

n=1
Por sua vez, o valor atualizado na data s dos pagamentos que o agente econémico Y tem
de fazer ao agente econémico X é portanto

Nx
Ix (s, to,us Kx, ax,tx, Fx,v) = | > (s, tm) Kxmox (txm—1,tX.m)pxm|F(5)

m=1

Definicao 1.36. A variavel F(s)—aleatéria,
Swap(s, to, ustx, Kx, Fx,ax, Ky, ty, Fy,ay,v) =1y —1IIx

é o valor que X tem que pagar a Y na data s pelo contrato de swap para que os valores
atuais dos pagamentos efetuados por cada uma das partes do contrato sejam iguais. Diz-se

que Swap ¢é o preco do contrato de swap.

Observacgao 1.37. Sé introduzindo estocasticidade nos processos F'x e Fy é que se poderd

ter IIx # Ily.

No caso em que n = m = 1, ou seja, em que existe apenas uma data de pagamento
e px,1 = r ¢ uma taxa de juro pré-fixada na data de contrato e py;; é uma taxa de juro
variavel, diz-se que este contrato de swap é um acordo de taxas de juro a prazo EL Nesta

situacao o cashflow liquido de X na data u = ¢; por unidade de nocional é

ay (to, t1)py,1 = ax(to, t1)r.

T reset dates.
18 payment dates.

19 swap payer.

20 swap receiver.

2 Forward Rate Agreement - FRA.
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No caso em que Nx = Ny = N, ty,, = tx,m ¢ as taxas de juro px,, sao pré-fixadas

na data de contrato, pode-se encarar o contrato de swap como uma sucessao de N FRAs.

Observagao 1.38. Note-se que IIx (s, to, u; Kx, ax,tx, Fx,v)elly (s, to,u; Ky, ay,ty, Fy,v)
sao normalmente varidveis aleatérias uma vez que dependem das taxas de juro px m € pyn

que podem ser desconhecidas na data s.

Uma forma de contornar esta questao é supor que as taxas de juro px, e py, (quando
variaveis ao longo do tempo e nao sao conhecidas na data de contrato) admitem uma

estrutura a prazo

pxm = Fx (8, txm—1,txm) + 0xm Py = Fy (s, tyn—1,ty,n) + oy,

onde Fx e Fy sao estruturas a prazo das taxas de juro simples do mercado (por exemplo,
LIBOR ou EURIBOR), ox , € oy, sao os spreads a aplicar as taxas de juro Fx e Fy nas
datas tx , e ty,, respectivamente. Admite-se também que as curvas de rentabilidade teéri-
cas Fx(s,t,u) e Fy(s,t,u) podem ser estimadas na data s usando a informagao disponivel

nesta data, nomeadamente as taxas Fx(s,t), Fy(s,t) e B(s,t).

Defini¢ao 1.39. Suponha-se que o agente econémico X tem um contrato de amortizagao
de nocional a uma taxa de juro simples px ,, constante igual a rg,qp € que s < tg. O valor

Tswap Para o qual

HX(Sath Uus; KXa ax,tx, Fx = Tswap Z/(Sv _)) = HY(57t07u; KYa Oéy,tY,FY, V(Sa _)))

ou seja,
NX NY
Z V(37 tm)KX,maX (tX7m—17 tX,m)rswap = Z V(37 tn)KY,naY(tY,n—la tY,n)men
m=1 n=1

é, portanto,

27]—:2/1 V(S, tn)KY,naY (tY,n—la tY,n)pY,'rL
SN V(8 tn) K X mx (EXm—1,tXm)

Tswap(SatO’quY’KXuKYaV(57_)) = (127)

Diz-se que 7guqp € a taxa de juro de swap a prazo para o comprador X, relativa ao swap
contratado para o periodo no periodo [tg, u].
No caso particular em que s = tg, Tsyap(s, u, Fy, Kx, Ky, v(s, —)) é a taxa de juro de swap

a vista para o comprador X, relativa ao swap contratado para o periodo no periodo [s, u].

Definicao 1.40. Considere-se o caso particular em que K = Kx ,,, = Ky, = 1, para todo

omen, N=Nx = Ny e F é uma taxa de juro simples. Além disso a funcdo contagem
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de dias é igual para as duas partes & = ax = ay. Pela defini¢do ([1.32)), e admitindo que

o mercado é livre de arbitragem, pelo que v(s,t) = B(s, t)lﬂ, supondo s < tg, tem-se

SN B(s,tp)a(tn_1,tn)F (s, th_1,ts)
SN altp_1,tn)B(s, ty)
1 B oot 1s) (s S~ )
SN a(tn_1,tn)B(s,tn)
21 Bls ta)altns, tn) (st B —

2712]21 a(tn—la tn)B(87 tn)

rswap(sythtNa F, B(57 _)) =

Lembrando a relagao ((1.18) vem que

N B(s,tn—1) B(s,t
SN B(s, ty) (1(3(57150)1) B((s,tz)) - 1)

25:1 a(tn—1,tn)B(s,tn)
_ B(s,tg) — B(s,tn)

ZnNzl Oé(tn_l, tn)B(Sa tn)
Diz-se que rsyap(s, to, tn, F, B(s,—)) é a taxa de juro de swap a prazo ao par no periodo
[to, tn].

No caso particular em que s = o, Tswap(s, tn, F, B(s,—)) diz-se a taxa de juro de swap a

rswap(& th tN, F7 B(Sv _)) =

vista ao par no periodo [tg, tn].
Definicao 1.41. Um overnight index swap OIS é um swap com

e uma Unica data de pagamento de juros t; = u - ou seja, é um FRA - sendo as
maturidades fixadas entre 7 dias e 1 ano, 7 < «(to,t1) < Nyear, onde Nyeqr € 0
nimero de dias num ano, de acordo com o método escolhido para a contagem de

dias.
e um nocional K.

e uma permuta de taxa de juro fixa r = px 1 - OIS swap rate- pela taxa de juro varidvel

N /
o= =11 (1 ¥ W) -1 (128)

k=1 Nyear

que é a média geométrica das taxas de juro instantaneas de curto prazo (overnight
rate) ry (t},) associadas a uma estrutura de taxas de juro simples a prazo, Fy(s,t)
entre as datas ¢ty e t; = u, sendo Ng = ay(to,t1) o nimero de dias de transagao
ﬁnanceiraﬁ entre as datas g e ti, ¢}, ¢ o k-ésimo dia de transacdo financeira e ) o
ntimero de dias de transaces financeiras entre o dia ¢}, e o dia t; |, sendo t} = tg e

t'y o ultimo dia de transacao financeira antes do dia t; = u.

22pa prética esta igualdade tem de ser entendida como aproximacéo.

Zbusiness days.
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e Nos Estados Unidos da América, a overnight rate é a taxa efectiva de aquisicdo de

fundos da Reserva Federal (FED Fund).

e Na Zona Euro, a overnight rate é a taxa de juro Furo Overnight Interbank Index

Average(EONIA).
Para um swap OIS com maturidade residual N = t; — o (dias) tem-se

HX(S,tO,tl;K,Oé,tX,FX :Tal/:B) :Ka(t()?tl)rB(Svtl)

Ng
Iy (s, to, t1; K, ay, ty, Fy,v) = K (H <1 + M) - 1) B(s, t1).

k=1 Nyear

Portanto, a taxa de juro de um swap OIS é
Ng Bery (ti) \ _
|| ) (1 + "Nyear ) 1
a(to, t1)

rors = (1.29)

1.5.1 Exemplos de taxas de juro em contratos de swap

As taxas de juro p, em contratos de swap sdo, em geral, de um dos seguintes tipos,

1. pnp = r, taxa de juro constante.
2. pn =1, taxa de juro conhecida e pré-fixada para a etapa n do contrato.

3. pn = F(tn-1,tn) + on, sendo F(t,_1,t,) uma estrutura a prazo de uma taxa de juro

simples (por exemplo LIBOR) e o, é o spread para a etapa n do contrato.
4. taxa de juro com limite maximo (chama-se a este swap um cap de taxas de juro)

pn = min(F(tp_1,tn) + On, Prmaz)s

onde pmae € 0 valor maximo que a taxa de juro pode ter. Se pelo contrato de swap
o agente econdmico X ficar a pagar os juros do agente econémico Y a taxa de juro
min(Fy (th—1,tn) + 0y n, PY,maz) ficard pelo menos protegido de subidas da taxa de

juro variavel para além do valor py,;mqz.
5. taxa de juro com limite minimo (chama-se a este swap um floor de taxas de juro)

pn = max(F(tp—1,tn) + Ony Pmin)s

onde ppin é 0 valor minimo que a taxa de juro pode ter. Se pelo contrato de swap
o agente econémico Y ficar a pagar os juros do agente econémico X a taxa de juro
man(Fx (tm—1 4+ 0X mstm), PX,maz) ficard pelo menos protegido de descidas da taxa

de juro varidvel abaixo do valor px min-



22 CAPITULO 1. MERCADOS FINANCEIROS EM TEMPO DISCRETO

1.5.2 Precgo de um caplet

Num mercado financeiro sem fric¢do os spreads sao nulos.
Um caplet é um FRA contratado na data s que expira em t;_1 e cuja data de pagamento
é tr. Ou seja, é uma opcao europeia sobre a taxa de juro simples varidvel Fj(tx_1) com

prego de exercicio y (limite maximo). A sua divida contingente é
HE (b1t Fi(te1), 91 F(s), 1) = i (5 (Fr(ter) = 9)7) | (1.30)

onde K = 1.

Recordando , o precgo da divida contingente atualizado na data s é
m(HE (b1, ths Fi(te1), 9l F(5), 1)) = 7 (s, t0)Eqye) (5 (Fi(ten) = 9))7) . (1.31)
O preco do caplet denota-se por
Caplet(ty_1,tr, Fr(tp—1),y|F(s)) = m(tg—1,tx, Fr(tp—1),y|F(s),k = 1).

Seja yATM = F,(s), o preco de exercicio dir-se-4

ATM@ se y = yATM, ITM@ se y < yATM, OT]\@ se y > yATM,
Na data de maturidade t;_; o caplet diz-se

ATM, se y = Fy(tg_1), ITM, se y < Fi(tk—1), OTM, se y > Fi(tx—1).

O caso dos floorlets é analogo (caso em que k = —1, ou seja, o caso de uma opgao europeia

de venda.). O prego de um floorlet é
Floorlet(tk,l, 79 Fk(tkfl)? y’]:(S)) - Tr(tkfla tk, y‘]:(S), R = _1)

Aqui utiliza-se a terminologia ITM quando y > yT™ ¢ OTM quando y < yT™  no caso
dos pregos de exercicio, e relativamente ao floorlet diz-se ATM quando y = Fj(tx—1), ITM

quando y > Fj(tx—1) e OTM quando y < Fj(tx—1).

1.5.3 Preco de um cap

Um cap é uma sucessao finita de caplets que cobrem periodos consecutivos compreendidos
entre {t,, tm+1, -, tn}, no sentido em que um caplet comega na data em que termina

o anterior, que limita superiormente os valores do processo das taxas de juro simples F'

24at-the-money.
25in-the-money.

26 out-the-money.
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em [ty,,t,[. Todos os caplets tém o mesmo preco de exercicio y do cap definido na data

de contrato s. Fazendo k = 1, o cap é a divida contingente

n
HP (tp, ty, Fyy|F(s),k =1) = Z HE(t_1, ty, Fi(ti—1), y| F(s), k =1)
k=m+1

= Zn: Tk (H(Fk(tk_l)—y)+)- (1.32)
k=m+1

Por conseguinte, o prego da divida contingente (|1.32)) na data s é

n

T(HP (ty, tn, Foy|F(s), k=1)) = Z 7 (th, te1, Fr(te—1), y| F(s), K =1)

k=m+1
= Y mwv(s,tx)Caplet(ty, tpy1, Fir(te—1), y|F(s))
k=m+1
= > (s t)Eq) (5 (Filte1) —9) ') . (1.33)
k=m+1

O preco do cap é

Cap(tm, tn, F,y|F(s)) = w(H (tm, tn, F,y|F (s), & = 1)).

Seja yAT™ a taxa de juro de swap a prazo
Smn(8) = Tswap(8, tm, tn). (1.34)
O preco de exercicio dir-se-&
ATM, se y = y™, ITM, se y < y"™, OTM, se y > y2TM,

Na data de maturidade t,, o cap diz-se
ATM, se y = Spmn(tm), ITM, se y < Spmn(tm), OTM, se y > Spn(tm).
O caso dos floors é andlogo (caso em que kK = —1). O prego de um floor é
Floor(ty,, tn, F,y|F(s)) = 78 (HE (ty, tn, F,y|F(s), k = —1)).

Aqui utiliza-se a terminologia ITM quando y > y4T™ ¢ OTM quando y < y4T™ | no caso
dos precos de exercicio, e relativamente ao floor este diz-se ATM quando y = Sy, n(tm),

ITM quando y > Sy, n(tm) € OTM quando y < Sy (tm)-

1.5.4 Precgo de uma opcao de swap

Definig¢ao 1.42. Uma opcao de swapm com maturidade na data t,,, confere ao comprador

o direito, mas nao a obrigagdo, de entrar - como pagador ou recebedor - num contrato

27swaption - opg¢ao sobre um contrato de swap.
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de swap de taxas de juro na data t,,, mediante o pagamento do preco da opc¢do acordado

entre ambas as partes na data s,

e opcao europeia de swap: na data s o investidor realiza o seguinte contrato:
Na data t,, > s, depois de conhecer a taxa de juro de swap Sy, n(tm) = Tswap(tm, tm, tn),
o investidor X tem o direito mas nao tem a obrigacao de entrar num contrato de swap
com inicio na data t,, e maturidade na data t,, a taxa de juro de swap de exercicio

é y, sendo a divida contingente por unidade de portfdlio a varidvel F(t,,)-aleatéria,
staption(t 7tn’Sm,n(tm)ay‘]:(5)v’i) = (”(Sm,n(tm) - y))Jra
onde kK = 1 se é uma opc¢ao de compra e Kk = —1 se é uma opcao de venda.
O prego unitério livre de arbitragem da opg¢ao europeia de swap é
(s, HoPU (s, b, t, S (tn) Y1 (5), 8)) = V (s, ),

que é o valor atualizado na data s de uma estratégia de negdcio admissivel ¢ tal que

V(tm,p) = HSWWPEOR (¢t Spn(tm), Y| F(s), k). Ou seja,

7r(s,staption(tm,tn]f(s),m)) =

N N +
ZEQ(S) (/ﬂ? Z TkV(tm,tk)a(tk,bthk(im) — Z V(tm,tk)(I(tkl,tk)y))
k=m+1 k=m+1
N
= Z V(tmatk)a(tkfhtk) EQ(S) ((K(Sm,n(tm) - y))+> )
k=m+1

que é a diferenca entre os valores atualizados, na data t,, de inicio do swap subjacente & op-
¢ao europeia, dos pagamentos da fized leg (feitos pelo pagador do swap) e dos pagamentos

da floatting leg (feitos pelo recebedor do swap).

O preco da opcao de pagador de swap, k =1, é
Swaption® (t;, tn, Sm.n(tm), ylF(s)) = 78 (s, HSPE (0t S (tm), yl F(s), 5 = 1)).
O prego da opgao de recebedor de swap, Kk = —1, é

Swaption” (t, t, Sin(tm), Y| F (s) = 77 (s, H P by by, S (b)), y|F (5), 8 = 1))

ATM o taxa de juro de swap a prazo

Seja y
Sm,n(s) = Tswap(sa tim, tn>'

O prego de exercicio dir-se-a

ATM, se y = yATM, ITM, se y < yATM, OTM, se y > y?TM,
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Na data de maturidade t,, a opcao europeia de swap diz-se
ATM, se y = Spmn(tm), ITM, se y < Spmn(tm), OTM, se y > Spn(tm).

No caso da opc¢ao europeia de recebedor de swap, utiliza-se a terminologia ITM quando y >

yAT™ ¢ OTM quando y < yATM

ATM quando y = Sy, n(tm), ITM quando y > Sy, () € OTM quando y < Sy, pn(tm)-

, relativamente aos pregos de exercicio. Esta opcao diz-se

1.6 Modelos para a estrutura a prazo de taxas de juro

Frequentemente as institui¢oes financeiras - da banca as grande financeiras passando pelas
companhias de seguro - tém que estimar a estrutura a prazo das taxas de juro. Esta estima-
¢ao pode ter por base modelos empiricos, como o método de bootstrapping, modelos para-
métricos, como o modelo de McCulloch (splines), ou o modelo de Nelson-Siegel-Svensson,

descritos em seguida.

1.6.1 Método de bootstrapping

Suponha-se que se dispdoe de Np obrigagoes ordenadas por ordem crescente das datas
de maturidade m; = t; < --- < my, = tn, € que essas datas de maturidade residual
sdo distintas duas a duas. Considera-se também que as datas de resgate do nocional da
obrigacdo j sdo t1 < --- < t;. A data de maturidade da obrigacao i é my;.

O prego por unidade de nocional da obrigacdo n com maturidade na data ¢, é

n

Pu(to) = Blto, ti)bn(ti—1, ;)

=1

onde

Un(tio1,t) = Ri + <1 -y Rk> Dke-

k=1
representa o cashflow no intervalo |tx_1, t] associado a obrigacdo n, sendo que py é a taxa
de juro simples de cupdo da obrigacdo k na data t; e Ry ¢ a fraccdo do nocional que é
resgatado na data tj.
Conhecendo os Np pregos das obrigagoes, os pregos das ZCB ficam determinados resol-

vendo o sistema de equagodes, escrito na forma matricial como
YB =P,

onde ¥ = (Y(ti, 1)) )<< Np—1, 1<j<i+1 é uma matriz quadrada triangular inferior com Np
linhas, P = (P;(t0));<;<n, ¢ & matriz coluna dos pregos das ZCB e B = (B(to,ti))1<ij<n,

¢ a matriz coluna dos precos das ZCB a determinar.
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1.6.2 Método de McCulloch

Trata-se de um método proposto por J. Huston McCulloch [20] para o ajustamento de
uma fungao spline a fungao de desconto B(tg,t).

Na data g existe um conjunto de Np obrigacoes com datas de maturidade ¢y, - -+, Ing v,
- ndo necessariamente distintas -, maiores ou iguais que tg e ordenadas por ordem crescente.
Seja uy = tNy, Ng T to a maior das maturidades residuais observadas. O intervalo [0, u.] é
dividido em n — 2 subintervalos definidos por n—1 pontos, 0 = u1 < ug < -+ < Up_1 = Usx.

A fungéo t — B(s,t) é definida para s <t < tNp Ny, POT

B(s,t) =1+ iﬁkgk(t - 5)

k=1
onde 8 = (Bk)i<p<, ¢ a matriz coluna de pardmetros e cada fungdo gy : [0, c0[— R é uma
funcdo seccionalmente polinomial.
A estimacao dos pardmetros 8 pode ser feita pelo método dos minimos quadrados, mini-

mizando a soma do quadrado dos residuos entre precos observados e precos modelados.

1.6.3 Modelo de Nelson-Siegel-Svensson

Nelson e Siegel publicaram um artigo [22] no qual propuseram um modelo para a taxa de
rentabilidade instantdnea de uma ZCB. Este modelo permite reproduzir algumas formas
observadas para as curvas de rentabilidade Y (s,t), por exemplo, comportamento mond-
tono, concavidade para cima ou para baixo - neste caso designa-se por hump - ou inflexges
da concavidade.

Mais tarde, Svensson publicou [27] uma generalizacdo do modelo de Nelson-Siegel[3] -
posteriormente modificada por Bjork e Christensen [3] - de modo a incluir mais um hump

na curva Y (¢,Y). A expressdo obtida ja apds a modificagao é

Y (t,t +m) =Bo(t)Yo(t,t +m) + BL(t)Yi (¢, t +m)
+B2(t)Ya(t,t +m) + Bs(t)Y3(t,t +m),

1 —exp(—27
Yo(t,t+m) =1, Y1(t,t+m)—( ( 1(?5)))7
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sendo 0(t) = (7(t),B8(t)) = (11(t), m2(t), Bo, B1(t), B2(t), B3(t)) o vetor de parametros do
modelo. No que se segue, designa-se este modelo - com modificagdo - por modelo de
Svenson. Este modelo é utilizado diariamente pelo Banco Central Europeu (BCE) e pelo
Banco Central Aleméao (Bundesbank) para calcular a estrutura a prazo das ZCB dia a dia.

Estes pardmetros tém as seguintes restrigoes e significado
e [y é o valor assimptético de m — Y (¢, +m) em m = oo, ou seja,

Bo = lim Y(t,t+m),

m—0o0

Pode-se entender como a taxa de rentabilidade de longo prazo. Por razbes econé-
micas impoe-se a By > 0. Diz-se que a componente 5yYy é a componente de longo

prazo do modelo.

e Pela regra de L’Hoépital

Bo+Pr=Y(t,t") = lim Y(tt+m).

m—0

A funcdo Yi(t,m) é monotonamente decrescente. Esta funcdo toma o valor 1 em
m = 0 a uma taxa exponencial. Diz-se que 51Y7 é a componente de curto prazo do

modelo.

e 31 determina o sinal da velocidade com que a taxa de rentabilidade Y (t,m) se

aproxima da taxa de rentabilidade de longo prazo.

e 71 > 0 determina a taxa de decrescimento exponencial da componente de curto

prazo.

e A funcdo f2Y3 tem valor 0 em m = 0, é crescente até uma data m(71) = om > 0, e
depois decresce rapidamente para zero. Por isso, se chama a componente de médio

prazo do modelo..

e (5 determina o tipo de concavidade da componente de médio prazo (Y5 numa
vizinhanca de 7{. Se B2 > 0 numa vizinhanca de 7{ a curva de rentabilidade é

concava , se B2 < 0 é convexa.

e A funcao Y3 toma o valor 0 em m = 0, é crescente até uma data m = 75 > 0 e depois
decresce rapidamente para zero. Por isso, se chama a [3Y3 a segunda componente

de médio prazo.

e 7o > 71 determina a taxa de decrescimento exponencial a partir de 7.
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e (33 determina o tipo de concavidade da curva de rentabilidade numa vizinhanca de
Ty . Se B3 > 0 numa vizinhanca de 7 a curva de rentabilidade é concava. Se £z < 0

numa vizinhanga de 75 a curva é convexa.

Uma forma de estimar os pardmetros 0(t) é minimizar a soma dos quadrados da diferenga
entre as taxas de rentabilidade na maturidade estimadas e as observadas. Fixado o par

= (71(t), m2(t)), este é um problema de minimos quadrados lineares nos pardmetros

B = (Bo(t), Br(t), Ba(t), B3(t))-

1.7 Convencgoes de mercado

1.7.1 Meétodos de contagem de dias

A contagem de dias nos mercados financeiros estd regulada por convengodes internacionais
[15]. Tipicamente o método de contagem varia em fungdo dos paises onde sdo realizados
os negocios e do tipo de instrumento financeiro a que se destina. Diferentes métodos
de contagem de dias podem induzir diferencgas significativas nos resultados dos modelos
utilizados para o calculo dos precos.

Apresentam-se dois métodos de contagem de dias da chamada familia Actual 2] que
vigoram principalmente nos mercados da zona Euro e nos mercados dos Estados Unidos
da América.

Sejam t; e t9 duas datas de T tais que t; < t3. Nestes métodos o niimero de dias entre t1 e
to é igual ao nimero de dias do calendério juliano entre ¢ e to e nota-se por Ndays(t1, t2).

O ntimero de dias a considerar em cada ano é que pode variar consoante o método.

e método Actual/360:
Ndays(tlu t2)

oty t2) = 360

e método Actual/Actua@
Neste método o niimero de dias corresponde ao nimero de dias de cada ano (365 se

o ano for comum e 366 se o ano for bissexto).

- Ndays,(t1,t2) é o ntimero de dias em anos comuns que estao entre 1 e t;

- Ndays;(t1,t2) é o nimero de dias em anos bissextos que estao entre t; e to;

Ndays, (1, t2) N Ndays(t1,t2)

oty t2) = 365 366

Ztambém conhecido por Actual/365.
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1.8 Dados de mercado

Os dados de mercado utilizados provém do simulador Swap Pricer da plataforma Thomson
Reuters Eikon da Thomson Reuters.

Tratam-se de dados relativos a caps e opgoes europeias de compra sobre swaps de paga-
dores, ambos os casos, relativos a taxa EURIBOR.

Foram recolhidos dados diarios relativos a marcgo e abril de 2014 sobre a volatilidade im-
plicita (em fragdo decimal) cotada no mercado para os derivados considerados e sobre as
curvas de desconto utilizadas para cada dia de transagao.

A volatilidade de swaptions estd cotada de acordo com o par expiry-tenor para precos de
exercicio expressos como spreads (variando até 150 pontos base) relativamente ao forward
(em fracdo decimal).

Os dados de caps tém uma apresentacio idéntica mas as volatilidades estdo expressas em

Expiry Tenor Forward -150 -100 -50 -25 0 25 50 100 150

1M 1Y 0.00 1.16 0.78 0.71 0.72 0.78 0.82
3M 1Y 0.00 1.13 0.74 0.67 0.68 0.73 0.77
6M 1Y 0.00 1.23 0.81 0.68 0.67 0.71 0.75
1Y 1Y 0.01 1.29 094 0.88 085 0.84 0.82 0.81
2Y 1Y 0.01 1.30 099 0.83 0.76 0.75 0.79 0.83
3Y 1Y 0.01 1.07 0.74 0.67 0.63 0.61 0.60 0.60 0.61
1M 2Y 0.01 1.27 058 0.62 0.63 0.64 0.64 0.64
3M 2Y 0.01 1.00 0.65 0.61 0.59 0.58 0.57 0.57
6M 2Y 0.01 1.05 0.72 0.64 0.61 0.59 0.57 0.57
1Y 2Y 0.01 1.08 0.79 0.67 0.62 0.60 0.60 0.62
2Y 2Y 0.01 1.05 0.68 0.63 0.59 0.56 0.53 0.50 0.47
3Y 2Y 0.02 0.92 0.57 0.51 050 0.48 047 0.46 0.45 0.44

Tabela 1.1: Excerto dos dados retirados do Swap Pricer para swaptions de 2014-03-17.

funcao do expiry e preco de exercicio (absoluto e ndo em spread).
Através da plataforma Thomson Datastream recolheu-se ainda informagao relativamente

as taxas EURIBOR e LIBOR, as taxas de FRA e taxas de swap do mercado europeu.
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Capitulo 2

Modelo HJM em tempo discreto

O objectivo deste capitulo é descrever uma generalizacdo do modelo discreto de Heath-
Jarrow-Morton, HIM, [14] a L factores aleatérios, e identificar o modelo multinomial de
Ho-Lee[16] como caso particular.

Considere-se a familia de pregos das ZCB, (B(t, u)) )ere- Fixado t < u, (B(t,u)),er

é estrutura a prazo dos precos das ZCB na data t.
Notagao 2.1. Usa-se a seguinte notacao Yjs(s,t) =Y (s,t,t+1).
Pela relacao , os precos podem ser escritos da seguinte forma,
B(t,u) = B(t,u — 1) exp (—7y—1Ys(t,u — 1))

Por recorréncia, obtém-se

u—1
B(tv u) = exp <_ Z ijé(tuj)) : (21)
=t

Note-se que (Y(s(t,u))(t7u)ﬂ2 ¢ a taxa de juro de curto prazo esperada para o periodo

[u,u + 1] que é induzida pelas ZCB, dada a o-algebra F(t), ou seja,

Y5(t, u) = Eq (Ys(u, u)|[F (1) = Eq (r(u)|F (1)) -

2.1 Perturbacoes estocasticas

Numa data ¢t € T arbitraria, (Q2*(¢), P(22*(¢t)), P*(¢)) é um espago de probabilidade onde,

o (1) = Qf(t) x -+ x Q7 (t) é o espago amostral, produto cartesiano de L conjuntos

finitos, tais que
@) ={a(1), -, a(M(@))}, [ ()] =2, (VIe€L),

31
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sendo M;(t) € N, para todo ot € Tel € L, L = {1,---,L}. Denota-se ainda
M (t) = {1,---, My(t)}.
O espago amostral tem, portanto, M(t) = [[;cr. M;(t) elementos. €} (t) é o espaco

amostral do I-ésimo fator influenciador da perturbacao estocastica.
e O vetor dos acontecimentos ocorridos na data t, é w(t) € Q*,
w(t) ={Vl € L, 3k € My(t) : wi(t) = a;(t; k)},
onde
ar(t: ) = 1, se w(t) = a;(k)
0, caso contrario.

o P(Q*(t)) é a o-dlgebra relativamente a Q.(t).

e P.(t) ¢ uma medida em Q*(¢) tal que para um elemento arbitrario w(t) € Q*(¢) se

verifica em cada data t € T,

pltw(t) =Pi(t;w(t) >0, Y ptw(t) =1
w(t)eQ*

O espaco de probabilidade (€2, F(T'),P) é o produto de N espagos de probabilidade (2*(¢),
P2 (t)), Pu(t)), t € T. A filtracdo F ¢é definida por

FT)=P(Q) =0 (Q(T)) . Flt)=o0 (Q(t)) . (VteT).

No que se segue para cada | € L supde-se que a cardinalidade do espago amostral é

constante igual a um nimero M; € N, ou seja, em todas as datas t:
1 (#)| = My(t) = M; e My(t) = M.
Para cada par (t,u) € T2, com t < u, existem funcdes associadas a cada conjunto Qs
@t U) s QF = RY w(t) = ni(t, Uswi(t)),
tais que
(1) Mt t—Lw(t) =0, wilt) € Qe
(i) Du(t,wsar(k)) < it usar(k+1)), ke M
(ili) (¢, Us ar(1)) < (¢, Us ar(My)).

Daqui em diante, denota-se por m;(z;j), a imagem da funcdo n;, | € L, para uma

maturidade residual z dada a realizacdo do acontecimento a(j), previamente denotada

por m(z;a(j)).
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2.1.1 Processo das taxas de juro a vista

A familia de fungoes previamente introduzida, (7;),c designada familia de fungoes de
perturbacao surge associada a uma familia de indicatrizes, (a;(t;w(t)));cp, que descrevem
os acontecimentos realizados na data t € T.

A medida P*(t) é, neste caso, a distribuigdo de probabilidade conjunta do vetor aleatério
w(t) condicionada pela histéria até a data t, w(t), e que descreve a correlagdo entre as suas
componentes.

Uma vez conhecido o vetor w(t), as fungdes (7);), ;< caracterizam as perturbagoes quanto
a sua magnitude. KEstas fung¢bes poderdao também depender da histéria até a data t,
w(t). Fixada a data u, o processo taxas de juro a prazo, Y5 = (Ys(t,u)),cr € 0 processo

F—adaptado definido pela lei de evolucio

L

t M, t L
Ys (t,u) = Y;;Ou—l—zzz (i; k) My (i, us k) = YgOu—i—Zle,uwl

i=11=1k i=11=1

—

O processo das taxas de juro a vista segue a seguinte lei

Y5 (t,t) = r(t)
t M,

=Y5(0,6)+ > D ay (isk) i, t; k) = Y5 (0,¢) +
1=11=1 k=1 L

l(],t,(&}l(l))

M“
I
>

N
Il
—

(2.2)

2.1.2 Processo dos precos descontados

O preco da (t,u)-ZCB descontado relativamente ao numerério (X (t)),.p na data ¢ é

-1
B(t,u) = B)((t(’;;) = B(t,u)exp (— ZT(j)Tj) . (2.3)

=0

A familia de precos (B (t, u))teT chama-se processo dos pregos descontados das obri-
gacoes com zero cupoes.
Recorrendo as relagoes (2.1) e (2.3)), obtém-se a seguinte expressao para o prego descontado

da (t,u)-ZCB,
t—1
B(t,u) = exp ( ZT]Y(s (t,j ) exp (—ZTjT(j))
§=0
u—1 t—1
j=t J=0
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Considere-se que a data atual é s € T e que s <t < u e que 7 = 7, para todo k € T,

ou seja, que a diferenca entre quaisquer datas consecutivas é 7. Empregando as expressoes

e em decorre,

u—1 u—1 t L
B(t,u) = exp ( -7 Z Ys(s,j) — T Z Z Zﬁl(ivjéwl(i))
Jj=s j=t i=11=1
-1
-7 > ZZﬁz(@ﬁw(U)) (2.5)
j=st+1i=11=1

Trocando a ordem dos somatérios e fazendo os devidos ajustes obtém-se

~ t u—1 L | M;
B(t,u) =B (s,u exp(—TZZZ |:Zal i k) (i, ],k)]>
k=1

i=s j=1i [=1
t u—1 L M a(i;k)
=5 TLTLIT T oo (- riterot) 26)
i=s j=i I=1 k=1

As alteragoes nos indices dos somatérios resultaram da seguinte propriedade,

t—1 j t—1t-1
DY W) =3 W),
j=1li=1 i=1 j=i

sendo W (i,j) uma funcio arbitraria que depende dos indices dos somatérios.
A razdo entre o preco descontado na data t e o preco descontado na data anterior ¢ — 1
permite identificar a componente estocastica associada a realizacdo do acontecimento da

data t,

r u—1 L a(t;
M = [T IT IT exo (=7 .5 k) " (2.7)

u—1 L M

Bt u) :M i H exp ( — 7 u(t, J; k))al(t;k)
7B(t—17u) u—1 L )
- B(t-1,1) ]:tl_l_[le p(_T M (t, s wi( )))

Sejam t,u € T datas arbitrarias, tais que t < u, [ € L. Define-se

u—1

mt,u) : QF = RT wi(t) — H exp ( — Tﬁl(t,j;wl(t))>, lel
j=t

logo,

B(t—1,u)

L
B(t,u) :mlzﬂlm (t, usw(t)) .-
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Por recorréncia, resulta

B(S,U) t L u—1

B(t, u) =BG HHHexp(—mew())>
? zs+1l 1 j=t

! Lm(zuwlz))

1T 11 (it (i)

imst1i=1

B(s,u)
B(s,t)

A fungéo 7;(t, u;w(t)) surge como a perturbacdo que afeta a taxa de juro de curto prazo

relativa ao periodo [u,u + 1] mediante a realizacido do acontecimento w(t) na data ¢. Por

sua vez, o preco B(t,u) da (t,u)-ZCB depende das perturbagoes reflectidas sobre todos os

periodos desde a realizacdo de um acontecimento até a maturidade do produto financeiro.

2.2 Consideracoes sobre as perturbacoes aleatérias

Apesar das expressoes e relagoes ja apresentadas, é fundamental definir restrigoes sobre

as componentes estocasticas do modelo como garantia de que o mercado financeiro é livre

de arbitragem.

Relembrando o Teorema surge o seguinte corolario.

Corolario 2.2. Em cada data t, existe uma medida de probabilidade Q(t), com ¢ < w,

tal que

Demonstragio. 1. (1) = (2):

(2.8)

Supondo que (B (¢, u))tET é uma martingala relativamente & medida Q(¢) condicio-

nada pela histéria até a data ¢ entao, para qualquer t < u,
Egu (B(tw)|F(t-1)) = Bt - 1,u).

Portanto,

=

Equ (E(t,u)‘f(t - 1)> =Egu) (B(t —1, u)[

o~
I

1

=

=B(t —1,u) E@(t)<

=1

Da ltima expressao conclui-se que a seguinte condi¢ao é necesséria,

t)(Hm (t>u§wl(t))> = Y Q(w(t))<Hm (t, U;wl(t))) =1
=1

w(t)eQ*

m (&, w;wi(t)) D

n (t,u;wl(t))>.
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2. (2) = (1):
Supondo que (B(t, u))tET nao é uma Q(t)-martingala. Existe uma data t* tal que

L
> Q<w(t*))<l—[m (t*vu;wz(t*))> # 1,
=1

w(t*)en*

o que contraria a hip6tese (2.8)).

Lema 2.3. Sejam R(1),---, R(M) nimeros reais tais que

R(1) <--- < R(M) e R(1) < R(M).
Seja p um nimero real, entdo existe ¢ = (g(1),--- ,q(M)) € RM tal que
M M
(1) q é estritamente positivo, (2) q(k) =1, (3) Z R(k)q(k) = p,
k=1 k=1

se e sO se

n*(t, Usa(1)) < p <n'(t,U; a(M)).

Demonstragdo. Se existir tal medida de probabilidade entdao

M M M
R(1) =Y R(L)q(k) < > R(k)a(k) = p < Y R(M)q(k) = R(M).
k=1 k=1 k=1

No caso em que M =2, R(1) < R(2). Se R(1) < p < R(2) entao

.= ( R(2)—p  p—R() )
R(2) - R(1)" R(2) - R(1)
¢ a Unica medida que satisfaz as condigoes requeridas. Suponha-se que M > 2 e, para um

certo 1l < K < M,

R(1),---,R(K) < p < R(K +1),--- ,R(M).

Defina-se

1 & 1 M
b= (b(1).b(2)) = (K SRE). e 2 R(k)) .
k=1
Entao b(1) < p < b(2), pelo caso M = 2, tem-se,

_ (D —p  p=b)
= 0020 = (7675055 7= i)

verifica as condicoes
A>0, A-b=p, A1)+A?2) =1
Defina-se
N %1), sej=1,---, K
= 2 o= K41, , M,

entdo ¢ satisfaz as condi¢bes requeridas no enunciado. |
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Teorema 2.4. As seguintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) O mercado financeiro de obrigagoes com zero cupoes é livre de arbitragem.

(ii) A fungdo n*(t,u) = lf[l n (t,u) verifica as seguintes condigdes:

0t u;a(1)) <1.<n"(t,u; a(M)),
para uma data ¢t € T fixada e u > t.
Demonstragdo. Seja 5
n(tww(t)) = [[m twwi(t)),
=1

onde w(t) € Qe Q. ={a(i): 1 <i < M}.

A taxa de rentabilidade associada a uma (t,u)-ZCB ¢é a variavel aleatoria,

)= ———n*(t,us;w(t)) — 1
TU«() B(t—].,t)n (,U,W( ))
e a taxa de rentabilidade de uma conta bancaria de depositos a prazo na data t é
1
W= g1 !
Logo,
1 *
ru(t) —rx(t) = BE—11) (77 (t,u;w(t)) — 1>'

O mercado ¢ livre de arbitragem se e s6 se para cada data t € T e maturidade u > t existir

q(t,o(t — 1)) € RM tal que,

M
Zq(t,@(t—l),j):1 € Q(t7j7@<t_1))>0 (1§]§n)7
j=1
reva(ta(1)) —rx(t) oo rea(t a(M)) —rx(8)| | gt a(1), 0t — 1))
B(t—1,t|w(t—1)) : : :
ru(t,a(l)) —rx(t) ... ry(t,a(M)) —rx(t) | |q(t,a(M),w(t—1))
n*(t,t+1;a(l))—1 ... n*(t,t+1;a(M))—1| | q(t,a(l),w(t —1)) 0
— : ) ) _ -
n*(t,u;a(l))—1 ... n*(t,u;a(M))—1 q(t,a(M),w(t —1)) 0
n*(t,t+L;a(l)) ... 0"t t+La(M))| | ¢(t,a(l),w(t—1)) 1
— : ) : _

n(tusa(l)) Lo M (tua(M)) ] gt a(M),@(t - 1)) 1

0

0
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Pelo Lema este sistema tem solugao ¢(t) > 0 que é uma distribui¢ao de probabilidade
se e sO se,

n*(t,u;a(l)) <1 <n*(tusa(M)), uweT, u>t.

Note-se que fixando L = 2 e M; = 2 para todo o lobtém-se o modelo de HJM em

tempo discreto.

2.3 Modelo de Ho-Lee multinomial

Um caso particular do modelo apresentado é o modelo de Ho-Lee multinomial [1]. Trata-se
do caso em que L = 1, a medida P*(¢) = P* ndo depende da data t e supoe-se que a reper-
cussdao de um acontecimento é, independentemente da data de ocorréncia, a mesma sobre
todos os intervalos de tempo futuros. Por outras palavras, considera-se que 7(t, j;w(t)) é

constante no intervalo |t, u], ou seja
. u—t
n(tusw(t) = exp (= Tt ww(t) (2.9)

Nota 2.5. Se, além das restrigoes agora impostas sobre L e a medida PP, se tiver M = 2

obtém-se o modelo de Ho-Lee original [16].

Assim, a fungdo n(t, u) depende essencialmente da maturidade residual, u —¢. Ou seja,

para cada maturidade residual, z € T, existem fungoes associadas ao conjunto 2%,
n(z) 1 @ = RT, w(t) = n(zw),
tais que
() n(0;w(t) =1, w(t) € Q¥
(i) n(z;a(1)) <--- <n(z;a(M));
(iil) n(z;a(1)) <n(z;a(M)).

Fixada a data u, o processo de precos (B(t,u)),cr, t < u, é definido pela lei de evolugao

B(t—1,u)

Pw =51y

nu—t) tueT,t<u. (2.10)

Relembre-se que a data actual é s € T tal que s < ¢t < u. A condicdo (7ii) sobre a
funcdo n implica que as condigdes sobre a lei de evolugao dos precos aqui referidas sejam

compativeis.
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Note-se que na data ¢ o preco da (t,u) — ZCB é o produto do fator deterministico %

pelo factor estocéstico n(z, j) que depende da maturidade residual, z = u—t, e da realizagao

do acontecimento a(j) € Q* na data t. Por recorréncia obtém-se a seguinte expressao que

é equivalente a ([2.10)),

B(t,u) = 250 f[ nlu = ks w(k)) (2.11)

conhecida a o—algebra F(s).

Sejam,

e B(t,u| j,F(t—1)), o prego da (t,u) — ZCB na data t condicionado pela o-dlgebra

F(t — 1) e pela realizacdo do acontecimento a(j) na data t.

o B(t,u| k,j, F(t—2)), o preco da (t,u) — ZCB na data t condicionado pela o-dlgebra

F(t — 2) e pela realizacdo dos acontecimentos a(j), na data t — 1, e a(k) na data ¢.

Definigao 2.6. O j-ésimo parametro de volatilidade, )\;, ¢ definido por

Ay Blt,t+1| M, F(t—1))  n,M) "’ €M, Au

Os parametros (\;) podem ser vistos como perturbacoes associadas a uma realizagao

JEM?
do acontecimento a(j) relativamente a perturbagao n(1, M) de maior magnitude.

Teorema 2.7. As seguintes condigoes sao equivalentes:
(i) O mercado financeiro de obrigagdes com zero cupoes ¢é livre de arbitragem.
(ii) Vz € T, n(z;a(l)) <1<n(z;a(M)).

A demonstragdo do Teorema [2.7] é em tudo idéntica & do Teorema [2.4] Note-se que
o vetor ¢, introduzido na demonstragdo, pode ser escolhido independentemente de t e de
w(t —1) porque g tem de verificar a igualdade %4: n(z,a(k))q(k) = 1 e a matriz do sistema
s6 depende de t e de w(t — 1) através do factoi_r;ultiplicativo B(t —1,tlw)~ L.
Da demonstragao do Teorema [2.4] resulta, tendo em conta os pressupostos desta secgao, o

seguinte corolario.
Corolario 2.8. As seguintes condi¢bes sao equivalentes:
(i) O mercado é livre de arbitragem.

(i) Existe ¢ = (¢(4))jem € RM | independente da data e da maturidade residual, tal que

M

M
vzeT, Y n(z4)q() =1, VieM, q¢(j)>0, > q@)=1
j=1 j=1
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Daqui em diante far-se-4 a hipdétese de o mercado de obrigacbes com zero cupoes
ser livre de arbitragem e que Q é uma medida martingala para o processo dos pregos

descontados (B (t, u))teT, t < u que é P-equivalente e determinada por q.
Proposicao 2.9. As seguintes condigoes sdo equivalentes:
(i) B(t,u| k,j,F(t—1)) = B(t,ul| j,k, F(t—1)), k,jeM, teT, t <u.
(ii) n(z,j) =A;j n(z —1,j), j €M, 2 €T,

n(z,7)
n(z, M)’

onde 7(z,j) =
Neste caso diz-se que a arvore de acontecimentos E(F) é recombinavel.

Demonstragao.

B(t,u] k,j, F(t 1)) = Bft(f ?}i]f;-f(;_l)i))”(“ —(t+1),k)
— o = = ¢+ 1.
B(t—1,u) n(u—t,j)

T Bit—-1Lt+1) 51,7

B(t—1,t)
B(t—1,t+1)n(1,5)

n(u— (t+1),k).

De forma andloga obtém-se

B(t—1,u) n(u—tk)
(t—1,t+1) n(l,k)
)

B(t,u| j,k, F(t—1)) = B n(u— (t+1),7).

Logo B(t,u| j,k,F(t — 1)) = B(t,u| k,j, F(t — 1)) se e s6 se,

—

n(zaj) 77(1 j (Z_lvj)
n(z, k) n(lk)n(z—1,k)

ou seja,
n(z,4) _ Ajn(z—1,5)

77(Z> k) Ak TI(Z— 1ak)‘

Tomando &k = M vem

U(Zaj) =\ TI(Z— 17])
n(va) ]U(Z—lvM)'

Por outro lado, se esta relagao for satisfeita tem-se

n(z4) _nzMn(zg)  nz=1,M) n(z—=1,j) _ Ajn(z—-1,j)
n(zvk) 77(27M)77(Z7k) ! 77(2 -1, k) )‘kn(z - 17M) Ak 77(2 - 17k)

Note-se que 7(z,7) = A3, por indugdo sobre z. Mais, hd uma relagao dos parmetros

de volatilidade com a expressao ([2.9)),

n(zw(t)) = exp (= ri(t ww(t)) = \n(z M),
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de forma equivalente,

wzg) _ ee(oemitwd)
— - Kl j € .
n(z; M) exp ( — z7h(t, u; M)) !

Daqui em diante far-se-a a hipdtese de que a arvore de acontecimentos é recombinével.

Proposicao 2.10. As perturbacoes 7n(z,a(k)) podem ser escritas em termos dos coefici-
entes de volatilidade e da medida martingala Q determinada por ¢ do seguinte modo:
n(z,a(k)) = N k € M.
’ M Xq(h)
Demonstragdo. Por inducdo sobre z tem-se, usando o que foi referido na prova de ,

0l (),

n(zalk) — \
Por outro lado a condicdo de nao arbitragem implica que Zj]\/il n(z,a(j))q(j) = 1.
n(z,a(j)) 1 Mo 1
Logo, Zﬂi ~ = e portanto Y 77, —q(j) = .
e, alk)aGi) ot alh) =1 = )
Obtém-se finalmente, 7(z, a(k)) = ——2—— [ |
Zj]\/il AjQ(J)

No que se segue &(t) € Q(t). Sejam v; = [{i € T : i < ¢, w(i) = a(j)}| o niimero
de vezes que nas datas i < t se realizou a(j) € Qu, ¥ = (71,...,7m) E N, e |y =t. E
seja y[k] = (v, omk— 1L,y +1,...,mk+1,...,vm), k €M, portanto |[y[k]]=t+1e
o(t, k) € Qt+1).

Proposicao 2.11. Considerem-se as datas s,t,u € T, tais que s <t < u, e w(t) € Q(t).
Seja v = (V1. -, YM)-

Entao o A
t t— ;
B(t,u)‘ — M)\V(“*t) I1 ZJM:LJ’CM . (2.12)
o)  B(s,t) k=s+1 Ej:l )‘gu'_ q(7)

Note-se que a expressao (2.12) dé& os pregos das (t,u) — ZCB em funcdo da medida
martingala Q e dos precos dessa ZCB na data s.

Demonstragao.

Bt u)‘ _ B(s,u) [i—sy1 n(u — k,w(k))
Claw B(s,t) TIZh o n(t — kw(k))
u—k _ — .
_ ﬁ _ )‘w(k:)k ﬁ pu Azka(J)
ko1 2oj=12]  4(9) p=sir AZ_(k)
M yt—k
_BGU) ( 1 S qm) |

~ B(st) poait i A ()
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Proposigdo 2.12. Seja F': R~ — R uma funcdo Q—integravel, tal que

F((B(tv)1cp<)

é a divida contingente associada a um derivado financeiro H.

Para v = (y1,- - ,u) faz-se |[v| = S M, 4.

Se |v] = K € N define-se, (5) — 71!{21\4!'

O preco livre de arbitragem associado a Q é

mo(s, H) = Eq (Xtt)F ((B(t,v,w(tw)))t@@))

— sz: 5 (t - 1>q7[k] 1 F((B(t,0,5(t:7)1cpcu)
0l X(t,w(t—1,7)) » U WAL t<v<u

k=1~yeRM:|y|=t—1—s

= Q@)



Capitulo 3

Modelos de volatilidade

3.1 Volatilidade implicita e volatilidade local

Em 1900, Bachelier propos um modelo para descrever o comportamento dos precos de
produtos econémicosE] através de um processo de difusdo estocastica normal governado

pela equacao diferencial estocéastica
dS(t) = S(t)(r — q) + cdW, (3.1)

onde t é o tempo, W é um processo de Wiener sob uma medida martingala P-equivalente
Q, S(t) é o preco na data t do produto, » é uma constante que representa a taxa de
juro livre de risco, ¢ é uma constante que representa os dividendos por preco unitario
e, no processo de difusdo estocédstica odW (t), a constante o é designada por volatilidade
do prego S(t). Considere-se uma opgao europeia cujas datas de inicio e de exercicio sdo,
respetivamente, s e t, o prego de exercicio é y e F'(t) é o prego futumﬂ do ativo subjacente
com data de pagamento numa data ¢ + TEI maior que t. Adaptando-se o modelo ao
caso em que o pre¢o do instrumento financeiro é um prego forward, deriva-se o prego da

opcao europeia pelo modelo de Bachelier,

7TN(S, t,F,y,B,o,k) = B(s,t + 7)TBach (s,t, F,y, B,o,k), (3.2)
sendo
Bach (s,t, F,y, B, o, k) = [a\/m (d,®(d,) + qﬁ(dn))} . (3.3)
'commodities.

2ou, forward.
3aplica-se, por exemplo, quando o ativo subjacente é uma taxa de juro simples com inicio na data ¢ e

data de pagamento na data ¢t + 7.

43
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Nesta formula

T 2
d,{ — ,{m , (I)(l‘) _ / 1 exp (-2) dr o ¢ . dd

oVt —s —c0 V2T _%'

sdo, respectivamente, as fungoes de distribuicdo e densidade da distribuicdo normal de
centro 0 e variancia 1.

Se k =1 a opcao é um caplet e se Kk = —1 a opg¢ao é um floorlet.

Em 1973, Fischer Black e Myron Scholes publicaram o desde entdo famoso modelo de

Black-Scholes [5] descrito pela equagdo diferencial estocéstica
dS(t) = S(t) (r(t) — q(t)) dt + oS(t)dW (t) (3.4)

onde t é o tempo, W é um processo de Wiener sob uma medida martingala P-equivalente
Q, S(t) é o preco na data t do ativo subjacente ao derivado financeiro, r : R} — R é uma
funcao continua que representa o processo da taxa de juro livre de risco e ¢ : R} — RY ¢é
uma fung¢do continua que representa o processo dos dividendos e, no processo de difusao
estocédstica o S(t)dW (t), a constante o é designada por volatilidade de Black.
Considere-se uma opc¢ao europeia cujas datas de inicio e maturidade sdo, respetivamente,
s e t, o prego de exercicio é y e F(t) é o preco futuro do ativo subjacente com data de
pagamento na data t + 7.

O prego da opgéao europeia que deriva do modelo de Black-Scholes (3.4)) é,

wP%(s,t, F,y, B,0,k) = B(s,t + 7)rBlack (s,t, F,y, B,o, k), (3.5)
sendo
Black (s, t, F(t),y,0,k) = £ [F()®(kdk=1) — yP(kdr=—1)] ,
onde
J log (%) + k302 (t—s)
" oVt —s ’
Se k =1 a opcao é de compra, se kK = —1 a opg¢ao é de venda. A

Desde a publicagdo do modelo de Black-Scholes, e certamente que também como resul-
tado da simplicidade das férmulas para os precos que dele resultam para os derivados
financeiros mais usuais, o modelo de Black-Scholes tornou-se num dos instrumentos mais
usados e um dos modelos comparativos de referéncia para o cdlculo do preco de derivados
financeiros. Note-se que uma das hipoteses dos modelos de Bachelier e de Black-Scholes é
que o, a volatilidade anualizada do processo estocastico, é constante ao longo do periodo
de vida do derivado financeiro (como seja uma opgdo ou um contrato de swap) e inde-

pendente do proprio processo S. Contudo os dados de mercado e avaliacoes de precos de
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derivados financeiros, que se revelaram aparentemente erradas e poderao ter conduzido a
algumas crises econémico/financeiras nos anos 80 do século XX, puseram em questdo a
independéncia dessa volatilidade relativamente ao tempo e ao proprio processo de precos.
Note-se que os precos mV e mB5 sao funcgoes de (s,t, F,y,v,0,k). Como cada
uma, destas funcgoes é estritamente monodtona na variavel o, uma vez conhecido o vetor

mkt

(m™Ft s t, F,y, v, k), resolvendo-se a equagao

T (s, t, Fy, k) — 7 (s,t, Fy, B,o, k) =0

em ordem a o, determina-se univocamente a chamada wvolatilidade implicita normal o¥

do prego F' — y. E, resolvendo-se a equacao
(s, t, F,y, k) — nB%(s,t, F,y,B,0,k) =0, (3.6)

em ordem a o, determina-se univocamente a chamada volatilidade implicita lognormal

oB% também designada na literatura volatilidade implicita de Black do retorno log (5)

(ﬂ.mk’t

Usando dados de mercado ,8,t, F,y, v, k) constatou-se que, quer o modelo de Bache-

lier, quer o modelo de Black-Scholes, sdao insuficientes para descrever a dindmica dos pregos

dos produtos financeiros, na medida em que nenhuma das volatilidades (implicitas) o e

B3, que se obtém resolvendo a equacdes (3.2) e (3.5) em ordem a oV e 5%, é constante.

Mais precisamente, no mercado, fixados s e F' constata-se que oV e 085 sdo fungoes de-

pendentes quer do preco de exercicio, ¥, quer da maturidade residual do derivado, t—s. Ao
grafico da fungao Rx R, (y,t) — oV (y,t—s) chama-se a superficie de volatilidade normal
(Figura do prego F' na data s. E, ao grafico da fungao R x R*, (y,t) — oB3(y,t — s)

chama-se a superficie de volatilidade lognormal (Figura do prego F' na data s.

0.015

Volatilidade Implicita

0.005

0 2 4 6 8 10
Prego de exercicio (%)

Figura 3.1: Volatilidade normal de caps de mercado em 04-04-2014.

Surgiu assim a necessidade de encontrar modelos alternativos aos modelos de Bachelier

e de Black-Scholes de modo a ter em conta esta dependéncia do preco do derivado financeiro
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Figura 3.2: Volatilidade lognormal de mercado swaptions de tenor 10 anos em 17-03-2014.

relativamente ao seu preco de exercicio e a sua maturidade.

Uma das primeiras alternativas para as limitagdes encontradas no modelo de Black-Scholes
foi o modelo lognormal de Black[4] publicado em 1976. Este modelo é uma adaptagao de
ao caso em que se descreve o processo dos precos futuros F' de um ativo financeiro
por um processo de difusdo estocdstica lognormal porém admitindo que a volatilidade
deterministica o(t — s) depende da maturidade residual t — s do instrumento financeiro.

Este modelo é definido pela equacao diferencial estocastica
dF(t) = (r(t) — q(t)) dt + o(t — s)F(t)dW (t), (3.7)

onde o(t — s) é a volatilidade lognormal instantanea.

Sendo s a data de contratacdo de uma opcgao europeia, t a sua data de exercicio, y o prego
de exercicio, F(t) o preco futuro na data t e, o seu preco m” que deriva do modelo é
calculado pela féormula de Black :

7B(s,t, F,y,B,0P k) = B(s,t + 7)rBlack (s, t,F,y,B,o", K,) . (3.8)
onde 0® = oB(t — 5) é a chamada wolatilidade de Black dada por

ch(t—s):\/tig/:a(u)2 du.

Mais tarde e porque se continuava a constatar que a volatilidade de pregos de deri-

vados com o0 mesmo ativo subjacente e a mesma maturidade residual dependem do prego
de exercicio comecaram a ser desenvolvidos os chamados modelos de volatilidade local

descritos por uma equacao diferencial estocédstica da forma

dS(t) = u(t)S(t)dt + or(S,1)S(E)dW (¢)
= (r(t) —q(t)) S@t)dt +or(S,1)S(t)dW (1),
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onde a volatilidade oy, passa a ser uma funcao do preco e do tempo
or :RY xR = R, (S,t) = o(S,t).

Associado ao processo estocéastico r das taxas de juro livres de risco, tem-se o processo

estocastico dos factores de desconto

B(s,t) = exp (— /St f(s,u)du> .

Seja p(S,t) a funcao densidade de probabilidade do prego S(¢) na data ¢ do ativo subjacente
a uma opg¢ao europeia de compra.

Entéo p é solucdo da equacao as derivadas parciais de Fokker-Planck

P~ —(r(t) — a(0) 55 (SOPSD).0) + 5 e (o35S W(S@,)  (39)

O preco (s, Hg(k = 1)) de uma opc¢ao europeia de compra na data s escreve-se
m(s,t,S(t),y, 5 = 1) =B(s, ) Egs) ((S(t) = 9)*)
+oo
—B(s,t) [ (S() - pp(S.0ds (3.10)
y

Tendo em conta (3.10) e as férmulas de Breeden e Litzenberger (1.15)), (1.16)), e a
equagao de Fokker-Planck (3.9) vem

%—l—r(t)w - B(s,t)/yoo(S(t)—y)(%(%(;)’t)dS
(%S) 2
= B(s,1) / st - [;;S (o2(S(1),)S*(B)p(S(8),1))
— (+(0) = a(t) 5 (SWp(S(@),1)] S (311

Admitindo que p(S,t) tem um decaimento rapido quando S tende para +oo pode-se inte-

grar por partes o segundo membro de (3.11)) e concluir que

T 00 S=+4oc0
Gt TOn = 0 a0 Bt [ (504~ 5Bl 0eRE0S0)|
27T 0
= 5ot + 0~ a(0) (7 + yBls.t) / Tusinas)  (32)

Daqui resulta que a volatilidade local o, (y,t) se pode exprimir pela designada formula de
Dupirel8§]

onr or
St + (r(t) —a(t)yg, +aqt)m
5] 5]
o2 (y,t) = 2% e , (3.13)
oy

demonstrada como acima por Derman e Kani [7].
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Conhecido o preco forward F na data s, seja 0% = B9y, t) a volatilidade implicita
de Black associada ao preco 7% de uma opcio europeia com preco de exercicio y na data
de exercicio ¢, ou seja, a solucio o que se obtém resolvendo a equacio em ordem
ao.

Vai-se agora exprimir a volatilidade local o (y,t) em fungdo da volatilidade implicita
oB(y,t) seguindo para o efeito a exposicio de Gatheral [10].

Sejam @ = t — s a maturidade residual da opcio europeia, o = o8 (t) a volatilidade de
Black, w = 6(c®)? e z = log(y/F(t)) o preco de exercicio logaritmizado, onde F(t) =
F(s)exp(f! u(t))dt é o prego forward do ativo financeiro na data t, calculado na data s.
Usando estas varidveis, o preco da opcao europeia de compra usando a férmula de Black

exprime-se através da férmula

2 Nw\ z_Vw
orofo (-2 ) s[5

Substituindo na férmula de Dupire (3.13)) as seguintes derivadas parciais do preco da

(3.14)

0opgao europeia expresso nas variaveis z e w:

on _ 1om  owon

oy ydz Oy Ow

0*n 1 0*r  or 20w O0*n 0%w Or ow\? 0%r
o w(w‘w)%ayawaz ot (ay) ow
o = gl (glr) () o+ PO 0T

obtém-se uma férmula para a volatilidade local que apés alguns calculos fastidiosos usando

as seguintes relagoes

*r 1 1 22\ Or
ot " (‘g‘m*m) w (3.15)
0*n 1 z\ Or
_ (l_z\orm 1
owdz <2 w) ow (3.16)
P?r or or
ow doB
— = 2008— 1
3y o 3y (3.18)
0*w g [00f ? p0%cB
—_— = 2 —_— 2 1
e Oo ( oy + 200 3y (3.19)
0 doB
ai;’ = (6B)2+ 2903%, (3.20)
pode ser simplificada chegando-se finalmente & férmula procurada:
0% + 2008 (927 4 (r(t) — q(t))y@
ot (y,t) = = (% ) (3.21)

B 2 B B 2 258
(1= 2557) +oum (%57~ dowo™ (%57 +0%5

)
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Com esta féormula obtém-se a superficie de volatilidade nos modelos de volatilidade

local.

Citando Rebonato [24]:

Once we recognize that the assumptions of the Black-and-Scholes world are so strongly
violated that we have to introduce a strike dependence on the implied volatility, the latter
quantity simply becomes the wrong number to put in the wrong formula to get the right
price of plain-vanilla options.

Pelo primeiro teorema fundamental dos precos de um produto financeiro, todo o preco
futuro descontado pelo numerario, ¢ uma martingala para uma medida QQ neutral ao risco.
Por um teorema de Dambis-Dubins-Schwarz [26] toda a Q-martingala continua evolui

como um movimento Browniano com tempo modificado

onde o processo 7(t) de mudanga de tempo é o processo de variagdo quadratica

t N
(1) :/ Pwydu= Y S (M(nA) — M((n— 1)A))2.
0 A—+0 n=0

Este resultado leva a que se possa interpretar a varidncia integrada como um reldgio

estocdstico cuja velocidade é determinada pela actividade do mercado.

No modelo de Black e nos modelos de volatilidade local a volatilidade (.S, t) é fungao
deterministica do tempo t e eventualmente do prego S na data ¢t. Nos modelos de volatili-
dade estocastica, a fungio o é ela prépria um processo estocastico dependente da evolugao
do preco S e do tempo t e do espaco de probabilidade filtrado no qual o processo de pregos

esta definido.

Outra alternativa aos modelos de Bachelier e de Black-Scholes sdo os modelos de volatili-
dade estocéstica, em que a prépria volatilidade é um processo governado por uma equagao
diferencial estocastica. O capitulo 4 desta tese é dedicado a descricdo das propriedades,
de métodos de calibragdo, e do célculo da distribui¢do de probabilidade do prego F'(t) de
um produto financeiro cuja dindmica é descrita pelo modelo SABR [13] de volatilidade
estocéastica.

Considere-se uma opcao europeia cujas datas de inicio e maturidade sdo, respetivamente,
s e t, o preco de exercicio é y e F(t) é o prego futuro do ativo subjacente com maturidade

na data ¢t + 7.
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O modelo SABR ¢ descrito pelo sistema de equagoes diferenciais estocasticas

= A F =
dF(t) = a(t)(F(t) + p)?dWe(t), F(0) = F, (3.22)

da(t) = va(t)dW,(t), a(0) = ap,
onde F' é o processo dos pregos futuros do ativo financeiro e « é o processo da volatilidade
de F', os valores Fj e ag sao as condigoes iniciais do sistema ([3.22]). O pardmetro § € [0, 1]
é o coeficiente de elasticidade, v é o pardmetro da volatilidade do processo da volatilidade,
«, e, 14 é a translagdo aplicada ao processo F'. W e W, sdo processos de Wiener afetos a

F' e a respetivamente, cuja correlagao é caracterizada pelo parametro p, isto é,

E (dWp.dW,) = pdt.

3.2 Stripping/Desmantelamento da volatilidade

Considere-se um cap sobre o processo de taxas de juro simples F' contratado na data s,
com inicio na data t,,, que tem como ultima data de pagamento t,, preco de exercicio y
e, seja v(s,—) uma fungdo de desconto. Como foi referido na secgao o preco deste
cap ¢ a soma de pregos de caplets,

n

Cap(tm, tn, F,y|F(s)) = Z TV (s, tr) Caplet(tx, thy1, Fi(tk—1), y| F(s)). (3.23)
k=m+1

Seja Cap” o prego do cap calculado utilizando a férmula de Black (omite-se k = 1),

n
CapBS(tﬂw tﬂn F7 y’f(s)) - Z TkV(S, tk)BlaCk (tk7 tk+l7 Fk(hﬂfl)? Y, UBS(y7 tka tk+1)) B
k=m+1

(3.24)

onde oB% (y,tk, tk+1) é a volatilidade a prazo na data t; para a maturidade ¢;11 condicio-

nal & o-algebra F(s).
H& porém uma dificuldade de ordem prética no calculo do prego do cap por (3.24), na
medida em que as volatilidades dos caplets o (y, g, tk+1) ndo estdo cotadas no mercado,

sendo que os dados disponiveis sdo as chamadas volatilidades flat dos caps. A volatili-

mkt

dade de mercado g

(y, tm,tn) de um cap com inicio na data t,, e cuja ultima data de
pagamento é t, é a volatilidade de Black o que se obtém conhecido o pre¢o de mercado

Cap™* do cap e tal que,

n

Cap™ (ty, tn, FLy|F(s) = > (s, te)Black (t, tgr1, Fi(te-1),y,0,6 = 1),
k=m+1

(3.25)
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Refira-se que o preco Cap™** nio consta dos dados de mercado que se conseguiu recolher.
Torna-se assim necessario calcular o prego dos caps como funcao dos precos de exercicio y e
da volatilidade Ug;’;t que vem do mercado usando a férmula ([3.25)). Nesta sec¢do introduz-
se uma técnica de desmantelamento da volatilidade também designada por stripping da
volatilidade dos caps como descrito em |11], e que se reveste de grande utilidade no sentido
de se ultrapassar a dificuldade referida acima. No que se segue sé se aplicard a técnica a
caps e correspondentes caplets. Este procedimento consta de trés etapas: geracdo de caps
artificiais decompostos nos respectivos caplets e interpolacio das volatilidades de mercado,
calculo do prego de todos os caps, os de mercado e os artificiais e, finalmente, calculo das

volatilidades dos caplets. No caso de floors e floorlets o procedimento é igual mutatis

mutandis.

(1) Caps artificiais e interpolagao das volatilidades.
Os dados de mercado sao organizados numa matriz com D linhas e N colunas em que
as linhas correspondem as datas de maturidade dos caps e as colunas correspondem
aos precos de exercicio de referéncia. Um desses precos é o prego de exercicio ATM

que depende do cap e que em teoria deve ser igual a taxa de swap a prazo como

definido em (1.34)). Sejam
e y, 0 n-ésimo preco de exercicio considerado para o cap;

e sy a data da curva de desconto v considerada;

e s a data, na qual é transacionado um conjunto C(yy, s, to, T.) de D caps, com
inicio na data tg, sendo T, = {T4,--- ,Tp} o conjunto das D datas de maturi-

dade dos caps ordenadas por ordem crescente;

e 1y a data inicial de todos os caps.

o TV ={t.1--- ,tcaq.} as datas de pagamento do cap ¢, sendo t. 4, = T.

o TV = {tco - ,tcd.—1} as datas de reset do cap ¢, sendo t.o = to.

o TP = {ty,--- ,ty} = U Ti’k, o conjunto das datas de pagamento de
66{17 7D} ’

todos os caps;

o T ={tg, - ,tp—1} = U  T7,, oconjunto das datas de reset de todos os
ee{l,,D}
caps;

e ol(s,tg,t') a funcio de interpolacio/extrapolacio
U%nt(s,tg,Tl), se tl S T1
UTIL(SJDJ/) = J,Tt(s,to,t’), seTy <t <Tp

O'im(s,t(),TD), se TD < t/

n



52

CAPITULO 3. MODELOS DE VOLATILIDADE

int

mt(s,t,t') se refere a fungdo interpoladora da volatilidade que pode ter

onde o
varias formas. Normalmente usa-se uma interpolagao linear das volatilidades,
isto é, considera-se a funcgao

ol [Ty, Tp] — R

n .

mkt
c,n

mkt)
on CE{l,"',D}’
volatilidade de mercado para o preco de exercicio ¥y, de um cap c.

linear por bocados definida pelos pontos (TC,J onde o é a

ol (s,to,ty) a volatilidade do preco de exercicio y, de um cap k com inicio em

tp e maturidade na data t; € TP.

(2) Célculo do prego de todos os caps, os de mercado e os artificiais.

Considere-se o cap que tem maturidade na data tp; € TP. Este cap é constituido
por M caplets contratados na data s, com data de inicio ¢y, cujo conjunto de datas

de pagamento é TP e o preco de exercicio é y,.

Na data s, pretende-se calcular o seu preco Cap”® (to, tm, F,y|F(s)). O calculo das
volatilidades implicitas a prazo necessarias na determinacao do preco referido segue

0s seguintes passos:

e Geram-se caps C(yp, S, to, T?) artificiais com datas de contratacdo s e inicio %

com datas de maturidade t,, € TP.

Se o prego de exercicio y,, for ATM, para os caps artificiais gerados é necessario

calcular os precos ATM, ou seja, as taxas de juro de swap a prazo como definido

em (I33),
SOJ(S) = S(Svth tm)a vtﬂ’t S ’]I‘P’ (326)
V(SOa _)

v(so,8)

Para os caplets com datas de pagamento 717 as volatilidades a considerar sao

utilizando a curva de desconto v(s, —) =

iguais a do cap de mercado com menor data de maturidade, ou seja,

5’Bs(y,5,ti,1,t07i) = JgL(S,to,Tl), tl S ti S Tl. (327)

Para as outras datas t; € TP, calculam-se as volatilidades interpoladas/extra-
poladas 0'7{(8, to,t;) dos caps artificiais correspondentes ao preco de exercicio yy,

considerado.



3.2. STRIPPING/DESMANTELAMENTO DA VOLATILIDADE 53

e Para cada data t,, € TP calcula-se o preco do cap com inicio em ¢y e datas de

pagamento desde t1 até t,,,

Cap (t07 ms 0. (S tO) ) SO m( m)vyn|‘7(5))
= Z CapletBS (ti—ly ti, U,{L(S, ti—l; ti), F(S, ti—ly ti), yn\}"(s)) (3.28)

i=1

(3) Caélculo das volatilidades dos caplets.

e Para os caplets com datas de pagamento menores ou iguais a 71 as volatilidades
a considerar sdo iguais & do cap de mercado com menor data de maturidade,
ou seja,

Ocaplet(s,ti1, 1) = o (5,10, T1), 1 < t; <T. (3.29)

e Para uma data t,, € TP menor ou igual do que tj;, suponha-se ja determinadas
as volatilidades de caplets oegpiet(s,ti—1,t;) em que t; < t; < t,,—1. Entdo a

volatilidade do m-ésimo cap é o valor de ¢ para o qual

CapBS(t07 tm» 0'711(37 th tm)a SO,m(tm)a yn|]:(5))
m—1

= Z CapletBS (ti—17ti)o-caplet(5)t’i—lati)vF(S ti—1, ) yn|f( ))
=1

+ CapletBS( m 17tM707F(S7tm—17tm)7yn“?(8)) (330)

A solucdo da equacao (3.30) pode ser calculada por otimizacao, minimizando o quadrado
da diferenca absoluta entre os dois membros dessa equacao.
Na Tabela estdo descritas algumas das fungdes que foram programadas para proceder

ao stripping.
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Capitulo 4

Modelo SABR

Como foi referido no capitulo [3, nos modelos de volatilidade estocastica, a funcdo o é
ela préopria um processo estocastico dependente da evolugao do prego S, do tempo ¢ e do
espaco de probabilidade filtrado no qual o processo de precos esta definido. Apesar de
os modelos de volatilidade local permitirem calibrar a curva da volatilidade considerando
a sua relagdo com o prego de exercicio, estes modelos apresentaram limitacbes na sua
capacidade de descrever a dindmica da curva de volatilidade. Ou seja, permitem obter
bons ajustamentos aos dados de mercado ja que a calibracao é feita de forma exata por
via de expressoOes analiticas mas revelam fragilidades na caracterizacdo da dindmica da
volatilidade.

Neste capitulo descreve-se o modelo SABR, as técnicas envolvidas na sua calibragdo e a
forma como se obtém a funcdo de densidade de probabilidade para o prego de um ativo
financeiro numa data futura. Na Tabela estao descritas as fung¢bes principais que foram

programadas para este efeito.

4.1 Descricao do modelo SABR
Sejam,
e s a data atual.
o ['= (F(t));» 0 processo estocastico F-adaptado.
o o = (a(t)),sq o processo estocédstico F-adaptado da volatilidade de F'.

e 4 > 0 um pardmetro de translagdo usado para modificar o modelo SABR original
para ser um modelo de difusdo estocastica com translacdo, de modo a permitir

modelar as taxas de juro negativas que ultimamente tém prevalecido no mercado.

95
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e A dindmica dos processos estocasticos F' e a é descrita pelo seguinte sistema de
equacoes diferenciais estocasticas

dE(t) = a(t)(F(t) + p)PdWe(t), F(0) = Fy, 1)

do(t) = va(t)dWy(t), a(0) = ayp,
onde os valores Fj e ap sao as condigbes iniciais do sistema (4.1)). O pardmetro
B € [0,1] é o coeficiente de elasticidade, v é o pardmetro da volatilidade do processo
da volatilidade «, e, u é a translacao aplicada ao processo F', como foi previamente
referido. Wr e W, sdo processos de Wiener afetos a F' e a respetivamente, cuja

correlagao é caracterizada pelo parametro p, isto é,

E (dWp.dW,) = pdt.

No caso em que se estd a considerar uma opcao europeia contratada na data s, com
maturidade na data t;_1 e data de pagamento na data tg, preco de exercicio y, e em

que F' = (Fy(t)) é o processo das taxas de juro simples a prazo (|1.32)) sobre o qual

t<ty,
se exerce a Oopgao usa-se a seguinte notagdo, em vez da utilizada em (4.1)), quando for
conveniente especificar na notacdo quais sao as datas de pagamento (e implicitamente a
data de exercicio t;_1),

dFy(t) = ap(t)(Fi(t) + 1) dWe(t), Fi(0) = Fy, (42)

dog(t) = vog(t)dWy, (1), a(0) = ap.
No caso em que se estd a considerar uma swaption contratada na data s, com data de
exercicio t,, sobre um contrato de swap com maturidade na data t,, preco de exercicio y,

e em que S = (Spna(t)) ¢ o processo das taxas de juro simples a prazo (|1.34)) sobre o

<t
qual se exerce a 0p¢ao usaremos a seguinte notagao em vez de (4.1)) quando for conveniente

especificar na notacdo quais sdo a data de exercicio t,, e data de maturidade t,,

dSmn(t) = () (Smn(t) + p)PdWs(t), Smn(0) = So,

A n(t) = Vo o (t)dWa,, . (1), amn(0) = .

4.1.1 Interpretacao dos parametros

Nesta secgdo far-se-4 uma andlise de sensibilidade aos pardmetros do modelo SABR ilus-
trada na Figura [4.1] utilizando para o efeito como termo de comparacao a volatilidade
implicita associada a cada sistema de pardmetros (ay, 3, p, V) para o caso em que se esté
considerar os precos das op¢des europeias como em . Para calcular essa volatilidade

vao ser utilizados alguns dos resultados descritos na seccao [£.2]
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8 =025
—, s B =04
£ E g: 8.2
= = =075
5] [<5]
=) T <]
= =
= ElR
= o] =

o] o
T T T T T T () T T T T T T
1.5 2 2.5 3 3.5 4 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Prego de exercicio y (%) Prego de exercicio y (%)
(a) ap a variar;8 = 0.5, p = —0.6, v = 1.3. (b) B a variar; o = 0.04, p = —0.6, v = 1.3.

— p=-09 < |
~ — p=-06 e
: — p=-0.386
< — p=-0129 "
p=0.129 =
— »=0.386
o p=0.643
=3 p=09

Volatilidade Implicita
Volatilidade Implicita
0.4

3 O — =2
i p o)
1.5 2 2.5 3 3.5 4 1.5 2 2.5 3 3.5 4
Prego de exercicio y (%) Prego de exercicio y (%)
(c) p a variar; « = 0.04, 8 = 0.5, v = 1.3. (d) v a variar; a = 0.04, 5 = 0.5, p = —0.6.

Figura 4.1: Analise de sensibilidade: swaption a 10 anos com maturidade residual igual a

3 anos, com inicio a 2014-03-17 sendo a taxa de juro a prazo aproximadamente 0.027.

e O parametro ag € R™ promove translacoes no eixo da volatilidade proporcionais ao

seu valor.

e O parametro 8 é também denominado por constante de elasticidade da varidncia
(CEV). Este pardmetro toma valores nao negativos, no entanto, os processos F' e «

sao martingalas se e s6 se

Bel0,1] ou f=1ep<O.

No que se segue [ esta definido sob estas condigcbes. O seu efeito na curva de
volatilidade traduz-se em translagdes no eixo da volatilidade implicita e no declive
da curva, principalmente para precos de exercicio baixos.

Considerando «(t) constante, hd modelos que se obtém como casos particulares do

modelo SABR dependendo dos valores de (5.
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- Se f =0, entdo obtém-se o modelo normal de Bachelier (3.3))

dF(t) = CdeF(t).

Esta escolha de 8 permite que F' tome valores negativos.
A fungdo densidade de probabilidade p(F,y) de F(t) é normal se e s6 se «a(t)

for constante.

Se 0 < B < 1, o processo F(t) é nao-negativo e a taxa de juro F(t) = 0
é uma barreira absorvente. Este facto reflete-se na atribuicdo de valores de
densidade de probabilidade algo elevados para F(t) = 0, ou seja, existe uma
massa de probabilidade ndo nula associada a F'(t) = 0. Do ponto de vista do
mercado esta caracterizacdo pode até ser realista, uma vez que, na pratica, ha
possibilidade de F'(t) ser negativo. Nao é de esperar, nesse caso, que se distancie

muito de F'(t) = 0.

Se 8 =1, obtém-se o modelo lognormal de Black ([3.7)
dF(t) = aoF (t)dW(t).

A funcdo densidade de probabilidade de F'(t) é lognormal se e sé se a(t) for

constante.

e O pardmetro p € [—1, 1] define a correlagdo entre os processos dWg(t) e dW,(t). O
seu efeito na curva de volatilidade é idéntico ao de B: influi no declive da mesma
(note-se que na Figura se considerou p = —0.6).

Na Figura comparando com [I.1B] é possivel observar que essa semelhanca s6
se verifica se o sinal de p for o mesmo. Por isso é pratica comum calibrar apenas um

dos dois pardmetros, fixando o outro previamente.

O parametro v representa a volatilidade do processo da volatilidade ag(t). Este
parametro impacta na curvatura da curva de volatilidade.
Para curvaturas mais acentuadas registam-se valores de v maiores a medida que ha

um afastamento do valor ATM - caracteristico de mercados voléteis.

4.1.2 Densidade de Probabilidade de um prego futuro

Considere-se um caplet relativo a taxa Fj(tp—1) transacionado na data t e com data de

maturidade ¢;_;, replicavel por um portfélio ¢. Relembrando a definicdo [[.23] o prego
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unitario do caplet é a esperanca matematica,

n(t, Hy"' ' (t, Fi(t), oy (t)) = Eq (X(tk—ﬂHﬁ;apld(tk—h Fi(tk-1), ak(tk—1)|]:(t)>

X(t)
= B(t, 1) Eqq ((Fr(te—1) — K)")
= B (HE™ (t1, Fe(te1), an(ts) ) (4.4)
onde
H "' (¢, Fi(t), ax (1)) (4.5)

¢é a divida contingente calculada na data t.

O prego [£.4) depende das condigdes terminais
(Ff = Fi(te-1), ay = ag(te-1))

dos processos F' e a que se pretende prever através do modelo SABR.

O valor esperado do portfélio que replica a divida contingente tem uma medida de
probabilidade descrita pela densidade de probabilidade p(t, ti; Fi(t), o (t), Fy, ay), condi-
cionada pela o—élgebra F(t), de os processos Fj, e oy, atingirem um certo estado (Fr, of)

na data de maturidade t;_1,

p(tatk;Fk(t)vak(t)aFf’af) (46)

onde Fj(t) e ay(t) sdo as condigdes iniciais conhecidas na data t.

Para simplificar a notacao H(Fy, ay) = H5P' (u, F},(u), ax(u)) para um instante genérico

u € T. Se, num dado instante t* € T, H(F, ax) tomar um valor especifico escreve-se
H(t*, Fy,, o).
Escreve-se também p (tg; Fi, ag) = p (¢, tx; Fi(t), ax(t), Fi, ag). Reescrevendo (4.4)),
W(t,H(Fk,ak)) :EQ(t) (H(tkfl,Fk,Oék)) = (47)
= [ [ HPeanp(ti; Fisar) dFrda

Recorrendo a expansao pelo Lema de Itd obtém-se

H(tg—1, Fy,ap) = H(t, Fi, ay,)

k-1 1 0-H (F},
+/ 50k ()" Fi(s )26’“5;2 ) g
et (1 e 20 H(F, o) p 5 O2H(Fy, o)
i OH(Fy, ap)
Bk ’ 8
+/ ) 6Fk dWFk(S)

b1 OH(F
+/ ak(s)y(ak’ak)dWak(s).
t A
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Substituindo na equacao (4.7]), os termos estocésticos anulam-se, pela propriedade da

isometria dos integrais de It6. Consequentemente, resulta

Eqe) (H (tg—1, Fi, ax)) = H (t, Fg, o)

b1 0°H (I}, «
2 /// >265P5€2k)p(tk17Fk7ak> ds dFk dak
tr—1 O0H (F}, «
2/// s)? 2Wp<tk17Fk,ak) ds dF}, doy,
be=1 O2H(Fy,, cup)
p2ph R AR r |
+/// OF 0oy, p(tk—1, Fi, ai) ds dFj day,
(4.8)

Derivando a expressao obtida em ordem & maturidade residual da opc¢édo z = t,_1 — ¢,

F;
//H Fkvo‘k plz; k’ak) dFyday, =

0z
ot 02 H(Fy, o0
2/// <Oék- 2Fk( ) # éF’; k)p(tk—laFk’7ak) )dFk doy,
femt 2OH(Fy 0
te—1 82H(F o )
2F5¢ L F 7 ‘
+/// ( k 8Fk604k p(tk 1 kaakz) d kdak

(4.9)

Integrando por partes duas vezes e notando que as condigdes de fronteira sdo nulas, a

equacao ¢é solucao da equacdo as derivadas parciais de Fokker-Planck,

op _ 10°a3F"p 1 ,0%gp pyi‘%‘wp (4.10)
9z 2 OF} 2 o da,0F;, "’
cujas condigoes de fronteira sao
1,se Fi(tp—1) = Fo, ar(tr—1) = oux(t)
ptp—1) =
0, caso contrario.
Mudando de varidvel
10202F328 1 2 2 2a2FP
_@:70[72]‘3]9 *V28ap+pl/ Q kp (411)
ot 2 0F; 2 Oa? OaOF,

Das equacoes e conclui-se que a solucao da primeira é homogénea relativa-
mente a dimensdo temporal. Portanto, tomando como dimensao temporal a maturidade
residual da opcado, z = tp_1 — t, a evolugdo de p é . A solucgao de pode ser
obtida por simulagdo de Monte-Carlo utilizando o teorema de Feynman-Kac mas também
por métodos de diferencas finitas. Os métodos utilizados nesta tese baseiam-se porém em

aproximagoes analiticas que serdo apresentadas na seccao [4.2
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4.2 Ajustamento smile

Como foi referido, Hagan et al. [13] obtiveram algebricamente férmulas para determinar o
preco de op¢des europeias a partir do modelo SABR. As expressoes obtidas para os pregos
permitem chegar a uma aproximacao que é a expansdo truncada da expressao algébrica
da volatilidade implicita segundo os modelos normal de Bachelier e lognormal de Black.
Mais tarde, Jan Obléj publicou [23] algumas corregoes as aproximacgoes de Hagan para
o caso lognormal, mais concretamente, retificando os pregos negativos que a férmula de
Hagan produz quando precos de exercicio sao muito baixos relativamente a Fj.

Estas aproximagoes permitem interpolar a superficie de volatilidade para precos de exer-
cicio que néo estdo cotados no mercado. A curva da superficie de volatilidade associada a

cada maturidade residual chama-se smile ou curva de volatilidade.

4.2.1 Aproximacao de Hagan normal

Dado o cenario de taxas de juro de mercado muito baixas, algumas opg¢oes passaram a
ser cotadas em termos da volatilidade implicita normal. No entanto, para taxas de juro

. ~ < A < A
negativas as equagoes (4.12)) e (4.17) ndo tém solugdo nos casos em que 2 <0, a menos

que seja introduzida uma translagdo suficientemente grande pu > 0 tal que };Oj: > 0. A

férmula que aproxima a volatilidade implicita normal de uma opg¢ado europeia contratada

na data s, data de maturidade na data u = s + z, sendo z a maturidade residual, é

e Se y # I,
oy (Fo—y)v aoBpr(Fo+w) 7 (y+p)7 (23020 ,
o (s, u, y; Fo) = m (1+ (g(y) + = 0 1 + o ) z) ;
(4.12)
e Sey=Fy
o™ (s,u, Fo; Fo) =ao(Fy + p)° <1 + (g(Fo) + %aoﬁpV(Fo + )P i@ - 3/)2)1/2> Z> ;
(4.13)
o) = 57 (8~ 2B)(Fo + 1)~ (y + )},
Cly) = m ((Fo+ w2 = (y+ '), (4.14)
€)= (o) = og [ VI AP =0 ), (a.15
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onde
1— 2 _
hy) = log (v py1+_yp p+y> '
Notar que,
e Se 5 =1,
1 F,
9(y) = —5500, () = aiol (;::)
e Se =0,
g(y) =0, ((y) = al (Fo—y);
0
e Sev—0,
1
£(y) ~ —Cy); (4.16)

4.2.2 Aproximacao de Hagan lognormal

A férmula de Hagan para a volatilidade lognormal com as corregoes de Obloj para a

existéncia de pelo menos uma solu¢ido quando § — 1 é

e Se y # I,
Fo+p
oB(s,u,y; F v lo < 0 )
SR ) B\ yrp
1 1 s 1 242
AL+ L9() + JaoBpr(Bo +p) = (y+p) = + 5 (2=3p7)07 ) 2 ).
(4.17)
e Se y = Fy,

o (s,u, Fo; Fo) =ao(Fo + p)” "

(1 (9(F0) + Jaadpw(By + P 1+ 512 = 3202 2).

(4.18)

onde ¢ e ¢ se mantém como definidas em (4.14) e (4.15) e

9(y) = 53 (8 12(Fy + )"~y + ) o

Notar que,

e Se 5 =1,
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e Se =0,
_ ag
24(Fo + p)(y + p)

Serdo apresentados resultados relativos a aproximacgao de Obloj e a de Hagan original:

B . __ v o Fo+p
7wy ) =6 ey 1g<y+u) (4.19)

(14 (o) + JooBon(Fo + ) T+ )T + 32— 3202 2)

Como Hagan at. al |13] obtiveram a férmula (4.19) para a volatilidade lognormal (4.17))

9(y)

a partir da aproximagao que deduziram como aproximagao (4.12]) da volatilidade normal,
¢ importante ter em conta que a precisdo pode nao ser a desejada para volatilidades
implicitas mais altas. Este facto pode repercutir-se na convergéncia dos algoritmos de

otimizacao utilizados durante o processo de calibragdo do modelo SABR |[18].

4.3 Calibracao do modelo SABR

Nesta secgao aborda-se a calibragdo do modelo SABR relativamente a opgbes europeias.
Na data s, existe um conjunto de instrumentos financeiros (1(2)),cp, como os referidos,
que diferem nas suas maturidades residuais, z € B, onde B é o conjunto das maturida-
des residuais de mercado. Pretende-se determinar a matriz de parametros (6(z)),cp =
(a0, B, p, V), que melhor se ajustam a cada curva (smile) de volatilidade de acordo
com as maturidades residuais z € B na data s.
O vetor de pardmetros 6timos, 0(z) = 0*(z), é tal que,

arg min (Z (o(s,s+ z, Fo,y,0) — (s, s + z, y))2> , (4.20)

() \,ev

onde (6(s,s + z, y))er sdo as volatilidades implicitas, tipicamente expressas como volati-
lidade normal ou lognormal, registadas no mercado na data s, e Y é o conjunto de pregos
de exercicio para os quais estdo cotadas. Os parametros 6timos (6(z)*), g sdo calculados
recorrendo a algoritmos de otimizacao, cuja funcao objectivo é .
Na literatura surgem varias abordagens para melhorar o processo de calibragao dos para-
metros SABR. Estas referem-se a estimagao de pardmetros iniciais adequados e ao refina-

mento, posterior a otimizacado, do pardmetro ay.

4.3.1 Parametros iniciais

Dado S, a ideia para determinar os valores iniciais para os parametros ag, p e v que

correspondem aos valores da volatilidade ATM, o(, do seu Viésﬂ o(, € sua curvatura oy.

Lskew.
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y+u

0t H
que descreva com adequada precisdo uma aproximacao da volatilidade ATM. No caso da

Nesse sentido procede-se a expansao de x = log ( ) em torno de x = 0 que se espera

volatilidade lognormal tem-se,

1
o (5,109 F) = a0(Fo + 1)~ + 5 (o = (1= Bao(Fo + 19

* 12a0(F01+ et (1= 9P ao(Fo + w2 2@ = 3p%)) % (4.21)

Da expressao acima obtém-se

oo = ag(Fp + p)P~!
00 =3 (PV — (1= pB)ao(Fo + M)B_1>

08 = e TP T ((1 — B)*(w(Fo + )"~ 1)% +v7(2 — 302))
e resolvendo em ordem aos parametros do modelo.
ap = oo(Fp + M)lfﬂ

v = (3000f — (1 - 8)%03 + 3200 + (1 = B)0v)?)
1

s (200 + (1 — B)oo)

SIS

p=
No caso da volatilidade normal, converte-se em volatilidade normal pela férmula log-

normal e aplica-se 0 mesmo método.

1
o (s, u.y: Fo) = ao(Fo +)° + 5 (pv(Fo + p) + aoB(Fo +p)° )
g
120[0(F0 + /‘L)'B72

(202 — 3p*%) + ipV(Fo +p) + %(52 + B)ao(Fo + ,u)5> 2,

(4.22)

Da expressao acima obtém-se

o0 = ao(Fo + )’
g = 5 (pv(Fo + ) + Boo)

F 2
off = W (202 = 3p%2) + fpv(Fo + ) + (5% + B)oo
e resolvendo em ordem aos parametros do modelo.
ag = og(Fo + p) ™"

v = m (30006/ - %(52 + B)og — 300(0f — %50’0) + %(206 - 500)2>

P = simrm (200 — Boo)
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Escolha de §

Os efeitos produzidos pelos pardmetros 5 e p sdo similares e, por essa razdo, um deles
podera ser fixado a priori sendo o outro sujeito a calibracdo. Na literatura, nomeadamente
em [28], é usual proceder-se & escolha do pardmetro 3, quer por critérios expert - baseados
nas caracteristicas do mercado - quer por via analitica - como se descreve de seguida.

Da equacao obtém-se um valor aproximado para 3, por regressao linear utilizando
volatilidades ATM registadas no mercado para diferentes precos futuros,

B = argmin ((log(of (t, u, y; Fp)) — log(a) — (1 — B) log(Fy))?) . (4.23)
Fo(z),z€B

Na pratica, a qualidade do ajustamento do modelo linear aos dados depende do critério
de selecao de dados, ja que sdo esperadas tendéncias diferentes nos curto, médio e longo

prazos [28].

Refinamento de «

Em [28] Graeme West fornece uma forma para refinar o parametro «g, depois de obtidos
os parametros por otimizacao.

Uma vez fixado 8 e determinados os pardametros ag, p e v 6timos , pode proceder-se
ao refinamento do pardmetro «y.

Pretende-se estabelecer uma correspondéncia entre aq e a volatilidade ATM. Do ponto de
vista pratico, espera-se que o maior volume de transagoes surja em torno deste ponto do
smile, e, como tal, que esta correspondéncia se traduza num ajustamento mais realista e
sensivel ao volume de transacoes.

Invertendo a expressao (4.21)) no caso ATM da volatilidade lognormal, obtém-se o poliné-
mio (4.24),

(1-8)%z 5 1 Bz 2 — 3p°
LA 1
24(Fp + p)21-5) “0ty (Fo + p)t=+ o\t 24((Fo + )

1ﬁ)y2z> ao—0 B (s,u, Fo; Fo) (Fo+p)' .
(4.24)
Invertendo a expressao (4.22)) no caso ATM da volatilidade normal, obtém-se o polinémio

(@.29),

B2+8)z 4 1 Bprz 2-30% N 5
T -3 14+ ————— — Fo: Fy) (Fq .

24(Fy + 202 O 1 Ry + ) O\ T 2Ry ) 0T (s, o Fo) (Fot)
(4.25)

O valor de «q serd a menor raiz real positiva do polinémio (4.24) se se estiver no caso
lognormal e do polinémio (4.25) se se estiver no caso normal. Esta abordagem pressupoe

que S, p e v tenham sido determinados a partida.
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Figura 4.2: Ajustamento ao smile de swaptions a 10 anos com maturidade residual igual

a 3 anos, com inicio a 2014-03-17 sendo a taxa de juro a prazo aproximadamente 0.027.

Esta aproximacado do parametro podera ser particularmente 1til no cédlculo da funcgéo
objectivo, fornecendo o pardmetro ag que melhor se ajusta aos parametros de cada iteracao
do algoritmo de otimizagdo. Esta pratica ndo dispensa, contudo, um refinamento final para
os melhores parameros encontrados.

Numa abordagem alternativa, implementou-se uma rotina que toma um ntmero de
valores de arranque aleatérios no dominio admissivel de 5 e procede & optimizacao dos
restantes parametros escolhendo os que providenciam um melhor ajustamento aos dados

de mercado.

Para optimizar (4.20]) foram usadas as fungoes:

e nlminb da package stats do R que minimiza funcdes diferencidveis nao lineares com

restrigdes nos parametros|19];

e nls.Im da package minpack.lm do R e que resolve problemas nao-lineares de minimos

quadrados com recurso a uma versao do algoritmo de Levenberg-Marquardt|17].

Os resultados obtidos no ajustamento da curva de volatilidade apresentam bastante
qualidade (Figura . Nesta pode observar-se que o refinamento de «g se traduz numa
correspondéncia para o prego de exercicio ATM. Para pregos ITM, os métodos ARNH2 (5
pré-fixado com refinamento de o) e ABRNH1 (5 com multi-arranque e sem refinamento
de agp) tiveram melhores desempenhos. Para os precos OTM, a tendéncia inverte-se e os
desempenhos foram melhores para os métodos ARNHI1 (8 pré-fixado sem refinamento de
ap) e ABRNH2 (8 com multi-arranque e refinamento de «y).

Os resultados poderao variar de acordo com o preco de exercicio considerado (Figura ,

com a maturidade associada a curva de volatilidade (Figura|4.4)), caracteristicas conjuntu-
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Figura 4.3: Distribuicdo dos erros por prego de exercicio e por metodologia utilizada.

rais do mercado, aproximacoes utilizadas, métodos, algoritmos de otimizacao e hardware.
Os procedimentos ARNH10 e ARNH2O sao calibragoes onde se utilizou a aproximacio
da volatilidade de Obt6j e ARNH1H e ARNH2H sao calibra¢ées onde se utilizou a apro-
ximagao da volatilidade de Hagan.
O método utilizado foi o ARNH2O por apresentar erros relativos menores e por envolver
menor tempo de computacio.
Para as véarias maturidades residuais obtiveram-se, para os dados apresentados, os se-
guintes parametros (Tabela [4.1).

Para maiores maturidades residuais, verifica-se

e uma tendéncia decrescente de g de acordo com a ideia que os negocios de maior

volatilidade sdo os de curto prazo.

e uma tendéncia decrescente, em valor absoluto, de p que se explica pela menor in-

fluéncia que o acontecimento no presente tem nas decisdes para longo prazo.

e uma tendéncia decrescente de v seguindo a mesma linha de raciocinio de ay.
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Figura 4.4: Distribuicdo dos erros por maturidade residual da opcao e por metodologia

utilizada.

4.4 Funcao de densidade de probabilidade

Uma vez introduzidas algumas variantes para calibragao do modelo SABR, é possivel agora
estimar a fungdo densidade de probabilidade de F(¢) condicionada pela o—algebra F(t),
por simulacao de Monte Carlo.

Nesta seccao apresentam-se duas alternativas - métodos de Fuler e de Milstein - para a
discretizacao do sistema equagoes . Serdo ainda apresentadas duas formas de calcular
a funcdo de densidade de probabilidade analiticamente - Breeden & Litzenberger (secgdo

1.17)) e Hagan, Lesniewski e Woodward (HLW)[12].

4.4.1 Geragao de variaveis aleatodrias correlacionadas

A simulacdo por métodos de Monte Carlo de processos estocdsticos compreende a amos-

tragem de varidveis aleatérias correlacionadas.

Notagao 4.1. Nota-se por M(R);,xn 0 conjunto das matrizes reais com m linhas e n

colunas.
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Mat. Res. ag I} P v
3 meses 0.040 0.5 —-0.294 0.878
6 meses 0.044 0.5 —-0.819 1.400

1 anos 0.050 0.5 —0.866 1.650
2 anos 0.044 0.5 —0.600 1.240
3anos 0.041 0.5 —0.580 1.280
4 anos 0.044 0.5 —0.498 0.649
5anos 0.048 0.5 —-0.739 0.730
7 anos 0.043 0.5 0.063 0.021
10 anos 0.041 0.5 0.213 0.009
15 anos 0.039 0.5 0.122 0.004
20 anos 0.036 0.5 0.583 0.017
25 anos 0.033 0.5 0.026 0.011
30 anos 0.030 0.5 0.117 0.002

Tabela 4.1: Pardametros obtidos para o melhor ajustamento: ARNH2O. Fixou-se 8 = 0.5

Seja C € M(R),xn & matriz de covaridncia da varidvel aleatéria Y € M(R),,x1 com
média zero entdo C' = E(YYT) é simétrica e vai-se admitir que é definida positiva.
Pela decomposicio de Cholesky tem-se C = LL~!, onde L é uma matriz triangular infe-
rior.
Seja X € M(R),x1 uma varidvel aleatéria que segue uma distribui¢do normal multivari-
ada, X ~ N(0,I), onde I € M(R),,«x,, denota a matriz identidade.
Seja Z = LX uma variavel aleatoria com média 0 e matriz de covariancia C'. Portanto, a
variavel aleatoria Z tem C como matriz de covaridncia.
Desta forma é possivel gerar os movimentos Brownianos que governam os processos Fj e

ay, especificando a correlagdo entre ambos.

4.4.2 Discretizacdo do modelo SABR

Seja ty a data atual e t a data para a qual se deseja obter uma estimativa de F'(t). Seja

t—to

n € N o nimero de passos de tempo ¢;, compreendidos entre g e ¢, tais que t; =i - =2,

comi € {0,--- ,n—1}.
Serdo apresentadas aproximacoes numéricas das equagdes diferenciais estocasticas do sis-

tema (4.1]) obtidas pelos métodos de Fuler-Maruyama e de Milstein.
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e Discretizacao de Fuler-Maruyama:

A reescrita de (4.1)) de acordo com a discretizacao de Fuler-Maruyama é
E(ti) = F(t:) + a(ti) F(t) AW (tir1) (4.26)
d(ti+1) = OAé(tZ) + Vd(ti)AW@ (ti+1), (427)

onde F' e & sdo os processos F' e a discretizados. A componente aleatéria é gerada

como foi referido na sec¢ao O incremento dos processos de Wiener sao

AWF(tZ‘+1) = \/ti+1 — tiZ(tH_l) (4.28)
AW (tit1) = Vtiv1 — 1 <PZ(ti+1) +/1- PQY(tiH)) (4.29)

Finalmente, substituindo |4.28| e 4.29] em |4.26| e [4.27] respectivamente, o método de
Euler para o modelo SABR é

F(tip) = F(t;) + a(ti) F(t)° Vi — 6 Z(tig)
Q(tiy1) = a(t;) +vati) vty — ti (pZ(tH-l) +y/1- p2Y(tz’+1)) ,

onde Y (ti+1) e Z(t;4+1) sdo realizagoes na data t;11 das varidveis aleatérias Y e Z

que seguem uma distribui¢do normal de média 0 e variancia 1.

Discretizacao de Milstein:

O método de Milstein[21] permite discretizar equagdes diferenciais estocasticas com
ordens de convergéncia mais altas, o que permite aumentar a precisao da aproxima-
¢ao em detrimento de um menor ntimero de operagoes em cada simulacao.

Pela discretizacao de Milstein, no caso do modelo SABR, o processo F fica
F(tiyr) =F(t:) + 6(t:) F(t:)P AWp(tip1) + %ﬁd(ti)Qﬁ(ti)(%_l) ((AWﬁ’(tiJrl))Q - At)
e o processo da volatilidade « é, no caso discreto,

&(tig1) =6(t) + vo(t) AWaltivr) + %zﬂ&(ti) (AWa(tin))* - At).

A versao discretizada da componente estocastica do modelo é

A

F(ti) =F(t:) + a(t) F(t:)" Vi1 — 6 Z (tis1) (4.30)
+%ﬁ@(ti)2ﬁ(ti)(w_l) (Z(ti+1)2 - 1) Vi1 — t
G(tinn) =(t) + va(t)VEir — & (pZ(tn) + /L= 9V (600)) (43)

1 R 2
+§I/2a(ti) ((pZ(tH_l) + 1-— pQY(tH_l)) - 1) ti+1 — tz‘
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AWa(tip1) = Z(tis1) Ve — & (4.32)

AW&(ti_;,_l) = ((pZ(ti_H) +4/1 — pQY(tH_l)Q — 1) Vi1 — & (433)

Algoritmo de simulacao.
Fixado o nimero de simulagdes Ny, € o nimero de passos de tempo Ny, até a data
t, considera-se o seguinte procedimento para o método de Milstein, sendo analogo para o

método de Euler-Maruyama:

e Para cada n € {1, -, Ny} amostram-se Ny, varidveis aleatérias Y, ; ~ N(0,1)

e Ntep varidveis aleatorias Z, ; ~ N(0,1) com i € {1,---, Ngsep}-

e Para cada i€ {1,--- ,Nstep}

- calculam-se AW g (1) (4.33) e AWs(tiy1) (4.32)) com Yy, ; e Zy 4
- calcula-se o valor &(t;4+1) (4.31) com AWjy;
- calcula-se o valor F(t;11) (£.30) com &(t;11) e AW

4.4.3 Densidade de probabilidade

Uma das ferramentas mais importantes que o modelo SABR permite obter é a fungdo de
densidade de probabilidade do prego futuro de um ativo financeiro.

Considere-se um conjunto de caplets sobre Fj(tx—1) contratados na data s e que dife-
rem no prego de exercicio y. A fungdo p(Fj(tx—1),tx—1) pode ser aproximada a partir
desse conjunto de caplets através da relacdo especificando os restantes pardmetros,
em particular a volatilidade calibrada pelo modelo SABR. Fixando Ay pelo método das
diferencas finitas obtém-se,

F(HE (tp—1,th, y — AY)) — 27 (HE (tg—1, t, y)) + F(HE (tg—1, ti, y + Ay))
Ay?

p (Fk, th—1) =

(4.34)

O mesmo resultado é valido para floorlets.

Aproximacao de HLW

Seja t a data atual e considere-se a data u > t.
Em [12] é apresentado um procedimento para obter assimptoticamente a fungdo de den-
sidade de probabilidade de F'(u) com maior precisdo e que visa corrigir alguns problemas

de convergéncia relacionados com pregos de exercicio baixos e com o comportamento do
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modelo quando F(u) tende para zero.
Seja z = u — t. O resultado principal de [12] é a férmula assimptética da densidade de

probabilidade de F'(u) condicionada pela o—algebra F(t),

1 D?
p(t,u,F(t),a(t)):ma(t)C O g p( W)

<1+ a(t)C'(F( L 2( F(t)D | 6pa(t)C'(F(t))
' 21/\/1— 1 §° 21/\/1— 2] vy/1— p2I2

3(1— ) C'(F()) (5— p?) D sinh(D)
_< 7 42 QVWP ) D >+) (4.35)

—

+ cosh(D)

onde

Clz)=(z+s), se0< B < 1,

g o EO" Pyt < B <1,

v F(t)+ _
mlog(yfuu)’ Seﬁ—l7

1() = /¢ —2p¢ +1 = cosh(D(¢)) — p sinh(D(C),
V2 F1+¢— p>
1 bl

—p

Esta abordagem permite nao sé calcular uma aproximacao analitica da densidade de pro-

D(¢) = 10g<

babilidade como comparar com a densidade de probabilidade obtida por simulacdo de
Monte Carlo.

De acordo com as abordagens descritas para as etapas de calibracdo do modelo e previsao
de pregos futuros foram desenvolvidas fungoes em linguagem R para efetuar simulagoes.

De seguida serao apresentados alguns desses resultados.
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4.4.4 Resultados para taxas de swap associadas a taxa EURIBOR a 6

meses

Considere-se uma swaption contratada na data s, com data de exercicio t,, sobre um con-

trato de swap com maturidade na data t,, preco de exercicio y, e em que S = (Sp n(t)), <t

é o processo das taxas de juro simples a prazo (|1.34)) sobre o qual se exerce a op¢ao, como

definido em ({4.3)).

|
A
2 3
— S
3
Q0
OQ,
Al
%, ——  1Cgs §7 ——  ICgs
— | — Forward = | — Forward
0 05 1 15 2 25 3 0 05 1 15 2 25 3
Meses Meses

Figura 4.5: Caminhos aleatérios médios obtidos para os processos F' e o da taxa de juro de

swap a 3 meses com tenor de 10 anos com dados de 17-03-2014 . Ngep = 27 € Ny = 10%.
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Figura 4.6: Caminhos aleatérios médios obtidos para os processos F' e « da taxa de juro
de swap a prazo a 10 anos com tenor de 10 anos com dados de 17-03-2014. Ngp = 236 ¢

Ngim = 10%.
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Figura 4.7: Funcbes de densidade de probabilidade e de distribuicdo da taxa de juro de

swap F' a prazo a 3 meses com tenor de 10 anos com dados de 17-03-2014.
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Figura 4.8: Funcbes de densidade de probabilidade e de distribuicdo da taxa de juro de

swap F' a prazo a 10 anos com tenor de 10 anos com dados de 17-03-2014.

As fungoes de densidade de probabilidade obtidas pela via analitica (4.34)), a que se
chamou Hagan, e pela via de simulacdo de Milstein sdo semelhantes. O investidor pode
agora tomar decisbes para a compra ou venda de uma opg¢ao europeia associada a esta

taxa futura, com uma referéncia probabilistica para o risco em que incorre.

4.4.5 Resultados para a taxa EURIBOR a 6 meses

Para chegar aos resultados apresentados de seguida foi necessario fazer o stripping da vo-

latilidade utilizando caps de mercado antes de proceder a calibracdo do modelo e posterior
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simulacdo. Por se estar a considerar a EURIBOR a 6 meses a prazo associada a um caplet
com o mesmo tenor, as taxas de juro previstas sdo mais baixas quando comparadas com
os resultados para taxas de juro de swap. Esta caracteristica do exemplo dado revela que
para taxas muito préximas de 0 as fungoes de densidade obtidas analiticamente e por si-
mulagdo comecam a divergir. O que foi reforcado com testes realizados para outras datas

e que nao sao apresentados.
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Figura 4.9: Fungoes de densidade de probabilidade e de distribuigdo da EURIBOR a 6

meses considerando caplets a 3 anos de 17-03-2014.
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Figura 4.10: Fungbes de densidade de probabilidade e de distribuicio da EURIBOR a 6

meses considerando caplets a 8 anos e 6 meses de 17-03-2014.
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Conclusoes

A investigacdo desenvolvida no decorrer deste trabalho permitiu tomar consciéncia da im-
portancia de alguns instrumentos estruturais do mercado financeiro como sejam as taxas
LIBOR ou EURIBOR. Em torno destes instrumentos hd um enorme leque de derivados,
por exemplo taxas de juro indexadas, derivados vanilla ou derivados exdticos que sdo in-
fluenciados pela sua dindmica.

No decorrer dos trabalhos, uma das dificuldades encontradas prendeu-se com o dificil
acesso a dados OTCE], o que reforca a ideia de que o mercado de taxas de juro é estrutural
e tem poucos intervenientes, comparativamente com outros sectores do mercado financeiro
como o Forez.

No plano inicial pretendia-se estudar o modelo SABR-LMM [25] onde se introduz dina-
mica a superficie de volatilidade calibrada pelo modelo SABR. O modelo HJM é utilizado
neste contexto e por isso foi apresentada a extensdo do modelo HJM em tempo discreto
ao caso em que tem L factores estocasticos.

O software foi desenvolvido de forma genérica, ou seja, em trabalhos futuros a estrutura
das fungbes programadas para o modelo SABR poderd incorporar a implementagao do
modelo SABR-LMM sem dificuldades de maior.

O contacto com dados financeiros OTC permitiu tomar consciéncia da complexidade in-
troduzida pelas convengbes de mercado e pelas préprias entidades que gerem estas fontes
de informagao. Um exemplo disso é a reconhecida arbitrariedade na escolha do método de
stripping da volatilidade que é usado para gerar dados artificiais que servem para calibrar
os modelos que a maioria dos investidores toma como referéncia, por exemplo caplets.
Como foi descrito, o stripping da volatilidade é essencial para a calibracdo do modelo
SABR, um dos modelos de referéncia para os investidores. Neste trabalho foi usado o
método de bootstrapping para o algoritmo de stripping, o qual teve bons desempenhos nos
testes desenvolvidos.

Do ponto de vista da calibracdo hd um aparente overfitting aos dados de mercado. Uma

2 Over-the-counter.
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alternativa seria, recorrendo ao histérico da volatilidade numa janela temporal de alguns
dias, por exemplo 3 dias, aumentar o conjunto de dados utilizados na calibracdo do mo-
delo. Na pesquisa desenvolvida percebeu-se que, por um lado, é pratica do mercado fixar
previamente parametros do modelo estimando os outros (acautelando fenémenos de over-
fitting) e, por outro lado, ndo fazer com uma frequéncia didria uma calibra¢do do modelo
nao estando aparentemente de acordo com o que os grande investidores fazem, pode levar
a que quem nao siga as praticas usuais "fique fora do mercado". Os resultados obtidos
com o modelo SABR sao satisfatorios. Como exemplo foram escolhidos expiries baixos
comparativamente aos que sdo tipicamente utilizados na literatura para mostrar que o
modelo funciona. Observa-se que mesmo para expiries mais baixos o modelo tem bons
resultados.

A forte componente computacional contribuiu para a necessidade de perceber detalhada-
mente cada passo que vai desde a interpretagdo e organizagao dos dados, criagdo de funcoes
de preparacao de dados, funcoes para o calculo de elementos instrumentais relacionados
com as estruturas a prazo das taxas de juro como sejam taxas de juro de swap a prazo
ou fatores de desconto, func¢bes para organizagdo de datas de acordo com as convencoes
de mercado, fun¢des para a calibracdo do modelo SABR com as variantes detalhadas no
capitulo [4] fungdes para a simulagdo de um processo estocdstico tendo por base a calibra-
¢do do modelo SABR e as equagoes estocdsticas que o governam e, fungdes para cédlculo
analitico e para a simulacdo da densidade de probabilidade de um preco futuro.

O presente trabalho retine conteidos importantes para um melhor entendimento da cali-
bragdo do modelo SABR, algo que presentemente nao consta da literatura em Portugués.
Como trabalho a realizar no futuro seria interessante implementar computacionalmente o
modelo SABR-LMM pela dindmica que introduz na superficie de volatilidade utilizando o
modelo SABR, como ja tinha sido mencionado. Uma segunda abordagem interessante se-
ria introduzir mudancas de regime no modelo que caracterizem conjunturas atipicas como
sejam catastrofes naturais ou alteragoes de estratégias econémicas usando, por exemplo,

modelos semi-markovianos que conduzam o processo de mudanga de regime.
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Apéndice A

Lista de Funcoes

Nome da Funcgao Descritivo

YearFraction Célculo do tempo entre datas em anos segundo as conven-
¢oes de mercado.

ir2fr Célculo da taxa de juro livre de risco a prazo a partir da
estrutura a prazo observada das taxas de juro a vista.

zr2fsr Célculo da taxa de swap a prazo a partir de uma curva de
desconto.

EuropeanOption Célculo do prego de uma opcdo europeia pela formula de
Bachelier ou pela férmula de Black Scholes.

CapletPriceBlack Célculo do preco de um caplet pelo modelo de Black.

Price2BlackIvol Calculo da volatilidade implicita de uma opcao europeia.

CapPriceBlack Célculo do prego dos caps artificiais gerados no algoritmo de
stripping da volatilidade.

CapVolStripBoot Algoritmo de stripping da volatilidade.

CapletResetDates Célculo de todas as datas relevantes para o algoritmo de
stripping.

Tabela 2: Descricao de algumas fung¢oes programadas: taxas de juro, datas e stripping da

volatilidade.
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Lista de Funcgoes

Nome da Funcao

Descritivo

SABR.IVol

Célculo das volatilidades normal e lognormal pelas aproxi-

magoes de Hagan e Obloj.

SABR.optimARN

Calibragao de ag, B, p, v com f fixo. Permite refinamento
de «g, e aproximagoes de Hagan ou de Obloj para volatili-

dades normais ou lognormais.

SABR.optimABRN

Calibragao de «ag, 8, p, v. Primeiro optimiza 5 com os res-
tantes parametros fixados. Chama SABR.optimARN dando

o melhor 8 como argumento.

SABR.MonteCarlo

Simulacdo por métodos de Monte Carlo a taxa de juro fu-
tura pelo método de Euler-Maruyama ou pelo método de

Milstein.

MonteCarlo.dpgfun

Calculo das fungoes de distribuicao, densidade e quantil re-

sultantes da simulacdo de Monte Carlo.

SABR.FdensHagan Célculo da densidade de probabilidade do preco futuro pela
aproximacao de Hagan.

SABR.FdensHLW Calculo da densidade de probabilidade do prego futuro pela
aproximacao de HLW.

SABR.density Célculo da densidade de probabilidade do preco futuro por

simulagao de Monte Carlo (MonteCarlo.dpgfun) ou de forma
analitica pelas férmulas de Hagan (SABR.densityHagan) ou
HLW (SABR.densityHLW).

Tabela 3: Descrigdo de algumas fungoes programadas: calibracdo do modelo SABR e

calculo da densidade de probabilidade de precos futuros.
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Grupo de fungoes

N¢ de linhas de cédigo

N€¢ de fungoes

Preparacao de dados ~ 220 5
Convengoes de mer- ~ 1450 51
cado

Taxas de juro ~ 350 19
SABR (calibracao) ~ 1000 18
SABR (densidade) ~ 1200 8
Desmantelamento ~ 600 )
Total ~ 3920 106

Tabela 4: Descricao de alguns grupos de funcoes criados.
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