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RESUMO

O principal objectivo do trabalho de investigagio apresentado na presente dissertagdo consistiu no
desenvolvimento de técnicas ¢ métodos com vista a Identificagdo Experimental de Pardmetros Dinimicos de
Estruturas no ambito da Engenharia Civil, supondo estas modeldveis como sistemas lineares, estdveis e de
propriedades invariantes no tempo.

Neste contexto, comegam por ser descritas as diversas componentes de um sistema de excitagéo e medigio
de vibragdes em estruturas e sistematizados os principais conceitos da Teoria da Analise € Processamento de Sinal,
julgados essenciais na observagio do comportamento dindmico de sistemas estruturais.

Posteriormente, sio apresentados diversos métodos de identificagio de pardmetros dinimicos no dominio
da frequéncia, descrevendo-se a arquitectura de vérios programas de célculo automatico desenvolvidos com base
nesses métodos e referindo-se alguns exemplos simples que, mediante o recurso a simulagdes numéricas,
permitiram avaliar a eficiéncia dos programas de célculo e o grau de rigor dos métodos.

Complementarmente, € no sentido de melhor ilustrar o interesse e utilidade dos métodos e programas
desenvolvidos, apresentam-se dois exemplos resultantes de ensaios efectuados em estruturas reais, sendo realgados
diversos aspectos praticos associados 2 aplicagio das diferentes técnicas e efectuadas comparagées entre os valores
dos pardmetros dindmicos obtidos por via experimental e numérica.

ABSTRACT

This dissertation is concerned with the problem of developing methods and techniques for the Parametric
Experimental Identification of the dynamic characteristics of Civil Engineering structures, assuming a linear, time
invariant and stable behaviour.

Having in mind the necessity of building a measurement system, a few concepts and ideas about the main
components traditionally included in these systems are presented according to current equipment characteristics
and needs. In the sequence of this, some of the most important Signal Processing Techniques are introduced and
discussed. Several Modal Analysis methods in the frequency domain are also presented and analized, taking into
consideration the peculiarity of full-scale Civil Engineering structures.

Computer codes were developed in order to perform signal processing and dynamic parameter
identification. The organization of these programs is described and their efficiency is tested by means of simulated
FRF obtained from a simple structure.

Two practical examples of experimental testing in real structures illustrate the interest and the validity of
the developed algorithms and reveal particular aspects associated with the application of the different techniques
involved.
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INTRODUCAO




1.1 - IDENTIFICACAO DE PARAMETROS DINAMICOS EM ESTRUTURAS.
ENQUADRAMENTO DO PROBLEMA .

Ao longo das ultimas décadas a atengdo de investigadores e projectistas no ambito da
Engenharia de Estruturas tem sido dirigida de forma predominante para a andlise ¢
dimensionamento de sistemas estruturais em regime linear ou nio-linear sujeitos a acgoes
de natureza estética ou dinidmica, deterministicas ou aleatdrias, o que exige ndo s6 uma
adequada idealizacio das acgdes actuantes, mas também a consideragio de um conjunto de
leis fisicas, o desenvolvimento de um modelo matemaético que, utilizando certos critérios
simplificativos, traduza adequadamente o comportamento estrutural através de um conjunto
de equacdes diferenciais que constituem as relagoes entrada-saida do sistema e, finalmente,
a obtengdo da resposta.

As relagoes excitagio-resposta utilizadas na descri¢do do comportamento dindmico de
estruturas permitem todavia a abordagem de trés tipos de problemas diferentes,
designadamente:

- O problema directo, que consiste na determinagao da resposta estrutural, sendo
conhecidas a excitagio e propriedades dindmicas do sistema;

2z

- O problema inverso, cujo objectivo é a identificacdo das caracteristicas da
excita¢do actuante sobre um sistema de que sdo conhecidas a resposta estrutural
e as propriedades dindmicas;

- O problema da Identificagdo de Sistemas que, em termos gerais, se traduz na
caracterizagio das propriedades dinidmicas de um sistema de que sao conhecidas
a excitagdo actuante e a correspondente resposta estrutural. Este problema
subdivide-se ainda em duas categorias, a primeira das quais diz respeito aos
problemas de identificagdo ndo-paramétrica, também designados por problemas
de caixa preta [122], nos quais ndo sdo conhecidas a partida as caracteristicas
gerais do comportamento do sistema, enquanto que a segunda se refere aos
problemas de identificagio paramétrica, também designados por problemas de
caixa cinzenta [122], em que apenas sdo determinados os parametros associados
auma dada descri¢io do modelo matemdtico que se admite como representativo
do comportamento do sistema a analisar.

A Identificacdo de Sistemas ou, em particular, a Identificagao Paramétrica de Sistemas,
que ¢ afinal o objecto de trabalho aqui apresentado, constitui uma drea da maior importéncia
no contexto da Engenharia de Estruturas, viabilizando a abordagem de diversos problemas
com elevado interesse neste dominio, nomeadamente:




Capitulo 1

a validacdo experimental de modelos tedricos utilizados na andlise numérica,
com vista a caracteriza¢gdo do comportamento dindmico de estruturas sob accdes
de servico (funcionamento em regime linear ou quase-linear);

- a caracterizagdio do comportamento dinidmico de sistemas de grande
complexidade, em rela¢do aos quais ndo seja vidvel a modelagdo numérica ou
existam algumas indefini¢des, como por exemplo o grau de interactividade da
estrutura com o solo de fundag¢do ou com estruturas vizinhas;

- a caracterizagdo da evolugdo temporal da degradacdo estrutural, aspecto da
maior importincia quer do ponto de vista da preservagdo de monumentos
historicos, quer de grandes estruturas de betdo ou metdlicas construidas ao longo
deste século e sujeitas a um processo permanente de envelhecimento (ex: pontes
e barragens);

- a correcta caracterizagdo dos efeitos dindmicos produzidos por acgdes
rodovidrias e ferrovidrias sobre pontes e outras estruturas proximas de vias de
circulagdo, contribuindo para a quantificacio de coeficientes de majoracio
dindmicos a utilizar no seu dimensionamento;

- a estimacdo de parametros associados a modelos que descrevam o
comportamento ndo-linear histeretico-degradativo de estruturas de betdo
armado e metdlicas, fundamentais para a quantificacio da seguranga de
estruturas sujeitas a acgdes de grande intensidade, como por exemplo as acgdes
sismicas.

Este dominio de investigagdo é porém relativamente recente (as primeiras aplicages -
de que se tem conhecimento na 4rea especifica da Engenharia Civil realizaram-se na década
de 70, embora se possa apontar como referéncia para o inicio de estudos noutras dreas a
década de 50 [32]), facto a que nio é alheio o0 desenvolvimento tecnolégico levado a cabo nos
tltimos anos, nomeadamente no que se refere a evolugio dos computadores, sistemas digitais
de andlise e transdutores de medida.

Na realidade, as enormes dificuldades relacionadas com a deficiente sensibilidade dos
aparelhos de medida e com o armazenamento e processamento de um grande volume de
informagdo resultante de medigées efectuadas relegaram para um plano secundério a
investigagdo na 4rea da observagio do comportamento experimental dinimico de estruturas
durante muitos anos, tendo esta comegado por ser realizada exclusivamente através da andlise
de sinais temporais, com recurso a osciloscépios e registadores de papel, e sendo a extracgio
de pardmetros de interesse do modelo efectuada por simples anélise visual desses sinais.
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Introdugdo

A anélise de sinais no dominio da frequéncia apenas surgiu em meados da década de
60[97], sendo nessa altura realizada através de filtros analégicos operando em bandas estreitas
de frequéncia varidvel, mas com resolugdes relativamente elevadas (da ordemde 1a2 Hz).
De entre os varios métodos de identificacdo entdo possiveis, destaca-se o designado método
da excitacdo forcada dos modos normais de vibragdo, baseado no principio de que € possivel,
localizando adequadamente varios vibradores ao longo da estrutura e controlando a fase de
excitagdo aplicada, mobilizar os modos de vibragio nido-amortecidos, quando o sistema vibra
nas suas frequéncias préprias. Este método, ainda hoje utilizado na indistria aerospacial,
apresentava como inconveniente principal a grande lentiddo dos ensaios (refira-se a titulo de
exemplo que a andlise espectral de um sinal numa banda de frequéncias de 0 a 500 Hz com
uma resolugio de 1,5 a 2 Hz podia entdo demorar cerca de duas horas [97]).

O aparecimento dos analisadores de Fourier em finais da década de 60, bem como o
desenvolvimento da Teoria de Processamento Digital de Sinal, levaram, no inicio dos anos
70, 2 introdugio de eficientes técnicas digitais de processamento baseadas na utilizacao do
algoritmo FFT [97]. Por outro lado, o aumento da velocidade de processamento de calculo
e da capacidade de armazenamento e, paralelamente, o desenvolvimento operado nos
transdutores de medida, que se tornaram mais sensiveis e precisos, € nos préprios sistemas
de excitagdo, através dos quais se tornou possivel a aplicagdo de sinais de banda larga a
estrutura, possibilitaram um répido desenvolvimento das técnicas de identificacdo de
parimetros dindmicos em estruturas baseadas no conceito de fun¢do de resposta em
frequéncia (FRF). Passou-se assim progressivamente dos métodos de 1 grau de liberdade
[75], que utilizam apenas parte da FRF na estimagéo dos pardmetros modais, a métodos de
N graus de liberdade de elevada complexidade e maior rigor [82], através dos quais se obtém
estimativas globais dos pardmetros dinimicos associados a um conjunto de varias FRF’s que
sdo processadas em simultineo. Ainda em resultado das facilidades proporcionadas pelo
algoritmo FFT e pelas técnicas digitais de processamento, surgiram técnicas de identifica¢do
no dominio do tempo [109], cuja utilidade tem em certos casos vantagens [43] face as técnicas
" de identifica¢do no dominio da frequéncia.

Actualmente, com o aparecimento de computadores portateis com elevadas velocidades
de processamento, com o desenvolvimento dos sistemas de aquisi¢do de dados e com a
possibilidade de recolher sinais num elevado niimero de canais simultaneamente, a realizagéo
de ensaios dinidmicos em estruturas tende a vulgarizar-se, estendendo-se as suas aplicagoes
aestruturas tio diversas como os avioes, estruturas off-shore, pontes, barragens, componentes
de méquinas, navios e, inclusivamente, ao préprio corpo humano.
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Capitulo 1

Uma particularidade comum na generalidade das técnicas de observacdo experimental
e de identificagdo de pardmetros dindmicos até aqui desenvolvidas é a assungdo de que os
sistemas sobre os quais incidem tém caracteristicas ideais, ou seja, sdo lineares, estéveis e
invariantes no tempo.

No caso especifico dos problemas analisados no 4mbito da Engenharia Civil, envolvendo
usualmente estruturas de grande porte, os ensaios dinimicos sdo efectivamente realizados
em regime linear ou quase-linear, facto que se deve i dificuldade e elevado custo de gerar
excitagbes de grande intensidade susceptiveis de obrigar a estrutura a um comportamento
ndo-linear.

A utilizagdo de técnicas de identificacio de sistemas lineares ndo é, no entanto,
adequada a situagées em que a intensidade das accoes seja suficientemente elevada para
poder induzir incursoes significativas em regime ndo-linear, como pode suceder durante a
actuag¢io de um sismo.

Neste caso torna-se necessario o recurso a técnicas de identificagdo ndo-linear, sendo
objectivo, por um lado, a caracterizagdo do comportamento dindmico estrutural e, por outro,
a quantificagao do nivel de seguranca da estrutura quando sujeita a um determinado nivel de
acgoes.

Em relagdo a este tltimo ponto, refere-se a extensio do conceito de identificagdo
estrutural proposta por Liu e Yao [85], consistindo na formulagio do problema de identificacdo
com inclusdo de indicadores da degradagao estrutural, mediante a introdugdo de fungoes de
dano e de fiabilidade.

Mais recentemente, alguma investigag¢do tem sido realizada no sentido de, por um lado,
implementar técnicas de identificagdo ndo-linear de sistemas e, por outro, desenvolver
metodologias para quantificagdo do dano estrutural [27,112,134]. A grande complexidade
destes problemas ndo permitiu no entanto, até i data, desenvolvimentos significativos,
considerando-se apesar disso ser do maior interesse a realizagdo de trabalhos de investigac¢do
neste dominio. ‘

1.2 - OBJECTIVO DO TRABALHO DE INVESTIGACAO REALIZADO. DESCRICAO
SUMARIA -

A crescente complexidade das estruturas construidas e a importancia que cada vez mais
vem sendo atribuida a uma correcta quantificagdo da respectiva seguranca estrutural tém
contribuido para que, também ao nivel da Engenharia Civil Portuguesa, se tenha vindo a
sentir um interesse cada vez maior na observagio do comportamento dindmico de estruturas.

14



Introducgdo

Pela grande comodidade, versatilidade e relativo baixo custo proporcionados pelos
actuais equipamentos de medida na realizagdo de ensaios "in situ” sobre os prot6tipos a
analisar, 0 Departamento de Engenharia Civil da Faculdade de Engenharia do Porto (FEUP)
iniciou no final da década de 80 o desenvolvimento de um sistema de excitagdo e medigdo
de vibragoes em estruturas baseado num equipamento de excitagdo tradicional, num sistema
de aquisi¢do de dados e num conjunto de sensores de medida.

A presente dissertagio reflecte o trabalho de investigacio realizado nos tltimos quatro
anos neste dominio no sentido de tornar operacional este sistema, sendo seu objectivo
apresentar de forma sistematizada conceitos e métodos que estdo na base das Teorias de
Processamento de Sinal e de Identificagdo Paramétrica de Sistemas, descrever as técnicas
implementadas para o processamento de séries e para a extrac¢io de pardmetros modais, e
transmitir alguma da experiéncia adquirida nos ensaios realizados ao longo deste periodo.

O trabalho que neste contexto se apresenta estd organizado em 6 capitulos
fundamentais, sendo complementado com uma sec¢io onde sdo apresentadas algumas
consideragdes finais, bem como sugestdes relativas a desenvolvimentos futuros.

No capitulo 2, onde se inicia o desenvolvimento desta dissertagao, sdo estabelecidas as
relagoes deterministicas e estocésticas excitagdo-resposta associadas aos chamados sistemas
ideais. Estas relagoes sdo obtidas através de uma formulagio geral, sendo igualmente
apresentadas através da formulag¢do modal classica e da formulagdo de estado. Tendo por
base o conjunto de relagdes excitagdo-resposta assim alcangadas, efectua-se ainda o
enquadramento do tema Identificacio de ParAmetros Dindmicos em Estruturas Lineares, no
contexto dos 3 problemas genéricos anteriormente mencionados em 1.1 (andlise directa,
problema inverso e problema de identificacdo).

Atendendo 2 necessidade de, nos problemas de Identificacdo, se proceder 4 medig¢ao
da excitacio aplicada e da correspondente resposta estrutural, descrevem-se no Capitulo 3
as principais técnicas de excitacdo e as vdrias componentes que actualmente integram um
sistema de aquisi¢io e medigdo de vibragoes, tendo em consideragdo o problema especifico
da excitacio e medicio de vibragdes em estruturas de grande porte. Neste capitulo

apresenta-se também o sistema de excitagdo e medigdo de vibragdes em desenvolvimento na
FEUP.

O Capitulo 4 sistematiza as questoes consideradas mais relevantes para a andlise de
sinais, descrevendo as técnicas de processamento por meio das quais, partindo de um conjunto
de sinais continuos caracterizadores da excitagdo e da resposta do sistema, se obtém as fungoes
de resposta em frequéncia experimentais. Estas técnicas englobam a digitalizagdo do sinal, a
sua descri¢do espectral, a analise e prevengdo de erros, a filtragem digital, 0 zoom, a decimagao
e, finalmente, a estimacdo das fungdes de resposta em frequéncia e fungées de coeréncia
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Capitulo 1

associadas. Neste capitulo sdo ainda abordados dois casos particulares da construgdo de
fung¢des de resposta em frequéncia experimentais: os que respeitam a situagdes em que a
excita¢do ndo é medida (ex: ensaios de vibragdo ambiental) e os que se referem a excitagdo
através de sinais de banda estreita (ex: ensaios de vibragdo for¢ada sinusoidal).

O Capitulo 5 é dedicado a Identificagio de Parametros Dindmicos em Sistemas
Estruturais, sendo nele apresentada uma classificagao das principais técnicas de identificagdo
existentes. Tendo-se optado neste trabalho pela aplicagdo exclusiva de métodos de
identificacdo no dominio da frequéncia, sdo apresentadas algumas propriedades das fungoes
de resposta em frequéncia, passando-se de seguida a descrigao dos vérios algoritmos de
identificagdo utilizados. No final deste capitulo sdo ainda apresentadas algumas consideragoes
relativas a questdo da validag¢do do modelo tedrico.

No Capitulo 6 sdo descritos sumariamente os programas de cdlculo automético
desenvolvidos, contemplando por um lado as vérias técnicas de processamento descritas no
Capitulo 4 (programa PSINAL) e, por outro, os métodos de identificagdo de 1 grau de
liberdade apresentados no Capitulo 5 (programas PEAKAM, FITCIR, DOBSON e
SMSMET). No sentido de testar e avaliar a eficiéncia destas técnicas, procedeu-se a sua
aplicacao na identificagdo de pardmetros modais associados a um sistema de 2 graus de
liberdade.

Descrevem-se finalmente no Capitulo 7 os resultados da aplicagdo das técnicas e
metodologias apresentadas ao longo deste trabalho na identificacio de pardmetros dindmicos
associados a uma viga metdlica de pequenas dimensdes e a uma laje quadrada de betdo
armado com cerca de 6m de lado, utilizando-se em ambos os casos uma excitac¢do transiente
aplicada por intermédio de martelos de impulsos.

1.6



CAPITULO 2

COMPORTAMENTO DINAMICO
DE SISTEMAS LINEARES




INTRODUCAO

A caracterizagdo do comportamento dindmico de uma estrutura exige uma adequada
idealizagdo das acgdes actuantes e a consideragio de um modelo matemaético capaz de
descrever de forma suficientemente aproximada o funcionamento estrutural, permitindo
obter relagdes matemadticas entre as caracteristicas essenciais da excita¢do e da resultante
resposta do sistema analisado.

A idealizacdo das acgoes pode ser efectuada através de modelos deterministicos, nos
casos em que a sua evolugdo temporal é bem conhecida, ou entao mediante o recurso a
modelos estocasticos, nas situa¢des em que a sua caracterizac¢do sé pode ser convenientemente
realizada com base em conceitos probabilisticos.

A obtencio do modelo matemadtico da estrutura e das relagdes excitagao-resposta
envolve, por outro lado, a adopg¢do de um modelo espacial discreto ou continuo que represente
aproximadamente as suas propriedades geométricas e fisicas, normalmente expressas através
de matrizes de massa, rigidez e amortecimento, bem como a aplica¢do das leis da Mecanica,
do que resulta um sistema de equagdes diferenciais caracterizador do movimento estrutural,
a partir do qual as relagdes excitagdo-resposta podem ser alcangadas, quer numa 6ptica
deterministica, quer numa 6ptica estocéstica.

A complexidade das estruturas reais leva 3 introdugdo de algumas simplifica¢oes na sua
modelag¢io. Um nivel de simplificagdo frequentemente utilizado corresponde a consideragao
dos chamados sistemas ideais [11], caracterizados por serem fisicamente realizaveis (6 existe
resposta apés a aplicagio de uma excitagdo), terem pardmetros constantes (as suas
propriedades sio independentes do tempo), serem estdveis (a resposta a qualquer acgéo €
limitada) e lineares (as propriedades de aditividade e homogeneidade sio aplicveis & excitagao
e correspondente resposta).

Assim, tomando como referéncia sistemas desta natureza, comeg¢am por ser
apresentadas neste capitulo as relagdes excitagio-resposta relativas a acgoes deterministicas,
utilizando uma abordagem quer no dominio do tempo, quer no dominio da frequéncia, para
0 que se parte de um sistema de 1 grau de liberdade, efectuando-se posteriormente uma
generalizacio das relagdes obtidas a sistemas de N graus de liberdade. Introduzem-se ainda
em alternativa A formulacdo geral, a formulagdo modal cldssica e a formulagdo de estado.

Este conjunto de relagdes é de seguida estendido ao caso de excitagbes aleatérias,
situagdo em que a excitagio e a resposta passam a ser descritas através de grandezas
probabilisticas da Teoria dos Processos Estocdsticos, razdo pela qual algumas das suas nogoes
essenciais sio também brevemente sumarizadas. Embora admitindo inicialmente o car4cter




Capitulo 2

estaciondrio das ac¢oes aleatdrias actuantes, a importédncia da utilizagdo de acgoes transientes
no dominio experimental levou ainda a conveniente generalizagdo de conceitos para sistemas
lineares de 1 grau de liberdade sujeitos a excitagoes aleatdrias de natureza ndo estaciondria.

Tecem-se por fim diversas consideragdes sobre o campo de aplicagdo das relagbes
excitacdo-resposta estabelecidas, localizando-se e delimitando-se nesse contexto o problema
da Identificacdo de Sistemas que é objecto deste trabalho.

2.1 - RELACOES DETERMINISTICAS EXCITACAO-RESPOSTA EM SISTEMAS
LINEARES

2.1.1 - Sistemas de 1 grau de liberdade

Considere-se o sistema de 1 grau de liberdade esquematicamente representado na
Figura 2.1, de massa /m, constante de rigidez k e constante de amortecimento viscoso ¢, sujeito

3 actuacdo de uma for¢a p(t). A sua resposta g (¢) pode ser obtida através da conhecida
equacdo de equilibrio dindmico

mq(t)+cq(t)+kq(t)=p) (2.1)

onde g (t)e ¢(t)representam a 12 e 22 derivadas, respectivamente, do deslocamento q ()
em ordem ao tempo.

I (t)

q

k

I

p(t)

11
L]

c O NEO)
iz

TN
3

Figura 2.1 - Sistema linear de 1 grau de liberdade.

Admitindo serem nulos os valores do deslocamento e da velocidade no instante inicial

t =0, a resposta q(t) pode ser determinada no dominio do tempo através do integral de
convolugdo de Duhamel



Comportamento dindmico de sistemas lineares

| q(t)=/-wp('t)-h(t—"c)d“c=j:p(t—r)h(r)d1: (2.2)

sendo h(t - t) designada por fungdo de resposta ao impulso unitdrio.

Esta fungiio representa a resposta do sistema no intante ¢ a um impulso unitdrio de

Dirac 6(t — T ) actuando no instante T, sendo definida através de

-w, £, (t-7)
e r

h(t—r)=ml senfwy(t-71)] (2.3)

Wy

expressdo onde apenas intervém as propriedades do sistema, sendow -asua frequéncia natural

circular, £, o coeficiente de amortecimento (de valor usualmente muito pequeno em
problemas da Engenharia de Estruturas, £, < 1) e wga a correspondente frequéncia
amortecida, dada por wq=w, 1 - % Pode portanto dizer-se que um sistema ideal fica
caracterizado pela fun¢do de resposta ao impulso unitério, R (¢~ T).

Atendendo 2 linearidade dos sistemas ideais, que estdo na base deste estudo, pode ainda
dizer-se que as suas propriedades dindmicas ficam caracterizadas através de qualquer fungao
que resulte de uma transformagdo linear de A (t - T).

Em particular, a abordagem no dominio da frequéncia, resultante da aplicagdo da
transformada linear de Fourier, constitui uma forma intuitiva e util de caracterizar um sistema
dindmico, na qual a fung¢io h(t) d4 origem a uma nova fun¢do H (£ ), designada por fun¢do
de resposta em frequéncia (FRF) e definida por

H(f)=f:h(r)e""2"f"dr (2.4)

O estabelecimento da relagio deterministica excitagio-reposta no dominio da
frequéncia facilmente se pode efectuar, aplicando a transformada de Fourier a ambos os
membros da equagéo (2.1).

Utilizando as propriedades desta transformada, pode escrever-se que
[-(2nf)’m+i(2nf)c+k]Q(f)=P(f) (2.5)

sendo Q( f) e P(f) as transformadas de Fourier da resposta e da ac¢do, respectivamente,
dadas por

Q(]c)=f:‘wq(,t)e-i(2nf)td.t e P(f)='/;:°p(1;)e-i(2uf)rd,c
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Capitulo 2

Note-se, por outro lado, que a excitagdo actuante pode ser decomposta no somat6rio
de um namero infinito de harménicos, de amplitude infinitesimal P(f)-d f, através da
transformada inversa de Fourier, de que resulta

pr= [ T P(He ey (2.6)
A substitui¢do de (2.6) em (2.2) leva a
([ i(2n ) (t-1) ]
awr= [ [rene af |-neoar

e a permuta¢do da ordem dos integrais permite ainda obter
a)= [ TP [ Th(ny-e I ar
e o

Atendendo a definicio apresentada para H ( f ) através da expressdo (2.4), vem assim
que

a= [ TH( P A

Sabendo que q(¢)é a transformada inversa de Fourier de Q( ), facilmente se pode

concluir ser

Q(f)=H(f)-P(Sf) (2.7)

expressio que estabelece, no dominio da frequéncia, a relagdo deterministica
excitagio-resposta do sistema. Esta expressdo permite também entender H (f) como a
resposta em frequéncia do sistema a um impulso unitario de Dirac, 6(t).

A relagdo de H ( f) com as propriedades mmy, ce k do sistema obtém-se tendo presente
as equagoes (2.5) e (2.7), resultando que

Q) _ 1

=P h ™ nfyPm-i@nfrck (25
ou, atendendo a que
c 1 k
Er‘zm e fr—ﬁ E
1/k
H(f)= (2.9)

[1-Cf7F)21+ (28 £/ F 1)
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Comportamento dindmico de sistemas lineares

expressdo que frequentemente vem definida em termos da frequéncia circular w=2n £,

assumindo a forma X

1/m

= (wi-w?)+i(28,w,w)

(2.10)

Pode ainda verificar-se que a fungio de resposta em frequéncia A (w)representa a
resposta a uma excitacio harménica de amplitude unitdria na frequéncia circular w. Esta
resposta, complexa, constitui também uma sinusoide de frequéncia w, com um atraso de fase
em relagdo ao harménico caracterizador da excitagio.

A anélise de (2.9) ou (2.10) permite concluir que a fun¢do de resposta em frequéncia
associada aumssistema de um grau de liberdade é uma funcédo de natureza complexa, podendo
exprimir-se através da sua amplitude ou ganho | H ( )|, dada por

1/k
|H(f)= (2.11)
VIL-(F/ £+ (25, £/ ,)°

e pela fase, $ (£ ), cuja expressdo é

~25,f/F, } (2.12)

¢(f)=atanl:1-(f/f,.)2

Como se pode observar nas Figuras 2.2.a) e 2.2.b), onde estas fun¢des se encontram
representadas em termos da frequéncia normalizada f/ f -, | H ()| apresenta um méximo
na zona de ressondncia do sistema, cujo valor é tanto mais elevado quanto mais baixo € o
coeficiente de amortecimento do sistema, £,, enquanto que a fase ¢(f) apresenta, na
passagem por f , , uma redugdo de 180°, tanto mais brusca quanto mais baixo o valor de &, .

100 210
§=1% 180 \.ﬂoéﬂ%
- 104 = 150 =109
[ b E
T & =09 2 1201
w 1 < 901
=] E £=50% -t
= = 04
& £ =100% 7]
2 0.14 X 309
< 3
0
0'010.1 1 10 48.01 0.1 1 10
FREQUENCIA NORMALIZADA, {/ir FREQUENCIA NORMALIZADA, f/tr
a) b)

Figura 2.2 - Funcio de resposta em frequéncia de um sistema de 1 grau de liberdade:
a) amplitude vs f/ f,; b) fase vs f/ f .



Capitulo 2

As fungoes h(t) e H(f) recebem frequentemente a designagdo de funcdes de
transferéncia do sistema, a primeira expressa no dominio do tempo € a segunda expressa no
dominio da frequéncia.

De assinalar que, na Teoria de Processamento de Sinais e na Identifica¢do de Sistemas,

a designagdo fungdo de transferéncia estd reservada para a transformada de Laplace, dada
por

H(s)= ‘/:h(r)e'"d't

com s = a +ib. Na verdade, a fun¢io de resposta em frequéncia A (f) ndo € mais de que a

particulariza¢do da transformada de Laplace ao eixo imaginério, fazendo a=0 e b=2nf.

Ao longo deste trabalho serd reservada preferencialmente a designag¢do de fungdo de
resposta em frequéncia para referir a funcdo A ( f ), considerando-se no entanto também 1til

e sugestiva a designacdo de fungdo de transferéncia, pelo significado implicito que lhe estd
associado.

2.1.2 - Sistemas de N graus de liberdade

As relagoes excitagdo-resposta deduzidas na secgio anterior para sistemas de 1 grau de
liberdade podem ser estendidas a sistemas de N graus de liberdade através da generalizagdo
do conceito de fungdo de transferéncia.

Figura 2.3 - Coordenadas generalizadas da excitagio e da resposta num sistema de N graus de liberdade.
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Comportamento dindmico de sistemas lineares

Para o efeito, considere-se entdo o sistema linear de N graus de liberdade representado
na Figura 2.3, sujeito a um conjunto de for¢as generalizadas {p.(t), p2(t),.... Pa(t)}
responsével por m respostas generalizadas {q(t),g2(t),....qn(t))

Considerando, por simplicidade, a excitagido e a resposta referidas ao mesmo conjunto
de N coordenadas g, e utilizando as Leis da Mecénica para formular o equilibrio dindmico
do sistema, obtém-se um conjunto de N equagdes diferenciais de 2?2 ordem que se podem
escrever matricialmente na forma

MG(t)+Cq(t)+Kg(t)=p(t) (2.13)
sendo

- M, Ce K, as matrizes de massa, de amortecimento e de rigidez do sistema, cujos

coeficientes m;, , ¢,; e k;; representam as forcas generalizadas em
correspondéncia com a coordenada ¢ quando na coordenada j sdo aplicadas
uma aceleragio, uma velocidade ou um deslocamento generalizados unitérios,
respectivamente;

- g (), q(t) e g(t), vectores contendo os valores das aceleracdes, velocidades
e deslocamentos em correspondéncia com as coordenadas generalizadas
consideradas;

- p(t), um vector cujas componentes p.(t) representam as forcas exteriores

aplicadas segundo aquelas coordenadas.

Definindo um conjunto de fungdes ;;(t) de resposta, na coordenada generalizada

a um impulso unitdrio de Dirac aplicado em j, p;(t) =0(t), a resposta segundo i, q;(t),
deste sistema pode ser obtida por sobreposicdo de efeitos através da relagio

N t N 3
q.(t)= Zlif pj(r).hij(t_r)d't:l:’ Z[[ pj(t_'c)hij(r)d't} (2.14)
j=1LY == =10

Tal como sucede com os sistemas de 1 grau de liberdade, a aplica¢do da transformada
linear de Fourier proporciona uma abordagem no dominio da frequéncia que se revela de
grande utilidade.

Seguindo entdo uma sequéncia de passos andloga a realizada para os sistemas de 1 grau
de liberdade e aplicando a transformada de Fourier a ambos os membros do sistema de
equagdes expresso por (2.13), pode concluir-se que o conjunto de relagdes deterministicas
excitagdo-resposta do sistema no dominio da frequéncia, quando expresso na forma matricial
tem a forma
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QUAH=H(f)-E(H) (2.15)

onde Q(f) e P(f) sdo vectores cujas componentes Q;(f) e P;(f) representam as

transformadas de Fourier da resposta e da excitagdo em correspondéncia com as coordenadas
{ e Jj, respectivamente, enquanto H (f) € uma matriz cuja componente genérica H;;(f)
constitui a fun¢do de resposta em frequéncia (fun¢do de transferéncia) do sistema, expressa
no sistema de coordenadas generalizadas correspondente aos deslocamentos q.; e
relacionando a resposta segundo a coordenada ¢ com a forga generalizada aplicada segundo
a coordenada /. Esta matriz relaciona-se com as propriedades da estrutura através de

H(f)=[-(2nf)°M+i(2nf)C+K]" (2.16)

As fungoes de transferéncia h;;(t) e H;( f)constituem, a semelhanga do que se passa

com os sistemas de 1 grau de liberdade, um par de transformadas de Fourier, ou seja,
_ [ -i(2nf)
Ho(H)= [ hyne @ ax
(2.17)
_ (T i(2n )
RO = [ H (e ey

Note-se que o problema da determinacgio das fungdes de transferéncia H ;;(f) através

da equacio (2.16) é substancialmente laborioso, exigindo a inversio de uma matriz de ordem
N para cada valor da frequéncia f.

Uma via alternativa para o estabelecimento de relagées excitagio-resposta em sistemas
de N graus de liberdade consiste na utilizagdo de uma formulag¢do modal, através da qual o
sistema de N equagées diferenciais de 22 ordem (2.13) é transformado num conjunto de N
equacoes diferenciais independentes, expressas em termos das chamadas coordenadas
normais ou modais y(k=1,2,...,N).

Estas coordenadas representam os coeficientes da decomposi¢gio do vector

deslocamento g (¢) num conjunto de N vectores ¢, , designados por modos de vibragao do
sistema.

Osvectores ¢, satisfazem as bem conhecidas e importantes relages de ortogonalidade

em relagio A4 matriz de massa, de rigidez e, mediante certas hipdteses, & matriz de
amortecimento [29], representando a configura¢ao da deformada da estrutura quando esta
vibra numa das suas N frequéncias préprias w, . Formando uma matriz ¢ com o conjunto
dos modos de vibragdo do sistema, tem-se pois que
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q(t)=¢oy(t) (2.18)

A substitui¢do desta equagdo no sistema de equagdes (2.13) e a z{plicagéo das relagoes
de ortogonalidade acima referidas conduz assim a

M (0D+C ¥ (D+ Ky (D=P (1) (k=1,2,..,N) (2.19)
com
My=0I Mo, (2.20)
Ce=9,C9, (2.21)
Ki=0,K9, (2.22)
Pye=0.p (2.23)

sendo os escalares M ,,C, e K designados por massa modal, amortecimento modal e rigidez

modal em correspondéncia com o modo de vibragdo k do sistema.

Como cada uma das equagoes representadas por (2.19) pode ser interpretada como a
equagdo de equilibrio dinimico de um sistema de 1 grau de liberdade, facilmente se pode
verificar que as fungdes de transferéncia hy(t) e H}(w) ao nivel das coordenadas modais
sao dadas por

Ex

hz(r)=Mklwdk-e' “* sen(wgT) (2.24)

1L/ My

y =
B ST

(2.25)

Estas fungdes podem agora relacionar-se com as fungoes de transferéncia do sistema
em termos das coordenadas generalizadas iniciais, usando para tal as relagoes (2.18) e (2.20)
a (2.23), obtendo-se assim '

h(t)=¢h (T)0" (2.26)
H(w)=0H (w)}' (2.27)

emque h (t) e H (w) representam matrizes diagonais constituidas pelas fungdes R (T)

e Hi(w).
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Efectuando o desenvolvimento dos produtos matriciais envolvidos na equagio (2.27),
e assumindo como unitario o valor das massas modais resulta em particular que

HQw)=Y o, 0T HI(w)= ). by (2.28)
- . & (W - w?) + (25w w) '
sendo o termo geral H,;(w)desta matriz dado por
N , ,
H(w)=) SRIACHE (i=1,2,....N) (2.29)

S(wi-w?)+i(25,wew)

(j=1,2,....,N)

expressdo onde se convenciona representar a componente ¢ do modo de vibragdo k£ por

(90).

Como se pode verificar, esta forma alternativa de obter as fun¢bes de resposta em
frequéncia de um sistema é bastante mais simples do que a apresentada anteriormente (v.
equagdo (2.16)). Uma vantagem adicional da sua aplicagdo reside no facto de a resposta da
estrutura poder em geral ser aproximada, sem erros significativos, contabilizando apenas o
contributo de um relativamente pequeno niimero de modos de vibragio, o que permite uma
significativa redu¢ao da dimensio do problema e do esforgo de cdlculo envolvido.

Casos hé, no entanto, em que a aplica¢io da formulagdo modal nio é vidvel. De facto,
nem sempre € possivel verificar a ortogonalidade dos modos de vibragdo em rela¢io a matriz
de amortecimento [26], condi¢do que, como se mencionou na apresentacio desta formulagio,
€ essencial para que seja possivel desligar o sistema de equagGes diferenciais que caracterizam
o movimento da estrutura. Nestas situacdes hd porém a alternativa de recorrer a uma

formulagdo de estado [31].

Esta formulagio, mais geral do que a anterior, é aplicavel a sistemas lineares sem
restri¢des 2 matriz de amortecimento, tornando-se vidvel por seu intermédio a transformagio
do sistema de N equacdes diferenciais de 22 ordem, caracterizador do equilibrio dinimico da
estrutura, num outro conjunto de 2N equacdes diferenciais de 12 ordem independentes.

Considere-se entdo a equagéo diferencial do movimento definida através da expressio
(2.13) e aplique-se uma mudanga de variéveis, introduzindo o vector de estado y (t), definido

por
_faq()
X(t)_<g(t)} (2.30)
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Substituindo em (2.13) e introduzindo a matriz de estado A e o vector x(t) dados

por .

| 9 ! 0 3
A= MUK -MUC e x()= M) (2.31)

facilmente se pode concluir ser (2.13) equivalente a
y(t)=Ay(t)+x(t) (2.32)

E possivel verificar que, sendo as condigoes iniciais do sistema traduzidas pelo vector
y(0) no instante ¢ = 0, a solugdo deste sistema de 2N equagies é [8]

Z(t)=e4‘3_/(0)+f'eﬁ""’£(r)dr (2.33)
0

sendo a matriz e?' definida por

At

e =1+ At+ (ét)2+%(ét)3+... (2.34)

1
2!
embora seja mais facilmente quantificvel através da resolugdo do problema de valores e

vectores proprios

(i=1,2,...,2N) (2.35)
podendo entdo afirmar-se que
At at -1
e~ =Te" T (2.36)

2 . . .2 2 . t , »
em que a é uma matriz diagonal constituida pelos valores proprios «; , e =* é também uma

- matriz diagonal cujo elemento de ordem ¢ da respectiva diagonal principal vale ™ e T é
a matriz quadrada de dimensdo 2N, cujas colunas sdo constituidas pelos vectores proprios
Y, normalizados em rela¢io a uma matriz D, dada por

| 5]

T'DT =1 (2.37)

de tal forma que

Admitindo que o sistema parte de uma situagdo inicial de repouso, a resposta y(t)

poder4 obter-se através do integral de convolugdo

211



Capitulo 2

z(t)=folze”1"-§(t—r)dr (2.38)

verificando-se entdo, por analogia com (2.14), que o produto 7e**7T "'

corresponde A matriz
h(t) das funcdes de transferéncia do sistema no dominio do tempo.

Pode ainda seguir-se uma variante modal complexa, introduzindo novas coordenadas
modais (3;(t),com i=1,2,...,2N, relacionadas com o vector de estado vy (t) através da
transformacdo linear

y()=TR(t) (2.39)

Substituindo estarelagioem (2.32) e, tendoemconta[31]que T~ ' AT = a,pode obter-se

o seguinte conjunto de 2N equagoes diferenciais de 1* ordem independentes
BO=ap®)+T ' x(t) (2.40)
cuja solugédo é dada por

a(t-t)

E(t)=egtﬁ(0)+ﬁte T 'x(t)dr

De (2.37) pode obter-se que 7' =T" - D. A substitui¢io desta relagio em (2.40) e a

defini¢cio de x(¢) permitem concluir que

B(=aB()+T"-P(t) (2.41)

t
f(‘)={§( )}

com

Aplicando agora a transformada de Fourier a ambos os membros da equagio (2.41),
tem-se que

iwB(w)=aB(w)+T"P(w)
ou, o que é equivalente
[iwl-a]-B(w)=T"P(w)

O vector B(w) das transformadas de Fourier das coordenadas modais [3,(t) em

correspondéncia com os 2N modos de vibragdo y, é assim dado por
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B(w)=[wl-a]™"-T"P(w) (2.42)

Tendo presente a relagdo (2.39), pode finalmente concluir-se que a transformada de
Fourier Y (w) da resposta y(t) é

Y (w)=TB(w)=T[iwl-a]" - T"P(w) (2.43)

Designando por H (w) a matriz

~ 1
T[ . ]-TT
—L WTQe~] T (2nx2N)

obtém-se a conhecida relacio entre as transformadas de Fourier dos processos de excitagao

e de resposta do sistema

Y(w)=H(w)P(w) (2.44)
recebendo H (w) a designagio de matriz das fungoes de resposta em frequéncia (ou de
transferéncia), em que o termo genérico H;;(w) vale

1
iw—a,;

2N
Hij(w)‘_‘ZTik' 'Tjk
k=1

ou, atendendo a que T ;representa a componente & do modo de vibragao compiexo v,

2N . . .
Hil.(w) _ Z (W:)k (IIJ,)k

k=1 iw_ak

Como, por outro lado, é possivel verificar [107] que os valores proprios o, ocorrem

aos pares de conjugados,

a,=w(g,2iy1-82)  (k=1,....,N) (2.45)

€ 0 mesmo acontece em relagio aos vectores proprios que lhes estdo associados, pode entio
obter-se a seguinte expressdo final para a fun¢do de transferéncia H;(w)
5D (W) (W) (W)
Hij(w)=Z|: k ] k+ k 17k

k=1

(2.46)

iw—ay iw=- o
em que o simbolo “*” representa a operagdo "conjugado de".

Cadatermo H,,(w) damatriz H (w) representa a fungdo de transferéncia do sistema

relacionando as componentes g, ou g da resposta e as componentes p ; da acgao aplicada.
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2.2 - RELACOES ESTOCASTICAS EXCITACAO-RESPOSTA
2.2.1 - Consideragdes sobre a caracterizacio de processos estocasticos

Em muitas situagdes da andlise estrutural, a excitagdo e, consequentemente, a resposta
apresentam uma natureza acentuadamente aleatdria, de que resulta a necessidade da sua
caracteriza¢do em termos probabilisticos, para o que se torna conveniente 0 recurso ao
conceito de processo.estocdstico.

Por processo estocdstico x(t) entende-se o conjunto de n(n - «) fungdes aleatdrias

(realizag6es do processo) x;(t) (i=1,2,...,n) dependentes do pardmetro ¢ e associadas
a caracterizagdo de uma determinada grandeza fisica. Nos problemas de Dinidmica Estrutural

a varidvel ¢ representa usualmente o tempo, podendo do ponto de vista matemdtico
escrever-se que

x()={x,(t) ;i=1,2,...,n(n=> =)} (2.47)

{\‘\/"\,AA /\M\l\'\nl\ /\"\/“
A AA VA VERVS AW ALY A

Figura 2.4 - Conjunto de realizages de um processo estocéstico x(t).

A caracterizacdo completa de um processo estocdstico exige, em principio, o
conhecimento de uma hierarquia infinita de fun¢es densidade de probabilidade conjunta
[31] o que, naturalmente, se revela impossivel de realizar na prética. Assim, é corrente
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efectuar-se uma andlise simplificada baseada apenas, em regra, no conhecimento de
grandezas estatisticas de primeira e segunda ordem, procedimento que € particularmente
justificdvel nas situacoes em que seja razodvel admitir a natureza gaussiana da excitacao
actuante, tendo em conta o enunciado do Teorema do Limite Central. As principais grandezas
estatisticas utilizadas sdo entdo as seguintes:

a) Valor médio do processo x (t) no instante ¢;

m., = Ex (1= [ X,pCX)dX, (2.48)

sendo p(X,) afuncdo densidade de probabilidade associada a varidvel aleatoria

X .= x(t;) erepresentando E[ ] o operador valor médio expectavel tendo em
conta todas as realizagoes do processo;

b) Valor quadratico médio do processo x (¢) no instante ¢,
mx3=E[xz(ti)]=f_:x?;§(xi)dxi (2.49)
¢) Varidncia do processo x(!) no .instante t;
ux‘=E{[x(t.-)-mx,_]z}=f_j(X,--mx‘)zp(X,.)dX,- (2.50)

d) Desvio-padrao do processo x (¢) no instante ¢;

Ux":\/u—x,

e) Funcio de auto-correlagdo do processo x (t) referida aos instantes ¢; € {;
Rx(ti,tj)=E[x(t,-)x(t,-)]=f / X X;p(X;, X;)dX;dX, (2.51)

onde p(X., X )representa a fungio densidade de probabilidade conjunta das

varidveis aleatérias X; e X;;

f) Fungdo de inter-correlagdo ou de correlagio cruzada entre os processos X (t)

e y(t) referida aos instantes t; e t;, respectivamente

Rt )= ELx(t) y(1= [ [ XY, p(X,Y pax,ay, (2.52)
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g) Fungdo de auto-covaridncia do processo x (t)referida aos instantes ¢; e ¢,

Hx(t(»tj)=E([x(ti)_mx,][x(t,‘)_mx,]}=

=fm'fm(xl.-mx,)(X,—mxl)p(X,.,X,.)dXidX, (2.53)

h) Fungio de inter-covaridncia ou de covariancia cruzada entre os processos x (t)

e y(t) referida aos instantes ¢; e t,, respectivamente

uxy(ti’tj)=E{[x(tx)_mxi].[Y(tj)_myl.]}=

B ,/:;”,[;”(Xi_mx:)(yi_my,)p(Xi’ Y )ax,dy, (2.54)

No que respeita a modelagdo das acgdes ou das respostas, refere-se ainda que numa
grande parte dos casos é legitima a idealiza¢do através dos chamados processos estaciondrios
e ergddicos.

Diz-se que um processo estocéstico é estaciondrio quando o valor de qualquer fungio
densidade de probabilidade muitidimensional p(X;, X ;,..., X,) é independente da origem
dos tempos, dependendo apenas dos desfasamentos temporais entre os instantes de tempo
associados as varidveis aleatérias X,, X ;,..., X,.

Nesta situagdo, o valor médio expectavel do processo é constante no tempo, a0 passo
que as fungdes de auto-correlagio e de correlagdo cruzada R, (t;,t;) e R.,(t:t;),

respectivamente, podem ser expressas unicamente em termos daquantidade t© =t ; - ¢, através
de

R (T)=FE[x(t) x(t+T)] (2.55)
Ry (T)=E[x(t)-y(t+1)] (2.56)

Um processo estocéstico estaciondrio é ainda ergédico, quando os valores das fungées
estatisticas que o caracterizam, tendo em conta a globalidade das realizagoes, coincidem com
os correspondentes valores médios temporais extraidos a partir de uma tinica realizag¢io x;(t)
do processo estocdstico x (¢).

Nesse caso, pode dizer-se que o valor médio m, = E[x(t)] do processo estocistico
estaciondrio e ergddico coincide com o valor médio temporal, < x,;(t)>, isto é
T/72

<x,(t)>= lim% x()dt=E[x(1)] (2.57)
2

T -T/
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enquanto que as fungoes de auto-correlagio R . () e de correlagio cruzada R ., (T) podem

obter-se através de duas quaisquer realizagoes x;(t) e y.:(t) por .

T/2

R(T)= R (1) =<x (1) X (t+T)>=lim = | x (1) x,(t+T)dT (2.58)
! Tow -T/2
) 1 T/2

R (D)= Ry (D =<x, () v+ D>=lim o [ " 0oy (trvdr (259
e Tow -T/2

Na caracterizagido dos processos estocésticos estaciondrios é possivel recorrer, em
alternativa as funcoes de auto-correlagdo e de correlagdo cruzada, a duas novas fungdes, a
densidade espectral de poténcia, S . (1), e adensidade espectral de poténcia cruzada, S «,(f),
definidas matematicamente por

5.(/)=1im E{Fﬂx(t)]TFT[x(t)]} (2.60)
€
5= lim E<FT[X(I)]'T'FT[y(t)]> (2.61)

em que " *“ indica a operagéo "conjugado de" e Fr[x(t)] representa a transformada de
Fourier do processo x (¢) restringido ao intervalo [-7/2,T/2] isto é

T/2 —i2ne)e
FT[x(m=A'T<f)=f_mx(t)e eniigy (2.62)

Tendo em consideragio todas as realizagdes constituintes do processo, as expressoes
(2.60) e (2.61) tomam a forma

L& Fo O] Frlx®)]
S.(£)= lim ;Z = (2.63)
nFr Ix ()] Fr Lyt
S (f)= ITIE;II_ZI r.r[x( )]T r.rLy()] (2.64)

n-o

emque F, [x(t)] representa a transformada de Fourier associada a realizagao de ordem

r.

Estas duas grandezas estatisticas de 2% ordem estdo estritamente ligadas a caracterizagao
do contetido energético dos processos estocasticos estacionarios analisados, verificando-se
em particular que
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o§=Rx(0)—m§=f S (w)dw-m? (2.65)

uxy=ny(O)—mx-my=2f Re[S,(w)]dw-m,-m, (2.66)
0

sendo Re[S,,(w)] aparte real da fungdo S, (w).

Entre as fungdes de auto-correlagio ou de correlagido cruzada e as fungdes densidade
espectral de poténcia ou densidade espectral de poténcia cruzada verificam-se importantes
relagdes, conhecidas por relagdes de Wiener-Khintchine, através das quais pode ser
estabelecido um f4cil relacionamento entre abordagens de andlise no dominio do tempo e
da frequéncia. Essas relagées sdo as seguintes

sx(f)=fwkx('c)e""2"”‘d1: - (2.67)

Ru(0= [ Ts.(He®ay (2.68)
€

S ()= [ Ry @ ax (2.69)

ny(r)=fm5xy(f)e"‘2“”‘df (2.70)

Constata-se pois que as fungées R . (t) e S, (f) constituem um par de transformadas

de Fourier, o mesmo sucedendo entre R.,(t) e S,,(f).

2.2.2 - Sistemas de 1 grau de liberdade sujeitos a excitacées aleatérias estaciondrias

Em muitas situagoes de interesse no dmbito da Engenharia de Estruturas verifica-se
ser aceitdvel a idealizagio das acgdes actuantes através de processos estocasticos
estaciondrios. Por esse motivo, na presente secgio comegam por ser estabelecidas as relacoes
excitacdo-resposta para o caso particular de a excitagdo ser daquela natureza, admitindo-se
ainda que os sistemas envolvidos possuem paridmetros constantes e comportamento linear.

Considere-se entdio um sistema linear de 1 grau de liberdade cujas fungoes de
transferéncia h(t) e H(f) no dominio do tempo e da frequéncia, respectivamente, foram
caracterizadas na secg¢do 2.1.1.
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O valor médio da resposta deste sistema a uma excitagio aleatéria estaciondria pode
ser obtido através da aplicagdo do operador E[ ] a equacio (2.2). Fazendo ainda uso da
comutatividade entre as operagdes de integragio e de célculo dos valores médios expectéveis,
resulta que

mq(t)=fo mp(t—r)h(r)dr=mpfo h(t)dT (2.71)
Esta relagdo permite extrair uma conclusdo importante, que consiste no facto de a

resposta de um sistema linear a uma excitagdo estaciondria ser também estaciondria.

A relacio entre os valores médios m, e m, da excitagdo e da resposta pode ainda

ser obtida através da funcdo de transferéncia A ( f), expressa no dominio da frequéncia. Para
tal, considere-se a equagdo (2.4) e determine-se o seu valor para f =0

H(0)=f:n(r)-e°dr=f:h(r)dx (2.72)

Atendendo a (2.71), pode ainda escrever-se que
m,=m,-H(0)"

e como, por outro lado, H () se relaciona com as propriedades do sistema através de (2.9),

vira entdo
m,=—2= (2.73)

Conclui-se assim que, no caso particular de o processo de excitagdo ser de média nula,
0 mesmo sucede com 0 processo de resposta.

Da mesma forma que se procedeu para a obtengéo das relagoes entre os valores médios
da excitagdo e da resposta, também para a determinagdo da varidncia da resposta se podem
utilizar, alternativamente, as abordagens no dominio do tempo e da frequéncia.

Comecgando por referir a abordagem no dominio do tempo e tomando como ponto de
partida a equagio (2.2), o produto q(t)-q(t+ T) poderd ser obtido por

a-qt+0= [ [TrE IR Pt pUr T T)dT AT,

Aplicando o operador valor médio expectdvel a ambos os membros, e atendendo &
comutatividade entre as operagdes de integra¢do e de cdlculo do valor médio expectével do
produto p(t-t,) - p(t+T-"T,),vem
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Rq(r)=f()wfomh(rl)-h(rz)-1€p(r+rl—rz)dr]drz (2.74)

obtendo-se assim uma relacao entre as fungées de auto-correlagio da excitagio e da resposta
do sistema. Relagdo semelhante pode ser estabelecida usando as fungées de inter-correlagio
entre a entrada p(t) e asaida q(t) e afungio de auto-correlagio da entrada

qu(r)=f:h(rl)-Rp(r—rl)drl (2.75)

Pode entdo quantificar-se a variancia do processo da resposta |, , tendo em conta a
sua definicdo, verificando-se que
ho=R,(0)-m? (2.76)

A abordagem no dominio da frequéncia permite uma via alternativa para quantificacio
da varidncia da resposta |, com base na fun¢io densidade espectral de poténcia S,( f).

Com efeito, partindo da equagéo (2.7), que relaciona as transformadas de Fourier dos
processos da excitagdo e da resposta, P( f) e Q( f), respectivamente, através da funcio de
transferéncia H ( f)e, considerando p(t) e q(t) restringidos ao intervalo [-T/2,T /2],
com T -, tem-se que

Qr(£)=H(f) P:(f)

Multiplicando ambos os membros desta equagao pelo respectivo complexo conjugado,
vem entao

Qr(F)Qr(f)=[H(f) Pr (NI [H(F) Pr()]
ou seja

Qr(f) Qr(A)=LH() ~H(AHI[P+(F) P ()]

Finalmente, dividindo por T e atendendo 2 defini¢do de fungio densidade espectral
de poténcia, obtém-se a relagdo

Sq(F)=IH(HI?-S () (2.77)

Um raciocinio semelhante permite ainda relacionar S ,,(f) com S,(f)através da

equagao

Spe(FI=H(FIS () (2.78)
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Atendendo a relagdo (2.65), a varidncia 1, vem entdo dada por

wo= [ Sy(praf-m? (2.79)

Outros momentos estatisticos de ordem superior poderiam ainda ser calculados, de
forma a melhor caracterizar o processo de resposta. No entanto, e porque os pardmetros
estatisticos de 12 e 22 ordem sdo os que contém mais informagdo relativamente aos processos
estocdsticos a que respeitam, é vulgar a sua caracterizagdo usando apenas mg, e W, . Por
outro lado, sendo o processo estocastico estaciondrio também gaussiano, o conhecimento
destes momentos estatisticos de primeira e segunda ordem ¢ suficiente para uma completa
caracterizagdo probabilistica da resposta [31].

2.2.3 - Extensao a excitacées aleatérias transientes

A idealizacio das acgdes actuantes através de processos estocdsticos estaciondrios nem
sempre é razoavel, j4 que a dependéncia temporal das suas principais propriedades estatisticas
pode ser importante.

Nio existindo uma metodologia tinica para a caracterizagdo de processos estocésticos
ndo-estaciondrios [11], algumas técnicas substancialmente mais complexas do que as
aplicdveis a processos estacionarios podem ainda ser utilizadas no sentido de introduzir uma
generalizacdo dos conceitos anteriormente definidos de fungdes de auto-correlagdo e de
inter-correlagdo cruzada e de fungoes densidade espectral de poténcia e densidade espectral de
poténcia cruzada, permitindo a obtengdo de relagdes excitagdo-resposta nao-estaciondrias.

Merece contudo destaque particular uma classe de processos estocdsticos nao
estaciondrios, cujas realizagdes apresentam valores significativos apenas num intervalo de
tempo de duragio muito curta: os chamados processos estocdsticos transientes.

Correspondem a este tipo de processos as excitagdes e as respostas de sistemas
associadas a sismos, explosdes ou outros tipos de impulsos de pequena duragéo.

Embora, em principio, processos desta natureza possam ser caracterizados recorrendo
a técnicas existentes para processos ndo-estaciondrios como o espectro de Bendat-Piersol ou
0 espectro evolutivo de Priestley [11,31], é possivel utilizar uma abordagem mais simples [11],
baseada na metodologia desenvolvida para processos estocdsticos estaciondrios, que se passa
sumariamente a descrever.
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Seja x (t) o processo estocdstico caracterizador da excitacdo actuante sobre um sistema
linear, cuja fun¢do de resposta ao impulso unitédrio é h(t). Diz-se que x(t) constitui um
processo estocdstico transiente, se existir um instante 7', para o qual se verifique [11]
x(1)#0 , 0<t<T,
x(t)=0 , t<Ovt>T, (2.80)
h(t)>A , ©>T,

sendo A uma quantidade finita nio nula.

Aplique-se agora a transformada de Fourier a uma realizagdo do processo estocastico
transiente x,(t)

T,

Xi(f)=f xi(t)e'i(zuf)'dt=f x (e PN qy (2.81)
- 0

E possivel definir uma fungdo S.(f), designada por fungdo densidade espectral de

energia do processo transiente x (t), multiplicando X ;( f) pelo conjugado e aplicando o valor
expectavel E[ ]

SLH=ELX(F)- X(HI=ENX(HI?] (2.82)

Note-se que esta definicdo apenas difere da defini¢do apresentada para a funcio
densidade espectral de poténcia S, (f)no facto de S.(f) nio englobar uma divisdo por
T e de ndo lhe ser aplicado o limite quando T - «. A introdugdo deste novo conceito é
possibilitada pelo facto de, contrariamente ao que se passa com 0s processos estocasticos
estaciondrios, o conteiido energético de cada realizagdo x,(t) do processo transiente ser
finito.

Napréticaaestimativade _5,(f) é obtidaa partir da estimativa da densidade espectral

de poténcia S, (f) do processo estocdstico suposto estaciondrio, relacionando-se estas
fungdes através de um factor de escala T, igual 4 duragdo do processo transiente, isto é

SLAHH=T,-S.(f) (2.83)

Podem ainda definir-se outras fungdes estatisticas para os processos transientes,
referindo-se por exemplo a funcdo densidade espectral de energia cruzada é‘xy( f) de dois
processos transientes x(t) e y(t)

SSFI=ELX(f)-Y ()] (2.84)
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sendo a sua estimativa _N,,( /) obtida através de

é‘xy(f)=Tlsxy(f) (2.85)

As relagdes excitagdo-resposta podem assim assumir uma forma similar a das relagoes
deduzidas para processos estocisticos estaciondrios, vindo entao

SLH=THHOIPSLH (2.86)
Sedl FY=H(HSLE) (2.87)

2.2.4 - Sistemas de N graus de liberdade

No caso geral em que sdo utilizadas n coordenadas generalizadas p.(t) para
caracterizar a excitagio actuante sobre o sistema, suposta aleatOria estaciondria, € m
coordenadas generalizadas q,(t) para caracterizar a sua resposta, a estrutura probabilistica
instantanea do processo estocastico vectorial g(t) é em geral avaliada através de um vector
de valores médios da resposta m e de uma matriz |, cujos termos K7, representam as
inter-covaridncias entre as componentes q(¢) € q,(t).

Como sucede com os sistemas de 1 grau de liberdade, o conhecimento dos momentos
estatisticos de 12 e 2% ordem é suficiente para caracterizar completamente a estrutura
probabilistica de excitagdes aleatérias de cardcter gaussiano.

E possivel verificar que, sendo h(t) e H (f)matrizes cujos termos n;(t) e H;(f)

representam as funcdes de transferéncia generalizadas do sistema, relacionando as
componentes { ¢ j de entrada e de saida, respectivamente, o vector m _(t) dos valores
médios da resposta se relaciona com o correspondente vector m , dos valores médios da
excitagdo através de

mq(t)=fmh(r)drmp (2.88)
m LR m
ou

m (t)=H(0)m, ' (2.89)

verificando-se pois que, se 0 processo estocéstico que caracteriza a excitagdo for estaciondrio,
entdo também o processo que caracteriza a resposta o serd.
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A matriz de inter-covariincia 1L, pode porsua vez ser obtida, seguindo uma abordagem

no dominio do tempo, através das fungées de inter-correlagio R{7(T) associadas a
componente de média nula do processo da resposta q(t) ou, alternativamente, através das
correspondentes fungoes densidade espectral de poténcia cruzada S ;(f), no caso de ser
utilizada uma abordagem no dominio da frequéncia, podendo verificar-se que [31]

_qa(r) ffh(r )R (r+1:1—1:2)h (ty)dt,dT, (2.90)

§qo(f)=ﬂ‘(f)'§pa(f)'ﬂ(f)T (2.91)
sendo p (t) acomponente de média nula da excitacio.

Desse modo, atendendo as equagoes (2.54) e (2.66), os elementos da matriz de
covaridncia p podem obter-se através das relagées

ni=nr=R{(0) (2.92)

ou

u,,—2f Re[sir(f)]ds (2.93)

Utilizando uma formulagio modal para a caracterizacao daresposta do sistema, e sendo
h (t)eH ,(f) asmatrizes (diagonais) de funcoes de transferéncia no espago modal, pode-se
provar que o vector m () dos valores médios expectéveis da resposta relativo a cada uma
das coordenadas generalizadas iniciais é dado por [31]

m (t)=¢f h (t)dt-o"-m (2.94)
—q ~Jo =V L p
ou por
m ()=K'm_ (2.95)
sendo ¢ e Kas matrizes dos modos de vibragdo e de rigidez referidas na sec¢io 2.1.2.

Analogamente, é possivel definir as matrizes R y‘,(1:) e S v, () das fungoes de

inter-correlagio e das fungdes densidade espectral de poténcia cruzada relativas as
componentes de média nula da resposta no espago modal, vindo respectivamente

224




Comportamento dindmico de sistemas lineares

R, (0= [ [Th,(1)07R, (v -T2k, (T)dT T, | (2.96)

S,(F=H (f)-97S, (f)¢ H (f) (2.97)

Pode entdo obter-se a matriz de inter-covaridncia p_ , associada ao processo de resposta

em termos das coordenadas modais y (¢), tendo em conta que
}'o Yo
ny;=r: =R (0) (2.98)

ou que

ul,—Zf Re[Sl°(f)]df (2.99)

Deste modo, tendo presente a transformagao linear expressa por (2.18) pode finalmente
obter-se

o7 (2.100)

2.3 - CAMPO DE APLICACAO DAS RELACOES GERAIS EXCITACAO-RESPOSTA.
O PROBLEMA DA IDENTIFICACAO DE SISTEMAS

Nas secgdes anteriores foram estabelecidas as relagoes excitagdo-resposta que
caracterizam o comportamento dindmico de sistemas lineares. Como se pode constatar, estas
relagdes envolvem caracteristicas essenciais da excitacdo do sistema propriamente dito e da
resposta, naturalmente fungdo da excitagio que lhe foi aplicada.

Em face deste conjunto de relagoes, trés tipos basicos de problemas podem colocar-se:

1. O problema directo, que consiste em caracterizar a resposta, conhecendo as
propriedades da excitagdo e as caracteristicas do sistema;

2. O problema inverso, cujo objectivo é a caracterizagdo da excitagdo a partir do
conhecimento das caracteristicas do sistema e da resposta;

3. O problema da identificacdo de sistemas, que consiste na caracterizagdo das
propriedades do sistema, a partir do conhecimento da excitagdo e da resposta.
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O objectivo do presente trabalho enquadra-se no terceiro problema mencionado, de
identificagdo de sistemas, o qual pode ser caracterizado de uma forma mais genérica com
base no diagrama apresentado na Figura 2.5, de acordo com as referéncias [85,125].

wir)

[ruido na entrada do sistcma]

@ =f[x0 w0, wo, po)] [vector de estado] MEDDI%‘AO [vector de esrado observado]
D () = g [ x(t), u(t), w(t), p(t)]
L (t) =i [D @) A

____________ | ¥t
| [ruido no sistema de medigio]

S
3 SISTEMA
£ u(t) (desconhecido) p(t) Y ,
g u =0 SISTEMA ol >
8—‘—> > >
E

P, D), L)

Figura 2.5 - Problema geral da identificagio de sistemas (adaptado de Sage [125]).

Neste esquema, o sistema tem um comportamento desconhecido e é caracterizado por
um comjunto de equagbes diferenciais de ordem também desconhecida,
x(t)= Fflx(8),u(t), w(t), p(t)], em que intervém a excitagdo u(t) o ruido w(t), ndo
mensuravel, que pode ou nio atravesssar o sistema, o vector p(t), cujas componentes
representam os parametros do sistema, dependentes em geral do instante e, finalmente, o
vector de estado x (), caracterizando a resposta as acgOes actuantes.

A quantificacdo do vector p(t) passa pela observagio do vector de estado x(t) eda

entrada do sistema u(t).

Sucede ainda que, no decorrer de um ensaio, outras fontes de ruido v(t) podem afectar

o sistema de medigao corrompendo o sinal captado, obtendo-se assim uma versio z(t) do
vector de estado observado dadapor z(t)=h[x(t), u(t), w(t), p(t),v(t)].Emresultado
das incertezas associadas A presenca de ruido nas séries observadas, a obtengdo das
componentes do vector p(t) degenera num problema de estimagao.

Umoutro aspecto de grande importéncia prende-se com o facto de amedig¢dodaresposta
estrutural ser normalmente realizada para baixos niveis de excitagio, o que se deve nio s6
as limitagdes do equipamento por meio do qual esta é aplicada (questdo essencial em
estruturas de grande porte), mas ainda ao interesse em nio introduzir dano na estrutura. Se
as caracteristicas assim extraidas do modelo podem considerar-se vdlidas, em muitos casos,
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paraas condigdes normais de utiliza¢do, a sua aplica¢do a descri¢do do mesmo sistema quando
sujeito a elevados niveis de excitagdo, como por exemplo os decorrentes da ac¢do de sismos,
ja serd questiondvel pois, como se sabe, a resposta estrutural, linear ou fracamente nio-linear
em situagdes correntes, pode registar nessas circunstancias uma forte incursdo em regime
plastico, tornando-se os mecanismos de dissipagdo de energia completamente diferentes.

Dai que Liu [85] tenha proposto a inclusio no problema da identificacao de sistemas
de um conjunto de caracteristicas tradutoras do estado de degradagdo da estrutura ("damage
state"), susceptivel de ser caracterizado por uma fungdo de dano, D(t), e por uma fungdo de
fiabilidade ("reliability measure"), L(t).

Embora a quantificagio destas duas fungbes apresente elevada complexidade,
assumindo eventualmente um caricter semi-empirico, a sua inclusdo no problema da
identificacdo de sistemas confere-lhe uma nova dimensdo, porquanto abre uma via de
abordagem dos problemas de degradagéo estrutural e de quantificagao da seguranca.

No trabalho aqui apresentado apenas uma parte deste relativamente novo e vasto campo
que é a Identificagdo de Sistemas é abordado: a que se refere aos sistemas fisicos ideais,
caracterizados pela linearidade e pela invaridncia temporal dos seus pardmetros. Além disso,
apenas trés tipos de acgdes sdo utilizadas: as deterministicas, as aleatorias estaciondrias e as
aleatdrias transientes.

Note-se que este tipo de abordagem é valido também para os sistemas fracamente
nio-lineares, sendo ainda possivel a sua extensdo a sistemas com comportamento fortemente
nio-linear, mediante a segmentagio de séries observadas em trogos nos quais se supde haver
linearidade do comportamento [83,85].

Poroutro lado, a relativa simplicidade dos métodos de identificagdo aplicdveis asistemas
lineares face a abordagens que contemplema nao-linearidade do comportamento {10,112, 134]
faz com que na pratica a sua utilizagdo seja generalizada.

De assinalar que é ainda abordada neste trabalho uma questdo particular da
Identificagdo de Sistemas, correspondente 2 identificagdo de pardmetros dinamicos em
estruturas sujeitas a acgoes nio facilmente mensuraveis. Esta situagao € bastante corrente no
estudo de edificios de grande porte, ou de barragens, ja que a concepgdo e utilizagdo de
excitadores capazes de induzir vibragdes de amplitude significativamente superior as
vibragdes produzidas pelas acgdes ambientais torna-se demasiado onerosa. Deste modo e,
desde que os sensores de medida tenham sensibilidade suficiente para detectar as vibragoes
ambientais, é possivel a utilizagio desta forma de excitagio no ambito da aplicagdo de técnicas
de identificagio.
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No caso de apenas ser conhecida a resposta estrutural, a solu¢do do problema envolve
no entanto o estabelecimento de algumas hipéteses relativas a caracterizag¢do probabilistica
da excitacdo, admitindo-se habitualmente que esta é idealizada através de um processo
estocéstico estacionario de densidade espectral constante numa dada gama de frequéncias
(ruido branco de banda limitada).
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CAPITULO 3

EXCITACAO E MEDICAO DE
VIBRACOES EM ESTRUTURAS



INTRODUCAO

Na secg¢do 2.3 do capitulo anterior efectuou-se um enquadramento do problema geral
da Identificagdo de Sistemas, tendo-se delimitado o objectivo central deste trabalho, que
consiste afinal em sistematizar e desenvolver técnicas experimentais € numéricas por meio
das quais as caracteristicas dinimicas de uma estrutura funcionando em regime linear possam
ser estimadas.

Viu-se ainda nesse capitulo que a identificagio das propriedades dinimicas dos
chamados sistemas ideais é geralmente realizada a partir de um conjunto de medigoes da
resposta a uma excitacdo aplicada (da qual sdo igualmente obtidas medidas), através da
constru¢ao de uma matriz de fungées de transferéncia sobre as quais incidem as técnicas
numéricas destinadas a obtengdo dos pardmetros dindmicos do sistema.

Neste capitulo, descrevem-se as principais técnicas de excitagdo utilizadas na
identificagdo de paradmetros dindmicos em estruturas, referindo-se as componentes mais
importantes de um sistema de excita¢io e medig¢do de vibragoes.

Descreve-se ainda o sistema de excitagdo e medi¢ido que nos tltimos anos tem sido
desenvolvido na FEUP.

3.1 - TECNICAS DE EXCITACAO DA ESTRUTURA

A excitagdo constitui um aspecto fundamental na andlise experimental, j4 que é da sua
ocorréncia que resulta a vibragdo da estrutura e a inerente mobilizagdo das suas caracteristicas
dinamicas.

Como, do ponto de vista da teoria dos sistemas lineares, a estimativa da funcio de
transferéncia ¢ independente do sinal caracterizador da acgdo aplicada, qualquer forma de
excitagdo poderia, em principio, ser utilizada no problema em questio. Existe, no entanto,
um certo nimero de consideragdes praticas que faz com que uma escolha conveniente da
forma de excitagdo permita melhorar grandemente a precisao das estimativas obtidas.

Nesta secgio apresenta-se uma classificagdo possivel das técnicas de excitagio mais
utilizadas, fazendo-se referéncia as principais vantagens e inconvenientes da sua aplicagio.

De acordo com esta classificagdo [64], os sinais caracterizadores da excitagio podem
ser divididos em dois grupos fundamentais, onde se incluem, por um lado, os sinais ditos de
"banda larga" e, por outro, os sinais de "banda estreita".
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Como se pode ver no Quadro 3.1, os sinais de "banda larga” sdo ainda subdivididos em
trés grupos: os sinais nao-periddicos, peri6dicos e transientes. Quanto aos sinais de "banda
estreita”, hd a considerar os de varrimento em seno lento ("swept sine") e os de varrimento
sinusoidal por incrementos ("stepped sine").

Quadro 3.1 - Classificagio dos principais tipos de excitagio.

SINAIS DE "BANDA LARGA" - SINAIS DE "BANDA ESTREITA"
Nao-periédicos - Aleatério puro
- Pseudo-aleatério - Varrimento em seno lento
Periédicos - Aleat6rio periédico ("swept sine”)

- "Periodic chirp”

- Aleat6rio transiente  {[- Varrimento sinusoidal por incrementos
Transientes - "Burst chirp” ("stepped sine")
- Impulso

A escolha de uma forma de excitagio determina de imediato 0 equipamento a utilizar,
bem como as caracteristicas gerais do ensaio. Assim, por exemplo, a escolha de sinais de
banda estreita conduz, como adiante se verd, 4 construcdo de fungoes de resposta em
frequéncia (FRF ’s) ponto por ponto, o que se traduz numa substancial morosidade do ensaio,
40 passo que a escolha de sinais de "banda larga" permite a construcao das FRF’s de uma s6
vez, embora exija normalmente o recurso a médias, de forma a reduzir a variancia das
estimativas obtidas.

a) Excita¢do néo-periédica

Este tipo de excitacio engloba os chamados sinais aleatérios puros, de natureza
Gaussiana, com contetdo espectral numa banda de frequéncias a definir.

Este sinal ¢ aplicado usualmente através de um gerador de ruido e constitui a forma
mais apropriada de excitacdo em sistemas que exibam um certo grau de néo-linearidade,
sendo as distorgoes produzidas por este tipo de comportamento atenuadas no inevitdvel
Processo de suavizagio realizado com médias de sinais.

O principal inconveniente da utilizagio deste sinal como forma de excitagéo, é o efeito
de "leakage", fenémeno que no Capitulo 4 ser4 abordado em detalhe e que ocorre em
consequéncia da ndo periodicidade do sinal. Como ser4 ainda referido nesse capitulo, esta
forma de erro podera minorar-se pela aplicagdo de técnicas especificas, de que se destacam
as chamadas "janelas de dados".
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A Figura 3.1 refere-se a representacdo no tempo e em frequéncia de um sinal aleatério
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Figura 3.1 - Sinal aleat6rio puro: a) representacio temporal; b) representagio em frequéncia da amplitude;
c) representacio da componente espectral real versus componente espectral imaginaria;

d) representacio em frequéncia da fase.

b) Excitagao periédica

b.1) Sinal pseudo-aleatério

Um sinal pseudo-aleatério obtém-se através do somatoério dos contributos de todos os
harménicos de amplitude unitéria e frequéncia miiltipla do intervalo A f usado na sua
descrigdo espectral, variando a fase correspondente de forma aleatéria no intervalo [0, 21]
de acordo com uma distribui¢do uniforme. Como se verd no préximo capitulo, um sinal deste
tipo ¢ periédico, nio ocasionando consequentemente qualquer efeito de "leakage”, o que se
traduz em menores erros na representacdo em frequéncia da excitagio e, consequentemente,
na caracterizagio da fung¢do de resposta em frequéncia.

Apesar de ndo conduzir a uma eliminagdo das distor¢des induzidas pela eventual
ndo-linearidade de comportamento da estrutura através de uma suaviza¢io realizada com
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médias de varios sinais (0 que se deve ao facto de em todos os sinais serem induzidas vibragoes
nas mesmas frequéncias e com idéntica amplitude), a utiliza¢io de um sinal pseudo-aleatério
na excitagdo de um sistema linear exige a realizacdo de médias de um niimero de registos
inferior ao exigido no caso de o sinal ser aleatério puro, 0 que torna o ensaio mais rapido.
Um exemplo deste tipo de sinal é apresentado na Figura 3.2.
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Figura 3.2 - Sinal pseudo-aleatério: a) representagio temporal; b) representacio em frequéncia da amplitude; c)
representacio da componente espectral real versus componente espectral imaginaria;
d) representagio em frequéncia da fase.

b.2) Sinal aleatério periédico

A semelhanca do sinal pseudo-aleatério, este sinal apenas apresenta componentes nos
harménicos cuja frequéncia é multipla do incremento A f usado na sua descricio em
frequéncia. No entanto, a amplitude de cada harménico é agora aleat6ria, sendo ainda cada
registo constituido por um segmento que se repete vérias vezes. Um exemplo de um sinal
deste tipo vem ilustrado na Figura 3.3, sendo possivel verificar [64] que esta forma de excitagdo
encerra as vantagens de cada uma das anteriormente mencionadas, sem os inconvenientes
que lhe estdo associados, ou seja, atenua as distorgoes resultantes da nao-linearidade do
comportamento e ndo introduz erros por efeito de "leakage".
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Figura 3.3 - Sinal aleatério periddico: representagio temporal.

b.3) Sinal do tipo "periodic chirp”

Esta forma de excitacdo constitui um caso particular de um sinal pseudo-aleatério, em
que se efectua um varrimento sinusoidal em frequéncia muito rapido dentro do periodo de
observagdo. Este varrimento € repetido, de forma a tornar periddico o sinal, sendo as suas
propriedades semelhantes as do sinal pseudo-aleatério. A Figura 3.4 refere-se a caracterizagio
de um "periodic chirp" no dominio do tempo e da frequéncia.
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Figura 3.4 - Sinal “periodic chirp™: a) representacio temporal; b) representacdo em frequéncia da amplitude;
¢) representagio da componente espectral real versus componente espectral imaginaria;
d) representagdo em frequéncia da fase.
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¢) Excitagdo transiente

¢.1) Sinal do tipo aleatdrio trapsiente (“burst random™

Tem uma configuracio
idéntica 4 do sinal aleatério puro
num segmento inicial, sendo de
seguida interrompido, de forma que

arespostado sistema se possa anular

amplitude

no periodo de observagio (v. Figura
3.5), permitindo atenuar o efeito de
“leakage”, considerado como o

0 2 4 § & 10 12 14 16 18 20 principal inconveniente associado
tempo (s) . L, .
ao sinal aleatério puro.

Figura 3.5 - Sinal do tipo aleatério transiente: representagio
temporal.

Atendendo a forma como é definido, o conteiido espectral deste sinal é também
semelhante, tanto em amplitude como em fase, ao do sinal aleatério puro, sendo esta a fdrma
de excitagio preferivel nos ensaios, desde que exista equipamento capaz de a aplicar a
estrutura em analise, conseguindo-se por essa via uma maior rapidez e simplicidade do ensaio,
face as formas de excitac¢io até aqui citadas [64].

¢.2) Sinal do tipo "burst chirp"

Tal como o sinal aleatério transiente, este sinal é truncado antes de terminar o periodo
de observacao, apresentando na sua fase inicial a configuragio tipo "chirp” (v. Figura 3.6).
Relativamente a este, o "burst chirp” tem a vantagem de minimizar o erro por "leakage".
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Figura 3.6 - Sinal do tipo "burst chirp”.
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¢.3) Sinal impulsivo

Pode ser considerado como um sinal transiente de caracteristicas deterministicas, que
corresponde 2 actuagdo de uma forga num espago de tempo muito curto.

O conteiddo espectral deste sinal depende do tempo de actuagdo do impulso (quanto
menor, mais larga é a banda de frequéncias com contetido espectral significativo), bem como
da sua amplitude e configuracdo (estes 2 dltimos factores interferem essencialmente na
amplitude do espectro que lhe estd associado).

A realizagdo de ensaios usando uma excitagdo do tipo impulsivo estd generalizada nos
problemas de Engenharia Mecanica, o que se deve a grande rapidez da sua concretizagao,
resultante de ndo haver necessidade de fixar um equipamento de excitacdo e de controlar a
geracdo de um sinal. Apesar dos problemas decorrentes do efeito de "leakage” serem neste

~ casoreduzidos emvirtude de ser possivel registar o anulamento da resposta dentro dointervalo

de observacdo, existemn alguns factores que podem contribuir para erros significativos na
medicdo das fungdes de resposta em frequéncia, sendo de destacar a eventual falta de
regularidade do impulso aplicado, habitual em operadores pouco experientes.

AFigura 3.7 ilustra a evolugdo temporal e a composi¢io espectral de um sinal impulsivo.
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Figura 3.7 - Sinal do tipo impulsivo: a) representa¢io temporal; b) representacio em frequéncia da amplitude;
¢) representagdo da componente espectral real versus componente espectral imaginaria;
d) representagio em frequéncia da fase.
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d) Varrimento em seno lento ( "swept sine")

Trata-se de uma excitagdo "pseudo-estaciondria”, que se caracteriza por uma sinusoide
cuja frequéncia evolui muito lentamente com o tempo, de forma a que seja legitimo admitir
que aresposta tem apenas componente estaciondria, constituindo cada medicao realizada ao
longo do ensaio um sinal sinudoisal de frequéncia constante.

Como se compreende, a realizagdo de um ensaio usando esta forma de excitagdo é
extremamente morosa. Nao obstante, a indugdo de vibragdes na estrutura comuma frequéncia
fixa em cada instante proporciona a mobiliza¢do dos modos ressonantes com grande rigor.

e) Varrimento sinusoidal por incrementos ("stepped sine excitation”)

Esta forma de excitagdo resultou da descrita em d), fazendo variar a frequéncia da
excitagdo sinusoidal de forma discreta. Na verdade, uma avaliagdo prévia das frequéncias de
vibragdo da estrutura em analise com recurso a modelos numéricos simples, permite evitar
0 moroso processo de percorrer lenta e gradualmente uma banda de frequéncias. Note-se
que, ainda assim, a necessidade de esperar pelo anulamento da componente transitéria da
resposta em cada frequéncia aplicada faz com que a aplicagdo desta técnica de excitagao se
revele substancialmente mais demorada do que qualquer das referidas nas alineas a), b) e c).

Pelofacto de esta forma de excitagio ter caracteristicas essencialmente deterministicas,
nao € necessario realizar médias sobre varios registos efectuados, com a vantagem de, além
disso, ser excelente a qualidade das FRF's obtidas. E fundamental no entanto prevenir ou
reduzir a possibilidade de aparecimento de erros por "leakage”, o que podera conseguir-se
actuando na frequéncia de amostragem do sinal, como se ver4 no préximo capitulo.

No Quadro 3.2 € apresentada de forma suméria uma anilise comparativa, referida por
Snoeys [129], relativa as diferentes técnicas de excitacdo mencionadas.

A escolha do tipo de técnica de excitagdo a utilizar deve ser baseada, ndo apenas nas
propriedades de cada um dos sinais, mas também na disponibilidade de equipamento capaz
de os produzir, tendo em consideragdo as caracteristicas da estrutura a analisar.

Assim e no 4mbito da Engenharia Mecanica, onde tipicamente sdo estudadas estruturas
de dimensdes reduzidas ou médias, é corrente a utiliza¢do dos sinais aleatério transiente e
impulsivo.

Estruturas de grande porte sio normalmente analisadas com recurso a um varrimento
sinusoidal discreto, sendo cada vez mais utilizada, pela simplicidade introduzida no ensaio,
a excitagdo de natureza ambiental que se supée normalmente assumir as caracteristicas de
uma excitagdo do tipo aleatério puro.
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Quadro 3.2 - Principais caracteristicas das técnicas de excitacdo [129] (de + + +, muito bom, a ---, muito fraco).

; Tempo Custo Resolugio  Aproximacido i Erro
de da em linear das por
& ensaio instrum. frequéncia ndo-linearidades  "leakage”
Ni odicos:
: Aleatério puro + + + - ++ + .-
Periddicos:
’ SINAIS Pseudo-aleatdrio ++ - - - + 4+ +
DE Aleatério periddico + - - +++ + 4+ +
"BANDA LARGA" *Periodic chirp” ++ + + - + 4+ +
Transicntes:
Aleatdrio transiente + + - - ++ + +
"Burst chirp® + - + - -
Impulso ++ + +++ - --- +
SINAIS DE Varrimento em seno lento --- + + ++ -- + +
"BANDA Varrimento sinusoidal por incrementos -- + + ++ + - . +++
ESTREITA"

 32- COMPONENTES DE UM SISTEMA DE EXCITACAO E MEDICAO DE
VIBRACOES

A Figura 3.8 representa de forma esquematica as principais componentes actualmente
incluidas num sistema de excitag¢do e medi¢do de vibragoes. Estas componentes podem ser

individualizadas em dois grupos, formando os designados subsistemas de excitagdo e de
medicdo de vibragées.

L R L

4 s e o e wm e s mm s s mm s s mm s s @ s e W e s W 4 s Wm o e e @ s s mmo e e W e s M s ommossowmossomAse oo o

= = = = SUBSISTEMA DE EXCITACAO
---- SUBSISTEMA DE MEDICAQ

Figura 3.8 - Representacio esquemitica de um sistema de excitagio e medigio de vibragdes [43].
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3.2.1 - Subsistema de excitacio

Tipicamente, este subsistema é constituido pelas 3 unidades fundamentais indicadas na
Figura 3.8: gerador de sinal, amplificador de poténcia e excitador propriamente dito. Todavia,
nem sempre €stao presentes estas 3 componentes, havendo inclusivamente casos em que a
realizacdo de um ensaio se d4 sem utilizacio de um subsistema de excitagdo: aqueles em que
se utilizam as acgdes ambientais, resultantes do vento, do trafego rodovidrio ou ferrovidrio,
do funcionamento de equipamentos mecanicos, de ondas maritimas ou de outras fontes
presentes na envolvente da estrutura em andlise. Atendendo as caracteristicas aleat6rias
destas ac¢les e, em geral,  presenga simultinea de varias delas, é usual admitir que a excitagio
da estrutura é do tipo aleatério puro, nio sendo normalmente possivel efectuar a sua medigdo.

Embora de realizagdo mais expedita e envolvendo menores custos de montagem e
equipamento, a excitagdo ambiental conduz a erros substancialmente superiores aos obtidos
na identificagdo de parimetros dinimicos mediante utilizagdo de uma fonte conhecida de

excitagdo, razdo por que, sempre que possivel, se recorre aos chamados ensaios de vibragao
forcada.

As técnicas de excitagdo mais conhecidas e utilizadas em problemas do dmbito da
Engenharia Civil sdo as que se baseiam na fixa¢do a estrutura de um vibrador, ou na aplicagio
de um martelo de impulsos.

Os vibradores actualmente utilizados em ensaios dindmicos podem ser de um dos
seguintes tipos:

- mecanicos;
- electromagnéticos (ou electrodinimicos);
- electrohidrdulicos.

a) Vibradores mecanicos

Dos vérios sistemas mecéanicos possiveis, destacam-se os chamados vibradores de massas
excéntricas, capazes de aplicar forgas sinusoidais elevadas, normalmente variando entre os
400N e 0s 20000N [20] em frequéncias na gamade 1a25Hz. Estes excitadores sdo constituidos
normalmente por duas massas montadas simetricamente em relagdo a um plano vertical
(Figura 3.9), rodando em direcgées opostas.

Em consequéncia do movimento de rotagio imposto com uma velocidade angular w,
gera-se sobre cada massa /m uma forga centrifuga, de valor F = mw?r, sendo r a distincia
do centro de gravidade da massa ao eixo vertical de rotacao.
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Como se pode ver na Figura 3.9, as componentes horizontais muw?r -sen(wt) das

forcas sobre as duas massas anulam-se sendo entdo a resultante uma forga vertical de valor
F(t)=2muw?rcos(wt) (3.1)

que é transmitida 3 estrutura por intermédio dos apoios do vibrador (que consistem
normalmente em chumbadouros inseridos na estrutura, aos quais este € aparafusado).

E igualmente possivel a aplicacio de forcas horizontais, quando a montagem da Figura
3.9 for realizada.num plano horizontal. Alguns vibradores permitem a aplicagdo alternativa
de forgas verticais ou horizontais, sendo caracteristica de todos a perfeita direccionalidade
da forga aplicada.

Figura 3.9 - Vibrador mecanico de massas excéntricas (representagdo esquematica).

E usual ainda dividir cada uma das massas excéntricas 71 num conjunto de outras

massas de menor dimensdo, que podem ser fixas em diferentes posi¢oes ao longo do brago
giratério, variando-se desta forma a amplitude da forga aplicada, o que permite dar alguma
flexibilidade 2 utilizacdo do vibrador.

Note-se ainda que, pelo facto de a amplitude de F(¢) variar com o quadrado da
frequéncia w, a for¢a aplicada é relativamente reduzida nas frequéncias baixas, assumindo
em contrapartida valores muito elevados em frequéncias altas, o que constitui uma importante
limitagdo ao emprego deste aparelho, j4 que a sua utilizagdo em estruturas no mbito da
Engenharia Civil exige a aplicacdo de forgas relativamente elevadas em baixas frequéncias.
Um outro inconveniente associado aos vibradores mecanicos, reside na impossibilidade de
alterar o valor da forca aplicada no decurso do ensaio para uma frequéncia especifica de
excitagio, sem parar o aparelho.
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Pelo facto de a forga produzida pelo vibrador ser transmitida a estrutura através dos
seus apoios, hd dois aspectos cuja considera¢io é fundamental:

- em primeiro lugar, é essencial a perfeita fixa¢do do vibrador 2 estrutura, de forma
a reduzir eventuais perdas na transmissio da forca gerada;

- por outro lado, a impossibilidade de proceder a medic¢do da forga efectivamente
transmitida tem por consequéncia que normalmente seja estimada a sua
amplitude, com base nas caracteristicas do vibrador, sendo apenas efectuada,
quando possivel, uma medicio da fase.

Refere-se por fim que, embora nio seja estritamente necessario, h4 grandes vantagens
na ligagdo do sistema de medigio (neste caso, constituido exclusivamente pelo excitador) ao
controlador, aparelho que tem a fungio de gerir todo o processo de excitagio e medicido de
vibragoes, j4 que dessa forma h4 a possibilidade de seleccionar exactamente a frequéncia de
vibracdo a aplicar e, inclusivamente, de programar a evolugdo dessa frequéncia, aspecto
fundamental quando se pretenda realizar um varrimento sinusoidal lento.

b) Vibradores electrodindmicos

O principio basico de funcionamento destes aparelhos € o da geragio de uma for¢a num
condutor de corrente que atravesse um campo magnético alternante perpendicular a sua
direc¢do. Na Figura 3.10 ilustra-se o processo: uma corrente de intensidade / é criada num
gerador de sinal e injectada no condutor de corrente, constituido por uma bobina, através de
um amplificador de poténcia. O atravessamento do campo magnético de densidade de fluxo
B leva a geragdo de uma forca F, proporcional ao valor instantaneo da corrente e com
direc¢do perpendicular as direcgoes do campo magnético e da corrente.

Figura 3.10 - Principio da geragio de forgas num excitador electrodinimico.
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Do que foi dito, pode concluir-se ser possivel, usando um excitador electrodinamico, a
indugio de vibragdes de qualquer tipo: periddicas, ndo-peri6dicas ou transientes; variando a
gama de frequéncias mobilizadas em fungdo das caracteristicas do aparelho, numa gama de
0 até cerca de 50kHz.

Pelo facto de ser possivel controlar independentemente a amplitude da forga aplicada
e aconfiguragio do sinal, este aparetho possui maior flexibilidade de utilizagdo que o excitador
mecénico.

Ha no entanto que ter em consideracdo os seguintes aspectos:

- os limitados valores das forcas maximas aplicadas por intermédio destes
vibradores (tanto quanto se conhece, ndo existem no mercado excitadores deste
tipo capazes de comunicar 2 estrutura uma forga superior a cerca de 500N numa
gama de 0 a 100Hz) fazem com que a sua utilizagio se reduza a estruturas de
dimensoes pequenas -(ensaios em modelos laboratoriais) ou médias (por
exemplo, reservatorios ou lajes de dimensoes moderadas);

- em geral, a forga gerada pelo vibrador é distinta da aplicada a estrutura, facto
que resulta da impedéncia do préprio aparelho, varidvel com a velocidade por
este adquirida quando vibra solidariamente com a estrutura, e de valor maximo
quando o aparelho opera numa frequéncia préxima de uma ressonéncia da
estrutura [20,43). Em consequéncia, a forca efectivamente transmitida assume
valores muito baixos sobre as ressondncias, proporcionando nessa zona niveis de
sinal que podem tornar-se inferiores ao nivel de ruido, contrariamente ao que
seria desejavel. Além disso, torna-se fundamental a interposigdo, entre o vibrador
e a estrutura, de um aparelho que permita medir a forga que lhe € efectivamente
transmitida.

c) Vibradores electrohidraulicos

Nestes aparelhos, a amplificagio do sinal (proveniente de um gerador de sinal) é
realizada por via hidréulica, através da circulagio de um fluido a elevada pressdo que origina
0 movimento do actuador e, portanto, da estrutura [20].

Em comparagdo com os excitadores mecinicos, estes aparelhos possuem a vantagem
de permitir a aplicacio de uma for¢a qualquer, cuja amplitude nio varie necessariamente
com o quadrado da frequéncia de excitagdo, e caracterizada por um conteiido espectral
varidvel numa gama de frequéncias entre 0 e cerca de 150Hz.
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Verifica-se no entanto que, para frequéncias baixas, é necessdrio utilizar massas de
reaccdo elevadas, o que se traduz em grandes deslocamentos do actuador e,
consequentemente, numa reducdo da forca efectivamente transmitida a estrutura, exigindo,
asemelhanca do excitador electrodinimico, a medicdo da excitagdo no seu ponto de aplicacio.

Os principais inconvenientes associados a utilizacdo de vibradores electrohidraulicos
sdo, por um lado, o elevado custo e, por outro, o grande peso e volume ocupado pelo sistema
hidréulico e vibrador, que exigem um transporte e acondicionamento préprio (refira-se, a
titulo de curiosidade, que o excitador desenvolvido no Bundesversuchs - und
Forschungsanstalt Arsenal (BVFA) em Viena [47], com um peso total de 85kN, é capaz de
aplicar uma excitacio na gama de 0,5Hz a 60Hz, sendo as for¢as sinusoidais dindmicas
maximas de 900N a 0,5Hz e 15000N a 8Hz e as dimensdes do veiculo de transporte préprio
de 8x2,4x3,8m3). '

d) Martelo de impulsos

A utilizagdo de um martelo de impulsos permite aplicar excitagoes do tipo impulsivo
que, como na seccdo anterior se referiu, constituem uma das formas de excitacio mais
generalizadas em ensaios efectuados no 4mbito da Engenharia Mecinica.

O martelo de impulsos é um dispositivo com a forma de um martelo, munido em geral
de um conjunto de "cabegas"” e "pontas” (Figura 3.11), através das quais é possivel modificar
0 contetdo espectral da excitagdo aplicada.

/

)
Transdutor // : )
de forgca ( . - gt
ZFomo de climentacGo/ampliticador
|
!
@'

Figura 3.11 - Martelo de impulsos.
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A excitagdo produzida por um martelo de impulsos tem uma configuragdo tipica
traduzida pela Figura 3.12.a), dependendo o seu valor méximo da massa sfsmica ("cabega”
do martelo) e da correspondente velocidade no momento do impacto. Por outro lado, a
composigao espectral do sinal depende da duragio do impulso, sendo a zona quase plana do
espectro correspondente (Figura 3.12.b)) tanto mais extensa, quanto mais curto € o impulso,
ou seja, quanto maior a dureza da "ponta” utilizada.

21 101
= @
z T PONTA MOLE
w W
Q = .
24 Es PONTA MEDIA
z g \\
z < \ *NRA
=> LOG
0 as 10 0 04 10 . 10
TEMPO(m/s) FREQUENCIAlKHZ)
a) b)
Figura 3.12 - a) Representagio temporal de impuisos aplicados com diferentes "pontas” e b) respectivo espectro
de Fourier.

Autilizagdo desta técnica de excitagdo ndo teria qualquer interesse se nao fosse possivel
medir a for¢a aplicada. Daf que tradicionalmente lhe seja incorporado um sensor de forga.

Embora a utilizacio do martelo de impulsos se revele muito pratica e econémica, quer
emvirtude da maior facilidade de transporte e utilizagdo, quer do seu mais baixo custo, alguns
inconvenientes sdo apontados a esta técnica de excitagdo, designadamente:

- 0 de ndo existirem no mercado martelos de impulsos capazes de mobilizar
vibragoes em estruturas de grande porte. Na verdade, o martelo de impulsos
adquirido pela FEUP (v. secgdo 3.3.1) que, segundo indicagdo do fabricante, é
adequado 2 realiza¢io de ensaios em estruturas dessa natureza, Como edificios,
locomotivas, navios e fundacdes, apenas tem proporcionado resultados de
qualidade em estruturas de porte médio;

- o de a configuragio do impulso aplicado manuaimente poder variar muito entre
pancadas sucessivas e, especialmente, da sua deficiente aplicagao poder resultar
aintroducao de ruido ou outros efeitos secunddrios susceptiveis de comprometer
aqualidade das estimativas obtidas. Por este motivo, considera-se que nos ensaios
realizados com recurso ao martelo de impulsos é fundamental a experiéncia do
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operador. Surgiram recentemente, embora apenas em configura¢des préprias
para estruturas de pequenas dimensées, martelos de impulsos munidos de
dispositivos mecanicos através dos quais a aplicagdo da pancada é realizada
automaticamente por um disparo, sendo assim possivel melhorar
substancialmente a qualidade dos ensaios realizados.

Descreveram-se até aqui os principais equipamentos de excitacdo utilizados
tradicionalmente na andlise dinimica de estruturas. Todavia, limitagées de diversa natureza
nemsempre possibilitam a aquisi¢do destes sistemas, bem como de todos os meios necessarios
a sua ficil utilizagio.

Daf que seja vulgar a inducdo de vibragdes mediante o recurso a técnicas expeditas,
como a designadatécnicaderelaxacdo, frequente em estruturas de grande altura e que consiste
em afastar o sistema da sua posicio de equilibrio por intermédio de cabos posteriormente
libertados, ou como a baseada na utilizacdo de explosivos.

3.2.2 - Subsistema de medicao de vibragoes

3.2.2.1 - Transdutores

Tipicamente, as grandezas mecanicas a medir dizem respeito as forgas aplicadas e ao
movimento estrutural induzido, sendo este caracterizado através de deslocamentos,
velocidades ou aceleracdes lineares.

- Os instrumentos usados na medi¢do destas grandezas sdo genericamente designados
por transdutores, sendo por seu intermédio realizada a conversio de variagoes da grandeza
mecdnica medida em variagées de outra quantidade fisica proporcional, normalmente uma
tensao eléctrica {20, 136).

Enada Safda Entrada Saida
»| TRANSDUTOR ) »| TRANSDUTOR N
ACTIVO PASSIVO
ENERGIA ENERGIA ENERGIA ENERGIA
MECANICA ELECTRICA MECANICA ELECTRICA

Entrada ENERGIA
auxiliar ELECTRICA

a) b)

Figura 3.13 - Classes de trandutores.
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E possivel agrupar em duas grandes classes a enorme variedade de transdutores
existentes: os transdutores activos, que convertem a energia mecanica da sua enttada em
energia eléctrica (Figura 3.13.a)) e os transdutores passivos, cujo funcionamento exige o
fornecimento de energia eléctrica (Figura 3.13.b)).

Pelo facto de a sua utilizagio se ter generalizado nos dltimos anos € atendendo a sua
grande versatilidade e excelentes caracteristicas de funcionamento, apenas sao apresentados
neste trabalho os chamados transdutores piezoeléctricos (activos), cujo principio bésico assenta
no facto de certos materiais, naturais ou cerdmicos, exibirem a propriedade de gerar uma
carga eléctrica, quando submetidos a tensoes mecénicas (Figura 3.14) [20].

{—Disco de quartzo
piezoeléctrico)
2 —~Disco metdlico

Figura 3.14 - Funcionamento de um material piezoeléctrico.

a) Transdutores de forgas

O corte esquemdtico de um transdutor de forgas apresentado na Figura 3.15 permite
compreender o seu simples funcionamento: dois discos de material piezoeléctrico
previamente comprimidos sdo submetidos a forga F, gerando-se uma carga eléctrica de valor
proporcional e em fase.

Em catdlogos de fabricantes encontram-se sensores capazes de trabalhar numa larga
gama de frequéncias (com frequéncias minimas oscilando entre 0,0003Hz e 4Hz e méximas,
entre 4kHz e 100kHz), susceptiveis de medirem forgas maximas varidveis entre 45N e 60000N
e com sensibilidades oscilando entre 0,025mV/N e 5000mV/N.
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IR

| Elementos
l piezoeléctricos

Figura 3.15 - Corte esquematico de um transdutor de forgas (extraido de [17]).

b) Transdutores de movimento

Em termos tedricos, ¢ indiferente que a medi¢do do movimento seja realizada através
de deslocamentos, velocidades ou aceleracées.

Sabe-se no entanto que as medicées realizadas em termos de deslocamentos dio um
peso mais significativo &s componentes de baixa frequéncia e que, pelo contrdrio, as medi¢oes
efectuadas em termos de aceleragdes, ddo um peso maior as componentes de frequéncia
elevada. Por outro lado, a medigio de velocidades fornece um indicador sobre 0 grau de

severidade das acgoes presentes, ji que esta grandeza se relaciona directamente com a energia
do sinal.

Nos problemas colocados no 4mbito da Engenharia Civil, que envolvem em geral baixas
frequéncias, seria em principio aconselhdvel a utilizacdo de transdutores de deslocamento ou
de velocidade. No entanto, em resultado da forma como sio concebidos, estes transdutores
possuem habitualmente grandes dimensdes, sendo além disso substancialmente mais
complexa e menos precisa a operagio de diferenciacdo electrénica que eventualmente seja

necessario fazer, do que a operagdo de integracdo por meio da qual se obtém velocidades e
deslocamentos a partir de registos de aceleragées.

Desta forma e ainda porque os transdutores de aceleragoes, vulgarmente conhecidos
por aceler6metros, apresentam um custo substancialmente mais baixo do que os restantes e
tém excelentes sensibilidades, a sua utilizagdo é cada vez mais corrente, razao por que apenas
se faz aqui referéncia a estes aparelhos.

A Figura 3.16 ilustra varios tipos de configuragdes utilizadas na construgio de
acelerémetros. Em todas elas o transdutor pode ser associado a um oscilador de um grau de
liberdade constituido por uma ou vérias massas, designadas por massas sismicas, associadas
a elementos piezoeléctricos que funcionam simultaneamente como mola, através de
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deformagoes axiais (configuragdo c)) ou distorcionais (configuragoes a) e b)). Estes elementos
encontram-se fortemente comprimidos por um anel, o que confere ao transdutor um elevado
grau de linearidade, sendo além disso 0 amortecimento do sistema muito baixo [126].

- BASE

+ MASSA SISMICA

- ELEMENTO PIEZOELECTRICO
+ ANEL DE COMPRESSAQ

- MOLA

z

wuvEgo

“planar Shear “Deita Shear” " Centre Mounted Compression

a) b) <)

Figura 3.16 - Configuragdes possiveis usadas na construcao de um acelerémetro (extraido de {126]).

O sinal eléctrico gerado nestes transdutores é proporcional a aceleracio da estrutura
no ponto e direc¢do de fixacdo, havendo no entanto que ter em atencgdo os seguintes aspectos:

- sendo o transdutor um sistema de 1 grau de liberdade, a sua resposta na
vizinhanca da frequéncia propria de ressonancia (emregra muito elevada) perde
a linearidade. Por este motivo, é usual definir-se para cada acelerometro uma
banda de frequéncias de funcionamento, cujo limite superior é da ordem de 30%
da frequéncia propria do transdutor utilizado (Figura 3.17);

- ao induzir vibra¢ées numa direcgdo, geram-se em geral vibragoes na direccao
transversal que afectam a medida, dizendo-se entdo que os acelerometros
apresentam uma sensibilidade transversal.

Embora este efeito tenha um peso substancialmente inferior ao da sensibilidade
segundo o eixo de medigdo, sendo da ordem de 1% nos transdutores Brilel &
Kjaer, a frequéncia de ressondncia na direcgdo transversal é mais baixa (Figura
3.17), razio por que o seu efeito devera ser tido em consideragio (nos
acelerémetros Briiel & Kjaer, assegura-se uma sensibilidade transversal inferior
a 10% para frequéncias abaixo de 1/6 da frequéncia prépria do transdutor).
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Figura 3.17 - Resposta de um acelerémetro em relagdo ao seu eixo médio e a um eixo transversal
(extraido de [126]).

No que respeita as caracteristicas de funcionamento encontradas em acelerémetros
disponiveis no mercado, referem-se as seguintes:

- Gama de frequéncias: limite inferior de 0,01 a 0,1Hz; limite superior de 1 a
54kHz;

- Sensibilidade: entre 0,3mV/ge 1V/g

- Gama dinémica: entre 0 ¢ 20000 g

3.2.2.2 - Amplificadores / condicionadores de sinal

A saida do transdutor piezoeléctrico obtém-se um sinal anal6gico relativamente fraco,
quese pretende tratar e armazenar, coma finalidade de extrair pardmetros dindmicos relativos
ao sistema analisado. Os amplificadores de sinal realizam a fun¢io de amplificar o sinal de
forma a que este atinja o nivel adequado para uma posterior aquisi¢io e processamento pelo
analisador, sem que se tornem significativos os efeitos de uma eventual atenuacdo do sinal
ou de quaisquer interferéncias exteriores. Estes aparelhos sdo normalmente fornecidos
conjuntamente com o transdutor.

Em muitos casos, o amplificador exerce ainda outras fungdes de condicionamento de
sinal, a0 permitir a integragdo do registo de aceleragdes para obtencdo de velocidades e
deslocamentos, bem como uma filtragem do sinal em bandas de frequéncia a definir.
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Excitagdo e medicdo de vibragoes em estruturas

3.2.2.3 - Analisador

O altimo elemento da cadeia de medigdo € o analisador, sendo as suas fungoes:

- a armazenagem e processamento dos registos colhidos, com vista a construgao
das fungoes de resposta em frequéncia;

- a extraccdo de pardmetros dindmicos do sistema em andlise, a partir de um
conjunto de fung¢des de resposta em frequéncia.

Os sistemas capazes de proceder a estas tarefas t€m sofrido grandes evolugoes nos
altimos anos, existindo actualmente uma grande variedade de configuragoes, com diferentes
niveis de capacidades e, naturalmente, de custo. Referem-se neste trabalho 3 sistemas que,
por ordem crescente de capacidade, velocidade de operagao e custo, se encontram
actualmente disponiveis no mercado: os sistemas baseados num micro-computador € na
utilizagdo de cartas para conversao analogico-digital e para condicionamento anal6gico de
sinal; os sistemas que se baseiam na utilizagdo em simultdneo de um analisador de Fourier
e de um micro-computador ou workstation; os sistemas constituidos por uma workstation e
um modulo de aquisigdo.

a) Sistemas baseados num micro-computador e na utilizacdo de cartas para conversao

analogico-digital e para condicionamento analégico do sinal

O elemento central destes sistemas é um computador pessoal onde sdo inseridas em
"slots" disponiveis uma ou mais cartas para conversao analogico-digital e, quando possivel,
uma carta para condicionamento analdgico de sinal, permitindo a amplificacdo, filtragem,
zoom e outras operagdes. Estas cartas vém normalmente acompanhadas por um conjunto de
rotinas a partir das quais o utilizador desenvolve software proprio para aquisicio e
processamento do sinal, ou entdo por software especificamente construido para a realiza¢do
de determinadas operagdes.

Estdo ainda disponiveis no mercado alguns "packages” de programas destinados a
identificagdo de pardmetros modais.

De todas as configuragoes actualmente disponiveis, esta ¢ a que apresenta um menor
custo, tendo ainda como vantagem a grande versatilidade decorrente da possibilidade de
incluir software desenvolvido pelo utilizador para executar certas operagoes especificas do
problema a estudar.
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Os maiores inconvenientes sdo as limitaces inerentes a velocidade de anilise e
processamento, bem como a capacidade de andlise: frequéncia de amostragem e niimero de
canais amostrados. Note-se que, nos problemas de Engenharia Civil, em que estdo usualmente
envolvidas baixas frequéncias de amostragem (desde que seja possivel a utilizagdo de filtros
"anti-aliasing"), as dificuldades relacionadas com este tiltimo ponto naose fazem praticamente
sentir.

b) Sistemas baseados na utilizagdo em simulténeo de um analisador de Fourier de
um micro-computador ou workstation

O analisador de Fourier é um aparelho desenvolvido especificamente com o objectivo
de proceder a aquisicdo e tratamento digital do sinal, através da construcio em tempo real
de estimativas espectrais, de que se destaca a fungdo de resposta em frequéncia. Esta
componente do sistema de medi¢do que, apesar de relativamente recente tem sofrido um
rdpido desenvolvimento, pode aparecer em diversas versées, desde as de mais baixo custo,
contendo apenas 2 canais € permitindo uma anélise na gama de frequéncias de 0 a 40kHz,
com construcao das fungoes espectrais mais correntes, s versées mais sofisticadas, de 8 canais,
extensiveis a 32 canais, com possibilidade de anilise na gama de frequéncias de 0 a 100kHz,
comum pequeno disco duro destinado ao armazenamento de sinal, zoom, animagio de modos
de vibragdo, aplicagdo de algumas técnicas de identificagdo de pardmetros modais e,
inclusivamente, um médulo programavel.

Os sistemas baseados na utilizagio em simultaneo de um analisador de Fourier e de
um micro-computador ou workstation podem funcionar de duas formas:

- a aquisi¢do, processamento e armazenamento do sinal é efectuada através do
analisador de Fourier, sendo numa segunda fase realizada a identificagio de
parametros modais em micro-computador ou workstation, através de software
préprio, disponivel no mercado;

- todas as operagoes desde a aquisicio de sinal a extrac¢do de parAmetros modais
sdorealizadas a partir do micro-computador ou workstation, dotados de software
proprio para comandar o analisador que, neste caso devers possuir um médulo
programaével.

c) Sistemas constituidos por uma workstation e um médulo de aquisicdo

Sao ossistemas mais verséteis e também os mais caros, baseando-se o seu funcionamento
num sistema de aquisi¢io modular com 4 canais, extensivel a 64 ou mais canais, em que a
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cada canal estd associado um amplificador / condicionador de sinal, atravésdo qual érealizada
a conversao analogico-digital e aplicado um filtro que pode ser programado pelo utilizador.
Este sistema tem ainda a possibilidade de funcionar como um gerador de sinal a utilizar num
excitador.

Autilizacio daworkstation permite associar a este sofisticadosistemaas suas conhecidas
capacidades, associadas & rapidez de cdlculo e elevado espago de armazenamento. Além disso,
existe actualmente software através do qual é possivel articular a execugio de programas de
calculo estrutural, como programas de elementos finitos, com dados provenientes de medigoes
[62], o que confere novas perspectivas & andlise e dimensionamento de estruturas.

Do que até aqui foi dito pode concluir-se que, na actualidade, a componente do sistema
de aquisi¢io e medigio de vibragdes designada por Controlador e cuja fungdo é, afinal,
comandar todo o processo de medi¢do, estd sempre presente, identificando-se com o
micro-computador ou workstation, apresentados como elementos integrantes do Analisador.

3.3 - SISTEMA DE MEDICAO EM DESENVOLVIMENTO NA FEUP

A actividade da FEUP na 4rea da anlise dinamica experimental teve inicio em 1987,
data em que foi possivel adquirir um conjunto de transdutores de movimento, um martelo de
impulsos, um micro-computador e duas cartas de aquisi¢do de dados. Posteriormente, tem
sido realizado um esfor¢o no sentido de melhorar e completar o sistema de medigao
desenvolvido, para o que se adquiriu recentemente um sistema de filtragem e
condicionamento de sinal, um novo conjunto de acelerémetros e um excitador
electrodinidmico, estando em fase final de ensaio umvibrador de massas excéntricas construido
pelo INEGI nas oficinas do Departamento de Engenharia Mecénica desta Faculdade e
prevendo-se, num futuro préximo, a aquisigdo de um analisador de Fourier.

3.3.1 - Subsistema de excitagio

Imagens das componentes do sistema de excitagao sao apresentadas nas Figuras 3.19 e
3.20.
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Figura 3.19 - Vibrador mecanico de massas excéntricas, martelo de impulsos e acelerémetro PCB.
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Figura 3.20 - Vibrador electrodinamico.

As principais caracteristicas destes aparelhos sao:

a) Martelo de impulsos

Marca: PCB, modelo 086B50

Gama de frequéncias de excitagao: 0-500Hz
Sensibilidade: 1V /0,23kN

Gama dinimica (5V): 22,0kN

Frequéncia propria: 2700Hz

Massa: 5,4Kg

Pontas: - Muito mole, modelo 084A30
- Mole, modelo 084A31
- Média, modelo 084A32
- Dura, modelo 084A33

Amplificador de poténcia: PCB, modelo 480D06, permitindo uma amplificagao dosinal proveniente
do sensor de forga de 1x, 10x ou 100x.

Ligacoes: realizadas através de um par de fios torcidos.
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: Nos varios exemplos efectuados até a data com este sistema de excitagao, constatou-se
a inadequagdo da sua utilizag¢do a estruturas de grandes dimensoes.

Embora o aproveitamento desta componente do sistema de excitagdo e medigao de
vibragbes ndo tenha sido ainda total, o que resultou do facto de s6 muito recentemente se
dispor de filtros anti-aliasing e de, mesmo utilizando a "ponta” mole, serem induzidas pelo
martelo vibragdes com contetido espectral significativo em frequéncias muito elevadas,
pensa-se que a utilizacdo deste equipamento é vidvel em ensaios de estruturas de porte médio,
como tabuleiros de pontes e lajes flexiveis, reservatérios ou algumas estruturas porticadas
com um niimero reduzido de pisos.

b) Excitador electrodindmico

Marca: APS, modelo 400 ELECTRO-SEIS
Gama de frequéncias de excitagao: 0-200Hz

Valores maximos da forga aplicada:

até 0,1Hz 314N

acima de 0,1JHz ———————— 445N

acima de 20Hz —— ver Figura 3.21
Peso: 73 Kg

Massa de reacgio: modelo 0412
- 4 blocos de massa 30,6 Kg
- 2 blocos, de massa 17,9 Kg

Amplificador de poténcia: APS, modelo 144 DUAL-MODE
- Peso: 31 Kg

Este aparelho foi adquirido recentemente, nio tendo ainda sido utilizado em ensaios.

Dada alimitada for¢a transmitida, a sua utilizagdo estd prevista em ensaios laboratoriais
realizados em modelos, admitindo-se no entanto que a utilizagdo deste equipamento em
estruturas de porte médio, do tipo daquelas para as quais o martelo de impulsos € adequado,
conduza a bons resultados.
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Figura 3.21 - Envolvente da forca aplicada pelo excitador electrodinimico APS, modelo 400 ELECTRO-SEIS.

c) Excitador mecdnico

Trata-se de um excitador sinusoidal dotado de duas massas girantes de 22 Kg que podem
ser aparafusadas a dois bragos metélicos em 3 posigoes distintas, o que lhes confere um raio
de rotagdo de 25cm, 30cm ou 36cm, permitindo a aplicagdo de forcas horizontais sinusoidais
varidveis numa gama de 0 a 10Hz, com um valor maximo de 25200N e com um incremento
minimo de 0,25Hz.

Este vibrador é alimentado por um motor de 3kW de poténcia e tem velocidade varidvel
entre 0 e 1500rpm, sendo efectuada uma reducdo mecénica de 1:4.

O aparelho est4 equipado com um unidade de controle electrénico de pico em fase,
através da qual é possivel programar o valor da frequéncia da forga sinusoidal a aplicar ou
definir os pardmetros de um varrimento continuo (frequéncia minima, maxima e taxas de
aceleragio ou desaceleracdo).

Est4 prevista a inclusdo de um médulo de software através do qual seja possivel realizar
todas as operagoes de comando a partir de um micro-computador.

A fixaciio deste vibrador, cujo peso total é de cerca de 250Kg, é realizada através de 3
perfis metalicos ligados a base por intermédio de 6 parafiisos de 16mm que, idealmente,
deverao ser chumbados na estrutura a analisar.

O aparetho descrito que, conforme foi referido, se encontra em fase final de ensaio,
destina-se 3 aplicagio de forgas sinusoidais horizontais em estruturas de grande porte (ex:
grandes pontes e barragens).
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3.3.2 - Subsistema de medicio

3.3.2.1 - Transdutores ¢ amplificadores / condicionadores de sinal

- 12 acelerémetros piezoeléctricos de alta sensibilidade, marca PCB
Modelo: 393C
Gama dindmica (= 2,5V): + 2,5g
Sensibilidade: 1V/g
Gama de frequéncias em que opera: 0,025 a 800Hz (= 5%)
Frequéncia prépria: 3500Hz
Sensibilidade transversal: 3%(maximo)

Amplificadores de poténcia: cada acelerémetro vem equipado com uma unidade de alimentagio
e amplificagdo PCB, modelo 480D06, que permite uma amplificacio total do sinal por um
factor de 1, 10 ou 100.

Ligagées: realizadas através de pares de fios torcidos

- 4 acelerémetros de alta sensibilidade, marca Briiel & Kjaer

Modelo: 4379S

Sensibilidade: 260 mV /g

Gama de frequéncias em que opera: 0,1Hz a 3,9kHz
Frequéncia prépria: 13 kHz

Sensibilidade transversal: 2,5% (a 30Hz)

Amplificadores de poténcia: cada acelerémetro vem equipado com uma unidade de amplificagio
¢ condicionamento de sinal Briiel & Kjaer, modelo 2635, que permite nio s6 a amplificacio
do sinal de forma a que a sensibilidade final varie entre 0,1 e 1000 mV/ms-2, mas também
afiltragem anti-aliasing, através de um filtrode 2¢ ordem de frequéncia de corte seleccionavel
entre 0,1, 1, 3, 10, 30 e 100 kHz e a integragio do sinal para obtengdo de registos de
velocidades ou deslocamentos, dispondo ainda de um indicador de saturagio do transdutor.

Os 16 acelerémetros piezoeléctricos podem funcionar em simultaneo, tendo sido
construidas 2 caixas de jun¢do para 8 canais cada, que recebem os sinais provenientes dos
diversos transdutores utilizados nos vérios pontos de medida, € os transmitem a(s) unidade(s)
de aquisi¢do por intermédio de um cabo blindado.

Embora os acelerémetros sejam transdutores que apresentamuma grande sensibilidade
emrelagio a frequéncias elevadas, e este aspecto de alguma forma contribua para uma certa
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dificuldade em efectuar medigoes de vibragdes em frequéncias mais baixas, a conjugagao com
filtros analégicos permite obter medidas de grande precisdo em estruturas com frequéncias
superiores a 1Hz.

3.3.2.2 - Analisador/controlador

O sistema de medigdo desenvolvido baseia-se na utiliza¢do de um micro-computador
portétil e na insercdo, em slots disponiveis, de 2 placas de conversao analégico-digital, que
possibilitam a amostragem em regime de muitiplexagem de 8 canais de entrada diferenciais
analégicos cada [36].

As caracteristicas destas componentes sdo as seguintes:

a) Microcomputador

Marca: Toshiba, modelo 5200

Processador: 80386

Memoria RAM: 2Mb

Disco: 100Mb

Outras: expansio de memoria de 2Mb e co-processador matematico

b) Placas de conversio A/D

Marca: Data Translation, modelo DT2801A
Conversor: 12 bits
N2 de canais: 8
Frequéncia maxima de amostragem: 27kHz
Amplificagio: selecciondvel, entre 1,2,4 ¢ 8.
O software inicial de que partiu o desenvolvimento deste sistema, consistiu no conjunto

de subrotinas fornecidas pelo fabricante das cartas de conversao, através das quais o utilizador
pode realizar a aquisi¢io e conversdo do sinal medido. ‘

Foi entio desenvolvido em linguagem TurboPascal um programa de calculo através do
qual é possivel visualizar, amostrar, armazenar € efectuar algumas operagoes de

processamento (integragdo e aplicagio do algoritmo FFT) no decorrer do ensaio de campo
(36].

O restante software necessdrio com vista a efectuar as fungoes usuais de andlise e
Processamento de sinal e identificagio de pardmetros modais foi desenvolvido no ambito do
presente trabalho.
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Nao obstante a grande versatilidade possibilitada por este sistema e, principalmente, o
seu relativo baixo custo, é importante referir as grandes limitagoes decorrentes da
impossibilidade de em tempo real proceder 2 obtengéo de estimativas de fungées de resposta
em frequéncia, tornando o processo de ensaio e de anilise de resultados muito fastidioso e
requerendo uma elevada capacidade de armazenamento em disco.
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INTRODUCAO

O desenvolvimento tecnolégico registado no passado recente conduziu ao advento dos
sistemas digitais, através dos quais é actualmente possivel a amostragem ¢ armazenamento
de um elevado volume de informagao a um custo relativamente baixo, bem como o seu rapido
processamento, com vista  obtengao dos principais parametros caracteristicos dos sistemas
observados.

A anilise dos sinais medidos, que durante muitos anos foi realizada no dominio do
tempo por simples observagio visual e, posteriormente, foi efectuada no dominio da
frequéncia através da utilizagdo de filtros anal6gicos passa-banda, passou a ser feita
digitalmente, utilizando conceitos e técnicas progressivamente mais complexas que deram
origem a Teoria da Anélise e Processamento de Sinal.

Esta teoria tem sido profundamente abordada em diversas publicagdes [24, 101, 108,
118], situando-se as suas aplicagdes essencialmente nas dreas da Engenharia Electrotécnica
e Mecénica.

Considera-se no entanto que, pelo facto de uma grande parte dos investigadores que,
no dominio da Engenharia de Estruturas, se dedicam a estas matérias ndo possuir uma s6lida
formacdo neste campo, o grau de compreensao e interligacdo de certos aspectos fundamentais
nem sempre € o mais adequado.

Nestes termos e atendendo a que a Teoria da Anélise e Processamento de Sinal constitui
efectivamente o suporte teérico fundamental das vérias técnicas experimentais de anélise de
vibragdes e de identificagdo de parametros dindmicos em estruturas, julgou-se oportuno
apresentar de forma sistematica, embora ndo excessivamente extensa, as questdes mais
relevantes para a andlise de sinais, cuja compreensdo foi alids essencial para o
desenvolvimento do programa de célculo automético PSINAL, descrito no Capitulo 6 deste
trabalho, destinado 2 andlise e processamento de séries.

Assim, este capitulo ¢ iniciado com uma breve explicagdo do processo de digitalizac¢ao
de um sinal continuo, passando-se de seguida a sua descrigdo em frequéncia. Para este efeito,
introduz-se o conceito de transformada de Fourier de um sinal continuo como uma extensao
do desenvolvimento em série de Fourier de fungdes continuas e peri(’)diéas e ainda as
transformadas finita e discreta finita de Fourier, evidenciando-se também o seu
relacionamento, de forma a compreender as hipéteses que estdo subjacentes ao processo de

discretizagdo e as modificagdes introduzidas na imagem em frequéncia do sinal original dele
decorrentes.

Descrevem-se de seguida as duas formas de erros tipicamente associadas as séries
amostradas, 0 "leakage” e 0 "aliasing", discutindo-se também a possibilidade da sua eliminagdo

Ou atenuagio. Para este efeito sdo apresentadas algumas janelas de dados de utilizagdo
corrente.
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No que se refere a filtragem digital de sinal, é apresentado e descrito o funcionamento
de dois filtros passa-banda, um a aplicar no dominio da frequéncia e outro no dominio do
" tempo, tendo ambos sido implementados no programa de processamento de sinal j4
mencionado.

Pelo facto de se basearem na aplicagdo de filtros digitais, duas outras operacoes
fundamentais da Andlise e Processamento de Sinal sdo ainda descritas: a decimagio e o
"zoom". Trata-se de operagdes que, apesar de frequentemente mencionadas na literatura
especializada, raramente sdo objecto de explicacdo detalhada, sendo a sua aplicagdo
susceptivel de interpretacdes erréneas.

Tendo presente o conjunto de relagdes excitagio-resposta apresentadas no Capitulo 2,
passa-se finalmente a caracterizacio experimental das funcoes de resposta em frequéncia.
Para tal, atendendo as modificagdes impostas ao sinal observado na operagdo de amostragem
(discretizacao e observagio do sinal através de uma janela definida no intervalo [0, T ]), sdo
apresentadas algumas estimativas simples para as fungdes de auto-correlagio e de correlagao
cruzada, fung¢des densidade espectral de poténcia e densidade espectral de poténcia cruzada
e fungdes de resposta em frequéncia e de coeréncia associadas. Estas estimativas sdo em geral
obtidas através do algoritmo FFT.

Sdo ainda apresentados e utilizados alguns conceitos da Teoria de Estimagdo na
caracterizagdo das fun¢des envolvidas nas relagoes excitagido-resposta através de estimadores
mais complexos, destacando-se em particular a quantificacdo do grau de incerteza associado
a cada estimativa.

A terminar este capitulo, dois casos particulares da estimac¢do de fungdes de resposta
em frequéncia sdo abordados, referindo-se a situagées concretas em que a aplicacido dos
conceitos gerais até aquidescritos ndo pode ser feita directamente: o caso de estruturas sujeitas
a excitacao ambiental e o de estruturas submetidas a uma excitagio for¢ada sinusoidal.

4.1 - SERIES TEMPORAIS DE DADOS. AMOSTRAGEM E CONVERSAO

Conforme foi evidenciado no Capitulo 3, diversas grandezas fisicas envolvidas nos
problemas de engenharia de estruturas sdo quantificadas correntemente através da utilizagdo
de transdutores. Os transdutores, entendidos como dispositivos que permitem converter
grandezas mecénicas noutras grandezas de mais ficil medigdo e tratamento [24], fornecem
usualmente como imagem da grandeza observada uma tensdo eléctrica proporcional ao
pardmetro fisico que se pretende medir e que se apresenta como um registo continuo no
tempo.
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Se se pretender aplicar a este sinal técnicas digitais de processamento, de forma a
eliminar tanto quanto possivel o ruido e a extrair parametros de interesse, serd necessario
proceder a uma observacio discreta num espaco de tempo limitado. Esta operagdo, que
consiste na recolha de um nimero finito N de pontos de um registo continuo x(t¢), por
conveniéncia igualmente espacados no tempo comintervalo A tentre observagoes, é designada
por amostragem € t€m como resultado uma série temporal, ou amostra, com duragdo T (Figura
4.1).

x(t)
Xy

o t Y tg  tget ty t

Figura 4.1 - Amostragem de um sinal continuo x (t).

Na pritica, a transformagdo de um sinal analdgico em digital é assegurada pela accao
combinada de dois tipos de circuitos electrénicos dispostos em sequéncia: - 0
amostrador /retentor (AR) e o conversor analdgico/digital (A/D), também designados na
literatura anglo-americana por "sample and hold" e "A/D converter", respectivamente {24].

VANV
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Figura 4.2 - Processo de transformagdo de um sinal analégico num sinal digital.

A Figura 4.2 ilustra o processo: na entrada do AR, o sinal eléctrico apresenta-se como
um registo continuo, variével no tempo. O AR procede a uma leitura do valor instantaneo
do sinal eléctrico sempre que recebe um impulso de rel6gio e coloca na saida um valor que,
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nos denominados amostradores retentores de ordem zero, mantém constante até chegada de
novo impulso, comandada por um sistema temporizador ("clock”). Na saida, obtém-se entdo
um sinal continuo variando por patamares.

A fungdo do conversor A/D é a de criar, ao fim de cada intervalo de tempo At,um
nimero x; correspondente a ordenada do respectivo patamar do sinal eléctrico obtido na
saida do AR. Atendendo as caracteristicas do conversor, x, terd de ser um inteiro ndo
negativo, varidvel entre zero e um nimero N, de niveis que lhe est4 associado.

Este processo de identificagdo de uma voltagem, quantidade real que representa um
patamar de um sinal eléctrico, com um nimero inteiro variando entre zero e N q,tema
designagdo de quantificacdo do sinal.

Sendo uma operagio conceptualmente simples, a amostragem coloca problemas
diversos ao nivel da anilise de sinal. Estes problemas resultam essencialmente da perda de
informagdo decorrente do desconhecimento da evolugdo do sinal entre dois instantes de
amostragem sucessivos, facto que leva A obtencio de séries com contetido energético distinto
do contetido energético do sinal que lhes deu origem. Como se ver4 ao longo deste capitulo,
fazendo algumas hipéteses relativamente a composi¢do espectral do sinal continuo original,
€ possivel extrair do sinal amostrado qualquer informagdo relativa ao sinal que lhe deu origem,
ou seja, € possivel reconstruir o sinal continuo através de uma série amostrada.

4.2 - DESCRICAO DE SINAIS NO DOMINIO DA FREQUENCIA
4.2.1 - Decomposi¢io em série de Fourier

A andlise de um sinal pode processar-se no domfnio da frequéncia através da sua
decomposigdo num conjunto finito ou infinito de harménicos de amplitude e frequéncia
varidveis.

A via mais imediata para proceder a essa decomposigao, no caso de fungdes periddicas,
consiste na expansio em série de Fourier, através do conjunto de fungdes ortogonais:
1.cos(0),cos(26),...,sen(0),sen(20),...definidas no intervalo [-n,m].

Este conjunto ¢ designado por conjunto ortogonal de funcgées de Fourier.
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Figura 4.3 - Fungio periddica com periodo 7.

Seosinal x () representar uma fungio periédica de periodo T (Figura4.3), € possivel
verificar {146] que existe um conjunto de coeficientes constantes a,,a,e b, (n=1,2....}
que permitem a expansdo numa série trigonométrica infinita

x(t)=-C-12—‘1+i\:an-cos(n-z—;}—i)+bn-sen(n-§;}—t)] (+.1)
nw=1

sendo esses coeficientes definidos por

T/2
a,=— x()dt
° TJ-1s2 ()
2 f'”z ( 2nt>
a,=—- x(t) cos| n-— |dt 4.2
T Jots2 () T ( )
2 T/2 ( 2nt)
b =—=: x(t):-sen| n-— |dt
n T -7'/2 () T

O teorema de Dirichlet permite ainda afirmar que [146], se a funcdo periddica x(¢)
forlimitada e apresentar um niimero finito de pontos de descontinuidade e de extremos locais,
asérie de Fourier convergird para x () em todos os pontos de continuidade e para a média
dos valores 4 esquerda e 2 direita da funcdo, nos pontos de descontinuidade.

Como ressalta da equagio (4.1), os coeficientes a, e b., representados de forma

esquemadtica nas Figuras 4.4a) e 4.4b), traduzem a composicdo do sinal x () em termos dos
harménicos de frequéncia w,=%*, com n=1,2....
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Figura 4.4 - Coeficientes a, € b, em correspondéncia com o harménico de frequéncia w, = 2nn/T.
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Figura4.5- Ajuste de uma onda quadrada por uma série de Fourier truncada contendo N termos do seu
desenvolvimento.
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A decomposi¢do de um sinal numa série infinita é, evidentemente, impraticavel. A
utilizagdo de uma série truncada com apenas N harménicos, fornece-nos uma aproximagao
do sinal que serd tanto melhor quanto maior for o niimero de termos da decomposigdo. Este
facto é facilmente observdvel para o exemplo da Figura 4.5, relativo 2 decomposi¢do em série
de Fourier de um sinal periédico representando uma "onda quadrada”, efectuada com 1, 3, 5
e 11 harmonicos.

Note-se contudo que, junto dos pontos de descontinuidade, os desvios da fungdo
continua resultante da truncatura da série de Fourier em relagdo a onda quadrada nao se
atenuam com o aumento do niimero de termos da decomposi¢io usados, mas antes tendem
assintoticamente, com o aumento de N , para um valor da ordem de 9% do real [146).

Este curioso fenémeno, conhecido por efeito de Gibbs, manifesta-se em todos os pontos
de descontinuidade do sinal x(t). Apesar de se traduzir em erros pouco significativos na
aproximagdo de uma fungdo, este efeito assume uma certa importancia quando essa fungdo
€ utilizada como filtro digital, pelo que sera necessério elimina-lo.

A técnica desenvolvida por Lanczos [24, 58] para resolver este problema partiu da
observagdo de que a ondulagdo de Gibbs tem frequéncia igual a frequéncia do dltimo termo
incluido no desenvolvimento em série de Fourier do sinal x(t), e consiste num alisamento
dasérie aproximada através de uma operagio de média realizada para o instante ¢ nointervalo
[t=T/2N,t+T/2N),delargura T /N igual ao periodo do harménico em correspondéncia
com o ultimo termo incluido.

Entio, sendo

N
x(t)~a?+ Z[ cos(

n n-2n
t
t)+b,,sen( T ﬂ

obtém-se

N t+T/2N

X(t)y=—= x(t)H)dt’

T Je-Ts2N
ou seja,
N a N t+T/2N t+T/2N n-2n
x(t)’i—o*Z[ﬂf a,,'cos(n )dt + = -sen( -t’)dt']

2 Gl T Ji-rren t-T/2N

(4.3)

Atendendo a que

N (772w 21 Ny - sen(nn/N).cos(’l'g‘I‘t't)
T Ji-t/2n dnrcosin T “ (nr/N)
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N [t=T/2N 2n sen(nn/N) ( 2n )
- b,"sen|ln:—-t" |dt"=b, ———=-sen| n-=—-¢
TJe-tran " ( T ) " (nn/N) T

pode escrever-se

N
f(t)z%“"Z[dn-cos(n-%fn-t)+5,,-sen(n-—27_—n-t>] (4.4)

n=]

expressao que tem por significado a substitui¢io dos coeficientes a, e b, da decomposigdo

em série de Fourier por coeficientes alisados &, e 6 ,, definidos por

nn/N
4 =a _sen(mnn )

TR (n/N)

5n‘bn’ sen(nn/N)
(nn/N)

Na Figura 4.6 representa-se o desenvolvimento em série de Fourier da "onda quadrada”,
tomando 11 harménicos e utilizando o alisamento de Lanczos. Confrontando com a Figura

4.5 ,para N =11, pode constatar-se a eficiéncia desta técnica na eliminacio do efeito de
Gibbs.

Fx(t)

[ (] (1 [
JUygugr

Figura 4.6 - Decomposicdo de uma "onda quadrada” em série de Fourier usando o alisamento de Lanczos.
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4.2.2 - Transformada de Fourier

42.2.1 - Definicao

Na decomposi¢do de um sinal continuo e periédico x (t) emsérie de Fourier, obteve-se

um conjunto de coeficientes a, e b, em correspondéncia com os harmdnicos de frequéncia
w,=2nn/T, cuja representagao foi realizada na Figura 4.4.

Repare-se agora que, ao aumentar o periodo T do sinal, o espagcamento Aw =21/T

entre sucessivos harmoénicos reduzir-se-4. Aumentando indefinidamente o valor de T, o sinal
deixa de ser periédico e Aw reduz-se infinitamente, passando a sua composi¢io espectral
a ter um cardacter continuo.

Seja x (1) um sinal periddico de periodo T, que satisfaca a condi¢do de Dirichlet e

cujo valor médio seja nulo.

A substituicdo em (4.1) das expressoes dos coeficientes a,, a, e b, definidos pelas

equagoes (4.2) leva a

x(t)= ni}{;f_:zx(t)cos(n- ?-—TI}—t)dt>- cos(n-?—;}—t)+

= [2 [T/2 2nt 2nt
+RZI<?‘/:T/2x(t)sen(n-T)dt}-sen(n-T) (4.9)

2

2 o e .
Como w,=n" ?“ e Aw= —T’f, a substitui¢do em (4.5) permite escrever

x(t)= i{%ﬂfwzx(t)cos(wnt)dt>-cos(wnt)+
-T/2

L Aw T/2
+ Z{T_/_ 2x(t)sen(w,,t)cit}-sen(w,,t)

n=1 T/
Quando T = «, Aw -~ dw, o somatério aproxima-se de um integral ¢ w, = w, vindo

x(t)=ﬁm{d?wj:wx(t)cos(wt)dt}-cos(wt)+

+fow{d?wj:wx(t)sen(wt)dt}-sen(wt)
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Fazendo

A(w) = f-jx(t)cos(wt)dt

B(w)=fwx(t)sen(wt)dt
tem-se ainda
x(t)=2-L[fwfl(w)cos(wt)dw+f‘ B(w)sen(wt)dw:l
21| Jo 0
ou, usando a forma complexa e atendendo a paridade dos integrandos,
1 o fwt
N(t)=— : 4.6
x () 211./:» X(w) e dw ( )
com
X(w)=A(w)—iB(w)=f x(tye ™dt (4.7)

Entdo, quando o sinal x(t) deixa de ser periédico, a sua decomposicao espectral em
série de Fourier € substituida por uma representacdo continua, descrita pelo integral de
Fourier (expressdo (4.6)), sendo os coeficientes @, e b, dessa decomposicio discreta.
substituidos pelas fun¢des continuas A( w) e B(w) ou, na forma complexa, por X (w), cuja
expressao (4.7) € designada por Transformada de Fourier, ou Espectro de Fourier de x(t),
exprimindo o peso do contetido em frequéncia do sinal em correspondéncia com cada

frequénciaangular w. Pode dizer-se que X (w) constituia imagem no dominio da frequéncia
de x(t).

E também usual definir a transformada de Fourier de um sinal em termos da frequéncia
expressa em ciclos por segundo (Hz), f =w/2n, obtendo-se nesse caso

X(f)=_/:;ux(t)e'i2""dt (4.8)

vindo entio

x(t)=f:X(f)e"2““df (4.9)
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As expressoes (4.8) e (4.9) permitem-nos concluir que, conhecido um sinal continuo
x (1), é possivel determinar a sua imagem em frequéncia X(f) ou, se for dado X(f), é
possivel determinar x (t) através de uma transformada inversa, designagdo por que também
¢ conhecido o integral de Fourier. Diz-se por isso que x(t) e X(f) constituem um par de
transformadas de Fourier, facto que serd traduzido ao longo deste texto através da seguinte
representacao

x(t)y O XH

Resta agora estabelecer as condigdes para a existéncia da transformada de Fourier de
x (t). Sdo condigées suficientes [16]:

- que x(t) seja uma fungio de médulo integrével, isto €, que [Ie2lx(t)|dt < oo

- que sejam satisfeitas as condigdes de Dirichlet em qualquer intervalo finito
[ti.t2].

A imposicdo destas restrigdes ndo permite assegurar a existéncia da transformada de
Fourier de funcées periédicas como, por exemplo, as fungées sinusoidais. Com efeito, ndo €
neste caso convergente o integral impréprio do valor absoluto destas fungdes, apesar de ser
conhecida a sua composi¢do em frequéncia.

Uma forma possivel de ultrapassar este problema consiste em introduzir o conceito de
fungio impulso unitdrio de Dirac, 5(t), fisicamente irrealizdvel e definida matematicamente
por:

6(t)=<+o(j , 140 e f_mb(t)dt=l (4.10)

A utilizagio desta fungio permite extrair alguns resultados importantes [16],
designadamente:

- [rEn(t-ty)x(t)dt=x(t,),emque x(¢) éuma funcdo arbitrdria, continua
no instante ¢o;

- a transformada de Fourier da fungdo impulsiva R (t)=k-8(t) €
H(f).=f’akﬁ(t)e"z““dpk-e°=1c

constituindo as fungdes k e k - 6(¢) umpar de transformadas de Fourier (Figura
4.7.a));
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nt)akd(t) H{f)ak
<
t Q) t
n(t)zk H{t)=%8(1)
k K
<O -
t b} 1
o 100 .n
hm=r§_6_(:-nr) H(f)s?'),.'.f_(’f 1)
| l
2T -1 T 2T ot c) fozlfp ¢
h(t)z A sen(2Tfot) H(f). i
%6(fofe)
A
N / o ' to
¢ d) -to i t
-25(t-to)
2

Figura 4.7 - Transformada de Fourier de algumas fungdes notaveis.

- a transformada de Fourier da fungdo constante h( t)y=k &€ H(f)=kbd(f) ,

constituindo também as fungées k e k6( ) um par de transformadas de Fourier
(Figura 4.7.b));

- a transformada de Fourier de uma sequéncia de fungoes impulsivas igualmente

espacadas h(t) = f 6(t-nT)é dada por (Figura 4.7.c)):

nm=—c

| e
H(f)== > 8(f-n/T)

ne-w

- a transformada de. Fourier de uma fungdo sinusoidal h(t)= Asen(2xn fot) é
(Figura 4.7.d)):

H(f)=§[—6<f¥fo)+6<f+fo>]
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4.2.2.2 - Propriedades e operacgoes

Algumas das propriedades e operagoes com transformadas de Fourier permitem a
extraccdo de conclusdes notéveis no que respeita 4 natureza e caracteristicas dos sinais
estudados, facilitando também o seu manuseamento.

Sumarizam-se de seguida algumas dessas propriedades e operagoes, remetendo-se a
respectiva demonstracio para literatura especializada [16,108]:

i) Li dad
Sejam X(f) e Y (f) as transformadas de Fourier de dois sinais x(t) e y (¢}

respectivamente. A transformada de Fourier do sinal soma, x (&) + v (1), € igual
a soma das transformadas, X (f)+Y (f), ou seja
x(D+y() O X(H*Y(H (4.11)

A Figura 4.8 ilustra esta propriedade, tomando como exemplo um sinal obtido
por soma de uma constante com uma sinusoide de frequéncia 7o.

x(t) x{n
JRRSUN | . S X

S I S R ‘x(ﬂoy(ﬂ xtni
! ! Aok
yitlacosi2mot) win > - O
A2
—

_WW_:‘O—‘?L_

Figura 4.8 - Propriedade de linearidade da transformada de Fourier.

ii) Transformada de Fourier de um sinal x (treal
O espectro de Fourier de um sinal real obedece a seguinte relago

X(-f)=X"(£) (4.12)
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onde o operador (*) significa "conjugado de".

Considerando a tranformada de Fourier expressa em termos da amplitude
IX(f)| edafase ¢(f),isso significa dizer que

{lX(-f)|=|X(f)|
O(=f)=-¢(S)

isto €, que | X ()| é uma fungdo pare ¢(f) é uma fungdo impar em £.

Contraccdo e expansdo nos dominios do tempo e da frequéncia

Seja X (f) a transformada de Fourier de um sinal x(t). A transformada de
Fourier do sinal y(t)=x(kt) serd Y (f)=1/]|k] - X(f/k),isto é

x(kt) C O ﬁ){(f/k) (4.13)

Significa isto que uma expansio no dominio do tempo tem por consequéncia
uma contrac¢do no dominio da frequéncia (Figura 4.9) e que, inversamente, uma
contracgao no dominio do tempo tem por consequéncia uma expansao no
dominio da frequéncia. Esta propriedade também & vilida quando a expansio
ou compressao ¢ efectuada no dominio da frequéncia, podendo escrever-se que:

1
e Xe O Xk (4.14)
x(t) X(t)
2
/ A\ Laltd
-2% MWt ? AU ToAZTo{V2Te VST
J2xidt) )
::' 8Al TS
/\ “2%0f | V2Te
~To o t Cb,> LT VeTo t

Figura 4.9 - Propriedade da expansdo no dominio do tempo.
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) 4 ominio.d i Freaquénci

Um atraso no tempo de um sinal x(t) tem por consequéncia um atraso na fase
da sua transformada X ( ), podendo dizer-se que

x(t-to) CO x(fry-e M (4.15)
Representa-se na Figura 4.10 uma fungdo constituida por um cosseno de

frequéncia f, e periodo T, =1/ f,, onde foi introduzido um atraso no tempo
de To/4.

A transformada de Fourier do sinal real é apresentada através de um espectro

de amplitude, | X (£) |, e de um espectro de fase, ¢(f), podendo visualizar-se
neste tltimo o efeito da introdugdo do atraso no sinal.

xitlzAcos(2ffol) xtei| 4
A ia w
\AAAS 0
VWY T © o 1 o 1
x(t-Tolb} 1X(€E)] #it)
1a 2m
AL RA | 2o
{
VA © P— P

Figura 4.10 - Propriedade do atraso no dominio do tempo.

Por outro lado, um atraso £, no dominio da frequéncia traduz-se, no dominio

do tempo, numa modulagio por um harménico com frequéncia fo, quando
X(f) sejareal (Figura 4.11):

x(t)-cos(2nfot) D X(f-fo) (4.16)
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x(t) X(f)
JA\
t f
x(t}).cos(21 fot) X{f=-fo)

Al2

-fo fo t

Figura 4.11 - Propriedade do atraso no dominio da frequéncia.

oy 10 ¢ diferenciacdo:

Seja X(f) a transformada de Fourier de um sinal x(¢). A transformada de

Fourier da derivada de ordem n de x(t) pode obter-se através da relagio:

Y(f)=@2nf)" X(f)

ou seja,

x™ty CO (r2nf)t X(F) (4.17)

vi) Transformada de um produto:
A transformada de Fourier do produto de duas fungdes de quadrado somavel
x(t) e y(t), ou seja, para as quais existem os integrais [Zox?(t)dt e
[lay?(t)dt[24],é igual & convolugio das respectivas transformadas, X (f)e
Y(£).

Esta operagdo, correntemente representada pelo simbolo "*", é traduzida
matematicamente por

XY= [ XUV df (4.18)

Inversamente, o produto das transformadas de Fourier X(f) e Y (f) é igual
a convolugdo de x(t) com y(t).
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Obtém-se entdo os seguintes pares de transformadas de Fourier
x()y(t) O XY (4.19)
x(O)*y () O X)) YH (4.20)

A operagio de convolugdo traduzida pela expressdo (4.18) € utilizada na
descricdo fisica de diversos fenémenos. Em Dindmica de Estruturas, por
exemplo, é utilizada para determinacio da resposta de um sistema a uma acgao
genérica por intermédio do conhecido integral de Duhamel. Reveste-se no
entanto, no problema especifico da analise de sinais, de uma particularidade
muito importante, que consiste em permitir substituir a operagdo de integragdo,
mais complexa e delicada do ponto de vista numérico, por um simples produto.

AR
0 1 [3 VWVV [
AAAD )
AR :
AR .
TRTIUAY :

c)

(>

L
V1

x(t)w y(t)

d)

Figura 4.12 - Operacio de convolugio de dois sinais x(t) e y(!).
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Na Figura 4.12 exemplifica-se a operagdo de convolugio de dois sinais x({) e
y(t), x(D)*y()=[2x(Tt) y(t-T)dT sendo x(¢) uma fun¢io traduzida
por uma "janela rectangular" de duragdo T e definindo y (¢) uma sinusoide de
frequéncia £ ., respectivamente.

A 12 operagio a realizar consiste numa "dobragem"” do sinal y(t) em torno do

eixo das ordenadas, do que resulta a fungdo y(-T) (Figura 4.12a)).
Seguidamente, y (—t) sofre uma translac¢do de ¢ ao longo do eixo das abcissas
(Figura 4.12.b)).

A fungdo y(t- ) assim obtida é multiplicada por x (t) (Figura4.12.c))ea

area subentendida pela fungdo produto é agora calculada, representando o valor
da convolugio de x(t) com y(t) no instante ¢ (Figura 4.12.d)).

4.2.3 - Transformada finita de Fourier

As expressoes (4.8) e (4.9) usadas na defini¢ao da transformada e da transformada
inversa de Fourier de um sinal continuo nio podem ser aplicadas a sinais que constituam
amostras representativas de um processo estaciondrio, pelo facto de o integral ndo convergir
no intervalo ]-o,+o[ . Acresce que, na pritica, ¢ também impossivel a descri¢io num
intervalo infinito de uma amostra representativa da evolu¢do de qualquer grandeza.

Para ultrapassar esta limitagdo, introduz-se o conceito de transformada finita de Fourier
de umsinal observado num intervalo de tempo de duragdo T, cominicionoinstante to -7 /2,
através de

. ) to+T/2 onst
X+(f)= — x(t) e dt (4.21)
o-

A questdo que se coloca € a de saber como relacionar esta nova transformada com o
espectro de Fourier inicialmente definido, ou seja, que informagao € possivel obter em relagio
ao conteudo espectral de um sinal continuo x (¢) quando a observag¢do de uma amostra que
dele seja representativa tenha lugar num intervalo finito.

Seja wr(t) uma "janela rectangular” de largura T, definida por

wy = == (4.22)

0, se t<ty-T/2 e t>t,+T/2

Calcule-se o produto desta fung¢do por um sinal x(¢) continuo:
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y()=x(t) wr(l)

Se x(t) satisfizer as condicdes de Dirichlet, entdo o mesmo sucederd com o novo sinal
construido 7y (t), definido no intervalo J— o, +[, sendo possivel nestas condigdes calcular

a sua transformada de Fourier

-0 to+T/2
Y(f)= f [x(t) ws(t)]e " 'dt= f' °m x(t)-e ¥ de (4.23)
- .-

Daigualdade entre (4.21) € (4.23), pode concluir-se que a transformada finita de Fourier
de um sinal observado num intervalo finito de largura T & igual & transformada de Fourier
do produto do sinal inicial x(¢) por uma "janela rectangular" com a mesma largura. Por
outro lado, atendendo 2 propriedade da transformada de Fourier do produto de 2 sinais,
enunciada no ponto 4.2.2, pode concluir-se que X r (f) éiguala convolugio da transformada
de Fourier, de x(t),X(#) coma transformada de Fourier da janela de observagao, W r(f)

X (F)=XF)*W(f) (4.24)

Para exemplificar as consequéncias préticas deste resuitado, considere-se umsinal x (t)

constituido por uma sinusoide de frequéncia fo e amplitude A,

x(t)=A-cos(2nfst) , te]-o,+of

x(t) = Acos(27Tfot) (£}
a2
\AAAL |
- :
V \] V \] t o -fo fo t
me UT(ﬂ
| \
-T2 | w2 t Cb,> ~AArfaas t
x(t).oy (1) ' X(H)+WIN
A 1
-m\] sz t ? LT 1 1

Figura 4.13 - Transformada finita de Fourier de uma fungio sinusoidal.
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A transformada de Fourier deste simal € real e tem valor [16]
X(f)=A/2-[8(f+ fo)+0(Ff~ fo)] (Figura 4.13.a)). Admita-se que x(t) é observado
através deuma janela w(¢)delargura T, centrada na origem. O espectrode wr(t), W (),
serd (Figura 4.13.b))

e - (T2 -1 - sen(mfT)
W = ¢ zZn/tdt=f ¢2n[tdt= ‘o 2 ft '_I:/Z - ‘T
SR IRTRGE 2t 2inf 2T TR

(4.25)

O produto x(t) wr(t) tem por transformada a convolugdo de X (f) com W (f),

graficamente representada na Figura 4.13.c) e cuja quantificagdo envolve a realizacdo das
seguintes operagoes:

- "Dobra-se" W r(f) emtorno do eixo das ordenadas (de que resulta uma funcio

igual, W (- f),dada a simetriade W r ( f));

- Percorre-se o eixo das abcissas com W 7(f) centrado numa frequéncia 7 a

variar no intervalo ]-«, +«[ (Figura 4.14.a));

- Calcula-se para cada valor de f° a drea subentendida pela funcio produto
X)) We(f=F").

X)W (£-1°
Tm 1) X
A\* 1 I T
Fa¥ N o :.:* ~
MULAN | fo t 1" e Yeof ¢ 1
a) b)

Figura 4.14 - Convolugio de X (f) com W ;(f) para uma frequéncia genérica.

Dessa forma, atendendo a expressdo (4.25) e as propriedades da funcdo impulso,
obtém-se que:

e . L _AT (senn(f+fo) senn(f-fo)
XT(f)_'f_. X(f ) WT(f f )df— 2 ( n(f-o—fo)T ]'[(f—fo)T )
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Conclui-se entdo que as duas riscas com drea A/ 2 do espectro de uma fungao sinusoidal
sio transformadas, quando a sua observagdo é realizada num intervalo finito, numa fungao
continua com ordenadas méximas de valor AT /2, em correspondéncia com as frequéncias
-fo € fo.0O contetdo espectral relativo as frequéncias — fo € fo passaassima distribuir-se
em frequéncia, através de um factor de ponderagéo do tipo sen(1A)/(38), que se torna

‘progressivamente mais pequeno & medida que aumenta a distancia da frequéncia f as
frequéncias —fo € fo.

Pode dizer-se portanto que a natureza finita do intervalo de observagao da fungdo
continua x (¢) leva a um "escorregamento” do contetido em frequéncia para as frequéncias
mais préximas, associado a um fenémeno de ondulagdo do espectro, fenémeno que na
literatura de origem anglo-americana tem a designagéo de "leakage”.

Se o periodo de observagio T aumentar, a transformada W7 (f) passara a ser
constituida por um 16bulo central mais fino e de maior aitura (Figura 4.13.b)), pelo que o
"escorregamento” para as frequéncias laterais do contributo nas frequéncias fo € —fo serd
menor. No limite, quando 7 =, W (f) representard o impulso de Dirac centrado na
origem e a sua convolugio com X(f) terd por resultado a propria transformada X (f).

Uma forma simples de reduzir os efeitos indesejados produzidos pelo "leakage”
consistird entdo em aumentar o periodo de observagio do sinal.

4,24 - Transformada discreta finita de Fourier

A defini¢do da transformada finita de Fourier de umsinal x (¢) num intervalo genérico

[to=T/2,to+T/2] ndo é ainda adequada 2 utilizagio de técnicas experimentais em
Dinimica Estrutural.

De facto, a utilizagio de modernos computadores e de técnicas de anilise digital de
sinais pressupoem a obtengio de amostras discretas de sinais continuos. E no entanto possivel
definir, partindo do conceito de transformada de Fourier de um registo continuo e utilizando
as suas propriedades fundamentais, a transformada discreta finita de Fourier, aplicdvel a uma
série amostrada num intervalo finito qualquer.

Seja x(t) um sinal continuo, com transformada de Fourier X (f) (Figura 4.15.a)).
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x(t) X{f)
e < ;
3¢lt) Aqtf)
A
— t ? VatsF | latsF f
at
xplt)=x(t).ay(t) Xnlt)=X{t)e A4N
.t!l“q. \/\
t 9 "/u( ‘lzn t
wit) W
1
T=Nat t %? ”JA—' f
xa{t)wit) 1X, (1) % WtH
I /\/ \/\
t ¢) =V/at Vat t
a4(t) A,m
1 [ Hl L1
Yar T=A-],— t <!)3 "ln
Tt (0w ()] = 8¢ (1) XA = WIE1-B4(1)
“Yar ar ¢ 9 t

Figura4.15- Relacionamento entre a transformada discreta finita de Fourier e a transformada de Fourier
associada a um sinal continuo x(?).

Admita-se que x(t¢) é observado em instantes espagados de At. Esta operagao de
amostragem, que consiste em tomar um valor x, da fungdo num instante t,=n- At,
corresponde a efectuar o produto do sinal continuo x(t) por uma fungio de amostragem
A,(t), constituida por um trem de impulsos unit4rios de Dirac espagados de A¢:
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AJ(t)= f 6(t—-nAt)

nNm=cm N

Tem-se entdo:

x (L) =x.(n-At)=x(t) 8,(t)=x(t) }f 5(t-nAt) =

ne -«

= ) [x(nat)-6(t-nAt)] (4.26)

Na Figura 4.15.b) representa-se a funcdo amostragem, A4,(t) , € a respectiva

transformada de Fourier, A,(f), podendo visualizar-se na Figura 4.15.c) a série amostrada
x.(1). :

Atendendo 4 propriedade da transformada do produto enunciada em 4.2.2.2, pode

dizer-se que a transformada de Fourier da série amostrada € igual a convolugdo do espectro
X(f) dosinal x (t) continuo que lhe deu origem como espectro & ,(f) do trem de impulsos:

x(t)-A,t) (O X(H*A.(H (4.27)

Fazendo X,(f)=X(f)*A.(f),vem

+

. | e s
XD [ xXGY Ay g X(f’)'[ _Z_j(f—f‘—n/At)]df’

L= e ' ‘
=En--w<f.,, X(fF ) 0(f-f -n/At)df }

1 + O
= — X(- /At 4.28
At,..-,\( f+n/At) ( )
A expressio (4.28) permite afirmar que o espectro X.(f) de uma série amostrada
consiste numa soma de espectros X (f) , afectados pela constante 1/At, centrados em
frequéncias espacadas de 1/ At (Figura 4.15.c)), quantidade que representa a frequéncia de

amostragem F da série.

Se x(t) for um sinal de banda limitada em que o contributo em frequéncia ¢é inferior

a metade da frequéncia de amostragem, entdo 0s espectros nao se sobrepordo e por isso
Manter-se-do preservadas as ordenadas da transformada de Fourier do sinal continuo original
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para a gama de frequéncias contidas no intervalo [~ F, F]. Isso significa que a operacéo de
amostragem se traduz, no dominio da frequéncia, por uma periodizagdo do espectro original,
com uma frequéncia igual a frequéncia de amostragem do sinal, F .

Se, por outro lado, existir alguma sobreposigdo dos espectros contiguos constituintes de
Xa(f) (caso da Figura 4.15.c)), entdo as ordenadas do espectro do sinal amostrado serdo
afectadas por um erro, dito emo de sobreposicio ou, em nomenclatura de origem
anglo-americana, "aliasing".

Embora este assunto seja abordado no ponto 4.4, refere-se j4, por ser evidente, que uma
forma de evitar o "aliasing" consiste em aumentar a frequéncia de amostragem, pois deste
modo At reduz-se, aumentando o espagamento sucessivo entre os impulsos constituintes do
trem de impulsos A,(f) e, consequentemente, a distincia entre os sucessivos espectros
centrados em f = n/ At, que fazem parte de X ,( f).

Voltando agora a expressdo de x () paraoinstante t,=n- At,a defini¢do de integral

de Fourier (4.8) aplicado a uma fungdo continua permite afirmar que:
x(tn)=x,,(n-m)=f X(f) e q e com n=...,-1,0,1,2,...

Admitindo ndo existirem erros de sobreposigdo e, atendendo a expressio (4.28), pode
escrever-se

Fr2

xn(tn>=A“f X (f)-e?tira0g g (4.29)
/2

Sendo X (/) uma fungio periddica de periodo F, entio serd decomponivel em série

de Fourier:

X (f)= i l *F/ZX . -i2n/(nAt)d L Aati2nf(nat)
n e F -F/2 n(f) e f e

Usando (4.29), vem

— =i nnL
Xn(f)=% Y xpe M (4.30)

n=-o

O conhecimento dos valores amostrados x, do sinal continuo x (¢) permite entdo,

através de (4.30), aobtengdode X ,(f).Note-se que X .(f) representa ainda uma descrigio
continua do contetido espectral do sinal amostrado e est4 definida no intervalo ]—o, +oof,
Como na realidade s6 podemos trabalhar com valores discretos de uma fungio e, por outro
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1ado, tem de ser finito o intervalo de observacio do sinal x(t), torna-se ainda necessario
efectuar uma operacao de limitagio do tempo de observagao a um intervalo finito [0,T] e
proceder a uma amostragem do espectro X.(f).

- Truncatura do sinal amostrado:

Sendo At 0 espagamento entre amostras sucessivas do sinal x(t), a consideragdo de
N desses valores corresponde a uma amostragem de duragdo finita no intervalo [0, T ], com
T=N-At.

Ora, como foi visto em 4.2.3, a observacio de um sinal num intervalo finito pode ser
interpretada como o produto no dominio do tempo desse sinal por uma janela (Figura4.15.e)),
o que, no dominio da frequéncia, corresponde a uma convolugio:

x (O w(t) O X)W (4.31)

Note-se que, ao calcular a transformada de Fourier de w(t), obteve-se uma fungdo
W(f) complexa. Isso constitui o resultado de proceder a um avango no tempo de T/2 da
janela w(t), a partir de uma janela simétrica smrelagdo ao eixo das ordenadas, cujo espectro
de Fourier é real, o que se traduz no dominio da frequéncia por um avango de fase. Para
facilitar a compreensao do problema em questdo, optou-se pela representagao da amplitude
W (£)| do espectro W (f) em 4.15.d).

O resultado da operagdo de convolugdo assinalada por (4.31)éo "escorregamento” das
componentesrelativasauma frequéncia f genéricaparaas frequéncias laterais, traduzindo-se
numa modifica¢io das ordenadas do espectro | X .(#)| (dependente dalargura T da janela),
com o aparecimento de uma ondulago ("rippling") (Figura 4.15.e)).

- Discretizagao de X .( f)*W (f X

Sendo F=1/At a frequéncia de amostragem do sinal, define-se um intervalo de

discretizacio em frequéncia AF = F/N euma fungdo A,(f), constituida por um trem de
impulsos unitdrios espacados de AF (Figura 4.15.f)), que representa a operagdo de
amostragem em frequéncia.

A amostragem de X ,.(f)*W(f) traduz-se no produto desta fﬁngﬁo pelo trem de
impulsos A ,(f):

X (RAFY*W (RAF)= (X (f)*W(F))" Z 5(f-nRAF) . n=..,-1,0,1,...
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Um raciocinio andlogo ao que foi utilizado para a amostragem no dominio do tempo
permite-nos agora afirmar que, ao produto no dominio da frequéncia de (X .(F)*W (f))
por A;(f) corresponde, no dominio do tempo, uma convolucdo de (x,(t) - w(t)) com

Au(t):
[xa() w(®)]*0,(t) O [XA(F)*WIB,(f) (4.32)

Partindo da equagdo (4.30) e desenvolvendo a convolugio [ X ,(f)*W ()] , vem

X (£ W)= [ [ S x.e "T]W(f—f')df'

ne==-o

M ~i2n2(f~u)
[f x. e rFY -V(u)du]
-i2nnf b i2nnr—_
X,*e . f Wu)e du

1 — -i2nanl
== Z x,cw(t)e F

ne=c

Z- -szn—

IM;

1
F,

+
8

"

u
R

Y

“nl'—f

A amostragem para a frequéncia f, = k- AF permite escrever:

k
-zZnnﬁ-

X o (£ )——Zv . k=0,....N-1 (4.33)

n-O

Esta expressao representa a transformada de Fourier discreta finita do sinal de que se
obtiveram N amostras.
Conhecendo as ordenadas X, da transformada discreta finita de Fourier para um

conjunto de N frequéncias f,=k-AF, é ainda possivel obter as N ordenadas de um sinal
Xpn(t)=[x,(t)  w(t)]*Af(t)parainstantes t,=n- At (Figura4.15.g)) do intervalo finito
[0,T],com T =N - At, através de

. 3
i2an—

xpn(t,,)=%ZXnk(fk)-e " , com n=0,1,....N-1 (4.34)
k=0 .

relagdo que representa a transformada inversa discreta finita de Fourier de X .. Para o

demonstrar, basta substituir (4.33) em (4.34)
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N=1["

F 1 &
xpn(tn)=ﬁz F,bef

k=0 |_

. 1k . nk
-IZK-I;- IZRW
e ‘e

l Nil Nil i2u,—:-(n-j)
= = X ;e
J
N k=0

- i2ny ) L _ L, . . ) L.
Sendo as fungdes e "' ortogonais, entdo cada somat6rio em j contem uma unica

parcela nao nula, aquela em que n = j, cujo valor é x,- e®, pelo que

(4.34) fica demonstrada.

discreto [16] e continuo.

1 N-1

1
xpn(tn)=ﬁz xn=1—v_.

k=0

N-x,=

Note-se agoraque X ,,(t) éiguala x,(t) paraointervalo [0, T], pelo que a expressao

A transformada discreta de Fourier goza de propriedades idénticas as propriedades da
transformada de Fourier de um sinal, sendo no entanto a sua representagdo matematica
distinta. Na Tabela 4.1, resumem-se algumas das propriedades mais importantes para o ¢aso

Tabela 4.1 - Principais propriedades das transformadas vs transformadas discretas de Fourier.

Transformada discreta de Fourier

Transformada de Fourier

Propriedade

x(ry+y(n) () X(y+Y (k)

x(my(r)C} X(H)+Y(H)
xay () %=

xtt=te) () X(fy e

x()- e () X(F=£0)

x(f)'}'(f)-f.-x(t)- y(t-t)dT

X(1)*y(1) <_—_> XYY ()

Linearidade
Simetria
Alraso no tempo
Atraso ma frequénca
Convolucio

Teorera da convolucio no tempo

x(n-’.) : : X-(k)_e-tznnllﬂ
x(n)~e‘2"""" D X(k=j)
N=1 .
x(r)*y(a)= ) x(j)-y(n=j)
1=Q
x(n)*y(n) D X(k)-Y (k)
x(ny- y(n) <___—> X(k)*Y (k)

@y () XV Teorema da comvolugio oa freq
x(t)'? D G- 2nf)®- X(f) Derms x(n)® <:> (EZn%)’-X(k)
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4.2.5 - Relacionamento da transformada discreta finita de Fourier com as séries
de Fourier

Seja x () um sinal continuo definido num intervalo finito [0, t] (Figura 4.16.a)).

A partir deste sinal € possivel definir um sinal periédico x ,(t), ilimitado no tempo,
obtido por repeticdo do sinal original colocado em posi¢des espagadas do periodo do sinal,
T (Figura 4.16.b)).

A periodicidade de x ,(t) permite a decomposi¢io em série de Fourier, obtendo-se

entao

= i2n %
xp(z)=% S che T (4.35)

Nea=cw

com

nt

T -i2n
c,,=/;xp(t)-e ‘dt

« X(f)
~] y-alinN
T T t o f

» Xpif)
\/‘lT ’\/‘! ad o ot
Te T ! f

Figura4.16 -  a) Transformada de Fourier de um sinal contfnuo num intervalo finito; b) e de um sinal periédico
construido a partir de x(t).

Comonointervalo [0, T] x ,(¢t)=x(t), conclui-se que c, representa a transformada
finita de Fourier do sinal x (t) para uma frequéncia f=n/T,isto é

Ca=Xr(f) (4.36)
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" Para conhecer o contetido espectral de x ,(¢), aplica-se a transformada de Fourier

[y

Xp(f)=f:xp(z)e“'2"“dt (4.37)

Substituindo (4.35) e (4.36) em (4.37), vem

¥ (f) f [ Z ¥ (f)e nsl:\_e-iantdt

n--w

Trocando a ordem do somatério com o integral, vem

Xp(f) - Z X (f)f ;‘,e-iZulldt

n--cn

Como, por outro lado,

f PSP f e—izu(f-;)ldt =8(f-n/7)

@ w©

pode entédo concluir-se que

X, (f)== Z X,(f) 6(f-n/1)= -X () Z 5(f-n/7T) (4.38)

n--ou nm-—co

O significado desta equagdo é o de que, ao periodizar umssinal, 0 seu conteddo espectral
passa a ser descrito por um espectro de riscas cuja envolvente ¢, a menos de um factor de
escala, o espectro do sinal original, X r (f), resultado a que ja se tinha chegado, também no
sentido inverso, para um sinal amostrado no dominio do tempo, em consequéncia da
periodizagio no dominio da frequéncia (Figura 4.15.g)).

Considere-se agora para periodo dosinal x ,(¢) . T=T eobtenham-se no intervalo

[0.T]1 N amostras igualmente espagadas, de forma que N - At= T.

Para um instante t,=n-At=n- %, a equagdo (4.35) toma a forma

+ ™

1
x,(t, )_NAt,._.,c’ e

i2nj;‘7

2njs L . '
Como, por outro lado, e ¥ é uma funcdo circular, pode escrever-se
i2nft  i2rl(j+Np)

e V=e " , para p=....,—-1,0,1,... (4.39)

Fazendo a mudanga de varidvel j=k+N-p € usando (4.39), vird
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1
t [ —.
¥l = IRT L

1 + o

N At 4=

X5ty )—NAtk [

L
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[ N-1 i28 % (k+Np)
Z Ck.Np e

| k=0

N1 iZun%
Z Ck,Np' e

k=0

12nn—
Z Ck*Np

p=—c

(4.40)

Comparem-se agora as equagoes (4.34) e (4.40). O termo X .. (f:) da transformada

discreta finita de Fourier de um sinal periédico em correspondéncia com a frequéncia
frx=k- A f pode ser entendido como uma soma infinita de coeficientes c,.y, da série de
Fourier associados aos harménicos dessa frequéncia.

Pode entdo concluir-se o seguinte:

- um sinal periédico, continuo ou com um nimero finito de pontos de
descontinuidade apresenta uma composi¢io espectral discreta e infinita (Figura

4.16.b));

- em consequéncia da operagdo de amostragem, a composi¢do em frequéncia do
sinal passa a ser continua e definida num intervalo finito [0, F]. Além disso, a
componente associada a uma dada frequéncia desse intervalo passa a conter o
contributo de todos os harménicos miiltiplos dessa frequéncia situados fora do
intervalo [— s -] (Figura 4.17).

xp(t)

,\/‘T\/“r\ - ,"TTh\,;L.. ,-'l"ﬂf

Ck

ka + m‘l

T

xpn“)

T

2T

T

t

t

-2F -F

N\

i’ Vd
Ml o s< S

zF‘

\/

}/\

-2F -F

Figum 4,17 -

¢ a transformada discreta do sinal amostrado.
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42.6 - Transformada rapida de Fourier (FFT)
Como foi visto em 4.2.5, o célculo de uma transformada discreta de Fourier consiste na
Jeterminagdo de um conjunto de N quantidades X . (k), definidas por

N-1
Xulk)=) a, Wit (4.41)

n=0

em que

2%

Wy=e " e k=0,1,....N-1

Como a adi¢do é uma operagdo de execugao computacional muito mais rapida do que
a multiplicagdo, o tempo de célculo de cada coeficiente X .x(k) da transformada discreta
de Fourier pode ser avaliado com base no mimero de produtos que envolve.

Assim, sendo X,,k(k)=a0+alw‘ﬁ,+azwﬁ,k+...+aN_IW&,”'”" e como cada

poténciade k envolve arealizagdgode (N - 1) multiplicagdes, entdo éde (N - 1 )? o nimero
total de multiplicagdes necessério para calcular X n (k).

E possivel reduzir consideravelmente,
a uma quantidade da ordem de N log» N, o

o nimero de operagdes na avaliagio de
E 250001 X (k) (Figura 4.18), através da utilizagao
g 20000, de uma técnica denominada transformada
2 rdpida de Fourier, também conhecida como
§ 15000- "Fast Fourier Transform", ou FFT {30].
% 100001 Esta técnica baseia-se na parti¢do de
B 5000, uma série contendo N valores, {x.}, em
5 duas sequéncias {x,}, & {X ), cada uma
2o com N /2 valores extraidos alternadamente
- da série {x.). Cada uma destas séries é
0 3 4 & 8 10 12 14 16 18 20 decomposta seguidamente em outras duas

poténcia de 2 (n) séries com N /4 valores cada e assim
sucessivamente, até a obtengdo de
Fig. 4.18 - Comparagiio do niimero de multiplicages sequéncias elementares contendo 1 ponto.

necessérias para o cilculo de X . (k) Sendo conhecida a transformada discreta de
através de um calculo directo (DFT) Fourier de uma série constituida por um
e usando o algoritmo FFT. ponto, uma progressiva combinagdo das

sucessivas transformadas permite obter a

quantidade final X . (k).Na Figura 4.19 [101] apresentam-s¢€ esquematicamente 0s passos

do algoritmo FFT para uma sequéncia contendo quatro valores.
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{xn}-xo,xl,xz.x3

| l

yal=x4.x, fz,}=x

1

X

{tad = x, fupgl = x, val= x| wol= x4
(transformada discreta de Fourier
v y de 4 séries contendo | termo) v
{Tk}=xo {Uk}’xz {vk}.xl {wk}’ X3
Y K } (combinagio das transformadas discretas {Z % }
de Fourier das sub-séries formadas)

Yy

Ky}

Figura 4.19 - Sequéncia de passos do algoritmo FFT para uma série contendo 4 elementos.

Repare-se que, pela forma como est4 implementado, este algoritmo exige a utilizacdo
de sequéncias contendo 2" amostras, o que pode constituir uma limitacdo, obrigando a uma
truncatura da série amostrada. Esta dificuldade pode ser contornada por adicdo de zeros ao
sinal até 4 poténcia de dois mais préxima sem perda ou adigdo de informacgdo, como se vera

no ponto 4.4.5.

E ainda de sublinhar outra vantagem importante decorrente da utilizagio do algoritmo
FFT, que consiste numa redugio dos erros numéricos resultantes da truncatura das variaveis
e € consequéncia de o niimero de operagdes ser substancialmente inferior ao de um cilculo

directo.

4.3 - ERROS

Na caracterizagdo do conteddo espectral associado a uma determinada grandeza fisica
através da aquisi¢do e andlise de um sinal continuo suposto representativo da sua evolugio
. temporal, sdo cometidos diversos erros provenientes, quer do processo de medigdo, quer da

aplicacdo das técnicas de processamento j4 citadas.
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E importante conhecer as caracteristicas destes erros, identificar as causas do seu
aparecimento e estudar formas de os reduzir ou eliminar, de maneira a que aimagem espectral
final construida para o sinal analisado represente tanto quanto possivel o sinal real e, portanto,
a grandeza fisica medida.

Basicamente, os erros encontrados nas estimativas do conteddo espectral de um sinal
podem classificar-se nos seguintes tipos: erros de viés ¢ erros de varidncia.

Os erros de viés manifestam-se através de desvios sistemdticos das quantidades
estimadas em relagdo as quantidades reais, enquanto que os erros de varincia se traduzem
por desvios aleatérios relativamente 2 média estimada dessas quantidades.

Quanto s origens destas formas de erros, pode apontar-se o seguinte:

- Asmaiores fontes de erros sdo as associadas ao processo de medigao, decorrendo
das limitagoes impostas pela necessdria natureza finita da informagdo e pela
discretizagio. O caricter finito da informagéo € consequéncia da impossibilidade
de observar o sinal indefinidamente e traduz-se na conversdo da energia
associada a uma frequéncia especifica em energia distribuida numa banda de
frequéncias em torno desta dltima. O erro daqui decorrente é designado por erro
de escorregamento, ou por "leakage”, na literatura anglo-americana. Por outro
lado, a impossibilidade de caracterizar numericamente um sinal sob forma
contfnua leva a que apenas se possa obter uma caracterizagio do correspondente
contetido espectral num intervalo limitado [-F/2,F/2] verificando-se uma
sobreposi¢io da energia contida em frequéncias situadas fora desse intervalo ao
contetido nas frequéncias mais baixas dentro dessa banda. Esta forma de
enviesamento é designada por erro de sobreposi¢do ou "aliasing";

- De grande importéncia ¢ ainda o ruido introduzido ao longo da cadeia de
medicio, dito ruido analdgico, proveniente dos sensores, condicionadores e das
ligagoes entre aparelhos. Este tipo de erro leva em geral a grandes distorgoes
nos sinais medidos, sendo por esse motivo fécil a sua identificagdo por simples
andlise visual. A sua redugdo ou eliminagio depende de uma boa montagem e
disposi¢do dos aparelhos de medida, com particular destaque para as ligagoes e
tipos de cabos utilizados;

- Com importancia secunddria, referem-se por fim os erros aleatérios resultantes
da quantificagio do sinal no processo de conversio analégico-digital. Pelo facto
de a tensio eléctrica medida ter de ser traduzida por um dos n? niveis do
conversor utilizado, surge um erro de truncatura ou arredondamento, cuja
distribuicdo de probabilidade é aproximadamente uniforme. Se o sinal ocupar
toda a gama dindmica do conversor, o erro de quantificagdo serd muito pequeno
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e, em face dos outros tipos de erros, desprezavel. Tal ndo acontece se se utilizar
um sinal que ocupe uma pequena parte da gama dindmica do conversor, situagio
que sera sempre de evitar.

Nas secgOes seguintes descreve-se com maior detalhe o efeito de "leakage" e o "aliasing”,
considerados os mais importantes erros na andlise de sinais, referindo-se ainda as técnicas
mais correntemente utilizadas na sua redugdo ou eliminagio.

4.3.1 - Erros por escorregamento ("leakage”)

Como j4 foi referido anteriormente, nomeadamente no ponto 4.2.4 e na introducgio a
esta sec¢do, o fenémeno de "leakage” ocorre em consequéncia de ser necessério observar um
sinal x (1) num intervalo de tempo finito, o que se traduz, na pratica, pela multiplicagio de
x(t) por uma janela rectangular w(t) de largura T ((Figura 4.15.¢)) ou, no dominio da
frequéncia, por uma convolugio da transformada de Fourier X ( #) do sinal original com a
transformada de Fourier da janela, Iv ( f). Como se pode ainda constatar da Figura 4.15.d),
atransformada dajanela rectangular é constituida por uml6bulo central de amplitude maxima
T e largura na base de 2/T, centrado em torno da frequéncia nula e por 16bulos laterais de
larguranabase 1/7 e com amplitude maxima decrescente com o valor absoluto da frequéncia.

Se T aumentar, tornam-se mais estreitos os 16bulos de Iv/ ( ) e mais alto o 16bulo central,
aumentando a resolugdo em frequéncia e reduzindo-se 0 "escorregamento" para as frequéncias
laterais. Isto significa que, quanto maior for o tempo de observag¢io, menor serd o "leakage".

Aumentar o tempo de observagio constitui, portanto, uma maneira de reduzir este tipo de
erro.

Considere-se agora o sinal peri6dico x (¢ )de periodo T , representado na Figura 4.20.a).
X(f) € um espectro de riscas em correspondéncia com as frequéncias -1/Toe 1/T,.

Escolhendo uma janela de observagio com uma largura qualquer 7 ,, v/ ( f)anular-se-4

para frequéncias multiplas de 1/7, (Figura 4.20.b)). Como a operagio de amostragem no
dominio da frequéncia é realizada para pontos espagados de Af = 1/T,, entdo a operagio
de convolugido conduzira a um escorregamento como ilustrado em 4.20.d). Se, no entanto, a
largura da janela w(t) for T, ou um miiltiplo, kT, (Figura 4.21), W (f) anular-se-4 para
frequéncias espagadasde AF =T ye, consequentemente, ndo havera "escorregamento" sobre
esses pontos (Figura 4.21.¢)).

Significa isso que é possivel eliminar o "leakage” na transformada discreta de Fourier
de um sinal periddico x (¢), contanto que a janela de observagdo tenha uma largura que seja
miiltipla do periodo T, do sinal.
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Figura 4.20 - Aparecimento de "leakage” na transformada discreta de Fourier de um sinal periédico de periodo

T , observado através de uma janela de largura T, # kT,.

Acontece contudo que, na prética, dificilmente um s
que o sistemna observado tivesse um comportament
forga periédica que produzisse uma relagdo sinal-
possivel observ4-lo numa janela cuja largura sejaum miiltiplo do periodo T o (particularmente
se utilizarmos o algoritmo FFT, em que o nimero de pontos amostrados tem de ser uma

Poténcia de 2).
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Figura 4.21 - Anulamento do "leakage" para um sinal periédico de periodo T , observado através de uma janela

de largura T ,.

Aumentar o intervalo de tempo de observagdo é sempre possivel, embora o custo desta
operacdo seja elevado, podendo aumentar consideravelmente o tempo de calculo em virtude
do aumento do mimero de amostras utilizadas com a poténcia de 2.

Uma técnica que permite com grande eficiéncia reduzir o erro de "escorregamento”,
consiste na aplicagio de 'janelas de dados" com uma forma distinta da rectangular. O objectivo
da aplica¢do de uma janela de dados no rectangular é o de reduzir as descontinuidades do
sinal periodizado (Figura 4.20.f)) nas fronteiras do perfodo de amostragem, T, reduzindo-se
entdo o efeito de "leakage". Em termos de umarepresentacio em frequéncia, isso corresponde
a uma redugdo da amplitude dos 16bulos laterais de W (). Na Figura 4.22 apresentam-se

algumas das janelas de dados mais correntemente utilizadas e as respectivas transformadas
de Fourier.
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1. Janela de dados "cosine-taper”
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Figura 4.22 - Janelas de dados.
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Os parametros utilizados na caracterizagdo de uma "janela de dados" sdo [79]: (P1) a
largura da base do 16bulo principal e (P2) o cociente entre as amplitudes do 16bulo principal
e dos lobulos laterais de maior amplitude. Como se pode constatar na Figura 4.23, em que
se sobrepdem as imagens em frequéncia de algumas das janelas seleccionadas, um aumento
de (P2) é conseguido apenas com um aumento de (P1).

1248
=
g
P
« Rectangular
10 _\\ ———='Cosine-Taper x=01""
3 =—=—= Hanning
'\~ PQ
3 ——— rzen
\\\\ Weich
— X mee—=
a8 4 T~

0.4

20 40 FREQ. (Hz)

Figura 4.23 - Sobreposi¢io em frequéncia de algumas janelas de dados.

Facilmente se pode verificar que a aplicagio de uma janela de dados cuja largura do
16bulo central seja grande traduzir-se-4 numa fraca aproximacio da transformada de Fourier
dosinal original nas zonas onde esta apresente grandes varia¢es. Por outro lado, se o cociente
entre a amplitude do I6bulo central e dos 16bulos laterais for baixo, a "fuga” para as frequéncias
laterais do contetido espectral numa dada risca serd mais acentuada e, como tal, a ondulagao
artificial ("rippling") introduzida pela janela ser4 também mais significativa. A escolha de
uma janela de dados devera assim resultar de um compromisso entre estes dois parimetros,
face as caracteristicas especificas dos sinais a analisar.

Assim, é usual [53] a utilizagio de janelas de dados rectangulares ou exponenciais para
sinais impulsivos, sendo as primeiras aconselhadas quando a resposta se anule no periodo de
tempo analisado (situagdo em que o efeito de "leakage" ndo chega a fazer-se sentir) e as
segundas quanto tal ndo acontega, introduzindo-se entdo um amortecimento artificial do sinal.
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Parasinais aleatorios, é generalizada [53] a utiliza¢do da janela de Hanning, por conjugar
uma relativamente estreita largura do 16bulo principal com uma pequena altura dos kobulos
laterais.

Tlustra-se a titulo de exemplo na Figura 4.20.f) o efeito da aplicacdo da janela de Hanning
a uma fungio perddica observada num intervalo de tempo T, qualquer.

Refira-se por fim que a aplicagdo de uma janela de dados tem por consequéncia uma
modificacdo da varidncia da série a qual € aplicada, que se podera tomar em consideragdo,
através da aplicagdo de um factor correctivo, U.

E possivel provar [24] que, se for V', a varidncia associada 2 série amostrada inicial

antes de aplicar a janela, e 1/, a varidncia da série amostrada quando observada através da
janela w(t), estas podem relacionar-se por

v, =UV

Y X j

(4.42)
sendo

w?

1 N-1
U=—
7
N &
em que N é o nimero de amostras da série x ;e w,; = w(t;), ondet;=j-At, representando

At o intervalo de tempo entre amostras.

4.3.2 - Erros por sobreposicio ("aliasing")

Viu-se em 4.2.4 que, 3 operagao de discretiza¢ao do sinal continuo no dominio do tempo
corresponde, no dominio da frequéncia, uma convolugio. Constatou-se ainda que as
ordenadas da transformada discreta finita de Fourier na gama de frequéncias[-F /2, F /2]
s6 se preservam relativamente as ordenadas da transformada de Fourier da funcao continua
original, se a fungdo x (¢ )for de banda limitada num intervalo interior a este. A ndo satisfagdo
desta condigiio resulta, como se pode ver na Figura 4.15.c), numa sobreposi¢do de ordenadas
(designada por "aliasing"), e tem por consequéncia a impossibilidade de reconstruir o sinal
original [24].

O Teorema de Amostragem de Shannon estabelece que [24], se de um sinal continuo
X (t) com transformada de Fourier definida numa banda de frequéncia limitada no intervaio
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[-F /2, F/2]} se obtiver uma série x , amostrada em intervalos de tempo espagados de A¢,
€ possivel reconstruir de forma exacta o sinal continuo x (¢) usando os termos x , da série,
através da férmula de interpolacio

= sen[2nf,(t-nAt)/2]

= 4,43
X0 ,,{\;x" 2nf(t-nAt)/2 ( )
desde que a frequéncia de amostragem do sinal, f ., satisfaca a condigdo
1
fo=—>F (4.44)

At

O valor miximo da frequéncia f v = F /2 = f /2, emrelagdo a qual é possivel obter-se

uma caracteriza¢do exacta do contetido espectral de um sinal amostrado em instantes
espacados de At =1/F, tem a designagdo de frequéncia de Nyquist.

Na Figura 4.24 ilustra-se um exemplo de ocorréncia de "aliasing" num sinal obtido pela
adigao de 3 sinusoides com frequéncias de 5, 10 e 25Hz. Este sinal é amostrado a 40Hz, o que
significa ser o intervalo de tempo entre amostras At=1/40=0,025s Como se pode
constatar em 4.24.c), a componente na frequéncia de 25Hz nao pertence ao intervalo limitado
pela frequéncia de Nyquist, f v = 20 H z Repare-se ainda que a operagio de convolugio em
frequéncia originou um rebatimento da componente situada na frequéncia exterior ao
intervalo[ - f », f v Jemtorno do eixo vertical que passa pela frequéncia de Nyquist, acabando
por se localizar sobre a frequéncia de 15Hz. Este facto corresponde alids a uma operagio de
"dobragem" em harménio, como se de uma folha de papel se tratasse (Figura 4.25.d)), do
contetido espectral do sinal sobre o intervalo[- f . f ~ ].

No caso presente, pelo facto de a frequéncia de amostragem ser pequena relativamente
ao conteudo espectral do sinal analisado, a ordenada em correspondéncia com a frequéncia
de 25Hz acaba por ser observada na frequéncia de 15Hz.

A Figura 4.25 mostra a ambiguidade que existe na representagio de duas fungées
sinusoidais com frequéncias de 15Hz e 25Hz, respectivamente, quando amostradas a 40Hz.

A eliminagdo desta forma de enviesamento ndo pode porém ser conseguida, de forma
absolutamente garantida, unicamente a custa de um aumento da frequéncia de amostragem,
dado que o verdadeiro contetdo espectral do sinal é desconhecido a partida. Efectivamente,
a Gnica maneira de o conseguir, consiste em intercalar um filtro analégico, designado por
filtro "anti-aliasing", entre a saida do transdutor e a entrada no sistema de conversio, de forma
a eliminar o contributo de todas as frequéncias acima da frequéncia de Nyquist.
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Figura 4.24 - Exemplo de “aliasing’.
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Figura 4.25 - Exemplo de "aliasing” na amostragem a 40Hz de uma sinusoide com frequéncia de 25Hz.
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4.4 - FILTRAGEM DE SINAIS

Comoja foi referido aolongo deste trabalho, a amostragem de séries de valores constitui
uma via possivel para a caracteriza¢do de uma determinada grandeza fisica. Nota-se contudo
que a informagdo relativa a essa grandeza vem frequentemente "mascarada” ou mesmo
afectada, em consequéncia da existéncia de erros na fase de medicdo e processamento do
sinal, ou da perturbacdo por fontes exteriores ao sistema analisado.

Foram descritas em 4.3 duas das formas de erro mais correntes na andlise de sinais: o
efeito de "leakage" e o "aliasing". Mas igualmente importante € o ruido presente no sinal
produzido por acg¢des ndo quantificadas ou ndo quantificiveis sobre o sistema. Além disso é
util, em certas situagoes, eliminar componentes do sinal relativas a frequéncias fora de uma
determinada banda de interesse.

Considera-se assim fundamental prevenir o aparecimento, antes da amostragem, e
proceder a eliminacdo ou atenuacdo, ap6s a amostragem, das componentes do sinal que ndo
sejam intrinsecas da grandeza fisica analisada ou que se revelem imiteis ou prejudiciais para
o estudo a desenvolver, para o que se recorre, normalmente, a aplicagdo de filtros.

Por filtro, entende-se [24] um sistema capaz de modificar um sinal colocado na sua
entrada, através da extraccdo de determinadas componentes sem interesse (Figura 4.26).

FILTRO — /\/\/

Figura 4.26 - Representagio do funcionamento de um filtro.

A concretizagdio de um filtro pode ser realizada analdgica ou digitalmente,
correspondendo a primeira via a uma implementacdo fisica, efectuada através de um conjunto
de circuitos electrénicos, e a segunda a uma implementacao numérica por meio da qual um
conjunto de operagoes aritméticas de precisao finita é efectuado sobre o sinal amostrado [79].

No texto que se segue é dada particular énfase aos filtros digitais, dada a extrema
importancia de que a aplicagdo destes se reveste, em especial pelo seu baixo custo face ao
custo dos filtros anal6gicos (esta tendéncia aumentou espectacularmente nos dltimos anos,
emresultado do desenvolvimento dos sistemas informaticos). Note-se contudo que aaplicagdo
dos filtros digitais nao dispensa a utilizacdo de filtros analégicos, como sucede nas situagoes
emque se pretende eliminar ou atenuar o efeito de "aliasing", sendo entdo fundamental excluir
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as componentes de frequéncia superior a frequéncia de Nyquist antes da aquisi¢ao do sinal,
pois de outra forma a série amostrada podera vir contaminada por erros de sobreposi¢ao,
impossiveis de eliminar em fase posterior a custa de qualquer tipo de filtragem digital,
correndo-se o risco de interpretar erradamente certas componentes em frequéncia como
componentes do sistema analisado.

Admite-se em todas as consideragoes aqui apresentadas que os filtros sao sistemas
lineares e invariantes no tempo.

Assim, se forem X(f)eY (f)as imagens em frequéncia da entrada e saida do filtro,

respectivamente, podera escrever-se que
Y(f)=H(f) X(f) (4.45)

onde H (f) representa a fun¢do de resposta em frequéncia do filtro ao impulso unitario,

também designada por fungdo de transferéncia do filtro.

No dominio do tempo, por seu turno, o relacionamento da série temporal a entrada do
filtro, {x.), com a série correspondente a saida, {¥. ) é realizado por uma operagio de
convolugdo.

Seja entdo { x ,) uma série amostrada por observagao de um sinal continuo x(!). A

aplicacdo de umfiltro digital colocard nasaidauma série {y .}, cujotermo Y , é genericamente
dado por

yn= i Ckxn-k+ idk.yn-k (4'46)
k=1

km=o

Com esta defini¢do, pode-se facilmente constatar que a determinagdo de uma média
mével a ppontos ndo é mais do que a aplicagdo de um filtro digital a uma série, através da
qual se realiza um alisamento em frequéncia.

Considere-se, por exemplo, a média mével a 3 pontos. Por esta operagao, uma série
amostrada {x,) é transformada numa outra série {¥ .}, cujo termo genérico ¥ » pode ser
. . 1
definido por y , = 5(X a1 + X ¥ X po1).

Atendendo a defini¢do de impulso unitério de Dirac 5(t) apresentada em 4.2.2.1, v,

pode também ser dado por

vy ==x(t){0[t—(n-1)At]+d[t-nAt]+d[t-(n+1)AL])

1
3

€m que A ¢ representa o intervalo de tempo entre amostras sucessivas.
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Fazendo uso das propriedades de linearidade e do atraso no dominio do tempo, a
transformada de Fourier Y ,(f)vird

Y W(f) = SX(F)[e72H 7D s gmianIn L grizas )
ou seja,
Y.(f) =%X(f)[ 1+2cos(2nf)]
e, finalmente, a func¢do de transferéncia H ( f ), representada na Figura 4.27, sera

H(f)=%[1+2cos(2nf)] (4.47)

H(t)

-0.50

L B

Figura 4.27 - Alisamento com média mével a 3 pontos: fungio de transferéncia do filtro.

Um outro exemplo de aplicagio de um filtro é o da eliminagdo da tendéncia no sinal.
Com efeito, a operacdo de amostragem pode revelar a existéncia de um "off-set" no sinal,
resultante da ndo estabilizagdo completa do sensor no intervalo de observagdo. Por poder
introduzir algumas perturbagoes no processamento, é conveniente remover tal tendéncia, o
que € realizdvel através de um ajuste por minimos quadrados de uma fungio polinomial [24].

Em muitos dos casos correntes, pode admitir-se que a tendéncia é aproximadamente
constante (Figura 4.28), pelo que o polinémio a ajustar serd de grau zero. Verifica-se nesse
caso [24] que a constante que minimiza o quadrado da diferenga entre o sinal e o polinémio
é, afinal, a média do sinal. Assim, se for { x,} a série amostrada inicial, a remo¢io de uma
tendéncia constante conduzird a uma série {y ,} cujos valores sdo dados por
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1
yn=xn——zxk £4.48)
N &=
que é o mesmo que
Y= Xam o (X * X F e T Xy P X )
x(t)
o t

Figura 4.28 - Sinal com tendéncia constante.

Pode interpretar-se a segunda parcela de (4.48) como uma média mdvel a N pontos €
generalizar-se a expressao (4.47) 2 determinagéo da fungdo de transferéncia desta parte do

filtro, obtendo-se

H'(f)=—l}/-[l+2cos(2nf)+2008(411f)+...+2cos(2n.(N—2)f)] (4.49)

H)

JANNAY
A |

A\
vV\jV V\/V +

Figura 4.29 - Alisamento com média mével a 10 pontos.
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Como se pode constatar por observagio da Figura 4.29, H * ( f )aproxima-se do impulso

de Dirac conforme cresce N. Este resultado seria alids de esperar, atendendo a que a
transformada de Fourier de uma funcéo constante k é um impulso de Dirac, de 4rea 1/k. A
fungao de transferéncia do filtro que remove uma tendéncia constante do sinal serd entio,
quando N tende para infinito,

H(f)=1-8(f) (4.50)

e o efeito da sua aplica¢do é o de eliminar o valor na origem da transformada de Fourier do
sinal amostrado.

Nos dois exemplos de filtros apresentados, os coeficientes d . da expressdo (4.46) sio

nulos. Filtros desta natureza sdo designados por filtros ndo-recursivos. Quando algum
coeficiente d , € ndo nulo, o filtro tem a designagdo de filtro recursivo. Um exemplo de um
filtro deste tipo € o que se obtém quando se efectua uma integragdo numérica usando, por
exemplo, a regra dos trapézios [58]:

1
yn+l=yn+§[xn+xn¢l]

Com o objectivo de sistematizar alguns conceitos relativos a Teoria dos Filtros, cuja
importéncia € fulcral para o processamento digital de sinal, serd apresentada em seguida uma
breve classificagdo e alguns elementos relativos ao dimensionamento dos filtros, sendo
também realgadas as principais consequéncias da sua utilizacdo. Indicar-se-do ainda duas

técnicas de processamento que se baseiam na aplicagio de filtros digitais: a decimagdo € o
"zoom".

4.4.1 - Tipos de filtros

Considere-se um sistema linear e invariante no tempo, cuja fungo de transferéncia seja
dada por '

H(f)=1H(F)]-e*P (4.51)

| H ( £ )€ designado por ganho do filtro e exprime-se habitualmente em dB através de
G(f)=20log|H(f)| dB (4.52)

Chama-se ainda atenuagdo, A( f), ao inverso da amplitude, exprimindo-se em dB por

A(f)=-20log|H(f)| dB (4.53)
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e atraso de grupo, T(f)a

[

__1de(f)
T(f) 2n—_—df (4.54)
Idealmente, um filtro pode classificar-se como passa-baixo, ("Low-pass"), passa-alto
("High-pass"), passa-banda ("Band-pass”) e filtro elimina-banda ("Bandstop"). Estes quatro

tipos de filtros sao representados na Figura 4.30.

TH(

x(t
-fc 0 tc t

1K
1

xtt) ssa-alto | il
te fc t pa
IHN o
1
-tez ~fct fey fcz ¢t
IH(
=fc2 ~fcs fey fez t

Figura 430 - Filtros ideais.

Um filtro ideal passa-baixo (Figura 4.30.a)) deixa passar todas as componentes em
frequéncia sem as atenuar (A(f)=0), desde zero até 2 frequéncia de corte, £, impedindo
completamente a passagem das restantes frequéncias acima de 7. (A(f) = =)

Pelo contrario, um filtro passa-alto (Figura 4.30.b)) s6 permite a passagem de
componentes relativas a frequéncias acima da frequéncia de corte.

Un filtro passa-banda (Figura 4.30.c)) pode ser obtido pela associagdo em série de um
filtro passa-baixo com um filtro passa-alto, permitindo apenas a passagem sem atenuacgio de
frequéncias no intervalo [ f c1+ f c21.
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Finalmente, um filtro elimina-banda (Figura 4.30.d)) apenas impede a passagem de
componentes em frequéncia no intervalo[ f.., f .z ], podendo ser obtido por associa¢io em
paralelo de um filtro passa-baixo com um filtro passa-banda.

Os filtros reais apenas satisfazem aproximadamente as caracteristicas acima indicadas,
de forma que as suas especificagdes tém de ser definidas com tolerancias.

Unm filtro passa-alto, por exemplo, fica

H definido através de uma atenua¢io méxima,

s Ay, na banda de passagem e uma atenuacido

7 T 477 7472 minima, A, , na banda de atenuagio, para

: uma frequéncia de corte f.. A atenuacio

¢, maxima A y deverd ocorrer a uma frequéncia

7 geT a—r - h 2 f 1, designada por frequéncia limite da banda
Bonda  Banda  Bandade Banda  Banda de atenuagio.

Passagem YIkaAL Atenuaglio ;mnsicﬂor Passagem

Figura 4.31 - Bandas de tolerancia de um filtro.

A exigéncia da satisfagdo de certas bandas de tolerancia nio se traduz na definigdo de
uma configura¢do para um filtro. Esta é, normalmente, determinada pela necessidade de
garantir que o filtro possua determinadas propriedades.

Assim, os conhecidos filtros de Butterworth sido obtidos por imposicio de um
"aplanamento mdximo" na banda de passagem [24]. Ao obrigar a atenuagio a ser
"maximamente plana" junto da frequéncia nula, obtém-se filtros passa-baixo de ordemn, cuja
fungdo de transferéncia é dada, se n for par, por

H(H = H20)

if \2 (2k-1)xn if (4.55)
T () (2e0s22) - (£) 1]

ou por

H(f)= Dz £(0) (4.56)

(o) () - (2eos'2) () 1]

se n for impar, em que / (0)é determinado através das tolerancias exigidas para a atenuagio

na banda de passagem.
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Este tipo de filtros é normalmente aplicado asinais persistentes (periédicos ou aleat6rios
estaciondrios), tendo como principal inconveniente o da grande distor¢io que pode ser
introduzida na fase, mesmo quando a atenuagdo € ji muito pequena (Figura 4.32.b)).

Para sinais transientes, é mais eficiente a utilizagdo dos filtros de Bessel [24], cuja
configuragdo é obtida obrigando a ser médximo o aplanamento da fase junto a f =0 (Figura

4.33).

1.2 400
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0.21 -1001 \
% T 2 3 4 5 2005 1 2 3 3 5
FREQUENCIA NORMALIZADA fffc FREQUENCIA NORMALIZADA f/f,
a) b)

Figura 4.32 - Ganho a) e fase b) de filtros de Butterworth com ordens diferentes.
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Figura 433 - Ganho a) e atraso b) de filtros de Bessel com ordens diferentes.
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4.4.2 - Elementos de dimensionamento de um filtro digital

Pelo facto de os filtros analégicos possuirem propriedades de grande interesse e se
poderem, na generalidade, definir por expressdes que nido sdo demasiado complexas é muito
corrente o dimensionamento de filtros digitais por aproximagao de certos filtros analdgicos
[118]. Uma das técnicas de aproximagao possivel consiste na aplicagio do método da
conservacao da resposta impulsiva, cujo principio € o de obrigar a resposta ao impulso unitario
do filtro analégico a ser igual a resposta do filtro digital.

Mais corrente, é a aproximacdo através da transformacdo bilinear por evitar certas
dificuldades inerentes a aplicagdo do método da conservagio da resposta impulsiva, entre as
quais se destaca a complexidade das operagdes algébricas envolvidas no dimensionamento e
a possibilidade de aparecimento de "aliasing", resultante de a resposta impulsiva de um filtro
anal6gico ndo ser, usualmente, uma fungdo de banda limitada [79].

Os métodos baseados na transformagdo bilinear recorrem a uma discretizagio da
operagdo de integragdo da fungdo de transferéncia analégica através da regra dos trapézios
[24], sendo-lhes atribuida a vantagem de a sua aplicagio ser simples e de garantirem a
conversdo em filtros estdveis de filtros analégicos também estéveis (entende-se que um filtro
€ estdvel se, ao colocar na sua entrada um sinal finito, a saida for também um sinal finito).

As duas técnicas que sumariamente se descrevem nos pontos 4.4.2.1 ¢ 4.4.2.2 tém,
respectivamente, a vantagem de tirar partido da rapidez proporcionada pelo algoritmo FFT,
de determinacdo da transformada discreta finita de Fourier, ¢ a de produzir menores
distor¢des no sinal, sendo a sua programagio bastante simples.

4.4.2.1 - Implementacdo de um filtro digital através do algoritmo FFT

Admita-se que se pretende eliminar de uma série { x .}, obtida por amostragem de um

_ sinal analé6gico x (), o contetido em frequéncia associado aos intervalos[— 1, f11,[ f2, Fn]
e[-fn~.-f2]. Como se pode constatar por observagio da Figura 4.34, isso consiste afinal

em aplicar uma janela rectangular no dominio da frequéncia, ou seja, em realizar o produto
Xae(fx) “Wi(fe).

Entdo, conhecida uma série { x , } e definida uma janela W ; ( f « Jem frequéncia, tendo

ou ndo a forma de um filtro ideal, a técnica consiste em: i) calcular a transformada discreta
finita X . (f«) da série amostrada {x,}, usando o algoritmo FFT; ii) multiplicar os
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coeficientes X e (£ «) assim obtidos pelas ordenadas correspondentes da janela v ,(f),
obtendo-se ¥ e (f )= X n (f&) W (f) iii) calcular a transformada inversa do sinal
v +(f ), usando de novo o algoritmo FFT:y .= FFT'UY w(F)l

Relativamente 2 aplicagio de técnicas alternativas, como, por exemplo, a da
rransformacdo bilinear, esta forma de implementagao revela-se vantajosa desde que a série

. amostrada tenha mais de 30 valores [79], como se verifica habitualmente na pratica.

” Xew{fx)
T
rﬂ ] I m\wﬂ H] I n1 o
-fn -f2 -f1 f1 f2 nf
w,if)
n
b}
-f2 -f4 f1 f2 f
qu(f).w'(ﬂ\
{ N ,./: Y
-f2 h f1 f2 f

Figura 4.34 - Aplicacdo de um filtro digital através do algoritmo FFT.

Aaplicagio de janelas com transigoes bruscas como a da Figura 4.34.b) ndo é no entanto
aconselh4vel, porque pode provocar o aparecimento no sinal de ondulagdes esptirias do tipo
das produzidas pelo efeito de "leakage". Deve entio procurar-se sempre um certo
"adocamento” da janela, sem contudo adoptar bandas de transi¢io demasiado largas em
relagao a frequéncia de corte do filtro.

Na Figura 4.35 apresenta-se uma forma possivel [65] para a fungdo de transferéncia de
um filtro com bandas de transi¢io de largura fixa, cuja expressdo numérica é dada por
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smz[g(%)} se f1<f<fu

1 , S fulf<Fn (4.57)
sinzl:ﬁ(_u)jl s
2\ frne=Fw '

onde f e f »representam as frequéncias de corte inferior e superior do filtro passa-banda,

(4]

[¢)

fmffffm

respectivamente, € £ i, f n: € f ne 530 as frequéncias limite das bandas de transigdo (Figura
4.35).

Hy fiyafrea1S(Hz)
friz fn-0.50(Hz)
fhts fhe 0.50(HzZ)

t
3
I3
)
i
1
1
[}
It

ity fhi fm

Figura 4.35 - "Adocamento” da janela em frequéncia numa banda de transigio de largura fixa [65].

O cuidado em definir uma fungao de transferéncia simétrica em frequéncia resulta da
propriedade de a transformada inversa de Fourier de uma fun¢do simétrica ser sempre um
sinal real, qualidade que interessa preservar no sinal amostrado apds a aplicag¢do do filtro.

Outra funcio de transferéncia para o filtro pode obter-se quadrando a amplitude do
filtro anal6gico de Butterworth de ordem N (Figura 4.36). Para uma frequéncia normalizada
definida por

fz —fafu

fo G f D)

a fungio H (f)vem dada por

1
H(f)=lT—27v- (4.58)
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H(N

Figura 436 - Janela em frequéncia definida pelo quadrado da amplitude de um filtro Butterworth de ordem N.

4.42.2 - Implementacio de filtros digitais através da decomposicio em séries de Fourier

A técnica de implementagdo de um filtro digital através do algoritmo FFT apresenta
uma simplicidade notdvel e permite excelentes velocidades de calculo. Existe contudo uma
dificuldade levantada pela aplicagio da FFT, que consiste no aparecimento de erros de
"leakage", em consequéncia da truncatura das séries.

Usando as propriedades da decomposigdo em série de Fourier, é possivel definir um
filtro digital cuja aplicagdo é realizada no dominio do tempo, com a vantagem de os erros de
implementacio apenas se manifestarem em alguns termos das extremidades da série
amostrada.

Considerando a expressdo (4.46) definidora de um filtro digital, é possivel obter um
filtro ndo-recursivo simétrico constituido por um nimero finito de 2L termos,

L
Vo= 9 Cp*Xnuk (4.59)

k==L

Tendo presente as caracteristicas de simetria, a aplicagio da transformada Z [24]

permite escrever que

LT- 1
Y(£)=X(f)" ;[ck-cos(anf'm)]

onde

- Co » k=0
Co ™ 2¢, k=1,....L
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Fazendo a analogia com (4.45), vem

L_ 1
H = cos| 2nk f- ) 4.60
(£)=) C ( far (4.60)
o que sugere que a fungio de transferéncia do filtro pode ser entendida como uma série de
Fourier truncada, em que os coeficientes c, sdo obtidos através da decomposi¢do de uma
fungdo H , ( f )periddica, de periodo 2 f y, definida a partir de A ( f ) (Figura 4.37), sendo os
seus valores dados por

1 fu -i2n #;-k fu
= H_(f)e df=— /| H(f)cos| 2n=—k |df (4.61)
C2fnd-gy P fnJo 2fn
a5 "o a5 Hp
3 a
2.5 2.5
21 24
1.54 _ 1.54
14 14
0.5 0.54
%2 0.8 04 0.0 0.4 0.8 2 %z 24 18 0.8 0.0 ) 1.6 24 a2
FREQUENCIA FREQUENCIA

Figura 4.37 - Fungdo periddica H ,( f ) obtida a partir da fungio de transferéncia H ( ) de um filtro.

Para evitar o efeito de Gibbs resuitante da decomposi¢do em série de Fourier da janela
em frequéncia H ,( f ), pode ainda efectuar-se um alisamento dos coeficientes c, usando a
técnica de Lanczos, por exemplo, obtendo-se assim coeficientes ¢ x dados por

- .sen(nk/L)

Cr=Cy k7L (4.62)

Na Figura 4.38 representa-se o resultado da decomposi¢do em série de Fourier de uma

janela rectangular constituindo um filtro passa-baixo com frequéncia de corte f ., utilizando
um alisamento de Lanczos, para diferentes niimeros de termos, L
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Figura 4.38 - Decomposig¢ao em série de Fourier de uma janela rectangular representando um filtro passa-baixo
ideal, com alisamento de Lanczos.

Repare-se que a operagao descrita por (4.59) representa uma convolugio discreta em
que sdo usados 2 Ltermos.

A sua aplicagiio a uma série amostrada com N termos conduz, pelo facto de serem
desconhecidos 05 termOS X _;, X _;, 5 X -1€ X Ne1s X Na2s s X N1 (normalmente arbitra-se
para estes termos o valor zero), a erros nas primeiras e dltimas L amostras da série. Este facto
nio tem grande importéincia se se atender a que a série amostrada tem normalmente um
elevado niimero de termos relativamente aos 2 Lvalores errados das extremidades.

Oinconveniente que se pode apontaraesta técnica consiste no elevado tempo de calculo
exigido, resultado do grande niimero de operagoes que é necessario efectuar.

4.4.3 - Consequéncias da utilizagdo de filtros

Como foi ja referido, é fundamental a utilizacdo de filtros na extraccao dos parimetros
de interesse de um sinal amostrado. E no entanto necessario ter em consideragio que a sua
aplicacio pode conduzir ao aparecimento de certas perturbagdes nosinal, de que pode resultar
uma m4 interpretagdo das suas caracteristicas.

De facto, a utilizagdo de filtros analégicos € responsével por uma distor¢ao da fase do
sinal (Figura 4.32.b)), efeito cuja importancia depende, quer do tipo de filtro utilizado, quer
da proximidade da sua banda de transigido em relagio ao conteiido em frequéncia com
interesse do sinal.
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E precisamente sobre estes 2 factores que é possivel actuar, de forma a reduzir a
distor¢do no sinal. Assim, e no que respeita a filtragem "anti-aliasing", deve seleccionar-se o
filtro analégico mais adequado as caracteristicas do sinal [79], conjugando-se este aspecto
com uma frequéncia de amostragem suficientemente elevada, de forma a poder aumentar
também a frequéncia de corte do filtro, afastando deste modo a zona de transigdo susceptivel
de introduzir perturbaces das componentes em frequéncia de maior interesse. Normalmente
adopta-se uma frequéncia de amostragem da ordem de quatro a cinco vezes a frequéncia de
corte do filtro.

Admita-se por exemplo que se dispoe de um filtro "anti-aliasing" de Butterworth de
ordem 2. A expressdo da sua fungdo de transferéncia, obtida a partir de (4.55), é

H(0)

1-(7)"+ f2i(7)

H(f)=

sendo f . a frequéncia de corte do filtro.

GANHO (dB)

0 05 1 1.5 2

@*\

0 05 1 15 2
(iftc)

FASE (grau)
3

Figura 4.39 - Filtro de Butherworth de ordem 2: caracteristicas de atenuacio e fase.

Adoptando uma frequéncia de amostragem de S00Hz, & necessdrio regular a frequéncia
de corte do filtro para cerca de 100Hz.

Considerando f .= 100 H z e escolhendo uma frequéncia f = f./S = 20 H z, vem
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H (O . .
(0) =0,9992¢ 14 g (0)

H(20)=
1-0,04+0,20{2i .

Constata-se que, para uma frequéncia de 20Hz, embora a atenuagao proporcionada
pelo filtro seja praticamente nula, existe um atraso de fase bastante significativo no sinal, de
16,4°. Todavia, elevando a frequéncia de amostragem para 1000Hz, pode-se fixar a frequéncia
de corte do filtro em cerca de 200Hz, obtendo-se nesse caso, para f = 20 Hx

H(0)

H(20)=
1-0,01+0,10y2i

=0,99995e 18

Foi assim possivel reduzir a metade o atraso de fase introduzido no sinal, embora esta
distor¢do possa ser ainda considerada importante.

De assinalar no entanto que, se as caracteristicas do filtro utilizado forem conhecidas,
ser4 sempre possivel eliminar, quer o atraso de fase, quer a atenuacao introduzida no sinal.
Para tal, ser4 necessario proceder a uma operagio de desconvolugio [24]. Utilizando as
propriedades da transformada discreta finita de Fourier, esta operagdo poderd ser
simplificada, realizando-se nas seguintes etapas: i) calcula-se a transformada discreta finita
de Fourier { X . ) dosinal filtrado amostrado { x , }; ii) multiplica-se cada coeficiente X .. pela
funcdo r - e*** que compense a atenuagdo e o atraso de fase introduzidos pelo filtro na
frequéncia f x, de acordo comarelagao{Y .} = {Xnc} -Txe t%. iii) calcula-se a transformada
inversa discreta finita da nova série obtida, {Y .« }, obtendo-se a série {¥ .}, que representa
o sinal amostrado filtrado, liberto dos efeitos negativos referidos decorrentes da aplicacdo
do filtro "anti-aliasing".

Quando se procede ao dimensionamento de filtros digitais, este tipo de consideragao €
igualmente aplicdvel, pese embora o facto de que € agora possivel exigir na fase de
dimensionamento que o filtro nao introduza atrasos de fase. Um filtro deste tipo € designado
por filtro de fase zero.

Os filtros digitais sdo ainda susceptiveis de introduzir erros numéricos no sinal, em
resultado do elevado niimero de operagdes necessérias a sua aplicagdo, ou ainda erros de
"escorregamento”, em consequéncia da utilizagao de séries truncadas.

4.4.4 - Decimagio
A operagdo de decimagdo, no contexto da Anélise e Processamento de Sinal, consiste
em extrair uma em cada pamostras sucessivas de uma série ou, quando se processa no sentido

inverso, em adicionar pamostras entre cada dois valores consecutivos da mesma.
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A necessidade de proceder a decimacdo de um sinal tem essencialmente a ver com a
economia de espago em memoria e de tempo de cilculo. Quando realizada no sentido inverso,
o objectivo é comparar séries que tenham sido amostradas com frequéncias diferentes.

Seja N o namero de amostras de uma série observada com uma frequéncia f, . O
intervalo de tempo entre amostras sucessivas é entdo At =1/ £, e o tempo de duragdo da
sérieserdT = N - At = N/ f,. Viu-se anteriormente que a mixima resolugio em frequéncia
que ¢é possivel obter, é AF =1/T = f /N, sendo apenas possivel representar o conteido
energético do sinal sem cometer erros de sobreposi¢do, se a sua banda for limitada num
intervalo[ - F v, F v ], onde F y é a frequéncia de Nyquist ou frequéncia de dobragem do sinal,
comvalor Fy=f./2

Repare-se que, estando as riscas do espectro de Fourier do sinal igualmente espagadas,
o erro relativo cometido na identificagio de cada frequéncia £, dado por e=AF/ f,
decresce com f .

Ao analisar o contetido energético do sinal nas frequéncias baixas, pode ser necessirio
aumentar o namero de riscas do espectro, ou seja, reduzir o valorde A F. Sendo A F = f /N,
a redugdo do espagamento em frequéncia s6 € possivel através do aumento do niimero de
pontos da série amostrada, ou de uma redugio da frequéncia de amostragem do sinal.

A actuagio na frequéncia de amostragem nem sempre € possivel, ja que o sinal pode
conter algumas componentes em frequéncia elevada que os filtros "anti-aliasing" ndo
conseguem eliminar, em resultado das caracteristicas para que foram dimensionados. Resta
portanto aumentar o nimero de amostras da série.

Considere-se por exemplo a série { x .} representada na Figura 4.40.a), constituindo

uma observag¢io de umsinal x (¢ )realizada com 64 amostras, auma frequéncia de amostragem
de 80Hz, ou seja, num periodo de 0,80s. A resolucdo em frequénciaé AF =1,25H =z

Usando a técnica mencionada, se se pretender reduzir quatro vezes o valor de A F, seréd

necessario aumentar o nimero de amostras para N = 4 X 64 = 256, o que significa aumentar
consideravelmente o espago em memdria, bem como tornar mais lento o cilculo de todas as
grandezas espectrais necessarias. Este problema tem especial acuidade quando sdo utilizados
microcomputadores, dadas as limitag¢oes de memoria e a velocidade de execugio dos célculos.

A aplicag¢do de uma decimagio consiste em filtrar o sinal numa banda de frequéncias
de interesse, eliminando frequéncias superiores a f ;/2 p, e extraindo em seguida da série
filtrada uma de entre cada pamostras, de modo a formar uma nova série, cuja frequéncia de
amostrageméagora f "= f./ R
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Figura 4.40 - Decimagdo do sinal para redugio da frequéncia de amostragem.

Admitindo que no exemplo da Figura 4.40 a banda de interesse em frequéncia se situa
no intervalo [- 10, 10]Hz, serd necessdrio aplicar um filtro passa-baixo com frequéncia de
corte f. < 10 H z e amostrar de seguida a série a 20Hz, o que corresponde a tomar um valor
dep=f./f =80/20=4.

Tem-se entio uma série com as 64 amostras iniciais, amostrada a 20Hz, a que
corresponde uma resolugdo emfrequénciade & F =20/64=0,3125 H z quatro vezes maior
que a inicial (Figura 4.40.c)).

Esta técnica pode ainda ser aplicada em sentido inverso [119], situagdo que ocorre
quando se pretendem comparar duas séries amostradas com frequéncias diferentes, f <, € f <2.
Como as riscas dos respectivos espectros correspondem a frequéncias diferentes, ndo
Necessariamente miiltiplas, interessa transformar uma, ou as duas séries em sinais amostrados
2 igual frequéncia. Para o fazer, adicionam-se (p— 1) zeros entre cada duas amostras
Sucessivas, construindo-se uma nova série {y a(¢ )} que, para o exemplo da Figura 4.41, em
que p = 3, serd {X0.0,0,x,,0,0,x,,0,0,...}.
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Figura 4.41 - Decimagio para aumento da frequéncia de amostragem do sinal.

As consideragdes anteriormente tecidas relativamente as propriedades e operacées
envolvendo a transformada de Fourier permitem agora concluir que, na gama de frequéncias
[-Fw. Fnl,0s espectros das séries { x,(t)}e{y,(t)}sdo iguais, a menos do factor de escala
B por que deverd ser Y .« ( /) multiplicado. Para que X .« (f)e p-Y ..(f) sejam idénticos,
resta agora filtrar p - ¥ . (f) acima da frequéncia de Nyquist, F v do sinal original.

4.4.5 - Zoom

A operagdo de decimagio descrita no ponto 4.4.4 constitui uma das técnicas de
processamento frequentemente utilizadas com a finalidade de melhorar a resolugio em
frequéncia, sem com isso aumentar o espago de armazenamento do sinal observado.

Note-se contudo que, dada a forma como é realizada, a sua aplicagio apenas permite
melhorar substancialmente a resolugdo nas baixas frequéncias.
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Quando se pretende aumentar muito a resolugio do espectro de um sinal numa banda
estreita em torno de uma frequéncia f « qualquer, é usada uma técnica de "zoom". -

Existern duas vias possiveis de implementagio de um zoom em frequéncia: uma baseada
em técnicas destrutivas e a outra em técnicas ndo destrutivas, entendendo-se por destrutivos
os métodos através dos quais sdo introduzidas modificagées no sinal observado.

Uma das técnicas destrutivas cuja implementacdo é usual nos analisadores espectrais
tem a designagio de "zoom em tempo real" e fundamenta-se na utilizacdo de certas
propriedades da transformada de Fourier, consistindo no seguinte:

- Seja X ( f) o espectro de Fourier de um sinal continuo x (¢) e admita-se que se

pretende expandir uma banda estreita em torno de uma certa frequéncia f «,
como representado na Figura 4.42.

~i2nf ¢

Figura 4.42 - Translac¢io em frequéncia introduzida pelo produto x(t) - e

Atendendo & propriedade do atraso em frequéncia, apresentadaem4.4.2 (Tabela

4.1), o produto do sinal x(t) por RN

resulta, no dominio da frequéncia,
numa translacgdo (v. Figura 4.42), por meio da qual a componente na frequéncia
f xpassa alocalizar-se na origem. Como se pode verificar também na Figura 4.42,
a modulacio pela frequéncia £« leva a formagio de um sinal complexo cujo
espectro de amplitudes deixa, portanto, de ser simétrico podendo, por outro lado,
estar contaminado por "aliasing". O passo seguinte, consiste em eliminar as
frequéncias situadas fora da banda de interesse, por aphcagao de um filtro
passa-baixo (Figura 4.43). A inversao da transformada de Fourier X(f) e a

reamostragem do sinal complexo obtido a uma frequéncia de amostragem fs
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mais baixa permitem a expansdo do espectro pretendida, restando entio apenas
aplicar-lhe uma translac¢do, de forma a que a componente na frequéncia nula
passe a situar-se sobre f , como inicialmente.

Xt

TN :Ts/Z

PUg ey
-fn N 1

Figura 4.43 - Banda de frequéncias a expandir por reamostragem a uma frequéncia £,.

Do ponto de vista da utilizagdo por um analisador espectral, o grande inconveniente
desta técnica estd em que, sendo destrutiva, é necessdrio armazenar o sinal antes de repetir
0 processo para outra banda de frequéncias que interesse analisar. A grande vantagem est4,
obviamente, em que ndo é necessirio aumentar o tamanho da série.

As técnicas ndo-destrutivas para implementacdo de zoom baseiam-se no aumento do
tamanho da amostra, quer por aumento do tempo de observagio da série, quer por adi¢io
de zeros.

Como se viu, 0 aumento do tempo de observacdo tem por consequéncia um aumento
da resolu¢do em frequéncia, com a vantagem de ocorrer em todo o intervalo de frequéncias
analisado. E, obviamente, a técnica que interessaria aplicar ao estudo de um sinal, j& que a
sua observagdo num intervalo de tempo maior permite que a série colhida contenha mais
informacdo relativamente ao sinal de que é imagem.

Atendendo, no entanto, as limitagcdes de espago de armazenamento e 3 lentiddo
resultante do processamento de séries demasiado longas, nao sdo geralmente usadas mais do
que 1024 amostras nos analisadores espectrais. Quando o processamento é realizado em
micro computador, a utilizagdo de mais de 8192 amostras por série torna os cdlculos fastidiosos
e coloca problemas na gestdo da memoria central disponivel.

Por outro lado, € corrente a constatacio da necessidade de realiza¢gio de um "zoom"
apenas depois da aquisi¢do da série ter sido realizada.
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Figura 4.44 - Implementacdo de um zoom de factor 4.

Uma técnica de "zoom" que proporciona bons resultados, com a vantagem de ndo
introduzir modificacoes na série amostrada pode ser enunciada de acordo com os seguintes
passos:

- Adicionam-se zeros 2 série amostrada numa das extremidades, em nimero tal
que o tamanho final da amostra seja P vezes o tamanho inicial, N , para um
"zoom" de factor P (Figura 4.44.b)). Ao adicionar zeros a4 amostra, nio se
acrescenta nenhuma informag¢do complementar ao sinal continuo observado.
Obtém-se, no entanto, mais informagao relativamente ao sinal truncado
observado, x (¢) - w(t) e, portanto, mais informagio relativamente ao conteido
| espectral deste Qltimo; '

- Da nova série contendo N - P amostras extraem-se P séries de dimensdo N,
atribuindo a cada uma destas um de entre cada P elementos consecutivos, como
representado em 4.44.c), 0 que corresponde a extrair P séries amostradas a uma
frequéncia f ./ P;
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- Atendendo a propriedade da linearidade da transformada discreta de Fourier,
o espectro da série inicial contendo N - Ppontos € igual a soma dos espectros de
cada uma das P séries com N pontos dele obtidas, sendo no entanto necessario
aplicar uma correcgdo de escala e outra de fase a sua transformada de Fourier,
para atender por um lado, 2 modificagdo do factor At =1/F interveniente na
expressdo (4.33) da transformada discreta finita de Fourier, decorrente de cada
uma das séries parciais passar a ser observada em instantes de tempo espagados
de P - At e, por outro, ao atraso introduzido na amostragem de cada uma das P
séries com N pontos. Tem-se entao

X (F )= pIX 0w X beT2H/N e T, m ERhF 1272 (4.63)

Esta técnica corresponde, na realidade, & decomposicio realizada sobre a série pelo
algoritmo FFT nos primeiros passos da sua aplicagdo. Obviamente que este processo de
decomposigio se traduz numa maior lentiddo da técnica de "zoom", facto que se afigura alids
como o seu Unico inconveniente.

4.5 - CARACTERIZACAO EXPERIMENTAL DE FUNCOES DE RESPOSTA EM
FREQUENCIA

O inevitdvel cardcter discreto e finito dos sinais medidos tem por consequéncia a
impossibilidade de aplicar directamente a defini¢do na constru¢do experimental das fungoes
intervenientes nas relagoes excitagdo-resposta apresentadas ao longo do Capitulo 2.

Numa primeira aproximacao, é possivel obter estimativas simples para esse conjunto de
fungoes através de uma operagao de discretizagdo. Descrevem-se nas secgdes 4.5.1,4.5.2 ¢
4.5.3 essas estimativas para as fungdes de auto-correlagdo e de correlagio cruzada, para as
fung¢oes densidade espectral de poténcia e densidade espectral de poténcia cruzada e para as
fungoes de resposta em frequéncia e fungdes de coeréncia associadas.

Verifica-se contudo que estas estimativas apresentam erros inaceitveis relativamente
as correspondentes fungdes caracterizadoras dos processos estocésticos da excitacdo ou da
resposta do sistema, o que se deve nio s6 a operagao de discretizagdo de que resultaram, mas
ainda ao facto de se basearem apenas num trogo de uma realizag¢do destes processos. Daf que
surja a necessidade de recorrer 2 utilizagio de estimadores mais complexos, que envolvam
um alisamento, ponderado ou ndo, através de um conjunto de realizagdes desses processos
estocésticos, procurando-se ainda quantificar e qualificar, na medida do possivel, os erros
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presentes nas estimativas obtidas. Nesse contexto, apresentam-se na secgao 4.5.4 alguns
conceitos da Teoria da Estimagdo, realgando-se diversos aspectos relacionados com.a sua
aplicagdo ao problema especifico da anélise de sinais.

Pelo facto de a abordagem do problema de Identificagdo de Sistemas se realizar neste
trabalho exclusivamente no dominio da frequéncia, sdo apresentados e discutidos apenas o0s
estimadores relativos a fungdes definidas nesse dominio, referindo-se assim a secgdo 4.5.5
aos estimadores das fungoes densidade espectral de poténcia e densidade espectral de
poténcia cruzada e a secgdo 4.5.6 aos estimadores da funcdo de resposta em frequéncia e da
fungdo de coeréncia associada.

Finalmente, reserva-se a sec¢ao4.5.7 para a descrigao de casos particulares da estimagao
da fungio de resposta em frequéncia em que a aplicagdo das relagdes excitagdo-resposta
consideradas em secgoes anteriores ndo pode ser feita directamente, 0 que acontece em
resultado de nio existir uma medida da excitagdo actuante (caso de ensaios de vibragao
ambiental), ou de o contetido espectral da excitagdo actuante cobrir apenas uma parte da
gama de frequéncias na qual interessa caracterizar a funcio de resposta em frequéncia (caso
de ensaios de vibragdo forcada sinusoidal).

4.5.1 - Fungées de auto-correlagio e de correlagio cruzada

Estas fungdes constituem uma medida da dependéncia entre valores correspondentes
a instantes de tempo diferentes de um processo estocastico estaciondrio ou de um par de
processos estocésticos dessa natureza, podendo contribuir na pratica para a deteccdo de
componentes de cardcter deterministico mascaradas por componentes aleatérias [12].

No Capitulo 2 deste trabalho foi apresentada a definigdo de fungao de auto-correlagdo
quando aplicada a uma realizagio x; (¢) de um processo estocéstico estacionario e ergédico.

Esta realizagdo constitui um sinal continuo definido no intervalo ] -, + [, sendo dela
conhecida na prética apenas uma série {X,} com N pontos, amostrados em instantes
espacados de At no intervalo finito [0, T 1

O célculo da fungio de auto-correlagdo R.(T) é entdo substituido por uma sua

estimativa £, (t,) associada a um desfasamento discreto T, = r + At dos valores da série
amostrada, a qual pode obter-se por [12]

N-r-1
X,*Xner » com r=0,1,2,....m (4.64)

1?,=I?x(rAt)=N -
- n=0
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Da mesma forma, o cilculo da fungdo de correlagio cruzada entre dois sinais x,(t) e

v:(t) que constituam realizagdes dos processos estocasticos estaciondrios e ergodicos x (1)
e y(t) é substituido por uma estimativa R,,(T,), baseada nas séries temporais {x,} e
{y.} amostradas em instantes espagados de At no intervalo finito [0, 7], sendo

N-r-1

Roy(r-at)=r— Y Xy Yae . cOm r=0,1,2,...,m (4.65)

n=0

Umavia alternativa pode ainda seguir-se para a estimagdode R, (t) e R .,(T),quando
se disponha das estimativas S (£ ) € S, (f«) das fungoes densidade espectral de poténcia

cruzada.

Com efeito, atendendo as relacdes de Wiener-Khintchine, expressas através das
equagdes (2.67) a (2.70) por meio das quais se constata constituirem as fungdes
[R(T), Sx(f)Iel[R(T),S . (f)]pares de transformadas de Fourier e, introduzindo o
algoritmo FFT para a determinagdo da transformada de Fourier discreta finita de uma série
{x,}, pode verificar-se que

R (r-at)=FFT 'S, (f O] (4.66)
Ro(r-A)=FFT'[S,,(f )] | - (4.67)

Como se vera no ponto 4.5.2, a aplicagdo do algoritmo FFT permite de uma forma
bastante simples a obtencdo das estimativas S, (f)eSo(fr) tornando-se assim muito
eficiente a obtengdo de estimativas para R,(T) € R.,(T) através de (4.66) e (4.67),
respectivamente.

A avalia¢io da estimativa R , (r - At), por exemplo, pode entdo resumir-se aos seguintes

passos:

1. Acrescentar N zeros a série temporal { x , } contendo N valores, obtendo-se uma

nova sequéncia com 2N termos. Embora nio seja fundamental a duplica¢do do
tamanho da série, é conveniente utilizar este procedimento, com vista a evitar
os chamados efeitos de circularidade associados a convolugdo discreta [12];

2. Calcular a FFT, X ., da sequéncia de 2N pontos obtida em 1,;
3. Estimar S . ( f « ) através da relagdo (4.68) que adiante se apresenta;

4. Calcular a transformada inversa de Fourier de S . ( f « } usando o algoritmo FFT;
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5. Os primeiros N pontos da sequéncia obtida em 4 multiplicados pelo coeficiente

N /(N -r), constituem os valores das estimativas pretendidas, R, , definidas
através de (4.64).

4.5.2 - Funcées densidade espectral de poténcia e densidade espectral de poténcia cruzada

Conforme foi referido no Capitulo 2 deste trabalho, as fungoes densidade espectral de
poténcia, S . ( f )e densidade espectral de poténcia cruzada, S ., (f) estao relacionadas com
a caracteriza¢io do conteido energético dos processos estocisticos estacionarios a que se
referem, sendo actualmente generalizada a sua utilizagdo em problemas de Identificacao de
Sistemas nas dreas de engenharia mecénica e civil, onde se utilizam predominantemente
abordagens de anélise no dominio da frequéncia.

Como, na pratica, todo o conhecimento que se possui acerca dos processos estocésticos
eergddicosx (t)ey(t)a analisar é dado pelasséries temporais{x ,({)ye{y.(t) Yamostradas
em instantes espagados de Atno intervalo finito [0, T ], apenas se podem obter estimativas
para as fungdes S (f)e S« (f), definidas através das equagoes (2.63) e (2.64).

Assim, designando por X o (f£)eY n ( ) as transformadas de Fourier discretas finitas

das séries {x.(t)} e {¥.(t)} definidas no intervalo finito [0, T ], as estimativas S.(fue

$,,(f) das funcoes densidade espectral de poténcia e densidade espectral de poténcia
cruzada podem obter-se, respectivamente, para uma frequéncia fr=k-Af=k/ (N -Al),
através de

NAEE THEMENT (4.68)
€
S U0 XU Y wlf ) O (469)

Por ser mais cémodo trabalhar apenas com frequéncias positivas, e atendendo as
propriedades de simetria ou anti-simetria destas fungées, é vulgar trabalhar com as estimativas
G (f)e G (f ) definidas por

cx(fk)—m—tlxnkcfk)l"‘ (4.70)
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2 XL fO Y m(F O]

N At

Gy(N)
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Fig. 4.45 - Relagfo entre as fungdes S,(f)eG, (f).

(4.71)

E ainda frequente a aplicacio de
janelas de dados as séries {x,(t)} e
{y (1)}, com o objectivo de reduzir o efeito
de "leakage" em G.(fi) € G (Ffi)
Obtém-se assim novas estimativas "alisadas”
("smoothed"), a representar por G .(fi) e
G xy (f k )~

Tomando como exemplo uma fungdo
densidade espectral de poténcia, o processo
de obtengdo da estimativa G .(f,) pode
resumir-se aos seguintes passos:

1. Aplicar uma janela de dados w(t) a série {x,.(t)} , através do produto
w(t)-{x,()}

2. Determinar a transformada discreta finita de Fourier, X .« (f«), da série de N

pontos obtida em 1.;

3. Avaliar G . ( f ) através de (4.70), usando apenas os primeiros % valores de f «;

4. Ajustar a estimativa G . ( f) obtida em 3. por um factor de escala dependente

da janela de dados que compense o efeito de altera¢io da varidncia introduzido
pela aplica¢do da janela.
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4.5.3 - Fungdes de resposta em frequéncia e fungdes de coeréncia associadas

[y

Viu-se no Capitulo 2 que a caracterizagio das propriedades dindmicas de uma estrutura
que constitua um sistema linear e invariante no tempo pode ser efectuada, no dominio da
frequéncia, através de uma fungdo de resposta em frequéncia H ( f) que pode ser entendida,
através de (2.15), como a resposta complexa deste sistema a um impulso unitario de Dirace
se relaciona com as transformadas de Fourier da entrada e saida, ou comas fungoes densidade

espectral de poténcia e densidade espectral de poténcia cruzada dos processos estocasticos

estaciondrios da excitagdo e correspondente resposta, através das equagoes (2.15), 277) e
(2.78) que aqui se transcrevem, designando agora estes processos por x(i) e y (1)

respectivamente

Y(f)=H(f)-X(f)
S, (F)=IH(HI?- S
S (FI=H()S(f)

Usando as fungdes G . (f),G,(f) e G, (f)tem-se consequentemente que

G, (f)=IH(HI*-G.(H)
Go(FY=H(f) G.(f)

x(t) y(t)
— et H(1)

[ .
 Figura 4.46 - Sistema linear com uma entrada

(4.72)
(4.73)

Atendendo 4 necessidade de wusar
estimativas para caracterizar cada uma das
funcdes densidade espectral de poténcia e
densidade espectral de poténcia cruzada
envolvidas no relacionamento com H(f) a
obtencio desta fungio so serd possivel através de
uma estimativa A ( f , )dada poruma das seguintes
expressoes

i x(t)e uma saida y(¢).
. Y e (Fx)
H = 4.74
l PO 5 Fo (4.74)
. S 172
o[ 343]
. Sy (Fi)
H =z 4.76
SN (4.76)
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G,(F) |
H(f)l =1l = 4.77
0 [Gx(fk):l ( )
e
~ ny(fk)
H = — 4.78
(fx) C.(Fo) ( )

com fy=k-Af=k/NAt,emque N é o nimero de pontos amostrados e At é o intervalo

de tempo entre instantes sucessivos de amostragem.

H (f)é, como se sabe, uma fungdo complexa, podendo escrever-se na forma
H(f)=IH(f)le™*V (4.79)

em que | H(f)le ¢(f)representam a amplitude e a fase de H ( f ), respectivamente, sendo

dadas pelas equagoes (2.11) e (2.12).

A escolha de uma qualquer das estimativas representadas pelas expressoes (4.74) a
(4.78) para caracterizar H () ndo ¢ indiferente, j4 que, por um lado, as equagdes (4.75) e
(4.77) apenas permitem avaliar a amplitude de H(f) e, por outro, o grau de incerteza
associado as restantes equacgoes é diferente, aspecto que serd melhor abordado no ponto
seguinte deste trabalho.

E ainda possivel definir, em correspondéncia com a fungo de resposta em frequéncia
associada a um dado sistema, uma nova fungio designada de funcdo de coeréncia, v%,( f),
que goza da particularidade de fornecer indicagoes tuteis sobre o grau de linearidade do
sistema observado, ou Acerca da presenca de ruido na entrada ou saida do sistema. v, (f)
¢ definida por

o 1EoDI
G () Gy (f)

(4.80)

Como apenas se dispde das estimativasG ., (f ¢ 3G «(fx)eG, ( f «)paraumafrequéncia
genérica f ., entio o cilculo da fungdo de coeréncia vZ, ( f)tem de ser substituido por uma

sua estimativa, dada por

chy(fk)|2
Gx(fk)'éy(fk)

Yi,(F) = (4.81)

Pela forma comolesté definida, a fungio de coeréncia apenas toma valores no intervalo
[0,1], qualquer que seja o valor da frequéncia f « [11].
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Se o sistema for linear e invariante no tempo, nio existindo ruido misturado com a sua
entrada x (t) ou a saida y (t) entao v%, = 1. Pelo contrério, quando x (¢) e y () nio, estao
relacionados, Y%, = O. Nos casos correntes, v2, apresenta valores que podem ser préximos de
1, evidenciando assim uma excelente correlagdo entre a entrada e a saida do sistema e um
paixo nivel de ruido presente nos sinais, ou valores préximos de zero, resultantes da existéncia
de um elevado nivel de ruido nos sinais, de nao-linearidade do comportamento estrutural,
ou da presenca de outras fontes de excita¢do nao consideradas na quantificagdo das séries
{x,} da entrada.

Na prética, é corrente considerar-se que valoresdey 2 inferiores a 80% estdo associados

a funcdes de resposta em frequéncia insatisfatérias do ponto de vista da caracteriza¢do do
sistema.

4.5.4 - Conceito de estimador: Aplicagio a anslise de sinais

Seja {x(t)} um processo estocastico estaciondrio e ergddico do qual se obtém, por
amostragem, mséries representativas{ X »} o, {X 1) 1 {Xn}m-1,contendo N pontos cada,
igualmente espagados de um intervalo At

A estimativa & de um parimetro a do processo estocdstico aleatério descrito pelas m

séries { x .} ,, pode ser definida por

a=S{X)o {Xad s {Xnd ) (4.82)

em que S é designado por estimador do pardmetro o. Por ser uma fungdo de varidveis

aleatérias, Sé também uma varidvel aleatoria.

O critério para a escolha do estimador mais adequado baseia-se na quantifica¢do do
erro de viés e da varidncia em correspondéncia com a defini¢do usada.

O erro de viés, B ; ("bias"), associado a um estimador S pode ser definido pela diferenca
entre o valor expectdvel e o valor real

B;=E[a]l-a (4.83)

Se B for nulo diz-se que o estimador € nao enviesado ("unbiased estimator"). Caso

contrrio, o estimador é enviesado ("biased estimator"). Esta {iltima situagdo corresponde a
uma fungéo densidade de probabilidade da estimativa a, p;(a),ndo centrada no valor real,
a(Figura 4.47).
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E possivel definir um erro de enviesamento normalizado, €,, por

B; E[a]
=—2=-=L"1_ 4.84
€ =74 o ( )
Pa Avaridncia, Var[a ], de um estimador é por sua

vez definida por

Var[&]='E[(&—E(&))2]= o}

(4.85)

Fig. 4.47 - Densidades de probabilidade
associadas a estimadores enviesados.

constituindo uma medida da forma como a fungio densidade de probabilidade da estimativa
& se distribui em torno do seu valor médio a = £{a]. Uma varidncia pequena indica uma
concentragio de p ;emtorno de , enquanto que uma varidncia elevada estd associada auma
grande dispersio em torno de o

Pode definir-se também, com base nesta medida, um erro aleatério normalizado, €,

dado por

0s _VE[a®]-E?[a] (4.86)
a a '

[

r

Uma forma alternativa de caracterizar a eficiéncia do estimador S consiste em recorrer

a0 conceito de intervalo de confianga. Representando por P (& - a)a probabilidade de a -«
se situar num intervalo[—a,.a.], pode escrever-se

P(-a,fa-afa,)=1-f
ou seja,
P(a-a,$asa+a,)=1-8 (4.87)

onde 1 - Brepresenta a drea subentendida pela fungdo p ; entre a-aea+a,,podendo o

intervalo[& - a,, &+ a, ] ser entendido como o intervalo de confianga no qual o valorde @
se situa com uma probabilidade 1 - 3.
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Desejavelmente, um estimador deverd ser
ndo-enviesado e apresentar uma varidncia pequena.
Verifica-se no entanto que, em geral, para um dado
conjunto de séries, areducao da variancia s6 € possivel
3 custa de um aumento do enviesamento e,
Y-p inversamente, a redugdo do erro de viés do estimador
resulta num aumento da sua varidncia, pelo que a
escolha entre varios estimadores possiveis terd de ser
feita através de um compromisso entre estes dois
parametros.

G-a, & asy &

Fig. 4.48 - Caracterizagdo do intervalo de
confianga associado a uma estima-
tiva de @ com probabilidade 1 - 3.

Um estimador diz-se consistente se, 2 medida que aumenta o nimero N de amostras

utilizadas, a variancia e o erro de viés tendem para zero.

Exemplos de estimadores consistentes [79], sdo o estimador para a média, definido a
partir de N valores amostrados X , do sinal aleatério x (t) por

*;%Z (4.88)

o estimador para a fungdo de correlagéo R (T), dado por (4.64), ou ainda o estimador para
a fungdo de correlagdo cruzada R ., (), dado por (4.65).
J4 0 estimador simples utilizado na defini¢do de fun¢do densidadé espectral de poténcia

(4.68), ou o estimador usado na defini¢do de fung¢ao densidade espectral de poténcia cruzada
(4.69) sdo enviesados e, portanto, ndo-consistentes.

45.5 - Estimadores das funcdes densidade espectral de poténcia e densidade espectral de
poténcia cruzada

Tal como foram definidos, os estimadores da fungio densidade espéctral de poténcia,
S.(f) e densidade espectral de poténcia cruzada, S, (f), estdo associados a erros de viés
ndo nulos [11], podendo verificar-se que, de forma aproximada

fZ
B[S.(f)]= S.(F) (4.89)
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ou

Af?
24

BIC,,(f)]= Cry ()

e (4.90)
3 A f?
B[Qu (1= 5 Qe ()
em que A f é a resolugio em frequéncia da série, relacionada com o nimero de amostras N
e a frequéncia de amostragem F , atravésde Af = F /N, 0 simbolo (* *) traduz a 22 derivada

da fungdo a que se refere em ordem a fe € ., e Q ., Tepresentam as partes real e imagindria
de S ., , respectivamente.

E possivel ainda verificar que a varidncia associada 2 utilizagdo destes estimadores é
muito elevada, conduzindo a um valor unitario para o erro aleatério normalizado.

Este erro é naturalmente inaceitével, pelo que a utilizagdo dos estimadores espectrais
simples na obtengio de estimativas da fungio densidade espectral de poténcia ou funcdo
densidade espectral de poténcia cruzada nio é satisfatoria.

E possivel reduzir a variincia em correspondéncia com as estimativas obtidas por (4.68)
ou (4.69) através de uma operagdo de alisamento [11]. Esta operagdo pode ser realizada
fundamentalmente de duas maneiras:

- em frequéncia;

- pOr trogos.

O alisamento em frequéncia consiste em, ap6s a aplicagdo do estimador espectral
simples 2 série contendo N amostras, calcular a média aritmética da cada ! componentes
espectrais consecutivas (Figura 4.49), tomando

- 1 . . R
S (fu)= T[Sx(f(k-l)hl)+Sx(f(k-l)loz)+"'+Sx(f(k-l)l*l)] (4.91)

sendo

Fe=slf e-vyer * Fe-1yie1]

NI—
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Sxit)

T gl

Teaa

Sl

‘ ] l.

Figura 4.49 - Alisamento em frequéncia para obtencdo de uma estimativa S, (f,) dafungio densidade espectral

de poténcia.

Usando o alisamento por trogos, uma série contendo N amostras é dividida em ptrogos

de = pontos, aplicando-se de segmda a cada segmento o estimador espectral simples. Cada

componente na frequéncia fi= com k a variar de 0 a N/ p , é obtida através da média

NAt ’
aritmética das componentes correspondentes de cada um dos trogos em que a série inicial
foi dividida (Figura 4.50), isto €

CNOAEL [ERCANEICRE/DRIRICHGNN (4.92)

A média aritmética, operagdo realizada nas duas formas de alisamento apresentadas,
é a operagio que mais se aproxima da operagao valor expectével, interveniente na defini¢ao
de funcdo densidade espectral de poténcia. E justamente essa operagdo que torna estes
estimadores alisados consistentes. '

De facto, é possivel provar [9] que, aos estimadores alisados S.(fe)eS ., (f)obtidos

através de (4.91) e (4.92), estdo associados erros de viés dados pelas expressoes (4.89) e (4.90)
apresentadas para os estimadores espectrais simples, e erros aleatérios normalizados de valor

€[S (f)]= (4.93)

5-
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Spith

o e 1|80 (F)]]= — ! (4.94)

| Ve (Ol Vrg

Sl
d em que n, é igual ao nimero de pontos { utilizados
| | no alisamento em frequéncia, ou ao nimero de
segmentos p em que a série inicial é dividida, se o
l alisamento for realizado por trogos.

Sif)

T E também possivel relacionar €, com o tempo de
duragido total da amostra, 7, e com a resolugio em

St frequéncia do estimador analisado, A £, por
L 1
€ [5.(f)l==—= (4.95)
Syi) k Af T
| 1] )
" et fra2 ! 1 1

S = . 4.96
Er[ xy(fk)] Iny(f)I \/ﬁ‘ ( )

Figura 4.50 - Alisamento por trogos.

Analisando as expressaes (4.93) a (4.96), pode concluir-se que, a0 aumentar o0 nimero
de pontos a usar na obtengéo de cada estimativa espectral (alisamento em frequéncia), ou 0
niimero de segmentos em que a série inicial é dividida (alisamento por trogos), é possivel
reduzir a varidncia do estimador, tendendo esta para zero quando T tende para infinito.
Note-se contudo que qualquer das operagoes de alisamento acarreta uma perda de resolugdo
em frequéncia, associada a uma descri¢do espectral através de um menor niimero de riscas.

Se a série amostrada tiver um comprimento fixo, serd pois necessério conciliar os valores
destas grandezas (varidncia e viés) na escolha dos pardmetros de alisamento.

A questdo que neste momento se coloca € a de saber como utilizar as expressoes
apresentadas para os erros de viés e de varidncia na obtengdo das estimativas espectrais

Sx(fk) € Sxy(fk)-

Comegando por observar as expressées (4.89) e (4.90) relativas ao erro de viés, de
imediato se constata que este é dependente da segunda derivada em ordem & frequéncia das
fungoes S . ( f)ou S, ( f ), respectivamente.

4.76




Elementos de andlise e processamento de sinal

Tomando como exemplo o estimador espectral 3.(f:), e admitindo que x(t)

representa a resposta do sistema (aproximado na vizinhanga da ressonancia f , por umsistema
de um grau de liberdade) a um ruido branco de banda limitada, de densidade espectral de
poténciaSw(f)——- So,comf, SfS<fref << f,<f,,tem-se que

So/k?
[1=(f/F)%12+(25F7F0)°

S (F=IHHI*SL(F)=

~Tendo em conta esta expressio, facilmente se pode verificar que a segunda derivada
S,  (f)tem o seu valor maximo na proximidade de £ -, concluindo-se que

S, -2
S.(f Ef?

sendo £, 0 coeficiente de amortecimento em correspondéncia com o modo de frequéncia £,
(suposto pequeno: §7 < 1).

Como a largura de meia poténcia do modor, B ,, é dadapor B, = 2§, f,0erro de viés

normalizado serd

_1(afy?
€[S (f)]= 3( Br) (4.97)

Através desta expressdo, representada graficamente na Figura 4.51, torna-se possivel
escolher de forma simples a resolugdo em frequéncia do sinal adequada & menor frequéncia
que se pretenda analisar.

’
-

1Al

ERRO DE VIES NORMALIZADO, &,[5,t/1]
S

40 0 aasi

-0.013

-0.001
0.

1 02 o4 05 08 07 080910

03
(Af/Br)

Figura 4.51 - Erro de viés normalizado para o estimador S.(f).
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Admita-se por exemplo, que de um sinal a amostrar, a menor frequéncia que interessa
analisar é da ordem de 2Hz, sendo o amortecimento de cerca de 5%. Nestas condigdes,
B,=2x0,05x2=0,20H z Se se pretender que | €, | <0, 10, o valor minimo da resolu¢ao
em frequéncia A f do sinal a amostrar serd 0,11Hz ou seja, A f/B,20,55.

As expressoes (4.93) e (4.94) para o erro aleat6rio normalizado permitem por sua vez,
escolher o tempo total da amostra. Cam efeito, observando a Figura 4.52, na qual se representa
€.em fungdo de 24, € possivel escolher um valor de n 4 de forma a que €, ndo exceda um
dado limite. Se, por exemplo, se pretender obter uma estimativa alisada S,(f,) com erro
aleatério normalizado ndo superior a 10%, serd necessdrio efectuar médias sobre 100
estimativas simples. Usando (4.95) e admitindo ser Af=0,11Hz , vird T=909s.
Seleccionando uma frequéncia de amostragem de 20Hz, serao necessérios, no minimo, 18180
valores amostrados, nimero que ser4 ainda mais elevado para as estimativas cruzadas S ., ( ),
atendendo a variagdo de €, com o inverso da raiz quadrada da fung¢do de coeréncia.

10

R

i

ey

A 4aaaaly

NORMALIZADO, €«

ERRO PADRAO

0.1

LA L il liss,

™7

0.01 T —T—Trrroe T T Tt T
1 10 100 1000 10000

NUMERO DE AMOSTRAS, nd

Figura 4.52 - Erro padrdo normalizado relativo as estimativas S, (f,) e |S ., (fi)l.

Este pequeno exemplo serve desde j4 para realgar ser, em geral, necessdria a utilizagio
de um elevado nimero de amostras na obteng¢io das estimativas espectrais associadas a um
dado sinal.

Convird assinalar no entanto que € possivel reduzir um pouco o nimero de amostras
necessdrias a estimativa espectral, introduiindo uma variante no processo de alisamento por
trocos. Esta consiste em sobrepor os trogos em que a série inicial é dividida, de forma que
cada segmento contenha alguns pontos do segmento seguinte (Figura 4.53).
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A AeP=t

Sobreposicdo .
L]

Ae(k-1)P AKP=

Figura 4.53 - Divisdo da séric amostrada inicial em trogos sobrepostos.

Através deste procedimento consegue-se, usando o mesmo nimero de trogos, uma
menor reducio da resolucdo em frequéncia, embora a reducio da varidncia seja também
menor. Segundo Welch [24], os melhores resultados sdo obtidos quando 0s trogos se
sobrepdem em metade da sua extensao.

Uma segunda variante, que se pode introduzir no alisamento por trogos, consiste em
aplicar a cada trogo uma janela de dados antes de obter as estimativas espectrais. Consegue-se
desta maneira reduzir o efeito de "leakage” proveniente da truncatura das séries.

4.5.6 - Estimadores da funcio de resposta em frequéncia e da funcio de coeréncia
associada

Atendendo a que os estimadores alisados das funcoes espectrais S.(f)e Sy (f)

definidos em 4.5.5 apresentam melhores caracteristicas de comportamento no que respeita
A variincia e enviesamento das estimativas, a sua substituicio pelos correspondentes
estimadores simples nas expressoes (4.75) a (4.78) da fungdo de resposta em frequéncia e
(4.80), da funcdo de coeréncia associada, € aconselhavel.

Os novos estimadores obtidos para a fungdo de resposta em frequéncia possuem ainda
erros de viés, cujas causas sio as seguintes:
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1. Erros de viés inerentes as estimativas das fungées densidade
espectral de poténcia e densidade espectral de poténcia cruzada
envolvidas no célculo;

Enviesamento decorrente do processo de estimagao;
Comportamento ndo-linear do sistema analisado;

Existéncia de ruido na entrada ou saida do sistema;

bnos WD

Contribui¢io de outras entradas do sistema ndo quantificadas para
a resposta total medida.

Comofoi referidoem4.5.5, 0 erro de viés associado s estimativas espectrais tem especial
importancia nas zonas de maior interesse da descrigdo espectral do sinal, ou seja, junto das
ressonancias, sendo a sua redugio possivel através de umaumento daresolugdo em frequéncia,
0 que na prética se traduz num aumento da duragdo da série amostrada, 7.

O enviesamento decorrente do processo de estimagdo tem a ver com o facto de que, ao
substituir os estimadores espectrais G ., (f) e G.(f«), por exemplo, pelos estimadores
alisados G ., (fr)e G .(f+), acontece que, em geral,

G.xy(fk)};& E[ny(fk)]
G«(fx) E[C(f:)]

E[]:[(fk)]=E[

Logo, E[A (f)1# H(f). Verifica-se no entanto que, para o nimero total N de

amostras normalmente necessarias para minorar outras fontes de erro, esta forma de
enviesamento tem uma importincia muito reduzida em face das restantes [11].

O enviesamento das estimativas pode também ser produzido em consequéncia da
utilizagdo de um modelo linear para descrever um sistema com comportamento nao-linear.
Verifica-se no entanto que este estimador constitui, do ponto de vista dos minimos quadrados,
a melhor aproximagdo linear possivel para A (f)[142].

A existéncia de ruido na entrada ou na saida do sistema influencia o enviesamento das
estimativas de forma varidvel, de acordo com o estimador escolhido. Conhecendo as
caracteristicas do rufdo presente nas séries amostradas é possivel, em muitos casos, a utilizagao
de estimadores ndo enviesados [141].

Considere-se o sistema de um grau de liberdade esquematicamente representado na
Figura 4.54, sendo x(t) e y(t) os sinais medidos na entrada e na saida, respectivamente.
Admita-se ainda que m(t) e n(t) representam o ruido, proveniente de diversas fontes
exteriores ao sistema, que aparece misturado com os sinais de entrada, u(t), e de saida, v(¢)
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sw [ L vty Pelo facto de m(t) e n(t) ndo

atravessarem o sistema, diz-se que existe
A n(t) ¥ty ruido ndo-correlacionado.

Tem-se entdo que
Fig. 4.54 - Sistema linear de um grau de liberdade

com ruido nio-correlacionado na entrada x(t)y=u(t)+m(t)
e na saida. e

y()=v(t)+n(t)
Usando a propriedade de linearidade da transformada de Fourier de um sinal, o célculo
das estimativas espectrais alisadas G «(f), Gy (f &) € G« (f«)conduzird a

G (F)=C(F)+*C () (4.98)
C,(FO=C,(fO)+Ca(fi) (4.99)
Coy(F)=Culf )+ CunlFO+Cn(fi)*+Cma(fi) (4.100)

Sendo o ruido do tipo ndo-correlacionado, as estimativas cruzadas G u» , G mo € Gmn
anulam-se, vindo desta forma o estimador obtido através da expressao (4.78) por substitui¢ao

- pelas estimativas espectrais analisadas, definido através de

éxy(fk)= Guu(fk)
GCo(f1) Gu(f)+Cm(fi)

A (f)= (4.101)

Pode claramente constatar-se que este estimador, correntemente designado por
estimador H | é enviesado, se existir ruido na entrada do sistema. Se, no entanto, existir ruido
do tipo ndo-correlacionado na saida, o estimador serd nao-enviesado.

Ora, nos casos praticos correntes, 0 ruido na entrada do sistema tem menor significado
do que o ruido presente na sua saida, sendo além disso mais facilmente eliminavel pelo facto
de resultar de uma fonte localizada de caracteristicas bem conhecidas. Pode portanto
concluir-se que o estimador H , é 0 adequado para aplicagdo em sistemas onde o ruido exista
essencialmente na saida, sendo além disso do tipo ndo-correlacionado.

Pelo contrario, o estimador H » , definido por

Gy(fx) =Cu(fk)"'cn(fk)
ny(fk) éuu(fk)

Hy(f)= (4.102)

€ enviesado quando existe rufdo na saida do sistema e nao enviesado se existir ruido do tipo
nio-correlacionado apenas na entrada, sendo a sua utilizagdo aconselhdvel apenas em
Problemas especificos onde a resposta seja perfeitamente controldvel, de forma a que se torne
desprezzvel o ruido na saida.

4.81
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Existindo simultaneamente ruido (ndo-correlacionado) na entrada e na saida do
sistema, a aplicagdo dos estimadores H, ou H. conduz inevitavelmente a estimativas
enviesadas. Verifica-se no entanto que [119], ndo havendo outras fontes de enviesamento,
como o "leakage" ou comportamento ndo-linear do sistema, estes estimadores enquadram o
verdadeiro valor de H ( f). De facto, os estimadores H , e H , podem escrever-se, para esse
caso, na forma

[ 1
H (f)=H(f)- 1+cm<m} (4.103)
[ G.(fy)
2 R .F- +G~n(fk)
Hy(f)=H(f ) _1 éu(fk)jl (4.104)
sendo H(fx)=GCuw(Fe)/Cu(fi)=C.(Ffx)/Gu(fx),peloque
A (fOSHOSHL(F (4.105)

De realcar também que ao longo dos tltimos anos tém sido desenvolvidos outros
estimadores que, embora de natureza mais complexa, permitem obter estimativas
consideradas nio enviesadas, quando em presenga de ruido do tipo ndo-correlacionado a
entrada e a saida [99]. Referem-se aqui os estimadores H .e H .

O estimador H . é definido através de

(4.106)

sendo s um sinal sem ruido que, em aplicagdes de andlise modal, se faz coincidir com o sinal

de entrada do excitador ("shaker Source signal”).

Ao construir as estimativas alisadas cruzadas G ., € G, , 0 ruido ndo-correlacionado

presente na entrada e saida cancela-se, verificando-se em geral que as estimativas
proporcionadas por este estimador sdo substancialmente superiores em qualidade as obtidas
através dos estimadores H , ¢ H , [99].

O estimador H , ("scaled frequency response function"), proposto por Wicks e Vold

[143], é definido através de

A(f)= : (4.107)
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onde Srepresenta um factor de escala, dado pelo cociente entre os conteddos espectrais

nio-correlacionados estimados do ruido na entrada e na saida: S*=G,/G . '

Esta expressdo resultou da minimizag¢io de uma fungdo de erro escalada, usando uma
técnica de minimos quadrados que se encontra referida em [7].

Naturalmente que o ndo-enviesamento deste estimador depende da qualidade da
estimativa de Sutilizada na sua aplicacio.

Ainda nassituacio de o ruido presente no sinal ser do tipo ndo-correlacionado, refere-se
que o enviesamento produzido por utilizagdo quer do estimador / ,, quer de H ,,se manifesta
apenas no ganho da fungdo H (f) e ndo na sua fase, como alids se pode constatar por
observagio das expressoes (4.103) e (4.104).

Desta forma, e a menos da existéncia de outras fontes de erro (ndo-linearidades,
"leakage"), a andlise do gréfico da fase da fungdo de transferéncia versus frequéncia constitui
a melhor via para a identificagdo das frequéncias préprias do sistema no que concerne a
existéncia de erros de viés.

No que respeita ao ruido do tipo correlacionado q(t), que ocorre em consequéncia de

existirem outras entradas do sistema para além da medida (Figura 4.55), refere-se que a
aplicagdo de qualquer dos estimadores A, e H > levar4 a estimativas enviesadas para H (f).

Quanto a aleatoriedade das

aw estimativas, é possivel verificar [9] que o erro
W _ o H ity y(t) aleatério normalizado €, associado ao
S ganho da fungio de resposta em frequéncia

do sistema é dado por
Figura 4.55 - Sistema linear de um grau de liberdade
id lacionado. o2 172
com ruido correlacionado (1-v2,)

e [|A(F)|]=—r—
] 1 "Ny

em que n 4 é o nimero de pontos utilizados no alisamento em frequéncia, ou o mimero de

(4.108)

trogos em que a série inicial foi dividida, se se utilizar um alisamento por trogos. Ilustra-se
na Figura 4.56.a) a variagio de € .com n 4 para diferentes valores da fungdo de coeréncia, Y7,

Verifica-se ainda [9] que o desvio-padrio associado a estimativa da fase ¢ da fungdo de
resposta em frequéncia é dado por [9]

___[I‘Yiy]“z

o =
’ |ny|V2nd

(4.109)

Tem-se, portanto, que
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oy=e. [|AfI]] (4.110)

Na prética, a utilizacdo destas expressdes para avaliagdo dos erros cometidos nas
estimativas é realizada por substitui¢do da fung¢do de coeréncia v, (  )por umasua estimativa,

Y3, (F)

= 103 “g 103
Z 3 iy 3
\UT 1 8 E
Q 13 5 13
e 3 ps] 3
g 3 < 3
3 p =
2‘ j\ [+
o
E 0.1_ g 0.13
g 3 'z 3
o) 1 b
|é <
S 0014 % 0013
< 3 [ 3
o 5 ©
) &
&
W 0.001 ""fO — T T +— "1'6000 0.001% Y '.....1.0’ T ”""1'&) v 1000 T xoooo
NUMERO DE AMOSTRAS, nd NUMERO DE AMOSTRAS, nd
a) b)

Figura 4.56 - Erro aleatério normalizado associado a) as estimativas do ganho da funcio de resposta em frequéncia
do sistema b) e da fun¢do de coeréncia associada.

E possivel ainda obter estimativas dos erros aleatérios €, associados ao estimador da

funcido de coeréncia, através da relacdo [12]

Jar1-v2,(AH]
|V ay ()14

Representa-se na Figura 4.56.b) a variagio do erro padrdo normalizado, €,[v%,(f)]

€ [V5,(]=

(4.111)

com n 4, para diversos valores da coeréncia, YZ,(F)

De realgar que, tal como se pode constatar por andlise dos graficos das Figuras 4.52,
4.56.a) e 4.56.b), os erros associados as estimativas espectrais s30 muito superiores aos erros

em correspondéncia com as estimativas das fungdes de resposta em frequéncia e das fungoes
de coeréncia.

No sentido de melhor compreender a utilidade das expressées anteriormente
apresentadas, imagine-se, por exemplo, que se obtiveram ny = 100séries representativas de
um sinal a que est4 associada uma coeréncia de 0,80, para uma dada frequéncia f . O erro
padrdo normalizado associado as estimativas sera:
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er[éx(fk)]=L=Ovlo .

v 100

) 1
G (f)]=————=0,11
€.[C 4y (fe)] 5807100

- (1-0,80)"2

aq e =0,04
e AN 0,80-y2% 100

. J2[1-0,80]

xy = =0,03
€1V (7] J0,80%/100

enquanto que o desvio-padrdo associado a estimativa da fase da fung¢do de resposta em
frequéncia serd

0,=€.[|H(f)|1=0,04rad=2,3°

De assinalar que na generalidade dos casos é ainda possivel verificar que os erros
aleatérios associados a determinagido de é( f x) sdo muito pequenos, de modo que também
deste ponto de vista se considera que a utiliza¢do da estimativa da fase da funcao de resposta
em frequéncia é fundamental para a identificagdo de frequéncias naturais do sistema, ndo
devendo por isso abdicar-se da sua aplicagdo em favor do gréfico amplitude vs frequéncia
(pratica que alids é usual, particularmente em aplicagdes realizadas no dominio da Engenharia
Civil).

A finalizar este Capitulo, apresenta-se uma Tabela onde se resumem as expressoes
utilizadas na obtengdo de estimativas dos erros por varidncia em correspondéncia com 0s
estimadores definidos ao longo deste texto.

Tabela 4.2 - Erros aleatorios em sistemas com uma entrada e uma saida.

Funcio Erro aleatoério, €
C.(f) G () 1/{nq
16 . ()] 1
[¥ay ()14
2,06 J2[1-v4,(M
¥y ()]
A [1-v%,(M'e
|¥ay(£)]V2n4
(1) LA 2] s
Y Ve (D120,
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Seria desejavel, em principio, fazer preceder a fase de aquisi¢do de dados da utiliza¢ao
destas expressoes na previsao da incerteza associada as estimativas dos pardmetros a obter,
de forma a estabelecer o comprimento necessario da série a amostrar em conformidade com
um dado valor do erro.

Na prética, porém, tal ndo é vidvel, porquanto nessas expressoes intervém parametros
cujo conhecimento s6 é possivel ap6s a amostragem.

No entanto, algumas simplificagdes do tipo da realizada anteriormente para
aproximagcio do erro de viés em correspondéncia com uma estimativa espectral, podem ser
efectuadas com grande utilidade [12].

4.5.7 - Casos particulares da estimagéo de fungoes de resposta em frequéncia

As relagdes excitagio-resposta descritas no Capitulo 2 e os estimadores apresentados
ao longo da secgdo 4.5 foram estabelecidos no pressuposto de que a excitagdo, deterministica
ou aleatéria, é conhecida, apresentando um contetido espectral significativo ao longo de toda
a gama de frequéncias onde se pretende estimar a fungio de resposta em frequéncia.

Ha no entanto situagdes reais em que estas condigdes ndo se verificam. Dois casos .

correntes nos problemas analisados no 4mbito da engenharia civil sdo aqui mencionados,
ocorrendo o primeiro quando a identificagdo das propriedades dinidmicas do sistema €
efectuada por andlise de vibragdes ambientais e o segundo, quando a estrutura € sujeita a
uma excitagio forgada de tipo sinusoidal.

4.5.7.1 - Estrutura sujeita a excitacio ambiental

Na realidade, todas as estruturas se encontram sujeitas, em maior ou menor grau, a
vibragdes ambientais, sendo estas induzidas por fontes tdo diversas, como o vento, o trifego,
o funcionamento de maquinas e a prépria actividade humana.

Em face das caracteristicas da estrutura e, tendo em conta a amplitude das vibragoes
induzidas por esta forma de excitagio, designada por ruido ambiental, duas atitudes podem
tomar-se.

A primeira consiste em aplicar ao sistema uma ac¢do dinidmica bem conhecida por
intermédio de um excitador, induzindo vibragoes de amplitude substancialmente superior &
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amplitude das vibragdes ambientais, de forma que a origem destas ultimas possa ser
desprezada, sendo o correspondente efeito assimilado a ruido do tipo correlacionado
misturado com o sinal que constitui a resposta a excitag¢do forcada do sistema.

A aplicacdo dos estimadores definidos nas secgoes 4.5.5 e 4.5.6 € assim realizada
directamente, havendo vantagem em minorar tanto quanto possivel o ruido ambiental, de
forma a reduzir o enviesamento dos estimadores utilizados.

Acontece contudo que, em estruturas de grande porte, a inducdo de vibragdes de
amplitude superior as ambientais envolve sistemas de excitagdo muito potentes e
dispendiosos, colocando problemas delicados de fixacdo e de utilizacao.

A atitude que progressivamente tem sido tomada [1, 2, 3, 18, 19, 124] neste tipo de
problemas, consiste em utilizar o préprio ruido ambiente como forma de excitagio e proceder
4 medigdo da resposta estrutural com sensores de grande sensibilidade, obtendo-se assim
registos de sinais que podem ser considerados como realizages do processo estocéstico
caracterizador da resposta do sistema.

Como ndo é possivel proceder a uma medigio da excitacdo, a aplicacdo das relagdes
excitagdo-resposta estabelecidas no Capitulo 2 ndo pode ser feita sem a admissao de algumas
hip6teses relativas a sua caracterizagio probabilistica.

Assim, é usual, pelo facto de contribuirem para a excitagdo ambiental ac¢oes de diversas
origens, totalmente independentes entre si, proceder a sua idealizacdo através de um ruido
branco de banda limitada, o que corresponde a tomar como constante a densidade espectral
de poténcia da entrada do sistema na gama de frequéncias de interesse.

Das possiveis abordagens do problema [1, 18, 19, 124], refere-se a mais simples,
apresentada por Bendat e Piersol [12], aplicével a sistemas lineares com baixo amortecimento
(£<0.05) e cujos modos se encontram bem separados.

Esta abordagem baseia-se na constatagdo de que, quando é constante a densidade
espectral de poténcia da entrada do sistema, a amplitude da fungdo de resposta em frequéncia
pode considerar-se proporcional a raiz quadrada da fungio densidade espectral de poténcia
da resposta, ou seja

|Hi/(f)!5k' Syi(f) (4.112)

Isto significa que todos os picos de | H;(f)| serdo picos de S,:(f), do que se pode

deduzir ser possivel identificar as frequéncias naturais do sistema por andlise da fungdo
densidade espectral de poténcia da resposta S,:(f) num conjunto de pontos de medida a
definir.
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Da mesma forma, é possivel obter estimativas da amplitude da componente ¢, do modo

de vibragdo k por relagoes do tipo
(0, =KV Syi(fe) (4.113)

Acontece no entanto que, na realidade, a fun¢do densidade espectral de poténcia da
entrada dosistema S .;( f) dificilmente é constante e, em consequéncia, os picosde S, (f)
reflectem, ndo apenas as ressondncias do sistema, mas também certas componentes
dominantes da excitagdo, motivo por que se considera insuficiente, para a caracteriza¢do do
sistema, a analise das fungdes S,;(f).

Sabendo-se no entanto que, no caso de a estrutura possuir modos de vibrag¢do nao
complexos, a diferencga de fase entre as componentes associadas aum dado modo de vibragdo
s6 pode ser de 0° ou 180°, Bendat e Piersol [12] propdem que se construam fungoes densidade
espectral de poténcia cruzadas S .y, ( f) emcorrespondéncia comregistos da resposta, v ,(t)
e y,(t), tomados em pontos de medida distintos ¢ e j, respectivamente, e se obtenham as
funcoes de coeréncia associadas, definidas através de

lsyiy/’(f)|2
Syi(f)Syi(f)

V2, (f)= (4.114)

A andlise da fase da fungdo S, (f) permite verificar se os picos em correspondéncia

coma frequéncia f i se referem oundoaummodode vibragio. Por outrolado, o conhecimento
de v2,,,( f)constitui uma medida do grau em que as respostas y;(t) e ¥ ;(t) sdo produzidas
por uma fonte de excitagdo comum [12], sendo ainda possivel por seu intermédio quantificar
o erro aleatdrio associado a fase da estimativa de S,,,,;(f) (por uma expressdo do tipo de
(4.109)), o que permite, em suma, estabelecer a importdncia dos erros cometidos nas
estimativas obtidas.

No que respeita a obtengdo dos coeficientes de amortecimento modais, Bendat e Piersol
[12] sugerem a aplicagdo do método da meia poténcia (v. Capitulo S) a estimativade S, (),
ja que esta fungdo contém menores erros do que a fungio densidade espectral de poténcia
S,:(f) . Referem contudo que s6 é possivel obter estimativas de qualidade para as
quantidades &, quando algumas condigoes se verifiquem, nomeadamente:

- ser suficiente a defini¢io da estimativa S,y;(f) na vizinhanga de cada

ressondncia (sugere-se que, se for B, a largura de meia poténcia associada a
frequéncia de ressondncia f. do sistema (v. Capitulo 5), o incremento de
frequéncia A F usado na estimativa S,;,;(f) seja inferior a 0,20 B);

- o coeficiente de amortecimento assuma valores muito baixos (£, <0,05);
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Elementos de andlise e processamento de sinal

- adensidade espectral de poténcia da entrada S, ( f )seja uniforme numa banda

de frequéncia de largura igual a cerca de 6B, centradaem f;

- os modos de vibragdo se encontrem suficientemente separados (o critério
sugerido consiste em exigir que, sendo f,_, e fx asfrequéncias de ressondncia
associadas a modos de vibragdo consecutivos, cujas larguras de meia poténcia
sejam, respectivamente, B,., e B, , se verifique a relagao
(Fx=Fr-1)>2(Br* Bio1)).

4.5.7.2 - Estrutura sujeita a uma excitacio forcada do tipo sinusoidal

Como o contetido espectral da excitacdo é neste caso constituido essencialmente por
uma risca na frequéncia correspondente ao harménico aplicado, a funcdo de resposta em
frequéncia terd que ser construida ponto por ponto, sendo necessédrio obter, para cada
frequéncia, pelo menos um registo da resposta do sistema.

Como nos restantes casos, o tratamento desta forma de excitagdo como aleatéria ou
como deterministica tem essencialmente a ver com o grau de importancia da parcela de ruido
que no sinal aparece misturada com a resposta a excitacdo for¢ada.

No caso em que a excitagdo forgada é sinusoidal, levando a necessidade de colher um
grande ntimero de sinais no varrimento em frequéncia efectuado, hé especial interesse em
utilizar uma abordagem deterministica na obtengdo da fung¢ao de resposta em frequéncia, de
modo a que cada ponto desta fungdo possa ser obtido a partir de uma série temporal e ndo
através da estimagdo sobre um conjunto de séries medidas.

Nestas condigdes, o valor H ;;( f«) da fungdo de resposta em frequéncia na frequéncia
f« pode ser calculado directamente pela defini¢do, efectuando o cociente entre as

transformadas de Fourier das séries que constituem a resposta € a excitagdo

Y (f&)
X(f)

H(fe)= (4.115)
Como na prética apenas se dispoe de uma série amostrada num intervalo limitado, a
estimativa de H;,(fx) terd de ser obtida usando as transformadas discretas de Fourier

Ynk(fk)exnk(fk)

Y a(fx)

—_— 4.116
Xae(fr) ( 2

Hi}(fk) =
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Se a frequéncia de amostragem do sinal nio for mdltipla da frequéncia da excitagao
aplicada, o que possivelmente acontecerd em varios pontos, se ao longo do ensaio aquele
parimetro se mantiver fixo, (como é costume, alids), entdo a estimativa H;(fi) serd
demasiado grosseira, por estar sujeita a importantes erros decorrentes do efeito de "leakage".

Nestas circunstincias, torna-se fundamental efectuar um "alisamento", através da
aplicacio de uma janela de dados (por exemplo, a janela de Hanning) as séries observadas.

Uma forma alternativa e que se considera, alids, mais eficiente na obten¢do de
estimativas para H ;,;( f +), resulta de constatar que a amplitude da transformada de Fourier
de uma sinusoide é igual a metade da amplitude desta funcdo, enquanto que a correspondente
fase coincide com a fase do harménico em relagio a origem dos tempos. Assim sendo, a
estimativa destas duas quantidades, amplitude e fase do harménico que constitui cada série
observada permite obter directamente

H (f)= < (4.117)

sendo ¥ e X as estimativas da amplitude das sinusoides que constituem a entrada e a saida

do sistema, respectivamente e d3y e §, as estimativas da fase correspondentes.

O processo desenvolvido neste trabalho para a avaliagdo de Y, X, ¢, e ¢, consistiu em
dividir cada série temporal em intervalos de duragéo igual ao periodo do harménico aplicado,
extraindo de cada tro¢o uma amplitude, igual & semi-soma dos valores absolutos do minimo
e do maximo, obtidos por interpolagdo sinusoidal, e ainda uma fase, substituindo os valores
de dois instantes de tempo préximos ¢, . ¢ » da série e os correspondentes valores observados
v(t,) v(t2)naforma geral

y(t)=Y sen(w,+é,) (4.118)
o que levaa

2 y(tz) -sin(w,t))—y(t;) sin(wt;)
b A Y Cos (Wel2) — ¥ (2) - Cos(wily) (4.119)

sendow, = 21 f ;. As estimativasY, X, ¢, e ¢, sdo finalmente avaliadas através do valor médio

das correspondentes estimativas ¥ ;, X, ¢, € ¢,, obtidas em cada um dos intervalos em que
as séries { x .} e {v.) foram divididas.
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CAPITULO 5

IDENTIFICACAO DE PARAMETROS
MODAIS EM ESTRUTURAS



INTRODUCAO

E objectivo da Identificagio de Sistemas construir um modelo matematico
caracterizador do funcionamento estrutural que se aproxime, tanto quanto possivel, do
conjunto de relagoes excitagio-resposta determinadas experimentalmente.

Como atras foi referido, a estas relagdes experimentais estao associados erros aleatérios
e erros de viés, aspecto que, associado ao excesso de informacao experimental normalmente
colhida em relagdo a estritamente necessdria, leva a que os pardmetros do modelo extraidos
por aplica¢do dos métodos de identificagdo de sistemas constituam apenas estimativas dos
valores reais, sendo a sua obtencio possivel através da aplicagio de técnicas de ajuste. E
precisamente da diversidade de critérios de optimizacdo possiveis que resulta a enorme
variedade de técnicas de identificacdo existentes.

No presente capitulo procede-se a apresentagéo e discussdo de algumas destas técnicas,
dando énfase a certos aspectos praticos mais relevantes evidenciados pelas aplicagoes
realizadas com base num conjunto de séries obtidas experimentalmente, recorrendo a
programas de cdlculo automatico desenvolvidos no 4mbito deste trabalho.

Assim, sao referidos inicialmente alguns dos conceitos sobre os quais assentam o0s
diferentes métodos de identificagio existentes, apresentando-se também uma classifica¢ido
desses métodos baseada em diferentes critérios.

Seguidamente, tendo optado pelo desenvolvimento de algoritmos para identificagdo de
pardmetros no dominio da frequéncia, incidindo portanto sobre as fungdes de resposta em
frequéncia experimentalmente determinadas, passa-se a descrigdo das suas propriedades mais
relevantes, de acordo com as formas possiveis de representagdo grafica.

Neste contexto sdo apresentados dois conjuntos de métodos de identifica¢ao, o primeiro
dos quais referente as técnicas designadas como de 1 grau de liberdade e englobando os
métodos da amplitude de pico, do "circle fit", de Mau e de Dobson, enquanto que o segundo,
dizendo respeito a técnicas de N graus de liberdade, contém o designado método da
decomposi¢do em polinémios ortogonais de Forsythe.

Qualquer uma das técnicas referidas assenta na hiptese de serem conhecidas as fungoes
de resposta em frequéncia H,;(w), relacionando a resposta segundo a coordenada ¢ com
aacgdo segundo j. Como se pode compreender, a ac¢do aplicada pode ser de qualquer tipo,
contanto que a sua aplicagdo seja pontual (apenas sdo estudados os chamados sistemas de
entrada (inica).

Sio por fim apresentadas algumas consideragdes relativas a questdo da validagdo do
modelo teérico, enquadrando-se devidamente os aspectos desta questéo que sdo abordados
no trabalho presente e que dizem respeito exclusivamente & comparagéo entre os resultados
obtidos experimental e numericamente através de modelos modais.
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5.1 - ESTIMACAO DE PARAMETROS DINAMICOS. CLASSIFICACAO DAS
TECNICAS EXISTENTES

5.1.1 - Andlise no dominio do tempo e da frequéncia

O critério mais conhecido para a classificagio dos métodos de identificagdo de
parametros dindmicos em estruturas é o que se refere ao dominio em que sao processadas
as séries medidas.

Com a introdugdo do algoritmo FFT e com o desenvolvimento tecnoldgico levado a
cabo em anosrecentes, esta classificagio tornou-se artificial porquanto a passagem do dominio
da frequéncia para o dominio do tempo passou a ser uma operagdo banal em que basta, no
caso de as ordenadas espectrais da FRF (frequency response function) se encontrarem
igualmente espagadas, proceder a sua inversao através do algoritmo FFT, de que resulta a
chamada funcio de resposta impulsiva, usualmente designada por IRF (impulse response
function).

As primeiras técnicas de identifica¢do de sistemas foram desenvolvidas no dominio da
frequéncia. O recurso a formulagoes no dominio do tempo ocorreu na sequéncia de algumas
dificuldades levantadas por este tipo de abordagem, de que se destacam a limitagdo da
resolugio em frequéncia da FRF, os erros nas estimativas decorrentes do efeito de "leakage”
nas fungées obtidas e, por fim, alguma dificuldade na extracgdo de pardmetros modais em
determinadas aplicagdes em que a densidade de frequéncias proprias € elevada.

Pode dizer-se genericamente [93] que os métodos de identificagdo no dominio do tempo
se revelam vantajosos quando as frequéncias naturais do sistema se encontram distrubuidas
num intervalo de grande amplitude e quando ¢ elevado o nimero de modos de vibragéo a
identificar, enquanto que as técnicas no dominio da frequéncia conduzem a melhores
resultados quando é limitado o nimero de modos de vibragio a identificar, bem como a gama
de frequéncias a que correspondem. O principal inconveniente da identificagdo no dominio
do tempo est4 em que s6 se podem identificar modos de vibragdo na gama de frequéncias
seleccionada para anilise, ndo sendo igualmente possivel tomar em consideragdo os efeitos
residuais dos modos de vibragdo localizados fora daquele intervalo.

Pela natureza dos problemas estudados no 4mbito da Engenharia Civil e ainda pelo
facto de a identifica¢do no dominio da frequéncia ser um processo de mais ficil interpretagio
do ponto de vista fisico, optou-se neste trabalho exclusivamente pela abordagem em
frequéncia.
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Considera-se no entanto que serd desejavel no futuro, com vista a uma melhor
exploragio das capacidades dos diversos algoritmos de identifica¢do, realizar também uma
incursao nos métodos de identificagdo baseados em abordagens no dominio do tempo.

5.1.2 - Modelo directo, modelo modal ou modelo modal baseado numa formulagao de
estado

A resposta dinidmica de uma estrutura pode ser determinada através de modelos
directos, modelos modais ou de modelos modais baseados numa formulagao de estado.

Os modelos directos, conducentes as chamadas técnicas directas de identificacao,
baseiam-se nas equagdes diferenciais do movimento de uma estrutura, constituindo a
identificagdo dos seus pardmetros na estimagio dos coeficientes constantes (para sistemas
lineares e invariantes no tempo) dessas equagdes diferenciais.

Os métodos directos de identificacdo de pardmetros podem ser aplicados no dominio
do tempo, através da aproximagio de cada equagéo diferencial de 22 ordem por uma equagio
as diferencas, onde intervém as séries de entrada e saida no sistema, ou entdo no dominio da
frequéncia, situagio em que a relagdo entrada-saida toma a forma de um cociente de
polinémios [82].

Mais correntemente utilizados sao os modelos modais, em que a resposta dindmica do
sistemna é construida comegando por desligar as N equagdes diferenciais de 22 ordem a custa
de uma adequada transformagio de coordenadas e efectuando de seguida uma combinagio
linear das solugdes relativas as equagdes desacopladas, nas quais intervém os chamados
parémetros modais (frequéncias naturais, coeficientes de amortecimento e modos de
vibragdo), cujo significado é bem conhecido.

A identificaciio dos pardmetros modais, que pode ser realizada tanto no dominio do
tempo, como no dominio da frequéncia, é efectuada através de um ajuste (curve-fit) entre as
IRF ou FRF obtidas por via experimental, respectivamente, e as correspondentes solugoes
tedricas resultantes das hip6teses admitidas para o funcionamento estrutural.

Umaterceira forma de abordagem consiste na descri¢do do comportamento da estrutura
através da evolugdo de um conjunto de varidveis caracteristicas, designadas por varidveis de
estado, que permitem transformar o sistema de N equagdes diferenciais de 22 ordem num
sistema de 2N equagdes diferenciais de 12 ordem.
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Estas 2N equagoes podem também ser desacopladas mediante a introdugdo de uma
transformagio de coordenadas semelhante a utilizada na formula¢do modal cléssica, dando
origem a novas fung¢des de resposta em frequéncia sobre as quais se apoiam as técnicas de
identificacdo.

5.1.3 - Sistemas de 1 ou N graus de liberdade

Quando a caracterizag¢do de uma estrutura é feita através do modelo modal, a resposta
a uma ac¢io dinidmica qualquer é determinada, como referido em 5.1.2, através da
sobreposi¢io das diversas contribui¢des modais.

Verifica-se no entanto que, se as frequéncias do sistema estiverem bem separadas, a
contribui¢do do conjunto de modos nao-ressonantes, na vizinhanga de uma frequéncia de
ressonéncia, é muito pequena, podendo ser desprezada. Pode entdo modelar-se a resposta
do sistema junto de cada frequéncia natural através de um sistema de um grau de liberdade.
As técnicas de identificacdo de parametros modais que utilizam esta hipétese sdo designadas
por técnicas de 1 grau de liberdade (single-degree of freedom techniques - SDOF).

Acontece contudo que estas técnicas ndo sdovalidas nas situagoes em que as frequéncias
de ressonincia se encontram bastante préximas, como sucede vulgarmente em diversos tipos
de estruturas.

Os métodos desenvolvidos para aplicacdo a sistemas mais complexos sdo designados
por métodos de N graus de liberdade (multi-degree of freedom techniques - MDOF),
constituindo usualmente processos iterativos onde sdo utilizados como valores iniciais 0s
parametros extraidos através da aplicacio de métodos de 1 grau de liberdade.

Refere-se ainda que, se se optar por uma abordagem no dominio do tempo, apenas
poderido ser empregues métodos de N graus de liberdade, a2 semelhanga do que acontece
quando a identificagdo é realizada por via directa, independentemente de esta se processar
no dominio do tempo ou da frequéncia.

5.14 - Estimativas locais ou globais

As técnicas de identificacio podem ser designadas por locais ou globais, conforme
conduzam a estimativas locais, através da andlise individual de cada FRF ou IRF, ou a
estimativas globais, realizadas através da anélise de um conjunto de FRF ou IRF, obtido para
diversos pontos instrumentados da estrutura.
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No primeiro caso, obtém-se um conjunto de estimativas dos parametros identificados
através de cada FRF ou IRF, resultando os valores finais adoptados daqueles parametros do
clculo de uma média ponderada e do correspondente desvio-padrao dos valores encontrados
mediante cada andlise individual.

Aaplicagao de técnicas globais de identificagdo tem a vantagem de produzir um conjunto
de parametros que, em principio, caracterizam melhor o comportamento global da estrutura.
No entanto, alguns desvios existentes entre os valores da mesma frequéncia natural nos
diferentes registos obtidos podem conduzir a erros relativamente grosseiros, ao introduzir
simultaneamente um conjunto de IRF ou FRF no algoritmo de identificacio.

5.1.5 - Sistemas de entrada simples ou miiltipla

No processo de recolha de sinais com vista a identificagdo de pardmetros modais em
sistemas estruturais, a excitagdo pode ser aplicada em apenas um ponto, ou simultaneamente
em VArios pontos.

Reconhece-se actualmente que é conveniente, na pratica, a excitagdo simultdnea de
vérios pontos da estrutura, com vista a distribuir o mais possivel a energia que lhe € aplicada,
mobilizando dessa forma em maior grau os seus modos de vibragdo. Este aspecto é
particularmente relevante para estruturas de grande porte e, embora a sua concretiza¢ao nem
sempre possa ser levada a efeito, pelas elevadas exigéncias de equipamento e de montagem
que em muito podem onerar os ensaios, proporciona normalmente excelentes estimativas
dos pardmetros identificados, particularmente quando em combinag¢do com esta forma de
excitagdo se recorre a aplicagdo de técnicas de identificagdo globais.

Mais generalizada, por mera questdo de simplicidade, estd porém a utilizagio de apenas
uma fonte de excitagio (sistemas de entrada Gnica).

5.1.6 - Classificagao das técnicas de identificagio de sistemas

Neste ponto é apresentada uma possivel classificagdo das técnicas de identificagdo de
sistemas mais conhecidas, baseada no conjunto de conceitos apresentados de 5.1.1 a 5.1.5.

Genericamente, as técnicas de identificacdo de sistemas sdo divididas em dois grandes
grupos, conforme se utilize uma abordagem no dominio do tempo ou da frequéncia. Em
qualquer dos casos a estimagdo dos parimetros pode ser efectuada por via directa, usando
as equagdes diferenciais do movimento, ou indirecta, através de formulagées modais.
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Conforme referido em 5.1.3, a aproximagdo por sistemas de 1 grau de liberdade (SDOF)
s6 pode ser realizada no dominio da frequéncia para formulagées modais.

Por fim, € possivel classificar as técnicas de identificagdo de acordo com a sua aplica¢io
a sistemas de entrada simples (single-input) ou de entrada miltipla (multi-input) e ainda
consoante a sua aplicacio seja efectuada localmente a cada IRF ou FRF (single-output) ou
globalmente a cada conjunto de IRF ou FRF (multi-output). As combinagées possiveis sdo
entdo, para as técnicas indirectas: '

- as correspondentes a sistemas com uma entrada e uma saida (SISO -
single-input-single-output), constituindo os métodos de mais simples aplicagdo,
dos quais se destacam o método da amplitude de pico e o método do "circle fit";

- as correspondentes a sistemas com uma entrada e vérias saidas (SIMO -
single-input-multi-output), constituindo métodos substancialmente mais
potentes do que os SISO, embora de aplicagdo mais morosa;

- as correspondentes a sistemas com vérias entradas e saidas (MIMO -
multi-input-multi-output), também designadas por "Polyreference methods" que,
dotadas de maior generalidade, conduzem normalmente a parAmetros de maior
qualidade do que as restantes, embora possam envolver um processo iterativo
moroso e algumas dificuldades de convergéncia;

Para as técnicas directas, apenas podem ser utilizados os métodos SISO ou MIMO.

AFigura5.lilustraa classificagio aquiapresentada, sendo possivel encontrar no Quadro
5.1 uma caracterizagio de alguns dos métodos de identificagdo existentes.

TECNICAS DE IDENTIFICACAO

DE SISTEMAS
DOMINIO DO TEMPO DOMINIO DA FREQUENCIA
! l I"_' l_l
TECNICAS TECNICAS TECNICAS
DIRECTAS Ib%f@g'?ﬁs DIRECTAS INDIRECTAS
| | | — L=
MDOF MDOF MDOF SDOF MDOF
SISO SISO
SISO SISO SISO SIMO
MIMO ﬁ%% MIMO SiMo

Figura 5.1 - Classificacio de técnicas de identificagdo de sistemas.
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Para apresentagdo neste trabalho seleccionaram-se apenas, como aqui ja foi referido,
os métodos de identificacao que utilizam abordagens no dominio da frequéncia.

Quadro 5.1 - Caracterizagio de alguns métodos de identificagio de sistemas.

Dominio do | Modelo directo SDOF SISO, SIMO
METODO DE IDENTIFICACAO tempo ou ou modelo ou ou
frequéncia modal MDOF MIMO
M¢étodo da amplitude de pico Frequéncia Modal SDOF SISO
Método de "circle fit" Frequéncia Modal SDOF SISO
Método de Dobson Frequéncia Modal SDOF SISO
Método de Mau Frequéncia Modat SDOF SISO
Métodos de minimos quadrados no dominio da| Frequéncia Modal MDOF SISO
frequéncia MIMO
Métodos de polindmios ortogonais Frequéncia Modal MDOF SIMO
MIMO
Método de Ibrahim Tempo Modal MDOF MIMO
Métodos directos (ARMA - autoregressive Tempo Directo MDOF MIMO
moving average)

Ainvestigagao realizada incidiu essencialmente sobre as técnicas de 1 grau de liberdade
e sobre métodos simplificados de N graus de liberdade baseados nos métodos de 1 grau de
liberdade, tendo sido desenvolvidos programas de cilculo automético para técnicas que
constituem variacdes dos seguintes métodos:

amplitude de pico;
"circle fit";

Dobson;
- Mau.

Pelo facto de ter sido utilizado nas aplicagbes priticas um outro programa (programa
MODHAN) baseado no método dos polinémios ortogonais, apresenta-se ainda uma descrigdo
da formulagdo utilizada na sua elaboragao.

Atendendo a que o conjunto de métodos mencionados utiliza uma abordagem no
dominio da frequéncia, baseada em algumas particularidades das fungbes de resposta em
frequéncia, realiza-se primariamente uma descrigdo dessas propriedades.
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5.2 - FUNCOES DE RESPOSTA EM FREQUENCIA. PROPRIEDADES

As relagdes excitagdo-resposta estabelecidas no Capitulo 2 para sistemas lineares
invariantes no tempo conduziram a sua caracterizagdo no dominio da frequéncia através de
uma matriz de fungdes de resposta em frequéncia cujos elementos se podem exprimir, na
hipétese de o amortecimento ser do tipo proporcional viscoso, em fung¢io das componentes
dos modos de vibragio nao amortecidos do sistema, pela relagéo (2.29) que aqui se transcreve,

N (d)i)k'(q)j)k
Hij(w)= kZ (

L (wE-w?)+i(25w,w)

(5.1)

ou, no caso mais geral, através da relagdo (2.46), estabelecida através de uma formulagdo de
estado, cuja expressao €

(5.2)

N N (. N rm 2
()= [(w.)k ()i, (Wi (‘P;)k]

= (lw=ay) (iw-ay)

onde se fazem intervir os modos de vibragio complexos do sistema amortecido.

Tal como foram definidas, as expressdes (5.1) € (5.2) traduzem a relagao no dominio
da frequéncia w entre a resposta do sistema segundo o grau de liberdade i, expressa em
termos de deslocamentos, e a forga aplicada em correspondéncia com o grau de liberdade j,
recebendo por vezes a designagao de Receptdncia do sistema.

E possivel, no entanto, se se atender & propriedade da derivagio no dominio da
frequéncia (v. 4.2.2.2), definir duas outras formas para a fungio de resposta em frequéncia,
uma das quais através da expressdo da resposta em velocidade, normalmente designada por
Mobilidade e representada por Y ;;(w) e a outra, através da expressdo da resposta em
aceleragdo, vulgarmente chamada de Inertancia (ou Acelerancia) e sendo representada por
Aij(w).

A Mobilidade vem entdo expressa por

N iw(¢i)k'(¢j)k

yi,-(w)=k;(wi_wz)+i(2§kwkw) (5.3)
ou por
v Tw), (v, (w.-)i-(w,):]
Y., = + S.4
y () kz:llw[ (iw-ay) (iw-aj) &

consoante a formulagdo utilizada.

Da mesma forma, a Inertdncia é dada por
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N w9, (0,),
Ay (w) = . (5.5
A L T @) (5:5)
ou
o (W) (W) (W) (W)
4 = 2 i/ il MYk ilk .
Y ,;w [ (iw-ay) (iw-ay) } (5.6)

Embora seja teoricamente indiferente a carac:erizagio de um sistema por qualquer dos
trés tipos de fungdes mencionadas, realga-se que ha vantagem em usar, nos problemas que
envolvam estruturas no ambito da Engenharia Civil, fungées de resposta em frequéncia em
que a resposta venha expressa em deslocamentos. De facto, os sinais cothidos neste tipo de
estruturas apresentam tipicamente uma composi¢ao espectral envolvendo frequéncias de
interesse muito baixas, e, por outro lado, a utilizagdo da receptédnciz na caracterizagéo da
FRF conduz a uma amplificagdo das ordenadas espectrais dessas frequéncias relativamente
as ordenadas nas frequéncias mais elevadas (fundamentalmente provenientes de ruido
presente no sinal), por comparagdo com as ordenadas espectrais decorrentes da
caracterizagdo da FRF através da Mobilidade ou da Inertancia.

Sublinha-se contudo que, para além de nem sempre compensar a operagio de integracao
ou dupla integragio, necesséria quando se utilizam na amostragem do sinal transdutores de
velocidade ou de aceleragdo, a mobilidade, ¥ ;;(w), e ainertdncia, A,;(w), possuem certas
propriedades que adiante serdo referidas, e que podem tornar a sua utilizagio preferencial

em determinadas circunstancias.
No que respeita 2 visualizagio das FRF, refere-se que, dado o seu cardcter complexo,

uma representagio completa englobando as 3 varidveis intervenientes ¢ realizada,
normalmente, através de dois gréficos bidimensionais.

Sio as seguintes as representagdes mais conhecidas:
- Representagio de Bode:

Consiste na apresentagdo de dois grificos em que se tomam para abcissas
frequéncias e para ordenadas a amplitude da FRF e a respectiva fase. Exemplos
desta representagio sdo os que dizem respeito as Figuras 5.2, 5.4 e 5.6, onde se
pode observar uma FRF associada a um sistema de dois graus de liberdade, com
frequéncias naturais de 6,7Hz e 17,5Hz e coeficientes de amortecimento de 2%
e 4%, expressa em termos de Receptdncia, Mobilidade e Inertancia,
respectivamente.
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Nesta representagio é também usual utilizar escalas logaritmicas para a |
frequéncia e para a amplitude com a vantagem de, por um lado, ser possivel
descrever num grafico de dimensoes aceitéveis a composicao espectral de sinais
com contetido numa larga banda de frequéncias e de, por outro, vir atenuada a
desproporgio, por vezes muito elevada, entre ordenadas espectrais na vizinhanga
de diferentes frequéncias de ressondncia, o que se deve tanto & distinta
contribuicio dos modos de vibragdo em correspondéncia para a composic¢do do
sinal, como aos valores dos coeficientes de amortecimento que lhes estao
associados.

Repare-se que, atendendo a que nos problemas estudados no ambito da
Engenharia Civil a gama de frequéncias de interesse envolvida € normalmente
muito baixa, torna-se essencialmente Gtil uma répresentagéo logaritmica em
ordenadas. As Figuras 5.3, 5.5 e 5.7 ilustram esta forma de representagao para
o exemplo dado, segundo cada uma das trés formas de FRF referidas;

- Representagio Co-Quad:

Consiste na utilizagdo de dois graficos onde as abcissas sdo também frequéncias,
sendo as ordenadas a parte real da FRF e a correspondente parte imagindria,
ou seja a parcela em fase da resposta (também designada por parcela da resposta
coincidente)auma forga unitéria sinusoidal e a parcela da resposta em quadratura
aessa forga, respectivamente. Nas Figuras 5.8,5.10 ¢ 5.12 evidencia-se a aplicag¢ao
deste formato 2 FRF acima mencionada, para as fungdes H;(w),Y ;(w) e
Agj(w);
- Representagdo de Nyquist:

Baseia-se na utilizagio de um tnico gréfico em que o eixo das abcissas € 0 eixo
das ordenadas descrevem a parte real e a parte imagindria da FREF,
respectivamente, sendo necessédria uma caracterizag¢do simultinea da frequéncia
associada a cada ponto.

As Figuras 5.9, 5.11 e 5.13 exemplificam a representagdo de Nyquist para cada
uma das formas da FRF tomadas como exemplo.

Cada uma das representagdes mencionadas e ilustradas possui um conjunto de
particularidades que se passam a descrever e que constituem afinal a base das técnicas de
identificagdo de parimetros modais correntemente utilizadas.
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150+
100+
50

0
.50.
-10C+
-1 50.

20585 10 15 20 25 30 35 40 45 50

FASE (grau)

0.0003

0.00025-

F1= 67Hz;{=2%
F2 = 17.5Hz;§= 4%

0.000154

AMPLITUDE (m/kN)

0.00014

5E-05-
0O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
FREQUENCIA (Hz)

Figura 5.2 - Representacio de Bode para uma FRF expressa através da relagio deslocamento/forca.
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Figura 53 - Representagio em escala logaritmica da amplitude de uma FRF expressa através da relagdo
deslocamento/forga.
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FASE (grau)
i

205570 15 20 25 30 35 40 45 50
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AMPLITUDE (m/(s.kN))

6 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
FREQUENCIA (Hz)

Figura 5.4 - Representacio de Bode para uma FRF expressa através da relagio velocidade/forga.
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Figura 5.5 - Representacio em escala logaritmica da amplitude de uma FRF expressa através da relagio
velocidade/forga.
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Figura 5.6 - Representagio de Bode para uma FRF expressa através da relagido aceleragio/forga.
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Figura 5.7 - Representagio em escala logaritmica da amplitude de uma FRF expressa através da relagio
aceleragiao/forca.
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Figura 5.8 - Representa¢io Co-Quad para uma FRF expressa através da relagio deslocamento/forga.
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Figura 5.9 - Representacio de Nyquist para uma FRF expressa através da relagio deslocamento/forga.
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Figura 5.10 - Representagio Co-Quad para uma FRF expressa através da relacio velocidade/forca.
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Figura 5.11 - Representacio de Nyquist para uma FRF expressa através da relagio velocidade/forca.
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Figura 5.12 - Representacio Co-Quad para uma FRF expressa através da relagdo aceleragio/forga.
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Figura 5.13 - Representagido de Nyquist para uma FRF expressa através da relagdo aceleracio/forga.
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a) Representagio de Bode

a.1) A amplitude da fungdo de resposta em frequéncia relativa a um sistema
linear de 1 grau de liberdade assume um valor maximo parauma frequéncia
Wy Proxima da frequéncia natural w, constituindo uma aproximagao
aceitdvel supor que, para sistemas com baixos coeficientes de
amortecimento (£, < 10%), asressonincias correspondem efectivamente
aos maximos da FRF.

Com efeito, tomando por base a expressdo de uma FRF de um sistema de
1 grau de liberdade (v. equagdo (5.1)), obtém-se

(Ai;)

H (w)|=
[ ) [(w?-w?)?+ (28 w,w)?]

(5.7)

172

sendo (A;),=($:)."(9;), , ocorrendo o maximo desta fun¢do para

wmxk=ka I—ZEiv

Como se pode observar nas Figuras 5.2 a 5.6, o valor do coeficiente de
amortecimento afecta significativamente a forma da FRF junto das
ressondncias, originando variagoes tanto mais suaves quanto mais elevado
for.

Verifica-se além disso, como alids tinha sido antes mencionado, que a
importancia dos modos de frequéncia elevada relativamente aos modos de
baixa frequéncia é progressivamente mais acentuada quando se exprime a
FRF através da fun¢io Mobilidade ou através da fungao Inertdncia, o que
se deve ao facto de arelagdo entre as fungdes H;;(w)e Y ;(w)ouY,;(w)
e A;;(w) se estabelecer pelo factor iw (v. equagoes (5.3) a (5.6)).

a.2) Na proximidade de uma frequéncia natural de um sistema linear de um
grau de liberdade, a fase tem uma evolugdo que € sempre decrescente,
baixando abruptamente junto dessa frequéncia de 180° (v. Figuras 5.2, 54
e 5.6). Como se pode observar ainda nessas figuras, quanto mais elevado
é o coeficiente de amortecimento, mais suave é essa transi¢io.

Na verdade, se se considerar, por exemplo, a recepténcia H;;(w) de um

sistema de um grau de liberdade, a fase em correspondéncia com a
frequéncia w é definida por

~2§kp) (5.8)

=atan
¢ (l-p2
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emque p=w/w; e w; éafrequéncia natural do sistema, expressa em
rad/s.

A primeira derivada da fase em ordem a frequéncia € dada por
ag -25,w, (1+p?)
dw (1-p?)*+(25.p)°

constatando-se pois que d¢/dw assume valores sempre negativos,

(5.9)

independentemente do valor da frequéncia w. E possivel, além disso,
determinar os valores das frequéncias para os quais d¢/dw €é maximo
em valor absoluto. Derivando (5.9) em ordem a w, vem

i(@)z4§kw§p[p“+2p2+(4§2-3)] (5.10)
dw\ dw [(1-p*)*+(25:p)°T
e, anulando a derivada, tem-se que

ade)_ 2 _ e

dw(dw) 0 e p 1224 1-§2 (5.11)

Pode entdo concluir-se que, para baixos coeficientes de amortecimento, a
variagio da fase é maxima junto da ressondncia. Por dltimo, a andlise dos
limites para que tende ¢ 2 esquerda e a direita da frequéncia natural
permite constatar ser de 180° o decréscimo da fase na passagem por uma
frequéncia natural.

Note-se que, em sistemas de miiltiplos graus de liberdade, esta conclusao,
bem como a referida em a.1) sdo em geral validas para a vizinhanga de
cada ressonancia, podendo no entanto ser perturbadas pela existéncia de
coeficientes de amortecimento elevados ou de acoplamento modal
significativo.

Em sistemas de miltiplos graus de liberdade, as FRF associadas a cada
grau de liberdade, ou melhor, relacionando a resposta segundo esse grau
de liberdade com a forga aplicada em correspondéncia com essa mesma
coordenada, quando representadas a escala logaritmica em termos de
amplitude vs frequéncia, evidenciam um minimo entre cada duas
ressondncias. Este minimo, designado por anti-ressondncia, tem ainda a
particularidade de ocorrer com uma alteragdo da concavidade da curva,
como ilustram as Figuras 5.3, 5.5 e 5.7.
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J4 no caso de FRF cruzadas, ou seja, relacionando a resposta segundo um
dado grau de liberdade e a forga aplicada em correspondéncia cotn outra
coordenada, a ocorréncia de um minimo entre duas ressonancias nio se
faz necessariamente acompanhar de uma alteracdo da concavidade da
curva. Exemplo disso é o apresentado na Figura 5.14, dizendo respeito a

amplitude da receptancia H »(w) do sistema de dois graus de liberdade
j4 anteriormente considerado.

Este aspecto estd relacionado com os sinais das constantes modais
(Ai)e= (9, (9,), em correspondéncia com cada grau de liberdade e
pode facilmente ser identificado analisando a evolugao da FRF entre cada
par de ressonancias.

0.001
| — FRF completa
0.00013 — contribuicdes modais
3 individuais

1E-053

A4 411)

AMPLITUDE (m/kN)

-t
m
3

LA A 4dli

18073 10 20 30 40
FREQUENCIA (H2)

Figura 5.14 - Representagio em escala logaritmica da amplitude de uma FRF cruzada, expressa através da relagdo
deslocamento/forga.

b) Representagio Co-Quad

b.1) Em sistemas de um grau de liberdade verifica-se que, sobre uma
ressondncia, a parte real da Receptdncia anula-se, enquanto que a parte
imagin4ria assume um valor préximo do minimo.

Com efeito, tomando N = 1 na equagio (5.1), a receptincia A ;;(w) pode
ser definida através da suas partes real e imagindria, dadas por

(Au)k(wf‘wz)

Re[H ,(w)]=
e[ ll(w)] (wg_w2)2+(22kwkw)‘2

(5.12)
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—2(Ai) 8w

(wi-w?)?+ (25w w)?

Im[H,;;(w)]= (5.13)

com Ai,'=(¢i)k°(¢i)k'

No que respeita a verificagio do anulamento da parte real de H;;(w) junto

da ressonancia do sistema, a equagao (5.12) € por si conclusiva. Quanto &
ocorréncia de um minimo de /m[H ;]1, a condi¢do de estacionaridade é
dada por

olm{H;(w)] _ 2w, [3w* - 2wiw? (1 - 288) ~wi] _

0 (5.14)
ow [(w2-w?)?+(25,ww)?]
0 que acontece para
, wi(1-282)+2wi1+8}-&2
w?= (5.15)

3
Para valores baixos do coeficiente de amortecimento §,, pode aceitar-se

que w?=w} e, portanto, que o extremo (minimo) da parte imaginaria da
receptincia ocorre sobre a ressondncia do sistema.

Note-se ainda que, atendendo a que a mobilidade é uma fungéo que se
apresenta desfasada de 90° relativamente a receptancia, as conclusoes
extraidas para a parte real da segunda sdo agora vilidas para a parte
imagindria da primeira, enquanto que as relativas a sua parte imaginaria
sdo aplicdveis a parte real da mobilidade, embora com inversdo do sentido
do extremo. Verifica-se no entanto que, independentemente do valor do
amortecimento, a frequéncia para a qual Re[Y;;(w)] assume valor
extremo coincide exactamente com a frequéncia natural do sistema.

Estas conclusoes podem também transpor-se para a Inertdncia A;;(w),

atendendo ao seu atraso de fase de 180° relativamente 4 Receptdncia
H;(w), havendo no entanto uma inversdo dos sinais das partes real e
imagindria relativamente aos correspondentes a fun¢ao H;(w).

b.2) Em sistemas de um grau de liberdade, a parte real da recepténcia atinge

dois extremos de sinais contrdrios, em frequéncias localizadas,
respectivamente, antes e¢ depois da ressondncia. Essas frequéncias
correspondem aproximadamente aos pontos de meia poténcia de H,;(w)
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Os pontos de meia poténcia de uma fungdo de resposta em frequéncia séo,
como se sabe, definidos pelos valores das frequéncias para as quais o
quadrado da amplitude da FRF é de metade do seu valor maximo.

Para a receptincia H;(w) de um sistema, cujo maximo do quadrado da

amplitude ocorre a frequéncia w=w,/ J1-282 evale

(A
|H;(w)|%,, = ——— (5.16)
e 4ER(1-8D)
os pontos de meia poténcia sdo dados por
w2(1-282)+ 25, wiy 1 -&§
w? = i ( €x) Ex Wi Ek (5.17)

1-8EF+ 8
Por sua vez, tomando a parte real Re[H;(w)], a determinagdo dos

extremos de sinal contrdrio na vizinhanga da ressonincia conduz as

frequéncias
nd. e w nd. (5.18)
Wy = == =— :
J1-28, R
para as quais se tem
(Aij): (Ai))i
|H ()2 = e e |Hy(wy|? = o (5.19)
! 8EZ(1-§x) jCsl BEZ(1+5y)

valores que, para baixos coeficientes de amortecimento &y, se podem

considerar coincidentes com a amplitude de meia poténcia da FRF.

Esta conclusdo pode ser generalizada 2 parte imaginaria da Mobilidade,
Im[Y ;(w)] e A parte real da Inertdncia, Re[A:;(w)], atendendo mais
uma vez 2 relagio verificada entre Receptdncia, Mobilidade e Inertancia.

Conviré realcar que, em sistemas de miltiplos graus de liberdade as
propriedades enunciadas em b.1) e b.2) s6 se verificam se os modos de
vibragio estiverem suficientemente afastados de forma a que, na
vizinhanca de uma frequéncia natural, o contributo dos restantes modos
de vibragdo possa ser entendido como aproximadameﬁte constante. E esta
situagdo que se verifica para o exemplo apresentado nas Figuras 5.2 a 5.14,
correspondente a um sistema de 2 graus de liberdade.
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¢) Representacio de Nyquist

¢.1) Em sistemas de um grau de liberdade os pontos representativos da
Receptancia localizam-se aproximadamente sobre uma circunferéncia de
centro Cp=(0,-(Ay),/(45,w?)) eraio Ry =(Ay),/(45w5).

Mais uma vez é possivel verificar idéntica propriedade para a Mobilidade
e Inertdncia, sendo para a primeira o centro dado por
Cy=((A)/(4E,w;),.0) eoraiopor Ry=(A;;),/(48,wi) e, para
atultima o centro C , = (0, (A;),/(4%,)) eoraio R, =(A;;),/(48,).

E possivel verificar além disso que, sendo o modelo de amortecimento
utilizado proporcional e viscoso, todos os pontos da funcao Mobilidade se
localizam exactamente sobre a circunferéncia de centro Cy e raio Ry.
Com efeito, nesse caso as partes real e imagindria desta fun¢do podem
escrever-se na forma

ngwsz(/lij)k

Re[Y (w)]= 5.20
[(wi-w?)?+ (28,wiw)?] (5:20)
w(wf_wz)(/lij)k
Im[Y ;. = 21
e e 2ty (52D
pelo que
<R.[Y.,(W)]-i—2:%} +{Im[Y ,;(w)]}* =

_(A,)2,{{B&wiwz—(w‘:‘—uﬂ)z—(zskwku}f}z+ 16gtwiut(wi-w?)?® |
o [(wi-w?)?+ (25,ww)?] [(w-w?)?+ (25w w)?]’

(42
= > 2=Ry
165 wi

(5.22)

o0 que comprova a afirmagao feita.

Verifica-se ainda que o afastamento das curvas obtidas através da
representacdo de Nyquist para a Receptancia e Inertancia relativamente as
circunferéncias com centros e raios anteriormente indicados é pequeno
paravalores baixos do coeficiente de amortecimento do sistema, crescendo
com o aumento de &,.

Em sistemas de multiplos graus de liberdade com frequéncias naturais bem
separadas pode admitir-se que a aproximagdo por circunferéncias das
curvas representativas das FRF é vdlida na vizinhanga de cada ressonéncia,
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jA4 que nessa zona a contribuigio dos modos ndo-ressonantes €
aproximadamente constante (Figuras 5.9, 5.11 e 5.13). Note-se contudo que
o contributo desses modos é responsdvel por pequenas translacgdes e
rotagdes no plano complexo, relativamente as circunferéncias definidas por
sistemas equivalentes de 1 grau de liberdade.

¢.2) Os pontos de meia poténcia w, e w, da FRF de um sistema de 1 grau

de liberdade sdo os extremos de um didmetro do circulo modal
correspondente 2 representacdo de Nyquist.

Esta afirmacio é exacta para a representacio da Mobilidade associada a
um sistema de 1 grau de liberdade, constituindo no entanto uma boa
aproximagio para as restantes representagbes se o coeficiente de
amortecimento ndo for muito elevado, e para sistemas de N graus de
liberdade se a interferéncia modal ndo for significativa.

A comprovagdo desta propriedade pode fazer-se por simples observagio
da Figura 5.15, onde se representa a Mobilidade de um sistema de 1 grau
de liberdade.

Im{Yijlw)

RefYij{e))

Figura 5.15 - Pontos de meia-poténcia da Mobilidade Y ;.

¢.3) A variagio do 4ngulo ao centro formado a partir de pontos consecutivos
da FRF igualmente espagados em frequéncia é méxima na vizinhanga de
uma ressondncia do sistema.
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A comprovagio desta propriedade pode obter-se, tendo em conta que a
variagio do 4ngulo ao centro definida € igual a 2 vezes a variagdo de fase
entre pontos igualmente espagados em frequéncia de uma FRF, cuja
evolugdo em frequéncia foi j4 analisada em a.2).

Este efeito é facilmente identificavel nas Figuras 5.9, 5.11 ¢ 5.13, onde estao
representados e unidos por segmentos de recta os valores da Receptancia,
Mobilidade e Inertdncia de uma das FRF de um sistema de dois graus de
liberdade, para frequéncias igualmente espagadas.

5.3 - TECNICAS DE IDENTIFICACAO DE PARAMETROS MODAIS
5.3.1 - Métodos de 1 grau de liberdade

Sdo os mais simples de entre todos os métodos de identificacdo de parametros modais
em estruturas, na medida em que se baseiam no ajuste de apenas uma parte da funcdo de
resposta em frequéncia a curva tedrica adoptada.

E possivel encontrar na literatura especializada uma enorme variedade de métodos de
1 grau de liberdade, muitos dos quais constituem meras variagoes relativas a métodos
anteriormente desenvolvidos. A hipdtese comum a estas técnicas € a de, na vizinhanga de
uma ressonancia, a resposta dindmica de uma estrutura ser dominada pela contribui¢io do
modo ressonante. As diferencas encontram-se, em particular, na forma como € aproximada
a contribuigdo dos restantes modos na vizinhanga de cada ressondncia, na forma escolhida
pararepresentar a FRF e no niimero de pontos adoptados no ajuste de cada modo de vibragdo.

5.3.1.1 - Método da amplitude de pico

E porventura o mais antigo e também um dos mais utilizados métodos de Identificagao
de Sistemas, recebendo na nomenclatura anglo-americana a designa¢do corrente de
"peak-picking method".

A sua formulagio [43] baseia-se na assung¢do de que € nula a contribui¢ao dos modos
nio-ressonantes na vizinhanga de cada ressonéncia, sendo entdo possivel substituir nessazona
a FRF em estudo pela FRF de um sistema equivalente de 1 grau de liberdade, cuja frequéncia
natural e coeficiente de amortecimento coincidem com os correspondentes pardmetros do
modo de vibragdo em questao (Figura 5.16).
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Figura 5.16 - Método da amplitude de pico: aproximacdo pela Receptdncia de um sistema de 1 grau de liberdade
equivalente na vizinhanga da ressonincia em estudo.

A Receptancia, H ;;(w), passa a ser definida na proximidade de cada frequéncia natural

we =21 f, por

CHMICIHN

(wi-w?)+i(25,wiw)

H,(w)= (5.23)

Como foi visto em 5.2, esta fungio tem um méximo da amplitude sobre uma frequéncia
aproximadamente coincidente com w, facto que € alids confirmado pela Figura 5.17.a), na
qual se representauma FRF de umsistema com 4 graus de liberdade, com frequéncias naturais
de 3,8, 10,8, 16,6 e 20,4Hz e coeficientes de amortecimento modais de 2%, 3%, 4% ¢ 5%,
respectivamente, podendo observar-se que o desvio entre as abcissas correspondentes ao
méaximo da amplitude e 2 frequéncia natural é muito pequeno para coeficientes de
amortecimento inferiores a 5%.

Usando esta propriedade, a estimagio dos pardmetros dindmicos associados a cada
modo de vibragio passa a ser realizada nas seguintes etapas:

a) - Determinam-se as abcissas de todos os picos da amplitude da FRF a estudar,
utilizando para tal a representagdo de Bode. Estas abcissas constituem as
estimativas das frequéncias de ressonéncia do sistema wy ;
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Figura 5.17 - a) Identificacdio das frequéncias de ressondncia do sistema; b) pormenor relativo a extracgio do
coeficiente de amortecimento modal.

b) - Calculam-se os coeficientes de amortecimento em correspondéncia com cada
modo de vibragdo através do método da meia poténcia que, como se sabe [29],
se baseia na determinacio das frequéncias para as quais o quadrado da amplitude
da FRF é igual a metade do seu valor médximo. Ora, atendendo as hip6teses
admitidas, pode dizer-se que este valor é dado por

[(¢i)k - (¢j)k]2
(25,wd)®
sendo os pontos de meia poténcia entdo definidos pelas raizes da equagio

(1H,12) | =|H (w=w,)|*= (5.24)

SHNRICHR f 1 [080):"(9)),]

1
(wi-w)+i2gwaw)| 2 (25wh)’
as quais tomam os seguintes valores

w?=w?(1-282-2¢8,1+52)

¢ (5.26)

wi=w?(1-282+2¢,1+52)

0 que, para valores pequenos de £,(£, < 10%), permite concluir que

(5.25)

2 2 ., 2
wz—wl=4skwk

ou seja, que
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2 2
Wy - Wy Wy~ W,
= S.27
4w? 2wy C )

Il

Ex

Esta expressio ¢ alis exacta quando obtida através da Mobilidade Y ;;(w) do

sistema, independentemente do valor de &.

¢)- Com base nos valores de w, e &, , obtém-se as constantes modais

(Ai)=(0:),-(9;), para cada uma das FRF medidas, bastando para tal
escrever (5.24) na forma

(A2 =2Ewd) (|Hylh) . (5.28)

onde (|Hl¢),.,, €0 valorde pico em correspondéncia com cada frequéncia
wy, para cada uma das FRF determinadas experimentalmente.

Obtém-se entdo para cada w, um conjunto de valores (A1), (A12)ks won

(A1.),,apartir dos quais se extraem as componentes do modo de vibragdo ($),:

(0, = (A 3 (02, = (A1) /(01 iee 3 (00),= (A1), /(01),

(5.29)

Do que foi dito, pode concluir-se que a identificacdo de parametros dindmicos fica
dependente, para cada modo de vibragio, da caracterizagdo de apenas 3 pontos sobre cada
FRF (o ponto de maxima amplitude e os pontos de meia poténcia). Se isto representa,
efectivamente, uma grande simplificagdo no processo de identificagdo de pardmetros modais,
constitui também uma grande limitacéo, porquanto as estimativas obtidas podem ser muito
grosseiras (em especial para os coeficientes de amortecimento), o que pode facilmente
compreender-se tendo em consideragdo os seguintes aspectos:

1- Separagio entre modos de vibragdo:

Se as frequéncias naturais do sistema ndo estiverem convenientemente
separadas, a interferéncia modal resultante pode retirar validade a aproximagdo
em que se baseia 0 método de apenas ser contabilizada a contribui¢do do modo
ressonante. Note-se que, mesmo quando frequéncias consecutivas se encontram
bem separadas, é possivel que a contribuigio de modos laterais tenha algum
significado;
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2 - Resolugio em frequéncia:

Atendendo A necesséria discretizacdo das fungoes espectrais obtidas, a estimativa
de qualquer ponto da FRF (como o ponto de méxima amplitude ou os pontos
de meia poténcia) vem sempre afectada de um erro que € tanto maior, quanto
maior o intervalo A F entre 2 riscas espectrais consecutivas;

3 - Coeficiente de amortecimento:

A questdo da resolugdo em frequéncia ganha particular acuidade quando o
coeficiente de amortecimento modal é muito baixo, situagdo em que os picos da
FRF se tornam bastante agugados e a variagdo da amplitude da FRF entre duas
riscas consecutivas se torna muito elevada na vizinhanga de cada ressonéncia,
sendo por consequéncia também essa a zona onde 0s erros das estimativas
espectrais assumem maior significado. Por outro lado, se os coeficientes de
amortecimento modais do sistema forem elevados, entdo a resposta dindmica na
vizinhanga de cada ressonéncia podera vir fortemente afectada por modos de
vibragdo nao-ressonantes, o que contribui também para os erros das estimativas
dos parametros pretendidos.

4 - Modelo de amortecimento:

A aplica¢io do método da amplitude de pico conduz a estimativas reais dos
valores das constantes modais e, consequentemente, dos modos de vibragdo da
estrutura, hipétese que apenas tem validade se o amortecimento do sistema for
do tipo proporcional. Na prética, verifica-se [107] que o amortecimento das
estruturasreais pode ser aproximado sem erros elevados por este modelo quando,
os coeficientes de amortecimento sao baixos (§: <S%)

Em suma, pode afirmar-se que o método da amplitude de pico produz resultados
satisfatérios quando aplicado a sistemas cujo amortecimento € do tipo proporcional, ndo
sendo o seu valor demasiado baixo ou elevado, onde as frequéncias se encontram bem
separadas e para os quais as estimativas da FRF apresentam umaboa resolu¢io emfrequéncia.

A finalizar esta sec¢do, acrescente-se que é possivel, sem um esfor¢o adicional
significativo, melhorar as estimativas obtidas para os pardmetros identificados usando o
método da amplitude de pico. Apresentam-se de seguida algumas sugestoes que podem ser
utilizadas para esse efeito:

1 - Obtengio do pico da FRF por interpolagdo, usando alguns pontos da FRF na
vizinhanga da ressonancia: a qualidade da estimativa da frequéncia w, melhora
substancialmente, mas o valor de pico da FRF ji depende mais fortemente da
fungdo de interpolagio utilizada. Da mesma forma, os pontos de meia poténcia
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podem ser determinados por interpola¢do, usando uma funcdo interpoladora do

mesmo tipo (ou de ordem inferior, visto que, quanto maior a distiacia a

frequéncia de ressonéncia, tanto mais suave € a variagio da FRF e, portanto,
melhor é o ajuste);

AMPLITUDE [H() ) AMPUTUDE [ H( } AMPLITUDE { H(D }

- AMPLITUDE [ H() )

Figura 5.18 - Eliminagéo progressiva dos modos
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estd ilustrado na Figura 35.18,
relativa & Receptdncia H »,(w) do
sistema de 4 graus de liberdade que
tem sido usado para exemplo ao
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No que se refere 2 identificagdo das frequéncias de ressondncia do sistema, estes dois
métodos baseiam-se nos mesmos pressupostos e processam-se de forma idéntica ao método
da amplitude de pico descrito em 5.3.1.1, com a diferenca de recorrerem as propriedades das
FRF expressas através da representagdo Co-Quad (v. secgdo 5.2). Assim, cada frequéncia
natural w, é identificada tendo em conta que, na vizinhang¢a de uma ressonéncia, a parte
real da Receptdncia de um sistema se anula (método da resposta em quadratura), enquanto
que a parte imagindria tem um valor minimo (método da mdxima componente em quadratura).

Por sua vez, no que respeita 2 identificagao de coeficientes de amortecimento modal,
a Gnica diferenca relativamente ao processo ja descrito para o método da amplitude de pico,
diz respeito ao método da resposta em quadratura, onde as frequéncias w, e w:
correspondentes aos pontos de meia poténcia necessdrios para substituicio em (5.27) sao
aproximadamente (conforme foi j& visto em 5.2) as abcissas dos extremos da parte real da
FRF analisada, 2 esquerda e 2 direita da frequéncia do modo de vibragdo em estudo.

Note-se contudo que os valores extraidos para as frequéncias naturais ndo coincidem
exactamente quando se utiliza na identifica¢do um qualquer dos métodos até aqui descritos,
o que facilmente se compreende, se se atender a que as simplificagdes utilizadas na
identificagdo sdo diferentes.

5.3.1.3 - Método do "circle fit"

A formulagdo aqui apresentada engloba ja variadas modificagdes [43, 76, 93, 94, 127]
em relacdo ao método original, designado por método de Kennedy-Pancu, desenvolvido e
publicado em 1947 [75] por estes dois investigadores, com o objectivo de resolver as
dificuldades introduzidas na aplicag¢io do método da amplitude de pico a sistemas em que a
proximidade das frequéncias naturais é responsavel por uma interferéncia modal significativa.

Este método é possivelmente o mais utilizado na anélise modal, consistindo o principio
em que se baseia em admitir que, na vizinhanga de uma ressonancia, a contribui¢do dos modos
nido-ressonantes é independente da frequéncia.

De facto, a expressio (5.3) pode escrever-se na forma

(¢i)k'(¢j)k . N (¢i),,’(¢/),,

(wf-w?)+i(25wew)  ami (Wa-w*)+i(28,w,w)
(nwk) <

Y j(w)=iw- (5.30)

em que k é a ordem do modo de vibragdo em estudo.
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De acordo com o principio enunciado, a expressdo (5.30) podera ser escrita, na
vizinhanga da ressonancia a analisar, sob a forma ‘

ilU’(d),-)k '(d’j)k

Y (w)= (wZ-w?)+i(28,,w,w)

+(By), (5.31)

o que corresponde a substituir a FRF navizinhanca dessa ressonancia pela FRF de umsistema

de 1 grau de liberdade adicionada de um termo (B,;),, constante e complexo.

Tendo a FRF de um sistema de 1 grau de liberdade a forma aproximada de uma
circunferéncia na representagdo de Nyquist, tal corresponde também a afirmar que a FRF
em estudo pode ser caracterizada pela circunferéncia modal do sistema de 1 grau de liberdade
rodada e transladada no plano complexo.

A aproximacio cometida por esta formulagdo é bastante boa para sistemas com
frequéncias bem separadas e coeficientes de amortecimento nao muito elevados. Vejam-se

‘por exemplo as Figuras 5.19 e 5.20, onde se representam separadamente o 19 e 29 termos da

expressdo (5.30) para uma Receptancia, H,(w), ¢ uma Mobilidade, Y 1, (w), do sistema
de 4 graus de liberdade utilizado em exemplos anteriores, fazendo k=1.A representagio
associada ao 19 termo diz respeito a um conjunto de pontos que se localizam aproximada ou
exactamente sobre a circunferéncia modal, consoante a FRF seja expressa em termos de
receptincia ou mobilidade, respectivamente. A representagdo em correspondéncia com o0 22
termo para as frequéncias situadas na vizinhanga da frequéncia de ressondncia (num intervalo
de frequéncias de amplitude superior 2 largura de meia poténcia) €, praticamente, um ponto.

1 1

o 0 &—

o %tbu
o a \

-1 14

1 [a] a
g 2 o z 2 {f=3.5Hz .. {=4.0Hz)
] ° €
= @ I =79
Z Y o g4
Z T 4 = 4+
@ g 1=3.850 Hz a Q 2
IE :E
poo 123,500 Hz E 51
E 61 o o 61

7] =300z 7]

¢ 9 (3,750 Hz
81 -8
11=3.765 Hz
s 4 a3 2 - T2 3 4 5 5 4 3 2 A T2 3 4
PART™ EAL (mvkN) PARTE REAL (mvkN)
(Times 10E-5) (Timee 10E-5)
a) b)

Figura 5.19 - Representagio de Nyquist para uma Receptdncia de um sistema de 4 graus de liberdade:
a) - contribuigio do modo ressonante; b) - contribuigio dos restantes modos.
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Figura 5.20 - Representacio de Nyquist para uma Mobilidade de um sistema de 4 graus de liberdade: a) contribuicio

do modo ressonante; b) - contribui¢io dos restantes modos.

Sem perda de generalidade, as consideragoes realizadas a partir daqui incidirdo sobre
a representagio da FRF sob a forma de mobilidade.

Utilizando o método do "circle fit", dever-se-4 entdo proceder, para cada modo de

vibragido a identificar, ao ajuste por uma circunferéncia na vizinhan¢a da correspondente

frequéncia de ressonéncia. A obten¢do dos parametros modais serd realizada a partir dos

valores estimados das coordenadas do centro e raio dessa circunferéncia modal, utilizando
as suas propriedades, ji discutidas em 5.2.

A sequéncia de passos a seguir para o efeito é, para cada modo de vibragdo, a seguinte:

1-

selec¢do do conjunto de pontos da FRF a utilizar no ajuste da circunferéncia
modal;

ajuste pela circunferéncia modal utilizando, por exemplo, uma técnica de
minimizag¢do por minimos quadrados;

identificagdo da frequéncia de ressonancia, empregando uma das propriedades
da circunferéncia modal relativas a sua localizag¢io;

extrac¢do do coeficiente de amortecimento modal, tendo em conta a estimativa
da frequéncia de ressonéncia e também as propriedades da circunferéncia modal
antes enunciadas;
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5 - determinacdo da constante modal (A;),, tendo por base arelagdoentre (A;;),

e o diametro da circunferéncia modal, bem como as estimativas de w, e &,
obtidas nos pontos 3 ¢ 4.

No que respeita  selecgdo do conjunto de pontos a utilizar no ajuste da circunferéncia
modal, refere-se que had vantagem em escolher o maior niimero possivel de valores na
vizinhanga da frequéncia prépria do modo de vibragdo, contribuindo desse modo para um
melhor ajuste entre os valores medidos e a curva tedrica. Note-se contudo que, a medida que
aumenta a distancia a frequéncia de ressondncia, aumenta também a interferéncia modal,
pelo que os pontos representativos da FRF se afastardo progressivamente da circunferéncia
modal, sendo portanto susceptiveis de introduzir erros na estimagdo dos seus parimetros
(Figura 5.21). Considerando imprescindivel a utilizagdo de pelo menos 6 pontos na vizinhanga
de cada ressondncia, dever-se-4 procurar também que os pontos usados no ajuste de cada
circunferéncia modal descrevam um arco de cerca de 270° [43]. Note-se que nem sempre tal
é possivel, em consequéncia do acoplamento significativo que possa existir com modos de
vibragdo préximos.

Imfyig

Rel]

Figura 5.21 - Importancia da interferéncia dos modos de vibragio no conjunto de pontos a utilizar no ajuste pela
circunferéncia modal.
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Relativamente a esta questdo, realga-se ainda a utilidade de tornar possivel, na
programagio automatica deste método, que o utilizador seleccione criteriosamente os pontos
a usar no ajuste de cada circunferéncia modal, eliminando de imediato certas riscas da FRF
onde visualmente se detectem perturbagdes provenientes de erros de medi¢do ou de ruido
presente no sinal.

Quanto a técnica a utilizar no ajuste por uma circunferéncia modal, € usual a aplicag¢do
de algoritmos de minimiza¢ao do erro quadratico entre as curvas medida e tedrica, diferindo
estes entre si na forma como esse erro € definido.

Basicamente, o ajuste pode ser realizado por 2 vias diferentes, consistindo a primeira
na minimizacao do desvio, medido no plano complexo, entre os pontos seleccionados da FRF
medida e os pontos mais préximos da curva tedrica representada pela circunferéncia modal,
enquanto que a segunda, realizada em duas etapas, consta da minimizac¢do do desvio entre
uma "nuvem" de pontos obtidos como centros de um conjunto de circunferéncias passando
por combinagdes de 3 dos pontos da FRF medida seleccionados e o centro da curva tedrica,
cuja localizagio se pretende determinar, e de uma segunda minimizag¢do do desvio entre os
pontos da FRF utilizados no ajuste e os correspondentes pontos mais proximos da curva
tedrica, quantificando-se desta maneira o respectivo raio.

- Seguindo a primeira das vias apontadas na estimagio dos pardmetros X,,Y o€

R, (coordenadas do centro e raio, respectivamente) da circunferéncia modal, o
erro quadratico serd definido por

E=i{ko-\/(x.-~Xo)2+(y.-—Yo)2]2 (5.32)

t

onde x; e Yy,sdo as coordenadas, no plano complexo, dos n pontos da FRF
medida (Figura 5.22).

A minimizag¢do deste erro conduz a necessidade de resolver um conjunto de 3
equagbes nao-linearesem X,,Y o € Ry, utilizando um processo iterativo [54].
Para evitar este procedimento, susceptivel de tornar muito lento o processo de
identificacdo, foi proposto [127] um critério simplificado de defini¢do do erro
quadrético, £,, através de

Ey= ) ARS-1(xi=Xo)*+ (¥ =Y )*]) (5.33)
i=1
Desenvolvendo (5.33) e fazendo a, = -2Xo,a2=-2Y e az=R3-X5-Y},

vem
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=) {as=(xf+a,x+ay+yDY (5.34)

Exprimindo a condi¢io de minimo do erro E1 através do anulamento das
correspondentes derivadas parciais em ordem a a,,a. e as, obtém-se um
sistema de equagdes lineares na forma

Yx? o Yy xy. -)xi|(a, ~(Y x2+Y xyh)
Sxye 9y: o omyyi K@z =X ~(Qyl+) xiy) )(5.35)
-y X, <)Y on as (Y X2+ v

cuja solugdo permite extrair Xo,Y o € Ro.
Desenvolvendo (5.32) e (5.33), pode concluir-se que £, =4RGE.

Note-se ainda que, pelo facto de as varidveis a,, a, € as Nnao serem

2

independentes, é introduzido um erro adicional na minimizagdo do erro
quadrético. E possivel no entanto verificar [127] que o erro introduzido usando
esta técnica é perfeitamente aceitével.

~~~~~~~ ] RefYij]

Figura 5.22 - Ajuste da circunferéncia modal minimizando o desvio entre pontos da FRF medida e 0s pontos‘mais
préximos da curva teérica. '
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- Usando a 22 via acima descrita para o ajuste da circunferéncia modal, formam-se
grupos de 3 entre os pontos da FRF seleccionados para o ajuste (num total de
n’=C%, combinagoes de n 3 a 3), correspondendo a cada grupo uma
circunferéncia cujas coordenadas do centro se designam por xo: € ¥o:. O erro
quadrético em correspondéncia com as coordenadas X, € Yo do centro da
curva teérica pode entdo ser definido como sendo

n°

E,= Z{[(xoi“xo)z'*'(YOi"Yo)z]

i

(5.36)

1/2}2

AT
//\ n/\\

(Ro)k
v (XoYo)k
\

———
4
e N

4

[HEA
N,
RelYij) e Ly Relvij]

a) b)

Figura 5.23 - Ajuste da circunferéncia modal: a) - minimizando em primeiro lugar a distincia ao centro da curva
teérica da "nuvem" de centros de circunferéncias possiveis e, em segundo, b) - o desvio entre pontos
da FRF medida e os correspondentes pontos mais proximos da curva tedrica.

A minimizag¢do deste erro conduz, aos seguintes valores dos pardmetros X, €
Y 0-

X0=(ano,.>/n’ ; Y0=(2yo,~)/n’ (5.37)
i=l i=

Conhecido o centro Co=(X,,Y o) da circunferéncia modal, o seu raio R, é

estimado minimizando o erro quadratico £ definido através de (5.32), mas em
que R, é o tnico paridmetro a determinar, vindo dado por

R°=[Z\/(x,--Xo)2+(y,~—Yo)2]/n (5.38)
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A comparagio entre o nivel de rigor proporcionado pelas duas vias referidas para a
realizacio do ajuste da circunferéncia modal ndo € facil & partida, podendo contudo
constatar-se que, do ponto de vista pratico, é mais simples a aplicacao da técnica baseada na
minimizacdo das distancias & curva teérica. No programa FITCIR, descrito no Capitulo 6,
destinado 2 identificacio de pardmetros modais através do método do "circle fit", pode
utilizar-se qualquer um dos processos descritos.

1m[Yij]

\_/b) RefYij]

Figura 5.24 - Identificagio da frequéncia de ressonincia: a) - através do ponto de mixima amplitude da
circunferéncia modal; b) - através do ponto de anulamento da parte imaginaria de Y ,;(w);
¢) - através do ponto de maxima parte real de Y, (w); d) - através do ponto de maximo cociente
A8/Aw?,

Efectuando o ajuste pela circunferéncia modal, procede-se a estimagao da frequéncia
de ressondncia w, associada ao modo de vibragio em estudo. Como se disse, podem ser
utilizadas para o efeito quaisquer das seguintes propriedades das FRF:

- sobre uma ressondncia, a amplitude da FRF ¢ aproximadamente igual & maxima:
aidentificacdo de w, reduz-se assim a determinagdo do ponto da circunferéncia
mais distante da origem (Figura 5.24.a));

- sobre uma ressondncia, a parte imaginaria da Mobilidade é aproximadamente

" nula: nesse caso, w, corresponde ao mais afastado (em relagdo a origem) dos
pontos de intersecgdo da circunferéncia modal com o eixo das abcissas (Figura
5.24.b));

- sobre uma ressondncia, a parte real da mobilidade é aproximadamente igual a
méxima, correspondendo neste caso w, aproximadamente ao ponto de maior
abcissa na representacgdo de Nyquist (Figura 5.24.c));
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- sobre uma ressondncia, é aproximadamente maxima a taxa de varrimento do
angulo ao centro 0 coma frequéncia w ou, se se quiser, com w 2. assim, utilizando
o método das diferencas finitas ou o método das diferencas divididas, € possivel
localizar sobre a curva teérica o ponto em correspondéncia com w, (Figura
5.24.d)).

Pode constatar-se todavia que, pelo facto de as propriedades aplicadas envolverem
aproximagcées decorrentes de diferentes simplificagoes, as localizagdes sobre a circunferéncia
modal obtidas para a frequéncia de ressonanciando coincidem. Se, noque respeita a estimagao
do valor de wy , a varia¢do registada‘por aplicagdo dos diferentes critérios referidos nos
pontos a), b), ¢) e d) pode nio ter grande importancia, j4 na estimagdo de §, podem surgir
erros significativos que se repercutem também no valor da constante modal (A;;), -
Considera-se porém usualmente [75] que a localizagdo de w, através da mixima taxa de
variacdo do angulo ao centro com o quadrado da frequéncia, A68/Aw?, é a que conduz a
menores erros. Foi essa a via seguida na realizagdo do programa de célculo automatico

FITCIR e que se passa a desenvolver.

Sabendo que, para o modo de vibragio k, desprezando o termo constante de (5.31), a

fase v em correspondéncia com a frequéncia natural w € dada por

w?-w?
y=atan{ ———— (5.39)
2t ww

e admitindo que a variagio da fase (dupla da variagdo do 4ngulo ao centro 6) com w? ¢é

maxima sobre a ressondncia, tem-se que

d do
dw| dw

equacdo que pode ser aproximada numericamente e resolvida através do método das

diferencas divididas [127]. Para o efeito, partindo também do principio de que os valores da
FRF dizem respeito a riscas igualmente espagadas em frequéncia, pode construir-se o seguinte
quadro, em correspondéncia com a Figura 5.25
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Quadro 5.2 - Diferencas de 12 e 2% ordem em correspondéncia com ©.

.
Ponto Frequéncia ] A® A%9
A wy 0,
A9,
B w, 9, A?g,
Af,
C We 9, A%0,
A0,
D wpy 0, A0,
a0,
E we 0g A0,
AO,
F we O,
Im{Yij]
Im[Yij]

Figura 5.25 - Extracgdo da frequéncia de ressondncia, usando o método das diferengas divididas.

Atendendo & mudanga de sinal de A*9, é possivel localizar sobre a circunferéncia

modal os pontos entre os quais se encontra a frequéncia natural, w, . O valor de w, pode
ser obtido através da férmula de Newton das diferencas divididas, dada por

f(U)=f(vo)"'(U-Uo)f(vovU1)+(U_Uo)(U-U1)f(U0vvlvvz)"'-""'

+(v-v0)(v—vl)...(u—vn,,)f(vo,vl,vz.....vn) ' (5.40)

em que

FUosUyseesUn )= F(UL U200 Un)
(UO—Un)

F(Ug s UyyeeanUy)= (5.41)
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Para tal, substitua-se em (5.40) v por w® e f(v) por ©.

Tem-se entdo que do/ dw?=d[f(v)]/dv . Usando os primeiros 4 termos do

desenvolvimento de (5.40) e escolhendo, de entre os pontos seleccionados da FRF medida
para o ajuste da circunferéncia modal, 4 valores vo,v,,V2 € U3 tais que os primeiros 2 sejam
os pontos imediatamente anteriores a w? e os dois dltimos lhe sejam imediatamente
posteriores, vem

do
dw?

=f(vo,v,)+(2u—v0—v,)f(uo,v,,vz)+[3v2-20(vo+v,+vz)+
+(UoV, VU, U+ UoU,) ] f(Vg,0,,0;5.V3) (5.42)

O maximo desta fung¢do é obtido para

2

We=v==[(Uo+v,*+V,)~ f(Ug,0,,U3)/ f(Vg,V,,VUz2,V3)] (5.43)

Wi~

podendo obter-se a posic¢io de w? sobre a circunferéncia modal por substituig¢do de v = wj
em (5.40).

A técnica acima descrita foi utilizada no programa FITCIR ja referido, tendo-se
verificado que, para a gama de frequéncias habitualmente presente nos problemas de
Engenharia Civil e para a resolu¢do normalmente utilizada (Af>0,1Hz), os pontos na
vizinhanga de uma ressonincia encontram-se muito separados sobre a circunferéncia modal
(por vezes de um arco superior a 90°), o que pode conduzir a erros importantes na localizagdo
de w, . Para tentar minora-los, utilizou-se um procedimento que consistiu em dividir o arco
da circunferéncia modal ajustada entre os pontos imediatamente anterior e posterior ao
representativo da ressonidncia, em 20 partes, a que correspondem as frequéncias
wf, w3,...,w5 , obtidas por aplicacdo de (5.43) e que sdo utilizadas adicionalmente na
estimagdo de w, , através do processo descrito baseado no método das diferengas divididas.
A melhoria introduzida foi significativa.

Pode agora proceder-se a extracgdo do coeficiente de amortecimento modal, &,, e da
constante modal, (A;;),.

Seleccionando dois pontos, (1) e (2), da FRF medida, em correspondéncia com as
frequéncias imediatamente inferior e superior a frequéncia de ressondncia w, e, atendendo
a defini¢do da fase através de (5.39), tem-se que

2 2 2 2
Wi~ W) Wz~ Wi
t = — e t T ————
LS TP rarevs 9(V2) = 5
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o que permite obter §, por

[

g =) [ w} - wi :l (5.44)
2wl wytg(y) *wetg(yez) .

expressdo que, no caso particular em que (1) e (2) sdo os pontos de meia poténcia do modo

de vibragdo em causa (tg(y,)=1tg(y2)=1), assume a conhecida forma

Wy — W,

Ek_

2wk

pontos abaixo de wy

pontos acima de Gy,

Figura 5.26 - Estimagdo de coeficientes de amortecimento §, com base em combinagées de pontos localizados

A esquerda e a direita da ressondncia.

A analise de (5.44) evidencia a importincia da correcta localizagao de w« sobre a

circunferéncia modal. Pelo facto de o erro,associado a estimagdo de §, ser manifestamente

~ superior ao associado a frequéncia de ressonincia wy, € usual a obtengio de &, por média

de um conjunto de estimativas deste coeficiente, onde intervém pares de pontos resultantes
das possiveis combinagdes dos pontos situados antes da frequéncia de ressondncia (1,3,5 ¢
7, na Figura 5.26) com os localizados ap6s esta frequéncia (2, 4, 6 e 8, na mesma figura). As
estimativas obtidas sdo seguidamente representadas num gréfico tridimensional do tipo do
apresentado na Figura 5.26, sendo possivel por andlise da superficie gerada, detectar as origens
dos erros envolvidos na estimagéo de §,. Idealmente, a superficie gerada por esse conjunto
de pontos seria um plano. No entanto, a existéncia de erros de medicdo ou a natureza do
modelo utilizado produz desvios emrelagdo a um plano médio, cuja cota é amédia (ponderada
ou ndo) das estimativas (£, ),obtidas. Desvios aleatérios da ordem de 4-5% [43] séo tipicos
dos erros de medida envolvidos no processo de aquisi¢io e andlise do sinal. Desvios
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sistematicos podem dever-se a um comportamento ndo-linear do sistema, a inadequagéo do
modelo de amortecimento considerado ou, mais correntemente, a interferéncia de modos
proximos.

Refira-se ainda, em relagdo a esta questdo, a importancia de utilizar na expressao (5.44)
dois pontos ¢ e j a que correspondam valores de v; e Y, cuja tangente seja da mesma
ordem de gradeza, de forma a evitar erros numéricos na avaliacdo de &;.

Finalmente, é possivel estimar a constante modal (A;), = (), ($,), com as

estimativas de w, e &, obtidas para o modelo de vibrac¢do em estudo, devendo-se para tal
ter em conta que:

- daintersecg¢do do didmetro passando por w, com a circunferéncia modal resulta

um ponto, cujas coordenadas se relacionam, conforme ilustrado na Figura 5.21,
com a amplitude e fase de ( B;;), (v. equagdo (5.31));

- sobre a ressonancia, a Mobilidade Y ;;(w,) é dada por

Y ) = a2 B,y (5.45)
! 28, Wy 7k
pelo que
(A =28w 1Y (W) - (Bi), 1 (S5.46)

A semelhanca do que foi dito para o método da amplitude de pico, é possivel melhorar
as estimativas obtidas para os pardmetros modais se se subtrair & FRF medida, apés a
identificacdo de cada modo de vibragio, a FRF do sistema de 1 grau de liberdade equivalente,
reconstituida com base no conjunto de pardmetros dindmicos identificados. Esta técnica pode
ainda ser melhorada com a entrada num processo iterativo onde progressivamente sdo
corrigidas as estimativas dos parametros modais que-haviam sido calculados sem eliminagédo
da contribuigio de certos modos.

No programa FITCIR utilizou-se este melhoramento sem, no entanto, se recorrer ao
processo iterativo mencionado, tendo-se obtido excelentes resultados mesmo quando existe
algum acoplamento modal, tendo em conta o grau de rigor das aproximagoes efectuadas nos
métodos de 1 grau de liberdade.

5.3.1.4 - Método de Dabson

Este método de 1grau de liberdade foi desenvolvido recentemente [37], enquadrando-se
num conjunto de métodos designados por métodos inversos, que se baseiam na hipétese
adoptada pelo método do "circle fit", segundo a qual a contribuigdo dos modos ndo-ressonantes
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é constante numa vizinhanga da ressonancia e ainda no facto de que o inverso da funcio
Receptancia de um sistema com amortecimento estrutural pode ser representado através de
pares de rectas.

Apesar da investigagdo actual no dominio da analise modal incidir fundamentalmente
sobre o desenvolvimento de potentes técnicas de N graus de liberdade, Dobson considerou
ser muito util a informacdo fornecida por técnicas simples de 1 grau de liberdade, quer para
o conhecimento de pardmetros dindmicos de estruturas, quer para adquirir sensibilidade
relativamente ao seu comportamento dinimico, facto que justifica a apresentagdo do método
que nesta secgdo se descreve, aplicdvel a sistemas lineares e invariantes no tempo com
amortecimento do tipo estrutural.

Esta técnica pretende ser uma alternativa ao popular método do "circle fit", eliminando
algumas das dificuldades que a sua aplicagdo prética suscita, nomeadamente as relacionadas
com a falta de precisdo das estimativas das frequéncias naturais (quer em consequéncia de
se utilizarem no ajuste da circunferéncia modal os pontos da FRF localizados na vizinhanga
das ressonancias, onde a possibilidade de existéncia de erros é maior, quer em resultado da
necessdria interpolagdo) e com o tempo exigido pelo ajuste por minimos quadrados das
circunferéncias modais.

A Receptancia a,;(w) relacionando os graus de liberdade i e j de um sistema de N

graus de liberdade com um amortecimento do tipo estrutural pode ser caracterizada por

N A
a ;(w)= Z ()

S(wi-w?)+inwi

(5.47)

em que 7, é o coeficiente de amortecimento estrutural em correspondéncia com o modo de

vibragdo &, sendo a sua constante modal (A;;), um complexo.

E possivel verificar [43] que, nestas condig0es, a representagao de Nyquist desta fungao
é tal que todos os pontos de a,;(w) se situam exactamente sobre uma circunferéncia de
centro (0,-(A;),/(2nw?)) eraio (A;;)/(2ncwi).

Usando a aproximagdo correspondente a considerar constante a contribui¢do dos modos
nio-ressonantes na vizinhanga de uma ressondncia w,, a equagdo (5.47) toma a forma

(Aij)x
(wi-w?)+inwi

a;;(w)= +(Cyj), (5.48)

Considerando, por uma questio de generalidade, que (A,;), € um nimero complexo,

pode escrever-se (A;;), =(A+iB)u.
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A eliminacgdo do termo residual (C;), pode ser feita na vizinhanga de uma ressonincia

subtraindo a (5.48) o valor de «;; para uma frequéncia Q fixa nessa banda,

Q) (A+iB);x “(C.)
a;; = .
VT o rimaf
vindo assim
) 1 1
a(w)-a,;(Q)=(A+iB); .[(wf—wz)ﬂnkwf (wf‘Qz)*“iT]kwf} (5.49)

Eliminando, por simplicidade, os indices Z je k associados as designagdes da constante

modal e da fung¢io de transferéncia, e desenvolvendo (5.49), vem

N w?-0°2 _ A-IB
a(w)-a() A?+B?

[(wi-w?)(w;-Q%)-nfw;+inwi(Rw:-w?-0%)]

(5.50)

Como se pode observar nesta expressio, as componentes real e imaginaria da fun¢do
A sdo fungbes lineares em w?, podendo escrever-se que

Re[Al=mw?+c,
e (5.51)

Im[A]l=m,w?*+c,

em que
mR=—A2+BZ[A(w5-QZ)+Bnkw§]
2
Cr = (Wil ACL -n})+2B1,]- Q2 (A Bn,))
A2+BZ
= ] 2 2 2
my == gl AW B(wi - Q)] (5.52)
. i[240,-B(1-n)]-Q%*(4n, - B
CI_A2+BZ{wk[ Nk (1-n3)] (An, )}

Tomando um conjunto de frequéncias 2, na proximidade da ressonéncia em estudo,

avariagio de Re(A) e /m(A)em fungdo de w? é traduzida por dois feixes de rectas do
tipo dos ilustrados nas Figuras 5.27.a) e b), cujos declives mz e m, sdo também fungoes
lineares em Q2 (Figuras 5.28.a) e b)) e cujos pontos de intersecgdo, w2 e w?, sdo dados
por
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(5.53)

a)

.2 A+Bnk
wR—wk-——;l—
B—-A
w;=w§._§_”_k
Uz
Re(8) ) S
aL
A Lo

b)

Figura 5.27 - Feixes de rectas em correspondéncia com a) Re(A)e b) 1m(A), para um conjunto de frequéncias

Q, fixas na zona de ressonincia em estudo.

Note-se que, se a constante modal for real, B =0, as rectas Re(A) intersectar-se-ao

sobre a frequéncia de ressonéncia wy , enquanto que as rectas /m(A)serao paralelas.

onde

No caso geral, os declives m e m, poderdo escrever-se na forma

me=np,Q0%+d, ;
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My my

//////// : 1
T Y=

a) b)

Figura 5.28 - Variagio dos declives a) m, e b) m,das rectas (5.51) com QZ.

A combinagio das equagdes (5.55) permite extrair os parametros modais, que passam
a ser definidos por

T T pg

-1 dR

- . _K 5.56
l-pne ng ( )

(1+p?)ng
onde p=n,/npe q=d,/dy.

Resumindo, a aplicagdo do método de Dobson a identificagido dos pardmetros dinimicos
associados a cada modo de vibragio do sistema podera processar-se nas seguintes etapas:

1- Selecciona-se um conjunto de n pontos da FRF, numa banda de frequéncias

localizada em torno da ressonincia em estudo;

2 - Para cada um dos pontos seleccionados, em correspondéncia com a frequéncia
Q,, constroi-se a fungio A=(w?-Q%)/(a(w)-a(Q,)), assumindo w os
valores de todas as restantes frequéncias seleccionadas, Q.
(m=1,....n , comm#1L);

3 - Usando o método dos minimos quadrados, ajusta-se a parte real e a parte
imagindria da fungdo A pelas rectas (5.51), cujos coeficientes sdo definidos, para
a hip6tese de se minimizarem distincias segundo a direc¢do das ordenadas, por
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n

i Q2 Re[A(Q,)]-: ) Q2 Z Re[A(Q,)]

1 m=1] m=1

mR= - 2
$ as-3( 5 ai)
m=1 m=1
cR=( Z Re[A(Q,)]-mg- Z Q,Zn)/n (5.57)
m=} m=1
i QZIm[A(Q)]-; Z Q- Z Im[A(Q,)]
m=1 m=1 m=1
m,=

n n 2
4 _ ! 2
S on-i( £ o)

c, =( i_l Im{A(Q,)]-m, ilﬂfn)/n

em que m # L, podendo em alternativa recorrer-se a expressoes do mesmo tipo,

resultantes da minimizagdo da distincia 2 recta segundo a direcgao horizontal.

Como aregressio linear ndo exige um tempo de cilculo muito elevado, propoe-se
que se obtenha inicialmente o coeficiente de correlagdo linear associado a cada
tipo de ajuste mencionado, escolhendo-se aquele a que corresponda um maior
valor deste factor;

Com o conjunto dos pardmetros (mg), € (m;),, obtidos para w = Q,,com

L=1,2,...,n, pode entdo proceder-se a uma nova regressio linear, de forma
a obter os coeficientes ng,dg,n; e d; das rectas (5.54), através dos quais os
parametros modais sao finalmente estimados, com base nas equagoes (5.56).

O método acima descrito serviu de base ao desenvolvimento de um programa de cdlculo
automatico, designado por DOBSON, cuja apresentagdo é realizada no Capitulo 6 deste
trabalho. Verificou-se que, para além de reduzir alguns dos inconvenientes ja mencionados
introduzidos pelos métodos da amplitude de pico e do "circle fit", este método permite a
obtencio de alguns indicadores de interesse relativos a certas caracteristicas do ajuste e do
sistema, como por exemplo 2 existéncia de modos muito préximos (pela presenga de uma
forte nio-linearidade nas curvas) e 2 largura da banda de frequéncias escolhida (2 medida
que aumenta a disténcia 2 ressonéncia, aumenta o contributo dos modos nio ressonantes e,
consequentemente, 0 desvio em relagdo a recta ajustada dos pontos da FRF).

Tal como nos métodos até aqui descritos, Dobson propde a eliminagéo progressiva na
FRF medida do contributo dos modos j4 ajustados, com vista a uma redugio dos residuos
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associados aos modos ndo ressonantes. Adicionalmente, propde a andlise em simuitidneo de
vérias fungoes de transferéncia, como forma de obter estimativas globais dos pardmetros do
sistema.

5.3.1.5 - Método de Mau

Este método foi apresentado recentemente [95] e € designado também por "Single-Mode
Sweep Method", tendo sido desenvolvido com a finalidade de obter estimativas iniciais dos
pardmetros modais de uma estrutura, a fornecer como entrada num método de N graus de
liberdade.

Emgeral, os métodosde N graus de liberdade que aparecemreferenciados na literatura
da especialidade degeneram em processos iterativos cujo resultado € obtido através de
técnicas de programagdo matemadtica, dependendo fortemente das estimativas utilizadas
como solugdo inicial.

Pretende-se, naturalmente, que essas estimativas iniciais estejam tdo préximas quanto
possivel da solugdo do problema, exigindo-se contudo que sejam obtidas de forma répida e
simples, envolvendo o menor esfor¢co computacional possivel. Isto leva a que normalmente
se recorra ao método da amplitude de pico, ao método do "circle fit", ou entdo a um método
inverso, do tipo do método de Dobson.

Como se sabe, 0 método da amplitude de pico s6 conduz a resultados aceitéveis perante
um determinado nimero de condigoes (v. 5.3.1.1) que ndo se verificam na generalidade das
estruturas analisadas, em consequéncia da interferéncia modal.

A utilizagcdo do método do 'circle fit" ou do método de Dobson, baseados numa
aproximagdo de nivel superior ao método da amplitude de pico, conduz, como j4 foi referido,
a resultados mais rigorosos, mesmo quando existem modos de vibragdo proximos.

No entanto, e para além de substancialmente mais morosa, a sua aplicagido pode ndo
ser possivel, como frequentemente acontece na identificagdo de pardmetros modais em
barragens, onde o sistema de excitagio é constituido por um vibrador mecénico ou hidriulico,
ndo sendo facil a medigao da excitagdo ou da sua fase. Nesta situagdo, casos hd em que apenas
se estima a amplitude da FRF através do cociente entre a amplitude da resposta medida e a
amplitude da forga (calculada de forma aproximada, com base nas caracteristicas do vibrador).

Pelo facto de se basear exclusivamente nas estimativas da amplitude da FRF, de a sua
implementagdo e aplicagdo ser extremamente simples e rdpida e ainda por proporcionar
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estimativas substancialmente superiores ao método da amplitude de pico (ainda que inferiores
as obtidas através dos métodos do "circle fit" e de Dobson), entendeu-se ser interessante incluir
neste trabalho a apresentagio do método de Mau, que se passa a descrever.

Tal como acontece com o método da amplitude de pico, a hip6tese fundamental em que
se baseia este método é a de assumir que a contribuigdo dos modos ndo-ressonantes na
vizinhanga de cada frequéncia natural do sistema w, € nula, sendo entdo a resposta deste a
uma for¢a sinusoidal de frequéncia w , aproximada, para umintervalo de frequéncias centrado
em w,, pela resposta de um sistema equivalente de um grau de liberdade, com amplitude
A, dada por

Py

A =
b Jw-w?) - (28 ww,)?

(5.58)

onde P, assume o significado de um factor de participa¢do modal.

O objectivo ¢ entdo determinar os pardmetros w, &, € P, a partir de um conjunto

de n valores da amplitude A, medidos em correspondéncia com frequéncias de excitagdo
w;, (L=1,2,....,n)

Utilizando minimos quadrados, seria natural definir o erro quadratico por
< - |2
E=) (A=A, (5.59)
L=1
0 que no entanto levaria a um sistema nao-linear de equagdes nas incégnitas wy, &, € P.
Para contornar esta dificuldade, Mau prop6s um rearranjo de (5.58) na forma

1
—w‘z=w:+wi(4giw§—2wi)—?-1>i (5.60)
L

e, definindo um novo conjunto de pardmetros a,,a, € aspor

a,=w;
a,=4t2wi- 2w} (5.61)
a3=Pf

estabeleceu um novo critério para o erro quadritico £, , através de

n

E= ) (~wiem)’ (5.62)

L=1
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sendo w, o valor da frequéncia associado ao valor medido da amplitude da resposta A,

A minimizagio deste erro conduz a solugio do seguinte sistema de equagdes lineares:

_ =
2
n w - -
Ll A; -y w;
2 a, 6
w -)w
Yw: Ywi -)=a,)= Zf (5.63)
AL Wi
2 @3 =2
: 1 N Wi L f
| TAL A; A; |

de que resulta, finalmente,

Ec=v(az+2wg)/(2w,) (5.64)
Py= \/a—a

Embora o niimero minimo de pontos a utilizar nos somatérios que intervém em (5.63)
seja de 3, considera-se que os melhores resultados sdo obtidos com 5 pontos [95].

Mau considerou ainda a possibilidade de analisar simuitaneamente duas ou mais FRF,
obtendo-se assim estimativas globais dos parametros identificados.

Note-se que, se forem analisadas duas FRF em simultidneo, uma incégnita adicional
a, = Q% surge na defini¢io do erro quadrético, conduzindo a minimizagio deste erro a um
sistema de 4 equagoes lineares a 4 incognitas, em que Q. tem o significado de um factor de
participa¢do modal em correspondéncia com o modo de vibragdo de ordem k& da segunda
FRF analisada.

2

Uma dltima modificagdo que se sugere é a regeneragdo da FRF medida apés
identificagdo de cada conjunto de pardmetros modais, eliminando a contribui¢do dos modos
de vibragao j4 identificados, com a finalidade de reduzir a interferéncia modal.

Desenvolveu-se com base no método de Mau acima descrito o programa de calculo
automéitico SMSMET, cuja descrigdo é apresentada no Capitulo 6 deste trabalho, tendo-se
obtido na sua aplicagdo a diversas situagdes praticas, resultados superiores aos provenientes
da utilizagdo do método da amplitude de pico. Verificou-se igualmente que as estimativas
globais, obtidas pela identificagio em simultineo de 2 FRF sdo genericamente muito
inferiores as estimativas locais.
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5.3.2 - Métodos de N graus de liberdade

Na pritica, uma grande parte das estruturas analisadas no ambito de problemas de
Engenharia Civil ¢ Mecanica constituem sistemas bastante complexos que nio preenchem
as condi¢oes enumeradas ao longo da sec¢do 5.3.1, necessdrias para que sejam obtidos bons
resultados quando a estimagao dos repectivos parametros modais for realizada através de
métodos de 1 grau de liberdade.

Efectivamente, é corrente encontrar, particularmente na andlise de componentes de
méquinas, estruturas com amortecimentos muito baixos e cujas FRF medidas apresentam,
consequentemente, uma fraca defini¢do na vizinhanga das frequéncias proprias, susceptivel
de conduzir a resultados menos precisos caso se recorra a métodos de 1 grau de liberdade
para a identificagdo dos seus pardmetros dindmicos.

Igualmente vulgar é encontrar estruturas com frequéncias naturais muito préximas, ou
com coeficientes de amortecimento relativamente elevados, gerando-se uma interferéncia
modal que se traduz numa contribuicdo significativa dos modos ndo-ressonantes para a
resposta na vizinhanga de uma frequéncia prépria, invalidando as hip6teses em que assentam
os algoritmos de 1 grau de liberdade (SDOF).

Torna-se assim necessario recorrer a algoritmos mais potentes que realizem o ajuste
da FRF completa, procedendo a uma extrac¢do em simultineo dos pardmetros dindmicos
em correspondéncia com todos os modos de vibragdo intervenientes. Tal como acontece com
os métodos SDOF, as técnicas de N graus de liberdade (MDOF) baseiam-se normalmente
na minimizacdo de um erro quadritico através da técnica de minimos quadrados, sendo no
entanto utilizada na construgdo da fungdo de erro a expressdo completa da FRF. Deste facto
resulta que a extracgio dos pardmetros modais envolve a resolugdo de umsistema de equagoes
nio-lineares, efectuada através de um processo iterativo, ou em apenas uma etapa, quando
se proceda a linearizacdo dessas equagoes.

Nesta secgiio comega por se fazer referéncia a um conjunto de métodos simplificados
de N graus de liberdade, que constituem meras extensoes dos métodos de 1 grau de liberdade
j4 descritos, uma das quais foi implementada no programa de célculo automdtico FITCIR ja
mencionado, descrevendo-se ainda um método de N graus de liberdade mais geral, baseado
na descri¢do da FRF através do conjunto de polin6mios ortogonais de Forsythe. Esta potente
técnica de identificacdo estd na base de um programa de calculo automatico [59] que foi
utilizado numa das aplicag6es descritas no Capitulo 7.
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5.3.2.1 - Métodos simplificados

Os métodos de 1 grau de liberdade descritos ao longo da seccdo 5.3.1 procedem ao
ajuste da funcdo de resposta em frequéncia medida pela FRF de um sistema de 1 grau de
liberdade equivalente na vizinhanga de cada ressondncia, desprezando ou admitindo ser
constante o valor do somatoério indicado no segundo membro da equagédo (5.30) através da
qual esta funcdo vem definida. Dois tipos de modificagdes podem ser introduzidos na
sequéncia da aplicagio de um algoritmo de 1 grau de liberdade, com a finalidade de
simplificadamente contabilizar a contribui¢do dos modos ndo-ressonantes na vizinhanga de
cada frequéncia prépria analisada. A primeira destas alteragdes foi j4 mencionada em 5.3.1
e consiste em, apos a identificagdo dos pardmetros modais em correspondéncia com o modo
k — 1, construir uma nova funcdo de transferéncia ficticia, H, i » definida por

— £ (9:),-(9,),
H(w)=H (w)= )

n=1 (w5_w2)+i(2£nwnw)

(5.65)

onde intervém, no segundo termo, os parametros modais ja identificados. Atendendo a (5.30),
mas utilizando agora, por simplicidade, a defini¢do da Receptancia, tem-se

()i () i (9),-(9,),

) )+ 128 nw) e (@R wP)+ 128, wa0)

(5.66)

A identificagdo dos pardmetros em correspondéncia com o modo de vibragdo k pode
agora realizar-se através de (5.66), podendo verificar-se que, com o aumento de &, a
contribuigdo residual dos modos nio-ressonantes, dada pelo segundo termo dessa expressao,

vai baixando, reduzindo-se assim a interferéncia modal e melhorando as estimativas dos.

parametros identificados.

Como os parametros extraidos para os primeiros modos identificados estdo sujeitos a
maiores erros, haverd vantagem em identificar inicialmente os modos de vibragio a que
estejam associadas contribui¢des mais significativas para a fungio de resposta em frequéncia.

Em alternativa, e eventualmente como complemento deste procedimento, a
identificacdo pode ser realizada através de um processo iterativo onde sdo utilizados, como
estimativas iniciais, os parAmetros modais extraidos através de um algoritmo de um grau de
liberdade em correspondéncia com os modos de vibragdo presentes na FRF. Neste processo
procede-se & estimativa do segundo termo de (5.65) com os pardmetros da iteragao anterior,
mas estendendo agora o somatério as N-1 contribui¢cées dos modos nio-ressonantes o que
permite melhorar as estimativas em correspondéncia com o modo de vibragdo k, ji que a
fungdo H ,; passa arepresentar aproximadamente a FRF de umssistema de 1 grau de liberdade
de pardmetros iguais aos deste modo.
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Considera-se que o processo iterativo converge quando a variagdo percentual dos
parametros identificados relativamente 2 iteragio anterior ndo excede uma determinada
tolerancia.

5.3.2.2 - Método RFP

O método aqui designado por RFP, que na literatura de origem anglo-americana recebe
o nome de Rational Fraction Polynomial Method, constitui o suporte de uma grande parte
dos "packages" comercialmente disponiveis, baseando-se na aplicagdo do algoritmo de
minimizagio por minimos quadrados a uma fungéo de erro onde intervém a FRF expressa
através de um cociente entre dois polinomios. Para evitar os problemas de mau
condicionamento da matriz de coeficientes do sistema de equagbes que resulta da
minimizagdo do erro quadratico, sdo utilizados polinémios ortogonais (no caso presente, 0s
polinémios de Forsythe), o que conduz a excelentes resultados, tanto em precisdo, como em
velocidade de cilculo. A descri¢io sumdéria que neste trabalho se apresenta constitui o
fundamento te6rico de um programa de cdlculo automético desenvolvido por Man-Cheol-Han
[59] (MODHAN).

Comegando com a constru¢io da fungdo de erro e,, tem-se neste caso que, para uma

frequéncia genérica w,,e, é dada pela diferenga entre o valor teérico, H;;(w,), da FRF
expressa na sua forma mais geral (eq. (5.2)) e o correspondente valor medido, H ,

Hij(wn)_Hn (5.67)

Por outro lado, ¢ possivel exprimir H,;(w) através do cociente entre dois polinémios

[91], na forma geral

2N-1
Z a,(zw)
Hj(w)= ,3 (5.68)
Z W(iw)
ou entio, através de um conjunto de polinémios ortogonais ¢ ,(w) e 8,(w), por
2N=-1 |
c,$,(w)
N(w) =
H.. = = S5.69
(W) D(w) 2 ( )
Zdlel(w)
=0
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sendo N o ndmero de graus de liberdade do sistema analisado e designando-se por N (w)

e D(w) os polinémios do numerador e denominador, respectivamente.

De entre as escolhas possiveis de polinémios ortogonais, optou-se pelos polinémios de
Forsythe [52], definidos através da seguinte férmula de recorréncia

¢o(w)=1/D,
¢, (w)=[(w-u,)¢,(w))/ D,
O (w)=[(w-uz)9,(wW)-v,¢,(w)}/ D, (5.70)

o (w)=[(w-u)¢,\(W)-v,,6,.,(w)l/D,

em que

L
> Wald (wa))PW?2
n=|

D,

u,=

L
> Wby (W) -p (W, W2
n=1

D,

L

L
D, = le,(wn)]zwi

sendo L o niimero de pontos da FRF envolvidos no ajuste e I+ 2 uma fung¢do de ponderagio,

cujo significado e importdncia serdo referidos adiante.

Os coeficientes u,e v,., dos polindmios de Forsythe sao determinados de forma a

satisfazer a seguinte condi¢do de ortogonalidade

Y (5.71)

L .

5 wEe we (w0 {§

A substitui¢do de (5.69) em (5.67) conduz a um problema de minimos quadrados
ndo-linear, em virtude de parte das incégnitas do problema aparecerem no polinémio do
denominador. Por outro lado, sabe-se que estatisticamente a precisio associada a cada risca
da FRF & variavel, devendo este aspecto ser contabilizado na defini¢do da fungédo de erro
dando um peso menor aos valores espectrais onde maiores erros existam. Han [59] propds a
ponderagio através do inverso do erro aleatério normalizado, 1/€,(w), do estimador
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utilizado na determinacido da amplitude da FRF, dado por (4.108) (para os estimadores # ,
e H,) e dependente da fungdo de coeréncia. Em alternativa, propos também a ponderagao
de e, pela prépria fun¢do de coeréncia.

Define-se assim uma nova fungio de erro através de

e’ = !
" (er)n

W.[N(w,)-H,D(w,)] (5.72)

em que I , é uma fungdo de ponderagdo destinada a aproximar o inverso do polinémio do

denominador de (5.69), I .= 1/D(w,). Como, no entanto, os coeficientes do polinémio
D(w) nio sdo conhecidos no inicio do ajuste, o problema serd resolvido iterativamente,
tomando para solugdo inicial uma constante, ou uma fungao construida a partir de um conjunto
de estimativas primdrias das frequéncias préprias e coeficientes de amortecimento.

Note-se desde ji que a escolha dos polinémios ortogonais de Forsythe relativamente a
outros conjuntos de polinémios como, por exemplo, os polinémios ortogonais de Chebyshev,
Legendre ou Hermite, apresenta duas vantagens. A primeira vantagem estd em que a condigéo
de ortogonalidade (5.71) pode ser verificada com uma fungdo de ponderagdo Wi
arbitrariamente escolhida. Pelo contrario, as fungdes de ponderagdo a utilizar na presenga

"de outro tipo de polinémios ortogonais terdo de ser as especificas desses polinémios. Por

outro lado, e contrariamente ao que se passa com outros tipos de polinémios, ndo se perde
a ortogonalidade quando os pontos utilizados no ajuste da FRF ndo se encontram igualmente
espagados.

Substituindo (5.69) em (5.72), definindo um vector e de componentes e’ , iguais ao

erro na frequéncia w, e designando simplificadamente (€,), por €,, vem

e’=(el'e2""'eL)T=£<_3"Q_C_i—C=

W, W, W, ]
—o(w,) —o,(w,;) ... — 0oy (W)
€, €, €, c
W, W, 2 Co

_ e_z'¢o(wz) g‘bl(wz) §¢2N-1(wz) 1 _
i i ;

W, W, W, Con-1
—¢o(w,) —,(w;) ... — oy (Wy)

| €1 €L € _
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W W, W
'E_Hleo(wl) E_Hlel(wl) E_l'HlezN-l(wl)
1 1
dy
W W W,
~ ?—Z-Hzeo(wz) —2H,0,(w,) ... —H,0,y (W) d, \ _
2 €2 e2 .
: : don.
?‘HLeo(wL) —E—HLel(wL) E__ 1Oy (Wy)
L L L _
W
('—lHlGZN(wI)\
€
“2H,0,,(w,)
-{ e, 23N 72 (5.73)
W,
—HLGZN(wL))
€

contendo os vectores ¢ e d os coeficientes ¢, € d, dos polindmios do numerador e

denominador de H,;(w), respectivamente. As componentes que constituem o vector I
resultaram de fazer unitério o coeficiente d,y do polinémio caracteristico do denominador,
0 que, naturalmente, nio tem consequéncia na defini¢cdo de H ,;, visto que é sempre possivel
dividir as expressoes do numerador e denominador por uma constante d,» qualquer.

Pode entdo construir-se finalmente a fun¢do a minimizar, dada por
E=(e) e'=[(Pc-Qd-r)"1 (Pc-Qd-r) (5.74)
onde os simbolos ' *’ e ’ 7’ indicam *conjugado de’ e ’transposto de’, respectivamente.

Impondo o anulamento das derivadas parciais de £ em ordem as componentes ¢, €

d , dos polinémios ortogonais,

OF OF
-0 -0
Jc, ® 34,

obtém-se um sistema de equagdes lineares do tipo

[2Re[(£‘)75] -2Re[(£')19]}{9>=<ZRQ[(E‘)TC]> (5.75)

-2Re[(@NP] 2Re[(@N7@] J\d) \-2Re[(Q")r]

onde
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L
Z(ﬁ) H o931 (wa)90,, (W)

e, finalmente

i( ) H? ] (w,,)ez,,(w )

I3
- ze. a 9 N n
Q)= Z(e)” 1023820 (000)
€

2
i (l_/_n) H:G;N-l(wn)ezu(wn)

Atendendo 2 ortogonalidade dos polinémios ¢, € 6., as sub-matrizes da diagonal da

equacdo (5.75) sdo iguais & matriz identidade 7, sendo também (Q" )T‘[ = 0 . Deste modo,
(5.75) passa a escrever-se na forma

L 1)
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com

X=-2Re[(P") Q]

g= 2Re[(£')1£]
0 que permite concluir que os vectores ¢ e d constituidos pelos coeficientes dos polinémios
ortogonais ¢,(w) e 6,(w) respeitam as equagdes

(I-XTX)d=-X"g (5.77)

c=g-Xd (5.78)

Os coeficientes a, e b, dos polinémios em termos dos quais a FRF foi expressa na

sua forma geral (5.68) podem entido obter-se, bastando para tal ter em conta que

2N-1 2N-1
N (w) = ,Zo a,(iw)'= Y c,b,(w) (5.79)
- 1=0

Formando dois vectores a e b contendo as componentes a, e b, destes polinémios,

¢ possivel [59] provar que

10

]
I~
I

(5.80)

Sj_:

~
jo

(5.81)

bd

sendo T, e T, matrizes triangulares superiores do tipo

ro ry ré ... r2v
o r, r? ... r¥
= 2N
T={0 0 r; rs
O 0 0 .. riy]

com coeficientes r| dados por
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0 , <O

0 , I>n .
TN 1 , l=n

n-1 _ n-1 _ n-2 0<lI<

ryy—u,r, Upaa Ty ' sisn

onde u, € v,., sao coeficientes obtidos na geragdo dos polinémios ortogonais de Forsythe.

O polinémio do denominador é utilizado agora na actualizagdo dafun¢iode ponderagdo
W .e, portanto, do erro e, definido por (5.72), num processo iterativo cuja convergéncia é
atingida quando os parimetros determinados sofrem uma variagdo entre duas iteragoes
consecutivas que nio excede uma tolerancia previamente estabelecida, critério que pode ser
complementado com a fixagdo de um niimero miximo de iteragoes.

Os coeficientes dos vectores a e b permitem, finalmente, a extracgao dos parametros

modais. E possivel verificar [91] que as raizes (também designadas por poélos da FRF) do
polinémio do denominador de (5.68) aparecem em pares de complexos conjugados e se
relacionam directamente com as frequéncias de ressonincia e coeficientes de amortecimento,
sendo

2N N
S b, (iw)' =) (lw-a,)(iw=-ay) (5.82)
=0 k=0

emque o, =—&,W,+iw,y 1 -Ef.

Factorizando o denominador de (5.68), H ;; (w ) passa a escrever-se através dosomatorio

N *
Hu(w)=Z[ A, } (5.83)

ol (lw—ay) (iw‘a;)

cujas constantes complexas A, também designadas por residuos, dependem dos coeficientes
a,do polinémio do numerador e se relacionam com as componentes dos modos amortecidos
(complexos) em correspondéncia (v. (5.6)) através de

A=) (¥;), (5.84)

A técnica acima descrita tem especial interesse na aplicagdo a estimagdo global de
pardmetros modais da estrutura. Efectivamente, atendendo a que as frequéncias de
ressondncia e coeficientes de amortecimento sdo pardmetros préprios do sistema, oS
polinémios do denominador tém coeficientes iguais (igual vector b), independentemente da
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FRF a que estdo associados. O mesmo ndo acontece com os coeficientes dos polinémios do
numerador, expressos por a , cujas componentes reflectem o contributo especifico de cada
modo de vibragdo para a FRF a que respeitam.

Desta forma, a identificagdo de pardmetros modais com utilizagdo simultdnea de um
conjunto de p FREF relativas a diferentes localizagdes dos pontos de medida, serd realizada
para um vector comum b , a partir da substitui¢do da expressdo (5.81) em (5.77). Tem-se
assim

_gl(Zbd)1— v,
gz(:°“)2 b= '—'F (5.85)
| U (L), Yp
com
Up=I-X7 X,
ym=—£;g_m , m=1,2,...,p

podendo a solugao deste conjunto de equagdes obter-se, por exemplo, por minimos quadrados.

A aplicagdo de (5.78) e (5.80) a cada FRF individualmente permite agora estimar o
vector a dos pardmetros que lhe correspondem.

Refere-se ainda relativamente a este assunto que, embora seja de esperar uma melhor
precisdo dos pardmetros extraidos globalmente, em particular no que respeita a modos para
os quais algumas FRF exibam nodos, nem sempre tal facto se verifica, particularmente
quando, em consequéncia do acoplamento modal, as frequénias naturais associadas a um
dado modo de vibragdo assumam variagdes significativas entre as diversas FRF presentes.

Apresenta-se por fim uma tltima questdo que se prende, nao apenas com o método
descrito nesta secgao, mas com qualquer método de identificagdo de pardmetros modais em
estruturas.

Qualquer sistema analisado em Dindmica de Estruturas apresenta um nimero infinito
de graus de liberdade. Na pratica, as modelagoes numéricas e experimentais sdo realizadas
mediante determinadas simplificagdes que permitem a anélise de um sistema discreto
equivalente com N graus de liberdade. Mas nem sempre interessa que a identificagio
experimental dos seus pardmetros incida sobre todos estes graus de liberdade, até porque o
sistema excitador nem sempre tem capacidade para induzir todos os modos de vibragdo da
estrutura simplificada.
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Se, utilizando um qualquer dos métodos até agora descritos, se proceder apenas ao
ajuste de alguns dos modos de vibragio da estrutura, a reconstitui¢do da FRF a partir dos
parametros identificados afastar-se-4 substancialmente da FRF medida para certas gamas de
frequéncia, ainda que esses pardmetros coincidam com os reais (v. Figura 5.29), o que resulta
da ndo contabilizagio da contribuigdo residual dos modos nao identificados.

0.001
0.00014

1E-054

AMPLITUDE [ H(f)]

1E-064

BT 15 20 % %
FREQUENCIA (Hz)

Figura 5.29 - FRF medida vs FRF reconstituida a partir de 4 dos 6 modos presentes.

A técnica usualmente empregue para contornar esta dificuldade consiste em adicionar
A FRF reconstituida dois novos termos, R x € R u, designados respectivamente por rigidez e
massa residual, cuja fungio é a de aproximar o contributo dos modos residuais associados a
frequéncias acima ou abaixo da gama de frequéncias de interesse, respectivamente.
Verifica-se também [43] que a rigidez residual é aproximadamente constante para cada
recepténcia, enquanto que a massa residual varia inversamente com o quadrado da frequéncia,
escrevendo-se usualmente que

1 1

RK:K—,-, e RM=w2M-,

(5.86)

As expressoes gerais (5.1) e (5.2) de uma FRF podem assim aproximar-se por

1 &2 (cbi)k'(q)])k + 1

y = + — .87
HuC)= o, & wi- w15 aww) Ky (587
e
1 2 (W), - (v, (Wi)?'(‘l’/)t 1
H. = + + + — 5.88
u () wM,; 1.Z'l[: (iw=-a;) (iw-a;) } Ky ( )
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onde k,,k,, e I, representam as ordens dos modos mais baixo e mais alto a identificar,

para cada forma de exprimir H;;(w).

A determinagio dos termos residuais é realizada escolhendo para cada FRF medida
dois pontos nas suas extremidades localizados, tanto quanto possivel, junto de
anti-ressonancias af existentes. Com os valores medidos H ,, € H y e com os valores da FRF
reconstituida nessas frequéncias, a obtengdo de Ry e R resulta na solu¢do de um sistema
de 2 equagoes lineares a duas incégnitas, K;; e M,;.

Uma forma alternativa de contabilizar os termos residuais provenientes de modos
localizados fora da banda de frequéncias analisada, consiste na identificacdo adicional de 2
modos de vibragio artificiais localizados nas extremidades da FRF em estudo [59].

5.4 - VALIDACAO DO MODELO TEORICO

A identificagdo de sistemas tem como um dos principais objectivos, em iiltima andlise,
a validagdo de modelos tedricos utilizados em problemas de andlise estrutural, consistindo
essa operagdo, nao apenas no estabelecimento de comparagoes entre os pardmetros obtidos
experimentalmente e os utilizados em modelos tedricos, mas ainda no estudo das
discrepdncias existentes e na introdugio de modificagoes aos modelos utilizados.

O chamado problema da modificagdo estrutural, que nos Gltimos anos tem sido
amplamente estudado, constitui um dominio que de alguma forma excede os objectivos
inicialmente propostos neste trabalho, razdo por que ndo sera aqui abordado.

A comparacdo entre os resultados experimentais e os resultados do modelo tedrico
pode, em principio, ser realizada a trés niveis diferentes:

- através da comparagdo das respostas dindmicas;

- através da comparacido de modelos modais, compreendendo a matriz das
frequéncias de vibragio e coeficientes de amortecimento e a matriz dos modos
de vibracdo;

- através da comparagio dos modelos espaciais, envolvendo a matriz de massa e
a matriz de rigidez da estrutura.

a) Comparagado da resposta dindmica experimental vs tedrica:

Atendendo a que a resposta dindmica pode ser traduzida através de um conjunto de
FRF da estrutura, a via mais simples para proceder a uma comparagao entre o modelo te6rico
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e 0 modelo experimental consiste em sobrepor as FRF ajustadas usando uma das técnicas
descritas ao longo desta secgdo, as FRF tedricas, obtidas do modelo tedrico de elementos
finitos, por exemplo, tomando como referéncia os diversos pontos utilizados na excitagio e
na medigdo da resposta estrutural e incluindo os coeficientes de amortecimento medidos.

Por este processo € possivel identificar desvios sistemdticos provenientes de erros do
modelo teérico, ou desvios aleat6rios, mais ou menos significativos, evidenciando os erros
normais decorrentes do processo de medigio, ou um elevado nivel de ruido, associado a
insuficiente excitagao da estrutura.

Surgem no entanto algumas dificuldades na comparagéo, em especial quando a FRF
reconstituida a partir dos pardmetros modais identificados englobe um niimero de modos de
vibragdo insuficiente face ao niimero de modos presente numa determinada banda de
frequéncias de interesse, situagio agravada quando existe um forte acoplamento modal. Outro
aspecto que importa tomar em consideragdo é o facto de que nem sempre os pontos de
medigdo e de aplicagdo da excitagdo coincidem exactamente com nés da malha de elementos

finitos utilizada, facto que pode ser responsavel por alguma discrepancia verificada entre a
FREF teérica e a FRF ajustada com base nos pardmetros medidos.

Na prética, o reduzido nimero de modos de vibragao identificados e os consideréaveis
efeitos residuais dos modos de vibra¢do associados a frequéncias exteriores a gama de
interesse tornam frequentemente dificil a comparagio entre as FRF experimentais e tebricas
da estrutura.

b) Comparagio do modelo modal experimental vs tedrico:

E este o tipo mais comum de comparagio, tendo a sua utilizagdo especial vantagem
quando é muito pequeno o niimero de modos de vibragdo identificados.

Note-se que, teoricamente, um modelo modal de uma estrutura poder4 ser caracterizado
por apenas uma frequéncia de vibragio, um coeficiente de amortecimento e um modo de
vibragdo, o que claramente simplifica o problema. E no entanto fundamental ter presente a
necessidade de utilizar um niimero suficiente de pontos na defini¢do do modo de vibragao,
de forma a que a identifica¢io da sua configuragdo seja perfeitamente conhecida, evitando
os conhecidos problemas de "aliasing” espacial.

- Comparagdo das frequéncias de ressondncia:

A forma mais simples de o fazer consiste em representar num quadro os valores
teéricos e os correspondentes valores experimentais.
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Uma forma mais rica de interpretar as diferencas entre os valores encontrados
consiste em construir um grafico do tipo do ilustrado na Figura 5.30, onde em
abcissas sdo representadas as frequéncias previstas e, em ordenadas, os
correspondentes valores medidos.

Esta representac¢io fornece, por simples andlise visual, indicagdes preciosas no
que respeita ao grau de correlacdo e & natureza das discrepancias entre valores
tedricos e experimentais.

3

FREQUENCIAS EXPERIMENTALS

1 3
2

45°

FREQUENCIAS TEORICAS

Figura 530 - Comparagio entre frequéncias experimentais e tedricas do modelo modal.

Assim, pode dizer-se que pontos localizados aleatoriamente na proximidade da
recta de declive 1 passando pela origem do referencial indicado em 5.30 sdo
tipicos dos erros habitualmente presentes no processo de medigao.

Pelo contririo, um declive ndo unitdrio da recta que ajusta os pontos
representados pode denunciar umerro na avaliagio das propriedades do material
na construc¢do do modelo tedrico. '

Comparacio dos modos de vibragdo:

Também para os modos de vibragio a representagio que mais informagio
contém relativamente a concordincia entre 0 modelo teérico e o modelo
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experimental é a ilustrada na Figura 5.31, cujos pontos tém por abcissas e
ordenadas a amplitude das componentes tedricas e medidas, respectivamente,
para cada modo de vibragao.

COMPONENTES
EXPERIMENTAIS
N

L)
2 3@4 COMPONENTES
30, TEORICAS

g x—~MODO1
e 8—MODO 2
e o= MODO0 3

Figura 5.31 - Comparagio entre as componentes experimentais e tedricas dos modos de vibragéo.

Se nesta representagdo os modos de vibragio estiverem normalizados em relagdo
A matriz de massa, todos os pontos ficardo dispostos em torno de uma recta de
declive 1 passando pela origem do referencial. Tal como para as frequéncias de
ressondncia, a andlise visual permite a identificagdo de certas formas de erro,
bem como uma avaliacio do grau de correlagio entre pardmetros tedricos €
parimetros reais.

O maior inconveniente desta forma de comp‘aragﬁo reside na impossibilidade de
fazer intervir, numa representagio bidimensional, a fase dos modos complexos,
0 que em muito pode afectar a correlagio experimental/tedrico, particularmente
quando as componentes dos modos de vibragdo forem fortemente complexas e
oamortecimento for ndoproporcional (a substituigdo de componentes complexas
pela sua amplitude s6 é vélida para sistemas em que 0 amortecimento seja do
tipo proporcional).

E ainda vulgar a utilizagdo de indicadores numéricos na comparagio dos modos
de vibragdo. O indicador MSF (Modal Scale Factor) representa o declive da recta
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que melhor se ajusta ao conjunto de pontos da Figura 5.31, por minimos
quadrados, sendo definido através de

PRCMR
MSF(x,t)="—— (5.89)

_Zl(¢,,--¢:,)

=

em que ¢, é a componente ; do modo de vibragdo teérico e ¢,; € a

correspondente componente experimental, sendo n o niimero de componentes
medidas desse modo. Nesta expressdo toma-se para referéncia o modo tedrico,
¢,. Tomando para referéncia o modo experimental, ¢, o indicador MSF sera
expresso por

PRCHR
MSF(t,x)=t—— (5.90)
Z (¢x,¢;,)

j=1
Mais interessante € o indicador MSCC (Mode Shape Correlation Coefficient),
mais conhecido por MAC (Modal Assurance Criterion), que fornece uma medida

do desvio quadratico entre os pontos representados na Figura 5.31 e a recta
resultante da regressao linear deste conjunto de valores, sendo dado por

MAC(t,x)=

lex,»cb:,-)

2 n n
/[Z(¢,,-¢L,)'Z(¢,,-¢,‘,)} (5.91)
j=1 j=1
e tendo idealmente valor unitario.

Note-se no entanto que a utiliza¢ao destes indicadores isoladamente ndo fornece
informagdes relativamente as causas e formas dos desvios a recta ajustada.

¢) Comparagdo do modelo espacial experimental vs teérico:

Na prética, a comparagdo da matriz de rigidez tedrica com a correspondente matriz
experimental ou mesmo a comparagio entre matrizes de massa teérica e experimental ndo
sdo habitualmente realizadas porque, em primeiro lugar, a quantidade de informacdo
proporcionada pelos ensaios ndo é em geral suficiente para a construgdo completa destas
matrizes e, por outro lado, a comparagio entre termos de matrizes de rigidez ou de massa,
ndo fornece indicagdes fisicas simples acerca do tipo de erros envolvidos no ensaio ou na
modelacdo tedrica, como acontece quando a comparagdo € realizada através de modelos
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CAPITULO 6

DESENVOLVIMENTO DE PROGRAMAS
DE CALCULO AUTOMATICO



INTRODUCAO

Na sequéncia dos Capitulos 4 e S deste trabalho, onde se sistematizaram diversos
conceitos fundamentais da Teoria da Andlise e Processamento de Sinal e se apresentaram
algumas das principais técnicas de Identificagdo de Sistemas , descrevem-se em seguida os
programas de célculo automatico desenvolvidos, nomeadamente:

- O programa PSINAL, destinado a constru¢io de fungdes de resposta em
frequéncia e fungoes de coeréncia associadas a partir de um conjunto de séries
amostradas (por intermédio de um programa de aquisi¢do de dados ja existente
[36]), onde sdo implementadas variadas operagdes no dominio do tempo e da
frequéncia;

- Um conjunto de programas destinados & identifica¢ido de pardmetros modais em
estruturas, usando os métodos de 1 grau de liberdade descritos no Capitulo 5,
designadamente o método da amplitude de pico (PEAKAM), o método do "circle
fit" (FITCIR), o método de Dobson (DOBSON) e 0 método de Mau (SMSMET).

Os programas mencionados foram escritos em linguagem FORTRAN 77, englobando
na totalidade cerca de 15000 linhas.

No que respeita aos programas de identificagdo de pardmetros modais, realga-se o facto
de ter sido propositadamente desenvolvido software gréfico permitindo um certo nivel de
interactividade durante a sua execucio, através da possibilidade de visualizar as FRF medida
e regenerada, bem como diversos graficos correspondentes a passos intermédios do ajuste,
de forma a tornar possivel actuar sobre alguns dos parimetros envolvidos. Ainda em relagdo
a estes programas, € com o intuito de ilustrar a sua aplicagdo, procede-se 2 apresentagdo de
um exemplo correspondente a um sistema de dois graus de liberdade, utilizando-se para tal,
numa primeira fase, as fungdes de resposta em frequéncia tedricas amostradas (para
comprovar o correcto funcionamento dos algoritmos desenvolvidos) e, posteriormente, numa
segunda fase, um conjunto de fung¢des de resposta em frequéncia simulando a existéncia de
um ruido branco na saida de intensidade espectral constante ao longo de toda a gama de
frequéncias analisada (para observar o comportamento de cada uma das técnicas de
identificagdo implementadas em condigdes mais préximas das reais).

6.1 - PROGRAMA PARA ANALISE E PROCESSAMENTO DE SINAIS (PSINAL)

Este programa permite executar operagées em vérios niveis, organizadas em torno de
trés médulos fundamentais: o que compreende acgoes realizadas exclusivamente no dominio
do tempo e que se designou por médulo de andlise temporal, o que respeita a acgoes no dominio
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do tempo e que se designou por médulo de andlise temporal, 0 que respeita a acgdes no dominio
da frequéncia, designado por mddulo de andlise em frequéncia e, finalmente, um médulo
destinado a construir fungGes de resposta em frequéncia para o caso particular de a excitagdo
forcada do sistema ser do tipo sinusoidal, com a designacio de mddulo de andlise
excitacdo-resposta sinusoidal. Note-se que, apesar de envolver operagoes no dominio da
frequéncia, este bloco de fungdes foi separado do médulo de anélise em frequéncia, o que se
deveuao facto de as operagdesnele envolvidas seremespecificas do problemaa que respeitam,
conforme se viu, alids, na sec¢do 4.5.7.2 do Capitulo 4.

Refere-se ainda que, pelo facto de em muitos casos ser necessério processar séries muito
extensas e, atendendo 2 impossibilidade de executar este programa em micro-computador
paré séries contendo mais de 8192 valores x 4 canais ou, no maximo, 32768 valores x 1 canal,
houve a preocupagio de, no desenvolvimento de PSINAL, usar linguagem standard, de forma
a assegurar a sua portabilidade com um minimo de modificacdes.

Nesta seccio descrevem-se as fungdes implementadas em PSINAL, programa
desenvolvido em cerca de 6700 linhas, que tem sido utilizado em todos os trabalhos de analise

de vibragoes realizados, dos quais se destaca a aplicagdo apresentada no ponto 7.2 do Capitulo
7.

Apresenta-se na Figura 6.1 um organigrama do programa PSINAL, onde se evidencia

ENTRADA DE DADOS

A A A
M\

\ 4 \ 4 \ 4
ANALISE TEMPORAL ANALISE EM FREQUENCIA ANALISE EXCITACAO-RESPOSTA SIN.

& | e | e

\ 4 4 A4
ESCRITA DE RESULTADOS

®

Figura 6.1 - Organigrama do programa PSINAL.

A
Y
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a articulacdo entre os 3 moédulos ji referidos, destinados A andlise temporal, andlise em
frequéncia e andlise excitacdo-resposta sinusoidal. Estes 3 blocos de operagoes, a designar
abreviadamente por AT, AF e AS, respectivamente, sdo caracterizados com maior detalhe
nas Figuras 6.2, 6.3 e 6.4.

6.1.1 - M6dulo de andlise temporal

AT ANALISE TEMPORAL
1 - Conversio de escala AT | [MSDED
2 - Aplicagio de janelas de dados 21 - Recrangular
(c/ correcgio de escala) 22 - Hammng
3 - Eliminagio da componente DC g : mg
4 - Eliminagdo da componente DC 25 - Welch
(todos 0s canais menos o 1% 2.6 - Cosine Taper (@ = 0,1)
5 - Adigio de zeros 2.7 - Exponencial
6 - Decterminagio de extremos

7 - Default 1: passos 1 a 6 (4), janela Hanning
8 - Default 2: passos 1 a 6 (-3), s/ janela
9 - Decfault 3: passos 2 a 6 (4), jancia Hanning
10 - Default 4: passos 2 a 6 (-3), s/ jancla

Figura 6.2 - Médulo de andlise temporal (AT).

Compreeende este médulo o conjunto de operagdes realizadas imediatamente a jusante
da digitalizacdo e armazenamento do sinal (v. Figura 6.2).

A primeira operagio, d¢ CONVERSAO DE ESCALA, consiste na tranSformaga'lo do
conjunto de valores inteiros da série { x .}, definidos no intervalo [0, N ,] (N, é o nlimero
de niveis de quantificagdo do conversor utilizado na amostragem), num conjunto de valores
reais representando a tensdo eléctrica em Volt, ou entdo no valor da grandeza mecénica que
lhe corresponde (aceleragio, velocidade, deslocamento ou forga). Nesta transformagio,
intervém ainda o factor de amplificagdo do sinal, ampf, e o ganho da placa, ganho, utilizados
na aquisigao.
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Para um conversor de 12 bits, em que N,=4096 e, cuja gama dindmica se situa no

intervalo [0, 20V}, cada valor da série {x,} é transformado de acordo com a rela¢do

x ,=(x,-2048)/204.8/ganho/ampf/ fact (6.1)

em que fact representa a sensibilidade do aparelho, ou seja, o factor de proporcionalidade

entre a tensdo eléctrica medida e o valor da grandeza mecanica que lhe corresponde.

A APLICACAO DE JANELAS DE DADOS consiste em efectuar o produto da nova
série {x’,), obtida apés conversdo de escala, por uma janela de dados w(t), temporal

{¥ar=A{x"s} w(ts) (6.2)

tendo sido implementadas as seguintes janelas: Janela de Hamming, de Hanning, de Parzen,
de Welch, Cosine Taper (a =0, 1) e Exponencial.

Conforme se referiu no ponto 4.3.1 deste trabalho, a aplicacdo de uma janela de dados
ndo rectangular tem por efeito uma redugio da varidncia do sinal, pelo que se torna
conveniente efectuar uma correcgdo de escala, dividindo cada valor da série {y,} por um

factor correctivo &/ dado por
1 N-1
U=y| % 2 W] (6.3)
j=0

em que N representa o niimero de pontos da série amostrada e w; € o valor da janela de
dados w(t;) noinstante t;=(j—1)-At

Pode entio proceder-se 8 ELIMINACAO DA COMPONENTE DC da série. Como ja
foi referido anteriormente, a existéncia de um "off-set" no sinal deve-se ao facto de os sensores
ndo estarem completamente estabilizados na fase de aquisi¢do e a sua eliminagéo é realizada,
normalmente, aproximando essa componente por uma fun¢do polinomial e efectuando o
ajuste pelo método dos minimos quadrados.

A opgdo implementada envolve apenas a aproximagdo por um polinémio de grau zero,
o que corresponde a eliminar a média a série {y .}, obtendo-se uma nova série {y’,}, cujo
termo genérico y°, € dado por

lN—l

y',.=yn-ﬁZy,- (6.4)
j=0

tendo-se verificado que, na generalidade dos casos, esta operagdo produz bons resultados.
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Como se pode verificar na Figura 6.2, foram introduzidas duas opgoes relativamente a
operagio de eliminagio da componente DC, referindo-se a primeira a todos os canais do
registo amostrado, enquanto que a segunda contempla as situagdes em que a excitagdo é do
tipo impulsivo, sendo medida através do primeiro canal da entrada amostrada.

Obviamente que a eliminag¢do da componente DC da série relativa a excitagdo nao pode
neste caso ser realizada da mesma forma que para as restantes séries, associadas as respostas
em varios pontos do sistema, tendo sido implementado um processo automatico de detec¢do
do inicio e fim do impulso aplicado, o que permite determinar a média da série fora desse
intervalo, subtraindo de seguida esta componente a todos os valores amostrados do canal
correspondente.

A ADICAO DE ZEROS consiste em aumentar o tempo de duragio da série com zeros,
com a finalidade de tornar o mimero de pontos que a constitui igual a uma poténcia de 2.
Esta operacido pode também ser implementada com o objectivo de aumentar a resolu¢do em
frequéncia.

A DETERMINACAO DE EXTREMOS é uma operagdo de rotina através da qual,
usando uma interpolagio polinomial de 6° grau, se procede a deteccdo dos valores de pico
da resposta ou da excitagao observada.

As operagdes acima descritas sdo aplicadas normalmente de forma sistemadtica e
segundo a ordem em que estdo indicadas na Figura 6.2, pelo que, para evitar a fastidiosa
escolha individual de cada opgdo, foram implementadas 4 sequéncias de operagoes,
designadas por DEFAULT 1, DEFAULT 2, DEFAULT 3, e DEFAULT 4, que envolvem a
aplicagdo de todas as fungdes até aqui descritas (englobando ou ndo uma janela de dados de
Hanning), dizendo a primeira e a terceira respeito a registos contendo a excita¢do € resposta
do sistema a uma ac¢do do tipo impulsivo, enquanto que as duas restantes se referem as
situagbes em que excitagdo e resposta deverdo ter média nula.

6.1.2 - M6dulo de anilise em frequéncia

Pode dizer-se que este bloco de fungoes constitui o nicleo central do programa PSINAL.
Como indicado na Figura 6.3, distinguem-se neste médulo os seguintes grupos de fungdes:
1- DECIMACAO; 2 - FILTRAGEM DIGITAL; 3 - INTEGRAGCAO/DIFERENCIACAO;
4 - ZOOM; 5 - TRANSFORMADAS DE FOURIER; 6 - ESTIMAGCAO ESPECTRAL.
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1 - DECIMACAO

A operacio de decimagdo, j4 descrita no ponto 4.4.4 deste trabalho, é aplicada por
intermédio de uma operagio de filtragem digital em que se recorre a um filtro operando no
dominio da frequéncia através do algoritmo FFT, cuja fungéo de transferéncia é constante €
unitéria em toda a banda passante, a excepgdo das bandas de transi¢do, que sdo sinusoidais
(v. equacdo (4.57)).

2 - FILTRAGEM DIGITAL

Foram implementados no programa PSINAL os dois grupos de filtros digitais
passa-banda descritos em 4.4.2. Os primeiros recorrem directamente ao algoritmo FFT, sendo
a sua aplicacio mais répida, embora eventualmente ndo tao eficiente. Os tltimos sao
aplicados no dominio do tempo através de uma operagao de convolugido discreta onde
intervém os coeficientes da decomposigdo de uma janela rectangular em série de Fourier.

Na definicdo da fungdo de transferéncia dos filtros baseados na aplicagao directa do
algoritmo FFT sdo utilizadas opcionalmente 3 configuracoes distintas. Tem-se assim em
primeira opgo um filtro para o qual a amplitude da funcao de transferéncia |H(f)| é
constante em toda a banda passante, excepto numa banda de transi¢do que é do tiposinusoidal,
sendo nos restantes casos | H ( f )| dado pelo quadrado da amplitude do filtro de Butterworth
de ordem N, com a particularidade de, na dltima das opgoes, as frequéncias de corte inferior
e superior, ao invés de serem fixadas exteriormente pelo utilizador, serem automaticamente
definidas pela fixa¢io de uma largura de 1/3 de oitava em torno da frequéncia de corte do
filtro.

Note-se que a aplicagio de qualquer um destes trés filtros apenas afecta a amplitude
da descricdo espectral do sinal, mantendo intacta a respectiva fase. Trata-se portanto de filtros
de fase zero.

Quanto aos filtros implementados operando no dominio do tempo, refere-se a
necessidade de fixar exteriormente o niimero de termos da decomposi¢do em série de Fourier
a utilizar (v. Figura 4.38), para além das frequéncias de corte superior e inferior. A fixagdo
deste pardmetro depende da largura da banda de transic¢ao que se pretenda utilizar.

3- INTEGRACAO/DIFERENCIACAO

A integragio ou diferenciagio de uma série de dados pode ser realizada através de
conhecidas regras de integragio numérica, como a regra dos trapézios ou a regra de Simpson.
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Revela-se no entanto mais util e menos susceptivel de levar a erros numéricos a integracdo
ou diferenciagdo baseada nas propriedades da transformada de Fourier e implementada
através do algoritmo FFT.

Na verdade e, conforme foi visto em 4.2.4, a transformada de Fourier do sinal derivado
de ordem p dosinal x(t), x(¢)® relaciona-se com a transformada de Fourier deste
altimo, X ( f), através de

Flx(t)®]=(i-2nf)"- X(f)
Particularizando para o sinal x (t) = x(¢)"’, tem-se que

X(f)=F[x®]=G2nf) X(f) (6.9)

podendo também obter-se X(f) a partir de X(f), ou seja, pode obter-se a transformada

de Fourier do sinal integrado, conhecendo a transformada de Fourier X ( f) do sinal x(t)
que lhe deu origem

1
(i2nf)

X(f)= X(f) (6.6)

Passando ao caso discreto e tendo por base o algoritmo FFT, pode esquematizar-se o
processo de derivagdo ou integragio de acordo com os seguintes passos:

1- Aplicagdo do algoritmo FFT a série {x,) original, obtendo-se uma série

X (fr),de N pontos;

2 - Multiplicagdo de cada termo da FFT, X .. () pela quantidade (i2nk/N)?,

sendo p a ordem da derivada a calcular (se se pretender integrar, p serd um
inteiro negativo)

Xﬁi”(fk)=(i2n%)p-xnk(fk) , k=0,1,....,.N-1

3 - Filtragem digital usando um filtro digital passa-alto, de frequéhcia de corte
ligeiramente superior ao inverso do tempo de duragio da série amostrada;

4 - Inversdo da FFT do sinal derivado (ou integrado)
(x Py =FXE(fO]
A inclusdo de uma filtragem digital precedendo a inversdo da FFT do sinal revela-se
necessaria em consequéncia da periodizagdo sofrida por este no acto de amostragem da

transformada finita de Fourier, a qual se traduz no aparecimento de uma componente de
frequéncia igual ao inverso desse periodo no sinal derivado/integrado.
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1 - Decimagio

2 - Filtragem digital

3 - Integragdo / diferenciagio
4 - Zoom

5 - Ttansformadas de Fourier
6 - Estimagio espectral
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Figura 6.3 - M6dulo de Anilise em Frequéncia (AF).
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Como essa componente ocorre numa frequéncia baixa e, além disso, as componentes
nas frequéncias baixas sio ampliadas mediante uma integragio, a operagdo de filtragem
torna-se fundamental nesse caso especifico, de modo a evitar-se a sobreposi¢dio de
componentes espiirias ao sinal observado.

4-Z0O0OM

Pelo facto de ser bastante simples e rdpida a implementagido de um Zoom por adi¢do
de zeros a série observada, foi desenvolvida neste médulo uma opgdo baseada na referida
técnica. Como, no entanto, a execu¢do em micro-computador impde uma limitagdo ao nimero
de pontos da série a tratar, programou-se também a técnica descrita em 4.4.5, baseada na
decomposi¢do da série original em p séries de menor dimensao, cujas FFT facilmente se
obtém e se relacionam com a FFT final do sinal completo (v. equacdo (4.63)). Este
procedimento s6 é executado, no entanto, quando o nimero de valores da série a tratar excede,
ap6s a adicao de zeros, o limite imposto pela execugdo em micro-computador.

5 - TRANSFORMADAS DE FOURIER

A construgdo do espectro de Fourier de um sinal é uma operacio corrente na anélise
de sinais, porque fornece num curto espago de tempo informagio relevante para o
conhecimento dosinal. Naimplementagiorealizada, a transformada discreta finita de Fourier
de um sinal pode ser opcionalmente obtida no formato amplitude/fase, ou parte
real/imagindria. Pode ainda determinar-se a inversa da transformada discreta finita de
Fourier.

6 - ESTIMACAO ESPECTRAL

Neste mé6dulo sdo obtidas estimativas das fungdes espectrais intervenientes nas relagoes
excitagdo-resposta descritas no Capitulo 2. Como se viu na secgdo 4.5, estas estimativas podem
ser obtidas por simples discretizagdo das fungdes a que respeitam, com base nos estimadores
simples, ou estimadores de 1% ordem (neste texto referenciados por “”“). Podem ainda
aplicar-se estimadores mais complexos, que efectuam um "alisamento" das estimativas simples
extraidas a partir de um certo niimero de realizagoes de um determinado processo estocéstico.
Estes estimadores sdo designados por estimadores espectrais médios, ou estimadores de 2%
ordem, sendo referenciados por “ ~“. Como se viu ainda em 4.5, a aplicacdo de estimadores
de 29 ordem pode ser realizada em frequéncia, ou entdo por trogos.
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Em ambos os casos é possibilitada opcionalmente a obtengdo de diferentes tipos de
estimativas espectrais. Com efeito, o objectivo da andlise pode ser exclusivamente obter
estimativas das densidades espectrais de poténcia e densidades espectrais de poténcia
cruzadas envolvendo a resposta e a excitagio num ponto, ou entdo obter ainda as estimativas
da fungio de resposta em frequéncia correspondentes. Se, no entanto, ji existirem as fungoes
$.(F)S,(F) e Sy (F)ouentdo S.(F1S5,(f)e 3., () podem obter-se directamente
A.(F),H(f)ou A,(f) e H,(f), bem como estimativas das fungoes de coeréncia em
correspondéncia, Y2, () ou Y%, (f)

6.1.3 - Médulo de anilise excitacio-resposta sinusoidal

Este m6dulo de anilise compreende exclusivamente o processamento de séries obtidas
utilizando uma excitagio sinusoidal aplicada através de um varrimento em frequéncia.

Como j4 se disse, admite-se que a amplitude das vibragoes forcadas produzidas na
estrutura é substancialmente superior 2 amplitude das oscilagdes produzidas pelo ruido
ambiental, o que torna legitimo o tratamento deste problema como deterministico.

AS ANALISE EXCITACAO-RESPOSTA SINUSOIDAL

1 - Filtragem digital a 1/3 oitava
2 - Integragdo / derivagdo do sinal
3 - Formato

Figura 6.4 - Médulo de anilise excitagio-resposta sinusoidal.

Cada ponto da fungdo de resposta em frequéncia € entao obtido por anélise de uma
série de resposta a um harménico de amplitude e fase conhecidas na frequéncia pretendida.

Em certos casos, a sinusoide caracterizadora da resposta permanente apresenta um
nivel de ruido susceptivel de conduzir a uma errada avaliacio das suas caracteristicas, pelo
que se pode aplicar opcionalmente um filtro digital de banda muito estreita centrado na
frequéncia do harménico aplicado (no caso presente, implementou-se um filtro de
Butterworth a 1/3 de oitava, de ordem 10 para frequéncias superiores a 2Hz e 20 para as
restantes frequéncias).
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A construgdo da fung¢do de resposta em frequéncia pode assim realizar-se através dos
seguintes passos: )

1 - Definigdo de pardmetros pelo utilizador: escolha relativa 4 aplica¢ao de umfiltro
digital a 1/3 de oitava, seleccdo do tipo de fungdo de resposta em frequéncia
pretendida (sinal/forga, sinal integrado/forga ou sinal derivado/for¢a), escolha
do formato final da FRF (amplitude/fase ou parte real/imagindria), nome base
das séries contendo a resposta e nimero de pontos da FREF;

2 - Realiza¢io de um ciclo estendido ao mimero de pontos da FRF a estimar,
procedendo:

- a leitura da série caracterizadora da resposta associada a frequéncia de
excitacdo correspondente;

- aleitura do vector contendo a frequéncia, amplitude e fase do harménico
aplicado;

- 4 aplicagdo do filtro digital de Butterwoth a 1/3 de oitava (usando o
algoritmo FFT e invertendo posteriormente a transformada discreta finita
de Fourier do sinal), caso esta opgdo tenha sido escolhida;

- A estimativa da amplitude e fase da série caracterizadora da resposta;
conforme mencionado em 4.5.7.2, a avaliagdo da amplitude é feita através
da pesquisa e ponderagio dos méximos e minimos da série (note-se que
estes extremos sdo obtidos por interpolagio sinusoidal); a fase resulta
também de uma ponderagio das fases extraidas usando grupos de 2 pontos
da série e a expressido (4.119); '

- a determinagdo do valor da FRF em correspondéncia com a abcissa £ &,
através da expressao (4.117), que aqui se transcreve

Y et

X e

H,(f)= N,

3 - Conversio ao formato escolhido para a FRF e integragio ou diferenciagao, caso
se pretenda exprimi-la através da relagdo sinal integrado/forga, ou sinal
diferenciado/forga, respectivamente. ‘

Note-se que, na avaliagdo de cada ponto A ;(f+), se pressupde o conhecimento da

amplitude e fase da excitagdo em correspondéncia com cada harménico.
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Acontece no entanto que, dadas as caracteristicas dos excitadores sinusoidais usados
na andlise de estruturas de grande porte, h4 por vezes dificuldade em registar uma série
contendo a evolugio da forga aplicada através da qual se possam extrair as caracteristicas da
amplitude e fase da excitagdo.

Se a fixacdo do vibrador for perfeita, o conhecimento das caracteristicas das massas
girantes e do brago permite uma boa aproximagdo para a amplitude da forca aplicada.

Quanto 2 fase, refere-se que nas situagoes em que ndo se disponha de um sensor através
do qual esta seja quantificada, é usual a aproximagao por zero, 0 que constitui uma limitagdo
importante do ensaio.

6.2 - PROGRAMAS PARA IDENTIFICACAO DE PARAMETROS MODAIS

Conforme foi referido na introdugio ao Capitulo 6, o desenvolvimento dos programas
para extracgio de pardmetros modais em estruturas foi acompanhado da elaboragio de
software grafico, tendo-se recorrido para esse efeito a biblioteca grafica PLOTS8.

Com efeito, considera-se que é fundamental o acompanhamento gréfico interactivo do
processo de ajuste dos pardmetros modais ji que, embora a identificagdo se torne mais lenta
e exija uma certa sensibilidade e experiéncia por parte do utilizador, a possibilidade de
controlar exteriormente alguns pardmetros do processo, conduz a resultados superiores.

Realga-se no entanto, no que se refere a escolha da biblioteca gréfica PLOTS8, que
embora nido se considere ser esta a mais adequada para implementacdes gréficas em
FORTRAN, em especial pelo elevado espaco em memoria que a sua execugdo implica e que
limita, consequentemente, as capacidades dos programas desenvolvidos, a sua utiliza¢do foi
preferida face a relativa simplicidade de programacao.

Nas secgdes que se seguem descrevem-se os diferentes programas desenvolvidos no
ambito dos métodos de identificagdo de 1 grau de liberdade, sendo efectuada a sua aplicagdo
A extracgio de pardmetros modais de um pértico de dois pisos, modelado como uma estrutura
"shear-beam", cujas caracteristicas se apresentam na Figura 6.5.

A aplicagio mencionada foi realizada em duas etapas, tendo-se utilizado inicialmente
as fungdes de resposta em frequéncia tedricas amostradas e, num calculo posterior, simulado
aexisténcia de ruido na resposta, com a finalidade de analisar o funcionamento dos programas
desenvolvidos em condigoes mais préximas das reais.
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MZ = ZOt
—
o £, = 440Hz ; & = 3%
k, = 40000kN
: fm f, = 11,52Hz ;& ,= 3%
M, = 20t
—>
u,
k, = 40000kN/m 011756 | | 0,19021
1™ 10,19021 2 1.0,11756

Figura 6.5 - Sistema de 2 graus de liberdade e correspondentes caracteristicas dindmicas.

6.2.1 - Programa PEAKAM - método da amplitude de pico

Apresenta-se na Figura 6.6 um fluxograma do programa PEAKAM.

Este programa constitui uma implementag¢io do método da amplitude de pico descrito
na secgdo 5.3.1.1, permitindo, como ilustrado nessa figura, uma visualiza¢io da FRF medida
ou regenerada em trés fases distintas: no inicio da sua execugdo, o que permite definir
exteriormente o nimero de modos a ajustar, bem como os intervalos de frequéncias onde
estes se localizam; no final do ajuste de cada modo de vibragdo, sendo assim possivel, por
inspecgdo visual, analisar a qualidade dos pardmetros identificados; apés ajuste de todos os
modos de vibracdo, o que fornece uma medida visual da qualidade global do ajuste realizado.

As Figuras 6.7 a 6.10 referem-se 2 identificagio dos parﬁmetros modais em
correspondéncia com a FRF teérica (recepténcia), relacionando a saida e entrada do sistema
apresentado na Figura 6.5 ao nivel do piso 1. A boa resolugdo em frequéncia e a separagao
dos modos de vibragdo sdo responsaveis pelos excelentes resultados obtidos, sendo no entanto
perceptivel, particularmente na andlise das Figuras 6.8 e 6.9, a enorme dependéncia da
resolu¢io em frequéncia adoptada.
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ENTRADA DE DADOS

- Nome base da FRF
- FRF
- Formato da FRF

Amplitude da FRF vs frequéncia N° de modos a ajustar = ?

<imod = 1, NMOD

|

MODO imod:

Limites inferior ¢ superior do intervalo

- Estimagio do valor de pico no intervalo

fixado, da constante modal (A i )kc da
correspondente abcissa, f "

- Estimacio do coeficiente de
amortecimento, &,

- Regeneragio da FRF de um sistema de
um grau de liberdade com os parimetros identificados

- FRF medida + FRF regenerada vs frequéncia
- FRF medida vs frequéncia: indicagio dos
pontos de meia poténcia

- Regeneracio da FRF a parir do
conjunto de parimetros identificados

I
GRAFIC3"" -

- FRF medida + FRF regencrada a partir dos modos
identificados vs frequéncia

l
ESCRITA

fx (A ii)k ’ gk

>

Figura 6.6 - Fluxograma do programa PEAKAM (método da amplitude de pico).
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Repetiu-se a aplicagio do programa PEAKAM as FRF simuladas com inclusdo de um
ruido branco de banda limitada na resposta, podendo visualizar-se na Figura 6.11 a estinativa
24 1 (f) assim obtida.

Podem observar-se nas Figuras 6.12 a 6.15 os resultados alcangados, que indiciam uma
excelente aproximagdo entre as frequéncias ajustadas e as frequéncias reais, sendo no entanto
mais elevados os erros nos valores dos coeficientes de amortecimento. No que respeita as
componentes dos modos de vibragio verificou-se uma aproximagao ainda excelente, o que
se deveu ao facto de o ruido presente nas FRF ndo ter introduzido perturbacdes significativas
na zona dos valores de pico, estando-se por outro lado perante uma FRF caracterizada por
frequéncias proprias afastadas e por coeficientes de amortecimento com valores nao

demasiado elevados ou baixos, condi¢des em que o método da amplitude de pico proporciona
melhores resultados.
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Figura 6.7 - Aplicagio de PEAKAM a uma FRF te6rica: GRAFIC1.
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Figura 6.8 - Aplicagio de PEAKAM a uma FRF tedrica: GRAFIC2 (modo de vibragdo 1).
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Figura 6.9 - Aplicagio de PEAKAM a uma FRF teérica: GRAFIC 2 (modo de vibragio 2).

6.16




Desenvolvimento de programas de célculo automdtico
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Figura 6.10 - Aplicacio de PEAKAM a uma FRF tedrica: GRAFIC 3.
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Figura 6.11 - A ,,( f) simulada com inclusdo de um rufdo branco de banda limitada na entrada do sistema.
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Figura 6.12 - Aplicagio de PEAKAM a estimativa A ,(f) simulada: GRAFIC1.
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°o.m 2.00 4,00 6.00 E£.00 10.00 12.00 14.00 16.00 18,00 .00 22.00 .00 25.00 26.00 30.00 R.00 XN.00 36.00 38.00 %0.00 42.00 .00
FREQ. (Hz)
cuaeL - 1] - [
MODE ! FREQ., = 4.3%S  (SI = 0.0293 Fenk = 175.2283

Figura 6.13 - Aplicagio de PEAKAM 3 estimativa A ,,(f) simulada: GRAFIC2 (modo de vibragio 1).
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NAME - gl1.TAF NPOIN - 512 SAMPLE FREOD. - S0. OELTF - 0.0877 TMAX - 10.24

- AMPLITUGE

NMPL 1 TUBE

0 0.8 060 1.2 1.60 2.00

10,90 11.00 11,10 11,20 1130 1140 1150 11,60 10.70 11,80 10,90 1200 1210 (2,20 12.30 12.53 12.50 12.60 12.7 12,80 12.%0 iLX 13.10
FREQ. tHz)

0.

.00

r o
- °
J L]

Yoo o ,

°
°
o
Lo A
3 M o » ;\E‘ o e L . ! ) PR 1 L . J

0.00 2.00 %.00 £.00 £.00 10.00 12.00 .00 15.00 16.00 20.00 22.00 i.0C 26.00 2£.00 30.00 .00 .00 36.00 38.00 40.00 K2.2 W.00

FREQ. (Hz)

AMPLETUBE
0.00 0.80 1.60 2.0 1A

el - ][] -

MOOE 2 FRED. = 11,524 (S = 0.0317  Anmnk = 4ES.1353

Figura 6.14 - Aplicagio de PEAKAM 2 estimativa A, (f) simulada: GRAFIC2 (modo de vibragio 2).

NRME -  ¢l1.TRF NPOIN - SI SAMPLE FREQ. - 0. DELTF - 0.0977 TMAX - 10.24

AMPLITUDE

AMPLITUDE

0.00 0.80 0.80 .20 .60 2.00 280 2.80 3.0 .60 §.00 W4
f T

o0
]
s =
L 1 : 1 . L opptre s © ol L : 1 : 1 L —
0.00 0.8 1.0 2.40 2.20 .00 .60 S.60 640 7.0 £.00 .00 S.50 I3.N0 11.20 12,00 1Z.20 12.60 14.%0 15.20 16.00 16.00 11.80
FREQ, (H2) '

cianveL - (0] [

Figura 6.15 - Aplicagio de PEAKAM 2 estimativa A ;,( f) simulada: GRAFIC3.
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Resumem-se no Quadro 6.1 os valores dos pardmetros modais reais € dos parametros
identificados por aplicagio de PEAKAM as FRF tedricas e simuladas.

Quadro 6.1 - Parimetros modais identificados através de PEAKAM vs parametros modais reais.

Frequéncias proprias Coeficientes de Componentes dos
(Hz) amortecimento (%) modos de vibragio
fi f2 £, E2 (4:), (422, (CID A (42),
Reais 4,40 11,52 3,00 3,00 0,11756 | 0,19021 | 0,19021 | -0,11756
PEAKAM - FRF tedricas 4,39 11,52 302 2,9 0,11802 | 0,18948 |} 0,19007 | -0,12316
PEAKAM - FRF simuladas 4,39 11,52 2,93 317 0,11610 | 0,20153 | 0,18997 | -0,11610

6.2.2 - Programa FITCIR - método do "circle fit"

Na implementacio realizada do método descrito em 5.3.1.2, dois aspectos foram tidos
em considerago: a interactividade gréfica e a eficiéncia do ajuste em situagdes em que o
acoplamento modal seja significativo.

O organigrama apresentado na Figura 6.16 diz respeito a estrutura global adoptada
para o programa FITCIR. Como se pode constatar, a visualizagdo da FRF € realizada em 6
niveis diferentes ao longo do processo de ajuste dos pardmetros modais. Assim, o gréfico da
amplitude da FRF medida e respectiva fase vs frequéncia no inicio da execugéo (GRAFIC1)
permitem de imediato a selecgdo do nimero de modos a identificar e dos intervalos de
frequéncia onde cada um destes se situa. Posteriormente, ap6s o ajuste da circunferéncia em
correspondéncia com cada modo de vibragio a identificar (a partir do conjunto de pontos da
FRF medida situados no intervalo de frequéncias associado a esse modo), a sobreposi¢do
desta curva com os pontos da FRF utilizados no ajuste num grafico de Nyquist (gréfico
(Re[Y],I/m[Y])) permite de imediato a eliminagdo de alguns pontos que envolvam erros
significativos e o ajuste por nova circunferéncia (GRAFIC2).

Numa fase seguinte, usando as técnicas descritas em 5.3.1.2, extraem-se os parametros
modais em correspondéncia com o modo de vibragdo considerado, sendo possivel visualizar
num grafico (Re[Y'],/m[Y]) a localizagdo da frequéncia de ressondncia identificada e
analisar a qualidade do ajuste num gréfico onde se sobrepdem as curvas amplitude vs
frequéncia da FRF medida e da FRF em correspondéncia com o modo ajustado (GRAFIC3).

Ap6s ajuste de todos os modos de vibragdo, apresenta-se um grafico relativo as curvas
amplitude vs frequéncia e fase vs frequéncia da FRF medida e da FRF global ajustada
(GRAFICA). A andlise deste grafico permite seleccionar dois pontos para a determinagao
dos residuos de massa e de rigidez.
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FITCIR .

!
ENTRADA DE DADOS

- Nome base ds FRF
- FRF
. Formsto da FRF

: ‘é’,“,ﬂ' I:dfrp_d]’: 5,”;,;0:,,“:?, —{ N°® de modos a 2justar = ? ]

imod = 1, NMOD

MODO imod:

Limites inferior e superior do intervalo

le
fe—

- Ajuste dos pontos da FRF
localizados no intervalo definido,
por uma circunferéncia no
plano (Re Y, ImY)

: S GRAFICZ il 2oty Quais?
- Sobreposicio da circunfertncia ajustada no piano
(Re Y, Im Y) 2 FRF medida
- Tubela com numeragio dos pontos usados no ajuste Sim

- Coordenadas do centro da circunferéndia, rio e
erro do ajuste

Nio

{

- Estmac3o da frequéncia prépria, usando o método
das diferengas divididas ¢ os parimetros da
drcunferéncia ajustada

- Estimagio do coeficiente de amortecimento

- Esomagio da consunte modal

|

- Sobreposigio da crcunferéncia sjustada no plano
(Re Y, Im Y ) 2 FRF medida; indicagio da
1 incia sobre a circunferénci
- Sobreposicio da curva smplitude vs frequéncia
da FRF medida e da FRF do sistema de 1 grau
de liberdade ajustado

- ParSmetos identficados

|

- Subtracgio 3 FRF medida da FRF ajustada
]

)]

- Regmmcjo da FRF 2 pardr do
[+ ) c } ol A b A ‘e

Figura 6.16 - Organigrama do programa FITCIR.
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- Sobreposigio da curva amplitude vs frequéncia

da FRF medida e da FRF ajustada

Escolha de pontos para determinar
- Sobreposigio da curva fase vs frequéncia os residuos de massa ¢ de rigidez

da FRF medida ¢ da FRF ajusrada

- Determinacio dos resfduos de massa e rigidez

- Sobreposi¢io da curva amplitude vs frequéncia .
da FRF medida ¢ da FRF ajustada, apés Alreragio dos pontos cscolhidos
inclusio dos residuos de massa ¢ de ngidez para avalizagio dos resfduos ?

I
(o GRAFIC6 o

- Sobreposi¢io das curvas do plano (Re Y, Im Y )
contendo a FRF medida ¢ a2 FRF ajustada final

- Tabela contendo parimetros do ajuste

@

Figura 6.16 (cont.) - Organigrama do programa FITCIR.

A determinagdo dos termos residuais leva a um novo grafico onde se representam as
curvas amplitude e fase versus frequéncia da FRF medida e da FRF ajustada com inclusao
desses termos. A andlise deste grafico (GRAFICS) pode sugerir a escolha de novos pontos.

A qualidade do ajuste pode finalmente ser avaliada em termos globais num gréfico do
tipo (Re[Y ], /m[Y]) (GRAFICG).

No que respeita 2 eficiéncia desta técnica no ajuste de parametros de FRF para as quais |

nio seja desprezdvel o acoplamento entre modos de vibragdo, refere-se que a subtracgio a
FRF medida (numa fase anterior ao ajuste de cada circunferéncia modal) da soma das FRF
regeneradas j4 identificadas permite eliminar a contribui¢do de alguns modos de vibragio e,
como tal, melhorar substancialmente as estimativas dos parametros modais relativamente as
técnicas que nio utilizam este tipo de consideragoes.

A aplicagdo do programa FITCIR s FRF tedricas do sistema de dois graus de liberdade
representado na Figura 6.5, de que resultaram os graficos 6.17 a 6.24 ¢ 0 Quadro 6.2, evidencia
algumas particularidades da técnica implementada.
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NAME - hllv. TAF NPOIN - 512 SRMPLE FREQD, - S0, DELTF - 0.0977 TMAX - 10.24

AYPLITUJE

Ll

T
®©

©f
®
L

o
o
o
-
] / u
1 . ' : 1 : : : . ]

2.00 ©.00 5.00 8.00 10.00 1200 14.00 16.00 18.00 20.00 22.00 .00 26.00 26.00 .00 .00 .00 %.0C .00 40.00 2.0C 45.00
rAEQ. (Hz)

(yﬂ"oo °

AMPLTIUE 16"
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0. 0.1

ol
8

x10'

0.00 20.00 ¥0.00 60.00

PHASE
—r N

PIASE

il 3 L7 . 1 3 1 : ! : ! 1 L s 5 ' s . | ' o
0.00 2.00 ¥.00 6.00 £.00 10.00 12,00 i¥.00 16.00 18.00 20.00 22.00 .00 26.00 26.00 .00 .00 .00 .00 3.0 ¥3.00 .00 w.00
FREQ. [H2)

el - (1] [

Figura 6.17 - Aplica¢io de FITCIR a FRF (mobilidade) teérica: GRAFIC1.

NRME -  hllv.TRF NPOIN - 512 SAMPLE FRED. - 0. DELTF - 0.0877 TMRX - 10.24

Point H X 1

3.125 0.00006 0.00C8S

3.220 0.00009 0.0C:R
3.4i8 £.00012 0.00:i:3
0.05:33

3.613 C.00019 C.3C:ivl

3.711 0.00025 (.0Ci6

3.6 0.00035 C.0CIEY
3 3.8% 0.00050 0.0Ci7
10 4.0W 0.00077 0.00c8!
11 4R 0.00130 C.00222
12 4138 0.00246 0.0%401
13 4,287 C.00S17 L0025
% 4.3 0.00833 C0.00CSD -
1S 4482 0.00560 -C.CC338
b 4.5%0 0.00278 -0.0C3E8
17 4680 0.001S3 -0.0Ce87
18 4,78 0.00095 -G.CCe38
19 4.283 2.00054 -0.00:95

4 20 4.5% 0.00047 -0.0Ci63
0.00 0.08 0.16 0.2 0.3 0.40 0.8 0.56 0.8 0.72 0.80 0.8 21 5.0 0.0003 -0.00:29

REAL a107

coanneL - [ [

MODE 1| X0 =0.0042 - Y0= 0.0002 RADIUS = C.00Y2 ERAROR = 0.0001 A

T
O DU E W N e
I3 w [
n »
o
(=]
v

210

1HAG
0.40 -0.3 -0.4 -0.16 -0.06 0,00 0.08 0.16 0.4 0.32 0.0 0.48

] i bl . A L 1

Figura 6.18 - Aplicagdo de FITCIR 2 FRF (mobilidade) te6rica: GRAFIC2 (modo de vibragio 1).
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NAME - hilv.TRF NPOIN - SI2 SEMPLE FRTO0, - 30. DELTF - 0.0877 TMRX - 10.
8
MODE 1 g [
3L
Fk=  LINS Mz o S [
< o
(st = 3183 % : ERAGR = 1.% S
Amnk = 0.0146 3 <
=i WO SRS A
Flenk = 3.75703 {graul -
Dank = (0.000CS é
8.. H 1 1 . 1 J
oo 00 02 0.0 0.0 G.OS G065 0.07 £.08 0.09 0.0
Rz g
AMPLITUDE

1 8
. fu AN

000 2.0 600 £.00 .00 10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00 22.00 .00 26.00 28.00 30.00 2.0 K.00 %.00 3.00 40.00 ¥2.00 ¥:.00
Fic0. (Hz2)

AMPLITUDE =107
0.00 0.0 0.00 0.12 0O.16

Figura 6.19 - Aplicagio de FITCIR a FRF (mobilidade) teérica: GRAFIC3 (modo de vibragio 1).

NAME - hilv.TRF NPOIN - 512 SFMPLE FREQ. - S0. DELTF - 0.0977 TMAX - 10.24

Point W X Y

10.637 .0C210  0.00363

13.€35 0.0C27  0.00293

11,333 0.0C355  0.0041S

11,230 0.00488  0.00412

11,328 0.0333  0.00354

11,526 0.00778  0.00209

11.523 0.60533  -0.00013
11.821 0.0C765 -0.00227
9 11,719 C.00825 -0.00360
i 11,816 0.CCy82  -0.00M10
11 11,814 C.0C355  -0.00412
2 1a.Ciz 0,008 -0.00293
13 12,108 0.0C220  -0.00356
N 1.2070.90175  -0.00338
15 12,36 0.0C152  -0.00312
16 - 12,42 0.00117  -0.00289
17 12,500 0.00038  -0.00268
18 12.558 C.00C8Y  -0.0049
i3 12695 0.00072 -0.00233
20 12.783 0.00063 -0.00218

B DU AT N

x0?

IMRG
0.2 -0.3 -0.2% -0.18 -0.10 -0.02 0.05 0.4 0.2 0.30 0.3 0M6

0.00 0.08 0.16 0.X 0.3 0.40 0.8 0.5 0.8 0.72 C.20 0.8 21 12.891 0.00055  -0.00206
REAL  x10?
AL - 1]
MODE 2 X0 = 0.0042 Y0 = 0.0000 RADIUS = 0.0042 ERROR = 0.0000 %

Figura 6.20 - Aplicagdo de FITCIR 2 FRF (mobilidade) te6rica: GRAFIC2 (modo de vibragio 2).
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NRME -  hl1v.TRF NPGIN - SI2 SAMPLE FRED, - 0. OELTF - 0.0977 TMAX - 10.24
g _
MDE 2 s
|
Fe = 115034 Hz = S
5l = 3.013 7 ERROR = 0.027 | S
8
fmnk = 0.0363 g3
Fimnk = U4.82576 lgraul - ;
Dok = 0.00032 ¢
5
é. Ll [} 1 1 e o
‘0.00 0.5 0.02 2.53 0% 0.05 0.06 0.37 0.08 0.09 0.10
s ML
-~ 3 AMPLITUCE
s : A
2:r AL J\
e e N
éo.m 2.00 4.00 §.00 68.00 10.00 12.00 14.00 16.2C :3.00 .00 22.00 A.00 22,00 28.00 X.20 R.00 .00 35.00 38.00 40.00 42.00 44.00
ried. (Hz)

Figura 6.21 - Aplicagio de FITCIR a FRF (mobilidade) teérica: GRAFIC3 (modo de vibragdo 2).

NAME -  hllu.TRF NPOIN - €12 SAMPLE FREG. - S0. DELTF - 0.0977 TMAX - 10.4

RMPLITUDE

] f’g
e

0.00 2.00 4.00 £.00 B.00 10.00 12.00 18,00 16.00 18.00 20.00 22.00 .00 26.00 28.00 3C.0C .00 .00 3.00 38.00 40.00 42.0C .00

AMPLITUDE 10"
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 0. 0.}

FREQ. (H2)
= 8
Tac PHASE
81
2 N
=8
<&l
& 2 i A n n 1 L 1 : 1 . L N 1 : i L L 1 i 2 e
da.m 2.00 .00 6.00 8,00 10.00 12.00 18,00 16.00 18.00 20.00 22.00 .00 26.00 20.00 30.00 R.00 .00 %.00 33.00 40.00 H2.00 w.0
FREQ. (Hz)

cianeL - (1] - [ N. DE MODOS RJUSTAODS : 2
ESCOLHA JA 2 PONTOS PARA DETERMINACAD 0O RESIOUO

Figura 6.22 - Aplicagio de FITCIR A FRF (mobilidade) te6rica: GRAFIC4.
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NRME -  hilv.TRF NPOIN - 502 SRMPLE FREQ. - SO. DBELTF - 0.0977 TMRX - 10.&4

AMPLITUDE

1 il 1 L . L L . $ L L 1 : ! 1 ;
0.00 2.00 4.00 .00 8.00 10.00 12.00 3.0 16.00 18.20 0.0 22.00 .00 26.00 28.00 30.C0 22.00 X.00 36.00 33.C0 40.00 %2.00 W.(o
FREQ. Hz)

AMPLITUDE =107
0.00 0.08 0.6 0.4 0. 0.4 0.48 0.5% 064 0.2 0.80 0.68
T 1 T
*‘___'_0___,.___.:8"
ae s

ceeneL - [ [

1/Kmn = 0.0000 1/4mn = 0.00C0

Figura 6.23 - Aplicagio de FITCIR a FRF (mobilidade) te6rica: GRAFICS.

NRME - h1lv.TRF NPOIN - 512 SAMPLE FRED. - S0.  DELTF - 0.0377 TMAX - 10.24

Mode  Fk CS1{) Amnk Filrach

1 8.3%45 3.18 0.01462  0.06557
2 11.S0343.01 0.035829 0.08073

10?

-0.20 0.20 -0.12 0.0 0.0 002 0. 0.78 0.3% 044

=
"
g_ J il L v - 1 i1 L d
?0.0.1 0.08 0.36 0N 0.32 0.80 0.48 0.5 0.6 0.72 0.0 0.8
REAL  x10*
choneL - 1] - [
N. DE MODOS RJUSTRODS : 2 /fmn = 0.000000  1/Man = 0.000004

Figura 6.24 - Aplicagio de FITCIR 4 FRF (mobilidade) teérica: GRAFICS.
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Um primeiro aspecto a salientar é a importincia de usar uma boa resolugio em
frequéncia na proximidade das ressondncias. Na verdade, foi referido na sec¢do 5.3.1.2 que,
na determinagdo das frequéncias de ressonancia, o método do "circle fit" utiliza a propriedade
de a taxa de variagdo do 4ngulo ao centro dos pontos representativos da mobilidade ser
aproximadamente méixima em correspondéncia com as frequéncias préprias do sistema.

Se a resolugdo em frequéncia for baixa, o afastamento entre pontos sucessivos da FRF
na proximidade de cada ressonéncia torna-se muito grande, contribuindo para que a sua
estimagdo possa vir afectada por erros de alguma importincia. Este aspecto vem evidenciado
nas Figuras 6.18 e 6.20: o maior 4ngulo ao centro associado a pontos consecutivos da FRF na
vizinhanga da primeira ressonincia do sistema é responsével por um erro na estimagao da
frequéncia prépria em correspondéncia superior ao erro associado a estimagio da segunda
frequéncia natural (v. Figuras 6.19 e 6.21). Mas, mais importante do que o erro na frequéncia
propria, é o erro na sua localizagdo sobre a circunferéncia modal, que se repercute fortemente
nos valores dos coeficientes de amortecimento identificados e, consequentemente, das
constantes modais em correspondéncia.

Por outro lado, o cardcter complexo da constante modal A .« identificada constitui um

indicador possivel da adequagdo do método utilizado a identificagdo dos pardmetros modais
tomando por base a FRF em anélise. Na verdade, a existéncia de um nivel de ruido elevado
no sinal, ou a existéncia de amortecimento nio-proporcional originam constantes modais
complexas (e, consequentemente, modos complexos) com um carécter tanto mais acentuado,
quanto maior o desvio em relagdo as hip6teses do modelo utilizado na definigdo da FRF.

As Figuras 6.25 a 6.32 referem-se 2 aplicagdo de FITCIR a estimativa da fung¢do de
resposta em frequéncia relacionando forgas e velocidades ao nivel do piso 1, onde se simulou
a existéncia de um ruido branco de banda limitada misturado com a resposta estrutural.
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NRME - gllv.TRF NPOIN - S12 SeMeLE FREQ, - S0. DELTF - 0.0877 TMAX - i0.&4
i AMPLITUOE
E
g— o
8
g8 ¢
=8 ® o
—~ R °
X - :
2 [
8 LR : % °
g 9 ° .8 q% ,
] 8% g
3 -4 E%ge
: ? l;j E “Ww&: . . . . - : 1 1 ! )
S0 20 w0 E soummxzmnmxsmxsmzcmzzma.m‘.mzsmacmxxa.msomsemqamuzmum
FRED. (W)
Bk PrASE
8'- -}
g g’ MWM[B
28l
T | p—— I
°om 2.00 .00 6.00 .00 10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 .00 22.00 .00 25.20 26.00 30.00 32.0C .00 36.0C 33.00 40.00 42.00 Wu.00

Fazl, (Hz)

L - [ [T

Figura 6.25 - Aplicagio de FITCIR 2 estimativa ¥ ,, ( f )simulada: GRAFIC1.

NAME - - gllv.TRF NPOIN - S12 SRMPLE FREQ. - S0.  DELTF - 0.0977 TMAX - 10.24

Point W X T

315 117348 11.01450
3.3 320100 12.53M19
3.320 0.68939 12.64370
3.418 2.73100 1S.4S140
3.516 2.08221 16.43825
3.613 2.05ie3  16.80785
3T WLIT516 21,8895
3.809 3.40985 24.15573
9 3.506 7.46688 2B.2¢257
10 4.004 10.84720 32,73516
1T IR 15718 y2.uj222
12 4,189 29.42066 S1.2378
13 4,287 66.57982 54.85617
14 4,335 108.132204.17862
15 4482 T2.20021 -47.261%0
16 4.530 35.26913 -u6.86569
17 4.688 19.46478 -40.22500
18 4785 12.7315 -33.63410
19 4.883 6.24706 -26.14710

- 0 W.980 6.20316 -20.75850
0,00 10.00 20.00 30.00 ¥0.00 50.00 60.00 76.00 20.00 $0.00 1X.00110.00 21 S.078 4.08S00 -17.23280

REAL

D N E W -

HAG
SS20A2.00-32.00-22.00-12.00 -2.00 8.00 10.00 2.00 B.00 .00 50.00

canveL - 1] -0

MODE 1 X0 = SH.0IR Y0 = 2.5063  RADIUS = 53.84S0 ERA0R = 0.0328 A

Figura 6.26 - Aplicagdo de FITCIR 2 estimativa ¥, ( f )simulada: GRAFIC2 (modo de vibragio 1).
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NRME - gllv.TRF NPOIN - 512 SAMPLE FREQ. - 50.  OELTF - 0.0977 7TMAX - 10.24
=
Er
2
MODE | 2l
8
g
8
Fo= L3841 He s
(1= 3.182 1iERAGR = 0L | SR P
(=3 O S
fmnk = 188.7860 N
Flmnk = 10.18875 (grau) :
Dmnk = 6.07U82 2
2L
8
gl
8. 1 L] - J, 1 1 1 1
8 J
T0.00 2.2 40.0C 60.00 8C.0OC 100.00320.00 183.0C :60. 06 180,00 200.00
REAL
= -~
= IZ AvPLITUOE
s
ug E 1 Y
=g | £
% -] [ 4 e
g f % g 580 3° oe
8_ ' . - . = L O : 1 1 L L : . 1 J
QU.w 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00 12,00 20.00 22.00 A.00 2£.00 28.00 X.0C R.00 X.00 36.00 38.00 40.00 42.00 v8.00
FREQ. {Hz)

Figura 6.27 - Aplicagio de FITCIR 2 estimativa Y 1, ( f)simulada: GRAFIC3 (modo de vibragio 1).

NAME - gllu.TAF NPOIN - 512 SAMPLE FREQ. - S0. OELTF - 0.0877 THMAX - 10.2¢

Point W X 1

10,37 27.91614 40,6053
11,038 32.61578 S5.44379
11,133 44.60645 SY.12245
11,220 £2.38573 52.107%7
11,328 73.50639 38.u5870
57.21679 27 M1
.£23 101.88089 -2.00770
11.62; 91.79544 -29.11553
9 11,7 56.16766 -45.42420
10 1).5:5 €0.10598 -51.58185
11 1.8 45.50884 -S1.8MES
12 12.0:2 22.03827 -31.51982
13 12,138 2734982 -4u.038
I 12.237 2179478 -40.52826 |
1S 12333 17.40411 -37.078%
16 12.482 13.83572 -30.09345
17 12.520 10.88057 -31.€6111
18 12.538 B.331y2 -29.8333
19 12.55 5.98195 -26.64508

I B |
a
a

===t

D O N E W e

1MNG
50,00 -40.00-30,00-20,00 -10.00 6.00 10,00 20.00 0.0 40.00 50.00 60.00

s T— - D 1273 15661 -20.09752
“.1.00 9.00 19.00 29.00 32.00 49.00 S2.00 69,00 79.00 29,00 $9.00 103.00 2 12.861 13.95183 -2.31683
' REAL '
I T RS T
MOOE 2 XD = 50.1210 Y0 = 1,4197  AARDIUS = 50.8°30 ERAOR = 0.5855 A

Figura 6.28 - Aplica¢io de FITCIR 2 estimativa ¥ ,, ( f )simulada: GRAFIC2 (modo de vibragio 2).
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NAME - gilv.IFF NPOIN - 512 SAMPLE FREQ. - S0. OELTF -  0.0877 THAX - 10.24
o
gr ;
MODE 2 ; L
8 | !
2 ' -
81 .
Fo= 116287 He : 5
(sl = 2.501 7 ERRGR = 0.007 | . =T f
‘é B lceeecfecannna U
fonk = 372.778 =<
Flonk = 320.77147  fgrau g ) .
Dank = 35.30217 4 5 —
gr :
8 .
8r :
g - T
T40.00-20.% 0.00 20.00 45.0C 60.00 80.00 100,00 .00 180.00 160. 00
REAL
E AMALITUDE
2
=
=3
= 8
Es
=
8. . I 14 1 1 1 1 ] 1 3 . 1 |
°u.m 2.00 4.00 5.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16,00 18.00 20.00 22.00 .00 ZE.00 28.00 30.00 32.00 .00 %6.00 32.00 §0.00 42.00 w4.00
FREQ. (Hz)

Figura 6.29 - Aplicagio de FITCIR 2 estimativa ¥ ,, ( f )simulada: GRAFIC3 (modo de vibragio 2).

NAME -  glilv.TRF NPOIN - 512 SAMPLE FRZG. - SO, DELTF - 0.0977 TMAX - 10.4
E AMPLITUDE
5
=
8
g
=3
=8
Es
g
8
g o °
8. LN Y
&
8. _: I ! 1 1 : 1 : 4 N
00 500 4.00 6.00 £.00 10.00 12.00 14.00 16.00 16.00 X.00 22,00 A.00 25.00 28.00 0.0C 32.00 X.00 3.00 38.00 80.00 42.00 44.00
FREQ, (Hz)
=8 _
= @ PHASE
81
-2 ! .00 -
221 ] I S
8 8 L ; ] R 1 : L a i & 18 p’P ! l . L . L 1 1 ! 3
S0.00 200 4.00 6.00 £.00 10.00 12.00 19.00 16.00 16.00 20.00 2.00 N.00 25.00 28.00 .00 32.00 X.00 3%.00 3.00 Q.00 \2.00 W.00
FREQ. [Hz)

el - [ [ N. DE MODOS RJUSTAOOS : 2
ESCOLMA JA 2 PONTOS PARA DETERMINACAO 00 RESIOUO

Figura 6.30 - Aplicagio de FITCIR 2 estimativa Y, ( f)simulada: GRAFIC4.
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NAME - gllv.TAF NPOIN - SI2

SAMPLE FREQ.

S0. ZLIF - 0.0977 TMAX - 0.4

AMPLI TUDE
00 10.00 20.00 %0.00 40.00 50.00 £0.00 0.00 80.00 90.00 106.00110.00

AMPLITUDE

! . : L 2 : L I ]

0

0.00 2.00 %.00 £.00 £.00 10.30 12.00 15.00 16.00 1€.00 20.00 22.00 .00 26.00 28.00 0.20 32.00 .00 26,00 38.00 40.00 %2.00 §.00

FREQ. (Hz)

cHanEL - (1] [

1/fmn = -0.C015

}/¥mn = -0.2378

Figura 6.31 - Aplicagio de FITCIR 2 estimativa ¥ ,, ( f )simulada: GRAFICS.

NRME -  gllv.TRF NPOIN - SI2 SAMPLE FREQ. - S0. DELTF - 0.0077 THAX - 10.2¢
Mode Fk CSI{7) ARmnk Filrad

8 | WIBNI 318 186.7650% 0.17748
4 2 2 ILSBR.S0 37277 5552
4§

8

R

8' -1

2

g

S 81;1 ]

P N

&

)

$ T

LR ET

1,

8

L

8. {
g

g - L

$0.(!) 10.00 20.00 30.00 %0.00 50.00 60.00 70.00 60,00 30.00 100.00110.00

REAL
el - [ - [T _
N. OE MOGOS AJUSTRD0S : 2 1/%mn =~ -0.001464 |/Men = -0.237787

Figura 6.32 - Aplicagdo de FITCIR 2 estimativa ¥ |, ( f )simulada: GRAFIC6.

631




Capitulo 6

Como se pode verificar, a presenga de ruido afecta essencialmente os valores dos
coeficientes de amortecimento e dos modos de vibragdo, conduzindo a um maior caricter
complexo das constantes modais (a fase da constante modal € nesses graficos designada por
fimnk) do que no caso em que a FRF ndo contém ruido. Os valores apresentados no Quadro
6.2 evidenciam todavia erros superiores aos obtidos por aplicagio do método da amplitude
de pico, facto que normalmente ndo ocorre na pritica e se deve exclusivamente 2 pequena
perturbagdo introduzida no valor de pico pelo ruido.

Quadro 6.2 - Parametros modais identificados através de FITCIR vs parimetros modais reais.

Frequéncias proprias Coeficientes de Componentes dos
(Hz) amortecimento (%) modos de vibragio
fi f2 & £z CIDN ($2), (CIDN (92).
Reais 4,40 11,52 3,00 3,00 0,11756 { 0,19021 | 0,19021 | -0,11756
FITCIR - FRF teéricas 4,39 11,50 3,18 301 0,12090 | 0,19162 | 0,19050 | -0,11783
FITCIR - FRF simuladas 4,38 11,36 2,46 253 0,12050 | 0,16006 | 0,16934 | -0,12193

6.2.3 - Programa DOBSON - método de Dobson

O fluxograma apresentado na Figura 6.33 refere-se a estrutura global adoptada na
implementac¢do do método de Dobson.

Como af se pode constatar, o utilizador escolhe o niimero de modos que pretende ajustar
mediante a visualizagdo do gréfico de Bode da fungio de resposta em frequéncia (GRAFIC1),
definindo para cada um o intervalo de frequéncias correspondente.

A técnica de ajuste descrita na secgio 5.3.1.4 do Capitulo S € entdo aplicada para cada
modo de vibracdo, passando:

- pelo ajuste inicial da parte real e da parte imagindria da fung¢do A, definida pela
equagdo (5.50) e caracterizada por fungdes lineares na varidvel independente
w? , para cada um dos valores (1, localizados no intervalo de frequéncias
seleccionado na anilise;

- pela visualizagdo dos feixes de rectas ajustados, com indicagio dos coeficientes
de correlagdo do ajuste realizado r(Re) e r(/m), o que permite de imediato
extrair conclusdes quanto ao cardcter complexo da constante modal e, portanto,
a adequagio do método para caracterizar o sistema em anélise (GRAFIC2);
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- pelo ajuste do conjunto de declives dos feixes de rectas obtidos por duas rectas,
uma em correspondéncia com a parte real de A e outra com a parte imaginaria
desta fungio;

- pelaextracgio dos pardmetros modais e visualizagdo das rectas ajustadas; o maior
ou menor desvio do conjunto de pontos utilizados em relagao a recta ajustada
fornece indicagoes relativas a existéncia de ruido na FRF, a adequagdo do
intervalo de frequéncias seleccionado para o ajuste (se for demasiado largo, de
forma a que a contribuigdo residual dos modos "laterais" ndo possa ser
aproximada por uma constante, o afastamento dos pontos seleccionados aumenta
na direcgio dos extremos do intervalo), ou a possibilidade de o comportamento
do sistema ser nao-linear, situa¢do em que o conjunto de pontos resultantes da
medigdo apresenta uma tendéncia néo linear na variagdo com w2,

A visualizacdo final do grafico (Re[ H],/m[H 1), em que se sobrepdem os pontos da

FRF medida 2 curva regenerada através dos parametros identificados, permite analisar a
qualidade da identificacdo realizada.

Para ilustrar a aplicagio deste método, procedeu-se uma vez mais a identificagdo dos
parametros modais em correspondéncia com o sistema apresentado na Figura 6.5.

As Figuras 6.34 a 6.39 referem-se aos resultados da aplicacio & FRF te6rica amostrada
relacionando deslocamentos e forgas ao nivel do grau de liberdade 1, enquanto que as Figuras
6.40 2 6.45 dizem respeito 2 estimativa da mesma FRF simulada com a presen¢a de um ruido
branco de banda limitada na saida. Resumem-se no Quadro 6.3 os pardmetros modais
identificados nessas situagoes, podendo verificar-se por andlise das figuras mencionadas e
deste quadro a excelente qualidade do ajuste realizado em ambos 0s casos, particularmente
para o nivel de ruido presente na FRF simulada.
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DOBSON

ENTRADA DE DADGCS
- Nome base da FRF
FRF

:Formamda FRF

|

. GRAFICL

- Amplitude da FRF vs frequéncia N
« Fase da FRF w3 frequéncia '—"[N'dcmodo’gqmur-?l

imod = 1, NMOD

MODO imod:

Limites inferior ¢ superior do intervalo

- Cflculo do nimero de ponts
no intervalo definido, L

il = 1L

2.0?
- Ctlculo de A w X 2000 " i
Py Ty para Qn meil

|
1

- Ajuste por rectas da pane real e imagindria de A vs w?

GRAFIC2

« Rectas represenando Ref A ] vs  frequénca pan
W - Qm(m- 1, = L)

« Recus represenundo Im{ A ] vs frequéncis pam
wWe Quimal L)

- Quadro contendo os cocficientes de correlagdo
dos sjustes realizados

- Ajuste por recras dos conjuntos de declives das
fectas anteriormente ajustadas

« Extacgio dos parimetros modais a partir dos
coeficientes das recas ajustadas

Ll . GRAFIC3
- reposicio dos pontos (mp, w*) com 1
reca ajustada

- Sobreposigio dos pontos (m;, w2) com s
rects sjustada

« Parimerros modais estimados e coeficientes
de cormrelaglo do sjuste

- Grifico (Re {A (F,)), Im [H (f )} contendo
os pontos medidos da FRF ¢ os pontot correspon-

dentes da curva regenenads a panir dos parimetros
identificados

« Quadro do os perl identificados

@&

Figura 6.33 - Fluxograma do programa DOBSON (método de Dobson).
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NAME - HILLTRF NPOIN - Si2 SR¥PLE FRED. - S0, DELTF - 0.0977 TMAX - 10.24
A .
2L ° AMPLITUCE
- RL %
- 2
=2 L
= E I :a 35
Sl g 5
5L /5 3
8 l L A - L - b i [l 1

©0.00 2.0 4.X 5.00 80 10.00 12,00 1.3 16.0C (L. 2.0 2.50 .2 £.0 8.0 0.0 2.0 XM 5.0 3.0 0.0 1.0 8.0
FRES. (Hz:

%10

0.00 20.00 40.00 3.0

PERSE

PHASE

P S S S S T S S S ST S S ST ST T R S S
0.00 2.00 %.00 5.00 8.00 10.00 12.00 15,00 6.0C 3.2 .00 2.00 .20 26.00 23.00 30.00 2.00 %.00 %.00°38.00 40.00 .00 &3.28
FAEQ. (Hz)

el - (] T [

Figura 6.34 - Aplicagio de DOBSON 2 FRF teérica: GRAFICL.

NRME -  HILTRF NPOIN - 512 SRMPLE FREQ. - S0. OELTF - 0.0977 TMAX - 10.24
Q [Hz)] r(Re) rila
3.1250 | -1.0000) -1.0cCO
3.2227 | -1.0000} -1.00¢0
. 8 3.3203 | -1.0000{ -1.0C23
=€ 34180 | -1.0000| -1.0C20
2 3.515 | -1.0000] -1.0C23
=g 3.6133 | -1.0000{ -1.0C30
g; 3.7108 | -1.0000] -1.6cC0
LS 3.8086 | -1.0000{ -1.CC22
= g.l_ e 3.9083 | -1.0000| -1.cc00
560,00 100, 00 Y59, 20 500. 50 550. 06 600,03 650. 00 700. 00 750,00 80C. 00 350.00 900. 00 35..301000.000%0.00100.00 | 4, 0038 -1.0000} -1.00%0
W2 y.1016 | -1.00CC) ~1.0223
y.1ee2 | -1.6000] -1.022
o 8 4,268 | -1.0000] -1.0CZC
=g \ 4.3%45 | -0.9985| -1.0C20
. \ 44922 | 10000 | -1.0000
Zs \ 4.5838 | 1.0000 | -1.0¢70
=8 4.6875 | 1.0060 | -1.6C%
_-;? 4.7852 | 1.0000 j -1.06%0
— 4.8828 | 1.0000 | -0.9%38
mmmmusn.mmmsso.mmmssa.mm.m:szo.mm.mssn.mmmmmlm.msa.cnlm.m 4.9805 1.0000 -0.95%3
) - amay NPy YY N amaa
FIXACI 1 Wi e wwww

caneeL - [T C

MODE 1

Figura 6.35 - Aplicagio de DOBSON a FRF teérica: GRAFIC2 (modo de vibragdo 1).
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NRME - HILIRF NPOIN - 512 SAMPLE FREQ. - S0. DELTF - 0.0977 THRX - 10.24
- 8|
=2 g7
» o
g7
8
£ 35
5r
8_ ' L : . : 1 1 . ! 1 ' . : . L ! ' | i
%21, 0 220,00 0.0 06 0 #40. 20 480.00'52. 0 580.00 0. 10 S40.06 553.0 720.00 70,00 £5% X 240,00 B0, 00 28 7 96 G100, 00 040, 080, 50 120. 20160, 00
omega’d
8
SET
- 8 !
1
8!
— g -
= 3 !
g. I- ! 1 ‘ L 1 1 L L ! ! ! i . ! i L 1 1 L 1 ]
5 . 00370, 0 560.00100.00 0.0 ¥t 0552, 00560, G0 00,00 4.0 4000 7200 760 £ 0. .80, 005250 960.01000, 00040 080,00 120, 0150.00
omega’?
el - [ [0 MODE 1 r M) =-0.9957 ¢ M~} =1.0000
Fk = 4.3930 Hz  Ceik = 5.9982 7 Ak = 0.01383 8k = 0.00045

Figura 6.36 - Aplicacio de DOBSON a FRF teérica: GRAFIC3 (modo de vibragéo 1).

NAME -  RILTRF NPOIN - 512 SAMPLE FREQ. - S0. DELTF - 0.0077 TM3X - 104
Q H2)| riRe) rilm
10.6375|  -1.0930| -1.0000
11.0332|  -1.0000] -1.0000
w8l 11.1328|  -1.0000] -1.0000
24 | 11,2305  -1.0090] -1.0000
5L 11.3281]  -1.0300{ -1.0000
2 g L 11.4258{  -1.0000{ -1.0000
37 1.323¢| 0.9y | -1.0000
L L3211 1.0000 | -1.0000
=8 L ' I s} 11788 1.8550 | -1.0000
"%, 00 52006 440, 60 50 5 480, 0 500. 00/520. 6 540. 00 550. 00 580. 06 600. 06 620, 00 B40. 0C 355 00 56C. 50 700,00 11.8164 1.0000 | -1.0000
w2 g 1.8141| 1,020 | -1.0000
12.017)  1.0500 | -1.0000
w8l 12.:00|  1.0290 | -1.0000
s } \ 12.200]  1.0900 | -1.0000
_ 8 \ 12,347 1.00500 | -1.0000
=3 \ 12.4023|  1.0000 | -1.000
3s 12.5000|  1.0000 | -1.0000
a g{ Co o> || 1,000 | -1.0000

%m.mw.mmmmmmmmmszo.wm.msso.msw.mmmm.mm.a:mmsac.:nm.m

WAZ -IO’
chanveL - [1] - [
MODE 2

Figura 6.37 - Aplicacio de DOBSON 2 FRF te6rica: GRAFIC2 (modo de vibragio 2).
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NAME -  HILLTRF NPOIN - 512 SAMPLE FREQ. - S0. DSLTIF - 0.0977 TMAX - 10.24
”9_§L
"8
e
£ g

a

540, 08 720 0AB00. CTAGEC. D253, S5O0, 051 25, 02200, 05260, 05 360, OEYY - 08520, 600, 25E80. DS 765, SBHE. S352C. DE000, D080, F 60, 05:240. 08320. 0. 30
omega’2

Ml
2010, 00920, 00800 00 0. 00 U, 0
f
o

10

J 1 J . L L I I ! :

540, 0% 720 00500, 01850, DR 950 DS040. 005120, £5200. X6.280. 05 360. 0544, 05520, 03E0C. 25680, 053750, 0SB40, 0ES0. US300, 0B060. 05160, 0E40. 0E320. OB4AC. 00

omeoa”?
cramneEL - (1] - (0] WE 2 M) =-0.9834 - (M) =1.0000
fh = 115110 Hz Csik= 5.9801 7 A= 0.03607 Bk = 0.00075

Figura 6.38 - Aplicagio de DOBSON 2 FRF te6rica: GRAFIC3 (modo de vibragdo 2).

NAME - HILTRF NPOIN - 512 SAMPLE FREQ. - 50. DELTF - 0.0977 TMAX - 10.24

Mode  Fk CSI[Z) Rmnk  Bmnk

i . 1 4.38306.00 0.0i383 0.00%5
2 1L.5106.98  0.03807 0.00075

110

0.% -0.2 -0.2 -0.% .20 -0.16 -0.12 -0.08 -0.08 -0.00 0.04 0.08

1HAG.

1 A 1 i L b l 1 J 1 o

0.0 0.18 052 -0.08 000 0.00 0.0 C.08 0.2 0.6 0.0 O.N
-3

REAL 0

cranneL - (1] - [

Figura 6.39 - Aplicagio de DOBSON 2 FRF teérica: GRAFIC4.
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NAME - gl).TRF NPOIN - SI2 SSMPLE FREQ. - S0.  DZLTF -  0.0377 TMAX - 10.24
3
2
=38
8
é | f . . ) . . 1 ' . . . . ' . . 1 1 L 1 J
Tssn.oxm.msa.mam.:neso.mmmssc.m.mmmmzsu.m.m.Mm.acm.m.o&s:.xsr.mssa.m.neesa.osm.msa.m
omegat?
3 .
:. ]
= . ° °
z s . 3
-a:sso.ccm.msa.mn:.mm.msm.wssc.m.moso.mmmsn.mm.m.mm.m.msn.:nmmsu.m.usaso.mm.mmm
omeqat?
ehameL - (1] - (1 MODE 2 P M) =-0.0152 e (M) =0.0004
Fi = 11,4853 Hz Csik = 5.41037 M= 350.22741 3t = 0.5238)

Figura 6.44 - Aplicacio de DOBSON a FRF te6rica: GRAFIC3 (modo de vibragio 2).

NRME - gll.TRF NPOIN - 512 SAMPLE FREQ. - SO. DELTF -  0.0977 TMRX - 10.24

Mode i CSI(Z) Amnk Bmnk

_ I 4.4080 6.50 182.26786 5.85187
2 1LAFSS.4l 380,221 0.52381

1MAG
00 -3.60 -3.20 -2.00 -2.80 -2.00 -1.60 -1.20 -0.80 -0.40 0.00 0.80

L L ! L 1.2 L 1 L : i

-2.00 -1.60 -1.20 0.0 0.0 0.00 0.0 0.0 L2 L8 220 2.8
REAL

-5

caneL - [1] - [1]

Figura 6.45 - Aplicagio de DOBSON 2 FREF teérica: GRAFIC4.

6.40



Desenvolvimento de programas de cdiculo automdtico

Quadro 6.3 - Pardmetros modais identificados através de DOBSON vs parametros modais reais.

"

Frequéncias préprias Coeficientes de Componentes dos
(Hz) amortecimento (%) modos de vibracio
f f2 & £z (41, (42), (CIDP ($2),
Reais 4,40 11,52 3,00 3,00 0,11756 | 019021 | 0,19021 | -0,11756
DOBSON - FRF teéricas 439 11,51 3,00 2,99 0,11761 0,19021 0,18993 | - 0,11869
DOBSON - FRF simuladas 441 11,49 3,25 2n 0,11845 | 0,19064 | 0,16646 | -0,10628

Note-se que usando este método simplificagdes do mesmo nivel das utilizadas pelo
método do "circle fit", os resultados obtidos foram claramente superiores aos alcangados
através deste ultimo, nido podendo no entanto concluir-se daqui ser o método de Dobson
superior ao método do "circle fit", j4 que o funcionamento de qualquer dos métodos depende
significativa e diferentemente das caracteristicas da FRF em analise.

Chama-se ainda atengdo para as Figuras 6.41 a 6.44 onde, por comparagao com 0s
graficos 6.35 a 6.38, se pode observar o efeito da existéncia de ruido na configuragao dos feixes
de rectas e rectas ajustadas.

Realca-se também que o modelo de amortecimento em que se baseia o método
DOBSON é o modelo de amortecimento proporcional estrutural, em que o coeficiente de
amortecimento 7, associado ao modo de vibragdo k assume valor duplo do coeficiente de
amortecimento £, sobre a frequéncia de ressondncia f «, assim se explicando os valores
designados por "csi" que surgem nas Figuras 6.39 e 6.44.

6.2.4 - Programa SMSMET - método de Mau

Conforme foi visto na secgdo 5.3.1.5 do Capitulo 5, 0 método de Mau constitui uma
técnica de grande simplicidade, baseando-se na mesma hip6tese do método da amplitude de
pico, em que se admite ser nula a contribui¢io dos modos néo-ressonantes na vizinhanga de
cada frequéncia prépria, mas usando no entanto um nimero superior de pontos (a definir
pelo utilizador) para identificar cada modo de vibragao.

A Figura 6.46 representa um fluxograma do programa implementado.
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SMSMET
I

ENTRADA DE DADOS

- Nimero de FRF a utilizar na
identificagio de pardmemos (1 ou 2)

- Nimero de pontos a utilizar na
vizinhanga de cada modo de vibragio, N

- Nome base das FRF
- FRF
- Formato da FRF

- Procura automitica de mdximos numa
banda de frequéncias a definir

GRAFICY: e s,
. - Amplitude da FRF vs frequéncia

- Marcagio dos miximos detecrados . . .
- Tabela contendo as frequéncias dos I Escolha dos miximos a climinar

miximos encontrados

<{mod = 1, NMOD |

- Minimizagio do emo El, dado pela equagio (5.62)
através da solugio do sistema de equagdes (5.63)

- Extracgio dos parimetros modais Wy §kc P, (5.69

contovyt GRAFICZ: s

Amplitude vs frequéncia da FRF na zona
do modo de vibragio identificado, com
indicagio dos pontos de meia poténcia

Sobreposicio dos grificos amplitude vs frequéncia
da FRF medida e da FRF do sistema de 1 grau de
liberdade cujos parimetros sio os identificados para
o modo de vibragio IMOD

Parimetros modais identificados

- Sobreposigio dos grificos amplitude vs frequéncia
da FRF medida ¢ da FRF regenerada a parir dos
parimetros modais identdficados

Figura 6.46 - Fluxograma do programa SMSMET: Método de Mau.
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Neste programa optou-se por simplificar a tarefa do utilizador, procedendo-se a uma
busca automadtica dos méximos da FRF num intervalo de frequéncias definido exteridrmente,
sendo possivel depois eliminar no ajuste aqueles que efectivamente nio correspondam a
modos de vibragdo do sistema, o que se pode concluir apés visualizagio do grafico amplitude
versus frequéncia (GRAFIC1).

Pode entdo proceder-se ao ajuste dos pardmetros modais, minimizando através da
técnica de minimos quadrados a fungdo de erro expressa pela equagdo (5.62), o que leva a
solugdo do sistema de 4 ou 3 equagdes lineares a 4 ou 3 incégnitas, respectivamente, conforme
se tenha optado pelo ajuste em simultdneo dos pardmetros modais de 2 FRF, ou apenas de
uma.

Pode visualizar-se, no decurso da identificagdo dos parimetros em correspondéncia
com cada modo de vibragdo, o grifico onde se sobrepoem as amplitudes da FRF medida e
da FRF regenerada, representando-se igualmente os pontos de meia poténcia usados na
estimacdo do coeficiente de amortecimento (GRAFIC2).

Finalmente, apds identificacdo de todos os modos de vibragdo, a sobreposi¢do das
amplitudes da FRF medida e da FRF regenerada a partir do conjunto de parimetros
identificados (GRAFIC3) permite avaliar a qualidade global do ajuste realizado.

As Figuras 6.47 a 6.50 e 6.51 a 6.54 dizem respeito mais uma vez a aplicagdo 3 FRF
tedrica amostrada e & correspondente estimativa simulada com introdu¢io de um ruido branco
de banda limitada, relacionando deslocamentos e forgas ao nivel do grau de liberdade 1 do
sistema representado na Figura 6.5. Nestes exemplos seleccionou-se a utilizagio de 5 pontos
centrados em torno de cada frequéncia de ressonéncia, com vista a sua localizagao.

O Quadro 6.4 resume o conjunto de pardmetros modais identificados, podendo em geral
verificar-se ser superior a qualidade destes tltimos face aos correspondentes valores obtidos
através do método da amplitude de pico, como seria de esperar, atendendo ao facto de serem
usados varios pontos na localizagdo de cada ressondncia.

Quadro 6.4 - Parametros modais identificados através de SMSMET vs parimetros modais reais.

Frequéncias préprias Coeficientes de Componentes dos
(Hz) amortecimento (%) modos de vibragdo
fi f2 & £z (CIPN (2), (CID M ($2),
Reais 4,40 11,52 3,00 3,00 0,11756 | 0,19021 | 0,19021 | -0,11756
MAU - FRF teéricas 4,39 11,53 297 3,00 0,11722 | 0,19078 | 0,19041 | -0,11683
MAU - FRF simuladas 4,39 11,52 287 212 0,11534 | 0,19556 | 0,15734 | -0,11891
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Figura 6.47 - Aplicagio de SMSMET a FRF teé6rica: GRAFICL.

NRME - HILTRF NPOIN - S12 SAMPLE FREQ. - S0, OELTF - 0.0977 TMAX - 10.24
g AMPLITUGE

729!_

!z-

w oo

2=l

:e’

sl
el e .

380 68 375 LA LB W00 OB W16 LA GLR G50 GI8 W56 S8 W72 WE) %88 w56 SN 502 L2 5.2 5.3
FRZG. [H2)

AHPLITUCE x10°°
0.00 0.08 0.16 0.8 0.2 0.4

s 4 . S? : i1 Il i 4 1 1 1 Il )

0.00 2.00 4.00 6.00 £.00 10.00 12.00 1%.00 15.00 18.00 20.06 22.00 .00 Z£.00 2.0 30.00 .00 X.00 %.00 38.00 43.00 %2.00 W.00
FREQ. (Hz)

el - (1] -]

HOOE I FREQ. = 4.3889 (Sl = 0.0297 FRmnk = 0.0137
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NAME - HI11.TAF NPOIN - SI2 SAMPLE FREQ. - 50. DELTF - 0.0977 TMAX - 10.24

AMPLITUXE

3
APLITUDE =10
00 0.4 0.08 0.2 0.16 0.0 A 0.8 032 0.3% 040 0.0

N

0.00 0.00 1.6} 240 2% 400 V.80 S.60 6.40 .2 0.0 B.80 S.50 1340 11.20 12.00 12.80 13.60 IN.40 I5.20 16.00 16.80 17.60
FREQ. (Hz}

0.

L - [ [

Figura 6.50 - Aplicagio de SMSMET 2 FRF te6rica: GRAFIC3.
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Figura 6.51 - Aplicagio de SMSMET a estimativa A ,(f) simulada: GRAFICL1.
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Figura 6.52 - Aplicacio de SMSMET 4 estimativa A |, ( f) simulada: GRAFIC2 (modo de vibragio 1).
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Figura 6.53 - Aplicagio de SMSMET i estimativa A ,,( f) simulada: GRAFIC2 (modo de vibragio 2).
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Figura 6.54 - Aplicagio de SMSMET 2 estimativa A ,,( f) simulada: GRAFIC3.
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EXEMPLOS DE APLICACAO



INTRODUCAO

Na curta experiéncia do Departamento de Engenharia Civil da Faculdade de
Engenharia do Porto na é4rea de Identificacdo Experimental de Pardmetros Dindmicos em
Estruturas, iniciada em 1987 com a aquisi¢do de parte do equipamento descrito em 3.3, foi
possivel montar um sistema de medi¢io e desenvolver um conjunto de programas de
processamento de sinal e de identificagio de pardmetros dindmicos em estruturas, cuja
eficiéncia tem sido comprovada em variados ensaios realizados ao longo deste periodo, quer
em resposta a solicitagdes de algumas empresas de que as referéncias [33, 34] sao exemplo,
quer com o objectivo especifico de testar alguma componente do préprio equipamento.

Na fase actual de desenvolvimento deste trabalho, pode dizer-se que se dispde de um
sistema plenamente testado, que se prevé possa ser correntemente utilizado no futuro na
observagdo de estruturas diversas, contribuindo para a solu¢do de numerosos problemas que
frequentemente se colocam, quer no decorrer da sua construgdo, quer ao longo da sua vida
atil.

Para apresentagdo neste trabalho, e em resultado da aplicagdo de programas de célculo
e metodologias descritos nos Capitulos 5 e 6, seleccionaram-se os seguintes exemplos:

1 - Ensaio laboratorial de uma viga metélica de pequena dimensao
sujeita a acgdes transientes produzidas por um martelo de impulsos;

2 - Ensaio de uma laje quadrada de betio armado apoiada em 4 pilares,
sujeita a acgoes transientes produzidas por um martelo de impulsos;

Com estes exemplos, pretendeu-se ilustrar a aplicabilidade e eficiéncia das técnicas
descritas ao longo deste trabalho em situagoes praticas reais e transmitir alguma da
experiéncia e sensibilidade adquiridas neste dominio decorrentes de certos problemas
experimentados, quer na medigio de sinais, quer na comparagdo dos resultados experimentais
com os obtidos por via numérica ou, finalmente, na aplicacdo das formulagdes tedricas que
estdo na base dos referidos modelos.

7.1 - ENSAIO LABORATORIAL DE UMA VIGA METALICA DE PEQUENA
DIMENSAO SUJEITA A ACCOES TRANSIENTES PRODUZIDAS
POR UM MARTELO DE IMPULSOS

A aplicagdo que se descreve nesta secgdo consistiu na identificagdo das propriedades
dinamicas de uma viga em aluminio, de dimensées 7,62x0,635x139,7cm3 (3”x0,257x55”), cuja
ligagdo ao exterior, idealizada como inexistente, se materializou pelo apoio em placas
onduladas de esponja (Figura 7.1).
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Figura 7.1 - Viga de aluminio.

Embora esta estrutura ndo seja representativa de qualquer sistema correntemente
estudado no ambito da Engenharia Civil, tanto pela escala, como ainda pela gama de
frequéncias naturais (com inicio nas dezenas de Hertz), pelas condi¢bes de ensaio
~ (laboratoriais) e pela forma de ligagdo ao exterior, justifica-se a apresentagdo deste estudo
no presente trabalho pelas seguintes razoes:

- Trata-se de uma estrutura cuja modelagio tedrica é amplamente conhecida, o
que muito facilita a comparagdo dos pardmetros obtidos experimentalmente com
os correspondentes parimetros do modelo tedrico, permitindo entdo de forma
simples validar as técnicas experimentais utilizadas;

- A realizagdo de ensaios em laboratério propicia excelentes condigoes para
minorar eventuais perturbagoes indesejdveis, cujos efeitos nem sempre sdo
. facilmente identificaveis quando o ensaio é realizado "in situ";

- Este exemplo constituiu a primeira experiéncia pessoal da utilizagdo de um
analisador de Fourier. A possibilidade de analisar a estrutura em tempo real,
através da visualiza¢io da estimativa da FRF e da fun¢do de coeréncia associada:
logo ap6s a aplicagdo do impulso e, eventualmente, da aplicagdo de janelas de
dados, filtros ou outras fungdes programadas, contribuiu para adquirir
sensibilidade no que respeita, quer a forma de aplicag¢do da excitagido com o
martelo de impulsos, quer ao niimero de séries necessérias para a obtengdo de
uma boa estimativa da FRF, quer ainda A prépria rotina de ensaio e de
interpretagio de resultados.
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7.1.1 - Modela¢ao numérica

[y

A solugdo cléssica fornecida pela teoria de Euler-Bernoulli para as frequéncias naturais
de uma viga de secc¢do constante com extremidades livres em vibragdo lateral [133], obtida
para a hip6tese de a deformagio ocorrer segundo um dos planos principais de flexdo da barra
e de a sua seccdo transversal possuir dimensoes reduzidas em relagdo ao comprimento, é

dada por
kia Elg
fi=— com a=,|—-— (7.1)
2n Ay

sendo £/ arigidez em flexdo da seccdo, g a aceleragio da gravidade, A a 4rea da secgdo

transversal e y o peso voltimico do material.

Os valores das constantes k; podem obter-se da tabela 7.1, onde [ representa o

comprimento da viga.

Tabela 7.1 - Constantes k, referentes a expressio (7.1).

k1 k,l kgl kol kgl kol | k0 ...

0 4,730 7,853 10,996 14,137 17,279 120,420 ...

A configuragio dos modos de vibragdo pode ser obtida por uma expressao do tipo

¢,(x)=C,[cos(k;x)+cosh(k;x)]+Cs[sen(k;x)+senh(k;x)] (7.2)
em que as constantes C, e C ; satisfazem a equagdo
C,[-cos(k;l)+cosh(k;l)]+Cs[-sen(k;l)+senh(k;l)]=0 (7.3)

Tendo em conta as propriedades do material constituinte da secgdo
(E=73,82GPa;v=0,3;y=27,15kN/m?®) e as caracteristicas geométricas desta
Gltima (A=4,8387%x10"*m?;/=1,6259%10"°m*) calcularam-se as primeiras 5
frequéncias naturais e respectivos modos de vibragdo. Sumarizam-se no Quadro 7.1 os valores
obtidos das frequéncias naturais, enquanto que as configuragdes dos modos de vibragdo sdo
representadas na Figura 7.2.
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Quadro 7.1 - Frequéncias naturais dos primeiros 5 modos de vibragdo.

Modo n? Frequéncia (Hz)
(Euler-Bernoulli)
1 173
2 476
3 933
4 1543
5 2305
MQODO
/-—_\—
/ 2
/\ / 3
\./ \/

Figura 7.2 - Configuragdes dos primeiros 5 modos de vibragio.

7.1.2 - Ensaios realizados. Processamento de sinal

Os ensaios da viga descrita em 7.1.1, realizados no Laboratério de Andlise Modal do
Departamento de Engenharia Mecanica da Virginia Polytechnic Institute and State University
(VATECH) no decorrer de um estégio efectuado nessa Universidade, foram desenvolvidos
com base na utilizagio do seguinte equipamento: |

1 martelo de impulsos PCB, modelo 086B03, com possibilidade de
aplica¢io de um impulso na gama de 0 a 2,2kN;

1aceler6metro PCB, modelo 383A02 comssensibilidade de 10mV/g;
2 amplificadores de sinal PCB, modelo 480D06;

1 analisador de Fourier Zonic, modelo 6080.
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Na montagem realizada, utilizaram-se 2 dos 4 canais disponiveis do analisador de
Fourier, o primeiro dos quais foi ligado ao sensor de forga do martelo e o segindo ao
acelerémetro, em ambos os casos com interposi¢do de um amplificador de sinal. A fixagio
do acelerémetro foi efectuada com cera de abelha.

A técnica de ensaio consistiu, basicamente, em aplicar uma série de S impulsos com o
martelo numa posi¢do fixa (coincidindo, neste caso, com uma das extremidades da viga) e
percorrer 15 marcas igualmente espagadas ao longo do eixo da barra com o acelerémetro,
obtendo assim estimativas das fungdes de resposta em frequéncia e correspondentes fungdes

de coeréncia entre a resposta medida em cada uma dessas marcas e a forga aplicada na
extremidade da viga.

A obtengao de uma linha ou coluna da matriz de funcGes de resposta em frequéncia da
estrutura constitui, teoricamente, uma condig¢do necessaria e suficiente para a estimacio de
todos os pardmetros modais necessarios. No entanto, é usual a obtencio adicional de todos
os elementos da diagonal principal da matriz de FRF, pelo facto de lhes estarem associadas
normalmente coeréncias mais elevadas [43]. Desta forma, realizou-se uma segunda série de
testes, em que se obtiveram estimativas das FRF entre a resposta medida numa dada marca
e a forga aplicada nessa mesma posigao.

Apresenta-se na Figura 7.3 um exemplo tipo do impulso aplicado e da resposta medida,
respectivamente, constituindo registos de 1024 valores amostrados a 640Hz, com uma duragio
de 1,6s.

6880 MULTICHANNEL FFT ANALYZER

TINE
1.8E-1
1
Eu 1
8. 1
]
-1.0E-1 R —— :
8.  2.000E-1 1. 400E0
TINE sec

EY

1.400E0
SEC

9.  2.080E-1

Figura 7.3 - Impulso e resposta no ponto 1.
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Pelo facto de o amortecimento da estrutura ser muito baixo, a atenuag¢do do sinal
caracterizador da resposta ndo é completa dentro da janela de observagdo utilizada.
Aplicou-se por isso uma janela de dados exponencial aos sinais de entrada e saida, de forma
a reduzir o efeito de "leakage”.

Como se pode observar na Figura 7.4, onde se apresenta uma estimativa da funcdo
densidade espectral de poténcia do impulso aplicado no ponto 2, as ordenadas espectrais sdo
significativas em toda a gama de frequéncias analisadas, de 0 a 250Hz, o que significa serem
mobilizados os modos estruturais existentes nessa gama.

78888 MULTICHAMMEL FFT ANALYZER

SPEC AUG 5
1E-1 4
&2 3 #1
£l 3
1E-3 3
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4! \
1E-4 3 N
:
1 i ] i L T 13 T 1] ¥ i 1 ] .*
B. 2.280EL 2. 408EZ
HZ

Figura 7.4 - Estimativa da funcio densidade espectral de poténcia da entrada no ponto 2.

Nas Figuras 7.5 a 7.8 apresentam-se as estimativas de duas FRF (Inertdncias) e das
correspondentes fungdes de coeréncia, sendo as primeiras expressas quer em amplitude e
fase (Figuras 7.5 e 7.7), quer em parte real e imagindria (Figura 7.6 e 7.8). Estas fun¢des foram
obtidas no decorrer do ensaio, usando o analisador de Fourier.
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Como se pode observar nessas figuras, a coeréncia é excelente junto das ressonancias,

[y

estando as frequéncias naturais bem separadas e definidas.

Para a FRF2’-2’ (Figuras 7.5 e 7.6), verifica-se um abaixamento da coeréncia junto das
anti-ressonancias, facto que facilmente se explica por ser muito baixa a relagdo sinal/ruido
junto desses pontos, tanto mais que se trata de uma FRF que envolve 0 mesmo ponto na
entrada do sistema e na sua saida.

Acentua-se no entanto que a obten¢ao de boas coeréncias nas estimativas das FRF, est4
fortemente condicionada pela forma como o impulso € aplicado. Na verdade, qualquer
pequeno batimento do martelo apés a pancada, ou um desvio da verticalidade no instante da
sua aplicagdo, sdo suficientes para que a fungio de coeréncia assuma valores muito baixos.

A este propésito é de realgar que a vantagem proporcionada pelos analisadores de
Fourier no que se refere a anélise em tempo real, através da qual é possivel visualizar em
escassos segundos as estimativas das FRF e das respectivas fungoes de coeréncia, se afigura
como de extrema utilidade, ji que através deste procedimento se evita o armazenamento de
uma quantidade considerdvel de informagio initil e, principalmente, uma desgastante
operagio de andlise e posterior selecgdo entre todas as séries colhidas, como acontece quando
a aquisicdo é realizada através de computadores pessoais.

No que respeita as frequéncias naturais, é comprovada para a FRF2’-2’ a existéncia de
cinco modos na gama de 0 a 250Hz. Todavia, no caso da FRF1-8 (Figuras 7.7 e 7.8), apenas
3 modos sido claramente identificados, o que se deve ao facto de o ponto 1, onde é medida a
resposta, corresponder aproximadamente a um nodo dos restantes dois modos. Este mesmo
aspecto é evidenciado junto das frequéncias 52Hz e 158Hz, onde uma ligeira queda da fase
é esbogcada, acompanhada de uma alteragdo sibita da amplitude. Um terceiro nodo €
encontrado na frequéncia de 200Hz, correspondendo a um modo de torgdo da barra que s6
acidentalmente aparece na FRF, em resultado de o acelerémetro ser fixo com um ligeiro
desvio em relagio ao eixo da barra, sendo também o impulso aplicado com alguma
excentricidade. '
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Figura 7.5 - Estimativa da FRF relacionando acelerages medidas e forgas aplicadas em 2"
a) Amplitude e fase; b) Coeréncia.
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2630 MULTICHANMEL FFT AMALYZER
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5888 MULTICHANNEL FFT ANALYZER
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Figura 7.7 - Estimativa da FRF relacionando aceleragbes medidas em 1 e forgas aplicadas em 8’
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7.1.3 - Identificacio de parimetros modais. Comparagio com os resultados tedricos

Atendendo a separacdo das frequéncias naturais e 4 excelente qualidade das estimativas
obtidas para as FRF, considerou-se suficiente a utilizacdo do método da amplitude de pico
para a extrac¢do das frequéncias proprias.

O procedimento consistiu entdo em seleccionar os madximos da amplitude das FRF
estimadas. As abcissas destes pontos correspondem as frequéncias naturais, tendo-se

verificado ser muito pequena a variagio registada nos valores extraidos para o conjunto das
FRF medidas.

Apresentam-se no Quadro 7.2 os resultados obtidos através do modelo teérico e dos
ensaios realizados.

Quadro 7.2 - Frequéncias teéricas vs frequéncias calculadas.

Modo 1 2 3 4 5
Frequéncia tedrica (Hz) 173 47,6 933 1543 230,5
Frequéncia medida (Hz) 21,2 51,9 96,2 1575 235,0

A Figura 7.9 ilustra a excelente correlagio entre os valores experimentais e os valores
previstos das frequéncias préprias do sistema.

Freq. prevista (Hz)

Figura 7.9 - Frequéncias naturais medidas vs previstas.
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& 1509 Capitulo 5.
% 1004 Como entdo foi afirmado, este
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—w?(Ay)
Hij(w)s ————— . (7.4)
(Wi-w)+ (285w, w)
Sobre a ressonéncia, ou seja, quando w = w, vird entdo
'(Aij)k
. = 7.5
Ht/(wk) lZEk ‘ ( )

De (7.5) pode constatar-se ser a FRF um imagindrio puro para w=uw, e entio,

atendendo a que (A;), =(9:),- (¢,),, tem-se que
Hj(w)=iC(¢,), - (9;), (7.6)

sendo C uma constante desconhecida.

Utilizando este resultado para o conjunto de FRF medidas e aplicando-o a determinacio
de cada modo de vibragao, € possivel extrair sucessivamente todas as suas componentes.

Considere-se, por exemplo, o primeiro modo de vibragao, correspondente a frequéncia
fi1=21,2Hz Fazendoi=j=1,vem|H ;(w,)|=(d,), ($,), " C,de onde se obtém

/ H
(¢1)15 l lléwl)‘

Parai=1le j=2,Im[H 2(w,)]1=($,)," ($2)," C, ouseja,

_Im[H 2(w,)]
(¢2), = %0, C

Arbitrando para C um valor qualquer, todas as componentes do modo 1 ficardo

determinadas. Genericamente, a componente (¢,), poderd obter-se por

H
(00), =) 220l - an

enquanto que uma componente (¢,), serd dada por

Im[H a ()]
@)=, c

(7.8)

Procedendo desta forma, foi entio possivel extrair as componentes dos cinco modos de
vibragdo identificados, apresentando-se na Figura 7.10 o resultado da comparag¢do com as
correspondentes componentes teéricas e, na Figura 7.11, as configuragdes modais obtidas.
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Figura 7.10 - Modos de vibragio: componentes previstas vs componentes medidas.
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Figura 7.11 - Configuragdes teéricas e experimentais dos primeiros 5 modos de vibragio identificados.
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A anilise destas figuras permite concluir que, genericamente, a qualidade dos
parametros identificados é excelente, especialmente tendo em conta as limitagoes dd técnica
utilizada. As maiores discrepancias encontradas sdo as que se referem ao primeiro modo de
vibrag¢ao, o que possivelmente resulta da existéncia de um modo de tor¢ao com uma frequéncia
préxima da correspondente a este modo de flexdo, facto melhor evidenciado noutras FRF
obtidas. Outro aspecto que serd de ter em consideragio é o de uma eventual perturbagio
induzida pelas condigoes de apoio realmente existentes sobre a configuragdo da deformada
e, implicitamente, sobre as configuragoes modais, aspecto a que sdo mais sensiveis as
configuragoes de mais baixas frequéncias pelo facto de lhes estarem associadas maiores
amplitudes, mobilizando assim em maior grau o apoio eléstico unilateral introduzido.

Finalmente, no que respeita a identificagdo dos coeficientes de amortecimento em
correspondéncia com os modos de vibragio, utilizou-se uma técnica bastante expeditabaseada
no facto de as abcissas (w,), e (w,), dos extremos de sinais contrérios da parte real da
FRF situados imediatamente antes e depois, respectivamente, de cada frequéncia de
ressonincia w, , coincidirem aproximadamente com as abcissas dos pontos de meia poténcia
da FRF associados ao modo de vibragio correspondente. Pode assim dizer-se que

(wb)k_(wa)k
2W,

R

(7.9)

k

O procedimento consistiu entdo em extrair da parte real de cada FRF as abcissas (w, ),

e (w,),, correspondentes aos extremos na vizinhanca de cada ressonancia w , obtendo-se
de seguida uma estimativa para o valor de &, através da equagdo (7.9). Os valores finais
apresentados no Quadro 7.3 resultaram de uma média ponderada dos coeficientes extraidos
do conjunto das FRF medidas.

Quadro 7.3 - Coeficientes de amortecimento medidos ¢ erros associados.

Modo 1 2 3 4 5
£,(%) 2,86 1,19 0,65 0,38 0,51
Erro absoluto 2,94 1,20 0,65 041 0,27

Note-se que, apesar de quase sistematicamente as abcissas (wo), € (w,), teremo

mesmo valor em todas as FRF analisadas, o erro cometido neste tipo de aproximagdo depende
da resolugdo em frequéncia utilizada, podendo assumir valores inadmissiveis.
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No caso presente, em que A f = 0,625 H z, 0 "escorregamento” dos extremos para as
abcissas laterais origina um erro absoluto méximo de 2,9%, ou seja, um erro relativo da ordem
de 100% no valor do coeficiente de amortecimento em correspondéncia com o primeiro modo
de vibragdo. E, como se pode constatar do Quadro 7.3, o erro relativo para os restantes modos
é também da ordem dos 100%.

Deste modo, pelo seu caricter expedito, esta técnica apenas permite obter valores
indicativos da ordem de grandeza dos coeficientes de amortecimento em fase de ensaio.
Pretendendo-se um pouco mais de precisio nos resultados obtidos, poderd naturalmente
aplicar-se com facilidade o método da meia poténcia, mediante uma adequada técnica de
interpolagao.

7.2 - ENSAIO DE UMA LAJE QUADRADA DE BETAO ARMADO SUJEITA A
ACCOES TRANSIENTES PRODUZIDAS POR UM MARTELO DE IMPULSOS

7.2.1 - Descri¢io e modela¢io numérica

Como segundo exemplo foi considerada uma estrutura de médio porte, constituida por
uma laje quadrada com largura da ordem de 6,6m, apoiada em 4 pilares espagados de cerca
de 4,3m, tendo espessura varivel entre 7,5cm e 22,5cm (v. Figura 7.12).

Esta estrutura constitui a cobertura, em betio armado, de um tanque de ensaio
localizado num dos edificios da Faculdade de Engenharia.

O motivo por que foi realizado este ensaio prende-se com o interesse em avaliar a
eficiéncia da utiliza¢ao da excitagdo transiente produzida por um martelo de impulsos numa
estrutura real de dimensdes médias.

Com vista a uma posterior comparagao dos resultados obtidos experimentalmente com
os alcangados por via numérica, efectuou-se uma discretizagdo de 1/4 da estrutura, numa
malha de elementos finitos, de acordo com a representagdo indicada na Figura 7.13, para o
que foi usado o elemento finito de casca de Ahmad [4]. Utilizando um programa de anélise
dinidmica de estruturas modeladas com este tipo de elemento, foi possivel obter trés conjuntos
das primeiras 6 frequéncias naturais ¢ modos de vibragio associados em correspondéncia
com as trés seguintes condigdes: simulando simetria em torno dos dois eixos de simetria que
passam pelas medianas, simulando anti-simetria em torno desses eixos, ou simulando simetria
segundo um dos eixos e anti-simetria segundo o outro, condi¢do que por simplicidade se
passard a designar por "ndo-simetria".
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Figura 7.12 - Representagio esquemdtica da laje ensaiada.
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Figura 7.13 - Discretizacio de 1/4 da estrutura numa matha de elementos finitos de casca.

Os valores das frequéncias naturais que se sumarizam no quadro 7.4 sdo jé o resultado
de ajustes sucessivos das condigdes de apoio do pilar e do médulo de elasticidade do betao,
de forma a tomar aceitéveis os desvios entre a primeira frequéncia natural medida e calculada.

Quadro 7.4 - Frequéncias calculadas (Hz) dos primeiros 6 modos em correspondéncia com as trés condigdes
de apoio possiveis.

Condigdes de apoio Simetria Nio-simetria | Anti-simetria
Frequénca
18 17,97 26,45 4824
2 2141 39,93 40,13
3 46.68 49,98 48,19
43 62,02 65,23 56,94
5t 89,16 76,02 59,13
6t 11119 110,23 75,86
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As configuracoes dos modos de vibragio correspondentes sdo apresentadas nas Figuras

7.14 a 7.19.

$=17,97H=z

f3=21,41Hz

f35=46.68H=z

Figura 7.14 - 12, 22 e 32 modos de vibragio simétricos.
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fi=62,02Hz

$=89,16H=z

f

e=111,19H=

f

Figura 7.15 - 49, 52 ¢ 62 modos de vibragdo simétricos.
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Figura 7.16 - 12, 22 ¢ 32 modos de vibragdo nao-simétricos.
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fi®=65,23Hz

¥5=76,02H=z

S

f

110,23H=
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Figura 7.17 - 49, 52 e 62 modos de vibragdo nao-simétricos.
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Figura 7.18 - 12, 22 ¢ 32 modos de vibragdo anti-simétricos.
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Figura 7.19 - 42, 5% e 62 modos de vibragio anti-simétricos.
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7.2.2 - Ensaios realizados

[y

Atendendo a que os primeiros modos de vibragdo da estrutura sdo essencialmente
modos simétricos em relagdo a um ou aos dois eixos de simetria da laje que passam pelas
suas medianas (note-se que os primeiros modos de vibragdo anti-simétricos representam
praticamente movimentos horizontais de corpo rigido), foram seleccionados como pontos a

instrumentar os representados em 7.20.

’

/

2 9A 3 A

[
35(?
118

@

7C

|s

Figura 7.20 - Caracterizagio dos pontos de medida.

Note-se que estes pontos coincidem com nés da malha de elementos finitos utilizada

(assinalados com "*" na malha da Figura 7.13).
O equipamento utilizado neste ensaio constou de:

- Um computador pessoal (Toshiba, modelo T5200/100);

- Uma placa de aquisi¢ao de dados DT2801A instalada em slot disponivel;

- Um martelo de impulsos (PCB, modelo 086B50), com ponta mole;

- Sete acelerémetros (PCB, modelo 393C) e respectivos amplificadores (PCB,

modelo 480D06).
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Na montagem realizada, em que apenas se dispunha de 8 canais para aquisi¢do em
simultidneo, o primeiro canal foi ligado ao sensor de forga do martelo, 6 dos canais foram
ligados aos acelerémetros 1 a 6 da direccao AA (Figura 7.20) e o restante foi ligado a um
@ltimo acelerémetro que percorreu todos os outros pontos ao longo do ensaio.

Os 6 acelerémetros que se mantiveram fixos ao longo do ensaio foram aparafusados a
cubos ou chapas de ago colados a superficie da laje por intermédio de um betume de ferro,
de forma a garantir uma adequada ligacdo dos transdutores a estrutura.

Ap6s teste de todo o equipamento, e dado que ndo se dispunha de filtros anti-aliasing,
fizeram-se varias amostragens com frequéncias elevadas variadas, da ordem de 1000 2a2000Hz
(com e sem a actuagio do martelo de impulsos), para detectar a eventual presenca de algumas
componentes da resposta nessa gama de frequéncias.

Tendo-se constatado serem desprezéveis os contributos das frequéncias superiores a
100Hz na composicio espectral dos sinais, mesmo no caso da actuagio do martelo de impulsos,
decidiu adoptar-se uma frequéncia de amostragem de 400Hz.

O ensaio consistiu entdo em aplicar uma série de 5 a 10 impulsos sucessivamente em
cada um dos pontos instrumentados, recolhendo para cada caso um conjunto de amostras de
1024 valores, contendo o sinal de entrada e a resposta em 7 canais.

Obteve-se um total de cerca de 170 conjuntos de registos (um conjunto por pancada),
o que corresponde A medigdo de cerca de 1200 respostas, podendo visualizar-se na Figura
7.21 um exemplo relativo a um registo da forga aplicada e da resposta correspondente num
dos canais instrumentados.

L IMPULSO EM 1A '

FORGA (kN)
g

n

-

L RESPOSTA EM 1A '

o
b ol A

ACELERAGAO (m/s " 2)
-]
(]
1

-
S T

2 TN
H» o

0.5 1 1.5 2 25 3
TEMPO (s)

Figura 7.21 - Impulso e resposta sobre a marca 1A.
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7.2.3 - Processamento de sinal

Para obter estimativas das fungbes de resposta em frequéncia (FRF), expressas em
termos da relagdo aceleragdo num dos pontos instrumentados - forga no ponto onde esta foi
aplicada, utilizou-se o programa PSINAL, descrito no Capitulo 6.

O procedimento utilizado correspondeu a realizagdo das seguintes operagdes:
- Andlise no dominio do tempo:
- Conversao de escala;
- Eliminagido da tendéncia (suposta constante);
- Andlise no dominio da frequéncia:

- Obtengio de todas as estimativas individuais possiveis da funcao densidade
espectral de poténcia do sinal de entrada e da resposta, bem como das
estimativas simples da fun¢ido densidade espectral de poténcia cruzada
entre o sinal de entrada e os sinais de saida;

- Com as estimativas anteriores, obtiveram-se posteriormente estimativas
finais das FRF, bem como das fungdes densidade espectral de poténcia e
densidade espectral de poténcia cruzada, aplicando o estimador médio ao
conjunto das 5 a 10 estimativas determinadas para cada par de pontos
excitacdo-resposta. Estas estimativas foram obtidas por intermédio do
estimador H1 (atendendo a que neste tipo de ensaios o ruido aparece
essencialmente na resposta medida e ao facto de que, nestas circunstincias,
este estimador é ndo enviesado, contanto que o ruido seja ndo
correlacionado, facto que no presente estudo se pode considerar
admissivel);

- Finalmente, usando estas novas estimativas, foi possivel estimar ainda a

fungdo de coeréncia associada a cada FRF.

Note-se que ndo foram aplicadas janelas de dados no tratamento destas séries, 0 que
se deveu ao facto de o sinal amortecer rapidamente dentro da janela de observagdo, tornando
o efeito de "leakage" praticamente nulo.

Na Figura 7.22 apresenta-se uma das estimativas obtidas para a fun¢do densidade
espectral de poténcia da entrada (neste caso, correspondente a um impulso aplicado no ponto
2, segundo a direcgdo A-A, com recurso a médias sobre 12 séries amostradas).
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Figura 722 - Estimativa da fungio densidade espectral de poténcia da entrada, correspondente a um impulso
aplicado em 2A.

Como se pode observar, o impulso aplicado mobiliza frequéncias essencialmente numa
gama inferior a 100Hz, o que resulta do tipo de ponta utilizada. Desta forma, s6 fara sentido
analisar frequéncias préprias inferiores a 100Hz.

Finalmente, apresentam-se nas Figuras 7.23 a 7.38 algumas das estimativas obtidas para
as FRF e para as fungdes de coeréncia que lhes estdo associadas. Uma anélise sumaria destes
graficos permite desde ja extrair as seguintes conclusoes:

a) - Deummodo geral, as fung¢des de coeréncia apresentam valores elevados, excepto
em certas gamas de frequéncias localizadas, o que revela uma boa relagdo
sinal/ruido e, portanto, assegura serem boas as estimativas das FRF
correspondentes. v
Note-se que os valores mais baixos das fungdes de coeréncia ocorrem para
frequéncias baixas (na gama dos 0-10 Hz), o que se deve & presenga de ruido
num sinal de muito baixa amplitude. Outras frequéncias onde a coeréncia baixa
sdo aquelas em que a FRF apresenta anti-ressondncias ou entdo, em alguns casos,
as situadas na proximidade dos 100Hz (CAD-3, CAD-4), 0 que se deve, da mesma
forma, a uma menor relagio sinal/ruido, facto que resulta da quase inexisténcia
de acgdo com contributo significativo nessa gama de frequéncias. Na vizinhanca
das frequéncias de ressondncia, pelo contrério, a coeréncia assume valores muito
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préximos da unidade, o que naturalmente resuita da mais elevada relagio
sinal/ruido af existente; ‘

De um modo geral, no que respeita a identificagido das frequéncias naturais da
estrutura, a evolugdo da fase constitui um indicador superior ao fornecido pela
evolugdo da amplitude, ji que a presenca de ruido afecta essencialmente este
parametro. Este aspecto foi alids referido na secc¢do 4.5.6 do Capitulo 4 deste
trabalho, constatando-se efectivamente nas FRF apresentadas uma suave
transicdo da fase junto das frequéncias de ressondncia, como acontece por
exemplo no caso do registo CA1-1 apresentado na Figura 7.23, na vizinhanga das
frequéncias 16,9Hz, 36,4Hz, 41,0Hz e 90,1Hz. Utilizando este facto, € possivel,
por andlise da representagao da fase versus frequéncia, confirmar a existéncia
de um dado modo de vibragdo em relagdo ao qual a representagdo amplitude
versus frequéncia ndo seja clara. Por exemplo no caso do registo CA2-3,
apresentado na Figura 7.29, a andlise da variacdo da fase no intervalo de
frequéncias 20-27Hz permite confirmar a existéncia de dois modos de vibragao
muito préximos, embora a andlise do grafico amplitude versus frequéncia ndo
seja perfeitamente conclusiva em relagdo a este aspecto. O mesmo se verifica na
gama de frequéncias de 62 a 68Hz para a mesma FRF.

Por outro lado, a evolugio da fase fornece também indicagdes relativamente a
natureza complexa dos modos de vibragdo. De facto, se um modo for real a fase
da correspondente FRF determinada pela relagio aceleragdo/forga, devera
variar de 180° para 0°, ou de 0° para - 180°. Assim acontece, de facto, para o
primeiro modo, a frequéncia de 16,9Hz no registo CAl-1, onde a componente
imagindria é praticamente desprezavel. Em contrapartida, no caso dos registos
CA2-2, CA2-3, CA2-5 E CA2-6, é ja evidente que, por exemplo, o modo relativo
a frequéncia de 73,7Hz exibe caricter complexo. Este mesmo facto verifica-se
também para o modo de frequéncia 89,6Hz nos registos CA2-3 ¢ CAD-3;

Pelo facto da resposta no ponto 1 motivada pela aplica¢do de um impulso nesse
ponto s6 poder conter a contribui¢gio de modos de vibragdo simétricos, serd
legitimo admitir que os 4 modos identificdveis através do registo CAl-1 s6
poderao ser desse tipo;

O niimero de frequéncias naturais contidas no intervalo de andlise 0-100Hz é
bastante elevado, como se pode constatar, por exemplo, mediante a observagao
do registo CA2-2, correspondente a uma situagdo em que apenas se mobilizaram
modos de vibragdo simétricos e nao-simétricos.

Este aspecto foi alids confirmado pelos resultados obtidos através do modelo
numérico desenvolvido para a estrutura.
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Figura 7.23 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 1 com forgas aplicadas em 1; estimativa da funcio
de coeréncia associada.
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CA1-2 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; 4Amostras
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Figura 7.24 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 2 com forgas aplicadas em 1; estimativa da fungdo

de coeréncia associada.
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CA1-3 ESTIMATIVADAF. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; 4Amostras
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Figura 7.25 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 3 com forgas aplicadas em 1; estimativa da fungio
de coeréncia associada.
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CA1-4 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; 4Amostras
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Figura 7.26 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 4 com forgas aplicadas em 1; estimativa da fungio
de coeréncia associada.
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CA2-1 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.1G ; 12Amostras
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Figura 7.27 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 1 com forgas aplicadas em 2; estimativa da funcio
de coeréncia associada.
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CA2-2 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; 12Amostras
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Figura 7.28 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 2 com forgas aplicadas em 2; estimativa da fungio
de coeréncia associada.
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CA2-3 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; 12Amostras
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Figura 7.29 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 3 com forgas aplicadas em 2; estimativa da fungio
de coeréncia associada.
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Exemplos de aplicagao

CA2-4 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; 12Amostras
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Figura 730 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 4 com forgas aplicadas em 2; estimativa da fungio

de coeréncia associada.
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CA2-5 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; 12Amostras
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Figura 7.31 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 5 com forgas aplicadas em 2; estimativa da fungio
de coeréncia associada.
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CA2-6 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Mz Gn4.10 ; 12Amostras
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Figura 7.32 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 6 com forgas aplicadas em 2; estimativa da fungio
de coeréncia associada.
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CAD-3 ESTIMATIVADAF. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; SAmostras
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Figura 7.33 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 3 com forgas aplicadas em D; estimativa da fungdo
de coeréncia associada.
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CAD-4 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; SAmostras
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Figura 7.34 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 4 com forgas aplicadas em D; estimativa da fungdo

de coeréncia associada.
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CC7-1 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; SAmostras
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Figura 7.35 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 1 com forgas aplicadas em 7C; estimativa da fungio
de coeréncia associada.
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CC7-2 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; SAmostras
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Figura 7.36 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 2 com forgas aplicadas em 7C; estimativa da funcio
de coeréncia associada.

743

i



Capitulo 7

CC7-3 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; SAmostras
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Figura 7.37 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 3 com forgas aplicadas em 7C; estimativa da fungio
de coeréncia associada.
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CC7-4 ESTIMATIVA DA F. TRANSFERENCIA
1024Am 400Hz Gn4.10 ; SAmostras
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Figura 7.38 - Estimativa da FRF relacionando a resposta em 4 com forgas aplicadas em 7C; estimativa da fungdo
de coeréncia associada.
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7.2.4 - Identificagcdo de parametros dinimicos

A existéncia de um elevado mimero de frequéncias naturais no intervalo de frequéncias
considerado, detectéveis na generalidade das FRF analisadas, sugere a existéncia de uma
elevada interferéncia modal e, consequentemente, a inadequagdo das técnicas de 1 grau de
liberdade para identificagdo dos pardmetros modais.

Desta forma, optou-se pela utilizagdo do programa MODHAN, baseado no método de
N graus de liberdade RFP descrito no ponto 5.3.2.2. Efectuou-se apesar disso também a
aplicacio dos métodos do "circle fit" e de Dobson a algumas das FRF estimadas.

Por outro lado, apesar do programa MODHAN permitir o ajuste de virias FRF
simultaneamente, considerou-se preferivel a sua aplicagdo individualmente a cada FRF, pelo
facto de em certos registos alguns modos terem uma contribui¢io muito inferior a dos modos
laterais, aparecendo eventualmente "mascarados" por estes dltimos e podendo conduzir,
portanto, a erros significativos quando a identificagdo é feita em simultdneo.

Nas Figuras 7.39 a 7.54 confrontam-se as FRF estimadas (expressas em termos de
receptincias) com as FRF reconstituidas com base nos paridmetros identificados através do
programa MODHAN, podendo observar-se a excelente qualidade do ajuste na generalidade
dos casos. Os quadros apresentados nessas figuras resumem os valores das frequéncias
naturais, dos coeficientes de amortecimento e das constantes modais identificadas. De igual
forma, apresentam-se nas Figuras 7.55 a 7.59 alguns dos resultados obtidos por aplicagdo dos
métodos do "circle fit" e de Dobson as FRF experimentalmente construidas. Nos graficos de
Nyquist dessas figuras, sobrepoem-se as curvas experimentais as FRF ajustadas, vindo estas
expressas em termos de mobilidades, no caso em que se utiliza o método do "circle fit" e em
termos de receptéincia, quando se aplica o0 método de Dobson. Verificou-se que, em geral, os
resultados obtidos por aplicagdo do método do "circle fit" sdo superiores aos obtidos por
aplicagdo do método de Dobson, embora inferiores aos que derivam da aplicagio do método
RFP, através do programa MODHAN. Este facto é consequéncia da inadequagio dos
métodos de 1 grau de liberdade ao ajuste de FRF em que a interferéncia modal tenha grande
significado (note-se que o método do "circle fit" implementado constitui um método
simplificado de N graus de liberdade, na medida em que, antes de proceder ao ajuste de um
dado modo de vibragio, elimina todas as componentes modais da FRF anteriormente
identificadas).
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Umabreve andlise destes graficos e quadros permite constatar, em particular, o seguinte:

- As frequéncias identificadas apresentam de um modo geral variag¢oes muito
pequenas de registo para registo, o que permite afirmar, por um lado, que
representam efectivamente ressonincias do sistema e, por outro, que a precisio
com que sdo obtidas € bastante boa. Isto é valido também para as aplicacoes
realizadas recorrendo ao método do "circle fit" e, em menor grau, para as que
foram efectuadas com recurso ao método de Dobson, sendo de realgar ter-se
conseguido uma excelente concordincia entre os valores obtidos utilizando estes
métodos e o0 método RFP, através do programa MODHAN;

- Os coeficientes de amortecimento identificados apresentam uma maior variagdo
de registo para registo do que as frequéncias naturais, 0 que de alguma forma
seria de esperar, ji que a interferéncia modal é muito elevada, podendo induzir
erros significativos. Note-se que em alguns registos onde este efeito é menos
importante (por exemplo, no designado por CA1-1) os erros cometidos na
avaliacdo dos coeficientes de amortecimento modais sdo naturalmente mais
reduzidos. Chama-se também atengio para a razoével concordincia entre os
valores dos coeficientes de amortecimento obtidos através dos programas
MODHAN e FITCIR nos registos CA1 (Figuras 7.39, 7.40 e 7.42 e 7.55, 7.56 ¢
7.57), em particular para os modos sujeitos a menores interferéncias modais.
Este mesmo facto ndo se verifica relativamente aos coeficientes de
amortecimento estimados por aplicagio do método de Dobson, que assumem
por vezes valores sem significado fisico quando a interferéncia modal é
importante;

- Verifica-se por outro lado que, apesar de apresentarem valores relativamente
baixos, os coeficientes de amortecimento tém uma evolugio essencialmente
decrescente com a frequéncia natural, o que contrasta com a hip6tese muitas
vezes adoptada nas modelagbes numéricas, segundo a qual o amortecimento
obedece a uma lei de comportamento do tipo proporcional em que a fixagio dos
primeiros dois coeficientes (normalmente com valores iguais) conduz a
coeficientes de amortecimento crescentes com as correspondentes frequéncias
naturais para os restantes modos de vibragao;

- No que respeita aos valores das constantes modais ajustadas, salienta-se a
existéncia de um importante cardcter complexo na generalidade das FRF
analisadas (mesmo naquelas que evidenciam um menor niimero de modos de
vibragdo, como € o caso das FRF associadas aos registos CA1). Esta caracteristica
faz-se sentir, tanto nos resultados obtidos através do método RFP, como nos
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proporcionados pela aplicagdo dos métodos do "circle fit" e de Dobson (veja-se
por exemplo a Figura 7.57), o que revela ser neste caso inadequada a utilizacédo
de algoritmos de identifica¢ao de um grau de liberdade baseados na formulagao
modal cléssica.

Em resultado do conjunto de parimetros modais identificados para cada uma das
estimativas das FRF em correspondéncia com um dado ponto de aplicagio do impulso, foram
obtidos valores médios das frequéncias de vibragdo, coeficientes de amortecimento e os
respectivos desvios-padrao.

Estes parametros, que se sumarizam nos Quadros 7.5 a 7.8 para alguns dos conjuntos
de FRF analisados, sdo finalmente utilizados na identifica¢do das componentes dos modos
de vibragdo que lhes correspondem. Apresentam-se nos Quadros 7.9 a 7.16 alguns dos
resultados obtidos para certos modos de vibragio.

A comparagdo dos valores destas componentes com os valores numéricos dos modos
de vibragdo correspondentes é realizada no ponto 7.2.5.. Para j4, interessa unicamente realgar
o caracter complexo das componentes dos modos de vibragio identificados, evidenciado em

maior ou menor grau conforme o registo utilizado, ou seja, o tipo de FRF. Este assunto sera
também discutido em 7.2.5.

7.2.5 - Validag@o do modelo teérico

Neste ponto sido comparados os pardmetros modais obtidos experimentalmente com os
correspondentes valores determinados através do modelo numérico descrito em 7.2.1.

Refere-se contudo que os resultados obtidos numericamente apresentados neste ponto
530 j4 o produto de virias iteragoes de cdlculo em que foram usadas conclusdes extraidas do
modelo experimental, quer com vista a fixagéio do valor do médulo de elasticidade do betio,
quer com a finalidade de caracterizar convenientemente as condigdes de apoio da laje.

Efectivamente, um problema importante na modelagio numérica de uma estrutura de

betdo armado, como a considerada neste exemplo, é o da fixagdo do valor do médulo de
elasticidade a adoptar.
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CA1-1
Qrdem Frequéncia Coeficiente Constante Modal
natural (Hz) amonecimento (%) | Amplitude Fase(?)
1 1.597 7.82 0.9101E-4 91.467
2 16.91 3.11 1.4262E4 90.380
3 36.26 2.21 0.3701E4 112.53
4 41.00 1.44 0.7491E-5 85.777
5 50.26 7.36 0.1336E4 99.652
6 53.92 7.90 0.1526E-4 -158.61
7 90.15 0.799 1.0778E4 . 100.298

Figura 7.39 - Sobreposigdo dos grificos de Bode associados 2 FRF1-1 experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.
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Ordem Frequéncia Coeficiente Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(®)
1 16.93 3.30 1.1787E4 89.285
2 24.89 0.926 0.3581E-5 49.818
3 36.51 2.03 0.1309E4 91.772
4 41.46 2.20 0.1309E-4 58.711
5 48.12 1.75 0.3265E-5 116.56
6 58.31 4.46 0.5236E-5 43.174
7 60.00 1.54 0.1927E-5 153.03
8 64.71 2.00 0.3379E-5 77.621
9 67.38 493 0.4258E-5 142.41
10 74.23 0.531 ‘| 0.4508E-6 -154.22
11 90.27 0.693 0.1925E4 95.521
12 95.67 1.29 0.3673E-5 143.74

Figura 7.40 - Sobreposigdo dos graficos de Bode associados 3 FRF2-1 experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.
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CA13
Ordem Frequéncia Coaficiante Constante Modal
natural (Hz) amortecimanto (%) | Amplitude Fase(®)
1 16.95 3.15 0.7342E-4 89.719
2 24,89 0.711 0.5146E-5 54.559
3 36.33 1.96 0.2030E4 £3.974
4 41.31 2.14 0.4268E-5 -134.662
5 48.99 7.04 0.3830E-5 110.872
6 56.80 8.08 0.4499E-5 -179.776
7 66.48 0.971 0.3359E-6 -110.862
8 74.55 1.04 0.8307E-6 -169.48
9 90.22 0.694 0.1064E4 , -63.01
10 92.73 1.23 0.8026E-5 -66.81
1 96.19 0.860 0.2444E-5 -75.64

Figura 7.41 - Sobreposicio dos graficos de Bode associados 2 FRF3-1 experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.
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1 16.99 2.66 0.4195E4 90.421
2 24.81 0.644 0.5695E-5 67.600
3 36.35 222 0.4747E4 -58.670
4 41.41 1.95 0.1538E4 -112.20
5 48.78 1.45 0.2161E-5 -104.90
6 56.87 1.22 0.2931E-6 151.65
7 64.51 1.30 0.1310E-5 -59.320
8 72.59 2.26 0.8552E-6 77.950
9 76.08 7.01 0.6013E-5 -166.45
10 78.58 2.14 . 0.1593E-5 -29.990
1 90.21 . 0.885 0.1503E-4 126.46
12 95.84 0.744 0.4586E-5 -25.860

Figura 7.42 - Sobreposicdo dos graficos de Bode associados 3 FRF4-1 experimental (ponteado) ¢ ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.
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Exemplos de aplicagdo

CA2-1 I

180 = = —
= 120 = N
@ 60 ] \ ” \ o A h'\“” \
T p A E y
2 S N W7 S L S I RN
w N N NI
‘g -60 !
w120 'AN
-180
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0.001
0.0001 3
zZ ]
X
E 1E-05%
u 3
Q 3
D 4
=
& 1E-064
= 3
< 3
1E-07:=_'
1E-08 ; Y r . T T v T Y
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FREQUENCIA (Hz)
CA2-1
Ordem Frequéncia Cosficiente Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) { Amplitude Fase(’)
1 16.90 3.03 0.1243E-3 86.702
2 28.62 31.5 0.1200E-3 -48.030
3 36.66 1.43 0.9475E-5 74.050
4 41.90 2.11 0.1613E4 15.420
5 48.76 0.530 0.5328E-6 73.850
6 53.78 3.00 0.2869E-5 -103.82
7 58.03 0.712 0.1797E-6 -25.090
8 59.87 0.295 0.2129E-6 167.08
9 64.80 55.0 0.1701E-3 44.740
10 64.25 0.972 0.1268E-5 128.13
11 74.33 0.745 0.7634E-6 -166.22
12 74.64 -0.382 0.7466E-7 -137.09
13 90.24 0.708 0.2009E-4 88.704

Figura 7.43 - Sobreposi¢io dos graficos de Bode associados 3 FRF1-2 experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.
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Capitulo 7
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FREQUENCIA (Hz)
cA2-2
Ordem Frequéncia Coeficiente Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(®)
1 17.12 2.43 0.7597E-4 64.160
2 24.96 2.75 0.6546E-5 69.670
3 37.42 2.86 0.8661E-5 5.910
4 an 159 0.9649E-5 35.300
5 46.03 0.961 0.4318E-5 29.410
6 48.53 1.489 0.2294E4 79.440
7 61.13 4.48 0.1573E4 32.910
8 64.37 1.76 0.2015E-4 115.01
9 73.92 8.20 0.1236E4 106.40
10 89.86 1.08 0.7268E-5 139.11
1 92.49 0.520 0.5182E-6 138.57
12 96.34 1.29 0.2494E-5 130.77

Figura 7.44 - Sobreposi¢io dos gréficos de Bode associados 2 FRF2-2 experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.
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FREQUENCIA (Hz)
CA2-3
Ordem Frequéncia Coeficiente Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(’)
1 16.81 3.27 0.6771E4 101.18
2 22.63 0.611 0.3060E-5 71.207
3 24.80 1.49 0.6545E-5 99.781
4 36.49 2.01 0.8810E-5 -77.687
5 41.44 2.65 0.6106E-5 -128.21
6 45.67 3.19 0.3917E-6 -89.267
7 48.50 0.836 0.1676E-6 88.220
8 58.42 2.78 0.1877E-6 174.12
9 62.24 1.68 0.1060E-5 -93.733
10 66.41 1.86 0.1889E-5 13.978
1 73.95 0.786 0.1064E4 112.34
12 91.98 0.534 0.1236E-5 150.91

7.55

100

Figura 7.45 - Sobreposicio dos gréficos de Bode associados 3 FRF3-2 experimental (ponteado) ¢ ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.



Capitulo 7

180.0
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FREQUENCIA (Hz)
CA2-4
Ordem Frequéncia Cosficiente Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(®)
1 16.80 3.13 0.4384E-4 105.48
2 24.85 152 0.8258E4 96.881
3 36.35 2.05 0.1794E-4 62,098
4 41.28 1.63 0.1310E-4 -88.537
5 45,54 1.42 0.9089E-5 -72.602
6 48.36 1.34 0.1671E-5 -76.405
7 64.66 1.32 0.1057E4 -73.648
8 7417 1.74 0.5323E-5 -136.84
9 90.14 0.680 0.2387E-5 117.78
10 96.85 1.021 0.7538E-5 81.812

Figura 7.46 - Sobreposigio dos graficos de Bode associados 3 FRF4-2 experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Pardmetros modais identificados.
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Exemplos de aplicacdo
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
FREQUENCIA (Hz)
CA2-5
Ordem Freguéncia Coeticients Constante Modal

natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(®)

1 16.90 3.02 0.1115E-3 91.027

2 22.67 0.946 0.3286E-5 54.756

3 " 24.79 1.27 0.2348E4 -73.834

4 28.20 171 0.1236E4 64.766

5 36.50 2.04 0.1052E4 107.18

6 40.65 3.50 0.6468E-5 57.418

7 45.30 1.77 0.1027E-4 -46.609

8 48.34 1.08 0.1681E-4 -65.994

9 50.96 1.41 0.1801E-5 86.617

10 59.19 1.24 0.1747E-5 -64.889
11 64.40 1.26 0.138%E4 -51.238

12 73.86 0.888 0.1387E4 ' 136.34
13 86.57 an 0.3382E-5 74.062
14 90.20 0.810 0.7153E-5 138.27
1§ 96.98 1.04 0.4010E-5 94.899

Figura 7.47 - Sobreposicao dos grificos de Bode associados 3 FRF5-2 experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.
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FREQUENCIA (Hz)
CA26
Ordem Frequéncia Coeficiente Constante Modal

natural (Hz) amontecimento (%) | Amplitude Fase(®)

1 17.13 3.42 0.678SE4 88.403

2 22.59 0.793 0.8056E-5 86.130

3 24.76 1.25 ) 0.4458E-4 69.090

4 36.21 2.18 0.7558E-5 -39.500

5 41.40 1.13 0.1146E-5 -131.88

6 45.27 1.34 0.1609E-5 -21.190

7 48.30 1.17 0.4353E-5 -48.730

8 54.11 1.07 0.4648E-6 -95.446

9 59.71 0.908 0.7282E-6 -77.460

10 64.50 1.12 0.3102E-5 -66.420

11 73.95 0.792 0.1344E4 134.62

12 90.13 0.746 0.5195E-5 -23.390

13 94.96 1.53 0.4084E-6 -143.88

Figura 7.48 - Sobreposigdo dos grificos de Bode associados 8 FRF6-2 experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.
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Exemplos de aplicagdo

FASE (grau)
o
o

100

AMPLITUDE ( m/kN)

Figura 7.49 - Sobreposicio dos graficos de Bode associados 8 FRF3-D experimental (ponteado) e ajustada (trago

1E-09+ T r r y T r r r T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
FREQUENCIA (Hz)
CAD-3

Ordem Frequéncia Coeficients Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(?)
1 16.84 292 0.5865E-4 94.563
2 24.67 1.16 0.2172E4 103.43
3 25.18 1.13 0.1282E4 61.310
4 36.11 1.97 0.1643E4 £2.613
5 41.00 1.55 0.3613E-5 -127.05
6 48.05 1.20 0.2640E-5 116.51
7 59.10 4.9 0.8557E-5 113.25
8 64.20 1.32 0.1492E-5 95.980
g9 73.42 0.872 0.6714E-5 131.22
10 89.53 0.730 0.1136E-4 -51.423
11 92.60 0.535 0.6121E-5 -135.96

cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.

7.59



Capitulo 7

120,041 1\ i
3 60.01! | \U \ \ )
5 -60.0 | ? \_aan A \ 3
-180.0 i - - \
o 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

AMPLITUDE ( m/kN)

T T T T T T

10 20 30 40 50 60 70 8 90 100
FREQUENCIA (Hz)

CAD4

Ordem Frequéncia Coeficiente Constante Modal J

natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(®)

1 16.84 2.70 0.3612E4 98.268

2 2484 1.50 0.4637E-4 92.432

3 36.07 2.06 0.3486E4 -54.294

4 40.83 1.46 0.1326E4 -88.762

5 44 67 1.11 0.2212E-5 -25.112

6 48.11 1.11 0.1290E-4 -78.486

7 60.62 2.07 0.2070E-5 169.38

8 64.16 1.27 0.1060E-4 -54.126

9 73.43 1.22 0.1578E-5 -103.20

10 89.64 0.805 0.1174E4 116.72

" 92.59 0.865 0.1374E4 -31.678

12 95.42 1.13 0.7158E-5 152.51

Figura 7.50 - Sobreposi¢do dos graficos de Bode associados A FRF4-D experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parametros modais identificados.
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Exemplos de aplicagdo
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FREQUENCIA (Hz)
CC7-1
Ordem Frequéncia Coeficiente Constante Modal
ﬁaxum (Hz) amonacimonu; %) | Amplitude Fase(®)
1 17.00 3.03 0.3407E4 -85.021
2 24.80 1.15 0.2999E-5 -120.28
3 36.83 4.25 0.8831E-5 -179.30
4 41.28 1.585 0.3887E-5 -140.39
5 44.06 3.52 0.3317E6 -90.297
6 53.90 1.38 0.5604E-5 78.772
7 56.44 3.84 0.1765E4 88.005
8 60.24 1.54 0.6691E-5 109.15
9 84.28 0.572 0.2409E-5 -71.770
10 89.48 0.760 0.1448E4 80.108

Figura 7.51 - Sobreposicio dos gréficos de Bode associados 2 FRF1-7C experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parametros modais identificados.
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1E-09+ T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 a0 100
FREQUENCIA (Hz)
CC7-2
Ordem Frequéncia Coeficiente Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(’)
1 16.95 3.11 0.2673E4 -87.887
2 24.70 0.921 0.1465E-4 -93.031
3 36.79 4.74 0.4489E-5 172.86
4 40.87 0.981 0.1980E-5 -87.566
5 44.68 1.41 0.4394E-5 124.49
6 48.04 0.848 0.2008E-4 -86.315
7 51.80 3.00 0.2992E-4 164.51
8 59.16 0.445 0.1600E-5 25.249
9 60.00 0.747 0.5191E-5 92.165
10 64.15 1.01 0.1210E4 69.828
11 73.28 0.604 0.2257E-5 87.461
12 84.63 1.62 0.1130E-5 -45.349
13 89.60 0.743 0.2928E-5 -92.736
14 94.7 2.60 0.4788E-5 32.111

Figura 7.52 - Sobreposicio dos graficos de Bode associados 4 FRF2-7C experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.
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Exemplos de aplicagao
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FREQUENCIA (Hz)
CC7-3
Ordem Frequéncia Cosficiente Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(")
1 16.82 3.23 0.1718E-4 -63.638
2 24.71 0.878 0.2518E4 -92.261
3 36.43 2.67 0.2842E-5 25.601
4 40.95 0.744 0.5611E-6 79.894
S 45.43 0.871 0.4879E-6 -146.77
6 48.20 0.861 0.3552E-5 -98.983
7 51.72 2.77 0.6558E-5 -171.23
8 59.50 0.561 0.1852E-5 £6.044
9 59.87 1.33 0.6387E-5 86.519
10 64.30 0.749 0.8805E-6 40.587
11 73.15 0.798 0.2762E-6 118.39
12 '81.79 2.47 0.9154E-6 13.45
13 84.15 0.743 0.2858E-6 61.05
14 89.60 0.712 0.1736E-5 119.36
15 92.69 1.12 0.1338E-5 45.933
16 95.71 1.52 0.3093E-5 84.925

Figura 7.53 - Sobreposigio dos gréficos de Bode associados 2 FRF3-7C experimental (ponteado) e ajustada (trago
cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.
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10 20 30 40 S0 60 70 80 S0
FREQUENCIA (Hz)
CC74
Ordem Frequéncia Caeficients Constante Modal

natural (Hz) amontecimento (%) | Amplitude Fase()

1 17.13 1.98 0.7445E-5 -110.50

2 21.61 5.36 0.7632E-5 167.80

3 24.72 0.875 0.3096E-4 -92.801

4 35.12 2.32 0.3884E-5 131.57

5 39.90 2.23 0.6086E-5 -162.16

6 45.13 1.35 0.6711E-5 -100.46

7 47.96 1.00 0.1865E4 114.49

8 52.96 2.50 0.9683E-5 -108.26

9 54.59 1.08 0.2344E-5 -48.88

10 63.85 1.26 0.1381E4 61.679
1 72.69 0.747 0.7135E-6 -19.634
12 79.33 1.40 0.3918E-6 -126.07

13 84.21 0.483 0.4053E-6 64.438
14 89.70 1.40 0.3730E-5 -57.687

15 95.13 0.948 0.3318E-5 142,57

Figura 7.54 - Sobreposigio dos graficos de Bode associados 3 FRF4-7C experimental (ponteado) e ajustada (traco

cheio) usando o programa MODHAN; Parimetros modais identificados.
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Exemplos de aplicagdo

CA1-1-METODO DO 'CIRCLE FIT’

AMPLITUDE w107
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0.00 5.00 10.00 15.00 20.00 25.00 20.00 35.00 %0.00 §5.00 S0.00 $5.00 60.00 65.00 70.00 75.00 60,00 65.00 90.00 95.00 100.00105.00110.00

FREQ. (Hz2)
di
E L
72 5 |
] g L
g2t
250
:l
|
% o o A7 O 4.E 0% % 0% 0w T2 oo 006
REAL =107
CAl-1
Ordem Frequéncia Coeficiente Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(®)
1 16.61 2.96 0.2577E-5 346.510
2 36.01 2.00 0.2878E-6 7342
3 41.07 143 0.6140E-7 309.591
4 89.83 0.738 0.3486E-6 0.104

Figura 7.55 - Sobreposi¢ao dos gréficos associados a2 FRF1-1 experimental (@ ) e ajustada (trago cheio) através
do método do "circle fit"; Parimetros modais identificados.
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Capitulo 7

CA1-2-METODO DO 'CIRCLE FIT’

AMPLITUDE =107
0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 0.N 0.2 0.32 0.35 040 0.

0.00 $.00 10.00 i5.00 20.00 25.00 0.00 35.00 $0.00 §5.00 50.00 S5.00 60.00 65.00 70.00 75.00 B0.00 £5.00 90.00 95.00 100.00105.00110.00

FREQ. (Ha)
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2 -0.16 -0.12 -0.08 0.04 0.00 0.04 0.08 0.12 0.I6 0.0 0.%
T

1 L L I3 i i 1 1} Il 1 ]

-0.% 0.2 0.2 0.4 -0.20 -0.16 -0.12 -0.08 0.4 -0.00 0.0N 0.08

0

REAL =107
CA1-2

Ordem Frequéncia Coeficiente : Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(®)
1 16.60 2.99 0.2157E-1 171.90
2 24.85 1.71 0.1806E-2 43.979
3 36.02 1.91 0.5184E-2 -167.64
4 41.08 1.51 0.4276E-2 143.57
5 48.17 1.72 0.1633E-2 178.40
6 59.45 0.804 0.4775E-3 -87.706
7 64.70 1.20 0.1163E-2 135.53
8 73.65 0.680 0.5282E-3 -31.052
9 89.90 0.736 0.2330E-1 -177.85
10 95.69 1.13 0.3363E-2 -163.74

Figura 7.56 - Sobreposicio dos gréficos associados 2 FRF1-2 experimental ( @ ) ¢ ajustada (trago cheio) através
do método do "circle fit"; Parimetros modais identificados.
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Exemplos de aplicagdo

CA1-4-METODO DO 'CIRCLE FIT’
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-2
REAL x10
CA1-4
Ordem Frequéncia Coeficients Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase()
1 16.60 2.93 0.9423E-2 177.60
2 24.84 1.53 0.3968E-2 48914
3 36.01 1.97 0.1785E-1 23.078
4 41.08 1.45 0.5548E-2 -32.180
5 48.28 1.72 0.1655E-2 -11.056
6 64.65 1.59 0.1447E-2 " -16.038
4 89.82 0.768 0.1441E-1 -147.03

Figura 7.57 - Sobreposicio dos gréficos associados 3 FRF1-4 experimental ( @) e ajustada (trago cheio) através
do método do "circle fit"; Parimetros modais identificados.
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Capitulo 7

CA1-1-METODO DE DOBSON
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REAL *10
CA1-1
Ordem Frequéncia Coeficiente Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(?)
1 16.48 3.40 ‘ 0.2913E-1 92.034
2 35.89 1.48 0.1081E-1 -106.69
3 41.18 0.622 0.2285E-2 126.33
4 89.66 0.830 0.1127E0 -99.432

Figura 7.58 - Sobreposicio dos graficos de Nyquist associados 28 FRF1-1 experimental (@) e ajustada (trago cheio)
através do método de Dobson; Parimetros modais identificados.
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Exemplos de aplicagdo

CA1-2- METODO DE DOBSON

x10"
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REAL x107
CA1-2

QOrdem Frequéncia Coeficiente Constante Modal
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(®)
1 16.46 3.44 0.2288E-1 89.789
2 24.30 0.014 0.2851E-4 -91.81
3 35.97 1.34 0.3914E-2 73.230
4 #1.17 1.31 0.3755E-2 -55.630
5 47.80 0.113 0.5781E4 -83.570
6 59.85 -0.008 0.1020E-4 91.685
7 64.40 0.416 0.4576E-3 -39.830
8 74.17 0.570 0.7249E-4 . 109.34
9 89.96 0.720 0.2379E-1 86.239
10 96.34 0.464 0.1162E-1 -58.240

Figura 7.59 - Sobreposicdo dos gréficos de Nyquist associados 8 FRF1-2 experimental (m) e ajustada (trago cheio)
através do método de Dobson; Parimetros modais identificados.
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Capitulo 7

Quadro 7.5- Valores médios e desvios-padrdo associados para as frequéncias naturais e coeficientes de
_amortecimento identificados nos registos CA1, usando o programa MODHAN,

CA1l
MODO Frequéncia Natural (Hz) | Coeficiente Amortecimento
(%)

Ne Média Desvio-padrio Média Desvio-padrio

1 16,96 0,033 312 0,243

2 36,41 0,116 2,07 0,119

3 41,02 0,635 3,18 2,080

4 49,34 0,877 4,13 2,917

5 54,19 0,384 7,85 0,070

6 90,22 0,043 0,751 0,078

Quadro 7.6 - Valores médios e desvios-padrio associados para as frequéncias naturais e coeficientes de
amortecimento identificados nos registos CA2, usando o programa MODHAN.

CA2
MODO Frequéncia Natural (Hz) || Coeficiente Amortecimento
(%)
Ne Média Desvio-padrio Média Desvio-padrio
1 16,94 0,148 3,05 0,340
2 36,60 0,427 2,10 0,456
3 41,40 0,431 2,10 0,859
4 48,47 0,171 1,07 0,348
5 53,95 0,233 2,03 1,37
6 58,84 0,752 1,41 0,939
7 59,66 0,996 1,94 1,69
8 74,03 0,182 0,962 0,384
9 90,42 0,775 0,760 0,182
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Quadro 7.7-  Valores médios e desvios-padrio associados para as frequéncias naturais e coeficientes de
amortecimento identificados nos registos CAD, usando o programa MODHAN.

CAD
MODO Frequéncia Natural (Hz) |} Coeficiente Amortecimento
(%)
Ne Média Desvio-padrio Média Desvio-padrio
1 16,86 0,042 3,03 0,246
2 24,17 0,135 1,63 0,461
3 36,08 0,110 2,40 0,560
4 48,05 0,103 1,73 1,04
5 59,81 0,707 3,26 1,80
6 63,76 0,510 1,44 0,308
7 89,60 0,041 0,755 0,035
8 92,72 0,274 0,964 0,295

Quadro 7.8 - Valores médios ¢ desvios-padrio associados para as frequéncias naturais e coeficientes de
amortecimento identificados nos registos CC7, usando o programa MODHAN.

cc?
MODO Frequéncia Natural (Hz) § Coeficiente Amortecimento
(%)
Ne Média Desvio-padrio Média Desvio-padrio
1 16,98 0,127 2,84 0,577
2 24,74 0,040 1,01 0,167
3 36,29 0,801 3,50 1,18
4 40,75 0,595 1,38 0,663
5 4482 0,597 1,79 1,18
6 52,94 1,276 2,49 1,28
7 56,73 2,30 1,82 1,86
8 60,23 0,413 1,37 0,476
9 84,19 0,339 0,881 0,456
10 89,63 0,112 0,880 0,290
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Quadro 7.9 -  Componentes identificadas do 12 modo de vibragio simétrico através dos registos CA1, usando o

Capitulo 7

programa MODHAN,
CAl
Posigio Frequéncia Coceficiente Modo de vibragio
natural (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(®)
1 16,92 311 0,17407EQ 0,19
2 16,93 3,30 0,14402E0 -091
3 16,95 315 0,89812E-1 -0,47
4 16,99 2,66 0,51446E-1 0,23
5 16,96 3,14 0,15780EQ 5,94
6 17,00 3,35 0,97243E-1 1,08
Média 16,96 3,12
Desvio-padrio 0,03 0,24

Quadro 7.10-  Componentes identificadas do 12 modo de vibragio simétrico através dos registos CA2, usando
o programa MODHAN.
CA2
Posigio Frequéncia Cocficiente Modo de Vibragio
naturat (Hz) amortecimento (%) Amplitude Fase(®)
1 16,91 3,03 0,21649E2 9,62
2 17,12 2,43 0,13750E2 -12,92
3 16,81 3,27 0,11592E2 24,10
4 16,81 3,13 0,75026E1 28,40
5 16,90 3,02 0,19397E2 13,95
6 17,13 3,42 0,12309E2 11,33
Média 16,94 3,05
Desvio-padrio 0,15 0,34
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Quadro 7.11-  Componentes identificadas do 12 modo de vibragio simétrico através dos registos CAD, usando

o programa MODHAN.
CAD
Posigdo Frequéncia Coeficiente Modo de vibragio
natural (Hz) amortecimento (%) Amplitude Fase(®)
1 16,87 298 0,16459E0 -3,38
D 16,93 3,25 0,16004E0 -0,30
2 16,84 3,29 0,13785E0 2,84
3 16,84 292 0,77500E-1 4,86
4 16,84 2,70 0,47727E-1 8,57
Média 16,86 3,03
Desvio-padrio 0,04 0,25

Quadro 7.12- Componentes identificadas do 12 modo de vibragio simétrico através dos registos CA1, usando

o programa FITCIR.
CAl
Posi¢io Frequéncia Coeficiente Modo de vibragio
natural (Hz) amortecimento (%) Amplitude Fase(®)
1 16,61 2,94 0,17407E0 170,01
2 16,60 2,99 0,13699E0 171,90
3 16,61 297 0,87557E-1 172,39
4 16,60 2,93 0,59880E-1 177,60
Média 16,60 2,96
Desvio-padrio 0,01 0,02
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Quadro 7.13- Componentes identificadas do 12 modo de vibragdo nio-simétrico através dos registos CC7,

usando o programa MODHAN,
ccr
Posicdo Frequéncia Cocficiente Modo de vibragao
naturat (Hz) amortecimento (%) | Amplitude Fase(®)
1 24,80 1,15 0,14785E-1 152,27
2 24,70 0,92 0,71938E-1 179,52
3 2471 0,88 0,12367E0 -179,71
4 24,72 0,87 0,15215E0 179,75
7C 24,75 1,23 0,63212E-1 -2,55
Média 24,74 1,01
Desvio-padrio 0,04 0,17

71.74

Quadro 7.14 -  Componentes identificadas do 32 modo de vibragio simétrico através dos registos CAD, usando
o programa MODHAN,
CAD
Posigio Frequéncia Coeficiente Modo de vibragio
natural (Hz) amortecimento (%) Amplitude Fase(°)
1 36,07 2,36 0,14534E0 6,13
D 36,23 2,23 0,10050E0 16,10
2 3592 3,36 0,80302E-1 21,20
3 36,11 1,98 0,74173E-1 -168,72
4 36,07 2,06 0,15717E0 -160,40
Média 36,08 2,40
Desvio-padrio 0,11 0,56
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Quadro 7.15- Componentes identificadas do 32 modo de vibragio nido-simétrico através dos registos CAD,

usando o programa MODHAN.
CAD
Posigio Frequéncia Coeficiente Modo de vibragdo
natural (Hz) amortecimento (%) Amplitude Fase(®)
1 47,87 3,57 0,35296E-1 2410
D 48,14 1,55 0,10287E0 15,77
2 48,08 1,20 0,10110E0 -1,44
3 48,05 1,20 0,15493E-1 10,74
4 48,11 1,11 0,75778E-1 175,75
Média 48,05 1,26
Desvio-padrio 0,10 0,17

Quadro 7.16 -  Componentes identificadas do 62 modo de vibragio simétrico através dos registos CA1, usando

0 programa MODHAN.
CA1l
Posigio Frequéncia Coeficiente Modo de vibragio
natural (Hz) amortecimento (%) Amplitude Fase(®)
1 90,14 0,799 0,34941E0 515
2 90,26 0,693 0,62480E-1 0,37
3 90,22 0,694 0,34511E-1 -158,16
4 90,21 0,885 0,48754E-1 31,32
5 90,25 0,692 0,92119E-1 35,74
6 90,24 0,742 0,84702E-1 -129,99
Média 90,22 0,751
Desvio-padrio 0,04 0,078
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Embora esta questdo possa ser resolvida através da comparagdo entre a frequéncia
fundamental medida e calculada, essa via no pode considerar-se, em principio, como muito
adequada. Com efeito, o facto de a frequéncia variar aproximadamente com a rafz quadrada
do mddulo de elasticidade, leva a que o erro cometido na avaliacio deste tltimo, através da
medigdo de vibragbes, possa ser significativo.

Todavia, do ponto de vista da quantificagdio numérica das frequéncias naturais, a
importéncia de qualquer eventual erro de avaliagio do médulo de elasticidade é atenuada,
verificando-se por exemplo, que erros da ordem dos 20% na avaliagio do mé6dulo de
elasticidade s6 afectam em cerca de 5% o valor da frequéncia fundamental da estrutura (valor
que se situa na margem de erro tolerdvel em ensaios desta natureza).

No problema em estudo, a avaliagio do médulo de elasticidade foi inicialmente
efectuada usando um esclerémetro de Schmidt, tendo-se obtido um valor médio de
E' = 326G Pa, com uma dispersdo da ordem de 20%.

Mediante algumas tentativas de ajuste entre os valores medidos e calculados da
frequéncia fundamental, adoptou-se na modelagio numérica o valor de £ = 34G Paq, tendo-se
assim obtido as frequéncias naturais e modos de vibragio apresentados no Quadro 7.4 e nas
Figufas 7.14 a 7.19, respectivamente.

O problema que se revelou mais importante do ponto de vista da modelagio numérica
foi porém o da simulagao das condi¢des de apoio.

Efectivamente, apesar da grande simplicidade aparente da laje estudada, verificou-se
existir uma grande sensibilidade do seu comportamento dinimico a forma de idealizago das
ligagOes ao exterior na zona de insergdo dos pilares.

Pelo facto de o programa de cilculo disponivel nio permitir simultaneamente a
modelagao do pilar e da laje, procurou abordar-se o problema através da consideracdo de
diferentesidealizagdes tendentes a enquadrar as condigbes reais de ligagio da laje ao exterior.

Das diversas hip6teses consideradas, variando desde o encastramento de todos os nés
sobre o contorno do pilar 2 libertagdo de rotagdes e translacgdes, com ou sem inclusdo de
apoios elasticos, adoptou-se a que consiste na introdu¢io de molas verticais nos nés do
contorno do pilar e na libertagio de todas as componentes de deslocamento desses nés, tendo
as constantes de rigidez das molas sido calculadas a partir das caracteristicas geométricas e
mecénicas do pilar, cujo comprimento livre foi considerado de 1,95m. Obtiveram-se entio os
resultados apresentados no Quadro 7.4, que sugerem, face aos resultados experimentais
obtidos, ser esta a hip6tese que melhor permite modelar de forma aproximada as verdadeiras
condigoes de apoio da laje.
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Conforme ilustrado na Figura 7.18, os primeiros dois modos de vibragao anti-simétricos
quase correspondem a movimentos de corpo rigido segundo o plano horizontal, sendo o
primeiro praticamente caracterizado por uma rotagio e o segundo, por uma translaccio.

Pode por outro lado verificar-se que as frequéncias fundamentais proximas
correspondem por vezes a configuragées modais semelhantes, o que permite compreender,
juntamente com a grande proximidade entre frequéncias sucessivas, a elevada interferéncia
modal evidenciada nas fungdes de resposta em frequéncia obtidas experimentalmente. Como
exemplos, tomem-se os quartos modos simétrico, anti-simétrico e ndo-simétrico, com
frequéncias de 62,02, 65,23 e 56,94Hz, ou os segundos modos nio-simétrico e anti-simétrico,
com frequéncias de 39,93Hz e 40,13Hz.

O passo seguinte deste trabalho consistiu na comparacio entre os resultados obtidos
por via numérica e experimental.

A comparagcdo entre as frequéncias medidas e as frequéncias naturais calculadas s6 foi

possivel para o conjunto de modos cujas configuragdes foram identificadas, tendo sido
efectuada através do gréfico da Figura 7.60.

120

100
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40

Freq. medida (Hz)

201

20 0 20 40 60 80 100 120
Freq. prevista (Hz)

Figura 7.60 - Comparagio entre as frequéncias naturais previstas e as frequéncias medidas.

Como se pode verificar, é excelente a concordincia entre a 12,23, 33 S2 e 63 frequéncias
identificadas e as correspondentes frequéncias previstas, ndo sendo tdo boa para as restantes
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trés frequéncias, que se situam abaixo da recta a 45°, evidenciando assim a maior rigidez do

modelo.

Esta discrepéncia seria de esperar em particular para as frequéncias mais elevadas, pelo
facto de a elas estarem associadas configuragées mais sensiveis 4 forma de ligagio da laje ao
exterior e a discretizagido adoptada na malha de elementos finitos.

No que respeita & comparagio dos modos de vibra¢do, hd a assinalar um aspecto
delicado, que se prende com as hip6teses relativas ao modelo de amortecimento utilizadas
na modelagdo numérica do comportamento estrutural.

Como se sabe, é extremamente dificil a caracterizagio do amortecimento de uma
estrutura, porquanto o fenémeno de dissipagdo de energia é muito complexo, estando
condicionado por mecanismos localizados e distribuidos que diferem com o sistema analisado
e cuja quantificagio rigorosa é irrealizdvel na prética.

Desta forma, sdo habitualmente utilizados modelos de dissipagio de energia
aproximados [43], dos quais se destaca o modelo de amortecimento proporcional. Neste
modelo, admite-se que a matriz de amortecimento é uma combinagio linear das matrizes de
massa e de rigidez da.estrutura, situagio em que os modos de vibragdo do sistema, quando
estudado sem amortecimento (modos de componentes reais), conduzem a um
desacoplamento do sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem que traduz o
equilibrio dindmico.

Por outro lado, recorrendo a uma formulagdo de 'éstado, ¢ possivel efectuar o
desacoplamento do sistema de 2N equagdes diferenciais de primeira ordem caracterizadoras
do movimento da estrutura através de um conjunto de modos cujas componentes sio
complexas, independentemente das caracteristicas da matriz de amortecimento.

Verifica-se neste caso [80, 107] que, se a matriz de amortecimento for do tipo

proporcional, a amplitude dos modos de vibragdo complexos coincide com a amplitude dos
modos reais do sistema nido amortecido.

Relativamente as técnicas de identificagdo usadas para extracgio dos pardmetros
modais, refere-se que os algoritmos de N graus de liberdade mais conhecidos, em que se
enquadraalids a formulagio que constitui o suporte teérico do programa MODHAN utilizado
neste trabalho, baseiam-se na defini¢do de uma fungio de transferéncia em que intervém os
modos complexos da formulagio de estado, nio impondo, portanto, condicionamentos ao
amortecimento.
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Comparar modos complexos, determinados experimentalmente, com modos complexos
obtidos através de uma formulacio de estado parece, portanto, ser a forma édequada de
comparar pardmetros modais experimentais com os correspondentes parimetros numéricos.
E, no caso de o amortecimento ser do tipo proporcional, serd de aceitar também comparar

as amplitudes dos modos complexos identificados com as correspondentes componentes dos
modos reais do sistema nio amortecido.

Mas como proceder, quando o amortecimento é claramente de caracteristicas nio
proporcionais e néo se dispde de uma formulagdo de estado para a modelacdo numérica da
estrutura?

E, por outro lado, qual é a importéncia deste aspecto nos casos praticos estudados no
dominio da Engenharia Civil?

A experiéncia tem mostrado que, quando os coeficientes de amortecimento sdo baixos
(§ £5%), 0s modos de vibragao identificados tém componentes essencialmente reais, desde
que as frequéncias préprias estejam suficientemente afastadas.

No entanto, quando existe uma interferéncia modal significativa, ainda que o
amortecimento seja baixo, os modos de vibragio exibem um carécter complexo por vezes
apreciavel. Este mesmo facto estd claramente patente no conjunto de modos de vibragio
identificados, apresentados nos Quadros 7.9 a 7.15. Como se pode verificar, o inico modo
que se encontra relativamente isolado, préximo da frequéncia de 17Hz, apresenta
componentes essencialmente reais, apesar de o respectivo coeficiente de amortecimento ser
superior ao dos restantes modos, cujas componentes exibem uma componente imaginaria
fundamentalmente dependente da interferéncia dos modos préximos.

Nestas circunsténcias, a comparagdo das amplitudes das componentes dos modos
complexos com as componentes correspondentes dos modos reais do sistema ndo amortecido
pode deixar de conduzir a resultados satisfatérios, razao por que no problema em causa apenas
foi possivel estabelecer comparagoes ao nivel de quatro dos modos identificados.

Os resultados das comparages numérica vs experimental realizadas para estes modos
de vibragdo sdo apresentados no Quadro 7.16.

As Figuras 7.61 e 7.62 ilustram a boa concordancia entre os modelos experimental e
numeérico construidos, caracterizada alids por valores do MAC préximos de 1.
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Quadro 7.16 - Modos experimentais vs modos numéricos.

Componentes previstas

Frequéncia
16,93/17.97Hz 24,74/26 45Hz 36,08/46,68Hz 89,60/111,19Hz
(Exp./num.)
N6 Modeio Experimental Modelo Experi i Modek Bxpert Modelo Exper
Numérico Numérico Numérico Numérico
1 1,000 1,000 0,000 0,093 -0,859 0,925 1,000 1,000
53 0864 0,867 0,388 0,414 0,495 0511 0,162 0,197
120 0,524 0,516 0,764 0,780 0,397 0,472 0,162 -0,109
145 0,336 0,297 1,000 1,000 1,000 1,000 0,208 0,112
168 0,206 1,217 1527 0,687
29 0,932 0,842 0,184 0,666 0,508
27 0,966 0,972 0,207 -0,755 0,639 0,695 0,678
180 -0.692 -0,456 -0.465 0,129 -1.890
MAC=0998 MAC =0995 MAC =091 MAC=0992
1.5
1
£
73
3
5 0.5:
1]
£
] h /X
2 0 .
c
=
4
4 F=16.9 Hz
€ 0.5 ; =
8 e F=24.8 Hz
b3
F=36.1 Hz
=14 x
F=89.6 Hz
-1 -5 T k] 1 ]
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5

Figura 7.61- Componentes previstas vs amplitude das componentes experimentais dos modos de vibragio.

7.80




Exempios de aplicagdo

|F=16.9 Hz]

\\\v// NUMERICO

-
CA1

=]
CAD

]
CA1t{circle-fit)

~s--~¢h“-~._4:----~ ;;;émco

-~
CA3
[=}
ccr

>
CACS

=
o - ey -

NUMERICO
-
CAD
{=}
CA1{(circle-fit)

__\_x/\cj/

NUMERICO
L g
CAD
Q
CA1
b3
CA1(circle-fit)

Figura 7.62 - Configuragdes dos modos de vibragio experimentais vs numéricos segundo uma mediana da laje.
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CAPITULO 8

CONSIDERACOES FINAIS E
PERSPECTIVAS DE
DESENVOLVIMENTO FUTURO



8.1 - CONSIDERACOES FINAIS

Sendo cada vez mais reconhecida a importincia de proceder a caracterizagio
experimental do comportamento dindmico estrutural e atendendo, por outro lado, A grande
flexibilidade e relativo baixo custo dos actuais sistemas de excitagdo e medigdo de vibragoes
em protdtipos, comegou por ser efectuada neste trabalho uma descri¢io das componentes
fundamentais desses sistemas, referindo-se as principais caracteristicas, bem como vantagens
e inconvenientes da sua utilizagdo tendo em vista a especificidade das aplicagoes a efectuar,
situadas no 4mbito da Engenharia Civil. Do que foi dito, pode concluir-se em particular que:

- Embora os vibradores mecanicos sinusoidais constituam ainda a forma de
excitacdo priveligiada de estruturas de dimensGes elevadas (ex: grandes pontes,
barragens), outras formas de excitagdo podem revelar-se interessantes, como a
baseada em vibradores electrohidraulicos ou a excitacio ambiental. Em
estruturas de menor dimensdo, como edificios, reservatérios ou pontdes, podem
ainda utilizar-se os excitadores electrodindmicos ou martelos de impulsos, apesar
de se reconhecer que neste tiltimo caso os sinais colhidos podem conter um maior
nivel de ruido;

- Presentemente, a generalidade dos investigadores opta pela utilizagio de
aceler6metros piezoeléctricos como transdutores de medida, em razdo da sua
elevada sensibilidade, baixo custo relativo e pequenas dimensées;

- No que se refere aos sistemas de aquisi¢cdo e processamento, existe actualmente
a grande preocupac¢do em adquirir equipamentos modulares dotados de uma
grande versatilidade, de forma a tornar possivel a inclusdo de fungées especiais
ou sequéncias de operagdes programadas especificamente pelo utilizador.
Diferentes configuragdes com custos varidveis sdo assim possiveis, desde as mais
simples, que se baseiam na utilizagdo de computadores pessoais munidos de
cartas de aquisi¢do e condicionamento anal6gico, as mais elaboradas, baseadas
na utiliza¢do de um analisador de Fourier dispondo de um médulo programavel,
que é controlado por uma workstation onde existe também disponivel software
de processamento de sinal e de identificagdo de pardmetros modais.

Tendo a FEUP iniciado o desenvolvimento de um sistema préprio de excitagio e
medigédo de vibragdes baseado num computador pessoal munido de uma carta de conversao
analogico-digital, houve necessidade de desenvolver software para processamento de séries
de dados com vista a construgio de fungdes de transferéncia e, igualmente, software para a
estimagao dos pardmetros modais associados & estrutura analisada, tendo nesse sentido sido
realizado um aprofundamento das questdes consideradas fundamentais no dominio da Teoria
de Processamento Digital de Sinal e da Identificagdo de Sistemas.
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Na sequéncia da sistematizagido dos conhecimentos de base relativos 3 Teoria de
Processamento Digital de Sinal, desenvolveu-se o programa de c4lculo automético PSINAL,
sendo por seu intermédio possivel construir fungées de resposta em frequéncia experimentais
associadas a excitagoes de banda larga ou estreita. De entre as operagdes e fungoes
implementadas neste programa, salientam-se as janelas de dados, os filtros digitais, o0 zoom,
a decimagdo e os estimadores espectrais (fun¢io densidade espectral de poténcia e densidade
espectral de poténcia cruzada, fungdo de resposta em frequéncia e fungio de coeréncia
associada).

A aplicagdo do programa PSINAL ao processamento de sinais provenientes de diversos
ensaios até aqui realizados permitiu testar a sua eficiéncia e versatilidade. Apesar das
limitagGes inerentes a velocidade de processamento, pode concluir-se que a utilizagio de
software de processamento digital em conjugagdo com sistemas de medigio baseados em
cartas de conversdo analogico-digitais constitui uma simples e excelente alternativa aos
analisadores de Fourier.

Também em resultado dos estudos efectuados no Ambito da Identificagdo de Sistemas,
desenvolveram-se programas de célculo automatico contemplando métodos de identificacao
no dominio da frequéncia com diferentes niveis de complexidade, ainda que todos eles
baseados em técnicas de 1 grau de liberdade: método da amplitude de pico (PEAKAM),
método de Mau (SMSMET), método de Dobson (DOBSON) e método do “circle fit"
(FITCIR). Todos os programas de identificagio foram dotados de facilidades graficas,
possibilitando a visualizagdo e modificagio em regime interactivo dos pardmetros de ajuste
no processo de identificagdo de pardmetros modais, tendo a sua eficiéncia sido testada através
de simulacdes e de ensaios experimentais.

Da investigacdo teérica efectuada e das aplicagdes realizadas, foi possivel concluir em
particular que:

- Embora as condig¢oes de ensaio e as caracteristicas do sistema analisado afectem
diferentemente os resultados proporcionados por cada um dos métodos de
identificagdo desenvolvidos, o que dificulta alids uma comparagio dessas
técnicas, pode dizer-se que os melhores resultados sdo usualmente obtidos em
todaselas quando as FRF a analisar se referem a sistemas com modos de vibragio
bem separados e com coeficientes de amortecimento nio muito elevados nem
demasiado baixos;

- De entre as técnicas de identificagdo de 1 grau de liberdade, sio os métodos da
amplitude de pico, da resposta em quadratura e da méxima componente em
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- De entre as técnicas de identificagdo de 1 grau de liberdade, sdo os métodos da
amplitude de pico, da resposta em quadratura e da maxima componente em
quadratura os mais vulneréaveis em relagio a resolugdo em frequéncia utilizada,
AF , por fazerem depender os valores dos pardmetros modais extraidos de um
reduzido niimero de pontos na vizinhanga de cada ressonéncia;

- Comparando entre si as diferentes técnicas implementadas, pode facilmente
verificar-se que os métodos de Dobson e do "circle fit", baseados em aproximagées
de nivel superior aos métodos da amplitude de pico e de Mau, levam também a
pardmetros modais de qualidade superior aos obtidos pelos wltimos.
Considerando especificamente os métodos da amplitude de pico e de Mau, é de
esperar, em principio, obter pardmetros de qualidade inferior em resultado da
aplicacdo do primeiro dos métodos, uma vez que o método de Mau utiliza um
nimero de pontos da FRF na vizinhang¢a da ressonéncia superior ao exigido pelo
método da amplitude de pico. Todavia, os erros na vizinhanca da ressonancia
podem afectar mais grosseiramente a sua localizag¢do, além de que o critério
utilizado por este método na defini¢do do erro quadrético a minimizar engloba
uma aproximacao, do que resulta ndo ser possivel garantir a superioridade desta
tltima técnica relativamente ao método da amplitude de pico. No que se refere
aos métodos de Dobson e do "circle fit", refere-se que os resultados da sua
aplicagdo variam fortemente com as FRF a analisar, ndo sendo fécil estabelecer
uma comparagio conclusiva emtermos do grau de rigor. No entanto, considera-se
ser mais simples aimplementag¢ido do método de Dobson do que aimplementagio
do método do "circle fit", porquanto este iltimo exige o ajuste por circunferéncias
modais, ao passo que o primeiro se baseia apenas no ajuste por rectas. Em termos
préticos, o facto de a extracgdo dos pardmetros modais pelo método de Dobson
ser efectuada mediante dois ajustes sucessivos de rectas (no método do "circle
fit" realiza-se apenas o ajuste por uma circunferéncia), tende a sugerir que os
resultados proporcionados por aplicagdo desta técnica sdo superiores aos obtidos
por aplicagdo do método do "circle fit"; ‘

- As técnicas de identificagdo de 1 grau de liberdade possuem algumas limitagoes
na andlise do comportamento dindmico de sistemas complexos aos quais estdo
associadas fungoes de resposta em frequéncia caracterizadas por uma elevada
interferéncia modal. Apesar disso, a sua ficil e rdpida aplicagdo proporciona
excelentes estimativas iniciais a utilizar como entrada em técnicas mais
complexas de N graus de liberdade;
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permitiu a extraccdo de pardmetros modais a partir de algumas das FRF
associadas a descrigio do comportamento dindmico da laje de betdo armado
descrita no Capitulo 7 com razodvel qualidade, relativamente aos
correspondentes valores proporcionados pela aplicagdo de um algoritmo de N
graus de liberdade. Note-se que, pelo contrario, os valores dos coeficientes de
amortecimento obtidos por aplicagio do método de Dobson (que se apoia numa
simplificagdo do mesmo nivel daquela em que assenta o método do "circle fit")
a essas FRF sdo em alguns casos destituidos de significado;

- Embora a actual tendéncia dos investigadores que se dedicam a implementagio
numérica de técnicas de identificagio de sistemas seja a de automatizar o mais
possivel os procedimentos de célculo, considera-se que é fundamental permitir
ao utilizador usar a sua sensibilidade e sentido critico, no sentido de escolher e
modificar pardmetros do ajuste no decorrer da identificagio. Embora esta
perspectiva torne fundamental a utilizacio de programas grificos e se traduza
num processo de identificacdo mais lento, possibilita a eliminagio de solugdes
sem significado fisico e uma melhor compreensdo do comportamento dindmico
do sistema analisado.

Com vista a melhor ilustrar a eficiéncia e o interesse da aplica¢do dos varios métodos
de identificagdo descritos no estudo do comportamento dinimico de estruturas reais,
apresentaram-se ainda neste trabalho os resultados de dois ensaios efectuados, o primeiro
dos quais dizendo respeito ao estudo de uma viga metélica de pequenas dimensdes sujeita &
acgdo produzida por um martelo de impulsos e com recurso a um analisador de Fourier,
enquanto que o segundo se refere a uma laje quadrada de betdo armado com cerca de 6m
de lado sujeita igualmente 4 ac¢do de um martelo de impulsos, tendo-se no entanto recorrido
ao sistema de medigio desenvolvido na FEUP, ao conjunto de programas de célculo
automdtico realizados e a um programa de identificagio de pardmetros dinimicos mais
complexo (MODHAN), baseado num método global de N graus de liberdade que se apoia
numa formulag¢io de estado modal.

O exemplo relativo ao ensaio da viga metlica, embora bastante académico, constituiu
a primeira experiéncia pessoal de utilizagio de um analisador de Fourier. A possibilidade
conferida por este aparelho de, em tempo real, obter a fungio de resposta em frequéncia e
a fun¢do de coeréncia associada, foram determinantes para adquirir sensibilidade em relagdo
a aspectos praticos de ensaio, como por exemplo, 3 importancia da qualidade do impulso
aplicado por um martelo de impulsos e ao niimero de séries necess4rio para obter estimativas
espectrais de qualidade. Por outro lado, a aplicagio de técnicas de identificagdo simples,
baseadas nos métodos de 1 grau de liberdade mais grosseiros, a FRF associadas a um sistema
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com modos de vibragao bem separados e contendo erros muito pequenos (os ensaios foram
realizados em laboratério, sendo o nivel da excitagdo aplicada bastante superior ao nivel de
ruido) provou conduzir a excelentes resuitados.

O estudo de identificacdo experimental das propriedades dindmicas da laje de betao
armado evidenciou as dificuldades que normalmente se levantam no estudo de estruturas no
ambito da Engenharia Civil. Assim, o baixo nivel da excita¢io aplicada relativamente ao nivel
de ruido presente conduz a maiores erros na avaliagdo das FRF. Por outro lado, a presenca
de um elevado niimero de modos de vibragido com frequéncias préprias muito proximas, gera
uma interferéncia modal significativa, originando um carécter complexo nas estimativas dos
paradmetros modais. Daqui resulta o pior funcionamento das técnicas de identificagdo de 1
grau de liberdade. A aplicagdo do método RFP, de N graus de liberdade, permitiu no caso
presente a extrac¢ao dos parimetros modais associados a alguns dos modos de vibragdo com
aprecidvel qualidade, o que permitiu calibrar o modelo numérico desenvolvido, tendo-se
registado uma excelente concordancia entre diversos pardmetros modais identificados e os
correspondentes valores obtidos por via numérica.

8.2 - PERSPECTIVAS DE DESENVOLVIMENTO FUTURO

A vastiddo das matérias abordadas ao longo deste trabalho e as dificuldades adicionais
levantadas pela analise experimental, permitem perspectivar uma série de questdes cujo
aprofundamento podera revestir-se de grande interesse na sequéncia do trabalho até aqui
realizado. Assim, apontam-se de seguida algumas das possiveis dreas de investigacdo
agrupadas em duas categorias, a primeira relativa ao desenvolvimento de técnicas de medicdo
e identificagdo e a segunda a aplicagoes.

a) Técnicas de medigao e identificacdo

- Todas as técnicas de identificagdo até aqui referidas se baseiam em sistemas que
se consideram sujeitos a uma entrada tnica e a uma ou vérias saidas (SISO e
SIMO). Todavia, nem sempre é esta a situagdo real de funcionamento das
estruturas, porquanto a actuacgdo simultinea de vérias fontes de excitagdo
convenientemente distribuidas ao longo da estrutura (MISO ou MIMO) pode
contribuir para mobilizar de forma significativa um maior ntimero de modos de
vibragdo de interesse. Este aspecto, que assume particular importancia no estudo
de estruturas de grande dimensdo (ex: grandes pontes e barragens), exige no
entanto o desenvolvimento de técnicas especificas para a construgdo de fungdes
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de transferéncia e fungbes de coeréncia associadas, bem como de técnicas de
identificacdo de pardmetros modais. Estando prevista a construgio de um
segundo vibrador sinusoidal na FEUP, com vista 3 actuagio sincronizada de dois
excitadores no estudo do comportamento dindmico de grandes barragens,
considera-se ter grande interesse a investigagio neste dominio;

Apesar de ser habitual a aplicagdo quase exclusiva de métodos de identificagio
no dominio da frequéncia na resolugio de problemas no ambito da Engenharia
Civil, para o que contribui o facto de ser relativamente reduzido o nimero de
modos de vibragio de interesse e relativamente estreita a banda de frequéncias
em que estes se situam, julga-se de grande utilidade proceder 4 implementagio
de algumas técnicas de ideritificagﬁo no dominio do tempo, com vista a testar a
sua eficiéncia na observagio experimental de estruturas de grande porte.
Considera-se igualmente importante explorar as chamadas técnicas "hibridas",
baseadas em algoritmos que envolvem operagées no dominio do tempo e da
frequéncia simultaneamente. Estas técnicas, que s6 muito recentemente foram
introduzidas, t¢ém como principal objectivo reduzir os inconvenientes levantados
pela aplicagao de técnicas envolvendo exclusivamente operagoes no dominio do
tempo ou da frequéncia;

Tendo-se realgado neste trabalho a importéncia de utilizar a excitacdo ambiental
no estudo de sistemas dinidmicos, considera-se ser também importante o
aperfeicoamento das metodologias de identificagio presentemente utilizadas,
através da consideragdo de hip6teses mais elaboradas, como as colocadas por
Rytter [124], tendo em atengdo o desconhecimento das caracteristicas reais da
excitagdo actuante e a importéncia de que se pode revestir a existéncia de um
elevado nivel de ruido.

A necessidade de caracterizar experimentalmente o comportamento dindmico
de sistemas sujeitos a ac¢des cuja intensidade origina a incursdo em regime
plastico (ex: acgdo sismica) torna extremamente importante o desenvolvimento
de técnicas de identificagio ndo-lineares. Este assunto pode relacionar-se
também com uma questio introduzida por Liu e Yao [85], relativa 2 quantificacdo
do estado de degradacdo e da seguranca de estruturas.

Apesar da grande evolugio sofrida nos tltimos anos pelos sistemas de medigdo
de vibragdes, incluindo os préprios transdutores de medida, o niimero de pontos
qQue presentemente € possivel instrumentar é em geral muito pequeno, quando
comparado com o nimero de nés da malha de elementos finitos usada para
modelar numericamente a estrutura e, naturalmente, ainda mais reduzido se
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comparado com o nimero de graus de liberdade em geral usados para descrever
o movimento na globalidade dos n6s. Neste contexto, a observagdo ekperimental
tem essencialmente por finalidade a validagao do modelo tedrico. Considera-se
no entanto que uma perspectiva diferente poder4 surgir nos proximos anos com
o advento dos sistemas de medicio baseados em tecnologia laser. Embora estes
sistemas possam funcionar como simples transdutores de velocidade, eles podem
também permitir realizar uma operagido de "scanning” da estrutura, que consiste
na possibilidade de definir a partida uma malha extremamente fina, mediante
uma conveniente escolha da resolucdo espacial, que pode ser da ordem de
milimetros, sendo de seguida efectuado um varrimento laser, fazendo incidir um
feixe emitido a partir de uma cabeca mével sobre cada um dos nés dessa malha,
e recolhendo-se em cada um uma medida, que pode consistir num valor da
velocidade instantinea, ou numa série de valores amostrados da velocidade.
Nestas circunstincias, julga-se que a utilizacdo destes sistemas poderd vir a
permitir a construgao de um modelo experimental da estrutura suficientemente
fino para que possa ser utilizado no melhoramento das hip6teses que estdo na
base dos modelos teéricos, pelo que se considera ser de elevado interesse
procurar proceder ao desenvolvimento e aplica¢ao deste tipo de técnicas.

b) Aplicagoes

- Pelo facto de s6 muito recentemente a FEUP dispor de um vibrador mecénico
sinusoidal e de um excitador electrodindmico, os ensaios até agora realizados
tém-se centrado essencialmente em estruturas de médio porte, com recurso a
aplicagio de um martelo de impulsos, ou de grande porte, tendo por base a
excitacdo ambiental. Considera-se portanto fundamental a realizagio futura de
ensaios em estruturas de maior dimensio e complexidade utilizando os novos
sistemas de excitagdo disponiveis, com vista a adquirir maior experiéncia e
sensibilidade, permitindo dessa forma o desenvolvimento de rotinas de ensaios;

- O aperfeioamento das técnicas de ensaios poderd igualmente permitir a
realizagdo de ensaios com vista a investigar determinados problemas especificos,
como por exemplo, o estudo da importancia de elementos ndo-estruturais ou
secunddrios (ex: paineis de alvenaria, escadas) no comportamento dinimico
global de edificios, ou 0 acompanhamento da degradagio estrutural em pontes;
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- Refere-se finalmente um problema de grande importincia, que consiste na
caracterizagdo de acgdes dificilmente modeléveis. Com efeito, a observagio do
comportamento dindmico permite validar os modelos numéricos, de forma a
caracterizar com grande seguranga as caracteristicas do sistema analisado,
criando as condigoes adequadas 2 resolug¢do do problema inverso, ou seja, a
estimativa da ac¢do aplicada com base na andlise da resposta e nas propriedades
dindmicas conhecidas da estrutura. Exemplos interessantes relativos a este
problema, sdo o da caracterizagdo da acgio do vento em edificios e pontes e da
acgao induzida por descarregadores de cheias em barragens.
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