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Quand on envisage les divers problemes de Calcul
Intégral qui se posent naturallement lorsqu’on veut ap-
profondir les parties les plus différentes de la Physique,
il est impossible de n’etre pas frappé par des analogies
que tous ces probléms présent entre eux. Qu'il s’agisse
de I’electricité ou de ’hydrodynamique, on est toujours
conduit & des equations différentielles de méme famille
et les conditions aux limites, quoique différents, ne sont

pas pourtant sans offrir quelques resemblances.

Poincaré

Conhecendo portanto o Algoritmo deste célculo, ao
qual chamei Célculo Diferencial, todas as equacoes
diferenciais podem ser resolvidas por um método

comurml.

Leibniz

Quando, hé ja varios anos, vi pela primeira vez um
instrumento o qual, quando transportado, regista
automaticamente o ntmero de passos caminhados,
ocorreu-me imediatamente que toda a aritmética pode- -
ria ser sujeita a um processo mecanico similar de forma
a que ndo s6 a adigio e subtragdo, mas também a mul-
tiplicacdo e a divisdo poderiam ser facilmente levadas a
cabo por uma méquina para isso preparada, facilmente,
rapidamente e com resultados seguros ... Pois que é
indigno de homens bons perder horas como escravos
na labuta dos cédlculos, que poderiam em seguranca

ser deixados a qualquer um se tal maquina fosse usada ...

Leibniz



Os ventos eram tais que nao puderam
Mostrar mais forca de impeto cruel,

Se para derribar entdo vieram

A fortissima Torre de Babel.

Nos altissimos mares, que creceram,

A pequena grandura dum batel

Mostra a possante nau, que move espanto,

Vendo que se sustém nas ondas tanto.

Agora sobre as nuvens os subiam

As ondas de Neptuno furibundo,
Agora a ver parece que deciam

As {ntimas entranhas do Profundo;
Noto, Austro, Béreas, Aquilo queriam
Arruinar a maquina do mundo;

A noite negra e feia se alumia

Co’os raios em que o Pélo todo ardia.

Luis Vaz de Camoes
in Os Lusiadas (Canto Sexto)
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Resumo

Neste trabalho investiga-se a aplicacio do método dos elementos finitos & modelagao
numérica das ondas de superficie dispersivas de origem gravitica. Numa primeira
parte é feita a dedugdo dos modelos de propagagdo a uma e duas dimensoes ho-
rizontais de Boussinesq, Madsen & Sgrensen, Seabra-Santos e Nadaoka & Beji. E
utilizada uma parametrizacdo unificadora dos modelos de 4guas profundas e pouco
profundas. As caracteristicas lineares de dispersdo e de empolamento desses mo-
delos sdo comparadas. Os requisitos em termos de condicdes fronteira e iniciais
sio também analisados. Numa segunda parte um método de elementos finitos ti-
po Petrov-Galerkin, com precisdo de terceira ordem para a solugdo numérica das
equacdes de Boussinesq a uma e duas dimensdes horizontais, € desenvolvido. O
mesmo método é valido, exactamente nas mesmas condicdes, para o modelo de Se-
abra-Santos. Elementos finitos sio usados nos dominios do espago e do tempo. A
correccdo da dispersdo numérica e um mecanismo de dissipagéo altamente selectivo
sdo introduzidos por intermédio de termos adicionais do tipo upwind e crosswind
nas funcdes de peso. As fungdes de interpolacdo sao trilineares no espago-tempo,
enquanto as fungdes de peso sdo bilineares no espacgo e quadriticas no tempo. A
integracio no tempo resulta num esquema implicito a um passo, do tipo predictor-
_corrector. A analise de precisdo é baseada numa expansdo local em série de Taylor,
resultando na equacio diferencial equivalente. E também feita uma anslise basea-
da numa solucio linear em série de Fourier. A andlise de estabilidade baseia-se no
critério de von Neumann. O mesmo tipo de formulagdo foi desenvolvido para o mo-
delo de Madsen & Sgrensen, embora numa forma ndo consistente, com as mesmas
caracteristicas de precisdo e estabilidade. Para o modelo de Nadaoka & Beji, recor-
reu-se a uma formulacio de Bubnov-Galerkin baseada num esquema, de interpolacao.
mista no espaco. Os resultados numéricos foram comparados com solugoes analiticas
e com medicdes feitas em laboratério e disponiveis na literatura da especialidade.
Os resultados mostraram uma boa correlagdo com as solugdes analiticas e com as

medicoes.



Abstract

In this research work the finite element method is épplied to the numerical modelling
of dispersive gravity surface water waves. Firstly the wave propagation models of
Boussinesq, Madsen & Sgrensen, Seabra-Santos and Nadaoka & Beji are deduced.
A unifying parameterization for the deep and shallow water models is used. The
characteristics of linear frequency dispersion and wave linear shoaling are compared
for the referred models. The necessary boundary and initial conditions are also ana-
lysed. Secondly a Petrov-Galerkin finite element method with third-order accuracy
for the numerical solution of the Boussinesq equations in one- and two-horizontal
dimensions is presented. The same method, under exactly the same conditions, is
equally valid for the discretization of the model by Seabra-Santos. Finite elements
are used in both the space and the time domains. Dispersion correction and a highly
selective dissipation mechanism are introduced through additional streamline up-
wind and crosswind terms in the weighting functions. The interpolation functions
are trilinear in the space-time domain while the weighting functions are bilinear
in space and quadratic in time. An implicit one-step time integration scheme res-
ults, which is of the predictor-corrector type. The accuracy analysis is performed
by means of local expansion by Taylor series, from which an equivalent differential
equation is obtained. An analysis based on a linear Fourier series solution is also
done. The stability analysis is based on von Neumann’s stability criterion. The same
kind of formulation was applied to the model by Madsen & Sgrensen, although in
a non consistent way, with the same characteristics of accuracy and stability. For
the model by Nadaoka & Beji, a Bubnov-Galerkin formulation based on a mixed
interpolation scheme on space was used. The numerical results are coinpared to.
analyticél solutions and to laboratory measurements available in the literature. In

both cases a good agreement is shown.



Résumé

L’application de la méthode des éléments finis dans la modélisation numérique des
ondes de gravité dispersives est investiguée dans cette these. Dans une premiere
partie on présente la dérivation des modeles de propagation, a une ou deux dimen-
sions horizontales, de Boussinesq, Madsen & Sgrensen, Seabra-Santos et Nadaoka &
Beji. Une paramétrisation unificatrice des modeles en eau profonde et en eau peu
profonde est utilisée. Les caractéristiques linéaires de dispersion et d’amplification
de ces modeles sont comparées. Les requis en ce qui concerne les conditions frontiere
et initiales sont aussi analysés. Dans une deuxiéme partie, une méthode d’éléments
finis du type Petrov-Galerkin ayant une précision du troisicme ordre pour la so-
lution numérique des équations de Boussinesq en dimension horizontale 1 et 2 est
développée. La méme méthode est valable, exactement dans les mémes conditions,
pour le modele de Seabra-Santos. Des éléments finis sont utilisés sur les domaines
de Vespace et du temps. La correction de la dispersion numeérique et un mécanisme
de dissipation trés sélectif sont introduits a travers des termes additionnels du genre
upwind et crosswind, dans les fonctions poids. Les fonctions d’interpolation utilisées’
sont des fonctions trilinéaires, dans le domaine de I’espace-temps, et les fonctions
poids sont bilinéaires dans I’espace et quadratiques dans le temps. L’intégration
par rapport au temps aboutit dans un schéma implicite a un pas, dans le style
prédicteur-correcteur. L’analyse de précision est basée sur un développement local
en série de Taylor, résultant en une équation différentielle équivalente. On procéde
aussi a une analyse basée sur une solution linéaire en série de Fourier. L’analyse de la
stabilité repose sur le critére de von Neumann. Une formulation du méme genre a été
développée pour le modele de Madsen & Sgrensen, bien que dans une forme incon-
sistante, ayant les mémes caractéristiques de précision et de stabilité. Pour le modele
de Nadaoka & Beji, on a fait appel a une formulation de ‘Bubnov-Galerkin basée sur
un schéma d’interpolation mixte dans Pespace. Les résultats numériques obtenus ont
été comparés aux solutions analytiques et a des mesures enregistrés en laboratoire et
qui sont disponibilisées dans la littérature de la spécialité. Ils évidencient I’existence
d’une bonne corrélation avec les solutions analytiques, dune part, et les mesures

expérimentales, d'une autre.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Evolucdo da modelagao em Engenharia Cos-

teira

O conhecimento das caracteristicas das ondas em zonas costeiras é de primordi-
al importancia para o planeamento, implantagao e dimensionamento de estruturas
portudrias, de defesa costeira ou de exutores submarinos para a descarga de dguas
residuais. De igual forma o transporte de sedimentos ao longo da costa e a conse-
quente modificacio dos fundos resultam essencialmente da acgao da ondulacao.

A observacdo e o registo constante das caracteristicas da ondulagdo — elevagao
da superficie livre, periodo e direcgio de propagacao — realizados pelas boéias ins-
taladas ao longo das costas sdo indispensdveis para o conhecimento do clima de
agitacdo de uma determinada 4rea. Néo sao no entanto suficientes para determinar
as consequéncias da interacgdo entre a ondulacdo e qualquer intervencdo de pro-
teccdio ou regularizagdo costeira, nem da interacgao entre a ondulagéo e os fundos,
fora do local de implantacdo da bdia. ‘

As primeiras localizagdes portudrias terdo sido baias e estudrios naturais, onde
as populagdes se instalaram devido & simples observacdo empirica de que tais aci-
dentes geogréficos se encontravam protegidos da agitacao maritima. As estruturas
portudrias com protecgio artificial resultaram da pressao econémica e militar sobre
os primeiros impérios da Antiguidade. O seu dimensionamento era entdo o resulta-
do de anos de observagdo local das caracteristicas da ondulacao e de um processo
continuo de aprendizagem empirica, em resultado da destruicao ou galgamento das
estruturas e sua reconstrugao.

A formalizagio do célculo diferencial por Leibniz (1646-1716) e Newton (1642—

1727), e o seu desenvolvimento no século seguinte por Euler (1707-1783) e Lagrange

1
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(1736-1813) permitiram que, no século XIX, fossem desenvolvidos modelos diferenci-
ais-integrais expressando leis bésicas da mecéanica dos fluidos: conservagdo da massa,
conservacao da quantidade de movimento e conservacdo da energia. Sao exemplos
disto a equacao de Laplace em 1810 e as equacoes de Navier-Stokes em 1821/1845.

O desenvolvimento de modelos matemédticos para o escoamento dos fluidos e,
nomeadamente, para a propagacao das ondas permitiu a compreensao dos fenémenos
de reflexdo, difraccao, refracgéo, empolamento, dissipagio da energia e dispersdo das
ondas. Em dominios de geometria simples e condigoes de fronteira simples foi entao
possivel determinar solu¢des analiticas.

Nos casos mais complexos, a solui;éo analitica revelou-se quase impossivel de ob-
~ter e foi portanto necessério recorrer a outras técnicas. As analises fenomenoldgica
e dimensional das equacbes permitiu identificar os processos fisicos dominantes em
cada situagao e estabelecer relacoes de escala entre as diversas grandezas cineméticas
e dindmicas. Estava aberto o caminho & utilizagdo de modelos reduzidos em En-
genharia Costeira e, apds conveniente simplificagdo das equacdes de conservacao,
a utilizagdo de modelos numéricos para a determinacdo de solucoes aproximadas.
A ideia bésica num método numérico é a discretizagio da equacio diferencial-inte-
gral por forma a obter um sistema de equagoes. algébricas com um nimero finito
de incégnitas. Infelizmente, num método numérico, o erro diminui com o aumento
do nimero de varidveis e, portanto, com o aumento do trabalho necessario para
o célculo da solugdo. Até aos anos 60—70 do século XX, o custo e a velocidade
de célculo dos computadores limitou a utilizagdo dos modelos numéricos em Enge-
nharia Costeira, enquanto, um pouco por todo o mundo, se desenvolviam modelos
reduzidos extremamente complexos — recorde-se o modelo do Canal da Mancha do
IMG, Grenoble (FR), instalado sobre uma placa giratéria por forma a reproduzir
o efeito de Coriolis. Nas duas tdltimas décadas a tendéncia inverteu-se. Cada vez
mais se recorre aos modelos numeéricos para o estudo das condigbes de implantagao
de estruturas maritimas, enquanto a utilizacdo dos modelos fisicos se confina a si-
tuacoes de laboratério para o estudo espemﬁco de. determmados fenémenos e/ou
para a calibracao e validagdo de modelos numéricos.

1.2 Modelos de dgua profunda a intermédia

1.2.1 Modelos de refraccao

Um trem de ondas monocromédticas, propagando-se sobre uma batimetria com um
pequeno gradiente de profundidades ou sobre uma corrente com um gradiente ho-
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rizontal de velocidades, sofre uma variagdo gradual da celeridade de fase. Daqui
resulta uma variacao na distincia entre linhas de igual fase, na sua orientacao e na
amplitude da onda entre diferentes pontos do dominio, num processo simultaneo de
refraccio e empolamento da onda.

Os primeiros modelos numéricos de propagacdo da onda do largo até a costa
basearam-se nas leis geométricas de Snellius e na premissa de conservagao do fluxo de
energia entre dois raios de onda (Griswold, 1963, Munk e Arthur, 1952). Skovgaard
et al. (1975) introduziram o efeito da dissipacdo por atrito no fundo nestas equagoes.

Uma abordagem diferente consiste numa aproximagao assimptética (Keller, 1958)
baseada na amplitude infinitesimal da onda, com declive € = a/A < 1, na sua irrota-
cionalidade e na expansdo do potencial de velocidades em poténcias de um pequeno

pardmetro definido por
Vh
=—xK1 ' 1.1
sendo a(z, y) a amplitude local da onda, A(z, y) o comprimento local da onda, h(z, )
a profundidade local medida desde o fundo até ao nivel da adgua em repouso e
k = 2m/) o ntimero de onda local. Apés aplicagdo as equagoes fundamentais da

hidrodinamica, resulta uma equacio de conservagio da accdo da onda, E/w:

onde E é a energia da onda por unidade de drea, C, é o vector celeridade de grupo e
w = 27 /T é a frequéncia angular da onda, inversamente proporcional ao seu periodo

T, que se relaciona com k através da relacdo de dispersao
w?=gktanhkh. (1.3)

Para além da equacdo (1.2), resultam ainda uma condigao de irrotacionalidade do

vector nimero de onda, k = (kz, ky),
Vxk=0, (1.4)

sendo k = ||k||, e uma equagfio de conservagdo das linhas de igual fase das ondas,

ok .
= =0. 1.5
5 +Vw=0 ‘ ( (1.5)

Admitindo que a ondulagio é uniforme no tempo, i.e. 0k/0t = 0, de onde se conclui

ser w constante, a equagdo (1.2) transforma-se na equagdo de conservagao da energia
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e portanto os dois métodos sao equivalentes. Da equagdo de conservagao da energia
determina-se a variacdo da amplitude da onda ao longo do raio de onda.
Definindo uma funcio de fase da onda S = S(z,y,1) tal que

s
w = ‘a—t y (16&)
k=VS, | (1.6b)

obtém-se, do quadrado de (1.6a), a equagio eiconal ou do raio de onda:

) (-

Esta é uma equagdo hiperbdlica e da sua solugdo resulta a trajectéria do raio de
onda, também designado por ortogonal por ser uma curva normal em cada ponto as
linhas de igual fase. A derivacdo detalhada destas equacdes encontra-se em Mei
(1994, pégina 59 e seguintes) e Dingemans (1997a). Mei (1994) inclui ainda a
solucdo analftica para alguns casos interessantes. O processo numérico de célculo
das ortogonais encontra-se descrito com bastante detalhe em Afonso Covas (1981,
1984). |

A inclusdo da refraccdio por efeito do gradiente horizontal de correntes é ex-
tremamente importante no caso de embocaduras de rios ou na entrada de portos.
Longuet-Higgins e Stewart (1960, 1961) e Whitham (1962) produziram os primeiros
trabalhos nesta 4rea. Peregrine (1976), Mei (1994) e Dingemans (1997a) apresen-
tam uma revisio da teoria. Neste caso admite-se que a presenca da corrente afecta
a propagacio da onda sem ser ela propria afectada por esta. Sendo U = (U, Uy) o
vector velocidade da corrente e k = (kg, ky) o vector nimero de onda, a frequéncia

angular intrinseca da onda, que resulta do efeito de Doppler, define-se como sendo
w=w-U-k, (1.8)

obedecendo & relacio de dispersao
w? =gk tanhkh. (1.9)

A equacdo de conservagio da acgdo da onda ¢ agora

%(?)Jrv.[(UJrcg)g]:o. (1.10)

w
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Uma anilise dos métodos numéricos desenvolvidos para o cdlculo dos raios de onda
para a refracgio sob o efeito de correntes pode ser encontrada em Dingemans (1978)
e Afonso Covas (1984). Jonsson e Christoffersen (1984) desenvolveram um modelo
que inclui os efeitos simultineos da refraccdo, devidos a batimetria e & corrente, e
da dissipacdo por atrito no fundo.

Finalmente, estes métodos tornaram-se mais abrangentes ao incluirem ondas
irregulares (Abernethy e Gilbert, 1975), recorrendo a esquemas de backward-tracing
para determinacio da orientagdo e origem das diferentes componentes em aguas
profundas. Este método obriga ao célculo de um grande niimero de raios de onda e
limita os resultados a um tinico ponto.

A vantagem da utilizagdo de técnicas de calculo da solugao sobre os raios de
onda resulta do cardcter hiperbélico das equagdes (1.2) e (1.7) e da elevada precisao
dos esquemas baseados no método das caracteristicas. Como desvantagem resulta o
facto de a solucdo s6 ser conhecida sobre as ortogonais. A integragao da equagao de
irrotacionalidade do ntimero de onda e da equagdo de conservacdo da energia sobre
uma grelha de diferengas finitas, permite cobrir toda a regido de estudo, embora a

custa de uma diminuicdo da precisio da solucdo (Dalrymple, 1988).

1.2.2 Modelos de difraccao

A difraccio da onda é um fenémeno resultante da presenca de obstdculos, naturais
ou artificiais, que perturbam o campo de ondas incidentes dando origem a ondas
que irradiam da superficie do obstaculo. A influéncia de um obsticulo sobre a
ondulacdo depende da razdo entre um comprimento caracteristico do obstaculo e
o comprimento da onda. Por exemplo, na anilise das solicitacdes exercidas pela
ondulacgo sobre estruturas, é geralmente considerado que o efeito da difracgdo sé se
torna importante quando essa razio excede 20% (cf. Tickell, 1993).
Em 4guas de profundidade constante, a difraccdo da onda é regida pela equagao
de Helmholtz _
’ Vip+kp=0, ' ' (1.11)

onde ¢ é um potencial complexo de velocidades para uma onda monocromdtica, tal

que
u=2R (Ve (xt) e ™), (1.12)

~ sendo u o vector velocidade, x o vector posi¢éo, ¢ a unidade imaginaria e onde ¥
representa a parte real. A equagao (1.11) é do tipo eliptico e portanto é necessaria a
definicéo de condigdes de fronteira em todos os pontos desta. As condigdes de frontei-
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ra mais simples serdo a velocidade nula na direcgdo normal as fronteiras sélidas, i.e.
dp/0n = 0, e uma condi¢io de radiacdo nas fronteiras abertas (Sommerfeld, 1958).
Desta forma, o fenémeno de reflexdo nas fronteiras laterais encontra-se incluido no
modelo.

Obviamente a difraccdo da onda é extremamente importante nas proximidades
de estruturas costeiras, influenciando de forma significativa a propagacao da ondu-
lacdo para o interior dos portos e a oscilagdo no seu interior induzida por ondas de
longo periodo. Mei (1994) apresenta algumas solugdes analiticas para a difracgdo da
onda e a oscilacdo por ela induzida em estruturas com geometria simples: quebra-
-mares semi-indefinidos, portos recfangulares ou circulares com entradas em costas
rectilineas, etc. Lee (1971) desenvolveu uma técnica analitica para a determinacio
das oscilagoes em portos de geometria arbitraria e abertos ao exterior com fronteiras
totalmente reflectoras. Embora ndo apresentada dessa forma, a técnica de Lee é de
facto do tipo elementos fronteira.

Dadas as caracteristicas de elipticidade da equacao de Helmholtz e a facilidade
da sua formulacdo em termos variacionais, torna-se bastante atractiva a sua reso-
lugdo pelo método dos elementos finitos (Bettess et al., 1984, Taylor et al., 1969,
Thompson e Pinsky, 1995) ou pelo método dos elementos fronteira, tirando partido
da homogeneidade do meio (Afonso Covas, 1991, Doubert e Lebreton, 1965).

1.2.3 Modelos de refraccao-difraccao

O primeiro modelo matemético com consideracao simultinea dos efeitos da difraccao
e da refraccao por fundos suaves, mild slope equation, foi desenvolvido por Berkhoff
(1972):

v-(OCgvgo)er?%cp:o. (1.13)

Nesta equagdo, C' = w/k é a celeridade de fase e Cy = dw/dk é a celeridade de grupo.
Sendo uma equagcdo eliptica, facilmente se obtém uma formulacio variacional para
o problema com a incluséo de uma forma natural das condiges fronteira. Assim o

potencial ¢ da onda serd tal que minimizard o funcional

H=/-;— (CCQV¢-V¢—w2g—gw2) dQ——/liwaC’ggﬁdF, (1.14)
Q C r2 .

onde a é um coeficiente de reflexdo. Vérios esquemas de elementos finitos foram
desenvolvidos para a resolucdo da equagdo (1.14). Berkhoff (1972) utiliza funcdes
de interpolacdo polinomiais no interior do dominio e elementos de fronteira para
definir a condigdo de radiacio no infinito. Bettess e Zienkiewicz (1977) recorrem
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a elementos infinitos para impor a condi¢do de radiacao. Kawahara e Kashiyama
(1985) utilizam fungdes de interpolacdo trigonométricas no interior do dominio e
elementos de fronteira no exterior, o que possibilita o calculo das variagdes apenas
sobre as fronteiras inter-elementos e exteriores. Embora estes dltimos autores te-
nham aplicado o seu método ao modelo de Helmholtz, nada impede a sua extensao
ao modelo de Berkhoff. 1

Uma formulagio de elementos finitos baseada no funcional (1.14), com condi¢oes
de radiagdo do tipo amortecedor de primeira e segunda ordem (Bando et al., 1984),
foi desenvolvida e aplicada pelo autor em estudos de agitacio e ressondncia no
porto de Leixdes (Avilez-Valente, 1996, Avilez-Valente e Veloso-Gomes, 1992). Um
esquema semelhante é apresentado por Fortes (1993).

A interacgdo onda-corrente foi introduzida por Booij (1981), com posterior cor-
reccdo por Kirby (1983, 1984), incluindo a dissipacdo de energia por atrito no fundo
e devida a rebentaciio (De Girolamo et al., 1988). Desta formulagio resulta, na
forma dependente do tempo, a chamada extended mild slope equation:

g—z ~V-(CC, V) + (V- U) %f + (w'2 - k2C’Cg> - —W%—?, (1.15)
onde D/Dt = 8/0t+U-V e W é uma funcio de dissipagio de energia. O potencial

complexo de velocidades é neste caso tal que
u=R(Vy) . (1.16)

Na forma harménica, a equagio (1.15) escreve-se

U-V(U:-Vp)+(V-U) (U-Vp)-2iwU -V -V - (CC,Vy)

+ (w’z—wz—kzng—in'U) p=iwWe-WU Vp. (L17)

A presenca da corrente e da dissipa¢do no fundo obriga a um processo iterativo para
a obtencio de uma soluciio para esta equagio (Kostense et al., 1986).

Uma derivagio completa das equagdes (1.15) e (1.17) e uma anélise das condigfes
fronteira necessérias, assim como das técnicas de calculo dos diversos termos, foi
elaborada por Dingemans (1997a).

Dependendo da grandeza relativa de ||U|” e de CC,, a equagio (1.17) terd

" caracter hiperbélico, parabdlico ou eliptico. Vérios métodos de elementos finitos

(e.g. Hurdle et al., 1989) e de diferengas finitas (e.g. Panchang et al., 1991) fo-
ram desenvolvidos para as equacdes do tipo eliptico, enquanto que para a forma
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hiperbdlica ‘sem refraccdo devida & corrente e sem dissipagdo foram sugeridos esque-
mas por Copeland (1985) e Madsen e Larsen (1987).

Booij (1983) comparou o coeficiente de reflexdio num fundo inclinado, calculado
usando o modelo de Berkhoff, com a solugdo de um modelo tridimensional, con-
cluindo que os resultados sio satisfatérios para inclinagdes até 1:3. Para inclinagoes
superiores, os valores do modelo (1.13) sio inferiores aos analiticos. Massel (1993),
recorrendo a um método de Galerkin modificado, estendeu o modelo de refracgao-
-difraccdo a fundos de inclinacdo mais elevada, introduziu termos proporcionais &
curvatura do fundo e incluiu modos evanescentes entre as solucdes possiveis.

A modelagio da refraccio-difracgio simultinea de ondas irregulares pode ser
feita para espectros de banda estreita por intermédio das equagoes com dependéncia
do tempo (1.15) ou, para qualquer éspectro, por sobreposi¢ao das solugOes para as
diversas componentes harménicas (Avilez-Valente, 1994, 1996).

Os modelos de refraccio-difraccio deste tipo s6 sdo validos para ondas de peque-
no declive, € < 1, e nidmero de Ursell bastante pequeno, Ur = (ka)/(k h)? < 1/3
(cf. Dean e Dalrymple, 1991, pdginas 303 e 304), correspondendo a situagoes em que
os efeitos dispersivos predominam sobre os néo lineares. Os resultados deste tipo de
modelos podem no entanto ser utilizados como condigdes fronteira e inicial para mo-
delos n3o lineares, a aplicar num dominio de 4rea mais reduzida (e.g. Seabra-Santos
et al., 1997).

1.3 Modelos de d4gua pouco profunda a intermédia

1.3.1 Modelos de propagacao

Os modelos de 4gua pouco profunda sao, classicamente, baseados num perfil vertical
da velocidade horizontal polinomial em z, sendo z a coordenada espacial vertical.
Os trés modelos de referéncia sdo o de Saint-Venant (1871), ndo dispersivo e com
nio linearidade de primeira ordem, o de Boussinesq (1872), com efeitos dispersivos e
nao lineares de primeira ordem, € o de Serre (1953), igualmente com dispersividade
de primeira ordem, mas com efeitos ndo lineares de ordem superior. '

O modelo de Saint-Venant, apesar das suas limitacoes de validade (cf. Seabra-
Santos et al., 1988, Ursell, 1953), constitui o modelo de preferéncia para a modelagao
de marés e correntes em zonas costeiras (cf. Massel, 1989, capitulo 8).

O modelo de Boussinesq para profundidades varidveis (Peregrine, 1967) tem
demonstrado ser capaz de descrever a propagacio de ondas em zonas costeiras.

Nomeadamente, Freilich e Guza (1984) e Elgar e Guza (1985), recorrendo a uma
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formulagao deste modelo no dominio da frequéncia, mostraram que a propagacgao
i do espectro de um trem de ondas de incidéncia normal é correctamente simulada,
enquanto que Elgar e Guza (1986) e Elgar et al. (1990) provaram que o mesmo
acontece para o bi-espectro e para o momento de terceira ordem da elevagao da
superficie livre. A capacidade de modelagao combinada dos efeitos de refraccao e de
difrac¢@o é sublinhada nos trabalhos de Liu et al. (1985) e Rygg (1988).

O modelo de Serre é de utilizagdo menos comum, devido aos problemas acresci-
dos com o tratamento dos termos ndo lineares. Uma formulacao para batimetrias
varidveis foi desenvolvida por Seabra-Santos (1985) e aplicada via um esquema im-
plicito de diferengas finitas (Antunes do Carmo et al., 1993a). Drago (1992) derivou
também este modelo para batimetrias varidveis, recorrendo a um método de elemen-

tos finitos para a sua aplicagio (Brocchini et al., 1992, 1994).

O modelo de Boussinesq derivado por Peregrine (1967) apresenta caracteristicas
| de dispersio linear que limitam a sua aplicagdo a zonas de pequena profundidade
relativa, i.e. kh < 7/2. De facto, o quadrado da celeridade de fase deste modelo
| é igual ao aproximante [0/2] de Padé do quadrado da celeridade de fase da teoria

‘ linear de Airy: L , ,
| — 2 - -
1+ 3 (kh)

Madsen e Sgrensen (1992) melhoraram as propriedades dispersivas deste modelo

(1.18)

através da introducdo de uma perturbacao de ordem superior no termo dispersivo.
Desta forma, o quadrado da celeridade de fase do novo modelo é igual ao aproximante
[2/2] de Padé do quadrado da celeridade de fase da teoria linear de Airy:

1 , 1+ 11—5 (kh)? .
g L+ < (kh)

Nwogu (1993), utilizando como varidveis a elevacdo da superficie livre e a veloci-
dade horizontal a uma. profundidade arbitraria, z,, obteve um modelo cujas carac-

teristicas dispersivas podem ser optimizadas em fungdo da gama de profundidades

1 2

- =) (kh

Chvoss _ - (‘”3)( )
gh 1 — o (kh)?

relativas desejada:

, (1.20a)

sendo 1 )
_ (% ‘o 1.20b
“=3 (h) T2 (1.20D)
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Seabra-Santos (1994), com base no método das perturbacdes, derivou um modelo

com caracterfsticas dispersivas exactas para uma profundidade relativa de referéncia,

(kh)qo:
Cgeabra _ 1

gh 1+ f(kh)*’

s 1 (kh)y
A= T <tanh o, 1) . (1.21b)

Qualquer um destes modelos com caracteristicas dispersivas melhoradas (Mad-

(1.21a)

com

sen e Sgrensen, 1992, Nwogu, 1993, Seabra-Santos, 1994) recorre, no méximo, a
* terceira derivada, constituindo uma aproximagao de ordem O (¢ (kh)?, (kh)4) das
equacdes gerais da Mecanica dos Fluidos. Incluindo derivadas de quinta ordem,
Schroter et al. (1994) obtiveram formulagdes cujo quadrado da celeridade de fase é
igual a0 aproximante [4/4] do quadrado da celeridade de fase de Airy. Recorrendo
a uma técnica semelhante Seabra-Santos (1995) optimizou o seu modelo anterior
(Seabra-Santos, 1994), por forma a ter caracteristicas de dispersao exactas para
uma profundidade relativa de referéncia, (kh),, enquanto que no limite, quando
(kh), — 0, o quadrado da celeridade de fase ¢ igual a0 aproximante [4/4] do qua-
drado da celeridade de fase de Airy. '

Schiffer e Madsen (1995), por perturbagao dos termos dispersivos nas equacoes
de Boussinesq, obtiveram um modelo com apenas terceiras derivadas mas com um
aproximante [4/4] de Padé do quadrado da celeridade de fase. Merckelbach (1995),
cujo trabalho é descrito em Dingemans (1997b, pégina 559 e seguintes), recorre
A correspondéncia entre os operadores diferenciagao e multiplicacdo nos espagos
fisico e de Fourier, respectivamente, para obter um modelo com apenas terceiras
derivadas, mas com caracteristicas dispersivas semelhantes e com caracteristicas de
empolamento linear optimizadas.

Os modelos acima citados permitem modelar a propagacdo da agitagao até aguas
relativamente profundas. No entanto isto ndo significa que apresentem elevada pre-
cisdo na modelacio das caracteristicas cineméticas do movimento. N&o é possivel,
recorrendo a expansdes polinomiais em z do perfil vertical de velocidades, obter uma
boa representacio deste perfil em dguas profundas. Nadaoka et al. (1997) ultrapas-
sam esse problema introduzindo fungdes de distribuico vertical das velocidades
horizontais do tipo co-seno hiperbélico, por analogia com a teoria linear de Airy, e
aplicando a formulagio de Galerkin &s equagdes de conservagdo da quantidade de
movimento. Com um nimero reduzido de componentes na funcio de distribui¢ao

vertical de velocidades, aqueles autores conseguem obter caracteristicas de dispersao
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linear 6ptimas numa gama extremamente larga de profundidades relativas.

1.3.2 Meétodo dos elementos finitos

As primeiras aplicactes do método dos elementos finitos aos modelos de ondas longas
(modelo de Saint-Venant) devem-se a Grotkop (1973) e a Taylor e Davis (1975). Os
resultados obtidos revelaram-se no entanto demasiado distorcidos por dissipacdo
numérica excessiva, no primeiro caso, e por sobre-especificacdo das condicdes de
fronteira, no segundo. Também bastante cedo se reconheceu (Gray e Lynch, 1977)
que os esquemas de Bubnov-Galerkin aplicados as equagoes de Saint-Venant na sua
forma primitiva ddo origem a oscilagdes com comprimento de onda A = 24, sendo
£ a distancia caracteristica entre dois pontos da malha. Este tipo de problemas é
evitado na discretizacdo por diferencas finitas recorrendo ao cdlculo das diferentes
varidveis computacionais em diferentes pontos da malha (Batteen e Han, 1981).
No caso da discretizagao por elementos finitos, trés métodos revelaram-se eficazes
para a eliminagado destas oscilagbes: a utilizagido de uma equacio de onda em vez
da equacdo da continuidade (Lynch e Gray, 1979); formula¢des de Taylor-Galerkin
(Peraire et al., 1986, Teixeira, 1994); formulagdes de Petrov-Galerkin (Bova e Carey,
1996, Katopodes, 1984a,b). '

As aplicacoes numéricas dos modelos de ondas dispersivas tém sido historicamen-
te baseadas no método das diferencas finitas (e.g. Abbott et al., 1984, 1978, Antunes
do Carmo et al., 1993a, Wei e Kifby, 1995). Aplicacdes a modelos de ondas dispersi-
vas baseadas no método dos elementos finitos encontram-se usualmente em modelos
de onda cinematica: KdV e RLW (e.g. Alexander e Morris, 1979, Carey e Shen,
1991, Gardner e Gardner, 1990, Sanz-Serna e Christie, 1981). De entre as aplicagdes
de elementos finitos a ondas dindmicas, modeladas pelas equagées de Boussinesqv,
citam-se os trabalhos de Katopodes e Wu (1984, 1987), com formulagbes de Petrov-
-Galerkin e de Taylor-Galerkin, respectivamente, a uma dimens&o horizontal, e de
Antunes do Carmo e colaboradores (Antunes do Carmo e Seabra-Santos, 1996, An-
tunes do Carmo et al., 1993b), a duas dimensdes horizontais com uma formulagéo
de Bubnov-Galerkin. No que concerne a modelos tipo Boussinesq com dispersao de
frequéncia melhorada, hé que citar o trabalho recente de Walkley e Berzins (1999)
para as equacdes de Nwogu (1993) com uma formulagido de Bubnov-Galerkin a uma
dimensao horizontal. Nas aplicagoes ao modelo de Serre, a tnica referéncia conheci-
da s@io os trabalhos j4 citados (Brocchini et al., 1992, 1994) em que nfo se explicita
a formulagao utilizada.

As formulagoes de Bubnov-Galerkin para modelos de ondas dispersivas apresen-
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tam problemas de instabilidade numérica (Avilez-Valente e Seabra-Santos, 1997) e
baixa precisdo. Esse tipo de problemas pode ser ultrapassado pelo recurso a uma
formulagdo de Petrov-Galerkin. Um dos trabalhos pioneiros na aplicacao de es-
quemas de Petrov-Galerkin em elementos finitos deve-se a Christie et al. (1976),
que o aplicaram & solucdo numeérica do escoamento permanente de fluidos incom-
pressiveis. Aqueles autores mostraram que, desta forma, era possivel, ndo s obter
solugdes livres de oscilagoes de origem numérica através da introdugéo de um termo
dissipativo de elevada ordem, como também aumentar a precisdo por diminuicao
do erro de dispersao numeérica. Posteriormente um imenso trabalho foi desenvol-
vido por diversos autores, dos quéis se destacam Hughes e colaboradores (Brooks
e Hughes, 1982, Hughes, 1978, Hughes e Franca, 1987, Hughes et al., 1986a, 1987,
Hughes e Mallet, 1986a,b, Hughes et al., 1986b, Hughes e Tezduyer, 1984, Mizu-
kami e Hughes, 1985) e Johnson e colaboradores (Johnson et al., 1984, Johnson e
Szepessy, 1986), na aplicagio do método as equagdes de Euler e de Navier-Stokes
para escoamentos compressiveis e incompressiveis. Extremamente interessante é o
trabalho de Yu e Heinrich (1986, 1987), desenvolvido para problemas de advecgio-
-difusdo, pela possibilidade de obter solugbes com elevada preciso. No campo dos
escoamentos com superficie livre referem-se os ja citados trabalhos de Katopodes
(1984a,b) e Bova e Carey (1996). Esta formulagio tem sido bastante utilizada na
solucao numérica das equagoes de ondas cinemdticas dispersivas (e.g. Alexander e
Morris, 1979, Sanz-Serna e Christie, 1981), embora recorrendo a técnicas de dificil
extensdo a problemas de ondas dindmicas em dominios 2DH, nomeadamente pelo
recurso a fungoes de interpolacgao ou de peso com continuidade C'. No caso do mo-
delo de Boussinesq, o esquema de Katopodes e Wu (1984), de terceira ordem apds
discretizacao no espaco, tem apenas precisao de primeira ordem apés a discretizacao

temporal.

1.4 Organizacao e estrutura desta dissertacao

O fosso nos dominios de aplicagio dos modelos matemaéticos de 4gua profunda (ondas
curtas) e de dgua pouco profunda (ondas longas) foi consideravelmente reduzido
pelo aparecimento de resultados da investigagdo realizada na dltima década (cf.
§1.3.1), nomeadamente como resultado dos programas MAST da Uniso Europeia.
As dificuldades inerentes as diferentes parametrizacoes da nao linearidade utilizadas
pelos modelos de tipo mild-slope equation e pelos modelos de tipo Boussinesq foram
ultrapassadas pela introdugdo de uma nova definico para esse pardmetro (Beji,
1995).
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As aplicagbes numéricas, de alguns dos modelos referidos, baseadas no método
das diferencas finitas, sdo agora cada vez mais frequentes. Por outro lado as apli-
cagOes baseadas no método dos elementos finitos sdo ainda bastante limitadas. Este
método apresenta no entanto vantagens inerentes & sua prépria formulacio que o
tornam bastante atractivo: fécil discretizagdo de geometrias complexas; adapta-
tividade da malha de cdlculo em fungdo da prépria solucdo; elegante formalismo
matematico. O objectivo dltimo deste trabalho de investigacio é o desenvolvimento
de uma formulagao de Petrov-Galerkin do método dos elementos finitos, simultane-
amente estavel e de elevada precisdo para os modelos de tipo Boussinesq.

No Capitulo 2 desta dissertaco, as equagbes adimensionais para os escoamen-
tos em superficie livre sio deduzidas com recurso ao método das perturbacdes e ao
parametro de néo linearidade de Beji (1995). Daqui resulta também uma nova defi-
ni¢éo para o parametro de dispersio. Estabelecem-se entio as equacdes dos modelos
dispersivos ndo lineares de Boussinesq (Peregrine, 1967), Madsen e Sgrensen (1992),
Seabra-Santos (1994) e Nadaoka et al. (1997) para ondas dindmicas a uma e duas
dimensoes horizontais. As caracteristicas lineares de dispersdo de frequéncia e de
empolamento sdo comparadas com as da teoria de Stokes de primeira ordem (teoria
de Airy). Finalmente, o estudo refere ainda alguns modelos para a propagacdo de
ondas cineméticas, cuja propagacio se faz num sé sentido e que possuem solucdes
analiticas. E o caso do modelo de Korteweg-de Vries (KdV), do modelo Regularized
Long Wave (RLW), e do modelo desenvolvido separadamente por Beji ¢ Nadaoka
(1996) e por Dingemans (1997b), que se designard por Improved Long Wave (ILW).

O Capitulo 3 contém uma anéslise das condicoes de fronteira e iniciais necessirias
e/ou suficientes para a modelagio da propagacio de ondas de gravidade dispersivas.
Recorrendo ao estudo das ca,radteristicas, comparam-se as condigoes de fronteira,
para os modelos de Saint-Venant, Boussinesq e Madsen & Sgrensen. No que con-
cerne as condigdes iniciais, estuda-se a possibilidade de aplicacio de uma solugio
do modelo linear de Berkhoff (cf. §1.2.3) como condi¢do inicial para o modelo de
Boussinesq. ' '

No Capitulo 4 faz-se uma andlise das caracteristicas dispersivas de véarios es-
quemas de Bubnov-Galerkin de elementos finitos, aplicados &s equacdes do tipo
Boussinesq para a propagacdo de ondas de gravidade dispersivas em dguas pouco
profundas. Procede-se a uma anélise de Fourier das equacdes linearizadas para de-
terminar as relacoes de dispersdo, incluindo as celeridades de fase e de grupo, dos

~ diversos esquemas. A sua precisdo é investigada recorrendo & equacao diferenci-

al equivalente. Abordam-se quatro esquemas de Bubnov-Galerkin, com diferentes

graus de interpolagdo. Conclui-se que os esquemas baseados nas equagoes primiti-
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.

vas exibem oscilagbes numéricas associadas & nao propagagdo de ondas com com-
primento igual a duas vezes a distancia entre nés da malha, sendo que, no caso das
interpolacdes de ordem mais elevada, se introduzem termos dispersivos numéricos
que, em zonas de pequena profundidade, sdo da mesma ordem de grandeza do termo
dispersivo analitico. Conclui-se pela necessidade de desenvolver um esquema de tipo
Petrov-Galerkin que garanta a cocréncia da formulagao e a estabilidade e precisao
da solugao numeérica.

Seguidamente, no Capitulo 5, é desenvolvido um método de elementos finitos
baseado num esquema de Petrov-Galerkin, com discretizagio completa no espaco e
no tempo. Trata-se de uma extensdo do esquema apresentado por Yu e Heinrich
(1986, 1987). Inicialmente o método é aplicado a equagdes dispersivas de ondas
cinemé4ticas regidas pelo modelo RLW. Posteriormente desenvolve-se 0 esquema para
as equagdes de Boussinesq a uma e duas dimensdes horizontais. Sao utilizadas
funcdes de interpolagéo lineares no espago e no tempo e funcoes de peso lineares no
espaco e quadréticas no tempo. O sistema resultante é implicito mas de passo 1inico
no tempo. O estudo da sua estabilidade serd realizado por aplicagio do critério de
von Neumann apés expansdo em série de Fourier, enquanto que, para a andlise de
precisdo, recorre-se aos desenvolvimentos em séries de Fourier e de Taylor. Verifica-
_se serem introduzidos termos de correcgio da dispersdo numérica, por forma a obter
uma aproximacao de quarta ordem da celeridade de fase, e termos dissipativos de
terceira ordem. Conclui-se que o método é estavel e de elevada precisao, gragas ao
caracter extremamente selectivo do mecanismo de dissipagio numérica. Um esquema
semelhante, embora ndo consistente, € desenvolvido para o modelo de Madsen &
Sgrensen.

No Capitulo 6 procede-se & descrigao dos diversos ensaios numéricos realizados a
uma e duas dimensdes horizontais. Estes resultados sdo comparados entre si e com
resultados experimentais e analiticos, para avaliagdo da precisdo dos diferentes mo-
delos de propagacio apresentados no Capitulo 2 e dos esquemas numéricos descritos
e desenvolvidos nos Capitulos 4 e 5. ’

Finalmente no Capitulo 7 sdo sumariadas as conclustes do trabalho de investi-

gacdo realizado e sdo indicados alguns temas para futuro trabalho nesta area.



Capitulo 2

Modelos Matematicos

2.1 Teoria linear de Airy

A propagacéo de ondas graviticas de superficie é regida pelas equagoes de Navier-
-Stokes para a conservagao da massa e da quantidade de movimento. Excluiremos
do presente estudo os casos extremos de ondas acusticas e de capilaridade em que a
escala de tempo é muito pequena, T ~ 10710 s e T' < 107! s, respectivamente,
e das ondas com grande escala de tempo, 7' > 1 h, em que o efeito da rotagdo da
Terra é importante.

Obtém-se entdo as seguintes equacdes para a conservagao da massa e da quanti-

dade de movimento:
V-u=0, (2.1a)

(g—l-u-V)u:—V (Z—Q-l—gz)—l—l/VQu, (2.1b)
ot p

onde u (x,t) = (u,v,w) é o vector velocidade, p (x,t) a pressdo no ponto X e no ins-
tante ¢, p a massa voliimica, g a aceleragdo da gravidade e v a viscosidade cinemaética,
sendo x = (z,y,z) o vector posicio. Considera-se um referencial ortonormado di-
recto, sendo o eixo OZ orientado verticalmente e com sentido contrario & aceleracao

da gravidade.

2.1.1 Escoamento irrotacional

~ Calculando o rotacional de ambos os membros da equacao (2.1b), pode-se mostrar

que 19
- = @ V)u+rviae, (2.2)

15
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em que ﬂ‘(x, t) é o vector vorticidade definido como
Q=Vxu, (2.3)

sendo igual a duas vezes a velocidade de rotacdio local. No caso dos fluidos nao
viscosos, ¥ = 0, o produto escalar de ambos os membros da equagio (2.2) pela

vorticidade conduz a

2

£ () <
onde eq é o versor da direccdo de 2. Uma vez que, em qualquer movimento fisica-
mente realizivel, o gradiente de velocidades é finito, o valor maximo deeq-(eq-V)u
devera também ser um valor finito. Seja esse valor M/2. Daqui resulta que, para

qualquer particula fluida, se tem a majoracao
02 (x,1) < 92 (x,0) M. | (2.4)

Sendo assim, se para t = 0 e na auséncia de viscosidade, o escoamento é irrotacio-
nal em qualquer ponto do dominio, este ird permanecer irrotacional para qualquer
instante subsequente. Este resultado é conhecido como Teorema, de Lagrange.
E possivel mostrar que, no caso do rotacional de um vector ser nulo, existe uma
funcdo escalar ¢ (x,t) tal que
u=V¢o, (2.5)

dita funcdo potencial de velocidades.
As equacdes de Navier-Stokes (2.1) podem, & custa desta fungao potencial, ser
reescritas para o caso do escoamento irrotacional de um fluido ndo viscoso, como

sendo

Vi¢=0, ' (2.62)

; o
v[a‘f+ V- ws] (%—ng) . (2.60)

Integrando a equagdo (2.6b) no espago, obtém-se a equagdo de Bernoulli, a qual
relaciona o campo de velocidades com o campo de pfessﬁes no interior da massa
fluida: '

g‘f+ Vé-Vé=— <%—I—gz)+0(t), (2.7)

onde C (t) é uma fungfo arbitraria de ¢, que pode ser tomada como identicamente
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Figura 2.1: Seccao vertical do escoamento e defini¢do de varidveis.

nula, redefinindo o potencial ¢ sem afectar o campo de velocidades. Ter-se-4 entao

a seguinte igualdade:

P op 1 |
;——gz—(§+iv¢-V¢> - (2.8)

Fica bem patente nesta expressao que a pressao total, p, resulta da contribuicao de
um termo hidrostatico, pg z, € de um termo hidrodinamico. ‘

Analisar-se-30 agora as condigdes de fronteira a considerar neste modelo.

Condicoes de fronteira

No caso da propagacio de ondas de superficie, interessa considerar duas fronteiras:
a superficie livre com o interface dgua-ar e a fronteira sélida no fundo (cf. Figura

2.1). As condigdes fronteira deste problema sdo definidas da seguinte maneira:
e na superficie livre, 2 = ( (z,y,t), tem-se

— uma condigdo cinematica (a velocidade é tangente & superficie livre):

aC 060  0$IC 0 '
5 Tosas Tayay - oz (29)

— uma condi¢ao dindmica:
p=0; (2.10)

e no fundo, z = —h (z,y),

0¢pOh OPpOh 0O
i s s Y § B 2.11
Ox 0x 0Oy Oy + 0z 0 (2:11)
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Na, definigao das condicGes fronteira acima referidas foi ignorada a possibilidade
de existéncia de tensoes superficiais & superficie livre e/ou atrito no fundo.

Note-se que as duas condigdes fronteira & superficie, (2.9) e (2.10), podem ser
transformadas numa tnica condicio, por substituido na equagéo de Bernoulli (2.8).
De facto, procedendo & referida substituigao, obtém-se a seguinte equacdo em ¢ e ¢

0p 1

—8-t——l-—2—(V¢>-V¢)+gC=O, para z=/((z,y,t) . (2.12)
Esta é uma equacio ndo linear em ¢, que apresenta a dificuldade suplementar de
a posicdo da superficie livre ser também uma incégnita. A determinacio de uma
solucdo analftica para a propagagao de ondas de superficie, para dominios de confi-

guragio arbitréria, é portanto praticamente impossivel.

2.1.2 Teoria de ondas de amplitude infinitesimal, em pro-
fundidade constante |

Considere-se o caso em que a amplitude da onda e as velocidades por ela induzidas

sio muito pequenas, i.e. a < 1 e |[u|| < 1. Suponha-se ainda que o gradiente do

fundo é também muito pequeno, i.e. dh/0z < 1 e 0h/0y < 1. Mantendo apenas

os termos lineares, tem-se que

V=0, se —h<z<0, (2.13a)
%‘f--‘-gC:O, se z=0, (213b)
o 0¢ _

5 Br 0, sez=0, (2.13c)
9¢

5= 0, se z=—h. (2.13d)

Admitindo que ¢ é uma fun¢do para a qual existe um desenvolvimento em série de

Fourier, a solucdo geral para ¢ é do tipo

+o0
((x,t) =R ( / A (k). ¢ texe®) dk-) ,
NS '
onde i é a unidade imagindria, k = (ks,k,) é o vector ntimero-de onda, sendo
k= ||k|, A (k) é a funcdo densidade espectral, w é a frequéncia angular da onda e
x = (z,y) é o vector posi¢do no plano horizontal. Em virtude das propriedades das

séries de Fourier, cada termo dessa série é também solucao do problema linear. Seja
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pois a seguinte solugdo particular para ¢:
¢ (x,t) = R (ae!ExwD) (2.14)

onde a é a amplitude da onda. Por conveniéncia de escrita, o simbolo R, que designa
a parte real, serd doravante suprimido. Nestas condigdes, e dada a linearidade do

problema (2.13), o movimento resultante serd harmoénico simples, i.e.

¢ (x,y,1) = C(z,y) e,

e portanto o potencial de velocidades poder-se-a escrever como

¢ (z,9,2,t) = ¢ (,9,2) e ¢,

em que ¢ designa uma nova funcio potencial, independente do tempo, que contém
a informacdo respeitante & amplitude e fase locais da onda.
Substituindo a solugdo (2.14) nas equagdes lineares (2.13) e dividindo todos os

termos por e"*** obtém-se

Vip =0, se —h<z<0, (2.15a)
gl—iwp=0, sez=0, (2.15b)
g—i-!—iwfzo, se z=0, (2.15¢)

%% =0, se z=—h. (2.15d)

Considerando uma onda propagando-se segundo o sentido positivo do eixo OX, para

a qual se tem

(=ae"®, (2.16)

a solucéio para o potencial ¢, satisfazendo simultaneamente as condicdes de campo
(2.15a) e de fronteira no fundo (2.15d), é

@ = b cosh [k (z + k)] &*®.

Por outro lado, para satisfazer as condi¢bes fronteira na superficie livre, (2.15b) e

(2.15c¢), serd necessario que
.ga 1

’ “w cosh kh

b=
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obedecendo w e k 3 relacdo de dispersao:
w? = gktanhkh. (2.17)

Reunidas estas condigdes, obtém-se a seguinte expressao para o potencial de veloci-

dades:
;98 cosh[k (z+h)! ; Giks (2.18)

=0 cosh kh

Consequentemente, para as velocidades u e w, tem-se:

ga cosh{k (2 +h)] ke —iwt 2.19

=k w cosh kh e ’ 219
gasinhlk(z+h)] ks —iwt

— ga 1k w . 220

ik w cosh kh e e (220

Caracteristicas dispersivas

Relacdo de dispersdo: como se referiu anteriormente, as ondas de amplitude
infinitesimal obedecem A relagdo de dispersdo (2.17), a qual, na forma adimensional,

se escreve

‘”/ = v/kh tanh kh. (2.21)
g

=

Celeridade de fase: a celeridade de fase, C = w/k, corresponde & velocidade de
propagacdo da crista da onda e é dada por

tanh kh
C=1/gh—07—> (2.22)
ou, na forma adimensional, por
C  [tanhkh

Um meio diz-se dispersivo quando a celeridade da onda depende niio s6 das
caracterfsticas do meio, i.e. no caso de ondas superficiais na dgua, da profundidade
h, mas também do seu nimero de onda, k. As relacoes de dispersio, (221) e e (2.23),
da teoria linear, conhecida como Teoria de Airy ou Teoria de 1* ordem de Stokes
estdo representadas graficamente nas Figuras 2.2 e 2.3. ‘

Note-se que kh é de facto uma razdo entre a profundidade e o comprimento de
onda. Assim encontram-se, na pratica, para kh < 1 as designactes de onda longa

e/ou dgua pouco profunda e para kh > 1 as designacgdes de onda curta e /ou dgua
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Figura 2.2: Relagdo de dispersdo linear de Airy.
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Figura 2.3: Celeridade de fase linear de Airy.
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profunda. ,
Os valores assimptéticos da celeridade de fase, para dguas pouco profundas e

para aguas profundas, sdo, respectivamente,

C =+/gh , para kh < 1,
C=+/g/k, para kh > 1.

Celeridade de grupo: a celeridade de grupo, Cy = dw/dk, corresponde & veloci-
dade de propagacdo da onda envolvente de um grupo de ondas sinusoidais com um
espectro de banda estreita, centrada no nimero de onda k = ky e com a largura
2 Ak com Ak/ky < 1. Nestas condicdes, a solugio do problema (2.13) para a funcéo
¢, elevacio da superficie livre, pode ser escrita na seguinte forma:

ko+Ak ) .
(= A (k) etkz—w®)t) gf (2.24)
ko—Ak :
Desenvolvendo w (k) e A (k) em série de Taylor em torno de kg resulta:

w (ko + (k — ko)) = w (ko) + (k — ko) j_‘]:

+ O ((k~ ko)?) ,

A (ko + (k — ko)) = A (ko) + (k — ko) =

Definindo

vem que

Ak/ko

CZA(kO) ez’(kow—wot) /

ko ethor (2=(Ca)o?) ds + O (k)
—Ak/ko -

=2A (ko) in _(x(;ggctg)ot)] gilkoa—wt) 4 0 (k) (2.25)

21‘1(1{70) ei(koz—wot)_i_o(ﬁ)’
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z—Cyt
Figura 2.4: Grupo de ondas com espectro de banda estreita.

com
- sin [Ak (37 - (Cg)o t)]
A =24 (k) z— (Cg)yt

(2.26)

Da equagéo (2.25) pode-se concluir que ¢ € a elevagdo da superficie livre devida &
propagacdo de uma onda localmente sinusoidal, de nimero de onda ky € com uma
modulacio de amplitude A. A onda envolvente, dada pela expressio (2.26), define
um grupo de ondas e propaga-se com uma celeridade (Cy),. A onda envolvente tem
um numero de onda igual a Ak, logo uma disténcia entre dois zeros consecutivos, -
nodos, de w/Ak. Isto significa que a onda envolvente é bastante mais longa do que
as ondas constituintes cujo comprimento de onda é da ordem de 27 /kq (cf. Figura

2.4).
A celeridade de grupo, no caso de ondas lineares em agua de profundidade cons-
tante, é entao
dw 1 2kh
_dw 1 _2kh 2.2
%=~ 3 (1+sinh2kh) ¢, (227)

e, na forma adimensional,

Cy 1 2kh [tanh kh
== . 2.28
vgh 2 (1 + sinh 2 k‘h> kh (2.28)

Esta celeridade de grupo adimensional encontra-se representada graficamente na
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Figura 2.5: Celeridade de grupo linear de Airy.

Figura 2.5.
Pode-se também provar (cf. Lighthill, 1978, Mei, 1994) que a celeridade de grupo
corresponde 3 velocidade de transporte da energia da onda, dando-lhe assim um

significado dindmico ausente no conceito de celeridade de fase.

Caracteristicas de empolamento

Considere-se 0 caso de uma onda sinusoidal, propagando-se na direccio OX, em
fundos de variacio suave, i.e. |dh/dz|/ (kh) < 1. Pode-se provar (cf. Dingemans,
1997a, pagina 63) que a conservagdo do fluxo da energia da onda é equivalente a

0 ) -

8—m(Cga)=0, - (2.29)
onde a é a amplitude da onda.

Define-se o coeficiente de empolamento linear, o, como sendo o simétrico da
razio entre a a variacio relativa da amplitude e a variagio relativa da profuﬁdidade,
i.e.

Qg hy
W TN

onde o indice z representa a derivada parcial em ordem ao espaco. Recorrendo a

(2.30)
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Figura 2.6: Coeficiente de variagdo do nimero de onda, ag.

equacao (2.29), facilmente se mostra que

Co_ _Fa
cC  k
e definindo a fungao
_ 2kh
. sinh2kh
resulta que
0 _ 1 (k_ G
a 2\k 1+G)’

sendo .
Gy = — (1 — G cosh2kh) -]—5

Diferenciando a relaciio de dispersdo (2.17) obtém-se a seguinte expressdo para
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Figura 2.7: Coeficiente de empolamento linear, .

o coeficiente de variacio relativa do ntimero de onda com a profundidade, ay:

G
=—. 2.31
e (2:31)
Este coeficiente é tal que:
ke _ _ o fa
k- *hC

Finalmente, apés alguma manipulagio algébrica, resulta para o coeficiente de em-

polamento linear, ¢, a expressao:

as = O—fG? [1 + E;— (I —cosh2 kh)] : (2.32)

Os dois coeficientes, oy e as, encontram-se representados nas Figuras 2.6 e 2.7,

respectivamente.

2.1.3 Validade da teoria linear

Admitiu-se na deduciio da teoria linear (cf. §2.1.2) que os termos ndo lineares das

equacdes que regem a propagacdo da onda sdo de ordem superior a O (1). Pode-se
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agora verificar a correcgio dessa hipGtese. De facto, das solugdes do problema linear,

equacdo (2.16) e equagdes (2.18) a (2.20), pode-se concluir que, & superficie, se tem

ga
CNG’ 3 ¢N
w

. (2.33)

unkd% . we kLS tanhkh.
w w

Assim sendo, uma adimensionalizagio coerente das varidveis, tendo em conta a

relagdo de dispersdo (2.17), serd

; a a a
(=a(, ¢ = ga ! uzk%u’, v:k%v', w=awuw,
w
.’I;’ yl g , tl
=1 y=% > 2="5 , t—; )

(2.34)
onde as varidveis (', ¢', ', V', w', ¥', ¢, 7 e ¥’ sdo adimensionais e de ordem de
grandeza igual a O (1). Note-se que nada se impde quanto & ordem de grandeza da
profundidade relativa kh. Substituindo as relagdes (2.34) nas equacdes (2.9) e (2.12)

obtém-se, respectivamente,

o¢ , 94 o¢ | 9 o¢ _ 9¢ y_wra

5 —I-Ea i 8y 9~ 87’ para 2z = p ¢ x,t), (2.35)
e

a2¢l

(V¢ V¢)+———_ ox' oz’ Oy’ Oy

a¢l ’a—ila—é'l 8¢l acl)
F 2 oY ( oy 0,

(2.36)
para 7' = “’Tf* ¢ (1),

em que € = ga/C? é uma medida de ndo linearidade da onda, vélida para qualquer
profundidade (cf. Beji, 1995). C é a celeridade de fase de Airy dada pela expressao
(2.22). A :
Comparando estas equagdes com as suas congéneres dimensionais, verifica-se qﬁe
a teoria linear de Airy é vélida quando € < 1, o que nos casos extremos de aguas

profundas e de 4guas pouco profundas corresponde, respectivamente, a

e=kak1, para kh>1,

e:%<<1, para kh<1.
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2.2 Modelos de ondas dinamicas

Os modelos do tipo Boussinesq tém sido tradicionalmente desenvolvidos para dguas
pouco profundas em virtude da utilizagao de diferentes parametros de ndo linearida-
de para diferentes profundidades relativas. Estes modelos tém de facto uma validade
mais alargada como se ird verificar da sua deducdo com base no pardmetro de nao
linearidade proposto por Beji (1995). Dois modelos recentemente apresentados (Na-
daoka et al., 1997, Seabra-Santos, 1994) sdo também deduzidos com base no mesmo
parametro.

Qualquer um destes modelos implica a consideragdo de vorticidade nula segun-
do as direccdes dos eixos coordenados horizontais OX e OY. A consideragdo da
existéncia de vorticidade vertical ndo nula é no entanto fundamental tanto do ponto
de vista fisico como numérico. Por um lado, ondas irrotacionais geram vortici-
dade ao rebentar (Peregrine, 1998); por outro, a existéncia de alguma dissipagao
numérica, necessaria para garantir a estabilidade dos algoritmos, pode também ela

gerar vorticidade vertical.

2.2.1 Equagoes gerais

Considere-se o pardmetro de ndo linearidade € tal que
. u
e=29 (2.37)

em que C é a celeridade de fase linear de Airy (2.22) e a é uma amplitude carac-
teristica da onda. Como referido anteriormente, este pardmetro converge para os
habituais pardmetros de de néo linearidade para dgua profunda, ka, e 4gua pouco
profunda, a/hg conforme khy tende para infinito ou khg tende para 0, sendo hy uma
profundidade de referéncia.

Também um novo pardmetro de dispersividade, o, pode ser definido como

o = tanhkho, ; - (2.38)
sendo que
o—khy—0, para 4guas pouco profundas,
c—1, para dguas profundas.

O parametro de néo linearidade € pode ainda ser definido de forma equivalente por
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intermédio da expressao
€= — . 2.39
U (2:39)
Variaveis adimensionais

Recorde-se que, tendo em conta a solucio do problema linear (2.16) e (2.18) a (2.20),

concluiu-se que, a superficie livre,

ga
CNa ? QSN 7
w
a a
w w

Dado que por definicio a celeridade de fase é C = w/k, uma adimensionaliza¢ao

coerente das varigveis é:

¢=a( ; u=k‘gw—au'=eCu' ,
v:kg—(}-v’ze(}'v', w:kﬂow'zeC’ow',
w w
t v z'
t=— = —— =
w kC ’ =% ’
y o
y:—k_ ) Z:’k‘z' )
g g 4
=pgl h=2h

As varidveis ¢, o', v/, w', t', 2', ¥, 2', p' e I’ sBo adimensionais e de ordem igual a
o).
A introducéo do novo parametro de dispersividade, o, permite-nos uma adimen-

sionalizacao tal que

z~h para dguas pouco profundas,
1 -
z o~ z para dguas profundas, -
e
w—0 para dguas pouco profundas,
WY~ para aguas profundas.

Note-se que a escala de z nfio resulta directamente das relagdes de ordem (2.33).
De acordo com aquelas relacdes, ¢ = (¢ C/k) ¢', o que conduz a z = 2'/(c k), pelo
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que para pequenas profundidades a influéncia da onda na vertical se estenderia a
uma, distancia superior a propria profundidade. Por outro lado, a adimensionalizacao
dificulta a utilizacdo da formulagéo potencial para a derivacdo das equagoOes para a
propagacio de ondas longas, dado que com ela se obtém

08 _ j2y

aZ,:O"w.

De facto, a condicdo de irrotacionalidade, e com ela a utilizacdo da fungéo poten-
cial de velocidades, deverd ser abandonada dada a possibilidade de existéncia de

dissipacéo turbulenta na zona de rebentagao e de atrito no fundo.

Equagdes de Navier-Stokes

As equacbes de conservagao da massa e de conservacio da quantidade de movimento,
para o escoamento incompressivel de um fluido viscoso, na sua forma mais geral,

escrevem-se

ou Ov Ow
P + 5y— 5 = 0, (2.40a)
ou ou ou ou 1 Op OTuy OTwy OTus :
5 v TV Ve T T p(ax or 0y 8z>’ (2400)
ov ov ov dv 1 (9p OTys 0Ty  OTys ”
e ey Ve T T (ay ey ar ) (2%
ow N ua—ﬂ . ow ow dw 1 (0p 07w _ Oy 0Tz |
U Ty Y T e \e: 0w oy 0z)
(2.40d)

onde p representa a massa volimica do fluido, p a pressao € Tuz, Tay; Tozs Tyzr Tyys
Tyss Tew Tey © Tzz S30 @S cOmponentes de desvio dos tensor das tensdes. Admitindo

as hipGteses de Navier as tensoes de desvio sao dadas por

' au. ov | ,
Toy = Tyz = PV (5—5 + 5;) ) i (2.41&)’
ou  Ow
v 0 : '
Tyz = Tay = PV (52‘ + %) y (2.41(:)
ou

m:t:: 2—7 .
Tos = PV2 5 (2.41d)
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? 9

0]

$ Tyy = pVv 2 a—y , (2416)
ow

sendo v a viscosidade cinemética do fluido. As componentes do vector vorticidade

Sa0
: ow Ov
: Q=—-——-——, 4
5y 0z (2422)
: ou Ow
V=5 B (2.42b)
ov Ou

Condigoes de fronteira

As condicoes de fronteira, admitindo a existéncia de atrito no fundo e de tensoes

superficiais, sdo:
e na superficie livre, z = { (z, ¥, 1),

— condigao cinemdtica

| Uz tug = 2.43
' 6t+u3x+vay v (2:43)
— condigoes dinamicas

: 2 d

Tex aC Txy ac + Tz = Tsx(C) » (2 443,)
o¢ oC

; Tye 5.~ Tw g, T v = Tsu() (2.44b)
p=0; (2.44c)

e no fundo, z = —h (z,y,1),
— condicéo cinemdtica

Oh Oh oh
i i — = 2.45
8t+u8x+v8y+w -0, (2.45)
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— condicoes dindmicas

oh oh
a_ Ty o vz — 1fx(—h) 1 A4
Tmma$+7yay+T Tfa(—h) (2 6&)
oh oh
Tya o + Tyy 5?; + Tys = Ty(~h) - (2.46b)

A possibilidade de evolugdo do fundo, Oh /0t, permite a simulacdo de ondas provo-
cadas por deslizamentos da crosta terrestre, ou a variagdo da batimetria devida ao

arrastamento e/ou deposi¢do de sedimentos.

Adimensionalizacio das tensoes
Definindo o ntimero adimensional de Reynolds da onda, Re, como

Re = %9 | (2.47)

resulta a seguinte adimensionalizacdo para os elementos de desvio do tensor das

tensoes:
eo o €
Tow = pC* —R;Tg’m, Toy = pC? o Toy» Toz = pC? T T s (2.48a)
2 2 2 :
g €00 €0 €
Tye = pC ' T;!w . Tyy = pC? —E-T;y, Tye = pC? —EéTéz , (2.48b)
Tow = ,002-6—2"7" Toy = pCziT' Tay = pCQéET' . (2.48¢)
Re zx? Y Re 2y’ 2 Re 22
As hipéteses de Navier adimensionalizadas sdo entao:
ou o
=
T;y =Ty = (5? + %) , (2.49&)
o/ ow' '
o' ow' o
Tz{lz :T;y:: (5Z—,+0'2 ?9;'_) y (249C) .
ou’
! — 2 i
Top 5 _ (2.494d)
o' ‘
Tyy = 2 o (2.49€)
ow'
Ty = 257 (2.49f)

0z
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Admitindo que as tensdes superficiais e o atrito no fundo sdo de origem turbu-

lenta, os seus valores médios serdo por defini¢ao do tipo

Tij = —p ‘/,L-l V}-’ s (250)

onde pVZ’T/j s30 valores médios das tensdes de Reynolds, sendo V;, ¢ = 1,2,3, as
médias temporais das componentes da velocidade e V;' os respectivos desvios, i.e.
u; = V; + V. Admita-se também a hipétese de Boussinesq (1877), segundo a qual
as tensoes de Reynolds sdo proporcionais aos gradientes das médias temporais da
velocidade, i.e.

ov;, 0V;

—pVIV!I= —
pVi'V; pvt(aijraxi

2
)"g 'L]pK i,j=1,2,3, (251)

em que &;; é o simbolo de Kronecker e K é a energia cinética turbulenta por unidade
de massa, dada por
1 - — J—
K=o (V+W+),
e 1; 6 o coeficiente de viscosidade turbulenta, o qual é uma caracteristica do escoa-

mento. Daqui resulta que

2

’ €
Toai) = PC? Re, sa(ed’) » (2.52a)

' 2

€
Tey(¢) = pC? Re, Toy(e¢') » (2.52b)

2 62 !
Tfz(—h) _: pC E@; Tga(—n') > (2520)
S R 2.52d)
Tiy-h) = PY Re. Try(-n') - (2.

onde Re; é um nimero de Reynolds turbulento:

Vg

Equacoes de Navier-Stokes adimensionais

As equagdes de Navier-Stokes podem agora ser escritas na forma adimensional, tendo
em conta a escala de cada grandeza, como:
ou' o  ow

5?4'53/74-327—0, (2.54a)
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o' , ,ou 5, ,ou 4, ,0u
GGW—FE ou %—Fe ov 8y’ + e ow EW,

!
op 0% orl, €o?0r, € o,

_ o 2.54b
g ox! + Re 0Ox' Re 0y Re 02"’ ( )
o, o, O, ov
60’579—-!-6 ”“’EEH lea_y:+6 ”"”I%
B aa—p’ N & o? 01, 4 e’ ® Oy, i 07y ,  (2.54c)
8y’ Re Oz Re 0y  Re 07
ow' ow' Ow’ o
, ) 9 9 2 2
P T g T g T W
oy o orl, o0, &oir, —1. (2.54d)

~ oy + Re 0x' Re 0y Re 07
Condicoes de fronteira adimensionais

Considere-se uma escala temporal lenta, 3;, tal que t* = B¢/, com S; ~ ¢, e seja
B =H(z,y, Bit'). Desta forma tem-se que
oh on' on' on'

= Cor ¢ P

As condigoes de fronteira apds adimensionalizacdo, escrevem-se:
e na superficie livre, 2’ = ¢{' (2, ¢/, 1),
— condigao cinemética

o ¢ 8¢

W—l—eu’%—l—ev @zw, (2.55)
— condigoes dindmicas
ao¢’ o¢’ Re
2 2 _
—ea’ T, 5.7 €0 Tay 3y +7,, = Rer Ton(ec') » (2.56a)
a¢’ ¢’ Re
2 2 _
—€0° T, 5 €O Ty o +7,, = Rer Toy(ech) » (2.56Db)
pP=0; (2.56¢)

e no fundo, 2’ = —h'(z',y/, '),
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— condigdo cinemética

8, 0 8 0N

= U @—i-v 527+w =0,
— condigOes dindmicas
a’rl, on +o?T) on +T:’cz = —R—CT} (—H) »
ox' v oy’ Re; 7*
7 T g + 0" T4y 5+ T = e Tht- -

Finalmente as componentes do vector vorticidade sao

ow' o'
r 2 .
2 =0 oy 07’
ou' ouw'
) __ 2 2
2, = o7 7 B
o o
I — e — ——
= o' Oy

2.2.2 Modelo de Boussinesq

35

(2.57)

(2.58a)

(2.58b)

(2.59a)

(2.59b)

(2.59¢)

A derivacéo das equacdes do tipo Boussinesq (Boussinesq, 1872) para a propagagao
de ondas fracamente nao lineares ser4 feita utilizando o método das perturbacoes.

As seguintes hipéteses sdo assumidas:
e ondas fracamente nio lineares, i.e. € < 1;

o efeitos dispersivos importantes, i.e. 02 ~ e.

Para aplicaciio do método das perturbacdes, considera-se que as varidveis ¢,

v/, w', p e I" podem ser escritas como

(=G+el+eEG+...
W =u;+eus+eEus+...
vV =v, +evg+Ev3 ...
w=w; +ews+Ews+...
pP=potepi+€E€p2+...
I'=T1+ely+eTs+...
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onde os coeficientes das poténcias de €, i.e. (;, ui, v;, Wy, Pi, ['i, s80 de ordem O (1),

e T é a accleracdo vertical. Note-se que & ordem O (1) o fluido est4 em repouso.
Por comodidade de escrita e sempre que nao seja susceptivel de confusdo, os

ap6strofos referentes as quantidades adimensionais, ('), serdo omitidos nos célculos

que se seguem.

Célculo da aceleracio vertical

Considere-se a equacdo da continuidade (2.54a). Da sua integracdo entre o fundo,
z = —h(z,y,t), e uma profundidade genérica z, tendo em conta as condigbes de
fronteira cineméticas no fundo (2.57), obtém-se, para a componente vertical da

velocidade, a expressao:

w=————~—i udz—Q/ vdz, ‘ (2.60)

wlz—&—%——i/ uldz——a—/ ’Ule. (261)
TJ-n . Ay J

De (2.60) resulta para a componente local da aceleracao vertical:

em que u = (u, v) é o vector velocidade horizontal instantanea.

Por outro lado, a aceleracdo vertical total é, por defini¢do, I' = dw/dt, i.e.

ow ow Ow ow )

I‘———l—e(u——l—v——l— (2.63)

~ ot oz oy ez

e portanto as suas componentes de ordem O (¢) e de ordem O (€?) sdo respectiva-
z 8111 |
I'h=-V- —d * .
= ([ B, (2.6

B on * du, Be (., Oh
=—aag V), & &) 2V (ulrgs

0 0 0
+(U1 a’l;l-(-’l}l all;)!l-le 811;1) .

mente

(2.65)
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Caélculo da pressao

Admitindo um escoamento quase irrotacional segundo as direcgdes horizontais, i.e.
gy ~ Qy ~ € — note-se que esta condigdo é menos restritiva do que a de outros

autores (e.g. Antunes do Carmo, 1995) — vem que

ou ov

&—0(6,02) e ~£:(9(6,02),
de onde, para a primeira ordem, resulta
8u1 8’1)1
2 =0 —— =0 2.66
0z ¢ 0z ’ (2.66)
concluindo-se que

u = U (z,y,1) e v =Vi(z,v,t). (2.67)

Portanto, & ordem O (¢), a velocidade horizontal é constante ao longo da profundi-
dade, podendo-se definir o vector Uy = (U3, V7).

Por outro lado, tendo em conta a referida quase irrotacionalidade, a hipétese
de Navier (2.49) e a equacdo da continuidade (2.54a), a equagdo de conservagao da
quantidade de movimento segundo OZ (2.54d) simplifica-se, escrevendo-se:

_ op
2
€ec’l'=———1. 2.68
o (2.68)
Apés integragdo entre a profundidade genérica z e a superficie livre, z = €, tendo
em consideracio a condicdo de fronteira dindmica & superficie (2.56c), obtém-se as

seguintes expressoes para os coeficientes py, pi e pa:

O .
Py = / dz = -z, (2.69a)
2
1 [ | |
1= —/ dz = Cla (269b)
€Jo
1 eC1+€2(a 2 r0
pr=— &+i/Fﬁz
€ €1 € Jz

0.2 0 zaU1
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' 0'2 0 0U1
P2—C2—?/z V- [(Z+h)—_8t ] d
o2 2* oU;
—@+?V'K3+h% m]

(R 62U1+8_h_8ﬂ+z+h PV, oh V]
=G+ \5 ") 5zt %05 ot oyot 7By ot

(2.69¢)

Equacgio da continuidade

Integrando a equagdo da continuidade local (2.54a) entre o fundo e a superficie livre,

tendo em consideracio as condicGes de fronteira cineméticas (2.57) e (2.55) e ainda

a definicdo de valor médio, obtém-se a equacio integral de conservacdo da massa:
o¢ | Bt oh

5 ¢ or

+V-[(h+e¢)u] =0, - (2.70)

sendo i = (&, D) o vector das componentes horizontais da média vertical instantanea

da velocidade. Escrita desta forma, esta equagio é exacta.

Equacio da quantidade de movimento a ordem O (€)

A equacdo de conservacgdo da quantidade de movimento horizontal, na forma. vecto-

rial, escreve-se & ordem O (e):

6u1 :
Frmia L

Sendo assim, e tendo em conta os resultados (2.69b) e (2.66) , é possivel obter

ou;

VG =0. (2.71)

Finalmente a aceleracio vertical a esta ordem é

wlz—%a—h-%[(hm)m] '——-(%[(mzm] : (2.72)

Equacio da quantidade de movimento & ordem O (€?)

Para tornar a equacdo da quantidade de movimento segundo a horizontal indepen-
dente da coordenada vertical, z, proceder-se-4 & sua integragao termo a termo entre

o fundo, z = —h, e a superficie livre, z = (.
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Aceleragao local: a segunda ordem e atendendo as propriedades do valor médio,

ter-se-3 para este termo a seguinte expressio:

e+ decinm] 0@ ea) W)

= (eC—l—h)%?——i—(’)(g, e,Bt) .

Aceleragdo convectiva: do integral segundo a vertical da componente segundo

0OX deste termo resulta:

« ou ou ou < oUy oU;
[—h (u%—l—va—y—l-wé—z—) dZ—/_h (Ula—x+%~5y—> dZ—I—O(E)

- U (2.74a)
= 1 iy
= (e +h) <U1 P +W 3y ) +0 (e,
e segundo OY:
€} €
/ u?—q—l—va—v—l—w@ dz:/ (U1%+%§_‘/i dz+ O (e)
- \ Oz Oy 0z —h Oz Oy
, oV 5 (2.74Db)
_ 1 Vi
= (eC+h) <U1 o +W 8y) + 0O (e) .
Pressao: recordando que
¢ e
/ Vp dz:/ V (po+ €p1 + € p2) dz,
—h —h
e os resultados anteriormente obtidos (2.69) resulta
/EC?—Rdzz (eg—i—h)i(eg + €2 ()
_y Ox dz N 2
d [h? 82 hd 82U, h? &2 h? 8%V,
—_— 2 — —_— ———— —_— — [U— — —
€0 5 [ 2 92 ")~ 5 B2 T T aay V) TG Baay

+ O (63, 0% eo? ,Bt)
(2.75a)
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e
/ECQRdZZ(eC-Fh)i(eC + € ()
n 0y ay
o [n 02 h® 82U, h* 62 h? 0?V;
2
_ i VoY 0T (R - —
€0 675[2 oy "V TG azay T2 o i) - 8y2]
+(’)(e3, 6202,602,6t) .
(2.75b)
Tensoes:

o cdlculo completa-se com a integracdo dos gradientes dos termos das
tensdes de desvio, tendo em conta as condigoes de fronteira dindmicas

na superficie
livre (2.56) e no fundo (2.58) e as hipéteses de Navier (2.49). Segundo OX resulta:

€
/ (02 0Ty Lo OTay N a’Tm> iz
—h 3.’13

oy 0z
Re

Re 5 0 U 5 0 U,  oVy
Re, sa(eC) Re, Tfa(—h) + O e (2 h pe ) +o0 h +

- ay | \oy ' oz

+0(ec?), (2.76a)
e segundo OY:

- Rethy(EO RetTfy( mto oz [h (By + 833)] to Ay <2h—6?>

+ 0 (eo®) . (2.76b)
Equacao da quantidade de movimento adimensional: somando as contri-

buicoes dos diferentes termos e dividindo o resultado por e¢ + h, obtém-se por fim,
segundo OX:

a—a-—l—e(ﬂ@—l-z')@ —l—%
ot oz

:Uza[@_z_ﬁ_ N i

NN
28932( “)”'ﬁ"’aﬁJriaxay(h”)_Famay]J“

Tsz(el) _ Tfx(—h)
a : )+ (2.77a)
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€020 (,0u) €0l 9y, (0 Ov\|
Re h 0x ox Re h 0y dy Oz
2

€
0<2)€0 GIBt70- /Bt7 RZ) ’

e segundo OY:

ov (av _817) ¢
+€ V= |+ 5

ot 1?) Oy Oy
h &2 _ h2 0% h 0? h? 8%
— (ht) — ——| +
2 0z dy 8y 6 Ox 6y 2 oy? 6 0y?
sy(e¢) 7—f( —h)
. Ret( a y ) (2.77b)
ecl 0 Bu €eoc 2 0 ov
2o L2 () +
Re h Oz R h oy \ 0Oy

(’)(e2 €c?, e By, 02 By, Re) .

Equacoes de Boussinesq dimensionais
Equacéo de conservagdo da massa ou equacao da continuidade:

¢  Oh
a_gJ“EJFV [(h+<)ﬁ]=0. (2.78a)

Equagcdes de conservagio da quantidade de movimento nas direccoes horizontais:

ot o0u ou ¢

E—i_u%_l_ 8 +gax

0 [h O ~ W2 o%uw h 062 . h? 0%
=5t Eﬁ(hu)_E‘axﬁiaxay(h”)_ﬁaxay] (2.78b)
Toa(¢) _ Tfa(-h) ¥ 8 (,0u) v 9 [ (00 @)
+ ph ph +2h8x (h&z)_l_hay [h-(3y+6a: ’
e
L S
a  a ay oy
o Th & , . K 8u h & B2 8%
=5 2525 " ~ G way T 2927 )_F—] (2.78¢)

(5)

By?
Toy(Q)  Ty(-h) , V O ou @)] 252
Y on ok +h3x[h(8y+8x T oy
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Equacoes de Boussinesq para fundos de variacao suave

As equactes de Boussinesq podem ser simplificadas para o caso de fundos de variacao
suave. Considere-se uma escala espacial lenta, B, tal que (z*,y*) = B¢ (x,y) com
By~ €~ %, esejah=h(Bez,Bey). Tem-se assim, em varidveis adimensionais, que

Vh =B V*h

com V* = (8/0z*,0/0y*), sendo V*h ~ 1
As equacdes adimensionais de Boussinesq para fundos de variacdo suave tém
vérias formas possiveis. A mais conveniente para a discretizacdo pelo método dos

elementos finitos é

Forma adimensional:

8¢ By oh q
a+?&;+v-[(eg+h)u]_ , (2.79a)
ot z Oy 0x
_ 0 (o 00
T 9z |3 \Ozot Oyot
L , (2.79b)
4 (Tsm(eg)_fo(—h))+2E£§_“+E£ on v
Re;o h h Re 0z2 Re \0y? O0Ox0y
+O<6a60- 6:31570- /Bta R 218436015’[)
e
@-l—e(ﬂaﬁ—l— o0 +§£
ot 0 6y Jy
- Oy 3 Ox ot Oyot
) ) (2.79¢)
€ (Tsy(eC) Tiy(~ h)) L9 U _‘_QE 26_0'@
Re;o h h Oz Oy 0x? Re 0y?
+O(6 5 60 616757 g ﬁfne i 2ﬁ£)60ﬁ£) .
Forma dimensional:
¢ oh _
S tE TV [(h+g)u] , (2.802)
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8_u+u8_u+_8u+ ¢ __6_ h_2 62ﬂ+6217
ot ox Oy r Or | 3 \Oxdt Oyot
Tsz(() _ Tfx(—h) 0?1 @ 02y
LY Sy ML v (8y2+3x8y
(2.80D)
e
00 G0 GO0, 0 D[ (%
ot ox Oy By Oy 3 \ ozt Oy Ot
Toy(©) _ Try(—h) o*n | 0% v
+ oh oh +V(8x8y+6x2 —|—21/6y2.
(2.80c)

Caracteristicas de dispersao linear

As relacoes de dispersdo lineares do sistema de equacoes de Boussinesq sdo obtidas
considerando a hipétese de fluido perfeito, profundidade constante e a linearidade do
fenémeno, i.e. € = 0. As equacoes dimensionais sdo entdo, para o caso da propagacao

de uma onda segundo a direccio OX:

(’K

ot h’% 0,
0u ag h? &u
ot 8:c 38932615

Para solugdes do tipo €!*2—%% ¢ tendo em conta as relacdes existentes entre os

operadores diferenciacdo e multiplicacdo nos espagos fisico e de Fourier, 8/0t — —iw
e 0/0x — ik, o sistema pode ser reescrito na forma
—w kh

gk ——w(l-]—%(kh)?) =[g} (2.81)

onde E e U sio as amplitudes complexas de ¢ e G, i.e. ¢ = R{E exp|i (kz — wt)]}
et =RN{U expli(kz —wt)]}.
As solugBes ndo triviais do sistema (2.81) obtém-se quando o determinante da

E
U

respectiva matriz é nulo, resultando do polindémio caracteristico a relacdo de dis-

persao: \
w? kh '
- () . (2.82)
g 1+ 3 (kh)
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Figura 2.8: Comparagio das relagdes de dispersdo. Airy: (—); Boussinesq: (——).

e a celeridade de fase:

V C? 1 ,
—_—— (2.83)
gh 14 % (kR)?

Na Figura 2.8 comparam-se a relacio de dispersdo para o modelo de Boussinesq
(2.82) e a relagdo de disperséo linear exacta (2.17). I evidente que para 4guas pouco
profundas, kh < 7/2, a relagio de dispersdo linear do modelo de Boussinesq é uma
boa aproximacio da relagio exacta, enquanto que para dguas profundas, kh > m, se
afasta bastante dos valores exactos.

Note-se que quando kh — oo se tem que wajyy —> 00, enquanto o modelo de
Boussinesq apresenta o valor assimptdético limite m Este facto impossibilita a
propagacdo de perturbagdes com elevada fréquéncia. No entanto, é sempre possivel
que numa simulacio tais perturbagoes sejam geradas na fronteira (por deficiéncia
das condigdes fronteira) ou no interior do dominio (devido a variagdes do fundo).

Reescrevendo a relacdo de dispersdo de Boussinesq (2.82) em fung¢ao de w, resulta

S L/ 7L

1w
3g/h

que
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Figura 2.9: Coeficiente da parte imaginéria de kh, s¢ch, para o modelo de Boussinesq.

E fécil verificar que para w > +/3 g/h o ntimero de onda é um imaginério pu-
ro: k = 13, »x € IR, correspondendo portanto a uma onda estaciondria, do tipo
e~ *%e @t A amplitude desta onda diminui ou aumenta com a disténcia & origem
da perturbacio, conforme ¢ é positivo ou negativo, sendo que as duas solucoes sao
possiveis. O coeficiente sch é representado graficamente na Figura 2.9. Na Figura
2.10 comparam-se as celeridades de fase para o modelos de Airy e de Boussinesq.

A celeridade de grupo pode ser facilmente obtida tendo em conta que

dw dC k dC?
Co=H =@ =¢ <1 2—027;;) ’
e portanto (cf. Figura 2.11)
: i (k'h)2
Cp=0C [1- 37— (2.84)
L+3 (kh)?

Os erros relativos entre as celeridades do modelo de Boussinesq (2.83) e (2.84) e
as celeridades lineares exactas (2.22) e (2.27) sdo dados respectivamente (cf. Figuras
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Figura 2.10: Comparacio das celeridades de fase. Airy: (—); Boussinesq: (—).
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Figura 2.11: Comparacio das celeridades de grupo. Airy: (—); Boussinesq: (——).
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Figura 2.12: Erro relativo da celeridade de fase do modelo de Boussinesq.
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Figura 2.13: Erro relativo da celeridade de grupo do modelo de Boussinesq.

2.12 e 2.13) por:

50 _ C’Bouss - CAiry R 50 _ (Cg)Bouss - (Cg)Airy ‘

Chairy ! (Co) piry

Note-se que para 4guas profundas a celeridade de fase do modelo de Boussinesq

. tem um erro superior a 15% da celeridade de fase exacta, enquanto nas mesmas

condicdes de profundidade relativa o erro na celeridade de grupo é superior a 60%.
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Caracteristicas de empolamento linear

As caracteristicas de empolamento linear dos modelos tipo Boussinesq podem ser
estudadas para fundos de variagio suave (cf. Madsen e Sgrensen, 1992). Seja nova-
mente B; < 1 uma escala espacial lenta e seja z* = By z. Os fundos serao fixos e
definidos por h = h (z*). As solucbes deverdo ser do tipo

¢ = a(e") exp <_wt + 5%5 (x*)) , (2.85)

em que a é a amplitude da onda e S é uma funco de fase tal que 0S/ox* =
k(z*). Analisar-se-4 primeiro o modelo para fundos de variagio suave (2.80) e

posteriormente o modelo mais geral (2.78).

Fundos de variacdo suave: considere-se a propaga¢do de uma onda na direcgao
do eixo OX, com fundos fixos e na auséncia de atrito no fundo. O modelo definido
pelas equacdes (2.80) pode ser simplificado obtendo-se na forma linear

a o, . :
ou ¢ 0 (h® d%u
9% " o (E o7 at) ' (2.86b)

O procedimento consiste em eliminar @ das equagdes, sem alterar a sua ordem
de aproximacdo. Derivando a equacdo da continuidade em ordem a ¢ e substituindo
no lado esquerdo da equacio da quantidade de movimento apés multiplicagdo desta

por h e derivagdo em ordem a x, vem:
O (XY _PC_0,0 (I P
oz \""oz) o2 " oz "0z \ 3 0zot)]

Esta equacéo, desprezando termos de ordem O (57), é equivalente a

o (. 0\ ¢ oW &
e (gha—x) "W [‘3‘ 922 0 (’“‘)] :

Diferenciando a equacdo da continuidade em ordem a z, obtém-se que

82 8%¢
52 (W8 =—75
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Figura 2.14: Coeficiente de variagdo relativa do ndmero de onda, ay: Boussinesq
fundos suaves (—); Airy (——). :

pelo que, por fim, a equacdio de onda para fundos de variacdo suave se pode escrever:

o ( 8\ ¢, a[m ]
a(gha)‘wJ“az[E—axatz =90. (2:87)

Substituindo na equagio (2.87) a fungéo ¢ por uma solugio do tipo (2.85), resulta
uma equagao cujos termos de ordem O (1) conduzem & relagdo de dispersdo (2.82),
enquanto os termos de ordem O (f;) conduzem a uma expressio para a variacio
relativa de amplitude em funcio da variagéo relativa do niimero de onda e da variacéo

relativa da profundidade:

Qg
a

1
2 3 |

ke 1 (kh)? | hy

— — = |1- — 2.88
k2 { (2.:88)
onde ag, h; e k; representam derivadas em ordem a z. O coeficiente de variacio

relativa do ntimero de onda, oy, tal que

ks _ I
E
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Figura 2.15: Coeficiente de empolamento linear, c,: Boussinesq fundos suaves (—);
Airy (——). '

é obtido por diferenciacio da relagio de dispersdo (2.82), tendo em conta que w é

constante (cf. §1.2.1, pdgina 3), resultando

L [1— (kh)z} : (2.89)

=3 3

Finalmente tem-se que

a h
2z e 2.90
o, (2.90)
com , ~
[ ]
a =7 [1 — ] . (2.91)

Os coeficientes oy, e o, estio representados graficamente nas Figuras 2.14 e 2.15,
onde sio comparados com as relacdes exactas obtidas para o modelo de Airy, (2.31)
e (2.32). E evidente o mau comportamento de ambos os coeficientes ainda em &gua
pouco profunda, kh < /2, sendo totalmente divergente para aguas brofundas. De
facto, em dguas profundas, o modelo de Boussinesq tenderd a produzir ondas de
amplitude infinita face a um aumento de profundidade. Note-se que, de acordo com

a teoria linear de Airy, em condigdes de 4guas profundas as caracteristicas da onda
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deveriam ser praticamente insensiveis & variacdo dos fundos.

Fundos usuais: considere-se a propagacio de uma onda unidireccional, com fun-
dos fixos e e sem atrito no fundo. Nestas condigdes, o modelo de Boussinesq na sua
forma linear escreve-se
a¢ :
=+ —(ha) =0, 2.92
5 + p ( a) = (2.92a)
o0t o _h a3 . h? &%

% 9%  2ama "W G ama (2.92b)

Tendo em conta que, & ordem de aproximacio desejada,

82 0%y Oh Ou

a equagdo da quantidade de movimento pode ser reescrita como

f ou  9¢ _ n? h 0h 8%u

o "o: = 3 oo " T 395 awar (2:93)

Para eliminar % desta equagfo, recorre-se & equacido da continuidade de onde se

obtém

‘: T (hwy=-2¢

j ozt " T "o
e

a9
wor =~ o T OB

Multiplicando a equagio (2.93) por h, diferenciando-a em ordem a z e finalmente

procedendo a substituigdo destas igualdades, resulta a equacao em (:

¢ ¢ R* 93¢ d (hoh o ¢\ _
oz ( h@m) a2 t o Oz <E Oz Ot? +$ 3 0z o2 =0 (2:94)

Substituindo em (2.94) a funcdo ¢ por uma solugdo do tipo (2.85) obtém-se

uma equagdo cujos termos de ordem O (1) conduzem & relagdo de dispersdo (2.82),

enquanto os termos de ordem O (5;) conduzem a

ko 1 [1_ (kh)Z} by (2.95)

1k,
a 2k 2 6 h -
O coeficiente de variagdo do ntimero de onda, ay, resulta da relagio de dispersao e

portanto é igual ao obtido para o caso de fundos muito suaves (2.89), pelo que o
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Figura 2.16: Coeficiente de empolamento linear, a,;: Boussinesq (—); Airy (—~).

coeficiente de empolamento linear, a;, resulta agora

0y = i [1 - (kh)?]. ‘ (2.96)

Embora a expressio (2.96) coincida com a expansdo de Taylor de ordem O ((kh)4) do
coeficiente de empolamento linear exacto (2.32), a inclusdo dos termos de gradiente
de fundos nas equacdes de Boussinesq limitam ainda mais o seu campo de aplicacao.
O comportamento de oy torna-se divergente para kh > 47/10 (cf. Figura 2.16),
enquanto que para o modelo de fundos suaves tal s6 se verifica para kh > 67/10
(cf. Figura 2.15).

Conclusoes sobre as limitacoes do modelo de Boussinesq
O modelo de Boussinesq apresenta problemas. de trés tipos:

e devido as caracteristicas assimptéticas da sua relacio de dispersdo, nio permite
a simulacdo de ondas de elevada frequéncia. O valor limite serd w = /3 g/h;

e 0 erro relativo das celeridades de fase e de grupo é bastante elevado;

e as caracteristicas de empolamento linear do modelo tém um comportamento
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aberrante para profundidades relativas superiores a aproximadamente kh =
/2.

2.2.3 Modelo de propagacio de Madsen & Sdrensen

Para ultrapassar as limitacdes encontradas no modelo de Boussinesq (cf. §2.2.2),
Madsen e colaboradores (Madsen et al., 1991, Madsen e Sgrensen, 1992), com base
no trabalho de Witting (1984), desenvolveram um modelo do tipo Boussinesq com
melhores caracteristicas de dispersdo linear. Posteriormente, Beji e Nadaoka (1996)
mostraram que aquele modelo ndo conserva o fluxo da energia da onda para declives
suaves do fundo, propondo uma nova formulacio, conservativa. Nesta seccio deri-
va-se 0 modelo de Madsen & Sgrensen de uma forma mais genérica, resultando a
formulacdo original e a formulagio conservativa como casos particulares. Conclui-se
que a formulagdo original, embora ndo consistente, possui melhores caracteristicas
de empolamento linear. Propde-se ainda uma outra formulacio por forma a evitar
possiveis problemas numéricos. O modelo original de Madsen & Sgrensen é baseado
numa formulagdo em termos de fluxos, enquanto neste trabalho se manterd a for-
mulagdo em termos das médias verticais instantaneas das componentes horizontais

da velocidade.

Equacoes de Madsen & Sgrensen

As equagdes de Boussinesq adimensionais para a propagacdo de uma onda unidi-
mensional na auséncia de atrito no fundo e de viscosidade séo

%+%[(e§—l—h) a] =0, (2.97a)

du 9 9 ,h & , B 8%

Gt ot =% 2o "D T G

(2.97b)

Recorrendo a uma aproximagdo de ordem O (¢,02?) da equacdo da quantidade de

movimento (2.97b),
ouw 0C 9
E 5‘{; =0 (6, o ) ;

a equacdo da quantidade de movimento pode ser reescrita (Peregrine, 1967), intro-

2

duzindo apenas termos de ordem superior, O (e o2, o), como
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ou ou ¢ 5 [[1 o? 0*a
—a—t+€’u%+% o {(54‘3) azat(hu) ( +A>h 8m28t

0 o¢ 2 0°¢ 2 2
+Bh82(h8:v> Ah 83]+0(6,60),

o que na forma dimensional é

ou _0u o (1 3 , 0%u
a_+“a—+ga_x_(2+3> 628t(h) ( >h8x28t

& (, 0¢ 2 0°¢C
+Byg ha - <h6z> Agh® 5= (2.98)

Caracteristicas de dispersao linear

As relagoes de dispersdo linear do novo modelo obtém-se por andlise das formas
dimensionais linearizadas e para fundo plano da equagao da continuidade e da nova

equacio da quantidade de movimento (2.98):

¢
= 2.
= +n2 636 0, (2.99a)
ot o¢ |1 , 0% 5 0°C ”
5 99, = [3+(B A)] h 52 +(B A) gl prh (2.99b)

Daqui resulta imediatamente que o comportamento dispersivo deste modelo depende
apenas do valor da diferenca dos dois coeficientes A e B e nao do valor destes.
Para soluces do tipo €’ (kz—wt) o tendo em conta as relagdes existentes entre os
operadores diferenciacdo e multiplicagao nos espagos fisico e de Fourier, /0t = —iw

e 8/0x — ik, o sistema (2.99) pode ser reescrito na forma

[gk‘ {1;:(%)2} —w {1+ é}lb) (kﬁ)ﬁ} ][ﬁ] N [ 3

onde b= B—A. E e U sao as amplitudes complexas de ¢ ed,le (= R (E ei("’z“”t))
e 1= R (U eitka0). |
As solugdes n#o triviais do sistema (2.100) sdo obtidas quando o determinante

. (2.100)

da respectiva matriz é nulo, resultando do polindmio caracteristico a relacdo de
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dispersao:
2 1 2
% — (kh)? Jlrb (kh) , (2.101)
g 1+ (5 + b) (kh)?
e a celeridade de fase: ) 2
C_h _ 1 -1F b(kh)” ©(2.102)
L (g + b) (kh)*

Comparando a equacio (2.102) com o aproximante de Padé de ordem [2/2] do

quadrado da celeridade de fase exacta (2.22), o qual é:

1 2
1+ — (kh)
1
/2 Chiey = —5

2 3
1+ = (kh)?
5
imediatamente se conclui ser )
b=B—-A=—
15

a combinacio dos coeficientes A e B que conduz a uma melhor aproximagédo da

1 ¥ 1 J 1 I 1 T 1 1 l 1 T 1 1 l 1 [ T T

(w/V/aTR) /m
N\

[T R TN NN NN U TN RO AN N VU N AN S O B |
0 0.5 1 1.5
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o
n

| Figura 2.17: Comparagcdo das relagdes de dispersao. Airy: (—); Madsen & Sgrensen:

(=)
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Figura 2.18: Comparagdo das celeridades de fase. Airy: (—); Madsen & Sgrensen:
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Figura 2.19: Erro relativo da celeridade de fase do modelo de Madsen & Sgrensen.

celeridade de fase linear exacta. N#o é possivel pela andlise dos parametros de
dispersdo tirar qualquer conclusdo acerca dos valores relativos de A e B. Apenas o
estudo das caracteristicas de empolamento linear do modelo permitird quantificar
estes coeficientes. ' ‘

Nas Figuras 2.17 e 2.18 comparam-se as expressoes para a relacdo de dispersao
e para a celeridade de fase do modelo de Madsen & Sgrensen (b = 1/15) com as

expressdes exactas de Airy. A melhoria relativamente ao modelo de Boussinesq é
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Figura 2.20: Comparacao das celeridades de grupo. Airy: (—); Madsen & Sgrensen:

(=)

evidente, nomeadamente no facto de a relagdo de dispersdo linear do modelo de
Madsen & Sgrensen nao tender assimptoticamente para um valor finito, no que tem
um comportamento semelhante & relagdo exacta. No que concerne a celeridade de
fase, o erro relativo é agora muito menor. E inferior a 3% ja no limite de 4gua pro-
funda, i.e. kh = 7, divergindo mais acentuadamente corh o aumento da profundidade
relativa, sendo de cerca de 16% para kh = 27 (cf. Figura 2.19). ,

A celeridade de grupo linear do modelo de Madsen & Sgrensen, obtida a partir

de d dc kdc?
w
CQ‘E_GJ”“@_C(HTCZHI?)’
¢
> (kh)?
Cy=C |1- 3 (2.103)

(1 + % (kh)2> (1 + 5—5 (kh)z)

Nas Figuras 2.20 e 2.21 representam-se respectivamente a celeridade de grupo

* linear deste modelo e o seu erro relativo em relacdo & celeridade de grupo linear

exacta. I notéria a melhoria conseguida pelo modelo de Madsen & Sgrensen quando

comparado com o modelo de Boussinesq, sem que no entanto se atinjam resultados
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Figura 2.21: Erro relativo da celeridade de grupo do modelo de Madsen & Sgrensen.

brilhantes. Para o limite de 4guas profundas, kh = 7, o erro na celeridade de grupo
diminui de cerca de 50% para 20%, enquanto que, por exemplo, para kh =2 a

variacdo é de 90% para cerca de 80%.

Caracteristicas de empolamento linear

Considere-se novamente a propagacio de uma onda sobre fundos com suave variacao
espacial, definida pela escala espacial f; < 1 com z* = f,x. Os fundos serdo
definidos por h = h (z*). As solugbes serdo do tipo (2.85), i.e.

¢ =a(z*) exp (—z’wt-l— iS(x*)) ,
o B
em que a é a amplitude da onda e S é uma fungéo de fase tal que 3S/0z* = k (z*).
O modelo unidimensional linear de Madsen & Sgrensen é
6,9

5 T B (ha)=0, ‘ (2.104a)
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ou . 8¢ (1 o? , 0°u
E?H%_(Q*B)haw(h) ( +A)h 822 0

| 2 3
1 +B ha—(h—‘?g>—A hzaC
|

(2.104b)
8z2 \" 8 913

A equacdo da quantidade de movimento, apés multiplicacdo por h e diferenciagao

em ordem a x, pode ser reescrita como

| o2 ¢ 1 ) & _
ot " )+"—(gha_m) (_+B) oz [h28x28t (h“)]

| 8 (., O o ,8 [, & o 5 03¢
< +A) o (h 8x26t) +Bé—{ W an (h%ﬂ A%( 83:3) '
(2.105)

Recordando que da equagdo da continuidade resulta

I 8%¢
oo P = "5m

e que 5 ,
B &3¢ oh 0°¢

2 2
920t h8x8t2 dz* 02 +0 (87)

é possivel eliminar @ da equagio (2.105), obtendo-se & ordem O (57)

¢ ac 1 9 (., 8¢
_@“L?:E(ghax) (3 B A) oz (h’ 83:8132)
1 Bh ¢
_ (6 N A) (2 Boh 6t2> (2.106)
8 ., 8 (. 8 o 5 8¢
o[l (ha)]_%_x(gh 7o)

Substituindo em (2.106) a funcio ¢ por uma solugdo do tipo (2.85), obtém-se
uma equagio cujos termos de ordem O (1) conduzem A relagéo de disperséo (2.103),

+2 .ﬁe

enquanto os termos de ordem O (8) conduzem a

a k h
a1;z+0lz—£+043'—$:

2.107
= b oy o2 =0, (2.107)

com

o =2 {1+2 (B—A) (kh)?+ (B — A) [(B—A)+é—] (kh)4},
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ay=1%6 (B— A) (kh)’ +5 (B — A) [(B—A)+%} (kh)*

o3 =1+ [4 (B—A)——g] (kh)? + [3(B—A)2+§ (B—A)+§A] (kh)* .

O coeficiente de variacao do nimero de onda, ay, tal que

k, hy
- = —0p -,

k h

resulta da relacio de dispersdo por diferenciacio em ordem a z, atendendo a que w

é constante (cf. §1.2.1, pagina 3), eé

11+ (2b—1) (kR)*+b (b+13) (kh)*!
o = = - - . (2.108)
2 1+2b(kh)*+0b (b+3) (kh)
Desta forma, o coeficiente de empolamento linear, a;, definido por
G __ b
a k'’
¢ dado por ,
= 222k (2.109)
45]

Por outro lado, uma formulacgo linear deverd garantir a conservagao do fluxo de

energia da onda, i.e.

0

32 (Cya®) =0, (2.110)
onde C, é a celeridade de grupo do modelo de Madsen & Sgrensen. Daqui resulta
que .

a; _ 1(Cy),

c- 3 Q" (2.111)
Sendo

40, _ a0, dk , 40, d
dz =~ 0k dz . Oh dz’

e para uma formulacao consistente, a; devera ser

2 4 6 8
o, = % 1+ ¢y (kh)” + ¢y (kh)" + co (1kh) + cg (kh) (2.112)

[1+2b(kh)2+b (b+§) (/%h)‘l}2 | .

com

02:4b—1,
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C4=6b2,

5 1
=b(4®+-b+ =
Cs ( +3b+9),

2 1
=P |P+2b+2).
Cg ( +3 +9>

Pode-se provar (Beji e Nadaoka, 1996) que as duas formulacGes (2.109) e (2.112)

sdo equivalentes quando

1
B=— e A 1

= =5 (2.113a)

Da anélise do grafico da evolugio do coeficiente de empolamento, a, para as du-
as combinacdes (cf. Figura 2.23), conclui-se que embora ndo conservando o fluxo da
energia da onda, a combinagio original (Madsen e Sgrensen, 1992) dos coeficientes
A e B conduz a uma melhor aproximacao das condices reais de empolamento linear
para profundidades relativas intermédias. Em condigdes de dgua profunda, ambas
as formulacdes apresentam mau comportamento. A formulagdo conservativa (Beji e
Nadaoka, 1996) conduz a um coeficiente de empolamento linear que tende para o va-
lor de 4gua pouco profunda, a; = 1/4, quando kh tende para infinito. A formulaggo
original (Madsen e Sgrensen, 1992), ndo conservativa, tende assimptoticamente pa-
ra um valor negativo: o, = —1/6. Estes comportamentos, sem significado fisico,
das duas formulacdes em condigdes de dgua profunda e/ou ondas curtas tém duas
consequéncias adversas. Do ponto de vista analitico, comprometem a validade das
solucbes a que eventualmente conduzam. Do ponto de vista numérico, sao origem
de instabilidade por serem susceptiveis de provocar a amplificacio de qualquer tipo
de ruido numérico, o qual é caracterizado pelo seu curto comprimento de onda.

Para obviar a eventuais problemas de origem numérica, é ainda possivel uma
terceira formulagao tal que

lim a;,=0.
kh—.c0

Desta condicdo resultam os coeficientes

B=—2— e A 1

=, 11
25 75 (2.113b)

A formulacio agora proposta, ndo conservativa do fluxo da energia da onda, apre-
“senta um comportamento pior do que o da formulacdo original para profundidades
intermédias. No entanto, para dguas profundas, o seu comportamento é superior ao

das duas outras formulacdes, sendo de esperar uma maior estabilidade em eventuais
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Figura 2.22: Coeficiente de variagdo relativa do ntimero de onda, ay: Airy (—);
Madsen & Sgrensen (——).

simulagoes numéricas.

Na Figura 2.22 compara-se o coeficiente de variagio relativa do nimero de onda,
o, do modelo de Madsen & Sgrensen, b = B — A = 1/15, com o mesmo coeficiente
dado pelo modelo linear de Airy. Os dois modelos sdo claramente divergentes para,
kh > /2. De facto, enquanto no modelo de Airy este coeficiente tende assimptoti-
camente para zero, com o aumento da profundidade relativa, no modelo de Madsen
& Sgrensen e nas mesmas condicoes de profundidade, oy tende assimptoticamente
para o valor de pequenas profundidades, af = 1/2.

E evidente que s6 com uma melhor formulagio do cardcter dispersivo dos mode-
los, nomeadamente da celeridade de grupo, C,, serd pessivel obter simultaneamente
a conservacao do fluxo da energia da onda e uma boa reproducdo do fenémeno de

empolamento linear, para uma mais vasta gama de profundidades relativas.

Modelo de Madsen & Sgrensen a duas dimensoes horizontais

A extensdo do presente modelo a duas dimensdes horizontais é imediata e as equacdes
completas, incluindo termos devido a elevados gradientes do fundo e fundos n3o fixos
sao:
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Figura 2.23: Coeficiente de empolamento linear, a,: Airy (—); Madsen & Sgrensen
original B = 1/15 e A = 0 (——); Madsen & Sgrensen conservativo B = 1/10 e
A=1/30 (---); Madsen & Sgrensen proposto B =2/25¢ A=1/75 (-~ —).

e equacdo da continuidade

%+%+i[(g+h) ] + i[(g+h)@]=o; (2.114a)

e equacdo de conservagio da quantidade de movimento segundo OX

ou  .ou  oou OC
ot Yoz T By gax

o (1 _ 82-
1 02 _ 1 0%v
+(§+B) b (hv)_(EM) hzaxay]
¢ 8 (9% 0%
ey [ (n55) 55 (+5,)] 407 35 (3 + )
14
T

L9
By
Tsaq) _ Trs(ch) 4 oV O (} 08
hox \ 0Oz
(2.114b)

+

\/Q}

ph ph
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e equacao de conservagao da quantidade de movimento segundo OY

?E_l_—_a_ﬁ_l_@@_l_ %_
ot “ax Oy Ty =

g [[1 02 _ 1 5 0%
ot [ §+B) haxay(hu) h (6+A) h 0z Oy

0 19 (,9C) L9 (,0¢)]|_ zﬁ(ﬂ?ﬁ)
+th3y [390 (hafv_)+3y (h y } Agh oy \8z2 " By

Tsy(@) _ Tiy=h) ¥V 9 9u  0v vo (o0
+ ph ph +h{8x[h<y+8z +2h3y hay ’

(2.114c)

2.2.4 Modelo de propagacao de Seabra-Santos

Recorrendo ao método das perturbacoes, mas nao estabelecendo nenhuma relacdo
de grandeza a priori entre os pardmetros de nao linearidade, ¢, e de dispersdo, o,
Seabra-Santos (1994) propds um modelo de propagagao a uma dimensio horizontal
vilido para ondas monocrométicas e para agitacio irregular com espectro de ban-
da estreita. Nesta seccdo estende-se este modelo a duas dimensdes horizontais e
incluem-se termos de dissipagao por atrito e por difuséo tipo viscosa.

Para aplicacao do método das perturbagdes, as varidveis (', v/, v/, ', p' e IV sdo

tais que
(=CG+el+E€G+. ..,
W =u +euy+eug+...,
vV =v+eva+eEv3+...,
w =w; +ewy+eEws+...,
P=p+ep+ep+...,
I"=T;+ely+T5+...,
onde os coeficientes das poténcias de ¢, i.e. §;, u;, v;, w;, p;, I';, sdo de ordem O (1),
e I' é a aceleragao vertical. Note-se que & ordem O (1) o fluido est4 em repouso.

Por comodidade de escrita e sempre que ndo seja susceptivel de confusdo, os

apostrofos referentes as quantidades adimensionais, (), serdo omitidos nos célculos
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que se seguern.

Caélculo da aceleragao vertical

Considere-se a equacdo da continuidade (2.54a). Da sua integracdo entre o fun-
do, z = —h(z,y,t), e uma profundidade genérica z, tendo em conta a condigéo
de fronteira cinemdtica no fundo (2.57), obtém-se, para a componente vertical da

velocidade, a seguinte expressdo:

B o 0 / ? 0 / #
=T or o), u dz ). vdz, (2.115)
a qual & ordem O (e) se escreve
B Oh 0 / z 0 / #
W= e T - uy dz ) vy dz. (2.116)

De (2.115) resulta para a componente local da aceleracdio vertical:

8w ﬁt 8u Oh

em que u = (u,v) é a componente horizontal da velocidade.

Por outro lado, a aceleracio vertical total é, por defini¢io, I' = dw/d¢, i.e.

ow ow ow ow
[=—+e ( 5 Ve T 8z) (2.118)

e portanto pode ser escrita & ordem O (€) como

I =—V- (/ om 4 ) (2.119)

e & ordem O (€?) adicionando-lhe

B o ow  \ B  oh
L=—Ggg2 V" / N v Wil-n 5

~ Calculo da pressao

Admitindo um escoamento quase irrotacional segundo as direccoes horizontais, i.e.
Qg ~ Q, ~ ¢, e tendo em conta a hipétese de Navier (2.49) e a equacdo da continui-
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dade (2.54a), a equagio de conservacdo da quantidade de movimento segundo OZ

(2.54d) simplifica-se, escrevendo-se:

eazI‘:—%—l, (2.121)

Apbés integracao entre a profundidade genérica z e a superficie livre, z = €(, tendo
em consideracdo a condiciio de fronteira dindmica & superficie (2.56c), obtém-se as

seguintes expressoes para os coeficientes py, p1 € pa:

0
Do = f dz=—=z, (2.122a)
0 1 €1
p1=/ o?Ty dz—l—;/ dz
: . 0 (2.122b)
:C1+0'2/ Fl dz,
z
1 e(1+€%(a 0 o2 €1
P2== dz—(—JZ/ F2d2+——/ I‘ldz
€ Je z € Jo
) (2.122¢)

0 2 €1
=C2+U2/ dez+i/,F1dz.
F1 € Jo

Equacao da continuidade

Integrando a equagdo da continuidade local (2.54a) entre o fundo e a superficie livre,
tendo em consideracio as condicdes de fronteira cinemadticas (2.57) e (2.55) e ainda
a definicdo de valor médio, obtém-se a equacdo integral de conservacao da massa:

—+——+V-[(h+e<)ﬂ]=0, (2.123)

sendo. 1 = (@, T) o vector das componentes horizontais da média vertical instantanea

da velocidade.

Solugdo a ordem O (e)

A equagdo de conservacao da quantidade de movimento horizontal, na forma vecto-

rial, escreve-se & ordem O (e):
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Sendo assim, e tendo em conta o resultado (2.122b), é possivel obter

6u1 0 6u1 .
- +vg1-a/zv(v T d)dz_o. (2.124)

Escrevendo a equagdo (2.124) para z = 0, obtém-se um resultado equivalente ao da

teoria de ondas de amplitude infinitesimal,

0

U120 + VG =0. (2.125)
at
Esta equacao admite a solucdo de onda progressiva dada por

= cosh [k (h + 2)]
e cosh kh

u; |z=0 ’

ou, utilizando a média vertical instantdnea da velocidade,

cosh [k (h + 2)] _ :
= . 2.12
u;, = kh “ohih + O (e) (2.126)
Por outro lado, integrando a equagéo (2.124) entre o fundo, z = —h, e a superficie

livre, z = €(, e atendendo as condigdes de fronteira cinematicas (2.55) e (2.57) e &

definicdo de valor médio, vem que
~ Beur|-p + (G +h) VG

GC
—0/ / ( 3_sz) dzdz =0,
de onde finalmente resulta

8u1 + VG - _/ / ( 9—11—1 dz) dzdzdz=0(¢, B) .  (2.127)

Subtraindo membro a membro as equacdes (2.127) e (2.125) é facil compreender o

O leci+h) o] — eyl

(/61
ot S

significado do terceiro termo de (2.127):

Sm-ut=2 [ [v(v [ a)auroean.

Para a integracao deste termo considerar-se-4 a existéncia de fundos de variacao

" suave. Seja B, uma escala espacial lenta tal que (z*,y*) = B (z,y), com B¢ ~ e.
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Desta forma tem-se que

. . (0 0
Vh=06Vh com V* = (8x*’8y*> .

Substituindo (2.126) em (2.127) e apés alguma manipulagdo algébrica, resulta final-

mente:

S (e ) o

L kh ou
’ ouy
i [(ksh)2 (tanhkh ) Voo ] +0 (0B, 0° Br) - (2.128)

Equacio da quantidade de movimento & ordem O (€?)

Para tornar a equacio de conservacio da quantidade de movimento segundo a hori-
zontal independente da coordenada vertical, z, proceder-se-4 & sua integragao termo
a termo desde o fundo até & superficie livre, tendo em conta as condicdes de fronteira

naquelas superficies, a solucdo de primeira ordem (2.126) e a igualdade (2.128).

Aceleracdo local: da integragiio deste termo resulta

< du or, _ ¢ 9
gt—dz—a[(e(—l—h) u] — €W == o — Brug|—p Bt* (e , €Bt)
B ou kh O\ . & kh '\ _ Oh
=(eC+h) Zp +e (1 - tanhkh) b ( sinhkh) W B

0(62, e,Bt)
B ou __kh By Oh _
—(eC—!—h)—é? e<1 tanhkh)u [ 3t*+v (eC+h) ]

kh \ _ 0Oh
+ﬁt(1—sinhkh)u18t* O(€ ef)

= (eC+h) %1;1+e(ec+h) (t k}?kh—1>ﬁ(\7-ﬁ) .

b (tanh kh  sinh kh) at* O (e, 6,6,5, €fe) -

(2.129)
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Aceleragao convectiva: substituindo (2.126) em (2.116) obtém-se uma nova ex-

pressao para a velocidade vertical & primeira ordem,

Wy = —

,Bt oh sinh [k (h + Z)] 8’1,_1,1 8’01
€ Ot L sinh kh or T oy Oy +0(), (2.130)

a qual sera utilizada na integracao do termo convectivo da equagao de conservacio
da quantidade de movimento segundo OX:

‘/€< ua—u—i- —aﬁ-{— Ou dz
oz oy Yoz

e« Ouq Ouy Ouq
_/_h<u16—m+ By +w16 )dz—l-(?()

& cosh [k (h + 2)]\ > Ot 0ty
_/_h !(kh sin kh ) <u1 Ox +y By)

sinh [k (h+2)]\* (051 001\ _ B Oh 0w
(kh sinkh or + ay U € at* Oz ( ﬂt;ﬂl)
i.e.
/ ) _32 + 'a‘y" wa_u dz
~h Yor T oy 0z
= .’_l kh aul a’lLl
=3 |tannen T smhkh
h kh 8u1 31}1 a
tanhkh smh kh 1
Bt kh kh oh 2151
T e (tanhkh s1nhkh) g Gt O (6, Be, Be) - (2.131a)

= ( +h) kh + kh\’ a@ﬂ?@
€6 tanh kh | \ sinh kh 8z "y

1| kh kh \?| (0u 0D\ _
—(eCHh)3 [tanhkh Bl (sinhkh) ] (55+a_y>“

,Bt kh kh ﬂ_h )
€ (tanh kh smhkh) ot i+ O (¢, B, Be)
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e de forma similar segundo OY:

— h)l kh + kh ’ QQE+“§E
=€+ 3 \amwn T \smngn 5z oy
1| kA kh \?| (oa 87\ _
— ()3 [tanhkh - (sinhkh) ] (8_x+8_y) v

By kh ~ kh oh _
" ¢ \tanhkh sinhkh at*”+0(e’ﬂt’5e)-

Finalmente, somando os termos-de aceleragdo local e convectiva e dividindo por

(e¢ + h) obtém-se segundo OX, e apds alguma manipulagdo algébrica:

0,4 o . (08 Ou y _(du 0T\
5—(u —I—v)—eav(—w—— y)—l—e(a 1)u<3w+8y)’ (2.132a)

10 e (PO (0 00
8t+6a28y(u +v)+eau(8$ ay)+e(a 1)U<8x+8y . (2.132b)

Nestas expressoes, & é dado por

. 1| kh kb
“=3 [tanhkh + (sinhkh) :| ' (2.133)

Pressao: o termo devido ao gradiente de pressdo é integrado recorrendo aos de-

senvolvimentos (2.122) e assumindo que o? ~ e

1 e : 24 e 0 :
- / Vpdz = / V(¢ dz +o? / \% </ Iy dz) dz + O (ed?) . (2.134)
—h —h —h z

Daqui resulta, recordando o resultado (2.128), que

1o 9 h? kh ou 9 9 0
- Vp=V({—-0°V [(kh)‘? (tanhkh 1) V- E] +O (ea', o? B, o By) . (2.135)

Tensées: finalmente os termos dissipativos serdo, apés integracdo desde o fundo,
z = —h, até & superficie livre, 2 = €, atendendo as respectivas condi¢oes de
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fronteira dinamicas, e subsequente divisdo por € + h, segundo OX:

€0 0%a 0 (0u O0v € Tsw(eC) Tfa(—h)
=2, (M, _
Re [ 8x2+8y (3y+8x>] +Reta( h h ) 0136
Lo o eof € . (2.1362)
Re’ Re ’ Reio)’
e segundo OY:
_ €0 [0 (ou OO O*v € (Tey(et) TFy(—h)
= Re [% (@*%) +2ay2] +Reta( i 21500

o eofy €
+O<Re’ Re ’Retcf) ’

Equacgoes de Seabra-Santos dimensionais

. As equagdes dimensionais do modelo de Seabra-Santos a duas dimensdes horizontais

Sao:
d¢ Oh _
E+E+V'[(h+C)u]:07 (2.137a)
ou 1_ y - N -
E-l—on(—z-u-u)—|—(a—1)(V-u)u—(qu)><u+gVC

ey 1 (2.137b)

=V<3h2v‘—u)+—(Ts(ec>—7'f(—h))+V[V2ﬁ+V(V-ﬁ)],

ot ph

com

Toe) = (Ton(e)s Tog(et) € Th) = (Tra(=h)> Try(—n))

e onde os coeficientes & e § sao respectivamente

L _ 1| (k) (kh)y \* |

4T3 Lanh k), © (sinh (kh)o) ] ’ (2.158a)
s 1 (kh)y :

p= )2 ( fanh (k) 1) : (2.138b)

Nas expressdes (2.138), (kh), corresponde a uma profundidade relativa local de
referéncia, calculada recorrendo a relagdo de dispersao de Airy, para uma onda mo-
nocromatica com frequéncia angular igual a frequéncia angular de pico do espectro

da agitacao.
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Caracteristicas dispersivas

As equacdes de Seabra-Santos (2.137), na forma linear, para uma onda propagando-

-se na direccio OX, num fluido perfeito e em fundo horizontal, escrevem-se:

o , 0 _
ot Loy o~ P aEar (2.1390)

Para estudo das caracteristicas dispersivas destas equagdes, estudar-se-4 o compor-
tamento de solucdes do tipo e *—“), Tendo em atengdo as relagGes entre os opera-
dores diferenciaciio e multiplicagio nos espagos fisico e de Fourier, 0/0t = —iw e

—w kh 10 .
[ gk —w (1+B(kh)2) B [0} ’ (2140)

onde E e U sao respectivamente as amplitudes complexas de ¢ e 1, i.e.

0/0x — 1k, o sistema (2.139) é equivalente a

E
U

C:%(Eei(kz—wt)) e a:%(Uei(km—wt)) )

A relagio de dispersdo do modelo obtém-se do polinémio caracteristico do determi-
nante da matriz do sistema (2.140), resultando a frequéncia angular adimensional

2 kh)*
w (k) (2.141)
g/h 1+ B(kh)
e a celeridade de fase adimensional
C? 1
= (2.142)

gh 1+ B(kh)?

Facilmente se verifica serem estas relacbes exactas quando o comprimento de onda

é igual ao comprimento de onda de referéncia, i.e. quando kh = (kh),. Por outro
lado, definindo ‘
A = kh — (kh),,

é possivel mostrar que

1, 1 2 1 3
i Clara = =7 Oy = =35 A (kh)y = 5 A7+ O (k)] A, (k)] A%, (kh)y A7, AY)
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Deste resultado, conclui-se que de facto o modelo s é capaz de reproduzir com pre-
cisdo o comportamento dispersivo de ondulagido com um espectro de banda bastante
estreita, O (A). Os melhores resultados serdo obtidos quando (kh), — 0, nesse caso
o erro no quadrado da celeridade de fase serd de ordem O (A?, (kh), A).

A celeridade de grupo do modelo, obtida através de

dw kb dC?
Y%= C( 202d(kh))’

Vgh gh

Expandindo o erro absoluto da celeridade de grupo em série de Taylor, verifica-se

Yy :C’< ﬁ(kh) 02) (2.143)

ser esta série divergente, devido & presenca de coeficientes de mddulo superior a

unidade:
1 9 1 9
g_h (Gg)Seabra, - g_h (C )Alry (kh’)O A-3 A

7

1 9 5
-5 (kh)s + i (kh)2 A + 55 (kh)o A? 4

6

5
3 —_

A* 4. (2.144)
Dada a presenca do termo em (kh)é, pode-se também concluir que em nenhum caso
a celeridade de grupo do modelo de Seabra-Santos toma o valor exacto (excepto no
caso trivial, para o qual kh = (lfh)-0 =0).

Comparando os graficos das relacoes de dispersao linear de frequéncia do mo-
delo de Seabra-Santos para trés profundidades relativas de referéncia, (kh), = 7/2,
(kh)y = m, (kh), = 2, com os graficos das relagdes de dispersao linear exactas (cf.
Figuras 2.24 e 2.25) é possivel concluir que este modelo reproduz bastante bem a
relacdo de dispersdo e a celeridade de fase linear em 4guas pouco profundas. Para
profundidades médias e grandes, apresenta ainda bons resultados, mas restringidos
a uma banda relativamente estreita de.comprimentos de onda em torno do compri-
mento-de onda de referéncia. No que concerne & celeridade de grupo os resultados
sdo de qualidade bastante inferior, com aprecivel erro relativo em toda a banda do
espectro em torno do comprimento de onda de referéncia e incluindo este compri-
mento de onda (cf. Figura 2.27). O erro relativo nas celeridades de fase e de grupo

encontra-se representado nas Figuras 2.26 e 2.28, respectivamente.
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Figura 2.24: Relagdes de dispersio dos modelos de Airy (—) e de Seabra-Santos
para: (kh), =n/2 (—=); (kh)y = (——); (kh)g =27 (--+).
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Figura 2.25: Celeridade de fase dos modelos de Airy (—) e de Seabra-Santos para:
(kh)o =7/2 (==); (kh)g = m (=—); (kh)g =2 (-+-).
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Figura 2.26: Erro relativo da celeridade de fase do modelo de Seabra-Santos para:
(kh)o = /2 (==); (kh)y =7 (—); (kh)y =2 (---).
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Figura 2.27: Celeridade de grupo dos modelos de Airy (—) e de Seabra-Santos para:
(kh)o = /2 (==); (kh)g =7 (=+); (kh)o = 2m (---).

Empolamento linear

Embora nao se tenha efectuado a anélise do comportamento do modelo de Seabra-

-Santos face a condicoes conducentes ao fenémeno de empolamento linear, é possivel,

das caracteristicas das relacdes de dispersdo, tirar algumas conclusbes prévias. De

facto, devido ao elevado erro registado na celeridade de grupo, é de esperar que o

‘modelo nio seja fisicamente consistente do ponto de vista do empolamento, i.e. que

ndo conserve o fluxo energético, quando simultaneamente se procura aproximar a

relacio de empolamento linear de Airy.
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Figura 2.28: Erro relativo da celeridade de grupo do modelo de Seabra-Santos para.:
(kh)g = /2 (—=); (kh)g = m (—-); (kh)q = 2m (---).

2.2.5 Modelo de propagacao de Nadaoka & Beji

Num trabalho recente, Nadaoka et al. (1997) propuseram-se ultrapassar as limitagGes
dos modelos do tipo de Boussinesq no tocante a dispersividade e até certo ponto
a nao linearidade. Para tal, é assumida uma funcao de distribuicio vertical das
velocidades baseada na solugdo geral da equacao de Laplace para fundos planos.
Nesta seccao serd feita a derivacdo deste modelo, explicitando-se a ordem do erro
das equagoes e estendendo-se o modelo a fluidos viscosos com atrito no fundo e &
superficie, duas situagoes nao contempladas no trabalho daqueles autores. Serdo
utilizadas as varidveis adimensionais e os pardmetros de ndo linearidade, ¢, e de
dispersdo, o, anteriormente definidos (cf. §2.2.1). Neste modelo utilizar-se-do a
elevacao da superficie livre e a velocidade horizontal para z = 0 como varidveis
computacionais. _

Nos célculos apresentados e sempre que nao haja risco de confuséo, os apdstrofos

referentes a quantidades adimensionais, ('), serdo omitidos.

Funcao de dependéncia vertical

A integracdo analitica das equagbes de Navier-Stokes (2.40) segundo a vertical obriga,

ao conhecimento da variacdo vertical das componentes horizontais da velocidade, u
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e v. Inspirando-se na solucao geral da equacdo de Laplace para fundos horizontais,

oo cosh [k (h+2)] ;s
6z, 2,1) = / Ahy1) DRERLD) ine g, (2.145)

—00

Nadaoka et al. (1997) propdem que o vector velocidade horizontal u = (u,v) seja
escrito como uma combinagcéo linear de N fungdes vectoriais Uy, = (Up, Viy,) defini-
das para o nivel de repouso z = 0, com os coeficientes funcionais F,,, = F,,, (2, knh)

para definir a dependéncia vertical. Tem-se entdao que

N
u(z,y,2t) = Fo (2,kmh) Uy, (z,9,1) , (2.146)
m=1
. b [k (b + 2)]
cosh |k, (h+ 2
F, = .
m (2 kmh) cosh k,h (2.147)
Note-se que para o nivel de repouso vem
N
Uy = ('U,(),’U()) = Z Um . (2148)
"m=1

Aqueles autores chamam ainda a atengdo para o facto de a solugdo (2.145) sé ser
exacta quando k e h sdo independentes das coordenadas espaciais = e y. No entanto,
e tendo em conta os resultados obtidos para o modelo de Berkhoff (1972), é de esperar
que, no caso de dependéncia lenta do espago, a expressdo (2.145) seja ainda uma
boa solucdo quando k e h sdo referidos aos seus valores locais. Por outro lado, e
embora se trate da solugdo de um problema linear, (2.145) é aplicavel a problemas
ndo lineares, dado que sé6 depende das caracteristicas do fundo, enquanto a nao
linearidade do fenémeno reside nas condigdes de fronteira na superficie livre. |
O problema encontra-se agora definido a 2N +1 varidveis: elevacdo da superficie
livre, ¢ (z,y,t), e 2N componentes, Uy, (2,y,t), m = 1... N, do vector velocidade
horizontal para z = 0. No entanto, como se mostrard mais adiante, um reduzido
nimero de éomponentes é suficiente para obter uma boa descricdo do campo de

velocidades, com excelentes caracteristicas de dispersao linear de frequéncia.

Equacao da continuidade

Integrando a equagdo da continuidade (2.54a) entre o fundo, z = —h, e a superficie
livre, z = €(, e tendo em conta as condigdes de fronteira cineméticas, obtém-se a
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equacdo da.continuidade integral exacta:

oC 0 € 0 /GC )_
E_F%(f_hUdz)_l_ay( _hvdz =0

Desenvolvendo u e v em série de Taylor em torno do nivel de repouso, z = 0, esta

equagéo reescreve-se:

& o[ [ . 3/0 )_ )
5{+a—x(/_hudz+e(fug)+ay(_hvdz-i-ECUo ——0(6),

onde ug (z,,t) e vy (7, y, ) s8s as componentes horizontais da velocidade para z = 0,
nas direcgées OX e OY respectivamente.
Finalmente, substituindo nesta ltima equacdo a relacdo de dependéncia vertical

das velocidades (2.146), obtém-se a equagdo da continuidade do novo modelo

8( ul U.)?n‘ 2\. |
EJF,;V' [(m—}-eg) Um] =0 (€7, (2.149)

onde w,, se define recorrendo & relacdo de dispersdo linear de Airy:
w2 = gkn tanh kb . (2.150)

Um processo semelhante, mas em que a integracdo da condigdo de continuidade
local (2.54a) é feita entre o fundo, z = —h, e a profundidade genérica z, conduz, apds
aplicacdo da condicdo de fronteira cinemdtica no fundo, & expressdo da velocidade

vertical & profundidade genérica z:

N
sinh [k, (h + 2
w(:c,y,z,t)=—§:v-[ - [Cosik h)] U, (x,y,t)} : (2.151)
m=1 m m

Equacoes de conservagio da quantidade de movimento

Para a integracio das equagdes de conservacio da quantiddde de movimento (2.54b),
(2.54c) e (2.54d), serd necessario admitir a quase irrotacionalidade do escoamento

nas direccdes horizontais!, i.e.

Q=0"———=0(), | . (2.152a)

INote-se que a formulacéo original de Nadaoka e colaboradores é mais restritiva ao impér ainda

queﬂzz%—g—;‘:(’)(e).
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du 0w

=377 %

—0(). (2.152b)

As equacoes de conservagdo da quantidade de movimento podem agora ser rees-

critas como:

eg—?+%e2%(u2+v2+a2w2) —€2 (g—;—g—;)
S A CR R S ELO RS
e%?-l—%ezaay (u2+112—l-a2w2)+62 (-g—;——g—;)
= % + “'R: (agf + agzy + % %) + 0(é&), (2.153b)
€0 %%——I— 162%(u2+v2+02w2)
e () o o

A equagao de conservagao da quantidade de movimento na direcgdo vertical pode
ainda ser simplificada se consecutivamente: se admitir as hipéteses de Navier (2.49);
se aplicar as relacdes resultantes da hipdtese de quase irrotacionalidade (2.152);
se tiver em atencdo a equacdo da continuidade na sua forma local (2.54a). Desta
sequéncia de operagdes resulta que

s 0w 1 2 0

€0’ ————I—

Op eo
2,2, 2 92y _ _ 9P _ 3
5 3z(u + 02+ o w?) = 5 1+(’)( ) (2.154)

2 Re

Célculo da pressdo: o calculo do valor da pressdo, p, & profundidade genérica
z, faz-se por integracdo da equagdo (2.154) entre a profundidade genérica z e a
superficie livre. Resulta desta integragdo, tendo em consideracdo a condigdo de

fronteira dindmica na superficie livre, a seguinte expressdo para a pressao:

eCa
p=eo? —wdz

. ot

2
+ %[(uzlec + 02 + o? W) — (u¥ + 07 + 0 wz)] +(¢—2z)  (2.155)

3
3 €0
+o( Re).

Por substituicdo de (2.155) nas equagdes (2.153a) e (2.153b), obtém-se novas
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formas para as equagoes de conservagdo da quantidade de movimento horizontal:

du 1,9 , 2 2,2 _2?2_6_“' |
68t+26 am(ulngrvleC"‘leec) N 3

o 58 [Cow €0 (0r, Ony 1 0n, ;3 €0
+63—$~—|—60' oz )., Edz— 7o \ 52 + By +02 57 +0| e, ,

w 1,0 u? 2 2,2 2 @_@

eat-l-ze 6y( |Eg+v|eg+a‘w|5§)+6 % " By
0 egaw or, or, 1 o7, eo
o2 yz Y yz

+e / dz = (6x+8y+28)+0( Re)'

Apds desenvolvimento de u, v e w em série de Taylor em torno do nivel de repouso, -

z = 0, resulta por fim que:

ov Ou
€7+ = —(u3+v§+02w3)—62 (%—%)

0  Sw ow eo (0o, or, 1 o7, eo
2 v v 0 T Ty Yz 3 <¢
teo 3x<z ot dz+eq 8t> Re(ax + Oy +02 0z )+O( Re)’

3C
833

0 150 (9, 2, 2 o 2 81}_9@_ 3§
eat+2eay(u0+vo+a w0)+6 oz By u+e€ 6y

0 Bw e o (0 or, 1 o, Eo
2 9 YT yy L OTye 3 €0
+eo (z 5 dz—l—e( ) Re(@m + By +(72 8z>+0< Re>‘

Recorrendo & equagdio (2.151), resulta para a componente local da aceleragio

ow Z sinh [k, (h + 2)] OU,,
B km coshkn,h Ot )

Com base nesta relaco e na relacio de dependéncia vertical (2.146) das componentes

vertical:

horizontais do vector velocidade u e v, as equagoes de conservacdo das componentes
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horizontais da quantidade de movimento s3o:

N

oUu,, 0 re
ZFm_aT+'a_x[§ (ug+v§+02w§)+6]
m=1
N N
BV 0 8w0
G;F(ax )Z:lFV-I-eoa(gat)
“02£[V- 1-Fma£,,l }_'_Sg_ 87'm+87'$y+187'm
7 Oz k2, ot Re \ 0z 0y o 0z
2
) €0
+(’)(e, Re), (2.156a)
e
N
OV, O Te
m=1
N N
OV 0 Owy
+€,nZ:1Fm<—__*> ZIF Up +€0” 3_< W)
0 1-F, 0U eo (0T or, 1 or,
—2Y% |v. m OVm € yz vy = 9Tyz
-7 ay[v< k2, Ot )}—I_Re(ax_'_ay +a 3z>
2 .
2 €0 ‘
+0<6, Re)" (2.156b)

A obtencio de equagbes de conservagio da quantidade de movimento indepen-
dentes da profundidade z seria agora possivel por simples integracio desde o fundo
até a superficie. No entanto desta forma, apenas duas equacoes sdo obtidas para
2 N variaveis Uy, e V,,.

Formulacao de Galerkin: o problema da obtencéo de 2 N equacdes é ultrapas-
sado pelo recurso a uma formulagdo de Galerkin. Neste tipo de formulagdes, a
equagdo a resolver é multiplicada por uma fun¢io do mesmo espaco funcional? da
solugdo pretendida, apés o que se procede & sua integracdo sobre todo o dominio,
—h < z < €(. Neste caso particular, e como as fungGes vectoriais (2.146), solucdo
da equacdo, tém N modos com coeficientes Fj, (z, k,h), dados por (2.147), resulta
um total de N equagles vectoriais (2 N fungses escalares).

Deste procedimento e apds aplicacdo das hipéteses de Navier (2.49), das con-
dicoes de fronteira dindmicas no fundo, (2.58a) e (2.58b), e das condigdes de fron-
teira dindmicas & superficie livre, (2.56a) e (2.56b), vem finalmente, tendo em conta

?De facto, neste caso, a designacdo correcta é a de formulacio de Bubnov-Galerkin.
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a condicao de quase irrotacionalidade (2.152):

0 N
/ Fn{ZFm——aUm+ 0 1€ 3+ 0h+ o) +(]
m=1

h ot | 0z

i(av )ZF Vi +€0 2 0 ( aw())}dz
_—6 _——-——_— — ——

— 8 ot

0 N
0 — F,, 0U,,

_ 2 _ .
e [ [ ()] e

—h

60' g [° ou 0 9F, Ou
Re [253;/,117”%(&_2 dz Oz
0 ou Ov OF, (Ou Ov ° OF, Ou
— — 4 — 2 2 ) dz — Zr-"4qd
* oy _hF" (3y+8x) dz /_h By (8y+3x> = |, 8z oz Z]
€ €

1
+ Re,o Ts2(<) T Re, o cosh knh Tfa(=h)

2
+O(€2,—6—£>, para n=1...N,

Re
0
/_th{ZFm Y y[ (ug+vs+o w0)+<j]
al a 0 8’[00 1
—I—ez;( >ZFU—I—60——(W>}dz
0 N
0 1—-F, oU
— 2 i . _—T_n.___ﬂ d
’ /_hF“:L:jay[v ( ky, Ot )] ’
ec [0 [° ou Ov 0 9F, (Ou Ov
2 o L (5 * %) dz‘/.h%“(éféa) 4
3 0w 0 OF, ov 0 9F, 81)
€ 1

€
+ Re,o Tsu(<) ~ Re, o cosh knh Tfy(=h)

2 ;
+0<62,%g>, para n=1...N.

O célculo dos integrais presentes nestas equaces efectua-se assumindo uma
variacdo suave dos fundos. Considere-se uma escala espacial lenta Be, tal que
(z*,y*) = Be (z,9), com By ~ €, e seja h = h(Bex, b y). Nestas condicdes resulta,
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em varidveis adimensionais, que
Vh=p;V*h

com V* = (8/dz*,0/0y*), sendo V*h ~ 1.
As equacdes de conservagdo da quantidade de movimento, obtidas apés calculo
dos integrais e desprezando os termos de ordem superior, sao:

8
ZAnm + B, V[ (u0+vo+a wp) + ¢ +eo? ( %)]
=1
N
—l—eZZJngm(Vng)xUm
m=1 ¢=1
al OUpm, U, U,
_ 2
mZ:la [v(o V- 8t> + Dy V- % = VO V- at]
Re [(2v Aan)U — (2Hum - V) Uy, — B Up)
+R— (970 = In T s-m)
620' A
+O(62, T ?(72), para n=1...N,

(2.157)

com

o) = (Toatecy Tonte0)) € Taeh) = (Tralhy Tru(-m) -

Calculo dos coeficientes: alguns dos coeficientes da equagdo (2.157) foram ja
determinados e apresentados em Nadaoka et al. (1997). Para um deles, Ay, apre-
senta-se agora uma formulagio diferente. Além disso, sao também apresentados 0s
coeficientes para os termos rotacionais, difusivos e de atrito nfo incluidos no trabalho

daqueles autores:

0 w2
B,=g / F,dz = 7{}%: Cc2; : (2.158a)
—h n
0 w _ w2
Anm =g /th Fm dZ = W 3 (2158b)

0
A =g / F2dz= % (By + gh — Ba knh tanh koh) ; (2.158¢)
—h :
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Chm =;; /_i R ;;’” dz = D ;%A"m ; (2.158d)
Con =9 /_ 2 E, ! '];%Fn dz = Bn ;%A"n : (2.158e)
Dnm=2g/ FV(A k; )d
= - o o M+ (8 ) O] (2.158)
e =)
0 F :
Dnn:2g/ E,V ( 2 ) dz = VCpn; (2.158g)
B = / aan 35; 2= kn km Anm ; , | (2.158h)
Emm=9 /_h (ai") dz = k2 Ann; A (2.1581)

0
H,.=¢ / (VE,) Fp, dz
—h

2 k2 1 1 1 Vh
= & Ann__B'n - nn — 7 Pn mm — 5 Pm -
o (43 ) \/(A 23)(A 35) |
[ wh 2 k2 1
__"n " m ] — —m n =
[ R R (A"” 23")
2 k2 o | Vky
S E— .
(k2 —k2)> "] ka '
(2.158j)
0
H,, =g / (VF,) F dz
—h
h , 1 Vh :
= - - Ann —aPn] 5 .
gw" < 2B) . \ (2.158k)
1 1 VEk
A — — WP - n
[yt L)
3 9> — k B%; (2.1581)

I’n et =
cosh k,h
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0
Jnﬁm =g / Fn Fe Fm dz
h

1
knB?L—i-kng+kmen+§§knkgkmB§B§Bfn

1
T 4g Ky, + kg + km
1
| Bl + ke B} — b B = 5 b ke lin B B} B,
L1 (2.158m)
4q kp+ke—km
1
i B2 = ke B} + b B — 5 b B B B,
4+ =
4q kn — k¢ + km
1
| o B2 = ke B} — kB b b B B B,
+?4_g kn_ki_km

Caracteristicas dispersivas

Considere-se uma restricio da equacio (2.157) & propagagao de ondas unidimensi-

onais, de amplitude infinitesimal (problema linear), num fluido perfeito e em fundo

horizontal:
¢ ZN w2, OUpm
ot + ] m E— = 0, (2.159&)
N N
Up, ¢ *Un _
mE:1 Anm T + 9By, i mEZI Cum 5251 paran=1...N. (2.159b)

No caso de agitagiio caracterizada por um espectro de banda estreita, serd
possivel utilizar apenas a frequéncia de pico para definicdo da funcdo de dependéncia
vertical, com N = 1. Nesse caso as equagdes (2.159) simplificam-se como

¢ , Gy du

% = 2.
5t a = | (2.160a)
Oug ¢ Cp <0p - (Cy)p) Bug
Co(Co)y 5 +9C 5, = P 55 (2.160D)

onde uy = U, é a velocidade horizontal para z = O e Cp, (Cy) »© k,, sdo respectivamen-
te a celeridade de fase, a celeridade de grupo e o nimero de onda correspondentes
4 frequéncia de pico do espectro e calculados de acordo com a teoria linear de Airy
(cf. §2.1.2).
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Restringindo a anélise ao comportamento de solugdes do tipo ¢i(kz=wt) o tendo
em consideracdo a correspondéncia entre os operadores diferenciagéo e multiplicacdo
nos espacos fisico e de Fourier, 8/dt — —iw e 8/0x — ik, o sistema (2.160) é

- [g] . (2.161)

onde E e U sdo respectivamente as amplitudes complexas de ¢ e up, i.e. { =
R(Eekav) eug =R (U eiho=w9) A relagdo de dispersdo do modelo de Nada-
oka & Beji de banda estreita obtém-se do polinémio caracteristico do determinante

equivalente a

E
U

gC2k  —w |Gy (Cy), +

da matriz do sistema (2.161). Facilmente se mostra que a frequéncia angular, w, é
tal que
03
w? = k? £ : (2.162)

- (c-€0,) 22

enquanto a celeridade de fase, C, e a celeridade de grupo, C,, sdo:

2= G i (2.163)
€y~ (G (O0)) 1
_ 9 Cp — (Cg)p (kh)2
c,=C (1 +C R ) : (2.164)

Os erros relativos destas relacdes quando comparadas com as expressoes da teoria

linear de Airy sao dados por

5o = Cgeji — Ciry o S = (Co)pesi — (Cg)Airy _
Cairy g (Co) Airy

E de salientar o facto de as curvas de dispersdo e as curvas da celeridade de fase
(cf. Figuras 2.29 e 2.30) serem tangentes as correspondentes curvas resultantes da
teoria linear de Airy, para o comprimento de onda de referéncia. Por outro lado
o erro relativo da celeridade de fase mantém-se inferior a 5% para uma largura de
banda da ordem de O (k,h) (cf. Figura 2.32). O modelo apresenta portanto exce-
lentes caracteristicas de dispersdao de frequéncia para espectros de pequena largura
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Figura 2.29: Relacdes de dispersdo dos modelos de Airy (—) e de Nadaoka & Beji
para: kyh = /2 (—=); kph =7 (——); kph=2m (-+).

1 i ¥ 1] 1 1 ] T ¥ T 1 1 l 1 1 Ll T T 1 L] T I T T 1 )
&\ -4
09F N -
08 [=... -1
- \. —
0.7 - -
06 |- .
< T |
05 - -
~— - A
© 04| ~ -
- N
03 | S
K i \\\\\"~ ......
02| : T
0.1 |- -
0 i L 1 | ] 1 1 1 1 ] 1 1 ] | 1 1 1 1] 1 1 1 1 I L 1 1 ] |
0 0.5 1 1.5 2 25 3

kh/n

Figura 2.30: Celeridade de fase dos modelos de Airy (—) e de Nadaoka & Beji para:
' kph = /2 (—=); kph =1 (—=); kph =27 (--+).

de banda.
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Figura 2.31: Celeridade de grupo dos modelos de Airy (—) e de Nadaoka & Beji
para: k,h =m/2 (——); kph =7 (—-); kph =27 (-+-).
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Figura 2.32: Erro relativo da celeridade de fase do modelo de Nadaoka & Beji para:
kyh = /2 (—=); kyh =7 (—=); kph =27 (--+).

Também a celeridade de grupo apresenté valores exactos para o comprimento de
onda de referéncia (cf. Figura 2.31). Infelizmente isto ndo se deve & tangéncia das
curvas mas 3 sua interseccdo. Deste comportamento resulta uma banda bastante
mais apertada para que o erro relativo da celeridade de fase se conserve inferior a
5% (cf. Figura 2.33). Por outro lado, ndo tendo a celeridades de grupo do modelo
de banda estreita de Nadaoka & Beji a mesma variagdo com kh do modelo linear
de Airy, é de esperar tal como para o modelo de Seabra-Santos que este modelo ndo

apresente caracteristicas 6ptimas de empolamento linear.
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Figura 2.33: Erro relativo da celeridade de grupo do modelo de Nadaoka & Beji
para: kb = /2 (—=); kph =7 (—); kph =21 (---).

Quando a fungéo de dependéncia vertical da velocidade tem um ntimero de com-
ponentes superior a um é possivel optimizar as caracteristicas dispersivas do modelo
de Nadaoka & Beji por forma a cobrir um espectro de banda larga. Nadaoka et al.
(1997) mostraram que trés componentes, (kh), = /4, (kh), = 7 e (kh); = 3w séo

suficientes para cobrir a gama de nimeros de onda de kh = 0 a kh = 57.
No caso de N componentes, o sistema (2.159), para solugdes do tipo gilbo—wt) g

equivalente a

- B -
—w By =X E 0
g g U 0
9Bk —w(Au+Cuk?) ... —w(Aw+Cwk?) L ,
_gBNk —w(AN1+C’N1k2) —w(ANN+CNNk2) ] Un 0
(2.165)

A relagdo de dispersdo deste modelo resulta do polinémio caracteristico do determi-

nante da matriz do sistema (2.165).
Restringindo o ntimero de componentes a trés, obtém-se a seguinte relagdo de
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disperséo para o modelo de banda larga:

2 9 .
szﬁ.:_ bo+ b1k + bk (2166)
k2 do+dik?+dokt+dgkS
e
dw b1+2b2k2 d1+2d2]€2+3d3k4
9 dk [ + <b0+b1k2+b2k4 do + dy k2 + dg K + ds kS (2.167)
com

bo = (AJs — Azs Ass) B} + (2 A1z Ass — 2 A1z Azs) B1 By
+ (2 A13 Ao — 2 Ayg Ags) B Bs + (A%g — Ay A33) B:
+ (2 A11 Ass — 2 A3 A1o) By B3 + (A%Q —An Azz) BZ,
by = (2 Ags Caz — Agy Cs3 — Cip Ass) BY
+ (2012 Asz — 2 A13 Co3 +2 A13 Cs3 — 2C13 Ag) Bl B,
+ (2C13 Aga +2 A13Coy — 2 A1 Co3 — 2013 Azg) B1 Bs
+ (2 A13 C13 — A11 Cs3 — C1y Ass) Bj
+ (2411 Co3 +2C11 Ags — 2C13 A1g — 2 A13Cha) B Bs
+ (2A12 C1a — C1y Aps — Ay C) B3,
by = (C33 — C22 C33) Bf + (2C12 Cs3 — 2C13Cy3) B1 By
+ (2013 Cag — 2 Cy5Co3) By By + (Cs — C11 Cs3) B3
+ (2C11 Cy3 —2C13C1,) By By + (0122 - Cu 022) B3,
do = (Ase Ass — ASs) Ay — Al Agp — AT Ags +2 Ayp Ars Ass,
" dy = (Cog Ass + Agp C33 — 2 Ag3C3) Ant
+ (2 A13Ca3 +2C13 Agz — 2C1 Agz — A1 C33) Arp
+ (2C12 Azg — 2C13 Agp — A1s Cap) Ars + (Azz Az — A%) Cua,
dy = (022 Css — 0223) A1q + (Cog Ass + Age Cs3 — 2 Ag3 Ca3) Chy
+ (2C13 Ags +2 A13 Co3 — 2 A1 C33 — C1p Azz) Crz
+ (2412 Co3 — 2 A13 Cyp — Ci3 Ags) Cis,
ds = (Caz C33 — C33) C11 — Cfy Cs3+2C13 Ci3 Coz — Ci5 Cos.
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Figura 2.34: Relacdes de dispersdo dos modelos de Airy (—) e de Nadaoka & Beji
(o) com trés componentes: (kh), = m/4; (kh), = 7; (kh); = 3.
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com trés componentes: (kh), = 7/4; (kh), = m; (kh)3 = 3.
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Figura 2.36: Celeridade de grupo dos modelos de Airy (—) e de Nadaoka & Beji (o)
com trés componentes: (kh), = 7/4; (kh), = m; (kh); = 3.

RECUCH L B LU BLELELE NARLEL BLELELA BLALELE BLELEL EUNLELE BUNLELE ELNLL

o ——— f

-0.002 ; -:

B -0.0043— -;
-0.006 :— —f
-0.008 E— —_
'0‘010_' I V- ST S R TR S

kh/m

Figura 2.37: Erro relativo da celeridade de fase do modelo de Nadaoka & Beji (o)
com trés componentes: (kh), = w/4; (kh), = m; (kh); = 3.
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Figura 2.38: Erro relativo da celeridade de grupo do modelo de Nadaoka & Beji (o)
com trés componentes: (kh), = 7/4; (kh), = m; (kh) = 3m.

Nas Figuras 2.34, 2.35 e 2.36, comparam-se as relagoes de dispersdo deste mo-
delo com as correspondentes relacdes do modelo linear de Airy. As profundidades
relativas de referéncia adoptadas foram (kh), = 7/4, (kh), = 7, e (kh); = 3. E
evidente o excelente comportamento das celeridades de fase e de grupo no intervalo

kh € ]0,57[. Os erros relativos das celeridades de fase e de grupo,

_ CBeji - CAiry ‘ o bg. = (Og)Beji - (Cg)Airy

o = :
¢ Cairy ’ (Gg)Airy

sdo extremamente reduzidos: d¢ < 1% (cf. Figura 2.37); ¢, < 12%, sendo inferior
a 5% no intervalo kh € |0, 47] (cf. Figura 2.38).

Embora nio tenha sido efectuada a andlise do comporfamento deste modelo face
ao fenémeno de empolamento linear, é de esperar, dado o excelente comportamento
das relagoes de dispersdo linear, que apresente boas caracteristicas de empolamento

linear.
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2.3 Modelos de ondas cinematicas

O modelo mais conhecido de ondas dispersivas cinemdticas é representado pela
equacao de Korteweg-de Vries (KdV), derivada por Korteweg e de Vries (1895).
A equacdo KdV admite solugoes do tipo onda solitaria e solugdes peric’)dicas do tipo
onda cnoidal. Esta equacdo pode ser derivada a partir das equagdes de Boussinesq
expressas em termos da velocidade horizontal para z = 0, considerando uma onda
de forma permanente, propagando-se apenas num sentido. Eo que se fard mais a
frente.

O segundo modelo considerado, conhecido por Regularized Long Wave (RLW)
na literatura anglo-saxdnica, foi desenvolvido por Benjamin et al. (1972). Sera apre-
sentada a sua derivagdo a partir das equac6es de Boussinesq expressas em termos da
média vertical da velocidade horizontal instantanea. As solucoes tipo onda solitéria
e tipo onda cnoidal serao apresentadas nessa altura.

Beji e Nadaoka (1996) e Dingemans (1997b), recorrendo a uma técnica seme-
lhante & utilizada por Madsen e Sgrensen (1992), desenvolveram separadamente
uma equacao de onda cinemética com caracteristicas dispersivas melhoradas, desig-
nada nesta dissertagdo por Improved Long Wave (ILW). A sua derivagdo e as suas
solugoes dos tipos ja mencionados serdo apresentadas.

Na derivagdo dos trés modelos segue-se de perto a metodologia de Dingemans
(1997D). |

2.3.1 Modelos KdV, RLW e ILW
Modelo KdV

Considere-se a restrigdo a uma dimensdo das equacoes de Boussinesq para fundos
horizontais (2.79). Estas equagoes admitem a propagacao de ondas nos dois sentidos
(z pbsitivo e = negativo). Pretende-se obter um modelo cujas solucdes sejam ondas
de forma quase permanente. Isto significa que a elevagio da superficie livre, ¢, e a
velocidade horizontal, u, para ondas propagando-se no sentido positivo do eixo OX,
dependem apenas de ‘

E=xz—ct e -17=0t, (2.168)

onde c é a celeridade da onda e §; é um factor de escala de tempo tal que -
Bi~e~a®. (2.169)

No referencial mével [€, 7], referencial este que acompanha a onda, as derivadas
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escrever-se-ao: 9 5 9 9
= e =—Ce—+ B —. 1
w5 °© #- ‘@ P (2.170)
’ Apés aplicacdo 3 forma adimensional das equagdes de Boussinesq para fundo
horizontal (2.79), considerando a celeridade adimensional tal que

c=1+€ec; com - ¢ ~0O(1), (2.171)
tem-se
Bt%_(1+ecl) ag—i—e—( C)+ 0, (2.172a)

ou ou BC 1 283 9
ﬂta (1+ecl) +6u8§ 3£ 37 a§3+(’)(e €o?,0%By, 0 )

(2.172b)
Da priméira equacdo resulta a expressao assimptotica
%2-{ gg + O (¢, Bs) » (2.173)
a qual, apds integragao e supondo que se verificam as condigoes
u =10 para C:O- ou (,u—0 para & — *oo,
conduz a .
u=C(+0(eb) - (2.174)

Adicionando termo a termo as duas equagoes (2.172) resulta a expressdo

2 3
ﬁt“(%(C—l—u) €C1 57 (C+u)+e%(u§+%)=_%a2g_g_

+ 0 (62, €02, 028, (74) ,
de oﬁde, apés substituicio de (2.173) e (2.174), se obtém que

3
L )

Regressando ao referencial de inércia, revertendo as relagdes (2.168) e (2.170), resulta
a equacio KdV adimensional para a propagagdo de ondas unidimensionais de forma
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quase permanente:

o¢ 3 .0¢C 0o¢ 1 , 03¢ 9 9 4 9 9
2l 24+ 24 =gt-=>2=0 ] 2.175
ot 26C8x o5 6° 078 (€50 0%, ¢b1, 0B, ;) ( )

Na forma dimensional, e em termos da elevagio da superficie livre, a equagao KdV

escreve-se:

3C - 3C 3 g 8{ 1 9 33C
2 gh ==+ =4[ F =2+ = Jabh — =0. 17
ot gh Oox 2 \/; C or 6 h gh oz 0 (2 6)

Relacdo de dispersdo linear: . a relacido de dispersao para a equacdo de KdV

obtém-se a partir da sua forma linearizada,

X 08 Ly s &C
8t+ ghax+6h ghax?’—o, (2.177)

da seguinte maneira: supondo que ¢ é uma fungdo que admite um desenvolvimento
em série de Fourier, entdo, pelas propriedades destas séries, ¢ é uma solugdo da

equagio anterior se e s6 se cada termo da série { = Y2 ¢ eilkiz=wit) o for.

Substituindo ¢ pelo termo genérico da série na equagao (2.177) resulta que

w=k [1 - % (khﬂ Vo, (2.178)

¢ a celeridade de fase linear, ¢ = w/k, é dada por:

c= [1 — % (kh)z] Voh. (2.179)

Facilmente se verifica que a celeridade de fase linear do modelo KdV é igual a uma
aproximacdo de segunda ordem da celeridade de fase linear de Airy:

CAiry N tanh (kh)
= \/————kh' . | (2.180)

Um processo semelhante ao utilizado na derivacdo da equacio KdV pode ser aplicado

Modelo RLW

para a obtencdo da equagdo RLW. Considere-se novamente a restri¢do unidimensi-
onal das equacdes de Boussinesq para fundos horizontais (2.79), a transformagdo de
coordenadas (2.168) e a correspondente transformagéo de derivadas (2.170). Consi-

dere-se no entanto, para a escala de tempos, uma ordem de grandeza ligeiramente
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inferior & usada no modelo KdV,

By~ 0%? ~ 4 (2.181)
a qual permitird, em termos do comportamento da onda ao longo do tempo, uma
flexibilidade um pouco maior na forma quase permanente das solugbes. Nestas
condicdes, das equacdes de Boussinesq na sua forma adimensional (2.79) resulta o

seguinte sistema de equagoes:

,BtaC (1—|—ecl)§£+ea%(u§)+gz 0 © (2.182a)

u
Ot 0¢* (2.182h)

ou ou ou  O¢ 1 ,8u 1,
,Bta (1+€Cl)a£ 8£+3€ 30' 8€3+3U ,Bt

+ 0 (62, eo?, 04) .

Adicionando membro a membro as duas equagdes (2.182) obtém-se

3 93
ﬂt—(u+g)_€cl (u+<)+€aaé( +uC> ;)2(_(3%3 ﬁta 8722)

+0 (62, €o?, 04) .

Por fim, recorrendo as expressdes assimptéticas (2.173) e (2.174), e admitindo que
u = 0para ( = 0ou(, u— 0 para & — 00, obtém-se a equacdo RLW adimensional
no referencial mével:

o¢ o¢ 3 ,0¢ 1 2( ¢

,Bt fcla—§'+2 52:_60 553

3¢

+ B s o7 08

> +0 (62, eo?, o, €By, > B, ,Bf) .
Invertendo a transformacéo de coordenadas & custa de (2.174) e (2.173), resulta
a equacio RLW adimensional para a propagagdo de ondas unidireccionais quase

permanentes no referencial de inércia:

oC o ¢ 1 , 9%
6t+ 8x+6_x 60 Ot 02

= O (&, e0%, 0%, €B1,0°B1, B7) - (2.183)

Finalmente, na forma dimensional, a equagio RLW em termos da superficie livre

8{ g ?¢
\/— B s = 0. (2.184)

vem:
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Relagéc; de dispersdo linear: consequentemente, a relacdo de dispersao linear
da equacao RLW ¢é

w= _k v gh, (2.185)

T
+ = (kR)

com a celeridade linear de fase dada por

c= —11—— Vgh. (2.186)
+3 (kh)?

Neste caso, a celeridade de fase éorresponde a um aproximante de Padé de ordem
[0/2] da celeridade de fase linear de Airy. Daqui resulta que, comparativamente ao
modelo KdV, o modelo RLW conduz a uma melhor representacio das caracteristicas
dispersivas de ondas curtas, ou, o que é equivalente, a uma melhor modelagao da

propagacao de ondas em Aguas mais profundas.

Modelo ILW

O procedimento a seguir para a obtencdo deste modelo pode ser, nos seus tragos
mais gerais, descrito como se segue. Considere-se 0 modelo de Madsen & Sgrensen
unidimensional para fundos horizontais na sua forma adimensional, com o coeficiente
b. Aplique-se-Ihe a transformacdo de coordenadas (2.174) e (2.173), com a escala

temporal B, ~ 03/% ~ €3/%. As equagdes resultantes so:

C

=0, (2.187a)

Bimr ( O+

" oe f

ou Ou Ou 0C (1 9 Pu  Fu

/BtaT (1+€Cl) €+6ua§ 6{ (3+b)0' (,Bt—aTaé_z“—a—g?’
33

+o b—~—~—l—(’)(e ec? 04) )

€3
(2.187b)

3C
l+ec) =
( 661) 65

Adicionando estas duas equacOes membro-a-membro obtém-se

536 (w+¢) — ecl‘z(u+<)+e§€_(uz+ c)

1 3 83 3
= ¢o? (3 ) (,Bt 37'522 8§g) 2535%': (’)(e €o?, 04) )
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Recorrendo as relagbes (2.173) e (2.174), com as condigbes v = 0 para { = 0 ou
¢, u — 0 para & — o0, resulta o modelo ILW adimensional no referencial mével:

a¢ ¢ a 1 ,(1 ¢ B¢\ 1 5, 0%
St R M GOI - IR

+ O (62,602’0 76/8t70 18t7 IBt) .

Regressando as coordenadas de inércia, obtém-se a equacdo ILW adimensional para

ondas unidireccionais de forma quase permanente:

% B2 % ~+b + -
ot 2 °0r Ox 0t 0z 0z3

o¢ o¢ | 9¢ 102 (1 ) ¢ 1 o2b ¢
2 2
O (,e0®,0*, €B, 0% B, B;) - (2.188)

Finalmente, para as varidveis dimensionais, a equagdo ILW referida & superficie livre

vem:
o, =0 8 [g.0C _1(1 N, &P 1, 0%
ot + gh6z+2\/; os =2 \370) P grag T3t Vh g (2189)

Relacdo de dispersdo linear: calculando a relagio de dispersio linear obtemos

a expressao _ .
1+ = b(kh)?
= 2 \/ gh.

k 1/1 2
1+§(§+b) (kh)

| €

Por comparagao com o aproxiinante [2/2] de Padé da celeridade de fase de Airy,

[2/2] CAiry tal que

conclui-se que a relagdo de dispersdo 6ptima ocorre para

O modelo ILW corresponde precisamente & equagio (2.189) para este valor de b:

ag G0 19, B¢ 3, om0
Joh S p2 Jan T8 9.191
o T h 8x w0 e T2 VI 5 (2.191)
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Repa:re—se que os modelos KAV — equagdo (2.176) — e RLW — equagao (2.184)
— se podem obter também a partir da equagdo (2.189) fazendo b = —1/3 e b =
0, respectivamente, i.e. 0 modelo (2.189) admite como casos particulares os trés

modelos apresentados.

2.3.2 Caracteristicas de dispersao linear

Como foi anteriormente referido, os trés modelos descritos apresentam diferentes
caracteristicas de dispersdo linear. Os resultados encontram-se resumidos na Tabela
2.1 e na Figura 2.39. A

E evidente da inspeccio da Figura 2.39 o mau comportamento do modelo KdV

linearizado. Melhor dizendo, para € ~ 0 observa-se que:

e ondas de pequeno comprimento de onda — nimero de onda adimensional,
kh, superior a /6 — apresentam celeridade negativa, ndo podendo portanto
ser consideradas como ondas fisicas, uma vez que a sua existéncia contraria a

hipétese de desenvolvimento do modelo;

e para cada perfodo da onda existem sempre duas solugdes possiveis com dife-

rentes comprimentos de onda.

Esta tltima caracteristica é, de facto, comum aos modelos KdV e RLW. A curva
de dispersdo do modelo KdV tem o seu ponto de inflexdo para kh = V2, enquanto
a inflexdo da curva de dispersio do modelo RLW se verifica para kh = V6. Isto
significa que, no primeiro caso, é impossivel simular ondas com periodo adimensi-
onal inferior a T/+/h/g = (3/2) V27 e, no segundo caso, para valores inferiores a

T/\/Rfg = (3/2) Ver.

Tabela 2.1: Caracteristicas de dispersdo linear dos modelos KdV, RLW e ILW.

- :
Walg c /vgh

KdV: kh [1 - % (kh)z] ‘ 1— é (kh)?
RLW: kh/ [1 + % (kh)z] IRy {1 N é (kh)z} |

ILW: | kh [1 + -2% (k-h)2] / [1 + % (kh)ﬂ [1 + % (kh)ﬂ / [1 + é—% (kh)ﬂ
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(- -+ -). Comparagéo com as relagdes de dispersio de Airy (—).
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Ser4 interessante analisar o comportamento da parte imagindria de kh para va-

lores de w+/h/g superiores aos valores limites de cada modelo.

Modelo KdV: invertendo a relacio de dispersdo do modelo KdV, verificamos a
existéncia de dois modos de propagagao possiveis (cf. Figura 2.40) para um mesmo
comprimento de onda. No caso de perturbagoes com frequéncia angular elevada, i.e.
w+/h/g > (2/3) /2, poders, haver origem a ondas com um cardcter dissipativo —
parte imagindria de kh positiva — ou um caricter instavel — parte imagindria de

kh negativa.

Modelo RLW: o mesmo comportamento dissipativo/instdvel pode ser encontrado
no modelo RLW (cf. Figura 2.41), para ondas com frequéncias angulares superiores
aw \/W = /6/2. Perturbacoes de elevada frequéncia poderdo, numa simulagio
numérica, ser geradas por condigdes fronteira deficientes. Nessas circunstancias, o
comportamento dissipativo seria bastante conveniente, ao passo que 2 propagagao
de um modo instével destruiria a simulacio. Este tipo de comportamento foi em
parte analisado por Katopodes et al. (1998) para o modelo RLW. No entanto estes
autores nio identificaram a possibilidade de existéncia de um modo instdvel para as

frequéncias elevadas.

2.3.3 Solucoes analiticas

Os modelos de propagacio de ondas cineméticas possuem solugGes analiticas nao
peri6dicas do tipo onda solitdria e solugdes periddicas do tipo onda cnoidal. A
sua determinacio é apresentada de um forma bastante concisa em Mei (1994) e
Dingemans (1997b).

Ondas solit4rias

Ondas solitérias sao perturbacdes — grupos de ondas ou impulsos — que devido
a um equilibrio dindmico entre o termo nfo linear e o termo dispersivo mantém
uma forma de onda estivel durante a sua propagacdo. A primeiré, observacao docu-
mentada de uma onda solitdria, tipo intumescéncia, na Natureza, deve-se a Russel
(1838). ' ,

Os modelos KdV, RLW e ILW admitem solitoes como solucao analitica. Um
solitdo é um tipo especial de onda solitdria que mantém a sua forma apés colisdo

com outros solitoes.
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" Figura 2.40: Modelo KdV: Componentes real (—) e imagindria (——) do niimero de
onda, para os dois modos de propagacao.
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Figura 2.41: Modelo RLW: Componentes real (—) e imagindria (——) do nimero
de onda, para os dois modos de propagacao.
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Tabela 2.2: Caracteristicas das solugoes tipo solitao.

1 1a 1 4 h3
KdV' b:—— = —_—— — = —_—
3 c <1+2h)\/gh - \/30,
la 1 4 ¢
RILW b=20 =[14+=2)+/ Y B
¢ <+2h> gh. K 3 a +/gh
3 1la 1 4R (19 ¢ 9
10 ¢ <+2h)"g K \/3@(10\/57}7 10)

Em varidveis dimensionais, a equacao do solitdo solugdo do modelo genériéo
(2.189) é
¢ (z — ct) = asech®[x (z — ct) — kd], (2.192)

(1+%%)\/g_h 6 %z\/§};[+——(1+3b)]

sendo d a ordenada da crista da onda no instante £ = 0.

com

Em varidveis adimensionais, a solucao é

@)= Se§h2 (Z—h 5) : (2.193)

1 4 1

De notar que a celeridade ¢ nio depende do coeficiente b, sendo portanto igual

onde

para os trés modelos. Por outro lado, o inverso do pardmetro x, que pode ser
interpretado como uma medida do comprimento da onda, indica ser a onda solucao
do modelo KdV a mais curta, e a do modelo ILW a mais longa. Um resumo destas
caracteristicas é apresentado na Tabela 2.2.

Na Flgura 2.42 comparam-se os perfis de solitdes com nimero de Ursell unitario,
ie. Ur=¢/o?2=1,ee=0.2¢ee=0.5respectivamente. Note-se que o perfil da onda
solugdo do modelo KAV ¢ igual nos dois casos, por depender apenas do nimero de
Ursell.
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Figura 2.42: Ondas solitdrias solugdo dos modelos KdV (—), RLW (---) e ILW
(=), para Ur = ¢/o® = 1.
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Solugoes periddicas

As solucdes periédicas dos modelos de propagacio KAV, RLW e ILW sao funcoes

tipo onda cnoidal. Estas solugdes sdo, na forma dimensional:

C(2,8) = —ao + Act?’ [gK—)\(@(x~—ct)],  (2.194)
e %(1-%%)  w=A—ua,,
r=2

16 R [(1+3b)c

T e

Nestas expressoes, a; é a elevagéo negativa da cava da onda em relagdo ao nivel
da 4gua em repouso, a. ¢ a elevacdo da crista da onda em relagao ao mesmo nivel,
A é a altura da onda, medida da cava & crista, A é o comprimento da onda e T € o
seu perfodo. A funcio K representa o integral eliptico completo do primeiro tipo, a
funcao E é o integral eliptico completo do segundo tipo e m é o pardmetro eliptico.

Note-se que apenas o comprimento de onda, A, depende directamente do coefici-
ente b. No entanto, como o valor do pardmetro eliptico m depende do comprimento
de onda, todos as outras caracteristicas da onda serao afectadas por alteracoes no
valor de b.

A expressio do comprimento de onda para cada um dos trés casos sera entao:

16 h?
: =4/——m K
KdV A T 4™ (m)
3
RIW: A=y 0 M S K (m)

16 h3 19 ¢ 9
: =22 =-2Z) K
w: A \/; Am<10 Joh 10) (m)

O parametro m é determinado por um processo iterativo, uma vez escolhidos os
trios de valores (A4, h, A) ou (4, h,T) (para detalhes, ver Dingemans, 1974, 1997b).



Capitulo 3

Condicoes Iniciais e de Fronteira

3.1 Condicoes de fronteira

Os sistemas de equacgoOes diferenciais apresentados no Capitulo 2 s6 tém solucao
se condigdes iniciais e de fronteira apropriadas forem especificadas. A regido ou
dominio de interesse encontra-se limitada no plano horizontal por fronteiras late-
rais, as quais poderdo ser linhas de costa, estruturas de defesa costeira, ilhas ou,
simplesmente, uma linha imagindria introduzida para limitar a 4rea de célculo e
que traduz uma fronteira aberta no mar. Para a determinagdo do niimero e tipo
de condigdes a impor nestes casos, e caso o sistema de equagdes seja hiperbdlico, é
extremamente importante a anilise do comportamento das caracteristicas (Courant
e Hilbert, 1962).

3.1.1 Equacao escalar multidimensional

Considere-se a seguinte equacao linear:

0
—5?+u-\7¢+b¢:0, vx € Q C IR?, (3.1)
onde u e b 530 funcGes conhecidas de x.

As trajectérias sdo curvas que para uma dada particula e em cada instante ¢
sdo tangentes ao vector velocidade u. Isto implica que para um dado ponto X e
num dado instante ¢t = %, existe uma sé trajectéria que passa por X. As equacdes

paramétricas para as trajectérias que passam pelo ponto X sao:

ccll—}; = u, (3.2a)
X = X, parat=tp. (3.2b)

109
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Figura 3.1: Fronteira do dominio e trajectorias.

A variacao de ¢ ao longo da trajectoria é:

d 0 R 0¢ dz; D
E(ﬁ(X(S))_E_i_izl Bz; ds ——a-?—ku-qu, (3.3)
a qual aplicada em (3.1) conduz a
d :
L o) +bplx) =0. (3.4

Portanto uma trajectéria corresponde a uma curva ao longo da qual a equacao
diferencial parcial (3.1) se transforma na equagéo diferencial ordindria (3.4). Uma
curva com esta propriedade diz-se uma curva caracteristica. Se o valor do campo
escalar é conhecido num dado instante num ponto de uma destas curvas, podera ser
calculado num qualquer ponto da mesma curva por integragéo de (3.4).

Significa isto que nos problemas do tipo hiperbdlico, a informagdo é transpor-
tada ao longo das curvas caracteristicas e que o valor de ¢ deve ser prescrito no
subconjunto '~ da fronteira I de Q onde as caracteristicas entram no dominio (cf.

- Figura 3.1). '™ pode ser definida como:
I"={xel:n(x) u(x) <0}, (3.5)

onde n(x) é o vector unitdrio normal a ' no ponto x € T e dirigido para o exterior

do dominio.
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3.1.2 Sistemas de equacgoes

Nos sistemas de equagoes, a informacdo propaga-se de duas formas distintas:
e 230 longo das trajectérias com velocidade u = (u,v);
e radialmente com a onda com velocidade ¢, ¢ = celeridade de fase. "

Este processo resulta num modo misto de propagacéo onde as curvas caracteristicas
dos sistemas escalares se tornam superficies caracteristicas a duas ou trés dimensoes
(cf. Figura 3.2). Em cada ponto X da fronteira é necessirio conhecer quais as su-
perficies caracteristicas que entram no dominio. Como se verd, o comportamento
de cada modelo é influenciado pelas suas propriedades dispersivas. Sao analisados
e comparados o modelo ndo dispersivo de Saint-Venant e os modelos dispersivos de
Boussinesq e de Madsen & Sgrensen.

A profundidade local sera considerada constante, dado que condigoes de fronteira
de n3o reflexfio sdo de mais facil aplicacdo neste caso. Por outro lado ter-se-4 ainda
em conta que, em qualquer regido de pequenas dimensGes, as ondas bidimensionais
comportam-se localmente como ondas plarias. Considerar-se-3 uma fronteira local-
mente normal & direccio de propagagio da onda. O sistema de eixos é tal que o eixo
OX é normal 3 fronteira e dirigido para o interior do dominio. O vector velocidade

serd @ = (4, 7).

Modelo de Saint-Venant

As equacdes de Saint-Venant sem atrito de fundo, dissipagdo turbulenta e termo de

Coriolis escrevem-se

o .96 o 2 _
g (O G+TE (hOg =0, (3.60)
o _ou 0w ag_
—8"t‘+ua—x+’va—y+g5—x-—0, (36b)

ov oy oo 0
8t ua—x—l—va—y—l—g—a—y—O, (36C)

e na forma matricial 5U U 5U
—+B—— C—=0 3.7
A B ¢, =0 (87)
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8
8

(a) Modo de propagacio linear. (b) Modo de propagacio radial.

x
(¢) Modo de propagacio misto.

Figura 3.2: Modos de propagacio de uma onda num dominio 2DH.
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onde U = ({,u,v)T e as matrizes A, B e C sdo:

100 @ h+¢ 0 70 h+(
A=1010|, B=|lg @ 0| e C=[07 0
0 01 0 0 u g 0 ©

As velocidades caracteristicas segundo a direcgdo normal & fronteira, dz /dt, resultam

do problema, de valores préprios

dz
d —_— — =
et (dt A B) 0,

equivalente a

(%)3—3<%)2a+ [3@2—g(h+€)]i—f—a3+g(h+<)ﬁ=0- (3.8)

Desta equagdo obtém-se:

(&) - 7, (3.99)
(%)2 — A+ Vet 0, (3.9b)

(g) N AT} (3.9¢)

Estes valores préprios sao reais e distintos, pelo que, na auséncia de atrito e de
dissipacio turbulenta, o modelo de Saint-Venant é puramente hiperbélico. O nimero
de condicdes a especificar em cada ponto da fronteira deverd ser igual ao numero
de valores préprios positivos. No caso das velocidades caracteristicas (dz/dt), e

(dz/dt); conclui-se que

o fronteira de montante, @ > 0, com @& > 4/g (h+ () — devem ser impostas
duas condicoes de fronteira;

e fronteira de montante, & > 0, com @ < 4/g (b + ¢) — deve ser imposta uma

condigdo de fronteira;

e fronteira de jusante, 4 < 0, com % < —+/g (h + ¢) — nenhuma condi¢ao deve

ser imposta,

e fronteira de jusante, & < 0, com & > —+/g (h+ () — deve ser imposta uma
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cbndigéo de fronteira.

Estas duas velocidades caracteristicas dizem respeito a ondas graviticas e as con-

dicoes de fronteira a impor poderdo ser
¢ =Co(x,t) (3.10)

ou
=1 (x,1) , (3.11)

ou ainda uma combinagio de ambas como o caudal por unidade de comprimento da

fronteira:
(h+¢) &= gqo(x,?) . (3.12)

Oliger e Sundstrém (1978), com base na teoria de Kreiss (1970), concluiram que
a imposi¢do da elevagao da superficie livre (3.10) em fronteiras de montante nio é
conveniente por conduzir a solugdes inst4veis.

A velocidade caracterfstica (dz/dt), ndo se encontra em problemas unidimensio-
nais e pode-se mostrar (cf. Vreugdenhil, 1994, pagina 67) corresponder a uma onda
transversal em que a quantidade transportada é a vorticidade potencial, II, a qual

se define como

m=-2. - (313)

A condig@o de fronteira a impor seria, no caso de 4 > 0:
=TI, (x,t) . (3.14)

A imposicao do valor da vorticidade potencial apresenta dois problemas: o primeiro
reside na dificuldade da sua medigdo para posterior aplicacio; o segundo resulta da
dificuldade da sua introdugdo no préprio modelo quando este se encontra formulado
em termos das varidveis primitivas ¢, @ e 9. Esta segunda dificuldade pode ser
ultrapassada em formulagdes residuais ou variacionais, como o método dos elementos
finitos, através da introducio de multiplicadores de Lagrange. Outra hipétese é a.
imposicdo de condigdes de fronteira alternativas: Oliger e Sundstrém (1978) propéem
a utilizagdo do valor da componente tangencial da velocidade como condicdo de

fronteira: .
=7 (x,1) , (3.15)

enquanto Vreugdenhil (1994) sugere a imposicio da direcio da velocidade.
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Finalmente no caso de uma, fronteira sélida sem reflexdo, 4 = 0, a tnica condicao

de fronteira a impor serd precisamente velocidade normal nula:

u=0.

(3.16)

Com dissipagao turbulenta: apds adigdo dos termos devidos & dissipéu;éo tur-

bulenta, as equacoes de Saint-Venant passam a ser:

¢ __C 0t o¢

5 T8, + (h+¢) % T3 +(h+c) =0,
a_u ﬁ@ g_u_.|_ 8(; 21/@_”2 a_u_|_8_v =0
ot “or oy Jor o2 Moy\dy " oz)
9724_—_‘212_,_—@_,_ %_2,/_8_2?_,/3 @4_8,0 =0.
ot Yoz Yoy oy Moyr "oz \oy " oz

Introduzindo trés varidveis auxiliares, r, s e ¢, tais que

o0t 0v ou 0V

r=a—x, SZ@ e 'q:@-lrga—c,

este sistema pode ser escrito na forma matricial,

U _8U U
A +BG +C5 +DU=0,

onde U = ({,,%,q,1,s)T e as matrizes A, B, C e D sdo

100000 @ h+¢ 0 0
010000 g @ 0 0
a_|0 010008 B_|0 0 & -n
000000 0 0 -1 0
000000 0 -1 0 0
00000 0 0o 0 0 0
5 0 h+¢ O O O | 0000 0 0
03 0 -0 0 000000
7 - 0000
C:gO v 002VteD:00
0 -1 0 0 0 0 000100
00 0 0 0 0 000010
00 -1 0 0 0 00000 1

(3.17a)

(3.17Db)

—2 Vi

o O O

(3.17c)

(3.18)

S O O o o O
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A equacdo caracteristica deste sistema é

det (égj—A* — B*) =0
dt

onde A* ¢ B* sdo as matrizes constituidas pelas cinco primeiras linhas e cinco

primeiras colunas de A e B respectivamente. Esta equago ¢ equivalente a

2 (‘3—: - a) v2=0, (3.19)

de onde resulta a velocidade caracteristica:

at/,

Apenas uma velocidade caracteristica foi determinada, quando o sistema reduzido
de que resultaram as matrizes A* e B* é constituido por cinco equacoes diferenciais
de primeira ordem. Nestas circunstincias, é necessario estudar as curvas definidas

pelas velocidades caracteristicas dt/dz, as quais resultam da equagdo caracteristica
dt |
det (—B* —A*) =0.
dz
Esta equagao é equivalente a

d 4
2 (:—i a— 1) (&2) v2=0, (3.20)

de onde se obtém cinco velocidades caracteristicas:

() =1 () =0 () =0 (&) =0« (%) =0
dz/, @ dz /, dz /4 dz /, dx5

As varidveis dt/dz sdo o inverso das varidveis dz/dt, pelo que teremos:

a), =Y \&),”™ \a),” \&),~° ° \&),”
(3.21)

Velocidades caracteristicas infinitas sdo tipicas de sistemas elipticos. O modelo de
Saint-Venant na presenca de dissipagio turbulenta tem um caracter misto, tipo pa-
rabélico. B pratica habitual na aplicacao deste modelo, em que os termos de difusao
sao de ordem superior, considera-lo como essencialmente hiperbdlico, recorrendo a

especificacdo de condigoes de fronteira do modelo hiperbdlico puro.
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Modelo de Boussinesq

As equacdes de Boussinesq para profundidade constante sao

0 0

—£+ % (h+§)—+ C+(h+§)—: 0, (3.22a)

ot oz
o _dm _du O h* 9 (u v\ _ |
ot +“55+“"a_+gax 3 Oz (6w8t+8y8t) =0, (3.22b)
ov _Ov _0Ov o¢ h? o [ d%*u 02
5+u8_x+0@+95§_§_8_y(—6:1:3t+6y6t>_O' (3.22¢)

Estas podem ser reescritas na forma de um sistema de equagoes diferenciais de

primeira ordem, apés introdugdo de duas varidveis auxiliares, ¢ e 7, tais que:

1= 3z " By ~

O sistema é entao 9U 9U o
A—+B—+C-—+DU=0, .23
ot " Par Ty T (323)

onde U = (¢,4,7,q,7)T e as matrizes A, B, C e D séo

100 0 O 2 h+¢C 0 0 O
010 0 0 g @ 00 -&
A=|001 0 0, B=|0 0 @0 0],
000 0 O 0 -1 00 0
0 0 0 -1 0] 0 0 00 0
(5 0 h+¢ 0 0 ] [0 0 0 0 0]

03 0 0 0 00000
C=|g0 @& 0 -] ¢ D=[00000
00 -1 0 0] 00010
00 0 0 0 0 0 00 1]

A equacdo caracteristica

det (‘?A B) =0

dz 2dg A2
(dt u) a3 (3:24)

conduz a
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de onde resultam as velocidades caracteristicas:

dz =1U dz —ae(d—x)—ﬂ
at/, 7 \dt), at ),

Apenas trés velocidades foram encontradas quando o sistema é constituido por cinco
equagoes diferenciais de primeira ordem. E necessirio estudar as curvas definidas

por dt/dz. Estas resultam da equacao caracteristica

det (ﬁB—A> =0,
‘ dz

dt 2 rdt\? n?
] e —— _— _ 2
(u e 1) (dx) 3 0, (3 5)

de onde se obtém quatro velocidades caracteristicas:

(dt) 1 (dt) 1 (dt) (dt)
e = —, —_ = —, — :0 e — :0
dz /, @ dz /, @ dr /, 7 dz /

E evidente que as varidveis d¢/dz sdo o inverso das varidveis dz/dt e portanto

@-—a d—x—ﬁ d—x—() d—x“ooed—x—oo
/), 7 o \at), 7 \dt), 7 \d/, dt ),

A existéncia de duas velocidades caracteristicas infinitas revela o facto de as equacoes

equivalente a

de Boussinesq terem algum carécter eliptico. Por outro lado os valores préprios reais
determinados ndo sao todos distintos. Dingemans (1997b), no caso unidimensional,
propoe a imposicao de trés condicoes em todas as fronteiras. No presente trabalho
verificou-se no entanto que, para o mesmo caso, a imposicio de mais do que uma
condi¢ao tanto na fronteira de barlamar como na de sotamar introduz perturbacées

no interior do dominio.

Modelo de Madsen & Sdgrensen

As equagoes de Madsen & Sgrensen para profundidade constante sdo

S ou 0 o _ -
at+uax+(h+C)ax+v8y+(h+g)5§_0, ~ (3.27a)
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ou o0u o0l ¢

TR M wi

(3.27b)
1 L0 (a0 L8 (8¢ &%
(3“’) L 8_x(8x8t+3y3t) B (3x2+3y) 0,
L0 X |
o Yoz oy oy
(3.27c)

1 , 0 [ 0%4 0% 0%¢ 9%
- (5“’)” 5y <8x8t+6y6t —bgh” a 52 Taz) =Y
Para reescrever as equacdes (3.27) como um sistema de equagoes de primeira ordem,

introduzem-se as variaveis auxiliares r e ¢, definidas por

) () () oS

+ =4 .
ox Oy
O sistema é entdo escrito na forma

ox Oy

ouU ouU ouU
— —+D 28
A(%Ji—B‘a +Cay+ U=0, (3.28)

onde U = ((,4,7,q,7)T e as matrizes A, B, C D sao

1 0 0 0 0] ‘@ (h+¢) 0 0 0

0 1 0 0.0 g @ 0 0 1
A=1{0 © 1 0 of, B=1|0 o @ 0 0f,

0 (+b) (3+b) 00 bg 0 0 0 O

0 0 0 0 0] | 0 0 0 -1 0]

(5 0 (h+¢) 0 0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 00000
C=|g 0 @ 0 1 e D=0 000 0

bg 0 0 0 0 00010

o 0 0 -10 0 0 0 0 1]

As velocidades caracteristicas dz/d¢ resultam das solugdes nao triviais da equagao

det (‘(ifA B) =0,



120 CAPITULO 3. CONDICOES INICIAIS E DE FRONTEIRA

equivalente a

() (&) ) ()
| +(%+b) (%>a2—bg(h+6)(i—f—ﬂ)=0a (3.29)

de onde para b = 1/15 se obtém

dz 1_ 1 — - dz 1. 1 —
=) =-a+= + + —) =za—= + h+
(dt)l 50 6\/§u 6g (h+¢), (dt)2 5 U 6\/9u 6g(h+¢) e

(%),

Recorrendo novamente 3 determinacio das velocidades caracteristicas inversas, por

]

resolucdo do problema de valores proprios

det (ﬁB—A> =0,
dz

resulta

[¢°]

dit
).
dr /,
Concluimos assim que
o dx 1 1 dx 1
- - g4 = 772 _ — =
(dt)l 2u+6\/9u+69(h+C), (dt>2 5 U

T A e
), 7 o\dt), dt /,

Neste caso temos claramente um conjunto de trés valores préprios reais e distin-

()
dz /

Va2 +6g (h+(),

| =

4]

(3.30)

tos, caracteristicos dos sistemas hiperbélicos, ¢ um outro conjunto de dois valores
préprios infinitos, indiciadores de um comportamento eliptico.
O ponto mais interessante é o facto de as velocidades caracteristicas de cariz

hiperbélico deste modelo serem essencialmente do mesmo tipo das velocidades ca-
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racteristicas do modelo de Saint-Venant sem dissipagdo, as quais correspondem a
sobreposicio de uma onda gravitica e de uma corrente. O modelo de Boussinesq por
outro lado, parece estar mais préximo do modelo de Saint-Venant com dissipacao.
As consequéncias destas similitudes deverdo merecer um estudo mais aprofundado.

Por analogia com a pritica habitual no tratamento do modelo de Saint-Venant
com termos dissipativos de ordem superior, os termos dispersivos nas equagoes de
Boussinesq e de Madsen & Sgrensen sdo considerados pequenas correccoes € 08
modelos tratados como essencialmente hiperbélicos. Por outro lado, nos modelos
estudados, a velocidade @ é sempre uma grandeza de ordem superior e portanto de
médulo inferior 3 celeridade da onda. Desta forma todas as fronteiras abertas com

entrada da onda no domifnio sio simultaneamente fronteiras de geracio e radiagao.

3.1.3 Tipos de fronteira

As fronteiras do dominio de célculo em problemas de engenharia costeira sao essen-

cialmente de quatro tipos:

e fronteira de geracio-radiacdo, localizada a barlamar e por onde se verifica a

entrada da onda no dominio;

e fronteira de radiacio, localizada a sotamar e por onde se d4 a saida da onda

do dominio;
e fronteira sélida parcial ou totalmente reflectora;

e fronteira lateral, sensivelmente paralela aos raios de onda.

Fronteira de geracio-radiagao

Nas fronteiras de geragio-radiagio, geralmente ao largo, duas ondas coexistem: uma
onda incidente de caracteristicas conhecidas e uma onda reflectida produzida no
interior. do dominio e de caracteristicas desconhecidas. Admitindo a linearidade

destas duas ondas, a elevagio total da superficie livre é

¢=¢(r+Cr, (3.31)

sendo ¢; a amplitude da onda incidente e (r a amplitude da onda reflectida. Admi-

tindo que estas duas ondas sdo progressivas, elas serdo tais que

0 0
"a%"‘CIVCI'nI:O e %+CRVCI'HR:07
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com ny e ng sendo os versores das direcgoes de propagacdo das ondas incidente e

reflectida e Cy e Cg as suas celeridades, respectivamente. Daqui resulta que

¢

5t +Crn; -V +Crug - V(g = (3.32)

Atendendo a (3.31), a (3.32) e & equagdo de continuidade local,

¢

3t +V[(h+¢) 1] =0,

pode-se concluir que o vector velocidade na fronteira é tal que

C
a= IC11+

htC C—=¢)n

h-I-C

Obviamente, a celeridade da onda reflectida, Cg, e a sua direcgdo de propagacio,
ng, ndo sdo conhecidas a priori. O procedimento adoptado é o de optimizar a
radiagdo da componente da onda reflectida com o mesmo comprimento de onda da
onda incidente, pelo que se toma Cr = Cy. Por outro lado, a fronteira do dominio
é sempre definida longe da origem de qualquer perturbagéo localizada no interior
deste. Desta forma, é razodvel admitir que a onda reflectida é uma onda plana que
irradia na direccao normal & fronteira, pelo que ny = n, sendo n o versor exterior
da direcgiio normal 3 fronteira. Assim teremos finalmente a condiciio de fronteira
de radiacao-geracao:

Cr

=G I+h+g(c ) n. (3.33)

Fronteira de radiacao

As fronteiras de radiac8o sdo um caso particular das fronteiras de radiagio-geracao,
em que apenas existe a onda que sai do dominio. Admitindo. que uma escolha
criteriosa da localizacao desta fronteira a situa numa zona de pequena profundidade
relativa, é razodvel admitir que Cr = /g h. Quanto & direccdo de propagacao desta

onda recorre-se a um processo iterativo, fazendo:

1
ng==4——1u ' _ 3.34
al | (3:34)

utilizando o vector velocidade calculado na iteracio anterior. Os sinais + e — seriio

utilizados conforme a onda estiver em fluxo ou refluxo. A condicdo de fronteira é
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entao

ng. (335)

Fronteira sélida

As fronteiras sélidas correspondem 3 existéncia de linhas de costa, estruturas de
defesa costeira ou obras portudrias. Uma outra possibilidade é a existéncia de eixos
de simetria. Estas fronteiras poderdo permitir uma maior ou menor reflexdo da
energia das ondas incidentes, a qual é definida por intermédio de um coeficiente de
reflexdo dado pela razéo entre a altura da onda reflectida, Hg, € a altura da onda

incidente, Hj:
Hp

:E.

Expressdes para Kr em fungdo do tipo de estrutura — geometria e material cons-

Kr

tituinte — e das caracteristicas da agitacio podem ser encontrados em varias pu-
blicacdes (Allsop, 1990, Allsop e Hettiarachchi, 1988, Seelig, 1983, Taveira-Pinto et
al., 1998a,b). Uma condi¢do aproximada para este tipo de fronteiras é

i-n=(1-Kr)C ng-n, (3.36)

h+¢
a qual deve ser incluida num processo iterativo em que ng é calculado recorrendo a
expressdo (3.34). E habitual admitir que np ~ n. Em (3.36) a celeridade da onda,
C, podera ser: C = 1/gh no caso de zonas de pequena profundidade; a celeridade
local de uma onda com a frequéncia da onda incidente na fronteira de barlamar,
calculada de acordo com a teoria linear de Airy (2.22); a celeridade local de uma
onda com a frequéncia de pico do esf)ectro, calculada também por recurso & teoria

de Airy, no caso de agitagdo irregular.

Fronteira lateral

As fronteiras laterais correspondem a fronteiras ficticias utilizadas para limitar o
dominio de cilculo em zonas que ndo sio nem de barlamar nem de sotamar. Sao
especialmente necessarias quando se pretende modelar a propagacdo da agitacao
desde alto-mar até a uma zona préxima da costa. Usualmente nao se recorreria
a modelos do tipo refraccio-difrac¢do e/ou do tipo Boussinesq para este tipo de
simulagdo. A expansdo dos dominios de aplicabilidade dos modelos deste tltimo
tipo (cf. Capitulo 2) e a sua maior precisdo tornam no entanto possivel e apelativa

essa simulacao.
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Uma fronteira lateral de geometria arbitraria é, em principio, uma fronteira do
tipo geracdo-radiagao. No entanto, ao longo da fronteira lateral, as caracteristicas
da onda incidente sao desconhecidas, enquanto que a onda radiante podera ser quase
paralela & fronteira, perturbando o esquema iterativo destinado a determinar a sua
direccao, ou, quando de incidéncia obliqua, dando origem a reflexdes sem qualquer
sentido fisico. »

Uma forma simples de contornar este problema, no caso de ondas monocromaticas,
consiste em fazer coincidir o tragado da fronteira lateral com a trajectéria de um
raio de onda. O facto de, neste tipo de problemas, o processo de propagacao da onda
ser praticamente dominado pelo fenémeno de refracgdo, possibilita a utilizacao de
modelos de refracgdo pura (cf. §1.2.1) para determinar o tracado de um ou mais
raios de onda que possam funcionar como fronteiras laterais. As trajectérias destes
raios deverdo estar suficientemente afastadas de zonas de difracgao ou reflexdio bem
como nao incluir nenhuma cjustica nem ser atravessadas por outros raios de onda.
Uma vez definidos desta forma estes limites naturais para o dominio de célculo, as
fronteiras laterais deverdo ser tratadas como fronteiras sélidas com reflexdo total.

Um esquema deste tipo foi aplicado com sucesso no estudo hidrodindmico reali-
zado no dmbito dos trabalhos de protecgdo do Forte do Bugio, situado no estudrio
do Tejo (Seabra-Santos et al., 1997).

Descricao da aplicagdo ao Forte do Bugio: a ondulagio junto ao Forte do
Bugio, proveniente de rumos de WNW, tem que contornar a costa ao largo de Cas-
cais e passar por sucessivas variagoes de profundidade, incluindo o atravessamento
obliquo do canal de navegacao antes de chegar & zona do forte. Foi decidido estudar
a propagacao da ondulagdo com um perfodo de 8 s e rumo 280° entre um ponto
S situado a cerca de 5 km do forte e o préprio forte. No ponto S esta onda teria
uma altura H = 1.5 m, correspondendo a uma altura ao largo de 2 m. Foi primeiro
elaborado um plano de refraccio entre o ponto S e o forte, num dominio rectangular
com 1 km de largura e um pouco mais de 5 km de comprimento (cf. Figura 3.3).
Este plano (cf. Figura 3.4) mostra que as ortogonais sofrem uma grande divergéncia
~ apés o atravessamento do canal de navegacao, com uma consideravel diminui¢ao da
amplitude da onda a sotamar deste. Posteriormente estudou-se a propagacio da
mesma onda entre o ponto S e o forte, recorrendo-se a um modelo de refracgao-di-
fraccao baseado na equacao eliptica de Berkhoff (cf. §1.2.3) e limitado a Sul e a Norte
por duas ortogonais ndo perturbadas do plano de refraccio (cf. Figura 3.5). Desta
forma as condigdes de fronteira a Sul e a Norte correspondem a paredes sélidas com
reflexdo total. Junto ao forte, as fronteiras sélidas apenas reflectem parcialmente
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Figura 3.3: Dominio de célculo e profundidade em metros referida ao Z.H. utilizados
para o célculo do plano de refracgao.
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[1.499860

Figura 3.4: Plano de refraccio e coeficiente de refracgéb para uma onda proveniente
do ponto S com perfodo T' = 8 s. '
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i
|
|

% Figura 3.5: Dominio de célculo e profundidade em metros referida ao Z.H. utilizados
para a simulacdo da propagagao da ondulagdo com o modelo de Berkhoff.
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Figura 3.6: Fase da onda entre o ponto S e o Forte do Bugio, de acordo com o
modelo de Berkhoff.
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Figura 3.7: Altura da onda, em metros, entre o ponto S e o Forte do Bugio, de
acordo com o modelo de Berkhoff.
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Figura 3.8: Vista tridimensional da ondulacfio na vizinhanca do Forte do Bugio.
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a energia da onda incidente. O plano de fase da onda assim simulada encontra-
-se representado na Figura 3.6. A evolucdo da altura da onda é representada na
Figura 3.7, enquanto na Figura 3.8 se apresenta um aspecto da superficie livre na
vizinhanga do Forte do Bugio. Concluiu-se que nas proximidades do Forte do Bugio
a ondulacdo anteriormente referida tem rumo 290° e altura 0.8 m.

3.2 Condicoes iniciais

Os modelos de propagacao da ondulagao requerem, para além da formulacao e im-
posigao de condigoes de fronteira, a formulagao e imposicao de condicoes iniciais. As
condigdes iniciais deverao, em principio, corresponder a uma solu¢cdo do problema
fisico, pois quando tal ndo acontece existe o risco de ndo convergéncia da solugdo
numérica.

Por forma a evitar o surgimento de perturbacées numéricas e de solugoes sem
significado fisico, é usual recorrer & situacdo de repouso, ( = 0, 4 = 0e ¥ = 0,
V(z,y) € Q et = 0, como condi¢do inicial. Dado que a resoluciio numérica das
equagbes que regem a propagacgao da agitacdo requer uma discretizacdo muito fina
do dominio espacial e do tempo e dado que os dominios em estudo sdo em regra
bastante extensos, a iniciacdo a partir do repouso exige simulagoes muitissimo longas.

O arranque a partir do repouso é a abordagem mais conveniente quando se
pretende a reproducdo de situagoes de laboratério: os ensaios fisicos em canais e
tanques de ondas partem precisamente dessa situagdo. No entanto, uma simulagao
demasiado longa conduz geralmente & viciacdo da solucdo numérica por pertur-
bacdes resultantes da acumulagio de ondas reflectidas em fronteiras com deficientes
condigoes de radiagdo e/ou por acumulagdo de erros de truncatura.

Como alternativa, pode-se recorrer & solucao linear de um modelo de refraccao-
-difraccao do tipo de Berkhoff (1972) como condic8o inicial. A principal vantagem
deste esquema é a sua mais rdpida convergéncia para uma situagado quase-periédica
(cf. Avilez-Valente et al., 1997). Por outro lado, introduz-se na simulacio uma
perturbacio de segunda ordem, traduzida numa onda que é necessirio extrair do
dominio ou dissipar no seu interior.

No caso de problemas a duas dimensdes horizontais, e dada a existéncia de vor-
ticidade no plano horizontal, as duas opgoes indicadas ndo convergirdo obrigatoria-
mente para a mesma solucio. Seguidamente, em §3.2.1, faz-se uma breve descrigdo
do modelo linear de Berkhoff, apds o que se procede, em §3.2.2, & andlise de um caso
de estudo em que se comparam as duas metodologias sugeridas para estabelecimento

das condicdes iniciais.
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3.2.1 Modelo de refracgao-difraccgao

Uma aproximacao linear da elevagdo da superficie livre, causada pela propaga¢ao
de uma onda sinusoidal de amplitude infinitesimal, { = R (f e_i‘”>, é obtida por
solugdo da equagao eliptica de mild-slope melhorada (Berkhoff, 1972, Booij, 1981,
De Girolamo et al., 1988):

v-(cogv§)+%ﬂw25+iwwé=o, (3.37)
onde ¢ = ¢ (z,y) é uma fungdo complexa que descreve a amplitude e a fase da
elevagdo da superficie livre, C e C, sdo as celeridades de fase e de grupo locais, de
acordo com a teoria linear de Airy, e w é a frequéncia angular da onda. W é a razéo
entre a energia dissipada por unidade de &rea superficial e por unidade de tempo e
a energia por unidade de drea superficial. Seguidamente, uma aproximagcao linear

do campo de velocidades & superficie é calculada como
— . o —iwt
us—%(—z—ajvge ) . (3.38)

A formulagdo residual do modelo (3.37), apds discretizagdo pelo método dos
elementos finitos, é: encontrar ( € WY tal que
A o Cg 2 a s ~ N 85 s 0
CCVe-V(— Zw ¢ —itwWe(|dd= ¢ CCyp=dI', VopeW".
Q C . T on
(3.39)
Na equagéo (3.39), W® = V° + V0, sendo V° o espaco de fungdes de interpolagio
lineares ou bilineares com continuidade C° usuais em elementos finitos (cf. Zien-
kiewicz, 1977). Detalhes da implementagio deste modelo e extensdo a agitacio

irregular encontram-se descritos em Avilez-Valente (1996).

3.2.2 Caso de estudo

~As duas metodologias anteriormente propostas para a definigio das condigdes ini-
ciais sdo aplicadas a um caso de estudo: a propagacio e rebentacdo de uma onda
sinusoidal, com periodo T'= 8 s e altura H = 2 m & profundidade constante de 10
m, sobre um dominio rectangular com 500 m de comprimen’so, 900 m de largura e
profundidade varidvel. O fundo é formado por um talude com uma inclinacdo de
2% nos primeiros 450 m e uma plataforma horizontal com 50 m de comprimento
junto & linha de costa. Um quebra-mar destacado, com 300 m de comprimento e
20 m de largura, estd colocado em posicdo paralela & costa a 220 m de distancia
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Figura 3.9: Dominio de célculo.
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Figura 3.10: Localizacdo das sondas numéricas.

da fronteira de barlamar. As ondas propagam-se no sentido positivo do eixo OX.
Gracas & simetria do problema, apenas se considera metade do dominio (cf. Figura
3.9). ’

A modelacio foi efectuada recorrendo a uma formulacdo ndo consistente do mo-

delo de propagacio de Seabra-Santos (cf. §2.2.4), tomando o coeficiente & do termo
nso linear igual & unidade e desprezando o termo devido & vorticidade. O termo de
atrito no fundo foi calculado recorrendo ao coeficiente de Manning-Strickler igual
a 0.025 s/m'/3, A rebentagio foi modelada recorrendo ao modelo de Antunes do
Carmo e Seabra-Santos (1996). As condigdes de fronteira foram de reflexdo total
nas paredes sélidas e na fronteira de simetria e uma absorcdo de 25% da, energia
da onda (Kr = 0.866) na linha de costa. Na fronteira de barlamar foi considerada
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uma cc;ndi(;éo de geragao-radiagio. A malha de elementos finitos consistiu em 12720
elementos bilineares de 4 nés com um total de 12984 nés de célculo. Foram efectu-
adas duas simulacdes com diferentes condi¢des iniciais: simulagao (A), situacdio de
repouso — (o = 0, &g = 0 e 7y = 0; simulagdo (B), solugdo linear obtida pelo modelo
(3.39).

Consideraram-se cinco sondas numéricas, cuja localizacdo se assinala na Figura
3.10, para registo e andlise de séries temporais da elevagio da superficie livre e das
componentes cartesianas da velocidade. A sonda 1 é afectada por empolamento
e pela reflexdo da onda no quebra-mar destacado. A sonda 2 é essencialmente
afectada pelo empolamento. Na sonda 3 é evidente o efeito conjugado da difraccao
e da rebentacdo da onda. A sonda 4 é principalmente afectada pela rebentacao e
pela reflexdo da ondulagdo na praia. Finalmente a sonda 5 é importante devido
3 sua localizacao numa zona simultaneamente protegida e afastada da fronteira de

barlamar.

Resultados

As Figuras 3.11, 3.12, 3.13 e 3.14 permitem comparar as duas simulacoes, numa
fase inicial, apds 8 s de simulacdo, e ap(')s' cerca de 2 minutos de simulacao: 144
s para a simulacdo (A) e 120 s para a simulacdo (B). As séries temporais para a
elevacdo da superficie livre, ¢, e das componentes cartesianas da velocidade, e v,
foram comparadas para as simulagdes (A) e (B), por inspecgéo visual, pela anélise da
evolucao temporal das suas componentes harmdnicas e através da anélise no espaco
de fase. Nas figuras apresentadas, a simulagdo (A) é representada por uma linha
ponteada, enquanto a simulagdo (B) é representada por um trago continuo.

Andlise no dominio do tempo: nas Figuras 3.15 a 3.19 representam-se os va-
lores registados pelas sondas. As séries ((t) e u(t) para (A) e (B) sdo bastante
semelhantes nas sondas 1 e 2. Nas sondas 3 e 4, as referidas séries para (B) tém
wma amplitude ligeiramente inferior & régistada para (A), enquanto o erro de fase é
-praticamente insignificante. Por outro lado na sonda 5 é evidente uma muito menor
amplitude nos valores registados para { e @ na simulagio (B) e um evidente atraso
de fase. As diferencas nas séries registadas para 7 sdo evidentes em todas as sondas,
a excepgao da sonda 5, na qual ¥ é identicamente nula. '

Andlise no dominio da frequéncia: a evolu¢io das componentes harmdénicas
das séries temporais foi estudada recorrendo a uma andlise de Fourier tipo FFT com
uma janela temporal de AT = 16 s. A utilizacdo de uma janela de observacao com
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Figura 3.11: Simulagdo (A) apés 8 s.

Figura 3.12: Simulagdo (B) apds 8 s.

uma largura igual a duas vezes o perfodo da onda incidente deve-se & necessidade de
identificar a fase transitéria do fenémeno. Desta forma, e dado que os termos nao.
lineares conduzem a harménicas da onda incidente, todas as componentes de indice
impar corresponderdo ao escoamento transitério, pelo que deverao tender para zero
com o tempo.

Assumiu-se que as harménicas de muito baixa frequéncia eventualmente geradas
(cf. Dingemans, 1997b, capitulo 7) tém amplitude desprezavel. As séries Eq = Eo (t),
Uy = Up(t) e Vi = Vj(t) correspondem ao valor médio da elevagdo da superficie livre
das componentes da velocidade no intervalo de tempo [t — At,¢]. Devido ao declive

e A rebentacdo, é de esperar uma situagio de wave set-up junto & praia, i.e. um
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Figura 3.13: Simulagdo (A) apds 144 s.

Figura 3.14: Simulacdo (B) apds 120 s.

aumento do nivel médio do mar. A situacdo estacionéria, neste caso periddica, é
atingida quando as harménicas de ordem par estabilizam e as componentes impares
tendem para zero. ’ . .

A andlise dos gréficos (cf. Figuras 3.20 a 3.33) mostra uma mais rapida con-
vergéncia da simulacio (B). Mesmo no caso das séries de 7, a simulagdio (B) apre-
senta amplitudes com menores perturbagoes e com valores médios, Vp, mais estaveis.
O fenémeno de wave set-up € visivel em todas as sondas e em ambas as simulac¢ées. O
comportamento algo diferente de (A) e (B) nas sondas 3 e 4 é provavelmente devido &
sua localizagdo na zona de rebentagdo. Da anélise harménica das séries obtidas para

estas duas sondas (cf. Figuras 3.26 a 3.31) é evidente que a simulagdo (B) converge
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Figura 3.15: Séries temporais — sonda 1.
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Figura 3.19: Séries temporais — sonda 5.

rapidamente, enquanto na simulagdo (A) persistem as harménicas impares. Este

transiente bastante longo na simulagdo (A) é muito provavelmente devido & longa

distancia que as ondas tém de viajar desde a fronteira de geragdo. Os resultados
| para a sonda 5 (cf. Figuras 3.32 e 3.33) parecem confirmar estas concluses, pese
! embora as fortes oscilacdes registadas para esta sonda e para a simulagio (B) entre
| t=50set="75s Estas oscilacdes sdo talvez resultado de uma m4 reprodugéo
de alguns dos principais fenémenos, nomeadamente a rebentacao, pelo modelo de
Berkhoff.

g
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Figura 3.20: Componentes harménicas da elevacdo da superficie livre — sonda 1.
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Capitulo 4

Método dos Elementos Finitos:

'Esquemas de Bubnov-Galerkin

4.1 Introducgao

As caracteristicas dispersivas de vérias formulagdes de Bubnov-Galerkin de elemen-
tos finitos, aplicadas s equagdes de Boussines'q para a propagagdo de ondas de
gravidade dispersivas em dguas pouco profundas, sdo estudadas. Procede-se a uma -
anslise de Fourier das equacdes linearizadas para determinar as relacoes de dispersao,
incluindo as celeridades de fase e de grupo, dos diversos esquemas. A sua precisao
é investigada recorrendo & equagao diferencial equivalente. Abordam-se quatro es-
quemas de Bubnov-Galerkin com diferentes graus de interpolagdo. Verifica-se a
existéncia de modos de propagacio com celeridade de fase nula para comprimentos
de onda correspondentes a duas vezes a distancia entre nés. A geragao de harmoénicas
com um tal comprimento de onda pode ter uma origem fisica na cascata de energia
associada ao termo nio linear ou uma origem numérica associada & ndo monotonia
da curva de dispersdo. Esta tltima pode conduzir a fenémenos de aliasing entre di-
ferentes comprimentos de onda na presenca de uma stibita variacdo de profundidade

ou na vizinhanca de elementos de dimensdes muito diferentes. Em qualquer caso
sendo o esquema nao dissipativo estes modos n&o propagantes poderdo contaminar

a solucao.

4.2 Modelo de Boussinesq

A anilise da aplicacio de formulagOes de Bubnov-Galerkin as equagtes de Boussinesq

restringir-se-4 a situagoes a uma dimenséo horizontal, sem qualquer dissipacao de

155
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energia de origem fisica. Os fundos sdo supostos fixos e de variacdo muito suave no
espaco. Nestas circunstincias, a formulagdo cldssica do problema de propagacio de
uma onda dispersiva consiste em determinar as fungdes ((z,t) e @(z,t) tais que:

¢ Op _
= 22 4.1
ot Tos 0 (4.12)
ou  0q h* &u
o "oz~ 3 osar (4.10)
com as condicles iniciais:
i = () para t=0. (4.1c)
¢ = CGolx)

O tipo e niimero de condigdes de fronteira a considerar foram discutidos no Capitulo
3. No problema (4.1), as fungoes g e p sdo, respectivamente, a energia e a quantidade

de movimento locais do escoamento:

| q=%ﬂ2+gC,
p=(h+{a.

4.2.1 Formulacgao residual de Bubnov-Galerkin

A formulagdo residual fraca de Bubnov-Galerkin, com possibilidade de interpolagao
mista, para o problema (4.1) consiste em determinar as fungdes CA €V,el € Vs no

dominio [0, ] x [0, 400, tais que

EAaé anﬁ
i gagdx+/0 cpégdx—o, (4.2a)
¢ 90 Y Ch2 89 %4 . 8% 1 '
/O‘Z’at “/0 Yor ), 3 s ara [%mat]o 0, (4.2b)

V€ Va,1h € Vs,

sendo V, e Vg os espagos de fungdes polinomiais de graus a e 3, respectivamente,

e continuidade C?, usuais no método dos elementos finitos® (cf. Zienkiewicz, 1977).

As funcgdes ¢ e psdo taisque § € V, e p € V. ‘
Considerem-se quatro tipos de interpolacéo:

(a) interpolagdo linear, a =1, 8 = 1;

No caso das fungdes polinomiais de grau zero, a continuidade é do tipo C~1.
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(b) interpolagdo quadratica, a = 2, B=2;
(c) interpolagdo mista, o =0, B =1
(d) interpolago mista, o = 1, B=2.

Para a interpolacdo do tipo (c), é necessério devido & descontinuidade das fungdes de
interpolagao, recorrer a uma formulag&o conservativa, utilizando ¢ e p como varidveis
computacionais. De acordo com Dingemans (cf. 1997b, pagina 513), e apds alguma
manipulacdo algébrica, o problema (4.1) consiste, neste caso, em determinar as

fungdes ((x,t) e p(z,t) tais que:

¢ Op

— — 4-
ot T as (4.32)
op Ogq Oh h? 8%p
L TE g (= —— 4.
8t+3x gaxc 3 0x20t’ (4.3b)
com as condigdes iniciais:
p = ml) para t=0. (4.3¢c)
¢ = @)
No problema (4.3) a fungdo ¢ € Vo é dada por
2
p
= h(.
4=75¢ +gh¢

A formulacio variacional de Bubnov-Galerkin do problema (4.3) consiste na deter-
minacao das fungdes ¢ €V, e p € Vi, no dominio [0, 4] x [0, +o0], tais que '

£ aé £ op
*——dx—i—/ p—dx =0, : 4.4a
/0(‘0875 o (4.42)
Y Lo, £ h . LR? 0 %
/0"7’b5t_dx_—/0 %qu—/og-a—chmﬁ—l—/o E-a—x@xc‘?tdx
2\ L. R
—_\:’Qb (q_axat>]07vwevﬂawevl

Considere-se o dominio espacial [0, ¢] dividido em 7, elementos finitos de compri-

(4.4b)

mento Az. Sejam QA} (t), 2i(t), Ds e hi 08 valores calculados ou conhecidos das funcoes
(x, 1), Gz, t), B(z,1) e h(z) nos n6s da malha de elementos finitos. As fungdes de

aproximagao, ou fungoes teste, 530:
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(a) interpolagdo linear, a = 1, =1

ne+1

{(z,1) = Z N (z) &),

ne+1

a(x,t) = Z N; (z) G(t),

plat) =3 M) (h+ &) w0,
ne+1

il = 3 Mot (5 60 +960)

(b) interpolagio quadrética, o = 2, B=2

2ne+1

E(x,t) = Z M; (z) Gi(t)

2ne+1

o (z,t) = Z M; (z) @ilt)

(z,t) = 2§1M (z) (h +g(t)) a2,

=3 Mt (5 @or +960)

(c) interpolagdo mista, o =0, g=1

{(z,t) = G(t), para @ € i, Tigal

ne+1

p(z,t) = Z N; (z) ps(t)

~ 2

g(z,t) = (1 (B:(0) +pj+1(t)) +ghi é:i(t))J para T € |z, Tira| ;
+ Gi(t) : |

(d) interpolacdo mista, o =1, f =2

ne+1

{(z,t) = Z N; (z) &)
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N; Nit1
O () e e - O - o O ——(——)
Nos 1 i) 3 Ti-1 i Titl Tit2 Tne—1 Tne Tng+l

b IO OO 1@ QIO

(a) Elementos lineares.
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< Maiy2
Mo /4
1 .
0—*_0 - - - -
Nés z1 z3 z3 ®2i-1 @23 Daipl 242 T2i+3 Bome—1 Tine T2netl
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(b) Elementos quadraticos.

Figura 4.1: Fungoes de interpolagdo globais.

2ne+1

i) = 3 M (2) (),

2ne41 -

p(z,t) = Z M; (z) (hj + 5(%75)) a;(t) ,

ne+1

) = 5 Mot (e 04050 -

Como é habitual nos esquemas de elementos finitos, as fungdes de interpolacao
globais, Nj,i = 1,...;7 + 1, e Mj,j=1,...,2ne+1 (cf. Figura 4.1), néo sao
explicitamente definidas. Os integrais nas equagoes (4.2) e (4.4) sdo calculados
por integracdo sobre cada elemento e as equagdes discretas sao obtidas somando a
contribuicio em cada né (para detalhes, ver Zienkiewicz e Morgan, 1983, paginas
108 e seguintes). A integragdo é realizada recorrendo as funcdes de interpolacao
elementares (funcoes de forma) Nf,i=1,2e M}, j = 1,2,3 (cf. Figuras 4.2 e 4.3)

que a seguir se apresentam.
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. Ne
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/" ) N\
1 1
O Ommp>

Figura 4.2: Fungdes de forma locais lineares.

Ti-1 Ty Ti+l Ti—1 T; Titl Ti—1 T  Titl

Figura 4.3: Fungoes de forma locais quadraticas.

e Funcdes de forma lineares:

Ne = A””A; T (4.52)
Ng = -& , (4.5b)
COMZT =2 — Te € AL = Tey1 — Te-
e Funcdes de interpolaco quadraticas:
Mf:2(£—)2~3£+1; (4.62)
M;=—4£(Z‘%—1); (4.6b)
Mg = -A% (2 Z% _ '1) o (4.6¢)

COMm T =T — Toe—1 € AT = Ter1 — T2e—1-

4.2.2 Erro local devido a discretizacao espacial

Dois tipos de erro local sio examinados neste ponto: o erro na solugao, restringido
3 andlise da forma linear das equacdes em fundo horizontal; o erro de truncatura

da equacéo diferencial equivalente, passivel de aplicagao & formulacao completa das
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equacdes mas restringido, no presente trabalho, as equagoes para fundo horizontal.
Neste tipo de anélise é ignorado o efeito das condigdes de fronteira e das condigoes

iniciais.

Equacgoes discretas

Os esquemas de discretizacio referidos conduzem a diferentes equacbes algébricas
para o j-ésimo né. No caso dos elementos de trés nés consideram-se as equacoes
discretas associadas ao né extremo do elemento e as equagdes associadas ao nd
interno. Na sua forma adimensional, obtém-se as seguintes equagOes discretas para

fundo horizontal, onde o fndice ¢ significa “derivada em ordem ao tempo”:

(a) interpolagdo linear: a =1e =1

JAV WO 2 s hr. R
T [(Cjﬂ)t t4 <Cj)t + (Cj—l)t] + 5[ jH u]_l] (4.7a)
€12 ;.
-+ 3 [C 4141 — G uj—l] =0,
A € . 1r- ~
[(“JH)t + 4 (i), + (@-1),) +7 [(uj+1)2 - (uj—l)z] +3 [Cjﬂ - Cj—l]
s B . . " .
iy v [(@41), — 2 (85), + (@5-1),] = 0;
(4.7b)
(b) interpolagio quadratica: a =2e =2
i. nd extremo
Az A . X “ "
22 [ (Gea), +2 (m), +8(8), 2 (6m0), - (62)
g [ ﬂj+2 -+ 4ﬂj+1 - 4’&3'_1 + aj_2:| (48&)
er s . s ;. s
+ 6 [ Civa iy + 4G Gy — 41 Gy + G2 uj—2] =0,
Az . . N N N
=0 [ (@j42), + 2 (1), + 8 (&), + 2 (8j-1), — (@j-2),)
€
4 [ 310" + 4 @53)° = 4850)° + (i)'
11 =« . . .
ts [— Givz T 4G+ — 41+ Cj—2]
h? . . . . .
—o? 5 Az [— (@j42), + 8 (Bj41), — 14 (85), + 8 (Gj-1); — (fij—2);] = 0;

(4.8b)
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ii. nd interno

3 1(6n),+8(6),+ (6)

) L A (4.92)
+5h (501 — @51] + 5 € |Gy = G 8] =0,
Zlk_g [(@541), + 8 (@), + (@5-1),] + %6 [('&j+1)2 - (ﬁj—1)2]
+ g [éj+1 - éj-l] - o® h* 9% (1), — 2 (85), + (@5-1),] = 0;
(4.9b)
(c) interpolaco mista: @ =0 e 8 = 12
Az [(5j+l/2) 1 (53'—1/2) t] + ‘[ﬁj+l —ﬁj—l] =0, (4.10a)
%:E [(Pi41), + 4 (B3), + (Bi—1),] + h[éj+1/2 - éj—1/2]4
T ( +66j+1/2) (027 ¢

4 (h +Eéj—1/2> [(ﬁ' +ﬁj_1)2] (4.10b)

B ) .
? o [Bia), = 2(35), + (Bi-1)y] = 0;

— 0

(d) interpolacdo mista: a=1e 8 =2

1. né extremo

T 1(6), +1(6),+ (6)]

h. . . N
+ 6‘ [Uj.].g + 4Uj+1 - 4’&_7'_1 - ’U,j_z] (411&)
6 = -~ ~ o A a e A : 2 A~
+t5 [ j+2 Uy + 2 (Cj+2 + Cj) Tjp1 — 2 (Cj + Cj—z) fhj—1 — Gj—2 uj—Q] =0,
Az . R R . )
0 [— (542), + 2 (@41), + 8 (8), +2 (@5-1), — (Gj-2),]
€ N 9 R 2 1 a -
+ 192 [(%‘4—2) — (Gj-2) ] —+ 6 [Cj+2 - Cj—z] o (4.11b)
G

0 s [ (fgs2), + 8 (541), — 14 (8), +8 (85-), = (85-2),] = 0;

2A equacdo discreta da continuidade foi obtida por soma das equages para dois elementos
contiguos.
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ii. né interno®

82 (6 5 (5),+5(6),* ()]

hi. R N N N N
+ g[ jrs F Al + G — By — 42— “j—3]

(4.12a)

€ ; 1 ; > ~ x ~

+ 6 [Cj+3 Uj+3 +2 (Cj-i—?) -+ Cj-i—l) Uj+2 + Cj+1 Uj+1
— éj—l 'l/,\l,j__l -2 (éj_l + éj_g) ’llj_Q — 6j—3 fl’j—?’] =0 ,

Az . ) .
3 [(@141), + 8 (@), + (@5-1),]

€[/ 2 N 2 212 A
+3 [(Uj+1) — (fij-1) ] +3 [Cj+1 - Cj—l] (4.12b)

s h°

9 97 Az [8 (tj41), — 16 (i), +8 (uj—l)t] =0.

Equacdes diferenciais equivalentes

A anglise do erro de truncatura cometido na discretizacio dos problemas (4.1) e
(4.3) foi efectuada recorrendo &s equagbes diferenciais equivalentes dos esquemas
numéricos. Bstas equagdes sdo obtidas por substituicdo, nas equagdes discretas;
dos valores de éj:l;,?,, 6j:!:27 éj:\:l, éj:&:l/z, fij43, G2 € Ujn pelas suas expansoes em
gérie de Taylor centradas em T = Zj. Como se pode constatar da inspecgdo das
equacoes diferenciais equivalentes, a discretizagao corresponde sempre 3 resolugao
de um problema modificado pela introdugdo de termos dispersivos e ndo lineares
de origem puramente numérica. A ordem de grandeza destes termos é fungdo do
comprimento adimensionalizado do elemento finito, kAz. Nenhum dos esquemas '
introduz termos dissipativos. Qualquer dissipagdo numérica, fundamental para a
estabilidade do esquema, terd de ser obtida via integracao no tempo.

No que respeita & precisao dos métodos, o esquema de elementos lineares de dois
nés é o mais preciso. Os termos dispersivos numéricos sao, neste caso, de ordem
O (o? (kAa:)‘?, (kAa:)4), afectando essencialmente os grandes nimeros de onda, devi-
do a estarem associados a derivadas do quinto grau. Todos os restantes esquernas Sa0
de ordem O ((kA:v)2), com termos dispersivos numéricos semelhantes a0 analitico,
visto estarem associados a derivadas do terceiro grau. Neste tiltimo caso, € em aguas
muito pouco profundas, quando Az = h, 0s termos dispersivos analitico e numérico
poderdo ter ordens de grandeza muito semelhantes, de onde resultam esquemas de

fraca precisao.

3 A equagio discreta da continuidade foi obtida por soma das equacdes para 0s nos j — lej+1.
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Apresentam-se de seguida as equagdes diferenciais equivalentes para os diferentes
tipos de discretizacao

(a) interpolacdo linear: a=1, =1

o 9 _ (kAz)" N a0 a¢ 0%
6t+8x 180 (h—l—e() 8x5+6u

95 T 005 Bt
345 6u 524 i 93¢ 824
+0 ((kAa:)G) ,
' (4.13a)
ou 94 04 ,h* Pu (kA:Jc) , ¢ iy (kAz)* 0%
ot "or ° 3 oz2ot =0 gy MmO 108 950t

5.5 A 4~ YT PN
+ea2h2(k§g) ﬁg;;_‘_Sg_Zz;:_{_mauau]

0x? 0x3
O ((kAz)Y) ;
| (4.13b)
(b) interpola¢do quadritica: a =2, f =2
i. n6 extremo
o 9 _ (kAz) N2
ot Tor 30 (h+e€) 5
(kAz)? | 83 ol e*a 92 00
te 3 e 3o e o
+ 0 ((kA)°)
(4.14a)
0a 94 _ 12 i (kAx)® 93¢ , (kAz)® 3%
ot ' Oz 3 0120t 30 ox3 360 Oz*ot
(kAz)* [ 8% 04 0% (4.14b)
30 |"oa8 TP os 002

@ (02 (kAx)4, (k:A:c)G) :
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ii. nd interno

165

8¢  op _ (kAx) i
ot + or (h te C) 3t
<mw $Z0 g KPP0
Y 93 x Ox? 0x? Ox
(kAx )
(4.15a)
o1 04 _ s W Pia_ (kAz)? 8 2 (kAz)? 84
ot Oz 3 0z20t 60 Oz3 720 Ozt
3 (kAz)® [ &% 04 0%
o0 |“om T 355 02
+0 (02 (kAx)4, (kAm)ﬁ) :
(4.15b)
(c) interpolagdo mista: o =0, =1
of 0 _ (kDo) &% 4 4.16a
5t =" o a3+(’)((k:A:1c)), (4.162)
op N 05 b Pa (kAz)? " ¢ 2 (kAz)? 2 P
ot Oz 3 0x20t 8 0x3 12 Ozt ot (4.16b)
O (e (kAz)?, (kAx)4) ;
(d) interpolagdo mista: oo =1, =2
i. né extremo
ol  9p _ (kAz)’ il
ot "o 12 (h+e) a3 |
(ka2)? [ 00 0, 8% 4] (17a)
12 oz dz? oz? 0z

+ 0O ((kA)Y)
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9 8§ Lk Ba 283<
5%t 7 3 e GO(Ax)

0% 0i 0%
— 6 - (lﬂAZE) [ + 5:; 83;2]
2 (kAas) 2 35C 4y .
o 5 h 8x43t+0((kA$))’
(4.17b)

ii. no interno

o8 o (kAz) i
ot oz 12 (h”C)

2.0 275 90
ooy [oC e, % 0a) (4180
12 Oz 0x? 0z2 0z
+ O ((kAz)Y) ,
on 04 _ B u _ (kAz)® 8%
ot = Oz 3 0120t 60 Oz

_ (kAR)* T 8% +3@g2_a
¢ 60 b ox3 Ox 02

2 kA 2 4
(72‘3) B (%fa + O ((kAD)") .
(4.18b)

Relacoes de dispersao discretas

A anélise do erro local da prépria solugdo é feita recorrendo as relagdes de dispersao
linear dos problemas discretos (4.1) e (4.3).

Admitindo a linearidade das equacdes de Boussinesq, i.e. com € = 0, e supondo
que ¢ e @ sdo funcdes que admitem desenvolvimentos em série de Fourier, tem-se

como soluctes gerais as funcoes:

+o0 o

((z,t) =R ( A (k) eileemwl®)i g=s(ht dk) , (4.19a)
+oo :

i(z,t) =R ( / Ay (k) eftbe—w® —S<k>tdk) (4.19D)

onde % é a unidade imagindria, k é o nimero de onda, A, (k) e A, (k) sdo as fungdes
densidade espectral, w é a frequéncia angular da onda e s é o coeficiente de amor-

tecimento. Note-se que no caso da solucdo analitica tem-se s = 0. Em virtude
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das propriedades das séries de Fourier, cada termo dessa série é também solucdo do
problema linear. Por conveniéncia de escrita, o simbolo R, que designa a parte real,
serd doravante suprimido.

As relacbes de dispersdo dos problemas discretos:

w=w (kh,kAz) , (4.20a)
C = C (kh, kAz) | (4.20b)
Cy =Cy (kh, kAx) , (4.20c)

sao obtidas por substituicio das solugbes particulares:

(CAj:i:n)t =—i (w—1is) §etinkie, (4.21a)
(fljan), = — 1 (w —i8) G;e™nkAT | (4.21D)
bjan = §eFinkae, (4.21c)
U = B €T (4.21d)

nas formas linearizadas, i.e. tomando € = 0, das equagdes discretas (4.7) a (4.12) e
posterior resolugao destas em ordem a w—1%s, para uma solucdo nao trivial. Deste
procedimento, verifica-se que: s = 0 para estes esquemas numéricos, que portanto
sao nédo dissipativos; os quadrados das celeridades de fase tém expressdes do seguinte
tipo:
o _ A - (4.22)
gh B (D (kh)* + F (kAzx) )

onde os coeficientes A, B, D ¢ E dependem do tipo de esquema utilizado.

(a) Interpolagdo linear: o =1, =1

A=9sn’kAzx,

B =2+ coskAz,
D =2-2coskAzx,
E =2+coskAzx.

(b) Interpolagdo quadrética: o =2, § = 2
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i. né extremo
1 2
A=175 [SinkAa: — 4 sin (5 kAx)} ,
‘ 1
B =4—coskAx + 2 cos <§kAa:) ,
| 1
D =70+ 10 cos kAz — 80 cos (5 kAx) ,
. 1
E =12 = 3 coskAx + 6 cos (—ikAx> ;
il. né interno
.o f1
A =300 sin 3 kEAz ),
1
B =4+ cos (—2—kAa;> ,
) _
D = 40 — 40 cos (5 kA:c) ,
1
E =12+ 3 cos <§kAx> .
(c) Interpolagéo mista: & =0, =1

A = 6 sin kAz sin (% kAx) ,

B = cos (% kA:L') ,

D =2-2coskAz,
E=2+2coskAx.

(d) Interpolagio mista: a =1, =2

1. n6 extremo
A =15sinkAzx [sin kAx + 4 sin (—;— kAx)] ,

B =2+ coskAz,
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D =170+ 10 cos kAz — 80 cos (—;— kA:n) ,
1
E =12 — 3 coskAz + 6 cos (5 kAa:) ;

ii. né interno

A =30sinkAzx [sin (% kAx) + 4 sin kAz + sin (% kAm)] ,

B = cos (% cha:) + 5 cos <% kAa:) ,
kAm) ,

FE =124 3 cos (lkAa:>

o

D=40—4OCOS(

DO |

A relacio de dispersdo (4.20a) e a celeridade de grupo (4.20c) para os diferentes
esquemas de elementos finitos podem facﬂmente ser obtidas a partir das expressdes

para a celeridade de fase:

v _m<, (4.232)
g/

o1y M 00 | kA ac?
- 2C2 9 (kh) | 2C? 8 (kAz))

>
5
=

(4.23b)

Desenvolvendo o quadrado da celeridade de fase e a celeridade de grupo do

modelo de Boussinesq, em série de Taylor em torno de kh = 0, obtém-se:

2]2;%@ =1-3 (kh) +3 (kh) +0 ((kh)°) , (4.24a)
(Cg)Bouss _
~Jah 1- (k‘h) +5 (kh) +0O ((kR)°) . (4.24b)

Estes resultados podem ser comparados com 0S obtidos usando as expansoes das
celeridades dos esquemas discretos em série de Taylor em tornode kh =0e kAz =0,

os quais sao do tipo:

c? 1,2 1,4
Z_ =1—=(kh)* + = (kh)” + Erro
gh 3 9 (4.25a)

+ 0O ((kh)°, (kAz)® (kh)*, (kAz)* (kR)?, (kAz)°) ,
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C, 1 2 O L\
29 =1— = (kh)*+ 7 (kh)" + Erro
NZT ) 24 ? (4.25b)

O ((kh)°, (kAz)® (kh)", (kAz)* (kh)?, (kAT)%) .

Os termos de erro numérico de ordem mais baixa, Erro; e Errog, sio apresentados
na Tabela 4.1 para os varios esquemas de discretizagao espacial.

E evidente da inspeccio da Tabela 4.1 que os erros numéricos dominantes sa0
de ordem O ( (kAz) ) —— ordem presente em todos os casos excepto na discretizacao
linear de igual ordem (o = 1 e § = 1) — e de ordem O ((kAz)* (kh) ?) — ordem
presente em todos os caso sem excepcao.

Para pequenas profundidades relativas (e a expansdo em série de Taylor assume

essa hipétese) verifica-se em geral que h ~ Az, nomeadamente por constrangimentos

Tabela 4.1: Erros de aproximagao das celeridades de fase discretas (e = né extremo,
i = né interno).

1 1 '
=1 Erro, = —— (kAz)? (kh)® — — +
o 101 %6 (kAz)® (kh) % (kAz)

_ _ 5 202 L 4
=1 Errog = = (kAz)” (kh) % (kAx)

' 1 s 7 2 2
=2 Erro; = +—(k - — —
o . Iro; B (kAz) 260 (kAz)® (kh)” 45 5 (kA$)
1 2 1 2 2
=2 = —— —
B Erroy 0 (kAx) (kAm) (kh) 7 2 0 (kAx)
1 2 4
=2 Erro; = —— (kAz)" + o= - —
o' ITO| 30 ( :v) 72 0 (kA:v) (kh) 13 00 (kAx)

B=2 Erros = ——1— (kA:v)2 + 5 (kAx)2 (kh)? — = (kAz)*

480
a=0 Erro; = (kA:n) — ——(kA z)? (kh)® + 360 (kAx)
B=1 Erros = —|— (kAz)” — ——(kAa:) (kh)® + 384 — (kAx)*
83

=1| |E :——kA — = (kAD)? (kh)? + oo (kAZ
a | Frer (kAz)” 360( ) ( )+7200( )
B=2 Erroy = ——(kA z)” + 7 (kA 7)? (kh)* + 9—66(kAx)4
a=1| |EBro =+ 5 (kA z)? - 720 (kA 7)? (kh)* + 141460 (kAz)*

_9 _ .1 2 1 202, L
B Errog +10 (kAz) % (kA:L') (kh)" + 1920 (kAz)*
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de memoria e velocidade de célculo. Nestas condigdes, é legitimo afirmar que o
esquema de interpolacao linear de igual grau é de quarta ordem, enquanto que os
restantes sio de segunda ordem. Por outro lado, o célculo do aproximante de Padé
multivariado (em kh e kAz) de ordem [0/2] dos quadrados das celeridades de fase e
de grupo numéricas (cf. Tabela 4.2), confirma que, de facto, s6 a interpolacao linear
conduz a resultados iguais aos da celeridade de fase e da celeridade de grupo do
modelo de Boussinesq.

As curvas de disperséo, para discretizacoes tais que Az = h/2, sdo reproduzidas
nas Figuras 4.4 a 4.7, na sua forma adimensional: w/ Va/h, C//gh e Cy/+/gh.
Nestas figuras, a linha tracejada corresponde ao modo de propagagao analitico, a

linha continua a0 modo numérico associado aos nés extremos dos elementos e a

Tabela 4.2: Aproximantes de Padé multivariados [0/2] para as celeridades discretas
do modelo de Boussinesq (e = né extremo, i = né interno).

1 , 1 )
Esquema o [0/2]C o [0/2](Cy)
1 1
Airy _ —_—
1+ % (kh)? 1+ (kh)
Boussines ! (exacto) !
ussinesq _— —_—
1+ % (kh)? 1+ (kh)
1 1
a=1,8=1| | ——— -
1 1
a=2,0=2|e T T 1
1+ (kh)? — = (kAz)® | 1+ (kh)® — z (kAz)?
1 1
a=2pF=21 1 2 1 2 2 1 2
Lt = (Bh) + 5= (kAZ)® | 14 (kh)* + 15 (bAo)
1 1
a=0p=1 1 2 1 2 2 1 Az
1, =2 ! !
a= =2|e
’ 2
1+ % (kh)? + % (kAz)? | 1+ (kh)® + - (kAz)?
g2 1 1
a= =21i
’ 1
L4 2 (k) — = (kA2 | 1+ (b0)° = £ (kA0)’
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Figura 4.4: RelacGes de dispersao com elementos lineares de dois nés. Solugao
analitica (——) e solugio numérica (—).

marcagio trago-ponto ao modo de propagacio numérico associado ao ponto interno
do elemento, quando este existe (o =2 ou B =2).

Da inspeccdo das curvas de dispersao, pode-se concluir que a utilizagao das
formulacdes com interpolagio de igual ordem implica a ndo propagacdo das ondas
com comprimento A = 2Az (A = Az no caso de elementos de trés nds), ao qual
corresponde kh = n7 (kh = 2n 7 no caso dos elementos de trés nés) com n = h/Az.
Ondas com este comprimento estardio sempre presentes em problemas ndo lineares,
geradas pela cascata energética devida a0 termo @ 8%/0z. Além disso, a existéncia de
dois comprimentos de onda possiveis para cada frequéncia excitadora, faz com que,
mesmo em problemas lineares, a existéncia de singularidades no dominio — variagoes
bruscas da profundidade ou elementos finitos vizinhos de dimensbes muito diferentes

— provoque o aparecimento de ondas de comprimento muito pequeno. Por outro
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Figura 4.5: Relacgoes de dispersao com elementos quadraticos de trés nds. Solugao
analitica (——) e solugBes numéricas: né extremo (—), né interno (—--—).

lado, a celeridade de grupo para os mais pequenos comprimentos de onda possiveis
& de sentido contrario ao da celeridade de fase e de maior valor absoluto. Sendo que -
as perturbagdes, de origem numérica ou fisica, tendem a agrupar-se e a propagar-
-se com a celeridade de grupo, nos casos em que esta celeridade é muito elevada
(interpolagéb mista, linear em ¢ e quadrética em %), poderdo rapidamente alcangar
as fronteiras do dominio, antes mesmo de, por interaccdo néo linear, toda a energia
ser transferida para o nimero de onda nao propagante. Serd pois conveniente que
todas as fronteiras, incluindo as fisicamente reflectoras (e.g. quebra-mares), sejam
transparentes para os comprimentos de onda mais curtos.

" As duas interpolacdes mistas sdo bastante diferentes entre si. O caso mais sim-
ples, a =0 e B =1 (cf. Figura 4.6), elimina o problema dos modos néo propagantes

para ondas que se deslocam segundo os eixos coordenados. No entanto, estes modos
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Figura 4.6: Relagdes de dispersdo com interpolagao mista — constante em ( e linear
em 7. Solugdo analitica (——) e solugéo numérica (—).

voltam a aparecer em dominios bidimensionais para ondas que se propagam fazendo
um 4ngulo de 45° com os lados da malha (caso estudado mas ndo apresentado de
malhas regulares de quadrados). O caso oo = 1, § = 2 (cf. Figura 4.7) é bastan-
te interessante. Existem dois modos de propagacdo distintos sendo que, no modo
associado ao nés inter-elementos, se repetem os problemas ja referidos para os ele-
mentos lineares e quadraticos, enquanto rque o modo associado ao né interno de cada

elemento apresenta celeridade ndo nula para qualquer comprimento de onda*. No

4Num trabalho anterior (Avilez-Valente e Seabra-Santos, 1997), os resultados relativos a este
modo eram diferentes. Nesse trabalho, a equacao da continuidade discreta era obtida considerando
um elemento finito isolado. A equacéo da continuidade a que se recorre nesta dissertagdo, pelo
contrério, é obtida somando as equacdes discretas da continuidade para os dois nés extremos do
elemento. Este procedimento justifica-se por ser andlogo as combinagdes lineares utilizadas na
resolucdo de sistemas de equacdes algébricas.
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Figura 4.7: Relagbes de dispersao com interpolagao mista — linear em ¢ e quadratica
em u. Solucio analitica (——) e solugdes numéricas: né extremo (—), n6 interno

(=)

entanto, em ambos os modos, a celeridade de grupo associada aos mais pequenos
comprimentos de onda, A = 2 Az, tende para infinito. No caso de condicoes de fron-
teira transparentes ha portanto a possibilidade de, rapidamente, extrair qualquer

perturbacio do dominio.

4.2.3 Discretizacdo total

A anslise da discretizacdo total, no espago e no tempo, serd efectuada apenas para
a interpolacio espacial baseada em clementos lineares de dois nés. A discretizagao
temporal serd baseada em esquemas de diferencas finitas a um passo, envolvendo
dois instantes no tempo (para outros esquemas, Ver Coimbra, 1992, Dahlquist e
Bjorck, 1974).
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Dada uma funcao f(t), expandindo;a em série de Taylor em torno de t = t,+6 At,

com 6 € [0,1] e sendo tpy1 = tn + A, resulta

fty) =f(tn+0AL) —0AL of +0((At)?%)
" Ot |1, 400t
ftnp1) = f @t +0AL) +(1—0) At %—iﬁ + 0O ((A1)%) .
t=tn+0 At

Combinando estas duas expansdes, obtém-se o esquema pretendido:

of _ f ) = ()
at t=tn+0 Al - At 049

f (ta+0A8) =0 f (tnir) + (1= 60) f (ta) + O ((A1)°) -

Equacgoes discretas

As equacdes discretas do esquema com discretizacao total sdo entao:

Az [(A;”‘;“11+4€;’“ C"“) - ( n A+ )]

6At
[9(7111 i) + (1= 0) (i — 470)]

+ % [ 41 1 — G ﬂj_1] =0,
AT (a4t i) — (840 + 1)
+ ol - @] + @ -0 (@) - @3]}
% [ ( ?:11 Jn+11) +(1-9) (AJT‘L+1 - A;'z—l)]
ot a2y ) - (- 205+ )] =

0,

(4.26a)

(4.26D)

(4.27a)

(4.27b)

(4.28a)

(4.28b)

onde, como é habitual, o indice n identifica as varidveis calculadas para o instante

t, e o indice n + 1 identifica as varidveis calculadas para o instante tn41 = tn + At.

Equagcoes diferenciais equivalentes

Substituindo nas equagdes discretas (4.28) f}‘il e 47, pelas respectivas expansoes

de Taylor em torno de z = z; e t = t,4 e aplicando recursivamente a equagao dife-
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rencial (4.1) para simplificar as derivadas de ordem superior, obtém-se as equagoes

diferenciais equivalentes do esquema numérico. Resulta assim:

%+@=At<9—§>h%ﬁ_§ (9_1) EPRLAS

ot Oz O0x? 3 2 ozt
o (1, g g) 2
+ (At) (6+9 0) hax3

(Ll 3p Llg) @<
(A?) (24 30+30 30 ) g (4.292)

——(At) (Az)? (-—9) hg;—i

O ((At)?0?, (At) 2(Az)?, (A, (Az)*,
(At)’e?, (Az)(At)%€) ,

on  8G ,h> % %4 1\
TR M W r (9"’) g (&Y’ (6 +6 _9) z
1 1,5\ 0%
— (Ap? (---0 ——9> -

! (At) (Az)? (--0) hg;;

O ((A1)%0?, (AL (Az)?, (At)*, (Ax)*, (Az)?0?
(A1)’ (Az)(At)*€?) .

IV

|

w

Q

(4.29b)

Da inspecgao das equagoes (4.29) e admitindo que At ~ Az ~ o ~ €, pode-se

concluir que trés casos sdo possiveis:

1 e s
o 0= 3" obtém-se o esquema de Crank-Nicholson. Esquema ndo dissipativo €

com erro de dispersdo de segunda ordem;

1 . ] N I ~
e 0> 3 . obtém-se um esquema estdvel com dissipacao de primeira ordem;

]‘ rd - Ve . -
0 < 3 . obtém-se um esquema instavel com erro de primeira ordem.

A anélise das relacoes de dispersao discretas permitird confirmar estes resultados,

como se verd de seguida.
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Relacgoes de dispersao discretas A

A anélise do erro local da solucéo é feita recorrendo as relagbes de dispersao linear
dos problemas (4.1) e (4.3), ap6s discretizacio no espaco e no tempo.

Tal como para a anslise da discretizagdo espacial, supde-se que as fungoes ¢ e
%, solucoes da, forma linearizada das equagbes de Boussinesq, admitem desenvolvi-
mentos em série de Foufier, dados pelas expressoes (4.19). As solugbes particulares,

para um nimero de onda genérico, k, sdo entao:

0y = (P etikhe (4.30a)
Wy, =07 €A | (4.30D)
(il = G (P etihae (4.30c)
uit = G} e™hee © (4.30d)
onde G é o coeficiente de propagacdo, dado por
G = Hmian, (4.31)

Substituindo as expressoes (4.30) nas formas linearizadas, i.e. tomando € = 0,
das equagtes discretas (4.28), obtém-se uma expressdo para G, o qual é raiz do
polinémio caracteristico da matriz do sistema.

As relaces de dispersdo do problemas discreto:

w = w (kh, kAz,Cr,0) , (4.32a)
C =C (kh,kAz,Cr,0) , (4.32b)
Cy = Cy (kh, kAz,Cr,0) , (4.32¢)

onde C'r, numero de Courant, é dado por

At

Cr= ghAx’

(4.33) -

relacionam-se com o coeficiente de propagacio G.
Definindo uma celeridade de fase complexa, C' = (w/k) — i (s/k), cuja parte real

estd associada a propagacao da onda e cuja parte imaginaria estd relacionada com



4.2. MODELO DE BOUSSINESQ - 179

a sua dissipacéo, teremos para C' a expressao:

c 1

N =l e AL logG. (4.34)

Por seu turno, a relacio de dispersao (4.32a) e a celeridade de grupo (4.32c) podem
ser obtidas por intermédio da expressdo para a celeridade de fase:

w C
Y5 (kh _—> , 4358
TaTh Vo (4.85a)
kh 0C? EAz OC?
¢,=C (1+ 307 3G 207 a(m@) . (4.35b)

Desenvolvendo os quadrados da celeridade de fase e da celeridade de grupo do

esquema numérico em série de Taylor, em torno de kh =0 ¢ kAz = 0, resulta

%:1—2'% (9—-;—) Cr (kAx)
- % (kh)® + [39 (1-6)— %] Cr? (kAz)”
+i (9 ~ -;-) Cr (kAz) (kh)* + z% (0 — —;—) [5 —-1260(1— 9)]07'3 (kAw)?’.

+ O ((khy*, (kR)*(kAZ)?, (kA)") |
(4.36a)

%’;3-2 =1+14 (9 - -;—) Cr (kAz) — (kh)? + [100(1 —-0) — 3] (kAz)?

+ z—g- (9 — %) Cr (kAz) (kh)® +i [100 (1-6)— 4] (9 - %) Cr? (kAz)®
+ O ((kh)*, (kh)*(kAz)?, (kAz)") .
' (4.36b)

Nestas expressdes, a componente imagindria corresponde a termos dissipativos de
origem puramente numérica e de primeira ordem, i.e. O (kAz), enquanto que a
componente real corresponde & dispersao de frequéncia, com um erro numérico de
segunda ordem, i.e. O ((kA:v)z) Note-se que para § = 1/2, as componentes ima-
.gindrias das celeridades s&o nulas, logo s = 0, pelo que o esquema se diz neutralmente
estavel. Por outro lado, e caso os termos de ordem mais baixa sejam de facto do-
minantes, para # > 1/2, o esquema é dissipativo e portanto estdvel, enquanto que,

para 0 < 1/2, o esquema ¢ instavel.
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Para o caso neutralmente estével (§ = 1/2), admitindo que kAz = kh/n, os
aproximantes de Padé de ordem [0/2] dos quadrados das celeridades numéricas sao,

para a discretizagdo total:

1 1
—[0/2]C* = 5 , (4.37a)
oh 1+ (—:1); + %) (kh)?
1 1
—-[0/2](Cy)* = ; : (4.37D)
gh Co14 (1 + %) (kh)®

Estas expressoes, as quais incluem termos de origem numérica, mostram que a pre-
cisio da formulacdo de Bubnov-Galerkin aplicada as equagOes de Boussinesq e as-
sociada a um esquema de diferencas finitas a um passo para a integragao no tempo,

nao é éptima.

Andlise de estabilidade

Um esquema de célculo diz-se ostdvel se a amplitude da solugéo, na auséncia de uma
fonte excitadora, decrescer monotonamente no tempo. O critério de estabilidade de
von Neumann diz que, num problema linear, tal acontece se e s6 se o médulo do

coeficiente de propagacdo for menor ou igual & unidade, i.e.
|G| < 1. (4.38)

A inspecgio dos coeficientes dos termos de erro nas equacoes diferenciais equi-
valentes e a inspec¢ido da componente imagindria da celeridade de fase numérica
permitiram desde logo classificar o esquema de cilculo no tocante a sua estabilida-
de. No entanto, tratando-se em ambos 0s €asos de expansbes em série de Taylor em
torno de kh = 0 e kAz = 0, o comportamento da solucdio para todos os compri-
mentos de onda possiveis ndo foi explicitado. A anilise do médulo de G, embora
vélida somente para o caso linear, permite avaliar o grau de dissipacao em toda a
gama de nimeros de onda. Nas Figuras 4.8 e 4.9 est4 representada a variagao de
|G| com o nimero de onda. adimensional kh, para duas malhas de elementos finitos
com diferentes discretizacdes, n = h/Az =2en = h/Az = 8, e para dois’ valores
distintos do parametro @ de integragdo no tempo: 6 = 2/3 > 1 /2e0=1/3<1/2

£ evidente que o esquema é incondicionalmente estével (|G| < 1) para 0s casos em
que 0 > 1/2 e incondicionalmente instével (|G| > 1) para os casos em que § < 1/2.

Por outro lado, pode-se constatar que o mecanismo de dissipacio/amplificagdo nao
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NN s e T >y
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kh/m =nkAz/m kh/m = nkAz/w
(8) n=h/Az=2. (b) n=h/Az = 8.

Figura 4.8: Variacio de |G| para § = 2/3 com Cr =2 (—),Cr=1(——),Cr=0.5
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Figura 4.9: Variagiio de |G| para ¢ =1/3 com Cr =2 (—),Cr=1(——),Cr=05
().

é selectivo, dado néo privilegiar os pequenos comprimentos de onda. Um comporta-
mento 6ptimo de |G| implicaria um decréscimo monétono deste com kh (ou kAZ).

E também evidente que tanto uma maior discretizacdo espacial (maior n), como
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uma maior discretizacao temporal (meﬁor Cr), tém como resultado uma diminuicao
do médulo do coeficiente de propagagio. Note-se, no entanto, que o refinamento da
malha espacial conduz a um comportamento ainda menos selectivo do mecanismo

de dissipagao.

Conclusoes

De facto, nenhum dos casos acima considerados ¢ Gptimo. Abbott et al. (1984)
demonstraram a necessidade da utilizagio de esquemas de terceira ordem na re-
solugdo numérica das equagdes de Boussinesq, por forma a garantir a precisdo da
solucdo. Por outro lado, durante uma simulacdo, e conforme o tempo computaci-
onal avanca, o termo convectivo nio linear, % 0%/0z a uma dimensdo horizontal,
produz harménicas de ordem supetior, transferindo a energia das ondas de maior
comprimento para as ondas de menor. comprimento. Este processo fisico dé ori-
gem & turbuléncia e & dissipagdo de energia por processos viscosos. O coeficiente
de viscosidade da dgua é no entanto muito pequeno, pelo que usualmente o termo
que lhe esta associado nem sequer é inclufido no modelo numérico. Desta forma,
na simulagio de um escoamento laminar, toda.a energia é transferida dos pequenos
nimeros de onda para os grandes ndmeros de onda, acumulando-se finalmente no
maior nimero de onda definido pela malha de elementos finitos: kms = 7 /Azx para
elementos lineares. Como se viu, as ondas com este nimero de onda, correspon-
dente ao comprimento de onda minimo, Ay = 2 Az para elementos lineares, tém
celeridade de fase nula. Produz-se assim uma oscilagio numérica com amplitude
crescente no tempo e estaciondria no espago. Nas experiéncias numéricas efectu-
adas (cf. Capitulo 6), estas caracteristicas estdo perfeitamente documentadas pela
existéncia, nos registos espaciais, de uma oscilagao de comprimento A = Apm, a qual
é invisivel nos registos temporais.

Um bom método numérico para as equacoes do tipo Boussinesq deverd portanto
ter, no minimo, precisao de terceira ordem e incluir um termo dissipativo numérico.
Este termo dissipativo devers ser ele préprio de terceira ordem, por forma a nao
comprometer a precisio da solugdo, e deverd estar associado a uma quarta derivada,
para que actue essencialmente sobre os comprimentos de onda mais curtos, sem
praticamente afectar as harménicas principais. No método dos elementos finitos,
um esquema com estas caracteristicas pode ser obtido recorrendo a uma formulagao
de Petrov-Galerkin (cf. Capitulo 5).
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4.3 Modelo de Madsen & Sgrensen

A anlise que a seguir se inclui da aplicagdo de formulagoes de Bubnov-Galerkin as
equagoes de Madsen & Sgrensen restringir-se-4 também & formulacdo para fundos
fixos, com variagdo espacial muito suave, e a uma dimensao horizontal. Tendo em
conta os resultados obtidos para as equagdes de Boussinesq, o estudo incidira apenas
sobre a interpolacdo linear de igual ordem. Neste caso, a formulagio classica do
problema da propagacio de uma onda dispersiva, consiste em determinar as funcoes

¢(z,t) e u(z,t) tais que:

6( op
g +35.=0, (4.39a)
du 0q 2,, 0% 1 ,0%
5t e 5" awar T Y o (4.39)
com as condigbes iniciais:
o= o) para t=0 (4.39¢)
¢ = Gl ' ' '

O tipo e nimero de condigdes de fronteira a considerar foram discutidos no Capitulo
3. No problema, (4.39), as fungbes g e p sa0, respectivamente, a energia e a quanti-

dade de movimento locais do escoamento:
1
¢=5%+gC,
= (h+()a.

4.3.1 Formulacdo residual de Bubnov-Galerkin

Devido 3 presenca de uma derivada de terceira ordem e para que se possam utilizar
funcoes de aproximacao lineares com continuidade C°, é necessaria a introdugao de
uma variével adicional, r(z, t) no problema a uma dimensao horizontal, ou r2(z, y, t)

no problema a duas dimensdes horizontais, tal que

2
g i , (4.40a)
py = F6 26 (4.40D)

92 o2
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Desta forma, as equagdes diferenciais do problema (4.39) reescrevem-se como:

%, P _y, (4.41a)

ot Ox
oun 0q 2., Ou 1 or
R el L oy AR TA L e (4.41b)

A formulac#o residual fraca de Bubnov-Galerkin para este problema, com inter-
polacdo de igual ordem, consiste em determinar as fungoes é , & € V1, no dominio

[0, £] x [0, +00], tais que

[/
/(pat dm—l—/ dz = (4.42a)
o0t .04 . 2,00 0% 9
/O(Pat d“/%xd‘f”_ /0«5}‘ 5 door +/ EIne dw

., 0% R
+|:(,08$at]0, V(,DE‘Vl.

(4.42b)

A funcdo # € V; é calculada recorrendo também a uma formulagédo residual:

. £
; top 8 aé '
/ pfdr=— ﬁ—g—dx—k [@—C} , VoeV:. (4.42c)
0 aZE 0
O conjunto V; é o espago de funcdes polinomiais de grau 1 e continuidade C?, usual

no método dos elementos finitos (cf. Zienkiewicz, 1977), sendo

ne+1

E@t) =Y N@) &), (4.430)
ne+1

a(z,t) = Z N (z) 45(t), < (4.43b)

’ Ne+1 . '
p(z,t) = Z N; () (hi + Ci(t)) (1), (4.43c)
Ne+1

10 =S M) (FEOF+o60), 6

Ne+1

7 (x,t) = ZN ) 73(t). (4.43¢)
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Tal como foi anteriormente referido para o modelo de Boussinesq, as funcdes de
interpolacdo globais Nj,i = 1,...,ne + 1, onde n. é o nimero de elementos finitos
no dominio (cf. Figura 4.1(a)), nfo sdo explicitamente definidas. Os integrais nas
equacdes (4.42) sdo calculados por integracdo sobre cada elemento e as equagoes
discretas sao obtidas somando a contribui¢do em cada no. A integracao é realizada
recorrendo s funcdes de interpolagdo elementares Ng,i=1,2 dadas por (4.5).

4.3.2 Andlise do erro local

Segumdo o procedimento adoptado anteriormente para o modelo de Boussinesq, pro-
cede-se primeiro 3 andlise do erro de truncatura da equacdo diferencial equivalente,
incluindo os termos néo lineares. Posteriormente ¢ analisado o erro na solugéo sendo

que, neste caso, apenas se considera a solucdo linear.

Equacgoes discretas

O esquema de discretizagao espac1al adoptado, elementos lineares de dois noés, conduz
as seguintes equagdes diferenciais ordinarias (forma adimensional) onde, novamente,

o indice ¢ significa “derivada em ordem ao tempo”:

%{v_ [(6j+1)t 4 (éj)t * (Cj‘l) t] + g[ﬂm - ﬂj—l] + -;- [@'H i1 — Gt ’&j—l]

=0,
(4.44a)
A ' X A
© (agea)y + 4 (i), + (i3, + S B50)" — @2 + 5 G = 8]
o 2h? gh? . :

- 0' 5 Az [(u1+1)t (’U,j)t + (aj—l)t] o ‘3—0“[7‘j+1 — 'rj—l] (4 44b)

pomennt O )
Aw . 1 7» A _

[TJ_H + 47"J + 'I‘J 1] Az [Cj-{—l —_ 2Cj + Cj—l] =0. (4.440)

O facto da equacdo (4.44c) ser também implicita representa uma desvantagem do
método dos elementos finitos em relagio aos esquemas baseados em diferencas finitas.
Com alguma perda de precisao, € possivel ultrapassar este problema diagonalizando
2 matriz do sistema resultante para esta equacdo. A forma mais simples consiste
na substituicdo da matriz do sistema por uma matriz diagonal em que o j-ésimo

elemento da diagonal é igual & soma dos clementos da j-ésima linha da matriz
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original (para mais detalhes sobre métodos de diagonalizagdo da matriz de massa,
ver Zienkiewicz, 1977, paginas 535-539). A equagao (4.44c) é entdo substituida por

1
7y = (as) [Cj+1—2CJ+CJ ] : (4.44d)

A diagonalizacdo é no entanto necesséria para a andlise do erro local que se segue.

Equacoes diferenciais equivalentes

A analise do erro cometido na discretizagio do problema (4.42) foi efectuada recor-
rendo as equacdes diferenciais equivalentes dos esquemas numéricos. Estas equagoes
sio obtidas por substituicdo nas equagdes discretas (4.44a), (4.44b) e (4.44d), dos
valores de éji]_, Ujx1 € Tjx1, pelas suas expansoes em séries de Taylor centradas em
z;. Posteriormente faz-se uso das equacdes diferenciais (4.39) para rearranjo das

derivadas de ordem superior, resultando:

kAz)* N 854 5¢
2,00 029 (1) 28 S

5 Toar 180 Y 55
a¢ 84 o*¢ 04 82 %% 93¢ 8% (4.45a)
+56%8—f£+56@55+1068_$2_5g+10€$§5ﬁ

+0 ((kA:z:)G) ,
da 0§ ,h* 0% , gh? 3¢
5 T 3 020t C 15 02®
_ (kAx)® B (kAz)? 03¢
6 0z20t 6 Ox3
_ o2 (kAm) 85C oyt 2L (kA-T) 87C

60 83;5 90 Ox”
1[. 0% on 0% ' (4.45b)
_E_[“%?Jr?’axaxz] ' .

— €o?h?

(kAz)’ N ) s di 0'd 10 8%4 834

30 oxd Ox Oz* o0x2 Ox3
04 ¢ (kAz)’

550 70 1125 " 810

+0° ——(kA )2 1
+ O ((kAz) )

A mera aplicacio recursiva da equacio diferencial original teria obviamente elimi-

nado os termos de erro de ordem O ((k Az)?). No entanto, como se viu no Capitulo
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9, o diferente comportamento dispersivo das equactes de Boussinesq e de Madsen
& Sgrensen deve-se precisamente & presencga simultanea das terceiras derivadas em
¢ e de derivadas cruzadas em z e t. Uma andlise prudente alerta portanto para a
possibilidade de erros de ordem inferior 3 das equacdes analiticas na dispersao de
frequéncia.

Note-se que nenhum dos termos numeéricos é de tipo dissipativo. Qualquer dis-
sipacdo numérica, fundamental para a estabilidade do esquema, terd de ser obtida

via integracao no tempo.

Relacdes de dispersao discretas

Para anilise do erro local da solugdo recorre-se as relagoes de disperséo linear do
problema (4.42) na sua forma discreta. Supondo que as solugdes ¢ e 4 das equagoes
de Madsen & Sgrensen linearizadas, i.e. com € = 0, admitem desenvolvimentos em
série de Fourier, cujas expressoes gerais sao dadas por (4.19), as solugdes particulares,

para uma onda sinusoidal com numero de onda k, sao:

(éj:t]_)t =—i(w—15) fj etikae (4.46a)
(@jz1), = — i (w—i8) @ €0, (4.46b)
(i = G e, (4.46¢)
fljay = G eFFAT (4.46d)

Substituindo estas expressoes nas equagdes discretas (4.442), (4.44b) e (4.44d),
com € = 0, e resolvendo o problema de valores préprios, que daf resulta, em ordem
a w — is, verifica-se que s = 0, esquema numérico nao dissipativo, e obtém-se as

relacdes de dispersdo do problema discreto:

w = w (kh, kAz) , (4.47a)
C =C (kh,kAz), (4.47h)
C, = Cy (kh, kAz) . (4.47c)

A expressdo para o quadrado da celeridade de fase é entdo do tipo:

o A
gh ~ B(D (kh)’ + E (kAz)*)

(4.48)
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Os coeficientes A, B, D e F s80 dados por:

A = 3sin?kAz [15 (kAz)? — 2 (kh)®? cos KAz + 2 (kh)?] ;
B = (kAz)® (2+ coskAz) ;

D =12 —12 coskAx;

E =10+5 coskAz.

A relacio de dispersdo (4.47a) e a celeridade de grupo (4.47c) podem facilmente ser
obtidas a partir da expressdo para 2 celeridade de fase (4.48):

w C 4
=kh —, 4.49a
7 = (1.490)
kh 0C? kAz 0C?
Cg =C (1 —+ -2—672 ————8 (k’h) + ———‘2 162 —————a (kAl’)) . (4.49b)

Desenvolvendo o quadrado das celeridades de fase e de grupo adimensionais do

modelo de Madsen & Sgrensen em série de Taylor em torno de kh =0, obtém-se:

Cl%/[a, s _ 1 2 2 4 6
—Ehi =1-3 (kh)* + 5 (kh)* + O ((kh)") (4}.50a)
(____C\g/)g%ds 1 % (kh)? + %(khf + O ((kh)°) - (4.50b)

Estes resultados podem ser comparados com 0S obtidos usando a expansdo das

celeridades do esquema discreto em série de Taylor em torno de kh=0e kAxz =0,

a saber:
C? 1 9, 2 4. T 2 21 !
S =1 2 (k)" + g (kR — g (RA0) (k) “o*AT s
+ O ((kh)°, (kAz)? (Bh)*, (kAT)" (kB)’, (KA)®) |
C, o Lo 19 T e L eagyt
@_1—5(%) + 5 (Bh)" — o5 (kA2) (kh)" — 35 (KA (4.51D)

+ O ((kh)®, (kAz)? (kh)*, (kA)" (kh)?, (kA2)°) .

Torna-se evidente, da inspecgdo das expressoes (4.51), que os erros numéricos
dominantes sio de ordem O ((kAz)") e de ordem O ((kAz)? (kh)?). Note-se que
para pequenas profundidades relativas, e a expansdo em série de Taylor assume

essa hipGtese, tem-se em geral que h ~ Az, nomeadamente por constrangimen-
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Tabela 4.3: Aproximantes [2/2] de Padé para as celeridades discretas do modelo de
Madsen & Sgrensen com n = h/Az.

E ~[2/2] C* o 2
squerma qh[ /21C ok [2/2](Cy) |
T 2
' 1+ (kh)? 1-3 (kh)?
Airy 9 ) R AU
1+5 (kh)? . 1+ (kh)*
1 2
1+ (kh)? 1-35 (kh)?
Madsen — (exacto) S R
- 1+ (kh)? : 1+ (kh)?
1 7 1 2 2 7 1 2
1 Pl L
wet B=1 * (15 60 30n4) (k)™ 1+ (9 36n> 18 4) )
T 1+(2——Z—— ! )(kh)2 1+(Z____7 _ (kh)?
5 60n2 30t 9 " 36n2 180t B

tos de meméria e velocidade de cilculo. Nestas condigdes, é 1egitim0 afirmar que
o esquema de interpolagao'linear é de quarta ordem. Por outro lado, para que
eventuais aproximantes de Padé multivariados (em kh e kAz) de ordem [2/2] dos
quadrados das celeridades numeéricas fossem iguais aos quadrados das celeridades
analiticas, seria necessario que o err6 numérico nas expansoes (4.51) fosse de ordem
o ((kAa:)G, (kh)? (kAz)*, (kh)4(kAm)2). Como tal ndo acontece, é legitimo conside-
rar que a precisdo do esquema proposto nao é suficiente para o modelo de propagacao
de Madsen & Sgrensen. De facto, admitindo que h = n Az, 08 aproximantes [2/2]
de Padé, em torno de kh = 0, para os quadrados das celeridades de grupo e de fase
sdo os que constam na Tabela 4.3: ,

As curvas de dispersao, para discretizacOes tais que Azr = h/2 e Az = h/8, sao.
reproduzidas nas Figuras 4.10(a) e 4.10(b), respectivamente, na sua forma adimensi-
onal: w/ m, C/+/ghe Cy/ \/gh. Nestes graficos, a linha tracejada corresponde a0
modo de propagagao analftico e a linha continua ao modo de propagagio numérico.
Da inépecgﬁo destas curvas, pode-se conciuir que, tal como para o caso do modelo de
Boussinesq, também no modelo de Madsen & Sgrensen a utilizagio da interpolagao
linear implica a nao propagacdo das ondas com comprimento A = 2 Az (ao qual
corresponde kh = nm, sendo n = h/Az). Pelos motivos anteriormente apontados
(cf. §4.2.2) é de esperar 2 presengéu de ruido numérico numa simulacdo baseada neste

- esquema de elementos finitos.
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4.4 Modelos de Seabra-Santos e Nadaoka & Beji

O erro de dispersdo de segunda ordem, que a aplicacdo da formulagdo de Bubnov-
_Galerkin do método dos elementos finitos aos modelos de Boussinesq e de Madsen
& Sgrensen origina, apds discretizagao no tempo, é devido & discretizagao dos termos
convectivos lineares. Os efeitos devidos a erros na discretizacdo dos termos disper-
sivos ou dos termos ndo lineares sao de ordem superior, pelo que apenas afectam de
forma significativa o modelo de Madsen & Sgrensen.

Os dois outros modelos analisados no Capitulo 2, o modelo de Seabra-Santos
e o modelo de Nadaoka & Beji sdo, no que concerne as derivadas presentes nos
seus termos dispersivos, do mesmo tipo do modelo de Boussinesq, i.e. as derivadas
de terceira ordem sdo cruzadas no tempo € no espago. Portanto, a precisdo dos
esquemas analisados deve ser, para estes modelos, da ordem de grandeza da precisao
para o modelo de Boussinesq. Seguindo este raciocinio, apenas se indica qual o
esquema de célculo para a discretizacio do modelo de Nadaoka & Beji, para o qual
se optou por uma formulagao de Bubnov-Galerkin com interpolagao mista (a =1,
B = 2), sem que se proceda & sua andlise em termos de precisio e/ou estabilidade.
No que concerne ao modelo de Seabra-Santos, o Unico esquema descrito serd o de
Petrov-Galerkin (cf. §5.3), podendo o esquema de Bubnov-Galerkin ser considerado

como um caso particular daquele.

4.4.1 Modelo de Nadaoka & Beji

As equagoes do modelo de Nadaoka & Beji, para escoamentos a uma dimensao

horizontal, sem dissipagao e com n3o linearidade de primeira ordem, sao:

9 <= 0 [(Bm
ot |\ g = 52
at_‘_mzzlax [(g +€)Um]' 0, (4.52a)
N
oUn, o (3 B

mzlAnm_a_t_+Bnax<2 —I—g{)_
N

0 0%, oC 82U

5 \O G0t ~n) Fwot —1,...,N. (452b
;{83: (C’nm 9z Ot + (Dnm 5 ) amat] , paran=1,..., ( )

Os coeficientes Apms Bmy Cnm € Dams bem assim como as varidveis ¢, Um € o
encontram-se definidos em §2.2.5. N é o ntimero de componentes hiperbélicas do
perfil vertical de velocidades (2.146).



192 CAPITULO 4. MEF: ESQUEMAS DE BUBNOV-GALERKIN

As variaveis ¢ e Uy, sdo aproximadas recorrendo a funcdes de interpolagdo, como

& usual nas formulacoes de elementos finitos com interpolagio mista, i.e.

ne+1

{(a) = Z Ni(z) G (4.53a)

2ne+1

O,n(z) = Z M;(z) (Um)j, | (4.53b)

sendo m, o ntimero total de elementos finitos e N;,i = 1,...,me+ 1 e M;,i =
1,...,2n. + 1 as fungdes globais de interpolagao lineares e quadratlcas respectiva-
mente (cf. Figura 4.1). Sendo uma funcio da profundidade, os coeficientes Anm,
B, Com € D, foram aproximados recorrendo 3 interpolagdo linear entre os nos

extremos dos elementos:

‘ne+1l

=" Ni(z) Aum(:) | (4.54)

i=1
ne+1

= Z N;(z) Bm(:) ‘ (4.54b)

ne+1
Com(z) = Z N;(2) Crm(T3) , | (4.54c)
Dy (z) = % N; (x) Dy (x5) (4.54d)

As varigveis auxiliares p e g, respectivamente a quantidade de movimento especifica

e a energia especifica computacionais, sdo definidas como:

2ne+1 N
=Y > M) ( m(T5) +C(a:g)> ( )j, (4.55a)

j=1 m=1

ne+1

=>_ Ni(x) %(Z ﬁm(ﬂﬁi_)) +9G| - ~ (4.55b)

A formulagio de Bubnov-Galerkin do método dos elementos finitos resulta entéo

nos seguintes sistemas de equagoes:

At .
NA¢=-5C [0 p™ ) 4 (1—0) pn] , (4.56a)
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(m+ K) Au = —% D [0 +(1-6) q'| + B Auw +F Au'. (456b)

Nestes dois sistemas, 8 é o coeficiente do esquema (4.27) de integragdo no tempo.
A sua resolugdo recorre a um esquema tipo predictor-corrector, sendo que as gran-
dezas denotadas com um asterisco, ()", correspondem ao valor calculado no passo
predictor, ou na iteracdo anterior do passo corrector. No passo predictor toma-se
0 =0.

Os vectores ¢, u”, ¢"*t e umt! so os vectores dos valores nodais das funcoes
(e ﬁm,nos instantes t, = n At e t,41 = (n -+ 1) At, respectivamente. Os vectores
p", q*, p"*! e " sdo os vectores dos valores nodais, nos mesmos instantes, da
quantidade de movimento especifica e da energia especifica definidas pelas expressoes
(4.55). Finalmente AC, Au, Ape Aq sio os valores dos incrementos nodais daquelas

grandezas no intervalo de tempo entre os instantes t, e t,41, 1.

AC =™ -

Ap=p"" -p",

__ ntl n
Ag=q"" —q".
O vector u, num instante genérico,.¢é:

w= (U s O @) > U+ s Ogasr = U)apen)” - (457)

As matrizes N e C tém dimensdes (ne + 1) x (ne + 1) e (ne +1) X (2n, + 1),
respectivamente, enquanto M, K, E e F sdo matrizes por blocos com (27, + 1) x
(27, + 1) blocos de dimensio N x N. D é uma matriz por blocos com (27, + 1) X
(ne + 1) blocos de dimensdo N x 1. A matriz F corresponde ao termo de fronteira
resultando, em conjunto com a matriz K, da integragdo por partes do prlmelro
termo do membro da direita da equagéo (4.52b). Os elementos destas matrizes s&o

respectivamente
. £
Nij = / Nz Nj d.’L‘, (458&)
/ N; dM’ (4.58b)

Mijnm = / Anm M; Mj dz, (4580)
0
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‘ )
. . dM; dM;
. o dé dM;
ijmn = m — —— | M —— dz. 4.58
EEUmn /0 (D I M, 5 9 (4.58¢)
Fijmn = <C’nm M; %) - (C’nm M; d—%) y (4.58f)
dz /.-, dz s
. LN dN: ,
0 B

Os indices ijmn referem-se ao elemento de indices mn do bloco ij da matriz em

causa.



Capitulo 5

Método dos Elementos Finitos:

Esquemas de Petrov-Galerkin

5.1 Modelo RLW

Considere-se 0 modelo RLW apresentado no Capitulo 2. O problema, cldssico consiste

em encontrar a funcdo ¢ = ¢ (7,t) que verifica a equagéo
B¢ o¢ 3 [g a2 K 9% '
6t+vgh6w+4\/% o5 6 01072’ (5.1)

para z € [0, L] et € [0,400], com a condicdo inicial: ¢ (z,0) = (o (), e as condigdes
de fronteira: valor da funcdo conhecido na fronteira de montante, ¢(0,t) = G(t);
condigo de radiaciio na fronteira de jusante, 0C (L,t) /ot = —C 8¢ (L, ) [0z, sendo
C a celeridade da perturbacao.

Numa formulacio de Galerkin, baseada numa discretizacio total de elementos
finitos no espaco e no tempo, o problema serd encontrar a solucdo aproximada
no instante t,41 = (n + 1) At, suposta conhecida a solucdo no instante ¢, = nAt e
sendo At o intervalo de integragéo no témpo — vulgo passo de tempo. Nesse sentido
considere-se o espaco V¥ das funcdes polinomiais por bocados, de grau k e de classe
C9, tal como é habitual em resolugGes via elementos finitos (cf. Zienkiewicz, 1977).

Pretende-se determinar a funcao ¢ € Vb x Vk, definida em 10, L[ X Jtn, tas1], que

195
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satisfaz

e L[ ¢ B2 0w 0% i (L Q¢
p 8 1700 Jah 5 % dzat
ftn /0 (’“’aﬁe 9c 8x8t> dedi+ g /t /Owaa: g

) - 1L
3 q trnt1 /L A 3C2 h2 tnt1 A 62C A
2. /2 = = — dt, V t) .
+4\/;/tn B A T T P (1)

n : (5.2)

O termo de fronteira resultou da integragdo por partes do termo dispersivo. O
termo nao linear sers discretizado de uma forma conservativa, pelo que ¢? é também

uma funcio do espago funcional V.

5.1.1 Formulacio de Petrov-Galerkin

Consoante a funcdo peso W (, t)k pertenca ao mesmo €spago funcional da fungdo de
aproximagao { (x,t) ou a outro espago, a formulacgo residual (5.2) designa-se por
formulacio de Bubnov-Galerkin ou de Petrov-Galerkin.

No presente trabalho recorre-se ao esquema apresentado por‘ Yu e Heinrich (1986,
1987), originalmente desenvolvido para problemas de adveccao-difusdo. Este esque-
ma permite controlar separadamente a correccdo do erro de dispersdo e a introducao
de um termo dissipativo de ordem elevada. Isto é obtido com uma formulagdo de
Petrov-Galerkin em que as fungGes de peso sao funciio da discretizagdo espacial e

temporal. Assim, a fungao peso serd tal que:

e Bubnov-Galerkin:
w=Q, paragbev(’fxvg;

e Petrov-Galerkin:

. Az 0p
w—c,o+oz—2—a—x+ﬂ

Az At ¢
4  OJzot’

para $ € Vg x V5.

Como consequéncia desta definigao, as funcdes de peso sao descontinuas no

espaco e no tempo.

Funcdes de interpolagao

As funcdes de interpolacdo utilizadas sao do tipo bilinear no espago-tempo. As-

sim para o ponto no interior do e-ésimo elemento, de coordenadas (z,t) tais que



5.1.- MODELO RLW ( 197

h
(R
tnt1 4 3
+ 4?
e—1 e e+1

tn 1 2
# -0— >
Ti—1 T Tit+1 Ti42 T

Figura 5.1: Discretizagao espaco-temporal. 1, 2, 3 e 4: numeragao local dos nés do
e-ésimo elemento.

Figura 5.2: Fungdes de forma espago-temporais.
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(cf. Figura 5.1):

A
i
IA
P
-*

r=x;+% , t=t,+t com 0<z<Az e 0
tem-se que:
¢ (a,1) = N2 (,8) C0 + N§ (2,0) (i + N5 (3,0) Enit + Ng (2,8) ¢

As funcdes de forma N7, i =1, 2,3, 4, sdo o produto cartesiano de fungoes lineares
do tipo (4.5) no espago por funcoes do mesmo tipo definidas no tempo (cf. Figura
5.2):

N = (1 — Z‘%) (1 - z%) , | (5.32)

e z -E .
N =4 (1 At) , (5.3b)
c_ Tt |
NS = A AL (5.3¢c)
(o)L
Ne = (1 Ax) - (5.3d) |

em que At é o intervalo de integracdo no tempo, constante no espago, € Ax =

Tir1 — %; €0 comprimento do e-ésimo elemento.

Funcées de peso

A componente ¢ das fungdes de peso resulta do produto cartesiano de uma funcao
linear no espaco por uma funcdo quadrética simétrica no tempo (cf. Figura 5.3),

obtendo-se, respectivamente para oS nos 3 e 4:

eopnopf L (1_L |
P§ (z,1) = 62— (1 At) . (5.4a)
. T t t 4

Bubnov-Galerkin: as funcdes de peso da formulagao de Bubnov—Galerkiﬁ para
os n6s 3 e 4 sio, respectivamente (cf. Figura 5.4):

We (z,t) = P5 (2,t) ,



5.1. MODELO RLW 199

161

0.5

0.5

\ . . 1 .
0 0.5 1 0 0.5 1

0 o5 ' 1
Z/Ax Z/Ax t/At
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Figura 5.3: Dependéncia linear em T € quadratica em t das fungdes de peso.

0.8 08 0.2
oo g/AL
Z/Ax
Figura 5.4: Bubnov-Galerkin: funcdes de peso lineares no espaco e quadréticas, com
simetria, no tempo.

W (z,t) = Py (z,1) -

I interessante verificar que no caso de um problema linear com uma malha regu-
lar, este esquema é equivalente a uma formulacio de diferencas finitas centradas
no espago com um esquema tipo Crank-Nicholson de discretizagdo no tempo (cf.
Zienkiewicz e Morgan, 1983). De forma anéloga, a precisdo do esquema é apenas
de segunda ordem, com um €rro de dispersdao numérica da mesma ordem do termo

dispersivo analitico (cf. Capitulo 4).
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T ”1{': 7
LT T
77 /7]
i

Z/Az * Z/Azx

Figura 5.5: Petrov-Galerkin: funcdes de peso lineares no espaco ¢ quadraticas, as-
simétricas, no tempo.

Petrov-Galerkin: neste caso as fungoes de peso nodais sdo mais elaboradas, sendo

para os nos 3 e 4, respectivamente (cf. Figura 5.5):

. . Az 0 _, CAzAt

Wg(x,t)—P3(w,t)+a—2——5P3(a:,t)—l—,BTamatPg,(x,t), (55&)
. o Az 0 _, Az At 0*

W4(£13,t)—P4($,t)+057—8—:£P4(.’17,t)+ﬂ 4 mfﬁ(ﬂ),t) (55b)

Como se mostrara na secgao seguinte, estas funcdes de peso introduzem termos em
B que permitirao anular o erro numérico dispersivo de segunda ordem, enquanto o

termo em ¢ introduz dissipagdo numerica de terceira ordem.

5.1.2 Andlise de precisao e estabilidade

Por um processo idéntico ao utilizado para as formulagdes de Bubnov-Galerkin apli-
cadas s equacdes do tipo Boussinesq no capitulo anterior, fazer-se-4 a anédlise da
precisao e da estabilidade do esquema numérico resultante da formulacio de Petrov-
_Galerkin do modelo RLW (5.2). Este estudo é restringido a pequenas profundidades

relativas, para as quais o = kh.

Equacao discreta

A discretizagdo da equagdo (5.2) utilizando as fungdes de forma (5.3) e as fungdes de
peso (5.5) sobre uma malha, regular de elementos finitos, i.e. Az constante (cf. Figura

5.6), conduz 3 seguinte equacao discreta para o i-ésimo né e para o (n + 1)-ésimo
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« > — (wi, tn—{-l)
/ ($i7 tn+1/2)
\ At

Figura 5.6: Malha regular a uma dimensdo horizontal e no tempo.

T

tnt1

tn

—>

T
ZTi-1 Ti Tit1

instante:
- 1At [(CTll + 4 4 C"+1> (é;n‘-i-l +4{+ é’n'l)]

R (RGO CORCI

e [ - - (6= )]

L (e —2am v i3) - (G20 + )]

f‘t (G — &) = (G =)

o [(u 28+ &) - (G 20+ )|

S [fen s ean) (a2 + )

+1367f;§°; )~ @)+ )] - (@) - @)+ (e}
2ol e - (@) + 6?11)2]+[(é?+1)2—(6?)2+(€?_1)2]} -

(5.6)

onde fz" = f (%5,tn) € Co = v gh é o valor assimptético da celeridade para ondas

longas.
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Equagso diferencial equivalente

Desenvolvendo C"+1/2+m, param = —1/2,+1/2 e £ = —1,0,1, como uma série de

Taylor em torno de (/2 ie.

. N n+l %
pntlim  onl ay ’ a¢ (eAz)* (6%
Cite =¢ >+ A*’”) (6w> . + (m At) ( ) . + 2 ox2 .
A\ ntE A\ n+i AN\ Pt
PCN T (mAR)? [0\ 7 (tAx)® [\ 7

t (EAsmAd) (axat)' o \ee) T \ew)

. ~ n 1 A n 1
L sy mat (5% " L tas(man” (5% "
5 820t | 2 9082 |

n+l N\ Ntk . ntl
L (may® (5% +2+(£Ax)4 94¢ +2+(£Ax)3mAt ¢\
6 o | 24 ozt | .6 0x30t |

, (£40)” (m A1)’ ( 9*¢ )”Jrimx (m At ( g4 )"+%

2 0z? 0t? 6 0z 03

el
+ (m At)* 94_5 "
24 ot |

+0 ((A)®, (Az)" At (Az)* (A1), (Az)* (A1), A (At)Y, (At)°)

3

e ap6s alguma manipulagio algébrica com aplicacdo recursiva da equagio (5.1) para
rearranjo das derivadas, a equacgio as diferengas (5.6) pode ser reescrita como uma,
equagao diferencial equivalente para o ponto (xi, toe1 /2) (cf. Figura 5.6), que na sua

forma adimensional é:
: n+l N\ ntl o\ ntl .\ ntl
oc\"™ | (aE\"™ s ()" _ gy (¢ \™
ot | oz | 4 or | 6 0x20t |
~ N\ n4d
1 1 5 93¢ :
+ <_Z'B+ECT) (kAz)” Cr (—8x2 8t).

(kAz)? 2 (kAz)? kAm 9 ¢ "
o (0 0t ) ()

+ 0 (&, € (kh)®, Cr%e (kAz)?, (kAz)? (kh)®, (kAz)*) .
(5.7)
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Note-se que um resultado semelhante teria sido obtido, caso se tivesse optado pelo
ponto (z;,t,+1) como centro do desenvolvimento em série de Taylor.

Na equagdo (5.7),
At

T Az

é o numero de Courant computacional expresso em varidveis adimensionais. -

Cr

Facilmente se verifica, por comparagio das equagdes (5.1) e (5.7), que para 8 = 0
e a = 0, i.e. esquema tipo Bubnov-Galerkin, a formulacdo de elementos finitos
apresenta um termo dispersivo numérico de ordem O((kAz)®) que em condices
de pequena profundidade, onde por motivo de limitacoes de capacidade de cdlculo
Az ~ h, terd a mesma ordem de grandeza do termo analitico. Nestas circunstancias
o esquema é também ndo dissipativo dado a sua equacao diferencial equivalente nao
incluir derivadas de ordem par.

O erro de dispersao numérica pode ser corrigido fazendo na formulacao de Petrov-
-Galerkin

g = (5-8)

Por outro lado, é possivel garantir a estabilidade do esquema numérico, sem com-

Cor
=

prometer a sua precisdo, através da introducao de um termo dissipativo de terceira
ordem, associado a uma derivada de quarta ordem. Para tal, o coeficiente o devera

ser dado por

. Or?
o= . . (5.9)

. p)
— (2 .
1-Cr +2(Am)

Substituindo (5.8) e (5.9) na equagdo diferencial equivalente (5.7), obtém-se:

ol n+5+ ac n+§+§€ o> n+§_(kh)2 2 "
ot | oz | 4 oz | 6 0x2 Ot .

42\ "
L 2 s (0% °

%

+0(&, € (kh)?, Cr2e (kAz)®, (kAz)? (kh)®, (kAz)?) .

=

Caracteristicas dispersivas do esquema numérico

Desprezando os termos néo lineares da equacao RLW, i.e. € = 0, e supondo que ¢

é uma funcio que admite um desenvolvimento em série de Fourier, ter-se-4 que a
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solucao geral para ¢ é do tipo

+0o0

C(z,t) =R ( A (k) eitbow® o= sk}t dk) (5.10)
—00

onde 7 é a unidade imagindria, k = 27/A é o ntimero de onda, sendo A o comprimento

de onda, A (k) é a fungdio densidade espectral, w (k) é a frequéncia angular da onda.

e s (k) é o coeficiente de amortecimento. Em virtude das propriedades das séries de

Fourier, cada termo dessa série é também solugdo do problema linear. Tome-se pois

a seguinte solugdo particular para (:
((z,t) =R (a€’ (ko—wt)g=st) (5.11)

onde a é a amplitude da onda. Fazendo coincidir o i-ésimo n6é com x = 0 e o nivel

n com t = 0, tem-se sem perda de generalidade que:

(=R (ae A7) (5.12a)
, ff =R (a) , ' (5.12b)

na=R(ae*), (5.12¢)
(Ml =R (Gaei*A7) (5.12d)
G =R(Ga), .‘ (5.12¢)
(Ml =R (Gae™?) (5.12f)

sendo G o coeficiente de propagagdo, dado por

G=e¢ i(w—i s)AL )

Por conveniéncia de escrita, o simbolo ®, que designa a parte real, serd doravante
suprimido. ‘

Substituindo a solucio particular (5.12) na equagdo discreta (5.6) e resolvendo
a equacdo resultante para o coeficiente de propagacdo G, obtém-se: ’

_A(kh)’+(B+DS+Ea) (kAz)?
A(kh)® + (B+ DB - Ea) (kAz)®

(5.13)
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com

A=— 2[1 — cos (lsAa?)] ;

B = —4-2cos(kAz) +13Cr sin (kAx),

D=3Cr [1 — cos (kAa:)] ,

E=3Cr [l — €OS (kAm)] +43Cr sin (kAx) .

205

Os simbolos B e E representam os complexos conjugados de B e E respectivamente.

As relacoes de disperséo e de dissipagdo numéricas,

w=w(kh,kAz,Cr, B, 0a) ,

C =C (kh,kAz,Cr, B,a) ,

s = s (kh,kAz,Cr, (,0a) ,

onde, recorda-se, Cr = v/gh At/Az é o nimero de Courant, sdo dadas por:

w . h
oTh =R L'1, N logG] ,
C 1
\/'T_h_'§R ' CrkAz logG] ’
1 s o ) 1
A o T 1
Vgh k = I " CrkAs ogG] ’

onde  designa a parte imaginaria.

Recorde-se que a celeridade de fase do modelo RLW ¢é dada por:

Criw

1

Vgh -1+~é—(kh)2

e a sua expansdo em série de Taylor em torno de kh = 0 é:

Cruw _ ) Lz 316.(kh)4 + O ((kR)°) .

) Vgh 6

Além disso, o modelo RLW é néo dissipativo.
A expansdo em série de Taylor da celeridade e do coeficiente de amortecimento

(5.14a)

(5.14b)

(5.14c)

(5.15)

(5.16)
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numéricos, por outro lado, conduz & igualdade

\/—%(0—%) =1—%(kh)2—%<g——ﬁ) (kAx)?

o [(kAa:) (kh)® + -;- (1—-3Crp) (kAx)3]
+ 31—6(kh)4 [(a - -) +(Cr—28) C"r] (kAz)? (kh)?
+i[‘i‘;+(’;_’(") —ﬁ(-——a —Cr)](mxf

+ 0 ((kAz)?, (kAz) (kh)*, (kAz)® (kh)?,

(kAz)%, (kAT)? (kh)*, (kh)®) .
(5.17)

Por inspeccdo da expansio (5.17), admitindo que Az ~ h, é imediato concluir
que fazendo 8 = Cr/3 e a = 0 o esquema numérico é de quarta ordem. Neste caso
ainda, admitindo que Az = h/n, é interessante analisar o aproximante de Padé de
ordem [0/2] da celeridade de fase numérica da formulagio de Petrov-Galerkin (PG):

1 1
——[0/2] Cpg = ————. - (5.18)
\/g_h[/] 1+é(kh)2

Como se pode verificar, este aproximante é igual & celeridade de fase analitica do
modelo RLW. O esquema de Bubnov-Galerkin (BG), para o qual a = 0 e 3 = 0,

por seu lado, introduz um erro no aproximante:

1
1 07'2 ) )
1+ (g—l— 12’)’1,2) (kh)

A frequéncia angular e a celeridade de fase numéricas, para o caso nio dissipativo,

Chre = (5.19)

1
Jah [0/2]

e o erro relativo da celeridade de fase numeérica em relacdo & celeridade de fase .
do modelo RLW est8o representadas graficamente na Figura 5.7 para Cr = 1 e
n = h/Az = 2. Note-se que para outras combinacdes de n e Cr, nomeadamente
n ~ 10 efou Cr < 1 as duas formulagdes, BG e PG, apresentam relacdes de
dispersdo muito préximas. No entanto nesses casos o esforgo computacional serd
muito maior. Além disso, a formulacdo de Petrov-Galerkin dissipativa, com o # 0
dado pela expressdo (5.9), garante a estabilidade do método, permitindo a obtencio
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kEAz/m = kh/ (nx) kAz/m = kh/ (nx)
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(@) é 0.1
11O - h
Q i 4
0.5 "
. M B R R R
02, 0.1 02 03 0.4 0.5

kAz/m = kh/ (nm)

(c) Erro relativo.

Figura 5.7: Relagdes de dispersdo dos esquemas numéricos para o modelo RLW,
com n = 2 e Cr = 1: analitico (—); Petrov-Galerkin (——); Bubnov-Galerkin (---).

de solucoes cc;m precisao de terceira ordem, mesmo para valores de C'r superiores a
1 (cf. Avilez-Valente e Seabra-Santos, 1999).

E evidente da inspeccdo da Figura 5.7 que, tal como na formulagio de Bubnov-
-Galerkin, também na formulacio de Petrov-Galerkin as ondas de comprimento

X\ = 2Az tém celeridade nula, podendo dar origem a oscilagdes numéricas. Além
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1 1 .L‘.l T T T T T
2 A \ .........
| \ ---------------------------------------------
[\
0.98 \
X 00990 \ \ .
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0.92 i |
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kh/m = nkAz/m kh/m =nkAz/m
(a) n=h/Az=2. (b) n=h/Az =8.

Figura 5.8: Coeficiente de amplificacdo do esquema de Petrov-Galerkin aplicado ao
modelo RIW: Cr =1 (—); Cr = 0.8 (——); Cr =0.5 (--+).

disso, também a aplicagdo w — k ndo é injéctiva, pelo que uma perturbacao de
baixa frequéncia pode dar origem a ondas de pequeno comprimento de onda sem
qualquer signiﬁcadob fisico. O recurso ao termo dissipativo permitira a forrﬁulagéo
PG manter a estabilidade. Nos exemplos apresentados no Capitulo 6, com a = 0,
esta situagdo ndo é em geral aparente pois apenas se estuda a propagacao de solitdes.
Na propagacao deste tipo de ondas existe um perfeito balango entre os termos nao
linear convectivo e dispersivo. Apenas no caso de um nimero de Courant bastante
grande serd evidente a perturbacdo introduzida pela dispersdo numeérica.

Estabilidade dos esquemas numéricos

O coeficiente de propagacdo, G, é igual & razdo entre dois valores sucessivos no
tempo de ¢ no ponto z;, i.e.

én+1
G=2
&
3
Deste modo, o seu médulo, que designaremos por coeficiente de amplificacio, é uma
medida do crescimento/decrescimento da amplitude local da onda com o tempo. De
acordo com o critério de estabilidade de von Neumann, ndo existindo uma fonte
local de energia, o esquema numérico é estdvel se e s6 se |G| < 1 para qualquer valor
do nimero de onda k.
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kh/m =nkAz/m kh/m =nkAz/n

(a) n=h/Az = 2. (b) n =h/Az =8.

Figura 5.9: Coeficiente de amplifica¢do do esquema de Petrov-Galerkin aplicado ao
modelo RLW: Cr =2 (—); Cr =4 (—); Cr =6 (--).

Para o = 0, verifica-se que |G| = 1 dado que, neste caso, G é igual & razdo entre
dois niimeros complexos conjugados. Nestas circunstincias, o esquema é neutral-
mente estivel e nio dissipativo. Para o # 0 e dado pela expressdo (5.9) obtém-se
um esquema com um grau de dissipacio muito pequeno e de elevada precisao, i.e.
afectando de forma mais gravosa os pequenos comprimentos de onda, como se pode
verificar na Figura 5.8 para Cr < 1. O esquema é, no entanto, condicionalmente
estdvel e um nimero de Courant elevado associado a uma malha espacial bastan-
te discretizada pode conduzir a situacdes de instabilidade, i.e |G| > 1 para alguns

comprimentos de onda (cf. Figura 5.9(b), para Cr =4 e Cr =6, com n = 8).

5.1.3 Esquema predictor-corrector

A solucdo numérica é obtida resolvendo um sistema de equacoes discretas do tipo
(5.6). Devido & presenca de termos ndo lineares, é necessdrio recorrer a algum tipo
de iteragdo. O que se propde é um esquema tipo predictor-corrector, em que o passo
corrector corresponde precisamente 3 formulagdo analisada nas secgOes anteriores.

Ter-se-4 entdo, supondo uma discretizacdo uniforme do dominio:
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e passo predictor:

h? 3 /g n
(M+EK) ACz——At<\/g_hCC“+Z\/% c¢2)

_ Aa;At (\/—Cn \/%Cg); (5.20)

® DAasso corrector:
(M + };2 K) Al =
At n (n+1)* (n+1)*
=550 |Vah (¢ ¢ )+ 29 (e g o)
Az Az At . Az At 3 [g .
(a5 o2 Vi k) ¢+ 228 [k ag;

_aArilAt K [\/g_h(Cn C(n—l—l)) 4[ (c2+c(n+1) )]

(5.21)

Nestas duas equagdes, os vectores ¢" e ¢"*! sfio os vectores dos valores nodais da.
funcdo ¢ nos instantes t, = n At e tnt1 = (n + 1) At, respectivamente, enquanto os

Cn+1

vectores (o correspondem aos quadrados dos mesmos valores. Os vectores

A e A, sdo os vectores dos incrementos dos valores nodais da funcéo ¢ e do seu
quadrado, respectivamente, entre os instantes ¢, e t,.1, i.e.

A =Mt —¢m,
Ay = (€)™ = (&))"

O coeficiente & é definido por forma a optimizar a precisao do predictor. As matrizes
M, Ce K sao




5.1. MODELO RLW' ( 911

As equagdes (5.20) e (5.21) terdo de ser ligeiramente modificadas para acomodar as
condicdes de fronteira. As quantidades denotadas com um asterisco, ()*, correspon-

dem 3 previsdo do passo predictor, ou & iteracdo anterior do passo corrector.

Precisao do predictor

A precisdo do predictor é analisada recorrendo & expansdo em série de Taylor da
celeridade de fase, C*, e da dissipagdo numérica, s*, da solucdo linear da equacao

(5.20). Conclui-se entdo que:

L (e 81 Yamzo ila—
—E}—L(C zk>—1 6(kh) zz(a Cr) (kAx)
1 - 2 2 .1 ~ 2
+§( —-?;C’r) Cr (kAx) —zg(Cr—2a)(kAx) (kh)
_ @-21_4 (@—12Cr2a +3Cr & +6Cr®) (kAx)® + TOS, (5.22)

onde TOS sao termos de ordem superior.
Da anélise da expressio (5.22) é facil concluir que fazendo

&=Cr, (5.23)

se obtém um esquema de segunda ordem, O ((kA:z:)Q), com dissipagdo de terceira

ordem. De facto para & = Cr e fazendo kh = n kAz, resulta

1 ( . S*) 1 2 1 2 9
—— (C*—i=—]) =1-=(kh)"+ = Cr* (kAx)
vgh \ k 6 6 (5.24)
— z'—;ZCr (2n®+1-3Cr?) (kAz)® + TOS.
O mecanismo dissipativo é estavel e de terceira ordem desde que
o
0<2n?+1-3Cr* < — (5.25)

24"
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Pode-sé no entanto mostrar que mesmo para uma malha bastante fina, n elevado, o

efeito dissipativo é muito reduzido.

5.2 Modelo de Boussinesq a 1DH

Considere-se o modelo de Boussinesq a uma dimensio horizontal para fundos fixos
muito suaves, escrito na forma quase linear com varigveis vectoriais. O problema,
classico consiste em encontrar a funcéo vectorial U = U (z, t) tal que:

ou ou U

com as condicoes iniciais e de fronteira' de Dirichlet:

U =1U,, para (z,0) , ‘ (5.26b)
U= Uy, para (0,%) , (5.26¢)
U=1U,, para (L,t) .- (5.26d)

Nas equagdes do problema (5.26), o vector U e as matrizes A, B e C sio respecti-

vamente

RSy I (Y RS
U g 7] 310 -1 0 0

5.2.1 Formulacao de Petrov-Galerkin

e

A formulacdo de Galerkin do mesmo problema, baseada numa discretizacio em
elementos finitos no espaco e no tempo, serd encontrar a funcdo vectorial aproximada
U (z,t) € V§ x V§ e definida em ]0, L[ X Jtn, tay1], que satisfaz a equacdo

ok (00 80 U o A

As fungbes vectoriais de interpolagio sio fungdes bilineares no espago-tempo,

1Para uma, correcta caracterizagio das condigdes de fronteira, ver o Capitulo 3.

(5.27)
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dadas em cada elemento por

Nt
C — Cl 4.2 C3 C4 ]\]'2e (5 28)
i Gy Gp A3 s Ne |’ '
Ng ‘

onde N¢, i = 1,2,3,4, sdo as fungdes de forma escalares definidas em (5.3). As
funcoes de peso para uma formulagdo de Petrov-Galerkin semelhante a utilizada para
o modelo RLW (cf. §5.1.1) sdo fungGes vectoriais, lineares no espago e quadraticas

no tempo, dadas por

W (z,t) =P +a Az T, (A?)

2C
onde

P 2 10
Pi=| "¢ T, = 0 , Tg= e at—|0h
Pt 00 101 g 0

com as funcdes peso escalares P§ e Pf definidas pelas expressoes (5.4). O tensor

T 0P} Az At

T 8°P¢
5z TP 1o,

Oz ot’

(5.29)

Ts (A?)

Tp destina-se a garantir que os termos de dispersdo numérica em é e 1 sdo simulta-
neamente corrigidos nas equagoes da continuidade e de conserva¢do da quantidade
de movimento. O tensor T, introduz um termo dissipativo de terceira ordem na
equacdo de conservacio da quantidade de movimento e, consequentemente induz
estabilidade, ao mesmo tempo que evita a presenca de termos desse tipo na equagao
da continuidade, por forma a garantir a conservacao da massa.

Finalmente, a formulacdo de Petrov-Galerkin pode ser escrita como um sistema
de duas equacbes escalares, apés integracio por partes dos termos dispersivos. O

problema passa entdo a ser: encontrar as fungdes ¢, 4 € Vi x Vi tais que

et ] g AaAt 0% 04
op z oq
— t=0,
/tn / ( ? o ) dxd”/ / 10, "owor o ¢

Vo e Vi x Vs, (5.30a)
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bnt1 au Bq h? 8¢ 8%
/ / ( : 3 oz 8:1:875) dz dt

tntr L Aw 0P 8( 0¢ 0p
/tn (ax otV ow o | 40U

it L Ag At o*p 0p 1 T p2 924 1"
- b dt =
+/tn /0’8 1C; ozt op U /t [ 3 Bwat]o 0,

Vo eV x V.

(5.30b)
As varidveis p e ¢ sdo definidas em cada né por
. {2 . :
p=(h+G)m o a=F+g6. (5.31)

5.2.2 Analise de precisao e estabilidade
Equacoes discretas

A discretizagio da equacdo (5.27), recorrendo as fungoes de interpolacdo elementares
(5.28) e as funces de peso (5.29), sobre uma malha regular de elementos finitos
(cf. Figura 5.6), admitindo uma profundidade, h, constante , conduz 3s seguintes
equagdes discretas para o i-ésimo né no instante ¢, = (n + 1) At:

(G r e i) - (Ga+al+8)]
H S ([ (rr ) st (n ) ]
+ [(h‘l‘fﬁu) Uiy — (h+Cn ) 1]}
+ B { @) -2 @)+ @] - [@0) - 260+ @)

v pto (G - 2gm g - ( n—20+ 8 1)] %0
(5.32a)
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e

Az T, R ) . . A
s [(u‘ffll +4artt +art) — (4, + 447 + U?—1)]

4 % [(ay_ﬁlf — ('&;ﬁ"ll)z} + [(ﬂ?+1)2 - ('&?—1)2]
. gfi (G- &) + (G -am)]

[( w20t ) — (afy, — 207 + 47|

o) (@)
At h+€"+1) ~ntl (h+Cn+1) n_+11]
0]

- aggo {[(nr ) a2 (

# (o ) - (W") P (oG ]}
(
) i+

+ ﬂ%g {[(h‘l‘CTll) arl— 2 h—l—CnH) ar+t 4 (h_|_6in_+11) ﬁ?fll]
_[(h“i'@'nﬂ) (R (h+Cn (7 (iH—Cn ) ;- 1]}:07

onde {* = C (w3, t,) € 47 = 4 (%4, ta).
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Equacoes diferenciais equivalentes

Desenvolvendo Cn+1+m e 471, para m = —1,0 e £ = —1,0,1, como séries de

Taylor em torno de {™' e 42!, respectivamente, i.e.:

. ~\ n+1 A\ n+1 ~\ N+l
. o¢ o¢ (LAz) (0%
‘ndl4m __ Fnil il > —
Cz+£ - Cz + (EAQ;) (6.’13) . + (m At) (at> . + 2 8$2 .
s\ n+l A\ 7+l A\ Al
9%¢ (mAt)? [ 8% (LAz)® [ 3¢
+ (L Az m At) (3 a) +'———2 2 . + 6 93 -
L Am mat [ 8¢\ L ta(may® (9% "
0x? ot 2 oz ot? |
L, may’ (™ ean* (0 m L (s mat (9% "
6 a3 24 \ozt ) 6 ox3 0t |

| (£80)" (mAy? ( ¢ ) +1+£Ax(mAt)3 ( o1¢ )"“

2 02 ot? 6 Oz O3

.\ (m At) 4 i& n+1
24 ott |

+0 ((Az)%, (Az)* At (Az)? (AL)%, (Ax)? (AL, Az (AL, (At)s) :

milim  m aa\ "t o LAz)? (920"
artt :ui+1+(£Ax)< ) + (m At) <8t) —|-( 2) (8_:1;;>

i

g

824 w1 (mAt)® (824 (tAz)® (B34
(AzmA — (==
+(EAzm AL (m&)i L <8t2) T (ax3)
+(£Ax)2mAt Ba \""' LAz (mAD? [ B \™
2 0x20t ), 2 Ox 0% )
+(mAt)3 &4 “+1+(mx)4 8 n+1+(€Ax)3mAt oa "
6 ot 24 \ Oz* 6 913t )
¢ Az)? (mAD? [ oo "M L tAa(m At (oo \™!
2 8212 ) , 6 8z O3 |
N (mAD* o4\
24 \ ot ),

+0((A)%, (Az)* At, (Az)® (AL, (Az)® (A1), Az (AD), (AL)®)
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e substituindo nas equacgbes as diferencas (5.32), obtém-se as equagles diferenci-
ais equivalentes do problema para o ponto (z;,%,+1) (cf. Figura 5.6). Estas sio,
ap6s alguma manipulacio algébrica com aplicagio recursiva da equagdo (5.26) para

rearranjo das derivadas e na forma adimensional:

~\ 1+l
% 0 A )L cry [(@a\""
(E) + (%[(h—l—eC) u]) = < hOr (Aa)’ (ﬂ— -5—) ($>

7 ? i

+ 0 (e(Az)?, € Az, €0® Az, o° (Az)?)

ga\™ . rea\™  [(o¢\" L[ &%\
(5) +ean(%) +(5) =% (sem),

+EC (A )2 (5 Cr 835 n+1
i ”?) E

i

2 Vh(A e (1-Cr%) (M)nﬂ

7)),
+ 0 (e(Ax)?, € Az, e0® Az, 0*(Az)?) .

Nestas equagoes, Cr = \/EAt/ Az é o nimero de Courant computacional definido
com varidveis adimensionais®. Facilmente se verifica que definindo o coeficiente S

como C .
8= —31"- , (5.33)

o esquema é de terceira ordem. Os termos de terceira ordem, admitindo que € ~

o ~ Az sdo de dois tipos:

e nio linear, em € (Az)? e € (Az). Estes termos estdio presentes na equacio da

continuidade e na equacao de conservagio da quantidade de movimento;

.. . 3 , . - ~
e dissipativo, em (Az)°. Um tnico termo, presente na equagdo de conservacao

da quantidade de movimento.

Os resultados obtidos no estudo numérico da propagagio de uma onda sobre um
quebra-mar submerso (cf. §6.2.3) apontam para a necessidade de dissipacao numeérica

nas zonas onde o nimero de Courant é mais elevado, pelo que se propoe que o

2De facto, no caso de profundidade constante e pequena, a profundidade adimensional é h = 1.
Optou-se no entanto pela sua ndo substitui¢io por coeréncia com o caso mais geral de profundidade
varigvel. Desta forma ter-se-4 ainda que Cp = Vh.
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coeficiente o seja calculado através da expressao:

Cr?

“=1-cr

(5.34)

Com as defini¢des (5.33) e (5.34) para § e o, resultam as seguintes equagoes

diferenciais equivalentes para o ponto (%iy tny1):

8_5 " + (3 [(h + eCA) ﬁ])nﬂ =0 (e(Az)?, €Az, e0® Az, o (Az)?)
at 1: ax A ; Y ’ ? 7

(5.35a)
.\ ntl .\ ntl PY% n+l W2/ oa \™
o4 +art! oa + 9 =o? — o
ot ), t oz ), or | 3 \0x20t),
1 2o n 3 O\
_ECOCT (A.’l;) (8{,{,‘4 )
+0 (e(Az)?, €Az, e0® Az, 02(Ax)2) .
(5.35b)

Relagoes de dispersao

Desprezando os termos néo lineares presentes na formulacao de Petrov-Galerkin do
modelo de Boussinesq a uma dimenséo horizontal e supondo que ( e u sdo func¢oes

que admitem desenvolvimentos em série de Fourier, tem-se como solugles gerais as

funcoes
~+0co ) .
((z,t) =R < A (k) eiFoe®il gmolk)t dk) ,
+oo .
u(z,t) =R ( Ay (k) eitbo—w®)t] gms(k)t dk)‘ ,

onde i é a unidade imagindria, k é o niimero de onda, A¢ (k) e A, (k) sdo as fungbes
densidade espectral, w (k) é a frequéncia angular da onda e s (k) é o coeficiente de
amortecimento. Como ja foi referido anteriormente, em virtude das propriedades

das séries de Fourier, cada termo dessa série é também solucao do problema linear.
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Seja a seguinte solugdo particular para ¢ e u:

¢ (z,t) = R (ac e’ B e~?) (5.36a)
u(z,t) = R (a, e E=9D e?) (5.36b)

onde a; a, sdo coeficientes complexos, definindo simultaneamente a a,mplitﬁde ea
fase das ondas parat=0e z = 0.

Sendo G = e~ 1 (W=i8)At o coeficiente de propagacio do esquema numérico e fa-
zendo coincidir o #-ésimo né com 7 = 0 e o nivel n com ¢ =0, ter-se-4 sem perda de

generalidade que:

(", =R (aceiF27) (5.37a)
=R(ar) , | (5.37b)

éﬁ_l =R (ac €ikAw) , : (5.37c)
(ML =R(Gace ), (5.37d)
M =R(Gag), (5.37¢)
=R (Gac ™) (5.37f)
4, =R (aue7*47) (5.37g)
ar =R (a) (5.37h)
iy = R (a, eF27) (5.371)
=R (Gaye ), (5.37j)
Wt =R(Gay) , (5.37k)
i =R (G a, &™) .  (5.370)

Por conveniéncia de escrita, o simbolo R, que designa a parte real, serd doravante -
suprimido.
Substituindo a solucdo particular (5.37) no sistema de equagoes discretas (5.32),

obtém-se o seguinte sistema de equagoes:

[a”, am} [ac]=[g}, (5.38)
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com
ap = {%Am [cos (kAzx) + 2] + %ﬁC’O At[cos (kAx) — 1] } (G-1),

iz = z% h At sin (kAz) (G+1) ,

ag =1 1gAt sin (kAz) — o gaz sin (kAz) ¢ (G—1),
2 Co
2

Qg = {é— Az [cos (kAz) + 2] - % é [cos (kAz) — 1]

+ 2 B0y At cos (kA7) — 1] } (G -1) ~ aCo At [cos (kA) ~1] (G+1).

As solugdes nio triviais do sistema (5.38) correspondem as raizes em G do polinémio
caracteristico do mesmo sistema. '

S50 neste caso obtidas duas raizes, G1 e G, as quais correspondem as duas so-
lucbes possiveis: uma onda propagando-se no sentido positivo do eixo 0OX e uma
segunda onda propagando-se no sentido negativo do mesmo eixo. Por serem dema-
siado extensas, as expressdes para Gi e G2 ndo sdo aqui apresentadas.

Tal como nos casos anteriormente estudados, a relagdo de dispersdo, a celerida-
de de fase e a celeridade de grupo do esquema numérico, bem assim como o seu

coeficiente de amortecimento,
w =w (kh,kAz,Cr) ,
C = C (kh,kAz,Cr) ,
Cy = Cy (kh,kAz,Cr) ,
s = s(kh,kAz,Cr) ,

podem ser calculadas a partir de G, da seguinte forma:

¢ :%['—1———logG] ,

o "Or (kAz) |
w
=khC,
Va/h \
kh 0C®  kAz OC?
Cp=C (H 50° 9(kh) | 202 8(kAw)) !
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1 —

— =% —7}——1 logG| .
\/gh k CrkAx

Desenvolvendo o quadrado das celeridades de fase e de grupo em séries de Taylor
multivariadas, em torno de kh = 0 e kAz = 0, obtém-se as expressoes:

% =R [1 = é— (kh)? + %C’r‘ (ﬁ— —(’;)—’") (kAa;)2+z'I]'§a(1 ~3Crp) (k}n)‘”’]
+ O ((kh)*, (kh)® (kAz)?, (kAz)*)
(5.39a)
CF [ g+ Sor (5- 5 ) (ke - i1 =300 (o)
+ O ((kh)*, (kh)® (kAz)?, (kAz)*) .
(5.39b)

Facilmente se conclui ser o erro na solucio também de terceira ordem para os valores

propostos dos coeficientes 3 e , expressoes (5.33) e (5.34), respectivamente.
Considere-se a formulagdo de Petrov-Galerkin, com # = Cr/3. Os aproximantes

[0/2] de Padé multivariados em kh e kAz dos quadrados das celeridades de fase e-

de grupo do esquema numérico sdo, neste caso, respectivamente

1 1

[0/2]C? = ——, 5.40a
gh , 1+%(kh)2 (o400
1 L o/21(0)? = — 5.40b

iguais portanto aos quadrados das mesmas celeridades no modelo analitico.

Nas Figuras 5.10 e 5.11 comparam-se graficamente a relacdo de dispersao e as
celeridades de fase e de grupo para as formulagdes de Bubnov-Galerkin e de Pe-
trov-Galerkin, esta dltima com o = 0 e o dado pela expressio (5.34). Verifica-se
que a correcgao da dispersdo de frequéncia através do coeficiente 8 resulta numa
melhoria significativa das caracteristicas dispersivas do esquema numérico, nomea-
damente aumentando em cerca de 15% a gama de frequéncias reproduziveis. Isto é
particularmente significativo quando a discretizagao espacial é de baixa resolucao,
i.e. Az ~ h, e quando o valor do coeficiente do niimero de Courant se aproxima da
unidade. A introdugédo do mecanismo de dissipacdo associado ao coeficiente o ndo
afecta as harménicas principais, mas em contrapartida estende a celeridade nula a

ondas cujo comprimento pode chegar a cerca de 3 Az, para valores de Cr préximos
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Figura 5.10: Relacoes de dispersao dos esquemas numéricos para o modelo de Bous-
sinesq, com n = 2 e Cr = 0.9: analitico (—); Petrov-Galerkin, o # 0, (——);
- Petrov-Galerkin, a = 0, (- - - ); Bubnov-Galerkin (— - -—). ‘ )

da unidade. As oscilagGes a que tal comportamento dard origem, deverdo no entanto
ser dissipadas. ‘

Para Cr > 1, as relagdes de dispersao numéricas da formulagdo de Petrov-Ga-
lerkin apresentam um comportamento divergente quando comparadas com as cor-

respondentes relagbes analiticas (cf. Figura 5.12).
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Figura 5.11: Relacdes de dispersdo dos esquemas numéricos para o modelo de Bous-
sinesq, com n = 8 e Cr = 0.9: analitico (—); Petrov-Galerkin, « # 0, (—);
Petrov-Galerkin, oo = 0, (- - ); Bubnov-Galerkin (— - -—).

Andlise de estabilidade

A anjlise das equacbes diferenciais equivalentes e a andlise das relagoes de dispersao
discretas, permitiram j& estabelecer coeficientes 6ptimos para a precisdo e estabi-
lidade da formulagio de Petrov-Galerkin do modelo de Boussinesq. Para estudar

a capacidade selectiva do mecanismo dissipativo responséavel pela estabilidade do
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Figura 5.12: Relacoes de dispersdo dos esquemas numéricos para o modelo de Bous-
sinesq, com n = 5 e C'r = 1.5: analftico (—); Petrov-Galerkin, a # 0, (——);
Petrov-Galerkin, o = 0, (- - - ); Bubnov-Galerkin (— - -—).

esquema, é necessario analisar a variagdo do coeficiente de amplificagio, |G|, com o
numero de onda, k. ; .

Como referido'anteriormente, de acordo com o critério de estabilidade de von
Neumann, o esquema numérico é estével se e s6 se |G| < 1 para qualquer valor
do numero de onda k. No entanto, a raiz para a qual |G| = 1 ndo podera ter
multiplicidade m superior a 1, caso em que a solugdo numérica divergird® a uma
velocidade (At)™ . Esta condicéo relativa & multiplicidade das raizes é conhecida
como condi¢do de Dahlquist (cf. Coimbra, 1992).

Facilmente se verifica que o esquema de Bubnov-Galerkin é neutralmente estével,
i.e. sem dissipacdo, dado que |G1| = |G2| = 1 com G; e Gy duas raizes conjugadas
para qualquer kAz € ]0,7[. No entanto, para kAz = 7, i.e. A = 2Axz, as duas

raizes G1 e G s80 iguais entre si e iguais & unidade. Portanto, de acordo com a

condigéo de Dahlquist para o niimero de onda limite a solu¢io numérica divergira a’

uma velocidade de ordem O (At).

O esquema de Petrov-Galerkin é estdvel e dissipativo para qualquer nimero de
onda com KAz no intervalo ]0,7[, no qual se verifica que |G4| < 1 e |G2| < 1 com
G1 # G,. Para o nimero de onda limite, KAz = m, verifica-se que a onda que
se propaga no sentido positivo do eixo OX tem caracter dissipativo, enquanto a

3Excepto no caso de um par de raizes conjugadas.
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Figura 5.13: Coeficiente de propagagio do esquema de Bubnov-Galerkin aplicado
ao modelo de Boussinesq para n =2 e Cr = 0.9. Raiz 1: (++ +); raiz 2: (00 o).
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Figura 5.14: Coeficiente de propagacio do esquema de Bubnov-Galerkin aplicado
ao modelo de Boussinesq para n = 8 e Cr = 0.9. Raiz 1: (++ +); raiz 2: (o0 o).

onda que se prdpaga no sentido negativo desse eixo est4 isenta de dissipagao, sendo
neutralmente estével, i.e. |G1 (7)| < 1e |G (m)] = 1.

Como seria de esperar dada a elevada ordem (terceira) do termo dissipativo, este
tem um comportamento altamente selectivo, afectando essencialmente os grandes
ntimeros de onda (cf. Figuras 5.15 ¢ 5.16). No caso do nimero de Courant ser
superior & unidade, a formulacdo de Petrov-Galerkin torna-se instavel (cf. Figura

5.17).
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Figura 5.15: Coeficiente de propagagio do esquema de Petrov-Galerkin aplicado ao
modelo de Boussinesq para n =2 e Cr = 0.9. Raiz 1: (++ +); raiz 2: (c00).

5.2.3 Esquema predictor-corrector

Tal para o modelo RLW, também aqui a presenca de termos néo lineares obriga 3
utilizagdo de um algoritmo iterativo. Novamente a opcao foi por um esquema tipo
predictor-corrector em que o passo corrector corresponde 3 formulacio de Petrov-
-Galerkin de terceira ordem analisada.

As equagdes ao nivel de um elemento no interior do domfnio, i.e. nio afectado
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Figura 5.16: Coeficiente de propagacao do esquema de Petrov-Galerkin aplicado ao
modelo dé Boussinesq para n = 8 e Cr = 0.9. Raiz 1: (+ + +); raiz 2: (0 00).

pela presenca de fronteiras exteriores, sao:

e passo predictor:
Mé¢A¢ = - At C®p", (5.41a)

- 2
(Me + % K) Au=— At (Ce q" +a Az’ \/% K* p”) ; (5.41b)
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Figura 5.17: Coeficiente de propagacao do esquema de Petrov-Galerkin aplicado ao
modelo de Boussinesq para n =5 e Cr = 1.5. Raiz 1: (+ + +); raiz 2: (o0o0).

® Dasso corrector

M®A¢ = — % Ce (p(n+1)* +pn) +8

At Aze

4+/9/h

K°Aq*,  (5.42a)
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h2
(Me + 3 Ke) Au =

_ % [Ce (q(n—l—l)* +qn> _|_an6\/% Ke <p(n+1)* +pn)]

— aAz® \/% (c)" AC*+ B At 4A$ \/% K°®Ap*. (5.42b)

Nestas equacdes, os vectores ¢", u” e ¢ u™t! sdo os vectores elementares dos
valores nodais das funcdes ¢ e @ nos instantes ¢, = nAt e t,41 = (n+1)At,
respectivzimente. Os vectores elementares p”, " e p" 11, " representam os valores
nodais, nos referidos instantes, da quantidade de movimento especifica e da energia
especifica, respectivamente, tal como definidas pelas expressoes (5.31). Por outro
lado, os vectores A, Au, Ap e Aq sdo os vectores elementares dos incrementos

nodais daquelas grandezas no intervalo de tempo entre os instantes ¢, e ¢t =1, i.e.

AC = Cn+1 - Cna

Ap =p"t' —p”,

Aq=q"" —q".

As quantidades denotadas com um asterisco, ()*, correspondem & previsao do passo
predictor, ou & iteracdo anterior do passo corrector. Az® é o comprimento do e-ésimo
elemento numa discretizacio nio uniforme do dominio espacial.

As matrizes elementares M¢, C¢ e K° sdo dadas por
Me:Axe 2 1 Ce:l -1 1
6 |1 2]’ 21 -11

.1 1 -1
e-[ 7]

Precisao do predictor

A precisio do predictor é analisada recorrendo a expansao em série de Taylor da

celeridade, C*, e da dissipacio numérica, s*, da solucio linear das equagoes (5.41).
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Conclui-=se entdo que:

ﬁ((;*_i%) :1~%(kh)2—i%(&—0r)(kAx)

- (%@2 — % Cr+ - C’r ) (kAz)® — z% (Cr — &) (kh)? (kAx)

—4 % (6Cra® —12Cr°a+6Cr® + &) (kAz)® + TOS, (5.43)
onde TOS sdo termos de ordem superior.
A ordem do erro em (5.43) pode ser optimizada fazendo

a=Cr. (5.44)

Desta forma, obtém-se um esquema de segunda ordem, ©@ ((kAx)2), com dissipacdo

de terceira ordem, i.e. para & = Cr tem-se que:

L P VIV DRV IO 3
ﬁ(C’ zk>—1 6(kh)+24Cr (kAx) 224Cr(kAx) +TOS. (5.45)

5.3 Modelo de Seabra-Santos a 1DH

O erro de dispersdo de segunda ordem, que o esquema de Petrov-Galerkin desen-
volvido para o modelo de Boussinesq a 1DH corrige, é devido & discretizacdo dos
termos convectivos lineares. Como os termos convectivos lineares do modelo de Sea-~
bra-Santos sdo iguais aos do modelo de Boussinesq e as derivadas presentes no termo
dispersivo sdo em ambos os modelos terceiras derivadas cruzadas no tempo e no es-
pago, a correccao a introduzir devers ser do mesmo tipo. Sers esse o procedimento
a adoptar, ndo se procedendo a uma anilise de precisdo e/ou estabilidade.

As equagdes do modelo de Seabra-Santos, para escoamentos a uma dimensio
horizontal, sem dissipacéo e de fundo fixo s20:

o -

ag 5 [(h +¢)a] = (5.46a)
ou 9 o (v ., 0%
8’;” [(2 &—1) 3 + gCJ o (ﬁ = ;"t) - (5.46b)

Os coeficientes & e f sdo dados pelas expressoes (2.138).
A elevagdo da superficie livre, ¢, e a média vertical instantanea da velocidade




5.3.- MODELO DE SEABRA-SANTOS A 1DH 231

horizontal, @, sdo aproximadas recorrendo a fungdes de interpolagao lineares, i.e.

Ne+1

(@)=Y Nil@) G, (5.472)

ne+1

a(z) = Z Ny(z) i, (5.47b)

sendo n, 0 nimero total de elementos finitos e Ny,i =1,...,n.+1 as funcoes globais
de interpolacéo lineares (cf. Figura 4.1). O mesmo proced1mento foi adoptado para

a interpolacéo dos coeficientes dos termos nao linear e dispersivo, & e ,B

Nne+1
= Z Ni(z) &(z;), (5.48a)
Bz) = 5; Ni(a) (as)  (s.48b)

As variveis computacionais auxiliares p e §, respectivamente a quantidade de movi-
mento especifica e a energia especifica com uma pequena perturbagio, sdo definidas

como:

ne+1

plz) = Z Ni(z (h'z' + é}-) @i, (5.49a)
Ne+1
§z) = Z Ni(z) [(2 by — 1) — + g gz} : - (5.49b)
A formulagdo de Petrov—Galerkin do método dos elementos finitos para este mo-
delo consiste entdo na resolugao das seguintes equagoes:
e passo predictor:
MA¢ =—-AtCp”, (5.50a)

(m+ Kj) Au=—At(Cq" +Kap") ; (5.50b)
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® Dasso corrector

MA¢ =— % C (p("“)* - p”) +Kj Aq*, (5.51a)

(M + Kh) Ag — % [C (q(n+l)* 4 qn) + K, (p<n+1>* + p”)] (5.51)

+Ca AC* + K4 Ap* + F Au*,

As grandezas denotadas com um asterisco, ()*, correspondem ao valor calculado no
passo predictor, ou na iteracéo anterior do passo corrector.

Os vectores ¢", u”, ¢"*! e u™! 530 os vectores dos valores nodais das fungoes
5 e 4 nos instantes ¢, = n At e thy1 = (n+1) At, respectivamente. Os vectores
P", 9", p"* e q*t! s30 os vectores dos valores nodais, nos mesmos instantes, da
quantidade de movimento especifica e da energia especifica definidas pelas expressoes
(5.49). Finalmente A¢, Au, Ap e Aq sdo os valores dos incrementos nodais daquelas
grandezas no intervalo de tempo entre os instantes tn € tpyy, ie.

A¢ = ¢n
Au=u" _y»,
Ap =p™!' —p",
Aq=q""' - q".
As matrizes M, C, K,, K,,, Kg, K} e F tém dimensdes (n, + 1) X (ne+1). A
matriz F corresponde ao termo de fronteira resultando, em conjunto com a matriz

K}, da integracgo por partes do termo dispersivo da, equagdo (5.46b). Os elementos
destas matrizes sao respectivamente

L
My = [ NN de, (5.52a)
N Lo dN; |
(C’) Y Ry 9 4N g 5.5
Vi~ Jy POV NE @ ( -52c)
" L — dN; dN; '
= 7 % GAY
( h)z‘j /0 p dz dx dz, (5.524)

L
(f(a) = / aAze ([d LN (5.52e)
g Jo h dz dx ’ R
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_ I AtAze dN; AN
¢ s g
— .52
(%5 / 1ok dz dz O (5.52f)
AtA:n dN; dN;
) / P \/% dz dmj dz, (5.5%)
dn, dN,
£y= (A ”d—) L), .

Nestas expressoes, 72 e | sio os valores médios em cada elemento finito da
grandeza em questdo. Os coeficientes o e 8 sdo iguais aos definidos para o esquema
de Petrov-Galerkin aplicado ao modelo de Boussinesq a 1DH (cf. 85.2). Recorde-se
que no passo predictor, o coeficiente o é substituido por & dado por (5.44).

5.4 Modelo de Madsen & Sgrensen a 1DH

Considere-se 0 modelo de Madsen & Sgrensen a uma dimensao horizontal para

fundos fixos muito suaves, escrito na forma quase linear com varidveis vectoriais. O

problema, cldssico consiste em encontrar a funcio vectorial U = U (z, ) tal que:
ou ou 83U 82

com as condicdes iniciais e de fronteira* de Dirichlet:

U = Uy, para (z,0) , (5.53b)
U =1y, para (0,1) , (5.53c)
U =1U,, para (L,t) . (5.53d)

Nas equagdes do problema (5.53), o vector U e as matrizes A, B, C e D sédo

respectivamente
¢ @ h+( 0 , 0 00
U = u , A = g u —g I;—5 5 B = h2 0 -1 0 3
T 0 0 0 0 00

4para uma correcta caracterizacio das condigbes de fronteira, ver o Capitulo 3.
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Ogﬁﬂ 0 00
C:OO$O e D= OOO
0 0 1 100

5.4.1 Formulagao de Petrov-Galerkin

A formulagio de Galerkin do mesmo problema, baseada numa discretizacdo em
elementos finitos no espaco e no tempo, serd encontrar a funcio vectorial aproximada
U (2,t) € V! x VI, e definida em 10, L[ X Jtn, ta41], que satisfaz a equagio

A

tot1 pL & B 31 . 2 .
/ / W. QI—J—-I-AQI—I-i-B—al—I-CU—l-DQE dxdt=0,VW($,t).
i 0 ot z 0z?

0 0z2 ot
(5.54)
As matrizes C e D foram modificadas, sendo agora
0 % 0 0 00
C=19 o 0 e D= 0 00
0 0 At —At 0 0

As fungdes vectoriais de interpolagdo sdo funcdes bilineares no espago-tempo,

dadas em cada elemento por

€
c 2 s a4 [N

¢ G e GGl .
il =|8 @ G iy ve | (5.55)
o) oD N o) o) 3
r n To T3 T4
3 NZ

onde N7, i = 1,2,3,4, sdo as fungdes de forma, escalares definidas em (5.3). As
funcdes de peso para a formulagdo de Petrov-Galerkin sio uma, variagao das funcoes
(5.29) utilizadas para o modelo de Boussinesq. Sao fungBes vectoriais, lineares no

espago e quadréticas no tempo, dadas por .

Az T OP¢ Az At T 92P¢

Wiz, t) =P+ — T, (AY)" =% Ts (A =& )
@) =Pl oo Te(A) G+ T T (A" 220 (559)
onde
Pie a 0 0 ,31 0 0
Pi=1F |, Ta=|0 a 0|, To=|0 5 0| e

Py 0 0 a3 0 0 0
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0 h 0
h2
Af= 0 —g— | »
g 915
00 0

com as funcdes de peso escalares P§ e P definidas pelas expressoes (5.4).
Os elementos dos tensores T, e T sdo determinados por forma a optimizar as
caracteristicas dispersivas do esquema numérico, a0 mesmo tempo que introduzem

- um mecanismo dissipativo de ordem superior.

Esquema predictor-corrector

O esquema predictor-corrector para o modelo de Madsen & Sgrensen é semelhante
ao adoptado para o modelo de Boussinesq, sendo que aqui é necessério o clculo da
varigvel auxiliar r. As equacdes ao nivel de um elemento no interior do dominio, i.e.

niio afectado pela presenca de fronteiras exteriores, sdo entao:

e passo predictor:
Mer" = -K°¢", (5.57a)

Ax® Az® h?
MeAC=—-At|C°p" + & Kéq® — &s — +/gh — K°r" |},

(5.57b)

e 22 e _ ‘e n h2 e n ~A$e\/5 e_.n
(M +-5—h K)Au——At(Cq —g—1—5Cr + 5 th

~A:Ee th T .
+“3T\[ﬁﬁ C)

(5.57¢)

e passo corrector :
ME D" = e ¢ (5.58a)

].V[;’ A : _ _Az_t Ce (p(n—I-l)* + pn) Az® At K¢ (;l(n+1)* + qn)

VD

e e A 2 .
A (€T Au* + o Az* At gh W ke (r<‘"+1> +r“)

Ty /q/h 4 15
e e 2
ALAT" pe ng® — ﬂzf‘—t-Ai Jah ' KeAr, (5.58b)

+52—\/=Z4 oTh i 15
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SN’

. e 2 2 e _ At e (n+1)* nY h’_2 e (n+1)* n
(M —I-gh K)Au——T[C (q —|-q) g15 C (r +r

Az® ) e (n+1)* n Az® 9 h_2 e\T (n+1)* n
tor =g \/;K (p +p) “oa\n 1 (©) (r +r)

_ A; \/% (CHT A¢* + B, Atf‘” \/% K°Ap*. (5.580)

Nestas equacdes, os vectores ¢", u” e ¢" untl g30 os vectores elementares dos
valores nodais das funces ¢ e 4 nos instantes n = nAt ety = (n+1)At
respectivamente. Os vectores elementares p", q*, " e p"tl qntl, prtl representam
os valores nodais, nos referidos instantes, da quantidade de movimento especifica,
da energia especifica e da varidvel adicional 7, respectivamente, tal como definidas
em (4.43). Por outro lado, os vectores A¢, Au, Ap, Aq e Ar sio os vectores
elementares dos incrementos nodais daquelas grandezas no intervalo de tempo entre

os instantes ¢, e tnt, i€
_ n+1l n
AC=¢" - ¢,
— 2471 n
Au=u"t'—qy",
= ] n
Ap =p™! —p”,
— n+1 n
Aq=q"" - q",
Ar =gyl _pn
As quantidades denotadas com um asterisco, ()*, correspondem 3 previsao do passo
predictor, ou & iteragdo anterior do passo corrector. Az® é o comprimento do e-ésimo

elemento numa discretizagio nio uniforme do dominio espacial.
As matrizes elementares M, C¢ e K¢ sio dadas por

Aze [ 2 1 1] -11
Me = , Ce = — .

.1 1 —1
K_Axe[—l 1}’

sendo (C*)” a transposta da matriz Ce,

Na andlise de precisio e estabilidade, a matriz de massa, elementar, M, nas
equagdes (5.57a) e (5.58a) é substituida por uma matriz de massa diagonalizada,
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num procedimento andlogo ao seguido em §4.3.2, a qual é:

Azt | 1 0
M¢ = .

5.4.2 Andlise de precisdo e estabilidade

Para este modelo apenas é efectuada uma andlise baseada na precisao e estabilidade
da solucdo linear. Supondo que ¢ e @ sao funcdes que admitem desenvolvimentos

em série de Fourier, ter-se-80 como soluges gerais as fungoes

400
((z,t) =R ( / A (k) elEee®) e—s(’“”dk) ,

—00
+oo

(z,t) = §R< A, (k) ¢Fee®1 e—8<k>tdk) :

—00
onde i é a unidade imaginéria, k é o nimero de onda, A¢ (k) e Ay (k) sdo as funcdes
densidade espectral, w (k) é a frequéncia angular da onda e s (k) é o coeficiente de
amortecimento. Como j3 foi referido anteriormente, em virtude das propriedades
das séries de Fourier, cada termo dessa série é também solucdo do problema linear.

Seja a seguinte solugdo particular para ¢ e
¢ (z,t) =R (ac gHko—wt) gmst) (5.59a)
@(z,t) = R (g, e Fe e, (5.59b)
onde a; € a, sdo coeficientes complexos, definindo simultaneamente a amplitude e a
fase das ondas parat=0exz =0.
Sendo G = e~ 1194t ¢ coeficiente de propagagdo do esquema numérico e fa-

zendo coincidir o i-ésimo né com z = 0 e o nivel n com t = 0, ter-se-4 sem perda de

generalidade que:

{ry =R (ace™**) (5.60a)

G =%(a) (5.60b)
=R (ac ), (5.60c)
il =R (Gace ™), (5.60d)
éi“ﬂll =R(Gac) , (5.60€)

il = R (G ag ™) (5.60f)
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a7, =R (ase

= §R(a'u) )

AT
U;

—ikAz)

H

i, =R (g, e07) |

~n+1

W =R (Gaye™ kAm) ,

~n+1
U;

~n-+1

=R(Gay,),

a =R (Gay e“m””) .

(5.60g)
(5.60h)

(5.60i)
(5.605)

(5.60Kk)

(5.601)

Por conveniéncia de escrita, o simbolo R, que designa a parte real, serd doravante

suprimido.

Passo corrector de quinta ordem

Substituindo a solucdo particular (5.60) nas equagGes globais linearizadas para o

i-ésimo né, obtidas pela soma das contribui¢Ges das equagdes elementares (5.58b)
e (5.58¢c), resulta um sistema homogéneo de duas equagdes algébricas lineares. As

solucbes ndo triviais deste sistema correspondem as raizes em G do seu polinémio

caracteristico.

A celeridade de fase e o coeficiente de amortecimento numéricos do esquema. sdo

dados por
0 —
\Vgh
15
N
Sejam

“[ﬂ'm

o ]

&

1

12-170r" —4n* (5 -8Cr)

log G] ,

T
1
ﬁ% —‘575;7
2
(021 ::_-EE
8% ::07

Cr (4 n?—1-2 C’r2).

Cr
a3:5ﬁ(1—0r2) ,

?

(5.61)

(5.62)

(5.63a)

(5.63b)

(5.63¢)

(5.63d)

(5.63¢)

com n = h/Az. Desenvolvendo a celeridade de fase e o coeficiente de amortecimento
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numéricos em séries de Taylor multivariadas em torno de kh =0 e kAz = 0, obtém-

-Se as expressoes

C 1 19
1 s 1 5 .

O desenvolvimento de Taylor da celeridade de fase linear do esquema numérico
coincide, a menos de um erro de sexta ordem, com a mesma expansao da celeridade
de fase do modelo de Madsen & Sgrensen. Por outro lado, verifica-se a presenca de
um termo dissipativo de quinta ordem.

Nos diversos ensaios numéricos efectuados para esta formulagao nao foi possivel
obter uma solucéo estével, em resultado de perturbagoes de origem numérica junto
3 fronteira de barlamar. Foram ainda ensaiadas algumas variantes com um termo

dissipativo de terceira ordem, também sem sucesso.

Passo predictor

Substituindo agora a solugdo particular (5.60) nas equagdes globais linearizadas para
0 i-6simo né, obtidas pela soma das contribuigoes das equagoes elementares (5.57b) e
(5.57c), resulta um um novo sistema homogéneo de duas equagdes algébricas lineares.

As solucdes néo triviais deste sistema correspondem 2s raizes em G do seu polinémio

caracteristico.
Fazendo
m:&—%j (5.66a)
1, 4(n?2—-1)-5Cr
g = —C , - (5.66b
=M T 300 (5.66b)
. 5Cr , .o .. :
s=—5 5 (365 +6a,Cr — cr’), (5.66¢)

com n = h/Az, e desenvolvendo a celeridade de fase e o coeficiente de amortecimento
numéricos em séries de Taylor multivariadas em torno de kh =0 e kAz = 0, obtém-

-se as expressoes

C 1 9

— =1—->(kh)"+TOS, 5.67
Vgh 6( S (567)
1 s 1 3

-2 = kA ) 5.68
N 12007'( z)° +TOS (5.68)

\
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O desenvolvimento de Taylor da celeridade de fase linear do esquema, numérico
coincide, a menos de um erro de quarta ordem, com a mesma expansio da celeridade
de fase do modelo de Madsen & Sgrensen. O termo dissipativo é no entanto de
terceira ordem.

Este predictor foi utilizado em associagio com o corrector de quinta ordem. O
esquema numérico resultante revelou-se no entanto bastante instével.

Outros esquemas, resultantes de outras combinactes dos elementos dos tensores
Tq e Tp foram ensaiados. Nomeadamente foram testados outros esquemas em que
o corrector tinha erro de quarta ordem na celeridade e dissipaciio de terceira ordem.

Verificou-se sempre instabilidade ou dissipacdo excessiva.

5.4.3 Esquema predictor-corrector nao consistente

Um esquema de elementos finitos diz-se ndo consistente quando, substituida a funcio
de aproximacdo pela funcio solucio do problema cldssico (5.53) na formulacao de
elementos finitos (5.54), aquela ndo é solucdo deste problema.

Verificou-se ser possivel obter solucdes com elevada precisio e est4veis para varios
problemas (cf. Capitulo 6) caso se ignorasse o tiltimo termo da equacéo (5.58b). A
influéncia daquele termo é de quarta ordem na celeridade de fase e de quinta ordem
no coeficiente de amortecimento. .

O esquema proposto tem precisio de quarta ordem na celeridade, e um meca-

nismo dissipativo de terceira ordem. Fazendo ap = a3 = 0 ter-se-4, entao:

e passo predictor:

Mfr" = -K°(¢", (5.69a)
Age Ax® h?
M*A¢G = - At C°p"+4 K*q" — @ o \/gh - Ko | |
¢ ( P 23 Jalh q 25 Voh r)
(5.69b)
2 h? Aze [g .
Me _hZKe Au=— At e.n 7 e .n ~ J e n'y .
( —!—5 ) u A(Cq gI5Cr_—|—oz12\/;Kp),
(5.69¢)
® Dpasso corrector .
Me¢ r(n-l—l)* = _Ke C(n+1)* . (570&)
At « At Az® ‘
M?Al = - — C° [p™*V)" 4 pn) 4+ K®Aq* 5.70b
¢ 5 (p | p) b, i qQ, (5.70Db)
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(Me + %hz Ke) A= — % [Ce (q(n+1)* + qn>

Az® At Ax®
—a \/—% (CT AL + By 4x \/% K¢ Ap*. (5.70c)

-9

2

Passo corrector: verifica-se que o termo dissipativo é directamente proporcional
a a; e portanto caso se opte por fazer oy = 0, o esquema é consistente. A anélise
da expansio em séries de Taylor multivariadas em kh e KAz da celeridade de fase e

do coeficiente de amortecimento mostram que

C 1 9 19 4 4 2 2 6
—=1-=(kh —— (kh)" - A .
L s 1 Cr? oy (kAx)® +TOS | (5.72)
Voh k24 LA ' ’ '
Nos casos de estudo apresentados no Capitulo 6 optou-se por utilizar, quando
necessario, '
Cr?
=2 . 5.73
o 1-Cr? (5.73)

Passo predictor: um predictor de segunda ordem semelhante ao utilizado para
o modelo de Boussinesq foi utilizado com sucesso em conjunto com o corrector de

terceira ordem. Seja
6[2 =0 € C~¥1 =Cr. (574)

Neste caso as expansdes em séries de Taylor multivariadas em torno de kh =0¢
EAz = 0 da celeridade de fase e do coeficiente de amortecimento sao:

— _=1-= — A T 75
N 1 6(kh) +24C?~ (kAz)* +TOS, (5.75)
1 s 1 2 2 '
— - 4 — A kA TOS. 5.76
N 1206’7"( (kh)" —5(k x))( z) + (5.76)

O predictor ndo é neste caso estavel, o que pode levantar problemas quando utilizado

em conjunto com a formulagdo ndo dissipativa do corrector, i.e. com a; = 0.

w
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5.5 Modelo de Boussinesq a 2DH

Considere-se o modelo de Boussinesq a 2DH para fundos de variaciio suave, na sua
forma quase linear, e escrito em notagao matricial. O problema, cldssico consiste em

encontrar a funcéo vectorial U = U (z, y, t) tal que:

ou ou ou o*U *U ?PU

ou CU=0
ot oz gy + ’
VP e @, (5.77a)

com condigbes fronteira® e iniciais de Dirichlet:

U (P) _ Us(P), VYPeS&, (5.77b)
U(P)=U,(P), VPe&,. - (5.77¢)

No problema (5.77), o ponto P é P = (z,y,t) e o domfnio Q é definido como
Q=0xT,sendo QC R’eT = [0, +00]. As fronteiras S e So sdo respectivamente
I'xTeQx{0}. O vector U e as matrizes As, Ay, By, By, By, e C sdo definidos

por

¢ a h+¢ 0 70 h+¢
U=1|4a |, A, =g i 01, Ay=10 7 0 ,
v 0 0 @ g 0 o
2 00 B2 0 0 0 B2 00 0
Bmm:_g— -1 0 ’ Bwy:? 0 0 -1 ? Byy_g 0 0 0 ’
00 0 -1 0 0 -1
oh  0h
: oz dy
C=10 0 -, |,
0 2, 0

sendo {2, a componente vertical do vector vorticidade:

_0v_on

o oy’

SPara uma correcta caracterizacdo das condicées de fronteira, ver o Capitulo 3.
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5.5.1 Formulacio de Petrov-Galerkin

Discretize-se o dominio @ em elementos finitos no espago e no tempo e seja V§ o
espaco de fungdes vectoriais lineares com continuidade C; ao longo das fronteiras
dos elementos. A formulacio de Galerkin do problema serd entdao: determinar a

fungio U € Vi x Vi x V} tal que

tnbi [, ; 3 8 -1 o) 37y
[ (B a e Gy By B
tn Q

Oz Vigy T 0x20t " 9z Oy Ot
3A ~ ~
+Byya%2%t—+CU) dQdt =0, YW e Vi xVixV;. (5.78)

As funcdes de interpolagdo sdo fungoes vectoriais trilineares no espaco-tempo,

dadas num elemento regular (cf. Figura 5.18) por

~ ~ ~ e
¢ G o G Ni
4|l =11 g : ) (5.79)
9 oo s | | NE
onde (i,...,Cg, G, Ug € D1,..., 08 sio os valores nodais das varidveis e N, ...,

N¢ as funcbes de forma:
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| W

At

Ti—1

Yi—1 Y Yit+1
T

Figura 5.18: Malha regular de elementos finitos espaco-temporal num domfnio 2DH.

T\ y t
Ne=(1-2) L+
8 Az/) Ay At
De forma semelhante ao que foi feito na seccdo anterior para o caso do modelo

de Boussinesq 1DH, é necessdrio definir uma funcéo peso W tal que: ~

e seja corrigido qualquer erro dispersivo de segunda ordem, eventualmente pre-

sente nas equacoes diferenciais equivalentes;
e seja introduzido um termo numérico dissipativo de terceira ordem.

Uma formulacdo andloga para sistemas de convexdo-difusao foi estabelecida por Yu
e Heinrich (1987). Aqueles autores nio estudaram porém o efeito dos termos dis-
sipativos na direccdo transversal & propagacdo, nomeadamente das derivadas cru-
zadas: 0'a/(0x® dy), 0*u/(0x By?), 8*a/(0x By?), 8*v/(0z By®), 8%/ (Da? dy?) e
05 /(0% Oy). |

A funcio peso W (z,y,t) é entdo uma furi¢cio vectorial, descontinua nas fronteiras

dos elementos, bilinear no espago e quadratica no tempo, cuja expressao é:

“ Az T OP¢ Ay 7 OP¢
; = PpP¢ s —y T, £ i — T, £ %
W, (z,9,t) ¢+ 2 C, T, (Af) . +ay200 T (Ay) o
Az At T P¢ Ay At T O*P¢

£ £
TG, T A gear TP g, o (A)) yar (>80

Az Ay At o O°P¢
§H2/3 O 3z oy oL’
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sendo o vector P¢ e as matrizes Al e Af; respectivamente

Py 0 h O 0 0 h
pe=| Pe|, Ai=1|9g 00}, Al=100 0|,
P? 0 00 g 00
enquanto os tensores Ty, Tp e T, séo dados por:
2 00 100 0 0 O
Ta = 0 00 ’ TIS = 010 , € Try = 0 Y22 0
00O 0 01

0 0 s

Na expressio (5.80), os termos em & introduzem uma dissipagdo de terceira
ordem do tipo upwind, enquanto o termo em 7, também de terceira ordem, controla
os termos dissipativos cruzados para o caso da propagagéo do tipo radial; os termos
em f eliminam os termos dispersivos numeéricos de segunda ordem.

Os coeficientes escalares da funcao peso (5.80), az, oy, Bes Bys V22 € V33 determi-
nam-se por forma a que as equagcoes diferenciais equivalentes no ponto (%, Vi tnal)
nio contenham termos dispersivos de origem numérica de ordem inferior & quarta e

que os termos dissipativos de origem numérica sejam de terceira ordem.

5.5.2 Andlise de precisao e estabilidade
Equacoes diferenciais equivalentes

As equagoes diferenciais equivalentes determinam-se recorrendo a um processo se-
melhante ao utilizado para o caso unidimensional, mas cujos detalhes por demasiado

extensos aqui se omitem:

(a) as equagoOes discretas 3s diferencas no ponto (zi; Vi tns1) S0 obtidas por subs-
tituigio das fungGes de peso (5.80) e das fungdes de interpolagao (5.79) na
formulacdo de Galerkin (5.78); :

(b) recorrendo a expansbes em série de Taylor em torno do ponto (2, Yi» tnt1)
reescrevem-se as equagoes obtidas no passo (a) em funcdo do valor nodal das

varidveis e das suas derivadas no ponto (i, Yi tnsl);

~(c) rearranjo das derivadas de ordem superior por aplicagao recursiva das equagoes
obtidas no passo (b) sobre si proéprias, conduzindo &s equagoes diferenciais

equivalentes na forma mais conveniente.
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Do procedimento acima descrito resultam as seguintes equagoes:

R (GOE R A(CL

]
a0 )

1
__ 1. 5.81
73 Co Az Ath(Cry — 3 Bs) (8333 920y (5.81a)
1 A 83'0 031
_ECOAyAth(Cry 3,8y)< 3 6 5 2)—I—TOS,
ot 0 2 ﬁ2+172 _h,_zi 0% + 0%
e\ T ) "3 e \aa Ty
1 3(1_ 2 i o0
_EC‘OA:E (1 C’r) ® 3n 4—|— C’OAx C’r Oy ——— 527 5y
1 . (3 Ay 4 4
—l—EC’OAa: <2A Creyyss +Cr am) (8$28y2+8:l:8y3 +TOS,
‘ (5.81b)
81§+2 5+@j+§i _h_zg 821l+6217
ot "oy \I" T2 Y ) T3 oy \ozar  ayor
1 0% o*a
__EOOAy3(1—Cr)aya4+ C’OAy Cr? VY% 353 o7

1 3 Az ot ot
+——C()Ay3< C'I"y’)’22+07" O!y) (ax3ay+am2ay2> +TOS.

(5.81c)

Nestas equagdes, Cp € a celeridade assimptética para uma onda longa e Cr, e Cry,

s3o os niimeros de Courant direccionais. As suas definicdes sdo respectivamente:

Co=viah, Cri=G2t o« or=c2t
Ax
Por outro lado, TOS significa termos de ordem superior, designacio Que inclui
termos nao lineares de terceira ordem e outros termos de ordem superior & terceira.
Da inspeccéo das equagdes (5.81) é imediato concluir que, para garantir‘preciséo

de terceira ordem, basta tomar os coeficientes 5, € 8, tais que:

Crg _ g@

Bz = 3 € ;By = (582)

Por seu turno, os coeficientes oy, oy, 722 € 33 530 escolhidos por forma a garantir a
estabilidade do esquema numeérico. Tal é feito heuristicamente, admitindo a hip6tese
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de escoamento irrotacional, para a qual se verificam as seguintes igualdades:

0*d
0x® 0y
04
0z 0y®
o0
0x3 Oy
ot
Oz Oy®

247
o*a
= 52757 (5.83a)
A ~
= %j} , (5.83b)
&*o
o*o

Nestas condicGes, é possivel eliminar as derivadas cruzadas e tornar negativos os

coeficientes das derivadas nao cruzadas de quarta ordem. Fazendo:

_ Cr2
, 1-Cr2

Oy

4
Yo2 = _g Crz Oy

2

o oy (5.84)
L Crf/ ' )

e 133 = —3 Cryog, (5.85)

e tendo em conta as expressoes (5.82), as equagdes diferenciais equivalentes, para o

escoamento irrotacional, escrevem-se:

8 R AT
EJ“‘a}'[(h“) ]+5§[(h+C)v]—TOS, (5.862)
oa , 0 §+ﬂ_2+ﬁ K (a0
5 T \9ST 2 T 2) T 3 oz \azot  dydt
1 pa 1. Or ot (5:86%)
__ = oa a0t 1, CTs A8 TY
= - S GO 5 120“1—CT§A ay4+TOS,
o 0 g+"}f+f _’ﬁﬁ(ﬁf‘_Jr 3217)
7 Tag\0T 2 T 2) T 3oy \owor oydt
: .y o 1 s (5.86¢)
SR T L T - . 2 0,8 90Y :
=-3 Ol—Crsz 5 12C’OOryAy ay4+TOS'

Para que nas equagoes (5.86b) e (5.86c) os termos de dissipacio cruzada perma-

negam de terceira ordem & ainda necessario que os coeficientes og € Qy

que:

2
CT’”;gl

0<
= e 1—Cry

sejam tais

C"rz
- <1.
1—C"ry

0<ay=
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Destas duas condicdes resultam os seguintes limites para os nimeros de Courant

' 2
Crzgg e Cfryg%.

Relaxando a condicdo de irrotacionalidade, as equagdes diferenciais equivalentes

direccionais:

na sua forma mais geral sdo:

a¢ N D N
Ejué_[(hjug) u] +8—y[(h+§) v] =TOS, (5.87a)
on, o €+a2+A2 B o (& %
ot " oz \J 2 )" 3 9z \ 8zt " Byot
_ 1 opaps Ot | 5.87b
= 12 CO OT_,E Ax Ozt ( . )
1 Cry s (0" &' 0*d
- =Gy e Az (WW v 8x8y3) +708,
B, 0 @ PN WO (P
ot "oy \7°" T 2" 2) 3y \owor " ayo
8% |
= __00 Cr2 Ay’ B ' (5.87c)
1 crt L #a  04 849
%1 (ax3 5y o T o ayz) +TOS

Obviamente, as expressoes propostas para os coeficientes oy, oy, Y22 € 33 ndo
sd0 as Unicas a satisfazer as condicGes referidas para o escoamento irrotacional. No
entanto, as expressoes (5.84) e (5.85) permitiram a obtengdo de bons resultados nos

ensaios numéricos descritos no Capitulo 6.

Caracteristicas dispersivas e estabilidade do esquema numérico

Como nos casos anteriores, desprezando os termos ndo lineares das equagoes de
Boussinesq e supondo que (, % e ¥ sao fungoes que admitem desenvolvimentos em

série de Fourier, ter-se-4 que as solucoes gerais para (, % e ¥ sdo do tipo:

+oo -
((z,9,t) = éR( Ac (k) etlboothyy—ewk)l g=s(k)t dk) , (5.88a)
—+00 . '
a(z,y,t) =R ( Ag (k) et lheothyy—w(k)t] g=s(k)t dk) , (5.88b)
+oo

7 (z,y,t) =R ( Ay (k) éilbsmthyy—u(®)t] p=s(k)t dk) : (5.88¢)

-0
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.Figura 5.19: Celeridade de fase dos esquemas numéricos para o modelo de Boussinesq

a 9DH, com ¢ = 45°, n =2e Cr = v/2/2: analitico (—); Petrov-Galerkin (——);
Bubnov-Galerkin (- - -).

onde k = (kg, k,) é o vector ntimero de onda, k = \/Eg_—l—k—g é o ntimero de onda,
A (k) é a funcao densidade espectral da elevagio da superficie livre, Ag é a fungao
densidade espectral da média vertical instanténea da velocidade segundo o eixo OX
e Ay é a funcdo densidade espectral da média vertical instantdnea da velocidade
segundo o eixo OY, w é a frequéncia angular da onda e s é o seu coeficiente de
amortecimento. Tendo em conta as propriedades destas séries, pode-se tomar sem

perda de generalidade, a solucdo particular:

¢ (.’L‘, v, t) =R (C() el ke T+ky y—w(k) 1] e—s(k) t) 7 (5.89&)
T (m, v, t) — % ('a() e’l: [z z+Ey y—w(k) t] e—s(k) t) , (5.89b)
T (CL', v, t) =R (1—)0 ei [z x4ky y—w(k)t] e—s(k) t) . (589C)

Substituindo esta solugao particular nas equagoes discretas (ndo apresentadas
por demasiado extensas) resulta um sistema de equagOes lineares algébricas. Resol-

vendo o polinémio caracterfstico do determinante desse sistema para o coeficiente
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Figura 5.20: Coeficiente de amplificagiio do esquema de Petrov-Galerkin aplicado
ao modelo de Boussinesq com ¢ = 45°, n = 2 e Cr = v/2/2. Raiz 1: (4 + +); raiz
2: (0o0o0).

de propagacdo, G, o qual, recorda-se, é:

G = e—i(w—is)At,

definem-se a celeridade de fase numérica C e o coeficiente de amplificacdo |G|. Su-

pondo uma malha de elementos finitos regular tal que £ = Az = Ay, vem que

. Gy
C’-—?R(zkgcr logG) ,

sendo o niimero de Courant dado por Cr = Cy At/f e G = G(kh, k¢, Cr, ¢), onde ¢

é a direccao de propagacao da onda.

Para ondas propagando-se segundo a direc¢do de um dos eixos coordenados, o
problema reduz-se ao caso 1DH j4 estudado de uma onda numa malha, regula'r. 0.
outro caso extremo diz respeito a uma onda propagando-se com um é,ngulb ¢ =
45°. A celeridade de fase e o coeficiente de amplificagio para a simulagdo de ondas
propagando-se com ¢ = 45° numa malha de elementos finitos com discretizagao tal
que n = h/f = 2 e para Cr = /2/2, valor limite sugerido, estdo representados nas
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Figuras 5.19 e 5.20 respectivamente.

5.5.3 Esquema predictor-corrector

Para ultrapassar as dificuldades resultantes da presenca dos termos ndo lineares,
recorreu-se a um esquema predictor-corrector semelhante ao utilizado para a formu-
lacdo a uma dimensdo horizontal. A anélise da precisdo do passo predictor nao foi
efectuada. No entanto, no ensaio numérico apresentado como caso de estudo (cf.

§6.2.4), a utilizagdo de apenas um passo corrector conduziu a solugbes estdveis e

com razoével precisao.



Capitulo 6

Casos de Estudo

Neste capitulo sdo descritos vérios casos de estudo da propagacao de ondas disper-
_sivas. No caso de ondas cineméticas sdo comparados os resultados numéricos das
formulacoes de Bubnov-Galerkin e de Petrov-Galerkin do modelo RLW com a so-
lucdo analitica para propagacao de um solitdo. Sao ainda comparados entre si 0s
resultados das duas formulacdes na simulacéo da interaccdo entre dois solitoes. Na
_ modelacdo das ondas dindmicas, sao abordados trés casos de estudo a uma dimensao
horizontal: propagacao de uma onda solitaria num canal de profundidade constante;
propagacao de uma onda solitaria sobre um talude e reflexdo numa parede vertical;
propagacao de uma onda monocromatica sobre um quebra-mar submerso. Nos dois
primeiros casos apenas 0S modelos de Boussinesq e Madsen & Sgrensen S840 exa-
minados. No terceiro caso sdo utilizados os modelos de Boussinesq, de Madsen &
Sgrensen, de Seabra-Santos e de Nadaoka & Beji. Para os trés primeiros modelos
recorre-se as duas formulagoes: Bubnov-Galerkin e Petrov-Galerkin; para o dltimo
apenas a formulacdo de Bubnov-Galerkin é usada. Os resultados das simulagoes
numéricas sdo comparados entre si e com 08 resultados experimentais divulgados
por Dingemans (1994). Finalmente um problema a duas dimensoes horizontais, a
propagacao de uma onda solitéria num canal rectangular e em torno de um cilindro

vertical, é analisado:

6.1 Ondas cinematicas

6.1.1 Propagacio de um solitao

Nesta sécgéo compara-se a solucdo tipo solitdo do modelo de propagacio de ondas
cineméticas, RLW, com as solugoes numéricas obtidas por aplicagdo das formulagoes
de Bubnov-Galerkin (BG) e de Petrov-Galerkin (PG) (cf. Capitulo 5). Dada a

253
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especificidade deste tipo de ondas, para as quais existe um equilibrio dindmico entre
os termos convectivo e dispersivo, o qual mantendo a forma constante da onda,
deverd evitar o surgimento de instabilidades numéricas, optou-se pela utilizacio de
esquemas nao dissipativos, i.e.: integraco no tempo tipo Crank-Nicholson para a
formulagao BG; coeficiente @ = 0 para a formulacio PG.

O solitdo tem um amplitude ¢ = 0.2 m e propaga-se num canal de profundidade
h =1 m. O pardmetro de ndo linearidade é, portanto, ¢ = 0.2. No instante inicial,
a onda entra no dominio, coincidindo a crista da onda com o primeiro ponto de
célculo.

De acordo com a Tabela 2.2, o comprimento da onda, A é dado aproximadamente

_
)\m27r\/é—h—:16.2m.
3 a

O dominio foi dividido em elementos finitos lineares e uniformes com Az = 0.5 m,
portanto A/Az ~ 30 e n = h/Az = 2. O passo de tempo utilizado foi At = 0.15 s.
Nestas circunstancias o niimero de Courant é Cr = 0.94. Em cada intervalo de tem-

por

po, foi efectuado um ciclo de predictor mais duas iterages do corrector (um primeiro

ensaio com apenas um passo corrector, conduziu a elevados erros de dispersdo).
Devido ao baixo valor de n, é de esperar um erro dispersivo relativamente ele-

vado, com a consequente existéncia de uma esteira dispersiva e o amortecimento da

amplitude de pico da onda.

Modelo RLW

A Figura 6.1 representa a onda solitdria, solucio do modelo RLW, nas condigoes
indicadas, e apds 30, 60, 90 e 112.5 s de propagacio, respectivamente. A Figura 6.2
mostra a esteira dispersiva propagando-se com celeridade inferior & da onda fisica.

Como se esperava, as solugdes numéricas apresentam uma esteira dispersiva e,
consequentemente, uma diminui¢do da amplitude de pico. A soluciio obtida pela for-
mulagdo de Petrov-Galerkin ndo dissipativa apresenta, apés 112.5 s de propagacao,
um amortecimento da amplitude de 5.8%, com um atraso de fase de cerca de dois
elementos, i.e. cerca de 6% do comprimento da onda. A esteira dispersiva tem uma
amplitude mixima de cerca de 0.44% da amplitude do solitdo. Em contrapartida,
o amortecimento da amplitude na formulacio de Bubnov-Galerkin foi de 24%, com
um atraso de fase de nove elementos, i.e. cerca de 28% do comprimento da onda. A
esteira dispersiva tem uma amplitude de 1.7% da amplitude do solitdo. No caso do
esquema, de Petrov-Galerkin, é notédvel junto & fronteira de montante a presenca de
uma oscilagao parasita com comprimento de onda A = 2 Az.




6.1. ONDAS CINEMATICAS ‘ 9255

10 |

¢ (cm)

0 . n n L 2 I I 1 L L L : 1 L L It 1 Kl
80 85 90 95 100 105 110 115 120

20— ———
15 -

10 F

¢ (cm)

0 - s s - - .
180 185 190 195 200 205 210 215 220

20 e
15

10 |-

¢ (cm)

0 L 1 2 I
290 295 325 330

20 T

15 -

¢ (cm)

400

Figura 6.1: Modelo RLW, propagagao de um solitdo com n = h/Az = 2. Solugdes
analftica (- -+ ), PG (—) e BG (——). De cima para baixo: t =30s; ¢t =60s; =90
s; ¢t =112.5 s.
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Num trabalho recente, Avilez-Valente e Seabra-Santos (1999) verificaram que
com o passo predictor mais trés iteracoes do corrector por intervalo de tempo, é
possivel uma melhoria substancial do resultado obtido com o esquema BG: amor-
tecimento da amplitude de 6.6% e um atraso de fase de quatro elementos, para o
mesmo instante t = 112.5. O esquema PG af apresentado era baseado num passo
predictor de primeira ordem e quatro iteragoes por intervalo de tempo, Os resulta-
dos foram semelhantes aos aqui descritos para um passo predictor de segunda ordem
mais duas iteracbes do corrector.

Um ensaio com o esquema PG com predictor de segunda ordem e trés iteracoes do
corrector, conduz a um amortecimento da amplitude de apenas 0.75% sem qualquer
atraso de fase para t = 112.5 s (cf. Figura 6.3). Neste caso a oscilacdo parasita junto
a fronteira desaparece. Resultados também bastante precisos podem ser obtidos
refinando a malha, Az = 0.25 m, e o passo de tempo, At = 0.075 s, mas com apenas
um ciclo predictor-corrector por intervalo de tempo (cf. Figura 6.4): amortecimento
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Figura 6.5: Modelo RLW. Colisdo solitdo-solitdo: PG (—); BG (——). De cima para
‘baixo: t = 30s; t = 60 s; £ = 90 s.
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da amplitude do solitdo inferior a 2.4% e atraso de fase de apenas 1 elemento.

6.1.2 Colisao de dois solitoes

Dois solitdes propagam-se no sentido positivo do eixo OX num canal com profun-
didade constante h = 1 m. O solitdo de maior amplitude, a; = 0.5 m, e maior
celeridade, ultrapassa o de menor amplitude, az = 0.1 m, e menor celeridade. Es-
pera-se que, apés a interacgdo, ambos os solitoes retomem oS seus perfis iniciais.
O comprimento aproximado da onda de maior amplitude é A\; = 10.3 m enquan-
to o comprimento aproximado do solitdo de menor amplitude é Ay = 229 m. O

parametro de ndo linearidade toma o valor € = 0.5.
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Figura 6.6: Modelo RLW. Colisdo solitdo-solitio, cauda dispersiva: PG (—); BG
(=—). De cima para baixo: ¢ = 30s; t =60 s; £ =90 s.
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Modelo RLW

Para a simulacdo da colisdo entre dois solitdes governados pelo modelo RLW, dis-
cretizou-se o dominio espacial em elementos finitos de comprimento Az = 0.1. O
passo de tempo é At = 0.03 s, pelo que o nimero de Courant é Cr = 0.94. Foi
realizado uma passo predictor e um passo corrector por intervalo de tempo.

Nas Figuras 6.5 e 6.6 comparam-se as solu¢oes numéricas para os dois esquemas
numéricos, BG e PG, para os instantes t = 30 s, ¢ = 60 s e ¢ = 90s. Verifica-se
que a formulagdo PG apresenta maior precisdo para a amplitude dos dois solitoes
antes e apés a colisdo. Além disso, as esteiras dispersivas tém também uma menor

amplitude para o esquema PG.

6.2 Modelos de onda dinamica

6.2.1 Propagacao de um solitao

Os resultados numéricos para os modelos de Boussinesq ¢ de Madsen & Sgrensen
serdo comparados com uma solugdo aproximada que se propde. A deducio desta
solucdo segue de perto o procedimento de Wei e Kirby (1995) para a obtencéo da
solucdo aproximada do modelo de Nwogu (1993). A ideia original deve-se no entanto
a Schember (1982), que a ela recorreu para a deducio de uma solugio aproximada

para o modelo de Boussinesq:

e das equagdes do modelo de Madsen & Sgrensen para fundo horizontal, obtém-
-se uma equagdo diferencial para o potencial de velocidades ¢, com a mesma,

precisdo das equagdes originais, i.e. com erro de ordem O (€2, € 02);

e a equacdo em ¢ pode ser escrita como uma equacgdo diferencial ordinéria, a

qual admite uma solucao analitica.

Note-se no entanto que existe uma solugao analitica do tipo solitdo para as equacdes
de Boussinesq (Teng, 1997). Um esquema algo semelhante foi utilizado por Guibourg
(1994) para deduzir uma solugdo aproximada de ordem mais elevada para o mesmo
modelo. }

As equacOes de Madsen & Sgrensen a uma dimensdo horizontal e para fundo
horizontal sdo:
¢

¢ .
at'i‘ha—-l-cm a—x—O, (618.)
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_ _ 3~ 3
ou .08 §£_<1+b)h2 P an2d% o, (6.1b)

ot or g or 3 0z2 Ot oz3

Substituindo a velocidade @ pelo gradiente do respectivo potencial ¢, as equagoes

(6.1) passam a ser, apés integracao da equacdo da quantidade de movimento:

o ¢ 0% 009

et T (6.:22)
0¢ d¢ 1 s ¢ 2 0°C _
3t+2(8x) +9¢ (3+b>h 527 O bgh 83;2—0' (6.2b)

Substituindo a varidvel ¢ de (6.2b) em (6.2a), recorrendo ao facto de que

5 o
5% —h %‘f- L0 (6.3)

e desprezando os termos de ordem O (€2, e0?), obtém-se a equagdo diferencial apro-

~ ximada em termos do potencial de velocidades:

2¢  P¢ _0p 0% 043¢ (1 . 0% 2 0% _
—‘at—z‘*ghaxz—?a‘rxafﬁiaxz*( “’)h suzor I gr =0 (64)

Dado que se pretende uma solucdo do tipo onda para esta equagdo, é conveniente

proceder a uma mudanga de referencial, introduzindo a coordenada &, tal que
E=x—ct,

em que ¢ é a celeridade da onda. Obviamente, ter-se-4 também a seguinte substi-

tuicdo de operadores: '

d

d¢’

transformando a equacdo no potencial de velocidades numa equagao diferencial or-

d 9
aé ot

I

0
—_— —c
oz
dindria:

d? d¢ & d
(gh—c2)d—€‘§+3 d‘édf‘f+[( +b)h2c2—bgh3]d—;f: :

Integrando esta equagio uma vez tem-se a seguinte equagdo intermédia

‘ 3
(gh— )((11? ( ?) +[( —l—b) hch—bgh?’]%:Gl,
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que, apés multiplicacio por 2d¢/d¢ e integrando novamente, resulta finalmente em:

2 3 2 7\ 2
o= (5) +e (i) +[(5+0) w0 (52)
:2G1%+G2. (6.5)

Assumindo que a solucdo da equacgdo (6.5) é do tipo

i= % — gosech? (k€) | (6.6)

as constantes de integracdo G; e G serao zero, dado que nesse caso se tem:

dp _d%¢ _ d% _

TR 0, quando & = +oo0.

Substituindo (6.6) em (6.5), vem que

2 _gh
g = & Cg , | (6.72)

E:\/gg[(usb)c—?,b?;]. | (6.7h)

Sendo a funcdo 4 da forma (6.6) e tendo em consideragio (6.3), da equacio (6.2b)

resulta que

¢ (z,t) = ag sech? (5 €) + ag sech® (k €) . (6.8)
com |
ag
a1 = ag — e g = —.
c 9

Finalmente, tendo em conta a condicdo fronteira: { = a para & = 0, estabelece-se

que:

c=+v/g(h+a), (6.9a)

ga

g =—22 - 6.9b
° g (h+ a) ' (6.90)
ha V
a; = h Ta 5 (69C)
a2
az = (6.9d)
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L T (6.9¢)

Dados numéricos

O canal numérico tem um comprimento de 500 m, divido em 5000 elementos finitos
uniformes com Az = 0.1 m. A profundidade é h = 0.45 m, de onde resulta n =
h/Az = 4.5. O passo de tempo utilizado nos célculo foi At = 0.04 s, pelo que o
ntimero de Courant foi Cr = /gh At/Az = 0.840. A coordenada do primeiro né
éx=—20meno instante inicial a crista da onda encontra-se em z = 0. Desta
forma a tnica condigéo fronteira considerada para z = —20 m foi a radiacao de uma
onda com a celeridade assimptética das ondas longas por forma a permitir a saida

de qualquer perturbacao:

i (z,t) = \/—_ - i(g;(t t) paraz = —20 m.

A onda percorre, durante os 200 s da simulacdo, uma distancia aproximadamente
igual a 450 m, i.e. 1000 vezes a profundidade. Duas ondas foram ensaiadas, a
primeira fracamente ndo linear, com amplitude a = 0.045 m, i.e. ¢ = 0.1. A segunda
com amplitude a = 0.135 m, i.e. ¢ = 0.3, logo com uma maior influéncia dos termos

nio lineares. Para as condicdes iniciais para ¢ e 4 recorreu-se As expressoes analiticas

(6.6) e (6.8).

Resultados para o modelo de Boussinesq

Utilizou-se a formulacio de Petrov-Galerkin com um passo predictor e dois passos
correctores. Nas duas fases de correcgdo tomou-se o = 0, pelo que o esquema, serd
nao dissipativo e de quarta ordem.

A propagacio da onda de amplitude 0. 045 m encontra-se representada na Flgura
6.7. Verifica-se, apés 200 s, um aumento da amplitude da onda numérica de 0.317 X
1073 m, i.e. cerca de 0.7% da amplitude inicial. O atraso de fase é para o mesmo
instante de apenas 1 elemento, i.e. 0.1 m (cf. Figura 6.8). Por outro lado a amplitude
da velocidade numérica é 0.2015 m/s, face & amplitude analitica de 0.2003 m/s, i.e.
um aumento de cerca de 0.6%, apenas. A cauda dispersiva tem uma amplitude
minima. Estas discrepancias poderdo resultar do facto de a condicdo inicial ser

apenas uma solugdo aproximada das equagoes de Boussinesq.

Onda com ¢ = 0.3 sem dissipagdo: a Figura 6.9 apresenta a evolugao do solitao

com amplitude a = 0.135 m. B evidente a formagdo de uma importante cauda dis-
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Figura 6.7: Modelo de Boussinesq (PG). Propagagdo de um solitdo com € = 0.1,
parat=0s,t=40s,t=80s,t=120s,¢t=160s et = 200 s.
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Figura 6.8: Modelo de Boussinesq (PG). Propagacdo de um solitdo com € = 0.1.
Forma da onda para ¢ = 200 s: solugdo numérica (—); solucdo analitica (——).

persiva e um pequeno aumento da amplitude da onda de cerca de 2%. Nos primeiros
cem metros forma-se uma perturbagao de origem numérica, com comprimento de
onda A = 2 Az e com altura inferior a 0.01 m. Note-se que, para « = 0, nfo existe
- nenhum mecanismo dissipativo capaz de eliminar esta oscilagio.

E interessante notar que apesar do erro de fase de 1.1 m apdés 160 s de propagacéo
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Figura 6.9: Modelo de Boussinesq (PG). Propagacdo de um solitao com € = 0.3,
parat=0s,t=40s,t=80s,t=120s, t=160s et =200 s.

Tabela 6.1: Modelo de Boussinesq (PG). Propagacio de um solitao com € = 0.3.

i a T Cmédia  1NASSA P energia
) (m) (m) (m/s) (kg/m) (kg/mm/s) (J/m)
0 0.1350 0 — 539.2 1282 244.4
40 0.1386 95.6 2.390 538.0 1283 244.5
80 0.1381 191.2 2.390 538.0 1283 243.9
120 0.1382 286.7 2.388  538.0 1283 243.3
160 0.1378 382.2 2.388 538.0 1282 242.7

200 0.1374 477.7 2.388 — —

(cf. Figura 6.10), este ndo corresponde & incapacidade do esquema numérico para
propagar uma onda solitaria com € = 0.3. De facto comparando os perfis da onda
numerlca parat = 40s et = 160 s, verifica~se que estes sdo praticamente iguais.

A posicio da crista para diferentes instantes (cf. Tabela 6.1) mostra também que,
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Figura 6.10: Modelo de Boussinesq (PG). Propagacio de um solitdo com € = 0.3.
Forma da onda para ¢ = 160 s: solugdo numérica (—); solugdo analitica (——).
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Figura 6.11: Modelo de Boussinesq (PG). Propagagﬁo de um solitdo com ¢ = 0.3.
Comparagao dos perfis da onda numérica entre t =40 (—) e t =160 s (——).

apds uma adaptacdo nos primeiros segundos a um novo perfil, a onda se propaga de
facto com uma celeridade constante de 2.39 m/s, em vez do valor teérico de 2.396
m/s. Por outro lado, esse ajustamento inicial provoca uma pequena perda de massa
(cerca de 0.22% do total) sendo que posteriormente esta é conservada. A quantidade
de movimento e a energia néo sio praticamente afectadas pela mudanca de perfil. A
quantidade de movimento mantém-se constante durante toda a simulacdo: H4, no
entanto, alguma perda de energia posterior & variacdo inicial, mas que nfo atinge
sequer 0.74% da energia total.

Onda com ¢ = 0.3 com dissipacdo numérica: a Figura 6.12 apresenta a evo-
lugdo do solitdo com amplitude a = 0.135 m e com a = Cr?/(1 — Cr?). A oscilaco
. numérica de comprimento A = 2 A foi completamente dissipada. Em contrapartida
regista-se um atraso de fase ligeiramente maior para ¢ = 160 s: 1.5 m. Existe ini-
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Figura 6.12: Modelo de Boussinesq (PG) com dissipagao. Propagacio de um solitao

com € = 0.3,

paratzOS,t:405,t:80s,t:1203,t:160set:2005.

016 r—T T T T T T T
0.14 - ]
otz ]
o1 |- J
’g 0.08 — -
:; 0.6 |- .
0.04 - 5
002 b ]
N ]
002 b s
z (m)
Figura 6.13: Modelo de Boussinesq (PG) com dissipagdo. Propagagao de um solitao
com € — 0.3. Forma da onda para t = 160 s: solugio numérica (—); solugéo analitica
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cialmente um brusco aumento da amplitude da onda, seguido de uma diminuicao

progressiva em virtude da incluséo da; dissipacdo de terceira ordem. Note-se no en-

tanto que tal corresponde a uma diminuigdo de 2.6% da amplitude da onda apds
percorrer uma disténcia de 381.56 m, i.e. cerca de 848 vezes a profundidade.
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Tabela 6.2: Modelo de Boussinesq (PG) com dissipagéo. Propagagéo de um solitdo
com € = (.3.

t a T Cmédia  IMAassa P energia
) (m) (m) (m/s) (kg/m) (kg/mm/s) (J/m)
0 0.1350 0 — 539.2 1282 244.4
40 0.1378 956 2.390 538.0 1282 242.6
80 0.1368 191.1 2.388 538.0 1280 240.1
120 0.1361 286.5 2.385 537.9 1278 237.7
160 0.1350 381.8 2.382 537.9 1277 235.4

200 0.1342 4771 2.382 — — _
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Figura 6.14: Modelo de Boussinesq (PG) com dissipagdo. Propagacio de um solitdo
com € = 0.3. Comparacio dos perfis da onda numérica entre ¢ = 40 (—) e ¢t = 160

s (—).

No inicio da simulagdo regista-se alguma perda de massa, a qual resulta da
adaptagao do perfil da onda ao modelo (tal como no caso anterior, de 0.22% da
massa inicial). Entre t = 40 s e £ = 160 s a quantidade de massa no sistema é
praticamente constante (cf. Tabela 6.2). A quantidade de movimento e a energia do

sistema néo sao afectadas pelo ajustamento do perfil. Nestas duas quantidades existe
4 posteriormente um decrescimento mondétono com o tembo, a uma velocidade muito
pequena, como seria de esperar de um mecanismo dissipativo de terceira ordem.

A propagacdo de um solitdo num sistema dissipativo é fisicamente impossivel. O
que se pretende mostrar com este exemplo é a extrema precisio do método e o facto

de a dissipa¢do introduzida néo provocar perda de massa.
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Resultados para o modelo de Madsen & Sgrensen

Utilizou-se a formulacso de Petrov-Galerkin com um passo predictor e duas iteragoes
do corrector, para a onda de menor amplitude e trés iteragGes para a onda de maior
amplitude. No passo corrector tomou-se a; = 2 Cr?/(1 - Cr?). Recorde-se que este

esquema para o modelo de Madsen & Sgrensen é de terceira ordem.

Onda com ¢ = 0.1: a propagacio da onda deAamplitude 0.045 m encontra-se
representada na Figura 6.15. E visivel a existéncia de uma cauda dispersiva. Verifica-
-se, ap6s 200 s, um aumento da amplitude da onda numérica de 0.317 x 1073 m, i.e.
cerca de 0.7% da amplitude inicial. A onda numérica tem praticamente a celeridade
tedrica, para t = 200 s tem um avanco de apenas 1 elemento em relagdo a posicao
esperada, i.e. 0.1 m (cf. Figura 6.16). Por outro lado a amplitude da velocidade
numérica é 0.2043 m/s, face & amplitude analitica de 0.2003 m/s, i.e. um aumento
de cerca de 2%. O resultado obtido para ¢ = 200 s é mais preciso do que o obtido
por Walkley e Berzins (1999, Figura 1) para ¢t = 100 s, com o modelo de Nwogu

(1993), o qual é da mesma ordem do modelo de Madsen & Sgrensen. Alids, aqueles
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Figura 6.15: Modelo de Madsen & Sgrensen (PG). Propagagéo de um solitdo com
e=0.1parat=0s,t=40s,t=280 s,t=120s,t=160s et =200s.
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Figura 6.16: Modelo de Madsen & Sgrensen (PG). Propagagao de um solitdo com
¢ = 0.1. Forma da onda para t = 200 s: solugdo numérica (—); solucdo analitica
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autores indicam uma diminuicdo da amplitude da onda tanto com o método dos
elementos finitos (de segunda ordem), como com o método de diferencas finitas de
quarta ordem, proposto por Wei e Kirby (1995). Ora estes tltimos autores prevéem
um aumento da amplitude da onda de quase 2% (Wei e Kirby, 1995).

Onda com € = 0.3 : a Figura 6.17 apresenta a evolugdo do solitdo com amplitude
a = 0.135 m. Verifica-se um aumento de amplitude de cerca de 6%, com a formagao -
de uma cauda dispersiva importante, como resultado do ajustamento do perfil tedrico
da onda ao modelo numérico. Este ajustamento do perfil é acompanhado de uma

ligeira perda de massa e de energia. A celeridade numérica é um pouco inferior a

Tabela 6.3: Modelo de Madsen & Sgrensen (PG). Propagagao de um solitdo com
e=10.3.

i a T Cmédia  MASSa p ~ energia
() (m) (m) (m/s) (kg/m) (kg/mm/s) (J/m)
0 0.1350 0 — 551.5 1311 250.0
40 0.1426 95.8 2.395 550.3 “1311 247.8
80 0.1417 191.6 2.395 550.2 1308 245.0
120 0.1408 287.2 2.390 550.1 1306 242.2
160 0.1396 382.8 2.390 550.1 1304 239.5

200 0.1384 478.3 2.388 — — —
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Figura 6.17: Modelo de Madsen & Sgrensen (PG). Propagagéo de um solitdo com
e=0.3,parat=0s,t=40s,t =380 s,t=120s,t=160s et =200s.

0.16 : —— — ——— . .
014 | -
012 | N
01 | i
—~ I 1
g 0.08 | -
~ 006} <
w L 1
0.04 | .
0.02 | i
0
002 L— |
002,78 388

Figura 6.18: Modelo de Madsen & Sgrensen (PG). Propagacdo de um solitdo com
¢ — 0.3. Forma da onda para ¢ = 160 s: solugio numérica (—); solugdo analitica
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tedrica, resultando num atraso de fase de 5 m apds 160 s de propagagdo. Conforme
se pode verificar na Tabela 6.3, ha tima diminuicdo constante da quantidade de
movimento e da energia como seria de esperar dada a introducdo de dissipacao
numérica de terceira ordem. A massa mantém-se praticamente constante, atestando
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Figura 6.19: Modelo de Madsen & Sgrensen (PG). Propagacdo de um solitdo com
¢ = 0.3. Comparacdo dos perfis da onda numérica entre t = 40 (—) e t = 160 s
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a precisdo do esquema numérico. Apesar da impossibilidade da propagagao de uma
onda solitria num sistema dissipativo, é evidente da inspeccdo da Figura 6.19 que
é minima a modificacdo do perfil da onda entre os instante ¢t =40 s e £ = 160 s.
Um primeiro ensaio com apenas duas iteracdes por passo de tempb resultou numa
solucdo instavel com aumento constante da amplitude, da celeridade, da massa, da
quantidade de movimento e da energia. E portanto de esperar, que uma repeticao
da simulacio da onda de amplitude ¢ = 0.045 m com trés iteragoes por passo de

tempo resulte numa solucdo com alguma dissipacao.

6.2.2 Propagaciao de uma onda solitaria sobre um talude e

reflexdo numa parede sélida

Uma onda solit4ria de amplitude a = 0.07 m propaga-se num canal rectangular com
75 m de comprimento. Nos primeiros 55 m, a profundidade é constante, h; = 0.7 m.
Nos dltimos 20 m um talude de inclinagdo constante faz a profundidade diminuir
até hy = 0.3 m (cf. Figura 6.20). O dominio foi dividido em 600 elementos finitos
uniformes, Az = 0.125 m, i.e. Nyg = hy/Az = 5.6 € Ny, = ho/Az = 2.4. Simulou-
-se a propagacdo da onda durante 30 s com At = 0.04 s, logo Crmsx = 0.839. As

condigoes de fronteira foram:

e radiacio de uma onda com celeridade /ghq, na fronteira de barlamar,

2(0,8) = —/ghy ¢0.1)

h1+C(O t).
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Figura 6.20: Canal com parede reflectora.
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Figura 6.21: Onda solitaria reflectida numa parede sélida: série temporal da elevacao
da superficie livre para £ = 72.75 m. Série numérica (—), série experimental (—).

o reflexio total na fronteira de sotamar, 4(75,%) = 0.

Para t = 0 a crista da onda encontrava-se em z = 20 m. Na Figura 6.21
comparam-se os resultados numéricos com 0s resultados experimentais obtidos por
Dodd (1998) e reproduzidos de Walkley e Berzins (1999) para uma sonda situada em
« = 72.75 m. O primeiro pico, correspondente & onda incidente, é bem reproduzido
pelo teste numérico, embora com um ligeiro desfasamento, enqila,nto o segundo
pico, devido & onda reflectida, tem uma amplitude superior em cerca de 9% ao valor
experimental. Trés possiveis razoes existem para tal: (a) junto & parede a amplitude
da onda praticamente duplica, pelo que o coeficiente de ndo linearidade é bastante
elevado, e portanto fora do dominio de validade das equagdes de Boussinesq; (b)
inexisténcia de atrito no fundo e/ou.dissipacdo de energia na parede, no modelo
numérico; (¢) o perfil da onda utilizado como condigao inicial, (6.6) e (6.8), ndo
corresponde ao perfil da onda efectivamente propagada pelo esquema numérico,
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nem nenhum destes dois é igual ao perfil real da onda fisica. Um resultado similar
foi obtido por Walkley e Berzins (1999) com o modelo de Nwogu (1993).

6.2.3 Propagacdo de uma onda sobre um quebra-mar sub-

merso

Para comparacio dos modelos de onda dindmica apresentados no Capitulo 2 e das
duas formulacdes de elementos finitos desenvolvidas nos Capitulos 4 e 5, i.e. Bub-
nov-Galerkin e Petrov-Galerkin, num dominio 1DH, simulou-se a propagacdo de
uma onda regular sem rebentagio sobre um quebra-mar submerso. Os resultados
experimentais utilizados para comparacdo foram obtidos por G. Klopman em 1993
no laboratério da Delft Hydraulics e encontram-se disponiveis para utilizagao pela
comunidade cientifica (Dingemans, 1994). Outros ensaios similares encontram-se
descritos na literatura, embora com um factor de escala (Beji e Battjes, 1993, Li-
beratore e Petti, 1992). Em Dingemans (1994), os resultados de diversos modelos
numéricos sio comparados com as medicdes de laboratério. Beji e Battjes (1994)
apresentam também uma comparacao dos resultados experimentais com resultados
numéricos obtidos com o modelo de Madsen & Sgrensen discretizado por um esque-
ma de diferengas finitas.

A experiéncia consiste na propagacio de uma onda sinusoidal gerada por um
batedor de ondas tipo pistdo. A ondulacio propaga-se desde dguas profundas junto
ao batedor, sofre uma diminuigdo da profundidade relativa no talude de barlamar
do quebra-mar, percorre o seu coroamento em condigdes de dgua pouco profunda,
ap6s o que regressa a aguas profundas. No extremo final do canal, um outro batedor
do mesmo tipo foi utilizado para absorver a ondulagao incidente. Na primeira fase
da sua progressao, em profundidade constante, a onda é essencialmente constituida
por uma componente harmdnica, apenas. Ao atingir-se o talude de barlamar do
quebra-mar, e devido & crescente nao linearidade, sdo geradas harménicas de ordem
superior. Sobre o coroamento do quebra-mar, dado o equilibrio dindmico existente
entre os efeitos ndo linear e dispersivo em zonas de pequena profundidade relativa,
as harménicas de ordem superior propagam-se em fase com a harmoénica principal,
dando praticamente origem a uma onda solitria. Sobre o talude de sotamar verifica-
_se um aumento de profundidade, pelo que o efeito dispersivo se torna dominante
fazendo com que as diversas harmoénicas se propaguem com diferentes celeridades.

O nivel de dgua em repouso é h = 0.86 m junto ao batedor gerador, h = 0.20 m
sobre o coroamento do quebra-mar e h = 0.80 m sobre a berma do quebra-mar. O

canal tem 46 m de comprimento.
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Foram simuladas duas ondas com diferentes caracteristicas, referidas em Dinge-

mans (1994) como casos A e C.

e Caso A: onda sinusoidal de periodo T = 2.02+/2 s e amplitude a = 2 cm, i.e.
4 cm de altura.

e Caso C: onda sinusoidal de periodo 7' = 1.01 V2 s e amplitude a = 4.1 cxh,

i.e. 8.2 cm de altura.

Os registos de elevagio da superficie livre foram obtidos por onze sondas de
profundidade, colocadas as seguintes distancias do gerador: sonda 1 = 3.04 m;
sonda 2 = 7.04 m; sonda 3 = 9.44 m; sonda 4 = 20.04 m; sonda 5 = 24.04 m; sonda
6 = 26.04 m; sonda 7 = 28.04 m; sonda 8 = 30.44 m; sonda 9 = 33.64 m; sonda
10 = 37.04 m; sonda 11 = 41.04 m. Essas medicdes estdo representadas na Figura
6.22.

O dominio numérico é trés metros mais curto do que o canal utilizado nas ex-
periéncias. A fronteira de barlamar coincide com a posiao da sonda 1 e o dominio
tem 43 metros de comprimento pelo que existe uma diferenca de 4 cm na posicao do
batedor absorvente que se supoe néo ser relevante. No que concerne aos parametros
numéricos, o comprimento dos elementos é fixo, Az = 0.1 m, e 0 passo de tempo é
At = 1/30 s. Foram realizados ensaios com 08 modelos de onda dindmica apresen-
tados no Capitulo 2: Boussinesq, Madsen & Sgrensen, Seabra-Santos e Nadaoka &
Beji. Nalguns casos recorreu-se também a diferentes esquemas numéricos. O registo

da sonda 1 foi utilizado em todos os ensaios como condi¢do de fronteira de barlamar.

Modelo de Boussinesq

Foram utilizados dois esquemas numéricos para o modelo de Boussinesq: esquema
de Bubnov-Galerkin com elementos lineares de dois nés para ambas as varidveis ¢
e @; esquema de Petrov-Galerkin descrito no Capitulo 5. As condicdes fronteira

aplicadas foram, na fronteira de barlamar,

CA = CO (t) ’
o Co
U C——h n CO s

onde (g é a elevagio da superficie livre medida na sonda 1 e c é a celeridade de uma
onda sinusoidal progressiva, com o periodo da onda incidente, & profundidade h =
0.86 m de acordo com a relacio de dispersdo do modelo de Boussinesq. Na, fronteira
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de sotamar apenas uma condicdo foi imposta relacionando os valores calculados da

elevacao da superficie livre e da velocidade:

¢
h+(

U=c

em que ¢ é novamente a celeridade da componente principal da onda & profundidade
de 0.86 m.

Caso A: da observacio dos perfis longitudinais para a solugao obtida pelo esquema
de Bubnov-Galerkin (cf. Figura 6.30), é evidente a geracdo de oscilagdes numéricas
junto & fronteira de barlamar. Estas oscilages ndo sio dissipadas permanecendo co-
mo ondas ndo propagantes com comprimento A = 2 Az. Esta perturbagao regista-se,
numa primeira fase, apenas para a elevagio da superficie livre, ndo sendo entao afec-
tados os valores da velocidade. Numa fase mais adiantada da simulacgo a oscilagao
numérica estende-se a todo o dominio e aos valores da velocidade (resultados nao
apresentados). Os registos obtidos para as séries temporais (cf. Figuras 6.23 e 6.35)
ndo apresentam vestigios dessa oscilagdo de alta frequéncia, confirmando portando
a celeridade de fase nula associada a essas ondas. E ainda de notar que este ruido
numeérico comeca, por se verificar em zonas onde o escoamento é praticamente linear e
computacionalmente caracterizado por elevado nimero de Courant. Por outro lado,
o esquema de Petrov-Galerkin, devido ao seu mecanismo de dissipagao altamente
selectivo, conduz a uma solucdo sem oscilagoes numéricas (cf. Figura 6.29) e em que
as harmoénicas de maior comprimento de onda ndo sofrem praticamente nenhuma
dissipacao.

Comparando os resultados destas simulagdes com os resultados experimentais
(cf. Figuras 6.35 e 6.36) é possivel verificar serem os resultados da formulagéo de
Petrov-Galerkin ligeiramente melhores do que os da formulagio de Bubnov-Galerkin,
nomeadamente na sonda 8, havendo uma melhoria minima da fase da onda nas
sondas subsequentes. De qualquer modo, a forma da onda apés o retorno a dguas
profundas nao é bem reproduzido pelo modelo de Boussinesq devido & presengd
de duas componentes de ordem superior cuja celeridade o modelo é incapaz de

reproduzir.

Caso C: o esquema de Bubnov-Galerkin revelou-se demasiado instivel, ndo per-
mitindo simular a propagagdo da onda durante 50 s. Os resultados apresentados
dizem portanto respeito a formulacdo de Petrov-Galerkin. E de salientar o grande
atraso com que a onda chega as tltimas sondas (cf. Figuras 6.41 e 6.42), o que
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denota tanto um grande erro na celeridade da componente principal como também
um grande erro na celeridade de grupo, com que se propaga a frente de onda. Na
Figura 6.50 é também visivel uma maior amplitude da onda numérica 3 saida do
coroamento do quebra-mar (sondas 5 e 6), sendo que a partir dessa zona a onda

numérica nunca consegue reproduzir a segunda harménica presente na onda fisica.

Modelo de Seabra-Santos

As condicdes de fronteira para o modelo de Seabra-Santos, foram exactamente iguais
as adoptadas para o modelo de Boussinesq. Apenas a formulacdo de Petrov-Galerkin
com correcgio de dispersdo e termo dissipativo é apresentada. A formulacdo de
Bubnov-Galerkin padecia dos problemas inerentes & nao propagagao de perturbacoes

com comprimento A = 2 Az.

Caso A: os resultados deste modelo para o caso A sdo bastante semelhantes ao
do modelo de Boussinesq, salvo um ligeiro aumento de precisdo da fase na tltima
sonda (cf. Figuras 6.36 e 6.37). Tal facto resulta de a propagacao da onda se fazer
dentro do dominio de validade do modelo de Boussinesq.

Caso C: neste caso, em que a onda se propaga fora do limite de validade do modelo
de Boussinesq, o modelo de Seabra-Santos consegue obter resultados 6ptimos no
que concerne & precisdo da componente principal da onda (cf. Figura 6.51) cuja
celeridade linear é reproduzida de forma exacta por este modelo (cf. §2.2.4). Por
outro lado, a presenca das harmdnicas superiores em zona profunda (sondas 7 a 11)
faz com que o modelo néo seja capaz de reproduzir convenientemente a forma da

onda.

Modelo de Madsen & Sgrensen

As condicoes de fronteira sio iguais &s utilizadas nos modelos de Boussinesq e de
Seabra-Santos. Sio apresentados resultados correspondentes a utlhzagao dos esque-
mas numéricos de Bubnov-Galerkin (BG) — elementos finitos lineares de dois nds
— e de Petrov-Galerkin (PG).

Caso A: verifica-se que a formulagio de Bubnov-Galerkin apresenta importan-
tes oscilagbes numéricas associadas a.ondas nao propagantes com celeridade nula e
comprimento A = 2Az. (cf. Figura 6.32). O esquema de Bubnov-Galerkin regista

também alguma oscilagio numérica de comprimento superior ao minimo, sobre o
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talude de barlamar ‘do quebra-mar. Esta perturbagdo tem celeridade ndo nula pois
é também registada pelas sondas 3 e 4. A formulagdo de Petrov-Galerkin apre-
senta melhores resultados em termos de estabilidade (cf. Figura 6.33), gragas ao
termo dissipativo introduzido. Esta estabilidade é conseguida sem que se registe
qualquer degradacdo aprecidvel da amplitude da onda devido a amortecimento das
harménicas principais (cf. Figura 6.39), o que reflecte a elevada precisdo do meca-
nismo de dissipagdo numérica.

O modelo de Madsen & Sgrensen (PG) apresenta uma boa precisdo da fase para
as duas primeiras harménicas, traduzindo-se para as sondas 8 e 9 em resultados
mais precisos do que os obtidos com os modelos de Boussinesq e de Seabra-Santos.
No entanto, reproduz bastante mal uma terceira harménica presente nos resultados

fisicos, de onde resulta uma forma errada para a onda nas tltimas trés sondas’.

Caso C: apenas se apresentam resultados numéricos obtidos com a formulagao de
Petrov-Galerkin. O esquema de Bubnov-Galerkin revelou-se demasiado instdvel. De
notar a auséncia de oscilagdes numéricas na solu¢ao obtida com o esquema PG (cf.
Figura 6.48). '

E interessante comparar estes resultados com os obtidos com o modelo de Seabra-
-Santos. Assim verifica-se que o modelo de Madsen & Sgrensen é mais preciso para
pequenas profundidades, quando a onda tem uma forma préxima da onda solitdria
(sondas 5 e 6), mas com o aumento da profundidade relativa o modelo de Seabra-
-Santos revela-se por vezes superior (sondas 9 e 11) apesar de ndo ser capaz de
capturar as harmdnicas superiores (cf. Figuras 6.51 e 6.52). Note-se que o modelo
de Seabra-Santos, ao contrario do modelo de Madsen & Sgrensen, ndo apresenta,

relativamente ao modelo de Boussinesq, um esfor¢o computacional acrescido.

Modelo de Nadaoka & Beji

Foram experimentadas versoes do modelo de Nadaoka & Beji com uma, duas e trés
componentes. Verificou-se que as versdes com uma e duas comporientes (resultadps
nao apresentados) ndo sdo capazes de reproduzir com precisdo as séries temporais
experimentais. Os resultados apresentados dizem respeito a versdo do modelo com
trés componentes fixas: (kh), = n/4, (kh), = 7 e (kh); = 37. O esquema numérico
adoptado consistiu na formulacio de Bubnov-Galerkin com interpolacio mista (cf.
§4.4.1): linear para a superficie livre {; quadritica para as componentes U, da
velocidade. Embora teoricamente menos precisa do que a interpolacao linear de

1Ensaios realizados para um dominio numérico mais extenso, confirmaram a nio existéncia de
reflexdo significativa de energia no batedor de sotamar.
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igual ordem para as duas varidveis (cf. Capftulo 4), verificou-se experimentalmente
que este tipo de interpolagéo é menos susceptivel ao aparecimento de perturbagoes
devidas & ndo propagacio da ondas com comprimento A = 2 Az.

As condigoes fronteira consistiram em:
e fronteira de barlamar

— imposicio da elevacio da superficie livre na fronteira de barlamar, igual

ao registo experimental da sonda 1, i.e.
C=0C®);

— imposicio do valor das trés componentes da velocidade & superficie, Uy,

U, e Us, com base na condicao:

Co

Cm, \V’ZE[—}L,O],

u(z,t) = F1 Ui + F Us+ F3Us =

e numa formulacdo tipo Galerkin (cf. §2.2.5).

e fronteira de sotamar: apenas a imposi¢ao do valor das trés componentes da

velocidade, tal como na fronteira de barlamar.

Nas condicdes de fronteira referidas, (o € a elevagao da superficie livre medida na son-
da 1e cé a celeridade de uma onda sinusoidal progressiva a profundidade h =0.86
m de acordo com a relagdo de dispersdo linear exacta de Airy. As condigbes apli-
cadas as componentes da velocidade & superficie destinam-se a reproduzir os efeitos
dos dois batedores tipo pistao. PressupGe-se que o batedor-gerador se encontra su-
ficientemente préximo da sonda 1, por forma a que o perfil vertical de velocidades

tenha af uma distribuigdo constante.

Caso A: comparando os dados experimentais com os resultados numéricos (cf. Fi-
gura 6.40), é imediato verificar que este modelo é sem dtivida o que melhor reproduz
a forma das séries temporais em todas as sondas. E no entanto evidente a partir da
sonda 6, inclusive, um pequeno atraso de fase e uma amplitude da onda numérica li-
geiramente superior & amplitude real. Estas discrepancias deverdo ser consequéncias
da fraca precisao do esquema numérico utilizado. E provavel que uma extensdo para
o modelo de Nadaoka & Beji do métdodo dos elementos finitos com uma formulagao
de Petrov-Galerkin do tipo proposto nesta tese (cf. Capitulo 5) mas baseado numa

norma de Riemann, permita obter a necessdria precisao de fase e amplitude.
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Caso C: nao foi péssivel obter para este caso uma solu¢do com precisio de segunda
ordem, i.e. esquema de Bubnov-Galerkin com # = 0.5 (cf. Capitulo 4). A solugio
apresentada nas Figuras 6.45, 6.49 e 6.53, foi obtida com 6 = 0.515. Como seria
de esperar, a dissipacio é minima, ndo impedindo o aparecimento de oscilagoes
numéricas de grande amplitude na entrada do coroamento do quebra-mar e, de
menor amplitude, na saida do coroamento (cf. Figura 6.49). No entanto, sendo o
mecanismo dissipativo de primeira ordem, afecta de forma inaceitdvel as harmonicas
principais, onde a energia da onda se concentra, conduzindo a uma solugao numérica
com amplitude bastante abaixo da real (cf. Figura 6.53). Por outro lado, e pese
embora o elevado erro de fase e de amplitude, é a tnica solugdo numérica em que
a diferenca de fase entre as harménicas principais estd préxima do valor correcto,

como se pode concluir da forma da onda.
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Figura 6.23: Caso A: séries temporais — modelo de Boussinesq, esquema de Bubnov-
-Galerkin. De cima para baixo, sondas 1 a 11.
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Figura 6.24: Caso A: séries temporais — modelo de Boussinesq, esquema de Petrov-
_Galerkin. De cima para baixo, sondas 1 a 11.
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Figura 6.25: Caso A: séries temporais — modelo de Seabra-Santos, esquema de
Petrov-Galerkin. De cima para baixo, sondas 1 a 11.




- ¢ {(mm) ¢ (mm) ¢ (mm) ¢ (mm) ¢ (mm) ¢ (mm) ¢ (mm) ¢ (mm) ¢ (mm) ¢ (mm)

¢ (mm)

Figura 6.26: Caso A:

6.2. MODELOS DE ONDA DINAMICA

2 bfoB38 ABoB888 BBoB52 A8.858 58.888 §8.8388

L o888 5BoB83 A8.858 58,888 £§8.88

il

%

P It

&

i

AL L L

3
B
-l
=l
8
8
gHII

TIT[TET T T oY

g m‘ln Tinbadis

T[T T

il

T[T

2
]
ol
€
8
8
g\l!

TITOT[TTT[II T

enbbt LT
a

bl

3
8

wl

ol
8
8
g

TITITTTT T

mm

3

TOFPFTIT P iTT I
eldmg il

10 0
- T T T T I H T T T l T T T T I T T T T | T 7 T T b= |
E_ . ¢ L 1 1 I L ST BT I 1 L =

10 20 t (S) 30 40 50
= T T T T I T T T T I T T T T l T T T T I T T T T =
E L 1 : ! I L L L | 1 i I

10 20 + (s) 0 40 50
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séries temporais — modelo de Madsen & Sgrensen, esquema
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Figura 6.27: Caso A: séries temporais — modelo de Madsen & Sgrensen, esquema
de Petrov-Galerkin. De cima para baixo, sondas 1 a 11.
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Figura 6.28: Caso A: séries temporais — modelo de Nadaoka & Beji
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sondas 1 a 11.
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Figura 6.29: Caso A: perfis longitudinais — modelo de Boussinesq, esquema de
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Figura 6.31: Caso A: perfis longitudinais — modelo de Seabra-Santos, esquema de
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Figura 6.34: Caso A: perfis longitudinais — modelo de Nadaoka & Beji (3 compo-
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Figura 6.36: Caso A: séries temporais — modelo de Boussinesq, esquema de Petrov-
_Galerkin. Resultados numéricos (—) e experimentais (——). Da esquerda para a

direita e de cima para baixo, sondas 2 a 11.
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Figura 6.37: Caso A: séries temporais — modelo de Seabra-Santos, esquema de
Petrov-Galerkin. Resultados numéricos (—) e experimentais (——). Da esquerda
para a direita e de cima para baixo, sondas 2 a 11.
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Figura 6.42: Caso C: séries temporais _ modelo de Boussinesq,
-Galerkin. De cima para baixo, sondas 1 a 11.
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Figura 6.44: Caso C: séries temporaié — modelo de Madsen & Sgrensen, esquema

de Petrov-Galerkin. De cima para baixo, sondas 1 a 11.
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Figura 6.46: Caso C: perfis longitudinais — modelo de Boussinesq, esquema, de
Petrov-Galerkin. De cima para baixo, t =10s,t=20,{=30s,t = 40s et =>50s.
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Petrov-Galerkin. De cima para baixo, t =10s,t=20,t1=30s,t=40s et = 50 s.
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6.2.4 Propagacao de um solitdo ao longo de um canal com

um pilar cilindrico

Os esquemas numéricos desenvolvidos nos Capitulos 4 e 5, para os modelos de Bous-
sinesq e de Madsen & Sgrensen, a duas dimensoes horizontais, sdo aplicados ao caso
de uma onda solitdria propagando-se ao longo de um canal rectangular e contor-
nando um cilindro vertical. Os resultados numéricos sio comparados com medigdes
obtidas por Antunes do Carmo et al. (1993b) no canal de ondas do Institut de
Mécanique de Grenoble, Franca. O modelo de Madsen & Sgrensen revelou ser mais
estivel do que o modelo de Boussinesq. No caso do primeiro modelo, foi possivel
obter uma solucdo numeérica para um esquema de Bubnov-Galerkin, enquanto para
o modelo de Boussinesq tal s6 foi possivel recorrendo ao esquema de Petrov-Galerkin
a 2DH (cf. 85.5).

Instalacdo e dados experimentais

O canal de ondas tem 15 m de comprimento e 0.55 m de largura. O cilindro de
16 cm de didmetro foi colocado em posigio vertical sobre o eixo longitudinal do
canal, intersectando a superficie livre (cf. Figura 6.54). O centro da base do cilindro
foi colocado no ponto de coordenadas (4.320,0.275) m. Os registos de elevagdo da
superficie livre foram obtidos por sete sondas de profundidade colocadas ao longo do
canal, nas seguintes posicdes: sonda 0 = (2:025,0.275) m; sonda 1 = (4.220,0.275)
m; sonda 2 = (4.320,0.170) m; sonda 3 = (4.320,0.045) m; sonda 4 = (4.420, 0.275)
m; sonda 5 = (4.795,0.275) m; sonda 6 = (5.195,0.275) m. A aquisicao do sinal foi

4y (m)
: 0.275
0 1 4 5 6
> + S5 +‘+ + * T 0105
+2 T 0125
+3 — 0.045
! l | |
: A l I L 1 I z (m)
2.025 2.195 0.100.10  0.375 0.400

Figura 6.54: Canal de ondas e posicio das sondas.
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feita a uma frequéncia de 50 Hz. O nivel de dgua em repouso era h = 0.15 m e a
amplitude da onda na sonda 0 foi a = 0.03528 m, a que corresponde o coeficiente
de ndo linearidade € = a/h = 0.235. O batedor encontra-se situado em z = 0, pelo

que a onda se propaga no sentido positivo do eixo OX.

Canal numérico e condigoes de fronteira

O canal numérico tem o comprimento limitado a 4.59 m e 0.55 m de largura, sendo a
fronteira de entrada da onda coincidente com a posicao da sonda 0. Na fronteira de

montante foram impostas condi¢es na elevagdo da superficie livre e na velocidade:

((mt)=C@),  paraz=0, (6.10a)
4(z,t)=c h_j-of(f)(T) , para z =0, (6.10Db)
0 _

onde (p € a elevagdo da superficie livre registada na sonda 0 e ¢ = /g (h+a) é a
celeridade de uma onda solitéria com amplitude a num canal com profundidade h.
Nao foi imposta qualquer condicdo de fronteira para a componente transversal da
velocidade computacional, 9.

Os dois modelos, Boussinesq e Madsen & Sgrensen, apresentaram comportamen-
tos bastantes diferenciados no que concerne & necessidade de condicdes de fronteira
a jusante. Na simulagdo com o modelo de Boussinesq néo foi necessiria a impo-
sicao de qualquer condicdo na fronteira de jusante, tendo a onda saido do dominio
com muito pouca reflexdo. Na simulacio com o modelo de Madsen & Sgrensen, foi
necessario impor uma condi¢do de radiacio, do tipo:

¢ (z,1)

’U,(ZE,t) :Cm,

para £ = 4.59 m. (6.11)
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Figura 6.55: Detalhe da malha de elementos finitos.
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Um primeiro ensaio para o modelo de Madsen & Sgrensen sem imposi¢do desta
condicdo resultou na reflexdo total da onda na fronteira de jusante. A possibilida-
de desta diferenca de comportamentos fora j4 apontada pela andlise efectuada no
Capitulo 3.

A malha bidimensional é constituida por 3800 elementos bilineares e 4030 nds.
Um detalhe da malha de elementos finitos é apresentado na Figura 6.55. Considerou-
-se que ¢ = 0 s no instante em que a crista da onda coincide com a posicdo da sonda
0. O célculo iniciou-se para t = —1.5 s.

Foi utilizado um incremento temporal de At = 0.004 s, a que corresponde um

ntimero de Courant direccional méximo, Crgpms ou Cry, ., igual a 0.746.

Resultados numéricos

Os resultados numéricos foram obtidos para o modelo de Boussinesq com a formu-
lagio de Petrov-Galerkin desenvolvida no Capitulo 5 e para o modelo de Madsen &
Sgrensen com a formulacio de Bubnov-Galerkin. Dois outros ensaios produziram
resultados de mé qualidade: o modelo de Boussinesq com a formulagao de Bub-
nov-Galerkin deu origem a oscilacdes numéricas de amplitude muito superior & do
solitdo na fronteira com o cilindro; o modelo de Madsen & Sgrensen, com a formu-
lacdo de Petrov-Galerkin ndo consistente (cf. §5.4) e termos de difusdo cruzada iguais
aos da formulacéo de Boussinesq 2DH (cf. §5.5), deu origem a oscilages numéricas
com amplitude da ordem de grandeza da ainplitude do solitdo na fronteira com o
cilindro.

Nas Figuras 6.56 e 6.59 comparam-se as séries temporais obtidas nas experiéncias
numéricas com os resultados experimentais. Nas sondas 5 e 6, bastante afastadas
do cilindro, os resultados dos dois ensaios numéricos sio muito préximos entre si
e reproduzem bastante bem o ensaio fisico. Na sonda 4, o modelo de Boussinesq
(PG) apresenta o mesmo tipo de oscilagao verificado no ensaio experimental, o que
demonstra o cardcter extremamente selectivo do mecanismo dissipativo implementa-
do. Na mesma sonda, sonda 4, o modelo de Madsen & Sgrensen (BG) simplesmente
ignora a existéncia da cauda dispersiva. Na sonda 1 é 6bvia uma mais correcta
fase do modelo de Madsen & Sgrensen (BG) quando comparado com o modelo de
Boussinesq (PG), no entanto a cauda dispersiva parece ser melhor descrita por'este
dltimo. Nas sondas 2 e 3, onde a onda é fortemente influenciada pelas condigbes
de fronteira, os resultados fisicos e numéricos sdo bastante diferentes para ambos
os modelos. E evidente nos resultados do modelo de Boussinesq (PG) a presenga

da segunda harménica, mais pronunciada no ensaio fisico, a qual é praticamente
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Figura 6.56: Séries temporais numéricas (—) e experimentais (——) para uma onda
solitiria contornando um cilindro vertical. Modelo de Boussinesq (PG). De cima
para baixo: sonda 0, sonda 1, sonda 2, sonda 3, sonda 4, sonda 5 e sonda 6.
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Figura 6.57: Vista tridimensional da elevagao da superficie livre. Modelo de Bous-
sinesq (PG). De cima para baixo: t =1.0s,t=15s,t=2.0set= 2.5 8.
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Figura 6.58: Vista tridimensional da elevagdo da superficie livre. Modelo de Bous-
sinesq (PG). De cima para baixo: t =3.0s,t=35set=4.0s.

inexistente nos resultados com o modelo de Madsen & Sgrensen (BG).

As Figuras 6.57 e 6.58, para o modelo de Boussinesq (PG), e as Figuras 6.60 e
6.61, para o modelo de Madsen & Sgrensen (BG), representam uma vista tridimensi-
onal da propagacdo da onda em apenas parte do dominio. E evidente nos resultados
do modelo de Boussinesq (PG), para ¢t > 2.5 s, a existéncia de alguma oscilagdo de
origem numérica de muito pequeno comprimento de onda (cerca de 2£ em que £ é
o comprimento do lado de um elemento tipico) junto & fronteira sélida do cilindro.
Alguma oscilagao do mesmo tipo verifica-se junto & parede do tanque nos resultados
do modelo de Madsen & Sgrensen (BG), para ¢t = 4 s. Da inspecgdo das figuras é
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Figura 6.59: Séries temporais numéricas (—) e experimentais (——) para uma onda
solit4ria contornando um cilindro vertical. Modelo de Madsen & Sgrensen (BG). De
cima para baixo: sonda 0, sonda 1, sonda 2, sonda 3, sonda 4, sonda 5 e sonda 6.
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Figura 6.60: Vista tridimensional da elevagio da superficie livre. Modelo de Madsen
& Sgrensen (BG). De cima para baixo: t =1.0s,t=15s,t=2.0set=25s.
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Figura 6.61: Vista tridimensional da elevagao da superficie livre. Modelo de Madsen
& Sgrensen (BG). De cima para baixo: t =3.0s,t=35set=4.0s.

evidente serem bastante diferentes, para os dois modelos de propagacao, os padroes
de ondulacdo residual em torno do cilindro apés a passagem da onda, consequéncia

das diferentes propriedades de dispersdo de frequéncia de ambos.

Vorticidade

A hipétese de vorticidade nula segundo os eixos horizontais ¢ necessdria para a
integracdo analitica das equagdes da quantidade de movimento segundo a vertical
(cf. Capftulo 2), acabando por ser imposta dado a componente vertical da velocidade
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Figura 6.62: Modelo de Boussinesq (PG). Campo de vorticidade (Hz) e campo de
velocidade horizontal.

nao ser utilizada como varidvel. O mesmo nao acontece com a componente vertical
da vorticidade. De facto, a utilizacdo das componentes % e ¥ da velocidade como
varidveis, faz com que a a unica forma de impor a irrotacionalidade vertical seja
através da utilizacdo de multiplicadores de Lagrange numa formulagao variacional.
Alguns autores por facilidade de tratamento analitico das equages (Nadaoka et al.,

1997) ou de tratamento numérico (Antunes do Carmo, 1995, Antunes do Carmo .

e Seabra-Santos, 1996, Antunes do Carmo et al., 1993b) simplificam os modelos
utilizados substituindo dv/dx por du/dy e du/dy por dv/dz, respectivamente nas
equagdes de conservagdo da quantidade de movimento segundo OX e segundo OY .
Neste caso é possivel que se gere vorticidade dentro do dominio, nomeadamente
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Figura 6.63: Modelo de Madsen & Sgrensen (BG). Campo de vorticidade (Hz) e
campo de velocidade horizontal.

devido & presenca de alguma dissipagio de origem numérica. Os modelos devem
entdo ser capazes de lidar com essa vorticidade. No caso de estudo analisado, o
escoamento é rdfacional na zona préxima do pilar, apds a passagem da onda, tanto
no ensaio realizado com o esquema dissipativo — modelo de Boussinesq (PG) (cf.
Figura 6.62) — como no ensaio realizado com o esquema nao dissipativo — modelo
de Madsen & Sgrensen (BG) (cf. Figura 6.63). A vorticidade é mais elevada no
primeiro caso, dada a introdugéo explicita de termos dissipativos. No segundo caso, a
dissipacdo ou amplificacao existente é gérada de forma néo controlada pela utilizagao
de uma malha de elementos finitos nfo uniforme (cf. Walkley e Berzins, 1999).



Capitulo 7

Conclusoes

A utilizacdo de uma formulagio recente do pardmetro de ndo linearidade, e con-
sequente redefinicdo da medida de dispersdo, permitiu unificar a parametrizacdo
dos modelos de propagacao horizontal de ondas de superficie graviticas e dispersi-
vas. Dessa forma ultrapassou-se o aparente paradoxo da utilizacdo de modelos tipo
Boussinesq para valores da profundidade relativa, kh, superiores a 1. Desenvolveu-
-se a formulacdo bidimensional do modelo de Seabra-Santos, o qual revelou possuir
boas caracteristicas de dispersdo para ondulagdo caracterizada por um espectro de
banda estreita. Verificou-se ser possivel estender as formulac¢tes dos modelos de Se-
abra-Santos e de Nadaoka & Beji a situacdes com dissipag@o de energia, por atrito
ou por efeitos do tipo viscoso. Da analise das caracteristicas de empolamento linear
de vérios modelos de propagacao, concluiu-se que as formulagdes que ndo conser-
vam a accido da onda podem resultar no aumento infinito da amplitude da onda
com o aumento de profundidade para profundidades relativas elevadas. Este com-
portamento foi observado no estudo da propagacdo de ondas sobre quebra-mares
submersos: os esquemas numéricos sem mecanismo de dissipacdo de energia deram
origem a oscilagtes numéricas na reentrada em 4guas profundas. Este facto pode
comprometer a utilizacio de alguns modelos na. simulagdo da propaga¢do de ondas
sobre quebra-mares submersos ou sobre canais de navegacio. Foi proposta uma no-
va formulacao do modelo de Madsen & Sgrensen para fundos varidveis que, embora
ndo conservando a accdo de onda, devers evitar a explosdo da solugdo numérica.
No que concerne 2 identificacdo das condigGes fronteira a implementar, verificou-
-se que a imposicdo simultinea de condigdes para a elevacdio da superficie livre e
para a velocidade computacional nas fronteiras de barlamar é, em regra, uma fonte
de perturbacdes numéricas. Por outro lado, o modelo de Boussinesq e o modelo

de Madsen & Sgrensen tém velocidades caracteristicas bastante diferentes, o que
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-

se verificou analiticamente, apresentando este dltimo uma maior semelhanc¢a com o
modelo de Saint-Venant. Também numericamente se verificou, no ensaio a duas di-
mensdes horizontais, ndo ser necessiria a imposi¢ao de uma condicao de radiagao da
onda na fronteira de sotamar para o modelo de Boussinesq. O mesmo procedimento,
quando adoptado paré o modelo de Madsen & Sgrensen, resultou na reflexio total
da onda naquela fronteira. Os ensaios relativos a utilizacdo de uma solugio linear
do modelo de Berkhoff como condicdo inicial para o modelo de Boussinesq indicam
alguma diminui¢ao do esforgo de cdlculo necessirio para atingir uma situagio de
agitagio estabelecida.

O método dos elementos finitos apresenta, na sua utilizagio na modelagdo da
propagagio de ondas dispersivas, os mesmos problemas de instabilidade numérica
encontrados na classe de modelos de conveccio-difusdo, nomeadamente nas equacoes
de Saint-Venant. As oscilagbes numéricas sio, neste caso, mitigadas pelo equilibrio
dinsmico entre os efeitos de nao linearidade e dispersio, sem formagdo de ondas de
choque, mas conduzem igualmente & corrupgdo da solucdo numérica. Analitica e
experimentalmente conclui-se que a celeridade de grupo dos esquemas de Bubnov-
_Galerkin baseados na interpolacio mista das equagdes de conservacao pode evitar
grande parte do ruido numérico, sem no entanto o eliminar. A anélise efectuada
mostra, no entanto, que estes esquemas tém uma precisdo demasiado baixa, nunca
superior & segunda ordem.

O método de elementos finitos, baseado numa formulacdo de Petrov-Galerkin,
desenvolvido para o modelo de Boussinesq e vélido nas mesmas condigbes para o
modelo de Seabra-Santos, apresenta excelentes caracteristicas de precisdo, terceira
ordem, e estabilidade, conseguidas através da introdugao de termos de correccao
da dispersdo numérica e de um mecanismo de dissipagao altamente selectivo, prati-
camente s6 actuando sobre as componentes de mais elevado nimero de onda, sem
afectar as harménicas fundamentais. A discretizagio simultinea do espago e do
tempo em elementos finitos com fungdes de interpolagdo trilineares e fungdes de
peso bilineares no espaco e quadraticas no tempo, permite obter essa elevada pre-
cisio mantendo o ndmero de graus de liberdade num nivel aceitdvel, associado a um
esquema implicito de integragdo no tempo a dois niveis.

O mesmo método aplicado ao modelo linearizado de Madsen & Sgrensen permite

construir um esquema numérico estdvel, embora numa formulagdo néo consistente. -

A precisio é também neste tltimo caso de terceira ordem. Note-se que este modelo
necessita formalmente de um esquema de ordem superior a quatro para que 0s erros
- puméricos nio se sobreponham ao fenémeno fisico, dentro do dominio de validade do

modelo. A construcio de uma formulagio de Petrov-Galerkin consistente, precisa
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e estdvel para este modelo nao é evidente. Por outro lado, qualquer aproximagao
do tipo Boussinesq é baseada num perfil vertical de velocidades polinomial em z.
Para 4guas profundas esta aproximacao nao é adequada, pelo que parece ser mais
conveniente dirigir os esforcos de investigacdo para o desenvolvimento de métodos
numéricos precisos e estaveis para modelos do tipo do modelo de Nadaoka & Beji.

Os resultados numéricos foram comparados com medicoes laboratoriais ampla-
mente divulgadas na literatura especializada. Concluiu-se que, para espectros de
banda muito estreita, o modelo de Seabra-Santos tem um comportamento muito
bom. Concluiu-se também que o modelo de propagacdo de Nadaoka & Beji consegue
reproduzir os fenémenos hidrodindmicos mais importantes mesmo em escoamentos
bastante complexos. O método de elementos finitos (formulacdo de Bubnov-Galer-
kin) utilizado sobre este modelo ndo tem no entanto nem a precisdo, nem um meca-
nismo dissipativo adequados para a modelagao do escoamento em aguas profundas.
O esquema numérico do tipo Petrov-Galerkin, desenvolvido e aplicado aos modelos
de Boussinesq, Seabra-Santos e Madsen & Sgrensen, apresentou um comportamento
excelente nas condi¢es hidrodinamicas em que estes modelos sao validos.

Como investigacao futura na aplicagao do método dos elementos finitos aos pro-
blemas de propagacdo de ondas de superficie dispersivas sugere-se, por ordem de

prioridade:

e a extensdo do esquema de Petrov-Galerkin ao modelo de Nadaoka & Beji,
recorrendo a uma norma de Riemann para a adimensionalizagdo dos tensores

presentes nas funcoes de peso;

e a reformulacdo dos tensores do esquema de Petrov-Galerkin por forma a per-
mitir a modelacio da dissipagio de energia devida ao atrito e a rebentacao,
sem comprometer a precisdo do método. Para tal sugere-se a introdugdo de
uma equacado de conservacdo da energia, tal como proposto recentemente por
Karambas (1996), ou, no caso da rebentagdo apenas, de uma equacao de trans-
porte (convecciio e difusdo) da turbuléncia gerada pela rebentacdo (Nwogu,
1993);

e 2 extensdo do esquema de Petrov-Galerkin por forma a optimizar a sua apli-

cacdo & forma ndo linear do modelo de Madsen & Sgrensen;

e a extensdo do esquema de Petrav-Galerkin & formulagdo a duas dimensoes

horizontais do modelo de Madsen & Sgrensen.
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